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Lisa 1. Probleemulesandeid



Sissejuhatus

Pdhikooli riiklik 6ppekava eeldab probleemulesannete koostamist ja lahendamist, erinevate
lahendusstrateegiate uurimist ja rakendamist, olemasoleva informatsiooni analttsimist ja
loogilise arutluse kaudu jareldusteni jdudmist (PShikooli riiklik 6ppekava lisa 5, 2011). Seega
on igati asjakohane tutvustada probleemilesannete lahendamise praktikaid ja strateegiaid,
pakkuda valja probleemilesandeid ja lahendusi. Matemaatikadpetus eristub oma hierarhilise
iseloomu t6ttu, kus hilisem 6pitu toetub varasemale ja uute teadmiste omandamise edukus on
tugevalt seotud eelnevate teadmistega (Pohikooli riiklik 6ppekava lisa 5, 2011). Seet6ttu on
matemaatika dppeprotsessis oluline roll tdpsusel, jarjepidevusel ja aktiivsel mottetdd!l kogu
Oppeaja valtel (Pdhikooli riiklik Gppekava lisa 5, 2011).

Kéesoleva t66 kirjutamiseks on inspiratsiooni saadud Peter Liljedahli (2021)
raamatust ,,Building thinking classrooms in mathematics grades K-12: 14 teaching practices
for enhancing learning*. Raamat sisaldab selle autori aastaid vdldanud uurimistdo tulemusi
selle kohta, kuidas ,,mittemdtlevast* klassiruumist liitkuda ,,motleva‘ klassiruumi poole.
Autor on raamatus toonud hulga naiteid, tlesandeid ja 6ppijakeskseid praktikaid, mis
soodustavad Opilaste matemaatilist motlemist ja dppimist.

Uks mdte, mida Peter Liljedahl (2021) korduvalt oma raamatus sdnastab on ,,selleks,
et Opilased motleksid, peame me andma neile midagi, mille iile moelda™ (Ik 279). Olulised on
klassis valitsev kultuur ja keskkond, kus m&tlemine ei ole ainult hinnatud, vaid on ka vajalik,
ehk Opetajal tuleb luua nn métlev klassiruum (Liljedahl, 2021).

Pdhikoolis dppetegevust kavandades ja korraldades teevad Opetajad koostdod,
seejuures rakendatakse uurivat Gpet ja kasutatakse mitmekesiseid ja kombineeritud
Oppemeetodeid ning aktiivsust, loovust, koostddd ja tagasisidet soodustavaid dppetegevusi
(P6hikooli riiklik dppekava lisa 5, 2011). Uks vdimalus tdsta dpilaste aktiivust, arendada
loovust ja koostd6 oskusi, on lahendada tunnis probleemiilesandeid riihmades antud
magistritoos Kirjeldatud viisil.

Magistritod eesmérk on anda tilevaade probleemiilesannete lahendamise arengutest aja
jooksul, praktikatest ja erinevatest strateegiatest. Tuua véalja, mida probleemi ja probleemilesande
all matemaatikas maoistetakse. Siin selgitatakse, miks on vaja probleemiilesandeid lahendada.
Antud t60 oleks abiks ka pdhikooli kolmanda kooliastme Gpetajale nn métleva klassiruumi
kujundamiseks. Teiseks pakub antud t66 valiku erinevaid probleemulesandeid, mis toetavad
ka ainekava omandamist. Opetajad vdivad véltida probleemiilesannete lahendamist tundides,

sest nii voib tekkida maha jadmine kohustuslikes dppekava teemades, eriti aeglasemates



tempogruppides. Antud t66s pakutud probleemdiilesanded toetavad dppekava teemasid, seega
antud valiku kasutamine tundides on pdhjendatud. Kéesolev magistritoo voiks dpetajates
tekitada huvi Liljedahli (2021) kirjeldatud mdtleva klassiruumi ja koos dppimise metoodika
vastu. Antud t60 eesmark ei ole uurida ja analtitisida koolides probleemilesannete

lahendamist ja Gpilaste probleemiilesannete lahendamise oskusi.



1. Mis on probleemtlesanne

Antud magistritods vaadeldakse probleemilesandeid matemaatikas, aga probleemilesandeid
tuleb ette erinevates valdkondades nagu fliisika, keemia, majandus, psiihholoogia ja muudes
eluvaldkondades. Koolimatemaatikas on probleemilesanneteks enamasti teksttilesanded.
Alljargnevalt on toodud mdned aja jooksul esitatud arusaamised ja kirjeldused probleemi ja
probleemiilesande kohta.

Probleem on uurimisiilesanne, lahendust ndudev keerukas kisimus (Eesti
Oigekeelsussonaraamat, 2018).

Resnick ja Glaser (1975) on kirjutanud, et ,,mdiste probleem viitab olukorrale, kus
tuleb lahendada varem mitte ettetulnud Glesanne, mille jaoks ei ole tépset lahendusviisi
antud“ (Ik 6). Teisisdnu, konkreetne llesanne on lahendajale uus, kuigi olemasolevaid
teadmisi vOib lahendamiseks kasutada (Resnick & Glaser, 1975).

Kolm erinevat mdistet on kisimus, harjutus ja probleem. Krulik ja Rudnick (1982) on
oelnud, et ,,kiisimus nduab meelde tuletamist, harjutus pakub harjutamist ja praktikat,
probleem nduab hoolikat labim6tlemist ja teadmiste sunteesi. See, mis kord thele inimesele
on probleem, vGib olla harjutus voi kisimus talle hiljem. Veelgi enam, mis ihele on
probleem, voib kergesti olla harjutus vdi kusimus kellegi teise jaoks* (1k 42).

Probleemilesandeid nimetatakse sageli mitterutiinseteks tilesanneteks, sest need
ulesanded nbuavad Gpilastelt oma teadmiste kasutamist mitterutiinsel viisil (Liljedahl, 2021).
Head probleemiilesanded on vaartuslikud Glesanded, sest nduavad Opilastelt mitmekesiseid
matemaatilisi teadmisi ja erinevate teadmiste kooskasutamist, et probleem lahendada
(Liljedahl, 2021).

L. Lepmann ja T. Lepmann (1995) on kirjutanud, et ,,probleemiks osutub iilesanne
siis, kui selle taitjal puudub valmis retsept antud korralduse taitmiseks. Harjutuse korral
seevastu on tlesande lahendamise meetod lahendajale ette antud* (1k 12).

Erinevad autorid on tiksmeelel, et probleem v6i probleemilesanne on, kui kindlat
lahendusviisi ei ole ette teada ja Glesande lahendamine nduab teatavat pingutust, métlemist ja
proovimist. Ulesannet, mida saab kergesti teada oleval viisil lahendada, on autorid nimetatud

harjutuseks voi rutiinseks tlesandeks.



2. Probleemiulesannete lahendamisest Polyast alates

Probleemiilesannete lahendamisel ja probleemiilesannete lahendamise Gpetamisel on
koolimatemaatikas kindel koht.

Esimene, kes kirjeldas probleemide lahendamise strateegiaid nii, et neid saaks ka
Opetada, oli George Polya (Schoenfeld, 1980). Ungari paritolu matemaatik George Polya
avaldas 1945. aastal teose ,,How to solve it*, kus kirjeldab probleemilesannete lahendamist ja
esitab Ulesannete lahendamise neli faasi (How to solve it, s.a.). Raamatut on tdlgitud
paljudesse keeltesse ja pidevalt on avaldatud kordustrikke (How to solve it, s.a.). Eesti
keeles, Ulo Kaasiku tdlkes ilmus raamat ,, Kuidas seda lahendada* esmakordselt 1967. aastal
ja kordustrikk 2001. aastal (Polya, 2001). Raamatut kasutatakse siiani matemaatika
Opetamisel (George Polya, s.a.). Edasi avaldas Polya kahes koites raamatu ,,Mathematical
Discovery*, vastavalt aastatel 1962 ja 1965 ja pani nende kolme teosega aluse edasisele
uurimisele heuristikas! (Schoenfeld, 1980).

Kahekiimnenda sajandi teisel poolel, eriti 1960ndatel ja 1970ndatel aastatel, edenes
matemaatikas probleemilahendamise uurimine ja avaldati rida uuringuid
probleemilahendamise protsesside kohta (Liljedahl et al., 2016). Eeldati, et petamise ja
Oppimise heuristilised strateegiad, pohimdtted ja vahendid on abiks Opilastele
probleemolukordades ja parandavad nende probleemilesannete lahendamise oskusi
(Liljedahl et al., 2016).

Polya mdju oli suur. Naiteks National Council of Teachers of Mathematics soovitas
oma 1980. aasta tegevuskavas, et probleemide lahendamine oleks 1980. aastatel
koolimatemaatikas kesksel kohal (Schoenfeld, 1987). Praeguseks on heuristiliste
lahenemisviiside Gpetamine Gpilastele didaktikas aktsepteeritud (Liljedahl et al., 2016).
Schoenfeld (1987) kirjutab, et ,,lithidalt 6eldes tdhendab probleemide lahendamine
matemaatikahariduses probleemide lahendamist a la Polya* (1k 287). Polya t6id probleemide
lahendamise alal tsiteeriti ajakirjades American Political Science Review, Annual Review of
Psychology, Artificial Intelligence, Computers and Chemistry, Computers and Education,
Discourse Processes, Educational Leadership, Higher Education, Human Learning ja paljudes
teistes ajakirjades (Schoenfeld, 1987).

! Heuristika on avastamisdpetus. Heuristika annab probleemi lahendamiseks reegli v8i meetodi, kuid ei paku

valmislahendusi (Heuristika, s.a.).



Eestis avaldasid 1995. aastal Lea ja Tiit Lepmann raamatu ,,Teeme ise matemaatikat®,
kus on rohutatud avastava dppimise tahtsust. Avastav dppimine on kdige tldisemas plaanis
Oppimine 1abi oma enese kogemuses (Lepmann & Lepmann, 1995). Raamatus on antud nii
metoodilisi nduandeid Opetajale avatud tlesannete kasutamiseks 6ppetdos, aga on esitatud nn
probleemide ringid ehk avatud llesanded, mida Gpetaja dppetdos kasutada saab (Lepmann &
Lepmann, 1995). Avatud ulesannetena kasitlevad autorid selliseid ulesandeid, mille puhul on
algtingimused voi oodatav resultaat voi siis mélemad sonastatud suhteliselt Gldiselt
(Lepmann & Lepmann, 1995). Lepmann (2012) on ka kirjutanud:

Loovalt ja loogiliselt arutlemise oskuse arendamine on matemaatikadpetuse Uheks
olulisemaks eesmaérgiks. See oskus pole vajalik mitte ainult matemaatikatlesannete,
vaid ka elus ette tulevate igapaevaste probleemide edukaks lahendamiseks. Arvatakse,
et viljakaim aeg loova ja loogilise mdtlemise dppimiseks on 7. — 9. klass, mil dpilased
on oma matlemise tasemelt joudnud nn formaalsete operatsioonide staadiumi (lk 1).

Probleemilesannete lahendamisest on Gpilastele kasu lisaks ainealaste teadmiste
arendamisele ka muul moel. Avastava voi huvitava, kuid raske probleemilesande
lahendamine tdstab Gpilase enesehinnangut ja motivatsiooni, pakub rahulolu ja pingest
vabanemise tunnet (Lepmann & Lepmann, 1995).

Eesti pohikooli riikliku 6ppekava jargi kolmanda kooliastme I6puks Gpilane esitab
erinevate eluvaldkondade probleeme matemaatiliselt, koostab ja lahendab mitmetehtelisi
probleemdiilesandeid, mdistab ja kasutab erinevaid probleemide lahendamise strateegiaid ning
oskab analliisida nende erinevusi, koostab erinevate eluvaldkondade probleemide
lahendamiseks sobivaid matemaatilisi mudeleid, lahendab neid ja tldistab saadud tulemusi
(Pohikooli riiklik dppekava lisa 5, 2011). National Council of Teachers of Mathematics
soovitas 1980. aastal probleemilesannete lahendamist koolimatemaatikas. Kehtivas Eesti
pdhikooli riiklikus 6ppekavas on probleemiilesannete lahendamine ndutud.

Probleemulesanded peaksid kuuluma iga matemaatikateema koosseisu (Lepmann
2012). Sellest mdttest lahtuvalt on kdesolevas magistritdos pakutud ka ainekava toetavaid
probleemdiilesandeid, mida Gpetaja saab oma t66s Opilastega kasutada. Lisaks on toodud
ulesannete lahendusi ja vastused. Kéesoleva magistritoo eesmark on ka tutvustada Opetajale
viise ja strateegiaid, kuidas probleemiilesannete lahendamist koolitunnis korraldada ning

millistele dpilaste ja dpetaja enda tegevustele tdhelepanu pdodrata.
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3. Miks probleemtlesandeid lahendada ja koos 6ppida

Kéesolevas peatiikis antakse llevaade tavapérasest matemaatikatunnist, selle puudustest ja
esitatakse erinevaid praktikaid matemaatikatunni labiviimiseks. Antakse llevaade probleemi
lahendamisest matemaatikas ja probleemilesannete lahendamise vajadusest. Antud peatikis

tuuakse valja dpilaste erinevad tegevused matemaatikatunnis tlesannete lahendamisel.

3.1 Matemaatika dpetamisest ja dppimisest pdhikooli riiklikus 6ppekavas
Pohikooli riikliku dppekava kohaselt (2011) tuleb koolis Gppe- ja kasvatuseesmarkidena
kujundada dpilaste suhtlus- ja sotsiaalseid padevusi. Koos grupis probleemiilesandeid
lahendades tuleb &pilastel omavahel suhelda ja koostddd teha. Opilastel tuleb kaaslaste ees
oma seisukonhti esitada ja pdhjendada. Samas tuleb aktsepteerida kaaslaste arvamusi,
arvestada tksteisega ja jagada dppevahendeid.

P&hikooli riikliku dppekava (2011) kohaselt koolis luuakse ka vdimalusi 6ppimiseks
ja toime tulemiseks erinevates sotsiaalsetes suhetes (6pilane-Opetaja, dpilane-dpilane). Grupis
probleemiilesandeid lahendades 6pivad Gpilased koos, omavahel teadmisi ja oskusi
vahetades. Opetajal on suunav roll sellise 6ppimise meetodi juures.

Pdhikooli riikliku dppekava (2011) kohaselt peab Gpetaja kasutama nuidisaegset ja
mitmekesist dppemetoodikat, -viise ja -vahendeid (sealhulgas suulisi ja kirjalikke tekste,
audio- ja visuaalseid dppevahendeid, aktiivoppemeetodeid, Oppekéike, dues- ja
muuseumidpet jms). Kéesolevas t60s jargnevalt kirjeldatud Peter Liljedahli (2021) 6petamise
praktika on dpilasekeskne, kus on Ghendatud dpilaste koostdd ja lilkumine tunni ajal.
Opilased ei istu klassikalisel viisil pingirivides, vaid lahendavad tilesandeid seistes
vertikaalsetele pindadele kirjutades. Peter Liljedahli (2021) kirjeldatud tundi saab l&bi viia ka

oues, kui leidlikul viisil luua sobivad vdimalused.

3.2 Nuud proovige teie
Jargmises osas tutvustatakse vajadust klassikalist 6petamise viisi muuta. Siinkohal
tuginetakse pohiliselt Liljedahli ja Allani (2013, 2021) t6tdele.

Opetajal on oluline aru saada, millega pilased tunnis tegelevad. Kas nad &pivad ja
lahendavad tegelikult ise tlesandeid voi ei keskendu nad 6ppimisele ega saa ka aru, mis
tunnis toimub? Millised on asendustegevused, millega dpilased tunnis tegelevad ja mis ei aita

neil 8ppida, aru saada ega arenda nende teadmisi ja oskusi? Opetajal on oluline mdista
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Opilaste kaitumist, mis ei vasta tunni eesmarkidele ja 6petaja ootustele. Opetaja saab olukorda
muuta ja tuua klassi erinevaid praktikaid, et dpilasi aktiivselt Gppima ja mdtlema suunata.
Uks tavaparane Gpetamise praktika matemaatikatundides on nn niiiid proovige teie
(Liljedahl & Allan 2013). Meetod on lihtne. Kui Gpetaja on selgitanud ja teinud néiteks
tahvlile mdned ndited, siis annab ta dpilastele lahendada tilesandeid ehk niilid proovige teie
(Liljedahl & Allan 2013). Liljedahl ja Allan (2013, 2021) ongi luhidalt nimetanud seda
traditsioonilist matemaatikatunni labiviimise praktikat nliid proovige teie. See tundide
labiviimise meetod on levinud. Liljedahli (2021) kiilastatud neljakiimnes erinevas Kanada
klassis oli see meetod kasutusel igas vaadeldud tunnis. Autorid Liljedahl ja Allan (2013,

2021) ei anna hinnangut, mis on meetodi voorused voi puudused.

3.3 Tavaparane matemaatikatund ja Opilaste tegevused tunnis

Peter Liljendahl (2021) on kirjeldanud, kuidas ta kéis Kanada erinevates koolides, vaatles
neljakiimne erineva klassi tunde neljakiimnes erinevas koolis ja leidis, et dpilased ei mdtle
tunnis ise (Liljedahl, 2021). Vaadeldud koolide seas oli nii madalama kui kérgema
sotsiaalmajanduslike tingimustega koole, inglise ja prantsuse dppekeelega koole, nii riiklike
kui ka erakoole. Ta madistis, et probleem ei ole dpetajates vBi koolides, vaid probleem on
ststeemne ehk selles, kuidas tavapdrane matemaatikatund ja matemaatika 6petamine koolis
on korraldatud.

Tavapérane matemaatikatund on, kui Gpetaja on tahvlile ette ndidanud, kuidas midagi
teha voi lahendada, pdordub ta dpilaste poole ja laseb neil iseseisvalt méne lesande
lahendada ehk kasutab levinud praktikat niitid proovige teie. Keskmiselt nelja minuti ja
kahekiimne kahe sekundi pérast Opetaja naitab lahenduse. Sageli see kordub ja dpilased
saavad jargmise Ulesande iseseisvalt lahendada (Liljedahl, 2021). Peter Liljedahl (2021)
leidis, et kBigest kakskiimmend protsenti Gpilastest tegid seda, mida 6petajad eeldasid ehk
lahendasid iseseisvalt iilesandeid. Ulejaanud seda ei teinud. Ule poolte Gpilastest matkisid
iseseisvat lahendamist. Nad proovisid dpetaja toodud ndite jargi Glesannet lahendada. Kui
Opetaja ndidatud lahendusskeem tapselt ei sobinud, siis nad kisisid, mida teha (Liljedahl,
2021).

Mida dpilased tunnis teevad, kui nad ei motle ega lahenda ise ilesandeid? Peter
Liljedahl (2021) viis labi eraldi uuringu kiimnes erinevas klassis. Alltoodud on tema uuringu
tulemused ehk dpilaste viis tegevust matemaatikatunni ajal. Ntid proovige teie tunnis, kus

Opetaja esmalt selgitab ja teeb moned ndited tahvlile ja seejarel annab tlesanded iseseisvaks
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lahendamiseks, jagunesid dpilased tegevuste jargi viide gruppi. Opilaste tegevused

matemaatika tunni ajal olid alljargnevad (Liljedahl, 2021).

Olesklemine (slacking). Need olid Opilased, kes isegi ei Uritanud tlesandeid
lahendada. Oppimise asemel nad vaatasid oma nutitelefoni, ajasid juttu ehk ei teinud
midagi. Nad ei teadnud, mis tunnis toimub (Liljedahl, 2021). Olesklejad olid
mittemotiveeritud Gpilased, kes on oma huvipuudust selgitanud nii: ,,ma ei saa aru,
mu eradpetaja aitab mind ohtul voi ma olen vésinud* (Liljedahl & Allan 2013).
Viivitamine (stalling). Sarnaselt olesklejatele ka need Gpilased ei Gritanudki
ulesandeid ise lahendada ja nemad tegelesid kdrvaliste asjadega nagu pliiatsi
teritamine, vee joomine, tualetis kdimine vdi oma asjade kotist otsimine (Liljedahl,
2021). Viivitajad ootasid Opetaja selgitamist (Liljedahl, 2021). Nende dpilaste jaoks
oli nulid proovige teie osa tunnis tahtsusetu ja nad votsid seda osa tunnist kui
puhkepausi (Liljedahl & Allan 2013).

Teesklemine (faking). Sellese riihma kuuluvad dpilased teesklesid llesannete
lahendamist, aga ei teinud pariselt seda (Liljedahl, 2021). Nemad vaatasid tahvlit,
lappasid Opiku lehti, teesklesid vihikusse kirjutamist midagi saavutamata ehk
tegelesid erinevalt viivitajatest nd lubatud korvaliste tegevustega (Liljedahl, 2021).
Sisuliselt ootasid nemad samuti Gpetaja selgitamist. Sarnaselt eelmistega ka teesklejad
ei teadnud, kuidas antud tlesannet lahendada (Liljedahl, 2021). Need Gpilased on oma
tegevust selgitanud nii: ,,ma ei taha oma markmeid segi ajada, kiill dpetaja annab
meile dige vastuse™ (Liljedahl & Allan 2013).

Matkimine (mimicking). Erinevalt kolmest eelmisest dpilaste grupist matkijad
lahendasid tlesandeid (Liljedahl, 2021). Samas nad jargisid dpetaja ndidatud
lahendusskeemi. Kui Gpetaja ndidatud skeem antud lesande lahendamiseks ei
sobinud, siis jaid nad hatta (Liljedahl, 2021). Need dpilased sageli otsisid abi oma
méarkemetest vOi Opetaja toodud néidetest tahvlil (Liljedahl & Allan 2013). Matkijad
on vastanud oma tegevuse selgitamiseks, et tegid seda, mida dpetaja soovis (Liljedahl
& Allan 2013).

Isetegemine (trying it on their own). Need dpilased proovisidki ise oma teadmisi
kasutades ulesandeid lahendada (Liljedahl, 2021). Need dpilased mdistsid hasti
matemaatilisi seoseid, ei kopeerinud varasemaid nditeid rida realt ehk otsisid

minimaalselt abi varasematest nédidetest (Liljedahl & Allan 2013). See ei tdéhendanud,
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et Opetaja selgitused ja esitatud ndited neile vaheolulised oleksid (Liljedahl & Allan

2013).

Ainult viimase viienda grupi dpilased no motlesid ja lahendasid ise tlesandeid.
Opilaste jaotus erinevate iilesannete lahendamise viiside jargi on toodud jargmisel joonisel.
Matkimisega ehk Gpetaja néite jargi tlesannete lahendamisega tegeles natuke rohkem kui
pool klassi dpilastest, veerand dpilastest ei proovinud tlesandeid lahendada ja viiendik dpilasi

motles ja lahendas ulesandeid.

[
olesklemine )
9%

isetegemine
19%

ootel olemine
13%

teesklemine
6%

matkimine
53%

Joonis 1. Opilaste tegevuste jaotus, kui Opetaja esmalt teeb mdne naite ja siis annab

ulesandeid iseseisvaks lahendamiseks (Liljedahl, 2021).

Liljedahli (2021) kirjeldatud uuring on l&bi viidud Kanada koolides. Eesti koolides ei
ole sellist ulatuslikku tundide vaatlemist ja analtiisimist keegi teinud. Seega ei ole kindlalt
teada, milline on eesti Gpilaste tdpne jaotus tundides Ulesannete lahendamise viisi jargi. Peter
Liljedahl on Vancouveris asuva Simon Fraseri Ulikooli matemaatikahariduse professor.
Kanada Opilased olid 2018. aasta Pisa testide tulemuste jargi matemaatikas
kaheteistkiimnendal kohal (Pisa 2018, s.a). See on lahedane tulemus Eesti Opilastele, kes
saavutasid kaheksanda koha (Pisa 2018, s.a). VVOib oletada, et eesti Opilaste jaotus on sarnane
ja igas klassis on nii ise tilesandeid lahendavaid dpilasi kui ka korvaliste asjadega tegelejaid.

Opilastest lahtuvalt on aga nende tegevustes teatud ratsionaalsus nagu pingutuse
minimeerimine, tegevuse 6konoomsus ehk enda sd4stmine, piiratud ratsionaalsus st rahuldava

mitte optimaalse valiku tegemine, kahju-ja riskikartlikkus, kus 6pilased ei soovinud naiteks
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oma markmetesse vigu ja parandusi, eelistades vihikusse kirja panna 6petaja 6ige lahenduse
(Liljedahl & Allan 2013).

3.4  Matemaatiline mdtteviis ja probleemi lahendamine

Matemaatikat dpitakse koolis esimesest viimase klassini. On dpilasi, kellele matemaatika

meeldib ja nad lahendavad Ulesandeid igas tunnis, ja teised, kes matemaatikaga tegeleda ei

soovi. Mida vajalikku annab matemaatikaga tegelemine ja probleemulesannete lahendamine?
Matemaatika on elav aine, mis piidiab mdista mustrid meie imber ja meie sees

(Schoenfeld, 2016). Schoenfeld (2016, Ik 2) Kirjutab:

Matemaatika dppimine on joustav. Matemaatiliselt véimekad Oppijad on
kvantitatiivsed kirjaoskajad. Nad on v6imelised tlgendama tohutul hulgal
kvantitatiivseid andmeid, millega nad igap&evaselt kokku puutuvad, ja langetama
arukaid otsuseid. Nad kasutavad matemaatikat praktikas alates lihtsatest rakendustest
kuni keerukate eelarveprognooside, statistiliste analiitiside tegemiseks ja
arvutimodelleerimiseks. Nad on paindlikud métlejad, kellel on nn tédriistad uudsete
probleemide ja olukordade lahendamiseks. Nad on nii analtiutilised motlejad kui ka
teiste esitatud argumentide analtdtilised hindajad.

Niisiis on matemaatikast ja matemaatika dppimisest kasu erinevatel tegevusaladel to6tades ja
eluliste probleemide lahendamisel. Koolis tuleb dpetajal kaasata ja motiveerida tunnist tundi
ka véahemotiveeritud Gpilasi.

Lisaks probleemi lahendamise oskustele on vaja koolis arendada koostodoskusi. Uks
vOimalus suunata dppima vahemotiveeritud Gpilasi ja arendada dpilaste koostddoskusi on
probleemipdhised dppimisviisid. Probleemipdhisel 6ppimisviisil on pikk ajalugu (Hmelo-
Silver, 2004). Probleemip@hine Gpe sobib hasti selleks, et aidata dpilastel saada aktiivseteks
Oppijateks, sest paneb dppijad lahendama reaalseid probleeme ja dpilased oma dppimise eest
vastutama (Hmelo-Silver, 2004). Probleemipdhise dppimisviisi korral tootavad 6pilased
véikestes rilhmades ja 8pivad, mida nad peavad teadma, et probleem lahendada. Opetaja on
vaid abistaja (Hmelo-Silver, 2004). Hmelo-Silver (2004) on esitanud probleemipdhise
Oppimisviisi viis eesmarki.

e Moodustada lai ja paindlik teadmiste baas. Opilased ei 6pi vaid fakte ja samas

saab lIdimida erinevaid valdkondi.

e Parandada probleemide lahendamise oskusi.

e Arendada ennastjuhtivaid 6pilasi ja anda elukestvaid pioskusi. Opilased peavad

eesmarkide saavutamiseks valima tegevussuuna ja hiljem otsustama, kas eesmérk
sai taidetud voi mitte.

e Saada headeks koostootegijateks.



Saada sisemiselt motiveeritud dppijateks. Kui 6ppijad saavad to6tada tlesande
kallal, mis pakub huvi, véljakutseid, rahulolu ja on kaasahaarav, siis on dppija

motiveeritud sellega tegelema.

15
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4.  Kuidas ja kus lahendada probleemtlesandeid

Ulesannet, sageli just probleemiilesannet, saame lahendada mitmel erineval viisil.
Lahendamise viis, oskus ja ka kiirus séltub varasemalt 6pitud teadmistest ja varasemate
erinevate Ulesannete lahendamise kogemustest. Probleemiilesannete lahendamine arendab
analtutilist ja loogilist motlemist. Nende lahendamist vGib votta loominguliselt, samas on
palju kasu siisteemsest ldhenemisest. Probleemilahendamise oskuste arendamine vdib aidata
inimestel muutuda tdhusamaks probleemide lahendajaks ja vGimaldada saavutada paremaid
tulemusi erinevates valdkondades.

Matemaatikud ja didaktikud on aja jooksul uurinud, leidnud ja vélja pakkunud, kuidas
matemaatika Ulesandeid ja probleemiilesandeid Gpilastele anda ja neid lahendada. Selles
peatiikis esitatakse erinevate matemaatikute ja didaktikute pakutud ideid ja meetodeid
ulesannete lahendamiseks. Vaadeldud autorite arvates ei ole sugugi tkskdik, kus ja kuidas
probleemiilesandeid lahendada.

Pdhikooli riikliku dppekava (2011) kohaselt tuleks dpilastes arendada ka koostoo
oskust. Probleemilesannete lahendamine allpool kdesolevas peatiikis toodud ja Peter
Liljedahli poolt pakutud idee dppida matemaatikat vaikemates gruppides on siin asjakohane.

V6ib ju anda probleemiilesandeid dpilastele individuaalseks lahendamiseks, néiteks
matemaatika tunni teises pooles kiirematele dpilastele. Vahelduseks koos lahendamisele ja
arutlemisele tahavad osad 6pilased lahendada tilesandeid ka otsast I6puni iseseivalt ja panna
ennast sel viisil proovile. Eksamiteks vdi matemaatika voistlusteks valmistudes on dpilastel
vaja ka iseseivat lahendamise kogemust. Seega riihmas ja individuaalne dppimine peavad
koos eksisteerima, pakkudes dpilastele erinevaid ulesannete lahendamise kogemusi ja eluks

vajalike teadmisi.

4.1  Polya ulesannete lahendamise neli faasi
Ungari matemaatik George Polya (1887—1985) andis 1945. aastal vilja raamatu ,,How to
solve it“, kus pakub vélja nii matemaatiliste kui ka mittematemaatiliste probleemide
lahendamise viise. Raamat, mida kasutatakse matemaatikadppes siiani, sisaldab ka nduandeid
matemaatika dpetamiseks (George Polya, s.a.).

Polya (2001, Ik 14—21) eristab llesannete lahendamisel nelja faasi.

e Esiteks peame Ulesandest aru saama ja selgelt ndgema, mida ndutakse. Néiteks, kui
ulesanne on seotud mingi kujundiga, siis tuleb teha joonis ja ndidata sellel otsitav ja

andmed.
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e Teiseks, lahendamise idee, lahendusplaani saamiseks peame nédgema, kuidas on
Uksikelemendid omavahel Uhendatud, kuidas otsitav seostub andmetega. Idee vdib
kujuneda jark-jargult. Head ideed tuginevad kogemustele ja varem omandatud
teadmistele.

e Kolmandaks me taidame lahendusplaani. Kui dpilane koostas plaani ise, olgugi et
mdningase vélise abiga, siis ta seda ideed nii kergesti ei unusta.

e Neljandaks, teeme tagasivaate lahenduskaigule, uurime ja analitisime seda.
Tagasivaade I6petatud lahenduskaigule, tulemuse ja selle juurde viinud tee veelkordne
uurimine ja analtdsimine tugevdavad dpilaste teadmisi ning arendavad neis
ulesannete lahendamise oskust.

Kokkuvatlikult on Polya (2001) tlesande lahendamise neli faasi jargmised:
arusaamine, lahendusplaani koostamine, lahendusplaani taitmine ja tagasivaatamine
lahenduskaigule. Polya (2001) leiab, et kdik nimetatud faasid on tihtsad. Ulesannet
lahendada pulides v6ime korduvalt muuta oma lahenemisviisi ja vaadata tlesandele erineva
nurga all (Polya, 2001).

Polya ,,How to solve it* ilmus 1945. aastal. IImumise ajal oli see oma aja olulisim
teos probleemiilesannete lahendamise kohta (Schoenfeld, 1987). Schoenfeld (1987) otsis ka
mdned probleemilahenduseksperdid, matemaatikadppejéud, kes juhendasid dpilasi Putnami
vistluse? voi erinevate olimpiaadide jaoks. Nende otsus oli iiksmeelne ja iihemdtteline:
Polyast polnud kasu algajatele noortele probleemide lahendajatele (Schoenfeld, 1987). Nad
itlesid, et Bpilased ei pi Polya raamatuid lugedes probleeme lahendama. Opilased
lahendasid probleemilesandeid oma andest lahtuvalt ja dppisid neid lahendama lahendades
palju probleemilesandeid (Schoenfeld, 1987).

Polya ideed ja strateegiad leiavad siiski kaasajal rakendamist. Nditeks on alates
1990ndatest aastatest Singapuri koolimatemaatika dppekavas probleemilesannete
lahendamine kesksel kohal (Leong et al., 2014). 2009. aastal viidi viies Singapuri koolis labi
projekt Mathematical Problem Solving for Everyone (Leong et al., 2014). Selle eesmérk oli
integreerida probleemiilesannete lahendamist igal tasemel, mitte valitud dppijatele,
matemaatika dpetamisse Singapuri koolides. Projekti kaigus peeti oluliseks ka dpetajate
arendamist ja ettevalmistust. Projekti kéigus rakendati Polya (1945) kirjeldatud ja 1985.

aastal Schoenfeldi poolt tdiustatud tlesannete lahendamise mudelit.

2 William Lowell Putnami matemaatikavdistlus ehk ka Putnami vGistlus on iga-aastane matemaatikavdistlus
Ameerika Uhendriikide ja Kanada kérgkoolide Ulidpilastele (olenemata Gpilaste rahvusest).
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Loetelu kiisimustest ja soovitustest probleemilesannete lahendamiseks, mille Polya
esitas raamatus ,,How to solve it*, on kindel probleemide lahendamise strateegia, mida tuleks
Opilastele 6petada (Kilpatrick, 1987). Polya mudel on muutunud rituaaliks, mida dpitakse
Opetajakoolituse kursustel (Kilpatrick, 1987). Polya pidas tlesannete lahendamist
matemaatikadpetuse selgrooks (Kilpatrick, 1987). Tema mdju matemaatika 6petamisele on
olnud peen, ta andis néiteid ja ettepanekuid, mitte teooriaid ega retsepte (Kilpatrick, 1987).
Polya leidis, et matkimine ja harjutamine on peamised vahendid, mille kaudu probleemide
lahendamist Gpitakse (Kilpatrick, 1987). Polyat ja tema ideid tutvustatakse ka Tartu Ulikoolis
Opetajakoolituses. Polya (2001) raamatus toodud ideedest, tlesannete lahendamisest ja

kiisimuste esitamisest Kirjutab ka Tartu Ulikooli matemaatikadidaktik Lea Leppmann (2012).

4.2  Avastav ja avatud Oppimine
Tartu Ulikooli matemaatikud ja didaktikud Lea ja Tiit Lepmann (1995) on raamatus ,, Teeme
ise matemaatikat™ kirjutanud:

Matemaatikatilesanded meie koolidpikutes on tavaliselt antud jargmises vormis:
esitatakse mingit andmed ja 6eldakse, mida tuleb nende pdhjal leida vdi tbestada.
Tegelikkuses on aga olukord tavaliselt teistsugune: elu ise seab meid probleemide
ette, elu ise méérab ka algtingimused, millest lahtuvalt tuleb need probleemid
lahendada. Me ise peame kdigepealt oskama probleemi enda jaoks korralikult
sbnastada. Veel peame valja selgitama selle, millised olemasolevad lahtetingimused
on antud probleemi lahendamise seisukohalt olulised, millised mitte (lk 3).

L. Lepmann ja T. Lepmann (1995) on raamatus kasutanud mdisteid avatud ulesanne,
avastav Oppimine ja pakkunud vélja hulga tlesandeid ehk probleemide ringe. Suletud
ulesanded erinevad avatud llesannetest selle poolest, et nende puhul on alati tapselt
fikseeritud algtingimused ja oodatav tulemus. Avatud tlesanne korral on Uks neist
komponentidest v8i siis m8lemad sGnastatud suhteliselt Gldiselt (Lepmann & Lepmann,
1995). Autorid leiavad, et tilesande osutumine probleemiks v0i mitte sdltub sellest, kas
ulesande lahendajal on olemas vajalikud eelteadmised voi mitte.

L. Lepmann ja T. Lepmanni (1995) metoodilised nduanded avatud ulesannete
kasutamisel matemaatika 6petamisel on jargmised.

e Véga oluline on anda dpilastele piisavalt aega motlemiseks, samuti omavahel
(rihmades) arutamiseks ning erinevate ideede tekkimiseks. Opetaja ei tohiks rutata
vihjetega lahendusele voi vastuste Gtlemisega.

o Loovaks tegutsemiseks on vaja vabamat keskkonda. Opetaja sage sekkumine
lahendusprotsessi pole vajalik ja lasta lahendusi arutada dpilastel omavahel.
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o Opilane peab saama ise teha ja katsetada. Tahtis on, et dpilasel endal tekiks mingi
idee, et ta ise Opiks ndgema ja sbnastama seadusparasusi.

e Kui llesanded sisaldavad erineva raskusastmega alamulesandeid, siis vdimaldab see
edukust tajuda erineva vimekusega dpilastel. Seetbttu annavad avatud tlesanded
motivatsiooni matemaatikaga tegelemiseks.

e Tingimata on vaja ka nn treeningtunde ehk teha harjutustlesandeid 6pikust, et
varustada Gpilased teatud hulga matemaatiliste teadmiste ja oskustega. Avastav ja

avatud matemaatikatund nduab palju aega, seetdttu ei saa iga tund olla arutelukeskne.

4.3  Peter Liljedahli motleva klassiruumi kujundamine ja grupis téotamine

L. Lepmann ja T. Lepmann (1995) on kirjutanud, et matemaatika Gpetamisel on vaja ka nn
treeningtunde Opilaste teadmiste arendamiseks. Liljedahl (2021) on kirjeldanud, kuidas vaid
viiendik Gpilasi matemaatikatunnis mdotleb ja lahendab ise Glesandeid ning ulejaanud
matkivad Opetaja ndidatud lahendusskeemi vdi tegelevad korvaliste tegevustega. Liljedahl
(2021) leiab, et dpilased tuleb mdtlema panna, samas ei ole matkimine alati halb. Ta leiab, et
matkimine ehk Opetaja antud néite jargi tegutsemine on vdga hea teatud rutiinsete oskuste
nagu naiteks kimnendmurdude v&i harilike murdudega arvutamise dppimisel (Liljedahl,
2021).

Kuidas panna Opilased tunnis motlema ja ise lesandeid lahendama ehk luua motlev
klassiruum? Mdtlevat klassiruumi ei saa tekitada ehk dpilasi métlema panna tihe hetkega,
vaid mdtlev klassiruum tuleb luua sammhaaval (Liljedahl, 2021).

Ka L. Lepmann ja T. Lepmann (1995) on pidanud oluliseks, et dpetaja sage
sekkumine lahendusprotsessi pole vajalik ja dpilastel tuleb lasta lahendusi omavahel arutada.
Kuidas seda klassis korraldada? Liljedahl (2021) leiab, et enamasti Opetatakse ja Opitakse
tavaparasel viisil traditsiooniliselt paigutatud klassiruumis laudade taga istudes ja dpetaja
jargi markmeid tehes, siis selline Gppimisviis on suures 0sas passiivne ja soodustab
matkimist.

Liljedahl (2021) pakkus, et kui dpilased lahendavad probleemulesandeid, siis teevad
nad seda seistes seinale kinnitatud valgetele tahvlitele kirjutades ja to6tavad juhuslikult
moodustatud vaikestes gruppides. Liljedahli (2021) uuringu jargi elimineeris see korvaliste
asjadega tegelemise ja soodustas dpilaste motlemist. Opilased métlesid pikemalt, arutlesid
rohkem matemaatika tle ja pusisid ka raske tlesande lahendamise juures. Valge tahvli eelis
oli, et sellelt sai kiiresti vigu kustutada (Liljedahl, 2021). Liljedahl leidis (2021) et, seismine
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suurendab teadmiste jagamist omavahel ja lisaks muudavad valged vertikaalsed tahvlid t66
kdigile néhtavaks ja ideed liiguvad ka gruppide vahel. Valge vertikaalse tahvli kasu dpetajale
on, et tal on Glevaade ruumis toimuvast, dpetaja naeb jooksvalt, kuhu Gpilased on
mdotlemisega joudnud, kas on vaja anda vihjeid voi lisatlesandeid (Liljedahl, 2021). Kui
klassis ei ole valgeid tahvleid, siis traditsioonilised kriiditahvlid vdi naiteks puhastatavad
kiled seintel sobivad ka (Liljedahl, 2021).
Liljedahl (2021) on kokku vdtnud, et valgetele tahvlitele vaikestes kolmeliikmelistes,
juhuslikes gruppides tlesandeid lahendades:
e Opilaste mittemdtlevad tegevused nagu olesklemine, viivitamine ja teesklemine jaid
suures 0sas ara;
e kadus ka matkimise vdimalus, kui Ulesanne anti kohe tunni alguses;
e kui erinevad grupid to6tasid ruumis teineteisele lahemal, liikus info gruppide vahel
paremini;
e grupi peale vdiks olla tiks marker, sest kui grupis oli igatihel marker Kirjutamiseks,
siis koost06 asemel hakati eraldi tegutsema;
e kui Gpetajal on markmete ja vihjete tegemiseks dpilastest erinevat varvi marker, siis
ka naabergrupid kasutasid Opetajalt saadud infot oma t6os.
Kokkuvatlikult Liljedahli (2021) soovitused 6petajale 6pilaste mbtlemise
soodustamiseks ja korvaliste tegevuste elimineerimiseks matemaatika tunnis on alljargnevad.
e Anna lahendada probleemiilesandeid.
e Moodusta dpilastest juhuslikud 6pperiihmad.
e Kasuta vertikaalseid kustutatavaid pindu (valged tahvlid, puhastatavad kiled seintel,

ka kriiditahvlid) eespool kirjeldatud viisil.

4.4  Koos dppimise positiivsed mdjud

Grupitod kasutamine koolis on Gppeprotsessi oluline osa. See véimaldab dpilastel Gppida
koostodd tegema, arendab suhtlemis- ja kuulamisoskust ning v8imaldab seega neil tulevikus
edukamalt erinevates ametites to6tada. Grupis tootamist kasutatakse traditsiooniliselt rohkem
keele ja vdhem matemaatika tundides. Traditsiooniliselt lahendavad dpilased
matemaatikatunnis tlesandeid iseseivalt eespool kirjeldatud viisil niiid proovige teie.
Mitmesugustes eluvaldkondades on samas vaja suhelda, kuulata, vastustust votta,
kompromisse leida ja konflikte lahendada, teha t66d Uihes meeskonnas Uhtse eesmérgi nimel.

Pole kahtlust, et koostotoskust tuleb juba koolis dpilastes arendada. PGhikoolis dpetades
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tuleb Gpetajal rakendada uurivat dpet ja kasutada mitmekesiseid ja kombineeritud
Oppemeetodeid ning aktiivsust, loovust, koostddd ja tagasisidet soodustavaid dppetegevusi
(Pdhikooli riiklik 6ppekava lisa 5, 2011).

Noorukid on mdjutatud eakaaslastest. Koostoopdhine dppimine véikestes rihmades
vOib olla ideaalne Gppetdd vorm ja kasutab ara noorukite arengu eriparasid nagu kaaslastele
orienteeritus, entusiasm, aktiivsus ja iseseisvuse soov (Slavin, 1996). Koos 6ppimisel on
mitmeid vorme, mida kasutatakse igas kooliastmes. K&ik koos 6Gppimise meetodid on
pdhimottega, et dpilased teevad Gppimiseks koostodd ja vastutavad nii kaaslaste kui ka enda
Oppimise eest (Slavin, 1996). Slavin (1996) on kirjeldanud oma t66s mitmeid koos Gppimise
meetodeid ja uuringute tulemusi. Erinevaid meetodeid ei pea t66 autor siinkohal vajalikuks
kirjeldata, sest see ei ole k&esoleva t66 peamine eesmérk. T6husa koos dppimise eeldused on
grupi eesmargid ja individuaalne vastutus. Riihmad peavad t66tama selle nimel, et saavutada
mdni eesmérk voi teenida tasu, tunnustus ning rilhma edu peab sdltuma iga riihmaliikme
Oppimisest (Slavin, 1996).

Vahel on valjendatud muret, et koostddl péhinev dppimine pérsib saavutusi, samas
uuringud seda ei kinnita (Slavin, 1996). VVorreldes traditsioonilise Gppimisviisiga, edukad
Opilased said kasu koos dppimisest sama palju nagu keskmised ja nérgad dpilased (Slavin,
1996). Koos 6ppimine parandas Gpilaste hoiakuid ja kditumist erineva etnilise taustaga
kaasopilaste suhtes (Slavin, 1996). Slavini (1996) kirjeldatud uuringud tdid kokkuvattes vélja
koos Gppimise positiivse mdju dpilaste saavutustele, suhetele koolikaaslaste vahel, dpilaste
enesehinnangule kui ka dppimisega hbivatud ajale, tundides kohal kaimisele, vahenes

riskikditumine, paranes ndrkade dpilaste suhtumine kooli ja nende edasiptudlikkus.

4.5  Kuisimine tunnis
Ei ole sugugi tkskoik kuidas, kuna ja milliseid kiisimusi Gpetaja tunni jooksul dpilastele
esitab. Samuti tuleb dpetajal teadlikult anda vihjeid nii, et nendest on dpilastele kasu. Opetaja
ei tohiks Opilastele liiga vara vihjeid anda ja liiga agaralt Glesannete lahendusi naidata ka
probleemiilesannete puhul. Samas saab Opetaja igas tunnis kisimusi Opilastelt. Millised on
kisimused vaarivad vastamist ja millised neist on tegelikult mittevajalikud?

Opetajad esitavad 300-400 kiisimust paevas ja paljud neist koguni 120 kiisimust
tunnis (Vogler, 2008). Paljudele kisimustele Gpetaja ise vastab ja millistele kiisimustele ta
uldse vastata vdiks? Liljedahl (2021) on vélja toonud kolme tliupi kiisimusi, mida Gpilased

esitavad.
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e Laheduskisimused (proximity questions). Need on kisimused, mida dpilased kiisivad,
kui Opetaja on l&heduses. Naiteks dpetaja kdnnib vahekdigus ja dpilane kiisib ,,Kas ma
pean koik vastused leidma voi ainult tihe?. Kui dpetaja laheduses ei oleks, siis
Opilane seda kiisimust ei esitaks. Sellistele kiisimustele vastusena saadud
informatsiooni Opilased tegelikult ei vaja ja ei kasuta.

e Mdtlemist peatavad kusimused (stop-thinking questions). Sellised kiisimused on
niiteks ,,Kas me peame seda dppima?“, , Kas see tuleb kontrolltodsse ka?* voi ,,Kas
see on Oige?*. Selliseid kusimusi esitavad dpilased ka enda vaeva vahendamise
eesmaérgil, et Opetaja vastab ja ise ei pea mbtlema ja pingutama.

e Mdtlemist sailitavad kusimused (keep-thinking questions). Selliseid kiisimusi kisivad
motiveeritud dpilased, kes todtavad ja mbtlevad. Need on tdpsustavad vai tlesande
lahendamise jatkamisega seotud kusimused. Naiteks on motlemist sdilitavad
kisimused ,,Kas sobib, kui me proovime lahendada tlesande ka negatiivsel juhul?*
voi ,,Millise tlesande me jargmisena lahendame?.

Opetaja vastab paevas 200-400 kiisimusele, millest 90% on lahedus- ja métlemist
peatavad kiisimused (Liljedahl, 2021). Opetaja peaks kindlasti vastama vaid neile 10%
motlemist séilitavatele kiisimustele (Liljedahl, 2021). Samas vdivad dpilased olla vaga
jarjekindlad kisima lahedus- ja motlemist peatavaid kiisimusi, et oma vaeva véhendada.
Liljedahl (2021) on toonud kiimme vastust, mida Gpetaja saab anda l&hedus- ja mdtlemist
peatavatele kiisimustele.

1) Kas see ei olnud huvitav?

2) Saad sa midagi veel leida?

3) Saad sa néidata, kuidas sa seda tegid?

4) Kas see on alati 6ige?

5) Miks sa arved, et see nii on?

6) Oled sa kindel?

7) On see oluline?

8) Miks sa ei proovi midagi muud?

9) Miks sa ei proovi veel tihte?

10) Kas kusid minult voi Gtled mulle?

See on kisimusele kiisimusega vastamine. Liljedahli (2021) uuring naitas, et dpilased, valja
arvatud algkooli lapsed, 18petasid l&hedus- ja motlemist peatavate kiisimuste esitamise, kui

nad said aru, et neile kiisimustele Gpetaja ei vasta.
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4.6  Vihjete andmine

Madtlemine matemaatikatunnis on véga oluline ja ise mdeldes ja ilesandeid lahendades
saavad Opilased kogemusi ja arenevad nende teadmised ja oskused. On oluline, et Gpetaja
jalgib tunnis Gpilaste tegevusi ja suunab neid oskuslikult mdtlema, tegutsema ja tlesandeid
lahendama.

Liljedahl (2021) kirjutab, et ,,Kui me mdtleme, siis oleme tegevuses. Kui oleme
tegevuses, siis me mdtleme* (lk 146). Motlemine on privaatne ja silmale ndhtamatu tegevus,
seevastu tegevuses olemine on fldsiline tegevus, see on valiselt jalgitav ja tuvastatav
(Liljedahl, 2021).

On kahte tupi vihjeid, mida Opetaja saab tunnis anda:

e vihjed, mis vahendavad véljakutset ehk Gpetaja vihje peale tlesande lahendamine
lihtsustub Opilaste jaoks;

e vihjed, mis suurendavad vBimekust, nditeks tuletab dpetaja meelde kasuliku
lahendusstrateegia, mis voimaldab n6 mottega kinni jooksnud Opilastel t66d jatkata
(Liljedahl, 2021).

IImselgelt on v6imekust suurendavad vihjed paremad, aga tulemuseni st lahenduseni
jéudmine votab Opilastel kauem aega (Liljedahl, 2021). Vahel tuleb anda ka valjakutset
vahendavaid vihjed. Kui dpilased on tlesandega hédas, frustreeritud, et ei saa kuidagi
ulesandega edasi, siis tuleb teinekord anda ka véljakutset véhendavaid vihjeid, sest
negatiivsed emotsioonid tunnis nduavad dpetaja sekkumist (Liljedahl, 2021). Negatiivseid
emotsioone tundes vBivad Gpilased alla anda, tegevuse l18petada, ei soovigi lilesandega enam
tegeleda, kuid Opetaja abistava, valjakutset vahendav vihje peale jatkavad nad motlemist ja
saavad tlesande I6puni lahendada.
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5. Probleemulesannete lahendamise strateegiaid

Opilased ei dpi probleemiilesandeid lahendama paris iseseisvalt ja dpetaja roll on neile anda
vajalikud vahendid ehk strateegiad Ulesannete lahendamiseks. Kui Gpilastele on erinevaid
strateegiaid Opetatud, siis on neil olemas eelteadmised, kuidas voiks tlesandeid lahendada, ja
neil on vdimalus valida ja mdelda, mida rakendada, et tlesannete lahendamisel edu
saavutada. Kui Opilastel ei dnnestu uiht strateegiat kasutades tlesannet lahendada, siis
strateegiaid tundes on neil vBimalus teist strateegiat kasutades proovida tlesanne lahendada.
Lepmann (2012) on arvanud, et probleemi lahendamist saab 0ppida eeskétt tlesannete
iseseisva lahendamise kaudu. Samas on vdga téhtis, et Opilane ei oleks oma probleemiga
taiesti Uksi ja Opetaja peaks olema valmis teda kuidagi aitama (Lepmann, 2012). Kuna
probleemi lahendamisest mingi osa toimub alateadvuses, on seetdttu raske tapselt kirjeldada
probleemdilesande lahendamise protsessi, seega ka Opetada selliseid tilesandeid lahendama
(Lepmann, 2012). Jargnevalt on toodud Kruliki ja Rudnicki (1982) valik strateegiaid
probleemiilesannete lahendamiseks, mida dpetaja saab dpilastele Gpetada. Lisaks on toodud

naiteid lihtsamatest Glesannetest, mille lahendamisel toodud strateegiaid kasutada saab.

5.1 Mustri leidmine

Mustrite sihipérane otsimine ja leidmine vdivad paljude tlesannete lahendust oluliselt
lihtsustada (Lepmann, 2012). Nii saab lahendada néiteks jada jatkamise tlesandeid. Naiteks
jargmine Lepmanni (2012) néide ja lahendus seadusparasuse ja jada jargmiste liikmete
leidmisest.

Naide. Millised on jada 1, 10, 2, 7, 3, 4, 4, ... kaks jargmist liiget?

Lahendus. Jadas 1, 10, 2, 7, 3, 4, 4, ... jaéb silma kaks erinevat jada: paarituarvulistel
kohtadel on arvud 1, 2, 3, 4 ja paarisarvulistel kohtadel 10, 7, 4. Selle seaduspérasuse jargi
jatkates oleksid jada jargnevad liikmed 1 ja 5.

Opetajale. Opetaja saab vajadusel anda vihje:

e Kas saate antud jada jaotada kuidagi kaheks erinevaks jadaks? Mida markate?

5.2 Tagasisuunas arutlemine
Vaatame naiteks O’Dafferi (1985a) pakutud tlesannet ja tema tagasisuunas arutlemise abil
ulesande lahendamist.

Naide. Sue luges kokku nédala jooksul teenitud rahasumma ja kirjutas selle

paberilehele. Seejérel ostis ta mdned postkaardid 0,56 dollari eest ja pastapliiatsi, mis maksis
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2,80 dollarit. Parast ostude sooritamist oli tal alles 6,89 dollarit, kuid ta oli kaotanud
paberilehe. Mis summa Sue paberile kirjutas?

Lahendus. Et leida paberile kirjutatud rahasumma lahtume teadmisest, et liitmine ja
lahutamine on poodrdtehted. Alustame allesjdénud rahasummast ja lildame kulutused, et teada

saada paberile kirjutatud rahasumma.

Teenitud , Postkaartid|, Pastapliiats|, Allesjddnud
A )
rahasumma 10,255 |* -0,56 5 -2,80 5 rahasumma 6,89 5

Joonis 2. Tagasisuunas arutamine ehk lahutamise asemel liidame ostusummad allesjaéanud
rahasummale (O’Daffer, 1985a).

Ulesandeid, mida saab lahendada tagasisuunas arutledes, saab sageli lahendada
vorrandi koostamise abil (O’Daffer, 1985a). Oletame, et Sue kirjutas paberile x dollarit.
Saame vorrandi:

x—0,56-2,80=6,89
x = 10,25 (dollarit)
Saame, et Sue kirjutas paberile 10,25 dollarit.

Tagasisuunas arutades on lahendatavad ka mo6tmise tlesanded. Néiteks on selline
O’Dafferi (1985a) ulesanne ja lahendus.

Néide. On kasutada 3 | &mber ja 8 | &mber. Kuidas saab nende abil mdota 4 | vett?

Lahendus. Alustame sellest, et 4 | saame, kui md6dame 1 | ja 3 | vett. Taites 3 | ambrit
kolm korda ja valades sealt vett 8 | &mbrisse, jaab 1 | vett 3 | &mbrisse. Tihjendame 8 | ambri
ja valame sinna 1 | vett vdiksemast &mbrist. Tédidame 3 | &mbri ja valame vee 8 | &mbrisse,

kus on niid kokku 4 | vett.

5.3 Oletamine ja testimine
Oleta ja testi on kasulik strateegia kindlat tliupi tlesannete lahendamiseks (O’Daffer, 1984a).
Néiteks O’Dafferil (1984a) on pakutud tlesanne ja selle lahendus strateegiat oleta ja testi
kasutades.

Naide. Tdiskasvanute pilet maksab 6 dollarit ja 6pilase pilet 4 dollarit. Jenny miius 13
piletit 66 dollari eest. Kui palju tdiskasvanute pileteid ta muls?

Lahendus. Esiteks dpilased puliavad vastust &ra arvata. Kui Jenny miits 6 tdiskasvanu

piletit 36 dollari eest ja 7 dpilase piletit 28 dollari eest, siis kogusumma oleks 64 dollarit.



Tulemus 64 dollarit on véhem kui 66 dollarit Glesande pustituses. Edasi dpilane oletab, et
Jenny miilis 7 taiskasvanu piletit ja see osutub kontrollimisel digeks vastuseks.
Opetajale. Opetaja saab tilesande lahendamise kaiku jalgida ja esitada suunavaid
kisimusi:
e Proovige vastus &ra arvata ja kontrollige oma oletust?
e Kas teie oletus oli liiga suur voi liiga véike?
e Mis on teie jargmine oletus?
Lepmann (2012) on Kkirjutanud antud strateegia kohta, et seda strateegiat saab
kasutada probleemiilesannete lahendamisel sellistes keerulisemates situatsioonides, kus

lahendi jaoks on palju vBimalusi.

54  Katsetamine ja simuleerimine

Mdned probleemiilesanded on lahendatavad katsetamise ja simuleerimise teel (O’Daffer et
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al., 1985b). Vaatame jargmist O’Dafferi jt (1985b) esitatud tilesannet ja selle lahenduskaiku.

Naide. Kaheksa 1-sendist on seatud laual ritta. Iga teine sent asendatakse 5-sendisega.

Iga kolmas miint asendatakse 10-sendisega. LApuks iga neljas munt asendatakse 25-
sendisega. Mis on laual oleva 8 miindi vaartus kokku?

Lahendus. Ulesande lahendamiseks saab reaalselt miindid lauale ritta panna, teha
vastavad asendused ja katsetades (ilesande lahendada. Ulesande saab lahendada ka
simuleerimise teel, kui minte néiteks kaepérast ei ole. Paberile saab miindid ja vastavad

asendused joonistada.

Laual on kaheksa 1-sendist.

OIOIOIOIOIOIONI0

Asendame iga teise mindi 5-sendisega.

OIOISIOIOIOIOIO

Asendame iga kolmanda miindi 10-sendisega.

(=) (0) (5) (1) (0 (1) ()

Asendame iga neljanda miindi 25-sendisega.

Ol0I0IOIOIOI0IC)

Joonis 3. Ulesande lahendamine simuleerimise teel (O’Daffer et al., 1985b).
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Laual olevate mintide koguvaartus on 78 senti.
Opetajale. Opetaja saab tilesande lahendamise kiiku jélgida ja esitada suunavaid
kisimusi:

e Kas Ulesannet saaks lahendada, kui te joonistate sendid paberile?

5.5 Lihtsama sarnase Ulesande lahendamine

Lihtsama sarnase lesande lahendamise strateegia on sageli kasutatav koos strateegiatega
tabeli koostamine ja mustri otsimine (O’Daffer, 1985c). Néiteks sobib O’Dafferi (1985c)
pakutud ulesanne ja selle lahendus.

Naide. Eric ja kaheksa sGpra veetsid paeva I6bustuspargis. Péeva 16puks otsustasid
nad paarikaupa sdita ameerika mégedel nii, et iga s6ber sdidab teisega koos vaid uks kord.
Mitu sbitu on vaja teha?

Lahendus. Lihtsamas tlesandes, mida esialgu lahenda, vdib votta Ericu sGprade

arvuks 1, 2 voi 3. Jargmise pildi joonistamine on ka lahendamisel abiks.

2
1
[ ® 1 2 1 3
5 6
- 3 4
kaks spra 3 sdpra 4 sbpra
1 séit 3 s@itu 6 soitu

Joonis 4. Lihtsama tlesande lahendamine joonise tegemise abil (O’Daffer, 1985c).

Kolm lihtsamat tlesannet aitavad originaaltlesannet lahendada. Andmetest tabelit koostades

on naha, et sditude arvu erinevus suureneb ihe vorra Ghe s6bra lisandumisel.

Tabel 1. Andmetest tabeli koostamine iilesande lahendamisel (O’Daffer, 1985c).

Sspradeary] 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8 [/ 9\
Sgitudearv| 0 | 1 | 3 | 6 | 10 | 15 | 21 | 28 36/
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Mustrit jargides saame, et Eric ja tema kaheksa spra peavad tegema kokku 36 soitu.
Opetajale. Opetaja saab tilesande lahendamise kaiku jélgides vajadusel esitada
suunavaid kusimusi:
e Kas oskate lahendada lihtsama tilesanne vaiksema sdprade arvuga?
e Mida mérkad, kui lisandub tks sGber?
Teine lahendus erinevalt pealkirjas toodud strateegiale on selline, kus
kombinatoorikat dppinud dpilane lahendab tlesande lihtsasti kombinatsioonide arvu

leidmisega:

5 ol
Cy = (9-2)!-2!

= 36 (s0itu).

Ulesande asemel lihtsama tilesande lahendamise vétted on veel:

e muuda Ulesandes olevaid arve (naiteks kimnendmurrud asenda téisarvudega) nii, et
ulesannet on tehniliselt lihtsam lahendada, lahenda see lihtsam tlesanne ja seejérel
kasuta originaalllesande lahendamiseks sama lahendusprotsessi;

e sOnasta ja lahenda lihtsamad alamiilesanded ja kasuta neid lahendusi
originaaltlesande lahendamiseks (O’Daffer, 1985c¢).

Lihtsama sarnase lesande lahendamise strateegiat kasutades saab lahendada eelmises
punktis toodud sentide tlesande keerulisema versiooni.

Naide. 2023 1-sendist on seatud laual ritta. Iga teine sent asendatakse 5-sendisega. lga
kolmas mint asendatakse 10-sendisega. L8puks iga neljas munt asendatakse 25-sendisega.
Mis on laual oleva 2023 mindi véartus kokku?

Lahendus. Ulesande lahendamiseks saab taas reaalselt miinte lauale ritta panna, teha
vastavad asendused ja katsetades lahendada lihtsama Ulesande vaiksema arvu mintidega.
Ulesande saab taas lahendada ka simuleerimise teel, kui miinte naiteks kaeparast ei ole, ja
paberile miindid ja vastavad asendused joonistada. Mustrit ja seadusparasust otsides on néha,

et sama mintide jarjestus kordub iga kaheteist miindi jarel.

O OO O@OOBHOEOOEO () ©E

Joonis 5. Ulesande lahendamine simuleerimise teel.

Selliseid kaheteistkimne mundi komplekte on rivis 168, igalihe vaartus 119 senti.
Rivi 18pus on veel seitse minti koguvéartusega 53 senti. Seega on 2023 miindi vaartus kokku
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168 - 119 + 53 = 20 045 (senti).
Opetajale. Opetaja saab tilesande lahendamise kiiku jélgida ja esitada suunavaid
kisimusi:
e Kas Ulesannet saaks lahendada, kui te joonistate sentide rivi paberile?
e Kas joonistatud muntide rivi on piisav? Mida markad?

e Mitu Uhesugust korduvat mindikomplekti on rivis? Mitu miinti jaab tle?

5.6 Korrastatud loendi tegemine
Korrastatud loendi moodustamine on strateegia, mis hdlbustab sustemaatilist [ahenemist
teatud tulpi probleemidele (O’Daffer, 1984b). Naiteks O’Dafferi (1984b) esitatud tlesanne ja
lahenduskaik.

Néide. Ann, Beth, Cathy, Dee ja Evita mangisid tennist. Iga tidruk méngis iga teise
tidrukuga Uhe mangu. Mitu matsi kokku peeti?

Lahendus. Alustuseks voib téhistada tidrukute nimed vastavalt tdhtedega A, B, C, D
ja E. Opilane kirjutab vélja A mangud teiste tiidrukutega ja seejarel B, C, D ja E méngud
iilejaanutega. Opilane moodustab siistemaatiliselt lahenedes loendi ja leiab, et peetakse kokku

10 matsi.

AB AC AD AE

BC BD BE
CD CE
DE

Joonis 6. Korrastatud loendi tegemine iilesande lahendamiseks (O’Daffer, 1984b).

Taas saab kombinatoorikat 6ppinud dpilane lahendada tlesande lihtsalt

kombinatsioonide arvu leidmisega:

2 5
(s = (5—2)!-2!

= 10 (matsi).

Korrastatud loendi abil lahenduvad tlesanded ongi sageli lahenduvad kombinatoorika
valemite abil, mida nooremad Opilased ei ole veel 6ppinud. Kui dpilased on varem tlesandeid
lahendanud strateegiaid kasutades, siis hiljem valemeid 6ppides ja kasutades on neil parem

arusaamine Ulesandes toodud olukorrast ja algtingimustest (O’Daffer, 1984b).
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Opetajale. Opetaja saab tilesande lahendamise kiiku jélgida ja esitada suunavaid
kisimusi:
e Kas 20 on Oige vastus? Kas oled tudrukutevahelisi mange uks kord arvesse
votnud?
e Kas korrastatud loendi tegemisest voiks abi olla?

e Kas lihtsa joonise tegemisel saaks tldrukute nimed asendada esitahtedega?

5.7 Loogiline jareldamine

Loogiline jareldamine on tldisem strateegia, kui sellised strateegiad nagu tabeli koostamine,
oletamine ja testimine voi korrastatud loendi moodustamine (O’Daffer, 1985d). Jargmine
O’Dafferi (1985d) esitatud probleem ja selle lahendus esindab olukorda, kus seda strateegiat
vOib kasutada.

Naide. Ann, Ben, Carlos ja Dina armastavad erinevat tiupi (huumor, misteerium,
sport, seiklus) raamatuid. Uhele Anni klassikaaslasele meeldivad enam miisteeriumid. Carlos
ja Dina ei armasta seiklusjutte. Beni lemmikraamatud on spordist. Dina armastas
huumoriraamatuid, kuid muutis oma meelt. Millist tiupi raamatud on niud Dina lemmikud?

Lahendus. Esiteks teeme tabeli.

Tabel 2. Tabel iilesande algandmete pohjal (O’ Daffer, 1985d).

Ann Ben Carlos Dina
Huumor ei
Mdisteerium ei
Sport jah
Seiklusjutud ei ei

Taiendame tabelit algandmeid ja loogilist jareldamist kasutades. Kuna Beni lemmikraamatud
on spordist, siis saame kirjutada ,,ei* Beni veergu ulejadnud raamatute kohta. Peale seda

néeme, et ainult Anni lemmikraamatud saavad olla seiklusjutud.

Tabel 3. Téiendatud tabel loogilist jareldamist kasutades (O’Daffer, 1985d).

Ann Ben Carlos Dina
Huumor ei ei jah ei
Mdsteerium ei ei
Sport ei jah
Seiklusjutud | jah ei ei ei
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Tabelist n&eme Anni, Beni ja Carlose lemmikraamatuid, seega Dina lemmikud on
musteeriumid.
Opetajale. Opetaja saab 6pilasi jalgida ja esitada suunavaid kiisimusi:
e Kas Ulesande lahendamisel oleks abi tabeli koostamisest?
e Mida te kohe tabelisse markida saate?

e Mida mérkate? Kas llesande teksti pdhjal saate tabelit tdiendada?

5.8 Andmete esitamine graafiku, vorrandi, avaldise, tabeli, joonise vdi
diagrammina

Ulesannete lahendamist vdrrandi koostamise abil kasutatakse matemaatikas ja teaduses sageli
(O’Daffer, 1985e). Antud strateegiat saavad kasutada dpilased, kes on juba 6ppinud
vOrrandeid koostama ja lahendama. P8hikooli riikliku dppekava (2011) kohaselt kolmanda
kooliastme I6petaja koostab ja lahendab tekstiilesandeid, mis lahenduvad vérrandi voi
vorrandisusteemi abil (sh vordelise jaotamise Ulesandeid). VVorrandite koostamist tlesandes
toodud algandmete pGhjal, vorrandite lahendamist ja lahendi kontrollimist algandmete suhtes
Opitakse eesti koolimatemaatikas pdhjalikult alates seitsmendast klassist (Kaldmae et al.,
2019b). Jargnev néide ja lahendus on seitsmenda klassi dpikust (Kaldmaée et al., 2019b).

Naide. Mihkel l&bis 11 km pikkusest teest osa kéies ja osa joostes. Kéies oli tema
kiirus 4 km/h ja joostes 10 km/h. Kui palju aega Mihkel kais ja kui palju jooksis, kui kogu tee
labis ta 2 tunniga?

Lahendus. Oletame, et Mihkel kais t tundi. Sel juhul kulus tal jooksmisele aega
(2 — t) tundi. Kaies labitud tee on 4t km ja joostes labitud tee 10(2 — t) km. Mihkel labis
kokku 11 km. Saame vdrrandi ja lahendame selle

4t+102—-t) =11
4t +20-10t =11
—6t = =9 [:(—6)
t = 1,5 (tundi)

Mihkel kais 1,5 tundi ja jooksis (2 —t) = 2 — 1,5 = 0,5 tundi.

Kontroll. Kdies l&bis Mihkel 1,5 - 4 = 6 km ja joostes 0,5 - 10 = 5 km. Kokku l&bis
ta6 + 5 = 11 km. See vastab llesande tingimustele.

Sageli on tllesande andmed seotud muutuvate protsessidega, nagu naiteks litkumise,
tootamise, vee voolamisega mahutisse. Sel juhul on hea esitada ilesande andmed tabelina,

kuhu kantakse aeg, kiirus ja tulemus (Kaldmée et al., 2019b).
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Tabel 4. Ulesande lahendamine tabeli abil (Kaldmée et al., 2019b).

Aeg (h) Kiirus (km/h) | Teepikkus ( km)
Ké&imine t 4 4t
Jooksmine 2-t 10 10(2—t)=20-10t

Tabeli jargi saab koostada vorrandi ja lahendada nagu eespool.

Opetajale. Opetaja saab 6petada ja suunata dpilasi koostama tabelit, mis lihtsustab
ulesandest arusaamist ja vorrandi koostamist.

Ka tlesande andmete pdhjal graafiku joonestamist pitakse eesti koolimatemaatikas.
Naéiteks Opitakse seitsmendas klassis litkumisega seotud tilesannetes tihtlase litkumise
graafikut joonestama ja sellel andmeid kujutama (Kaldmae et al., 2019a). Jargnev néide on
seitsmenda klassi toovihikust (Saks & Reinson, 2013). Ulesanne on lahendatav graafiku
joonestamise abil.

Naide. Siim ja Ott sditsid jalgratastega samas suunas. Siim alustas teekonda kell 12.00
ja soitis kiirusega 10 km/h. Ott alustas teekonda 12.30 ja sditis kiirusega 15 km/h. Mitme
kilomeetriga edestas Siim Otti, kui Ott oli s6itnud pool tundi? Mitmendal kilomeetril joudis
Ott Siimule jarele? Mis kell poisid kohtusid?

Lahendus. Esiteks koostame Siimu ja Otti litkumise ajatabelid.

Tabel 5. Ulesande lahendamine tabeli koostamise abil.
Siim
Aeg (h) 0 0,5 1 1,5 2 2,5
Teepikkus ( km) 0 5 10 15 20 25

Oftt
Aeg (h) 0 0,5 1 1,5 2

Teepikkus ( km) 0 7,5 15 | 225 | 30

Teiseks joonestame tabelite pdhjal Siimu ja Otti liilkumise graafikud.
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i ,
40+Teep|kkus (km)
30+
Ott
ool Siim
10+
1200  13.00 14.00 15.00 16.00

Kellaaeg

Joonis 7. Ulesande lahendamine graafiku joonestamise abi.

Graafikult saab leida kiisimustele vastused. Kui Ott oli sditnud pool tundi, siis Siim edestas
teda 2,5 kilomeetriga. Ott joudis Siimule jarele 15. kilomeetril. Poisid kohtusid kell 13.30.

Opetajale. Opetaja saab Gpetada ja suunata pilasi koostama tabeleid ja joonestama
graafikut, mille abi saab llesande lahendada.

Eespool on juba nditeid, kus tUlesande lahendamise Uiks osa on tabeli koostamine.
Tabeli koostamine tlesandes toodud algandmete pohjal ja selle abil tilesande lahendamine
vOib olla vaga kasulik (O’Daffer, 1984d). Alltoodud O’Dafferi (1984d) pakutud tlesanne ja
lahendus tabeli koostamise abil illustreerivad seda strateegiat hésti.

Naide. Carlotta luges, et kahel inimesel viiest on sinised silmad. Ta otsustas selle
teadmise pdhjal ennustada, mitmel dpilasel tema klassis on sinised silmad. Klassis on 30
Opilast. Mis arvu ta ennustas?

Lahendus. Ulesannet saab lahendada osa leidmisega tervikust, aga ka tabeli
koostamise abil. Esiteks tuleb koostada tabel ja kirjuta sinna numbrid nii, et moodustuv

muster on kergesti margatav.

Tabel 6. Ulesande lahendamiseks koostatud tabel (O’Daffer, 1984d).

Sinised silmad 2

Muud varvi silmad 3
Kokku 5 10 15 20 25 30
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Taiendame tabelit andmetega jargides seost: kahel inimesel viiest on sinised silmad.

Tabel 7. Taidetud tabel Glesande lahendamiseks (O’Daffer, 1984d).

Sinised silmad 2 4 6 8 10 12
Muud varvi silmad 3 6 9 12 15 18
Kokku 5 10 15 20 25 30

Tdiendatud tabeli andmete pdhjal peaks kolmekimnest dpilasest kaheteistkiimnel olema
sinised silmad.

Tabeli koostamise strateegia ei ole kasulik ainult teatud tulpi tGlesannete
lahendamisel, vaid ka teiste strateegiatega koos kasutamisel andmete korrastamisel
(O’Daffer, 1984d).

Joonise tegemine abistab sageli Gilesandest arusaamist ja selle lahendamist. Eespool
toodud katsetamise ja simuleerimise strateegia néite korral sai nditeks llesande
lahendamiseks reaalseid miinte kasutada vdi nende puudumisel ka need paberile joonistada.
Jargnev néide ei ole katsetamise teel lahendatav, kill aga joonise tegemise abil. Jargnev
O’Dafferi (1984c) esitatud tlesanne ja selle lahendamine joonise tegemise abil.

Naide. Unine koaala tahab ronida 10 meetri kdrguse puu tippu. Péeval ronib ta 5
meetrit Gles, aga 66sel magades libiseb 4 meetrit tagasi. Mitu paeva kulub koaalal puu tippu
joudmiseks?

Lahendus. Ulesande lahendamiseks v@ib teha vabakéae joonise. Samas peaks joonisel
ulesande tingimused, 5 m tdusu paeval ja 4 meetrit libisemist 66sel, selgelt valjenduma.

Jooniselt néeb dpilane, et koaalal kulub puu tippu jdudmiseks 6 péeva.
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Joonis 8. Joonise tegemise abil tilesande lahendamine.

Joonistub Vélja, et koaala liigub 66pdevaga edasi 1 meetri ja viimase kuuenda péeva I6puks
saavutab eesmaérgi ja jéuab puu tippu.

Opetajale. Opetaja saab julgustada dpilasi tilesannete lahendamisel jooniseid tegema
ja joonisel mustrit nagema. Opetaja saab lilesande lahendamise kaiku jalgida ja esitada
suunavaid kusimusi:

e Kas joonise tegemine vdiks aidata tlesannet lahendada?
e Oige vastus ei ole kiimme péeva? Miks?
e Kui korgel asub koaala esimese péeva l16puks? Teise paeva 1dpuks? Kolmanda

péeva l6puks? Kas naete mustrit?
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Kokkuvote

Magistritdos anti tUlevaade probleemilesannete lahendamise arengutest kaasajal. Kirjeldati,
kuidas probleemilesannete lahendamist koolitunnis korraldada ning millistele dpilaste ja
Opetaja enda tegevustele tdhelepanu poorata. To0s kirjeldatakse nn motleva klassiruumi
kujundamist, kus on Uhendatud Gpilaste koostdo ja litkumine tunni ajal. Vordlevalt toodi vélja
tavaparane matemaatikatund ja Gpilaste tegevused ulesannete lahendamise ajal ehk praktika
nliid proovige teie.

T60s toodi vélja, mida on kirjutatud probleemulesannete lahendamise kohta
pdhikooli riiklikus 6ppekavas ning pohjendati probleemi lahendamise 6petamise vajadust
koolis. Lisaks anti t66s Ulevaade erinevatest probleemide lahendamise strateegiatest ja toodi
strateegiate rakendamise kohta naiteid.

Magistritoo praktilise osa raames koostati valik probleemulesandeid, mis toetavad
seitsmenda klassi ainekava omandamist ja on sobilikud lahendada kolmanda kooliastme
Opilastele. Lisaks Glesannetele on praktilise osa 18pus toodud ulesannete vastused ja osadele
ulesannetele autori tiks v8i mitu tksikasjalikku lahendust.

Koolitundides probleemiilesannete lahendamise olulisusest on kirjutatud ja réagitud
ikka ja jalle. Ké&esolevas magistritoos on kokkuvatlikult toodud valja, mis on

probleemdilesanne ning kus, kuidas ja miks probleemilesandeid lahendada.



Tanusdnad

Soovin tdnada oma juhendajat Hannes Jukki vaartuslike nbuannete eest to6 valmise ajal.

Tanusdnad kolleegidele, kes mind dpingute ajal toetanud on.
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Juhend

Kéesolevas t66s toodud probleemiilesanded toetavad seitsmenda klassi ainekava teemade
Gppimist ja on sobilikud lahendada kolmanda kooliastme Gpilastele. Ulesanded on ainekava
teemade jargi erinevates peatukkides.

Osa Ulesandeid on autori enda koostatud. Ulesanded, mis ei ole t66 autori enda
koostatud, on viidatud. Mdned ilesanded on matemaatikavdistluselt ,, Kuubik*. Tartu Ulikooli
teaduskooli korraldatud veebipohine matemaatikavdoistlus ,,Kuubik* oli mdeldud neljanda
kuni kaheksanda klassi dpilastele. Seda korraldas Maksim Ivanov. Veebiviited (ilesannetele ei
ole praegu saadaval.

Mitmed ulesanded on Cambridge Ulikooli matemaatika- ja haridusteaduskonna
kodulehelt Nrich, mis keskendub probleemide lahendamisele ja dpilastele voimaluste
loomisega matemaatika 6ppimiseks labi uurimise ja arutelu.

Viimases peattikis on toodud Utlesannete vastused ja lahendusi. Osade Ulesannete
kohta on esitatud tks voi mitu tiksikasjalikku autori enda lahendust. T66 autor ei ole pidanud
vajalikuks esitada lahendusi kdigi Ulesannete kohta. Need tlesanded on Gpetajale vajadusel
kiiresti lahendatavad. Naiteks teise peatiki tlesannetel on mitmeid lahendusi ja t66 autor
jatab need Opilastele ja dpetajale ise avastada.

Ulesannete juures on Gpetajale abistav osa. Seal on toodud, milliseid vihjeid Gpetaja
Opilastele vdiks anda ja kuidas Opilasi tlesande lahendamise juures vajadusel suunata.

Autori arvates voiks kdesolevas t60s toodud probleemiilesandeid lahendada
magistritoos kirjeldatud viisil juhuslikes kolmeliikmelistes riihmades vertikaalsetele tahvlitele
vOi sarnastele pindadele kirjutades. Mdnede Ulesannete juures on 6petajale info, et lilesannet

vOiks lahendada ka arvutiklassis to6s soovitatud sobiva tarkvara abil.



1. Protsent

11 Ulesanne ,,Ananassimahl]*
See ilesanne on Nrich (2023a) lehelt. Ulesanne toetab seitsmenda klassi ainekava
protsentarvutuse ja lineaarvdrrandite abil lahenduvate tekstilesannete Gppimisel.

Ulesanne. Ettevdte ,,Juice Drink* otsustab uue joogi valmistamiseks segada tootmise
kéigus ule jadnud mahlajooke. Neil on 450 liitrit ananassijooki, mille mahlasisaldus on 42%.
Nad segavad selle 630 liitri apelsinijoogiga. Uue joogi mahlasisaldus on 35%.

Mitu protsenti oli apelsinijoogi mahlasisaldus?

Opetajale. Ulesande tekstis on protsendid, seega vdivad 6pilased hakata tilesannet
lahendama protsentidega arvutades. Kui dpilastel ei ole meeles protsentide arvutamise
valemid, saab dpetaja anda vihje vorde pdhiomaduse kasutamise kohta.

Kui Opilased ei saa tilesande lahendamisega hakkama ja on alla andmas, voib Opetaja
anda vihjeid:

e Kas ulesannet saaks lahendada muul viisil, kui protsente leides?

e Kas ulesannet saaks lahendada vérrandi koostamisega?

1.2 Ulesanne ,,Merevesi*
Punase mere soolsus on 4,2%. Mitu kg magedat vett peab lisama 50 kg Punase mere veele, et
soolasisaldus vaheneks 0,2%-ni, nagu see on Soome lahes?

Opetajale. Ulesande tekstis on protsendid, seega vdivad dpilased hakata lilesannet
lahendama protsentide leidmisega. Kui Gpilastel ei ole meeles protsentide arvutamise
valemid, saab Gpetaja anda vihje vorde pdhiomaduse kasutamise kohta. Kui dpilased ei saa
ulesande lahendamisega hakkama voib Opetaja vihjata:

e Kuidas muutuvad puhta vee ja soola hulgad vaadeldud juhul?
e Kas soola hulk on soolasemas ja magedamas merevees sama? Kuidas te seda
teadmist lahendamisel saate kasutada?

1.3 Ulesanne ,,Puuviljad*
Korvis on 60 puuvilja. Puuviljadest 75% on 6unad ja tlejadnud on pirnid. Pirnidest 20% on
kollased ja tilejaanud on rohelised. Ountest 60% on punased ja tlejadnud on rohelised. Kui
suur osa rohelistest puuviljadest on dunad?

Opetajale. Kui 6pilastel on raskusi teksti mdistmise ja tilesande lahendamisega, vdib

Opetaja suunata dpilased joonist tegema.



60 puuvilja

4 T
75% on dunad 100%-75%=25% on pirnid
60% ountest  100%-60%=40% 20% pirnidest  100%-20%=80%
on punased  duntest on on kollased  pirnides on
rohelised rohelised

Joonis 1. Ulesandest arusaamist toetav joonis tilesande ,,Puuviljad* juurde.

Kui Opilastel ei ole meeles protsentide arvutamise valemid, saab dpetaja suunata

Opilasi protsente teisendama osaméaaradeks ja aidata valemeid meelde tuletada.



2.  Tehted ratsionaalarvudega

Ké&esolevas peatiikis toodud ulesanded toetavad seitsmenda klassi ainekava
ratsionaalarvudega arvutamise dppimisel. Ulesanded sobivad kdigile kolmanda kooliastme
Opilastele.

Ulesanne 1. Lisa vdrduse vasakusse poolde tehtemérke ja sulgusid nii, et vordus oleks

Oige.

I
O N N O O L

e e T T e e
NN NN NN
W W W W W W w

Ulesanne 2. Lisa vorduse vasakusse poolde tehtemarke ja sulgusid nii, et vordus oleks

Oige.

-
N NN NN NN

Ulesanne 3. ,, Pii pieva iilesanne “
1) Lisa vorduse vasakusse poolde tehtemarke ja sulgusid nii, et vdrdus oleks Gige.
31 4=-2
1 4=-1
4=0
4=1

3
3
3
3 4=2

=



2) Lisa vOrduse vasakusse poolde tehtemarke ja sulgusid nii, et vordus oleks dige. Milliseid
vordusi suudad valja mdelda?
3 1 4=3

3
3
3
3
3

T
~ A B~ B~ OB
1
© N o U N

3) Lisa vOrduse vasakusse poolde tehtemarke ja sulgusid nii, et vordus oleks dige. Milliseid

vordusi suudad valja moelda?

301 4=-3
3 1 4=-4
301 4=-5
31 4=-6
301 4=-7
3 1 4=-8

Opetajale. Opetaja saab vajadusel aidata meelde tuletada tehete jarjekorda ja sulgude

kasutamist.



3. Arvu aste

Selle peatuki lesanded toetavad seitsmenda klassi ainekava arvu astmete Gppimisel.
Opilased voiksid arvutada taskuarvutil.
3.1  Ulesanne ,,7 astmed*

Leia 7 astmed.

7t =

7% =

7% =

7t =

7° =

76 =

77 =

78 =

7° =

710 —

a) Mida markad? b) Mis on arvu 77° tiheliste number?

3.2 Ulesanne ,,5 astmed*
Leia 5 astmed.

51 =

52 =

53 =

5% =

55 =

56 =

57 =

58 =

510 —

a) Mida markad? b) Mis on arvu 5°° kolm viimast numbrit?



4.  Funktsioonid ja nende graafikud

Jargnevad Ulesanded toetavad seitsmenda klassi ainekava lineaarfunktsiooni ja selle graafiku

Oppimisel.

4.1  Ulesanne ,,Sirge ja vorrand |«
a) Joonesta lineaarfunktsiooni y = 2x + 1 graafik.
b) Milline on lineaarfunktsiooni valem?
c) Joonesta samasse koordinaatteljestikku lineaarfunktsiooni y = 2x + b graafikuid
erinevate b véartuste korral?
d) Kuidas on sirge asukoht ja vorrand seotud?
e) Kuidas sirged teineteise suhtes asetsevad? Mida saate 6elda sirgete vorrandite kohta?

Opetajale. Ulesannet v@ib olla mugavam lahendada laual suuremale ruudulisele
paberile. Opetaja vdib dpilastele koordinaatteljestiku ette anda. Opetaja vdib dpilastele ka b
vadrtused ette anda ja erinevatele gruppidele ka erinevad. Grupid saavad suhelda ja vaadata
teiste gruppide toid.

Ulesanne vdimaldab Gpetajal anda Gpilastele joonestada antud lineaarfunktsiooni
graafik vaartuste tabeli abil. Edasi avastavad dpilased koos Gppides ise seosed kordajate ja
sirge asendi vahel. Opetaja saab suunata 6pilasi valima vabaliikme b erinevaid vaartusi, nii
positiivseid, negatiivseid kui ka murdarve. Teine vdimalus sirgete ja vOrrandite uurimiseks on

teha seda arvutiklassis paaristoona GeoGebra programmi kasutades.

4.2  Ulesanne ,,Sirge ja vérrand IT¢
a) Joonesta lineaarfunktsioon y = 3x + 2 graafik.
b) Joonesta samasse koordinaatteljestikku lineaarfunktsiooni y = ax + 2 graafikuid
erinevate a véartuste korral?
c) Kuidas muutub sirge asend?
d) Joonesta samasse koordinaatteljestikku lineaarfunktsiooni y = ax + 3 graafikuid
negatiivsete a vaartuste korral?
e) Kuidas muutub sirge asend?
Opetajale. Ulesannet vaib olla mugavam lahendada laual suuremale ruudulisele
paberile. Opetaja vdib Bpilastele koordinaatteljestiku ette anda. Opetaja voib dpilastele ka a
vadrtused ette anda ja erinevatele gruppidele ka erinevad. Grupid saavad suhelda ja vaadata

teiste gruppide toid.
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Ulesanne vdimaldab Gpetajal anda Gpilastele joonestada antud lineaarfunktsiooni
graafik vaartuste tabeli abil. Edasi avastavad dpilased koos Gppides ise seosed kordajate
ja sirge asendi vahel. Opetaja saab suunata &pilasi valima kordaja a erinevaid vaartusi, nii
positiivseid, negatiivseid kui ka murdarve. Tunnis Opitut kokku vottes saab Gpetaja
selgitada uusi mdisteid tdusev ja langev sirge. Teine vdimalus sirgete ja vdrrandite

uurimiseks on teha seda arvutiklassis paaristddna GeoGebra programmi kasutades.

Ulesanne ,,Sirge ja vorrand I11¢

a) Leia kujundi pindala, kui seda piiravad jooned:

_1o1
y=3%T3
_1ou
y=3*XT3
y=-3x+7
y=-3x+17

b) Muuda uhe sirge vorrandit nii, et joontega piiratud kujundi pindala kahekordistuks.
c) Kas piisab the sirge vorrandi muutmisest, et kujundi pindala kahekordistuks? Leia
erinevaid véimalusi.

Opetajale. Ulesanne véimaldab &petajal anda dpilastele joonestada antud
lineaarfunktsioonide graafikud vaartuste tabeli abil vdi tdusu ja algkoordinaadi meetodil.
Kui 6pilased on joontega piiratud kujundi leidnud, saab 6petaja vajadusel suunata Gpilasi
konkreetse sirge vorrandit muutma ja katsetama. Teine vBimalus sirgete ja vGrrandite

uurimiseks on teha seda arvutiklassis paaristdona GeoGebra programmi kasutades.
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5. Vorrandid ja teksttlesanded

5.1  Ulesanne ,,Bussipiletid“

Ulesanne ,,Bussipiletid“ oli matemaatikavdistluse ,,Kuubik* 2019-2020. aasta vdistluse
kolmanda vooru tlesanne. Ulesanne toetab seitsmenda klassi ainekava lineaarvérrandite
koostamise ja lahendamise 6ppimisel.

Ulesanne. SGiduks firma BusGo rahvusvaheliste liinide bussidega muiiakse pileteid
nii taiskasvanutele kui ka lastele. Taiskasvanu pilet maksab 3 eurot, millele lisandub 20 senti
iga labitud kilomeetri eest. Laste pilet maksab 2 eurot, millele lisatakse 5 senti iga labitud
kilomeetri eest. Kahest tdiskasvanust ja ihest lapsest koosnev pere ostab pileteid selle firma
bussile.

a) Mitu eurot peab see pere kolme pileti eest tasuma, et sdita linnast A linna B, kui
linnade vahemaa on 40 km?
b) Et sdita linnast B linna C, tuleb perel kolme pileti eest tasuda 35 eurot ja 45 senti.

Mitu kilomeetrit lahutab linna C linnast B.

c) Laste pilet linnast C linna D maksab tépselt 2 korda vdhem kui tdiskasvanu pilet. Mitu

kilomeetrit on tee linnast C linna D?

d) Etjouda linnast D linna E, tuleb sellel perel iga kilomeetri eest keskmiselt maksta 55

senti. Mitu kilomeetrit lahutab linna E linnast D?

e) Soiduks linnast E linna F, tuleb pere kahe pileti eest kokku maksta tépselt 35 eurot.

Mitu eurot maksab selle pere kolmas pilet linnast E linna F?

Opetajale. Opetaja saab julgustada dpilasi tegema iilesandest arusaamist parandavat

joonist ja ulesande lahendamise kaigus andmeid ka joonisele kandma.

i it & s

>D > E > F

Joonis 2. Illustreeriv joonis iilesande ,,Bussipiletid juurde.
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5.2  Ulesanne ,,Kommikarp*

Ulesanne kommikarp oli matemaatikavdistluse ,,Kuubik 2017-2018. aasta vistluse
kolmanda vooru lesanne. Ulesanne toetab seitsmenda klassi ainekava vordelise jaotamise
ning lineaarvorrandi koostamise ja lahendamise dppimisel.

Ulesanne. Mari kohtus kahe oma s6brannaga — Kadri ja Sandraga. Nad otsustasid
kolme peale osta kommikarbi oma lemmikkommidega. Kommikarbis oli kokku 7 rida
komme, millest igatihes 8 kommi. Mari maksis poole kommikarbi hinnast, Kadri maksis 2
eurot ning kommikarbi tdpse maksumuse saamiseks lisas Sandra 1 euro ja 50 senti.

a) Mitu kommi oli selles kommikarbis?

b) Kui palju maksis kommikarp (eurodes)?

c) Kommikarbi maksumusest moodustab the viiendiku pakend ja llejd&nud osa
kommid. Kui suur on Gihe kommi keskmine hind (sentides)?

d) Tudrukud sbid dra kéik kommid, kusjuures Mari s6i kaks korda rohkem komme, Kui

Kadri, kes omakorda soi kaks korda rohkem komme, kui Sandra. Mitu kommi sdi

Mari?

e) Kui tidrukud jaotaksid omavahel kdik kommid vastavalt sellele, kui palju igaiks
kommikarbi eest on maksnud, siis mitu kommi saaks endale votta Sandra?

Opetajale. Nooremad 6pilased saavad tilesannet lahendada ka magistritdés kirjeldatud
oletamise ja testimise strateegiat kasutades.

Opetaja saab julgustada dpilasi ise tegema tilesandest arusaamist parandavat joonist ja
ulesande lahendamise kéigus andmeid ka joonisele kandma. Vajadusel suunab Gpetaja Gpilasi

eurosid sentideks teisendama.

g e b b A b 4
S Y S S S WU
T T
ST W S S S W

ey e Wy e e A 4
ST Y W Y Y W

o o o Yo Yo o g |
S Y S S U

e e A b b 4
ST W Y Y S A

e e A b b 4
S S N S S S

g et (A (e (A 4
S Y Y S W W
g e b b A b 4
S Y S S S WS

Joonis 3. Abistav joonis iilesande ,,Kommikarp* juurde.
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5.3  Ulesanne ,,Caesar*

See iilesanne on Nrich (2023b) lehelt. Ulesanne toetab seitsmenda klassi ainekava vérdelise
jaotamise dppimisel. Ulesanne toetab teises kooliastmes dpitud harilike murdude vérdlemise
kordamist.

Ulesanne. Las Vegase kasiinos Caesars Palace laksid tihel 6htul kolm mangijat
pokkerit méngima. Alan, Bernie ja Craig olid méngimiseks kaasa votnud rahasummad, mis
jaotusid 6htu alguses nagu 7 : 6 : 5. Pdrast mangimist 6htu 16puks jagunesid rahad nagu
6 : 5 : 4. Uks mangijatest vditis 6htuga 1200 dollarit virreldes sellega, milline summa oli tal
kaasa voetud. Milliste summadega tulid pokkerimangijad 6htul méngima?

Vihje: pokkeris méngu jooksul raha kogusumma ei muutu, vaid muutub raha jaotus
mangijate vahel.

Opetajale. Kui 6pilased jaavad tlesande lahendamisega htta, siis saab Gpetaja
suunata dpilased vordlevat tabelit koostama. Néide tabelist on lahenduste ja vastuste osas.

Vajadusel aitab 6petaja meelde tuletada murdude Ghenimeliseks teisendamist.

54  Ulesanne ,,Ema ja tiitar®

Titar on 37-aastana ja ema on 65-aastane. Mitu aastat tagasi oli ema tutrest 15 korda vanem?
Opetajale. Nooremad &pilased, kes lineaarvérrandeid 6ppinud ei ole, saavad lilesannet

lahendada magistrit06s kirjeldatud oletamise ja testimise strateegiat kasutades ning andmetest

tabelit koostades.
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6. ToOendosus ja statistika

6.1  Ulesanne ,,Erinevad keskmised*
See uilesanne on Nrich (2023c) lehelt. Ulesanne toetab seitsmenda klassi ainekava statistikas
arvnéitajate aritmeetiline keskmine, mood ja mediaan 6ppimisel.

Ulesanne. Antud viie arvu

2,5,5,6,7
keskmine, mood, mediaan ja variatsiooni ulatus on 5.
1) Leia veel viis positiivset taisarvu nii, et
keskmine = mood = mediaan = variatsiooni ulatus.

2) Kas leiduvad viiest positiivsest tdisarvust koosnevad komplektid nii, et

a) mood < mediaan < keskmine

b) mood < keskmine < mediaan

c) keskmine < mood < mediaan

d) keskmine < mediaan < mood

e) mediaan < mood < keskmine

f) mediaan < keskmine < mood
3) Igatingimuse kohta ei saa leida seda rahuldavat viite arvu. Miks?
4) Naéidata, et mdne eespool toodud tingimuse rahuldamiseks leiduvad neli sobivat arvu.
5) Nadidata, et kdigi eespool toodud tingimuste rahuldamiseks saab leida kuus sobivat

arvu.

Opetajale. Opetaja saab dpilasi julgustada oletamise ja testimise strateegiat kasutama.
Opetaja saab suunata dpilasi esialgu proovima vaikeste arvudega. Kui tiks komplekt arve on
ulesande esimeses osas leitud, siis on lihtsam jargmine komplekt leida. Proovimise kaigus
leiavad Opilased vastuseid ka tlesande teisetele kiisimustele. Teine vdimalus statistika
ulesannete lahendamiseks on teha seda arvutiklassis tabelarvutusprogrammi, naiteks MS
Excel, vbi ka GeoGebrat kasutades.

Antud llesande lahendamine votab aega. Seega vdib dpetaja anda lahendada osa
iilesandest. Opetaja annab néiteks teises punktis dpilastele ette vdrratused a ja b. Edasi
vOiksid Opilased ka ise koostada erinevaid vorratusi ja proovida neid lahendada. Kui dpilastel
ei Onnestu viie arvuga komplekti leida, saab dpetaja pakkuda, et proovige leida neli voi kuus

sobivat arvu.
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6.2  Ulesanne , Kustutamine*
See iilesanne on taas Nrich (2023d) lehelt. Ulesanne toetab seitsmenda klassi ainekava
statistikas arvnaitaja aritmeetiline keskmine 6ppimisel.

Ulesanne. Votke arvud 1, 2, 3, 4, 5, 6 ja valige nende seast iiks arv, mis sellest reast
kustutada. Naiteks jatate valja arvu 5, alles jadvad 1, 2, 3, 4, 6. Allesjadnud arvude keskmine
on 3,2.

1) Kas on vdimalik ks arv arvude 1 kuni 6 reast kustutada nii, et alles jadnud viie arvu
keskmine on tdisarv?

2) Kui on antud arvude komplekt 1 kuni n, kus n on paarisarv. Kustutage taas reast tiks
arv ja leidke keskmine. Milliseid arve saab kustutada nii, et jarelejadnud arvude
keskmine on tdisarv? Selgitage, miks?

3) Mis juhtub, kui n on paaritu arv?

4) Siin on mdned arvuread ja kustutamised, mida voiksite proovida:

a) Kustutage ks arvudest 1, 2, 3, 4, 5, 6. Jarelejaanud arvude keskmine on 3,6.

Milline arv kustutati?
b) Uks arvudest 1 kuni 15 kustutatakse. Jarelejaanud arvude keskmine on 7,(714285)
Milline arv kustutati?
¢) Uks arvudest 1 kuni n kustutatakse. Jarelejainud arvude keskmine on 6,8(3).
Mis on n ja milline arv kustutati?
d) Uks arvudest 1 kuni n kustutatakse. Allesjaanud arvude keskmine on 25,76.
Mis on n ja milline arv kustutati?

Opetajale. Opetaja saab 6pilasi julgustada oletamise ja testimise strateegiat kasutama
ning uurima seaduspérasusi. Opetaja saab suunata 6pilasi proovima erinevate arvudega.
Opetaja saab punktides 2 ja 3 suunata dpilasi kasutama strateegiat lahendada esialgu lihtsam
ulesanne vaiksema n véartuse korral.

Teine vBimalus statistika Glesannete lahendamiseks on teha seda arvutiklassis
tabelarvutusprogrammi, nditeks MS Excel, kasutades. Siin alates tlesande 4 osast b on hea
kasutada tabelarvutusprogrammi, sest arvujadad on pikemad ja keskmise arvutamine votab

aega.



7. Hulknurgad ja prismad
7.1  Ulesanne ,,Vaibad*

See iilesanne oli matemaatikavdistluse ,,Kuubik® 2019-2020. aasta voistluse neljanda vooru
tilesanne. Ulesanne toetab seitsmenda klassi ainekava geomeetria teemas rombi Gppimisel.
Ulesanne. Ettevdte valmistab ruudukujulisi vaipu, mille diagonaalid on pikkusega 6

meetrit. Vaip on valget vérvi, kuid ettevdte pakub vaiba vérvimiseks joonisel naidatud nelja

Iga varvimise korral on selle jarjenumber vordne ruudu sisse kujundatud rombide

erinevat viimalust.

1 2

Joonis 4. Vaipade varvimise neli vdimalust.

arvuga. Iga rombi ks diagonaalidest thtib ruudu diagonaaliga. Iga rombi teine diagonaal
asub ruudu teisel diagonaalil, kusjuures koik sellel diagonaalil asuvad rombide tipud koos
selle diagonaali keskpunktiga jaotavad selle diagonaali vordseteks osadeks (néiteks, teisel
varvimise korral jaotavad kuueks vordseks osaks).

Vaiba hind s6ltub véarvitava osa pindalast. Valge vaiba alghinnale 100 eurot lisatakse
10 eurot iga varvitud ruutmeetri eest.

a) Leia Uihe vaiba pindala ruutmeetrites.
Leia ...

b) ndidise 1 jargi;

c) naidise 2 jargi;

d) naidise 3 jargi;

e) naidise 4 jargi;
vérvitud vaiba maksumus eurodes.

Markus. Ruut on samuti romb, mille pindala leidmiseks tuleb korrutada rombi kahe

diagonaali pikkused ja jagada saadud korrutis arvuga 2.
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Opetajale. Andes iilesanded lahendada 6pilastele alates seitsmendast klassist, kes on
Oppinud rombi omadusi ja pindala arvutamist, vdiks 16pus toodud méarkuse ka &ra jatta.
Ulesanne sisaldab erinevaid alatilesandeid lihtsamast keerulisemani ja véimaldab oma
edukust tajuda erineva voimekusega dpilastel. Opetaja saab suunata kaheksanda ja tiheksanda
klassi 6pilasi, kes on dppinud kolmnurga mediaani ja selle omadusi, Ulesannet lahendama

kolmnurkade abil.

7.2 Ulesanne ,,Hulknurga diagonaalid*
Millisel korrapdrasel hulknurgal on 30 diagonaali rohkem kui klgi?
Opetajale. Opetaja saab suunata pilasi kasutama strateegiat, et lahendage esialgu

lihtsam Ulesanne.

7.3 Ulesanne ,,Tennispallid*
Kolm tennispalli on tihedalt pakitud torukujulisse purki. Kas purgi kdrgus on suurem, Kui
selle imbermdat voi vastupidi (Phares et al., 1985)?

Opetajale. Ulesande lahendamisel saab kasutada katsetamise ja simuleerimise
strateegiat. Opetaja saab suunata 6pilasi joonist tegema, et nad mdistaksid, kuidas pallid
purgis paiknevad. Pallide ja pakendiks oleva purgi olemasolul, saab ka reaalselt olukorda
vaadelda ja mdota.
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8. Lahendused ja vastused

Lahenduste ja vastuste osas on toodud tlesannete vastused. Osadele tilesannetele on esitatud
lisaks tiks v3i mitu t66 autori tiksikasjalikku lahendust. Ulejadnud tilesannete, millele kohta
lahendusi ei ole toodud, lahendamine on autori arvates Opetajale vahe aega ndudev voi ka
mittevajalik.

1.1  Lahendus 1. Ulesande lahendamine protsentarvutuse abil.
450 liitrit 42% ananassijooki sisaldab mahla 450 - % = 189 liitrit.
Segujooki valmistati kokku 450 + 630 = 1080 liitrit.

1080 liitrit 35% segujooki sisaldab mahla 1080 - 13750 = 378 liitrit.
Apelsinijoogis on mahla 378 — 189 = 189 liitrit.

Apelsinijoogi mahlasisaldus on seegag- 100% = 30%.

Lahendus 2. Ulesande lahendamine lineaarvdrrandi koostamise ja lahendamise teel.
Oletame, et apelsinijoogi mahlasisaldus on x%.
Segujooki mahlasisaldusega 35% valmistati kokku 450 + 630 = 1080 liitrit. Saame

vorrandi:
0,42 -450 + x - 630 =0,35-1080
189 + 630x = 378
x=0,3

Seega apelsinijoogi mahlasisaldus on 30%.
Ulesandel on veel mitmeid lahendusviise, mis on toodud Nrich (2023a) internetilehel.

1.2 Vastus. 1000 kg.
1.3 Vastus. 60%.

3.1 Vastus. a) Seitsme astmeid jarjest arvutades méarkame, et tiheliste number hakkab
korduma7,9,3,1,7,9,3,1,....b) 9.
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3.2 Vastus. a) Viie astmeid jarjest arvutades alates arvu kuubist on viie astme kolm viimast
numbrit vaheldumisi 125, 625, 125, 625, ... . b) ...125.

4.3 b) Uks vbimalus on muuta sirge vdrrandis y = —3x + 17 vabaliikme véartust

y = —3x + 27 ja saame kaks korda suurema pindalaga kujundi (ristkuliku).

ABCD pindala = 10

0 7 2 \ 3 1 5 \ [ 7 5
Joonis 5. Antud joontega piiratud kujund (ruut) ja kaks korda suurema pindalaga kujund
(ristkulik).

5.1 Lahendus. Ulesanded on lahendatavad avaldise v6i vérrandi koostamise teel.
a) Taiskasvanu pilet linnast A linna B maksab (3 + 0,2 - 40) eurot.
Lapse pilet linnast A linna B maksab (2 + 0,05 - 40) eurot.
Seega perel kulub sdiduks linnast A linna B kolme pileti ostmiseks
2(3+0,2-40) +2 4 0,05- 40 = 22 + 4 = 26 (eurot).
b) Olgu linnade B ja C vaheline kaugus x km. Perel tuleb kolme pileti eest tasuda 35
eurot ja 45 senti. Saame vorrandi
2(3 4 0,2x) + 2 + 0,05x = 35,45
0,45x = 27,45
x = 61 (km)
Linnade B ja C vaheline kaugus on 61 kilomeetrit.
¢) Olgu linnade C ja D vaheline kaugus y km. Lapse pilet maksab kaks korda vahem

kui téiskasvanu pilet. Saame vorrandi
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34 0,2y = 2(2 + 0,05y)
01y =1
y = 10 (km)
Linnade C ja D vaheline kaugus on 10 kilomeetrit.
Olgu linnade D ja E vaheline kaugus z km. lga kilomeetri eest tuleb perel
keskmiselt maksa 55 senti. Saame vorrandi

2(3+4+0,2z) + 2+ 0,05z
= 0,55

Z
Linnade vaheline kaugus z # 0, korrutan vdrrandi mdlemaid pooli z-ga.

2(3+0,2z) + 2+ 0,05z = 0,55z
0,1z =8
z = 80 (km)
Linnade C ja D vaheline kaugus on 80 kilomeetrit.
Olgu linnade E ja F vaheline kaugus w km. Perel tuleb kahe pileti eest tasuda 35
eurot. Saame vorrandi
3402w+ 2+ 0,05w =35

0,25w = 30

w = 120 (km)
Linnade E ja F vaheline kaugus on 120 kilomeetrit. Kolmas pilet maksab
34+0,2-120 = 27 eurot.

5.2 Lahendus. Ulesande kiisimused on jarjestatud alustades lihtsatest (kolm esimest kiisimust)

keerulisemateni (kaks viimast).

a)

b)

Karbis on
7 - 8 = 56 kommi.
Kommikarp maksis
2-(2+1,5) =7eurot.

c) Teisendame 7 eurot = 700 senti. Karbis on 56 kommi, kommid moodustavad

kommikarbi hinnast 1 — % = %, seega the kommi keskmine hind on

4
< - 700 : 56 = 10 senti.
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d) Oletame, et Sandra s6i k kommi. Kadri s6i komme kaks korda rohkem, seega ta
s6i 2k kommi. Mari sd6i omakorda Kadrist kaks korda rohkem komme, seega tema
sOi 2 - 2k kommi. Sandra soi

k+2k+2-2k =56
7k = 56
k = 8 (kommi)
Sandra s0i 8 kommi, seega Mari soi
4 - 8 = 32 kommi.
e) Kui Mari, Kadri ja Sandra jaotaksid kommid omavahel suhtes 3,5:2: 1,5.

Suhte osade arv on 35+42+15=7.
Uhe osa suurus on 56 : 7 = 8 kommi.
Sandra saaks 1,5 -8 =12 kommi.

5.3 Lahendus. Ulesande lahendamist on sobiv alustada vordleva tabeli koostamise abil.

Ohtu alguses Ohtu 16pus
Raha jaotus mangijate vahel 7:6:5 6:5:4
Suhte osade arv 7+6+5=18 6+5+4=15
Alani osa L= L%
18 90 15 90
Bernie osa L% 2 =30
18 90 15 90
- 5 25 4 24
Craigi osa = % = %

Et vOrrelda, millise mangija osa suurenes voi véhenes, tuleb osade suurused

teisendada iihenimelisteks. Uhiseks nimetajaks sobib 90.

35

. 36 1 ~es .
Alani osa suurenes 55 50 = 5 VOrTa. Seega vditis tema 1200 dollarit.

Kui Uhe osa suurus on 1200 dollarit, siis kogu rahasumma mangus oli
90-1200 = 108 000 dollarit.

Alani osa suurus 6htu alguses oli =~ 108 000 = 42 000 dollarit.

Berie osa suurus dhtu alguses oli -+ 108 000 = 36 000 dollarit.
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Craigi osa suurus dhtu alguses oli % - 108 000 = 30 000 dollarit.

Sarnane lahendus llesandele on toodud Nrich (2023b) lehel.
5.4 Vastus. 35 aastat tagasi.

6.1 Lahendus. Erinevaid lahendusi on toodud Nrich (2023c) veebilehel ja t66 autor on neid
siin lahenduses kasutanud.
1) 1,2,2,2,3
3,4,5,5,8

2) Kas leiduvad viiest positiivsest tdisarvust koosnevad komplektid nii, et
a) mood < mediaan < keskmine 2,2,5,10, 11
b) mood < keskmine < mediaan 2,2,6,7,8
c) keskmine < mood < mediaan -
d) keskmine < mediaan < mood 3,4,7,8,8
e) mediaan < mood < keskmine -
f) mediaan < keskmine < mood 4,5,6, 10,10
3) Igatingimuse kohta ei saa leida seda rahuldavat viite arvu. Miks?
c) Ei leidu viite sobivat arvu. Mediaan (kolmas arv jadas) peab olema suurem kui
mood, mille madravad kaks esimest arvu jadas. Kaks suuremat arvu peale mediaani
muudavad keskmise aga moodist suuremaks.
e) Ei leidu sobivat viite arvu. Jada kolmas arv peab olema véiksem kui keskmine ja
mood. Seega kaks arvu parast mediaani peavad olema suuremad ja samad. Need kaks
arvu on jadas suurimad, seega keskmine ei saa olla moodist suurem.
4) Naidata, et mone eespool toodud tingimuse rahuldamiseks leiduvad neli sobivat arvu.
a) mood < mediaan < keskmine 4,4,8,12

5) Naéidata, et kBigi eespool toodud tingimuste rahuldamiseks saab leida kuus sobivat

arvu.
a) mood < mediaan < keskmine 3,3,6,8,12, 16
b) mood < keskmine < mediaan 1,1, 10, 12, 14, 16
c) keskmine < mood < mediaan 1,100, 100, 101, 102, 103
d) keskmine < mediaan < mood 3,4,5,6,6,6

e) mediaan < mood < keskmine 3,4,5,7,7,34
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f) mediaan < keskmine < mood 4,5,6,7,10,10

6.2 Lahendus.
1) Proovimise teel alustades esimese numbri 1 valja jatmisega, saame allesjdénud arvude
2, 3,4, 5, 6 keskmine 4 on téisarv. Proovida vdib koigi arvude valja jatmist.

2) Kui n on paarisarv, siis saab vélja jatta arvud 1 ja n nii, et allesjaénud arvude

keskmine on téisarv. Arvude 1 kuni n summa on g -(n+1).

Kui arv 1 vélja jata, saame allesjdénud arvude keskmiseks:

%(n+1)—1_n2+n—2_(n+2)(n—1)_n+2
n-1  2n-1)  2n-1) 2 '

mis on taisarv.

Kui arv n vdlja jata, saame allesjaénud arvude keskmise:

n
7(n+1)—n_n2+n—2n_n(n—1)_n
n—-1  2n-1) 2n-1) 2

on taisarv.
Osutub, et tlejadnud nn keskmiste arvude vélja jatmisel ei ole allesjadnud arvude

keskmine téisarv.
3) Kui n on paaritu arv, siis saab vélja jatta nn keskmise arvu nT Allesjadénud arvude

keskmine:

n n+1
s(n+1)—— n+n-n-1 (m+1Dn-1) n+1

n—1 - 2m-1)  2(n-1) = 2

on téisarv.
Osutub, et tlejaanud arvude vélja jatmisel ei ole allesjaanud arvude keskmine téisarv.
4) Saab lahendada nditeks oletamise ja testimise strateegiat kasutades.
a) 3
b) 12
¢) n =13, kustutati arv 9.
d) n =51, kustutati arv 38.

7.1 Lahendus 1. Ulesande lahendamiseks on vaja teada, et rombi pindala vdrdub diagonaalide

poole korrutisega.
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a) Ruut on samuti romb. Seega saame leida vaiba pindala on:

6:6 18 m?
> = m-.
b) Esimese vaiba varvitud osa pindala on
6-3
T =9 mz.

Esimese vaiba maksumus on seega
100 +9-10 = 190 eurot.
¢) Ruudu Uks diagonaal on jagatud kuueks vordseks osaks ja ihe osa suurus on 1 cm.
Teise vaiba vérvitud osa pindala on
6:-4 6-2

18—T+T:18—12+6:12 (mz)

Teise vaiba maksumus on seega

100+ 12-10 = 220 eurot.
d) Ruudu Uks diagonaal on jagatud kaheksaks vordseks oskaks ja tihe osa suurus on
6 : 8 = 0,75 cm. Kolmanda vaiba vérvitud osa pindala on
6:-6-0,75 6-4-0,75 6-2-0,75
2 2 T2
Kolmanda vaiba maksumus on seega

=13,5—-9+4,5 = 9 (m?).

100 +9-10 = 190 eurot.
e) Ruudu (ks diagonaal on jagatud kiimneks vdrdseks oskaks ja (ihe osa suurus on
6 : 10 = 0,6 cm. Neljanda vaiba vérvitud osa pindala on
8_6-8-0,6_|_6-6-0,6_6-4-0,6_|_6-2-0,6:
2 2 2 2

=18 - 14,4+ 10,8 — 7,2 + 3,6 = 10,8 (m?).

Neljanda vaiba maksumus on seega

100 + 10,8 - 10 = 208 eurot.

Lahendus 2. Lahendame llesande kolmnurkade abil. Kui joonistele lisada
diagonaalid, siis saab Ulesande lahendada ka teades, et mediaan jaotab kolmnurga kaheks
pindvordseks osaks. Esimene vaip on jaotatud vastavalt kaheksaks, teine kaheteistkiimneks,

kolmas kuueteistkiimneks ja neljas kahekiimneks vordseks osaks.
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Joonis 6. Vaipade varvimise neli vBimalust ja joonisele lisatud diagonaalid.

a) Ruut on jagatud diagonaalidega neljaks taisnurkseks kolmnurgaks, kus iga
kolmnurga kdrgus on vastavalt 3 cm ja alus 3 cm. Ruudu pindala on

3-3
47244,5:18(1’7’12)

b) Esimese vaiba varvitud osa pindala on pool ruudust

! 18 =9m?
> =9m-.

Esimese vaiba maksumus on seega

100 +9-10 = 190 eurot.
c) Teises vaibast on varvitud 8 osa 12-st. Teise vaiba varvitud osa pindala on

8 18=12m?
12 0T em

Teise vaiba maksumus on seega

100+ 12-10 = 220 eurot.
d) Kolmandast vaibast on vérvitud 8 osa 16-st. Kolmanda vaiba varvitud osa pindala
on
E- 18 = 9 m?.
16
Kolmanda vaiba maksumus on seega

100+ 9-10 = 190 eurot.
e) Neljandast vaibast on vérvitud 12 osa 20-st. Neljanda vaiba véarvitud osa pindala
on
12

~£.18 = 10,8 m.
20 om



Neljanda vaiba maksumus on seega

100 + 10,8 - 10 = 208 eurot.

7.2 Vastus. Korraparane 10-nurk.

7.3 Vastus. Purgi imberm@dt on suurem kui kdrgus, sest md > 3d.

Joonis 7. Tennispallid torukujulises purgis (Phares et al., 1985).
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