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Kinnitatud Puusika—Keemiateaduskonna noukogus
15. detsembril 1972.

Kaesolev Oppevahend on mdeldud Tartu Riikliku dUlikooli
Fuusika—Keemiateaduakonna fluulsikaosakonna, eriti aga selle
osakonna pedagoogilise haru | kursuse uUlidpilastele, kuid
seda vOivad kasutada ka teiste kdrgemate koolide fulsika—
osakondade ja tehniliste harude Ulidpilased.

Tod sisu ja uUlesehitus vastavad flulusika erialale kehtes-
tatud uldfudsika programmile. Oppevahend sisaldab suhteli-
selt konspektiivselt esitatud teoreetilist materjali ning
on illustreeritud lahendatud naidistleeannetega, mis on
paigutatud iga peatuki 18ppu.

Koostaja avaldab tanu dots. 0. Seemanile ja dots. A.Pae—

le kriitiliste markuste ja napundidete eest, mis on toos
arvesse voetud.

(0 Tartu Riiklik Ulikool, 1973



1. AINEPUNKTI KINEMAATIKA

Ainepunkt. Looduses ja praktikas esinevad kehad on lii-
ga keerukad ja mitmekesised. Uldjuhul Uhe reaalse keha lii-
kudes el liigu kdik tema punktid identselt, seega on tege-
mist paljude erinevate liikumistega korraga. Et liikumise
kirjeldus muutuks lihtaamaks, vaadeldakse mehaanikas
ainepunkti liikumist, mbistes selle all punk-
ti, millesse kujutleme koondunu -
na kogu keha aine. Seega puuduvad niisugusel
kujutletaval kehal kuju ja mdotmed ning tema asukoha méa-
ramine ja liikumise kirjeldamine taanduvad geomeetrilise
punkti asukoha ja selle liikumise kirjeldamisele. Aine-
punktina v&ib vaadelda iga keha, mille mOOtmed on kaduvvai-
kesed, vorreldes tema liikumise ulatusega antud probleemi
seisukohalt. Nii vOib vaadelda Maad ainepunktina tema lii-
kumises Umber Paikese ning on taiesti arusaadav, et seda
el saa teha juhul, kui on kdne all maakera OOpaevane poor-
lemine Umber tema telje.

TaustslUsteem. Mehaanika pdhimdisteks on 1 1 i ku m i -
ne, s.o. keha Umberpaiknemine teis-
te kehade suhtes. Ainult niisugusel - suhteli-
sel liikumisel — ongi mote. Keha absoluutne liikumine on

mottetu, kuna ei eksisteeri absoluutset ruumi, milles saaks
vaadelda kehade absoluutset liikumist. Keha v Oi

kehade suUusteemi, mida tinglikult
loetakse liikumatuks ning mille

-3 -



suhtes vaadeldakse liitkumist, ni -
metatakse taustsiusteemiks.
Taustsusteemi vdib valida suvaliselt, seega liigub sama
keha erinevate taustsiisteemide suhtes erinevalt. KOik v&i-
malikud taustsusteemid on vorddiguslikud, kuld fuusikalised
nahtused kulgevad erinevates susteemides erinevalt, seepa-
rast on loomulik valida niisugune sitsteem, milles nahtuste
kirjeldus oleks véimalikult lihtne. Kui Uks keha
on teistest kehadest nii kaugel,
et nende mdédju temale on kaduvvai-
ke ning voéib jaada arvestamata,
nimetatakse seda keha vabalt Lii-
kuvaks. Kavaba litkumine on erinevates siUsteemides
erinev. Kui valida taustsisteemiks vabalt liikuva kehaga
seotud slUsteem, siis niisuguses slUsteemis on teiste vabalt
liitkuvate kehade liitkumine uUhtlane ja sirgjooneline. Viima-
ne vaide kannab nimetust inertsiseadus ning selle formulee-

ris esmakordselt Galilei*. Vabalt Iliikuva ke-
haga seotud taustsiusteemi nime -
tatakse inertsiaal seks. Iga sisteem,

mis liigub inertsiaalsisteemi suhtes Uhtlaselt ja sirgjoo-
neliselt, on samuti inertsiaalne.

FuOusikalised nahtused kulge-
vad koikides inertsiaalaiustee -
mides Uhtemoodi. Seda vaidet nimetatakse lii-

kumise relatiivsuse printsiibiks.

Et fuusikaliste néhtuste kirjeldused koikides inertsi—
aalsusteemides on Uhesugused, on loomulik valida taust-
susteemiks inertsiaalsusteem.

Praktiliselt on flusikas kasutatavad taustsisteemid
(naiteks Maaga seotud suUsteem) ainult ligikaudu inertsiaal—
sed.

Trajektoor. Trajektoor on joon, mille

moodustavad ruumipunktid, mis

keha oma liitkumisel on labinud.

* Galileo Galilei , itaalia fuusik ja astronoom.
\%
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Trajektoori kuju jargi liigitatakse liikumised sirg— ja

koverliikumisteks. KOverjooneline trajektoor vdib olla ta—
sepirmaline (uisu mingi konkreetse punkti jalg jaal) voi
ruumiline (lennuki propelleritiiva otsa trajektoor).

LiikumisvOrrand. Liikugu keha M mingil trajektooril
fC) (joon. 1:1). St maarata selle keha asukoht koveral
(C) antud momendil (ajas), on tarvis fikseerida:

Joon. 1:1.

a) lahtemoment, millest alates loetakse keha M lii-
kumise aega -b . Selle ldhtemomendi suhtes hilisemad aja—
momendid avalduvad positiivsete ning varasemad negatiivse-
te arvudena;

b) lahtepunkt O koveral (C) ymillest alates mddde-
takse keha M poolt labitud tee pikkust. Valinud liiku-
mise positiivse suuna ning markinud selle noolega, saame
maarata keha asukoha trajektooril (C) kaare OM —S
pikkusega, mis osutub nagu aegki algebraliseks suuruseks,
olles positiivne, kui ta on méddetud punktist O posi-
tiivses suunas, ning negatiivne sellega vastassuunas.
Nimetame suurust $ abstsissiks.

Kirjeldada liikumist tahendab niudd viia vastavusse al-
gebraline suurus b , mis valjendab liikumise aega, samu-
ti algebralise suurusega S , mis tahendab keha poolt
labitud tee pikkust, arvates lahtepunktist O , vdi tee
pikkust, mis kehal on jaanud labida enne punkti ~ . N i i -
sugust vastavust valjendavat ma-
temaatilist seost



nimetatakse liikumisvOrrandiks.

Positiivse suuna trajektooril voime valida suvaliselt,
kuigi on loomulik, et see suund Uhtiks keha liikumise suu-
naga. Samuti vOib taiesti suvaliselt valida lahtepunkti O .

Ka lahtemomendi valik v8ib olla suvaline, kuid arvutuste
lihtsustamise eesméargil on otstarbekohane valida lahtemomen—
diks ajamoment, mil keha labib trajektoori lahtepunkti O .
Niisugusel juhul vdiks o6elda, et lahtepunkt ja lahtemoment
Uhtivad.

1.1. SirRliikumine
Kiirusvektor. 1) Keskmine Kkiirus. Olgu sirgjoonelisel

trajektooril (C) liikuv keha Oi ajamomendil ko-
has M/ ning ajamomendil —» kohas /%_ (joon. 1:2).

Joon. 1:2.
Abstsissid on vastavalt S jJja Sx e Teeldik
on labitud ajavahemikus ~t%—" . Keskmine Kii
rus teeldigul M4 (ajavahemikus
*9, _ )
K - - (1.1)
- -t



2) Kiirus antud punktis (antud ajamomendil). Olgu S ja
S+AS sirgjoonelisel trajektooril (Q) liikuva keha
/V abstsissid ajamomentidel -fr ja -tr+Art (joon. 1*3).

Joon. 1s3.

Keskmine kiirus teeldigul AS

Pk =T ﬁ

fic-(seega ka 45 ) vahenedes keskmine kiirus lahe-
neb kiirusele punktis /2/. Kiiruse todoeline
vaartus punktis

(1.2)

Et liitkumine on suunatud protsess, tuleb AS vaadel-
da kui ajavahemikule Art vastavat nihkevektorit AS
(Joon. 1:4).



Kiirused ja '0" on nihkevektoriga samasuunalised
vektorid*

Kiiruse $ ~—ihikuks on Y44 * « Uldiselt v&ib kiiruse
modtihikuna kasutada mistahes pikkus— ja ajathikute analoo-
gilist kombinatsiooni* 10w 4%} Gm % miil — sO6Im =
* 1852 hiiC\ ...

Kui ‘It — Coturfr , on liikumine Uhtlane ning liikumis—
yOrrand

S=2S0+Vt, (1.3)

kus So on keha poolt enne aja lugemise algust labitud
tee pikkus.

Klirendusvektor. 1) Keskmine kiirendus. Olgu * ja

kiirused, millega labib keha M , liikudes mooda sir-
get (C) » punktid ja ajamomentidel -~# ja
(joon. 1%*5).
Joon. 1*5.
Kiiruse muutumist teeldigul (ajavahemikus =N

iseloomustab keskmine kiitrendus?™



2) Kiirendas antud punktis 6antud ajamomendil). Olga V*
ja V'hv~ sirgel (C) liikuva keha kiirused punktides
fr] ja ftj/ ajamomentidel vastavalt t ja ~t+tArt{joon.l 5).

Joon. 1:6.

Keskmine kiirendus teeldigul flIAf' (ajavahemikus At )

(1.4)
ning kiirendus punktis M (ajamomendil )
SCfw  Av* (ol dls (1'5)
At d-b

Kiirendus on samuti kui Kiiruski vektoriline suuras.Sirg—
liikumisel Uhtib Kiirendusvektori suund, kiirusvektori
QY suunaga (kiirenduse vaartus on seejuures positiivne)
kiiruse kasvades ning on sellega vastupidine (kiirenduse
vaartus negatiivne) kiiruse kahanedes. Vt. joon. 1:7» kae

lj&= fr ning HA' = uy~.

Kiirenduse £ Y —uhikuks on . Samuti voib kiiren-
duse modtihikuna kasutada mistahes pikkus— ning ajadhikute
analoogilist kombinatsiooni: kht4)~L ,

Kui CL= Cofvi*t , on liikumine Uhtlaselt Kiirenev ning

(1.6)



kus 'Oo on algmomendlle vastav kitrus (algkiirus), ja

2 = So+ Vb-t (1-7

kus Bc on algmomendlle vastav kohavektor.
Kehade vaba langemine Haa raskusvaiJas on ligikaudu Uht-
laselt kiirenev liikumine kiirendusega ~ = 974

1.2. KSverliikumine

Antud trajektooril (C ) liikuva keha (ainepunkti) M
asukoht lahtepunkti O  suhtes igal ajamomendil -t on
maaratud kaare OM (abstsissi S ) algebralise vaartuse-
ga (joon. 1:8).



Kui on teada s6ltuvas S=fA-b) , s.o. liikimisvdrrand, oe
liikumine sellega taielikult maaratud.

Klirusvektor. 1) Keskmine kiirus. Olgu trajektooriI(C)
liikuva keha asukohad ajemomentidel # ja £ vasta-

valt ja (joon. 1:9).
Nimetame vektorit 012 nihkevek-—
toriks ning selle suhet ajavahe-
mikuga mix-'ti keskmiseks kiiru-
seks antud teeldigul (antud ajavahemi-
kul):

£ d.e)

Seega on keskmise kiiruse suunaks teeldigule Mjflfz. vas-
tava kOOlu 012 suund.

2) Kiirus antud punktis (antud ajamomendil). Liikugu
keha antud trajektooril (C) ning labigu ajamomentidel
-k« ja —thart vastavalt punktid M ja 1l f (joon.1:10)

Keskmine kiirus ajavahemiku jaoks
—f
Vk &t
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Joon. 1:10.

on suunatud modda kOOIlu (vektorit) PLY . Ajavahemiku
b vahenedes laheneb punkt fll1 punktile
N  ning kOOlust fAMT saab piirasendis puutuja. Seega
on kiirusvektor 'V' punktis M suunatud mooda trajektoo-
ri puutujat liikumise suunas. Kiiruse algebraline vaartus

A (1.9)
ait
Kui /~~=Chmotr , on liikumine uhtlane ning selle Vvor-
randiks

S —So + irt; (1.10)

kus SO on keha poolt enne aja lugemise algust labitud
tee pikkus.

Kllrendusvektor. 1) Keskmine kiirendus. KOverliikumise
uldjuhul vOib Kkiirus muutuda mitte ainult suuruse, vaid ka
sihi ja suuna poolest (joon. 1:11). (Sirgliikumises jaab
kiirenduse siht alati samaks.) Ka niisugusel juhul iseloo-
mustatakse kiiruse muutumist Kiirendusega.

Keskmine kiirendus teeldigul r. (ajavahemikus
r2-£Ff >

K— —7 &L (1.11)

— 12 —



2) Kiirendue antud punktis (antud, ajamomendil). Kui
gt -"o , siis —-rlr ja &=~ (joon. 1:12). Vek-
tori £ suund ja suurus sOltuvad konkreetselt vaadeldava

litkumise iseloomust.

3) Kiirenduse tan”entsiaal— ja normaalkomponent. Teosta-
me vektorite V' ja V" Ilahutamise, kandnud vektori Vf
punkti M (Joon. 1:13). V e k t o r 1 kaheks kompo-
nendiks, millest Uks on vektoriga samasihiline ning mille

— 13 —



saurus /AW4 j—/ . Seega on lahutatud kaheks kom-
ponendiks ka keskmine kiirendas:

. &V4 AVi
«~ nt+ 6t >

O —Cbm ~F&Kr.

Punkti Oi* lahenedes punktile 01 jaab &44 kogu aeg
samasuunaliseks ning piirvaartusena annab <Tt—kiiren -
duse tangentsiaalkomponendi, mil-
le suur uvs

a*- "E C—«)

ning mis iseloomustab Kkiiruse
suuruse muutumist. Keskmise kiirenduse tei-
ne komponent ~<2 samal ajal muudab oma suunda ning piir—
asendis on suunatud mooda trajektoori normaali punktis /V .
See on kiirenduse normaalkomponent GCo*,. Viimase suuruse

Joon. 1:13»

saame, vaadeldes samaseid kolmnurki, mille moodustavad
punktidesse Oi/ ja Oi tdmmatud kOverusraadiused /0 ja
teeldik MAI'AS ning vektorid ~* If+AU} ja Ath
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VBime kirjutada:

\% fl
., ehk
M .o
At 7 At
Siitf ldhenedes M -le —-+0) :
ay? & st 4S p" /
3»
aH.__ X
V ~R
mo
kust (1.13)
Kiirenduse normaalkomponent
iseloomustab kiiruse muutu-
mist suuna poolest.
Kogukiirenduse suurus
& = >/<Zt  &a (1.14)
ning selle nurk liitkumise suunaga
U = &rc-—-6a*n — (1.15)
a-t

— 15 —



1.3. Ringliikumine

1) Uhtlane r<np;iiikujnine. Uhtlasel liikumisel méodda ring-
joont sailitab keha oma kiiruse (joonkiiruse) suuruse 'iS
( —o0) . Niisuguse liikumise taielikuks iseloomusta-
miseks peab olema teada ja V—~ ning lisaks tuleb maa-
rata veel liikumise suund (—<® modda ringjoont (joon.
1:14). Antud liikumise kiirendus ~» —Co*, ning selle suu—
rus CL, — tr2-

Joonkiiru.se V' asemel
vOib uhtlast ringiiikumist
iseloomustada nurkkiirusega

05 , millega poodrieb mbo-
da ringjoont liikuva punkti
M  raadiusvektor ~
Nurkkiirus cu on aksiaal-
vektor, mille moodul

21C
Joon. 1:14. (1.16)
kus — tiirlemisperiood - on aja-
vahemik, mille kestel punkt teeb

Uhe taistiiru. Vektori suund modda trajek-
toori telge maaratakse parema kae kruvi reegli jargi (joo-
nisel 1:14 on see punktis O risti ringjoone taaapinna—

ga).

Nurkkiiruse cl Uhikuks on ehk 384 . Kasu-
tades nurkkiirust, piisab liikumise taielikuks iseloomusta-
miseks kahest suurusest ja au

Vaadeldes kolme suurust 20 ja , néeme,
et

V= 0o0R, (1.17)
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ning
’ (1.17%)

s.0. et vektor V' on vektorite ja 72 vektorkorru—
tis.

Uhtlase ringliikumise korral kirjutame liikumisvOrrandl
samuti kui Uhtlase sirgliikumise puhul (1.3)?

S=S+vb (1.18)

Analoogilise liikumisvorrandi voime Kirjutada, kasuta-
des punkti M raadiusvektori R, podrdenurka @ *
ja selle poorlemise nurkkiirust c©o

(p= g? + co-t, (1.19)

kus on nurk, mille vorra on R, pdordunud enne aja—
lugemise algust.
Vorrandi (1.19) voib kirjutada ka algebralisel kujul

cp= 4 co—9 (1.19%)

* —>e
kus vektorite R ja @ kaks vOimalikku suunda arves-
tatakse pluss— vO6i miinusmargiga.

2) Uhtlaselt kiirenev ringlilkuaine on liikumine mooda
ringjoont jaava tangentsiaalkiirendusega Q-t—zcrnir . Hii—
suguse liikumise taielikuks iseloomustamiseks peab teadma

trajektoori raadiust , liikumise algkiirust (ajamomen-
dil null) ning tangentsiaalkiirenduse &t algeb-
ralist vaartust. Teises variandis vOib esitada tuntud suu-
rustena trajektoori raadiuse fL , nurkkiiruse algvaar-

tuse o0 ning raadiusvektori R, poorlemise nurkkii—
renduse £ . <€ on aksiaalvektor, mil-
le algebraline vaartus £:c0t j a

* Analoogiliselt nurkkiirusega 00 vaadeldakse p&orde-
nurka '(F kui aksiaalvektorit.
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suund GOhtib ol suunaga Vili*ase-
kaerades ning on eellega vastu
pi4dinB narkkiirase kahanedes

(Joonisel 1:15 vastavalt (& ja @ )

Joon. 1:15»

Horkkii_rendu.se 0 Sf—thikuks on d. 4 ~ehk i * .
Liikoalsvorrandi kaks varianti antud liikumise korral on

ab
S - Seh\ob + =~ (1.20)
ning
£= ({0 + Ob -h (1.20%)
Kiirus (vo6i nurkkiirue) antud ajamomendil -t avaldub
jargmiselt:
=Vb +0 (1.21)
ning
co= 000+ £ (1.21%
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Oleaaane 1.

Trammivagun hakkab litkuma mddda sirget teed konstantse
kiirendusega @ —0,5 ¥\4~\ a) Kui palju aega kulub tal
esimese ja kimnenda meetri l&bimiseks? b) Maarata vaguni
litkumiskiirus kummagi eespool mainitud teeldigu I8pus.

Lahendus.
Uhtlaselt kiireneva liikumise kiirus ja labitud tee
pikkus avalduvad:

a) Kui S4—4yyb , siis

a-b

ning

b) L&ppkiirused:



Ulesanne 1-2.

Uks keha visatakse maapinnalt vertikaalse algkllrusega
nw=nn 4 . Samal ajamomendil visatakse teine keha
niisama suure algkllrusega W vertikaalselt alla punk-
tist, mille kbrgus maapinnast on vordne esimese keha tdusu

maksimaalse koérgusega .
Millisel ajamomendil -t ning kui kdrgel Kk, maapinnast
need kehad kohtuvad? Maarata kummagi keha kiirused ja

kohtumise momendil.

Lahendus (joon. 1:16).
Esimese keha tdusu maksi-

maalse kdrguse maarame suhe-

test
K
ja
2.
QWK
2/
Elimineerinud L—»ux , Saa-
e
Joon. 1:16. Kehade kiirused ning nende
poolt labitud teepikkused suvalisel ajamomendil —~t on

jargmised.
Esimese keha puhul

v4d = vi —-%$-b;
ning teise keha puhul

VI = VO —h£b j Sz = \Oi;, +~

- 20



Kohtumise momendil

S

£= _Au~l_L_ - 0/125-4
4* %84 »4~1z . —

Kohtumispunkti kdrgus maapinnast

— n - AGg A

3Z« </$1 M 4=z =__=

Kehade kiirused kohtumispunktis:

Ulesanne 1-3.

Ainepunkt liigub mooda sirgjoont nii, et tema Kiirendus
kasvab Uhtlaselt, saavutades liikumise esimese kimne sekun-
di jooksul vaartuse 6= 5“bll-2- . Milline on selle
punkti Kiirus ja tema poolt labitud tee pikkus

liikumise kimnenda sekundi ISpul?



Lohendwz.
Kiirenduse s6ltuvuse ajast v3ib avaldada valemiga

a —icb,
kus
+10 4on
Kiirus
b t
V== J a(-b)cLir —-Jt —tcft = ~—
o o

nine

b 0= 5 1[: Mg -i

Labitud tee pikkus
b

ning

_Ictic _ ~ "~ Jo V
BO= 6 — 6 -X33

Ulesanne 1-4.
Ainepunkt hakkab liikuma mooda ringjoont raadiusega

R=bOCt nii, et tema raadiusvektori nurkkiirendus

8.— 0N 4—z. Maarata selle punkti Kiirus , kiiren-
dus @ ning labitud kaare pikkus S ajamomendil
i="4

Lahendus. (joon. 1:17).
Liikumise tangentsiaalkiirendus &t = £>e

— 22 -



Joon. 1:17.

Seega kiirHe ajamomendil t s
A a t-b=ed-b - a4 4+ y**—

Kiirenduse normaalkomponent (1.13)
Qir—
ning kogukiirendus
a =\[04 + ~0E = \[e”R4-— =
o,/%Vy -2
Vektori CL suuna vSib méirata nurgaga oL , mille

see vektor moodustab raadiusrektori Q  suunaga:

—b<X~,(b—<X) = —"£=

0,v4'2 Qzs"/vz
0,46 42 —
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U —480°—5zZ° =*.M8°

Labitud kaare pikkus

c_ CL*tz zft-t2 0.4'1720,5y" H**- /70
z - % N ==

24 .



2. AINEPUNKTI DUNAAMIKA

2.1. Dinaamika pohiseadused

JOud. Kehade liikumine on alati tingitud nende vastas-
tikusest méjust. Kui keha hakkab liikuma voi lakkab liiku-
mast, on see alati mdne teise keha mdju tulemus sellele ke-
hale. Niisugust Uhe keha mdju teisele nimetatakse jouks.

JOud on pdhjus, mis kutsub esile
keha liikumisoleku muutuse, S.0.
tema Kiireneva liikumise. Kaon voima-

lik joudusid mOOta (vérrelda) kiirenduste kaudu, mis nad
tekitavad antud keha puhul. Praktikas mdddetakse joudusid
sageli nende poolt esilekutsutud elastsete deformatsiooni-
de kaudu.

lga keha sailitab oma Iliikumis-
oleku (paigaloleku voéi Uhtlase
sirgllikumise) seni, kuni temas-

se mdjuvad Jdoud seda ei muuda. Eel-
nev vaide on formuleeritud Newtoni* poolt esimese liikumis-
seadusena, mida sageli nimetatakse veel inertsiseaduseks,
moistes inertsi all kehade omadust sé&ilitada oma olekut.

Kui Uht keha m&jutada erinevate joududega ning mO0ta
iga kord selle keha liikumise kiirendus!, selgub, et

kiirendus o ja joud 7 on sama-
suunalised vektorid, mille mo o -
dulid on vordelise d

'wmf —IOL

* IRaac Newton (1642-1727)» inglise matemaatik, fuusik ja
filosoof.
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Vilnane Taide koos jargneva valemiga valjendab Sewtoni
teist liikumisseadust.

Mass« VOrdetegur IC selles valemis on vaadeldavale
kehale omane karakteristik tHyyg on vOrdeline suurusega Mb .
mida nimetatakse keha massiks:

#:a'yyba.
Seega keha mass on suurus, mis ise-
loomustab selle keha vastupanu

temale mdéjuvatele jdoududele, oel-
dakse, et mass on keha inertsi mOOt, mdeldes inertsi all
keha omadust sailitada oma liikumisoleklut, s.o. paigalole—
kut vO8i Uhtlast sirgliikumist. Keha mass on omakorda vorde-
line temas sisalduva.aine hulgaga, kuid samastada massi ja
ainehulka ei saa. Kull aga saab maarata kehas sisalduvat
ainehulka massi kaudu. Nii toimitaksegi, "kaaludes" kehi
kangkaalude abil, kus tegelikult vorreldakse kahe keha
(kaalutava keha ja etalonvlhi voi —vihtide) masse.

Ohikute ratsionaalse valikuga saavutatakse eelnevalt
kirjutatud valemis £*=/ ning siis

7 ~TBCb (2.1)

~>jT—s mdddetakse massi kilogrammides. 1 kg on r a h -
vusvahelise kilogrammietaloni
mass. Sama mddtiuhikutesusteemi jouihikuks on njuuton (M),
Valemi (2.1) alusel

4*j- 4*14'7
4N on niisugune Jjoud, mis kehale
massiga 4Kg annab kiirenduse 4

C(N\—mc”mt‘)tijhikute stusteemis mdddetakse joudu duunides:

ddidn on joéud, mis kehale massiga
annab kiirenduse 4 CM-
4 cLurv =
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Markus. On selge, et inertsiseadus jareldub Newtoni Il sea-
dusest: kui —0 , siis ka CL=0 ning keha lilkumis—
olek ei muutu. Seeparast nimetataksegi Newtoni Il seadust
dinaamika pdhiseaduseks.

Ning veel Uks dunaamika seadus — Newtoni IH seadus, mis

vaidab, et 1 gale mojule (aktsiooni-
le) on alati olemas vdrdne ja
vastassuunaline vastumoju
(reaktsioon) , teisiti valjendatult: kahe
keha vastastikused mojud (jbud)

on vdrdvastupidised. Niisiis, joud esine-
vad alati paarikaupa. Kui monesse kehasse mdjub mingi joud,
leidub alati méni teine keha, millesse mdjub esimesega suu-

ruselt vordne, kuid otse vastupidi suunatud jéud (joon.2:1
Maa (M) ja vaike keha (m)). N .
Newton formuleeris dunaa-

mika pOhiseaduse, lahtudes
keha Ilikumlshulga moistest.

Keha liikumis -
hulgaks nimeta-
takse selle ke-
ha massi j a
tema liikumis-
kiiruse \A kor —

ruti 8t

Joon. 2:1.
See on kiirusega samasuunaline vektor. Llikumlshulga Uhl-
kuks & Y —s on (Litkumishulka nimetatakse ka
impulsiks.)

Newton vaitis, et ke ha liikumishulga
muutus on vordeline kehale md -
juva litkumapaneva jouga ning
toimub selle jou suunas:

dut = T
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ehk teisiti
(2.1-)

Sageli vaadeldakse mehaanikas veel ihte suurust, j O u —
impulssi, mille all mdistetakse j Ou 9 ja
tema mdjumise aja ott korrutist.
JOuimpulss gcO? on jousuunaline vektor, mille 0 Y —
moStihikuks on K3 w < ..

Kasutades jouimpulsi mdistet, vdib vorrandi (2.1") kir-
jutada Umber kujul

, J(mv) 2.1m

ning lugeda dunaamika pdhiseadust jargmiselt. Ke h a
litkumishulga muutus on vordne
temale mojuva joduimpulsiga.

Ainult sel juhul, kui keha mass liikumise kestel
ei muutu, v&ib valemi (2.1") kirjutada kujul

?—-—8.

ehk

T = (2.1

nagu see ulalpool on tehtud. Seega on algul valemiga (2.1)
toodud diinaamika p&hiseaduse formulatsioon Oige vaid erand-

juhul, kui Yy —GQT(7.

2.2. Kehade liikumine seoste korral

Vaadeldud juhtudel oli tegemist keha (ainepunkti) vaba
liikumisega. Vabaks nimetatakse keha
liitkumist antud jObudude moéjul,
ilma et oleks eelnevalt tehtud
mingeid kitsendusi trajektoori
voi kiitruse suhtes. Keha vaba liikumine
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algab teatud kohast antud algkllrusega.

Tihti aga tuleb tegemist niisuguste juhtudega, kus need
trajektoori vodi kiirust méaravad tingimused (nn. s e o -
sed) esinevad. Nii on see naiteks paela otsa kinnitatud
kuulikese liikumisel moddda ringjoont, keha libisemisel mdo-
da kaldpinda, kera veeremisel modotda horisontaalpinda jne.

Seoste olemasolu tingimustes mjuvad kehale peale teada-
olevate valiste joudude veel nn. seoste reaktsioonid, s.o.
jobud, mida avaldavad seost teostavad kehad (pael, kaldpind)
ning mis esialgu on tundmatud.

Nende maaramiseks peab koostama vajaliku arvu lisavOrran-
deid, lahtudes kas etteantud trajektoori kujust vdi kindlaks-
maaratud kiiruse vaartusest ja suunast vms.

Uldiselt on dinaamika tlesannete lahendamine vaga lihtne
— tuleb vaid tahistada tuntud ja tundmatud suurused, ning
kasutades Newtoni Il ja Ill seadust, koostada vajalik arv
voOrrandeid, mis maaraksid liikumise ja seoste reaktsioonid.

Naide 1. RIngllikumlne. Vaatleme paela otsa kinnitatud
kuulikese tiirlemist horisontaaltasandis (Umber vertikaalse
telje 0 ) (joon. 2:2). Niisugusel juhul on tavaliselt tea-

da paela pikkus (trajektoori
raadius) R. , kuulikese mass
Me ning kuulikese kiirus

(vB6i paela poorlemise nurkkii—
rus u) ). Paela mdju 7 kuu-
likesele (seose reaktsiooni)
saab méérata nende suuruste kau-
du. Teades tsentripetaalkiiren—
duse avaldist (1.13)

au— — = ui iZ;

I _ a2
~rT
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Ulesanne osutub veidi keerukamaks, kui vaadelda sama kuuli-

kese Wb tiirlemist vertikaal tasandiB konstantse kiirusega
(v6i konstantse nurkkiirusega n? ) Umber horisontaal—

telje O (joon. 2:3). Niisugusel juhul annab kuulikesele

Joon. 2:3.
nbjuv raskusjoud oma panuse, mistdttu seose (paela) reakt-
sioon '7" pole enam konstantne suurus:

——(p

ehk
g _yyi”® dwt— @B

kui liikumise lahtepunktiks on /V
On selge, et reaktsiooni 'Y minimaalne vaartus

MV1 .
~x S
vastab Ulemisele asendile P ning maksimaalne vaartus

mvL



alumisele asendile Q

Naide 2. Keha liitkumine mooda ideaalset kaldpinda. lde-
aalseteks nimetatakse seoseid, mille korral keha liigub
modda antud pinda hOOrdumiseta (seose reaktsioon on alati
pinna normaali suunaline).

Ideaalsel kaidpinnal asuvale kehale massiga mojub
kaks JOudus tema raskus P ja kaidpinna reaktsioon /V
mis on risti kaldpinnaga (joon. 2:4). Lahutanud keha rasku-
se —~P kaheks komponendiks Pcosbl. ja tol ning ar-
vestades, et keha liigub ainult piki kaldpinda, vdib kirju-
tada

n/+ P&H bl = 0O
ehk
IV = —Pc&iU

ei mdjuta keha kiirendust selle liikudes
modda kaldpinda, kuid ta
tingib litkumise moddda se-
da pinda. Kiirenduse méaarab
kaldpinnaga paralleelne
raskusjou komponent

y‘éftv_ Pahjoi  yng li+ioi
ning
B S4W 0 <
Joon. 2:4. az+ *

Vaadeldud juhul reaktsioonijoud ei muutu keha liikumisel,
see sOltub ainult kehale mdjuvast raskusjoust ja pinna kal-—
denurgast.

Naide 3. Uksteisega seotud vankrikeste liikumine mooda
horisontaalset tasapinda rippuva koormuse mQ.jul. Joonisel
2:5 kujutatud slUsteemis on ja Mr. vankrikeste mas-
sid ning rippuva keha mass. Oletades, et niidid on
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m fj.

Joon. 2:5*

venimatud ja liitkumine hddrdumiseta, ning jattes arvesta-
mata niitide ja ploki massid, méarata ststeemi kiirendus
& ja niitide tdmbed £ ja
DUnaamika pdhiseadus vOimaldab kirjutada kolmest vOrran-
dist koosneva slsteemi
mWCL — 'WIQ -

Mna =/-17%*

Lahendanud selle vOrrandsiisteemi, saame Ulesande vastu-
sed:

/ _ N M2
1 v on + m + I»lz 5
T + Ma+fllz
Saadud tulemustest nahtub, et susteem liigub jaava kiiren-
dusega, tema kiirus aga on maaratud veel algtingi—
mustega (algkiirusega ) ning so6ltub ajast:
+ Gbt



Jaide 4. Plokkidel rippuvate kehade liikumine. Olgu Ules-
anne pustitatud jargmiselt:
maarata joonisel 2:6 kujuta-
tud susteemi kehade kiirendu-—
/JIN sed ja niitide reaktsioonid
O eeldusel, et niidid on veni—
matud ning nii plokid kui ka
niidid kaalutud.
Dunaamika pShiseadus (2.1)
vdimaldab kirjutada kolm vor-

- - 4— O randit

T tA =

R m
————— i- * dbb2-

Wi (L, J.LLU

Joon. 2:6. Kuna plokid on kaalutud,
siis
[.— 1]
ja
QL))

Jaab Ule votta arvesse veel seoste poolt maaratud tingimu-
sed

Xo+Y* +'itb =
yz—x0
kus on kummagi plokiratta raadius ning ja »

niitide pikkused.
Kahest viimasest seosest jargneb:
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AX4+ X1+ = 2ei+ £r —ycu—

Diferent88erid.es saadud vdrrandit kaks korda, leiame tingi-
muse

+ (111)

mis seob kehade Kiirendusi.
Lahendanud kuuest vorrandist (1), (11) ja (111) koosneva
stusteemi, leiame kdik kuus otsitavat suurust:

o/V, 472, Wj -t YE—

chr- VW iR +

olFfx  ( 3*1A3)A 5
b2

¥Y3 _ TNAYNb—3*u»'»lz+

cta'3 - 'oll YY" t u*)
ning
£ 8 wifbZ®IOS
= _ LI ¥4 »?x
2.3. Lilkumishulga jaavuse seadus
Mehaaniline susteem. Kaks (voi enam)
keha moodustavad mehaanilise
susteemi, kui nende kehade vas-
tastikune moéju ja liikumine on
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madaratud mehaanika seadustega.
JOud, mis mdjuvad niisuguses siisteemis, liigituvad sees-
misteks (sUsteemi kuuluvate kehade vahelised mdjud) ja va-
listeks (vaadeldavasse suUsteemi kuuluvatele kehadele val-

jastpoolt avaldatavad mdjud). Kui valised
joud puuduvad, nimetatakse siU s—
teemi isoleerituks.

Susteemi liikumlahulk on sellesse siUs -
teemi Kuuluvate kehade liiku-—
mishulkade geomeetriline sum-—
m a . Kui susteemi kuuluvate kehade massid on a>
..., MK ning nende kiirused vastavalt
siis susteemi liikumlahulk

/1? * =m'h&i +— +
ehk

On lihtne tbestada, et isoleeritud sis -
teemi liikumishulk on jaav
suurus.

Lihtsuse mottes vaatleme kahest kehast koosnevat sus-
teemi (naiteks kahte kuulikest, Uhendatud vedruga (joon.
2:7)» mille massi loeme tahtsusetult vaikeseks). Kui nii-
sugusele sitsteemile ei mdju valised joud (nait. kuulikesed
on asetatud ideaalsele horisontaalsele tasapinnale), siis
on ainsaks mojuks vedru vahendusel edasiantud kehade oma-
vaheline mdju, kusjuures Newtoni 11l seaduse alusel

Kirjutame kummagi keha puhul dinaamika pShiseaduse (2.1')*
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da

— Liitnud need voOrrandid,

Joon. 2:7«
+ it
Kuna
>
siis ka

4+ (*& i)+ 4r (*vin)= 0

ning samuti

Seega ei muuda kahest kehast koosneva slUsteemi puhul nen—
de kehade vahel mdjuvad slsteemisisesed joud kogu slstee-
mi liikumishulka.

Kui susteem koosneb # kehast:

THng sltsteemisisesed j6ud on
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kus juurea koik $CK ja ~ « jo6udude paarid on vordvastu—
pidised

a~Ac

siis, kirjutanud kdikide kehade kohta diinaamlka p&hisea-
duse (2.1")!

+ /,,2 imem

ning summeerides need voOrrandid, saeme



*21 ~K on susteemi liikumishulk. Seega

dH

cU °
ja
= Cxwb
Nii jareldub Newtoni Il ja Ill seadusest isoleeritud sus-
teemi llikumlshulga jaavus.

2.4. Muutliku massiga keha liitkumine

Vaatleme muutliku massiga keha (naiteks gaase valjapais—
kava raketi) liikumist valise jSu W mSjul (joon. 2:8).
Olgu ajamomendil -b selle keha mass M ja tema kii-
rus 4- ning muutugu selle keha mass seaduse jargi

JM A

kus j/lo on massi muutumise (vahenemise) Kiirus.
Massi jaavuse seadus valjendub niisugusel juhul vorran-
diga

UM +/nU b= oy

kus —UM on pShikeha (reketi) massi muutus (vahenemi-
ne) ajavahemikus cOt ning U't - samal ajavahemikul
pdhlkehast (raketist) eraldunud aine (gaaside) mass.

Ajamomendil B on pShikeha (raketi) liikumishulk MV *

JOu ning vaijapalskuva gaasi joa moju tulemusena
ajamomendil on raketi mass M » tema
kiirus &4-JV' ning liikumishulk (M —-4J~t)(v'—hc/il)

Sul raketist vai japaisatavate gaasiosakeste Kkiirus ra-
keti suhtes on ? nlng seega gaasijoa kiirus Maa suhtes
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a) ajamomendil t

Bb) ajamomendil -t+ cOt

Joon. 2:8.
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N =1fr+J » siis ajavahemikus drt valjapaisatud
gaasi liikumishulk momendil -ttt on ~d-t
Kogu susteemi lilkumishulga muutus ajavahemikus dst on

(M~ d-b)(Rtdv-J + — Mv* =
= PUIV +y* dir (Vj— W —2d—tdv—

Loobunud teist jarku vaikesest suurusest ~d~(r~"™
vOime antud sisteemi kohta kirjutada dunaamika pdhiseaduse
kujul

mj7 —H*& (*4 -V-) =
Siit jargneb
MA +/*

St aga

siis
M = F —y*5 (2.2)

Saadud seost (2.2) nimetatakse MeStéerski* vdrrandiks ning
see véaljendab duuaamika pdhiseadust niisugusel uldisel ju-
hul, kus Oi C&usCtr # Sellest nahtub, et reaktiivjoud
on vastassuunaline gaasijoa Kiirusele.

* MeZtgerskl. lvan Vsevolodovita (1859-1935)» vene tead-—
lane—mehaanik.
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Sai rakett liigub Maa laheduses, mdjuvad temale valiste
joududena raskusjoud tadj ja Ohutakistus ning lisaks
nendele muidugi veel reaktiivjOud e Siit jargneb voi-
malus reguleerida raketi liikumise suunda, muutes reaktiiv-
joudu.

Siin vaadeldud viisil vbi analoogiliselt tekitatud r«ak—
tiivjoudusid kasutatakse nn. reaktiivliikumise allikana.
Kaesoleval ajal on suure tahtsusega mitmesugused reaktiiv-
mootorid lennukite jaoks ning eriti reaktiivlennud kosmo-
ses. fieaktiivlennu pioneeriks oli Tsiolkovski*, kes arendas
reaktiivlennu teooriat ning tdotas valja mitmesuguste lesnu»
aparaatide konstruktsioonid. Tsiolkovskile kuulub ka planse—
tidevaheliste lendude idee.

Ulesanne 2-1.

Keha, mille mass YYI» langeb vertikaalselt kiiren-
dusega d- 6 Maarata Ohutakistus keha liikumi-
sele.

Lahendus (joon. 2*9).
Keha liikuma panev joud

Diinaamika pShiseaduse jargi (2.1)

yyjej—fi —m
kust
Im 3 /= «*(§—*m),
77 TN-Ire7-7-r7777> fKj( t J 4 - 4Sbl

Joon. 2*9.

Taiolkovski. Konstantin Bduardovita (1857—1935)e van*
teadlane ja leidur.



Ulesanne 2-2.

Taba keha massiga liigub konstantse j3u ~ mSjol.
Kui palju eega kulub selleks, et keha kiirus suureneks »
korda, alates suvaliselt valitud vaartusest ?
Lahendus.

Hewtoni Il seaduse jargi

AL > MIM—10 1%
Et , siis

YoYVIMO—\HUQ = mithfw—1i)

7 ~ P
Olesanne 2-3.

Kehamassiga M1=.40<”. liigub muutliku jéu ~ mojul,
mille sSltuvus ajast valjendub valemiga & =P(fy——K) ,

kus p —0 KQ4~i ning » =£< . Millise aja moodu-
des jadb see keha seisma, kui tema algkiirus In =
ning liikumise algmomendil on jOud ja kiirus samasuunali-
sed? Kui pika tee labib keha kuni seismajaamiseni?

Lahendus (joon. 2:10).

Dunaamika pOhiseadu—

0$ Z vyo0 =2k
viTes A 0P

Integreerides saame Kii—
Joon. 2:10. ruse avaldise

yrv
Seismajaamise momendil ning

z
& (1I*=71r)+b=0)
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Mis taandab vorrandiks

Lahendanud saadad ruutvorreadi, leiame
+= O0Z1i,
\ = —olozi

Kuna negatiivsele lahendile ei saa omistada mingit fud-
sikalist sisu, siis on Ulesande ainsaks vastaseks

=70z &

Keha poolt labitud tee leidmiseks lahtume vOrrandist

mille integreerimine annab

Asendades ~h =% 0%, 5 , Saame

S — of b

Ulesanne 2—4.

Keha massiga My liigub uhtlaselt ja sirgjooneliselt
kiirusega Vo . Pidurdamisel peab see keha seisma jaa-
ma, labinud tee SO ¢ Pidurdav jéud muutub lineaar-
selt kiirusega ning liikumise 16pul, kui keha juba seis-
ma on Jaanud, ei tohi tema vaartus Uletada poolt oma alg-
vaartusest. Maarata 30 .
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Lahendas.

SSltavase ~ = avaldamisel peab arvestama, et
algmomendil, kui kiirus oa o , on SF vaartoseks
ning Ifipus, kui ~=0 . on T =——- . eeega

Vb-

Diinaamika pOhiseaduse peane kirjutama kujul

YOttes arvesse, et 'Z/b , seega cOt = -tz , saame

eelmise vOrrandi kirjutada umber alljargnevalti

syyid* _ fforA , Vz\
aL$ 2 ¥ Vdp-
kast
&*n, ‘V-'difr-
— ots

Integreerides koga liikumise alatuses, saame

IV - vor(r+vb)] = S
(0]

ehk
—U-— s

ning siit

% e



fliesam» 2-5 (Joon. 2*11).

Keha Jh aaeeiga M «

P ~AN pl m <4660(f- ea asetatud pi-
: A kale horisontaalsele laua-
e ning uUhendatu e pae-

FITTT P le ning hendatud kah

la abil kehadega 3 ja [3f,
mis ripuvad vabalt ning

1S B'Q ullle Bassid on vastavalt
"'Wi — ja Yn=500a4a,
Joon. 2*11. Paelte ning plokkide P ja

naasid, sasuti ka kdik h6drdejoud lugeda téhtsusetult
vaikesteks.

Lastud vabaks, hakkab sisteem LUkmBa uUhtlaselt kiirene-
valt.

1. Maarata selle llikuBise Kkiirendus.

2. Arvutada paeltele AB ja mojuvad tdmbejoud niag
maérata otseselt nende tSebejOudude vahe.

3. Arvutada aeg, Bille keetel keha , hakates liiku-
ma paigalseisust punktis O , jéuab punkti JS , kui
0£ =?£ = 24 CHr « Maarata punkti 0 labialse kii-
rus.

4. Momendil, kui keha ™ on punktia , teda kahaga

B Uhendav pael katkeb. Milline on atisteeml * B/
edasine liikumine? Mllliae aja kestel, arvates lahte—
punktiat 0 , jouab keha ~ samasse punkti tagasi?

5. Arvutada paela -fIR1 tomme parast paela 'fiIB kat—
kesist.

Lahendus.

1. Susteemi kiirenduse arvutame, lahtudes dinaaalka p6-
hiseadusest
M+W+yn’ Z2'450 J— = ==
Keha liikumise suund on paremalt vasakule.
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2» Paelale 40> mdjuva tdmbejéu ~  arvutame, rakenda—
des kehale B dunaamika poShiseaduse (joon. 2:12).

AYLCL— YE, -
=
siit
= OlijgOKLEAtOAYY)4
fnj Paelale mdjuva témbejéu ~arvu—
tame analoogiliselt, rakendades dinaa-
Joon. 2:12. mika pShiseaduse kehale R3' (joon.2:13k

Yn'a —

/L ~ '(g+a,) — (300KE<iotb

—=3,48 A/

Tombe joudude <¥f ja ~ vahe
saab méarata otseselt, vaadeldes ke-
ha -~ liikumist:
Joon. 2:13.
Ma =/-1/"
Silt

~ "66 K&+ ?G 3 —~"2£ N1/
On kerge veenduda, et viimane tulemus on kooskdlas kahe eel-

nevaga:

[ — /X% v4UM -3, 1%/V = 2ENV
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3* Teeldigu S labimise aja madarame vorrandist

c _ 1
6 “ ~*T>
kust

I =1 M -
YV o—  \jJI/rti-—i ]

Kiirus punktis ~
0"= «m— 4726 w <m+2,>i0i=in M/'1

4. Kui pael katkeb, j&ab mdjuma ainult joud
ning susteem hakkab liikuma vasakult paremale suunatud Kii-
rendusega

I W, 0,ZO0Kfr 4,2/] IYUT2- 9
T oM+m* 1,96 Kg - —

Esialgu on liikumine aeglustuv ning momendist, kus Kiirus
on saanud nulliks, algab kiirenev liikumine suunaga vasa-
kult paremale. Selle liikumise esimene etapp kestab

od Asom -i-2 i===

ning selle aja jooksul labitud tee

- 2+—AlIF RN

Selleks momendiks on keha labinud tee pikkusega
S—+S= 2% 9n

ning siit alates liigub keha kiirendusega Cif paremale.
Lahtepunkti O joudmise aja méarame vorrandist
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Summaarme litkumise aeg
£+ *'+ —p"=* 5,32 6

5» Parast paela AB katkemist (Joom. 2.14)

4«,/(1_/ / — 01
r kust
{/-An/Cf-a.)*
| «
- 0i0O Ka. f,i0O ”"14~2 “ W S d
ng
Joon. 2*14.

fl«aanTT

lahirrlet massiga W — 4000 KL tulistatakse alrsuga, all—
le maas im,—40Kg , kasJuures mursu algkilras 'lt=zgO0O Mi'".
maarata kahuri tagasiloogi algkilras V.

Lahendas (joon. 2*15).

Vaatleme kahurit ja mirsku Isoleeritud susteemina.



Inn* laeka on slstee-
mi liikumishulk null*

if parast mursa valja-
«K mist liikumishulka
s M v + Shfo- .

Joon. 2s15>
Liikumishulga jaavuse seaduse jargi

w + 'hfc -0

kust

! _9
4000 e - =

Markus. Olgu vaadeldava isoleeritud silsteemi masskese punk-
tis G . Omistame susteemi kogu liikumishulga masskeskme—
le, kuhu on méeldud koondatuna kogu mass 04+ 'L ning mis
liigub kiirusega O'' , siis

nmi+ 4AwWv' =M +YnJ& '

Et MV + vfor—-0 f siis V>= 0
Niiaiis slUsteemi kahur — mirsk masskese ei muuda oma
asendit Maa suhtes.

Olesanne 2-7.

Seisval veel liikumatult oleva paadi Uhes otsas asub ini-
mene. Kui palju nihkub paat veepinnal, kui inimene laheb paa-
di teise otsa? Paadi mass on M , inimese mass ning

paadi pikkus £ —&Qs.

Lahendus.

Vaatleme silsteemi paat — inimene isoleerituna (lugedes
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veetakistuse paadi liiku*isel tdhtsusetult vaikeseks) ning
lahendame ulesande susteemi masskeskme liikumatuse seisu-
kohalt. Kui lahteasendis = (joon.2:16) asus inimea® paa-
di parempoolses otsas 4 , siis kogu susteemi masskese oli
paadi keskpaigast 0 paremal
B 0 & pool asuvas punktis + LOpp—
«) asendis £ , kui inimene on la-
ii nud paadi teise otsa & »
. (l) sUsteemi masskese niisama palju
8 \$"bBA punktist 0 vasemal asuvas
punktis ' . Et sUsteemi mass-
kese jaaks paigale, peaks paat
Joon. 2)16. wihviiMB paremale d — vorra.

Masskeskme koordinaadi J£s VOime kirjutada tldtuntud ku—

jol
clm ,
M+onr}
seega
nn,
M +T

Olesanne 2-8.

Algul paigal olnud rakett hakkab valja paiskama gaase
Uhtlase joana kiirusega C=500 w{* raketi suhtes. Sekun-
di kestel valjub raketist m =900 gaase. Raketi algmass

1. Kui pika aja moodudes saavutab rakett kiiruse —

2. Millise kiiruse 't saavutab rakett, kui laengu mass oli
Mo—-JzZOCH 2

ohutakistus jatta arvestamata.
Lahendus.
Lugedes raketti isoleeritud susteemiks, vdime Kkirjutada

lilkumishulga jaavuse seaduse ajavahemikus —b+d—b kujul
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kust

(Mo Ye(ry —fIC dot = O

Pl g Ot

Integreerides ajavahemikus O -+t , saame

kust

2)

kost

w =N a 7

K- Mi

{=(I-e a)st=a3sy

F1-bx=*b70;

moat*s=£i*mb ,*g 2 r
—E WO ¢)

1?1= 330 'bl4Yy
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3. TO66. ENERGIA

3.1. TOO

Kui mingi konstantse jou 7 (Joon. 3:1) rakenduspunkt

Joon. 3:1.

nihkub mosda sirget NP v3rra, kusjuures jéu

ja nihkevektori AS  suunad moodustavad nurga OC , siis
joud d~ sooritab t66

AJh ='j rAS&si oL (3.1)

ehk
AA =7 is

Seega on t&d vektorite ~ ja AS skalaame korrutis.
Valemit (3.1) analudsides naeme, et

1) kui d.< , siis Aj}—=>0, 'Y on niisugusel
juhul liikumist tekitav joudj
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2) koi < odx X siis Afi<O Yy esineb sel
jahul liikumist takistava jouna;

3) kui of= , alls Aj}=0 , Seega jdu rakenduspunk-—
tl liikudes risti jou suunaga 3<3pl to6d ei tee.
on jou projektsioon liikumis—

suunale, seega
(3.1%)

JOu o~ teise,liikumissuunaga ristl oleva komponendi
34un*=9~ o 6HF—"AS - O . Hiisiis, "tbota-
vaks" komponeadiks en liikumissuunaline jou komponent *
Graafikul 3%(S) (joon. 3:2) avaldub t66 pindalana,
mida piiravad koordinaat—

teljed, sirge Sj ning
punktist 75 tdmmatud
ordinaat”

Kui (muu-

tuda vbivad nii jou moodul
kui ka suund), tuleb teh-
tavat todd arvutades vaa-
delda seda elementide
kaupa ning jagada teeldik

Joon. 3:2. AS elementaarldikudeks
cls Siis
kus 7S on endiselt jou Y projektsioon suunale CLS
ja
As
JNs g (3.2)
0]

Graafikul ~ (S) (joon. 3*3) avaldub t66 viirutatud
pindalana.



Téduhikuks ondzaul , S.0. t 60,
»iile teeb JOud ks njuuton»
kKui selle rakenduspunkt nihkub
Uhe meetri vdrra joOu suunas.

AN-Jm = tKfivc3

—slisteemis mOddetakse tood ergidest
n
Je>lg = 4 dyn*™* 4esu — 4gcryid—~
Peale dfauli ja ergi vO6i veel mdne analoogilise jou— ja

pikkustuhiku kombinatsiooni kasutatakse vdimausuhikute kau-
du tuletatud t66ihikuid, naga naiteks KW jy.

3.2. Energia

Energiaks nimetatakse fousi-
kalist suurust, mis iseloomus-
tab keha vOoi kehade sisteemi
vdimet teha tood.

Iga liikuv kehaomab k ineetilist ener -
giat, mida vOib vaadelda kui selle keha L ii-

kumise mOOtu. Keha kineetilise energia hulka
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saab m63ta t66 kaudu, mille peab mingi jéud tegema, et kut-
suda esile antud liikumist.

Olgu paigaloleva keha mass ning hakaku see keha jou
& mobjul liikuma ja saavutagu ajavahemiku —tloDuks Kiirus
'It'. Dunaamika pdhiseaduse (2.1) jargi

? (3.3)

Korrutanud vorrandi (3»3) mdlemad pooled skalaarselt
ajaelemendile 0Ot vastava nihkeelemendiga CtS ,saame

/W1 &rr cts = 'polS —ct™h

Kuna

siis

Et aga

kus 06 on nurk vektorite dVv ja th (ning ka ds)
vahel, siis

iPafiP = Vofl?s.

kus YS on vektori j * projektsioon liikumise sihi-
le ning

—?cfs (3.4)



Integreerinud vorrandi (3.4) mdlemad pooled kogu liikumise
ulatuses, saame

=~ b
r=
o J
ja 16puks
nnv* *
~1Iir

Seega, kiirusega 4Y liikuva keha, mille mass on M1,
kineetiline energia

K = (3.5)

Kehade susteemi puhul vdib lisaks kineetilisele energia-
le esineda veel sisteemi potentsiaalne ener —
gia, mille mé&aaravad siUsteemisise-
sed Jjoud ja kehade vastastikune
as et us. Tapsemalt, sisteemi potentsiaalse
energia muutus (nimelt selle kahanemine) o n
vdodrdne sUsteemisiseste jbudude
toodga.

Vaatleme kahte konkreetset juhtu:

1. Keha potentsiaalne energia Maa raskusvaljas (susteemi
Maa — antud keha potentsiaalne energia). Kui mingi keha mas-
siga asuh algul maapinnast kdrgusel (Joon. 3:4)

ning hiljem langeb AOA/ vdrra madalamale, siis siusteemi po-
tentsiaalne energia vaheneb

AWp =

vorra ( 'WHIZ* on siusteemisisene (raskus—) jéud).

Kui lugeda naiteks keha maapinnal oleku korral silsteemi
potentsiaalne energia nulliks, siis keha kdrguse puhul
on potentsiaalne energia Wp —
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On arusaadav, et niisugune arut-

rn
luskaik kehtib vaid vaikeste kdrgus-
te puhul, kus raskaskiirendust
f~ Vvoib lugeda jaavaks suuruseks.
K Suurte koérguste korral
_ of\Wp
ning
Joon. 3»™*
Yo=y”» (3#6)
41

2. Elastselt deformeeritud keha potentsiaalne energia.
Vaatleme elastset vedru (joon. 3.5), mis on jou mdjul

Joon. 3*5«

X0 vérra valja venitatud. Susteemisiseseks jouks on sel
Juhul elastsusjdud , kus ”~ on vedru elastsus-
tegur ning X, - deformatsioon (pikenemine). Deformatsi-
ooni muutumisele d_jC v&rra vastab vedru potentsiaalse

energia muutus
olWp = Tdjc

ij vOrra valjavenitatud vedru kogu potentsiaalne ener-

gia X0 20
Wp =Jfehi —-JIXefjt,
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wp==*xkKy/ (3.7)

3«3* Slergia .jadvuse seadus mehaanikas

Uldjuhul omab kehade siisteem (mehaaniline sisteem) nii
kineetilist kui ka potentsiaalset energiat. Nii naiteks
susteemil Haa pluss selle pinnast kérgusel h* olev keha
massiga WIS on lisaks kummagi keha kineetilisele energia-
le veel susteemi potentsiaalne energia Susteemi
mehaanilise energia kineetiline ja potentsiaalne komponent
vBivad vastastikku muunduda teineteiseks.

Vaatleme mehaanilist sisteemi, millesse kuuluvate keha-

de massid on 4*?° , nende Kiirused vastavalt

doni f v L . Olgu nendele kehadele mdjuvad vali—
sed joud YY ning seesmised (sUsteemisisesed)
jOud . Kullalt vaikese ajavahemiku &b val-

tel nihkub iga keha mingi ASi voérra, mida voj*b pidada
sirgléiguks, mis moodustab vastava valisjduga 34 nurga
oLl ning vastava siisteemisisese joéuga Ti nurga [3i
lga keha puhul saab selle kallal tehtud t66 tema kineetili-

se energia juurdekasvuks: n 2
—HU UEi
2 2
(3.8)
2 z /
kus M)W ~ on kehade kiirused ajavahemiku &
10pus.

Summeerinud vérrandid (3.8), saame
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7i1Asi + £. 1ibsi . <3.9)
rir > :

s.o.
valiste jou- seesmiste _ susteemi _ slUsteemi
dude t66 joudude t66 = kineetilise ” kineetilise

energia energia
ISppvaartus algvaartus

+ <md = % — Wko (3.9

Kui slisteem on vaba valistest mdjudest, on Afty—0 . sis—
teemisiseste jOudude t86 aga vOrdub potentsiaalse energia
muutusega (selle vahenemisega):

4 $4 — wpo ~Wp

Niisugusel juhul vorrand (3*9') votab kuju

YYo~Wp — w< —Weo

ehk
Wp £W% — YN\fot¥o (3»10)
Viimane vorrand valjendab energia jJjadaavuse
seadust mehaanikas. K u i mehaanilisele
siUsteemile ei moju valised joud,
siis selle sUsteemi kineetilise
ja potentsiaalse energia summa

on jadav suurus.
See on uldise energia jaavuse seaduse Uks erijuht.
Mehaanilise energia jdavuse seadus kehtib nn. konserva-
tiivsete siusteemide kohta, s.o. suUsteemide kohta, mille
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osade kineetiline energia soltub ainult nende vastastiku-
sest asetusest* Samuti sOltuvad konservatiivse suUsteemi
osade vastastikusest asetusest ka nende vahel mé&juvad joud.

Vastandina konservatiivsetele susteemidele vaadeldakse
nn. dissipatiivseid slUsteeme, s.o. mehaanilisi silsteeme,
mille mehaaniline energia liikumisel pidevalt vaheneb (ha-
jub), muundudes mittemehaaniliseks energiaks, peamiselt soo-
juseks. Dissipatiivsed siusteemid on naiteks tahkete kehade
susteemid, milles mdjuvad hOOrdejOud.

Teatud reaalseid omadusi arvestamata vdib mdningaid dis—
sipatiivseid susteeme ligikaudu kasitada konservatiivsete
slisteemidena.

3.4. Potentsiaalne energia .la .10ud

Sui Uks keha kuulub ménda mehaanilisse susteemi, siis on
tal selle susteemi teiste kehade suhtes potentsiaalne ener-
gia U$P> ning temale mdjuvad siisteemisisesed joud, mille re-
sultant olgu yT . Selgitame valja nende suuruste vahelise
seose. Vaatleme jou T  tood teeldigul tS  mingis suva-
liselt valitud suunas (jJoon. 3:6):

Et see tO606 on tehtud susteemi potentsiaalse energia arvel,
siis

ehk

ning siit
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Saadud valem valjendab keskmist vaartust antud tee-
I6igul As . Punkti M  jaoks

Seda piirvaartust voib vaadelda kui osatuletist valitud
suunas S

=S (3.11»)

Et suuna S valik oli suvaline, siis kehtib (3.11*) iga
suuna korral, ka suvaliselt valitud ristkoordinaadistiku
telgede suunas:

o _ 'IwWp
* Ix, ’
nijT>
p n>Wp
r="T1J

* A N
Vottes kasutusele telgedesuunalised iihikvektorid 6

K, , saame

—

-oraA. Wp (3.12)

3*5» Mehaanilise siUsteemi tasakaalutingimused

Kinnises susteemis, s.o. valiste jdudude puudumisel, on
susteemi mehaaniline energia (potentsiaalse ja kineetilise
energia summa) j&av suurus. Siit jargneb, et niisuguse sus-
teemi kineetiline energia saab kasvada ainult potentsiaalse
energia arvel. Kui nuidd kéikide kehade kiirused on nullid
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ning potentsiaalse energia vaartus minimaalne, siis slstee
mis liikumist tekkida ei saa, sUsteem on pusivas tasakaa-

lus. Kinnise susteemi pusiva tasa-
kaalu tingimuseks on selle sus -
teemi potentsiaalse energia mii-
nimum.

Vaatleme lihtsat juhtu, kus sisteemi kuuluvate kehade
vastastikune asetus on maaratud Uheainsa suurusega, nait.
koordinaadiga ~ . Niisuguse suUsteemi moodustavad naiteks
Maa ja mingi kuulike, mis saab hOOrdumisvabalt liikuda mbo-
da vertikaaltasapinnas olevat kdverat traati. Potentsiaal-
se energia W/p graafikul on sel juhul selle traadi kuju
(Joon. 3:7)» Ekstreemumtingimuseks on

dusf

=0 3.13
<Cj( (3:13)

ehk
I— (3.13%)

Tingimused (3.13) ja (3.13%)

on taidetud punktides —%

ja JC—J32 . Mélemas mainitud

asendis on kuulike tasakaalus,

kuid need kaks tasakaaluole—
kut on erinevad: punktis on tasakaal pusiv, punktis
w2 ebapusiv.

Olesasanne 3-1.

Kui palju toéd tuleb teha, et suruda XO—SGMt, vérra
kokku vaguni puhvrivedru, kui on teada, et selle vedru kok-
kusurumiseks = —/6*" vOrra peab rakendama jou Lk =
= 3000 ? Kokkusurumine toimub elastsuse piirides.
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Lahendas.

Tehtav t66 (3.2):
Y0

A—jJTc/X
)

Et 7 —=2j6 ning /C= —F » siis
*1

O
340 f, /V 2o~ KO™»?Z 2 Cgc
40~2-W m£

Ulesanne 3-2.

Kera raadiusega R. ujub vedelikus, mille tihedus on j3
kusjuures kera on sukeldunud poole vorra. Kui palju t66d
tuleb teha, et tdsta kera vedelikust valja?

Lahendus.

Arvestades Archimedese seadust, v3dime joonise 3:8 alusel

kirjutada
2

(0]
kus \/ on vedelikus asuva kera osa ruumala:
R 4
y .% /x2» =

*.§

=%3f—TTA
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/
1
| 4 /
— _y/—
4
Joon. 3:8.
Hing nuud
Z
4 = —(TORf— f
0o

=mif— —4Ttr?S"

Kera aassl F/>b' adadraae lahtetingimosest

"y—f—-rafy

Seega tehtud t6o6
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Olesanne 3-3.

Keha massiga ~ AO tdstetakse Uhtlaselt kiirenevalt
kiirendusega CL—4€0 /¥YN"N'b . Koi palja t66d teeb selleks
rakendatud joud esimese nelja sekundi jooksul?

Lahendas.

Kehale rakendatud joud
9~= -+ ‘ynosj

~+t»44  jooksul labitud tee pikkus

JOu poolt tehtud t66

Ulesanne 3-4.
Keha massiga /Yb liigub jaava jéu méjul. Kai pi-
kal teeldigul S kasvab selle keha kiirus Mb —kordseks,

vorreldes suvaliselt valitud momendil olnud Kiirusega ?

Lahendus.

Lahtudes energia jaavuse seadusest vOime kirjutada, et
joéu 7 poolt sooritatud tod arvel suureneb keha kinseti*

line energia:
MV—2- trri%2-
Z 2,
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>0 slls

3* —£m(<*—

= g («V —

*NoOi*r~ .1
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4. FOfiGB

P5rke all mdistetakse kehade
ldhiajalisel kokkupuutumisel
toimunud, interaktsiooni, mille

tulemuseks on nende kehade k11 -
ruse muutumine.

Kui porkest osavdtvad kehad on elastsed, on pdrkeprot—
sessis tegemist kehade elastsete deformatsioonidega ning
pOrget nimetatakse samuti elastseks. Mitteelastsete (plas-
tiliste) kehade korral on tegemist mitteelastse pdrkega.

4.1. Kahe mitteelastse keha pdrge

Joon. 4sl.

Liikugu kaks mitteelaatset Ummargust kuuli, mille mes—
sid on WVj ja ning kiirused vastavalt 10l ja V&% ,
nii et nende tsentrid asuvad samal sirgel MV (joon.4:1).
Parast antud tingimustes toimunud mitteelastset pOrget lii-
guvad kuulid koos Uhise kiirusega V~ modda sama sirget
/ty/V . Loppkiiruse maaramiseks vaatleme kuule kui
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isoleeritud sitsteemi (selleks peavad valised msjud kuulide-
le olema tahtsusetult vaikesed) ning kirjutame liikuiaishul
ga jaavuse seaduse kujul

+ A +W z) f (4.1)

ning sellest

VektorildLne vorrand (4.1) kujuneb algebraliseks, kui va-
lida sirgel MA/ positiivne suund. Kaesoleval juhul on loo-
mulik valida positiivseks suunaks suund vasakult paremale,
siis on vdrrandis (4.1) esinevad lahtesuurused positiivsed:

WiV—esti— WiVoz. e +
ning tulemus
‘bl VOtWiV62z
r= /Ma+~ 2.
samuti positiivne. See tédhendab, et on suunatud ka va-

sakult paremale.

4.2. Mitteelastse keha podrge risti vastu liikumatut
mitteelastset seina

_jDIgu kuuli mass M1 ning tema kiirus pdrke algmomendil

Vb risti seinaga MATF (joon. 4:2). Tingimusel, et nii
kuul kui ka sein on mitteelastsed, on pdrke 16pus kuuli kii-
rus =0 Arvutame impulsi C , mis saab sein MM l66gi
tulemusena.

Newtoni Il seaduse alusel saab kuul porkel impulsi

|>=—y\1_'|’\— YWD ——~
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Newtoni 11l seaduse jargi on sei-

m nale antud impulss sellega rOrd-
vastupidine, seega
tr

C= (4.2)

AcnnimifIN

Joon. 4:2.

4.3. Elastse kuuli p6rke vastu elastset seina

Elastse p6rke korral on kuuli
Kiirus pb6rke ISppmomendil
vOrd~c kiirusega 1/0 pé6rke alg-—
momendil. Kui kuul langeb seina-
le risti (mdédda normaali) (joon.
4:3), on need Kkiirused v6rdvastu—
pidised:

Sein saab sel juhul impulsi
=~>"fe(4.3)

Seega on elastne 166k (kuuli sama massi ja sama alg—
kiiruse korral) kaks korda "tugevam" kui mitteelastne.

Kui taiesti sileda pinnaga elastne kuul langeb samuti
taiesti siledale elastsele seinale mingi nurga oL all
selle normaali suhtes (joon. 4:4), tulevad impulsi arvu-
tamisel arvesse kiiruste ~ ja (liikumishulkade
Mifrv ja W V" ) projektsioonid seina normaalile:
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WY ja

(Seinaga paralleelne Kkiiruse
komponent sel juhal el muutu.)
Sein saab nuud impulsi

N

I — 2AMV-0Q40L (4.4)

4.4. Kahe elastse kuuli tsentraalne pSrge

Joon. 4:5.
Liitkugu kaks Ummargust kuuli, mille massid on ja
ning kiirused vastavalt V& ja nii, et nen-
de tsentrid asuvad sirgel MJV (joon. 4:5,a). Parast elast-
set pdrget on kuulide kiirused ~ ja suunatud

moodda sama sirget (joon. 4:5>b).

Kuulide I16ppkiiruste ~ ja ~ maaramiseks vaatle-
me kuule isoleeritud sisteemina ning kirjutame liikumishui-
ga jaavuse seaduse:

'w* Vi —t mNA2N2 (4.5)

Vektoriline vorrand (4.5) kujuneb algebraliseks, kui va-
lida sirgel MJ1/ positiivne suund, naiteks vasakult pare—



male. Niisugusel juhul oa lahtekiirus &N positiivne,
aga negatiivne. LOppkiirused ja » on joonisele
4»5,b kantud juhuslikult. Nende vaartus ja suund selguvad
arvutuste tulemusena, kusjuures samuti kui lahteandmete pu-
hul mé&arab vastuse mark Kiiruse suuna.

VSrrand (4.5) on kahe tundmatuga, jarelikult pole lahen-
datav Uksinda. Teise vOrrandi kirjutame, lahtudes kuulide
kineetilise energia jaavusest. Tdepoolest, kui kuulid on ab-
soluutselt elastsed, siis pirke esimeses faasis kulub osa
kuulide kineetilisest energiast nende deformeerimiseks
(muundub deformatsiooni potentsiaalseks energiaks). POrke
teises faasis aga toimub energia vastupidine muundumine —
deformatsiooni energia muundub uuesti kuulide kineetiliseks
energiaks. Niisiis:

_"», Y12
Z Z, Jt, 2,

Lahendanud koos vorrandi (4.5) alusel kirjutatud algebra-
lise vOrrandi ja vOrrandi (4.6), saab maarata ja
algebralised vaartused:

Vor+ ZWi e - Wi fa*
1~ (4.7)

SWIME. +&*HA/>bYY, 1T,
& +0%

Valemitest (4.7) jargneb, et
Vi-V, = Vil — V-b>

s.0. et kuulide kiiruste vahe parast pOrget sailitab oma
absoluutvaartuse, kuid muudab margi vastupidiseks.
Erijuhul, kui kuulide massid on vdrdsed = siis

V4 —Vbz, ning * tfy

Seega toimub kahe uUhesuguse elastse kuuli tsentraalsel por-
kel nende kiiruste (ka liikumishulkade) vahetus.



Analoogiline arutluskaik on rakendatav ka suvalise kuju-
ga elastsete kehade p6rke puhul, kui kehade algkiirused on
saunatud médda nende masskeskmeid Uhendavat sirget ning
joud porkel mdjuvad modda sama sirget»

Ulesanne 4-1.

Pussikuul massiga W —20cYy lennates horisontaalselt
kiirusega ~ =4000 ~ 4 tabab t-Urn, pikkuste vertikaal-
sete paelte otsas rippuvat keha massiga ning tun-
gib sellesse. Maérata nurk , mille vorra kalduvad ke-
ha kandvad paelad vertikaal asendist kdrvale. Paelte mass jat-
ta arvestamata ning nende otsas rippuvat keha pidada aine-
punktiks.

Lahendus.

Ulesandes vaadeldava protsessi jagame kahte etappi. Esi-
mene etapp on pussi—
kuuli tungimine rip-
puvasse kehasse -
mitteelastne pdrge,
mille tulemusena ke-
ha temas sisalduva
kuuliga saab hori-
sontaalse kiiruse VX

Teises etapis toimub

stusteemi kd&rvalekal-
dumine vertikaalasendiet seni, kuni selle kineetiline ener-
gia muundub taielikult potentsiaalseks, s.o.

Joon. 4:6.

ehk



Joonisest (4:6) nahtub, et

Seega
ning
Ontfo
kust
AN (A: m*o
(>+meJje
$+40 ¥ -koo "hit- o4
S;0z f/imt'2ifnb
ning

Markus, Ulesandes Kkirjeldatud seade on ballistiline pendel,
mida praktikas saab kasutada pussikuuli kiiruse maara-
miseks .

Ulesanne 4-2.

Tuumatehnikas on sageli vaja aeglustada neutroneid. Seda
tehakse grafiidi vdi raske vee abil. Arvutada, mitu korda
vaheneb neutroni energia, kui neutron pSrkab absoluutselt
elastselt ning tsentraalselt 1) susiniku, 2) raske vesiniku
tuumaga.

Lahendus.

Tahistame neutroni massi YY1 , tema alg— ja 10ppkiiruse

— 73 —
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vastavalt ~ ja ”~ J susiniku ja raske vesiniku tuumade
massid olgu [MYK,, kusjuures = sisiniku ning W—&
raske vesiniku puhul.

Loeme tuuma Kiiruse enne porget nulliks, parast pdrget
aga olgu see @'l , siis vdime kirjutada lilkumishulga
jadaévuse ja kineetilise energia jadadvuse seaduste alusel kaks
vlrrandit;

ehk

Lahendanud selle voérrandististeemi, saame

Neutroni alg— ja 10ppenergia suhe on

Qb \2/J

Susiniku korral on see /J,KO ning vesiniku korral 9



5. GRAVITATSIOON

5.1. Gravitatsiooniseadus

KSikide kehade vahel mdjuvad vastastikuse tdmbe (gra-
vitatsiooni) j6ud. Gravitatsiooniseaduse formuleeris New—
ton jargmiselts Kaks ainepunkti tdmbu-

vad jbuga.. mis on suunatud moéo da
n id punk te OUhendavat sirget j a
mille suur rus on vordeline ain e —
Punktide masside korrutisega
ning poor dv Ordeline nendevah e -
1i se Kauguse ruuduga:
Uz r r,r N n
Valemis (5.1) ja ainepunktide massid, *4Z
Uhest ainepunktist teise suunatud raadiusvektor, gra-
vitatsioonikonstant ning * esimesele ainepunktile tei-

se poolt avaldatud joud.



Newtoni |1l seaduse jargi on teisele ainepunktile mdjuv
joud
Ainepunktide kohta sOnastatult on gravitatsiooniseadus

rakendatav reaalsete kehade puhul, kuna neid saab vaadelda
kui ainepunktidest koosnevaid sisteeme ¢

Joon. 5*2.

Kehade 1 ja 2 (Joon. 5*2) massielementide ja
jaoks annab gravitatsiooniseadus

Able &W k

Kehade vahel mdjuv summaarne j3ud

T Ir *
Newtoni kolmanda seaduse jargi L — 1,
Kui keha 1 on jaotatud osakeseks ning keha 2
koosneb osakesest, siis peab summa sisaldama

liiget.
Kahe homogeense kera puhul (joon. 5*3) tehtud arvutused
annavad gravitatsioonijou valemiks

| (5.2)



Kui Uks keradest (MIR)
on v&ga suur, teist aga
vOib selle suhtes pidada
ainepunktiks (tn) , mis

5 © asub selle pinna lahedu-
ses (joon. 5:4), s.o.
4r<é& a , siis vBib
gravitatsioonijoudu ar-
Joon. 5:3. vutada valemi
01hb

(5.3)

jaragi.

Gravitatsioonikonstandi
vaartuse on maaranud esma-
kordselt Cavendish 1798.aas-
tal. Cavendish® mdodtis tor—
sioonkaalude abil kahe kera-
kujulise keha vahel mdjuvat
joudu, kusjuures iUks kera-
dest oli nii mdéotmetelt kui
ka massilt palju suurem tei-

sest.
Tanapaeval peetakse Oigeks Joon. 5*4.
gravitatsioonikonstandi vaartust

rH vy

Ainepunktide jaoks formuleeritud gravitatsiooniseadus
kehtib kdikide kehade puhul, mille mddtmed on kaduvvaike-
sed nendevaheliste kauguste suhtes, naiteks taevakehade pu-
hul. Newton kontrollis oma seadust kdigepealt, vaadeldes
Kuu liikumist Umber Maa (Joon. 5*5). Ta maaras Kuu tsentri—
petaalkiirenduse, lahtudes Kuu ja Maa vahelisest kaugusest

Henri Cavendish (1731-1810), inglise keemik ja fuusik.
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¢}
8"Y'I0 v ja Kuu tiirlemisperioodist " 73 pae-
va:

3 0 Z
- AN S ise10

ning siis arvutas sama suuruse, lahtudes Kuu ja Maa vaheli-
sest gravitatsioonijoust.

\

()m

Joon. 5*5*

Dunaamika p6hiseaduse jargi

ehk
> <5—»>

kus 'VW on Kuu ning M Maa mass. Teiselt poolt raskus—
kiirendus maapinnal

<5.5)
R (o]
kus R, on Maa raadius (" 40 '»t).

Seostest (5.4) ja (5.5) jargneb:
@ -3 =
/  Pm = n

Kahel viisil saadud tulemuste kokkulangemine Kkinnitas
Newtoni gravitatsiooniseaduse O0igsust.

- 78 -



Cavendish, maaranud gravitatsioonikonstandi vaartuse,
kasutas seda Maa massi ja selle keskmise tiheduse maarami-
seks.

Mingi keha (massiga M) raskusjéu maapinnal véib aval-
dada kahel viisils

9 = =~ ia

ning siit

ans 2V

Maa keskmine tihedus

P:—iMr = 35—.f03y*’»—5
T ]

5.2. Kepleri seadused

Newton pustitas gravitatsiooniseaduse, lahtudes Kepleri
seadustest planeetide liikumise kohta.

1. KOik planeedid liiguvad moéodda ellipseid, mille Uhes
fookuses asub Paike.

1. Planeedi raadiusvektor katab vdrdsetes ajavahemikes
vOrdsed pinnad.

I111. Planeetide tiirlemisperioodide ruudud suhtuvad nagu
nende elliptiliste orbiitide suurte pooltelgede kuubid.

Lahtudes nendest seadustest tuletas Newton gravitatsioo-
niseaduse.

Oletanud lihtsuse mottes, et planeedi orbiit on ringjoon
raadiusega £ (tegelikult planeetide orbiidid tdepoolest
erinevad vaga véhe ringjoonest), saab Kkirjutada planeedi
liikumise kiirenduse

kus on planeedi liikumise kiirus. Kui asendada kiirus
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\~ planeedi tiirlemisperioodi T kaudu, avaldub kiiren-
dus

mz
Siit jargneb, et kahe planeedi puhul ( 2+~ T¥) ja
fst\z Tb) nendele Piaikese poolt mdjuvate jdudude

N ja suhe

/.1 _ Wib* 22
b ~ nNCT52

Vastavalt Kepleri kolmandale seadusele

%l hs

ning jarelikult

mnz
A—A r2* b2
Niisiis, Paikese ja planeedi vahel mdjuv joud * on

vOrdeline planeedi massiga ning poordvordeline nendevahe-
lise kauguse ruuduga:

(5.6)

Oletanud, et vOrdetegur IC omakorda on vérdeline Pai-
kese massiga M , sai Nevton kirjutada gravitatsioonisea-
duse selle 16plikul kujul

(5.7)

* Johannes Kepler (1571-1630), saksa astronoom.



5.3. Gravltatsloonivall

Gravitatsiooniseaduse jargi méjub iga ainepunkti (M)
Uumbritseva ruumi mistahes punktis (jfj asetsevale kehale
(bb) joud

7__  OILx
r NN T
(Joon. 5:6). Seega umbritseb iga ainepunkti joéuvali, mida
antud juhul nimetatakse gravitatsioonivaljaks.
Gravitatsioonivalja ise—
Wi loomustamiseks kasutatakse
kahte suurust: 1) vaijatu—
gevust ja 2) potentsiaali.
1) Gravitatsioonivalja
tugevus E valja antud
Joon. 5:6. punktis mOOtub jéuga, mil-
lega vali mdjutab sellesse punkti paigutatud Uhikulise

massiga keha (joon. 5:6):

™ T M 1
n £ (5.5)

Seega on vaijatugevuse vektor B suunatud valja tekita-
va ainepunkti poole (vaijapunkti raadiusvektori $T vas-
tu).

On selge, et vaijatugevuse dimensioon Uhtib Kiirenduse
dimensiooniga, jarelikult valjendab gravitatsioonivalja
tugevus kiirendust, millega hakkaks liikuma valja antud
punktis asuv vaba keha.

2) Gravitatsioonivalja potentsiaal valja antud punktis
mOOtub t66ga, mida peavad tegema kérvalised (mitte gravi—
tatsioonilise péaritoluga) joéud, et viia uUhikulise massiga
keha sellest punktist Idpmatusse, s.o. nii kaugele valja
tekitavast ainepunktist, kus gravitatsioonijOud praktili-
selt enam ei mdju.

Arvutame t66, mis tuleb teha keha massiga dYbviimiseks



punktist koordinaadiga £ Idpmata kaugele *L 00 (joon.

5:7). Elementaarsel teeldigul EZ tehtav td6

Mm

Otsitava tod saame, integree-

rides rajades 2-

Joon. 5*7.

Definitsioonikohaselt vilja potentsiaal punktis (%.)

774

ehk

(5.9)

Selgitame veel, milline matemaatiline seos on valjatuge-—
vuse ja potentsiaali vahel. Olgu vaijatekitajaks ainepunkt
massiga M  (joon. 5*8). Valja punktis P  olgu potentsi-

aal @ ning punktis p 1 . Vé&i jatugevuse vdime mB-
lemas punktis lugeda praktiliselt samaks:

E =t i

Keha viimisel punktist
P punkti P f tehtud

t60 vdoime avaldada kahel
viisil:

ning

= —/M



Siit jargneb, et

E = ~%1r}¢r (5.10)

Ainepunktide susteemi M /o korral saame
maéarata selle sisteemi gravitatsioonivalja tugevuee kui uUk-
sikutest ainepunktidest tingitud vaijatugevuse
geomeetrilise summa

o> Y H- fI» Z*
f =S te£=-FfZri-|f (5.11)

Samuti saab maarata selle valja mingi punkti potentsiaa-
li, kui Uksikutest ainepunktidest tingitud potentsiaalide
o ,u0 aritmeetilise summa

kus 2* on antud punkti maarav raadiusvektor suhtes.

lga konkreetset keha saab vaadelda kui I8pmatu hulga ai-
nepunktide susteemi ning selle valja arvutada kui nende ai-
nepunktide valjade summa, seejuures valemites (5.11) ja
(5.12) summa méargid asenduvad vastavate integraalidega.

Maad Umbritseva gravitatsioonivalja tugevus ja potentsi-
aal tema pinna otseses laheduses (punktis P joonisel
5:9, kui 4 R- ) avalduvad jargmiste valemitega:

Y ro7=T, (5.14)
kus M on Maa mass, R,

maakera raadius ning © ras‘
kuskiirendus Maa pinnal.

- 83 -



5*4. Esimene la teine koaTlWlne Kiirus

Esimeseks kosmiliseks kKiiru-
seks nimetatakse kiirust, mille
peab andma kehale, et ta saaks

Haa tehiskaaslaseks, s.0. jaaks liikuma
Haad Umbritsevale orbiidile. Lihtsuse mdttes loeme seda or-
biiti ringjooneliseks (joon. 5:10). Niisuguse ringliikumise

raadiusega fi+h, tingib

antud keha ja Maa(fll)

(5.15)

, Saame

Teiseks kosmiliseks kiilruseks
nimetatakse kiirust, mille peab
andma kehale, et ta lahkuks jaa-
davalt Maa raskusvaljast. Kehale ("**)
peab maapinnal andma sellise Kkiiruse , et tema kinee—

tiline energia WK= oleks killaldane selleks, et
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teha t66 -A- Maa kiillgetdmbejdu Uletamiseks teel maapinnalt

(kaugus @ Maa tsentrist) Idpmatusse. Teeldigul teh-
tav t66 (joon. 5:11) oOftA= .
L—-t-o00
dm \
Joon. 5*11-

Gravitatsioonij6ud

seega

na-r

ning
oo o0

A —r»=J%—r a

Tingimusest 'No=£fm :

Wy2— M)
i r n
saame
ehk véttes jalle arvesse, et J*M }
1y y $ (5.16)



Arvutused annavad
V= MY

Ulesanne 5-1.

Millises punktis on Maad ja Kuud Uhendaval sirgel nen-
de Uhise gravitatsioonivalja tugevus null? V&ih arvestada,
et Maa mass on 81 korda suurem Kuu massist.

Lahendus (joon. 5*12).

Tahistame Maa ja
Kuu vahelise kaugu-
se d. —ga, siis kau-
gusel JC Maast on
kummagi taevakeha
gravitatsioonivaija
tugevused (5*8):
Maa puhul

£T =

1 * oL

ning Kuu puhul

- M
U(d-—x)
kus on gravitatsioonikonstant ning M tahistah

Maa massi.
Ulesande kohaselt



Lahendanud viimase vorrandi, saame vastuseks

0,3J

Ulesanne 5-2.

Peene varda mass on VVb ning pikkus £ Arvutada var-
da gravitatsioonivalja potentsiaal ja selle tugevus punk-
tis P kaugusel Q) varda lahemast otspunktist varda si-
his.

Lahendus (joon. 5*13).

Joon. 5*13*

Varda element pikkusega (massiga ¢3}0= A—(DQ

tekitab punktis P potentsiaali (5.9)

tjL

Kogu vardast tekitatud potentsiaal

valjatugevus punktis P on suunatud varda sihis vii-
mase poole. Tahistanud vastavasuunalise Uhikvektori —ga
ning teades, et fc— — , vbime Kirjutada gravitat-
sioonivalja tugevuse punktis P (5*10)s



T— w»2 6 &E<~-5 p <m
* e ttcu saA t d(etc)

Markus» Vaijatugevu.se vaartuse E)oleksime v5inud arvu-
tada ka otseselt. Varda element CHIN tekitab punktis P

vaijatugevuse
JUel ... m dx.
ox,*-fr x3

Kogu vardast tingitud gravitatsioonivéalja tugevus

OHQ
J(Jc*-~:rA 7 I(VL +)" g_ afafey

Kasutades uUhikvektorit -6

r

4+, s
(0]

cln+e)

e—r—

Ulesanne 3-3.

Maéarata homogeense ketta (massiga AXC ning raadiusega
R, ) gravitatsioonivalja potentsiaal ja selle tugevus
punktis P , mis asub ketta teljel kaugusel G_ ketta

tasapinnast.

Lahendus (joon. 5*14),
Ketta rdngaselement massiga

tingib punktis P potent-
siaali (5.9)

dl(p—y~ -
Jrehad

Joon. 5*'14.



Potentsiaali koguvairtuse saame, integreerides Ctf aval-
dise kogu ketta ulatuses

Vaijatugevus punktis P on suunatud méoda telge ketta
poole (uUhikvektor & ) ning selle vaartus (5.10%)

E — - fyiacfCf

Seega

-Ibl<-bbl*

Ulesanne 5-4.

Kui suure minimaalse Kiirusega peab laskma raketi maa-
pinnalt Kuu suunas, et ta jouaks Kuu pinnale? Maa ja Kuu
tsentritevaheline kaugus on keskmiselt <f= 380000 vt .
Maa raadius R=63 KW, Kuu raadius R' on Maa raa-
diusest R, neli korda ning Kuu mass M' Maa massist M
81 korda vaiksem. Kui suur on sel juhul raketi 18ppkiirus
selle langemisel Kuu pinnale?

Ohutakistus raketi liikumisel jaab arvestamata.

Lahendus (joon. 5*15).

Lahendame Ulesande, lahtudes mehaanilise energia jaavu-
sest. Ulesandest 5-1 on teada, et kaugusel JC—OrfeL Maa
tsentrist asub punkt P , kus kahe taevakeha gravitatsioo—
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Rl
Joon. 5*15.

nivaljad kompenseeruvad. (Haa ja Kuu poolt raketile aval-
datavad tSsibejOud on v&rdsed.) labistanud gravitatsiooni—
konstandi —ga, raketi massi YK, —ga ning selle viske-
kiiruse maapinnalt 47-ga, vOime Kirjutada:

vy Annnil TW ATw’
r r § vrd-u <1 O—X
Selle vorrandi vasak pool valjendab raketi kineetilise ja
potentsiaalse energia summat maapinnal. Paremal pool vord—
susmarki on kirjas reketi potentsiaalne energia punktis P .
Lahendanud vérrandi, saame

y-4 = t [t-M(HE— + - =

=3gua- © ¢ - 7

kus Q* on raskuskiirendus maapinnal .
Siit

0,eg s /}f}, 4 Wb

Et maarata raketi langemise kiirus Kuu pinnale fr' .kir-
jutame veel kord mehaanilise energia jaavuse vorrandi

U wM'_ Miy-T mM' hbW
6 XIC o d-IC & o r P

kus paremal pool vOrdsusmarki olev avaldis véaljendab rakett
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kineetilise ja potentsiaalse energia summat Kuu pinnal.
Lahendanud vérrandi, saame

L' R'< 0jJ, QoL+ d—Ri"\

ehk

L—rHLfj— ofZ z o+
tHoglFR I* uyopma 4.0Ne

d a pVf_ _ 4%&&_/‘:2):]

ning 16plikult

V=t R—g'll= W™
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6. ELASTSUSJOUD

6.1. Deformatsioonid .la pinged tahketes kehades

Deformatsiooniks nimetatakse
keha ruumala Vv61i1I tema Kuju iga-
sugust muutust. Deformeerumise protsessis nih-
kuvad keha osad Uksteise suhtes. Vastava nihkumise ulatus
ongi deformatsiooni méaaraks.

KOik tahked kehad deformeeruvad igasuguste j&udude mo-
jul. Kui monikord need deformatsioonid pole mérgatavad,siis
ainult selleparast, et nad on vaikesed. Kokkupuutuvad kehad
mbjutavad teineteist (tdmbavad, tdukavad) nimelt seetdttu,
et nad on deformeerunud. Nii vajutab lauale asetatud ese
lauda ning laud toetab seda eset nende mdélema deformatsioo-
ni tottu. Seejuures on kdige enam deformeerunud kokkupuute—
pinna lahedased kihid (joon. 6:1).

Joon. 6:1.



Deformatsiooni nimetatakse el astse ks, Kkai see
parast deformeeriva mdju lakkamist jaljetult kaob, ning
mitteelastseks ehk plastiliseks,
kui see taielikult sailib parast deformeerivate jdudude
kdrvaldamist.

Reaalseid tahkeid kehi voib vaadelda kui elastseid vaid
teatud tingimustes. Saluuti ei ole tegelikkuses ka taieli-
kult plastilisi kehi.

Vastastikune m&éju esineb mitte ainult kahe erineva de-
formeeritud keha vahel, vaid ka Uhe ja sama deformeeritud
keha kahe naaberosa vahel.Seega esinevad deformeeritud ke-
has seesmised joud. Oeldakse,et deformeeritud kehas esine-
vad pinged, kusjuures pinge all moistetak-
se keha mingi moéttelise I1dike
pinnaidhiku kohta tuleva seesmi-
se JOu vaartust.

6.2. Elastne venltus ,la kokkusurumine

Vaatleme venitava (kokkusuruva) jéu 7 mdju vardale,
mille algpikkus on £ ning tema Ummarguse (lihtsuse mét-
tes) ristlOike labimést dC . varda ristldike pindala on
siis £= , . A

JOu mdjul varda pikkus £ muutub vorra (joon.
6:2). lga suvaliselt valitud vardaelement & venib nii,

et jaab samaks. Seeparast valitaksegi venitusde—

formatsiooni naitajaks varda pikkuse suhteline muutus (suh-
teline pikenemine”

£ (6.1)

Suhteline pikenemine on nimeta suurus, kusjuures venitu-
sel £ >0 , kokkusurumisel £ <O
Katsed naitavad, et elastsete deformatsioonide puhul



(6.2)

£ = ot f
a kus 0L on antud varda mater-

jali elastseid omadusi valjen-
dav vordetegur (elastsustegur).

i i JFE _6T  on ristl®ike kohta ar—
+ - S : :
. . vestatud normaalpinge ( pinge
T—1 N\ 0 3 —uhikuks on A/M* **) seega
! i
£=d<0 (6.3)
Voérrand (6.3) valjendab
Hooke'i* seadust: e |l a s t -
b) sete deformatsi-
oonide korral on
I—i*:l"i suhteline defor -
aktei ! matsioon vdrdeli-
; |r | ne pingega.
Sagedamini kasutatakse ma-
: T : terjali elastsuse_néitajana
L. .. J < elastsusteguri Ol poordvaar—
tust
Joon. 6:2.

mida nimetatakse elastsusmooduliks (ka Young'i30* raoodu—
liks). Elastsusmoodul E on arvuliselt vérdne pingega,
mille puhul <5=4 |, s.o. &E= 6 .

Valemi (6.3) vdime nuud kirjutada kujul

(6.3")

* Robert Hooke (1635-1703), inglise astronoom ja mate-
maatik.

A Thomas Young (1773-1829)» inglise arst ja fuusik.
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Valemitest (6.1) - (6.3) jargneb, et

M = C6.3-)

s.o. et elastse venituse korral ke-
ha pikenemine on vordeline veni-
tava joObuga (Hooke'i seaduse uUks formulatsioone).
Valjavenitatud varda pikenemisega kaasneb tema ristldi-
ke mOOtude vahenemine (1abimddt muutub vOrra vaikse-
maks). Seda muutust iseloomustatakse ka suhtelise suuruse-
ga
c/_ td
6~ d->
kusjuures venitusel S'<0 f kokkusurumisel S1>0 .Nii-
siis mdlema deformatsiooni korral on £ ja £ 1 vastas—
margilised.
Eksperimendist n&htub, et

8 =-/<-£' (6.4)

kus on positiivne koefitsient, mida nimetatakse Pois—
soni* koefitsiendiks.

6.3» Elastne nihe

Vaatleme risttahukakujulist keha (joon. 6:3), mille ka-
hele vastastahule on rakendatud nendega paralleelsed vOord—

vastupidised jéud Tr . Niisuguse m&ju tulemusena tekib nn.
nihkedeformatsioon. Kui joudude = mdju on uhtlaselt jao-
tatud kogu tahu pindala £ ulatuses, siis nende tahkudega
paralleelses suvaliselt valitud 16ikes tekib tangentsiaalne

pinge

* Denis Poisson (1781-1840), prantsuse matemaatik.
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7

Joon. 6:3«

Deformatsiooni tulemuseks on Ulemise tahu nihkumine alu-
mise suhtes @, vdrra. Kui jaotada mdttes risttahukas ele-
mentaarkihtideks paksusega , sila nende kihtide pin-

nad liiguvad Uksteise suhtes vOrra, kusjuures on
Ob

sama k&ikide kihtide jaoks. Seeparast iseloomustataksegi
nihkedeformatsiooni suhtega

—]—= (6.5)
mida nimetatakse s uh teliseks nihkek s.Nur-

ka (f nimetatakse nlhkenurgaks.
Katsed naitavad, et

kus G on materjali iseloomustav nihkemoodul.

Arvuliselt vérdub nihkemoodul pingega, mille puhul —NS°
( = £ ). Seega kehtib Hooke'i seadus ka elastse nihke
puhul.
Markused.
1. Arvutused naitavad, et mingi materjali kolme elast—
suskarakteristiku £ , ° ja Q vahel valitseb
seos



2. Painde ja vaande deformatsioonides sisalduvad ele-
mentidena esimeses venitus ja kokkuauramine, teises
nihe, ainult palju keerulisemal kajal.

Ulesanne 6-1.

Traat algpikkusega f)—40™1 on Uhest otsast kinni-
tatud ning teise otsa on rakendatud venitav joud 7—~2.0kQ.
Selle j3u mSjul venib traat 4 £= 0" QU pikemaks. Traadi
materjali kohta on teada E=£2406 % q7=r-40™>*8j\

Maarata selle traadi labimdOdu algvaartus Uo ja sel-
le muutus venitusel ACC , traadi ruumala muutus &V ning
traadis salvestatud potentsiaalne energia *

Lahendus.

Hooke'i seadusest (6.3%*)

s-ce + ? cCé&

saame
(0]
H Ete
ning
5d&
—a SMw ***,

IV-i-10 6 1lo4i<Q !

Pikkuse ja labim0ddu suhtelised muutused <€ ja £' on
seotud Poissoni koefitsiendi A kaudu (6.4):

/ it . ot<L ~

£ =r/f£ ehk

Poissoni k~fitsiendi aga saab maarata seosest (6.7)
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kut

F E-2G
Seega
Aj— dotl3 —cto”C(E-"a) =
& z~Q
A OO OS D KCOM 2y

toT.2" 0$5"ocx(’?crr‘1 n
Traadi ruumala muutus

/ 1/ 1t(@fo-hLel)N(Co-tte)  €Cdcb
y

= bt—+ 4 [&4ru—cEbe+r<£°*/1—
S[A—//** — ~2E>)

Jatnud ara teist ja kolmandat jarku vaikesed liikmed, saame

- J- Y- + 1w +g—16%k—-40m—11h W »)«
-4 3
-5 L il
Deformatsiooni potentsiaalne energia

Wp - §-7af£= UIM*b./< *z_ 03$A.
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7. HOOHDEJOUD

HOOrdejoud tekivad iga kord, koi kaks kokkupuutuvate
keha v6i sama keha kaks kokkupuutuvat osa nihkuvad tei-
neteise suhtes. Esimesel juhul, kui on tegemist kahe eri-
neva kehaga, raagitakse valisest ning Uhe keha
kahe naaberosa vahel siseh OO0rdest. Tahke keha
ja vedeliku (v6i gaasi) vahel esineb siseh86re.Kahe tahke
keha puhul, kui pinnad pole Olitatud, on tegemist Kk u 1 —
v a, tahke keha ja vedeliku (v06i gaasi) vahel ning vede-
liku kihtide vahel aga marja ek viskooses
hddrdega.Kahe kokkupuutuva tahke keha korral v8ib Uks nen-
dest kas libiseda v6i veereda teise keha pinnal,vastavalt
sellele raagitakse liugumis — vdi veeremiahOOr—
dest, kusjuures mdélemal juhul on tegemist kuiva hddrdega.

HOOrdejOud asuvad alati kokkupuutuvate (hOOrduvate) pin-
dade puutetasapinnas ning nende auund on selline, et nad
takistavad kehade vastastikust nihkumiste

7.1. Kuiv hGbre

Kahe kokkupuutuva tahke keha vahel tekib hOOrdejéud mit-
te ainult siis, kui kehad (Juba) libisevad Uksteise suhtes,
vaid ka siis, kui puuUtakse niisugust liikumist esile kutsu-
da ja kehad asuvad teineteise suhtes veel paigal. Viimasel
juhul on tegemist paigaloleku hOOrdega.

Kui puudda nihutada keha (1) modda palgaloleva keha (2)
pinda (Joon. 17:1), rakendades jarjest kasvavat joudu 7
siis algab liikumine selle jéu teatud vaartuse £0 juures
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(seni kuni < % on keha (1) paigal). » margib paigal—
oleku hddrdejou maksimaalset vaartust.

Kui rakendatud jOud ~
uletab , algab libi-
semine, mille kiirenduse
maarab rakendatud j6ud.
~  ja hddrdejdu va-
he 9r—9~ . HOOrdejdu
9~ vaartus sSltub vahe-
sel méaaral liikumise Kkii
rusest (selle sdltuvuse
k5ige sagedamini esine—
vat iseloomu praktikas kujutab joon. 7*2). Kui kokkupuutu-
vate (hOOrduvate) pindade omadused libisemise protsessis
ei muutu (ei toimu naiteks silumist, temperatuuri muutust,
oksudeerumist vms.), siis kiiruse muutudes jaab hddrdejoud
konstantseks (joon. 7*3). Kokkupuutepindade suurus Kkuiva

Joon. 7*1*

hédrde puhul ei avalda méju hOOrdejOule ning hOOrdejdud on
ligikaudu v8rdeline normaalrbhumisega

koL (7.1)

VOrdetegurit C nimetatakse hddrdeteguriks ning liugumi—
sel on see nimeta suurus, mille vaartus sdltub hOOrduvate
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pindade iseloomust (praktiliselt vahel ka kiirusest).

Veeremisel aga sSltub h66rdej5ud veel veereva keha raa-
diusest & (joon. 7*4)

(7-2)

Joon. 7*4.

Veeremise h60Ordetegur ” on pikkuse mSStihikutes avalduv
suurus, mille vaartus sSltub ikka pindade iseloomust.

HB6rdejoud veeremisel on alati vaiksemad kui liugumisel
(siit kuullaagrite kasutamise idee).

\

7.2. Viskoosne hSore

Erinevalt kuivast h63rdest muutuvad viskoosse hOOrde
korral h36rdejOud nulliks koos kiirusega. Seeparast tekita-
vad isegi vaga vaikesed véalised joéud kihtide nihkumise.Joo-
nisel 7*5 on kujutatud tuupiline séltuvus tahke
keha ja vedeliku vahel. Tahke keha liikudes vedelikus kii-
rusega V' vaikeste kiiruste puhul

\ = K-T, (7.3)
suuremate kiiruste Juures

% = (7.4)
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Joon. 7%*5.

H63rdetegurid * ja valemites (7»3) ja (7»4)
s6ltuvad véaga suurel madaral keha kujust ja mddtmetest,
tema piima Iseloomust ning vedeliku viskoossetest omadus-
test.



8. LIIKUMINE MITTEIHERTSIAAISETES SUSTEEMIDES

Alustades ainepunkti kinemaatikat defineerisime inert-
slaalset tauststisteemi kui sellist, mis on seotud vabalt
liikuva kehaga. Samuti on inertsiaalne iga slisteem, mis
liigub inertsiaalse siisteemi suhtes Ghtlaselt ja sirgjoo-
neliselt.

Liikumise relatiivsuse printsiibi kohaselt kulgevad
fuusikalised né&htused kdikides inertsiaalsetes slsteemi-
des Uhtemoodi.

Kui vaadeldav taustsisteem liigub inertsiaalse sistee-
mi suhtes m lttedhtlaselt voi kdverjooneliselt, on see sis-
teem mitteinertsiaalne ning liikumine ja selle kirjelda-
mine niisuguse siisteemi suhtes osutub mérksa keerukamaks,
kui see on inertsiaalsetes silsteemides.

8.1. InertsiJOud kulgevas slsteemis

Mbbdda sirget teed mingi kiirendusega JF liikuvas va-
gunis (joon. 8jl1) horisontaalsel riiulil olev kuulike /b
hakkab veerema tahapoole ning kukub Gle riiuli &are poran-
dale.

Kui tahetakse, et kuulike pusiks riiulil paigal, peab
seila kinnitama vaguni seina kilge nditeks vedru abil,mis
vaguni kiireneval liikumisel osutub véijayenitatuks, ra-
kendades seega kuulikesele mingit joudu 'f'

Vaguni laes rippuv pendel kaldub samuti tahapoole ning
jaéb tasakaalu, olles kallutatud mingi nurga oi vdrra



vertikaali suhtes. Kui vagun oleks paigal vSi Uhtlases
sirglilkumises Maa kui inertsiaalsiisteemi suhtes, oleks
kuulike riiulil palgal ning pendel ripuks vertikaalselt.
Seega on ilmne, et niisuguses vagunis kui mitteinertsi-
aalses sisteemis Newtoni liikumisseadused tavalisel kuja
ei kehti. Selleks et oleks vdimalik rakendada Newtoni sea-
dusi, tuuakse sisse inertsijdud. Antud juhul deldakse, et
kiirendusega & liikuvas vagunis riiulil olevale kuuli-
kesele mdjub inertsijOud * —nwIL , s.o. joud, mille
véédrtus maddratakse Newtoni M seaduse jargi ning sille
suund on vastupidine slsteemi kiirenduse suunaga. Nuid
saab mdélema keha jaoks kirjutada Newtoni | seaduse tava-
lisel kujul (joon. 8:2):

Joon. 8:2.

- 104 -



a) Kuulikesele mojub kaks joudu T ja 9% ning

?21bT ~0
(8.1)

méérab kuulikese paigaloleku.
b) Pendli kuulikesele mojub kolm jéudu (T on nii-

di tdbmme) ning

+ T+ (8.2)

méadrab pendli tasakaaluoleku.
Newtoni Il seadus mitteinertsiaalse slsteemi puhul eral-

dub valemina

(8.3)

kus ¥ on kehale mojuvate valiste joudude resultant
- keha kiirendus mitteinertsiaalse silisteemi suhtes.

8.2. Inertsl.'toud podrlevas sisteemis

1. Kujutame nurkkiirusega ou pddrleval pingil hoidja
abil rippuvat pend-
lit massiga .Ta-
sakaaluolekus moo-
dustab pendel nurga
06 vertikaalsihiga
(joon. 8:3). Selle
pbhjuseks on jélle-
gi susteemi kiirenev
litkumine ( seekord
pddrlemine) ning
sellest tingitud
inertsljdud, mis on

suunatud modda raadlust védljapoole ning mille vééartus

2
(8.4)
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( b)rft on tihtiaselt nurkkiirusega 08 moodda ringjoont raa-

diusega d, liikuva punkti kiirendus - tsentripetaalkiiren-

dus, mis on suunatud mdodda raadiust tsentri poole). Pendli
kuulikesele mdjub nuiud kolm
joudus raskusjoud Jnert-
sijoud ja niidi tdmmeT
(joon. 8s4) ning pendli tasa-
kaalutingimuseks on

E+*$2+4°=0 (8.5)

2. Vaatleme juhtu, kus keha massiga 44, liigub Uhtlaselt
kiirusega mooda Ghtlaselt nurkkiirusega ¢0 podrlevat
ketast selle raadiuse suunas (joon. 8*5). Sellele kehale m5-
juvate inertsijdudude véljaselgitamiseks arvutame tema kii-
renduse liikumatu koordinaatide slsteemi suhtes.
Ajamomendil ~t on keha
kaugusel R, pddrlemis -
teljest (keha asukoht
tasaplnnal (-X,¥) on
maaratud vektoriga R) .
Keha kiirus liikumata
koordinaadistiku suh-
tes koosneb kahest kom-
ponendists

1) radiaalne -
suunatud modda % ,

2) tangentsiaalne [20
- risti raadiusega

Joon. 8%5.



Ajamomendil  ~behct'b  on mSlemad komponendid p6érdunud
nurga
dal — cocL-b

vSrra (joon. 816). Kiiruse radiaalne kosponent vé&é&rtuse
poolest ei muutu, tangentsiaalne aga saab juurdekasvu

céc( - O d-b

[SR+CIR][xFij

Joon. 8:6.
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Joonisest 8:6,b ndhtub, et kiiruse juurdekasv ajavahemikus

<Ct koosneb kolmest komponendist: Mt ja(eM)i,
kusjuures (ctfrh ja on risti raadiusega ning sama-
suunalised (suunatud modda kiiruse tangentsiaalset komponen-
ti [ORJ Kolmas komponent aga on suunatud moddda

raadlust » poéorlemistelje poole.
Samalt jooniselt (8:6) saame lugeda:

(ct#)4 cjcot
= co($++0/1?) - » A=coYoNe

—@I?0fo( ~ QO cdclfc * A RI~t

Siit jargneb kiirenduse radiaalse komponendi vaartus

wing samuti tangentsiaalse komponendi véé&rtus

(dr)M dv)*. IM ihctt
= 4b 7tT ~ =ia>1>i

Esimene komponentidest on vdrdne tsentripetaalklirendu-
sega. Teine komponent on risti raadiusega (seega ka Kkiiru-

sega 4~ ) ning seda saab véljendada vektorite @ ja *
vektorkorrutise abil

= 2 [uj

Seda kiirenduse komponenti nimetatakse Coriolise* kiirendu-
seks.

Coriolise kiirenduse valemi saame samal kujul ka Uldise-
mal juhul, kui keha liigub mddda pédrlevat ketast jadva kii-
rusega suvaliselt valitud suunas (mitteradiaalselt). Selle

* Gaspard Corlolls (1792-1843), prantsuse insener ja mate-
maatik.
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tdestuseks vaatleme joonist 8:7« Joonisel 8:7*a kujutab

punkt litkuva keha asukohta ajamomendil ~t . Keha
kiirus (litkumatu sisteemi suhtes) koosneb kahest kom-
ponendist ~ ja £00 zfJ. Ajamomendil ~b+d~b on keha
asendis Q ning tema kiiruse komponendid on 1™ ja
[cS ning viimane poodratud nurga (co-t-grjdtvOrra
sama komponendi suhtes ajamomendil ~t , kus T (on kii-
ruse raadiusega risti olev konponent.
Joon. 8i7.
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Joonisel 8i7,b on kdik kiiruste rektorid kentud dhte
punkti ning néidatud kiiruste juurdekasvud ajavahemikus
. Sellelt jooniselt saame lugeda:

= ufd
ja
= t[cbd %]

N iisiis, kiirenduse analliis (tehtud inertsiaalaleteeais
asuva vaatleja seisukohalt) néitab kiirenduse kahe kowpo-
nendi olemasolu, mis osutab asjaolule, et kehale peab mdju-
ma kaks joudu, mis need kiirendused tingivad:

n ~ tsentripetaaljdud, mdodda raadiust
tsentri poole suunatud;

SN2 A ~risti raadiusega mojuv (podrav) joud.

Yaatleme nitd kdike toimuvat pddrlevas sisteemis asuva
vaatleja seisukohalt. Ketta suhtes liigub keha {htlaselt
ja sirgjooneliselt, nagu ei mojuks temale Ukski jéud.Tege-
likult aga mdjub liikuvale kehale kaks joudu - ja

A, esimene on suunatud modda raadiust tsentri poole,
teine risti raadiusega ketta pddrlemise suunas.

Selleks et dinaamika seadused kehtiksid ka p6drlevas
(kettaga Uhenduses olevas) sisteemis, tuuakse sisse kaks
inertsijéudu, _gis on“uunalt vastupidised joududele £ ja

Ao jdud N —£ suunatud modda raadiust valjapoo-
le (tsentrifugaaljdud), joud = suunatud risti
raadiusega ketta podrlemisele vastu (Coriolise joud).Mdle-
mad inertsijoud on rakendatud kuulikesele ning tasakaalus-
tuvad kahekaupa (joon. 8:8).

8.3« Kehade liikumisest Maa peal

Maa 6dpédevase poodrlemise tdttu on Maaga seotud taust-
slisteemid po6orlevad mitteinertsiaalsed susteemid, milles
ilmnevad nii tsentrifugaal- kui ka Coriolise joud:
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Joon. 8x8.

1) Coriolise joéudude mdju ndeme selles, et Maa pdhja-
poolkeral Ghesuunaliste raudteede parempoolne roobas kulub
enam kui teine, samuti on siin jogede parempoolne kallas
uhutud. Seejuures ei s@ltu ndhtused rongi liikumise ega joe
voolu suunast. L6unapoolkeral kannatavad selle mdju all
vasakpoolsed roopad ja jogede vasakpoolsed kaldad.

2) Kehade vabalangemisel maapinnale kutsub nendele ke-
hadele moéjuv Coriolise joud esile kdrvalekaldumise ida suu-
nas vertikaalist. Niisugune ko6rvalekaldumine on tépsete
eksperimentide abil kindlaks tehtud.

3) Foucaultd korraldas 1852.aastal katse, milles naditas,
et pendli vOnketasapind muudab oma asendit Maa suhtes.N&h-
tus on seletatav sellega, et pendel séilitab oma vdnketasa-
pinna, Maa p6drlemise t6ttu aga see ndib muutuvat Maa suh-
tes.

Leon Foucault (1819-2868), prantsuse fllsik.
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Oleaanne 6-1.

Vagon veereb raskusjou md&jul modda teed, mis algul moo-
dustab horisondiga nurga oi = *>0° niwg hiljem laheb dle
horisontaaltasandiks. HOOrdejOud moodustavad liikumise md-
lemal etapil ~=-20% vaguni kaalust.

Vaguni lakke on niidi abil riputatud kuulike massiga

=40~ . Mdérata niidi suund ja teda pingutav joud
mdlema liikumise korral.

Lahendus.

I. Liikumise esimesel etapil joonisel 8:9 M tdhis-
tab vaguni massi. HOOrdejOud

Liikumapanev jOud on

[Im* <& —0
-1 Tiv) ning vaguni liikumise
kiirendus

Joon. 8:9*

Niidile mojuv joud ~  (joon. 8:10) on raskusjdu yne
ja inertsijOu - summa:

A= 400 CHLYYYIZ)IL + @5%-2-0,3 —

== 0,02 +y
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Joon. 8:10.

Nurga R  mairame samast joudude réopkulikust:

*»1*4 #*(£-«) '
a 7U B K CHu' (X-2) frCrtot

A —

= — A
<2 2%n- fj .
0,073-VV

Ly r

I, Liikumise teisel etapil (joon. 8:11) kutsub hOOrde-
joud Br=~(JEjs esile kiirenduse

Niiti pingutav joud 7~ on raskusjéu /7" ja inertsijOu

S&. =-"to*2.

sumina:
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Joon. 8:11.

- Wfy J4+ 1Z —Ne '»ii M\J4 + doj -.0,4°M
fa-Jw s’
Ulesanne 8-2.
Easke keha massiga langeb vabalt AN Kkes-
tel ning saabub maapinnale punkti, kus geograafiline laius
L>=4£°,

Arvestades Maa pddrlemist, médrata

1) kdik kehale mojuvad joud langemise I8ppmomendil,

2) keha langemispunkti asend maapinnal tema ldhte-
punktist tdmmatud vertikaali aluspunkti suhtes.

Lahendus.

1) Kehale mdjub kolm j6udu:
a) Gravitatsioonijoud (5.3)

L&
kus gravitatsioonikonstant jf-="£3¢/]0 w21 Maa
raadius —<43f mo L ning Maa mass M —£?96'402 vy .
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Seega
n _ 6% L°"bBxf'l'2786- KO24™ «4K(r
Vektor Q on suunatud Maa tsentri poole,

b) Tsentrifugaaljjoud
'Mrblor % C/<yY

T
kus Maa tiirlemisperiood ~ =&4’2600 tft seega

Vektor <T on suunatud moodda tiirlemise raadiust £ val-
japoole.

c) Coriolise joud (8.6)
= -2 ky[coir]

Et langemise Kkiiruse
vektor V' moodustab Maa
nurkkiiruse vektori cO -ga
nurga siis

niib (co

ning

Kuna V—Q@Y¥o ning co— y
kus Maa podrlemisperiood
SB=£y. 3600 d . als

y Hin.
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Vektor ~ on suunatud, ida poole (mddda punkti tiir-
lemisringjoone puutujat).

2) Coriolise jou mojul kaldub keha langedes ida poole,
kusjuures igal suvalisel ajamomendil idasuunaline kiiren-
dus

Et . Siis

UG *. 3,00£-t cm f

Kdrvalekaldumise maar (alatus) ajamomendil &

C
kus
= ji(rcc/lb J-b-cdr - cjgc+btf-b*
0 0
jérelikult
0
bbp. Cn<f
ST 3-2,4-5,6-40"'*4
-Z
— 0S40 nrn

Keha langemispunkt asub 40OSCim ida pool vertikaali
aluspunktlst.



9. AINEPUNKTIDE SUSTEEMI JA KINDLA KEHA DUNAAMIKA

9*1* Masskese

Ainepunktide siisteemi masskese on punkt, mis
iseloomustab masside jaotust an-
tud siUsteemis. Susteemi liikudes liigub selle
masskese nii, nagu liiguks ainepunkt, mille mass on vdrd-

ne sisteemi summaarse massiga ning millele on rskendatud
kdik slsteemile mdéjuvad joud.

Masskeskme koordinaadid Ghtivad sisteemi osadele moju-
vate paralleelsete joudude (ka raskusjdudude) tsentri
koordinaatidega. Seega saab masskeskme koordinaate maara-
ta kui raskuskeskme koordinaate.

Ainepunktide susteemi masskeskme leidmine. Vaatleme
tasapinnas (joon. 9*1) asuvat kahest ainepunktist
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koosnevat siisteemi. ~ 1 ja

on ainepunktide massid, /14 yZj %2 - nende koor-

dinaadid teljestikus (Y~J . Oletame, et see siisteem asub

homogeenses jouvaljas, kusjuures ainepunktidele mdjuvad

joud on vdrdelised nende massiga ning suunatud Y -telje
vastassuunas:

97= /YH2 cu,

(Niisuguseks véljaks vSiks olla nditeks Maa raskusvali,kui
punktide vahemaa on suhteliselt véike ning telg ¥  suuna-
tud vertikaalselt tUles.) Joudude 5 ja 5" resultant
labib punkti VA 2 t mille koordinaadi J6° saame maa-
rata suhtest

Nz~ X
Xn

millest jargneb
X'-.

Kui vaadeldud sisteemile lisada kolmas punkl®
(joon. 9:2) ning seejarel liita joud + ja »

3

Joon. 9:2.
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saame jou N+ M+ ) madjusirge koordinaadiks
£ _ /P»4*1-hnt*Vzj- WsVz
L, +

Yb ainepunktist koosneva siisteemi korral on see tule-
mus jargmine:

K
‘JA(?= ",
Kui sama jOuvali on suunatud -telje vastu, saame resul-
tantjou koordinaadi
/

Vaadeldes ruumis paiknevat ainepunktide sisteemi

~£i) » saame leida punkti, kus ldikuvad kdi-

kidele ainepunktidele mo6juvate mistahes suunaliste paral-

leelsete joudude resultantide mdjusirged, s.o. slsteemi
masskeskme:

m H
A 9]
Kindlaks kehaks nimetatakse keha, mis
ei deformeeru mistahes jdudude

mOj u 1, seega kindlas kehas kaks suvaliselt valitud
punkji on alati Uhel ja samal kaugusel teineteisest.

Kindlat keha voib vaadelda kui loendamatu hulga aine -
punktide susteemi ning tema Uheks oluliseks karakteristi-
kuks on masskese. Kindla keha masskese on p6himdtteliselt
sama mis ainepunktide slisteemi masskese. Et aga keha puhul
on tegemist eine pideva jaotusega, siis masskeskme koordi-
naatide valemites asenduvad I6plikud summad integraalsete
summadega



x =Jk 7 -j& JP M ; 0.1")

V) (i) ao

kus /¥b on keha mass, I/- tema ruumala, R - tihedus.

Kindla keha puhul eristatakse kahte [liiki liikumisi:
1) kulgliikumine ( translatoorne liikumine )
on niisugune liikumine, mille Kkor-
ral suvaliselt wvalitud kehaga
kindlalt Ghenduses olev sirge
jddb paralleelseks iseendaga. Kulg-
litkumises liigub kindla keha masskese nii, nagu liiguks ai-

nepunkt, mille mass on vdrdne keha massiga ning millele on
rakendatud kéik keha kulgliikumist esilekutsuvad vélised
joud; 2) poodrlemine (rotatsioon) on nii-

sugune liitkumine, mille korral
kdik keha punktid liiguvad mobo-
da ringjooni, nende ringjoonte
keskpunktid aga asuvad 0dOhel sir-
gel, mida nimetatakse poodrlemis-
teljeks.

9.2. Poorlemise kinemaatika

Péorelgu mingi kindel keha telje OO {Umber (joon.9:3)*
Olgu ajamomendil ~t selle keha Uks suvaliselt valitud
punkt asendis M ning ajamomendil asendis  ftf' .
Seega on ajavahemiku Art kestel keha p66rdunud nurga <9
vorra. Keha pdorlemise keskmiseks nurkkilruseks ajavahemiku

jaoks nimetatakse nurga ja aja [Ob suhet

(9.2)

Nurkkiirus ajamomendil ~b on

Aib~"0 (9.2 )
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Nurkkiirus @ on Sk«
miaalvektory mille suund,
maératakse parema kée kru-
vi reegli jargi.

Nurkkilruse Ghikuks on

= 6~4

Kui t op poor-
lemine Ghtlane. Sel juhul

C=<% + cc-t0

kus on nurk, mille vor-
ra keha on pédérdunud ajamo-
mendlks ~b ning fyo on
pédrdenurk, mis vastab mo-
mendile ( mil antud dlesan-
des hakatakse aega lugema.

Kui keha podrlemisel nurkkiirus muutub, tuleb liikumist
kirjeldada suurusegap ais iseloomustaks seda muutumist,
s.0. nurkkilrendusega.

Joon. 9»3-

Kui ajamomendil ~t keha pddrleb nurkkilrusega c¢O ning
ajamomendil ~t-t6~tr on nurkkilruse vaartus cO-h AcD t siis
ajavahemiku jaoks arvestatud keskmine nurkkiirendos

(9-3>

ning ajamomendlle ~b vastav nurkkilrendus
c = 9.3'
t-bNO &t ( )

Nurkkilrendus on aksiaalvektor> mille suund Uhtib
nurkkilruse suunaga viimase kasvades ning on vastupidine
sellega nurkkilruse kahanedes.

Nurkkilrenduse madtihikuks on *bab/I. <1_2= <3_?
Kui , on pddrlemine Uhtlaselt kiirenev ning

kehtivad seosed
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@D=Clo + s.-b

ja
(f= (o + rto-k + -

kus % ja (050 on ajaaomendile

(9.4)

9-9 (9.5)

null vaatavad suurused.

9.3. Pdorleva keha kineetiline energia

ule _
o & L]

Kui mingi kindel kghjzj;\
pédrleb Umber telje OO
norkkiiruaega co , sile
selle keha kdik punktid
liiguvad modda vastavaid
ringjooni sama nurkKkiiru-
sega (joon. 9*4).Kui vaa-
delda keha koosnevana ai-
nepunktidest massidega
MMZ).,,, ning
nende trajektooride raa-
diused on M) "7 ,
siis saab avaldada Iga
ainepunkti kineetilise
energia kui

YW ca
-e

Kogu keha kineetiline energia aga on

WK =t

2
J- = Wbl 2/ on ainepunkti inertsiaoment ning >
=N WI'BT |, siis

on keha inertsimoment. Té&histame
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WK= Aa, (9.6)

Keha inertsimoment CJ on suurus, mis iseloomustab pd6or-
leva keha massi ning selle paigutust podrlemistelje suhtes.
Inertsimomendi $ ¥ -thikuks on KNY)*, CQE£ -stisteemis£,6""

NN NN Vj 116e *

Keha inertsimomendi arvutamine Gldjuhul, kui keha kuju
pole geomeetriliselt killalt korrapdrane, on véga keerukas
tilesanne. Geomeetriliselt korrapdraste, eriti (mmarguste
homogeensete kehade korral aga on see tdiesti vdimalik ning
isegi lihtne dlesanne.

9,4. Kehade inertsiaomente

1) Peene rdnga inertsimoment selle tel.je suhtes (joon.
9%5). HOnga elementi
pikkusega c/B vdib vaa-
delda kui ainepunkti
massiga

kus ~ on rdnga joon-

tihedus.
Selle elemendi inert-
simoment
Joon. 9:5. M -IJm /r-fwW C

Kogu rénga inertsimoment
ZirR

0
Et ZTfrf/lh —9k, , siis

(9.7)
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Analoogilised arutlused néitavad, et ka Ohukeste seinte-

ga silindri inertsimoment silindri telje suhtes J~ ATEATN
kus on silindri mass.
2) Ketta Gilindri) Inertsimoment tema tel.le suhtes.
Olgu ketta raadius A, tema peksus ning mater-
jali tihedus J? (materjal homogeenne). Vaatleme elemen-
taarsilindrit raadiusega nB seinapaksusega do* (joon.
9*6).

Niisuguse silindri inert-
simoment

o(J=S'Ti'l3'b'b"f* U1’
Kogu ketta inertsimoment

on f *

j-jda-arpt.7rn/r»

0 0
Joon. 9*6.
st TWf ? = JIn. on ketta mass, siis
Z
J=  f- (9.8)
3) Peene varda inertsimoment tel.le suhtes, mis on risti

vardaga ning labib selle keskpunkti (joon. 9*7).

Varda l6iku off vdib
vaadelda kui ainepunkti.
Selle elemendi inertsi-
. moment
b ji-fie-e*
Joon. 9*7*
kus on varda joon-
tihedus. Kogu vard”i inertsimoment

*[>fTc%te =/* £
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Et ™~ L —hb on varda masst siis

(9.9)

4) Kera inertsimoment tema tsentrit Idbiva tel .je suhtes.

Olgu kera (joon. 9:8) raadius R ning materjali ti-
hedus R (materjal homogeenne). Vaatleme selles keras

Joon. 9*8.

risti valitud teljega asetsevat elementaarkihti, mille raa-
dius on £ , kaugus tsentrist A, ning paksus c¢Jh, . Nii-
suguse kihi inertsimoment

ciO —~ m7nTuihy- »

Asendanud
£ = oL
ning
4 = rfoWb a( dI*= Lena J
saame

cLy —jllr BYVR oC cfoC
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Kara inertsimoment

X
,JdJ = Kf/fS'Jch5* doc
0 (@)
Péarast integreerimist saame
Et kera mass YY\=-"u » siia
jr [TbA™* (9.10)

5) Huyftensi* teoreem vdimaldab arvutada keha inertsi-
momendi Cf' suvaliselt valitud telje suhtes, kui on teada
selle keha inertsisoment j telje suhtes, ais on esime-
sega paralleelne ning ldbib keha masskeset

J
kus /b on keha mass, £b - telgedevaheline kaugus.

Teoreemi toestamiseks vaatleme suvalise kujuga keha.mil-
le masskese asub punktis 0 (joon. 9*9). Kaks koordinaa-

Joon. 9:9.

* Cristiaan Huygens (1629-1695), Madalmaade fllsik ja
astronoom.
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tide susteemi on valitud nii, et teljed ja -X uhti-

vad, teljed j? ja aga on risti joonise tasapinnaga,
milles asuvad teljed JC ja ¥ ning Y ja bl'
Arvutarne keha inertsimomendid J ja J f telgede ja
jt  suhtes.
Ainepunkti A koordinaadid on

xI~Xi

tfi * ‘
Selle punkti kauguste ruudud telgedest jt ja |t on

2 r z

fc - * + >

Eeha inertsimoment

37=S.e | =Z (x?+&nN&LL

ning
y =z ifw i =z\(4+7%*) =
- 2(*?+ yi) Lwe +cIZL&™i rZ&Z<-*m
Kuna telg labib keha masskeset, siis saadud summa vii-

mane liige on null ning

-ho+10L (9.11)

Néditena arvutame peene varda Inertsimomendi telje U
suhtes, mis on risti vardaga ning labib varda otspunkti

(joon. 9*10).
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A

Yoy Yy (=

Joon. 9*10.
Sama tulemuse saame, arvutades ¥ otse (joon. 9*11).

Varda elemendi otE
inertsimoment

( f*' - varda joon-
tihedus). Varda inert-
Joon. 9*11* simoment
3-]/*em

kus  HY}— L on varda mass.

9.5« Poorlemise dinaamika p5hivérrand

Vaatleme kindlat keha, mille Inertsimoment telje OfOVI
suhtes on Y ning mis podrleb selle telje Umber nurk-
kiirusega CU (joon. 9*12). Kui rakendada sellele keha-
le punktis P joud £ , mille suund Ghtib puutujaga
punkti P trajektoorile (ringjoon raadiusega 4, ), siis
ajavahemiku eOt kestel, kui keha on pdérdunud nurga dtfy
vorra, on selle jou tood

Korrutis £ on antud jou moment (aksiaalvektor W =

- 128 -



<

Joon. 9*12.

= , mille suund mé&daratakse parema k&e kruvi reegli jar-
gi). Seega

ct## —0ldcp

Selle t66 arvel suureneb keha kineetiline energia dM/var-
ra:

ehk
MS/mej(b? ),

Mof(f = Oc”cfcd

Jaganud viimase vdrrandi mdlemaid pooli dt -ga, saame
= 3 G

Kuna _Cj ning . —t£ (nurkkllrendus),siis
cCfc djfc

M =0e (9.12)
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Saadad tulemus ongi poédrlemise dinaamika pdhivdrrand.
Et /V ja <? on aksiaalsed vektorid, siis

(9.12')

Seega nurkkiirenduse £ suund on médratud mdjuva jou £
poérdemomendi A/ suunaga ning kummagi vektori moodulid
on vOrdelised suurused.

Mérkus. Diinaamika pOhivOrrandi tuletamisel on véetud ar-
vesse joud, mis asub pddriemisteljega risti olevas tasa-
pinnas ning on puutujaks rakenduspunkti trajektoorile.
Kehale mingis punktis P rakendatud joud vOib
Gldjuhul olla suvaliselt suunatud (joon. 9*13). Kuid

niisuguse jOu
vdib alati lahu-
tada kaheks kom-
ponendiks ,millest
ks 7' on paral-
leelne podrlemis-
teljega, teine 7
aga asub tasapin-
nas, mis labib
jou rakenduspunk-
ti ning on risti
pddriemisteljega.
Joon. 9:13. On kerSe madista,
et pdodriemisteljega paralleelne jdud 7' keha podrlemi-
sele mdju ei avalda (ta vdiks kutsuda esile vaid telje
paindumise, kuid kindla keha puhul niisugune efekt ar-
vesse ei tule). JOu 7" vodib omakorda lahutada kaheks

komponendiks: £ - puutuja punkti P trajektoorile
ning suunatud modda raadiust (joon. 9:14). Viima-
ne /' samuti kui podrlemisteljega paralleelne joud

ei mojuta keha pddrlemist. Nii taandub iga suvalise jou
mdju podrlemisele selle jou niisuguse komponendi mdjule,
mis on tema rakenduspuhkti poolt keha pédrlemisel joo-
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nestatava ringjoone puutujaks.

9.6. Lllkurniahuiga momendi (pddrlemlshulga) .jaadvuse
seadus

Mobdda ringjoont liikuva ainepunkti liikumishulga moment
J = Wirtl,

kus M1 on ainepunkti mass,
V" - tema liikumise joonkllrus ning
* - ringjoone raadius (joon. 9*15).

Joon. 9*15.

Asendanud joonkilruse V' nurkkilruse 006 kaudu =
=Qq ning vOttes arvesse, et D—W |.*', saame



Et @ on akeiaalvektor, siis ka L  on samasuunaline
vektor

L~idco (9.137)
Analoogiliselt omistatakse pddrlemishulk L ka poorle-
vale kindlale kehale. A
Po6rlemiehulga L J -ihikuks on 4 tCQ$-
slisteemis J~y. »

Kehale m6juva péérdemomendi M ja selle mdjumise aja
dist korrutist Mett nimetatakse p o6 6 rdeimpul-
S i KSs.

Varem tuletatud pdo6rlemise dinaamika p6hivdrrandit saab
formuleerida teisiti,' kasutades podrlemiehulga ja pddrde-
impulsi mdisteid. Asendame valemis (9*12)

atcO
eit
saame
v -7 L
ehk
Mett -Dctco
Kindla keha korral 0— nj ng
Mott: (9.14)
Keha po6drlemishulga juurde -
kasv on vdrdne temale rakenda-

tud poodrdeimpulsiga.
Podrlemise dinaamika pdhivdrrandist (9.14)

Bi%t =d(3&)

jargneb, et kui fK-0 , s.t. kui on tegemist isoleeritud
kehaga, siis



Yco = coult~f

s.o. isoleeritud keha poéodrlemis-
hulk on j&&v suurus.

Kui vaadelda deformeeritavat
keha, mille inertsimomentl p6dr-
lemistelje suhtes on vdimalik
muuta, siis selle keha nurkkiirus
CO muutub po6rdvérdeliselt
inertsimomendiga Y

Né&ide. Inimene podrleval (Zu-
kovski) pingil, massiivsed vihid
(Ayr) kées (joon. 9.16). Vihtide
eemaldamisel teljest vdi lahenda-
misel sellele sldsteemi nurkkiirus
vastavalt véheneb vdi suureneb.

Kui ststeem koosneb mitmest
kehast, kusjuures igal kehal on
oma pddrlemistelg ja nurkkiirus,
siis susteemi poédrlemishulk

(0,>0J

L -SL 1 (9.15)

Kui sellele sisteemile ei raken-
Joon. 9*16. data véljastpoolt pddrlemist md-
jutavaid joudusid (sisteem on isoleeritud), siis tema poor-
lemishulk on jé&av suurus:

ST = Mbit", (9.16)

s.0. isoleeritud siisteemis saavad esineda vaid vastastik-
ku kompenseeruvad podrlemlishulga muutused.
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9.7. GiroskooplUna efekt

Joon. 9.17*

Vaatleme hooratast, mille inertsimoment telje 00 suh-
tes on O ning mis péorleb Umber selle telje nurkkiiruse-
ga @ (joon. 9.17). Niisugusel juhul on hooratta pddrle-
miahulk telje OO suunaline vektor

L = Ocb

Bakendaae selle hooratta teljele otspunktides O ja
0* vordsed ja paralleelsed, kuid vastassuunalised joud
? ja T* | mis moodustavad joupaari. Seega on hoo-

rattale rakendatud pdérdemoment , ning kui see on md
junud ajavahemiku At kestel, on hooratas saanud poor-
lemishulga juurdekasvu



mis lisandub pddrlemishulgale
puks on hooratta pd6riemlshulk

V. L+&

Sellest jargneb, et hooratta telg vdtab uue asendi, ol-
les p6ordunud nurga «1 vdrra tasapinnas, mis on risti
joudude T ja 7" ' tasapinnaga. On arusaadav, et nurk
oC on seda vaiksem, mida vaiksem on AL vorreldes L -
ga, mis tegelikult leiab aset, kui hooratta inertsimoment
ja poéorlemise nurkkiirus (seega pddriemlishulk) on killalt
suured. Niisuguses olukorras on vaja tugevat valismOju M ,
et muuta hooratta pédrlemistasapinda.

Siit tuleneb vdimalus rakendada selliseid suure inertsi-
momendiga kiiresti podrlevaid kehi (glroskoope) laevade,
lennukite v@i rakettide liikumissuuna sdilitamiseks.

Olesanne 9-1.

Neli kuulikest ( W $=2,009 ;
WH=400~ asetsevad ruudu tippudes (joon. 9*18), mille
kilje pikkus & =40 £, . Méadrata niisuguse siisteemi mass-
keskme koordinaadid -Yo.Yo

Lahendus.

Masskeskme koordinaadid
(9.1):

Mt+w) WYYy

+ T r-f -t yyj4 —som
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Oiesanne 9-2.

M aarata homogeense poolketta (R.)
X0 teda piiravast diameetrist.

Lahendus (joon. 9:19).

Joon.

Ulesanne 9-3.

136 -

masskeskme kangas

Vaatleme poolketast koos-
nevana elementaarrihadest
lalasega , millede mas-
si asemel vdime masskeskme
arvutamisel arvestada nende
pindala:

oLg-"Rt-X,*- J-*

Valemite (9.1') alusel mase-
keskme koordinaat

JT™*

ttR 2
2j

lisa
41,

Joonisel 9:20 kujuta-
tud sisteem koosneb plo-
kirattast P, mida
vdib pidada kettak6 mas-
siga /YY1 ning labim&ddu-
ga cL , vardast Vv
pikkusega L , massiga
3'Yl, , kahest thesugu-
sest kerakujulisest kuu-
list massiga f



raadiusega , millede tsentrid asuvad vardal kaugusel #)
joonisega risti olevast pédrlemisteljest O , ®is labib
varda keskpunkti.

Plokirattale mé&hitud n66ri otsast tdmmatakse jouga ,
mis on vordne kogu slisteemi kaaluga.

Kaarata nurkkiirendus, millega sisteem hakkab hOOrdumis-
vabalt pdédrlema.

Lahendus.

Hurkkiirenduse saame méérata pdorlemise dinaamika p6hi-
seadusest (9.12)

M = la

Podérdemoment

Inertsimoment
£ (-f %*+ 5~nt4jy *
= *2.(dt+ZL* + 80<$>2
ning nurkkiirendus

e d*
cL** ZLz +32 &2+t0Odl'i-

Olesanne 9-4.

Horisontaalsel teljel O wvabalt pddrlevale silindrile
A(ftl %—i> t- ) on mahitud no6dr, mille otsas ri-
pub viht R (tin A™) (joon. 9*21). Lagedes n66ri  massi
tahtsusetult vaikeseks, maarata

1) vihi B  liikumise seadus,

2) ndori pingutav joud £

3) silindri poéorlemise seadus -b) ,
137 -



4) silindri nurkkiirus parast
liitkumise algust,

5) silindri pirmapunktide tangent-
siaal- ja normaalkiirendus samal
ajamomendil.

Lahendus.

Dilnaamika p6hiseadus silindri
puhul (9.12)

kus silindri inertsimoment (9.8)

ning on nddri tdmme ja £ silindri poédrlemise nurk-
kiirendus.
Vihi laskumise kiirendus
& = p
seega
1 =" -
" 3y
Newtoni Il seadus vihi @  puhul on

Lahendanud koos kaks viimast vdrrandit, saame

f4 +&yn Wi*)/\

Jarelikult vihi B liikumise seadus on

cutz
ehk s=otszt
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(aeg moodetud sekundites, pikkus meetrites).
N66ri tdmme

- N =
10 2V

/| =
Silindri nurkkiirendus
4i
= 6~ fO0~z

Siit silindri podrlemise seadus

ng* %

*9= __ ehk

(aeg avaldatud sekundites, nurk radiaanides).

Ajamomendil ~t=24 silindri nurkkiirus
CcO=S-b r*

Silindri pinna punktide kiirenduse komponendid:

0r=0. = ££y=**£'Z

QxR = 6"

Olesanne 9-5.

Homogeenne kera /2j veereb libisemata oma raskus-
jou mdjul modda kaldpinda, mis moodustab horisontaalpinna-
ga nurga od
a) Kui suure kiiruse " saavutab kera keskpunkt, kui ta

on ldbinud tee pikkusega S ja hakanud liikuma pai-

galseisust?

b) Vorrelda saadud tulemust kiirusega, mille saavutaks
mingi keha, libisedes hOOrdumisvabalt médda sama kald-
pinda samas ulatuses.
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Lakegriag (joon. 9»22).

siis

ehk

p<Uu.c(=zvf

kast

Kera veerenisel mdo-
da kaidpinda saab ras-
kasjOa poolt tehtud t66
veereva kera kineetili-
seks energiaks:

IKV*- Jun 1

I * *,

®t A,=SunbvoC , kera
inertsiaoment (9*10)

3=y m/?2 ning e 0O

Mingi keha hOOrdunisvabal libisemisel samades tinginus-
tes saane kirjutada energia jaddvuse seaduse vdrrandina

SWgS

ning silt

V'*

Voérdleme kahte tulemust nende suhte kaudu:



Seega
0B V*

tlesanne 9-6.

Po6rleval (Zukovski) pingil seisab inimene ning hoiab
vdljasirutatud kates kahte vihti kumbki massiga MLN-Z mi
Vihtide vahemaa on seejuures ~ ~ 5-n, ning pink pd&orleb

sagedusega A = j 6'™1 ¢ Kui Inimene laseb ké&ed alla ning
vihtide vahemaa véheneb i-ni, hakkab pink pddrle-
ma sagedusega — .

Mdérata Inimese poolt tehtud t66, pidades tema inertsi-
momenti podrlemistelje suhtes jadvaks.

Lahendus.

Olgu JO pingi ja inimese inertsimoment pddrlemistel-
je suhtes. Kummagi vihi inertsimoment sama telje suhtes on
siis

alguses N =]
ning
16pus J _ Vng*
z 4

Lugedes vaadeldavat sisteemi isoleerituks, v8ime kirju-
tada selle pdorlemiehulga jadvuse seaduse (9.16):

kust

Vihtide asendi muutmiseks tehtud t66 4b on vordne
stisteemi kineetilise energia juurdekasvuga:
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A 7 « 4 2 c2 me.'/ cj/
* - Jo £ - -~ ~Z~r1 -

Péadrast JO avaldise asendamist ning algebraliste tei-
senduste teostamist saame

4 =yw% (C-err)aJl = bstE

Mérkus. Osa arvutatud té6hulgast teevad vihtidele mdjuvad
raskusjéud, kui vihid I6ppasendis on madalamal, kui olid

algasendis.
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10. VEDELIKE MEHAANIKA

10.1. Siseh®Ordumine vedel -ficest

Vedeliku tUheks pdhiomaduseks on see, et tema osakeste (m-
berpaigutamiseks piisab véga védikestest jédududest. Siiski,
kui kaks vedelikukihti liiguvad teineteise suhtes I8pliku
kiirusega,tekivad nende lahutuspinnal tangentsiaalsed joud,

mis takistavad kummagi kihi liikumist. Neid joudusid nime-
tatakse siseh O Orde j Oudud eks, nahtust aga
sisehdd6rdumiseks ehk viskoossu-
seks.

Kujutleme, et vedeli-

ku pinnale on asetatud

v tahke plaat, mis pannak-

LLl LLl - se liikkuma kiirusega ty"
moodda seda pinda (joon.

10:1). Need vedelikuosa-

kesed, mis on otseses

kokkupuutes plaadiga,

X kleepuvad selle kilge

ning liiguvad Kkiirusega
. Alumised vedeli-
kukihid liiguvad vaiksemate kiirustega, kusjuures Kkiirus
véheneb sigavuse suurenemisel telje JC suunas, kuni min-
gil stigavusel vdime vedeliku lugeda paigalseisvaks. Plaadi
lilkumapanemiseks rakendatav jéud 1r on vajalik vedeli-
kukihtide-vaheliste hodrdejdudude (sisehOOrde) iiletamiseks.
SisehOOrdejoud vedelikus on vdrdeline kiiruse gradiendiga

Joon. 10:1.



4~ ja kihi pindalaga *
(1o H)

A on antud vedeliku sisehOOrdetegurj
mark kompenseerib kiiruse gradiendi negatiivsuse.

Sisehd6drdetegur ¥ nditab jou-
du, mis tekib vedelikukihdi pind -

alathiku kohta tingimusel, kui
see kiht liigub temast 0dOhiku kau-
gusel oleva teise Kihi suhtes
Uhikulise Kkiirusega. Teisiti valjendatult:

sisehddrdetegur 4 on arvuliselt vdrdne jouga, mis tekib
vedelikukihi pindalathiku kohta tingimusel, et kiiruse gra-
dient selle kihi pinnal on {ks uhik,

SisehOOrdeteguri £ J -lihikuks on KE toi'*
SisehOOrdumine vedelikes on tingitud molekulidevahelis-
test tdmbejoududest, seetdttu temperatuuri tdustes sisehOOr-

dejOud vedelikes viahenevad.

10.2. ldeaalse vedeliku statsionaarne voolamine

Vedelike kokkusurutavus on véga védike. Naiteks vee puhul
lisardhu 4000 cOtrakendamisel vaheneb vee ruumala ainult
5%% vOrra. Seepdrast vOib esimeses ldhenduses lugeda neid
kokkusuriimatuteks.

Gaaside kokkusurutavus on kill suur,kuid voolamisel vdib
ka neid vaadelda kui kokkusurumatuid vedelikke. Niisuguse
vO@imaluse p6hjus seisneb selles, et vdahimadki rdhkude erine-
vused, mis vdivad tekkida kahes naaberpilrkonnas rHng kutsu-
da esile vdikesi tiheduse erinevusi, on vGimelised tekitama
kiiret litkumist gaasis, mille tulemusena rohk védga kiires-
ti Ohtluetub. Eksperiment néaitab, et kiirusteni kuni 400htf*
vdib gaasi voolamist arvutada kui kokkusurumatu vedeliku
voolamist.

Teine asjaolu, mida esimeses ldhenduses ei tarvitse ar-
vesse votta, on sisehOOrdumine vedelikus.
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Nii on loodud vedeliku lihtsustatud mudel - ideaalne ve-

delik, s* o. kokkusurumatu vedelik,
mille voolamisel ei esine sise-
hdo6rdejodudusid. Niisuguse mudeli arvutamine

osutub mérksa lihtsamaks ning saadud tulemused langevad sa-
geli killalt h&sti kokku eksperimendi andmetega.

Vedelikku v3iks vaadelda kui ainepunktide kogu ning Kir-
jeldada tema liitkumist, méérates nende ainepunktide kiiru-
si ja kiirendusi. Kuid hiidrodinaamikas talitatakse teisitis
vbetakse vaatluse alla ruum, milles vedelik voolab, ning
omistatakse selle ruumi punktidele igal ajamomendil vasta-
vad kiirused. Nii méératakse vooluvéali.

Vooluvélja graafiliseks kirjeldamiseks kasutatakse voo-
lujooni. Voolujoon on kdver, mille
puutuja suund selle igas punk -
tis GUhtib kiiruse suunaga sel -
les punktis. Voolujoonte tihedus aga peab olema
kas vdrdne v6i vdrdeline kiiruse vaértusega voolu antud
piirkonnas. Voolujooned ei I8iku ega katke: nad algavad
seal, kust vedelik hakkab voolama, ning I8pevad seal, kus
vedelik lakkab voolamast (ja&db seisma).

Nii on joonise 10:2 jargi piirkonnas 77 voolu kiirus
suurem kui piirkonnas T .

Joon. 10:2.

Kiiruse jaotus vooluvéljas vdib mutituda ajas. Siis muu-
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tut ka voolu graafiline pilt: voolujoonte kuju ja nende pai-
gutus.

Niisugusel juhul ei ole voolujooned osakeste trajektoo-
rideks.

Kui kiiruse jaotus vooluvaljas ei muutu ajaga, nimetatak-
se voolu st atsionaarsek s.Statsionaarse voo-
lu korral Ghtivad osakeste trajektoorid voolujoontega.

Kui kujutada statsionaarses voolus Uht kinnist kontuuri
C (joon. 10:3) ning l&bi selle kontuuri iga punkti mine-
vat voolujoont, saame nn. voolutoru. Voolutoru

"seinad" on vedelikuosa-
kestele ladbipddsmatud.

Eristatakse kahte liiki
voolamist:

1)
ehk kihiline

voolamine: vede-

likukihid, libisedes (ks-

teise suhtes, ei segune.

Vaikeste kiiruste korral
on voolamine sageli laminaame;

2) kui vedelik voolab suure kiirusega, toimub vedeliku-
kihtide segunemine, tekivad podrised. Niisugust péoriselist
voolamist nimetatakse turbulentseks.

Turbulentse voolamise kirjeldamine on igati Kkeeruline
tilesanne, seepérast piirdutakse dldfuusika kursuse hidro-
mehaanika osas laminaarse voolamise lksikasjalikuma kirjel-
damisega.

10.3. Pidevuse vdrrand

Vaatleme ideaalse vedeliku statsionaarset voolamist.

Olgu mingi voolutoru kahe suvaliselt valitud ristldike
I ia (joon. 10:4) pindalad ja , voolukiiru-
sed nendes 4~ ja A ning vedeliku tihedus j? . Pide-
va voolu korral peab kumbagi ristléiget mingis ajavahemikus
Art: 1abima sama hulk vedelikku:
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-§>rb.*b?
Et = , Siis

Az EA(10.2)

s.o. ideaalse vedeliku

pideva voolu korral on

voolu kiirus poédrdvordeline voolutoru ristléike pindalaga.

Vorrandit (10.2) nimetatakse pidevuse vor-
randiks.

10.4. Bernoulli vorrand

Joon. 10:5.

Vaatleme ideaalse vedeliku voolus voolutoru, mille kaks
ristiDiget T ja £ pindalaga ja <® asuvad kor-
gustel ja /hz, mingist horisontaalpinnast (joon.10:5).
Vedelik voolab ldbi nende ristldigete kiirusega «5 ja
ning staatiline rdhk Idigetes on ja  p?_

Pideva voolu tingimustes labib ajavahemikus t~ kumbagi
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I6iget sama hulk vedelikku, mille ruumala

ft

ning mass

kus _p on vedeliku tihedus (kokkusurumatu vedeliku kor-
ral voolu kdéikides piirkondades sama).

Ajavahemikus L-b kandub labi ristl®ike x konvektsi-
ooniliselt energiat. Peale selle esi-

neb siin veel energia kandumine r5hu téttu, s.o. ristlQike
T taga olev vedelik likkab selle ees olevat vedelikusam-
mast ning sooritab t6o 6t» Seega koosneb labi Idike
T kandunud energia kolmest komponendist:

Samasugustest komponentidest koosneb ka labi ristlQike
/7 kanduv energia.

Kuna voolutoru osas, mida piiravad ristldiked _T ja A ,
ei toimu energia kogunemist ega ka selle kulu (vedelikus si-
seh®Ordumine puudub taielikult), siis peab kehtima vdrdsus:

Jaganud vdrrandi koik liikmed ruumalaga A/ , saame
v +p, = F>n2 1 (10.3)
ehk
(10.3")

Viimases vdrrandis
p on staatiline rohk,



ftyb ~ vedeliku kaalust Maa raskusvaljas tingitud
(hudrostaatiline) rdhk ning

-£~- nimetatakse dinaamiliseks rohuks.

Vaérrandis (10.3') vdib Uksikuid liikmeid tolgendada ka
energia tihedustena voolus.

Jareldusi Bernoulli vdrrandist

1) Horisontaalse voolu korral vdrrandis (10.3) Nz
ning vorrand votab kuju

p — (10.4)

Nimetanud dinaamilise ja staatilise réhu summa d—

kogur@huks , vOime vaita, et ideaalse vV e -
deliku pideva voolu korral kogu-
rOhk K voolutoru ulatuses ei

muutu. See seos teeb staatilise rdhu s6ltuvaks vedeli-

ku kiirusest: suurte kiiruste piirkonnas on staatiline
rohk vaike, ja vastupidi.

Viimane vaide vOimaldab seletada mitmesuguste seadmete
t66d (pulverisaator, veejoapump, gaasip6leti, aurumasina
inifektor).

2) RoOhkude mddtmisest voolavas vedelikus.

a) Staatilist rdhku mé&dédetakse rOhusondiga, s.o. toruga,
mis asetatakse vedelikku nii, et tema ava normaal oleks ris-
ti vooluga (joon. 10:6).

b) Koguréhku (staatilise
ja dinaamilise rdhu summat)
moddab Pitot'* toru, s.o.

—mmmmem toru, mille ava normaal on

—F - suunatud otse vastu voolu

—F - (joon. 10:7).

. * Henri Pitot (1695-1771),
Joon. 10:6. prantsuse insener ja #Ul’jsik.
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Joon.

10:7*

c) Dinaamilist rohku
saab madrata kui kogurOhu
ja staatilise réhu vahet,
kasutades selleks nn.
Prandtli* toru, mis on
rShusondi ja Pitot' toru
kombinatsioon (joon.10:8).
ti-manomeetri ks haru hen-
datakse Pitot' toruga,tei-
ne rdéhusondiga.

MObOtnud vedeliku nivoo-
de vahe h U-manomeetris,
arvutame dinaamilise réhu

kus S on manomeetris

oleva vedeliku tihedus.
Viimasest seosest saab

arvutada ka voolukiiruse

3) Vaatleme naitena vedelikuvéljavoolamist anumast l&bi

vaikese ava.

Olgu anumas ristlOikega

Joon.

x Ludwig Prandtl

10:9.

vedelik tihedusega j?
ning anuma seinas vdike
ava pindalaga R sliga-
vusel , arvates vede-
liku pinnast (joon. 10:9).
Arvutame vedeliku véljavoo-
lamise kiiruse ldbi selle
ava.

Kogu susteemi v@ib vaa-
delda kui Ghtset voolutoru,
mille Uheks ristldikeks on

(1875-1953), saksa fuusik.



vedeliku pind anumas, mille pindala on & ning staati-
line réhk po - atmosféari rohk. Kui » siis
voolukiirus selles 18ikes on tdhtsusetult vadike ning vdib
selle lugeda nulliks. Teiseks ristldikeks on ava pindalaga
, kus staatiline réhk on samuti 0
Bernoulli v6rrand vdtab niisuguse voolutoru korral kuju

ning
N =\[itB I (40.5)

Saadud valemist, mis kannab Torricelli® nime, on néha,
et vedeliku véljavoolamise kiirus ei sdltu vedeliku tihe-
dusest, vaid ava asukohast vedeliku pinna suhtes anumas.

10.5» Reaalsete vedelike voolamine torudes

Toru seinad ei avalda ideaalse vedeliku voolamisel min-
git takxstust, sest ideaalses vedelikus puuduvad sisehOOr-
dejOud. Nii naiteks peaks ideaalse vedeliku voolamisel iht-
lase ristlQikega torus olema réhud kdikides ristlQ igetes
vlrdsed (joonisel 10:10 oleks vedelik kdikides manomeetri-
listes torudes sama koOrgel). Reaalsete vedelike puhul aga

see nii ei ole. Reaal-
selt esinev pilt on ku-
jutatud joonisel 10:11,
kust nédhtub, et vordse-
te vahemaadega manomeet-
rilistes torudes asetu-
—_—— —— — - vad vedeliku nivood uhel
sirgel. Jarelikult lan-
Joon. 10:10. geb rohk Uhtlaselt moo-
da thtlase ristlOikega horisontaalset toru. Seda rdhu lan-
gust tasakaalustavad sisehOOrdejéud, mis on suunatud voolu
vastu.

«

Evangelista Torricelli (1608-1647), itaalia fuusik,
Galilei Opilane.

- 151 -



Joon. 10:11.

10.6. VI3koosse vedeliku statsionaarne voolamine uhtlase
Ummarguse ristl6ikega horisontaalses torus

Kui vedelik voolab Ghtlaselt piki horisontaalset toru,
vdib rohku iga ristlOike pinna ulatuses lugeda samaks.Vas-
tasel juhul esineks voolamine risti toruga. Osakesed, mis
on otseses kokkupuutes toru seintega, on liikumatud, nen-
de kiirus on null. Teised vedelikukihid on liikumises anu-
ma seinte suhtes. Kui jagada mottes kogu torus voolav ve-
delik Ohukesteks kontsentrilisteks silindrilisteks kihti-
deks, siis igale niisugusele kihile on omane (ks Kkiirus,
mille vdartus on seda suurem, mida kaugemal on tema toru
seintest, s.o. mida ldhemal on ta toru teljele.Kihtide va-
hel esinevad sisehOOrdejdud.

Uurime kiiruse jaotust torus.

Vaatleme toru (raadiusega & ), milles vedelik voolab
vasakult paremale (joon. 10:12). Eraldanud vedelikust ele-
mentaarsilindri raadiusega & ning pikkusega c/£ , sel-
gitame véalja temale mojuvad jdud. Liikumist tekitavaks
jouks on rOhumisjdudude vahe tema otspindadele:

[p-(p
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Joon. 10:12.

Liikumist takistavaks jouks on tema kulgpinnal mfjuv sise—
hO0rdejdud
1*rr</eéf£,
kus on vedeliku siseh86rdetegur ning
N
gradient torus.

Kuna vedelik voolab uUhtlaselt, peecvad need kaks joudu
tasakaal ustuma:

ehk

£&/2=_2* ¢

&7y
HOhu gradient . ei sOltu raadiusest £ , seepéarasti
a
\%

Je-a =ly Jchv,

a 0

-

Saadud valemist nahtub, et voolukiirus on maksimaalne

toru teljel;
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A*« = LJ%)

ning ta muutub raadiuse suunas paraboolselt (joon. 10:13).

Teades kiiruse jaotust voolu ristldikes, saab arvutada
labi ristldike teatud ajavahemiko6 voolava vedeliku ruum-
ala V . Kujutame voolu ristldikes toru ldikega kontsent-
rilist réngast raadiusega T ning "laiusega” (Joon.
10*14). Labi niisuguse roénga voolab ajauhikus

qu/ &

vedelikku.

Joon. 10:13. Joon. 10:14.

Labi kogu ristldike ajauhikus voolanud vedeliku ruumala

R «
1/=JdV =27z trr dii -

Kui toru pikkus on B ning tema otspindades valitsevad
rdhud ft  ja , siis

y

ajg

Te e
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da

V= ' (10.6)

Saadud valemit tuntakse Poiseuille't seaduse nime all.

On oluline markida, et ulaltoodud arvutus on kehtiv kul-
lalt vaikese ristldikega torude kohta. Kui toru labimddt on
suur ning vedeliku viskoossus vaike, piirdub sisehd6rdumise
m&ju voolule vald suhteliselt Ohukese toru seina lahedase
piirkonnaga, seesmised vedelikukihid liiguvad praktiliselt
Uhesuguse kiirusega.

Poiseuille'i seadus vdimaldab vedelike sisehOOrdeteguri
eksperimentaalset maaramist.

10.7* Bernoulli vdrrandi rakendatavusest reaalsete vedelike
voolamise arvutamiseks

Tuletatud ideaalse vedeliku jaoks, kehtib Bernoulli vOr-
rand taielikult, kui vedelik on kokkusurumatu ning temas
puudub téiesti sisehddrdumine. Kuna ka reaalsed vedelikud
on tdepoolest vaga vahe kokkusurutavad, vo6ib neid kullalt
suure tapsusega lugeda kokkusurumatuteks. Seega, hinnates
Bernoulli v&rrandi vaartust reaalsete vedelike puhul, tuleb
vOtta arvesse peamiselt sisehddrdumist. On lihtne mdista,et
Bernoulli vOérrand on seda tapsem, mida vaiksem on energia
kulu sisehO0Orde uletamiseks, v&rreldes voolava vedeliku ko-
gu energiaga.

Vaadeldes vedeliku voolamist torus, iseloomustame seda
keskmise kiirusega

W/z24
kus V on ajauhikus labi toru ristldike voolanud vedeliku
ruumala, ((, —toru raadius.

* Jeen Polseuille (1799-1869)» prantsuse fuusik ja fusio-
loog. “VeHjiTTEUPvoolamise seaduse torus avastas 1844.a.
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Poiseuille'i seaduse jargi (10.6)
1/
VvV ~ tyt
kus —3r. on rédhkude vahe "toru otstel, £ —toru pikkus

ning ® — vedeliku siseh&6rdetegur.
Jarelikult

&

kust
Viimase vorrandi vasak pool (fa—p/‘IZ on réhumisjou—
dude vahe toru otstel ning statsionaarse voolu korral on

see vOrdne toru seinte poolt vedeliku voolamisele avaldata-
va takistus jouga

i— 6

Vedeliku liikumisel toru pikkuse £ ulatuses on selle
jou t6o
4=2e = N e 06K
Hii oleme m&aranud siseh66rdumise uUletamiseks kuluva
energia vedeliku voolamisel torus.

Arvutame nuud vordluseks torus pikkusega voolava
vedeliku kineetilise energia

yK

Et Bernoulli v8rrand kehtiks kullalt tapselt, peab

w » 1 (10.7)
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(Arvulised koefitsiendid on ara jaetud, kuna vSrratus
on vaga tugev.)

Kuigi tingimus (10.7) on tuletatud Uhe erandjuhu jaoks
(vedeliku voolamisel torus), on see kehtiv ka vedeliku voo-
lamisel Uldse.

Avaldist nimetatakse Reynolds*iA arvuks,see

on nimeta suurus, mis iseloomustab sisehOOrdej(”)udude osa-
tahtsust vedeliku voolamisel. Uldjuhul tuleb suurust £ vot-
ta kui vaedeldava vedeliku elemendi joonmOOdet.

Reynolds'! arvu olulisemaks komponendiks on -J—J ,mi—

da nimetatakse kinemaatiliseKks
viskoossuseks (kinemaatilise viskoossuse n

—uhikuks on  YYI4~* ). Viimane suurus ( J) iseloomus-
tab paremini kui sisehddrdetegur ~ sisehOOrde méju vede-
liku voolamisele teistes vOrdsetes tingimustes.

10.S. Kehade liikumine reaalses vedelikus vdi gaasis

Selleks et hoida Uht keha liikumises jaava kiirusega min—
gis reaalses keskkonnas (naiteks Ohus v&i vees), peab sel-
lele kehale pidevalt rakendama teatud joudu. See osutab as-
jaolule, et keskkond avaldab takistavat joudu keha liikumi-
sele ning selle liitkumapanemiseks rakendatud joud tasakaa-—
lustabki takistusjou. Analoogiline joud tekib, kui paigal -
olevat keha Umbritseb voolav vedelik vdi gaas. Takistusjdu
pOhjustavad jargmised tegurid:

1) keskkonna sisehOOrdumine,

2) alarOhk suurte kiiruste piirkonnas,

3) dunaamiline rohk, kusjuures viimane on kodige olulise-

ma tahtsusega.

Joonisel 10:15 kujutatud keha liikumisel”~selle kahele
pinnaelemendile N ja B mdjuvad joud R on kahe kom-
ponendi — tangentsiaalse (keskkonna sisehddrdest tin-
gitud) ja normaalse ~ (tingitud iilerOhust piirkonnas h

* Osborne Reynolds (1842-1912), inglise fuusik ja insener.
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Joon. 10:15»

ning alarOhust piirkonnas B ) summa. Komponendi tFt vaar-
tus sOltub suurel maaral keha pinna omadustest.

Kogu takistusjdud, mis ilmneb keha liikumisel, on vek-
torite /2~ geomeetriline summa, kusjuures tavaliselt on
vOimatu hinnata ja $t osatahtsust selles sunimas.
Eriti huvitav on veel see fakt, et takistust keha liikumi-
sele tuleb otsida mitte Uksnes keha eesosas, vaid ka sel-
le tagaosas ning just seal tekib alarOhu piirkond, mis péh-
justab suure osa keha liikumist takistavast joust.

Kui vaadeldav keha on suvalise mittekorraparase kujuga
ning asetatud juhuslikult voolu suhtes, pole mitte alati
vOimalik arusaadavalt interpreteerida summaarset takistus—
jOudu. Praktikas on olulised kaks lihtsamat erandjuhtu:

a) kehal on Uks summeetriatelg ning keha liigub selle”
telje suunas (mursk). Niisugusel juhul on takistusjoud R
suunatud samuti moddda seda telge (joon. 10:16);

Joon. 10:16.
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Bb) kehal on Uks summeetriatasapind ning kiirus asub sel-
les tasapinnas (lennuk, auto). Sel juhul asub ka takistus—

jOud samas tasapinnas, kusjuures selle jou vdib lahu-
tada kaheks komponendiks: RK — paralleelne kiirusega
(frontaalne takistus), — risti kiirusega (t6stejdud

lennuki puhul) (joon. 10:17)«

Joon. 10:17.

Eksperimentaalsed uurimused on naidanud, et frontaalne

takistus s6ltub keha frontaalldike pindalast”™ . m i |l -
le all moistetakse kiirusega ris-
ti olevat maksimaalse pindalaga
1 6iget, keskkonna tihedusest P (eriti on see oluli-
ne liikumisel Ohus) ning liikumise kiirusest H.

Keskmiste kiiruste puhul 4W  kuni £00 'bM=1 ¢ mil-
lega liiguvad koik maapealsed sdidukid ning ka paljud len-
nukid, kus liikuva keha taga tekivad keerised,

<10'8)
kus on kujutegur.
Vaiksemate kiiruste korral "~ 4“N) kehtib seos
n (10.9)

kus € on jallegi kujutegur.
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Vaga véikestel kiirustel aga, naiteks vaikeste udupiisa—
keste langemisel Ohus, osutuvad olulisteks keskkonna sise-
h&Orde jdud ning

(10.10)

kus £  on keskkonna sisehOOrdetegur ning /c' keha ku-
ju arvestav koefitsient.

Ja 16puks, suurte ja vaga suurte Kkiiruste puhul, mis al-
gavad vaartusest 2,00 'bl4"1l, ulatuvad helikiiruseni ning
isegi uletavad selle, ei jaa kujutegur X enam konstant-
seks, nagu see oli keskmistel kiirustel. Kujuteguri s6l-
tuvust nn. Machi arvust lell lilruf fcsbe erineva ku-
juga tiibadega lennuki jaoks kujutab joon. 10:18, kust nah-
tub, et kujutegur jarsult kasvab 'O = 1 piirkonnas.

M 1 12 14 16 18 2 /H

Joon. 10:18.
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Naide 1. Kuulikese langemine viskoosses keskkonnas

Vaatleme kerakujulist kuulikest raadiusega b , mille
aine tihedus on j? . Asetatud vedelikku tihedusega ,
mille sisehO0rdetegur on ~ |, hakkab see kuulike kas t&us-
ma v3i langema olenevalt ”~ ja & vahekorrast. Vaatleme
kuulikese langemist (tingimus: * & ). Kuulikesele nm5-
jub niisugusel juhul kolm j6udu (Joon. 10:19)¢ raskusjéud

=a\WJjs —Zfff' , kus V  on kuulikese ruumala, Archi—

medese ulesluke ning
vedeliku sisehO0rdest tingitud
takistusjoud, mis valjendub
Stokesi* valemiga »
kus on kuulikese— kiirus.

Kuulikese liikumise vdrrand
niisugusel juhul on

Joon. 10.19. Arvestades, et ,

saame selle vorrandi kujul
i ™

Siit nadhtub, et Kkiiruse kasvades kiirendus M va—
r

heneb. Algmomendil V~=0 , hiljem kiirus kasvab, ning kui-
gi see kiiruse kasv ajaga aeglustub, kiirus ikkagi kasvab,
kuni saavutab oma maksimaalse vdimaliku vaartuse

kul O e
Vorrandile (x) vdib anda nuud jargmise kuju:

* George Stokes (1819-1903), iiri fuusik ja matemaatik.
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kos

>

Siit

Viimase vorrandi lahend on
ISh(<l-e P) (10.12)

Saadad tulemust kujutab graafik joon. 10:20.

Joon. 10:20.

Praktiline vaartus on selle protsessi I6ppstaadiumil,ala-
tes momendist, kus liikumine stabiliseerub tIS——Vb), sest
maéranud eksperimentaalselt selle Uhtlase liikumise Kkiiru-

se, saab valemist (10.11) arvutada vedeliku sisenOOrdetegu—
ri.

Naide 2. Autode .ja kiirrongide liikumine

Autode ja rongide liikumist takistav joud koosneb kahest
komponendist:
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a) Ohutakistus , als pakub huvi kiiruste korral,
kus ta on vOrdeline Kiiruse ruuduga (10.8)s

b) takistus veeremisel, jais uldjoontes on vdrdeline auto
vOi rongi massiga. Normaalsete autokummide puhul keskmise
kvaliteediga teel arvestatakse 22 kG Uhe tonni kaalu kohta.
See joud praktiliselt ei sdltu kiirusest.

Niisiis sOiduki liitkudes mingi kiirusega tuleb mootoril
teha tood peamiselt Ohutakistuse lletamiseks. Lihtsad arvu-
tused naitaksid, et kiirusel on Ohutakistus
umbes kolm korda suurem kui teetakistus veeremisele, ning
vOimsus, mida mootor peab arendama, kasvab vdrdeliselt kii-
ruse kuubiga. Konstruktorite Ulesandeks on siis teguriteJé
ja O vahendamine. £ so6ltub sdiduki mddtmetest (sdidu-
autodel on $ 8 Hm 1)— Mis puutub kujutegurisse ~,siis
1935.a. peeti hasti profileerituks autot, mille C*—065—.
1960.a. sdiduautodel kdigub X vahemikus 0,2f —/~ . Spet-
siaalsetel voidusdiduautodel C* ~ 045*

Joonisel 10:21 on naidatud réhkude jaotus sdiduauto pin-
nal.

Joon. 10:21.

- 163 -



Balde 3» Lennaklte liikumine

Ulesande lihtsustamise eesmargil vaatleme ainult lennuki
Uhtlast horisontaalset sirgjoonelist liikumist 3hus ning
selgitame valja, kuldas 6hutakistus lennuki kandepindadeks
olevatele tiibadele hoiab lennukit Ohus jaaval ké&rgusel, kui
mootor arendab vajalikku vBimsust ning kindlustab vajaliku
jou liikumise suunas.

Joonisel 10:22 on kujutatud lennukitiiva profiil, kus /
on nn. atekiaerv ning d  atakinurk. Lennul mojuvad lennu-
kitiivale jargmised joéud: mootori témme - 7 (horisontaal-
ne) j lennuki kaal —Q (vertikaalne)j 6hu kogutakistus —
R (kdik kolm jdudu on rakendatud lennuki masskeskmes Q )
Unhtlase horisontaalse liikumise korral peab nende joudude
resultant olema nullr

0]
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siia joudude tasakaal tahendab, et

-y ja n

Kui joud Y suureneb, suureneb ning ka ja
lennuk tduseb kdrgemale ning tema kiirus suureneb.MOne aja
moodudes, kui Rk tfaab jalle vdrdseks 7 -—ga, saabub uues-
ti joudude tasakaal ja lennuk liigub jalle horisontaalselt
aue konstantse kiirusega. Kuid teistel vordsetel tingimustel

R, vaheneb tdusuga, sest kérgusega vaheneb Ohu tihedus f .
Alates teatud korgusest mootori antud vdimsuse korral (tea-
tud 7 puhul) ning atakinurga dC maksimaalse véaartuse
juures (mille maarab lennuki konstruktsioon) lennuk kdrge-
male tdusta enam ei saa, ta on saavutanud oma "lae".

Lennuki lennuomaduste iseloomustamiseks kasutatakse nn.
polaare. Lihtsustame uUlesannet, vaadeldes lennukitiiba kui
Ohukest tasaplaati J)S> (joon. 10:23), mille pindala (kan-
depind) on Bo -

Joon. 10:23.
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Tahistanud atsk!nurgs Of —ga, saame frontaallSike pind-
ala

0:& *kk Kx

Kui atakinurk on kullalt valke (naiteks alla 10°, mis on
lennul normaalne), siis vO@ib lugeda N °C  ning

g=%$0a

Teades, et takistusjéud £ on ligikaudu vérdeline fron—
taalldike pindalaga, saame

kus -fr — C*yuofc.
Et R on kiullalt tapselt risti kandepinnaga, siis tema
komponendid

UCrtbLj

= ({ oi oc -ft bbn, oi

ehk
b HC,
Rij % -Ax2
Elimineerinud viimasest vorrandisisteemist , Saame
? =
Kujutades seda soltuvust tasapinnal , Saame

joonisel 10:24 punktiirjoonega tdmmatud parabooli,mida ni-
metatakse polaarjooneks ehk polaariks.

Reaalselt pole lennukitiib kaugeltki tasaplaat, selle
polaari arvutamine puhtteoreetiliselt on v8imatu, kull aga
saab maarata polaari eksperimentaalselt, kasutades selleks
vastava kujuga tiiva maketti, mis paigutatakse Ohuvoolu
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ning siis modddetakse

ja » aerodunaamiliste

kaalude abil. Samal joo-

nisel (10:24) on kujuta-

tud Uhele reaalsele tii-

vale vastav poiaar. Sel-

lest joonisest ndhtub,et
(1) kandejdud voib ol-
la positiivne ka nega-
tiivsete atakinurkade pu-

hul. See tulemus on vei-

di ootamatu, kuid siiski
arusaadav, kui arvestada,

et tiiva profiili kuju

pole simmeetriline.

(2) Positiivsete ataki-

nurkade oI korral +b°

kuni 40°, mis tegelikku-
ses kdige sagedamini esi—

Joon. 10:24. nevadki, on reaalne po-

laar kullalt lahedane teoreetilisele. Viimane asjaolu 6i-

gustab teatud maaral lihtsustatud teooriat.

Lennuk on seda paremini konstrueeritud, mida suurem oh

suhe . Tasaplaadi puhul on see suhe £ -7 ; tanapiae-—
&
va lennukitel aga ulatub £0—75—i.

Lennukitiiva profiil on teinud labi pika ja keerulise
arengu, alates Ummargusest atakiservast ja ndgusast alus-
pinnast, kuni tanap&eval on joutud otsusele, et terav ata—
kiserv on palju kasulikum.

Probleem laheb veel palju keerulisemaks, kui lennuk peab
liikuma kiirusega, mis uletab helikiiruse.

ulesflnne 10-1.

Mittelhtlase ristldikega horisontaalset toru modda (joon.
10:25) voolab vesi. Toru ristldiked tema erinevates osades



Joon. 10:25.

i?2vfi+p<=i

N ja oa vastavalt
$1=i0-OW) ning &z =
= JT'40—"W Z » veesamba-
nivoode vahe rOhusondides
Mb = (Z nu.

Maarata toru ristlOi—
get A4 jooksul labinud
vee hulk Q. .

Lahendus.

Vaadeldes vett kui ide-
aalset vedelikku, v5ime
kirjutada Bernoulli vor-
randi (10.4):

r*?+n.,

Ar~Fi= { P(4"™*?)

Teiselt poolt avaldub sama staatiliste réhkude vahe rO-—

husondide naitude vahena:

Pz-R - &lfg-

Jarelikult

Lisame sellele vorrandile veel pidevuse vorrandi (10.2)

ning lahendanud koos kaks viimast vorrandit, saame
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Maaranud vedeliku voolamise kiiruse I6ikes &
saame arvutada seda ISiget 44 jooksul labinud vedeliku
ruumala:

- 3 ~2 3
V=V:S, = 40 *vZ££,Zf. 40 /Mhi<ry
Labivoolanud vee mass on jarelikult
a - w *$*"

tlesanne 10-2.

Poolkerakujuline anum raadiusega % = 0,4 (joon.10:26)
on aareni taidetad vee-
ga. Anuma pdhjas on ava
pindalaga O
Kui pika aja jooksul
voolab selle ava kaudu
nii palju vedelikku val-
ja, et veepind anumas
langeks vorra?

ES V4
Joa kontraktaioonikoe—
Joon. 10:26. fitsient ~ = @6

Lahendus.

Torricelli valemi (10.5) jargi joa kiirus

Ajavahemikus cOt ava kaudu valjavoolanud vee ruumala
INa $IY

Teiselt poolt 1
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jarelikult
$ J (R — y) dd * "itycljc

Kana

eile
/<R\JZg =K (C — X ¥om>

koet

[lg v\l—X tito—*

Otsitav aeg

b— £(A - *)*]4x =

=7$w il — FVH#-?2 TN =
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Olesanne 10-3.

Vaikees Ohus langeb vertikaalselt kerakujuline rahetera
1abim&6duga *3)—A4CY . Shutakistus niisuguse kuulikese 111-1
kumisele avaldub valemiga ({=K,gVv *, kus kujutegur >C =
= 0 J-uhikut. Jaa tihedus f =0g .

Maarata selle rahetera pusimajdanud langemiskiirus

Lahendus.

Joonisel 10:27 kujutatud joud
@ on rahetera kaal, Q. — Ar—
chimedese ulesliike ning R, —
Ohutakistus. Uuritavas olukor-
ras on need jo6ud tasakaalus:

Q=Q+R,

Et

Joon. 10:27. ning Q, on tahtsusetult vii-
ke vorreldes raskusjbuga %7) , siis vOime joudude tasakaa-
lu tingimuse kirjutada lihtsustatud kujul

1fbPp

ning siit

J f 10 1 A0
1/ 3K, y “j. 0,2} Ka nt=3
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Olesanna 10-4.

Auto A j 0,3 ), allle mootori vélasase mak-
simum P = &A] , vOib arendada horisontaalsel teel Kkii-
rust koni V'= 44y i Antud mudeli rekonstrueerimisel
Tahendatakse auto moddtmeid nii, et frontaallSige saab uue
vaartuse $ ° kasjuures 6X jaab endiseks. Millist
vdimsust P/ peab arendena mootor niiid, et kiirus hori—'
sontaalsel teel vdiks saavutada vaartuse 'V'1=JCZ &blh 2

Teetakistus lugeda mdlemal juhul samaks.

Lahendus.
Tahistanud Ohutiheduse & —ga ning teetakistuse auto li—

kumisele ~ -—ga, vOime kahe olukorra puhul kirjutada kogu—
takistuse " ja T(' auto liikumisele

R=~CtfEv—2+ (?+

ning samuti kummagi juhu korral

P= v

Hendest vdrranditest jargneb:

ning siit
P=v'I*"r—-t ic.f $*<m—
pl JOZ'I0%rb I 56" 726 W & bf0%
3N10*%4 L 444* (02 V+V
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03-W kzayR2[b 2 /7 / * £ . z[iIW=—tcm [2)]
——— =T "1 152~7" 1% I /J3*

pP'A"54,3 kW
Olesanne 10-5.

Lennuki liikudes horisontaalselt seisvas Ohus normeel-
tingimustes avaldab Ohk selle liikumisele takistust, mil-
le v8ib valjendada valemiga to = &ISj3irS (P -uhikutes).
On teada, et lennuki mass w = 40—&, tema frontaallQike
pindala 0 = IfO'M?' ning atakinurk ot—O"Taef.

Maarata:

a) kiirus, mille juures lennuk tduseb Ohku;

b) kujutegur £* ;

c) mootori poolt arendatav vdimsus Ohku tdusmise
momendil;

d) millist vGimsust peab arendama mootor, et lennata
horisontaalselt pusiva kiirusega kdrgusel 40KkM,
kus temperatuur on 0°d ja atmosfaariréhk p =
= %00 sthwi Hz*!

Lahendus (joon. 10:28).

a) Ohku tdusmise momendil
peab tdéstejoud N =
= °L  uletama
raskusjou WIA :

d=
S.0.

35 yan.

Joon. 10:28. Et CMoL"™d , siis

12+ /
I g5 \J
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Teiselt poolt

ft on Ohutihedus normaaltingimustes:

= SAT S
kus on kilomooli Ohu mass ( >omaE *) ning CD

kilomooli Ohu ruumala normaaltingimustes (33f4 nt\NOMUN/-—%),

izSoj  3.2,S°icb
o ft " A "

= t-I0A/t***2 gd*22,y "kr*oce'l ‘g
2-J W3 KT*B0O°L} —

c) Mootori vOimsus
—x =2 N =
*2 fi ifo)Z3 v3ma* '3 0,4 =4/ 10sw/

d) Analoogiliselt punktiga ¢ mootori poolt arendatav
vdimsus

P = /7
kusjuures
a ft,*. - mf.«
(horisontaalsel lennul ~ )-
Kuna r
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ella

T
Vbf$-—

Shutiheduse (> arvutame, lahtudes ideaalse gaasi oleku-—
v3rrendist

Y a «“ normaaltingimustes
01V = — BB*f — korgusel 10 km
/*
/3, = 7-60 ,
p = 20<? Ny

on universaalne gaasikonstant,
M - gaasi mass.

Viimased kaks vdrrandit annavad

n MY PTofo

* v« FfiT =
Z00mntHe b( Z(j KC Kwrvf~ 3
——— e AT f—— 2 ———- =0 nT
'\O'hifﬁ T 7ot M2 4 W & WKg
Voimsus

P=Rtv= £c*j>F*s

—ygv NMiffm*'z °rd v ~*1p'* rvf
\D38- 0,3y 40
— <10 W
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11. VOHKUMISED

11.1. HarmonnlH ne vSnkumine

Harmooniliseks vodnkumiseks
nimetatakse niisugust sirglii-
kurnist, mille puhul abstsiss
(liitkuva keha asukohta maarayv
koordinaat) on aja sinusoidaal -
ne funktsioon.

Kuna "puhast” harmoonilist vOnkumist on vaga raske lei-
da meid Umbritsevas igapaevases elus, nii looduses kui ka
tehnikas, siis vaatleme selle liikumise kunstlikku kinemaa-
tilist skeemi. Liikugu punkt M mooéda ringjoont raadiuse—

ga (L dhtlaselt nurkkii—
rusega OU noolega naida-
tud suunas (joon. 11*1),
lahtudes punktist —fr.
punkti fIf projektsioon P
ringjoone vertikaalsele
diameetrile liigub siis
selle diameetri ulatuses
ules—alla. On kerge veen-
duda, et punkti P 1ii-
kumine on sinusoidaalne,
seega harmooniline vdnku-
Joon. 11*1. mine. Téepoolest, punkti P
koordinaat ajamomendil S

a G-t (11.1)
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Ydrrand (11.1) on harmoonilise vOnkumise vdrrandi Uks
T6imalikke variante. Selles vOrrandis suurust > nimeta-
takse halbeks (s.o. vonkuva keha kaugus tasakaaluasendist

0), dron halbe maksimaalne vaar-
tus - amplituud, siinuse argument OOt on
vénkumise faas »Ing selles esinev. a -
vonkumise ring - ehk nurks agedus.

Nurkedgeduse U) asemel v3ib liikumist iseloomustada
veel kas sageduse vOi perioodiga.

Sageduseks J nimetatakse tais-
vdngete arvu, mis keha sooritab
ajaluhikus, seega

G—Z 0w (11.2)

Periood T on ajavahemik, mil-

le kestel sooritatakse ks ta is-

vOnge. Siit

T =-f (11.3)
\"4

ning kdrvuti vlrrandiga (11.1) vO6ib kasutada harmoonilise
vonkumise kirjeldamiseks veel voérrandeid

JC = CL. (11.17)

da
Q, —+p—t (11.1")
K&ik kolm saadud vO@rrandit vastavad niisugusele erand-

olukorrale, kus punkt P alustab liikumist oma tasakaa-
luasendist 0 ning hakkab liikuma positiivses suunas, s.o.

ulespoole.
Uldjuhul aga v&ib hakata vaatlema punkti P Tliikumist
suvalisest asendist ringjoonel liikuva punkti asetse-

des Olo —s (Joon. 11s2). Bfiiid punkti P koordinaat aja-
momendil ~b
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X=dAUb(cI—t+$(11.4)

kus (@® on faasi vaartus
M.(bO) ajamomend.il “®— O ning
kannab nimetust algfaas.Ana-
loogiliselt (11.1%*) ja (11.1")
vOib kirjutada ka vOrrandi
(11.4) kaks ulejaanud vari-

anti
(11.4»)
Joon. 11:2. ja

x= (L + < (11.4")

Harmooniliselt vdnkuva keha kiirus
oot = €s19]0)a66: = (11.5)

ning Kiirendus

(11.6)
KOigi kolme suuruse , V' ja muutumist Uhe pe-

rioodi kestel kujutab joonis 11:3.
JOud, mille m&jul vaadeldav vénkumine peaks toimuma (di-
rektsiooni joud):

9n= WA _ —WANALADJIW aok
ehk

9 =-ynU) XC, (11.7)

kus on vdnkuva keha mass. VOrrandist (11.7) nahtub, et
joud 7 on vérdeline halbega Ui ning sellega vastassuunali-
ne, seega alati suunatud tasakaaluasendi poole (siit nime-—
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Joon. 11:3.

tuski — direktsiooni— ehk taastuv joud).

Sageli defineeritakse harmoonilist vo&n-
kumist Kui vOnkumist, mille pu-
hul direktsioonijdud on vdrdeli-
ne halbega.

Harmooniliselt vdnkuva keha mehaaniline energia koosnet
igal momendil kahest osast:

1) kineetiline

z Z Z
Wfr2- MIQ CL Conu)t

/* = (11.8)
v &
2) potentsiaalne
P Z A
Kogu mehaaniline energia
hiCozaz
(11.10)

Momendil, kui keha labib tasakaaluasendi, on tema kii-
rus maksimaalne
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VArna* = Cbb)
ning kogu energia esineb kineetilise energia kajal:

n/ _ mojcd*_ ./
J t ——,

Analoogiliselt vBnkuva keha aarmises asendis, koi X, -
m CS , on potentsiaalne energia aaksimaal ne ning TOrAne ko-
gu energiaga:

11.2. Fuusikaline pendel

Fuusikaliseks pendliks vdib
olla iga kindel keha, mis saab
vOnkuda horisontaalse telje
Umber raskusjou m & jul . Niisugusel ju-

hul osutavad olulisteks jargmised karakteristikud:

1) keha mass TV ,
2) masskeskme asukoht Q (joon.
11:4) ja
3) vOnketelje asukoht O , v&i
Oigemini raskuskeskme (£ kau-
gus aC vonketeljest O
Niisugune pendel vOib pusida kui-
tahes kaua oma tasakaaluasendis
(masskese asub telje all viimase-
ga samal vertikaalsirgel). Kui
aga keha kallutada nurga & vor—
Joon. 11:4. ra tasakaaluasendist THng siis
vabastada, hakkab ta vonkuma selle tasakaaluasendi kohal.
vénkumise pdhjustab keha raskas, Oigemini raskusjéu kom-
ponent f mille moment
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kutsub esile keha poordumise tasakaaluasendi poole. Selle
poorlemise nurkkiirenduse maarab diunaamika pOhivSrrand

kas Y on keha inertsimoment poorlemistelje 0 suhtes.
Saadad diferentsiaalvérrand (11.11) muutub lihtsamaks,
kui vaadelda vaikesi halbeid & , mille puhul

Niisugusel jahul

atx&
—Vnadiz @y oo (11.11»)
Viimase vorrandi lahendiks on
O —ai Ccj—t4-®»
ning
N~=*coc*s(co—-t + g9
ja
o(CBZ4ith(cO—b + % )
- - g’n . 0]
Asendanud vo&rrandis (11.11%) ja ——£ saame
ning
mis annab vSnkeperioodi kujul
T=r1b\/-"-r (11.12)
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Niisiis, tingimusel, et pendel vingub vaikese amplituu-
diga, on vénkumine sinusoidaalne (harmooniline) ning vOnke—
periood ei sOltu amplituudist. Perioodi arvutamine on voi-
malik, kui on teada keha Inertsimoment vonketelje suh-
tes ning masskeskme ja telje vaheline kaugus cL . Vasta-
sel juhul peab perioodi mé&irama katsest.

11.3. Matemaatiline pendel

Matemaatilise pendli moodus -
tab kaaluta ja venimatu niidi
otsa riputatud ainepunkt, mis
vongub raskusjou mojul verti-—

k aalt as and is. Matemaatilist pendlit iseloomus-
tavad kaks suurust: ainepunkti
mass B ja niidi (pendli) pikkus

£ (joon. 11*5)« Pendli tasakaa-
luasendiks on vertikaalasend.Vii-
dud valja tasakaaluasendist mingi
nurga vOrra ning vabastatud,
hakkab pendel vBnkuma tasakaalu-
asendi kohal, kusjuures direktsi-
ooni jouks on raskusjou niidi-
ga risti olev komponent

&

Vaadeldes matemaatilist pend-

lit kui fuusikalise pendli piir-
joon. 11.5. juhtu, saame arvutada selle vOnke—
perioodi fuusikalise pendli jaoks tuletatud valemist (11.12):

kus ning

(11.13)
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On arusaadav, et ka see valem kehtib vald vaikeste hal-
vete korral ning ka siin ei sOltu periood vSnkeamplituudist»
Vaatleme veel matemaatilise pendli liikumiskiirust ja

energiat. Olgu matemaatiline pendel ( £ ) kallutatud
nurga Ol vdrra tasakaaluasendist (asendisse P )(joon.
1116). Valinud potentsiaalse energia nullnivooks horison—
taaltasandi labi punkti M ,vSi—
me pendli energia avaldada kui

111111171

Vf— 6 (ff—C+Uoi,» (11.14)

Kineetiline eaergia pendli selles
asendis on null. Vabastatult hak-
kab pendel liikuma tasakaaluasen-
di poole ning asendis - on osa
tema potentsiaalsest energiast

4 Wo—— (on&— bn bl)
Joon. 11s6.

muundunud kineetiliseks

'P2-
K M1

Viimasest vOrrandist saame avaldada pendli Kkiiruse
punktis Zi'

*

(11.15)

ning maksimaalse kiiruse punktis M

vaarib markimist, et pendli kiirus punktis M on nii-
sama suur, kui oleks vabalangemise kiirus k&rguselt HO
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kold ei tohi unustada, et liikumine mddda kaart JOSA/ ei
ole Uhtlaselt kiirenev, nagu see oleks vabalangemise korra];
samuti on ka selle liikumise keetus erinev vabalangemise
kestusest.

Vaikeste halvete korral Cablr //— ning pendli ener-
gia

W=xMafd * (11.14<)

11.4. OmavOnkumlsed

Eelnevalt vaadeldud pendlite vénkumised on nn. omavOnku—
mised. OmavOnkumiste sageduse mairavad sisteemi parameetrid
(naiteks matemaatilise pendli pikkus). OmavOnkumisi vdib ko-
hata Usna tihti. Peale mitmesuguste pendlite vdiks veel ni-
metada vedelikku asetatud areomeetri vertikaalseid vonkumi-
si jms. Niisugused vonkumised algavad iga kord, kui sisteem
viiakse tasakaaluasendist valja vdi kui talle antakse impul-
sina mingi algkiirus. Molemal juhul saab susteem mingi hul-
ga energiat. Kui susteemis hd6rdumine taielikult puuduks,
siis sailitaks susteem selle energia ning vonkumisel see
vald muunduks kineetilisest potentsiaalseks ja tagasi.

Oletades, et hddrdumine puudub, saab mehaanilise energia
jaavuse seadusest vaga lihtsalt maarata omovOnkumiste sage-
duse:

vastab momendile, mil keha labib tasakaaluasendi,

w

vastab keha &armisele asendile, kus direktsioonijéud J- =
= Ka1 El
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ning

(11.16)

Niisugune vonkesédgeduse madramise meetod osatab palju-
del juhtudel lihtsamaks kui mb5ni teine.

Baide 1. Maarata vedeliku vdnkumise sagedas korrapéra-
ses 'tC —torus (ristldige O kogu toru alatuses sama )
(Joon. 11:7). Kui vedelik on tasakaalust X -i vorra valja

viidud, tekib taastav jOud

kus f on vedeliku tihedas.
Selle joa mdojul hakkab Tilkuma
kogu torus olev vedelik, mille
mass

kus C on vedelikusamba kogu
Joon. 11:7» pikkus.
Liitkumise vdrrandi vdime nuud kirjutada jargmisel kujal:

ehk

Seega

ning

U) ehk CO~ /A
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walde 2. uUlesande vOib pustitada ka uldisemal kujul. sa-
ma kisimus, kuid toru ristldige 0O on muutlik vedeliku—
samba pikkuse 6 ulatuses (joon. 11:8), kusjuures sd&ltu-

vus No on teada. (4 on modda toru telge mdddetav pik-
kus.)

Vedeliku mass

Olgu vaadeldavad vénkumised
nii vaikese ulatusega,et to-
ru vasakus harus ristldige

ei muutu & ulatuses
ning teises harus kehtib sa-
ma $2 kohta & ulatuses.
Siis

£4 = AN

n—ing mingis suvalises ristldikes pindalaga on vonku-
miste amplituud £ , kusjuures

>5E£ —Bi 7
Kiiruse amplituud selles ristldikes

&

VOnkumiste koguenergia (kineetiline energia momendil,mil
vedelik labib tasakaaluasendi)

n/ la/

B
u/=

ehk
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Veerand perioodi hiljem muundub see energia potentsiaal-
seks, kusjuures selle hulk on vbrdne todga, mille peab te-
gema, et tOsta ruunania &A— = B .~  tais vedelikku kdrgu—
aele ,

n/=n/ptak= ? A
Kuna aga
siis

Pi
ning

z sj,

Energia jaavuse seaduse pOhjal

peo @ (4_ ?279>48&" J
4 18 3s-
Ning 18puks

./ (*?8&)
I M
0 jS

Erijuhul, kui <0= , saame

s.0. meie esimese naite vastuse.
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11.5. Vgnfrmmi ste sumbumine

Eeaalsetes tingimustes mistahes suUsteemi vonkumised sum-
buvad, s.o. vOnkumiste amplituud vdheneb ajas ning I6puks
lakkab liikumine taielikult.Sumbuaise pb&hjuseks on energia
hajumine: vOnkumiste energia kulub mitmesuguste takistuste
tletamiseks. KOige sagedamini esineb takistusi peamiselt
hOOrdejdudude n&ol, mille sdltuvus kiirusest on (ldiselt
kallalt keeruline.

Vaatleme Uhte lihtsamat juhtu, mis kudllalt tihti tuleb
praktikas ette: juht, kus hddrdejéud on vordeline kiiruse-
ga (naiteks vedela vdi gaasilise keskkonna takistav moju
vOnkuvale kehale). Niisugusel juhul mdjub vbnkuvale kehale
kaks joudu:

1) kvaasielastne (vonkumisi esilekutsuv joud)

2) liikumist takistav hddrdejdud

Liikumise vorrand on sel juhul

Otsime niisuguse vorrandi lahendit kujul

JC—AY¢, +m(?), (11.18)
kus CC ja "~ on konstandid, mille vaartused on
maaratavad vonkumiste tingimustest ( & ).

Arvutanud ja ning asendanud vorrandis

(11.17) need suurused saadud avaldistega, saame vorrandi

dcC1 (00~-bWoo J—

— 188 —



— (@ir-h<f—£R @t +
+ BJCH (cOtr+y] + tC (cJb+Cf] -- o

—ft=t
Et doe 6 Ioplike -t vaartuste puhul, siis

['Wi(jiz—=cOJ — #~ + >g 'Uns (Ga—b +Y)+—
+— (&'micj— Bco)>n (co—t4—Cfl
Viimane vorrand peab kehtima -t  igasuguste vaartuste

jaoks, seeparast ajamomendil ~f , kui <iUb(tO-b +~<)—0 f
bl(cotyv (f) = £4 ning jarelikult

&yvi@Cd — (ad = O (11.19)

Analoogiliselt ajamomendil ~t , kui Gb(Mt+tfJ—0
bc*V (cC ~tit— £ ning

/Yn(b"U)2 —£8 +1C = O (11.20)

Vorrandid (11.19) ja (11.20), lahendatud koos, annavad
tulemuseks

B - 01.21)

da

07 =>/—£— — (11.22)
ym

Wyr
o ja (f on maaratay-ad liikumise algtingimustest.
Su_urust G—\ﬁﬁu—nlmetatakse sum —

bumisteguriks.

Sumbumlse kiiruse iseloomustamiseks kasutatakse sageli
nn. sumbumise logaritmilist dekrementi.
Kui ajamomendil -b

jer=cLog "G, £u) b -t(P)
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nine ~ vorra hiljem

(OF+—(p 2%
elle
ok * e_/\

Suurust 7~7* nimetatakse sumbu -
mise logaritmiliseks dekremen'—
d1lks

BT —&t, —

—f* .
séltuvus X —Ci"Q (cob-hfj on graafiliselt kujuta-
tud joonisel 11*9*

Joon. 11:9.
Valemist (11.22)
0)=1/X ——
™ Ymb

nahtub, et sumbuvate vénkumiste sagedus QU on veidi vaik-
sem vabade omavonkumiste sagedusest 8= o5
9 b

- 190 -



W=1/"02-/s2- (11.23)

Sumbus—ad vdnkumised realiseeruvad alati, kui *

Juhul aga, kui , on liikumine aperioodiline,s.o.
tasakaaluasendist valjaviidud siUsteem pd6rdub aegamdodda ta-
sakaaluasendisse tagasi.

Naide (Joon. 11:10). Joonisel kujutatad elastne pendel
véngub sumbuvalt Ohus vdi mdnes vai-
kese viskoossusega vedelikus (vees).
Kui vedelik on vaga viskoosne (pake
6li), ei ole vbonkumised enam vdi-
malikud.

Kéaesoleval juhul vaadeldud von-
kumised on nn. vabavOnkumised.

Kui vOnkumist takistavad joud
puuduvad, nimetatakse vdnkumisi

Joon.11:10. omavonkumisteks.

11.6. SundvOnkualsed. Besonants

Kui whele vOnkumi svOImellsele siisteemile mdjub mingi pe-
rioodiliselt muutuv joud, hakkab slUsteem sellele joule oma-
se sagedusega vOnkuma. Selliseid vOnkumisi nimetatakse
sundvOnkumisteks . SundvOhkumiste amplituud
s6ltub mitte niivdrd sundiva jOu vaartusest kui selle sage-
dusest.

Sundvénkumiste iseloomu méarab sundiva j6u iseloom.Vaat-
leme Uksikasjalikult niisugust juhtu, kus

a) sundiv joud véngub harmooniliselt: Y = fe8p 1]

b) vOnkumised tolmuvad reaalses vedelikus, kus liiku-

mist takistav joud on vordeline kiirusega:
Niisugusel juhul on liikumise vodrrandiks

s* 0
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ehk

Algol, kui sundiv jéud 7 w0t on mdjunud alles lu-
hikest aega, liituvad sundvénkumistega veel siUsteemi omavOn—
kumised, mistdttu summaarne liikumine on keeruline. Teatud
aja mdddudes omavonkumised sumbuvad ning jaavad ainult sund—
vOnkumised.

Oon loomulik oletada, et sundvOnkumiste sagedus vérdub
sundiva jOu sagedusega, s.o. et

X—CL H<?) (11.25)
CL ja (f leidmiseks asendame vdrrandis (11.24) X ja

selle tuletised (11.25) diferentseerimisel saadud avaldiste-
ga, saame

Tahistame keha omavOnkumiste sageduse

= u)o

I/Pye >
sumbumisteguri

i

bl yb
ning

ac

o ~
saame liikumise vérrandi kujul

(4— B)M».(CO—b +(F)+ sbn(cl—t+ <F)4*»cd—t

Selle voOrrandi lahendamiseks kasutame Fresneli* vektor—
diagrammide meetodit (joon. 11:11).

X Augustin Fresnel (1788-1827)* prantsuse fuusik.
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Joon. 11:11.

Diagrammist nahtub, et
a = — n : (11.26)

ninp—

‘BMI NTT Ay 11 27)

s.0. sundvOnkumiste amplituud CU
1) on vérdeline sundiva JOu amplituudiga ”
2) on poordvordeline taastava jouga,
3) vaheneb sumbmnisteguri ~ suurenedes.

Kuid muutumatute <f , & ja [ korral sdltub sund—
vonkumiste amplituud (. sageduste vahekorrast ir (joon.
11:12). Sagedust, mille juures von-
kKkumiste amplituud on maksimaal-
ne, nimetatakse resonantssage —
duseks ning seda nahtust ennast
resonantsiks . Kui O f s.o. sumbumlne puu-

dub, kasvab amplituud resonantsi olukorras I8pmatult suu-
reks. Sumbumise (3) suurenedes resonantsindhtus nd&rgeneb
ning kaob taielikult, kui £=1.
VOtnud resonantssageduse W1 maaramiseks
da, —0.

Saame

7237 (11.28)
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Joon. 11sl12.
ning

4

(11.29)

Saadud tulemused (11.28) ja (11.29) naitavad, et reso-
nants saabub sageduse juures, mis on veidi vaiksem oma—
vonkesagedusest Q00 , ning et sundvdnkumiste amplituud
resonantsi olukorras on vordeline sundiva jou amplituudi-—
ga

Valemist (11.27)

jargneb:

1) kui ir—0 | siis Cp*:O (kui sundvOnkumiste sage-
dus on vaga vaike, siis nad on faasis sundiva jSuga);

2) & kasvades (f> samuti kasvab (sundvSnkumised
hilinevad ikka rohkem sundiva jou suhtes);

3) resonantsi puhul, kui 3-=/ , Siis
i =< ning — .
4) edasisel suurenemisel ning selle vaga suurte

vaartuste puhul, kui QZ>AD tsaab (p—7u.
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11.7. Vonkumiste liitmine

Kui ainepunkt v&tab osa iUheaegselt kahest vOi mitmest
harmoonilisest vOnkumisest (s.o. kui teda md&jutab Uheaeg-
selt mitu kvaasielastset joudu), osutub resultantliikumlne
uldjuhul Usna keeruliseks perioodiliseks liikumiseks. Vaat-
leme siin vaid ménda lihtsamat juhtu.

1) Kahe sama sagedusega Uhesuunalise vonkumise liitmine

on Uheks lihtsamaks, kuid praktika seisukohalt kullalt taht-
saks juhuks.

Olgu liidetavate vdnkumiste vorrandid

(121.30)

(Vonkumised erinevad ainult amplituudi ja algfaasi poolest.)
Ulesande v&ib lahendada puhtanaluitiliselt.
Summaarne halve ajamomendil ~t:

X - x4-f 04't** $>o) (cj-t+ =
= 04 , + CnacO-blnmL*)*

+m U.J. e n %r +

= ( & , < u—b+
Tahistanud
ning
saame
X, -Cu W" % )
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Seega on reeulteeriv liikumine samasih.iline sama sagedu-

sega 60 harmooniline vAnkumine, nagu seda olid lahtevon-
kumised.

BesultantvOnkumise amplituudi . ning algfaasi @ leid-
miseks lahendame vdrrandistusteemi (11.31) ning aaaae

& = rl 01.32)

ANGH(IT)+ a” yxn (foz

(11.33)

/
Sama uUlesande v&ib lahendada, kasutades Fresneli vekto-

rite meetodit. Harmoonilist vdnkumist X = Oirh<®
vdib kujutada kui vektori O (pikkusega (b ) otspunkti /-
projektsiooni liikumist mddda vertikaalset telge, kui see

vektor poorleb Umber punkti O nurkkiirusega o3 (joon.

11*13).
Kui kahte liidetavat

voénkumist

(cix+ (f,,)J
y~a3u=> c2r
kujutada Presnell vektori-
te abil, v6ime need vekto-

rid liita roopkuliku reeg-
Ii jargi (joon. 11*14).

Joonise 11:14 lugemine
Joon. 11:13. osutub lihtsamaks, kui se-
da poorata kellaosuti lii-
kumise suunas nurga 6d & vdrra (joon. 11:15).
Joonisest (11:15) saame:

a= / + ZCLiUYCrt

%2.

d —e<n Wo 2.
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Joon. 11:14. Joon. 11:15.

Avaldise (11.31)

analuis naitab, et
1) resultantvOnkumiste amplituud d, on maksimaalne
a”aK = 0,—ta™ , kui b ("o,Mzr.)
(vBnkumised samas faasis). Graafiliselt kujutab nii-
sugust olukorda joon. 11:16;

Joon. 11:16.

2) resultantvOnkumiste an~lituud CL on minimaalne:
cwiw =1 —dhj , kui " fc+j) o
(vbnkumised on vastasfaasis). Graafiliselt on selline
olukord kujutatud joonisel 11:17.
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Joon. 11:17.

2. Tulkleml.ne esineb, kui kaks liituvat vonkumist on
samasihllised ning vahe erineva sagedusega. Eresneli mee-
todi seisukohalt on tegemist kahe vektori O\ ja 04r
poodrlemisega, kusjuures nende poorlemise nurkkiirused ¢y
ja <2 on veidi erinevad. Sel juhul esineb momente, kus
need vektorid on samasuunalised, mis annab
ning momente, kus need vektorid on vastassuunalised ja

| ~ 21 « Graafiliselt kujutab olukorda
nis 11:18.

- 198 -



Nahtus on perioodiline, perioodiks on ajaline vahemaa 7"

kahe jarjestikuse Ut (voi ) vahel.
Oletame naiteks, et >N , siis
J
n - % ~ I>
kus ja » on vektorite OS5t ja Ofy poorete arv

ajavahemikus L. ning

jL=J_ -

% % b
ehk tulklemiste sagedus

=n »
uldjuhul

¥ = (11.34)
Juhul kui dAC", on ning (Zhir* —o
3. Vastastikku ristuvates sihtides toimuvate vOnkumiste

liitmisest vaatleme mdnda konkreetset juhtu.

Oletame, et ainepunktile /V mfjuvad Uheaegselt kaks
perioodilist joéudu sama perioodiga T kumbki ning uhe
jou mojul peaks ta vonkuma harmooniliselt piki horisontaal-
set telge X t teise mojul aga piki vertikaalset telge V .
Selleks et maarata ainepunkti M  asukoht mingil ajamomen-
dil # , on vaja teada sellele ajamomendile vastavaid

suurusi X—" ja y &
ning votta need suurused

punkti koordinaati-
deks tasapinnal (Joon.
11:19). bdik on

siis punkti liithalbeks.
Seega taandub vdnkumiste

J( liitmise ulesanne punkti

poolt joonestatud kdvera

leidmisele.
Joon. 11:19.
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1) Kui liidetavate vdnkumiste faasivahe on null:

sV o ; £ = (11.35)

Vorranditest (11.35) jareldub:
6: QX;X (11.35%)
Saadud sirge vorrand (11.35*) naitab, et punkti M lii-

kumise trajektoor on sirge, mis labib koordinaattelgede al-
guspunkti O ning Uhendab ristkiliku kiillgedega $c ja %£

vastastippe ja Q (Joon. 11:20).
Joon. 11:20.
Kui vBnkumiste faasivahe oleks K , vénguks punkt M

modda ristkiuliku diagonaali B2)
2) Kui liidetavate vOnkumiste faasivahe on —
—-£= CL”n[cd-b + ~) = CL®Aco-t )

11.
V.~ t? cJ-t [ (11.36)

Vorranditest (11.36) jareldub;

Kz HE (11.36%)

Selgub, et punkt M liigub modda ellipsit, mille pool-
telgedeks on kummagi liidetava vonkumise amplituudid Ci ja
£ (Joon. 11:21). Punkti litkumise suuna maaramiseks
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Joon. 11:21.
arvutame tema asukoha kahel ajamomendil:
~ X=~CLj™-0 (pankt>f )
2= —* Jt*0j %=%€ (punkt 3 )

Seega liigub punkt mooda ellipsit vastu kellaosuti lii-
kumise auunda.

Kui liidetavate vOnkumiste faasivahe on , on resul-
teeriv liikumine samuti elliptiline, kuid punkt liigub moo-
da ellipsit eelnevaga vastassuunaliselt (kellaosuti liiku-

mise suunas).

Oidjuhul, suvalise faasivahe korral, liigub punkt alati
mooda ellipsit. Koikide nende ellipsite Uhiseks omaduseks
on see, et nad on joonestatud ristkuliku tcL , 3,5 sisse.

Plaflflnne 11-1.

Sagedusega 3—4 4 harmooniliselt vonkuv ainepunkt la-
bib ajamomendil —0O asendi XO0—S—~Mi kiirusega if0=
=90 twi . Maarata selle vénkumise amplituud @ ja alg-

faas (@ .

Lahendus.
Harmoonilise vonkumise vOrrandi vdib kirjutada kujul
Jt —CL (oncg-b -h <&
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ning selle kiirus avaldab kai
n zICOcNM27b0—t—h%)
Ajamomendil b= 0O m
X0= @ 4*n, (fa
iD~rd 2100 0M O

Lahendanud selle vdrrandisusteemi, leiame

ning

T 3,08Y44~"
%=X4°

tlesanne 11-2.

Pendel koosneb peenest vardast ( BX30C*, th=£VQgj), mil-

le Ulemises otsas on viaike kuulike (maaspunkt 'hi = ja
alumises otsas kera —-6Ch » W =100" ). Maarata nii-
suguse pendli vénkumise periood Umber telje O , mis labib

varda keskpunkti (joon. 11:22).

Lahendus. VOnkeperiood (11.12)

T =ZK\J

_ ;%$<*-

Susteemi kogumass
MO=M + LU + W

Masskeskme Q koordinaat CC telje O suhtes (91):

<<?)m '4 _ ZMq+oie—to'e
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Susteemi inertsimoment telje 0 auh-

Qm’ tee

m

o + /U(E+%)2= s;04-id SKEtn2

Asendanud need saurused lahtevale-
Q mis, saame vOnkeperioodi
S bOH- 10'SK$st

Al K(-"24 2.Y—0" 2Y»
Joon. 11:22. = "2 4

Ulesanne 11-3.

Ohuke ristkiulikukujuline plaat vongub Umber horisontaal-
se telje, mis asub plaadi tasapinnas ning on risti plaadi
the kuljega, mille pikkus on £ .

1) M&éarata vonkumiste periood T , kui telg labib plaa-
di ulemist serva.
2) Milline peab olema telje kaugus ulemisest ser-
vast, et vOnkumiste periood oleks minimaalne? Maarata sel-
le minimaalse perioodi [ vaartus.
Lahendus.
1) Plaadi vOnkumist kirjeldatud tingimustes vOib vaadel-

da kui peene varda pikkusega £ vOnkumist Umber temaga
risti oleva horisontaalse telje 0 (joon. 11:23).
Varda masskese asub tema keskpunktis, seega masskeskme
ja vénketelje O vaheline kaugus ci=-"

Varda inertsimoment telje O suhtes

kus fyW on varda mass. Varda vOnkumiste periood (11.12)
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no
T 7Y wex

d- seega

Y 1T h=mM

2) Kui telg O21 asub kaugusel X plaa-
di uUlemisest servast (varda ulemisest ot-
sast) (joon. 11*24), on vlnketelje O' ja
varda masskeskme (6 vaheline kaugus d!=j—j£ .

Joon. 11:23.

Inertsimoment (Huygensi lause kohaselt):

Id
3L*x ,eS — *({—- *)*-
d yv>6z +m3 nb (€ —2.J&J
.t Jt,
Vonkeperioodi (J1 avalduseks on nid
- rz 2.
o7V +5M (€E-2y)
J s VHE(£-Zj6)
7 ning sellele vastava X  vaartu-
Joon. 11:24. sed leiame, vottes

dTI
= 0.
saame vlrrandi
3(e—zx.f=ze*
kust

X=£ 3 =01 cC

ning
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Ulesanne 11-4.

Matemaatilise pendli mudel pikkusega £=50 ripub len-
nuki kabiinis. Maarata pendli vOnkeperiood, kui lennuk

1) liigub Uhtlaselt,

2) lendab horisontaalselt kiirendusega cl -2.,5" *Y-f

3) planeerib e <-45cnurga all horisondiga.

Lahendus.

1) Lennuki liikudes uhtlaselt on pendli kuulikesele md-
juvaks jouks vertikaalne raskusjoud "Whg, (Joon. 11:25) ning
selle mdjul toimuvate vdnkumiste periood (11.13)

/ Qz=m, ..
~ON v&aAM —1
2) Lennuki liikudes kiirenevalt
ilmneb sellest tingitud inertsijoud
(joon. 11:26)

- -MMd

mg

Joon. 11:25. ning |!IkumlSt t§k|¥avaks_!ouks saab

raskusjou YE ja inertsijou resul-
tant

7N +721

Pendli vOnkeperioodi valem on niid jargmine:



T-=2T

Joon. 11:26.
3) Lennuki planeerides (joon. 11:27) on inertsijOud

, mg 'iUvot
ning resultantjo6ud
Y= CJloi.

Pendli vodnkeperiood

4=210
Joon. 11:27.

Ulesanne 11-5.

Vaekausil (Joon. 11:28), mille mass on /V ning mis ri-
pibvedru otsas elastsusteguriga £ , langeb kérguselt
vaike keha massiga bw . Keha ja vae-
kausi vaheline pdrge on absoluutselt
mitteelastne. Maarata amplituud (L ,
millega kirjeldatud siusteem vdnkuma
hakkab .

Lahendus.

Keha langeb vaekausile kiirusega
W , mille saame méédrata energia
Joon. 11:28. jéavuse seadusest
W17
¢ =
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Jarelikult

VW<=flpC
Absoluutselt mitteelastse pbrke tulemusena saab sisteem
kiiruse , mille md&rame liikumishuiga jadvuse seadu-
sest
kust
m+M v *

Vaekausi algasendis oli vedru C vdrra valja venitatud,
kusjuures

- CG ning C—
Parast pOrget venib vedru nii, et kogu pikenemine saab
vordseks -ga, ning energia jadvuse seadusest jargneb,
et

1)~ 77 *&+(**+»)f(-e) -b-CL-V

Vottes arvesse, et 1 — 1? , saame

st t(m+/4)q, .,
_______ Cc*— —

Selle vorrandi lahendid on

c < Y\ czdt (*n/m)c

Koormatud vaekauss hakkab niid vonkuma Umber asendi, kus
vedru on £ vorra valja venitatud, kusjuures
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nine

Seega slisteemi vdnkeamplituud

OleBaxTe 11-6.

Sumbuvate vdnkumiste vaatlemisel seigas, et kabe jarjes-
tikuse vdnke puhul on teise amplituud eelmisest 60% vorra
vaiksem. TOnkumiste periood T = qQ5-4 . M&&rata nendest
andmetest sumbumistegur ning sumbumata vonkumiste sagedus
samades tingimustes.

. Lahendus.

TOnkumiste sumbumlse logaritmiline dekrement

Sumbuvate vdnkumiste ringsagedus uU) ning vastavate sum-
bumata vdnkumiste ringsagedus on seotud valemiga 11.23

Siit jargneb
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w 2 B2 ] c2>-
° ~ + UYs— ~  + YbZ-~

= —J— 4+ <EERRL = g 42
4520* Vr2- 'Qg >

B «jf,ap, 4

Oiesanne 11-7.
Madrata kahe harmoonilise vonkumise
XA=CL4 (Fb(d>—t + YMm),
2™ 4y (Ob ="zy)
liitmisel tekkiva vonkumise amplituud (. ja algfaas % |,
kui N — %a=30° % 2~ °
P
Kahe vd@rdse sagedusega samasihilise harmoonilise vonku-
mise liitmisel tekib sama sagedusega harmooniline vdnkumi-

ne
X = CLtivo [cot + (fO)

Selle vonkumise amplituud (11.32)

*QAT J4+n[doT Yz j -

- 5ctill \j4 + CnS>0° — fyS*gin-

ning algfaas (11.33)
Q™ Mol + Az 14w tfoz

'‘bem % -

~ 0 c
Xn* Oo* m "Poi. 6/Vu 30 AN\wm (Bc
C+bCPoi + OoCfoT- Cbt0'+Crobco
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seega

Olesanne 11-8.

Kaks sama amplituudi ning algfaasiga emmaaihliist har-
moonilist vénkumist,mille perioodid on *7} =3<S ning "
= 3tl6 » liituvad Uheks vonkumiseks. Maérata selle resul-
tantvOnkumise ja tuiklealse perioodid.

Lahendus.

LahtevOnkurniste vérrandid vdime kirjutada jargmisel ku-
jul:
(cj4-t hdc)?
XACL bib @b + %)

Hende vdnkumiste liitmisel

Siit resultantvOnkumiste periood

- * 47" f
to4 +16z >4 CjX rp+ m /3 o

Hesuitantvonkumiste amplituud muutub perioodiliselt pe-
rioodiga
2iv Y0
5 CI—c0z.
Amplituudi muutumise iihe perioodi kestel esineb kaks

amplituudi tugevnemist ning samuti kaks amplituudi ndrge-
nemist, seega tuiklemiste periood on
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Olesanne 11-9.

Ainepunkt vdtab Uheaegselt osa kahest vastastikku rista-
vast saaa sagedusega harmoonilisest vdnkumisest, mille amp-
lituudid on vordsed: Ct*=A =?£= ning faasivahe @ —

ata selle ainepunkti liikumine.

Lahendus.

Toimugu Uks vdnkumine telje JC , teine telje Y sihis
(Joon. 11129); siis vdnkumiste
vorrandid on

(to—i = —9%)}
jl— CLbub co
ehk
jt = CLCrtCjt,

= CL fa/bb c6~b

Nendest vdrranditest jargnebi

Joon. 11:29.
si»0. et vaadeldav ainepunkt liigub mé6da ringjoont raadiu-
sega Q**S’ctHs.
Ajamomendil +-0O on Xx=@*" y. -0 (punkt -f~)
ning momendil += %2 - X=0} £-—-CL (punkt B )

Seega liigub ainepunkt mddda ringjoont kellaosuti vas-
tassuunas.



12. LAINED

12.1. Lained elastses keskkonnas

Kui keskkonnas asetsev keha (néditeks selle keskkonna
Uks osake) vdngub seaduse jargi

JC - CLt+w o

siis ta mOjutab temaga kokkupuutes olevaid keskkonna osa-
kesi jouga, mis muutub sama seaduse jéargi:

J — BT+

Selle jou mojul tommatakse keskkonna osakesed sundvOn-
kumisse sama sagedusega. Kuna keskkonna osakeste vahel va-
litsevad teatud sidemed jdudude n&ol, siis niisugune vonk-
litkumlne levib keskkonnas teatud kiirusega ~ ,mille vaar-
tus s@ltub keskkonna omadustest. V& nkumiste le-
vimise protsessi keskkonnas ni-
metatakse laineks.

Kui keskkonna osakesed vonguvad piki laine levimise sih-
ti, nimetatakse lainet pikilaineks. Pikilainete naitena
vOib nimetada helilaineid.

Kui aga vOnkumised toimuvad risti laine levimise sihi-
ga, on tegemist ristlainega, fiistlainete nditeks on vee-
pinnal levivad lained.

Lainet iseloomustavateks suurusteks on kdigepealt vdn-
kumiste karakteristikud: amplituud C. , sagedus ™ (ring-
sagedus (€0 ) ja periood T . Nendele lisandub vdnkumis-
te levimise kiirus keskkonnas ‘lo ning lainepikkus A -



kaugu e, mille vdrra vonkumine le-
vib perioodi keetel . Seega
\=rcT (12.1)
122 .
Joon. 12:1.

Olgu (Joon. 12:1) O laineallikaks, mis vdngub sea-
duse jargi

y.- C coir
ning levigu vGnkumine m6édda sirget noolega ndidatud suunas
kiirusega BO . Kui oletada, et vonkumised ei sumbu, s.o.
et amplituud ja&b samaks olenemata kaugusest, mis laine on

labinud, siis punkt M , mis asub kaugusel 5 laineal-
likast , hakkab vdnkuma seaduse jéargi

X Cj(—b —mf-) (12.2)

m— on aeg, mille vdrra punkti M  vdnkumised hili-

nevad punkti O suhtes. Vorrandit (12.2) nimetatakse lai-
nevOrrandiks. Sagedamini kirjutatakse teda kujul

X = A ~y)> (12.2%)

mis saadakse elementaarsete teisenduste kaudu selle esialg-
sest variandist.
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12_.3. Energia laviwiiie laflneprotsessis

Ilingis keskkonnas paiknev vonkuv keha osutab lainealli-
kaks. Selle keha energia arvel hakkavad vonkuma kehaga kok-
kupuutuvad keskkonna osakesed. Keed annavad energiat edasi
oma naaberosakestele, mis omakorda astuvad vOnkumisprotses-
si jne. Kii kandub energia vodnkuvalt kehalt keskkonda -
see keha kiirgab energiat.

Laineallikaks voib olla kas ainepunkt vdi paljude aine-
punktide kogu, kusjuures kdik need ainepunktid vBnguvad sa-
ma sagedusega J ning samas faasis, kuid amplituudid vdi-
vad neil olla erinevad. lga sinusoidaalselt vdnkuva aine-
punkti energia on

W—-4j£ MsCb0oO

kus MNob on vdnkuva ainepunkti mass, Cl - tema vonkeampli-
tuud ning c0= 27¢c 0 - ringsagedus.

Vonkudes pisivas reziimis séilitab laineallikas oma sa-
geduse ja amplituudi, seega ka energia. Uiisiis allikast
kiirguv voimsus on vdrdne selle vdimsusega, mis kulutatakse
selle laineallika vdnkumises hoidmiseks.

Kui oletada, et laine levides keskkonnas ei esine vonku-
miste sumbumist selle keskkonna deformatsiooni vdi soojene-
mise tOtrtu, vdib vaita, et iga laine viib kaasa nii palju
energiat, kui palju allikas seda kiirgab perioodi kestel.

Kui lained levivad homogeenses ja isotroopses keskkonnas,
voime vaadelda kolme eri juhtu:

a) Kogu energia levib Uhes suunas (Joon. 12.2). Et
selles suunas iga pikkusihiku mass on sama, siis vOnkumis-
te amplituud j&ab ka samaks mistahes kaugusel allikast:

Q.- Cé&usif (12.3)

b) Laine levides m66da tasapinda (ringlaine korral) jao-
tub energia uhtlaselt m66da ringjoont, mille pikkus suure-
neb kaugenemisega allikast (joon. 12:3)e Kahel erineval
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Joon. 12:2.

Joon. 12:3*

kaugusel ja  *allikast laine energia
W= KGa//”=IC <,
kus K, on vSrdetegur (sama kummagi kauguse korral),

Jarelikult
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a*>* %
»lag
(@0] * (12.4)

tb
Hiisiis ringlainete pohul amplituud on pddrdvdrdeline
ruutjuurega kaugusest laineallikani.

o Laine levides ruuais jaotub energia iUhtlaselt mddda
sfaari, >14lo pindala suuronob kaugenemisega allikast
(joon. 12:4). Kahel erineval kaugusel fi, ja R' allikast

Joon. 12:4.

Woadt g Y

kus K/> on konstant (sama mdlema kauguse jaoks). Jareli-
kult

laine energia

ehk

a.- (12.5)

- 216 -



8&0. amplituud on poddrdvdrdeline kangusega i Ute-aat .

12.4. dimovi vektor

Laine front, s.o. punktide geomeetri-
line koht, milleni "vonkumine on
joudnud antud ajamomendike, Iiigub

keskkonnas edasi laine levimiskiirusega ”~ . Keskkonna vén-
kuvatel osakestel on kineetiline ja potentsiaalne energia,
jarelikult v8ib vaita, et keskkonna ruumiihik sisaldab min-
gi hulga 6 energiat. Joonisel 12:5 tahendab pideva joone-
ga tommatud kdver leinefrondi asukohta
ajamomendil —t ning punktiirjoonega -
ajamomendil HB—tAir . Lainefrondi pin-
naelementi AR 1&bib ajavahemikus
energia, mis sisaldub ruumie 6/—
=A&af , s.0. EA\I=£ AfiuAt
Labi Uhikulise pinna ajalhikus kan-
duv energia hulk
N
JH - E—AT%I'Q—E—
Saadud suurust, mida nimetatakse
energiatiheduse
Joon. 12:5» vooks , vaadeldakse kui laine levi-
mise suunalist vektorit

"UN&Dbi (12.6)

Et selgitada valja, millised suurused mddravad energia-
tiheduse £ , vaatleme protsessi védga vadikese ajavahemiku
b-b kestel, mille korral AB« A (/21 - lainepikkus).
Niisugusel juhul vdib arvestada, et ruumalas JINV sisaldu-
vad osakesed l&bivad Uheaegselt tasakaaluasendi ning sel
momendil on nende koguenergia vdrdne kineetilise energiaga.
lga osakese jaoks (massiga /bV)
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seega r"
, *na @

Téahistame osakeste arvu rucunilhikus mD-ga, siis
nv ma—iilbz
£ =< *y» = e J ——
Arvestades, et ftw? =P on keskkonna tihedus, saame ener-
giatiheduse voo kujul

(12.6")

Saadud valem véaljendab ajaihikus 1abi pindalaihiku kan-
duvat energiat ning seda nimetatakse Umovi* vektoriks.

Hadlelainete puhul nimetatakse seda hd&dletugevuseks.
Umovi vektori fid-médtihikuks on Wm \

12.5. Lainete levimise kiirus keskkonnas

See, millised lained keskkonnas vdivad tekkida, kas pi-
ki- vOi1 ristlained, s6ltub keskkonna omadustest. Tekkivate
lainete tuubi mé&ravad nihked, mis kutsuvad esile keskkon-
na elastse deformatsiooni. Keskkondades, kus on vdimalikud
vaid kokkusurumise elastsed deformatsioonid (vedelikud,gaa-
sid) , tekivad ainult pikilained. Kui keskkonnas on vdimali-
kud ka elastsed nihkedeformatsioonid, saavad selles kesk-
konnas levida ka ristlained.

Vaatleme (hel sirgel asuvaid keskkonna punkte,mida mdo-
da levib laine, ning votame selle sirge S -teljeks (joon.
12:6). Olgu kaks punkti kaugusel ds  teineteisest. Tahis-
tame nende punktide nihked tasakaaluasendist X ja Y+dK.
Seega vahemaa cis wulatuses on nl.he muutunud ctx. vdrra.

A Umov, Nikolai AleksejevitZz (1846-1915)» vene Tfiisik.
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Joon. 12:6.

Nimetame suhet —£  suhteliseks deformatsiooniks.
Pikilaine pahal on nihked £ -sihilised. Juhal kai punk-
tidevahelised kaugused suurenevad, on keskkond vélja venl-
tatad. Vastasel juhul, kui £ = < O , punktidevaheli-
sed kaugused vahenevad, on keskkond kokku surutud.
Kasutades lainevdrrandit (12.2)

X=&,Un C o] ( t (12.7)
kus dD on ringsagedus ning Xk laine levimise kiirus,
saame leida seose suhtelise deformatsiooni ja sakes-
te vonkumise kiiruse ;:; vahel . oGS

Tdepoolest, tahistanud tdhega V" vdnkumise Kiiruse,
leiame

~ @(12.8)

Suhteline deformatsioon

Vorreldes avaldusi (12.8) ja (12.9)» saame

_ Jax
cU a6
Siit nadhtub, et keskkonna deformatsioon 4~ on oaa

absoluutvaartuse poolest maksimaalne neis ké%tades, kas on
maksimaalne ka v@nkumise kiirus, s.o. kohtades, kus punk-
tid labivad tasakaaluasendi .

Diferentseerides vdrrandit (12.7) kaks korda, saame
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kast jargnebt
(12.10)

Vorrandit (12.10) vdib nimetada laine diferentsiaalvor-
rendiks, mille lUheks (kuid mitte ainsaks) lahendiks on va-

rem tuletatud lalnevOrrand kujul (12.7)»
Vaatleme nuid keskkonna osa, mida piirab silinder pikku-

eega 4S ning aluse pindalaga O (joon. 12*7). Olgu

Joon. 12*7»

laine levides suanas S see piirkond vélja venitatud jou-
dude ja dz mdjul. Kui S -telje alguspunkt asub
silindri vasakpooleel pdhjal, siis selle pdhja 5 -koordi-
naat on O ning parempoolse pdhja oma AS .

Hooke"i seaduse jargi (6.2)

kas bl on keskkonna elastsustegur ning ﬂgt on arvuta-
tud silindri vasakpoolsel pdhjal. ¢
Samuti
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Suhtelist deformatsiooni &S vdib vaadelda kui mingit

funktsiooni *mille vdiksime arendada reaks
~(s) -7(0) + ? fo)ts +

ning piirduda selle rea esimest jarku véikeste suurustega

(ZrduErd, +{za{$rlh
Silindrikesele méjuvate jdudude ja <P resultant
/4= W *

Selle jou mOéjul saab vaadeldav keskkonna element kiiren-

duse ~Amille vBime avaldada Newtoni Il seaduse jargi:
dt2
d*/\ * dZ( *
tit7-
kus on keskkonna tihedus.
Niisiis

etjc J J X

Kui nlid kdérvutada asja saadud seost laine diferentsiaab-
vorrandiga (12.10), saame

1Nn— N —
, eCf
ehk
7 aS\* ? (12.11)

Saadud valem valjendab pikilainete levimise kiirust elast-
ses keskkonnas.

Eraldi vaadeldud silindrikujulise keskkonna elemendi pu-
hul on o —-< »kus E on keskkonna elastsusmoodul ja

4C=\1 % (12.11%)
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Piiramata keskkonna puhul on oL ja iz vaheline seos
keerulisem:

bl =
@ '
kus A" on Poissoni tegur, mis arvestab silindrikese kiilg-
mist kokkusurumist vdi valjavenitamist.
Kuna i , siis
(a+/«)U —i/<)
n—f-

ning ligikaudu kehtih siiski seos

oi« |

Analoogiliselt vdib tuletada valemi, mis valjendab rist-
lainete levimise kiirust elastses keskkonnas

i (12.12)

kus (X on nlhkemoodul.

12.6. Lainete interferents

Kui keskkonnas levib Uheaegselt mitu lainet, siis selle
keskkonna osakesed votavad osa mitmest liikumisest korraga,
kusjuures kehtib nn. superpositsiooni

printsiip, S. 0. et iga laine Il e -
vib olenemata teiste lainete
olemasolust. Osakese liikumise madramiseks peab

niisugusel juhul leidma selle osakese*liikumise igas laines
ning siis liitma need liikumised.

Kahe voi mitme laine lLiitu-
mist nimetatakse interferent-
siks.

Vaatleme kahe ristlaine liitumistmille vdnkumised on sa-
masihilised Ding vdrdse sagedusega. L&htugu need lained al-
likatest ~ ja Bz (Joon. 12:8) ning kohtugu punktis P ,



labinud vastavalt vahemaad
QP—sl ja £ZP—sz
Olgu allikate ~ ja £¢
vonkumise seadused

N &> dO-b
ning

Joon. 12:8. n2r Vit
Kiusime, milline on punkti P liikumise seadus. Punktis
p kohtuvad kaks lainettmi,lie vBrrandid selle punkti jaoks

on b
uS(—t— — %)

ning

Punkti P summaarse liikumise seaduse

0j(t- — Ji-dz 44, &) (t-~-J

saame kujul

Avn "ot
kus (11.32):
fi= j/r"Z2 - (12.13)
ning (11.33)s
+—..fpo — (12.14)
am(£E,

KomponentvOnkumiste algfaasid

<=~ -tC
Ja

- 223 -



ning faasivahe

@ © _ 8t0(Sz~S<t)
rr ‘22— O -~

EesultantvOnkumiste amplituud on maksimaalne (e/Mx=
kui

=200 (C-" 42"

ehk
Sz— St (12.15)
vastab olukorrale, kus
Bf—%z = (2*+1)T
ehk

SZ~S1*=(2.K (12.16)

Seega resultantvOnkumiste amplituud on maksimaalne, kui
liituvate lainete kdiguvahe on paarisarv ning minimaalne,
kui see on paaritu arv poollainepikkusl.

Et interferentsipilt oleke pusiv, on vajalik, et laine-
allikad ja oleksid kpherentsed, s.a et nende von-
kumiste faasivahe ei muutuks ajas.

12.7* Seisvad lained

Seisvad lained tekivad lainete interferentsi erijuhul,
kui kaks (hesugust lainet levivad médda Uhte sirget kahes
vastassuunas. Nii tekivad seisvad lained otsese ja tdkkelt
peegeldunud laine liitumisel. Sel juhul punktides, kus kahe
vinkumise faasivahe on hclC (k—*&//2/./yon vénkumiste amp-
lituud maksimaalne (lahtelaine amplituudi kahekordne) -
need on paisukohad; punktides, kus vonkumiste kaiguvahe on
(ZK+1jZ (K*CHD-") , on amplituud null - sdlmed.

Tekkivat lainet nimetatakse seisvaks sellepérast,et kesk-
konna iga punkt vdngub alati sama amplituudiga ning tekib
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mulje, et ei tolma energia edasikandumist (tegelikult kan-
duvad kummagi laine suunas vdrdsed energiahulgad).

Seisva laine vdrrandi tuletamiseks vaatleme kahte (he-
sugust lainet, mis levivad mddda sirget (joon. 12*9)

Am S
6 p =
Joon. 12*9.

kahes vastassuunas. Olgu O punkt, kus mdlemad vonkumised
on samas faasis, ning punktide P ja O vaheline kaugus
£ . Kirjutame punkti P* jaoks mdlema laine vorrandi

*4=0-"_ii* 2X(4r -L
£-m XN U 2.7 g
Punkti P* summaarset liikumist kirjeldab vdrrand
X—=Jfi* QL61* 271C(Em—£-) -+t
ning I6plikult
Co4(2Xj—) 4W 4jTt

Saadud voOrrandis mangib vonkeamplituudi osa avaldis

Amplituudi # vaartuse maddrab 5 vairtus, seegamuu-
tub sirge Sb  punktist punkti. Maarame niid seisva laine
paisude (—strox= 2-A* ) ja sdlmede ( 4 =0 ) asukohad.
$/HKK on punktides, kus

60) * 4+ £
A
ehk
2175 = 2-tf J
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kost

Paisud asuvad niisiis punktist O kaugustel ,
» s.0. kahe naaherpaisu vahemaa on -A. (punktis O
on~ka muidugi pais).
*Amin, on punktides, kus

€]
ehk
27S

kust
S—(2K+4)»

Seega asuvad solmed punktist O kaugustel . A LV\
, oK Kahe naahersolme vahemaa on samuti ~fL SEIS—
vat lainet kujutab joonis 12:10.

Joon. 12*10.
flles«nne 12-1.

n =1b pikkuse noééri ks otspunkt vongub seadu-
se jargi:
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y*=3 UH (42.56 + -r-T)
cCcH 1 @ 3

ning on teada, et ristlaine jouab nddri teise otsa 8 £~
= 2t5" sekundiga.

a) Milline on lainepikkus?

b) Maarata ajamomendil ~t— 2 6 allikast S =357rL
kaugusel oleva néoripunkti C halve ja kiirus, jattes ar-
vestamata sumbumise ja peegeldunud laine méju.

Lahendus (joon. 12*11).

A C B
Y ~T-————— -
Joon. 12*11.
a) Teades laine levimise ulatust = 2S"™) ning aega

(V =2t5 4 » leiame laine levimise kiiruse

Vonkumiste sagedus

A '
ning lainepikkus

X= A - 2**H

r B} e 0.51*1,
2,54-425,6 1** -

<

b) Punkti -fi- vonkumise seaduseks on

=3 ('125f6 mmj j
punkti C jaoks, mis hilineb selle suhtes vorra,saa-
me
J*=3 4"* (*—£)+ j-1,
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8*0.
3c**b-4+*[u0% | 1( 2i - ) + - =
A3 Cb 4m ( YITCwME5-+ 2) =

=3ow 4m (66% + 4<J—3c*y Am  — 2~ c*k-
Punkti C kiirus

nfy 4™c*j4a2st6 (+-£.)+£],,
-3crH' 428%f*Cooj- = 440 G\

ir=4tgo v '4
Olesanne 12-2.

Helihark, mille sagedus $ =200H fvSngub pisivas
reziimis ning puudutab tema harude kiilge kinnitatud kahe te-
ravikuga ja S" elavhdbeda pinda.Teravikevaheline kau-
gus oOi =k 8Cnyn %nende vonkeamplituud & =2 ning lai-
nete levimise kiirus elavhdbeda pinnal 1A=412 mi'*.

Maarata:

a) 16igu O jS* keskpunkti O vonkumiste amplituud,

b) punkti P héalbed ajamomentidel T~=2dja z =

= 03Z-6 , kui punkt P asub sirgel kaugusel
n tm allikast , teades, et .ajamomendil null
kummagi allika halbed on nullid ning £>' ja liiguvad
mdlemad tlespoole.

¢) Mitu interferentsriba tekib punktide ja
vahel?
Lahendus.

a) S ﬂ O

Joon. 12:12.
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Punktis O s N=90,
jéarelikult amplituud

H= 24— U*nm,

b

Joon. 12113.

Kummastki laineallikast punkti P saabuvate lainete
virrandid on (12.2)

Kummagi vonkumise algfaasid on

o r
d-z* 320%
Mz=z-2272J t 3
Seega _
(p _CP - 460«
Jo1 702.

ning vonkumiste amplituud (11.32)
D 14 2 s> HO?"U*(%4-%Z)  SFH
Punkti P vénkumiste algfaas (Joon. 12i14)
% — b +*1.— — t07S

Seega punkti P  vbnkumiste vOrrand on

J£E=— £ 'lut (koold—t - %oF2)
(mm) @
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Aj amomendil =26 on

Ajamomendil ‘'b"—Zi0S>Z6
saame ~0g Myt

o Laineallikate B/ ja
vahel tekivad seisvad
lained, mille paisude (s6l-
mede) vahekaugus on .A.
Seega interferentsribade arv

nn - =404
X a
3 4
. KO -
Z- kU204 L
1z06 T "I
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13. AKUSTIKA ELEMENTE

AKUstikKakasitleb kdrvaga kuul-
d av ai d nahtusi, haali, s. 0. vonku -
misi» mille sagedused asuvad v a-
hemikKus 16 - 20 @®Hz ning mis levivad
el1astsetes keskkondades pikilai-
neten a

Haaleallikaks v5ib olla iga vonkuv keha, kui tema vdnke-
sagedus asub kuuldavuse piirides ning kui tal on killalda-
ne kokkupuutepind teda umbritseva keskkonnaga, et selles te-
kiksid mérgatava intensiivsusega lained, mis,saabunud inim-
kOrva, pohjustaksid kun.]misaistingu.

Haal levib igas elastses keskkonnas pikilainetena, mille
levimiskilrue on md&aratud keskkonna elastsete omadustega
(12.11)

kus ci  on keskkonna elastsustegur,
J3 - keskkonna tihedus.
Kui pikilained (haalelained) levivad gaasis (0hus),siis
peaksime elastset deformatsiooni (paisumist, kokkusurumist)
kirjeldama vdrrandiga

Jr, N N

kus p on gaasi réhk ning
V  —ruumala.
Et laine levimise protsess on adidbaatiline ning kditub
Poissoni vdrrandi jargi, siis
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p\Z~= C*Uot, (13.1)
Qa

kus on gaasi erisoojuste suhe ( = ).
Vorrandi (13*1) diferentseerimise tulemusena saame

P =—~£-dV
Beega
dlbep

ning plkllalned levivad gaasis kiirusega

13.1 . Dopplerl efekt

Eksperiment nditab, et iga kord, kui heliallikas ja vas-
tuvotja liiguvad teineteise suhtes (l&henevad vdi kaugene-
vad), on vastuvbetud heli vastavalt suurema vOi vaiksema
sagedusega kui see, mille heliallikas vaija saadab. Seda
nahtust tuntakse Doppleri* efekti nime all, kes nahtust
teoreetiliselt pbhjendas.

Lilkugu heliallikas Jh , mille vOnkeperiood on 7%, ja
vastuvotja ~ (kOrv),modda sirget MN (joon. 13*1)ning
olgu nende kiirused vastavalt V ja V'l . Olgu ajamomen-

dil *0 allikas punktis . Sellel momendil alli-
kast véljasaadetud helllaine levib sirge N[ suunas ning
ajamomendil JOuab vastuvotjani, mis sel momendil on
punktis ~ (lainefront )-

Seega &t e AUHc ( 40 tahistab haale levimise kii-
rust) .
a Perioodi 71 vorra hiljem on heliallikas punktis @
(-fipb s VT') ning saadab véalja jargmise laine. Vastuvdtja,
liikudes ise kiirusega X"/, votab selle laine vastu aja-

* Doppler, Christin (1803-1853)» austria fulsik ja mate-
maatik.
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(8) /gy

Soon, "13S!-

momendil 'b+ T' (kusjuures 'T T1), olles ise punktis
X/ ( M K'=1flrr). Seega on heli levimise aeg <&4—r—T
ning selle ulatus * (b —tT —P).

Sama arutluse vdiksime korrata, alates punktidest *
ja Vv ™ Tulemusena selgub, et vastuvdtja saab heliaistin-
gud perioodiga Tl , kuigi allikas saadab valja laineid
perioodiga T7.

Joonise 13:1 alusel v@ime kirjutada:

ehk
/fV=
ning
-z y-V-T +-U.(-t h fT—r)
Siit
T'(n-1) (13.3)
ning sageduste kaudu
?"_ H-V-
- 13.3
] n ( )
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Saadad seos on vaga Uldine, ta en rakendatav kdigil vdi-
malikel juhtudel tingiauael, et * ja V'1 algebralised
vaartused on voetud, lugedes positiivseks suunaks heli le-
vimise sauna (heliallikalt vastuvdétja poole). Sel tingimu-
sel on 'Uy alati positiivne.

Tuletatud seosed (13*3) ja 13*3") kehtivad ka sel juhul,
kui heliallika ja vastuvdtja liikumise sihid ei Ghti. Nii-
sugust olukorda kirjeldab joonis 13*2, kus heliallikas lii-
gub mooda sirget MJV ning vastuvdtja modda sirget M1/

Joonis 13*2.

Jooniselt 13*2 loeme

Oletame, et vastuvdtja on allikast killalt kaugel ning
et kiirused ja 'V” on helikiirusegaﬁgqrreldes'kUIIaIt
vdikesed, see tahendab, et tee I6igud V J ja / on
palju luhemad kui 'U-b . Niisugusel juhul moodustavad 8K
ja 4 vaga vaikese nurga ning neid voib lugeda paral-
leelseteks. Seega
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+te(—k+im —Tr'r'c’bl.f

Tahistanud kiiruste &~ ja V'* projektsioonid ™ sau-
nale 'W' ja ro'l:

ifC&iali =

V-"csttoi*—
Saaae
TFit—tv") = T(u—-ur); (13.4)

s.o. varem tuletatud seoae (13.3), koe tegelikud Kkiirused
- ja T >on asendatud radiaalsete kiirustega t/" ja
, aille algebralised vaartused peab vdtma samal tin-
gimusel, s.o. lugedes positiivseks suunda allikas - vastu-
votja. * r -
Vorreldes valemeid (13*3) ja (13.4) peab tegema veel ihe
olulise méarkuse.
Talea (13*3) médarab helisédgeduse auutuse aistehes /A/m
ja V'l vaartuste korral. Kui 1t ja V~Ff on ajas auutu-
aatud suurused (kumbki liikumine Uhtlane sirgliikumine), on

sageduste suhe samuti konstantne, s.o. vastuvltja

"kuuleb”’pidevalt sama kérgusega heli. f
Teisel juhal mé&&rab valem (13*4) sageduste suhte

igal ajamomendil. Et aga -fr ja trajektoorid on erine-

vad, siis suhe ~/V muutub ajas ka sel juhul, kui mdlemad

liikumised on Ghtlased sirgliikumised ( ja kons-

tantsed) ; vastuvdtja "kuuleb"™ ajas muutuva kdrgusega hell.

13»2. Haale tajumine

Kérvaga kuuldavad vOnkumised (haaled) jagunevad miiradeks
ja helideks. Mira p6hjustavad vBnkumised, mille sagedus,amp-
lituud ja faas kiiresti ning korraparatult muutuvad. Helide
puhul on tegemist korrapédraste perioodiliste vdnkumistega.
Harmooniline vdnkumine annab lihtheli ehk tooni.
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Selleks et hell oleks kuuldav, el piisa tema kuuluvusest
sageduste vahemikku ~2.0000 . ta peab olama veel kul-
lalt tugev, s.o. tema intensiivsus (tugevus) peab (letama
teatud m-Hnimiimi (&rrituslave), mille vaartus sdltub sage-
dusest. Eksperiment nditab, et inimkdrv on kdige tundlikum
sagedustele /1000-3000 , hing on teada, et 4000)f% pu-
hul, mis on vdetud normaalségeduseks, on lavi Oo= 4042]Vm *
Peale tugevuse miinimumvddrtuse piirab kuuldavuse piirkon-
da dlevalt poolt selle maksimumvdartus (normaalsagedusel
4000//ar Yma 40 v~ ), millest tugevamad hadled teevad
kérvale haiget ning pole enam tajutavad h&ilena. Seega ta-
jub kdrv haali, mille tugevused vdivad erineda kuni 401
korda.

KOrv eraldab helisid kdrguse, tambri ja valjuse jargi.
Heli kdrguse md&rab tema pbhitooni sagedus, sellega kaasne-
vad uUlemtoonid (nditeks muusikariistade puhul pBhitooni tdis-
kordsed) madravad heli témbri ehk kéla ning valjus on sub-
jektiivselt tajutav hdédle tugevus ehk intensiivsus. Héaéale
tugevust mdbddetakse logaritmilise skaala abil, sest Weberi-
Fechneri seaduse kohaselt tajub inimene haa-
le tugevust vdrdeliselt energia
logaritmiga, s.o. vordeliselt tu-
gevuse logaritmiga. Kasutades haale tuge-
vuse mddduks logaritmilist skaalat, saame haale valjuse mdo-
duks lineaarse skaala, selle mdotiuhikuks on detsibell
mis maaratakse normaalsageduse korral valemiga

V %X’

kus on h&éle valjus detsibellides,
O - méaratava haale tugevus,
JO - kuuldavuse lavele vastav hadle tugevus.
Seega on kuuldavuse ulatus J2>0 normaalsagedusel .

Suvalise sagedusega hdale valjust vorreldakse normaaltoo-
ni valjusega ning juhul, kui need valjused on kérvale vérd-
sed, on selle h&ale valjus, avaldatud foonides, arvuliselt
vordne normaaltooni valjusega detsibellides.
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/ 13.3. Keelte vonkunine

Keeleks nimetatakse kahe kinni-
tuspunkti vahele pingul et dmmatud
thtlase ristldikega elastset ke-
ha, mille pikkus on palju suurenm
tema ristlOike modtudest (kdige sagedar
mini peenike metallniit - traat).

Kui pingutatud keele iUks punkt viia valja tasakaaluasen-
dist, siis ta hakkab vonkuma ning médda keelt levib ristlai-
ne. Selle laine peegeldumisel traadi otspunktidelt tekivad
tihesugused vastassuunalised lained ja nende liitumise tule-
museks on seisvad lained, mille sdlmed peaksid asuma kaugu-
sel — Uksteisest iga sageduse korral. Kuid tegelikult
see nii ei ole, sest igal pingutatud keelel on kaks kindlaks-
méaratud s6lme - need on tema kinnitatud otspunktid. Seepé-
rast osutub vdimalikuks ainult niisuguste korrapadraste seis-
vate lainete tekkimine, mis rahuldavad tingimust

L - , (13.6)

kus J_ on keele pikkus,
hy - mingi taisarv (1, 2, 3 ...).

Tahistanud laine levimise kiiruse keeles tdhega BO ning
vOnkumiste sageduse tahega 'J , vB8ime kirjutada

n-Ff

ning

kust

N=rV'TL (137
Saadud valem m&arab kdik sagedused, mille puhul keeles
tekivad korraparased seisvad lained.
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Kui WM, —£ , saame nn. pdhisageduse (esimese harmooni-

lise)
9 - A
*= 2L
mille korral keeles tekib Uhe paisuga seisev laine (joon.
13*3).
Joon. 13:3.
Kui Yb— , tekib kahe paisuga seisev laine - teine har-

mooniline (joon. 13:4) sagedusega

Joon. 13:4.

Keeles tekkivad korrapdrased seisvad lained kujutavad en-
dast selle keele mitmesuguseid omav8nkumisi, mille sagedused
on selle keele omavonkesagedused.

Sagedustel, mis ei rahulda seost P - ~A~ Zkorraparase”®
seisvaid laineid ei teki.

Analoogiliselt keeltega vbivad tekkida seisvad lained ka
mitmesugustes membraanides, plaatides, varrastes, kellades,
Ohusammastes jms. Kdikidel juhtudel on need antud keha oma-
vOnkumised.
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13*4. Laine ley*gMse kiirus keeles

Laine levimisel mddda keelt liigub selle laine hari m6o-
da keelt kiirusega lo (jJoon. 13*5)» Seda protsessi  Vvdib

Joon. 13*5-

vaadelda kui vastupidist, s.o. keele liikumist kiirusega 46
1&bi laineharjale vastava kd8veruse lainele vastassuunas.

Olgu keele joontihedus ~ , teda pingutav joud T ,lai-
neharja kOverusraadius £ . Niisugusel juhul keele element
pikkusega ds ning massiga c/W = cJS [liigub kiiruse-
ga bo médda kaart raadiusega (Z . Selleks vajalik tsentri-
petaaljdud

ctm 'y
£
Selle jou tekitab keelt pingutav joud 71
T=ZT )b £Totu
Niisiis
vyh R ZJol
Ks
ning

(13.8)
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s.o. laine levimise kiirus keeles on vdrdeline ruutjuurega
keelt pingutavast joust ning podrdvoérdeline ruutjuurega te-
ma joontihedusest.

Valemist (13.7) saab arvutada ka keele omavdnkesagedused

kus Yb on endiselt mingi taisarv: Yb —1, 2, 3 eee

13.5. 6husammaste vonkumine viledes

Viled jagunevad kahte liiki: kinnise otsaga (kinnised)
ja lahtise otsaga (lahtised) torud.

Joon. 13:6.

1) Kui kinnise pdhjaga toru otsa paigutada mingi vdnkuv
keha (joonisel 13:6 on toru otsas 3 selleks floodi huu-
lik), levivad pikilained mééda toru kuni selle pdéhjani —h
ning peegelduvad sealt tagasi. Nii tekivad torus seisvad
lained, kusjuures toru pdhjas -+ on alati s6Im ning lah-
tises otsas S> pais. Joonisel 13*7 on kujutatud kolm konk-
reetset seisvat lainet, nendest esimene (a) mdarab nn. pdhi-
tooni, mille lainepikkus Xo = , kus <£ téahistab
toru pikkust. Tekkiva heli pOhisagedus on siis

= * (13-10)

kus C on haale levimise kiirus, (6) ja (C) kujutavad
kahe tlemtooni tekkimise juhtu, helisagedused on siin vas-
tavalt
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Joon. *13*7»
(1): 14— 3b,
(€):  ~2=5"P»
tldkujul

9= (2.K-hi)-?9, 1C-0,4,2,3;,,. (13.11)

Nii tekib vastava tambriga heli, mille kdrguse maarab
V>0.

2) Lahtises torus tekkivad seisvad lained on kujutatud
joonisel 13:8, kus laine (b pikkusega Xc—&£ maarab

A 3

Joon. 13:8.

péhitooni sagedusega



]
37-27- 4P
ning (3) ja (C) kujutavad kahe vdimaliku tlemtooni tek-
kimistt

(é): Jj —& po,

(c): R 32

ehk tldkujul
K—41'G = (13.13)

tilesanne 13-1.

Haalelained levivad hapnikus normaaltlngimustes kiiruse-
ga MO=54?-W e Maarata nendest andmetest hapniku eri-
soojuste suhe 3G A .

Lahendus.

Haale (pikilainete) levimise kiirus gaasis normaaltingi-
mustes (13.2):

ft
kus
0= J-60 = 'KO,
S'=43 -40 kgW - elavhdbeda tihedus,
470 v = O
?  coo
Z4 — 3% KQ' Kwmnoo{~'t uhe kilomooli hapniku
A massy
(00— *moof _ 07g kilomooli gaasi
ruumala normaal tingi-
mustes.
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Seega
/ 9C&E£ Xo <0
=/

siit

io bo
514— k) 242 3Z XE.xkynooC~*
—4083Kg m~* 3-%&4 rysd2®,Bbvb ZZ'4 htsKy~ooe'' 1

= 42—
tJlesanne 13-2.

a) Kui pika aja jooksul levib pikilaine £ =30hipikku-
se koridori Uhest otsast teise, kui koridor on taidetud kui-
va Ohuga normaaltingimustes ( =fib, ~, = 0°C )?

b) Kuidas muutub vastus, kui tésta koridoris oleva Ohu
temperatuuri vorra?

Lahendus.

a) Pikilained levivad gaasis kiirusega (13»2):

Antud juhul on tegemist kahe kaheaatomilise gaasi seguga:
"Sj ja (teised komponendid esinevad tahtsusetult va
kestes hulkades), seega on molekulide vabadusastmete arv
U —5- ning

6hu roéhk

elavhdbeda tihedus 0—43,6"JO
elavhObedasamba kdrgus =
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6hu tihedus Q - 90— , kus the "kilomooli" ohu mass
/14 —2-22 (arvutatud lahtudes lammastiku ja
hapniku vahekorrast 4:1 Shus),

Ghe kilomooli gaasi ruumala normaaltingimustes
*

3
°0—ZZ'H ** Knwo?'
Seega haale levimise kiirus Shus normaal -fcingiurstim

fai LL'|4nO °Jo
J 4% 4Z,G' 4o0b” Uim tty
~—y 2gtg KX coB"1l

-33Z

Laine levimise aeg koridoris

= A = °~ —— =CtOj05-d
Ve  diZmi-'f IEO? .

b) Temperatuuril —°G on 5hu tihedus (p = )*
Q—- &
kus Y l=h«er
*= - n4
Seega

t-/brtdA1 2k zz*
Laine levimise aeg

j= y " Ofilozi
d4+°ct = =
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- - - . - - - 7y ~
Niisiis vaheneb laine levimise aeg 3*40 vorra.

Ulesanne 13-3.

£ — %t pikkuse keele, mille joontihedus f —45%C¥ * *
POhisagedus = J1 < J . Maarata keelt pingutav joud T .

Lahendus.
Keele pdhisagedus vastab sel-
N " -4 le vBnkumisele (he paisuga
(Joon. 13*9), seega on lainepik-

- ——kus

Joon. 13*9.
Laine levimise kiirus keeles

ic= IE]—
A
Seega seosest
o - Jh?

saame

T =UezfcZ U- —
= V- Uf z-45-40*40Z IEjAF 9,6 */

ilesanne 13-4.

Terastraat pikkusega £= 20ht ning labimdddu-
ga cL —05»nt on pingutatud jouga 77 = JOKQ .

a) Kui pika aja jooksul levib ristlaine traadi Uhest ot-
sast teise?

b) Kui traadi otspunkt - on ristlainete allikaks sage-
dusega "P- 2 Hb , milline on siis traadis leviva laine pik-
kus?

c) Millise vaartuse peab saama sagedus, et kaks traadi
punkti vahemaaga A& = 2/m vOnguksid vastasfaasides?
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Lahendus (joon. 13*10).

Joon. 13*10.

a) Histlaine levimise kiirus pingutatud traadis

kus traadi joontihedus

(terase tihedus 2= KaW3 )*
Laine levimise aeg traadi ulatuses

20*».5-40 \ JK—-31g-10*K2 S
_ 205 AOMNJK-3gA0K2>rS - o X

&

b) Lainepikkus

=- - £ - ZO0Kb-—— == A L

N 9 4 E] WiSbz*'* = =

¢) Tingimuseks, et kaugusel A€=% nt= Uksteisest asuvad
punktid vénguvad vastasfaasides, on

W - [AC I
kus 1b=42Z3,

Siit jargneb
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Ulesanne 13-5.

Kahest otsast kinnitatud. £ ="37A& pikkuses pingutatud
terastraadis tekitatakse elektromagneti ahil, mis paikneb A
kaugusel traadi lihest otsast ning avaldab traadile ~ ~0S
tdmmet sekundis, UVJ=3 paisuga seisev laine.

a) Maarata traadi pinge, kui tema labimddt ct —0,ISyp<

b) Sagedust suurendatakse 4% O vorra. Kuidas peab muutma
traadi pikkust, et taastada eelmine olukord?

c) Kdrvaldanud elektromagneti, puudutatakse traati ker-
gelt tema keskpunktis. Milline on niid madalaim vdimalik von-
kesagedus?

a)
Joon. 13*11.

Seisva laine pikkus

laine levimise kiirus traadis (13.8)

ning traadi joontihedus

kus terase tihedus K3t .

Et it- » SIS
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«-VF

ning

9
Pinge traadis
0 m _ k?iz®
. W2 q
-0
s k*t-4QS n

b) Uus sagedus
$'=~(4+ 0,000

Ulejdanud tingimused jaavad endisteks, s.o.

T=r, -n .« , U':U,,
jarelikult
aV - A p
Kt %r' , Siis
3 r >
kust
ning
QN NE 3C ofg \
C=-yr = Yrvopon) - ™M y

Niisiis tuleb traadi pikkust vahendada / %00 vérra.
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Joon. 13*12.
Seisva laine pikkus on niud
v =St

ning p5hiségedus
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