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Kinnitatud Puusika-Keemiateaduskonna noukogus 

15. detsembril 1972.

Käesolev Õppevahend on mõeldud Tartu Riikliku ülikooli 

Füüsika-Keemiateaduakonna füüsikaosakonna, eriti aga selle 

osakonna pedagoogilise haru I kursuse üliõpilastele, kuid 

seda võivad kasutada ka teiste kõrgemate koolide füüsika- 

osakondade ja tehniliste harude üliõpilased.

Töd sisu ja ülesehitus vastavad füüsika erialale kehtes­

tatud üldfüüsika programmile. Õppevahend sisaldab suhteli­

selt konspektiivselt esitatud teoreetilist materjali ning 

on illustreeritud lahendatud näidisüleeannetega, mis on 

paigutatud iga peatüki lõppu.

Koostaja avaldab tänu dots. 0. Seemanile ja dots. A.Pae- 

le kriitiliste märkuste ja näpunäidete eest, mis on toos 

arvesse voetud.
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1. AINEPUNKTI KINEMAATIKA

Ainepunkt. Looduses ja praktikas esinevad kehad on lii­

ga keerukad ja mitmekesised. Üldjuhul ühe reaalse keha lii­

kudes el liigu kõik tema punktid identselt, seega on tege­

mist paljude erinevate liikumistega korraga. Et liikumise 

kirjeldus muutuks lihtaamaks, vaadeldakse mehaanikas 

a i n e p u n k t i  liikumist, mõistes selle all p u n k ­

t i ,  m i l l e s s e  k u j u t l e m e  k o o n d u n u -  

n a  k o g u  k e h a  a i n e .  Seega puuduvad niisugusel 

kujutletaval kehal kuju ja mõõtmed ning tema asukoha mää­

ramine ja liikumise kirjeldamine taanduvad geomeetrilise 

punkti asukoha ja selle liikumise kirjeldamisele. Aine­

punktina võib vaadelda iga keha, mille mÕÕtmed on kaduvväi­

kesed, võrreldes tema liikumise ulatusega antud probleemi 

seisukohalt. Nii võib vaadelda Maad ainepunktina tema lii­

kumises ümber Päikese ning on täiesti arusaadav, et seda 

ei saa teha juhul, kui on kõne all maakera ööpäevane pöör­

lemine ümber tema telje.

Taustsüsteem. Mehaanika põhimõisteks on l i i k u m i ­

n e ,  s.o. k e h a  ü m b e r p a i k n e m i n e  t e i s ­

t e  k e h a d e  s u h t e s .  Ainult niisugusel - suhteli­

sel liikumisel - ongi mõte. Keha absoluutne liikumine on 

mõttetu, kuna ei eksisteeri absoluutset ruumi, milles saaks 

vaadelda kehade absoluutset liikumist. K e h a  v Õ i 

k e h a d e  s ü s t e e m i ,  m i d a  t i n g l i k u l t  

l o e t a k s e  l i i k u m a t u k s  n i n g  m i l l e
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s u h t e s  y a a d e l d a k s e  l i i k u m i s t ,  n i ­

m e t a t a k s e  t a u s t s ü s t e e m i k s .

Taustsüsteemi võib valida suvaliselt, seega liigub sama 

keha erinevate taustsüsteemide suhtes erinevalt. KÕik või­

malikud taustsüsteemid on võrdõiguslikud, kuld füüsikalised 

nähtused kulgevad erinevates süsteemides erinevalt, seepä­

rast on loomulik valida niisugune süsteem, milles nähtuste 

kirjeldus oleks võimalikult lihtne. K u i  ü k s  k e h a  

o n  t e i s t e s t  k e h a d e s t  n i i  k a u g e l ,  

e t  n e n d e  m õ j u  t e m a l e  o n  k a d u v v ä i ­

k e  n i n g  v õ i b  j ä ä d a  a r v e s t a m a t a ,  

n i m e t a t a k s e  s e d a  k e h a  v a b a l t  l i i ­

k u v a k s .  Ka vaba liikumine on erinevates süsteemides 

erinev. Kui valida taustsüsteemiks vabalt liikuva kehaga 

seotud süsteem, siis niisuguses süsteemis on teiste vabalt 

liikuvate kehade liikumine ühtlane ja sirgjooneline. Viima­

ne väide kannab nimetust inertsiseadus ning selle formulee­

ris esmakordselt Galilei*. V a b a l t  l i i k u v a  k e ­

h a g a  s e o t u d  t a u s t s ü s t e e m i  n i m e ­

t a t a k s e  i n e r t s i a a l s e k s .  Iga süsteem, 

mis liigub inertsiaalsüsteemi suhtes ühtlaselt ja sirgjoo­

neliselt, on samuti inertsiaalne.

F ü ü s i k a l i s e d  n ä h t u s e d  k u l g e ­

v a d  k õ i k i d e s  i n e r t s i a a l a ü s t e e -  

m i d e s  ü h t e m o o d i .  Seda väidet nimetatakse lii­

kumise relatiivsuse printsiibiks.

Et füüsikaliste nähtuste kirjeldused kõikides inertsi- 

aalsüsteemides on ühesugused, on loomulik valida taust­

süsteemiks inertsiaalsüsteem.

Praktiliselt on füüsikas kasutatavad taustsüsteemid 

(näiteks Maaga seotud süsteem) ainult ligikaudu inertsiaal- 

sed.

Trajektoor. T r a j e k t o o r  o n  j o o n ,  m i l l e  

m o o d u s t a v a d  r u u m i p u n k t i d ,  m i s  

k e h a  o m a  l i i k u m i s e l  o n  l ä b i n u d .

* Galileo Galilei , itaalia füüsik ja astronoom.
V
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Trajektoori kuju järgi liigitatakse liikumised sirg- ja 

kõverliikumisteks. KÕverjooneline trajektoor võib olla ta- 

sepirmaline (uisu mingi konkreetse punkti jälg jääl) või 

ruumiline (lennuki propelleritiiva otsa trajektoor).

LiikumisvÕrrand. Liikugu keha M mingil trajektooril 

fC) (joon. 1 :1). St määrata selle keha asukoht kõveral 

(C ) antud momendil (ajas), on tarvis fikseerida:

a) lähtemoment, millest alates loetakse keha M  lii­

kumise aega ~b . Selle lähtemomendi suhtes hilisemad aja- 

momendid avalduvad positiivsete ning varasemad negatiivse­

te arvudena;

b) lähtepunkt О kõveral (С ) у millest alates mõõde­

takse keha M  poolt läbitud tee pikkust. Valinud liiku­

mise positiivse suuna ning märkinud selle noolega, saame 

määrata keha asukoha trajektooril ( С ) kaare O M  — S 

pikkusega, mis osutub nagu aegki algebraliseks suuruseks, 

olles positiivne, kui ta on mõõdetud punktist О posi­

tiivses suunas, ning negatiivne sellega vastassuunas. 

N i m e t a m e  s u u r u s t  $ a b s t s i s s i k s .

Kirjeldada liikumist tähendab nüüd viia vastavusse al­

gebraline suurus ~b , mis väljendab liikumise aega, samu­

ti algebralise suurusega S , mis tähendab keha poolt 

läbitud tee pikkust, arvates lähtepunktist 0 , või tee 

pikkust, mis kehal on jäänud läbida enne punkti ^ . N i i ­

s u g u s t  v a s t a v u s t  v ä l j e n d a v a t  ma ­

t e m a a t i l i s t  s e o s t

Joon. 1:1.
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n i m e t a t a k s e  l i i k u m i s v Õ r r a n d i k s .

Positiivse suuna trajektooril võime valida suvaliselt, 

kuigi on loomulik, et see suund ühtiks keha liikumise suu­

naga. Samuti võib täiesti suvaliselt valida lähtepunkti О .

Ka lähtemomendi valik võib olla suvaline, kuid arvutuste 

lihtsustamise eesmärgil on otstarbekohane valida lähtemomen- 

diks ajamoment, mil keha läbib trajektoori lähtepunkti 0 . 

Niisugusel juhul võiks öelda, et lähtepunkt ja lähtemoment 

ühtivad.

1.1. SirRliikumine

Kiirusvektor. 1) Keskmine kiirus. Olgu sirgjoonelisel 

trajektooril ( С ) liikuv keha Oi ajamomendil ko­

has M /) ning ajamomendil ~b» kohas /% _  (joon. 1 :2).

Joon. 1:2.

Abstsissid on vastavalt S/j ja Sx • Teelõik

on läbitud ajavahemikus ~t% — ^ . K e s k m i n e  k i i

r u s  t e e l õ i g u l  M 4 ( a j a v a h e m i k u s

*9, - )

-to - -t ',
1TK -V - (1 .1 )
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2) Kiirus antud punktis (antud ajamomendil). Olgu S ja 

S + Ä S  sirgjoonelisel trajektooril ( Q) liikuva keha 

/V abstsissid ajamomentidel -fr ja -tr+Art (joon. 1 *3).

Joon. 1s3.

Keskmine kiirus teelõigul AS

лу — A S 
V K - ~rr A-t

fofc- (seega ka 4 5  ) vähenedes keskmine kiirus lähe­

neb kiirusele punktis /2 / .  K i i r u s e  t õ e l i n e  

v ä ä r t u s  p u n k t i s

(1 .2)

Et liikumine on suunatud protsess, tuleb AS  vaadel­

da kui ajavahemikule Art vastavat nihkevektorit AS 

(joon. 1 :4 ).
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Kiirused ja '0 ' on nihkevektoriga samasuunalised

vektorid*

Kiiruse $  ̂ -ühikuks on Ун 4 * • Üldiselt võib kiiruse 

mõõtühikuna kasutada mistahes pikkus- ja ajaühikute analoo­

gilist kombinatsiooni* ICw 4х~*} С>уи % miil - sõlm =

* 1852 hiiC\ ...
Kui 'It' - Coturfr , on liikumine ühtlane ning liikumis- 

yõrrand

S =  S0 +  V t , (1 .3)

kus So on keha poolt enne aja lugemise algust läbitud 

tee pikkus.

Klirendusvektor. 1) Keskmine kiirendus. Olgu ^  ja 

kiirused, millega labib keha M  , liikudes mööda sir­

get (C ) » punktid ja ajamomentidel ~t4 ja 

(joon. 1 *5).

Joon. 1*5.

Kiiruse muutumist teelõigul (ajavahemikus -* 7^ )

iseloomustab k e s k m i n e  k i i r e n d u s *



2) Kiirendas antud punktis 6antud ajamomendil). Olga V* 

ja V ' h v ~  sirgel (C ) liikuva keha kiirused punktides 

fr] ja ftj/ ajamomentidel vastavalt t  ja ~t+Art{ joon.1 s6).

Kiirendus on samuti kui kiiruski vektoriline suuras.Sirg- 

liikumisel ühtib kiirendusvektori suund, kiirusvektori

<\У suunaga (kiirenduse väärtus on seejuures positiivne) 

kiiruse kasvades ning on sellega vastupidine (kiirenduse 

väärtus negatiivne) kiiruse kahanedes. Vt. joon. 1:7» kae 

lj-ft = fr ning Hfl ' =  ЧУ* •

Kiirenduse £  У -ühikuks on . Samuti võib kiiren­

duse mõõtühikuna kasutada mistahes pikkus- ning ajaühikute 

analoogilist kombinatsiooni: k.ht4)~'L , ...

Kui CL =  Cofvî t , on liikumine ühtlaselt kiirenev ning

Joon. 1:6.

Keskmine kiirendus teelõigul fliAf' (ajavahemikus A t  )

(1.4)

ning kiirendus punktis M  (ajamomendil )

_  SCfw Av* cL d l S 
At cL-Ь

(1.5)

( 1 . 6)
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kus 'O'o on algmomendlle vastav kitrus (algkiirus), ja

2 =  So +  Vb-t ( 1 -7)

kus Bc on algmomendlle vastav kohavektor.

Kehade vaba langemine Haa raskus väi Jas on ligikaudu üht­

laselt kiirenev liikumine kiirendusega ^  =  9^ 4

1.2. KSverliikumine

Antud trajektooril (C  ) liikuva keha (ainepunkti) M  

asukoht lähtepunkti 0 suhtes igal ajamomendil -t on 

määratud kaare O M  (abstsissi S  ) algebralise väärtuse­

ga (joon. 1 :8).
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Kui on teada sõltuvas S*=<f?(-b) , s.o. liikimisvõrrand, oe 

liikumine sellega täielikult määratud.

Klirusvektor. 1 ) Keskmine kiirus. Olgu trajektooril(C) 
liikuva keha asukohad ajemomentidel -fc4 ja •£, vasta­

valt ja (joon. 1 :9).

(C)

N i m e t a m e  v e k t o r i t  012. n i h k e v e k -  

t o r i k s  n i n g  s e l l e  s u h e t  a j a v a h e ­

m i k u g a  ■ix-'t'i k e s k m i s e k s  k i i r u ­

s e k s  a n t u d  t e e l õ i g u l  (antud ajavahemi­

kul):

£  d .e )

Seega on keskmise kiiruse suunaks teelõigule Mjflfz. vas­

tava kÕÕlu 01 2. suund.

2) Kiirus antud punktis (antud ajamomendil). Liikugu 

keha antud trajektooril ( С ) ning läbigu ajamomentidel 

-k ja -t-hört vastavalt punktid M  ja fl1 f (joon.1 :10) 

Keskmine kiirus ajavahemiku jaoks

-f
Vk &-t
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Joon. 1:10.

on suunatud mööda kÕÕlu (vektorit) Р1ГЧ' . Ajavahemiku 

tyb vähenedes läheneb punkt fll1 punktile

И  ning kÕÕlust f4Mf saab piirasendis puutuja. Seega 

on kiirusvektor 'V' punktis M  suunatud mööda trajektoo­

ri puutujat liikumise suunas. Kiiruse algebraline väärtus

(1.9)
ait

Kui /̂ ~=̂ C4nco~tr , on liikumine ühtlane ning selle võr­

randiks

S — So +  i r t ;  (1.10)

kus S0 on keha poolt enne aja lugemise algust läbitud 

tee pikkus.

Kllrendusvektor. 1) Keskmine kiirendus. KÕverliikumise 

üldjuhul võib kiirus muutuda mitte ainult suuruse, vaid ka 

sihi ja suuna poolest (joon. 1:11). (Sirgliikumises jääb 

kiirenduse siht alati samaks.) Ka niisugusel juhul iseloo­

mustatakse kiiruse muutumist kiirendusega.

Keskmine kiirendus teelõigul г. (ajavahemikus

±2-£f >

к —  ~~7 ~T ( 1 . 11)
— "Vi
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2) Kiir endue antud punktis (antud, ajamomendil). Kui 

Д-t -^o , siis -rlr ja (ZK-*> ^  (joon. 1:12). Vek­

tori £  suund ja suurus sõltuvad konkreetselt vaadeldava 

liikumise iseloomust.

3) Kiirenduse tan^entsiaal- ja normaalkomponent. Teosta­

me vektorite V ' ja V" lahutamise, kandnud vektori V f 

punkti M  (joon. 1:13). V e k t o r i kaheks kompo­

nendiks, millest üks on vektoriga samasihiline ning mille
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saurus / AW4 j — / . Seega on lahutatud kaheks kom­

ponendiks ka keskmine kiirendas:

_  &V4 AVi

« ~ л-t + 6-t >

0̂  — Cbm ~f~ &кг.

Punkti Oi* lähenedes punktile 01 jääb &44 kogu aeg 

samasuunaliseks ning piirväärtusena annab <Я̂_— k i i r e n ­

d u s e  t a n g e n t s i a a l k o m p o n e n d i ,  mi l -
v

l e  s u u r u s

a * - ^ E  c - « )

n i n g  m i s  i s e l o o m u s t a b  k i i r u s e  

s u u r u s e  m u u t u m i s t .  Keskmise kiirenduse tei­

ne komponent ^ < 2. samal ajal muudab oma suunda ning piir- 

asendis on suunatud mööda trajektoori normaali punktis /V . 

See on kiirenduse normaalkomponent Со*,. Viimase suuruse

Joon. 1:13»

saame, vaadeldes samaseid kolmnurki, mille moodustavad 

punktidesse Oi/ ja Oi tõmmatud kÕverusraadiused /0 ja 

teelõik M A l'^A S  ning vektorid ^  If+AÜ} ja At^ .
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Võime kirjutada:

—  =. АЛ
V  fl

,, ehk
V*

M . o
A~t ^  A~t ‘

Siit f lähenedes M  -le -* o) :

Сиру? & Cistvt 4 S p' /

3»

а H .___Xh.

V  ~ R.
дл О

kust (1.13)

K i i r e n d u s e  n o r m a a l k o m p o n e n t

i s e l o o m u s t a b  k i i r u s e  m u u t u ­

m i s t  s u u n a  p o o l e s t .

Kogukiirenduse suurus

& = >/<z*t & a  (1.14)

ning selle nurk liikumise suunaga

U  =  &гс-6а*и —  ( 1 .15 )
CL-t
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1.3. Ringliikumine

1 ) Ühtlane r<np;iiikujnine. Ühtlasel liikumisel mööda ring­

joont säilitab keha oma kiiruse ( joonkiiruse) suuruse 'iS'

( — o ) . Niisuguse liikumise täielikuks iseloomusta­

miseks peab olema teada ja V~ ning lisaks tuleb mää­

rata veel liikumise suund (—•*■) mööda ringjoont (joon.

1:14). Antud liikumise kiirendus ^  — Со*, ning selle suu-
_  tr2- 

rus CL„ - .

Joonkiiru.se V ' asemel 

vÖib ühtlast ringiiikumist 

iseloomustada nurkkiirusega 

Oö , millega pöörleb möö­

da ringjoont liikuva punkti 

M  raadiusvektor ^  

Nurkkiirus cü on aksiaal- 

vektor, mille moodul

Joon. 1:14.

2.1C
(1.16)

kus - t i i r l e m i s p e r i o o d  - o n  a j a ­

v a h e m i k ,  m i l l e  k e s t e l  p u n k t  t e e b  

ü h e  t ä i s t i i r u .  Vektori cO suund mööda trajek­

toori telge määratakse parema käe kruvi reegli järgi (joo­

nisel 1:14 on see punktis 0  risti ringjoone taaapinna- 

ga).

Nurkkiiruse cü ühikuks on ehk <3~i . Kasu­

tades nurkkiirust, piisab liikumise täielikuks iseloomusta­

miseks kahest suurusest ja oü .

Vaadeldes kolme suurust ŽO , ja , näeme,

et

V =  oõ R, (1.17)
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ning

’ (1.17*)

s.o. et vektor V' on vektorite ja 2̂ vektorkorru-

tis.

Ühtlase ringliikumise korral kirjutame liikumisvÕrrandl 

samuti kui ühtlase sirgliikumise puhul (1 . 3)?

S =  So + v b  (1.18)

Analoogilise liikumisvõrrandi võime kirjutada, kasuta­

des punkti M  raadiusvektori R, pöördenurka Cp * 

ja selle pöörlemise nurkkiirust со :

(p =  q? +  co-t, (1.19)

kus on nurk, mille vörra on R, pöördunud enne aja-

lugemise algust.

Võrrandi (1.19) võib kirjutada ka algebralisel kujul

cp= 4- co-t9 (1 .19*)

p* ->•

kus vektorite ^  ja cO kaks võimalikku suunda arves­

tatakse pluss- või miinusmärgiga.

2) ühtlaselt kiirenev ringlilkuaine on liikumine mööda 

ringjoont jääva tangentsiaalkiirendusega CL-t — zcrnir . Hii- 

suguse liikumise täielikuks iseloomustamiseks peab teadma 

trajektoori raadiust , liikumise algkiirust (ajamomen­

dil null) ning tangentsiaalkiirenduse &-t algeb­

ralist väärtust. Teises variandis võib esitada tuntud suu­

rustena trajektoori raadiuse fL , nurkkiiruse algväär­

tuse cõ0 ning raadiusvektori R, pöörlemise nurkkii- 

renduse £ . <£ on a k s i a a l v e k t o r ,  m i l ­

l e  a l g e b r a l i n e  v ä ä r t u s  £ =  j a
cOt

* Analoogiliselt nurkkiirusega oo vaadeldakse pöörde­
nurka '(f kui aksiaalvektorit.

- 17 -
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s u u n d  ü h t i b  oü s u u n a g a  ▼ i i *  а в • 

k a e r a d e s  n i n g  o n  e e l l e g a  v a s t u  

p i 4 i n в n a r k k i i r a s e  k a h a n e d e s  

(joonisel 1:15 vastavalt (Z* ja @ )•

Joon. 1:15»

Horkkii_rendu.se 0  Sf -ühikuks on cf. 4 ^ehk i  *' .

Liikoalsvõrrandi kaks varianti antud liikumise korral on

/ CL'b̂ '
S -  Se-h Vo-b + -j— (1.20)

ning

£ =  (f0 +  cO-b -h (1 .20')

Kiirus (või nurkkiirue) antud ajamomendil -t avaldub 

järgmiselt:

=Vb +- ОЛ  (1 .21)

ning

co =  oOo + £ (1 .2 1 ')
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Oleaaane 1 ^ .

Trammivagun hakkab liikuma mõõda sirget teed konstantse 

kiirendusega CL — 0,5 'Уу\4~ \ a) Kui palju aega kulub tal 

esimese ja kümnenda meetri läbimiseks? b) Määrata vaguni 

liikumiskiirus kummagi eespool mainitud teelõigu lõpus.

Lahendus.

ühtlaselt kiireneva liikumise kiirus ja läbitud tee 

pikkus avalduvad:

a) Kui S>4 — 4ууь , siis

CL-bj
s г

ning

b) Lõppkiirused:



Ülesanne 1-2 .

üks keha visatakse maapinnalt vertikaalse algkllrusega 

1̂  =  ̂ ^  /и? 4 . Samal ajamomendil visatakse teine keha

niisama suure algkllrusega Vb vertikaalselt alla punk­

tist , mille k6rgus maapinnast on võrdne esimese keha tõusu 

maksimaalse kõrgusega •

Millisel ajamomendil -t ning kui kõrgel k, maapinnast 

need kehad kohtuvad? Määrata kummagi keha kiirused ja

kohtumise momendil.

Lahendus (joon. 1:16).

Esimese keha tõusu maksi­

maalse kõrguse määrame suhe­

test

ntüK

ja

Elimine erinud

2.
'«WK

2/
L
-»urx , saa­

me

Joon. 1:16. Kehade kiirused ning nende

poolt läbitud teepikkused suvalisel ajamomendil ~t on 

järgmised.

Esimese keha puhul

v4 =  vi -$-b ;

ning teise keha puhul

Vl = V~0 -h£b j Sz =■ Või; +-

- 20



Kohtumise momendil

S;

s.o.

-£ =  _ A ü ^ l _ L _  - 0 /12.5-4
4* %84 »4~z . —

Kohtumispunkti kõrgus maapinnast

У _о _  *>• ^  t̂ Z

b  =  ^  =  ^5“3 ^  
3Z« </,$1 M  4~z =--=

Kehade kiirused kohtumispunktis:

Ülesanne 1-3.

Ainepunkt liigub mööda sirgjoont nii, et tema kiirendus 

kasvab ühtlaselt, saavutades liikumise esimese kümne sekun­

di jooksul väärtuse ö=  5“ Ы1~2~ . Milline on selle 

punkti kiirus ja tema poolt läbitud tee pikkus

liikumise kümnenda sekundi lSpul?
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Lohend щз.

Kiirenduse sõltuvuse ajast v3ib avaldada valemiga

a  — ic-b,

kus

~ь40 4 о л
Kiirus

-b- t

V~ =  J  a(-b)cLir - J t  -tcft =  ~-

o о

nine

ъ 0 = 1г= M g -i
Z 2,

Läbitud tee pikkus
-Ь

ning

_  IC-tfc _  ^ ' ^ / o V
Ь*0 - 6 — 6 - ХЗ Э

Ülesanne 1-4.

Ainepunkt hakkab liikuma mööda ringjoont raadiusega 

R =  bО Сл*ъ nii, et tema raadiusvektori nurkkiirendus

8 .- 0 ^  4~z. Määrata selle punkti kiirus , kiiren­

dus CL ning läbitud kaare pikkus S ajamomendil

i = ^ 4  .

Lahendus. ( joon. 1:17).

Liikumise tangentsiaalkiirendus &t =  £>e

- 22 -



Joon. 1:17.

Seega kiir не ajamomendil ’t  s

^ a t-b =ed-b - ot4 4' *  y**-'

Kiirenduse normaalkomponent (1.13)

Qyir —

ning kogukiirendus

а =\ [Õ 4 +  ~Õ£ =  \[e^R4-  =

o , / % V y -2.

Vektori CL suuna vSib määrata nurgaga oL , mille 

see vektor moodustab raadiusrektori Q suunaga:

-Ь<Х~,(Ъ-<Х,) =  -^£= 

0,V4' 2 0,zs "/v z _

0,46 4-2. —
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U  — 480°— 5 Z °  = * .М 8 °

Läbitud kaare pikkus

c _  CL*-tz z f t - t 2- 0.4 '!Г 2-0 ,5 у* '  H * * -  /7ü
z - % ^ = =
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2. AINEPUNKTI DÜNAAMIKA

2.1. Dünaamika põhiseadused

JÕud. Kehade liikumine on alati tingitud nende vastas­

tikusest mõjust. Kui keha hakkab liikuma või lakkab liiku­

mast, on see alati mõne teise keha mõju tulemus sellele ke­

hale. Niisugust ühe keha mõju teisele nimetatakse jõuks. 

J Õ u d  o n  p õ h j u s ,  m i s  k u t s u b  e s i l e  

k e h a  l i i k u m i s o l e k u  m u u t u s e ,  s.o. 

t e m a  k i i r e n e v a  l i i k u m i s e .  Ka on võima­

lik jõudusid mÕÕta (võrrelda) kiirenduste kaudu, mis nad 

tekitavad antud keha puhul. Praktikas mõõdetakse jõudusid 

sageli nende poolt esilekutsutud elastsete deformatsiooni­

de kaudu.

I g a  k e h a  s ä i l i t a b  o m a  l i i k u m i s -  

o l e k u  ( p a i g a l o l e k u  v õ i  ü h t l a s e  

s i r g l l i k u m i s e )  s e n i ,  k u n i  t e m a s ­

s e  m õ j u v a d  j õ u d  s e d a  e i  m u u d a .  Eel­

nev väide on formuleeritud Newtoni* poolt esimese liikumis­

seadusena, mida sageli nimetatakse veel inertsiseaduseks, 

mõistes inertsi all kehade omadust säilitada oma olekut.

Kui üht keha mõjutada erinevate jõududega ning mÕÕta 

iga kord selle keha liikumise kiirendus!, selgub, et 

k i i r e n d u s  бГ j a  j õ u d  7  o n  s a m a ­

s u u n a l i s e d  v e k t o r i d ,  m i l l e  m o o ­

d u l i d  o n  v õ r d e l i s e  d:

'■f — Ю CL

* Ißaac Newton (1642-1727)» inglise matemaatik, füüsik ja 
filosoof.
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Vilnane Täide koos järgneva valemiga väljendab Sewtoni 

teist liikumisseadust.

Mass« VÕrdetegur IC selles valemis on vaadeldavale 

kehale omane karakteristik tH y»g on võrdeline suurusega МЪ . 

mida nimetatakse keha massiks:

# =  а'ууъа.

Seega k e h a  m a s s  o n  s u u r u s ,  m i s  i s e ­

l o o m u s t a b  s e l l e  k e h a  v a s t u p a n u  

t e m a l e  m õ j u v a t e l e  j õ u d u d e l e ,  öel­

dakse, et mass on keha inertsi mÕÕt, mõeldes inertsi all 

keha omadust säilitada oma liikumisoleküt, s .o . paigalole- 

kut või ühtlast sirgliikumist. Keha mass on omakorda võrde­

line temas sisalduva.aine hulgaga, kuid samastada massi ja 

ainehulka ei saa. Küll aga saab määrata kehas sisalduvat 

ainehulka massi kaudu. Nii toimitaksegi, "kaaludes" kehi 

kangkaalude abil, kus tegelikult võrreldakse kahe keha 

(kaalutava keha ja etalonvlhi või -vihtide) masse.

Ohikute ratsionaalse valikuga saavutatakse eelnevalt 

kirjutatud valemis £*= /  ning siis

7  ^'ПЪСЬ (2. 1 )

^>jT-s mõõdetakse massi kilogrammides. 1 kg o n  r a h ­

v u s v a h e l i s e  k i l o g r a m m i e t a l o n i  

m a s s .  Sama mõõtühikutesüsteemi jõuühikuks on njuuton (M),

Valemi (2 .1 )  alusel

4 * j -  4 * 1 4 'Z

4 N  o n  n i i s u g u n e  j õ u d ,  m i s  k e h a l e  

m a s s i g a  4 Kg  a n n a b  k i i r e n d u s e  4

С (^^-mõõtühikute süsteemis mõõdetakse jõudu düünides: 

d ü ü n  o n  j õ u d ,  m i s  k e h a l e  m a s s i g a  

a n n a b  k i i r e n d u s e  4 CM-

4  cLurv =
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Märkus. On selge, et inertsiseadus järeldub Newtoni II sea­

dusest: kui — О , siis ka CL=0 ning keha lilkumis- 

olek ei muutu. Seepärast nimetataksegi Newtoni II seadust 

dünaamika põhiseaduseks.

Ning veel üks dünaamika seadus - Newtoni I H  seadus, mis 

väidab, et i g a l e  m õ j u l e  ( a k t s i o o n i ­

l e )  o n  a l a t i  o l e m a s  v õ r d n e  j a  

v a s t a s s u u n a l i n e  v a s t u m õ j u  

( r e a k t s i o o n )  , teisiti väljendatult: k a h e  

k e h a  v a s t a s t i k u s e d  m õ j u d  ( j õ u d )  

o n  v õ r d v a s t u p i d i s e d .  Niisiis, jõud esine­

vad alati paarikaupa. Kui mõnesse kehasse mõjub mingi jõud, 

leidub alati mõni teine keha, millesse mõjub esimesega suu­

ruselt võrdne, kuid otse vastupidi suunatud jõud (joon.2:1
Maa (M) ja väike keha (m)). ,

' Newton formuleeris dünaa­

mika põhiseaduse, lähtudes 

keha llikumlshulga mõistest. 

K e h a  l i i k u m i s -  

h u 1 g а к s n i m e t a ­

t a k s e  s e l l e  k e ­

h a  m a s s i  j а 

t e m a  l i i k u m i s ­

k i i r u s e  V' k o r -

Г U t i 8 t
Joon. 2:1.

See on kiirusega samasuunaline vektor. Llikumlshulga ühl-

(Liikumishulka nimetatakse kakuks &  У -s on 

impulsiks.)

Newton väitis, et k e h a  l i i k u m i s h u l g a  

m u u t u s  o n  v õ r d e l i n e  k e h a l e  m õ ­

j u v a  l i i k u m a p a n e v a  j õ u g a  n i n g  

t o i m u b  s e l l e  j õ u  s u u n a s :

oiV __ T
dUt T
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ehk teisiti

(2 .1 -)

Sageli vaadeldakse mehaanikas veel ühte suurust, j Õ u - 

i m p u l s s i ,  mille all mõistetakse j Õ u 9  j a  

t e m a  m õ j u m i s e  a j a  ott k o r r u t i s t .  

JÕuimpulss фсО? on jõusuunaline vektor, mille 0 У  - 

mõõtühikuks on kß. w  < . .

Kasutades jõuimpulsi mõistet, võib võrrandi (2 .1 ') kir­

jutada ümber kujul

,  J  ( m v )  (2 .1 m)

ning lugeda dünaamika põhiseadust järgmiselt. K e h a  

l i i k u m i s h u l g a  m u u t u s  o n  v õ r d n e  

t e m a l e  m õ j u v a  j õ u i m p u l s i g a .

Ainult sel juhul, kui keha mass liikumise kestel

ei muutu, võib valemi (2 .1 ") kirjutada kujul 

? - ~ § .
ehk

T  =  (2 .1 '")

nagu see ülalpool on tehtud. Seega on algul valemiga (2.1) 

toodud dünaamika põhiseaduse formulatsioon Õige vaid erand­

juhul, kui 'Ууь —СуОп̂р(7.

2.2. Kehade liikumine seoste korral

Vaadeldud juhtudel oli tegemist keha (ainepunkti) vaba 

liikumisega. V a b a k s  n i m e t a t a k s e  k e h a

ч l i i k u m i s t  a n t u d  j õ u d u d e  m õ j u l ,  

i l m a  e t  o l e k s  e e l n e v a l t  t e h t u d  

m i n g e i d  k i t s e n d u s i  t r a j e k t o o r i  

v õ i  k i i r u s e  s u h t e s .  Keha vaba liikumine
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algab teatud kohast antud algkllrusega.

Tihti aga tuleb tegemist niisuguste juhtudega, kus need 

trajektoori või kiirust määravad tingimused (nn. s e o ­

s e d )  esinevad. Nii on see näiteks paela otsa kinnitatud 

kuulikese liikumisel mööda ringjoont, keha libisemisel möö­

da kaldpinda, kera veeremisel mööda horisontaalpinda jne.

Seoste olemasolu tingimustes mõjuvad kehale peale teada­

olevate väliste jõudude veel nn. seoste reaktsioonid, s.o. 

jõud, mida avaldavad seost teostavad kehad (pael, kaldpind) 

ning mis esialgu on tundmatud.

Nende määramiseks peab koostama vajaliku arvu lisavÕrran­

deid, lähtudes kas etteantud trajektoori kujust või kindlaks­

määratud kiiruse väärtusest ja suunast vms.

Üldiselt on dünaamika ülesannete lahend amine väga lihtne

- tuleb vaid tähistada tuntud ja tundmatud suurused, ning 

kasutades Newtoni II ja III seadust, koostada vajalik arv 

võrrandeid, mis määraksid liikumise ja seoste reaktsioonid.

Näide 1 . Rlngllikumlne. Vaatleme paela otsa kinnitatud 

kuulikese tiirlemist horisontaaltasandis (ümber vertikaalse 

telje 0  ) (joon. 2:2). Niisugusel juhul on tavaliselt tea­

da paela pikkus (trajektoori 

raadius) R. , kuulikese mass 

/Ууь ning kuulikese kiirus 

(või paela pöörlemise nurkkii- 

rus u) ). Paela mõju 7  kuu­

likesele (seose reaktsiooni) 

saab määrata nende suuruste kau­

du. Teades tsentripetaalkiiren- 

duse avaldist (1 . 13)

a u ~ —  =  ui iZ;

saame

УУ)1Г'

~rT
— ууъ CO2' fZ
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Ülesanne osutub veidi keerukamaks, kui vaadelda sama kuuli­

kese 'УУЪ tiirlemist vertikaal tasandi в konstantse kiirusega 

(v6i konstantse nurkkiirusega л? ) ümber horisontaal— 

telje О (joon. 2 :3). Niisugusel juhul annab kuulikesele

Joon. 2:3.

m6juv raskusjõud oma panuse, mistõttu seose (paela) reakt­

sioon '7' pole enam konstantne suurus:

--(p

ehk

rj~ _  _  yyi^ dwt- СаУ'Ь̂

kui liikumise lähtepunktiks on /V .

On selge, et reaktsiooni 'У minimaalne väärtus

M V 1 .

~~ к, S'
vastab ülemisele asendile P  ning maksimaalne väärtus

_  m v L
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alumisele asendile Q  .

Näide 2 . Keha liikumine mööda ideaalset kaldpinda. Ide­

aalseteks nimetatakse seoseid, mille korral keha liigub 

mööda antud pinda hÕÕrdumiseta (seose reaktsioon on alati 

pinna normaali suunaline).

Ideaalsel kai dp innal asuvale kehale massiga mõjub

kaks JÖudus tema raskus P  ja kai dp inna reaktsioon /V , 

mis on risti kaldpinnaga (joon. 2 :4 ). Lahutanud keha rasku­

se ~P kaheks komponendiks Рсозы. ja t,oi ning ar­

vestades , et keha liigub ainult piki kaldpinda, võib kirju­

tada

Л/ +  P & H  Ы =  О

ehk

/V = — Pc&iU

ei mõjuta keha kiirendust selle liikudes 

mööda kaldpinda, kuid ta 

tingib liikumise mööda se­

da pinda. Kiirenduse määrab 

kaldpinnaga paralleelne 

raskusjõu komponent :

yvidV-
dft

ning

P aImj oi yng li+ioi

Joon. 2:4.
S 4W O < 

ä± *

Vaadeldud juhul reaktsioonijõud ei muutu keha liikumisel, 

see sõltub ainult kehale mõjuvast raskusjõust ja pinna kal- 

denurgast.

Näide 3. üksteisega seotud vankrikeste liikumine mööda 

horisontaalset tasapinda rippuva koormuse mÕ.jul. Joonisel 

2:5 kujutatud süsteemis on ja Мг. vankrikeste mas­

sid ning rippuva keha mass. Oletades, et niidid on
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К И  м,
я

т

mfj.

Joon. 2:5*

venimatud ja liikumine hõõrdumiseta, ning jättes arvesta­

mata niitide ja ploki massid, määrata süsteemi kiirendus 

сX  ja niitide tõmbed <5̂  ja

Dünaamika põhiseadus võimaldab kirjutada kolmest võrran­

dist koosneva süsteemi

■yyvCL — 'W lQ  -

мла  =  / - / *

Lahendanud selle võrrandsüsteemi, saame ülesande vastu­

sed:

а

/ _  ^  М 2.
1  v n +  m * +  / » / z .  5

T + M 4 + fll z.

Saadud tulemustest nähtub, et süsteem liigub jääva kiiren­

dusega, tema kiirus aga on määratud veel algtingi- 

mustega (algkiirusega ) ning sõltub ajast:

+ Gbt
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LLl (IL,

О

- Ж

/ J N

J.LLU

Jäide 4 . Plokkidel rippuvate kehade liikumine. Olgu üles­

anne püstitatud järgmiselt: 

määrata joonisel 2:6 kujuta­

tud süsteemi kehade kiirendu- 

sed ja niitide reaktsioonid 

eeldusel, et niidid on veni- 

matud ning nii plokid kui ka 

niidid kaalutud.

Dünaamika pShiseadus (2.1) 

võimaldab kirjutada kolm võr­

randit-  - 4-  

fj,
О

Tl
----- i-

tA
V [

m

dbb

*• dbb2- 

сИгЛъ

Joon. 2:6. Kuna plokid on kaalutud,

siis

ja

/ . - / j

(II)

Jääb üle võtta arvesse veel seoste poolt määratud tingimu­

sed

Хо +  У* +  'it Ъ =

yz- x0

kus on kummagi plokiratta raadius ning ja ^

niitide pikkused.

Kahest viimasest seosest järgneb:

5
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я х 4 +  х1_ +  =  2.ei +  £г -усч-

Diferent88erid.es saadud võrrandit kaks korda, leiame tingi­

muse

+ (1II)

mis seob kehade kiirendusi.

Lahendanud kuuest võrrandist ( I ) , (II) ja (III) koosneva 

süsteemi, leiame kõik kuus otsitavat suurust:

o /V , _  4 ^ 2 . W j  -t )£-

cJbb7- V W 'iУУ)3 +

ol2jfx ( 3 **1 ^ з ) ^  5
Ф Ь 2-

g/Уз _ f /У*4'УИь—3*и»'»1 z +  

ctä'3' -t 'toll УУ?̂  -t /УЧ*)

ning

£  _  8 yyif Ъ?2Sto*s _______

= _  Ц УУ>1 »?x ________

2.3. Lilkumishulga jäävuse seadus

Mehaaniline süsteem. K a k s  ( v õ i  e n a m )  

k e h a  m o o d u s t a v a d  m e h a a n i l i s e  

s ü s t e e m i ,  k u i  n e n d e  k e h a d e  v a s ­

t a s t i k u n e  m õ j u  j a  l i i k u m i n e  o n
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m ä ä r a t u d  m e h a a n i k a  s e a d u s t e g a .  

JÕud, mis mõjuvad niisuguses süsteemis, liigituvad sees­

misteks (süsteemi kuuluvate kehade vahelised mõjud) ja vä­

listeks (vaadeldavasse süsteemi kuuluvatele kehadele val- 

jastpoolt avaldatavad mõjud). K u i  v ä l i s e d

j õ u d  p u u d u v a d ,  n i m e t a t a k s e  s ü  s- 

t e e m i  i s o l e e r i t u k s .

Süsteemi liikumlahulk o n  s e l l e s s e  s ü s ­

t e e m i  k u u l u v a t e  k e h a d e  l i i k u -  

m i s h u l k a d e  g e o m e e t r i l i n e  s u m - 

m a . Kui süsteemi kuuluvate kehade massid on a. .>

. . . ,  /̂ ylK, ning nende kiirused vastavalt 

siis süsteemi liikumlahulk

/? *  +■ 'h & i  + —  +

ehk

On lihtne tõestada, et i s o l e e r i t u d  s ü s ­

t e e m i  l i i k u m i s h u l k  o n  j ä ä v  

s u u r u s .

Lihtsuse mõttes vaatleme kahest kehast koosnevat süs­

teemi (näiteks kahte kuulikest, ühendatud vedruga (joon. 

2:7)» mille massi loeme tähtsusetult väikeseks). Kui nii­

sugusele süsteemile ei mõju välised jõud (näit. kuulikesed 

on asetatud ideaalsele horisontaalsele tasapinnale), siis 

on ainsaks mõjuks vedru vahendusel edasiantud kehade oma­

vaheline mõju, kusjuures Newtoni III seaduse alusel

Kirjutame kummagi keha puhul dünaamika põhiseaduse (2 .1 ')*
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da

--ч h h у -

.__ — Liitnud need võrrandid,
ftlj m a

• '2. saame

+  it

Joon. 2:7«

Kuna

siis ka

*>

4+ ( * & i ) +  4 r  (* v l n )=  0

ning samuti

Seega ei muuda kahest kehast koosneva süsteemi puhul nen- 

de kehade vahel mõjuvad süsteemisisesed jõud kogu süstee­

mi liikumishulka.

Kui süsteem koosneb ^  kehast:

тНng süsteemisisesed jõud on

K,
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kus j uure a kõik $CK ja ^  • jõudude paarid on võrdvastu- 

pidised

ä~Ac,
siis, kirjutanud kõikide kehade kohta dii na am 1 ka põhisea­

duse (2. 1 ')!

+  / „ 2 +■ • ■• • 

ning summeerides need võrrandid, saeme



*2l ~ K  on süsteemi liikumishulk. Seega

ctH
cU °

ja

=  Cxwb

Nii järeldub Newtoni II ja III seadusest isoleeritud süs­

teemi llikumlshulga jäävus.

2.4. Muutliku massiga keha liikumine

Vaatleme muutliku massiga keha (näiteks gaase väljapais- 

kava raketi) liikumist välise jSu W  mSjul (joon. 2 :8). 

Olgu ajamomendil ~b selle keha mass M  ja tema kii­

rus 4/- ning muutugu selle keha mass seaduse järgi

J M  A

kus j/lo on massi muutumise (vähenemise) kiirus.

Massi jäävuse seadus väljendub niisugusel juhul võrran­

diga

U M  + /n U -Ь =  oy

kus — U M  on pShikeha (reketi) massi muutus (vähenemi­

ne) ajavahemikus cOt ning U't - samal ajavahemikul 

pdhlkehast (raketist) eraldunud aine (gaaside) mass.

Ajamomendil -b on pShikeha (raketi) liikumishulk Mv * 
JÕu ning väi japalskuva gaasi joa mõju tulemusena

ajamomendil on raketi mass M  » tema

kiirus &Ч- JV ' ning liikumishulk (M —/4J~t)(v'-hc/il)

Sul raketist väi japaisatavate gaasiosakeste kiirus ra­

keti suhtes on ?  n1ng seega gaasijoa kiirus Maa suhtes
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a) ajamomendil t

Ъ) ajamomendil -t + cOt

Joon. 2:8.
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^  = fr + J  » siis ajavahemikus drt valjapaisatud 
gaasi liikumishulk momendil -t-tcHr on ^d-t .

Kogu süsteemi lilkumishulga muutus ajavahemikus dst on

( /И ~ d-b)( iP-t- civ-J +  - Mv* =-

= PlJlV +  y *  dir ( Vj- V-J —̂ d-tdv-

Loobunud teist järku väikesest suurusest ^d~ (r^^  , 

võime antud süsteemi kohta kirjutada dünaamika põhiseaduse 

kujul

m j 7  -+ / * & (*4  -V-) =

Siit järgneb

мй  + /*
St aga

7E-74

siis

. d  i£- -» -*
M  =  F  -y*ö (2 .2)

Saadud seost (2.2) nimetatakse MeŠtäerski* võrrandiks ning 

see väljendab düuaamika põhiseadust niisugusel üldisel ju­

hul, kus Oi C&usCtr # Sellest nähtub, et reaktiiv jõud 

on vastassuunaline gaasijoa Kiirusele.

* MeŽtgerskl. Ivan Vsevolodovitä (1859-1935)» vene tead-

lane—mehaanik.
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Sai rakett liigub Maa läheduses, mõjuvad temale väliste 

jõududena raskusjõud tä j ja Õhutakistus ning lisaks

nendele muidugi veel reaktiivjÕud • Siit järgneb või­

malus reguleerida raketi liikumise suunda, muutes reaktiiv­

jõudu.

Siin vaadeldud viisil või analoogiliselt tekitatud r«ak- 

tiivjõudusid kasutatakse nn. reaktiivliikumise allikana. 

Käesoleval ajal on suure tähtsusega mitmesugused reaktiiv­

mootorid lennukite jaoks ning eriti re akt iivlennud kosmo­

ses. fieaktiivlennu pioneeriks oli Tsiolkovski*, kes arendas 

reaktiivlennu teooriat ning tõõtas välja mitmesuguste lesnu» 

aparaatide konstruktsioonid. Tsiolkovskile kuulub ka planse- 

tidevaheliste lendude idee.

Ülesanne 2-1.

Keha, mille mass УУ1»  langeb vertikaalselt kiiren­

dusega d -  6 Määrata Õhutakistus keha liikumi­

sele.

Lahendus (joon. 2*9).

Keha liikuma panev jõud

Dünaamika põhiseaduse järgi (2.1)

'yyjej-fi =■

kust

lm 3  / =  «*(§ - *■ ),

77 ТП-ГГ7-7-Г7777> f K j  ( t J 4 - 4S Ы

Joon. 2*9.

Taiolkovski. Konstantin Bduardovitä (1857—1935)• van* 
teadlane ja leidur.



ülesanne 2-2.

Taba keha massiga liigub konstantse j3u ^  mSjol. 

Kui palju eega kulub selleks, et keha kiirus suureneks ^  

korda, alates suvaliselt valitud väärtusest ?

Lahendus.

Hewtoni II  seaduse järgi

^ Д -fc =» М 1Г- Ю 1%

Et , siis

_  УЬУУ! 1У0 — VH'Ü-Q _  mithfw-i)

7  ~  TP

Olesanne 2-3.

Kehamassiga /Уу1=.40<^. liigub muutliku jõu ^  mõjul, 

mille sSltuvus ajast väljendub valemiga <̂ = P(fy~~k) ,

kus p  —40 к Q  4~i ning ^  = £ <J . Millise aja möödu­

des jääb see keha seisma, kui tema algkiirus l^ = 

ning liikumise algmomendil on jÖud ja kiirus samasuunali­

sed? Kui pika tee läbib keha kuni seismajäämiseni?

Lahendus (joon. 2:10).

Dünaamika pÖhiseadu-

0 $ Ž y-0 se (2-1) “lasel
v ""~s ^  '»■g-pCf’-*)

Integreerides saame kii- 

Joon. 2:10. ruse avaldise

5

& ( 1'* - т г )  +  Ъ =  о )

yrv

Seismajäämise momendil ning
z
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Mis taandab võrrandiks

Lahendanud saadad ruutvõrreadi, leiame

-t, =  OZ i , 

\  =  -olo z i

Kuna negatiivsele lahendile ei saa omistada mingit füü­

sikalist sisu, siis on ülesande ainsaks vastaseks

Keha poolt läbitud tee leidmiseks lähtume võrrandist

Ülesanne 2-4.

Keha massiga /УУ1у liigub ühtlaselt ja sirgjooneliselt 

kiirusega 'V'o . Pidurdamisel peab see keha seisma jää­

ma, läbinud tee S0 • Pidurdav jõud muutub lineaar­

selt kiirusega ning liikumise lõpul, kui keha juba seis­

ma on Jäänud, ei tohi tema väärtus ületada poolt oma alg­

väärtusest. Määrata 3~o .

-t =  žoz <S

mille integreerimine annab

Asendades ~h =- % 0%, <5 , saame

S — orf  /уУЪ
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Lahendas.

SSltavase ^  =  avaldamisel peab arvestama, et

algmomendil, kui kiirus oa V~o , on SF väärtoseks 

ning lfipus, kui ^ = 0  . on T  =  — - . eeega

Vb-

Dünaamika põhiseaduse peane kirjutama kujul

YÕttes arvesse, et 'Z/b , seega cOt =  -t z  , saame 

eelmise võrrandi kirjutada ümber alljärgnevalt i

s y y i d *  _ f7o г A , Vz \ 
aLS 3. { V i)

kast

oL$ Z  V VoJ’

&*n, 'V-'d'fr-
—  ots

Integreerides koga liikumise alatuses, saame

ehk

ning siit

/V - Vo^(^+Vb)] =  S,
о

-Ui)- s.

% ен.л)



flies am» 2-5 (joon. 2*11).

p  ^ A _ ^  p '

f i T T T ^ P
□ s  B 'Q

Keha Jh aaeeiga M  «

■ <4660(f- ea asetatud pi­

kale horisontaalsele laua­
le ning ühendatud kahe pae­
la abil kehadega 3 ja ßf , 
■is ripuvad vabalt ning 

ullle Bassid on vastavalt 

'Wi — ja 'Уп = 5ооа,
Joon. 2*11. Paelte ning plokkide P  ja

naasid, sasuti ka kõik hõõrdejõud lugeda tähtsusetult 
väikesteks.

Lastud vabaks, hakkab süsteem Шкива ühtlaselt kiirene­

valt.

1. Määrata selle llikuBise kiirendus.

2. Arvutada paeltele A~B ja mõjuvad tõmbejõud niag 

määrata otseselt nende tSebejÕudude vahe.

3. Arvutada aeg, Bille keetel keha , hakates liiku­

ma paigalseisust punktis О , jõuab punkti JŠ , kui 

0 £  =?£ =  2.4J  C+n- • Määrata punkti 0  labialse kii­

rus.

4. Momendil, kui keha ^  on punktia , teda kahaga
В ühendav pael katkeb. Milline on aüsteeml *9̂  в /  

edasine liikumine? Mllliae aja kestel, arvates lähte- 

punktiat 0  , jõuab keha ^  samasse punkti tagasi?

5. Arvutada paela -flß 1 tõmme pärast paela "fl В  kat- 

kesist.

Lahendus.

1. Süsteemi kiirenduse arvutame, lähtudes dünaaalka põ­

hiseadusest

’  _  -z
M + W + y n ’ Z '450  J_— = ==•

Keha liikumise suund on paremalt vasakule.

- 45 -



2» Paelale ~Л0> mõjuva tõmbejõu ^  arvutame, rakenda— 

des kehale ß dünaamika põhiseaduse (joon. 2 :12).

4

В
la

f n j

Joon. 2:12.

Joon. 2:13. 

Silt

siit

/>YLCL —  'У)П£, -

=  0lijg0kL£4t04'yy)4

Paelale mõjuva tõmbejõu ^/arvu-

tame analoogiliselt, rakendades dünaa­

mika põhiseaduse kehale ß ' (joon.2 :13)k

Уп'а —

/ L  ^ '(g + a ,) — 0t3ooK£<iot6 

=■3,48 А/

Tõmbe jõudude <̂ f ja ^  vahe 

saab määrata otseselt, vaadeldes ke­

ha -fl~ liikumist:

Ma  = / - / '

~ ^ 6  6 К & • ? G 3 — ^ 2 £ Л /

On kerge veenduda, et viimane tulemus on kooskõlas kahe eel­

nevaga:

/ - / Х=  'v ЧЧМ - З , 1%/V =  2. £ Л/
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3* Teelõigu S läbimise aja määrame võrrandist

с _  1
6 “  ~*T>

kust

l  =1 M -  
1/ 0- \j J / r t i - i  -

Kiirus punktis ^  :

0 "=  «.-£■ -  4 ? 6  w <!'■*• 2 ,> i 0 i = i n  М Л '1

4. Kui pael katkeb, jääb mõjuma ainult jõud

ning süsteem hakkab liikuma vasakult paremale suunatud kii­

rendusega

^ / W « ,  0,ZO0Kfr 4,?/] ГУ1Л'2- 9
&  =  ---------- 7-£г-7Г----- —M + m '  1,96 Kg ' —

Esialgu on liikumine aeglustuv ning momendist, kus kiirus 

on saanud nulliks, algab kiirenev liikumine suunaga vasa­

kult paremale. Selle liikumise esimene etapp kestab

cõ ^ s o m -i-2- i = = =

ning selle aja jooksul läbitud tee

=  2±-Al* 1&LL^

Selleks momendiks on keha läbinud tee pikkusega

S -+-S' =  2$  <уп.

ning siit alates liigub keha kiirendusega Cif paremale. 

Lähtepunkti 0  jõudmise aja määrame võrrandist
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Summaarne liikumise aeg

•£ + * ' +  -b"=* 5; J-2 6

5» Pärast paela ДВ  katkemist (joom. 2.14)

/ / / - 0 1 4«, CL

kust

{ /- A n /C f - a .) *

-  0' i O O  Ka. f , i O  ” I 4 ~Z “ W S  d

lahirrlet massiga W  — 4000 KtL tulistatakse aürsuga, all- 

le maas im , — 40 Kg. , kas Juures mürsu algkilras 'lt=zgOO Mi'. 
■ääratа kahuri tagasilöögi algkilras V .

r

I «

n g

Joon. 2*14.

ftl «яаптт

Lahendas (joon. 2*15).

Vaatleme kahurit ja mürsku Isoleeritud süsteemina.



M

«к

Inn* laeka on süstee­

mi liikumishulk null*

if  pärast mürsa välja­

mist liikumishulk а

S  M v  +  Shfo- .

Joon. 2s15> 

Liikumishulga jäävuse seaduse järgi

Ш  + 'h fc  - 0̂

kust
m v

,/ _ g
400О tĉ  — — '

Märkus. Olgu vaadeldava isoleeritud süsteemi masskese punk­

tis G) . Omistame süsteemi kogu liikumishulga masskeskme- 

le, kuhu on mõeldud koondatuna kogu mass 04+ 'Щ* ning mis 

liigub kiirusega O' ' , siis

/ И / +  4WV' =* (M  + 'Уп,J & '

Et M V  + vfor- O  f siis V> =  О

Niiaiis süsteemi kahur - mürsk masskese ei muuda oma

asendit Maa suhtes.

Olesanne 2-7.

Seisval veel liikumatult oleva paadi ühes otsas asub ini­

mene. Kui palju nihkub paat veepinnal, kui inimene läheb paa­

di teise otsa? Paadi mass on M  , inimese mass ning 

paadi pikkus £ — &Qs .

Lahendus.

Vaatleme süsteemi paat - inimene isoleerituna (lugedes

7
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в  O ä «)

veetakistuse paadi liiku*isel tähtsusetult väikeseks) ning 

lahendame ülesande süsteemi masskeskme liikumatuse seisu­

kohalt. Kui lähteasendis ± (joon.2:16) asus inimea® paa­

di parempoolses otsas -Й- , siis kogu süsteemi masskese oli

paadi keskpaigast 0 paremal 

pool asuvas punktis • LÕpp— 

asendis £> , kui inimene on läi­

nud paadi teise otsa &  » 

süsteemi masskese niisama palju 

punktist 0  vasemal asuvas 

punktis ' . Et süsteemi mass­

kese jääks paigale, peaks paat 

wihViiMB paremale d  — võrra.

j£s võime kirjutada üldtuntud ku-

i i

--- -8 \ $ ' Ъ А
(l)

Joon. 2)16. 

Masskeskme koordinaadi

jol
c l m , 

M+onr}

seega

/УП,

М + т

Olesanne 2- 8 .

Algul paigal olnud rakett hakkab välja paiskama gaase 

ühtlase joana kiirusega С=500 уу[̂  raketi suhtes. Sekun­

di kestel väljub raketist м  =90ü gaase. Raketi algmass

1. Kui pika aja möödudes saavutab rakett kiiruse —

2. Millise kiiruse 't^ saavutab rakett, kui laengu mass oli
Mo-JZOC^ ?

õhutakistus jätta arvestamata.

Lahendus.

Lugedes raketti isoleeritud süsteemiks, võime kirjutada 

lilkumishulga jäävuse seaduse ajavahemikus -b+d-b kujul
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( Mo )с(тУ -flC dbt = О^

kust

- ■/** ^ - cOt - cf1#*
Plo-/*~b

Integreerides ajavahemikus О -ь-’t , saame

(W  = /'V â  й

^  K - M i
} С - ^ — õ u ’

kust

-t, = (i-e a )št=o,3*s-j 
2) /*1-Ьх=*Ъ7о;

_ p m ü t *s = £ i*mb , * g 2 r
c W0 Mo

kost

1? l=  3 3 0  'Ы 4Ч
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3. Töö. ENERGIA

3 .1 .  TÖÖ

Kui mingi konstantse jõu 7  (joon. 3:1) rakenduspunkt

Joon. 3:1.

nihkub mööda sirget N P  v3rra, kusjuures jõu

ja nihke vektori AS suunad moodustavad nurga oC , siis 

jõud d~ sooritab töö

AJh = 'jrAS&öi oL (3.1)

ehk

A A  =  7  i S

Seega on töö vektorite ^  ja AS skalaame korrutis. 

Valemit (3 .1 ) analüüsides näeme, et 

1) kui oL < , siis Aj}~>0 , 'У  on niisugusel 

juhul liikumist tekitav jõudj
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2) koi < odx X siis Arfi < О У esineb sel

jahul liikumist takistava jõuna;

3) kui o£= , alls Aj} =  0 , Seega jõu rakenduspunk- 

tl liikudes risti jõu suunaga 3<3pl tööd ei tee.

suunale, seega

JÕu 9^ teise,liikumissuunaga rlstl oleva komponendi

З Д и * = 9^ , töö б-Й-'—^ A S  - О . Hiisiis, "tö 

adiks <

Graafikul 3$ (s)

on jõu projektsioon liikumis-

(3 .1*)

"tööta­

vaks" komponendiks on liikumissuunaline jõu komponent ^

cLs

Joon. 3:2. 

Siis

(joon. 3:2) avaldub töö pindalana, 

mida piiravad koordinaat- 

teljed, sirge Sj ning 

punktist ^ 5  tõmmatud 

ordinaat ̂

Kui (muu­

tuda võivad nii jõu moodul 

kui ka suund), tuleb teh­

tavat tööd arvutades vaa­

delda seda elementide ct-ff- 
kaupa ning jagada teelõik 

AS element aar lõikudeks

kus ~̂s on endiselt jõu У  projektsioon suunale cLs

ja

As 
J^s cpCs (3 .2 )

О

Graafikul ^  (s) (joon. 3*3) avaldub töö viirutatud 

pindalana.
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Tõõühikuks o n d ž a u l  , s.o . t õ õ ,

» i i l e  t e e b  J Õ u d  ü k s  n j u u t o n »  

k u i  s e l l e  r a k e n d u s p u n k t  n i h k u b  

ü h e  m e e t r i  v õ r r a  j Õ u s u u n a s .

4 N- jm  ■=. tKfivc3'

-süsteemis mõõdetakse tööd ergidest

л

/Je>lg = 4 dyn** 4esu — 4gc*yi4~

Peale dfauli ja ergi või veel mõne analoogilise jõu- ja 

pikkusühiku kombinatsiooni kasutatakse võimausühikute kau­

du tuletatud tööühikuid, naga näiteks kW jy.

3 .2 . Energia

E n e r g i a k s  n i m e t a t a k s e  f ü ü s i ­

k a l i s t  s u u r u s t ,  m i s  i s e l o o m u s ­

t a b  k e h a  v Õ i k e h a d e  s ü s t e e m i  

v õ i m e t  t e h a  t ö ö d .

Iga liikuv keha omab k i n e e t i l i s t  e n e r ­

g i a t ,  mida võib vaadelda kui selle k e h a  l i i ­

k u m i s e  m Õ Õ t u .  Keha kineetilise energia hulka
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saab m63ta töö kaudu, mille peab mingi jõud tegema, et kut­

suda esile antud liikumist.

Olgu paigaloleva keha mass ning hakaku see keha jõu 

cP mõjul liikuma ja saavutagu ajavahemiku -tloDuks kiirus 

'It'. Dünaamika põhiseaduse (2 .1 ) järgi

?  (3 .3 )

Korrutanud võrrandi (3»3) mõlemad pooled skalaarselt 

ajaelemendile oOt vastava nihkeelemendiga cts , saame

/VYl <̂гг cts z=. 'polS —ct^h

Kuna

siis

Et aga

*

kus об on nurk vektorite d v  ja th (ning ka ds) 
vahel, siis

iPafiP =  Vofl?s.

kus on vektori j *  projektsioon liikumise sihi-

— ?cfs (3 .4 )

Yš 
le ning
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Integreerinud võrrandi (3 .4 ) mõlemad pooled kogu liikumise 

ulatuses, saame

V- b
r>

о

ja lõpuks

О J

nnv* * 
~ ir

Seega, kiirusega 4У liikuva keha, mille mass on 'Vn* , 

kineetiline energia

К  =  (3 .5)

Kehade süsteemi puhul võib lisaks kineetilisele energia­

le esineda veel süsteemi p o t e n t s i a a l n e  ene r - 

g i a ,  m i l l e  m ä ä r a v a d  s ü s t e e m i s i s e ­

s e d  j õ u d  j a  k e h a d e  v a s t a s t i k u n e  

a s  e t  u s .  Täpsemalt, süsteemi p o t e n t s i a a l s e  

e n e r g i a  m u u t u s  (nimelt selle kahanemine) о n 

v õ r d n e  s ü s t e e m i s i s e s t e  j õ u d u d e  

t ö ö g a .

Vaatleme kahte konkreetset juhtu:

1. Keha potentsiaalne energia Maa raskusväljas (süsteemi 

Maa - antud keha potentsiaalne energia). Kui mingi keha mas­

siga asuh algul maapinnast kõrgusel (joon. 3:4) 

ning hiljem langeb ДА/ võrra madalamale, siis süsteemi po­

tentsiaalne energia väheneb

A Wp =

võrra ( 'VH'ß* on süsteemisisene (raskus-) jõud).

Kui lugeda näiteks keha maapinnal oleku korral süsteemi 

potentsiaalne energia nulliks, siis keha kõrguse puhul

on potentsiaalne energia Wp —
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к

rn

IF

Joon. 3»^*

On arusaadav, et niisugune arut­

luskäik kehtib vaid väikeste kõrgus­

te puhul, kus гaskaskiirendust 

fy- võib lugeda jäävaks suuruseks. 

Suurte kõrguste korral

—  ofWp

ning

y/p =  у  ̂  (3#6)

4,

2. Elastselt deformeeritud keha potentsiaalne energia. 

Vaatleme elastset vedru (joon. 3 .5 ), mis on jõu mõjul

/

Joon. 3*5«

Xo võrra välja venitatud. Süsteemisiseseks jõuks on sel 

Juhul elastsus jõud , kus ^  on vedru e last süs­

te gur ning X, - deformatsioon (pikenemine). Deformatsi­

ooni muutumisele oLjC võrra vastab vedru potentsiaalse 

energia muutus

ol Wp = To(jc

jfo võrra väljavenitatud vedru kogu potentsiaalne ener­

gia Xo -Xo

,Wp =  Jfehi - JlXefjt,

8
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И/р = ± к у /  (3 .7 )

3«3* Slergia .jäävuse seadus mehaanikas

Üldjuhul omab kehade süsteem (mehaaniline süsteem) nii 

kineetilist kui ka potentsiaalset energiat. Nii näiteks 

süsteemil Haa pluss selle pinnast kõrgusel h* olev keha 

massiga Wls on lisaks kummagi keha kineetilisele energia­

le veel süsteemi potentsiaalne energia Süsteemi 

mehaanilise energia kineetiline ja potentsiaalne komponent 

võivad vastastikku muunduda teineteiseks.

Vaatleme mehaanilist süsteemi, millesse kuuluvate keha­

de massid on 4*?^ , nende kiirused vastavalt 

Фол i f v L . Olgu nendele kehadele mõjuvad väli- 

sed jõud УУ ning seesmised (süsteemisisesed) 

jÖud . Küllalt väikese ajavahemiku &~b väl­

tel nihkub iga keha mingi ASi võrra, mida voĵ b pidada 

sirglõiguks, mis moodustab vastava välisjõuga 3~l nurga 

oLl ning vastava süsteemisisese jõuga fi nurga ßi . 

Iga keha puhul saab selle kallal tehtud töö tema kineetili­

se energia juurdekasvuks: ^ 2

-HtLÜ£i

2-  2.

(3 .8 )

2. Z /

kus Уц) V~X) ^  on kehade kiirused ajavahemiku &~b
lõpus.

Summeerinud võrrandid (3 .8 ) , saame
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I l  7iAsi + £  iibsi <з.9)
с'ч i i r > l~, so fz, —j p  ?

s.o.

väliste jõu- seesmiste _ süsteemi _ süsteemi
dude töö jõudude töö = kineetilise ” kineetilise

energia energia
lSppväärt us algväärtus

+ <Md = %  ~~ Wko (3.91)

Kui süsteem on vaba välistest mõjudest, on Afty-O . süs- 

teemisiseste jõudude töö aga võrdub potentsiaalse energia 

muutusega (selle vähenemisega):

4  $4 — Wpo ~ Wp

Niisugusel juhul võrrand (3*9') võtab kuju 

У̂ро ~ Wp — И/< — Wteo

ehk

Wp -f- W% — Y\Zpo~t~̂Ko (3»Ю )

Viimane võrrand väljendab e n e r g i a  j ä ä v u s e  

seadust mehaanikas. K u i  m e h a a n i l i s e l e  

s ü s t e e m i l e  e i  m õ j u  v ä l i s e d  j õ u d ,  

s i i s  s e l l e  s ü s t e e m i  k i n e e t i l i s e  

ja p o t e n t s i a a l s e  e n e r g i a  s u m m a  

o n  j ä ä v  s u u r u s .

See on üldise energia jäävuse seaduse üks erijuht. 

Mehaanilise energia jäävuse seadus kehtib nn. konserva­

tiivsete süsteemide kohta, s.o. süsteemide kohta, mille
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osade k i n e e t i l i n e  energia sõltub ainult nende v a s t a s t i k u ­

sest asetusest* Samuti sõltuvad konservatiivse süsteemi 

osade vastastikusest asetusest ka nende vahel m õ ju v ad  jõud.

Vastandina konservatiivsetele süsteemidele vaadeldakse 

nn. dissipatiivseid süsteeme, s.o. mehaanilisi süsteeme, 

mille mehaaniline energia liikumisel pidevalt väheneb (ha­

jub), muundudes mittemehaaniliseks energiaks, peamiselt soo­

juseks. Dissipatiivsed süsteemid on näiteks tahkete kehade 

süsteemid, milles mõjuvad hÕÕrdejÕud.

Teatud reaalseid omadusi arvestamata võib mõningaid dis- 

sipatiivseid süsteeme ligikaudu käsitada konservatiivsete 

süsteemidena.

3 .4 . Potentsiaalne energia .1a .1Õud

Sui üks keha kuulub mõnda mehaanilisse süsteemi, siis on 

tal selle süsteemi teiste kehade suhtes potentsiaalne ener­

gia ИSf> ning temale mõjuvad süsteemisisesed jõud, mille re­

sultant olgu yT . Selgitame välja nende suuruste vahelise 

seose. Vaatleme jõu T  tööd teelõigul tS mingis suva­

liselt valitud suunas (joon. 3 :6 ):

Et see töö on tehtud süsteemi potentsiaalse energia arvel, 

siis

ehk
r

ning siit

4Sl
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Saadud valem väljendab keskmist väärtust antud tee­

lõigul As . Punkti M jaoks

Seda piirväärtust võib vaadelda kui osatuletist valitud 

suunas S :

n>S (3 .11»)

Et suuna S valik oli suvaline, siis kehtib (3.11*) iga 

suuna korral, ka suvaliselt valitud ristkoordinaadistiku 

telgede suunas:

o _  'IW p  

f* lx, ’

njjT>

p n>Wp

г =  ”  T J

*  ^  ^
Vottes kasutusele telgedesuunalised iihikvektorid 6 , 

K, , saame

~>У-

-д га А . Wp ( 3. 12)

3*5» Mehaanilise süsteemi tasakaalutingimused

Kinnises süsteemis, s.o . väliste jõudude puudumisel, on 

süsteemi mehaaniline energia (potentsiaalse ja kineetilise 

energia summa) jääv suurus. Siit järgneb, et niisuguse süs­

teemi kineetiline energia saab kasvada ainult potentsiaalse 

energia arvel. Kui nüüd kõikide kehade kiirused on nullid
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ning potentsiaalse energia väärtus minimaalne, siis süstee 

mis liikumist tekkida ei saa, süsteem on püsivas tasakaa­

lus. K i n n i s e  s ü s t e e m i  p ü s i v a  t a s a ­

k a a l u  t i n g i m u s e k s  o n  s e l l e  s ü s ­

t e e m i  p o t e n t s i a a l s e  e n e r g i a  m i i ­

n i m u m .

Vaatleme lihtsat juhtu, kus süsteemi kuuluvate kehade 

vastastikune asetus on määratud üheainsa suurusega, näit. 

koordinaadiga ^  . Niisuguse süsteemi moodustavad näiteks 

Maa ja mingi kuulike, mis saab hÕÕrdumisvabalt liikuda möö­

da vertikaaltasapinnas olevat kõverat traati. Potentsiaal­

se energia W/p graafikul on sel juhul selle traadi kuju 

(joon. 3:7)» Ekstreemumtingimuseks on

ehk

dU/f

cCj(

l-

=  0 (3.13)

(3 .13 ‘ )

kut on erinevad: punktis 

■̂ 2. ebapüsiv.

Tingimused (3.13) ja (3.13*) 

on täidetud punktides — ̂  
ja JC- J^2_ . Mõlemas mainitud 

asendis on kuulike tasakaalus, 

kuid need kaks tasakaaluole- 

on tasakaal püsiv, punktis

01еяяппе 3-1.

Kui palju tööd tuleb teha, et suruda Xo-SGMt, võrra 

kokku vaguni puhvrivedru, kui on teada, et selle vedru kok­

kusurumiseks = -/6*«  ̂ võrra peab rakendama jõu '3C*. =

= 3000 ? Kokkusurumine toimub elastsuse piirides.
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Lahendas.

Tehtav töö (3 .2 ):
У0

A - jT c /X
о

Et 7  — >cj6 ning /С =  -—r- » siis
*1

О

_  3 40 f, /V 2b~. ю'*'»? Z _ 2  c g C  

40~2-W' ■ £

Ülesanne 3-2.

Kera raadiusega R. ujub vedelikus, mille tihedus on j3 

kusjuures kera on sukeldunud poole vorra. Kui palju tööd 

tuleb teha, et tõsta kera vedelikust välja?

Lahendus.

Arvestades Archimedese seadust, v3ime joonise 3 :8  alusel 

kirjutada
/2

о

kus \/ on vedelikus asuva kera osa ruumala:

R. 4

y . %  / x 2̂  =

* -š

=%ßf- TTü/
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I

/
/
1

l 4
/ •*

- -у/—  —-

4

-

Joon. 3 :8 .

Hing nüüd

Z
4  =  - (To R f -  f

О £

= m i£- - 4Tt^ ? S '

Kera aassl /*>b' aääraae lähtetingimosest

"y-f-rafy
Seega tehtud töö

^ - 7 ^ ^ /  =
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Olesanne 3-3.

Keha massiga ^  AO tõstetakse ühtlaselt kiirenevalt 

kiirendusega CL-4t% /Уп^'ь . Koi palja tööd teeb selleks 

rakendatud jõud esimese nelja sekundi jooksul?

Lahendas.

Kehale rakendatud jõud

Ülesanne 3-4.

Keha massiga /УУЬ liigub jääva jõu mõjul. Kai pi­

kal teelõigul S kasvab selle keha kiirus /Уь -kordseks, 

võrreldes suvaliselt valitud momendil olnud kiirusega ?

Lahendus.

Lähtudes energia jäävuse seadusest võime kirjutada, et 

jõu 7  poolt sooritatud töö arvel suureneb keha kinseti* 

line energia:

9~= -f 'ynosj 

~t-» 44 jooksul läbitud tee pikkus

JÕu poolt tehtud töõ

MV-2- trri%2-

Z 2,

9
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It >0 slls

3 *  -£■(<*- =  ц . (« V -
£3=

-  *№0i* r ^  ,л
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4. FöfiGB

P 5 г к e a l l  m õ i s t e t a k s e  k e h a d e  

l ü h i a j a l i s e l  k o k k u p u u t u m i s e l  

t o i m u n u d ,  i n t e r a k t s i o o n i ,  m i l l e  

t u l e m u s e k s  o n  n e n d e  k e h a d e  k i i ­

r u s e  m u u t u m i n e .

Kui põrkest osavõtvad kehad on elastsed, on põrkeprot- 

sessis tegemist kehade elastsete deformatsioonidega ning 

pÕrget nimetatakse samuti elastseks. Mitteelastsete (plas­

tiliste) kehade korral on tegemist mitteelastse põrkega.

4 .1 . Kahe mitteelastse keha põrge

Joon. 4s1.

Liikugu kaks mitteelaatset ümmargust kuuli, mille mes- 

sid on WVj ja ning kiirused vastavalt i/oi ja V~o%, ,

nii et nende tsentrid asuvad samal sirgel M fV (joon.4 :1 ) . 

Pärast antud tingimustes toimunud mitteelastset pÕrget lii­

guvad kuulid koos ühise kiirusega V~ mööda sama sirget 

/ty/V . Lõppkiiruse määramiseks vaatleme kuule kui

-  6? -



isoleeritud süsteemi (selleks peavad välised m õ ju d  kuulide­

le olema tähtsusetult väikesed) ning kirjutame liikuiai shul 

ga jäävuse seaduse kujul

+ Ä  + W z) f  (4.1)

ning sellest

yyijVBi + VlzV-oz.
—  --------- -

>̂4 + ™ x,

VektorilJLne võrrand (4 .1 ) kujuneb algebraliseks, kui va­

lida sirgel МА/ positiivne suund. Käesoleval juhul on loo­

mulik valida positiivseks suunaks suund vasakult paremale, 

siis on võrrandis (4 .1 ) esinevad lähtesuurused positiivsed:

WiV-asti- WiVoz. e  +

ning tulemus

'Ы, Vô-t WiVõz
r =

/М4+ ^ 2 .

samuti positiivne. See tähendab, et on suunatud ka va­

sakult paremale.

4 .2 . Mitteelastse keha põrge risti vastu liikumatut 

mitteelastset seina

_jDlgu kuuli mass /УУ1' ning tema kiirus põrke algmomendil 

Vb risti seinaga MAf (joon. 4 :2 ) . Tingimusel, et nii 

kuul kui ka sein on mitteelastsed, on põrke lõpus kuuli kii­

rus it~=*0. Arvutame impulsi с , mis saab sein MM  löögi 

tulemusena.

Newtoni II  seaduse alusel saab kuul põrkel impulsi

I > =- 'yVL'l̂  - 'YVlVb — — ^
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Newtoni III seaduse järgi on sei­
nale antud impulss sellega rÕrd- 
vastupidine, seega

С =  (4 .2 )

Joon. 4 :2 .

4 .3 . Elastse kuuli рбгке vastu elastset seina

Elastse рбгке korral on kuuli 

kiirus рбгке lSppmomendil

vÕrd^c kiirusega 1/0 рбгке alg- 

momendil. Kui kuul langeb seina­

le risti (mööda normaali) (joon.

4 :3 ) ,  on need kiirused v6rdvastu- 

pidised:

4? =  - Й  

Sein saab sel juhul impulsi

=^>^fe(4.3)

Seega on elastne löök (kuuli sama massi ja sama alg- 

kiiruse korral) kaks korda "tugevam" kui mitteelastne.

Kui täiesti sileda pinnaga elastne kuul langeb samuti 

täiesti siledale elastsele seinale mingi nurga oL all 

selle normaali suhtes (joon. 4 :4 ) , tulevad impulsi arvu­

tamisel arvesse kiiruste ^  ja (liikumishulkade 

/ynfrv ja W V "  ) projektsioonid seina normaalile:

ОПГ)

tr

,v * o  
A( n n imrff/и/и N
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уУП1̂ в̂ о{ ja

N

(Seinaga paralleelne kiiruse 

komponent sel juhal ei muutu.) 

Sein saab nüüd impulsi

l — 2,/yyiV-0 C440L (4.4)

4 .4 . Kahe elastse kuuli tsentraalne pSrge

Joon. 4 :5 .

Liikugu kaks ümmargust kuuli, mille massid on ja

ning kiirused vastavalt 'V04 ja nii, et nen­

de tsentrid asuvad sirgel M Л/ (joon. 4 :5 ,a ) . Pärast elast­

set põrget on kuulide kiirused ^  ja suunatud 

mööda sama sirget (joon. 4:5>b).

Kuulide lõppkiiruste ^  ja ^  määramiseks vaatle­

me kuule isoleeritud süsteemina ning kirjutame liikumishui­

ga jäävuse seaduse:

'W *  Vbi -t •+■ ^ 2 ^ 2  (4 .5 )

Vektoriline võrrand (4 .5 ) kujuneb algebraliseks, kui va­

lida sirgel МЛ/ positiivne suund, näiteks vasakult pare-



male. Niisugusel juhul oa lähtekiirus tän positiivne, 

aga negatiivne. LÕppkiirused ^  ja ^  on joonisele 

4»5,b kantud juhuslikult. Nende väärtus ja suund selguvad 

arvutuste tulemusena, kusjuures samuti kui lähteandmete pu­

hul määrab vastuse märk kiiruse suuna.

VSrrand (4 .5 ) on kahe tundmatuga, järelikult pole lahen­

datav üksinda. Teise võrrandi kirjutame, lähtudes kuulide 

kineetilise energia jäävusest. Tõepoolest, kui kuulid on ab­

soluutselt elastsed, siis pirke esimeses faasis kulub osa 

kuulide kineetilisest energiast nende deformeerimiseks 

(muundub deformatsiooni potentsiaalseks energiaks). PÕrke 

teises faasis aga toimub energia vastupidine muundumine - 

deformatsiooni energia muundub uuesti kuulide kineetiliseks 

energiaks. Niisiis:

_ "»„У!2- 
Z Z, Jt, 2 ,

Lahendanud koos võrrandi (4 .5 ) alusel kirjutatud algebra­

lise võrrandi ja võrrandi (4 .6 ) , saab määrata ja 

algebralised väärtused:

__ Vo* + ZWi frc2. - W i fa*

1 ~~ (4 .7 )

syyizVbz. +&*Н4/1>ы~/УУ,1Ъг.
& + O*}

Valemitest (4 .7 ) järgneb, et

V i -  V , =  V il - V-.b>

s.o . et kuulide kiiruste vahe pärast pÕrget säilitab oma 

absoluutväärtuse, kuid muudab märgi vastupidiseks.

Erijuhul, kui kuulide massid on võrdsed == siis

V4 - Vbz, ning *  tfy

Seega toimub kahe ühesuguse elastse kuuli tsentraalsel põr­

kel nende kiiruste (ka liikumishulkade) vahetus.

-  71 -



Analoogiline arutluskäik on rakendatav ka suvalise kuju­

ga elastsete kehade рбгке puhul, kui kehade algkiirused on 

saunatud mööda nende masskeskmeid ühendavat sirget ning 

jõud põrkel mõjuvad moöda sama sirget»

ülesanne 4-1.

Püssikuul massiga W  - 20cy lennates horisontaalselt 

kiirusega ^  = 400 0 ^ 4 tabab t-Чгп, pikkuste vertikaal­

sete paelte otsas rippuvat keha massiga ning tun­

gib sellesse. Määrata nurk , mille võrra kalduvad ke­

ha kandvad paelad vertikaal asendist kõrvale. Paelte mass jät­

ta arvestamata ning nende otsas rippuvat keha pidada aine­

punktiks.

Lahendus.

Ülesandes vaadeldava protsessi jagame kahte etappi. Esi­

mene etapp on püssi- 

kuuli tungimine rip­

puvasse kehasse - 

mitteelastne põrge, 

mille tulemusena ke­

ha temas sisalduva 

kuuliga saab hori­

sontaalse kiiruse V'x

Joon. 4 :6 .
Teises etapis toimub 

süsteemi kõrvalekal­

dumine vertikaalasendiet seni, kuni selle kineetiline ener­

gia muundub täielikult potentsiaalseks, s.o.

ehk

v =
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Joonisest (4 :6 ) nähtub, et

Seega

ning

kust

Ontfo

A ^ ( f =  m*o

Ä (>+m)s. Jje
$>* 40 ̂K<L - koo 'hl4~l

-0,4
s;oz f/imt'2 ifnb 

ning

Märkus, ülesandes kirjeldatud seade on ballistiline pendel, 

mida praktikas saab kasutada püssikuuli kiiruse määra­

miseks .

Ülesanne 4-2.

Tuumatehnikas on sageli vaja aeglustada neutroneid. Seda 

tehakse grafiidi või raske vee abil. Arvutada, mitu korda 

väheneb neutroni energia, kui neutron pSrkab absoluutselt 

elastselt ning tsentraalselt 1) süsiniku, 2) raske vesiniku 

tuumaga.

Lahendus.

Tähistame neutroni massi 'УУ1' , tema alg- ja lÕppkiiruse
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vastavalt ^  ja ^  j süsiniku ja raske vesiniku tuumade 

massid olgu ПУК,, kusjuures = süsiniku ning Иг- &  

raske vesiniku puhul.

Loeme tuuma kiiruse enne põrget nulliks, pärast põrget 

aga olgu see Ф'1 , siis võime kirjutada lilkumishulga 

jäävuse ja kineetilise energia jäävuse seaduste alusel kaks 

võrrandit j

ehk

Lahendanud selle võrrandisüsteemi, saame

Neutroni alg- ja lÕppenergia suhe on

Q-b \ >1-/1 J

Süsiniku korral on see /J,kO ning vesiniku korral 9 .
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5. GRAVITATSIOON

5 .1 . Gravitatsiooniseadus

KSikide kehade vahel mõjuvad vastastikuse tõmbe (gra­

vitatsiooni) jõud. Gravitatsiooniseaduse formuleeris New-

ton järgmiselt s К а k s  a i n e p u n k t i  t õ m b u -

v a d j õ u g a . • m i s  o n  s u u n a t u d  m ö ö d а

n e i d p u n k t e ü h e n d a v a t  s i r g e t j а

m i 1 1 e s u u r u s o n  v õ r d e l i n e  a i n e -

P u n к t i d e m а s s i d e  k o r r u t i s e g a

n i n g p ö ö r d V Õ r d e l i n e  n e n d e v a h e -

1 i s e к a u g u s e r u u d u g a :

Uz г  г,г ^  ^

Valemis (5 .1 )  ja ainepunktide massid, *4Z

ühest ainepunktist teise suunatud raadiusvektor, gra­

vi tat sioonikonstant ning ^  esimesele ainepunktile tei­

se poolt avaldatud jõud.
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Newtoni I I I  seaduse järgi on teisele a i n e p u n k t i l e  mõjuv 

jõud

С  -  ~L
Ainepunktide kohta sõnastatult on gravitatsiooniseadus 

rakendatav reaalsete kehade puhul, kuna neid saab vaadelda 

kui ainepunktidest koosnevaid süsteeme •

Joon. 5*2.

Kehade 1 ja 2 (joon. 5*2) massielementide ja

jaoks annab gravitatsiooniseadus

Able & W к

Kehade vahel mõjuv summaarne j3ud

T Lr *

Newtoni kolmanda seaduse järgi L - l ,

Kui keha 1 on jaotatud osakeseks ning keha 2

koosneb osakesest, siis peab summa sisaldama

liiget.

Kahe homogeense kera puhul (joon. 5*3) tehtud arvutused 

annavad gravitatsioonijõu valemiks

l (5.2)
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Q - 5 - ©
Joon. 5 :3 .

Kui üks keradest (MtR) 
on väga suur, teist aga 

võib selle suhtes pidada 

ainepunktiks (tn) , mis 

asub selle pinna lähedu­

ses (joon. 5 :4 ) , s.o.

4г<& а  , siis võib 

gravitatsioonijõudu ar­

vutada valemi

01 hb
(5 .3 )

järgi.

Gravitatsioonikonstandi ^  
väärtuse on määranud esma­

kordselt Cavendish 1798.aas­

tal. Cavendish® mõõtis tor- 

sioonkaalude abil kahe kera­

kujulise keha vahel mõjuvat 

jõudu, kusjuures üks kera­

dest oli nii mõõtmetelt kui 

ka massilt palju suurem tei­

sest.

Tänapäeval peetakse Õigeks 

gravitatsioonikonstandi väärtust

rH

Joon. 5*4.

-- V*

Ainepunktide jaoks formuleeritud gravitatsiooniseadus 

kehtib kõikide kehade puhul, mille mõõtmed on kaduvväike­

sed nendevaheliste kauguste suhtes, näiteks taevakehade pu­

hul. Newton kontrollis oma seadust kõigepealt, vaadeldes 

Kuu liikumist ümber Maa (joon. 5*5). Ta määras Kuu tsentri- 

petaalkiirenduse, lähtudes Kuu ja Maa vahelisest kaugusest

Henri Cavendish (1731-1810), inglise keemik ja füüsik.
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g
8 ̂ Ч'lO 'Ъуь ja Kuu tiirlemisperioodist ^  7̂  3 päe­

va:

. Z
-  _  4% ~*ъ л _ _

- ~ Г  = 3  13*10

ning siis arvutas sama suuruse, lähtudes Kuu ja Maa vaheli­

sest gravitatsioonijõust.

\

(̂ )m

Joon. 5*5* 

Dünaamika põhiseaduse järgi

ehk

-> <5-»>

kus 'VW on Kuu ning M  Maa mass. Teiselt poolt raskus- 

kiirendus maapinnal

<5.5)
R с

kus R, on Maa raadius ( ̂  40 '»t).

Seostest (5 .4 ) ja (5 .5 ) järgneb:

(? —3 _ <>

/  !*■ =  ^

Kahel viisil saadud tulemuste kokkulangemine kinnitas 

Newtoni gravitatsiooniseaduse õigsust.
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Cavendish, määranud gravitatsioonikonstandi väärtuse, 

kasutas seda Maa massi ja selle keskmise tiheduse määrami­

seks.

Mingi keha (massiga /УУ\̂ ) raskusjõu maapinnal võib aval­

dada kahel viisils

<9 = ^  ia

ning siit

сtß  ̂ 2-V

Maa keskmine tihedus

О M 3 , -5f=- ir-r  =  s;5 -.fo y * »

T "  ”  —

5 .2 . Kepleri seadused

Newton püstitas gravitatsiooniseaduse, lähtudes Kepleri 

seadustest planeetide liikumise kohta.

I .  KÕik planeedid liiguvad mööda ellipseid, mille ühes 

fookuses asub Päike.

I I .  Planeedi raadiusvektor katab võrdsetes ajavahemikes 

võrdsed pinnad.

I I I .  Planeetide tiirlemisperioodide ruudud suhtuvad nagu 

nende elliptiliste orbiitide suurte pooltelgede kuubid.

Lähtudes nendest seadustest tuletas Newton gravitatsioo­

niseaduse.

Oletanud lihtsuse mõttes, et planeedi orbiit on ringjoon 

raadiusega £. (tegelikult planeetide orbiidid tõepoolest 

erinevad väga vähe ringjoonest), saab kirjutada planeedi 

liikumise kiirenduse

kus on planeedi liikumise kiirus. Kui asendada kiirus
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V~ planeedi tiirlemisperioodi ‘T kaudu, avaldub kiiren­

dus

rp Z

Siit järgneb, et kahe planeedi puhul ( 2-̂  l71*) ja 

fstWz Тъ) nendele Päikese poolt mõjuvate jõudude 

^  ja suhe

/  . /  _  Wib* rT22-
b  ~ ^  7 ; 2

Vastavalt Kepleri kolmandale seadusele

%l hs
ning järelikult

rnz
A--A.Z  r? 2. * ь 2.

Niisiis, Päikese ja planeedi vahel mõjuv jõud ^  on 

võrdeline planeedi massiga ning pöördvõrdeline nendevahe­

lise kauguse ruuduga:

(5 .6 )

Oletanud, et vÕrdetegur !C omakorda on võrdeline Päi­

kese massiga M  , sai Nevton kirjutada gravitatsioonisea­

duse selle lõplikul kujul

(5.7)

*  Johannes Kepler (1571-1630), saksa astronoom.
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5.3 . Gr avlt atв1оoniväl1

Gravitatsiooniseaduse järgi mõjub iga ainepunkti (M) 
ümbritseva ruumi mistahes punktis (jfj asetsevale kehale 

(bb) jõud

7  _  _  OIL X
г  ^  ^  г

(joon. 5 :6 ) . Seega ümbritseb iga ainepunkti jõuväli, mida 

antud juhul nimetatakse gravitatsiooniväljaks.

Gravitatsioonivälja ise- 

УУ1 loomustamiseks kasutatakse 

kahte suurust: 1) väi j at u- 

gevust ja 2) potentsiaali.

1) Gravitatsioonivälja 

tugevus E  välja antud 

Joon. 5 :6 . punktis mÕÕtub jõuga, mil­

lega väli mõjutab sellesse punkti paigutatud ühikulise 

massiga keha (joon. 5 :6 ) :

7* T  M l
^  £ (5.S)

Seega on väijatugevuse vektor В suunatud välja tekita­

va ainepunkti poole (väijapunkti raadiusvektori $T vas­

tu).

On selge, et väijatugevuse dimensioon ühtib kiirenduse 

dimensiooniga, järelikult väljendab gravitatsioonivälja 

tugevus kiirendust, millega hakkaks liikuma välja antud 

punktis asuv vaba keha.

2) Gravitatsioonivälja potentsiaal välja antud punktis 

mÕÕtub tööga, mida peavad tegema kõrvalised (mitte gravi- 

tatsioonilise päritoluga) jõud, et viia ühikulise massiga 

keha sellest punktist lõpmatusse, s.o. nii kaugele välja 

tekitavast ainepunktist, kus gravitatsioonijÕud praktili­

selt enam ei mõju.

Arvutame töö, mis tuleb teha keha massiga <УУЪ viimiseks



punktist koordinaadiga £ lõpmata kaugele *1 
5 :7 ) . Elementaarsel teelõigul ct-Z- tehtav töö

oo (joon. 

M m

Joon. 5*7.

Otsitava töö saame, integree­

rides rajades 2-

Definitsioonikohaselt välja potentsiaal punktis (%.)

ehk

Ф =  Jt
7 tn.

(5.9)

Selgitame veel, milline matemaatiline seos on väljatuge- 

vuse ja potentsiaali vahel. Olgu väijatekitajaks ainepunkt 

massiga M  (joon. 5*8). Välja punktis P  olgu potentsi­

aal Cp ning punktis p 1 . Väi jatugevuse võime mõ­

lemas punktis lugeda praktiliselt samaks:

E = t  -%i

Keha viimisel punktist 

p  punkti P f tehtud 

töö võime avaldada kahel 

viisil:

Joon. 5*8.

ning

- E Шо! £

=  — /Yyl
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E  =  ~4nr (5.10)a &

Ainepunktide süsteemi M /о korral saame

määrata selle süsteemi gravitatsioonivälja tugevuee kui ük­

sikutest ainepunktidest tingitud väijatugevuse 

geomeetrilise summa

-а» У1. -a, H- f]/i» Z*
f  =  S t £ = - f Z r i - | f  (5.11)

Samuti saab määrata selle välja mingi punkti potentsiaa­

l i , kui üksikutest ainepunktidest tingitud potentsiaalide 

(fa Cp ,,tJ aritmeetilise summa

Siit järgneb, et

kus 2* on antud punkti määrav raadiusvektor suhtes.

Iga konkreetset keha saab vaadelda kui lõpmatu hulga ai­

nepunktide süsteemi ning selle välja arvutada kui nende ai­

nepunktide väljade summa, seejuures valemites (5.11) ja 

(5.12) summa märgid asenduvad vastavate integraalidega.

Maad ümbritseva gravitatsioonivälja tugevus ja potentsi­

aal tema pinna otseses läheduses (punktis P  joonisel 

5 :9 , kui 4i~ R- ) avalduvad järgmiste valemitega:

ning

'  Г  7=T ,  (5.14)

kus M  on Maa mass, R, 

maakera raadius ning ^  ras‘ 

kuskiirendus Maa pinnal.
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5*4. Esimene ,1a teine коятШпе kiirus

E s i m e s e k s  k o s m i l i s e k s  k i i r u ­

s e k s  n i m e t a t a k s e  k i i r u s t ,  m i l l e  

p e a b  a n d m a  k e h a l e ,  e t  t a  s a a k s  

H a a  t e h i s k a a s l a s e k s ,  s.o . jääks liikuma 

Haad ümbritsevale orbiidile. Lihtsuse mõttes loeme seda or­

biiti ringjooneliseks (joon. 5:10). Niisuguse ringliikumise

T e i s e k s  k o s m i l i s e k s  k i i r u s e k s  

n i m e t a t a k s e  k i i r u s t ,  m i l l e  p e a b  

a n d m a  k e h a l e ,  e t  t a  l a h k u k s  j ä ä ­

d a v a l t  M a a  r a s k u s v ä l j a s t .  Kehale ('**) 
peab maapinnal andma sellise kiiruse , et tema kinee-

raadiusega fi+h, tingib 

antud keha ja Maa(fll)

(5.15)

, saame

tiline energia WK = oleks küllaldane selleks, et
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teha töö -A~ Maa külgetõmbejõu ületamiseks teel maapinnalt 

(kaugus (Z, Maa tsentrist) lõpmatusse. Teelõigul teh­

tav töö (joon. 5:11) of-й- = •

!--t - oo

dM

Joon. 5*11•

Gravitatsiоonij6ud

P _  u,
9'г Г  >

seega

Л 4- Г

ning

O O  oO

A -r»~J$-r а

Tingimusest '№*=-£■ :

УУ)1у2-_ М'УУ)

i  r  n
saame

ehk võttes jälle arvesse, et j*' M }

1Г-.Ч ч $
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Arvutused annavad

'V'= 44ßZ

Ülesanne 5-1.

Millises punktis on Maad ja Kuud ühendaval sirgel nen­

de ühise gravitatsioonivälja tugevus null? Võih arvestada, 

et Maa mass on 81 korda suurem Kuu massist.

Lahendus (joon. 5*12).

Tähistame Maa ja 

Kuu vahelise kaugu­

se cL -ga, siis kau­

gusel JC Maast on 

kummagi taevakeha 

gr avit at s i о oniväij а 

tugevused (5*8):

Maa puhul

£T =
1 * o(L 

ning Kuu puhul 

r- , M

kus on gravitatsioonikonstant ning

Maa massi.

Ülesande kohaselt

M
U(d-x)

tähistah



Lahendanud viimase võrrandi, saame vastuseks

0,3 JL

Ülesanne 5-2.

Peene varda mass on “Wb ning pikkus £ . Arvutada var­

da gravitatsioonivälja potentsiaal ja selle tugevus punk­

tis P  kaugusel Cb varda lähemast otspunktist varda si­

his.

Lahendus (joon. 5 *13).

Joon. 5*13*

Varda element pikkusega (massiga cLyY) =  -̂oCX-)
tekitab punktis P  potentsiaali (5 .9 )

tjL

Kogu vardast tekitatud potentsiaal

Väljatugevus punktis P  on suunatud varda sihis v ii­

mase poole. Tähistanud vastavasuunalise ühikvektori -ga 

ning teades, et fc — — , võime kirjutada gravitat­

sioonivälja tugevuse punktis P  (5 * 1 0 )s
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T-_ w »2. 6L &-£-<*- -S. p <m,
* e t+cu я А  t cL(e+cL)

Märkus» Väijatugevu.se väärtuse E? oleksime v5inud arvu­

tada ka otseselt. Varda element cttn, tekitab punktis P 
väijatugevuse

JUtl ... m dx.
о x,* - f  г x 3'

Kogu vardast tingitud gravitatsioonivälja tugevus

Ol+0,
(ä l L - ^ 2ü k L ± )^  }*- ___

r  t  J jc*-~~r  t  v o afa+e)
со _

Kasutades ühikvektorit 6'

e-r-
4+1, -s 

о
с Ц й + е )

Ülesanne 3-3.

Määrata homogeense ketta (massiga /VVC ning raadiusega 

R, ) gravitatsioonivälja potentsiaal ja selle tugevus 

punktis P , mis asub ketta teljel kaugusel CL ketta 

tasapinnast.

Lahendus (joon. 5*14),
Ketta rõngaselement massiga

j УУ?-Я,7С JtctX, 
dLm =  ^753   =

/t ^

tingib punktis P  potent­

siaali (5 .9 )

dl(p—-y~ _

Joon. 5*'14.
=  - Г

Jr'c/vJd
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Potentsiaali koguväärtuse saame, integreerides ct<f aval­

dise kogu ketta ulatuses

Väijatugevus punktis P  on suunatud mööda telge ketta 

poole (ühikvektor &  ) ning selle väärtus (5 .1 0 ')

E  — - fyiacf Cf

Seega

-гЫ<-ъЫ*
Ülesanne 5-4.

Kui suure minimaalse kiirusega peab laskma raketi maa­

pinnalt Kuu suunas, et ta jõuaks Kuu pinnale? Maa ja Kuu 

tsent rite vaheline kaugus on keskmiselt cf =  380000 юлл* . 

Maa raadius R= 6 3 kW , Kuu raadius R ' on Maa raa­

diusest R, neli korda ning Kuu mass M' Maa massist M 
81 korda väiksem. Kui suur on sel juhul raketi lõppkiirus 

selle langemisel Kuu pinnale?

õhutakistus raketi liikumisel jääb arvestamata.

Lahendus (joon. 5*15).

Lahendame ülesande, lähtudes mehaanilise energia jäävu­

sest. Ülesandest 5-1 on teada, et kaugusel JC-OrfeL Maa 

tsentrist asub punkt P  , kus kahe taevakeha gravitatsioo-

12
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R'

Joon. 5*15.

niväljad kompenseeruvad. (Haa ja Kuu poolt raketile aval­

datavad tSsibejÕud on võrdsed.) läbistanud gravitatsiooni- 

konstandi -ga, raketi massi 'УК, -ga ning selle viske- 

kiiruse maapinnalt 4^-ga, võime kirjutada:

'уп-у-1- .^nnni1 тЩ  .^ т щ '
г r  t{ r d-ü <T d-x.

Selle võrrandi vasak pool väljendab raketi kineetilise ja 

potentsiaalse energia summat maapinnal. Paremal pool võrd- 

susmärki on kirjas reketi potentsiaalne energia punktis P . 
Lahendanud võrrandi, saame

У-4 =  t [ t-M (-fa- - + - Щ Щ J '  =

/  fZ (Z /Z \
= 3,g.%(4- ~

kus Q* on raskus kiirendus maapin n al .

Siit

0,eg я  /}/}, 4 клъ

Et määrata raketi langemise kiirus Kuu pinnale fr' .kir­

jutame veel kord mehaanilise energia jäävuse võrrandi

_ _ u* w M '__ /Упу-'г m M ' hbW
6 JC о d-JC &  о Г  j>

kus paremal pool vÕrdsusmärki olev avaldis väljendab rakett
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kineetilise ja potentsiaalse energia summat Kuu pinnal. 

Lahendanud võrrandi, saame

L‘ R.' < O.jJ, OJoL. + d-Ri'\

ehk

L - r H L fj-  g/fZ z  +  П
t-H-gsI* R l* ц.ода 4 .0№

___ d a p\/f _ ___________ ^  _a .  84 & -----------------l

4(d-̂ R)J

ning lõplikult

v'= jt'JfyR.-qi'l-= *■***''
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6. ELASTSUSJÕUD

6 .1 . Deformatsioonid .1a pinged tahketes kehades

D e f o r m a t s i o o n i k s  n i m e t a t a k s e  

k e h a  r u u m a l a  v 6 i t e m a  k u j u  i g a ­

s u g u s t  m u u t u s t .  Deformeerumise protsessis nih­

kuvad keha osad üksteise suhtes. Vastava nihkumise ulatus 

ongi deformatsiooni määraks.

KÕik tahked kehad deformeeruvad igasuguste jõudude mõ­

jul. Kui mõnikord need deformatsioonid pole märgatavad,siis 

ainult sellepärast, et nad on väikesed. Kokkupuutuvad kehad 

mõjutavad teineteist (tõmbavad, tõukavad) nimelt seetõttu, 

et nad on deformeerunud. Nii vajutab lauale asetatud ese 

lauda ning laud toetab seda eset nende mõlema deformatsioo­

ni tõttu. Seejuures on kõige enam deformeerunud kokkupuute- 

pinna lähedased kihid (joon. 6 :1 ) .

Joon. 6 :1 .



Deformatsiooni nimetatakse e l a s t s e k s ,  kai see 

pärast deformeeriva mõju lakkamist jäljetult kaob, ning 

m i t t e e l a s t s e k s  ehk p l a s t i l i s e k s ,  

kui see täielikult säilib pärast deformeerivate jõudude 

kõrvaldamist.

Reaalseid tahkeid kehi võib vaadelda kui elastseid vaid 

teatud tingimustes. Saluuti ei ole tegelikkuses ka täieli­

kult plastilisi kehi.

Vastastikune mõju esineb mitte ainult kahe erineva de­

formeeritud keha vahel, vaid ka ühe ja sama deformeeritud 

keha kahe naaberosa vahel.Seega esinevad deformeeritud ke­

has seesmised jõud. Öeldakse,et deformeeritud kehas esine­

vad pinged, kusjuures p i n g e  a l l  m õ i s t e t a k ­

s e  k e h a  m i n g i  m õ t t e l i s e  l õ i k e  

p i n n a ü h i k u  k o h t a  t u l e v a  s e e s m i ­

s e  j õ u  v ä ä r t u s t .

6 .2 . Elastne venltus ,1a kokkusurumine

Vaatleme venitava (kokkusuruva) jõu 7  mõju vardale, 

mille algpikkus on £ ning tema ümmarguse (lihtsuse mõt­

tes) ristlÕike läbimõõt cC . Varda ristlõike pindala on 

siis £ =  .
/ ^

JÕu mõjul varda pikkus £ muutub võrra (joon.

6 :2 ) . Iga suvaliselt valitud vardaelement &£■ venib nii,

et jääb samaks. Seepärast valitaksegi venitusde-

formatsiooni näitajaks varda pikkuse suhteline muutus (suh­

teline pikenemine^

£ ( 6 .1 )

Suhteline pikenemine on nimeta suurus, kusjuures venitu­

sel £ > О , kokkusurumisel £ < О .

Katsed näitavad, et elastsete deformatsioonide puhul
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Joon. 6 :2 .

£  =  ot f (6.2)

kus oL on antud varda mater­

jali elastseid omadusi väljen­

dav võrdetegur (elastsustegur).

JF

s
vestatud normaalpinge ( pinge 

0  3 -ühikuks on А/'M* **), seega

= 6T on ristlÕike kohta ar-

£ = oL<0 (6.3)

Võrrand (6 .3 ) väljendab 

Hooke'i* seadust: e l a s t ­

s e t e  d e f o r m a t s i ­

o o n i d e  k o r r a l  o n  

s u h t e l i n e  d e f o r ­

m a t s i o o n  v õ r d e l i ­

n e  p i n g e g a .

Sagedamini kasutatakse ma­

terjali elastsuse näitajana 

elastsusteguri oi pöördväär- 

tust

mida nimetatakse elastsusmooduliks (ka Young' i30* 

liks). Elastsusmoodul E  on arvuliselt võrdne 

mille puhul < 5 = 4  , s .o . &£= 6 .

Valemi (6 .3 ) võime nüüd kirjutada kujul

raoodu-

pingega,

(6 .3 ')

*  Robert Hooke (1635-1703), inglise astronoom ja mate­
maatik.

я  Thomas Young (1773-1829)» inglise arst ja füüsik.
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Valemitest (6 .1 ) - (6 .3 ) järgneb, et

M  =  C6.3-)

s.o. et e l a s t s e  v e n i t u s e  k o r r a l  k e ­

h a  p i k e n e m i n e  o n  v õ r d e l i n e  v e n i ­

t a v a  j õ u g a  (Hooke'i seaduse üks formulatsioone).

Väljavenitatud varda pikenemisega kaasneb tema ristlõi­

ke mÕÕtude vähenemine (läbimõõt muutub võrra väikse­

maks). Seda muutust iseloomustatakse ka suhtelise suuruse­

ga

с /__ td
ö ~ dL >

kusjuures venitusel s '< 0  f kokkusurumisel S1 >0 .Nii­

siis mõlema deformatsiooni korral on £  ja £ 1 vastas- 

märgilised.

Eksperimendist nähtub, et

8 = - /< •£ ' (6 .4 )

kus on positiivne koefitsient, mida nimetatakse Pois-

soni* koefitsiendiks.

6.3» Elastne nihe

Vaatleme risttahukakujulist keha (joon. 6 :3 ) , mille ka­

hele vastastahule on rakendatud nendega paralleelsed võrd- 

vastupidised jõud Tr . Niisuguse mõju tulemusena tekib nn. 

nihkedeformatsioon. Kui jõudude ± mõju on ühtlaselt jao­

tatud kogu tahu pindala £  ulatuses, siis nende tahkudega 

paralleelses suvaliselt valitud lõikes tekib tangentsiaalne 

pinge

* Denis Poisson (1781-1840), prantsuse matemaatik.

-  95 -



6

/

/

/
/

7

Joon. 6:3«

Deformatsiooni tulemuseks on ülemise tahu nihkumine alu­

mise suhtes GL, võrra. Kui jaotada mõttes risttahukas ele­

ment aarkihtideks paksusega , siia nende kihtide pin­

nad liiguvad üksteise suhtes võrra, kusjuures on
O b

sama kõikide kihtide jaoks. Seepärast iseloomustataksegi 

nihkedeformatsiooni suhtega

-j-= (6 .5)

mida nimetatakse s u h t e l i s e k s  n i h k e k  s. Nur­

ka (f nimetatakse n l h k e n u r g a k s .

Katsed näitavad, et

kus G) on materjali iseloomustav n i h k e m o o d u l .  

Arvuliselt võrdub nihkemoodul pingega, mille puhul -^S°
( = £ ) . Seega kehtib Hooke'i seadus ka elastse nihke 

puhul.

Märkused.

1. Arvutused näitavad, et mingi materjali kolme elast- 

suskarakteristiku £  , ^  ja Q vahel valitseb

seos
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2. Painde ja väände deformatsioonides sisalduvad ele­

mentidena esimeses venitus ja kokkuauramine, teises 

nihe, ainult palju keerulisemal kajal.

Ülesanne 6-1.

Traat algpikkusega £0 — 40 'Уи, on ühest otsast kinni­

tatud ning teise otsa on rakendatud venitav jõud 7~2.0k.Q. 
Selle j3u mSjul venib traat 4 £ =  0^ Сщ pikemaks. Traadi 

materjali kohta on teada E= £• 406 (%= o(7-*r-40̂ *.§Cbj\ 

Määrata selle traadi läbimdÕdu algväärtus Uo ja sel­

le muutus venitusel AcC , traadi ruumala muutus ä V ning 

traadis salvestatud potentsiaalne energia ^  .

Lahendus.

Hooke'i seadusest (6 .3*)

. ? c &e 6- _C £ —

saame

ning

о
H Ete.

1 те'ice

- a  /  ----- s M w * * * .
IV- i - 1 0 6- 1оч i<Q '

Pikkuse ja läbimÕõdu suhtelised muutused <£ ja £ ' on 

seotud Poissoni koefitsiendi A  kaudu ( 6 .4 ) :

/ i t  . t< L  ~
£ =r/f £ ehk

Poissoni k ^ fits ie n d i aga saab määrata seosest (6 .7 )

I3
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k u t

Seega

F  E - 2 G

Aj- dotß -cto^C(E-^a) =

£/* '  Z^Q
-  4,4%- /0 Jo*t. L/./Cълц. OS' t o' к С  ели 2_ ,  , _ . - f

•----- —------- — pr— -)/ • /С/
ю т . ‘ 2 '0 $ 5 ^ о с х(?сл*1 ^

Traadi ruumala muutus

А I/ I /  I /  I t (ffl0-hLel) (̂Co-tte) (tCdcb 
U V- I - i/0 -------- - у

=  b<t- +  4  [ & 4 гч-с£ье+г<£°*Л-*?+

♦ [А - //* *  - ^ 2 £>)

Jätnud ära teist ja kolmandat järku väikesed liikmed, saame

- J- Ч- +  i ■ 4, +g-iö%k- • 40 m-i ih w » )«

-4 3
— 5 4c  4vl

Deformatsiooni potentsiaalne energia

Wp  - -j -7a£= U IM * b • /<? *>ž.__ o 3$^.
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7. HÖÖHDEJÕUD

HÕÕrdejõud tekivad iga kord, koi kaks kokkupuutuvate 

keha v6i sama keha kaks kokkupuutuvat osa nihkuvad tei­

neteise suhtes. Esimesel juhul, kui on tegemist kahe eri­

neva kehaga, räägitakse v ä l i s e s t  ning ühe keha 

kahe naaberosa vahel s i s e h Õ Õ r d e s t .  Tahke keha 

ja vedeliku (v6i gaasi) vahel esineb sisehõõre.Kahe tahke 

keha puhul, kui pinnad pole Õlitatud, on tegemist к u 1 - 

v a, tahke keha ja vedeliku (või gaasi) vahel ning vede­

liku kihtide vahel aga m ä r j a  ehk v i s k o o s e s  

hõõrdega.Kahe kokkupuutuva tahke keha korral v8ib üks nen­

dest kas libiseda v6i veereda teise keha pinnal,vastavalt 

sellele räägitakse l i u g u m i s -  või veeremiahÕÕr- 

dest, kusjuures mõlemal juhul on tegemist kuiva hõõrdega.

HÕÕrdejÕud asuvad alati kokkupuutuvate (hÕÕrduvate) pin­

dade puutetasapinnas ning nende auund on selline, et nad 

takistavad kehade vastastikust nihkumist♦

7.1 . Kuiv hÕÕre

Kahe kokkupuutuva tahke keha vahel tekib hÕÕrdejõud mit­

te ainult siis, kui kehad (juba) libisevad üksteise suhtes, 

vaid ka siis, kui püütakse niisugust liikumist esile kutsu­

da ja kehad asuvad teineteise suhtes veel paigal. Viimasel 

juhul on tegemist p a i g a l o l e k u  h Õ Õ r d e g a .

Kui püüda nihutada keha (1) mööda palgaloleva keha (2) 

pinda (joon. 17:1) , rakendades järjest kasvavat jõudu 7  , 

siis algab liikumine selle jõu teatud väärtuse £o juures
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(seni kuni <• %» on keha (1) paigal). ^  m ä r g ib  paigal- 

oleku hõõrdejõu maksimaalset väärtust.

Kui rakendatud jÕud ^

ületab , algab libi­

semine, mille kiirenduse 

määrab rakendatud jõud.

^  ja hõõrdejõu va­

he 9r—9 ^  . HÕÕrdejõu 

9 ^  väärtus sSltub vähe­

sel määral liikumise kii­

rusest (selle sõltuvuse 

k5ige sagedamini esine-Joon. 7*1*

vat iseloomu praktikas kujutab joon. 7*2). Kui kokkupuutu­

vate (hÕÕrduvate) pindade omadused libisemise protsessis 

ei muutu (ei toimu näiteks silumist, temperatuuri muutust, 

oksüdeerumist vms.), siis kiiruse muutudes jääb hõõrdejõud 

konstantseks (joon. 7*3). Kokkupuutepindade suurus kuiva

hõõrde puhul ei avalda mõju hÕÕrdejÕule ning hÕÕrdejÕud on 

ligikaudu võrdeline normaalrõhumisega :

k. 9L (7 .1 )

VÕrdetegurit С  nimetatakse hõõrdeteguriks ning liugumi- 

sel on see nimeta suurus, mille väärtus sõltub hÕÕrduvate
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pindade iseloomust (praktiliselt vahel ka kiirusest).

Veeremisel aga sSltub hõõrdej5ud veel veereva keha raa­

diusest &  (joon. 7*4)

(7-2)

Joon. 7*4.

Veeremise h6Õrdetegur ^  on pikkuse mSStühikutes avalduv 

suurus, mille väärtus sSltub ikka pindade iseloomust.

Hõördejöud veeremisel on alati väiksemad kui liugumisel 

(siit kuullaagrite kasutamise idee).

\
7 .2 . Viskoosne hSõre

Erinevalt kuivast h63rdest muutuvad viskoosse hÕÕrde 

korral h36rdejÕud nulliks koos kiirusega. Seepärast tekita­

vad isegi väga väikesed välised jõud kihtide nihkumise.Joo­

nisel 7*5 on kujutatud tüüpiline sõltuvus tahke 

keha ja vedeliku vahel. Tahke keha liikudes vedelikus kii­

rusega V' väikeste kiiruste puhul

\  =  K-.'r, (7 .3 )

suuremate kiiruste Juures

%  =  (7 .4 )
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H 6 3 rd e teg u rid  ^  j a  v a le m ite s  ( 7 »3 ) j a  (7»4) 
sõ ltu v a d  väga s u u re l  m ääral keha k u ju s t  j a  m õõtm etest, 
tem a p iim a  Ise loom ust n in g  v e d e lik u  v is k o o s s e te s t  omadus­
t e s t .

Joon. 7*5.



8 . LIIKUMINE MITTEIHERTSIAAISETES SÜSTEEMIDES

A lustades a in e p u n k ti k in em aa tik a t d e f in e e r is im e  i n e r t -  
s l a a l s e t  ta u s ts ü s te e m i k u i s e l l i s t ,  mis on seo tud  v a b a l t  
l i ik u v a  kehaga. Sam uti on i n e r t s ia a ln e  ig a  süsteem , mis 
l i ig u b  in e r t s i a a l s e  sü steem i su h te s  ü h t l a s e l t  j a  s i r g jo o ­
n e l i s e l t .

L iikum ise r e l a t i i v s u s e  p r i n t s i i b i  k o h a s e lt  kulgevad 
fü ü s ik a l is e d  n äh tused  k õ ik id e s  i n e r t s i a a l s e t e s  sü steem i­
des ühtem oodi.

Kui vaadeldav  ta u s tsü s te e m  l i ig u b  in e r t s i a a l s e  s ü s te e ­
mi su h te s  m l t t e ü h t l a s e l t  v õ i k õ v e r jo o n e l i s e l t , on see süs­
teem m i t t e in e r t s i a a ln e  n in g  liik u m in e  j a  s e l l e  k i r j e l d a ­
mine n iisu g u se  süsteem i su h te s  osu tub  m ärksa keerukam aks, 
ku i see  on i n e r t s i a a l s e t e s  sü steem id es.

8 .1 .  In e r ts iJÕ u d  ku lgevas sü s teem is

Mööda s i r g e t  te e d  m ingi k iire n d u se g a  Л- l i ik u v a s  va­
gun is ( jo o n . 8 j1 ) h o r i s o n ta a ls e l  r i i u l i l  o le v  k u u lik e  л+ъ 
hakkab veerem a tah ap o o le  n in g  kukub ü le  r i i u l i  ää re  põran­
d a le .

Kui ta h e ta k s e ,  e t  k u u lik e  p ü s ik s  r i i u l i l  p a ig a l ,  peab 
s e i l a  k in n itam a  vaguni s e in a  kü lge  n ä i te k s  vedru  a b il ,m is  
vaguni k i i r e n e v a l  l i ik u m is e l  osu tub  v ä i ja y e n i ta tu k s ,  r a ­
kendades seeg a  k u u lik e s e le  m in g it jõudu 'f' .

Vaguni la e s  rip p u v  pende l kaldub sam uti tah ap o o le  n ing  
jääb  ta s a k a a lu ,  o l l e s  k a l lu ta tu d  m ingi nu rga  oi v õ r ra



v e r t i k a a l i  su h te s . Kui vagun o lek s  p a ig a l  vS i ü h tla se s  
s i r g l i lk u m is e s  Maa k u i in e r t s ia a l s ü s te e m i  s u h te s ,  o leks 
k u u lik e  r i i u l i l  p a lg a l  n in g  pendel r ip u k s  v e r t i k a a l s e l t .  
Seega on ilm n e , e t  n i is u g u s e s  vagun is k u i m i t t e i n e r t s i -  
a a ls e s  sü s teem is  Newtoni liik u m isse a d u se d  t a v a l i s e l  k u ja l 
e i  k e h t i .  S e l le k s  e t  o le k s  v õ im alik  rakendada Newtoni sea­
d u s i ,  tu u ak se  s i s s e  i n e r t s i j õ u d .  Antud ju h u l ö e ld ak se , e t 
k i ire n d u s e g a  &• l i ik u v a s  vagun is r i i u l i l  o le v a le  k u u li­
k e s e le  mõjub in e r ts i jÕ u d  *  — ri+vTL , s . o .  jõud , m ille  
v ä ä r tu s  m äära takse  Newtoni П  seaduse j ä r g i  n in g  s i l l e  
suund on v a s tu p id in e  sü steem i k iire n d u s e  suunaga. Nüüd 
saab  mõlema keha jao k s k i r ju ta d a  Newtoni I  seaduse ta v a ­
l i s e l  k u ju l  ( jo o n . 8 : 2 ) :

Jo o n . 8 :2 .
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a) K u u lik ese le  mõjub kaks jõudu T  j a  9% n ing

?l -b T  ~o
(8.1)

määrab k u u lik e se  p a ig a lo le k u .

b ) P e n d li k u u lik e se le  mõjub kolm jõudu ( T  on n i i ­
d i  tõmme) n ing

+  T  + (8.2)

määrab p e n d li  ta sa k a a lu o le k u .

Newtoni I I  seadus m i t t e in e r t s i a a l s e  süsteem i puhul e r a l ­
dub valem ina

(8 .3 )

kus У  on k eh a le  m õjuvate v ä l i s t e  jõudude r e s u l t a n t
-  keha k i ire n d u s  m i t t e in e r t s i a a l s e  sü steem i su h te s .

8 .2 .  I n e r t  sl.'tõud p ö ö rlev as  sü steem is

1 . Kujutame n u rk k iiru se g a  oü p ö ö rle v a l p in g i l  h o id ja
a b i l  r ip p u v a t pend­
l i t  m assiga .T a- 
sak aa lu o lek u s moo­
d u s tab  pendel nurga  
об v e r t ik a a ls ih ig a  

(jo o n . 8 :3 ) .  S e l le  
põh juseks on j ä l l e ­
g i  süsteem i k iire n e v  
liik u m in e  ( seekord  
pöörlem ine) n ing  
s e l l e s t  t in g i tu d  
i n e r t s l jõ u d , mis on 

suunatud mööda r a a d lu s t  v ä lja p o o le  n ing  m ille  v ä ä r tu s

2.
(8 .4 )
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( ь)г  ft on t ih t i  a s e l t  n u rk k iiru se g a  oõ mööda r in g jo o n t  r a a ­
d iu se g a  d, l i ik u v a  p u n k ti k i ire n d u s  -  t s e n t r i p e t a a lk i i r e n -  
d u s , m is on suunatud mööda r a a d iu s t  t s e n t r i  p o o le ) .  P en d li

k u u lik e s e le  mõjub nüüd kolm 
jõudus ra sk u s jõ u d  , i n e r t ­
s i  jõud j a  n i i d i  tõmmeT 
( jo o n . 8s4) n in g  p e n d li  ta sa -  
kaa lu tin g im u sek s on

£ + * $ 2 + 4 ’ = o  (8 .5 )

2 . Vaatleme ju h tu , kus keha m assiga 4Я, l i ig u b  ü h t l a s e l t  
k i i r u s e g a  mööda ü h t l a s e l t  n u rk k iiru s e g a  cõ p ö ö rlev a t
k e ta s t  s e l l e  ra a d iu se  suunas ( jo o n . 8*5). S e l l e l e  k eh a le  mõ­
ju v a te  in e r ts i jõ u d u d e  v ä l ja s e lg i ta m is e k s  arvutam e tema k i i ­
renduse  liik u m a tu  k o o rd in a a tid e  süsteem i su h te s . 
Ajamomendil ~t on keha
kauguse l R, pöörlem is -  
t e l j e s t  (keha  asukoht 
t  авар Innal (-Х,У) on 
m ääratud v e k to r ig a  R ) . 
Keha k i i r u s  l iik u m a ta  
k o o rd in a a d is tik u  suh­
t e s  koosneb k ah est kom­
p o n en d is t s

1 ) r a d ia a ln e  -
suunatud  mööda % ,

7

2 ) ta n g e n ts ia a ln e  [Zö
-  r i s t i  ra a d iu se g a

Joon. 8$5.



Ajamomendil ~Ь•hct'b on mSlemad komponendid pöördunud 
nurga

da l — со cL-b

v S rra  ( jo o n . 816) .  K iiru se  r a d ia a ln e  kosponent v ä ä r tu se  
p o o le s t e i  muutu, ta n g e n ts ia a ln e  aga saab  juurdekasvu

cõc( -  cO d-b

[ S R + c l R ] [ x f i j

Joon. 8 :6 .
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J o o n is e s t  8 :6 ,b n äh tu b , e t  k i i r u s e  juu rdekasv  ajavahem ikus 
<Ct koosneb kolm est kom ponendist: ^ ) t  j a  (ĉ ) i ,

k u s ju u re s  (ctfrh  j a  on r i s t i  ra a d iu se g a  n in g  sama-
su u n a lise d  (suunatud  mõõda k i i r u s e  t a n g e n ts ia a l s e t  komponen­
t i  [  CO R J  Kolmas komponent aga on suunatud  mõõda 
r a a d lu s t  ^  p ö ö r le m is te l je  p o o le .

Sam alt jo o n is e l t  (8 :6 )  saame lugeda:

(ct#)4 c jc ö t

= со ($+• o/l?) -  ^  Я =- со1̂ o №

— CO I? of o( ~  CO cõ cLfc *  CO R J~ t

S i i t  jä rg n eb  k iire n d u s e  r a d ia a l s e  komponendi v ä ä r tu s  

wing sam uti ta n g e n ts i a a l s e  komponendi v ä ä r tu s

( d r ) M d v )*. I M i h c t t  
= ------- 4 b -------- --------7 t T ~ = ia > 1 > i

Esimene kom ponentidest on võrdne t s e n t r ip e ta a lk l i r e n d u -  
seg a . Teine komponent on r i s t i  ra a d iu s e g a  (se e g a  k a  k i i r u ­
sega  4^ ) n in g  sed a  saab  v ä lje n d a d a  v e k to r i te  CO j a  ^  
v e k to rk o r ru tis e  a b i l

=  2  [ u j

Seda k iire n d u se  komponenti n im e ta tak se  C o r io lis e *  k iir e n d u ­
se k s .

C o r io l is e  k iire n d u se  valem i saame sam al k u ju l  ka  ü ld i s e ­
mal ju h u l , k u i keha l i ig u b  mööda p ö ö r le v a t k e ta s t  jä ä v a  k ii­
ru se g a  s u v a l i s e l t  v a l i tu d  suunas ( m i t t e r a d i a a l s e l t ) . S e l le

*  Gaspard C o r lo lls  (1792-1843), p ra n tsu se  in s e n e r  j a  mate­
m aatik .
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tõ e s tu s e k s  vaatlem e jo o n is t  8:7« J o o n is e l  8 :7 * a  k u ju ta b  
punkt l i ik u v a  keha asukoh ta  ajamomendil ~t . Keha
k i i r u s  ( l i ik u m a tu  sü steem i su h te s )  koosneb k a h e s t kom­
po n en d is t ^  j a  £ oõ ž f J . Ajamomendil ~b+d~b on keha 
asend is Q n ing  tem a k i i r u s e  komponendid on 1^' j a  
[cS n in g  viim ane p ö ö ra tu d  nu rga  (co-t -g rjd t  vÖ rra

sama komponendi su h te s  ajamomendil ~t , kus T ( on k i i ­
ru se  ra a d iu se g a  r i s t i  o le v  konponent.

Joon . 8 i7 .
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J o o n is e l  8 i7 ,b  on k õ ik  k i i r u s t e  r e k to r id  ken tud  ü h te  
p u n k ti  n in g  n ä id a tu d  k i i r u s t e  juurdekasvud  ajavahem ikus 

. S e l l e l t  jo o n is e l t  saame lu g ed a :

=  u f d

j a

=  t [ c õ  % ]

N i i s i i s ,  k i ire n d u s e  analüüs ( te h tu d  i n e r t  s ia a la ü e t  e ea is  
asuva v a a t l e j a  s e is u k o h a l t )  n ä i ta b  k iire n d u s e  kahe кошро- 
nen d i o lem aso lu , mis o su tab  a s ja o lu le ,  e t  k eh a le  peab mõju­
ma kaks jõudu , m is need k iire n d u s e d  t in g iv a d :

^  ~ t s e n t r i p e t a a l jõ u d ,  mööda r a a d iu s t
t s e n t r i  poo le  suuna tud ;

S)r\ 2  OJ ~ r i s t i  r a a d iu se g a  mõjuv (pöörav) jõud.

Yaatleme nüüd kõ ike  to im uvat p ö ö rle v a s  sü steem is  asuva 
v a a t l e j a  s e is u k o h a l t .  K e tta  su h te s  l i i g u b  keha ü h t l a s e l t  
j a  s i r g j o o n e l i s e l t ,  nagu e i  mõjuks tem ale  ü k sk i jõud.Tege­
l i k u l t  aga mõjub l i ik u v a le  k eh a le  kaks jõudu -  ja

^  , esimene on suunatud  mööda r a a d iu s t  t s e n t r i  poo le , 
t e in e  r i s t i  ra a d iu se g a  k e t t a  pöö rlem ise  suunas.

S e lle k s  e t  dünaamika seadused  k e h t ik s id  k a  p ö ö rlev as 
(k e t ta g a  ühenduses o le v a s )  sü s te e m is , tu u ak se  s i s s e  kaks 
i n e r t s i  jõudu , _ g is  o n ^ u u n a l t  v a s tu p id is e d  jõududele  £  ja  

^  : jõud ^  *  — £  suunatud  mööda r a a d iu s t  v ä ljap o o ­
l e  ( t s e n t r i f u g a a l jõ u d ) , jõud =  suunatud r i s t i  
ra a d iu se g a  k e t t a  p ö ö rle m ise le  v a s tu  (C o r io l is e  jõud).M õle­
mad in e r t s i jõ u d  on rak en d atu d  k u u lik e s e le  n in g  ta s a k a a lu s ­
tuvad  kahekaupa ( jo o n . 8 :8 ) .

8.3« Kehade l i ik u m is e s t  Maa p e a l

Maa ööpäevase p öö rlem ise  t õ t t u  on Maaga seo tud  t a u s t ­
süsteem id  p ö ö rlev ad  m i t t e in e r t s i a a l s e d  sü s teem id , m il le s  
ilm nevad n i i  t s e n t r i f u g a a l -  k u i k a  C o r io l is e  jõud:
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I I

Joon . 8x8.

1) C o r io l is e  jõudude mõju näeme s e l l e s ,  e t  Maa p õ h ja ­
p o o lk e ra l ü h e su u n a lis te  ra u d te e d e  parem poolne roobas kulub 
enam k u i t e in e ,  sam uti on s i i n  jõgede parem poolne k a l l a s  
uhutud. S ee ju u res  e i  s õ l tu  näh tused  ro n g i l i ik u m is e  ega jõe 
voolu su u n a s t. Lõunapoolkeral kannatavad s e l l e  mõju a l l  
vasakpoolsed  roopad j a  jõgede vasakpoolsed  k a ld ad .

2) Kehade vaba langem ise l m aapinnale ku tsu b  nendele  ke­
hadele mõjuv C o r io lis e  jõud e s i l e  k õ rva leka ldum ise  id a  suu­
nas v e r t i k a a l i s t .  N iisugune kõrvalekaldum ine on tä p s e te  
ek sperim en tide  a b i l  k in d la k s  te h tu d .

3) F oucau lt31 k o r ra ld a s  1 8 5 2 .a a s ta l  k a t s e ,  m il le s  n ä i t a s ,  
e t  p e n d li  vÕ nketasapind muudab oma a s e n d it  Maa suh tes.N äh­
tu s  on s e le ta t a v  s e l le g a ,  e t  pende l s ä i l i t a b  oma võnketasa- 
p in n a , Maa p öörlem ise  t õ t t u  aga see n ä ib  m uutuvat Maa suh­
te s .

Leon F oucau lt (1819—1868), p ra n ts u s e  fü ü s ik .
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Vagon v eereb  ra sk u s jõ u  m õjul mööda te e d ,  mis a lg u l  moo­
d u s ta b  h o r iso n d ig a  nu rga  oi =  *>o° niwg h i l je m  läh eb  ü le  
h o r is o n ta a l ta s a n d ik s .  HÕÕrdejÕud moodustavad li ik u m ise  mõ­
lem al e t a p i l  ^ =  -20% vaguni k a a lu s t .

Vaguni lak k e  on n i i d i  a b i l  r ip u ta tu d  k u u lik e  m assiga 
= 4 0  ̂  . M äärata n i i d i  suund j a  te d a  p in g u ta v  jõud 

mõlema li ik u m is e  k o r r a l .

Lahendus.

I .  L iikum ise e s im ese l e t a p i l  jo o n is e l  8 :9  M  t ä h i s ­
ta b  vaguni m a ss i. HÕÕrdejÕud

Oleaanne 6 -1 .

Liikumapanev j  Õud on

[ I m * <*. — J?j

' - r  Tiv) n in g  vaguni liik u m ise  
k i ir e n d u s

Jo o n . 8:9*

N i id i le  mõjuv jõud ^  ( jo o n . 8 :1 0 ) on ra sk u s jõ u( jo o n . 8 :1 0 ) on ra sk u s jõ u  yne
j a  i n e r t s i  j  Õu ■= -  summa:

^  = 4 0 С!$'1/УУ}Л2' )J 1 + Ot 5 * - ž - 0 ,3  —

== 0,02 + у
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Joon . 8 :1 0 .

Nurga ß  määrame sam ast jõudude rö ö p k ü lik u s t:

*»1*4 # * ( £ - « )  '
. . а 7 U ЪП 'Ж C*+u' (Х -1?) frCrtot _ _

^  =  — A

//<? 2*^- gfj .  ц щ г
0,073-V V

I I .  L iikum ise t e i s e l  e t a p i l  ( jo o n . 8 :11 ) ku tsub  hÕÕrde- 
jõud r$r = ^ (yl£js e s i l e  k iire n d u se

N i i t i  p in g u tav  jõud 7 ^  on ra sk u s jõ u  />7  ̂ j a  in e r ts i jÕ u

S&. = - 'to * 2 .

sumina:
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Joon . 8 :1 1 .

—  W fy  J 4 +  1Z — № '» i i  ^ \J4  +  ot o j  = •  0,4°M

f a - J W s '

Ülesanne 8 -2 .

Easke keha m assiga ^  langeb v a b a lt  ^  kes­
t e l  n ing  saabub m aapinnale p u n k ti ,  kus g e o g ra a f i l in e  laius

Ц>=4£°.
A rvestades Maa p ö ö r le m is t,  m äära ta
1) kõ ik  k eha le  mõjuvad jõud langem ise lõppmomendil,
2) keha langem ispunk ti asend m aapinnal tema lä h te ­

p u n k t is t  tõmmatud v e r t i k a a l i  a lu sp u n k ti su h te s .

Lahendus.

1) Kehale mõjub kolm jõudu:
a) G ra v ita ts io o n ijõ u d  (5 .3 )

&  '
kus g ra v i ta ts io o n ik o n s ta n t  jf- =  ̂  £ J-• /]0 щ21 Maa 
ra a d iu s  — <°t3 f  ■ 40 Щ n ing  Maa mass M — £?96 '402 y .
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Seega

п  _  6<й L°"Ы3 x f '  I ' 2: ̂ вб- Ю24̂  • 4к(г 
Ч  -  ~  6 , ъ * \  4 0 * * " * 9 -  - М  V

Vektor Q  on suunatud Maa t s e n t r i  p o o le ,

b) T sen trifu g aa ljjö u d
'ПгЫог % СЛ<У

•T
kus Maa t i i r le m is p e r io o d  ^  = &4’ž6oO  t f t seega

Vektor <̂ T on suunatud mööda t i i r l e m is e  r a a d iu s t  £  v ä l ­
jap o o le .

c) C o r io lis e  jõud (8 .6 )
=  - 2 /ууь[ со i r ]

Et langem ise k i i r u s e  
v e k to r V" moodustab Maa 
n u rk k iiru se  v e k to r i  cO -g a
nurga s i i s

лйь (со 
n ing

Kuna V"— Cĵ 'o n ing  со— y 

kus Maa pöörlem isperiood
>T> = £ y .  ЗбоО d  . a ü s

у  _  Hin.
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V ektor ^  on suunatud, id a  poo le  (mööda p u n k ti t i i r -  
le m is rin g jo o n e  p u u tu ja t ) .

2 ) C o r io lis e  jöu  m õjul ka ldub  keha lan g ed es id a  poole , 
k u s ju u re s  i g a l  s u v a l i s e l  ajamomendil id a su u n a lin e  k i i r e n ­
dus

Et . s i i s

'UfCr *. 3,oÕ£-t c m f

K õrvalekaldum ise määr ( a la tu s )  ajamomendil &

С
kus

=  j i ( r c c/-b J-b -cd r  *  cjgc+ btf-b*
о о

j ä r e l i k u l t

о
ЬЪp. Cn<f 

S TS T  3 -2 ,4 -5 ,6 -4 0 '* 4

-Z
—  OS • 40 л ги

Keha langem ispunkt asub 4t OS Слм id a  p o o l v e r t i k a a l i  
a lu sp u n k t1 s t .



9 . AINEPUNKTIDE SÜSTEEMI JA KINDLA KEHA DÜNAAMIKA

9*1* Masskese

A inepunktide süsteem i masskese on p u n k t ,  m i s  
i s e l o o m u s t a b  m a s s i d e  j a o t u s t  a n ­
t u d  s ü s t e e m i s .  Süsteem i l i ik u d e s  l i ig u b  s e l l e  
masskese n i i ,  nagu l i ig u k s  a in ep u n k t, m il le  mass on võrd­
ne süsteem i summaarse m assiga n in g  m il le le  on rsk en d a tu d  
kõik  sü s te e m ile  mõjuvad jõ u d .

Masskeskme k o o rd in aad id  ü h tiv a d  süsteem i o sad e le  mõju­
v a te  p a r a l l e e l s e t e  jõudude (k a  ra sk u sjõ u d u d e) t s e n t r i  
k o o rd in a a tid e g a . Seega saab  masskeskme k o o rd in a a te  määra­
t a  k u i raskuskeskm e k o o rd in a a te .

A inepunktide süsteem i masskeskme le id m in e . Vaatleme 
ta sa p in n a s  ( jo o n . 9*1) asuva t k a h e s t a in e p u n k tis t
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koosnevat sü s teem i. ^  1 j a  
on a in ep u n k tid e  m assid , ЛГ4 y Zj % 2- -  nende koor­

d in a a d id  t e l j e s t i k u s  (Y^J  . O letam e, e t  see süsteem  asub 
homogeenses jõ u v ä l ja s ,  k u s ju u re s  a in e p u n k tid e le  mõjuvad 
jõud on v õ rd e lis e d  nende m assiga n ing  suunatud У  - t e l j e  
v a s ta ssu u n a s :

9 ^ =  /Ун 2_ cu,

(N iisu g u sek s  v ä l ja k s  vS iks o l l a  n ä i te k s  Maa r a s k u s v ä l i ,k u i  
p u n k tid e  vahemaa on s u h t e l i s e l t  vä ike  n in g  t e l g  У  suuna-

r e s u l t a n t  
saame mää-J6‘

tu d  v e r t i k a a l s e l t  ü l e s . )  Jõudude 5^ j a  5^ 
lä b ib  p u n k ti  V- ^ 2. t m ille  k o o rd in aad i 
r a t a  s u h te s t

^ z ~  -X
Хл

m il l e s t  jä rg n eb

X '-.

Kui vaadeldud  sü s te e m ile  l i s a d a  kolmas punkl^
( jo o n . 9 :2 ) n in g  s e e j ä r e l  l i i t a  jõud +  j a  »

3

Joon . 9 :2 .
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saame jõu  ^  +  7^ +  J  m õjusirge k o o rd in aad ik s  

£  _  />»4 *1 -h nt*V z j- W sV z 
Щ +

'УЪ- a in e p u n k tis t  koosneva süsteem i k o r r a l  on see t u l e ­
mus järgm ine:

K,

j/  _ ______“4? -- И,

Kui sama jÕ uväli on suunatud - t e l j e  v a s tu ,  saame r e s u l ­
t a n t  jõu k o o rd in aad i

Au

/
V aadeldes ruum is p a ik n ev a t a in ep u n k tid e  süsteem i 

~£i) » saame l e id a  p u n k ti ,  kus lõ ik u v ad  k õ i­
k id e le  a in e p u n k tid e le  m õjuvate m istah es s u u n a l is te  p a r a l ­
l e e l s e te  jõudude r e s u l t a n t id e  m õ jusirged , s .o .  sü steem i 
masskeskme:

ли H.

^  <9-1)
K indlaks kehaks n i m e t a t a k s e  k e h a ,  m i s  

e i  d e f o r m e e r u  m i s t a h e s  j õ u d u d e  
m Õ j  u 1 , seega k in d la s  kehas kaks s u v a l i s e l t  v a l i tu d  
p u n k ji on a l a t i  ü h e l j a  samal kaugusel t e i n e t e i s e s t .

K in d la t keha voib  v aad e ld a  k u i loendam atu h u lg a  a in e  -  
punk tid e  süsteem i n in g  tem a üheks o lu l is e k s  k a r a k t e r i s t i ­
kuks on m asskese. K indla  keha masskese on p õ h im õ t te l i s e l t  
sama mis a in ep u n k tid e  süsteem i m asskese. Et aga keha puhul 
on teg em is t e ine  p id ev a  ja o tu se g a , s i i s  masskeskme k o o rd i­
n a a tid e  v a le m ite s  asenduvad lõ p lik u d  summad in te g r a a ls e te  
summadega



x = J k  7  - j & J P f M ;  0 . 1 ' )
(V) (i/) СЮ

kus /У*Ъ on keha m ass, l / -  tem a ruum ala, ß  -  t ih e d u s .
K in d la  keha puhul e r i s t a t a k s e  k ah te  l i i k i  l i ik u m is i :

1) k u l g l i i k u m i n e  ( t r a n s la to o r n e  liik u m in e  ) 
o n  n i i s u g u n e  l i i k u m i n e ,  m i l l e  k o r ­
r a l  s u v a l i s e l t  v a l i t u d  k e h a g a  
k i n d l a l t  ü h e n d u s e s  o l e v  s i r g e  
j ä ä b  p a r a l l e e l s e k s  i s e e n d a g a .  Kulg- 
l i ik u m is e s  l i ig u b  k in d la  keha  m asskese n i i ,  nagu l i ig u k s  a i­
nep unk t, m il le  mass on võrdne keha m assiga  n ing  m il le le  on 
rak en d a tu d  k õ ik  keha k u lg l i ik u m is t  e s i le k u ts u v a d  v ä lis e d  
jõud ; 2) p ö ö r l e m i n e  ( r o ta ts io o n )  o n  n i i ­
s u g u n e  l i i k u m i n e ,  m i l l e  k o r r a l  
k õ i k  k e h a  p u n k t i d  l i i g u v a d  m ö ö ­
d a  r i n g j o o n i ,  n e n d e  r i n g j o o n t e  
k e s k p u n k t i d  a g a  a s u v a d  ü h e l  s i r ­
g e l ,  m i d a  n i m e t a t a k s e  p ö ö r l e m i s -  
t e l j e k s .

9 .2 .  P öörlem ise k in em aa tik a

Pöörelgu  m ingi k in d e l keha t e l j e  OO  ümber ( jo o n .9:3)* 
Olgu ajamomendil ~t s e l l e  keha üks s u v a l i s e l t  v a l i tu d  
punkt a se n d is  M n in g  ajamomendil a se n d is  ftf' .
Seega on ajavahem iku Art k e s te l  keha pöördunud nu rga  <9^ 
v õ r r a .  Keha p öörlem ise  keskm iseks n u rk k ilru s e k s  ajavahemiku 

jao k s n im e ta tak se  n u rga  j a  a ja  Д~Ь su h e t

(9 .2 )

N u rk k iiru s  ajamomendil ~b on

Aib~^0 (9 .2  )
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N u rk k iiru s  CaJ on Sk« 
■ ia a lv e k to r  y m il le  suund, 
m ääratakse parem a käe k ru ­
v i  r e e g l i  j ä r g i .

N u rk k ilru se  ühikuks on 
=  6~ 4.

Kui t од pöör­
lem ine ü h tla n e . S el ju h u l

С?=<%  +  cc -t0

kus on n u rk , m ille  võr­
r a  keha on pöördunud ajamo- 
mendlks ~b n in g  fyo on 
pöördenurk , m is v a s ta b  mo­
m endile ( m il an tud  ü le san ­
des h ak a tak se  aega lugema.

Kui keha p ö ö rlem ise l n u rk k iiru s  muutub, tu le b  l i ik u m is t  
k ir je ld a d a  su u ru seg ap a i s  ise loo m u stak s sed a  m uutum ist, 
s .o .  n u rk k ilren d u seg a .

Kui ajamomendil ~t keha p ö ö rleb  n u rk k ilru se g a  cO n ing 
ajamomendil ~t -t6~tr on n u rk k ilru s e  v ä ä r tu s  cO-h AcD t s i i s  
ajavahemiku jaoks a rv e s ta tu d  keskmine n u rk k ü re n d o s

(9 -3>

ning ajamomendlle ~b v a s ta v  n u rk k ilre n d u s

с =  ( 9 .3 ')
t -Ь^О & t

N urkk ilrendus on a k s ia a lv e k to r > m ille  suund ü h tib  
n u rk k ilru se  suunaga v iim ase kasvades n ing  on v a s tu p id in e  
s e l le g a  n u rk k ilru se  kahanedes.

/  — 2. —ZrN urkk ilrenduse mõõtühikuks on *ЬаЫ. <1 =  <3 .
Kui , on pöörlem ine ü h t l a s e l t  k i i r e n e v  n in g

k eh tiv ad  seosed

Joon. 9»3-
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СО = CJо + s . -Ь (9 .4 )

j a
( f=  (fo +  rto-k -h - g - 9 (9 .5 )

kus % j a  05o on ajaaom endile  n u l l  v a a t avad suurused .

9 . 3 . Pöörleva  keha k in e e t i l i n e  e n e rg ia

Kui m ingi k in d e l keha_ f  jj
p ö ö rleb  ümber t e l j e  OO 
n o rk k iiru a e g a  со , s i l e  
s e l l e  keha k õ ik  punk tid  
l i ig u v a d  mööda v a s ta v a id  
r in g jo o n i  sama n u rk k iiru -  
sega ( jo o n . 9 * 4 ).Kui vaa­
d e ld a  keha koosnevana a i ­
n e p u n k tid e s t m assidega 

M M Z ) . , ,  , nlng
nende t r a je k to o r id e  r a a -  
d iu sed  on *b4) Ẑzj ,
s i i s  saab avaldada Ig a  
a in e p u n k ti k i n e e t i l i s e  
e n e rg ia  ku i

u/e _  _  УИ: ca 
° & '  -e

Kogu keha k in e e t i l i n e  e n e rg ia  aga on

WK =  t  g  £  THi e  i  .

2  /t- j, 
J -  =  W bl 2/ on a in e p u n k ti i n e r t siaom ent ni ng >

on keha in e rts lm o m en t. Tähistam e . 7 = ^  УУ1‘ Ъ-т , s i i s
1-1
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WK = ^  ( 9 .6 )
* a,

Keha inertsim om ent CJ on su u ru s , mis ise lo o m u stab  pöör­
le v a  keha m assi n ing  s e l l e  p a ig u tu s t  p ö ö r le m is te l je  su h te s . 
Inertsim om endi $  У  -üh ikuks on К̂ ГУ)*', С Q  £  -sü s te e m is  £,6"^

NN NN V j 116 • *•
Keha inertsim om endi arvutam ine ü ld ju h u l ,  k u i keha k u ju  

po le  g e o m e e tr i l is e l t  k ü l l a l t  k o rra p ä ra n e , on väga keerukas 
ü lesanne. G e o m e e tr il is e lt  k o r ra p ä ra s te ,  e r i t i  ümmarguste 
homogeensete kehade k o r r a l  aga on see t ä i e s t i  võ im alik  n ing 
i s e g i  l ih tn e  ü le san n e .

9 , 4 . Kehade in e r ts ia o m e n te

1) Peene rõnga inertsim om ent s e l l e  te l . je  su h te s  ( jo o n .
9 *5 ) .  HÕnga e lem en ti 
p ikkusega с/в  võ ib  v a a ­
d e ld a  k u i a in ep u n k ti 
m assiga

kus ^  on rõnga joon- 
t ih e d u s .

S e l le  elem endi in e r t-  
simoment

Jo on . 9 :5 . M - J m / r - f W C

Kogu rõnga inertsim om ent
ZirR

о
E t ZTfrf/h —Як, , s i i s

(9 . 7 )
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A nalo o g ilised  a ru tlu se d  n ä ita v a d , e t  ka  Õhukeste s e in te ­
ga s i l i n d r i  inertsim om ent s i l i n d r i  t e l j e  su h te s  J ~  ^   ̂ , 
kus on s i l i n d r i  m ass.

2) K e tta  С s i l i n d r i )  Inertsim om ent tem a t e l .le su h te s .
Olgu k e t t a  ra a d iu s  AL , tema peksus n in g m ater­

j a l i  t ih e d u s  J? (m a te r ja l  homogeenne). Vaatlem e elemen- 
t  a a r  s i l i n d r i t  ra a d iu se g a  nß se in ap ak su seg a  do* (joon.
9 *6).

N iisuguse  s i l i n d r i  i n e r t ­
simoment

o(J= S 'T i'lJ 'b 'b 'f' Ч1'

Kogu k e t t a  inertsim om ent 
on

f * 
j - j d a - a r p t . 7 г Л / г »

О О

S t

Joon . 9*6. 

ТГ f ? =  Лл. on k e t t a  m ass, s i i s

Z
J =  f - (9 .8 )

3) Peene v a rd a  inertsim om en t te l . le  s u h te s ,  mis on r i s t i  
vard ag a  n ing  lä b ib  s e l l e  k e sk p u n k ti ( jo o n . 9*7).

Varda lõ ik u  of£  võib 
v aad e ld a  k u i a in ep u n k ti. 
S e l le  elem endi i n e r t s i ­
moment

j j - f j e -  e *

kus on v ard a  joon-

* / > f Tc% te  = / *  £

i  I (
Joon . 9*7*

t ih e d u s .  Kogu vard^i inertsim om ent
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4) Kera i n e r t  simoment tema t s e n t r i t  lä b iv a  t e l  .je s u h te s .

Olgu k e ra  ( jo o n . 9 :8 )  ra a d iu s  R  n ing  m a te r ja l i  t i ­
hedus ß  (m a te r ja l  homogeenne). Vaatleme s e l l e s  k e ra s

Et ^  L — /hb on varda masst s i i s

(9 .9)

Joon. 9*8.

r i s t i  v a l i tu d  t e l j e g a  a s e ts e v a t  e le m e n ta a rk ih ti ,  m ille  r a a ­
d iu s  on £  , kaugus t s e n t r i s t  A, n ing  paksus cJh, . N ii­
suguse k ih i  i n e r t simoment

ciO — ^  /7  nT uih у -  ^

Asendanud

£  = oL

n ing

4\, =  rföW b a( dl^  =  Ц е л  Oi J

saame

cLy — 4г Ъ V R oC cfoCЛ  *
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Ж Ж
, J d J  = Kf/fS'Jcb5'* doc
о O

P ä ra s t  in te g r e e r im is t  saame

Et k e ra  mass YY\=-^u » s i i a

jr ПъЯ* ( 9 . 1 0 )

5) Huyftensi* teoreem  võim aldab a rv u ta d a  keha i n e r t s i -  
momendi Cf' s u v a l i s e l t  v a l i tu d  t e l j e  s u h te s ,  k u i on te a d a  
s e l l e  keha i n e r t  sisom ent j  t e l j e  s u h te s , a i s  on esime­
sega p a r a l le e ln e  n ing  lä b ib  keha m asskeset

J

kus /УУЬ on keha m ass, £b -  te lg e d e v a h e lin e  kaugus.
Teoreemi tõ e s ta m ise k s  vaatlem e s u v a l is e  ku juga  k e h a .m il-  

l e  m asskese asub p u n k tis  0  ( jo o n . 9 * 9 ). Kaks koo rd in aa-

Kara inertsimoment

Joon . 9 :9 .

* C r is t ia a n  Huygens (1629-1695), Madalmaade fü ü s ik  j a  
astronoom .
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t id e  süsteem i on v a litu d  n i i ,  e t  t e l j e d  ja  -X  ü h ti­
vad, t e l j e d  j? ja  aga on r i s t i  jo o n ise  tasapinnaga,
m ille s  asuvad t e l j e d  JC ja  У  ning У  ja  Ы'  . 
Arvu tarne keha in e r t  simomendid J  ja  J f te lg e d e  ja  

j t  su h tes .
A inepunkti A k o o rd in aad id  on

x ! ~ X i  

tfi * ,

S e lle  punkti kauguste ruudud te lg e d e s t  j t  ja  j t  on

2. г z 
fc -  *  + >

Eeha inertsim om ent

J7=S. е / =  Z (х?+& г)& Щ

ning

у  = z  i f w i  = ž \ ( 4 + * )  =

=  2 (*?+ yi) L wc +clžL&™i r Z & Z < • * m

Kuna t e l g  lä b ib  keha m assk ese t, s i i s  saadud summa v i i ­
mane l i i g e  on n u l l  n in g

-h0+1 CL (9 .1 1 )

N äitena  arvutam e peene v a rd a  Inertsim om endi t e l j e  U 
s u h te s , mis on r i s t i  vard ag a  n in g  lä b ib  v a rd a  o tsp u n k ti

( jo o n . 9*10).
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11 J
У----у, У=У+»г(-т)*’=

А,

L\* 
г
z

Joon . 9*10.

Sama tu lem use  saame, a rv u ta d e s  У o ts e  ( jo o n . 9*11).

Varda elem endi otE- 
i n e r t  s  imoment

( f* '  -  v a rd a  joon - 
t ih e d u s ) .  Varda i n e r t -  
s  imomentJo o n . 9*11*

э-]/*егм
kus ‘Уу} —̂  L  on v a rd a  m ass.

9.5« Pöörlem ise dünaamika p5h iv6rrand
- f  и

Vaatleme k in d la t  keha , m il le  Inertsim om ent t e l j e  О О 
su h te s  on У  n ing  m is p ö ö rle b  s e l l e  t e l j e  ümber n u rk - 
k i i r u s e g a  Cü ( jo o n . 9*12). Kui rakendada s e l l e l e  keha­
l e  p u n k tis  P  jöud £  , m il le  suund ü h t ib  p u u tu ja g a  
p u n k ti P  t r a j e k t o o r i l e  ( r in g jo o n  ra a d iu se g a  4, ) ,  s i i s  
ajavahem iku eOt k e s t e l ,  k u i keha on pöördunud n u rg a  dtfy 
v ö r ra ,  on s e l l e  jö u  tö ö

K o rru tis  £ on an tud  jö u  moment ( a k s ia a lv e k to r  И  =
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<f

Joon . 9*12.

= , m il le  suund m ääratakse parema käe k ru v i r e e g l i  jä r ­
g i ) .  Seega

c t -й- — 01 d cp

S e lle  tö ö  a rv e l  suureneb keha k in e e t i l in e  e n e rg ia  dM /v õ r-  
r a :

ehk
/]/! s/m  — j( : z
M of(f  =  Oc^cfcõ

M c f - J p g ) ,

Jaganud v iim ase  v õ rra n d i mõlemaid p o o li  d t  -g a ,  saame

(Ц 4 1  =  3cõ —1 oOt ettr

Kuna __ c j  n in g  — £  ( n u r k k l l r e n d u s ) ,s i i s
cCfc djfc

M  = 0 e  (9 .1 2 )
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Saadad tu lem us ongi pöörlem ise  dünaamika p õ h iv õ rran d .
Et /V j a  <? on a k s ia a ls e d  v e k to r id ,  s i i s

(9 . 12')
Seega n u rk k iire n d u se  £  suund on m ääratud mõjuva jõu  £  
pöördemomendi А/ suunaga n-i ng kummagi v e k to r i  moodulid 
on v Õ rd e lised  suu rused .

M ärkus. Dünaamika pÕ hivÕ rrandi tu le ta m is e l  on võetud ar­
v esse  jõ u d , mis asub p ö ö r ie m is te l je g a  r i s t i  o lev as ta s a ­
p in n as n ing  on p u u tu jak s  rak en d u sp u n k ti t r a j e k t o o r i l e .  
Kehale m ingis p u n k tis  P rakenda tud  jöud võib
ü ld ju h u l o l l a  s u v a l i s e l t  suunatud ( jo o n . 9*13). Kuid

n iisu g u se  jÕu 
võib  a l a t i  lahu­
ta d a  kaheks kom­
ponendiks ,m i l le s t  
üks 7 '  on p a ra l­
le e ln e  pöö rlem is- 
t e l j e g a ,  te in e  7  
aga asub ta s a p in ­
nas , mis lä b ib  
jõu  rakenduspunk- 
t i  n ing  on r i s t i  
p ö ö r ie m is te l je g a . 

Joon. 9 :1 3 . 0n k e rSe m õ is ta ,
e t  p ö ö r ie m is te lje g a  p a r a l le e ln e  jõud 7 '  keha pöörlem i­
s e le  mõju e i  av a ld a  ( t a  v õ ik s k u tsu d a  e s i l e  v a id  t e l j e  
paindum ise, ku id  k in d la  keha puhul n iisu g u n e  e fe k t  a r ­
vesse  e i  t u l e ) .  JÕu 7 "  v õ ib  omakorda la h u ta d a  kaheks 
komponendiks: £  -  p u u tu ja  p u n k ti P trajektoorile 
n ing  suunatud mööda r a a d iu s t  ( jo o n . 9 :1 4 ) . Viima­
ne /  ' sam uti ku i p ö ö r le m is te l je g a  p a r a l le e ln e  jõud 
e i  m õjuta keha p ö ö r le m is t. N ii taandub ig a  s u v a lis e  jou 
mõju p ö ö rlem ise le  s e l l e  jõu  n iisu g u se  komponendi m õju le , 
mis on tema raken d u sp u h k ti p o o lt  keha p ö ö rle m ise l jo o -
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n e s t a t ava r in g jo o n e  p u u tu ja k s .

9 .6 .  LI lk  urni ah u ig a  momendi (p õ ö rlem lsh u lg a) .jäävuse 
seadus

Mööda r in g jo o n t  l i ik u v a  a in e p u n k ti liik u m ish u lg a  moment

J_ = . W ir t l ,

kus /Уу1' on a in e p u n k ti m ass,
V" -  tem a liik u m ise  jo o n k llru s  ning 
*b -  r in g jo o n e  ra a d iu s  ( jo o n . 9*15).

Joon . 9*15.

Asendanud jo o n k ilru se  V' n u rk k ilru s e  oõ kaudu = 
= CJ n ln g  v Ö ttes a rv e s se , e t  D — W l .* ', saame



Et OO on a k e ia a lv e k to r , s i i s  ka L on sam asuunaline 
v e k to r

L ^ ü c o  (9 .1 3 ’)

A n a lo o g i l is e l t  o m is ta tak se  pöö rlem ishu lk  L k a  p ö ö rle ­
v a le  k in d la le  k e h a le . ^

Pöörlem iehu lga L J  -üh ik u k s on 4 t C Q $ -
sü s teem is  J~y. »

Kehale mõjuva pöördemomendi M j a s e l l e  mõjumise a ja  
dlšt k o r r u t i s t  M ett n im e ta tak se  p ö ö r d e i m p u l -  

s i  к s .
Varem tu l e t a tu d  p öörlem ise  dünaamika p õ h iv õ rra n d it  saab 

fo rm u le e r id a  t e i s i t i , '  k a su ta d e s  pöö rlem ieh u lg a  j a  pöörde- 
im p u ls i m õ is te id . Asendame valem is (9*12)

atcO 
e i t  ,

saame

/ V - 7 Ш
ehk

M e t t  -Dctco

K ind la  keha k o r r a l  0  — nj ng

Mott: (9 .1 4 )

K e h a  p ö ö r l e m i s h u l g a  j u u r d e ­
k a s v  o n  v õ r d n e  t e m a l e  r a k e n d a ­
t u d  p ö ö r d e i m p u l s i g a .

Pöörlem ise dünaamika p õ h iv õ rra n d is t  (9 .1 4 )

ß i% t  = d ( 3 & )

jä rg n e b , e t  k u i f K - 0  , s . t .  k u i on te g e m is t i s o l e e r i t u d  
kehaga, s i i s

-  ЛД2 ж



У  с о  =  c o u ^ t~ f

s .o .  i s o l e e r i t u d  k e h a  
h u l k  o n  j ä ä v  s u u r u s .

p ö ö r l e m i s -

(0,>ÜJ

Kui vaadelda deformee r ita v a t  
keha, m ille  in e r ts  imoment 1 pöör- 
le m is te lje  suhtes on võim alik  
muuta, s i i s  s e l l e  keha nurkkiirus  
Cõ muutub p ö ö rd v õ rd e lise lt  

inertsimomendiga У  .
N äide. Inimene p ö ö rlev a l (Žu- 

kovsk i) p in g i l ,  m assiivsed  v ih id  
(/ууъ)  käes (jo o n . 9 .1 6 ) .  V ihtide  
eemaldamisel t e l j e s t  v õ i lähenda­
m isel s e l l e l e  süsteem i nurkkiirus  
v a s ta v a lt  väheneb v õ i suureneb.

Kui süsteem koosneb mitmest 
k eh ast, kusjuures ig a l  kehal on 
oma p ö ö rlem iste lg  ja  nu rk k iiru s, 
s i i s  süsteem i pöörlem ishulk

L -SL Й (9 .1 5 )

Kui s e l l e l e  sü steem ile  e i  raken- 
Joon. 9*16. data  v ä lja s tp o o lt  pöörlem ist mõ­

jutavaid jõudusid (süsteem  on i s o le e r i t u d ) , s i i s  tema pöör- 
lem ishulk on jääv suurus:

ST =  M b it', (9 .1 6 )

s .o .  is o le e r itu d  süsteem is saavad esin ed a  vaid  v a s ta s t ik ­
ku kompenseeruvad põörlem lshulga muutused.
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9 .7 . Güroskoop 1 Una efekt

Joon . 9.17*

Vaatleme h o o r a ta s t ,  m il le  inertsim om en t t e l j e  0 0  suh­
t e s  on 0  n ing  mis p ö ö rleb  ümber s e l l e  t e l j e  n u rk k iiru s e -  
ga  СО ( jo o n . 9 .1 7 ) .  N iisu g u se l ju h u l on h o o r a t ta  p ö ö rle -  
m iahulk t e l j e  OO  su u n a lin e  v e k to r

L = Ocõ

Bakendaae s e l l e  h o o r a t ta  t e l j e l e  o tsp u n k tid e s  О ja  
0* võ rdsed  j a  p a r a l l e e l s e d ,  k u id  v a s ta s s u u n a lis e d  jõud 
?• j a  T*  , mis m oodustavad jõ u p a a r i .  Seega on hoo­

r a t t a l e  rak en d a tu d  pöördemoment , ni ng k u i see  on mõ­
junud ajavahem iku A t  k e s t e l ,  on h o o ra ta s  saanud pöör- 
lem ish u lg a  juurdekasvu



mis lisa n d u b  p ö ö rlem ish u lg a le  
puks on h o o r a t ta  pöö riem lsh u lk

V  -  L + &L
S e l l e s t  jä rg n e b , e t  h o o r a t ta  t e l g  võ tab  uue a se n d i, o l ­

le s  pöördunud n u rg a  «1 v õ r r a  ta s a p in n a s , mis on r i s t i  
jõudude T  j a  7 '  ' ta sa p in n a g a . On a ru saad av , e t  nurk  
oC on sed a  väiksem , m ida väiksem  on AL v õ r re ld e s  L -  

ga, mis t e g e l i k u l t  l e i a b  a s e t ,  k u i h o o ra t ta  inertsim om ent 
ja  pöörlem ise n u rk k iiru s  (se e g a  p ö ö riem lsh u lk ) on k ü l l a l t  
suured . N iisu g u ses  o lu k o rra s  on v a ja  tu g e v a t välism Õ ju M , 
e t  muuta h o o r a t ta  p ö ö rle m is ta sa p in d a .

S i i t  tu le n e b  võim alus rakendada s e l l i s e i d  suure  i n e r t s i -  
momendiga k i i r e s t i  p ö ö r le v a id  k e h i (güroskoope) la e v a d e , 
len n u k ite  v õ i r a k e t t id e  liik u m issu u n a  s ä i l i t a m is e k s .

Olesanne 9 -1 .

N eli k u u l ik e s t  ( W $= 2,00g ;
УУ)Ч̂ =. 400̂  a se tsev ad  ruudu tip p u d e s  ( jo o n . 9*18), m il le  

k ü lje  p ik k us & = 40 £*и, . M äärata n iisu g u se  süsteem i mass­
keskme k o o rd in aad id  -Уо.Чо .

Lahendus.

Masskeskme koord in aad id  
(9 .1 ) :

u m :

ž l w :

Mt + vy) УИд+УУ) у

+ т г -f -t yyj4 — 3  СЛУ1.
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M äärata homogeense p o o lk e t ta  (R.)  masskeskme kangas 
X 0 t e d a  p i i r a v a s t  d ia m e e tr is t .

Oiesanne 9- 2 .

Lahendus ( jo o n . 9 :1 9 ) .

Joon .
R.

Jx,etß
JC--

Vaatleme p o o lk e ta s t  koos­
nevana elem ent a a r r  ihade s t
1 a la se g a  , m illed e  mas­
s i  asemel võime masskeskme 
a rv u ta m ise l a rv e s ta d a  nende 
p in d a la :

o L g - ^ R t - X , * -  J-*-

V alem ite ( 9 . 1 ')  a lu s e l  mase- 
keskme k o o rd in a a t

JT*

t

ttR 2-
2j

li я
4 L,

Ü lesanne 9 -3 .

J o o n is e l  9 :2 0  k u ju ta ­
tu d  süsteem  koosneb p lo -  
k i r a t t a s t  P  , mida 
v õ ib  p id a d a  k e tta k 6  mas­
s ig a  /УУ1 n in g  läbimõõdu­
ga cL , v a rd a s t  V 
p ikkusega  L , m assiga 
З'УП, , k a h e s t ühesugu­
s e s t  k e r a k u ju l i s e s t  kuu­
l i s t  m assiga  f
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ra a d iu se g a  , m ille d e  t s e n t r i d  asuvad v a rd a l kaugusel Я) 
jo o n iseg a  r i s t i  o le v a s t p ö ö r le m is te l j e s t  О , ®is lä b ib  
varda k e sk p u n k ti.

P lo k i r a t t a l e  m ähitud n ö ö ri o t s a s t  tõmmatakse jõuga , 
mis on võrdne kogu süsteem i k aa lu g a .

K äära ta  n u rk k iire n d u s , m ille g a  süsteem  hakkab hÕÕrdumis- 
v a b a lt pöörlem a.

Lahendus.

H urkk iirenduse  saame m äära ta  pöörlem ise  dünaamika p õ h i­
sead u sest (9 .1 2 )

М =  ü a

Pöördemoment

Inertsim om ent

£  ( - f  %*+ 5~nt4jv)  *

=  *2. ( d t + Z L *  +  80<$>ZJ

n ing  n u rk k iire n d u s

e  __ ______________ d*___________________

“  cL** Z L z + 3 2  & 2' + t O eü'i-

Olesanne 9 -4 .

H o r is o n ta a ls e l  t e l j e l  О v a b a lt  p ö ö r le v a le  s i l i n d r i l e  
A(ftl (% — i> t- ) on m ähitud n ö ö r, m il le  o ts a s  r i ­
pub v ih t  ß  (tin  Ä ^Kf )  ( joon . 9*21). Lagedes n ö ö r i  m assi 
t ä h t s u s e tu l t  v ä ik e se k s , m äära ta

1) v ih i  ß  l i ik u m ise  seadus,
2) n ö ö r i  p in g u tav  jõud £  ,
3) s i l i n d r i  pöörlem ise  seadus -b) ,

-  137 -

18



4) s i l i n d r i  n u rk k iiru s  p ä ra s t  
l i ik u m ise  a lg u s t ,

5) s i l i n d r i  p irm apunk tide  ta n g e n t-  
s i a a l -  j a  n o rm aa lk iiren d u s  samal 
a j amomendil.

Lahendus.

Dünaamika põh isead u s s i l i n d r i  
puhul (9 .1 2 )

kus s i l i n d r i  inertsim om ent (9 .8 )

i
n in g  on n ö ö ri tõmme j a  £  s i l i n d r i  pöö rlem ise  nurk-
k i i r e n d u s .

V ihi laskum ise  k iire n d u s

& =  p

seega

1 = ^ -
^  3y

Newtoni I I  seadus v ih i  õ  puhul on

Lahendanud koos kaks v iim a s t v õ r r a n d i t ,  saame

W i*)^
-z

f4 +&yn

J ä r e l i k u l t  v ih i  ß  l i ik u m ise  seadus on

cut2- ehk s = ots z t
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(aeg mõõdetud se k u n d ite s , p ikkus m e e tr i te s ) .  

Nööri tõmme

/ =  - ^  =  , 2  V/О . —

S i l in d r i  n u rk k iire n d u s

4li
Л8,* <5

*? 6̂  f0~z  ^

S i i t  s i l i n d r i  pöörlem ise seadus

* ?=  — ehk

(aeg av a lda tud  se k u n d ite s , nu rk  r a d ia a n id e s ) .

Ajamomendil ~ t = 2 4  s i l i n d r i  n u rk k iiru s

CÕ=S-b Г *

S i l i n d r i  p in n a  p u n k tid e  k iire n d u se  komponendid:

0 ^ = 0 .  =  £ £ y = * * £ 'Z,

GOZß  =  6“

Olesanne 9 -5 .

Homogeenne k e ra  /2 j veereb  l ib is e m a ta  oma ra sk u s ­
jõu m õjul mööda k a ld p in d a , mis moodustab h o r is o n ta a lp in n a -  
ga nurga od .
a) Kui suure k i i r u s e  ^  saavu tab  k e ra  keskpunkt, k u i t a  

on läb in u d  te e  p ikkusega S  j a  hakanud liik u m a  p a i ­
g a ls e is u s t?

b) V õrre lda  saadud tu lem u st k i i ru s e g a ,  m il le  saavu taks 
m ingi keha , l ib is e d e s  hÕÕrdumisvabalt mööda sama k a ld ­
p in d a  samas u la tu s e s .
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Lakegria g  ( jo o n . 9 »22).
K era v e e re n is e l  möö­

da k a idpin d a  saab  r a s ­
kas jÕa p o o lt  te h tu d  tö ö  
v ee rev a  k e ra  k i n e e t i l i ­
seks e n e rg ia k s :

,  I K V * -  J  и  1

l  *  *,
®t A, = S илъоС , k e ra  
i n e r t  siaome n t  ( 9 *10)

3 =  у  m / ? 2- n ing  e o , 

ehk

p < U u . c ( = ± v f

k a s t

Mingi keha hÕÕrdunisvabal l ib is e m is e l  samades t in g  in  us­
t e s  saane k i r ju ta d a  e n e rg ia  jääv u se  seaduse v õ rra n d in a

SWgS o( «  ---- -------

n in g  s i l t

s i i s

V' *  л 1 ъ а (

Võrdleme kah te  tu lem u st nende su h te  kaudu:



Seega

0, ВЦ V*

ülesanne 9 - 6 .

P ö ö rlev a l (Ž ukovski) p in g i l  s e is a b  inim ene n in g  h o iab  
v ä l ja s i r u ta tu d  k ä te s  k ah te  v i h t i  kumbki m assiga  /WL̂ t- Z ml . 
V ih tide  vahemaa on s e e ju u re s  ^ ^  5~vn, n in g  p in k  p ö ö rleb  
sagedusega ^  =  j  б"'1 • Kui Inimene la s e b  käed a l l a  n ing  
v ih tid e  vahemaa väheneb i - n i ,  hakkab p in k  p ö ö r le ­
ma sagedusega — •

M äärata Inim ese p o o lt  te h tu d  tö ö , p id ad es  tem a i n e r t s i -  
momenti p ö ö r le m is te l je  su h te s  jä äv ak s .

Lahendus.

Olgu J 0 p in g i  j a  in im ese inertsim om ent p ö ö r le m is te l-  
je  su h te s . Kummagi v ih i  inertsim om en t sama t e l j e  su h te s  on 
s i i s

a lg u ses  ^  -  —Jj

ning

lõ p u s J  — VnE*г
z  4

Lugedes v aad e ld av a t sü steem i i s o l e e r i t u k s ,  võime k i r j u ­
ta d a  s e l l e  p ö ö rlem ieh u lg a  jääv u se  seaduse (9 .1 6 ) :

k ust

V ih tid e  a sen d i muutmiseks te h tu d  tö ö  4b on võrdne 
süsteem i k i n e e t i l i s e  e n e rg ia  juurdekasvuga:

-  141 -



я _  7 « 4  2 cj2l m e.' /  c j /
* - Jo £  + l  — ~ ~ Z ~ r  ~

P ä ra s t  J 0 a v a ld is e  asendam ist n ing a lg e b r a l i s t e  t e i ­
sen d u ste  te o s ta m is t  saame

4  =  уу,% ( С - е гг) э Л  =  b s £

M ärkus. Osa a rv u ta tu d  tö ö h u lg a s t  te ev ad  v ih t id e le  mõjuvad 
ra sk u s jõ u d , k u i v ih id  lõ p p a se n d is  on m adalam al, k u i o l id  
a lg a s e n d is .
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10. VEDELIKE MEHAANIKA

1 0 .1 . SisehÕÕrdumine vedel -Лсея

V edeliku üheks põhiomaduseks on s e e , e t  tem a o sa k e s te  üm­
b erpa igu tam iseks p i i s a b  väga v ä ik e s te s t  jõ u d u d e s t. S i i s k i ,  
ku i kaks v e d e l ik u k ih t i  l i ig u v a d  t e i n e t e i s e  su h te s  lõ p l ik u  
k i i ru s e g a ,te k iv a d  nende la h u tu s p in n a l ta n g e n ts ia a ls e d  jõud , 
mis ta k is ta v a d  kummagi k ih i  l i ik u m is t .  Neid jõ u d u sid  nime­
ta ta k s e  s i s e h Õ Õ r d e  j  Õ u d u d  e k s ,  n ä h tu s t  aga 
s i s e h õ õ r d u m i s e k s  ehk v i s k o o s s u ­
s e k s .

K uju tlem e, e t  v e d e l i ­
ku p in n a le  on a s e ta tu d  
tah k e  p l a a t ,  mis pannak­
se liik u m a  k i i r u s e g a  ty" 
mööda sed a  p in d a  ( jo o n . 
1 0 :1 ) . Need v e d e lik u o sa - 
k e sed , m is on o ts e s e s  
kokkupuutes p la a d ig a , 
k leepuvad  s e l l e  kü lge 
n in g  l i ig u v a d  k i i ru s e g a  

. Alumised v e d e l i -  
kuk ih id  l i ig u v a d  väiksem ate k i i r u s te g a ,  k u s ju u re s  k i i r u s  
väheneb sügavuse suu ren em ise l t e l j e  JC suu n as, kun i min­
g i l  sügavusel võime v e d e lik u  lu g ed a  p a ig a ls e is v a k s .  P la a d i 
liikum apanem iseks rak en d a tav  jõud 1r on v a ja l ik  v e d e l i -  
k u k ih t id e -v a h e l is te  hõõrdejõudude (sisehÕ Õ rde) ü le ta m ise k s .

SisehÕÕrdejõud v e d e lik u s  on v õ rd e lin e  k i i r u s e  g rad ien d ig a

Ш Ш г-

X
Joon . 1 0 :1 .
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4 ^  j a  k ih i  p in d a la g a  ^  :

( ю н )

^ on an tud  v e d e lik u  sisehÕ Õ rdetegurj 
märk kom penseerib k i i r u s e  g ra d ie n d i n e g a t i iv s u s e .

S i s e h õ õ r d e t e g u r  >? n ä i t a b  j õ u ­
d u ,  m i s  t e k i b  v e d e l i k u k i h i  p i n d -  
a l a ü h i k u  k o h t a  t i n g i m u s e l ,  k u i  
s e e  k i h t  l i i g u b  t e m a s t  ü h i k u  k a u ­
g u s e l  o l e v a  t e i s e  k i h i  s u h t e s  
ü h i k u l i s e  k i i r u s e g a .  T e i s i t i  v ä l je n d a tu l t :  
s is e h õ õ rd e te g u r  4 on a r v u l i s e l t  võrdne jõ u g a , mis te k ib  
v e d e lik u k ih i p in d a la ü h ik u  k o h ta  t in g im u s e l ,  e t  k i i r u s e  g ra­
d ie n t  s e l l e  k i h i  p in n a l on üks ü h ik ,

S isehÕ Õ rdeteguri £  J  -ü h ik u k s on K£. to i'*
SisehÕÕrdumine v e d e lik e s  on t i n g i tu d  m o le k u lid e v a h e lis -  

t e s t  tõm bejõududest, s e e tõ t tu  te m p e ra tu u ri tõ u s te s  sisehÕÕr- 
dejÕud v e d e lik e s  vähenevad.

1 0 .2 . Id e a a ls e  v e d e lik u  s ta ts io n a a rn e  voolam ine

V edelike kokkusuru tavus on väga v ä ik e . N ä itek s  vee puhul 
l i s a r õ h u  4000  cõt rak en d am ise l väheneb vee ruum ala a in u lt  
5*% v õ rra . S e e p ä ra s t v õ ib  esim eses lähenduses lu g ed a  ne id  
kokk us u r  iimatut e k s .

G aaside kokkusuru tavus on k ü l l  s u u r ,k u id  v o o lam ise l võib 
k a  n e id  v aad e ld a  k u i kokkusurum atuid v e d e lik k e . N iisuguse 
võ im aluse põ h ju s  se isn e b  s e l l e s ,  e t  vähim adki rõhkude e r in e ­
vused , m is võ ivad  te k k id a  kahes n a a b e rp ilrk o n n a s  rH ng kutsu­
da  e s i l e  v ä ik e s i  tih e d u se  e r in e v u s i ,  on v õ im e lise d  tek itam a  
k i i r e t  l i ik u m is t  g a a s is ,  m il le  tu lem usena rõhk  väga k i i r e s ­
t i  ü h tlu e tu b . Eksperim ent n ä i t a b ,  e t  k i i r u s t e n i  kun i 400htf* 
v õ ib  g a a s i  v o o lam ist a rv u ta d a  k u i kokkusurum atu v ed e lik u  
v o o la m is t.

Teine a s ja o lu ,  mida esim eses läh en d u ses e i  t a r v i t s e  a r­
v esse  v õ t t a ,  on sisehÕÕrdumine v e d e lik u s .
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N ii on loodud v e d e lik u  l ih t s u s ta tu d  mudel -  id e a a ln e  ve­
d e lik , s * о . k o k k u s u r u m a t u  v e d e l i k ,  
m i l l e  v o o l a m i s e l  e i  e s i n e  s i s e -  
h õ õ r d e j õ u d u s i d .  N iisuguse m udeli arvutam ine 
osutub m ärksa lih tsa m a k s  n ing  saadud tulem used langevad  sa ­
g e li k ü l l a l t  h ä s t i  kokku eksperim endi andmetega.

Vedelikku v 3 ik s  v aad e ld a  k u i a in ep u n k tid e  kogu n in g  k i r ­
je ldada  tem a l i ik u m is t ,  m äära tes nende a in ep u n k tid e  k i i r u ­
s i  ja  k i i r e n d u s i .  Kuid hüdrodünaam ikas t a l i t a t a k s e  t e i s i t i s  
v5etakse v a a tlu s e  a l l a  ruum, m il le s  v e d e lik  voo lab , n ing  
om istatakse s e l l e  ruumi p u n k tid e le  i g a l  ajamomendil v a s ta ­
vad k i i ru s e d .  N ii m ääratakse v o o l u v ä l i .

V ooluvälja  g r a a f i l i s e k s  k ir je ld a m ise k s  k a su ta ta k se  voo­
lu  jo o n i. V o o l u j o o n  o n  k õ v e r ,  m i l l e  
p u u t u j a  s u u n d  s e l l e  i g a s  p u n k ­
t i s  ü h t i b  k i i r u s e  s u u n a g a  s e l ­
l e s  p u n k t i s .  V oolujoonte t ih e d u s  aga peab olema 
kas võrdne v 6 i v õ rd e lin e  k i i r u s e  v ä ä r tu se g a  voolu antud 
p iirk o n n as . Voolujooned e i  lõ ik u  ega k a tk e : nad algavad 
s e a l, k u s t v e d e lik  hakkab voolam a, n ing lõpevad s e a l ,  kus 
vedelik  lakkab  voolam ast ( jä ä b  se ism a).

N ii on jo o n ise  10:2 j ä r g i  p iirk o n n a s  77 voolu  k i i r u s  
suurem k u i p iirk o n n a s  T  .

Joon. 1 0 :2 .

K iiru se  ja o tu s  v o o lu v ä lja s  võ ib  muutuda a j a s .  S i i s  muu-
*
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t u t  k a  voolu  g r a a f i l in e  p i l t :  voo lu  jo o n te  k u ju  j a  nende p a i­
g u tu s .

N iisu g u se l j uhul e i  o le  voolu jooned  o sa k e s te  t r a je k to o ­
r id e k s .

Kui k i i r u s e  ja o tu s  v o o lu v ä lja s  e i  muutu a ja g a , n im etatak­
se  voo lu  s t  a t s i o n a a r s e k  s .  S ta ts io n a a r s e  voo­
l u  k o r r a l  ü h tiv a d  o sak es te  t r a j e k to o r id  v o o lu jo o n te g a .

Kui k u ju ta d a  s ta ts io n a a r s e s  voo lus ü h t k in n i s t  k o n tu u ri 
С ( jo o n . 1 0 :3 ) n1ng l ä b i  s e l l e  k o n tu u r i ig a  p u n k ti mine­

v a t  v o o lu jo o n t, saame nn . v o o l u t o r u .  V oolutoru
"se in a d "  on v ed e lik u o sa - 
k e s te le  läb ip ääsm atu d . 
E r is ta ta k s e  k ah te  l i i k i  
v o o lam is t:

1) 1 a m i n a a r n e  
ehk k i h i l i n e  
v o o l a m i n e :  vede- 
l ik u k ih id ,  l ib i s e d e s  üks­
t e i s e  s u h te s ,  e i  segune. 
V ä ik este  k i i r u s t e  k o rra l  

on voolamine s a g e l i  lam in aam e;
2) k u i v e d e lik  voolab suure  k i i r u s e g a ,  toim ub v e d e lik u -  

k ih t id e  segunem ine, te k iv a d  p ö ö r is e d . N iisu g u s t p ö ö r i s e l i s t  
v oo lam ist n im e ta tak se  t u r b u l e n t s e k s .

T u rb u len tse  voolam ise k ir je ld a m in e  on i g a t i  k e e ru lin e  
ü le sa n n e , s e e p ä ra s t  p i i rd u ta k s e  ü ld fü ü s ik a  k u rsu se  hüdro- 
mehaanika osas lam inaarse  voolam ise ü k s ik a s ja lik u m a  k i r j e l ­
dam isega.

1 0 .3 . P idevuse võ rrand

Vaatleme id e a a ls e  v ed e lik u  s ta t s io n a a r s e t  v o o lam is t.
Olgu m ingi v o o lu to ru  kahe s u v a l i s e l t  v a l i tu d  r i s t l õ i k e  

Г  i a  ( jo o n . 10 :4 ) p in d a la d  j a  , v o o lu k iiru -
sed nendes 4^ ja  ^  n in g  v e d e lik u  tih e d u s  j?  . P ide­
va voolu k o r ra l  peab kumbagi r i s t l õ i g e t  m ingis ajavahem ikus 
Art: läbim a sama hu lk  v ed e lik k u :
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-§>гЪ .*Ь?
Et =  , s i i s

^ = £ ^ ( 1 0 . 2 )

s .o .  id e a a ls e  v ed e lik u  
p id ev a  voo lu  k o r r a l  on 

voolu k i i r u s  p ö ö rd v õ rd e lin e  v o o lu to ru  r i s t l õ i k e  p in d a la g a .
V õ rran d it (1 0 .2 )  n im eta tak se  p i d e v u s e  v õ r ­

r a n d i k s .

1 0 .4 . B e rn o u lli võrrand

Joon. 1 0 :5 .

Vaatleme id e a a ls e  v ed e lik u  voo lus v o o lu to ru , m ille  kaks 
r i s t lÕ ig e t  T  j a  £  p in d a la g a  j a  <0Z asuvad kõ r­
g u s te l  j a  /hz,  m in g is t h o r is o n ta a lp in n a s t  ( jo o n .10 :5 ).
V edelik voolab  l ä b i  nende r i s t l õ i g e t e  k i i ru s e g a  «5 j a  
n ing s t a a t i l i n e  rõhk lõ ig e te s  on j a  p?_ .

Pideva voolu ting im ustes läb ib  ajavahemikus t~t kumbagi
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l õ ig e t  sama h u lk  v e d e lik k u , m il le  ruum ala

f t

n in g  mass

kus _p on v e d e lik u  tih e d u s  (kokkusurum atu v e d e lik u  kor­
r a l  voolu  k õ ik id e s  p iirk o n d a d e s  sam a).

Ajavahemikus L~b kandub l ä b i  r i s t lÕ ik e  x  k o n v e k ts i-  
o o n i l i s e l t  e n e r g ia t .  P ea le  s e l l e  e s i ­

neb s i i n  v e e l e n e rg ia  kandumine r5hu  t õ t t u ,  s . o .  r i s t lÕ ik e  
T ta g a  o le v  v e d e lik  lükkab s e l l e  ees o le v a t  v e d e lik u s am -  

m ast n ing  s o o r i ta b  tö ö  6t» Seega koosneb l ä b i  lõ ik e
T kandunud e n e rg ia  kolm est kom ponendist:

Sam asugustest kom ponentidest koosneb ka l ä b i  r i s t lÕ ik e  
/7 kanduv e n e rg ia .

Kuna v o o lu to ru  o sa s , mida p i i r a v a d  r i s t l õ i k e d  _T j a  A , 
e i  toim u e n e rg ia  kogunem ist ega ka  s e l l e  k u lu  (v e d e lik u s  s i -  
sehÕÕrdumine puudub t ä i e l i k u l t ) ,  s i i s  peab kehtim a võrdsus:

Jaganud v õ rra n d i kõ ik  liik m ed  ruum alaga А /  , saame

V  + p, =  f > ^ 2 1 (10.3)

ehk

( 1 0 .3 ' )

Viim ases v õ rra n d is
p  on s t a a t i l i n e  rõ h k ,



f t y b  ~ v e d e lik u  k a a lu s t  Maa ra s k u s v ä l ja s  t in g i tu d  
( h ü d r o s ta a t i l in e )  rõhk n in g

-£ ~ - n im e ta ta k se  d ü naam iliseks rohuks.

V õrrand is ( 1 0 .3 ')  võ ib  ü k sik u id  l i ik m e id  to lg e n d a d a  ka 
en e rg ia  t ih e d u s te n a  v o o lu s .

J ä r e ld u s i  B e rn o u lli v õ r ra n d is t

1) H o r iso n ta a lse  voolu  k o r r a l  v õ rra n d is  (1 0 .3 )  ^ z. 
ning võ rrand  võ tab  kuju

p  — (1 0 .4 )

Nimetanud dünaam ilise  j a  s t a a t i l i s e  rõhu  summa d—~

kogurÕhuks , võime v ä i t a ,  e t  i d e a a l s e  v e ­
d e l i k u  p i d e v a  v o o l u  k o r r a l  k o g u -  
r Õ h k  f?K v o o l u t o r u  u l a t u s e s  e i  
m u u t u .  See seos te e b  s t a a t i l i s e  rõhu  sõ ltu v a k s  v e d e l i ­
ku k i i r u s e s t :  su u r te  k i i r u s t e  p iirk o n n a s  on s t a a t i l i n e  
rõhk v ä ik e , j a  v a s tu p id i .

Viimane v ä id e  võim aldab s e le ta d a  m itm esuguste seadm ete 
tööd ( p u lv e r i s a a to r , veejoapum p, g a a s ip õ le t i ,  aurum asina 
in ife k to r) .

2) Rõhkude m õõtm isest vo o lav as v e d e l ik u s .

a) S t a a t i l i s t  rõhku m õõdetakse rÕ husondiga, s .o .  to ru g a , 
mis a se ta ta k s e  v ed e lik k u  n i i ,  e t  tema ava norm aal oleks r i s ­
t i  vooluga ( jo o n . 1 0 :6 ) .

b) Kogurõhku ( s t a a t i l i s e  
j a  dü n aam ilise  rõhu summat) 
mõõdab P i t o t '*  to r u ,  s .o .

—»-------  to r u ,  m il le  ava norm aal on
—*--------  suunatud o ts e  v a s tu  voolu
—*-------  ( jo o n . 1 0 :7 ) .

Joon. 1 0 :6 . * H enri P i to t  (1695-1771), 
p ra n ts u s e  in s e n e r  j a  fü ü s ik .
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Joon . 10:7*

3) Vaatleme n ä i te n a  v e d e lik u  
v ä ik e se  ava.

Olgu anumas r i s t lÕ ik e g a

Joon. 1 0 :9 .

c )  D ün aam ilis t rõhku 
saab  m äära ta  k u i kogurÕhu 
j a  s t a a t i l i s e  rõhu  v a h e t, 
k a su ta d e s  s e l l e k s  nn . 
P r a n d t l i*  t o r u ,  mis on 
rS husond i j a  P i t o t ' to ru  
kom binatsioon  ( jo o n .1 0 :8 ) . 
ü-m anom eetri üks h a ru  ühen­
d a tak se  P i t o t '  t o r u g a , t e i ­
ne rõ h u so n d ig a .

MÕÕtnud v e d e lik u  n ivoo­
de vahe h  U-manomeetris, 
arvutame dü n aam ilise  rõhu

kus S  on manomeetris 
o le v a  v e d e lik u  t ih e d u s .

V iim asest s e o s e s t  saab 
a rv u tad a  ka  v o o lu k iiru se

v ä lja v o o la m is t anumast l ä b i

$o  v e d e lik  t ih e d u s e g a  j? 
n in g  anuma s e in a s  vä ike  
ava p in d a la g a  ß  süga­
v u se l , a rv a te s  vede­
l ik u  p in n a s t  ( jo o n . 1 0 :9 ). 
Arvutame v e d e lik u  väljavoo­
lam ise  k i i r u s e  l ä b i  s e l le  
ava.

Kogu sü steem i võ ib  vaa­
delda kui ü h ts e t  v o o lu to ru , 
m il le  üheks r i s t l õ i k e k s  on

x Ludwig Pr a n d tl  (1875-1953), sa k sa  fü ü s ik .
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v ed e lik u  p in d  anumas, m il le  p in d a la  on &0 n ing  s t a a t i ­
lin e  r6hk  p o -  a tm o sfä ä r i rõ h k . Kui » s i i s  
v o o lu k iiru s  s e l l e s  lõ ik e s  on t ä h t s u s e tu l t  vä ik e  n in g  võ ib  
s e l le  lu g ed a  n u l l i k s .  T e isek s r i s t l õ ik e k s  on ava p in d a la g a  

, kus s t a a t i l i n e  rõhk  on sam uti f>0 .
B e rn o u lli v õ rran d  võ tab  n iisu g u se  v o o lu to ru  k o r r a l  k u ju

ning

^ = \[ i t ß l  (4 0 .5 )

Saadud v a le m is t ,  mis kannab T o r r ic e l l i®  nim e, on näha , 
e t  v ed e lik u  v ä ljav o o lam ise  k i i r u s  e i  s õ l tu  v e d e lik u  t i h e ­
d u ses t, v a id  ava asukohast v e d e lik u  p in n a  su h te s  anumas.

10.5» R e a a lse te  v e d e lik e  voolam ine to ru d e s

Toru se in a d  e i  av a ld a  id e a a ls e  v e d e lik u  v o o lam ise l min­
g i t  t a k x s tu s t ,  s e s t  id e a a ls e s  v e d e lik u s  puuduvad sisehÕ Õ r- 
dejÕud. N ii n ä i te k s  peaks id e a a ls e  v e d e lik u  v o o lam ise l üh t­
la se  r i s t lÕ ik e g a  to ru s  olema rõhud k õ ik id e s  r i s t lÕ ig e t e s  
võrdsed ( jo o n is e l  10:10 o lek s  v e d e lik  k õ ik id e s  m anom eetri- 
l i s t e s  to ru d e s  sama k õ rg e l) .  R ea a lse te  v e d e lik e  puhul aga

see n i i  e i  o le .  R eaal­
s e l t  e s in e v  p i l t  on ku­
ju ta tu d  jo o n is e l  10 :11 , 
k u s t n äh tu b , e t  võ rd se­
t e  vahemaadega manomeet-

_ r i l i s t e s  to ru d e s  a s e tu -
— —  ~ —~ — — -  * vad v e d e lik u  nivood ühel

s i r g e l .  J ä r e l i k u l t  la n -  
Joon . 10 :10 . geb rõhk  ü h t l a s e l t  möö­

da ü h tla s e  r i s t lÕ ik e g a  h o r i s o n ta a ls e t  to r u .  Seda rõhu  la n ­
gust ta s a k a a lu s ta v a d  sisehÕ Õ rdejõud, mis on suunatud voolu  
v a s tu .

E v a n g e lis ta  T o r r i c e l l i  (1608-1647), i t a a l i a  fü ü s ik , 
G a l i le i  Õ p ilane .
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Joon . 1 0 :1 1 .

1 0 .6 . V l3koosse v e d e lik u  s ta ts io n a a rn e  voolam ine ü h tla s e  
ümmarguse r i s t l õ i k e g a  h o r is o n ta a ls e s  to ru s

Kui v e d e lik  voolab  ü h t l a s e l t  p ik i  h o r i s o n ta a ls e t  to r u ,  
v õ ib  rõhku ig a  r i s t lÕ ik e  p in n a  u la tu s e s  lu g ed a  samaks.Vas­
t a s e l  ju h u l e s in e k s  voolam ine r i s t i  to ru g a . O sakesed, mis 
on o ts e s e s  kokkupuutes to r u  s e in te g a , on l i ik u m a tu d , nen­
de k i i r u s  on n u l l .  T eised  v e d e lik u k ih id  on li ik u m is e s  anu­
ma s e in te  s u h te s .  Kui jag ad a  m õttes kogu to ru s  voo lav  ve­
d e l ik  Õ hukesteks k o n t s e n t r i l i s t e k s  s i l i n d r i l i s t e k s  k i h t i ­
d ek s , s i i s  ig a le  n i is u g u s e le  k i h i l e  on omane üks k i i r u s ,  
m ille  v ä ä r tu s  on sed a  suurem , mida kaugemal on tem a to ru  
s e i n t e s t ,  s .o .  m ida lähem al on t a  to r u  t e l j e l e .K i h t i d e  va­
h e l  es in ev ad  sisehÕ Õ rdejõud.

Uurime k i i r u s e  j a o tu s t  t o r u s .
Vaatleme to r u  ( ra a d iu se g a  & ) ,  m il le s  v e d e lik  voolab 

v a sa k u lt  parem ale ( jo o n . 1 0 :1 2 ) . E raldanud v e d e lik u s t  e le ­
ment a a r s i l i n d r i  ra a d iu se g a  & n ing  p ik k u seg a  c/£ , s e l ­
g itam e v ä l j a  tem ale  mõjuvad jõ u d . L iik u m is t te k i ta v a k s  
jõuks on rÕhumisjõudude vahe tem a o ts p in d a d e le :

[ p - ( p
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Joon. 10:12.

Liikumist takistavaks jõuks on tema külgpinnal mõjuv sise- 

hÕÕrdejÕud

1 * г г < /е £ ,

kus on vedeliku sisehõõrdetegur ning
 ̂ aC1?

gradient torus.

Kuna vedelik voolab ühtlaselt, peecvad need kaks jõudu

t as akaal ust uma:

ehk

£ ä/2 =  _  2 *  ф !' 
ete 7 <*-ч.

HÕhu gradient ei sõltu raadiusest £ , seepärasti
a £■

V

J  e - A  =%y Jc/v,
(l О

j—ч
Saadud valemist nähtub, et voolukiirus on maksimaalne 

toru teljel;
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Я * «  =  L J% )

ning ta muutub raadiuse suunas paräboolselt (joon. 10:13).

Teades kiiruse jaotust voolu ristlõikes, saab arvutada 

läbi ristlõike teatud ajavahemikоб voolava vedeliku ruum­

ala V . Kujutame voolu ristlõikes toru lõikega kontsent­

rilist rõngast raadiusega 't* ning "laiusega” (joon. 

10*14). Läbi niisuguse rõnga voolab ajaühikus

(jU/ «= ̂

vedelikku.

Joon. 10:13. Joon. 10:14.

Läbi kogu ristlõike ajaühikus voolanud vedeliku ruumala

R ({

I /  = JdV  = 27z j tr г  dii -

Kui toru pikkus on в ning tema otspindades valitsevad 

rõhud ft ja , siis

У

ajg
Te e
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da

V =  '  ( 10. 6)

Saadud valemit tuntakse Poiseuille'i seaduse nime all.

On oluline märkida, et ülaltoodud arvutus on kehtiv kül­

lalt väikese ristlõikega torude kohta. Kui toru läbimõõt on 

suur ning vedeliku viskoossus väike, piirdub sisehõõrdumise 

mõju voolule vald suhteliselt Õhukese toru seina lähedase 

piirkonnaga, seesmised vedelikukihid liiguvad praktiliselt 

ühesuguse kiirusega.

Poiseuille'i seadus võimaldab vedelike sisehÕÕrdeteguri 

eksperimentaalset määramist.

10.7* Bernoulli võrrandi rakendatavusest reaalsete vedelike

voolamise arvutamiseks

Tuletatud ideaalse vedeliku jaoks, kehtib Bernoulli võr­

rand täielikult, kui vedelik on kokkusurumatu ning temas 

puudub täiesti sisehõõrdumine. Kuna ka reaalsed vedelikud 

on tõepoolest väga vähe kokkusurutavad, võib neid küllalt 

suure täpsusega lugeda kokkusurumatuteks. Seega, hinnates 

Bernoulli võrrandi väärtust reaalsete vedelike puhul, tuleb 

võtta arvesse peamiselt sisehõõrdumist. On lihtne mõista,et 

Bernoulli võrrand on seda täpsem, mida väiksem on energia 

kulu sisehÕÕrde ületamiseks, võrreldes voolava vedeliku ko­

gu energiaga.

Vaadeldes vedeliku voolamist torus, iseloomustame seda 

keskmise kiirusega

%/Z2-1

kus V  on ajaühikus läbi toru ristlõike voolanud vedeliku 

ruumala, ((, - toru raadius.

* Jeen Polseuille (1799-1869)» prantsuse füüsik ja füsio­
loog. “ VeHjiTTEüPvoolamise seaduse torus avastas 1844.a.
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Poiseuille'i seaduse järgi (10.6)

I/

V ~ tyt

kus —/Эг. on rõhkude vahe "toru otstel, £ — toru pikkus 

ning >? - vedeliku sisehõ6rdetegur.

Järelikult

& ,

kust

Viimase võrrandi vasak pool (fa-p̂ lZ on rõhumisjõu-

dude vahe toru otstel ning statsionaarse voolu korral on 

see võrdne toru seinte poolt vedeliku voolamisele avaldata­

va takistus jõuga :

jF— 6

Vedeliku liikumisel toru pikkuse £ ulatuses on selle 

jõu töö

4 = ? e  = ^ e 0trK

Hii oleme määranud sisehõõrdumise ületamiseks kuluva 

energia vedeliku voolamisel torus.

Arvutame nüüd võrdluseks torus pikkusega voolava

vedeliku kineetilise energia

y/K

Et Bernoulli võrrand kehtiks küllalt täpselt, peab

Щ » 1  (10.7)
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(Arvulised koefitsiendid on ära jäetud, kuna vSrratus 

on väga tugev.)

Kuigi tingimus (10 .7 )  on tuletatud ühe erandjuhu jaoks 

(vedeliku voolamisel torus), on see kehtiv ka vedeliku voo­

lamisel üldse.

Avaldist nimetatakse Reynolds*iÄ arvuks,see

on nimeta suurus, mis iseloomustab sisehÕÕrdejõudude osa­

tähtsust vedeliku voolamisel. Üldjuhul tuleb suurust £ võt­

ta kui vaedeldava vedeliku elemendi joonmÕÕdet.

Reynolds'! arvu olulisemaks komponendiks on -JL—J ,mi-

da n i m e t a t a k s e  k i n e m a a t i l i s e k s  

v i s k o o s s u s e k s  (kinemaatilise viskoossuse ^

-ühikuks on УУ12’4~* ) .  Viimane suurus ( J) iseloomus­

tab paremini kui sisehõõrdetegur ^ sisehÕÕrde mõju vede­

liku voolamisele teistes võrdsetes tingimustes.

10 .S. Kehade liikumine reaalses vedelikus või gaasis

Selleks et hoida üht keha liikumises jääva kiirusega min- 

gis reaalses keskkonnas (näiteks Õhus või vees), peab sel­

lele kehale pidevalt rakendama teatud jõudu. See osutab as­

jaolule, et keskkond avaldab takistavat jõudu keha liikumi­

sele ning  selle liikumapanemiseks rakendatud jõud tasakaa- 

lustabki takistusjõu. Analoogiline jõud tekib, kui paigal - 

olevat keha ümbritseb voolav vedelik või gaas. Takistusjõu 

põhjustavad järgmised tegurid:

1) keskkonna sisehÕÕrdumine,

2) alarÕhk suurte kiiruste piirkonnas,

3) dünaamiline rõhk, kusjuures viimane on kõige olulise­

ma tähtsusega.

Joonisel 10 :15 kujutatud keha liikumisel^selle kahele 

pinnaelemendile ^  ja В mõjuvad jõud R. on kahe kom­

ponendi - tangentsiaalse (keskkonna sisehõõrdest tin­

gitud) ja normaalse ^  (tingitud iilerÕhust piirkonnas Jh

*  Osborne Reynolds (1842-1912), inglise füüsik ja insener.
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ning alarÕhust piirkonnas В ) summa. Komponendi tf-t väär­

tus sõltub suurel määral keha pinna omadustest.

Kogu takistusjõud, mis ilmneb keha liikumisel, on vek­

torite /2- geomeetriline summa, kusjuures tavaliselt on 

võimatu hinnata ja $t osatähtsust selles sunimas.

Eriti huvitav on veel see fakt, et takistust keha liikumi­

sele tuleb otsida mitte üksnes keha eesosas, vaid ka sel­

le tagaosas ning just seal tekib alarÕhu piirkond, mis põh­

justab suure osa keha liikumist takistavast jõust.

Kui vaadeldav keha on suvalise mittekorrapärase kujuga 

ning asetatud juhuslikult voolu suhtes, pole mitte alati 

võimalik arusaadavalt interpreteerida summaarset takistus- 

jÕudu. Praktikas on olulised kaks lihtsamat erandjuhtu:

a) kehal on üks sümmeetriatelg ning keha liigub selle^ 

telje suunas (mürsk). Niisugusel juhul on takistusjõud R 
suunatud samuti mööda seda telge (joon. 10 :16);

Joon. 10:15»

Joon. 10:16.
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Ъ) kehal on üks sümmeetriatasapind ning kiirus asub sel­

les tasapinnas (lennuk, auto). Sel juhul asub ka takistus- 

jÕud samas tasapinnas, kusjuures selle jõu võib lahu­

tada kaheks komponendiks: R,K - paralleelne kiirusega 

(frontaalne takistus), - risti kiirusega (tõstejõud

lennuki puhul) (joon. 10:17)«

Joon. 10 :17 .

Eksperimentaalsed uurimused on näidanud, et frontaalne 

takistus s6ltub keha frontaallõike pindalast ^ . m i l ­

l e  a l l  m õ i s t e t a k s e  k i i r u s e g a  r i s ­

t i  o l e v a t  m a k s i m a a l s e  p i n d a l a g a  

l õ i g e t ,  keskkonna tihedusest P (er iti on see oluli- 

ne liikumisel Õhus) ning liikumise kiirusest V' .

Keskmiste kiiruste puhul 4w kuni £00 'Ы4 “ 1 t mil­

lega liiguvad kõik maapealsed sõidukid ning ka paljud len­

nukid, kus liikuva keha taga tekivad keerised,

<10' 8)

kus on kujutegur.

Väiksemate kiiruste korral  ̂~  4 “̂  ) kehtib seos

^  (10 .9 )

kus tC on jällegi kujutegur.
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Väga väikestel kiirustel aga, näiteks väikeste udupiisa- 

keste langemisel Õhus, osutuvad olulisteks keskkonna sise­

hÕÕrde jõud ning

(10.10)

kus £ on keskkonna sisehÕÕrdetegur ning /с' keha ku­

ju arvestav koefitsient.

Ja lõpuks, suurte ja väga suurte kiiruste puhul, mis al­

gavad väärtusest 2,00 'Ы4"1 , ulatuvad helikiiruseni ning 

isegi ületavad selle, ei jää kujutegur Cx enam konstant­

seks, nagu see oli keskmistel kiirustel. Kujuteguri sõl­

tuvust nn. Machi arvust |е1Г lilruf fcsbe erineva ku­

juga tiibadega lennuki jaoks kujutab joon. 10:18, kust näh­

tub, et kujutegur järsult kasvab 'дП =  i piirkonnas.

M  1 1,2 1,4 1,6 1,8 2 7FI 

Joon. 10:18.
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Näide 1. Kuulikese langemine vlskoosses keskkonnas

Vaatleme kerakujulist kuulikest raadiusega 'b , mille 

aine tihedus on j? . Asetatud vedelikku tihedusega ,

mille sisehÕÕrdetegur on ^ , hakkab see kuulike kas tõus­

ma v3i langema olenevalt ^ ja &  vahekorrast. Vaatleme 

kuulikese langemist (tingimus: ^ &  ) . Kuulikesele mõ­

jub niisugusel juhul kolm jõudu (joon. 10:19)• raskusjõud 

=■ WUjs — Zfff' , kus V on kuulikese ruumala, Archi-

medese üleslüke ning

vedeliku sisehÕÕrdest tingitud 

takistusjõud, mis väljendub 

Stokesi* valemiga »

kus on kuulikese- kiirus.

Kuulikese liikumise võrrand 

niisugusel juhul on

Joon. 10.19. Arvestades, et ,

saame selle võrrandi kujul

1Г (*)

Siit nähtub, et kiiruse kasvades kiirendus vä-
Mr

heneb. Algmomendil V~ = 0 , hiljem kiirus kasvab, ning kui­

gi see kiiruse kasv ajaga aeglustub, kiirus ikkagi kasvab, 

kuni saavutab oma maksimaalse võimaliku väärtuse 

kul ö  •
Võrrandile (x) võib anda nüüd järgmise kuju:

* George Stokes (1819-1903), iiri füüsik ja matemaatik.
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kos

A
г

Siit

Viimase võrrandi lahend on
~b

lSh(<1-e P )  (10.12)

Saadad tulemust kujutab graafik joon. 10:20.

ß s - v

Joon. 10:20.

Praktiline väärtus on selle protsessi lõppstaadiumil,ala­

tes momendist, kus liikumine stabiliseerub tlS~-Vb), sest 

määranud eksperimentaalselt selle ühtlase liikumise kiiru­

se, saab valemist (10.11) arvutada vedeliku sisehÕÕrdetegu- 

ri.

Näide 2. Autode .ja kiirrongide liikumine

Autode ja rongide liikumist takistav jõud koosneb kahest 

komponendist:
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a) Õhutakistus , als pakub huvi kiiruste korral, 

kus ta on võrdeline kiiruse ruuduga (1 0 .8 )s

b) takistus veeremisel, jais üldjoontes on võrdeline auto 

või rongi massiga. Normaalsete autokummide puhul keskmise 

kvaliteediga teel arvestatakse 22 kG ühe tonni kaalu kohta. 

See jõud praktiliselt ei sõltu kiirusest.

Niisiis sõiduki liikudes mingi kiirusega tuleb mootoril 

teha tööd peamiselt Õhutakistuse ületamiseks. Lihtsad arvu­

tused näitaksid, et kiirusel on Õhutakistus 

umbes kolm korda suurem kui teetakistus veeremisele, ning 

võimsus, mida mootor peab arendama, kasvab võrdeliselt kii­

ruse kuubiga. Konstruktorite ülesandeks on siis teguriteJŠ 

ja Cx vähendamine. £> sõltub sõiduki mõõtmetest (sõidu­

autodel on $  ta, H m ’1')- Mis puutub kujutegurisse ^ , s i i s  

1935.a. peeti hästi profileerituks autot, mille C*—0,65~. 

1960.a. sõiduautodel kõigub Cx vahemikus 0,2 f  — /^^.Spet­

siaalsetel võidusõiduautodel C* ~ 0,45~*
Joonisel 10:21 on näidatud rõhkude jaotus sõiduauto pin­

nal.

Joon. 10:21.
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Bälde 3» Lennaklte liikumine

Ülesande lihtsustamise eesmärgil vaatleme ainult lennuki 

ühtlast horisontaalset sirgjoonelist liikumist 3hus ning 

selgitame välja, kuldas õhutakistus lennuki kandepindadeks 

olevatele tiibadele hoiab lennukit Õhus jääval kõrgusel,kui 

mootor arendab vajalikku võimsust ning kindlustab vajaliku 

jõu liikumise suunas.

Joonisel 10:22 on kujutatud lennukitiiva profiil, kus /  

on nn. atekiaerv ning oi atakinurk. Lennul mõjuvad lennu­

kitiivale järgmised jõud: mootori tõmme - 7  (horisontaal­

ne) j lennuki kaal - Q  (vertikaalne)j õhu kogutakistus - 

R (kõik kolm jõudu on rakendatud lennuki masskeskmes Q ) 

Ühtlase horisontaalse liikumise korral peab nende jõudude 

resultant olema null г

О
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siia jõudude tasakaal tahendab, et

- У  ja ^

Kui jõud У  suureneb, suureneb ning ka ja

lennuk tõuseb kõrgemale ning tema kiirus suureneb.MÕne aja 

möödudes, kui Rk tfaab jälle võrdseks 7  -ga, saabub uues­

ti jõudude tasakaal ja lennuk liigub jälle horisontaalselt 

aue konstantse kiirusega. Kuid teistel võrdsetel tingimustel 

R, väheneb tõusuga, sest kõrgusega väheneb Õhu tihedus f . 

Alates teatud kõrgusest mootori antud võimsuse korral (tea­

tud 7  puhul) ning atakinurga oC maksimaalse väärtuse 

juures (mille määrab lennuki konstruktsioon) lennuk kõrge­

male tõusta enam ei saa, ta on saavutanud oma "lae".

Lennuki lennuomaduste iseloomustamiseks kasutatakse nn. 

polaare. Lihtsustame ülesannet, vaadeldes lennukitiiba kui 

Õhukest tasaplaati J) S> (joon. 10 :23), mille pindala (kan­

depind) on Во •

Joon. 10:23.
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Tähistanud atяк!nurgя о{ -ga, saame front aallSike pind­

ala

0  =  &  * * *  *

Kui atakinurk on küllalt välke (näiteks alla 10°, mis on 

lennul normaalne) , siis võib lugeda ^  °C ning

g = $ 0oL

Teades, et takistusjõud £  on ligikaudu võrdeline fron- 

taallõike pindalaga, saame

kus -fr —  C^yuofc.
Et R  on küllalt täpselt risti kandepinnaga, siis tema 

komponendid

UCrtbLj 

=  ( {  o i oc -f t  ЬЪл, oi

ehk

Ъ ~ЯоС ,

Rjj %  -A<x 2‘

Elimineerinud viimasest võrrandisüsteemist , saame

f? =

Kujutades seda sõltuvust tasapinnal , saame

joonisel 10:24 punktiirjoonega tõmmatud parabooli,mida ni­

metatakse polaarjooneks ehk polaariks.

Reaalselt pole lennukitiib kaugeltki tasaplaat, selle 

polaari arvutamine puhtteoreetiliselt on võimatu, küll aga 

saab määrata polaari eksperimentaalselt, kasutades selleks 

vastava kujuga tiiva maketti, mis paigutatakse Õhuvoolu
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ning siis mõõdetakse 

ja ^  aerodünaamiliste 

kaalude abil. Samal joo­

nisel (10:24) on kujuta­

tud ühele reaalsele t ii­

vale vastav poiaar. Sel­

lest joonisest nähtub,et

(1) kandejõud võib ol­

la positiivne ka nega­

tiivsete atakinurkade pu­

hul. See tulemus on vei­

di ootamatu, kuid siiski 

arusaadav, kui arvestada, 

et tiiva profiili kuju 

pole sümmeetriline.

(2) Positiivsete ataki­

nurkade oi korral +Ъ° 

kuni 40 °, mis tegelikku­

ses kõige sagedamini esi-

Joon. 10:24. nevadki, on reaalne po-

laar küllalt lähedane teoreetilisele. Viimane asjaolu õi­

gustab teatud määral lihtsustatud teooriat.

Lennuk on seda paremini konstrueeritud, mida suurem oh 

suhe . Tasaplaadi puhul on see suhe £ - 7L ; tänapäe-
&

va lennukitel aga ulatub £o—Z5~-ni.

Lennukitiiva profiil on teinud läbi pika ja keerulise 

arengu, alates ümmargusest atakiservast ja nõgusast alus­

pinnast, kuni tänapäeval on jõutud otsusele, et terav ata- 

kiserv on palju kasulikum.

Probleem läheb veel palju keerulisemaks, kui lennuk peab 

liikuma kiirusega, mis ületab helikiiruse.

ülesflnne 10-1.

Mitteühtlase ristlõikega horisontaalset toru mööda (joon. 
10:25) voolab vesi. Toru ristlõiked tema erinevates osades



^  ja oa vastavalt

$l = iO~õyy)Z ning &z =

= Л' 40~  ̂W  Z » veesamba­

ni voo de vahe rÕhusondides

Мь = OtZ nu.
Määrata toru ristlÕi- 

get А 4 jooksul läbinud 

vee hulk Q. .

Lahendus.

Vaadeldes vett kui ide­

aalset vedelikku, v5ime 

kirjutada Bernoulli võr­

randi (10 .4 ):

i ? v f + p< = i  г * ? + л .,

s.o.

Рг ~Pi = {  Р (Ч ''*?)

Teiselt poolt avaldub sama staatiliste rõhkude vahe rÕ- 

husondide näitude vahena:

Pz-ß =  älfg-
Järelikult

Lisame sellele võrrandile veel pidevuse võrrandi (10.2) 

ning lahendanud koos kaks viimast võrrandit, saame

r

Joon. 10:25.
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Määranud vedeliku voolamise kiiruse ^  lõikes &  , 

saame arvutada seda lSiget 4 4 jooksul läbinud vedeliku 

ruumala:

3 ^2 3
]/ = V;Š, =  40 *vZ=£ ,Zf. 40 /hi <ГУ

Läbivoolanud vee mass on järelikult

a - w  * $ * ''

ülesanne 10-2.

Poolkerakujuline anum raadiusega %  = 0,4 (joon.10:26)

on ääreni täidetad vee­

ga. Anuma põhjas on ava 

pindalaga 0  

Kui pika aja jooksul 

voolab selle ava kaudu 

nii palju vedelikku väl­

ja, et veepind anumas 

langeks võrra?
<v

Joa kontraktaioonikoe- 

fitsient ^  = 0t6 .

Torricelli valemi (10.5) järgi joa kiirus

Ajavahemikus cOt ava kaudu väljavool anud vee ruumala

Л\/ ar $ lУ 

Teiselt poolt 1

Joon. 10:26.

Lahendus.

22
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järelikult

$  J ( R -  y) d?b *• 'iüy'cljc

Kana

e i l e

k o e t

/<ß\JZg = K (C - X  *)•>■*>

[lg  V \J %-X tit?-*

Otsitav aeg

Л
Ъ -  £ (Я - * )* ]4 х  =

= 7$щ 1Ш -  f  V # - ? ^ T ^ i  =
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Vaikees Õhus langeb vertikaalselt kerakujuline rahetera 

läbimõõduga *3)— 4с*и . õhutakistus niisuguse kuulikese 111-1 

kumisele avaldub valemiga ({= K,g v  ** , kus kujutegur >C = 

= 0  J-ühikut. Jää tihedus f  = Og •

Määrata selle rahetera püsimajäänud langemiskiirus .

Olesanne 10-3.

Lahendus.

Joon. 10:27.

Joonisel 10:27 kujutatud jõud 

Q> on rahetera kaal, Q. - Ar- 

chimedese üleslüke ning R, - 

Õhutakistus. Uuritavas olukor­

ras on need jõud tasakaalus:

Q = Q + R ,

Et

q =

ning Q, on tähtsusetult väi­

ke võrreldes raskusjõuga <"7) , siis võime jõudude tasakaa­

lu tingimuse kirjutada lihtsustatud kujul

lfbS?p

ning siit

J _  f 10 I ^40 _

I/ 3K, у “j. 0,2} ка nt~3

=  46Г
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Olesanna 10-4.

Auto я j 0,3 ) , allle mootori võlas ase mak­

simum P  = SC, Aj , võib arendada horisontaalsel teel kii­

rust koni V' = 4ЧЧ i Antud mudeli rekonstrueerimisel 

Tähendatakse auto mõõtmeid n i i , et front aallSige saab uue 

väärtuse $ ‘ kas juures 6X jääb endiseks. Millist 

võimsust P / peab arendena mootor nüüd, et kiirus hori-' 

sontaalsel teel võiks saavutada väärtuse 'V'1 = JCZ &Ы h ? 

Teetakistus lugeda mõlemal juhul samaks.

Lahendus.

Tähistanud Õhutiheduse & -ga ning teetakistuse auto lü- 

kumisele ^  -ga, võime kahe olukorra puhul kirjutada kogu- 

takistuse ^  ja f(' auto liikumisele

R=~Ctf£v-2-+ (?+'

ning samuti kummagi juhu korral

P'= V

Hendest võrranditest järgneb: 

ning siit

P '=v 'l^r- t i c .f  ($'*<*■-

«5 3p l  JOZ'lO'yrb Г 56' ?2>6 W 3t Ь-fO d

'  “  3^-10* 4 L 4ЧЧ* (O2, V+V
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0,3-Щ  k-z-ryT2' [ ь 2 / / * £ . z/iW-tcm |2)]

---- л---- Г " ’ 1 1 5 ^ 7 '  Л %  I / J*

Р '^ 5 4 ,3  k W

Olesanne 10-5.

Lennuki liikudes horisontaalselt seisvas Õhus norm eel­

tingimustes avaldab Õhk selle liikumisele takistust, mil­

le võib väljendada valemiga tfo = &lSj3irS' (jü>̂ -ühikutes). 

On teada, et lennuki mass w  = 40-& , tema frontaallÕike 

pindala 0  = IfO'M?' ning atakinurk ot-Ô Taef.
Määrata:

a) kiirus, mille juures lennuk tõuseb Õhku;

b) kujutegur £* ;

c) mootori poolt arendatav võimsus Õhku tõusmise 

momendil;

d) millist võimsust peab arendama mootor, et lennata 

horisontaalselt püsiva kiirusega kõrgusel 40kM , 

kus temperatuur on 0°d ja atmosfäärirõhk p  =

= %00 sthwi Hz*!

Lahendus (joon. 10 :28).

a) Ohku tõusmise momendil 

peab tõstejõud ^  =

= °L ületama

raskusjõu УУ1СГ :

oi =

s.o.

3,t5  Уя .̂

Joon. 10:28. Et C^oL^ d. , siis

lJ?±l /
! 9jt 5 ß  \J
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Teiselt poolt

ft on Õhutihedus normaaltingimustes:

P '=7̂ ~>*> 4JÖ >

kus on kilomooli Õhu mass ( >суиоо£ * ) ni ng cOo

kilomooli Õhu ruumala normaal tingimust es ( 3,3,f4 nt̂ JCMurr/-*),

„  _  i'Z.S'oj 3,. 2,S'°i cJo

* "  ft "  A  "

=  t-löA/t***2: o,4* 2 2 ,у ^кг^осе'1 _  ‘ g
2-J tcß кл*ьО°£'} ~~

c) Mootori võimsus

— /?.* = 2̂г>  ̂ = 

*  2 fij ifo>*)Z 3^v3 m3* '3 0,4 = 4-/* 10sи/

d) Analoogiliselt punktiga с mootori poolt arendatav 

võimsus

P =  /?*

kusjuures

a  ft,*. -  m f.«

(horisontaalsel lennul ^  ).

Kuna г
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т

ella

V b f $ -

õhutiheduse (j> arvutame, lähtudes ideaalse gaasi oleku- 

v3rrendist

ß \/0 ar •“ normaaltingimustes

О 1/ =  —  ß*f - kõrgusel 10 km 
/ *

/3, = 7-60 ,

p  = 2o<? ^  y

on universaalne gaasikonstant, 

M  - gaasi mass.

Viimased kaks võrrandit annavad

n ГЧ P'Tofo
* v “  fiT  =

ZOOmntHe b( Z(j KC Kwrvf~' _3
---- — --zr—т.----- —«у--- 2 ----- = 0. $1/ Kjt m

^O'hiyn z+2>t( ■ 1Z,4 УУ! клл<*тг(-' õ

Võimsus

P=Rt v= £c*j>£*s=

- y<g V  ^i/f м  * 'z °r4 V ^ *1 ъ' * г v,/{

\J0,38- 0,3У 40

— <c • 10 W
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11. VÖHKUMISED

11.1. Harmonnl H  ne vSnkumi ne

H a r m o o n i l i s e k s  v õ n k u m i s e k s  

n i m e t a t a k s e  n i i s u g u s t  s i r g l i i -  

k u r n i s t ,  m i l l e  p u h u l  a b s t s i s s  

( l i i k u v a  k e h a  a s u k o h t a  m ä ä r a v  

k o o r d i n a a t )  o n  a j a  s i n u s o i d a a l -  

n e  f u n k t s i o o n .

Kuna "puhast” harmoonilist võnkumist on väga raske lei­

da meid ümbritsevas igapäevases elus, nii looduses kui ka 

tehnikas, siis vaatleme selle liikumise kunstlikku kinemaa­

tilist skeemi. Liikugu punkt M mööda ringjoont raadiuse-

Joon. 11*1. m

koordinaat ajamomendil s

CL. cü~t

ga CL ühtlaselt nurkkii- 

rusega oü noolega näida­

tud suunas (joon. 11*1), 

lähtudes punktist -fr. 

Punkti flf projektsioon P 
ringjoone vertikaalsele 

diameetrile liigub siis 

selle diameetri ulatuses 

üles-alla. On kerge veen­

duda, et punkti P lii­

kumine on sinusoidaalne, 

seega harmooniline võnku­

mine. Tõepoolest, punkti P

(11 .1)
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Ydrrand (11.1) on harmoonilise võnkumise võrrandi üks 

тб imal ikke variante. Selles võrrandis suurust Ж nimeta­

takse hälbeks (s .o . võnkuva keha kaugus tasakaaluasendist 

0 ) , dr on h ä l b e  m a k s i m a a l n e  v ä ä r ­

t u s  - a m p l i t u u d ,  siinuse argument obt on 

v õ n k u m i s e  f a a s  »Ing selles esinev cd - 

v õ n k u m i s e  r i n g -  ehk n u r k s  a g e d u s .

Nurke ägeduse u) asemel v3ib liikumist iseloomustada 

veel kas sageduse või perioodiga.

S a g e d u s e k s  J n i m e t a t a k s e  t ä i s -  

v õ n g e t e  a r v u ,  m i s  k e h a  s o o r i t a b  

a j a ü h i k u s ,  seega

Cõ — Z^o ■? (11.2)

P e r i o o d  T  o n  a j a v a h e m i k ,  m i l ­

l e  k e s t e l  s o o r i t a t a k s e  ü k s  t ä  is- 

v Õ n g e. Siit

T  =  - f (11.3)
v

ning kõrvuti võrrandiga (11.1) võib kasutada harmoonilise 

võnkumise kirjeldamiseks veel võrrandeid

JC =  CL. ( 1 1 . 1 ' )  

da

Q, -Fp~~t (11 .1")

Kõik kolm saadud võrrandit vastavad niisugusele erand­

olukorrale, kus punkt P  alustab liikumist oma tasakaa­

luasendist 0 ning hakkab liikuma positiivses suunas, s.o. 

ülespoole.

Üldjuhul aga võib hakata vaatlema punkti P liikumist 

suvalisest asendist ringjoonel liikuva punkti asetse­

des 0lo -s (joon. 11 s2). Bfüüd punkti P  koordinaat aja­

momendil ~b
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Joon. 11:2.

)

kus (f0 on faasi väärtus

М. (ЬО) ajamomend.il ~t0 — О ning

kannab nimetust algfaas.Ana­

loogiliselt (11.1*) ja (11.1") 

võib kirjutada ka võrrandi 

(11.4) kaks ülejäänud vari­

anti

(11.4»)

ja

X =d^U b (cJ- t + $ ( 1 1 .4 )

X =  (L + <fc) (11.4")

Harmooniliselt võnkuva keha kiirus

ning kiirendus

=  CoCO СЛЛСО±
o u t

(11 .5 )

(11.6)

KÕigi kolme suuruse , V' ja muutumist ühe pe­

rioodi kestel kujutab joonis 11:3.

JÕud, mille mõjul vaadeldav võnkumine peaks toimuma (di­

rektsiooni jõud):

9^= УУ)jA, _  —'yy\6LCOJ'iû  ссгк

ehk

9  =-ynU) JC , (11 .7 )

kus on võnkuva keha mass. Võrrandist (1 1 .7 )  nähtub, et 

jõud 7  on võrdeline hälbega Ui ning sellega vastassuunali­

ne, seega alati suunatud tasakaaluasendi poole (siit  nime-

- 178 -



Joon. 11:3.

tuski - direktsiooni- ehk taastuv jõud).

Sageli defineeritakse h a r m o o n i l i s t  v õ n ­

k u m i s t  k u i  v õ n k u m i s t ,  m i l l e  p u ­

h u l  d i r e k t s i o o n i j õ u d  o n  v õ r d e l i ­

n e  h ä l b e g a .

Harmooniliselt võnkuva keha mehaaniline energia koosnet 

igal momendil kahest osast:

1) kineetiline

и/* =

z z. z
W fr 2- УП СО CL Сол u )t

&
( 11. 8 )

2) potentsiaalne

АP '  Z

Kogu mehaaniline energia

/hiCOZ'CLZ
( 11.10)

Momendil, kui keha läbib tasakaaluasendi, on tema kii­

rus maksimaalne
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V^rna* =  СЬЬ)

ning kogu energia esineb kineetilise energia kajal:

и/ _ mojcd*'_  . /
J t --- J,

Analoogiliselt võnkuva keha äärmises asendis, koi X, - 

■ Gs , on potentsiaalne energia aaksimaal ne ning TÕrAne ko­

gu energiaga:

11 .2 . Füüsikaline pendel

F ü ü s i k a l i s e k s  p e n d l i k s  v õ i b  

o l l a  i g a  k i n d e l  k e h a ,  m i s  s a a b  

v Õ n k u d a  h o r i s o n t a a l s e  t e l j e  

ü m b e r  r a s k u s j õ u  m õ j u l .  Niisugusel ju­

hul osutavad olulisteks järgmised karakteristikud:

1) keha mass TVL ,

2) masskeskme asukoht Q  (joon. 

11:4) ja

3) vÕnketelje asukoht О , või 

Õigemini raskuskeskme (£ kau­

gus cC võnketeljest О .

Niisugune pendel võib püsida kui­

tahes kaua oma tasakaaluasendis 

(masskese asub telje all viimase­

ga samal vertikaalsirgel). Kui 

aga keha kallutada nurga &  võr- 

Joon. 11:4. ra tasakaaluasendist тнng siis

vabastada, hakkab ta võnkuma selle tasakaaluasendi kohal. 

Võnkumise põhjustab keha raskas, Õigemini raskusjõu kom­

ponent f mille moment
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kutsub esile keha pöördumise tasakaaluasendi poole. Selle 

pöörlemise nurkkiirenduse määrab dünaamika pÖhivSrrand

kas У  on keha inertsimoment pöörlemistel je 0 suhtes.

Saadad diferentsiaalvõrrand (11.11) muutub lihtsamaks, 

kui vaadelda väikesi hälbeid &  , mille puhul

Niisugusel jahul

- V na d i &  «■ J
atx&

"  dt**

Viimase võrrandi lahendiks on

О  — oi (cj-t 4- Cfa)

ning

ja

^~=*coc*s(co- t +  q>0)

_  o(CõZ4itb(cO-b + % )

г/л 09
Asendanud võrrandis (11 .11 ')  &  ja — —£

ning

mis annab vSnkeperioodi kujul

T =  г Ъ \ / -^ -г

(11.11»)

saame

( 11.12)
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Niisiis, tingimusel, et pendel võngub väikese amplituu­

diga, on võnkumine sinusoidaalne (harmooniline) ning vÕnke- 

periood ei sõltu amplituudist. Perioodi arvutamine on või­

malik, kui on teada keha Inertsimoment võnketelje suh­

tes ning masskeskme ja telje vaheline kaugus cL  . Vasta­

sel juhul peab perioodi määrama katsest.

11. 3 . Matemaatiline pendel

M a t e m a a t i l i s e  p e n d l i  m o o d u s ­

t a b  k a a l u t a  j a  v e n i m a t u  n i i d i  

o t s a  r i p u t a t u d  a i n e p u n k t ,  m i s  

v õ n g u b  r a s k u s j õ u  m õ j u l  v e r t i -  

k a a l t  a s  a n d  i s .  Matemaatilist pendlit iseloomus­

tavad kaks suurust: ainepunkti 

mass УП> ja niidi (pendli) pikkus 

£ (joon. 11*5)« Pendli tasakaa­

luasendiks on vertikaalasend.Vii­

dud välja tasakaaluasendist mingi 

nurga võrra ning vabastatud,

hakkab pendel võnkuma tasakaalu­

asendi kohal, kusjuures direktsi­

ooni jõuks on raskusjõu niidi­

ga risti olev komponent

&

Vaadeldes matemaatilist pend­

lit kui füüsikalise pendli piir­

joon. 11.5 . juhtu, saame arvutada selle vÕnke- 

perioodi füüsikalise pendli jaoks tuletatud valemist (11.12): 

T  = > 

kus ning , siis

(1 1 .13)
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On arusaadav, et ka see valem kehtib vald väikeste häl­

vete korral ning ka siin ei sõltu periood vSnkeamplituudist» 

Vaatleme veel matemaatilise pendli liikumiskiirust ja 

energiat. Olgu matemaatiline pendel ( £ ) kallutatud 

nurga oi võrra tasakaaluasendist (asendisse -f}0 ) ( joon.

11i6). Valinud potentsiaalse energia nullnivooks horison-

t aalt as andi läbi punkti M  ,vSi- 

me pendli energia avaldada kui/ / / / / / / / / / / / / /

Joon. 11s6. 

muundunud kineetiliseks

К

Vf — 6 (/f-C+üoi,̂  (11.14)

Kineetiline eaergia pendli selles 

asendis on null. Vabastatult hak­

kab pendel liikuma tasakaaluasen­

di poole ning asendis -A~ on osa 

tema potentsiaalsest energiast

4 Wp — - (on&-  Ьп Ы.)

'УП'Р2-

s.o.

Viimasest võrrandist saame avaldada pendli kiiruse 

punktis zfi"
—-*

M

(11.15)

ning maksimaalse kiiruse punktis

Väärib märkimist, et pendli kiirus punktis M  on nii­

sama suur, kui oleks vabalangemise kiirus kõrguselt Ho ,
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kold ei tohi unustada, et liikumine mõõda kaart JoSА/ ei 

ole ühtlaselt kiirenev, nagu see oleks vabalangemise korra]; 

samuti on ka selle liikumise keetus erinev vabalangemise 

kestusest.

Väikeste hälvete korral С&1Ы ^  //— ning pendli ener­

gia *

W = ± M a £oL ‘ (11.14«)

11.4. OmavÕnkumlsed

Eelnevalt vaadeldud pendlite võnkumised on nn. omavÕnku- 

mised. OmavÕnkumiste sageduse määravad süsteemi parameetrid 

(näiteks matemaatilise pendli pikkus). OmavÕnkumisi võib ko­

hata üsna tihti. Peale mitmesuguste pendlite võiks veel ni­

metada vedelikku asetatud areomeetri vertikaalseid võnkumi­

si jms. Niisugused võnkumised algavad iga kord, kui süsteem 

viiakse tasakaaluasendist välja või kui talle antakse impul­

sina mingi algkiirus. Mõlemal juhul saab süsteem mingi hul­

ga energiat. Kui süsteemis hõõrdumine täielikult puuduks, 

siis säilitaks süsteem selle energia ning võnkumisel see 

vald muunduks kineetilisest potentsiaalseks ja tagasi.

Oletades, et hõõrdumine puudub, saab mehaanilise energia 

jäävuse seadusest väga lihtsalt määrata omovÕnkumiste sage­

duse:

vastab momendile, mil keha läbib tasakaaluasendi,

w

vastab keha äärmisele asendile, kus direktsioonijõud J- =

= Ka, ,

£ ~ ь
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ning

( 11.16)

Niisugune võnkesägeduse määramise meetod osatab palju­

del juhtudel lihtsamaks kui m5ni teine.

Baide 1 . Määrata vedeliku võnkumise sagedas korrapära­

ses 'tC -torus (ristlõige 0  kogu toru alatuses sama ) 

(joon. 11 :7 ). Kui vedelik on tasakaalust X  -i võrra välja

viidud, tekib taastav jÕud

kus f  on vedeliku tihedas. 

Selle jõa mõjul hakkab Tilkuma 

kogu torus olev vedelik, mille 

mass

Joon. 11:7»

kus С on vedelikusamba kogu 

pikkus.

Liikumise võrrandi võime nüüd kirjutada järgmisel kujal:

ehk

Seega

ning

U) ehk CÕ~ /Ä
V Ууь

24
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Wälde 2 . ülesande võib püstitada ka üldisemal kujul. sa­

ma küsimus, kuid toru ristlõige 0  on muutlik vedeliku- 

samba pikkuse 6  ulatuses (joon. 11 :8 ), kusjuures sõltu­

vus №  on teada. ( 4  on mööda toru telge mõõdetav pik­

kus.)

Vedeliku mass

Olgu vaadeldavad võnkumised 

nii väikese ulatusega,et to­

ru vasakus harus ristlõige 

ei muutu &  ulatuses 

ning teises harus kehtib sa­

ma $ 2. kohta &  ulatuses. 

Siis

£>4 = Ä ^

n-ing mingis suvalises ristlõikes pindalaga on võnku­

miste amplituud £ , kusjuures

>5 £ — f Si Я*

Kiiruse amplituud selles ristlõikes

&

VÕnkumiste koguenergia (kineetiline energia momendil,mil 

vedelik läbib tasakaaluasendi)

и /  Ia/  -  

в
ц /=

ehk

- 186 -



Veerand perioodi hiljem muundub see energia potentsiaal­

seks, kusjuures selle hulk on võrdne tööga, mille peab te­

gema, et tÖsta ruunani a &A- = 5̂ . ^  täis vedelikku kõrgu-

aele ,
Sj

И /=И / р т а к =  ? Ä

Kuna aga

siis

ning
Pi

Z Ŝvj.

Energia jäävuse seaduse pÖhjal

peo Со ( <£4 _  ? 9 > 4 & ^ j 

4  } $  ŜS-

Ning lõpuks

«»./: (*?&!
I M

о jS

Erijuhul, kui <0= , saame

s.o. meie esimese näite vastuse.
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11 .5 . Vgnfrmni ste sumbumlne

Eeaalsetes tingimustes mistahes süsteemi võnkumised sum­

buvad, s.o . võnkumiste amplituud väheneb ajas ning lõpuks 

lakkab liikumine täielikult.Sumbuaise põhjuseks on energia 

hajumine: võnkumiste energia kulub mitmesuguste takistuste 

ületamiseks. KÕige sagedamini esineb takistusi peamiselt 

hÕÕrdejõudude näol, mille sõltuvus kiirusest on üldiselt 

küllalt keeruline.

Vaatleme ühte lihtsamat juhtu, mis küllalt tihti tuleb 

praktikas ette: juht, kus hõõrdejõud on võrdeline kiiruse­

ga (näiteks vedela või gaasilise keskkonna takistav mõju 

võnkuvale kehale). Niisugusel juhul mõjub võnkuvale kehale 

kaks jõudu:

1) kvaasielastne (võnkumisi esilekutsuv jõud)

2) liikumist takistav hõõrdejõud 

Liikumise võrrand on sel juhul

Otsime niisuguse võrrandi lahendit kujul

jC — CL̂ e, +■(?), (11.18)

kus cc ja ^  on konstandid, mille väärtused on

määratavad võnkumiste tingimustest ( &  ).

Arvutanud ja ning asendanud võrrandis
aCt ЖЬ2-

(11.17) need suurused saadud avaldistega, saame võrrandi

dcC 1 ( o õ ~ b W со J —
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— (cO ir-h <fj — £ß (cO~t ‘hCf’J +

+ ß(JCH (cOtr+yJ + tC (cJ-b + Cf)] = *  о 

—ft~t
Et do в ö lõplike ~t väärtuste puhul, siis

['Yyi(jiz- cÔ J - #^  +  >cj 'Uns (сд-Ь +У)+- 

+- (&'m ücj- всо)&>л (co-t4-CfJ

Viimane võrrand peab kehtima ~t igasuguste väärtuste 

jaoks, seepärast ajamomendil ~tf , kui <iUb(tO~b +-<f) —0 f 

СЫ (со t  V  (f) =  £- 4 ning järelikult

&'yvi@Cd — (»cd = О (11.19)

Analoogiliselt ajamomendil ~t , kui C&b (M t+tfJ—õ ,

/bc*V (cC ~t11+- £ ni ng

/Уп((Ь  ̂ U ) 2)  — £ ß  + 1 C  =  О (11.20)

Võrrandid (11.19) ja (11.20), lahendatud koos, annavad 

tulemuseks

Z3 - 0 1 .2 1 )

da

07 =>/-£- - (11.22)
у m  Цуу) г

Clo ja (f on määratay-ad liikumise algtingimustest.

S u u r u s t  ß - -z— - n i m e t a t a k s e  s u m -J&nu
b u m i s t e g u r i k s .

Sumbumlse kiiruse iseloomustamiseks kasutatakse sageli 

nn. sumbumise logaritmilist dekrementi.

Kui ajamomendil -b

-fc .
j£^=CL0&  4+n, £ u) ~b -t (f)
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(̂СО -{г +- ( р 2.%

nine ^  võrra hiljem 

elle

•**  _  е- ^

S u u r u s t  ^7*  n i m e t a t a k s e  s u m b u -  

m i s e  l o g a r i t m i l i s e k s  d e k r e m e n ' -  

d 1 к s :

ß T - &t, —

-f* .
Sõltuvus X  -Cî Q (co-b-ĥ fj on graafiliselt kujuta­

tud joonisel 11*9*

Joon. 11:9.

Valemist (11.22)

0) = l / X --
\f ™ Ч м ъ

nähtub, et sumbuvate võnkumiste sagedus Oü on veidi väik­

sem vabade omavõnkumiste sagedusest COa= ,,—  :
\УУЪ
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(11.23)со =l/^o2-- /s2-
Sumbus-ad võnkumised realiseeruvad alati , kui ^

Juhul aga, kui , on liikumine aperioodiline, s . о .

tasakaaluasendist väljaviidud süsteem pöördub aegamööda ta­

sakaaluasendisse tagasi.

Näide (joon. 11 :10). Joonisel kujutatad elastne pendel 

võngub sumbuvalt Õhus või mõnes väi­

kese viskoossusega vedelikus (vees). 

Kui vedelik on väga viskoosne (pake 

õli), ei ole võnkumised enam või­

malikud.

Käesoleval juhul vaadeldud võn­

kumised on nn. vabavÕnkumised.

Kui võnkumist takistavad jõud 

puuduvad, nimetatakse võnkumisi 

omavõnkumisteks.
Joon.11:10.

11 .6 . SundvÕnkualsed. Besonants

Kui ühele vÕnkumi svÕlmellsele süsteemile mõjub mingi pe­

rioodiliselt muutuv jõud, hakkab süsteem sellele jõule oma­

se sagedusega võnkuma. Selliseid võnkumisi nimetatakse 

s u n d v Õ n k u m i s t e k s  . SundvÕhkumiste amplituud 

sõltub mitte niivõrd sundiva jõu väärtusest kui selle sage­

dusest .

Sund võnkumiste iseloomu määrab sundiva jõu iseloom. Vaat­

leme üksikasjalikult niisugust juhtu, kus

a) sundiv jõud võngub harmooniliselt: У  =  cO~tj

b) võnkumised tolmuvad reaalses vedelikus, kus liiku­

mist takistav jõud on võrdeline kiirusega:

Niisugusel juhul on liikumise võrrandiks

s* О
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Algol, kui sundiv jõud 7  ■Û vCO't on mõjunud alles lü­

hikest aega, liituvad sundvõnkumist ega veel süsteemi omavÕn- 

kumised, mistõttu summaarne liikumine on keeruline. Teatud 

aja mõõdudes omavõnkumised sumbuvad ning jäävad ainult sund- 

vÕnkumised.

On loomulik oletada, et sundvÕnkumiste sagedus võrdub 

sundiva jõu sagedusega, s.o. et

X-CL -b <?) (11.25)

CL ja (f leid mi seks asendame võrrandis (11.24) JC ja 

selle tuletised (11.25) diferentseerimisel saadud avaldiste­

ga, saame

Tähistame keha omavÕnkumiste sageduse

ehk

l/i
=  u)0 

Ууь >

sumbumisteguri

ning

i
Ы уъ

ОС
Cõo ^  

saame liikumise võrrandi kujul

(4- ъ*)м».(сО-Ь +(f)+ žbn(cJ-t+ <f)4*»cõ-t

Selle võrrandi lahendamiseks kasutame Fresneli* vektor- 

diagrammide meetodit (joon. 11:11).

x Augustin Fresnel (1788-1827)* prantsuse füüsik.
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Diagrammist nähtub, et

a = --  ^  : (11.26)

ninp- °

'bMl ^ 7 7 ^ )  ’ t11 -z7)

s.o. sundvÕnkumiste amplituud CU

1) on võrdeline sundiva JÕu amplituudiga ^  ,

2) on pöördvõrdeline taastava jõuga,

3) väheneb sumbmnisteguri ^  suurenedes.

Kuid muutumatute <f , &  ja ß korral sõltub sund- 

võnkumiste amplituud CL sageduste vahekorrast ir (joon. 

11:12). S a g e d u s t ,  m i l l e  j u u r e s  v õ n ­

k u m i s t e  a m p l i t u u d  o n  m a k s i m a a l ­

n e ,  n i m e t a t a k s e  r e s o n a n t s s a g e -  

d u s e k s  n i n g  s e d a  n ä h t u s t  e n n a s t  

r e s o n a n t s i k s  . Kui О f s.o . sumbumlne puu­

dub, kasvab amplituud resonantsi olukorras lõpmatult suu­

reks. Sumbumise ( ß) suurenedes resonantsinähtus nõrgeneb 

ning kaob täielikult, kui £>= 1.

VÕtnud resonantssageduse ^  ил määramiseks

da,

saame

Joon. 11:11.

-O.

и>пиь (11.28)

25
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Joon. 11s12.

ning

4
(11.29)

Saadud tulemused (11.28) ja (11.29) näitavad, et reso­

nants saabub sageduse juures, mis on veidi väiksem oma- 

võnkesagedusest COo , ning et sundvõnkumiste amplituud 

resonantsi olukorras on võrdeline sundiva jõu amplituudi-

järgneb:

1) kui ir—O , siis Cp *= О (kui sundvÕnkumiste sage­

dus on väga väike, siis nad on faasis sundiva jSuga);

2) &  kasvades (f> samuti kasvab (sundvSnkumised 

hilinevad ikka rohkem sundiva jõu suhtes);

3) resonantsi puhul, kui 3 - = /  , siis

4 ) edasisel suurenemisel ning selle väga suurte 

väärtuste puhul, kui СОž>> c0o t saab (p—7u.

ga

Valemist (11.27)

'toi/yu = <x=> ning Cp — •
</
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11.7. Võnkumiste liitmine

Kui ainepunkt võtab osa üheaegselt kahest vÕi mitmest 

harmoonilisest võnkumisest (s .o . kui teda mõjutab üheaeg­

selt mitu kvaasielastset jõudu), osutub resultantliikumlne 

üldjuhul üsna keeruliseks perioodiliseks liikumiseks. Vaat­

leme siin vaid mõnda lihtsamat juhtu.

1) Kahe sama sagedusega ühesuunalise võnkumise liitmine 

on üheks lihtsamaks, kuid praktika seisukohalt küllalt täht­

saks juhuks.

Olgu liidetavate võnkumiste võrrandid

(Võnkumised erinevad ainult amplituudi ja algfaasi poolest.) 

Ülesande võib lahendada puhtanalüütiliselt.

( 11. 30)

Summaarne hälve ajamomendil ~t :

X  -  x 4 -f  0-4't** $>•») ( c j - t +  =

=  0-4 , + СласО-ЫлмЩ*)*

+■ Ü.J. e n % г  +  “

=  ( & , < ü-b +

Tähist anud

ning

saame

X , - C u  W "  % )
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Seega on reeulteeriv liikumine samasih.iline sama sagedu­

sega 60 harmooniline võnkumine, nagu seda olid lähte võn­

kumised.

BesultantvÕnkumise amplituudi CL ning algfaasi Cfc leid­

miseks lahendame võrrandisüsteemi (11. 31) ning aaaae

&  = г}] 0 1 .3 2 )

d\ &Л4 (fC/) + а^,у\лл (foz.
(11.33)

/
Sama ülesande võib lahendada, kasutades Fresneli vekto­

rite meetodit. Harmoonilist võnkumist X  =  (ü)ir-h <&) 

võib kujutada kui vektori О-ft (pikkusega Cb ) otspunkti Л- 

projektsiooni liikumist mööda vertikaalset telge, kui see

vektor pöörleb ümber punkti 

11*13).

0 nurkkiirusega cõ (joon.

Kui kahte liidetavat 

võnkumist

(cj±+ (f„)J 

y^~ 6L3_'U*> (fc2̂

kujutada Presnell vektori­

te abil, võime need vekto­

rid liita rööpküliku reeg­

li järgi (joon. 11*14).

Joon. 11:13.

Joonise 11:14 lugemine 

osutub lihtsamaks, kui se­

da pöörata kellaosuti lii­

kumise suunas nurga 6d ~t~ võrra (joon. 11:15).

Joonisest (11:15) saame:

Ci = / + ZCLiÜ̂ Crt

% 2 .

d  ~e<n Wo 2.
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Joon. 11:14. 

Avaldise (11.31)

Joon. 11:15.

analüüs näitab, et

1) resultantvÕnkumiste amplituud d, on maksimaalne

a^aK = 0,-ta^ , kui ъ (^ o ,^ z r .,)
(võnkumised samas faasis). Graafiliselt kujutab nii­

sugust olukorda joon. 11:16;

Joon. 11:16.

2) resultantvÕnkumiste an^lituud CL on minimaalne: 

CLwiw =l —d%,j , kui tybz'' fc+j) io

(võnkumised on vastasfaasis). Graafiliselt on selline 

olukord kujutatud joonisel 11:17.
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Joon. 11:17.

2. Tulkleml.ne esineb, kui kaks liituvat võnkumist on 

samasihllised ning vähe erineva sagedusega. Eresneli mee­

todi seisukohalt on tegemist kahe vektori 0-f\A ja 04г 

pöörlemisega, kusjuures nende pöörlemise nurkkiirused сОц 

ja <̂ 2. on veidi erinevad. Sel juhul esineb momente, kus 

need vektorid on samasuunalised, mis annab 

ning momente, kus need vektorid on vastassuunalised ja

I ~ ß-2-l • Graafiliselt kujutab olukorda joo­

nis 11:18.

j
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Nähtus on perioodiline, perioodiks on ajaline vahemaa 7^ 

kahe järjestikuse (Znut< (või ) vahel.

Oletame näiteks, et >c0̂  , siis

j
rp - % ~ l>

kus ja ^  on vektorite 0-Яг ja Ofy pöörete arv

ajavahemikus Ц. ning

jL  =  J._____L-
%  %  Ъ

ehk tulklemiste sagedus

\>± =  Л  ^

üldjuhul

)>t =  (11.34)

Juhul kui dA= Cî  , on ning (Zhii* - o

3. Vastastikku ristuvates sihtides toimuvate võnkumiste 

liitmisest vaatleme mõnda konkreetset juhtu.

Oletame, et ainepunktile /V mõjuvad üheaegselt kaks 

perioodilist jõudu sama perioodiga T  kumbki ning ühe 

jõu mõjul peaks ta võnkuma harmooniliselt piki horisontaal­

set telge X  t teise mõjul aga piki vertikaalset telge V . 

Selleks et määrata ainepunkti M  asukoht mingil ajamomen­

dil ~b4 , on vaja teada sellele ajamomendile vastavaid

suurusi X, — ^  ja у  -̂  
ning võtta need suurused 

punkti koordinaati­

deks tasapinnal (joon.

11 :19). bõik on

siis punkti liithälbeks. 

Seega taandub võnkumiste 

J( liitmise ülesanne punkti 

poolt joonestatud kõvera 

leidmisele.
Joon. 11:19.
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1) Kui liidetavate võnkumiste faasivahe on null:

CL-sW* o)~b ;  £  = (11.35)

Võrranditest (11.35) järeldub:

4 = S r X  (11.35*)О Qy

Saadud sirge võrrand (11.35*) näitab, et punkti M l ii ­

kumise trajektoor on sirge, mis läbib koordinaattelgede al­

guspunkti 0 ning ühendab ristküliku külgedega Ясс ja %£ 

vastastippe ja Q (joon. 11 :20).

Joon. 11:20.

Kui võnkumiste faasivahe oleks К  , võnguks punkt M  
mööda ristküliku diagonaali в2) .

2) Kui liidetavate võnkumiste faasivahe on —  :

-£ =  C L ^ n [c õ -b  +  ~ )  =  CL Co-1 c o -t )

о [ (11.36)
V. ^  b c J - t

Võrranditest (11.36) järeldub;

X z Ч2-
^  (11 .36 ')

Selgub, et punkt M  liigub mööda ellipsit, mille pool- 

telgedeks on kummagi liidetava võnkumise amplituudid Ci ja 

£ (joon. 11 :21). Punkti liikumise suuna määramiseks
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Joon. 11:21. 

arvutame tema asukoha kahel ajamomendil:

~ X-^CLj^-O  (pankt>f )

±2= -*• Jt* О j % = €  (punkt 3  )

Seega liigub punkt mööda ellipsit vastu kellaosuti lii­

kumise auunda.

Kui liidetavate võnkumiste faas iv ahe on , on resul-

teeriv liikumine samuti elliptiline, kuid punkt liigub möö­

da ellipsit eelnevaga vastassuunaliselt (kellaosuti liiku­

mise suunas).

Oidjuhul, suvalise faasivahe korral, liigub punkt alati 

mööda ellipsit. Kõikide nende ellipsite ühiseks omaduseks 

on see, et nad on joonestatud ristküliku t c L  , 3 ,š  sisse.

Plaflflnne 11- 1 .
Sagedusega 3-4 4~* harmooniliselt võnkuv ainepunkt lä­

bib ajamomendil —O asendi X0~ S~Mi kiirusega if0 =

= 9,0 tw i . Määrata selle võnkumise amplituud CL ja alg­

faas (po .

Lahendus.

Harmoonilise võnkumise võrrandi võib kirjutada kujul

J t  —  CL (ОЛСд-Ь -h <&)
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Л  žlC0c^(27b0-t-h%)
m

Ajamomendil ~b = О

X0= CL 4*n, (fa 

iT0 ^  d  2Ю О ОП Cf0 

Lahendanud selle võrrandisüsteemi, leiame

ning selle kiirus avaldab kai

ning

T° 3,0&УЧ4~'

% = Х 4 °

ülesanne 11-2.

Pendel koosneb peenest vardast ( вж30с*», 'tn =£Vgj) , mil­

le ülemises otsas on väike kuul ike (maaspunkt 'hi = ja 

alumises otsas kera - 6~C*n » W  = iOO^ ). Määrata nii­

suguse pendli võnkumise periood ümber telje 0 , mis läbib 

varda keskpunkti (joon. 11:22).

Lahendus. VÕnkeperiood (11.12)

T  =  Z K \ J .
- *%$<*■ ’

Süsteemi kogumass

M0 =  M  + Ш + УУ1

Masskeskme Q koordinaat cC telje О suhtes ( 9 И ) :

<-<?)-m '4  _  ZMq+oie-to'e
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Q m '

m

o

Q

AI

Joon. 11:22.

Süsteemi inertsimoment telje 0 auh- 

tee

+  / ч (£ + % )2'-= s ;o 4 - i d SK£tn2'

Asendanud need saurused lähtevale­

mis , saame vÕnkeperioodi

T  = 27c
h

Ь,ОЧ- lO'SK$»t

к (j - ^,24 ?,У-ю‘ 2 У» 

=  ^ 2  4

Ülesanne 11-3.

öhuke ristkülikukujuline plaat võngub ümber horisontaal­

se telje, mis asub plaadi tasapinnas ning on risti plaadi 

ühe küljega, mille pikkus on £ .

1) Määrata võnkumiste periood T  , kui telg läbib plaa­

di ülemist serva.

2) Milline peab olema telje kaugus ülemisest ser­

vast, et võnkumiste periood oleks minimaalne? Määrata sel­

le minimaalse perioodi П väärtus.

Lahendus.

1) Plaadi võnkumist kirjeldatud tingimustes võib vaadel­

da kui peene varda pikkusega £ võnkumist ümber temaga 

risti oleva horisontaalse telje 0 (joon. 11:23).

Varda masskese asub tema keskpunktis, seega masskeskme 

ja võnketelje О vaheline kaugus ci = -̂  •

Varda inertsimoment telje О suhtes

kus fyW  on varda mass. Varda võnkumiste periood (11 .12)
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cL-

I

лО

б

т ,=:2гУ
seega

УУ)£Ж

т=Чтф=гп:\М**

2) Kui telg О1 asub kaugusel X  plaa­

di ülemisest servast (varda ülemisest ot­

sast) (joon. 11*24), on vÕnketelje O' ja 

varda masskeskme (5 vaheline kaugus d! = j--j£ .

Inertsimoment (Huygensi lause kohaselt):

Joon. 11:23.

JC«I

d
3 L ± „ e S - * (  { - * )* -

yv>6z +■ 3  п ь  (€  — 2.J&J 

, “ Jt,
Võnkeperioodi (J1 avalduseks on nüüd

rz
rp l— 0 7i' -h 5M (€- 2y)

J  6  VH£(£-Zj6)

2.

Joon. 11:24.

saame võrrandi

' 7 ning sellele vastava X  väärtu­

sed leiame, võttes

d'T1'
= O.

3 (e - z x .f= e *

kust

ning

X=£
3-SJ

= 0,111 С
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ülesanne 11-4.

Matemaatilise pendli mudel pikkusega £ =5~0 ripub len­

nuki kabiinis. Määrata pendli vÕnkeperiood, kui lennuk

1) liigub ühtlaselt,

2) lendab horisontaalselt kiirendusega cl -2.,S' **14 ~ f
3) planeerib е <-45с nurga all horisondiga.

Lahendus.

1) Lennuki liikudes ühtlaselt on pendli kuulikesele mõ­

juvaks jõuks vertikaalne raskusjõud 'Vn.g, (joon. 11:25) ning 

selle mõjul toimuvate võnkumiste periood (11.1 3)

/ 0,z> m, ... 

~ Q~N' v tf.84 ~~ 1

tant

4,84 M'.I

2) Lennuki liikudes kiirenevalt 

ilmneb sellest tingitud inertsijÕud 

(joon. 11:26)

- -  'Vh 'cL

ning liikumist tekitavaks jõuks saab 

raskusjõu 'УУ)£ ja inertsijõu resul-

7  *  ̂  +- ?l

m g 

Joon. 11:25.

Pendli vÕnkeperioodi valem on nüüd järgmine:



7-= 2/Г
0,5 у>п

*-2,

=  О 4 

Joon. 11:26.

3) Lennuki planeerides (joon. 11:27) on inertsijÕud

—  mg 'iUvot 

ning resultantjõud

У =  СЛ oi.

Pendli võnkeperiood

4 = 21Ü

Joon. 11:27.

/<✓

Ülesanne 11-5.

Vaekausil (joon. 11:28), mille mass on /V ning mis ri- 

риЪ vedru otsas elastsusteguriga £ , langeb kõrguselt

väike keha massiga 'bvu . Keha ja vae­

kausi vaheline põrge on absoluutselt 

mitteelastne. Määrata amplituud (L , 

millega kirjeldatud süsteem võnkuma 

hakkab.

Lahendus.

Keha langeb vaekausile kiirusega 

Щ , mille saame määrata energia 

jäävuse seadusestJoon. 11:28.

Ml/}
t

=
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Järelikult

V< = f l p C

Absoluutselt mitteelastse põrke tulemusena saab süsteem 

kiiruse , mille määrame liikumishuiga jäävuse seadu­

sest

kust

m + M  v *

Vaekausi algasendis oli vedru С võrra välja venitatud, 

kusjuures

- С С- ning C~

Pärast pÕrget venib vedru nii, et kogu pikenemine saab 

võrdseks -ga, ning energia jäävuse seadusest järgneb, 

et

e

i(»+*) ̂ 7 7  *&+(**+»)f (*•■-e) - b- (*L-V
Võttes arvesse, et l - i ?  , saame

st t(m+/4)q, „ _  

-------c*- ~

Selle võrrandi lahendid on

с <? \j czdt (*и /м )с

Koormatud vaekauss hakkab nüüd võnkuma ümber asendi, kus 

vedru on £ võrra välja venitatud, kusjuures

- 207 -



nine

Seega süsteemi võnkeamplituud

• Ole вахте 11-6.

Sumbuvate võnkumiste vaatlemisel seigas, et kabe järjes­

tikuse võnke puhul on teise amplituud eelmisest 60% võrra 

väiksem. TÕnkumiste periood 'T = o, 5~ 4 . Määrata nendest 

andmetest sumbumistegur ning sumbumata võnkumiste sagedus 

samades tingimustes.

. Lahendus.

TÕnkumiste sumbumlse logaritmiline dekrement

Sumbuvate võnkumiste ringsagedus u) ning vastavate sum­

bumata võnkumiste rings agedus on seotud valemiga 11.23

Siit järgneb
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ч2.  ̂2. в2- j С2-

° ~ +  ЧЪ*- ~ +  ЧЪ7- ~

= -J— + <****- =  t,Qg 4 ' 2 
4 5 2о* V r 2- ' >

т?0 «= jf, 0J2, 4

Oiesanne 11-7.

Määrata kahe harmoonilise võnkumise

XA =CL4ü*b(d>-t + Ум),

<2̂  in*Aj (сО'Ь +■ V̂ Zy) 

liitmisel tekkiva võnkumise amplituud CL ja algfaas %  ,

kui ^  — % 4 =Зо°, % 2.~ ‘

ЬяЬйпДпя-

Kahe võrdse sagedusega samasihilise harmoonilise võnku­

mise liitmisel tekib sama sagedusega harmooniline võnkumi­

ne

X = CLtivo [cot + (f0)

Selle võnkumise amplituud (11.32)

* Cu4JT J 4 + Cn[4oT-%z j -
—  5~c+*i Ц  \j4 + CnŠ>0° - fyS*gin­

ning algfaas (11.33)

CLfbi** ^oi + CLzi4w tfoz.

 ̂ 0 С

Жи* Oo* +■ P̂oi. 6/Vu 3 0  4\м (õc

'bcm %  —

C+bCPoi + OoCfoT- С ъ Ю '+ С го Ь с0
=  L

27
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seega

Olesanne 11-8.

Kaks sama amplituudi ning algfaasiga вamaaihliist har­

moonilist võnkumist,mille perioodid on *7} = 3<S ning ^  

= 3t1 6 » liituvad üheks võnkumiseks. Määrata selle resul- 

tantvÕnkumise ja tuiklealse perioodid.

Lahendus.

LahtevÕnkurniste võrrandid võime kirjutada järgmisel ku­

jul:

(cj4 -t -h Яс)?

X^CL bib (cõ̂-b + % )

Hende võnkumiste liitmisel

Siit resultantvÕnkumiste periood

- *  .4 7 ^  f
to4 +töz ь>4 cjx rp +  rpn /  J  0

Неsuitantvõnkumiste amplituud muutub perioodiliselt pe­

rioodiga

2- iv У */0

CĴ -cOz.
2,

Amplituudi muutumise ühe perioodi kestel esineb kaks 

amplituudi tugevnemist ning samuti kaks amplituudi nõrge­

nemist, seega tuiklemiste periood on
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Ainepunkt võtab üheaegselt osa kahest vastastikku rista­

vast saaa sagedusega harmoonilisest võnkumisest, mille amp­

lituudid on võrdsed: Ct* =• Cl =?£ = ning faasivahe (f> - 
_

ata selle ainepunkti liikumine.

Ole s anne 11-9.

Lahendus.

Toimugu üks võnkumine telje JC , teine telje У  sihis

(joon. 11129); siis võnkumiste 

võrrandid on

(to-i +■ -%;)}

jj. —  CL Ьиь со

ehk

Joon. 11:29.

jt = CLCrtCjt,

=  CL fa/bb cõ~b

Nendest võrranditest järgnebi

si»o. et vaadeldav ainepunkt liigub mõõda ringjoont raadiu­

sega CL** S’ctHs.
Aj amomendil ~t — О on JC = CL* ̂  у. —  О (punkt -fi~ )

ning momendil ±= 22 - X. = О } £ —CL (punkt в  )
T

Seega liigub ainepunkt mööda ringjoont kellaosuti vas­

tassuunas.



12. LAINED

Kui keskkonnas asetsev keha (näiteks selle keskkonna 

üks osake) võngub seaduse järgi

JC -  CL t+w  co

siis ta mõjutab temaga kokkupuutes olevaid keskkonna osa­

kesi jõuga, mis muutub sama seaduse järgi:

J  — 'Ь'Ил; со ~t~

Selle jõu mõjul tõmmatakse keskkonna osakesed sundvÕn- 

kumisse sama sagedusega. Kuna keskkonna osakeste vahel va­

litsevad teatud sidemed jõudude näol, siis niisugune võnk- 

liikumlne levib keskkonnas teatud kiirusega ^  ,mille väär­

tus sõltub keskkonna omadustest. V õ n k u m i s t e  l e ­

v i m i s e  p r o t s e s s i  k e s k k o n n a s  n i ­

m e t a t a k s e  l a i n e k s .

Kui keskkonna osakesed võnguvad piki laine levimise sih­

ti, nimetatakse lainet pikilaineks. Pikilainete näitena 

vÕib ni m e t a d a  helilaineid.

Kui aga võnkumised toimuvad risti laine levimise sihi­

ga, on tegemist ristlainega, fiistlainete näiteks on vee­

pinnal levivad lained.

Lainet iseloomustavateks suurusteks on kõigepealt võn­

kumiste karakteristikud: amplituud CL , sagedus ^ (ring- 

sagedus CO ) ja periood T . Nendele lisandub võnkumis­

te levimise kiirus keskkonnas 'lo ning lainepikkus А -

12.1. Lained elastses keskkonnas



k a u g u  e, m i l l e  v õ r r a  v õ n k u m i n e  l e ­

v i b  p e r i o o d i  k e e t e l .  Seega

\ =гсТ  (12.1)

12.2.

Joon. 12:1.

Olgu (joon. 12:1) 0  laineallikaks, mis võngub sea­

duse järgi

У. -  CL cõ ir

ning levigu võnkumine mööda sirget noolega näidatud suunas 

kiirusega ЬО . Kui oletada, et võnkumised ei sumbu, s.o. 

et amplituud jääb samaks olenemata kaugusest, mis laine on 

läbinud, siis punkt M , mis asub kaugusel 5 laineal­

likast , hakkab võnkuma seaduse järgi

Ж cj(-b -■£-) (12.2)

■j- on aeg, mille võrra punkti M  võnkumised hili­

nevad punkti 0  suhtes. Võrrandit (12.2) nimetatakse lai- 

nevÕrrandiks. Sagedamini kirjutatakse teda kujul

JC =  A. ~ y )> (12.2*)

mis saadakse elementaarsete teisenduste kaudu selle esialg­

sest variandist.
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12.3. Energia laviwiiie laflneprotsessis

llingis keskkonnas paiknev võnkuv keha osutab laine alli­

kaks. Selle keha energia arvel hakkavad võnkuma kehaga kok­

kupuutuvad keskkonna osakesed. Keed annavad energiat edasi 

oma naaberosakestele, mis omakorda astuvad vÕnkumisprotses­

si jne. Kii kandub energia võnkuvalt kehalt keskkonda - 

see keha kiirgab energiat.

Laineallikaks võib olla kas ainepunkt või paljude aine­

punktide kogu, kusjuures kõik need ainepunktid võnguvad sa­

ma sagedusega J ning samas faasis, kuid amplituudid või­

vad neil olla erinevad. Iga sinusoidaalselt võnkuva aine­

punkti energia on

W- 4j£ M sCbOÕ ,

kus /№Ь on võnkuva ainepunkti mass, Cl - tema võnke ampli­

tuud ning cO =  27c 0 - ring sagedus.

Võnkudes püsivas režiimis säilitab laineallikas oma sa­

geduse ja amplituudi, seega ka energia. Uiisiis allikast 

kiirguv võimsus on võrdne selle võimsusega, mis kulutatakse 

selle laineallika võnkumises hoidmiseks.

Kui oletada, et laine levides keskkonnas ei esine võnku­

miste sumbumist selle keskkonna deformatsiooni või soojene­

mise tÕtrtu, võib väita, et iga laine viib kaasa nii palju 

energiat, kui palju allikas seda kiirgab perioodi kestel.

Kui lained levivad homogeenses ja isotroopses keskkonnas, 

võime vaadelda kolme eri juhtu:

a) Kogu energia levib ühes suunas (joon. 12.2). Et 

selles suunas iga pikkusühiku mass on sama, siis võnkumis­

te amplituud jääb ka samaks mistahes kaugusel allikast:

CL —  C&usif (12.3)

b) Laine levides mööda tasapinda (ringlaine korral) jao­

tub energia ühtlaselt mööda ringjoont, mille pikkus suure­

neb kaugenemisega allikast (joon. 12:3)• Kahel erineval
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Joon. 12:2.

Joon. 12:3* 

kaugusel ja * allikast laine energia

W  =  K. GL /? =  IC <Z',
kus K, on vSrdetegur (sama kummagi kauguse korral), 

Järelikult

- 215 -



a,'** %

»lag

Cb
tb

* (12.4)

Hiisiis ringlainete pohul amplituud on pöördvõrdeline 

ruutjuurega kaugusest laine allikani.

с) Laine levides ruuais jaotub energia ühtlaselt mööda 

sfääri, >14lo pindala suuronob kaugenemisega allikast 

(joon. 12:4). Kahel erineval kaugusel fi, ja R ' allikast

laine energia

Joon. 12:4.

• / / /~t tr I /~) l Hy
W  - \c Cl %  - Q, R  ,

kus /K/> on konstant (sama mdlema kauguse jaoks). Järeli­

kult

cC

ehk

CL -
/г *

(12.5)
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8» o. amplituud on pöördvõrdeline kangusega i Ute-aat .

12.4. ümovi vektor

Laine front, s.o. p u n k t i d e  g e o m e e t r i ­

l i n e  k o h t ,  m i l l e n i  ' v õ n k u m i n e  o n  

j õ u d n u d  a n t u d  a j a m o m e n d i k e ,  liigub 

keskkonnas edasi laine levimiskiirusega ^ . Keskkonna võn­

kuvatel osakestel on kineetiline ja potentsiaalne energia, 

järelikult võib väita, et keskkonna ruumi ühik sisaldab min­

gi hulga 6. energiat. Joonisel 12:5 tähendab pideva joone­

ga tõmmatud kõver 1 eine frondi asukohta 

ajamomendil ~t ning punktiir joonega - 

ajamomendil тЬ-tAir . Lainefrondi pin- 

naelementi Aß läbib ajavahemikus 

energia, mis sisaldub ruumie 6/- 

= A & a£ , s.o. £A\J=£ AfiuAt

Läbi ühikulise pinna ajaühikus kan­

duv energia hulk

H £  A g^At 
J  -  --- ТГГ2---

Saadud suurust, mida nimetatakse 

e n e r g i a t i h e d u s e  

Joon. 12:5» v o o k s ,  vaadeldakse kui laine levi­

mise suunalist vektorit

'ü ^&b i (12.6)

Et selgitada välja, millised suurused määravad energia­

tiheduse £  , vaatleme protsessi väga väikese ajavahemiku 

Ь-b kestel, mille korral Ав«  Я ( Л  - lainepikkus). 

Niisugusel juhul võib arvestada, et ruumalas Л V sisaldu­

vad osakesed läbivad üheaegselt tasakaaluasendi ning sel 

momendil on nende koguenergia võrdne kineetilise energiaga.

Iga osakese jaoks (massiga /bV )
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W<~ A- '

=  O-tJ,

seega г ^
, *п а со

Tähistame osakeste arvu rucuniühikus m0 -ga, siis

nv ma-iü>z
£ = < * »  = ----- J ----

Arvestades, et ft«»? = P on keskkonna tihedus, saame ener- 

giatiheduse voo kujul

(12.6')

Saadud valem väljendab ajaühikus läbi pindalaühiku kan­

duvat energiat ning seda nimetatakse Umovi* vektoriks.

Häälelainete puhul nimetatakse seda hääletugevuseks. 

Umovi vektori fi Cl -mõõtühikuks on W m  \

12.5. Lainete levimise kiirus keskkonnas

See, millised lained keskkonnas võivad tekkida, kas pi­

ki- või ristlained, sõltub keskkonna omadustest. Tekkivate 

lainete tüübi määravad nihked, mis kutsuvad esile keskkon­

na elastse deformatsiooni. Keskkondades, kus on võimalikud 

vaid kokkusurumise elastsed deformatsioonid (vedelikud,gaa­

sid) , tekivad ainult pikilained. Kui keskkonnas on võimali­

kud ka elastsed nihkedeformatsioonid, saavad selles kesk­

konnas levida ka ristlained.

Vaatleme ühel sirgel asuvaid keskkonna punkte,mida möö­

da levib laine, ning võtame selle sirge S -teljeks (joon. 

12:6). Olgu kaks punkti kaugusel d s  teineteisest. Tähis­

tame nende punktide nihked tasakaaluasendist X  ja У+dK. . 

Seega vahemaa cüs ulatuses on n1.he muutunud ctx. võrra.

Ä Umov, Nikolai Aleksejevitž (1846-1915)» vene füüsik.
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Nimetame suhet - £ suhteliseks deformatsiooniks.

Pikilaine pahal on nihked £ -sihilised. Juhal kai punk- 

tidevahelised kaugused suurenevad, on keskkond välja venl- 

tatad. Vastasel juhul, kui £ = < О , punktidevaheli- 

sed kaugused vähenevad, on keskkond kokku surutud. 

Kasutades lainevdrrandit (12.2)

JC =&, Ü n C õ ( t (12.7)

kus oO on ringsagedus ning 1a, laine levimise kiirus,

saame leida seose suhtelise deformatsiooni ja о sake s-

rl. oCS
te võnkumise kiiruse vahel.

oLaT
Tõepoolest, tähistanud tähega V" võnkumise kiiruse, 

leiame

~ (12.8) 

Suhteline deformatsioon

Võrreldes avaldusi (12.8) ja (12.9)» saame

_. .j d+X*
cU a 6

Siit nähtub, et keskkonna deformatsioon 4 ^  on oaa
etS

absoluutväärtuse poolest maksimaalne neis kohtades, kas on 

maksimaalne ka võnkumise kiirus, s.o. kohtades, kus punk­

tid läbivad tasakaaluasendi.

Diferentseerides võrrandit (12.7) kaks korda, saame

Joon. 12:6.
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kast järgnebt

( 12. 10)

Võrrandit (12.10) võib nimetada laine diferentsiaalvõr- 

rendiks, mille üheks (kuid mitte ainsaks) lahendiks on va­

rem tuletatud lalnevÕrrand kujul (12.7)»

Vaatleme nüüd keskkonna osa, mida piirab silinder pikku- 

eega 4 S  ning aluse pindalaga 0  (joon. 12*7). Olgu

Joon. 12*7»

laine levides suanas S see piirkond välja venitatud jõu­

dude ja cfz mõjul. Kui S -telje alguspunkt asub 

silindri vasakpooleel põhjal, siis selle põhja 5 -koordi­

naat on 0 ning parempoolse põhja oma AS .

Hooke'i seaduse järgi (6.2)

kas Ы. on keskkonna elastsustegur ning 

tud silindri vasakpoolsel põhjal.

Samuti

oht
cU

on arvuta-
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Suhtelist deformatsiooni võib vaadelda kui mingit
d-S

funktsiooni * mille võiksime arendada reaks

^ (s ) -7(o) +  ? f[o)ts +

ning piirduda selle rea esimest järku väikeste suurustega

(ŽrJu £̂rJ, + {za{$rlh
Silindrikesele mõjuvate jõudude ja <f̂ resultant

/=Л-4 = '(Ш *
-ä-

Selle jõu mõjul saab vaadeldav keskkonna element kiiren­

duse  ̂ mille võime avaldada Newtoni П seaduse järgi:
d t 2- 

d  *  ^  * d 2x  * 
tit7-

kus on keskkonna tihedus.

Niisiis

et*jc J _  J lX.

Kui nüüd kõrvutada äsja saadud seost laine diferentsi aab- 

võrrandiga (12.10), saame

1/^— ^ - 
, eCf

ehk

7̂ aS\! * ?  (12.11)

Saadud valem väljendab pikilainete levimise kiirust elast­

ses keskkonnas.

Eraldi vaadeldud silindrikujulise keskkonna elemendi pu­

hul on oi - -Jz- » kus E on keskkonna elastsusmoodul ja

4 C = \ ! %  (12.11*)
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Piiramata keskkonna puhul on oL ja iz vaheline seos 

keerulisem:

ы =
(4-yK)tr '

kus A' on Pois soni tegur, mis arvestab silindrikese kiilg- 

mist kokkusurumist või väljavenitamist.

Kuna i  , siis

(a+/« )U - i /<) _  . 

л-f-

ning ligikaudu kehtih siiski seos 

O i «  i
Analoogiliselt võib tuletada valemi, mis väljendab rist­

lainete levimise kiirust elastses keskkonnas

i / ä,  (12.12) 
Vf

kus (X on nlhkemoodul.

12.6. Lainete interferents

Kui keskkonnas levib üheaegselt mitu lainet, siis selle 

keskkonna osakesed võtavad osa mitmest liikumisest korraga, 

kusjuures kehtib nn. s u p e r p o s i t s i o o n i  

p r i n t s i i p ,  s. o. e t  i g a  l a i n e  l e ­

v i b  o l e n e m a t a  t e i s t e  l a i n e t e  

o l e m a s o l u s t .  Osakese liikumise määramiseks peab 

niisugusel juhul leidma selle osakese*liikumise igas laines 

ning siis liitma need liikumised.

K a h e  v õ i  m i t m e  l a i n e  l i i t u ­

m i s t  n i m e t a t a k s e  i n t e r f e r e n t ­

s i k s .

Vaatleme kahe ristlaine liitumist,mille võnkumised on sa- 

masihilised Ding võrdse sagedusega. Lähtugu need lained al­

likatest ^  ja Bz. (joon. 12:8) ning kohtugu punktis P ,



läbinud vastavalt vahemaad
Q P — s1 ja £ZP — sz

Olgu allikate ^  ja £>z 

võnkumise seadused

^  &i*i> cO~b

ning

Joon. 12:8. ^2г V t

Küsime, milline on punkti P  liikumise seadus. Punktis 

p kohtuvad kaks lainettmi,lie võrrandid selle punkti jaoks 

on •

u>(-t--%)

ning

Punkti P  summaarse liikumise seaduse

=  oj(t- — J i-4z 4+H, eJ (-t - ~ - J

saame kujul

дЛ%л, ^ u)~t ~f~

kus (1 1 .32):

fi =  j / ^ ' Z-f- '■+ (12.13)

ning (11.33)s

+-..fpo - (12.14)

KomponentvÕnkumiste algfaasid

Ja

ос,из (£,

fa)

%< = ~ -tC
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СО (О _  &to(Sz~S<t)
r°1 ‘02. ~~ Ю ~ \

EesultantvÕnkumiste amplituud on maksimaalne (•^Mx= ,

kui

Чо2. = 2̂с7сГ (jC — ̂  4j Z) •h ')

ehk

Sz- S ^ t (12.15) 

vastab olukorrale, kus

%f-%z = ( 2 * + l )T
ehk

SZ~S1 *= (2. К (12.16)

Seega resultantvÕnkumiste amplituud on maksimaalne, kui 

liituvate lainete käiguvahe on paarisarv ning minimaalne, 

kui see on paaritu arv poollainepikkusl.

Et interferentsipilt oleke püsiv, on vajalik, et laine- 

allikad ja oleksid kpherentsed, s .о. et nende võn­

kumiste faasivahe ei muutuks ajas.

12.7* Seisvad lained

Seisvad lained tekivad lainete interferentsi erijuhul, 

kui kaks ühesugust lainet levivad mööda ühte sirget kahes 

vastassuunas. Nii tekivad seisvad lained otsese ja tõkkelt 

peegeldunud laine liitumisel. Sel juhul punktides, kus kahe 

võnkumise faasivahe on hclC (к-* <?#//2/..̂)>on võnkumiste amp­

lituud maksimaalne (lähtelaine amplituudi kahekordne) - 

need on paisukohad; punktides, kus võnkumiste käiguvahe on 

(ZK + ljZ (K*Ct4il)-") , on amplituud null - sõlmed.

Tekkivat lainet nimetatakse seisvaks sellepärast,et kesk­

konna iga punkt võngub alati sama amplituudiga ning tekib

ning faasivahe
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mulje, et ei tolma energia edasikandumist (tegelikult kan­

duvad kummagi laine suunas võrdsed energiahulgad).

Seisva laine võrrandi tuletamiseks vaatleme kahte ühe­

sugust lainet, mis levivad mööda sirget (joon. 12*9)

A ■ / — — Rо p °
Joon. 12*9.

kahes vastassuunas. Olgu 0 punkt, kus mõlemad võnkumised 

on samas faasis, ning punktide P  ja О vaheline kaugus 

£ . Kirjutame punkti P* jaoks mõlema laine võrrandi

*4=0-'.ii* 2 X ( 4 r  - Ц

£> -*■ : X ^  ü- 2.7Z t*

Punkti P* summaarset liikumist kirjeldab võrrand

X-Jfi* CL 61* 27С(£■-£-) -h<L *l+t 

ning lõplikult

C04(2Xj-) 4W  4jTt 

Saadud võrrandis mängib võnke amplituudi osa avaldis

Amplituudi #  väärtuse määrab 5 väärtus, s e e g a m u u ­

tub sirge S b  punktist punkti. Määrame nüüd seisva laine 

paisude ( -Ятоx. =  2-Ä* ) ja sõlmede ( 4  = 0 ) asukohad. 

$/жк on punktides, kus

COö *  ± £
Я

ehk

2175 =  2 - t f  J
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kost

Paisud asuvad niisiis punktist 0 kaugustel ,

... » s.o. kahe naaherpaisu vahemaa on -A. (punktis 0 

on^ka muidugi pais).

•Amin, on punktides, kus

C<?<j

ehk

ZZS

kust

S - ( 2 K + 4 ) ^

Seega asuvad sõlmed punktist О kaugustel А. , üA. ,
i ^ v

, •«« Kahe naahersolme vahemaa on samuti -=-L . Seis-
2.

vät lainet kujutab joonis 12:10.

Joon. 12*10.

flles«nne 12-1.

Л = 1b pikkuse nööri üks otspunkt võngub seadu­

se järgi:
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У*=3 ÜH (42.56 + - г - т )
° (C+t) 1 (4) 3

ning on teada, et ristlaine jõuab nööri teise otsa 8  £*=»

= 2t 5" sekundiga.

a) Milline on lainepikkus?

b) Määrata ajamomendil ~t.- 2 ö allikast S = 3f5?rL 
kaugusel oleva nööripunkti С hälve ja kiirus, jättes ar­

vestamata sumbumise ja peegeldunud laine möju.

Lahendus (joon. 12*11).

А С в
У ~Т-------------- -

Joon. 12*11.

a) Teades laine levimise ulatust = 2S'**1)  ning aega 

(V  = 2t 5  4)  » leiame laine levimise kiiruse

Võnkumiste sagedus

^ '
2?сГ

ning lainepikkus

X =  ^  —  2 **Hr‘ e  0.51*1,
* 2,54-425,6 i'* -  ■-<

b) Punkti -fi~ võnkumise seaduseks on

■= 3  ('12 5f 6 +■ j j  

punkti С jaoks, mis hilineb selle suhtes võrra,saa­

me

J * = 3  4 "*  ( * - £ )+  j-],
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8*0.

Зс**ь-4+*[чО% I 1 ( 2i - , )  + j - J  =

^3 Сль 4ии ( ЧоТС ■ 4,6 5~ +- 2l)  =

= 3 o w  4 m  (66% +- -j-J — Зс*ц Am  —  2^  c*k - 

Punkti С kiirus

n f y  4'*c*j42St6 (+ - £ .)+ £ ]„

-З с гн ' 42 5t$ f*  Coo j -  =- 440 С+*1й \  

ir=4tqo т ' 4

Olesanne 12-2.

Helihark, mille sagedus $ = *2-00 H f vSngub püsivas 

režiimis ning puudutab tema harude külge kinnitatud kahe te­

ravikuga ja S>" elavhõbeda pinda.Teravikevaheline kau­

gus oi •= k, 8 Слуи % nende võnke amplituud ä- = 2, ning lai­

nete levimise kiirus elavhõbeda pinnal 1A =412. mi'*. 
Määrata:

a) lõigu 0  jS* keskpunkti О võnkumiste amplituud,

b) punkti P hälbed ajamomentidel T^= 2 d j a  ~tz =
= 03Z- 6 , kui punkt P  asub sirgel kaugusel

^  tm allikast , teades, et .ajamomendil null

kummagi allika hälbed on nullid ning £>' ja liiguvad

mõlemad ülespoole.

c) Mitu interferentsriba tekib punktide ja 

vahel?

Lahendus.

a) š l
t4 о

Joon. 12:12.
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Punktis 0 s ^  =  ö ,

järelikult amplituud

-Д- = 2. CL — Ц *nm,

Ъ)

_________ >, r

Joon. 12l13.

Kummastki laineallikast punkti P saabuvate lainete 

võrrandid on (12.2)

Kummagi võnkumise algfaasid on

(?0Z=z-2ZJ

го г 

d-z* 320%
to 3

Seega _

(p _  CP —  4 6 0 « ^
J 01 7 0 2. ^

ning võnkumiste amplituud (11.32)

■Яр = l Д а 5 >  HO?' U * ( % 4 - % z) УНН

Punkti P  võnkumiste algfaas (joon. 12i14)

% - <b  + * i .- - t 07S

Seega punkti P  võnkumiste võrrand on

j£=- £  'iu-t' (koolõ-t - %or>z)
(mm) (4J
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Seega interferentsribade arv

cC

Aj amomendil = 2 6 on

Ajamomendil 'b^-ZiOS>Z6 
saame ^Og мути

с) Laine allikate ß / ja 

vahel tekivad seisvad 

lained, mille paisude (sõl­

mede) vahekaugus on .A. .

n ^ ~ - i  = 4^-4
_x
2j

а

Z- к,%сл*г>200 4 

1ZO б т " !

- 4

~ i - /15
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13. AKUSTIKA ELEMENTE

А кu s t i к а k ä s i t l e b  k õ r v a g a  k u u l -

d аV аi d n ä h t u s i ,  h ä ä l i ,  s. o. v õ n k u -

m i s i » m i 1 1 e s a g e d u s e d  a s u v a d  v а -

h e m i к u s 16 - 20 ООО Hz n i n g  m i s  l e v i v a d

e 1 аs t s e t e s k e s k k o n d a d e s  p i к i l a i -

n e t e n a.

Hääle allikaks v5ib olla iga võnkuv keha, kui tema võnke- 

sagedus asub kuuldavuse piirides ning kui tal on küllalda­

ne kokkupuutepind teda ümbritseva keskkonnaga, et selles te­

kiksid märgatava intensiivsusega lained, mis,saabunud inim- 

kÕrva, põhjustaksid kun.] mis aistingu.

Hääl levib igas elastses keskkonnas pikilainetena, mille 

levi miskilrue on määratud keskkonna elastsete omadustega

( 12.11)

kus ci on keskkonna elastsustegur, 

j3 - keskkonna tihedus.

Kui pikilained (häälelained) levivad gaasis (Õhus),siis 

peaksime elastset deformatsiooni (paisumist, kokkusurumist) 

kirjeldama võrrandiga

Jr, ^ ^
kus p  on gaasi rõhk ning 

V - ruumala.

Et laine levimise protsess on adiäbaatiline ning käitub 

Poissoni võrrandi järgi, siis
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p\Z^= C*Uot, (13.1)
Qa

kus on gaasi erisoojuste suhe ( =  ).

Võrrandi (1 3*1 ) diferentseerimise tulemusena saame

ctP =- ~£- dV

Beega

оЫ Ъер

ning plkllalned levivad gaasis kiirusega

1 3.1 . Dopplerl efekt

Eksperiment näitab, et iga kord, kui heliallikas ja vas­

tuvõtja liiguvad teineteise suhtes (lähenevad või kaugene­

vad), on vastuvõetud heli vastavalt suurema või väiksema 

sagedusega kui see, mille heliallikas vaija saadab. Seda 

nahtust tuntakse Doppleri* efekti nime all, kes nahtust 

teoreetiliselt põhjendas.
Lilkugu heliallikas Jh , mille vÕnkeperiood on 7* , ja 

vastuvõtja ^  (kõrv),mööda sirget MN (joon. 13*1 ) ning 
olgu nende kiirused vastavalt V  ja V '1 . Olgu ajamomen­
dil * О allikas punktis . Sellel momendil alli­

kast väljasaadetud hell laine levib sirge N[ Д/ suunas ning 
ajamomendil jõuab vastuvõtjani, mis sel momendil on

punktis ^  (lainefront ).

Seega -ft e /U,~fc ( 40 tähistab hääle levimise kii­

rust) .

a Perioodi 7 1 võrra hiljem on heliallikas punktis Ф  
( -fljb s V'T' ) ning saadab välja järgmise laine. Vastuvõtja, 
liikudes ise kiirusega /U'/, võtab selle laine vastu aja-

* Doppler, Christin (1803-1853)» austria füüsik ja mate­
maatik.
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I I
(S )  /g y

Soon, '13s'! -

momendil 'b + T' (kusjuures 'T T 1 ), olles ise punktis 

J(,/ ( ^  К '= 1flrr r). Seega on heli levimise aeg •&4-гГ—T  
ning selle ulatus ^  (-b -tT —rP).

Sama arutluse võiksime korrata, alates punktidest ^  

ja V  ̂ Tulemusena selgub, et vastuvõtja saab heliaistin- 

gud perioodiga 'T1 , kuigi allikas saadab välja laineid 

perioodiga T 7 .

Joonise 13:1 alusel võime kirjutada:

ehk

ning

Siit

/ f V =

1Г,гГ  -  'Z/'f' y -  V -T  + -U .(-t -h rT ,—rr )

т'(и-г) (13.3)

ni ng sageduste kaudu
? ' _ H.-V-

J 1A-
(13.3’)
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Saadad seos on vaga üldine, ta en rakendatav kõigil või­

malikel juhtudel tingiauael, et ^  ja V'1 algebralised 

väärtused on võetud, lugedes positiivseks suunaks heli le­

vimise sauna (heliallikalt vastuvõtja poole). Sel tingimu­

sel on 'Uy alati positiivne.

Tuletatud seosed (13*3) ja 13*3') kehtivad ka sel juhul, 

kui heliallika ja vastuvõtja liikumise sihid ei ühti. Nii­

sugust olukorda kirjeldab joonis 13*2, kus heliallikas lii­

gub mööda sirget M Л/ ning vastuvõtja mööda sirget /И Л/'.

Joonis 13*2.

Jooniselt 13*2 loeme

JTk =
Oletame, et vastuvõtja on allikast küllalt kaugel ning 

et kiirused ja 'V'’ on helikiirusega võrreldes küllaltfr- f r
väikesed, see tähendab, et tee lõigud V  J ja / on 

palju lühemad kui 'U-’b . Niisugusel juhul moodustavad ~&К 

ja -ft1 väga väikese nurga ning neid võib lugeda paral­

leelseteks. Seega
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+tc(-k+rT -тг'т'с^Ы.f

Tähistanud kiiruste Ф~' ja V' * projektsioonid ^ ^  sau­

nale 'W ' ja гО'1 :

if'C&iai =
/

V-'csttoi*—

saaae

T'f'it-tV'') =  T(u- ur); (13.4)

s.o. varem tuletatud seoae (13.3), koe tegelikud kiirused 

tP- ja ‘T > on asendatud radiaalsete kiirustega tt/" ja 

, aille algebralised väärtused peab võtma samal tin­

gimusel, s.o. lugedes positiivseks suunda allikas - vastu­

võtja. * r '

Võrreldes valemeid (13*3) ja (13.4) peab tegema veel ühe 

olulise märkuse.

Tal ea (13*3) määrab helis ägeduse auutuse aist eh es /t/m 

ja V '1 väärtuste korral. Kui 1t ja V~f on ajas auutu- 

aatud suurused (kumbki liikumine ühtlane sirgliikumine), on 

sageduste suhe samuti konstantne, s.o. vastuvõtja

"kuuleb” pidevalt sama kõrgusega heli. f

Teisel juhal määrab valem (13*4) sageduste suhte 

igal ajamomendil. Et aga -fr ja trajektoorid on erine- 

vad, siis suhe ^/ V  muutub ajas ka sel juhul, kui mõlemad 

liikumised on ühtlased sirgliikumised ( ja kons­

tantsed) ; vastuvõtja "kuuleb" ajas muutuva kõrgusega hell.

13»2. Hääle tajumine

Kõrvaga kuuldavad võnkumised (hääled) jagunevad müradeks 

ja helideks. Müra põhjustavad võnkumised, mille sagedus,amp­

lituud ja faas kiiresti ning korrapäratult muutuvad. Helide 

puhul on tegemist korrapäraste perioodiliste võnkumistega.

Harmooniline võnkumine annab lihtheli ehk tooni.
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Selleks et hell oleks kuuldav, el piisa tema kuuluvusest 

sageduste vahemikku ~ 2.0000 . ta peab olama veel kül­

lalt tugev, s.o. tema intensiivsus (tugevus) peab ületama 

teatud m-Hnimiimi (ärritusläve), mille väärtus sõltub sage­

dusest. Eksperiment näitab, et inimkõrv on kõige tundlikum 

sagedustele /1000 — 3ООО , ning on teada, et 4000)f% pu­

hul, mis on võetud normaalsägeduseks, on lävi 0o= 4o42]Vm * 

Peale tugevuse miinimumväärtuse piirab kuuldavuse piirkon­

da ülevalt poolt selle maksimumväärtus (normaalsagedusel 

4000//Эг Ума 40 и/уц~ ), millest tugevamad hääled teevad 

kõrvale haiget ning pole enam tajutavad häälena. Seega ta­

jub kõrv hääli, mille tugevused võivad erineda kuni 401i 

korda.

KÕrv eraldab helisid kõrguse, tämbri ja valjuse järgi. 

Heli kõrguse määrab tema põhitooni sagedus, sellega kaasne­

vad ülemtoonid (näiteks muusikariistade puhul põhitooni täis­

kordsed) määravad heli tämbri ehk kõla ning valjus on sub­

jektiivselt tajutav hääle tugevus ehk intensiivsus. Hääle 

tugevust mõõdetakse logaritmilise skaala abil, sest Weberi- 

Fechneri seaduse kohaselt t a j u b  i n i m e n e  h ä ä ­

l e  t u g e v u s t  v õ r d e l i s e l t  e n e r g i a  

l o g a r i t m i g a ,  s.o. v õ r d e l i s e l t  t u ­

g e v u s e  l o g a r i t m i g a .  Kasutades hääle tuge­

vuse mõõduks logaritmilist skaalat, saame hääle valjuse mõõ­

duks lineaarse skaala, selle mõõtühikuks on detsibell , 

mis määratakse normaalsageduse korral valemiga

V % X ’
kus on hääle valjus detsibellides,

Э - määratava hääle tugevus,

J0 - kuuldavuse lävele vastav hääle tugevus.

Seega on kuuldavuse ulatus J2>0 normaalsagedusel.

Suvalise sagedusega hääle valjust võrreldakse normaaltoo- 

ni valjusega ning juhul, kui need valjused on kõrvale võrd­

sed, on selle hääle valjus, avaldatud foonides, arvuliselt 

võrdne normaaltooni valjusega detsibellides.
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13.3. Keelte võnkumine
/ ------------------

K e e l e k s  n i m e t a t a k s e  k a h e  k i n n i -  

t u s p u n k t i  v a h e l e  p i n g u l  e t  õ m m a t u d  

ü h t l a s e  r i s t l õ i k e g a  e l a s t s e t  k e ­

h a ,  m i l l e  p i k k u s  o n  p a l j u  s u u r e m  

t e m a  r i s t l Õ i k e  m õ õ t u d e s t  (kõige sagedar 

mini peenike metallniit - traat).

Kui pingutatud keele üks punkt viia välja tasakaaluasen­

dist, siis ta hakkab võnkuma ning mööda keelt levib ristlai­

ne. Selle laine peegeldumisel traadi otspunktidelt tekivad 

ühesugused vastassuunalised lained ja nende liitumise tule­

museks on seisvad lained, mille sõlmed peaksid asuma kaugu­

sel ~  üksteisest iga sageduse korral. Kuid tegelikult 

see nii ei ole, sest igal pingutatud keelel on kaks kindlaks­

määratud sõlme - need on tema kinnitatud otspunktid. Seepä­

rast osutub võimalikuks ainult niisuguste korrapäraste seis­

vate lainete tekkimine, mis rahuldavad tingimust

L =  , (13.6)

kus j_ on keele pikkus,

'hy - mingi täisarv (1, 2, 3 ...).

Tähistanud laine levimise kiiruse keeles tähega ЬО ning 

võnkumiste sageduse tähega "J , võime kirjutada

л-f
ning

kust

^ = rV'T L  (13‘7)

Saadud valem määrab kõik sagedused, mille puhul keeles 

tekivad korrapärased seisvad lained.
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Kui 'И, — £ , saame nn. põhi sageduse (esimese harmooni­

lise)

9 -  ^
* 2.L ’

mille korral keeles tekib ühe paisuga seisev laine (joon. 

13*3).

Joon. 13:3.

Kui 'УЬ — , tekib kahe paisuga seisev laine - teine har­

mooniline (joon. 13:4) sagedusega

jne.

Joon. 13:4.

Keeles tekkivad korrapärased seisvad lained kujutavad en­

dast selle keele mitmesuguseid omavõnkumisi, mille sagedused 

on selle keele omavõnkesagedused.

Sagedustel, mis ei rahulda seost P - ~ZL~ ’ korrapärase^  
seisvaid laineid ei teki.

Analoogiliselt keeltega võivad tekkida seisvad lained ka 

mitmesugustes membraanides, plaatides, varrastes, kellades, 

Õhus amm astes jms. Kõikidel juhtudel on need antud keha oma- 

vÕnkumised.
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13*4. Laine 1еу*дИяе kiirus keeles

Laine levimisel mööda keelt liigub selle laine hari möö­

da keelt kiirusega lo (joon. 13*5)» Seda protsessi võib

Joon. 13*5-

vaadelda kui vastupidist, s.o. keele liikumist kiirusega 46 

läbi laineharjale vastava kõveruse lainele vastassuunas.

Olgu keele joontihedus ^  , teda pingutav jõud T  ,lai­

neharja kÕverusraadius £  . Niisugusel juhul keele element 

pikkusega ds ning massiga c/W =^  cjS liigub kiiruse­

ga Ъо mööda kaart raadiusega (Z . Selleks vajalik tsentri- 

petaaljõud

ctm 'U, 

£

Selle jõu tekitab keelt pingutav jõud 71 :

T  =  Z T  ) ъ  £ Totu

Niisiis

ning

yh R Z Jol

Ks

(13.8)
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s.o. laine levimise kiirus keeles on võrdeline ruutjuurega 

keelt pingutavast jõust ning pöördvõrdeline ruutjuurega te­

ma joontihedusest.

Valemist (13.7) saab arvutada ka keele omavõnkesagedused

kus 'Уъ on endiselt mingi täisarv: 'Уь - 1 , 2 , 3 •••

13.5. öhusammaste võnkumine viledes

Viled jagunevad kahte liiki: kinnise otsaga (kinnised) 

ja lahtise otsaga (lahtised) torud.

Joon. 13:6.

1) Kui kinnise põhjaga toru otsa paigutada mingi võnkuv 

keha (joonisel 13:6 on toru otsas ß selleks flöödi huu­

lik), levivad pikilained mööda toru kuni selle põhjani -/h 

ning peegelduvad sealt tagasi. Nii tekivad torus seisvad 

lained, kusjuures toru põhjas -Л- on alati sõlm ning lah­

tises otsas S> pais. Joonisel 13*7 on kujutatud kolm konk­

reetset seisvat lainet, nendest esimene (a) määrab nn. põhi­

tooni, mille lainepikkus Xo = , kus <£ tähistab 

toru pikkust. Tekkiva heli pÕhisagedus on siis

=  ' (13-10) 

kus С on hääle levimise kiirus, (б) ja (C) kujutavad 

kahe ülemtooni tekkimise juhtu, helisagedused on siin vas­

tavalt
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Joon. *13*7»

(i): 14- 3 b ,

(c): ^2,“ 5"P»

üldkujul

9 = (2.K-hi)-?9, IC-0 ,4 ,2 ,3 ; , , .  (13.11)

Nii tekib vastava tämbriga heli, mille kõrguse määrab 

V>o.

2) Lahtises torus tekkivad seisvad lained on kujutatud 

joonisel 13:8, kus laine Cb pikkusega Xc— & £  määrab

A ß

põhitooni sagedusega

Joon. 13:8.



'-37-2Z- <13И2)
ning ( ß) ja (С ) kujutavad kahe võimaliku ülemtooni tek­

kimist t

(  ё) : Jj — &  до,

(с): Рг- 3 Эо

ehk üldkujul

к — 4, 1 ' Sj ••• (13.13)

ülesanne 13-1.

Häälelained levivad hapnikus normaalt1ngi mustes kiiruse­

ga /bL0 = 54?- W • Määrata nendest andmetest hapniku eri- 

soojuste suhe ЭС- Ä .

Lahendus.

Hääle (pikilainete) levimise kiirus gaasis normaaltingi- 

mustes (1 3.2):

kus
ft

p0 = J-60 =  'ко,

S' = 43 -40 kg W  ^ - elavhõbeda tihedus, 
4^0 'УпУм =  Ot

? СО о ’
Z4'  — 3% кCj’ Кмлоо{~'1-  ühe kilomooli hapniku 

^ massy

(*10 — *moo£ _ ü^q kilomooli gaasi

ruumala normaal tingi­

must es.
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Seega

/ 9C& £ Ж о <й0 

=1/— 7̂ — '
siit

io b>o

514- /уу)2'4~2: 3Z Х£.купооС~* 

-403 Kg m ' 3- %&4 г ы ”2t?,?-6т ~ 5' % й 4 г у ъ а ^ О ' Ы ъ ь  Z Z '4  hts Ky^ooe' ' 1

= 4^2-

tJlesanne 13-2.

a) Kui pika aja jooksul levib pikil aine £  = 3 Ohi pikku­
se koridori ühest otsast teise, kui koridor on täidetud kui­

va Õhuga normaaltingimustes ( =4-fi~b , ^, = 0°C )?

b) Kuidas muutub vastus, kui tõsta koridoris oleva Õhu 

temperatuuri võrra?

Lahendus.

a) Pikilained levivad gaasis kiirusega (13»2):

Antud juhul on tegemist kahe kaheaatomilise gaasi seguga: 

Ŝj ja (teised komponendid esinevad tähtsusetult vä

kestes hulkades), seega on molekulide vabadusastmete arv

U — 5~ ning

öhu rõhk

elavhõbeda tihedus 0 — 43,6 "JO 

elavhÕbedasamba kõrgus =  .
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öhu tihedus Q — 9 — , kus ühe "kilomooli" ohu mass
'  O COq

/4 - 2-2,2 (arvutatud lähtudes lämmastiku ja

hapniku vahekorrast 4:1 Shus),

ühe kilomooli gaasi ruumala normaaltingimustes
3 *-4

°Э0— ZZ'H ** Knwo?'

Seega hääle levimise kiirus Shus normaal -fcingiшпя±йя

ЧЪ
■-i/ Щ

fa _  / 4 no °Jo

j  4,4» 4Z,G‘ 4ob^  U i m  tty  _

~~y 2gtg к ж с о в " 1

—  3 3 Z

Laine levimise aeg koridoris

4  =  ̂  =  —  ° ~ --- =CtO<jOS- d
Vc diZmi-'f L. 7 ..

b) Temperatuuril -b°G on 5hu tihedus ( p  = )*

Q - - &

У 'l-h«**kus

o( *= — 1̂ -4

Seega

t-/brt4+**I =i/ejzz*
j о

Laine levimise aeg

j =  y "  OfilOZi
44+ °ct = =
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_y

Niisiis väheneb laine levimise aeg 3*40 võrra.

Ülesanne 13-3.

£ - $, tn* pikkuse keele, mille joontihedus f  -4,5%C+” * ' 

PÕhisagedus J0= Л < J . Määrata keelt pingutav jõud 'T .

Lahendus.

Keele põhisagedus vastab sel- 

^  "  —  4  le võnkumisele ühe paisuga

^ ------- ----------- (joon. 13*9), seega on 1 ainepik-

"  — --- kus

Joon. 13*9.

Laine levimise kiirus keeles

ic =  Ier
Seega seosest

saame

' A

1st - Лт?

T  = Lle zfc2’/ U- -

=  V- Ц f z- 4 5*- 40*40Z K£j/y*f 9,6 */ 

ülesanne 13-4.

Terastraat pikkusega £ =  20 ht ning läbimõõdu­

ga cL - 0,5»tnt on pingutatud jõuga T7 = JOk Q .

a) Kui pika aja jooksul levib ristlaine traadi ühest ot­

sast teise?

b) Kui traadi otspunkt -fh on ristlainete allikaks sage­

dusega 'P- 2. Нъ , milline on siis traadis leviva laine pik­

kus?

c) Millise väärtuse peab saama sagedus, et kaks traadi 

punkti vahemaaga А & = 2/ m v Õng uks id vastasfaasides?
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Lahendus (joon. 13*10).

Joon. 13*10.

a) Histlaine levimise kiirus pingutatud traadis

^  yic >

kus traadi joontihedus

(terase tihedus j? = к.аУИ~3 )*
Laine levimise aeg traadi ulatuses

20*».5-.4Õn\jK-:},g-10*K2 »rS y
=  ------------ -— r -------■-------------------- —  utvTD 4

&  -

b) Lainepikkus

=  —  -  £  —  Z0Kb_----- ==^2.^ f*L
^  9 -Йг9 W i S b Z * ’* = =

c) Tingimuseks, et kaugusel A€ = % rvt- üksteisest asuvad 

punktid võnguvad vastasfaasides, on

'Уи —  Д С l

kus 1b = 4( Z, 3,

Siit järgneb
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/t- Ю ууь
— tv- С 5~ %■

Ülesanne 13-5.

Kahest otsast kinnitatud. £ = ̂ 3”/к- pikkuses pingutatud 

terastraadis tekitatakse elektromagneti ah il, mis paikneb A. 

kaugusel traadi ühest otsast ni ng avaldab traadile ^ ~̂ oŠ 

tõmmet sekundis, И, = 3  paisuga seisev laine.

a) Määrata traadi pinge, kui tema läbimõõt ct - 0,lSуу>ун<

b) Sagedust suurendatakse 4 % 0 võrra. Kuidas peab muutma 

traadi pikkust, et taastada eelmine olukord?

c) Kõrvaldanud elektromagneti, puudutatakse traati ker­

gelt tema keskpunktis. Milline on nüüd madalaim võimalik võn­

ke sagedus?

a)

4
Joon. 13*11.

Seisva laine pikkus

laine levimise kiirus traadis (13.8)

ning traadi joontihedus

3 ^2
kus terase tihedus Kß toi' .

Et it- » siis
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«-vf

9

Pinge traadis

0  rr _ k?iz^  __
' ' W 2- q 

-q-

s  k.*,t-4QS ^  

i  .'

b) Uus sagedus

$ ' = ^ ( 4 +  0,00^) 

ülejäänud tingimused jäävad endisteks, s.o.

T = r ,  -и .'-«,, u '= u ,,
järelikult

ning

Kt 4г , siis
J

a V - A i>

kust

ning

3  г >

0  ̂ ^ £ 3С 0 f j \с =  - v r  =  тг:--------г ~  и  ^
v' Ъ{4 + о,001) 1 y 

Niisiis tuleb traadi pikkust vähendada /  °/oo v6rra.
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Joon. 13*12. 

Seisva laine pikkus on nüüd

V ' = s,t

ning p5hisägedus
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