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Mitte-minimaalselt seotud inflatsioonimudelite
vordlemine vaatlustega

Varajase universumi probleemide lahendamiseks on formuleeritud kosmoloogilise inflatsiooni
teooria. See on ruumi eksponentsiaalse paisumise etapp univerumis, mis on enamikes mudelites
kirjeldatud skalaarvélja abil. K&ige lihtsamal ja uuritumal juhul on skalaarvili gravitatsiooniga
minimaalselt seotud. Kédesolevas to0s uuritakse mitte-minimaalselt seotud inflatsioonimudeleid.
Uldise kujuga mitte-minimaalselt seotud mudeli jaoks leitakse avaldised spektraalse indeksi
ng ja tensor-skalaar hiirituste suhte r jaoks, kasutades raamiteisendustel ja skalaarvilja
timberparametriseerimisel invariantseks jddvaid suurusi. Too kédigus on valmis kirjutatud
programm, mille abil on vdimalik lahendada vajalikud vorrandid, et joonistada teooria poolt
ennustatud parametriseeritud jooned ng-r graafikul ning esitada need koos vaatlusandmete

poolt médratud usalduskontuuridega.

Mirksonad: inflatsioon, kosmoloogia, skalaar-tensor teooria
CERCS: P190 - Matemaatiline ja iildine teoreetiline fiilisika, klassikaline mehaanika,

kvantmehaanika, relatiivsus, gravitatsioon, statistiline fiilisika, termodiinaamika.

Comparison of non-minimally coupled inflationary
models with observational data

Multiple problems in cosmology are solved by a theory of inflation, which describes the
exponential expansion of space in the early universe. In the simplest and most studied case,
the scalar field that drives inflation is assumed to be minimally coupled to gravity. In this
thesis, non-minimally coupled inflationary models are considered. An expression for the scalar
spectral index ng and tensor-scalar ratio r is found for a general non-minimally coupled action.
This is done by using the properties of certain quantities, that are invariant under conformal
rescaling of the metric and reparametrisation of the scalar field. A computer program is created,
which solves the necessary equations to calculate the lines predicted by the theory on the ng-r

plot. These lines are plotted alongside confidence contours fixed by observational constraints.

Keywords: inflation, cosmology, scalar-tensor theory
CERCS: P190 - Mathematical and general theoretical physics, classical mechanics, quantum

mechanics, relativity, gravitation, statistical physics, thermodynamics.
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Sissejuhatus

Kosmoloogia eesmérk on uurida universumi struktuuri ja diilnaamikat [1]. Standardmudeliks on
ACDM (Lambda cold dark matter) mudel, kus gravitatsiooni kirjeldab iildrelatiivsusteooria [2],
kuhu on lisaks bariionainele kaasatud tumeaine [3] ja tumeenergiat [4] kirjeldav kosmoloogiline
konstant A. See mudel kirjeldab Suure Pauguga algavat universumit, mis on ldbinud erinevad
evolutsioonietapid ja joudnud praeguseks kiireneva paisumise faasi [5]. Mudel on kiill
kooskdlaline ja selle raames on véimalik leida teooria parameetreid suure tidpsusega, kuid see

sisaldab siiski mitmeid lahendamata probleeme [6].

Varajase universumi probleemide iiheks vdimalikuks lahenduste allikaks on kosmoloogilise
inflatsioonina tuntud ruumi eksponentsiaalse paisumise periood [7]. Paisumine on miiratud
skalaarvilja ¢ diinaamikaga. Kdige lihtsamal ja uuritumal juhul tehakse eeldus, et skalaarvili
el ole gravitatsiooniga seotud, ehk seda kisitletakse kui teatud omadustega eksootilist
mateerialiiki, mida kirjeldab eneseinteraktsiooni véljendav potentsiaalse energia funktsioon

V(¢). Sellist tiiiipi mudeleid nimetatakse minimaalselt seotud mudeliteks.

Skalaarvédli voib ka olla gravitatsiooniga seotud. Selliseid mudeleid nimetatakse
mitte-minimaalselt seotuteks ning selles t60s on uuritud teatud kujuga mudelid, mis on
kirjeldatud nelja funktsiooniga A(¢), B(¢), V(¢) ja o(¢) [8]. Mitte-minimaalselt seotud
teooriad pakuvad huvitavaid alternatiivseid lahendusi ja iildistusi, kuid selliste teooriate
uurimine osutub keerukaks. Artiklis [9] on leitud teatud teisendustel invariantseteks jddvad

suurused, mida saab kasutada mitte-minimaalselt seotud mudelite uvurimiseks.

Kiesoleva t00 originaalse osana on leitud nende invariantide pdhjal mitte-minimaalselt
seotud teooria jaoks avaldised kahe olulise suuruse jaoks - skalaarne spektraalindeks (scalar
spectral index) ng ja tensor-skalaar hdirituste suhe (tensor-scalar ratio) r. Need suurused
on olulised sellepidrast, et nende véirtusi saab mikrolainelise taustkiirguse vaatluse pohjal
hinnata [10]. Efektiivseks vordlemiseks on kirjutatud arvutiprogramm, mis lahendab vajalikud

vorrandid, et joonistada graafik telgedega ng ja r, mis sisaldab nii teooria poolt ennustatud



parametriseeritud jooni kui ka vaatluste poolt fikseeritud usalduspiirkondi.

Too on jaotatud kolmeks osaks. Esimeses peatiikis on antud iilevaade kosmoloogia

standardmudelist ning inflatsioonist. Teises peatiikis on tutvustatud gravitatsiooniga

mitte-minimaalselt seotud inflatsioonimudeleid ja nendega seonduvaid teisendusi. Kolmandas

peatiikis on kirjeldatud t60 originaalse osana loodud programmi ning vdorreldud saadud

tulemusi.

To66 eesmarkideks on:

1.

2.

4.

Siivendada teadmisi iildrelatiivsusteooriast, kosmoloogiast ja inflatsioonist.

Teha selgeks inflatsioonimudelite analiiiisimiseks kasutatavate suuruste n; ja r fiitisikaline

sisu ning avaldised mitte-minimaalselt seotud mudelite jaoks.

. Kirjutada arvutiprogramm, mis oleks vdimeline arvutama ja kuvama teooria ja

eksperimendi poolt ennustatud suurusi.

Vérrelda saadud tulemusi ning hinnata metoodilisi piiranguid.

Toos kehtivad kokkulepped:

1.

2.

Kasutusel on loomulikud tthikud ¢c =7 = 1.
Meetrika signatuur on (— + ++).

Kui vorrandil ei ole eraldi viidet, on mirgid valitud selliselt nagu raamatus [2].

. Kui tekstis on kasutatud monda lithendit, siis see on esimesel korral pikalt vilja kirjutatud.

. Spetsiifilistel terminitel, mis eestikeelses kirjanduses puuduvad voi esinevad harva, on

esimesel korral sulgudes toodud kaldkirjas selle inglise keelne vaste.

Kreeka tdhtedega on tdhistatud aegruumi indeksid, mis votavad véirtusi 0...3. Ladina

tdhtedega on tidhistatud kolmruumi indeksid, mis votavad védrtusi 1...3.

df

. Ajaline tuletis on tihistatud funktsiooni kohal asuva tipiga f = 47 - Osatuletised aegruumi

koordinaatide jirgi on tahistatud 4-gradiendi abil d,, = ﬁ.



Peatiikk 1
Kosmoloogia standardmudel

Kéesoleva peatiiki eesmérk on anda iilevaade kosmoloogia standardmudelist. Selle aluseks on
kosmoloogilise konstandiga tdiendatud iildrelatiivsusteooria, mida on tutvustatud alapeatiikis
1.1. Alapeatiikis 1.2 on selle baasil teatud eeldustega tuletatud universumi diinaamikat
kirjeldavad Friedmanni vorrandid. Mudeli kosmoloogilistele probleemidele otsib lahendust
inflatsiooni teooria, mida on kirjeldatud alapeatiikis 1.3. Kosmoloogia standardmudelisse
kuulub ka tumeaine, kuid selles t00s seda ei uurita. Tumeainest voib saada iilevaate niiteks
artiklist [3].

1.1 Uldrelatiivsusteooria

Uldrelatiivsusteooria on iildjoontes kooskdlaline ja edukas teooria —gravitatsiooni
kirjeldamiseks [11]. Alternatiivsed gravitatsiooniteooriad tihti ildistavad seda, lisades
teooriale teatud vabadust ja ka keerukust, mis on enamasti viljendatav samas matemaatilises
raamistikus. Kéesoleva alajaotuse eesmérk on tutvustada iildrelatiivsusteooria iilesehitust ning
kasutatavat matemaatilist aparaati. Liihiiilevaade on koostatud tuginedes raamatutele [2, 12, 13]

ja tildjuhul tekstis nendele enam eraldi ei viidata.

1.1.1 Aegruumi geomeetria

Uldrelatiivsusteooria kirjeldab gravitatsiooni aegruumi geomeetria kaudu. Matemaatiliselt on
aegruum 4-modtmeline diferentseeruv muutkond, millel on defineeritud kindlate omadustega

seostus ja meetrika [12].



Meetrika ehk meetriline tensor g, on siimmeetriline bilineaarvorm, mis méirab kahe aegruumi

punkti, koordinaatidega x* ja x* + dx*, omavahelise intervalli valemiga
ds? = guydxtdx” . (1.1)

Seostus defineerib objektide liigutamise eeskirja muutkonnal. Uldrelatiivsusteoorias valitakse
seostus selliselt, et kahe vektori omavaheline nurk siiliks muutkonnal liigutamisel [12]. See

fikseeritakse meetrilisuse tingimusega

Voguv = doguv —Thiogav —Thogur =0, (1.2)

kus Vs on kovariantne tuletis, ds on osatuletis ning Fﬁc on seostuse kordajad. Kirjutades
sama vorrandi lahti erinevate indeksite jaoks ning tehes tdiendava eelduse, et seostuse kordajad
on alumistes indeksites siimmeetrilised Fﬁv = F&“ (oeldakse, et sellisel juhul on seostus

vddndevaba), saab seostuse kordajad avaldada meetrilise tensori kaudu:
b = LA (O gou + Ougov —
F,uv: Eg ( v8ou + du8ov — oguv) . (1.3)

Selliselt defineeritud seostust nimetatakse Levi-Civita seostuseks ning kordajaid Fﬁv

nimetatakse Christoffeli siimboliteks.

Vektorile V¥ m&juv kovariantse tuletise kommutaator [V, V] on
Vo,V VH = (VoIlh — VITho )V + (TA —T2 )V, VE (1.4)
Mblemad sulgudes olevad suurused on tensorid. Esimene neist on Riemanni kdverustensor

Ryor = Vol —Vilye = 6Ty — 0:06 + 6,0, — 5oy (1.5)

A

7o» mis on Levi-Civita seostuse

Teises sulgudes olev suurus on viindetensor T2, = A —T
korral alati null. Uldrelatiivsusteooria formuleering kasutab Riemanni tensori ahendeid, milleks

on Ricci tensor R,y ja Ricci skalaar R. Need on antud valemitega:

— pA A A A A
Ruyy =Rl =Ty, — 0cT}, + T4 T%, —T5,I%, (1.6)
R= g“vRuv = gﬂv(&lrér - afr%)u +F%prlf)v o 1—‘%PFI/{V) : (1.7)



1.1.2 Einsteini vialjavorrandid

Uldrelatiivsusteooria viljavorrandid on tuletatvad mdjufunktsionaali Sgr abil, mis tavaliselt

jaotatakse kaheks osaks:
SGR = SEH + Sm - (1.8)

Esimene liige Sgq on aegruumi geomeetriat kirjeldav Einstein-Hilberti mdjufunktsionaal, mis

on esitatav Ricci skalaari kaudu:
1
S / d*xy/—g(R—2A) , (1.9)

kus x> = 887Gy ja Gn on Newtoni gravitatsioonikonstant. Konstant k? on antud
ruuduna, et rohutada selle positiivset védrtust. Negatiivne viidrtus vastaks negatiivsele
gravitatsioonikonstandile, mis iseloomustaks tdukavat joudu. A on kosmoloogiline konstant,

mis on praeguste vaatlusandmete kohaselt nullist erinev, kuid viike positiivne suurus [5, 14].

Teine liige Sy on mateeriat Kirjeldav mojufunktsionaal, mis sOltub meetrikast g,y ja
mateeriaviljadest y. Mateeria mojufunktsionaali kaudu defineeritakse variatsioonarvutuse teel

energia-impulsi tensori valemiga

\/—_g5g“v mthV7 .

Ty = (1.10)

Kui mojufunktsionaali (1.8) varieerida meetrika gy jdrgi, on tulemuseks Einsteini

viljavorrandid [13]:

1

Einsteini viljavorrandid on hiiperboolset tiiiipi mittelineaarsed diferentsiaalvorrandid.

1.2 Friedmann-Lemaitre—Robertson—Walker mudel

Suurtel skaaladel on gravitatsioon domineeriv joud, sest tuumajoude piirab viike mdjuraadius
ning elektromagnetism kompenseerib iseennast erimirgiliste laengute olemasolu tottu. Seega

on universumi kui terviku diinaamika méaaratud gravitatsioonilise interaktsiooniga.



1.2.1 Friedmanni vorrandid

Suurtel skaaladel voib teha kaks eeldust - universum on homogeenne ja isotroopne. Sellist
paradigmat kutsutakse kosmoloogiliseks printsiibiks. Kosmoloogilise printsiibi kehtivust ja

moddetavust on detailsemalt analiitisitud mitmes artiklis [15, 16, 17].

Matemaatiliselt tdhendavad homogeensus ja isotroopsus aegruumi siimmeetriat ruumiliste
nihete ja poorete suhtes. Need omadused panevad piirangud meetrika vOimalikule kujule.
Sellist meetrikat nimetatakse Friedmann—Lemaitre—Robertson—Walker (FLRW) meetrikaks,
mis sfédrilistes koordinaatides kirjutatuna on:

ds? = —dr* +a(t)? + 7% (d6* +sin*(0)d¢?) | . (1.12)

ey
FLRW meetrika kirjeldab koikjal iihtlase kdverusega universumit, mille ruumilise joonelemendi
pikkus muutub ajas. Seda ajalist sOltuvust kirjeldab tdielikult funktsioon a(z), mida nimetatakse
mastaabikordajaks (scale factor). Suurus k iseloomustab universumi koverust - positiivne
viirtus tdhendab suletud geomeetriaga ruumi, negatiivne véirtus avatud geomeetriga ruumi ja
k = 0 tdhendaks, et ruum on tasane. Vaatlused niitavad, et universum on peaaegu viga tipselt
tasane [14].

Homogeensuse ja isotroopsuse eeldamine annab energia-impulsi tensorile kuju
Tyv = Aguv + Buyuy [18], kus u on mateeria nelikiirus (normeeritud tingimusega uuu“ =-1).
Lokaalses inertsiaalses taustsiisteemis u, = (—1,0,0,0) ja guy = Nuv = diag[—1,1,1,1].
Kokku annab see T, = diag[—A + B,A,A,A]. Selline mudel kirjeldab ideaalset vedelikku
tihedusega p = —A + B ja rohuga p = A. Seega on mateeria FLRW mudelis ideaalne vedelik,

mille energia-impulsi tensor on

Tuv :pguv+(p +p)u’ul/lv . (1.13)

Energia-impulsi jadvusseaduse V,T#Y = 0 rakendamine saadud tulemusele annab pidevuse
vorrandi (1.14). Einsteini véljavorranditest (1.11) saab tuletada kiirendusvorrandi (1.15) ja

seosevOrrandi (1.16). Kokku neid kolme (vahel ka ainult viimast) kutsutakse Friedmanni



vorranditeks. FLRW kosmoloogia kontekstis on need pohivorrandid:

. a
p+3-(p+p)=0, (1.14)
i i 4G A
H—|—H2£g:— 3N(p+3p)—|—§, (1.15)
N\ 2
a 8nG kK A

Kolmest vorrandist on sdltumatud kaks:

1. Kui votta seosevOrrandist (1.16) ajaline tuletis ning asendada sisse kiirendusvorrand

(1.15), on tulemuseks pidevuse vorrand (1.14)

2. Kui votta seosevorrandist (1.16) ajaline tuletis ning asendada sisse pidevuse vorrand

(1.14), on tulemuseks kiirendusvorrand (1.15)

1.2.2 Probleemid

Friedmanni vorrandid kirjeldavad universumi arengut. Nende abil saab ndidata, et universum
oli algselt viga korge rohu ja tihedusega ning see on aja jooksul paisunud ja jahtunud [19].
Seda tuntakse Suure Paugu teooriana. Seda toetavad paljud vaatluslikud tulemused, niiteks
galaktikate kiirusjaotus, kosmilise taustkiirguse olemasolu ning universumi keemiline koostis.

Selle protsessi detalisem analiiiis toob aga esile mitmeid probleeme:

1. Horisondi probleem. Kosmiline taustkiirgus on kdige kaugemalt tulev
elektromagnetkiirgus, mida onnestub detekteerida. See tekkis 379 000 aastat pirast
Suurt Pauku, hetkel mil universumi temperatuur oli langenud viirtuseni, kus aatomid
said moodustuda. Varasemast perioodist footoneid meieni ei jOua, sest siis oli aatomite
asemel footonitele ldbipaistmatu plasma. Kosmiline taustkiirgus on igast suunast
tulev musta keha kiirgus, temperatuuriga 2,72548 + 0,00057 K [20]. Temperatuur on
madal, sest universumi paisumine on pdhjustanud footonitele kosmoloogilist punanihet.
Mirkimisvéddrne on see, et universumi temperatuur sellel hetkel oli koikjal peaaegu
sama (suhteline anisotroopsus vaid 107°). See tihendab, et kogu universum pidi
olema soojuslikus tasakaalus, kuid FLRW mudel ennustab, et leidunuks ligikaudu 104
piirkonda, mis ei olnud omavahel kausaalselt seotud. Horisondi probleem seisneb selles,

et puudub selgitus, miks kosmilise taustkiirguse temperatuur on niivord iihtlane.

2. Tasasuse probleem. Kosmoloogiliste vaatlustega on vdimalik hinnata universumi
koverust k. Osutub, et universum on peaaegu tdpselt tasane [14]. Veel enam,

seosevOrrandist (1.16) saab niidata, et universumi kdverus pidi algselt olema veel

10



palju véiksem kui praegu [6]. Tasasuse probleem seisneb selles, et ei leidu pohjendust,
miks peaks k vididrtus olema algselt niivord ldhedal nullile. Spetsiifiliste algtingimuste
ndudmist nimetatakse tidppishdilestuseks. Téppishddlestuse viltimiseks tuleks leida

mingi mehhanism, mis loomulikul teel viiks tdnapédeval vaadeldava universumini.

3. Kosmoloogilise konstandi probleem. Kosmoloogiline konstant A kirjeldab mingit
siemist aegruumi omadust, mis interakteerub gravitatsiooniga. Universumi kiirenev
paisumine [5] niitab, et kosmoloogiline konstant on nullist erinev, kuid siiski viike.
Osakestefiilisika pakub, et konstandi allikaks on vaakumi energia, kuid ennustavad A
védrtuse kuni 10'?° korda suurema [21]. Kosmoloogilise konstandi probleem seisneb
selles, et olemasolev fiilisika ei suuda adekvaatselt ennustada vaatlustega kooskdlas olevat

A vairtust.

Lisaks nendele probleemidele eksisteerib mitmeid teisi.

1.3 Inflatsioon

Kosmoloogiline inflatsioon on teooria, et universumi esimestel hetkedel toimus
eksponentsiaalne aegruumi paisumine, oluliselt kiiremini kui FLRW mudel seda ennustaks.

Teooria alused formuleeriti 1980-ndate alguses [7, 22, 23].

1.3.1 Skalaarvili

Selleks, et horisondi probleem lahendada, peaks varajases universumis mastaabikordaja a
kasvama kiiremini kui Hubble’i horisont H~!. Seda voibki vétta inflatsiooni defineeriva

tingimusena, mille saab kirja panna kujul
d
E(aH)>0, (1.17)
d .
E(a):a>0. (1.18)

Arvestades, et inflatsiooni ajal on kosmoloogilise konstandi panus tiithine, saab suuruse d

avaldada kiirendusvorrandist (1.15) ning inflatsiooni tingimuse (1.18) tditmiseks peab kehtima:
p+3p<0. (1.19)

Tavaline mateeria (tolm voi kiirgus) sellist tingimust ei voimalda. Osutub, et sellist tingimust

rahuldab teatud tingimustel skalaarvéli ¢, mida nimetatakse inflatoniks.

11



Viljateooriast tuntud vaba skalaarvélja mdjufunktsionaal on
1
So :/d4x«/_—g{—§VG¢VG¢—V(¢)} . (1.20)

Skalaarvéljaga minimaalselt seotud gravitatsiooniteooriaks nimetatakse gravitatsiooniteooriat,

mille mdjufunktsionaal on esitatav kujul

R 1
S= SGR+S¢ - /d4x\/—_g{m - EVG‘PVG‘P —V((D)} —|-Sm[gquC] . (1-21)

Skalaarvélja energia-impulss tensor on arvutatav analoogselt valemi (1.10) pdhjal, skalaarvilja

mojufunktsionaalist (1.20):

o _ J 1 c 1 c
Ty = _25gﬂv (—EVG¢V o —V(¢)> +8&uv <_§VO'¢V ¢ —V(¢))
=V,0V,0— %guvvoqw"(p —guwV(9) . (1.22)

Eeldusel, et skalaarvili on vaid aja funktsioon, on FLRW meetrika energia-impulsi tensori

komponendid
o _ 1o
Too=59"+V(9), (1.23)
1,
19 =85 (502 v(0)) (124)
Sellele vastava ideaalse vedeliku rohk ja tihedus on
1.,
Py =50"+V(9), (1.25)
1,
po=56=V(9). (1.26)

Pidevuse vorrand (1.14) kirjeldab niiiid skalaarvilja diinaamikat:

. v
§+3H9+ 35 =0. (1.27)

Seda tulemust kutsutakse ka gravitatsiooniga minimaalselt seotud skalaarvélja Klein-Gordon

vorrandiks.

Inflatsiooni protsess koosneb etappidest:

12



1. Alguses on ainult skalaarvéli. Mateeriat ei ole, ehk Sy, = 0.
2. Skalaarvili areneb. Diinaamikat kirjeldab vorrand (1.27). Selle kdigus ruum paisub.

3. Skalaarviéli jouab potentsiaalimiinimumi ldihedale ning selle {imbruses ostsilleerudes
annab energiat dra - toimub iilessoojenemine (reheating) [24, 25]. Energia kulub
selleks, et luua mateeria. Hilisema bariiogeneesi ja leptogeneesi kiigus tekivad

elementaarosakesed.

4. Skalaarvili jouab stabiilse véddrtuseni .. Kineetiline liige V¢,V ¢, on null. Potentsiaali
liige on konstantse védrtusega ja voib kirjeldada kosmoloogilist konstanti védrtusega
A= KZV(¢)*). Mateeria mojufunktsionaal ei ole enam null, vaid on méiratud tekkinud
mateeriaga. Mojufunktsionaal (1.21) on joudnud iildrelatiivsusteooriat kirjeldava kujuni
(1.8)

1.3.2 Aeglase veeremise lihend

Asendades skalaarvilja tiheduse (1.25) ja rohu (1.26) inflatsiooni tingimusse (1.19), on

tulemuseks

$* <V(9). (1.28)

Kiirenev paisumine saab toimuda ainult siis kui see tingimus on tdidetud. Osutub, et inflatsioon

toimub peamiselt aeglase veeremise (slow-roll) reziimis, kus kehtib aeglase veeremise
lahend [26]:

$* < V(). (1.29)

Terminoloogia tuleneb klassikalise mehaanika analoogiast - kui pall alustab aeglaselt mée otsast
veeremist, siis potentsiaalne energia domineerib iile kineetilise energia. Kui molemast poolest

vOtta ajaline tuletis, saab ekvivalentse tingimuse

. dv
2 —. 1.30
¢ < a0 (1.30)
Aeglase veeremise ldhendis (1.30) on seega skalaarvélja vorrand (1.27)
. dv
3BHY ~ —— 1.31
b~ (131)
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kus H saab leida seosevorrandist (1.16), arvestades, et universum on ligikaudu tasane (k ~ 0) ja

kosmoloogilise konstandi panus on skalaarviljaga vorreldes tiithine:

- 87'L'GN

H2
3

V. (1.32)

Aeglase veeremise reziimi uurimiseks defineeritakse veel erinevaid suurusi, mida nimetatakse
aeglase veeremise parameetriteks. Kédesolevas to0s kasutatakse ainult kahte esimest potentsiaali

aeglase veeremise parameetrit, mis on defineeritud potentsiaali kaudu [26]:

1 /dnv\? 1 [V\?
8(¢):2K‘2< a0 ) =52 (7) : (1.33)

_ L dv_ v
T kVde? K2V

(1.34)

Saab niidata, et tingimus €(¢) < 1 on ekvivalentne aeglase veeremise tingimusega (1.29).
Inflatsiooni kidigus toimunud paisumist viljendatakse e-korduste arvu (e-folds) N abil, mis on

naturaallogaritm mastaabikordajate suhtest:

t Tend Pend H 1.31 Pend 3H2
NElna(end):/ Hdt:/ —-d(f’(%)/ 40
Cl(t()) to o) %o 4

(1.32) fena Y 5 (% (dv) -1
~ —8rnG / —d¢p =« / VI{— do . (1.35)
T RN

end

Siin @enq on skalaarvilja viértus inflatsiooni 16pus, mille saab leida tingimusest €(@eng) = 1.

Skalaarvélja algviirtus ¢y on tundmatu.

Horisondi probleemi lahendamiseks on vajalik, et [27]

N 260 . (1.36)

~

See tihendaks, et inflatsiooni kiigus suurenevad ruumi modtmed vihemalt % korda. Uhe

nanomeetri pikkune 161k oleks pérast sellist paisumist 12 valgusaasta pikkune.
Selline paisumine lahendaks ka tasasuse probleemi. Inflatsiooni ajal tingimuse (1.18)

tdttu universumi kdverus |k| hoopis viheneb ning teeb seda piisaval méiral, et edasine ||

suurenemine on sellega vorreldes tiithine [6].
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1.3.3 Vaadeldavad suurused

Nagu igal viljal, esineb ka inflatoni véljal kvantfluktuatsioone. Kuigi kvantfluktuatsioonid on
viga viikesed, siis eksponentsiaalne paisumine voimendab neid. Need viikesed fluktuatsioonid
on aluseks universumi suuremastaabilise struktuuri tekkele ja neid on vdimalik kosmilises

taustkiirguses moota (Joonis 1.1) [28].

Joonis 1.1: Fluktuatsioonid kosmilises taustkiirguses [28]. Punane vérv tihistab kdrgemat
temperatuuri (ehk korgemat mateeria tihedust) ning sinine virv tdhistab madalamat

temperatuuri (ehk madalamat mateeria tihedust). Suhteline erinevus on vaid 107>,

Kosmoloogilise hiiritusteooria abil saab inflatsioonimudelitest arvutada fluktuatsioone
kirjeldavaid statistilisi suurusi. See vdimaldab inflatsioonimudeleid vorrelda omavahel
ja vaatlusandmetega. Kiesoleva alapeatiiki eesmirk on tutvustada pdhilisi vaatlustega

vorreldavaid suurusi. Detailne késitlus on leitav raamatus [29] ja tilevaadetes [30, 31].

Lisaks skalaarvilja hdiritusele 0¢ tuleb arvestada ka meetrika hiiritusega 8gyy, mis on

omakorda jaotatav skalaar-, vektor- ja tensorhiiritusteks:
Sguy = 88y + 8Ly + 8l (1.37)

Vektorhiiritused 5gl(lvv) sumbuvad ajas, mistottu voib neid lugeda nulliks [30]. Haiirituste
diinaamikat kirjeldavad héiritud skalaarvélja ja hdéiritud Einsteini vorrandid. Kasutades

stinkroonset kalibratsiooni (comoving gauge), on voimalik esitada koik héiritused meetrika
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ruumilise osa kaudu [30]:
Sgij:az(l—ZC)&-jJrazh,-j. (1.38)

Skalaarne kdoverushdiritus (curvature perturbation) { pdhjustab kosmilises taustkiirguses
temperatuurierinevusi. Tensorhdiritus #;; kirjeldab iirgseid gravitatsioonilaineid (primordial

gravitational waves) TT-kalibratsioonis (V;4" = 0 ja h;: =0).

Vaatlustega voOrdlemiseks tuleb skalaarsete hdirituste spekter mikrolaine taustkiirgusest
rekonstrueerida. Stohhastikast ja signaalitootlusest tuntud Wiener-Khinchini teoreemi pohjal
on fluktuatsioonide vdimsusspekter antud Fourier’i podrde autokorrelatsioonifunktsioonina [32,
33]. Koverushdirituse { vdimsusspekter Py (k) defineeritakse selle abil seosega (kasutatakse
erinevaid definitsioone, vt nditeks [29, 30, 34])

A A

(G Go) = 35 (2m)? Pe(k) (k). (1.39)

kus suurus §; on suuruse {(x) Fourier’i poérde komponent lainearvuga k. Arvutamiseks

valitakse teatud kindel lainearv kg (pivot scale), mille kaudu on voimsusspekter esitatav kujul

B\ ]
P (k) = A (k_o) : (1.40)
kus AZ = Pr(ko) on hiirituste amplituud, mis on arvutatud skaalal ko ning n, on skalaarne
spektraalindeks (scalar spectral index), mis iseloomustab spektri soltuvust lainearvust.
Detailse arvutusega saab leida kdoverushdiritusele vastavate fluktuatsioonide voimsusspektri ja
tensorhdiritustele vastavate fluktuatsioonide vdimsusspektri aeglase veeremise ldhendis [29,
31]:

1 H?
AZ(k) = —— 1.41
t®) 872 € |y (1.41)
2H?
A (k) = = , (1.42)
T k=aH

kus voimsus arvutatakse hetkel k = aH, sest sellel hetkel vastav mood kiilmub, kuna kaasaliikuv
horisont (aH)~! muutub viiksemaks kui iihe tdisvonke pikkus k~!. Pirast inflatsiooni siseneb
mood uuesti horisonti, kuid edasised fluktuatsioonid on tiihised vorreldes esialgsetega, mida
on inflatsiooni kédigus mitu suurusjiarku voimendatud (Joonis 1.2)[30]. Selle tulemusena on
mikrolaine taustkiirguses lainearvuga k fluktuatsiooni véimsus selline nagu see oli horisondist

viljumise hetkel k = aH.
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comoving scales

A J
(aH)
horizon re-entry
¢C~0
. 'lllck- ‘:k } < l - AT T
sub-horizon ™~ 2/ super-norlizon projection =% 1
- ~ A k
Ck transfer
I s function
Zero-point
fuctuations
horizon exit . L CMB e
E— all reheating recombination today
= fime

Joonis 1.2: Inflatsiooni kvanthiirituste edasikandumine mikrolainetaustkiirgusele [30].
Inflatsiooni tingimuse (1.17) pohjal kaasaliikuv horisont (aH)~! viheneb ajas. Alates
inflatsiooni kiigus saavutatud hetkest k = aH lainearvuga k fluktuatsioone enam ei toimu
(horizon exit). Hiljem taastuvad moodid lainepikkusega k (horizon re-entry), kuid on tithised
vorreldes eelnevate héiritusega, mis inflatsiooni kdigus véimendusid.

See vordlus voimaldab siduda inflatsiooni mudeli parameetrid taustkiirguse vaatlustega, kuna
hiirituste amplituud on seotud mateeria suhtelise tihedushiiritusega 8p /p ja ka temperatuuri T

fluktuatsioonidega taustkiirguses:
op\2 0T \2
8w~ ()~ (%) 1.43
Skalaarse spektraalindeksi saab avaldada, kui valemit (1.40) logaritmida ja diferentseerida:

dlnPC
dlnk

ng =1+ (1.44)

Osutub, et suurus ng on esitatav aeglase veeremise parameetrite (1.33) ja (1.34) abil ja kuna
inflatsiooni alguses on need parameetrid viikesed, siis voib kasutada nende suhtes esimest jarku
avaldist

ng~1—-6€—-2n. (1.45)

Praeguste vaatluste kohaselt on spektraalindeks lainearvust sdltumatu ning veidi vidiksem kui
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tiks, ny = 0,968 £ 0,006 [10].

Tensorhdirituste osakaalu viljendatakse tensor-skalaar héirituste suhtega (tensor-scalar

ratio)
AZ
r= A_g , (1.46)
¢
mille aeglase veeremise esimest jarku ldhend on
r=16¢ (1.47)

Tensorhéirituste voimsusspektri vaatluslik uurimine on keerulisem, sest veel ei ole olemas
piisavalt tundlikke vahendeid iirgsete gravitatsioonilainete detekteerimiseks. Kiill aga saab
kaudselt hinnata tensorhiirituste osakaalu iilemist piiri - suhteliselt suure véimsuse korral
mojutaksid tensorhdiritused mikrolaine taustkiirguselt tulevate footonite polarisatsioone.
Ulemiseks piiriks on leitud r < 0.11 skaalal kg = 0,002 MPc—! [10].

Aeglase veeremise ldhendis saadud avaldised (1.45) ja (1.47) on leitud eeldusel, et skalaarvili

on gravitatsiooniga minimaalselt seotud. Jargmise peatiiki eesmirk on leida need avaldised

tildisema inflatsioonimudeli jaoks, mis ei pruugi olla minimaalselt seotud gravitatsiooniga.

18



Peatiikk 2
Mitte-minimaalselt seotud mudelid

Mitte-minimaalselt seotud inflatsioonimudelid on sellised, kus skalaarvili on gravitatsiooniga
seotud ning teooria ei ole enam otseselt kirjeldatav mdjufunktsionaali (1.21) kaudu.
Stringiteooria, braanimaailmad, osakestefiiisika ja muud huvipakkuvad mudelid voivad
anda mitte-minimaalselt seotud teooriatele selge fiilisikalise sisu ja pakkuda huvipakkuvaid
alternatiivseid lahendusi ja laiendusi fiilisikas esinevatele probleemidele. Alapeatiikk 2.1
tutvustab iildisema kujuga mojufunktsionaali ja sellest tuletatavaid viljavorrandeid. Alapeatiikis
2.2 on kisitletud iildiseid teisendusi, mida saab sellistele mudelitele teha. Alapeatiikk 2.3 annab

mitte-minimaalse mudeli jaoks eeskirja suuruste ng, r ja N arvutamiseks.

2.1 Mojufunktsionaal ja viljavorrandid

Mitte-minimaalselt seotud mudelite uurimiseks defineeritakse iildine md&jufunktsionaal, mis

sisaldab nelja vaba funktsiooni A, B, V ja ¢ [8]:

1

s= d‘W—_g{ﬁAwm— 5B(0)Vp9VP9 —v<¢>} +5nle"Pepv.2] . @)

Kui varieerida mdju (2.1) meetrika gy jdrgi, on tulemuseks iildistatud Einsteini vorrand:

1 K2
A (Ruv - ERgHV> + (73 +A”> guvVpdVP o — (KZB"‘A”)VM‘PVV‘P

+ A (guvVp VPO —VuVy9) + K2guyV = K Tyy - (2.2)

19



Kui varieerida moju (2.1) skalaarvélja ¢ jirgi ning asendada tulemuse sisse vorrandi (2.2) jilg,

on tulemuseks iildistatud skalaarvélja vorrand:

3 (A)? 1 /BA" 3 AA"
(mT“? VeVPo o \Ta tiaa B amVievTe

2A'V — AV’ 14"
L ) = (25T 2.

Selline kuju hdlmab mitmeid tuntud teooriaid, millest on siin loetletud moned aspektid:

e Kui skalaarvilja vorrandis (2.3) on koik sulgudes olevad kordajad nullid, siis teooria on

ekvivalentne iildrelatiivsusteooriaga.

e Kui skalaarvili on joudnud vidrtuseni @, kus skalaarvilja esimesed ja teised tuletised
on nullid, siis on teooria joudnud kosmoloogilise konstandiga iildrelatiivsusteooriani.
Kusjuures, FEinsteini vorrandi (2.2) pohjal on kosmoloogilise konstandi véértus
A=KV (9,)

e Kui skalaarvélja vorrandi (2.3) parem pool on null, kuid vasak pool ei ole, siis see
kirjeldab kvintessentsi teooriat. Kvintessentsi idee on see, et praegune universumi
kiirenev paisumine tuleneb sellest, et universum on endiselt aeglase veeremise

reziimis [35].

e A =1, B =1 vastab minimaalselt seotud teooriale. Kui o ei ole konstantne, siis
on tegemist Einsteini raamis formuleeritud skalaar-tensor tiilipi gravitatsiooni (STG)
teooriaga. Aeglaselt veereva inflatsiooni ajal on vorrandi (2.3) parem pool null, sest
T =0, kuna mateeria tekib alles hiljem, {ilessoojenemise kdigus. See tdhendab, et aeglase

veeremise reziimi uurides ei ole vaja arvestada funktsiooniga 6 (¢).
e 0 =0, B=1 on Jordani raamis formuleeritud STG teooria
e 0=0,B= % A = ¢ on Jordani raamis STG teooria Brans-Dicke parametrisatsioonis

e KuiA=¢, B=0, 6 =0 jaV on funktsiooni f Legendre teisendus, siis on tegemist
O’Hanloni mdjuga, mis kirjeldab f(R) tiiiipi teooriat [36, 37]. Sellises teoorias ei ole ¢

diinaamiline muutuja.
Funktsioonidel on moned fiiiisikalistest kaalutlustest tulenevad piirangud:

1. A > 0. Negatiivne A viitaks tdukavale gravitatsioonile. Selliseid mudeleid selles td0s ei
uurita.
2. Vorrandis (2.3) esinev kordaja %(AAJZ + B > 0. Vastasel korral voivad ilmneda teoorias

kummitusviljad (ghost fields) [38]. See vOimaldaks teatud protsessidega siisteemist
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eraldada loputult energiat.

3. V > 0. Negatiivne potentsiaal tooks endaga kaasa mitmeid probleeme. Nditeks, kui
inflatsiooni 10puks oleks skalaarvili joudnud potentsiaalimiinimumi, siis alles jadks
negatiivne kosmoloogiline konstant. Negatiivseid potentsiaale siiski taielikult vilistada

ei saa [39], kuid selles to0s neid ei kisitleta.

2.2 Teisendused

Skalaarviljal on numbriline védrtus, mida vOib alati imber parametriseerida:

¢ =f(9). (2.4)

Selline teisendus vOib olla arvutuste lihtsustamisel kasulik. Péarast arvutamist saab alati minna

esialgsesse parametrisatsiooni tagasi.

Teisendust

guv = €ZY($)§uv (2.5)

nimetatakse meetrika konformseks teisenduseks. Kuna 2"®) on positiivne suurus, siis
meetrika mirk el muutu sellisel teisendusel. See tdhendab, et ajasarnased vektorid jddvad
ajasarnasteks ning ruumisarnased vektorid jddvad ruumisarnasteks. Lisaks ei muutu kahe
vektori omavaheline nurk. Seega aegruumi kausaalne struktuur konformsel teisendusel ei

muutu. Konformset teisendus tehes deldakse, et liigutakse iihest raamist teise.

Selline vabadus voimaldab nihtusi erinevates raamides vdga erinevalt tolgendada. Nditeks,
artiklis [40] on leitud raam, kus ruumi paisumise asemel pdhjustab kosmoloogilist punanihet ja
taustkiirguse jahtumist hoopis elektroni massi muutumine aja jooksul. Tolgenduserinevustest
hoolimata on raamid omavahel matemaatiliselt ja vaatluslikult ekvivalentsed. Detailselt on seda
pohjendatud niiteks artiklites [8, 41].

Selleks, et skalaarvilja {imberparametriseerimine (2.4) ning meetrika konformne teisendus

(2.5) siilitaksid mojufunktsionaali (2.1) struktuuri, peavad skalaarvilja funktsioonid teisenema
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Flanagani teisenduste alusel [8]:

A(§) = HDA[f(9)] (2.6)
R 2 2

B(§) = 19 { (%) ron— (57) arén- g5 s } . e

V($) = TOVIF($)], 2.8)

6(9)=0olf(9)]+7(9). (2.9)

Teooriaid, mis on nende teisendustega seotud, voib pidada ekvivalentseteks. Seda asjaolu saab
dra kasutada, et leida mitte-minimaalselt seotud mudeliga ekvivalentne minimaalselt seotud
mudel.

2.3 Invariantide formalism

Mitte-minimaalsete mudelite otsene analiilisimine ja vaatlusandmetega vordlemine osutub
keerukaks, kuna hiiritusarvutused on mahukad ning niiansirohked. Lihtsam oleks leida identse
diinaamikaga minimaalselt seotud teooria, analiilisida selle kiditumist ning interpreteerida
tulemusi esialgse teooria kontekstis.. Joonisel 2.1 on toodud kogu lihenemise pShimotteline
skeem. Seda skeemi on vdimalik universaalselt rakendada invariantide formalismi abil, mida

on alljargnevalt kirjeldatud.

MMST o=f ((]3) MST
A0 Jaw =m0 | =1 5 [ o
v(9) V((IS) r (Planck 2015)
o(¢) 6(9)
Y
Fiiiisikalised jareldused Piirangud teooria vabadele parameetritele

Joonis 2.1: Mitte-minimaalselt seotud teooria analiilisimise pdhimdtteline plokkskeem

Funktsioonid A, B, V ja o eraldi kiill teisenevad, kuid on vdimalik leida selliseid

kombinatsioone, mis jddvad invariantseks [38, 42]. Otsese arvutuse teel on lihtne kontrollida, et
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jargnevad kolm suurust on invariantsed teisenduste (2.6) - (2.9) suhtes:

1(0) = S 2.10
_ V(9)

Iy(9)= AL 2.11)

Iy(¢) = \/% (%(Af;)z +B)d¢ . (2.12)

Edaspidi on viimasel real ruutjuure all olev avaldis lithiduse huvides tdhistatud siimboliga
N2

F= % (237% +B). Minimaalselt seotud teooriale (A, B = 1) vastavad invariandid [,,, = e%°,

Iy =V jaly = ¢. Asendades need MST mojusse (1.21) saab panna kirja ainult invariantidest

sOltuva mojufunktsionaali [9]:

— 1 5 1 5

Inflatsiooni kontekstis Sy, = 0 ja tulemus on mdjufunktsionaali (1.21) kujuga, kus minimaalselt
seotud skalaarvilja rollis on /y ning mille potentsiaalne energia on Iy (/y). Arvutades iildise
teooria (2.1) invariantne potentsiaal Iy (1) ongi leitud sellega ekvivalentne minimaalselt seotud
teooria (2.13), mida saab uurida nditeks potentsiaali aeglase veeremise parameetrite abil (1.33)
ja (1.34), milleks on

1 (dinky\?

e(0) = 3 i, ) 214)
1 &P

n(e)= Kz_lvd_ld% : (2.15)
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Kiesoleva t60 jaoks on suurused ng, r ja N leitud esialgsete funktsioonide kaudu:

8 /d(Inky) d¢\> 8 (I, 1 \? 8 [A2/v' 2vA'\]?
r=16e0) =0\ a) | e\ vE) | TweElv e a4
¢ Vv
%o ) %o
8 (VA—2VA"\?
_ 2.1
K’2F< AV ) ’ 2.16)
%o
3r 2 [do d [dIy d¢
=1-6 2 —1- 4| (L
N £(go) +21(%0) 3" K2ly [dlq, do <d¢ dI¢)L>0

L2 L r )

8 Ky [VFd$ \A2ZVF ANF )|,

—X+ 242 { v'ooavial VIFT aviAl v +6V(A’)2+ VA'F'
8  k2VVF [A2VF AWF 24°FVF  ANF  ANF  AWF  ASFVF ],

3r 2 Al F’ A A2 VA'F
=1-= VIV — vV — v — 46V (= 2.17
8+1<2VF A 2F A A ) TTAF . 2.17)
0
e-kordsuste arv on
N(¢o) = K‘z/lgl (dlv)_ldl - x2/¢01 (dIV d¢>_ldl¢d¢
O g™ \dly *7 7 Jowa  \d9 dly) g
% V [V'A—2vA"\ ! %  AVF
2 2
=K — [ —= Fd =K'/ " _de. 2.18
/(Pend A2 ( A3\/F > \/_ (p (Pend V/A_ZVA/ (P ( )

Otsese asendamise teel saab kontrollida, et tulemused (2.16) - (2.18) annavad minimaalselt
seotud mudeli (A = 1 ja B = 1) korral tagasi esialgsed avaldised (1.47), (1.45) ja (1.35).

Jargmises peatiikis on neid tulemusi numbrilise arvutuse abil rakendatud.
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Peatiikk 3
Programm ja tulemused

Suuruseid ng, r ja N saab arvutada funktsioonide A(¢), B(¢) ja V(¢) kaudu. Mdnel juhul
vOib muutuda analiiiitiline arvutamine ddrmiselt keeruliseks, mistottu on mdistlik seda teha
numbriliselt. Kdesoleva t60 iihe osana on kirjutatud valmis Pythoni programm ja veebirakendus,
mille eesmirk on moju (2.1) poolt kirjeldatud teooria jaoks vilja trikkkida graafik, kuhu on
kujutatud teooria poolt ennustatud n ja r védrtusi erinevate parameetrite viirtuste korral koos
eksperimentaalsete andmete usalduspiirkondadega. Programmi ldhtekood on leitav lehekiiljelt

https://github.com/KaurKristjuhan/Inflatsioon

Alapeatukk 3.1 tutvustab programmi iilesehitust, 3.2 selgitab programmis tehtavaid arvutusi ja
protseduure. Alapeatiikk 3.3 eksponeerib saadud tulemusi ning vordleb neid usaldusvéirsete
allikatega, mitme inflatsioonimudeli niitel. Lisaks tuuakse iiks ndide, mis illustreerib arvutustel
ilmnevaid probleeme. Alapeatiikk 3.4 analiiiisib neid probleeme ning pakub vilja lahendusi

nendega tegelemiseks.

3.1 Tarkvara iildine arhitektuur

Programm on kirjutatud Pythonis, kasutades Django raamistikku (framework), et muuta
see veebirakenduseks [43]. Veebirakendust saab kergesti jagada ja kasutada veebilehitsejas.
Kasutamiseks ei ole vaja paigaldada spetsiaalset tarkvara ega eraldada arvutusvdimsust, sest
arvutused toimuvad eraldi serveri peal. Failid on organiseeritud standardsel kujul, ldhtuvalt
Django dokumentatsioonist [43]. Peamine info sisaldub neljas failis, mille omavaheline koosto6

on kujutatud Joonisel 3.1.
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index.html

models.py views.py compute.py

Joonis 3.1: Pohifailide omavahelised seosed

Failide t60 lithikirjeldus:

1. views.py on organiseeriva rolliga fail. See edastab andmeid, ning saadab rakendusele

késu, et neid kuvada.

2. index.html otstarve on veebirakendus kiiljendada. See saab kogu sisendinformatsiooni

failist views.py ning méirab igale elemendile asukoha rakenduses.

3. models.py defineerib sisendandmete jaoks sobiva klassi, kasutades Django olemasolevaid
teeke. Niiteks, see fail defineerib, et mudeli vabad parameetrid on reaalarvud ning

kujundab nende sisestamiseks sobiva suurusega vilja.

4. compute.py on fail, kus toimuvad koik arvutused. See kutsutakse andmete sisestamisel
vilja faili views.py poolt, kust see saab ka sisendandmed. Siin failis on olemas ka Planck
sateliidi eksperimentaalsete modtmiste tulemused, mis kantakse usalduskontuuridena
koos uuritava inflatsioonimudeli arvutuste tulemustega graafikule. Graafik salvestatakse
pildina, mille méluaadress edastatakse viljundina, mida teised failid saavad hiljem

kasutada.

Lisaks nendele failidele on ka mitmeid abifaile, mis on automaatselt Django poolt genereeritud.
Nende otstarve on veebirakendus iiles seada. Sisulist informatsiooni need ei oma ning

modifikatsioone on neis tehtud minimaalselt.
Kuna kogu sisuline arvutus toimub failis compute.py, siis seda saab kasutada graafikute

joonistamiseks selle ldhtekoodi ka eraldiseisvana, ilma et oleks vajalik veebirakendus iiles

seada.
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3.2 Arvutusfaili too Kirjeldus

Esmalt saab programm sisendist funktsioonid A(¢), B(¢) ja V(¢), arvutab nende pdhjal F(¢)
ning defineerib numbriliselt nende esimesed ja teised tuletised. Nende kaudu on defineeritud
otsitavad suurused ng, r ja N, valemite (2.16), (2.17) ja (2.18) pohjal.

Jargmisena on vaja leida skalaarvidlja védrtus aeglase veeremise reZiimi l0pus @epg. See
leitakse tingimusest €(@eng) = 1. Selle jaoks on kasutatud Scipy teegi funktsiooni brentq, et
leida funktsiooni € — 1 nullkohad [44]. Soltuvalt sisendfunktsioonidest ja kasutatavast vorrandi
lahendamise algoritmist vOib see samm keeruliseks osutuda. Alapeatiikis 3.3.2 on analiiiisitud

niidet, kus see aspekt muutub probleemiks ning vajab tidiendavat uurimist.

Inflatsiooni méédra defineerivas e-kordsuste arvu N avaldises (2.18) on pirast
sisendfunktsioonide defineerimist jddnud iiks tundmatu suurus - skalaarvilja algviirtus
¢o. Kui see oleks teada, siis oleks N iiheselt méératud ning teooria ennustaks konkreetsed
vidrtused vaadeldavatele r ja ng. Skalaarvilja algvéirtus tuleks tuletada fundamentaalsest
teooriast, kuid kuna koosk®dlalist kvantgravitatsiooni teooriat ei ole teada, siis @ teooriast leitav

ei ole. Seetdttu tuleb suurust ¢y kisitleda inflatsiooniteooria lisaparameetrina.

Tulemus kajastub joonena ng-r graafikul, mis on parametriseeritud algviirtuse voi sellele
vastava e-kordsuste arvuga. Selleks, et joon terves ulatuses kuvada, tuleb arvutada vaadeldavate
vadrtused koikide voimalike @y viirtuste jaoks. Erinevad mudelid voivad aga lubada erinevaid
suurusjdrke ja vahemikke. Tundmatu algvédrtusega ¢g seotud probleemide lahendamiseks on
kasutatud meetodit, mis voimaldab joont parametriseerida e-kordsuste arvu N jirgi. Mistahes
inflatsiooni kirjeldava mudeli jaoks on see positiivne suurus ning oodatav suurusjark on
tingimuse (1.36) pohjal teada. Valemid (2.16) ja (2.17) nduavad arvutamiseks siiski suurust ¢.

Selle saab avaldada valemist (2.18), kasutades integraalarvutuse fundamentaalset teoreemi [45]:

dN  , AVF

N _ o AVF 1
doo N ViA—2vaAl @D

o)
Poorates vorrandi (3.1) tmber, on tulemuseks diferentsiaalvorrand funktsiooni ¢o(N)

leidmiseks:

dgo 1 V'A—2vA’

— 2
dN k2 AVF (3.2)

o
Vorrandi lahendamiseks vajalik déretingimus on @g(0) = @epnq, sest kui skalaarvilja algviirtus

on vordne 10ppvédrtusega, siis inflatsiooni ei toimugi ning valemi (2.18) pohjal on e-kordsuste
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arv N = 0. Diferentsiaalvorrand lahendatakse numbriliselt, scipy teegi funktsiooni odeint
abil [44]. Programm arvutab vordsete vahedega 1000 punkti N vahemikus [0, 100] ning sealt
edasi eksponentsiaalselt kasvavate vahedega 100 punkti kuni viirtuseni 5-103. See tagab
selle, et kdige huvipakkuvam N vahemik on tihedalt kaetud ning joone ots kajastab maistliku

tdpsusega ekstreemselt suuri N viirtusi.

Uuritavad inflatsioonimudelid sisaldavad samuti vabu (teooria poolt miiramata) parameetreid.
Mudelis oleva parameetri soltuvuse uurimiseks korratakse kogu protsess iga parameetri
viidrtuse jaoks ning kodik jooned kantakse iihele graafikule. Programmis on mudeli parameeter
alati tdhistatud tdhisega p, kuid jiargmises alapeatiikis on mudelite parameetreid tekstis
tutvustatud konventsionaalsete tdhistega. Kasutaja poolt valitud N védrtused tihistatakse

punktidega ning ithendatakse punktiirjoonega erinevate parameetrite vidrtuse jaoks.

Viimase asjana lisatakse samale graafikule vaatlustest leitud 10 ja 20 piirkonnad, mis
on saadud Plancki sateliidi 2015 aasta modotmisandmetest [10]. Programm ei arvuta neid
kontuure, vaid kuvab ~ 20 punkti pdhjal konstrueeritud tdidetud hulknurga, mis on skitseeritud

Plancki t6ogrupi artiklis avaldatud graafikult [10] (Joonis 3.2).

3.3 Tulemuste vordlus

Selleks, et veenduda, et programm to6tab digesti, tuleks seda testida. Selleks saab valida moned
teadaolevad mudelid, mille jaoks on ns-r graafikud usaldusvéirsetes allikates publitseeritud

ning vordluse abil veenduda, et programm annab sama tulemuse.

3.3.1 Minimaalselt seotud mudelid

Ainuiiksi minimaalselt seotud mudelite peresid on kiimneid [46], nii et valikuid on palju.
Vordluseks on valitud kolm: suure vilja inflatsioon (Large Field Inflation) [47, 48], naturaalne
inflatsioon (Natural Inflation) [49, 50] ja teist tiilipi alfa atraktor (Type Il Alpha Attractor) [51],
mis on kdik korraga esitatud ka Plancki toorithma artiklis [10] avaldatud graafikul (Joonis 3.2).
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Joonis 3.2: Graafik vaadeldavate suuruste n; ja r jaoks [10]. Kontuuridega on joonisele kantud

eksperimentaalsed 10 ja 20 usaldusnivood. Graafikul on ka mitmete teoreetiliste mudelite

ennustused, vahemikus N = 50 kuni N = 60.

Suure vilja inflatsiooni iiheks alamklassiks on mudelid, kus potentsiaal muutub
astmefunktsiooni kohaselt V o ¢”, kus p on mudeli parameeter. Tulemus on Joonisel
3.3. Viiksemad p viidrtused annavad parema kooskdla vaatlusandmetega.

Naturaalne inflatsioon on kirjeldatud potentsiaaliga V(¢) o< [1 —cos(¢/f)], kus f on mudeli
parameeter. Tulemus on esitatud Joonisel 3.4. Viikese argumendi korral saab koosinus
funktsiooni arendada Taylori ritta nulli ldhedal ning arvestada vaid esimesi litkmeid
cos(x) = 1 — %2 Seega piirjuhul f — o on potentsiaal esitatav kujul V(¢) o ¢>. Veel
vOib mirgata, et selles mudelis kdorgemad e-kordsused annaksid enamasti parema kooskdla

eksperimendiga.
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Joonis 3.3: Programmi poolt joonistatud graafik suure vilja inflatsiooni mudeli V = @7 jaoks.
Tulemus on kooskolas Plancki uurimisrithma poolt publitseeritud tulemusega (Joonis 3.2).
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Joonis 3.4: Programmi poolt joonistatud graafik naturaalsel inflatsiooni mudeli
V(¢)=[1—cos(¢/p)] jaoks. Tulemus on kooskdlas Plancki uurimisrithma poolt publitseeritud

tulemusega (Joonis 3.2).
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2
Teist tiiiipi alfa atraktor on kirjeldatud potentsiaaliga V (¢) o< [tanh <\/%>} , kus o on mudeli

parameeter. Tulemus on Joonisel 3.5. Piirjuhul o — o0 on V(¢) o ¢2, sest viiikese argumendi

korral tanh(x) = x. Kui & = 1, siis on see ekvivalentne [51, 52] Starobinsky inflatsiooniga [23],

mis on tuntud ka R? inflatsiooni nime all.
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Joonis 3.5: Programmi poolt joonistatud graafik teist tiitipi alfa atraktori mudeli

2
Vig)= [tanh (%)] jaoks. Tulemus on kooskdlas Plancki uurimisrithma poolt publitseeritud
tulemusega (Joonis 3.2).

3.3.2 Mitte-minimaalselt seotud mudelid

Mitte-minimaalsete mudelite analiiiisimiseks piisab funktsioonide A(¢), B(¢) ja V(¢)
sisestamisest ja iildiste seoste (2.16), (2.17) ja (2.18) rakendamisest, et leida avaldised r,
ng ja N jaoks. Seega saab mudelit iseloomustada, ilma et peaks 14bi viima héiritusarvutusi.
Mitte-minimaalset seotud mudelitest on valitud kaks niidet - kaootiline inflatsioon [53]
ja Higgsi inflatsioon [54]. Esimene on selleks, et veenduda arvutuste korrektsuses ning
teise eesmdrk on juhtida tdhelepanu probleemidele mis voivad arvutamisel tekkida, ja mille

lahendamisega tegeleme edaspidi.
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Mitte-minimaalselt seotud kaootiline inflatsioon on antud funktsioonidega

A(p)=1+E9%, (3.3)
B(¢)=1, (3.4)
V(9) = AMp9> (3.5)

kus & on mudeli parameeter [53]. Osutub, et isegi viga viikesed muudatused parameetris &
pohjustavad suuri erinevusi vaadeldavate suuruste arvutamisel. Joonisel 3.6 on artiklis [53]
avaldatud graafik ning Joonisel 3.7 on programmi poolt viljastatud graafik. Vaatlusandmetega
midratud usalduspiirkonnad on Joonisel 3.6 suuremad, sest seal on kasutatud vanemaid

andmeid. Telgedelt arvviirtusi vorreldes on aga niha, et tulemus on kooskdlaline.
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Joonis 3.6: Mitte-minimaalselt seotud kaootiline inflatsioon [53]

32



— p=-0.001
0.25 : S . ; — p=-0.0009
“ —  p=-0.0008
—  p=-0.0007
— p=-0.0005
p=-0.0003
— p=0.0
— p=0.0005
— p=0.001
— p=0.002
— p=0.003
— p=0.004
p=0.005
— p=0.006
— p=0.007
— p=0.008
e o N=60
Planck TT+lowP 2«
Planck TT+lowP+BKP 2¢
Planck TT+lowP+BKP+BAQO 2o

Scalar-Tensor ratio r

0.00 L e
0.93 0.94 0.95 0.96 0.97 0.98 0.99 1.0

Scalar spectral index n.

Joonis 3.7: Programmi poolt joonistatud graafik mitte-minimaalselt seotud kaootilise
inflatsiooni mudeli (A(¢) = 1 + p¢?, B=1ja V(¢) = ¢?) jaoks. Sirge must joon p = 0 vastab
minimaalselt seotud mudelile, mis on sama kui Joonisel 3.3. Tulemus on kooskdlaline Joonisega
3.6.

Higgsi boson on ainus eksperimentaalselt avastatud skalaarne elementaarosake [55]. Higgsi
inflatsioonimudel tugineb sellele, et inflatsiooni pohjustajaks on Higgsi vili h [54,
56, 57, 58]. See saab vaatlustega olla kooskolaline vaid siis, kui Higgsi vili on
gravitatsiooniga mitte-minimaalselt seotud [54]. Mitte-minimaalselt seotud Higgsi mudel on
antud funktsioonidega

A(h) =1+ER*, (3.6)
B(h) =1, (3.7)
V(h) = %(h2 -, (3.8)

kus A ja v on osakestefiiiisikast leitavad parameetrid ning & on mitte-minimaalsust kirjeldav

parameeter.

Kui see mudel sellisena programmi sisestada, ei leia programm tingimusele € = 1 vastavat
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skalaarvilja Ioppvédrtust. POhjuse uurimiseks saab valemist (2.14) leida avaldis € jaoks:

8 (1+&12)° 12

) e R (e vy

(3.9)

Graafikuna on see funktsioon kujutatud Joonisel 3.8. Funktsioonil €(h) on katkevuspunkt,
védrtuse i1 = v juures. See esineb ka minimaalselt seotud mudeli korral (graafikul roheline joon
& = 0). Erinevate & viirtuste korral on erinev arv punkte, mis rahuldavad tingimust € = 1.
Graafikul vasakpoolseim punkt sdltub & viirtusest ndrgalt, kuid parempoolsed on selgelt
erinevad. Piirjuhul 4 > v ldheneb € viirtusteni 2, 1 ja O vastavalt £ = —0.5, £ =0ja& =0.5

jaoks.

10

Joonis 3.8: Mitte-minimaalselt seotud Higgsi mudeli aeglase veeremise parameetri € sdltuvus
vilja vadrtusest 4. Vilja vdirtus h on sellel graafikul antud v ithikutes (ehk v = 1) kolme erineva

& viirtuse jaoks. Punktiiriga on mérgitud nivoo € = 1

Programmis kasutatav funktsioon brentq on kiiresti koonduv hiibriidmeetod, mis vajab
sisendina pidevat funktsiooni ning kahte erimirgilise funktsiooni viirtusega punkti, et leida
nullkoht nende vahel [59]. Katkevus kohal /2 = v tuleneb sellest, et V () on selles punktis null.
Selle katkevuse saaks korvaldada niiteks uurides alternatiivset potentsiaali W = v/V2 + 22,
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kus 0 # z < 1. Pdrast vorrandi lahendamist saab arvutusi jdtkata potentsiaaliga V, seega

Iopptulemust selline vahetus ei mojutaks.

Koikide eelnevalt kisitletud mudelite korral on otspunktide valik olnud muutumatu - iiks
on valitud viga viike, teine viiga suur. Selline valik todtaks ka Joonisel 3.8 toodud juhu & = 0.5
jaoks. Juhul & = 0 ei oleks otspunktid enam erimirgiliste € — 1 véirtustega. Juhul £ = —0.5
algoritm tootaks, leides juhuslikult ithe ddrmistest nullpunktidest. Tegelik 10ppvéidrtus soltub
skalaarvilja algviirtuse paiknemisest vOoimalike 10ppvéirtuste suhtes. Selle ndite pohjal on

selge, et sobilik otspunktide vahemik vdib mudeli valikust sdltuvalt varieeruda.

3.4 Perspektiiv

Programmi eesmérk on usaldusvédrselt arvutada koik otsitavad suurused, lahendades iseseisvalt
selleks vajalikud vorrandid. Vd&imalikud lahendused vorrandi lahendamise tookindluse

parandamiseks on niiteks:

1. Automaatse otsingu loomine, mis leiaks algoritmi brentq t6oks sobilikud otspunktid

sisendi jaoks.

2. Teise toopdohimodttega numbrilise meetodi implementeerimine, mis vajadusel asendaks voi

toetaks olemasoleva algoritmi t66d.
3. Numbrilise integreerimise asendamine vOi toetamine siimbolarvutusega.

Inflatsioonimudeli analiitisimise seisukohalt on veel oluline mudeli parameetrite kohta
jarelduste tegemine. Hetkel saab seda kvalitatiivselt teha graafikut lugedes, aga kasulik oleks
ka implementeerida automaatne mehhanism, mis leiab parameetrite vahemikud, kus teooria

ennustus on kooskolas vaatlustega.

Selle informatsiooni pdhjal saaks ka leida piirangud invariantsetele suurustele (2.10) - (2.12),
mis vOoimaldaks konstrueerida esialgse mudeliga ekvivalentseid uusi mudeleid, mis on erinevalt
gravitatsiooniga seotud [9]. Selliselt moodustatud ekvivalentsete mudelite uurimine voib viia

huvitavate tulemusteni, kuna need on vaatluslikult eristamatud esialgsest mudelist.
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Mitte-minimaalselt seotud inflatsioonimudelite
vordlemine vaatlustega
Kaur Kristjuhan

Kokkuvote

Inflatsioon lahendab mitmeid varajase universumiga seonduvaid probleeme. Selle protsessi
tdpsem kulg on médratud skalaarvilja ¢ diinaamikaga, mis on koige lihtsamal juhul
gravitatsiooniga minimaalselt seotud. Kiesolevas to0s on sellise teooria fiilisikaline sisu
selgeks tehtud, antud iilevaade teooria iilesehitusest ning tutvustatud teooriast leitavaid suurusi

ng ja r, mida saab vaatluslike andmetega vorrelda.

Neid teadmisi on laiendatud mitte-minimaalselt seotud inflatsioonimudelitele ning invariantide
formalismi abil on leitud avaldised vaadeldavate suuruste jaoks, mis soltuvad téielikult
sisendfunktsioonidest A(¢), B(¢) ja V(¢) ja nende tuletistest.

Too tulemusena on kirjutatud valmis arvutiprogramm, mis vOimaldab leitud avaldiste
abil vOrrelda mitte-minimaalselt seotud teooriast saadud ennustusi vaatlustega. Selle jaoks
lahendab programm vorrandeid &édretingimuste tdpsustamiseks ning joonistab erinevate
parameetrite viirtuste jaoks parametriseeritud jooned. Need kantakse koos vaatlusandmetest

saadud usalduskontuuridega samale graafikule.

Saadud graafikuid on vorreldud usaldusvéirsete allikatega ning on veendutud, et tulemused on
kooskdlalised. Arvutuslikult problemaatilised aspektid on tuvastatud ning Higgsi mudeli niitel
vilja toodud. Too 10pus on vilja pakutud voimalikke lahendusi nendele probleemidele ning

pakutud ideid, kuidas programmi tulevikus tdiendada.
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