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Предисловие

Предлагаемое руководство посвящено общим основам теории

суммируемости последовательностей. Оно рассчитано, в первую

очередь, на студентов-математиков Тартуского государственно-

го университета, готовящих курсовые, семинарские или диплом-

ные работы по вопросам суммируемости. По объему материала

настоящее издание значительно уступает известной монографии

Харди [24], зато ряд вопросов в ней изложен подробнее, чем

у Харди, и сюда включен также материал, которого нет в на-

званной монографии. Например, параллельно с вопросами сумми-

руемости здесь рассматриваются те же вопросы и для абсолют-

ной суммируемости; приводятся все теоремы для матричных пре-

образований пространств с, пл. и ( друг в друга, даются

формулы перехода от одних треугольных матричных (и обратных)

преобразований к другим; целая глава отводится теории множи-

телей суммируемости. Из классических методов суммирования

особенно подробно рассматривается метод Чезаро комплексного

порядка.
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В работе принята сплошная нумерация параграфов. Форму-

лы нумерованы двумя числами, первое из которых указывает на

номер параграфа. Числа в квадратных скобках представляют со-

бой ссылки на список литературы. Чтение работы предполагает

владение университетским курсом математического анализа

(включающим элементы функционального анализа).

Автор выражает искреннюю благодарность рецензентам

проф. Г. Кангро и доц. Э. Реймерсу,внимательно прочитавшим

всю рукопись и сделавшим ряд полезных замечаний.
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Введ е н и

В математическом анализе важнейшим понятием является

понятие предельного процесса. Простейшим здесь является оп-

ределение предела последовательности.

называется сходящейся к пре-

делу что

Пт

если для любого Е,>o можно найти индекс такой,что

неравенство

Вопросы сходимости последовательностей - основной объ-

ект исследования в теории рядов.

РядЗ

XI (0.1)

выполняется для всех В противном случае последова-

тельность называется расходящейся.

называется сходящимся к сумме %(,, если последовательность

его частичных сумм

1 Предполагаем (здесь и всюду в дальнейшем) п,= 0,1,....

2 Вместо Птл будем писать а иногда Пт
г\-*оо

3 Вместо будем всюду писать XI (Ап,*а иногда XI
1\=0

Ц
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(0.2)

Итак, в определении сходимости ряда мы переходим от ря-

да (0.1) к последовательности (0.2). Для перехода от после-

довательности к ряду

-а) при
А ""

V при и= О,

и из (0.2) получаем

(0.3)

форму, которая нам удобнее.

Ряды обычно подразделяют на числовые и функциональные.

Членами числового ряда являются комплексные (в частности,ве-

щественные) числа Членами функционального ряда — фун-

выражения с отрицательными нижними индексами полагаем рав-

ными нулю. При таком соглашении

при всех п. = 0,1,

сходится к и пишем Ц.ц,=<Ц*.Рядназывается расходя-

щимся, если последовательность его частичных сумм рас-

ходится или имеет бесконечный предел.

Формулы (0.2) и (0.3) являются формулами перехода от

частичных сумм ряда (0.1) к его членам и обратно. Из этих

формул видно, что рассмотрение ряда и его суммы есть лишь

новая форма изучения последовательности и ее предела,но рав-

носильного содержания. Поэтому в дальнейшем при рассмотрении

различных вопросов теории рядов будем выбирать именно ТУ

1-Символ Д будем называть разностью назад. В дальнейшем
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Что же касается специфических вопросов сходимости функ-

циональных рядов (например, вопросы равномерной сходимости

на некотором множестве, сходимости в среднем и др.), то как

видно из работ проф. Г.Кангро [l2, 13] и др., их можно из-

учить с единой точки зрения, если развивать теорию рядов в

произвольном банаховом пространстве, т.е. абстрактную тео-

рию рядов. Однако и эта теория существенно использует теорию

числовых рядов.

кции = Однако,все результаты, получаемые для чис-

ловых рядов, верны и для функциональных, ибо при х = Хф чле-

ны функционального ряда обращаются в числа Поэтому

следует в первую очередь изучать именно числовые ряды.

Для современной теории рядов характерно то, что она

изучает, главным образом, расходящиеся ряды. Для расходящих-

ся рядов надо дать новое определение суммы ряда. Эти опреде-

ления можно дать по-разному. Если расходящийся ряд имеет

сумму по какому-нибудь определению А
,

то говорят, что

ряд суммируем методом суммирования А к сумме .
0 важно-

сти изучения расходящихся рядов говорят следующие примеры.

Как известно (см., например, [23], стр. 328), ряд-про-

изведение XI двух сходящихся рядов

составленное по правилу Коши, т.е. где = X
К-0

обязано сходиться. Однако, если из частичных сумм

XI образуем арифметические средние

не

ряда

9П-'

то, как показал в 1890 году Чезаро [зз], всегда
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11т V.
Результат Чезаро можно сформулировать и так:

ряд-произведение (по Коши) любых двух рядов, сходящихся

соответственно к суммам иV, суммируем методом арифме-

тических средних к сумме V
.

Далее известно ([3],стр.32o; М,стр.474),что ряд Фурье

непрерывной функции может расходиться на бесконечном множе-

стве ЕС(o.2п),в то же время венгерским математиком Л.Фей-

ером ([35.], стр.6o) установлен следующий результат:

если — любая 2 -периодическая непрерывная фун-

кция,

п,

4п.(х.) = + + кх)
к=о

— частичные суммы ее ряда Фурье, то последовательность их

средних арифметических
ГС

к=о

равномерно сходится к на всей числовой оси.

Таким образом, ряд Фурье любой 21С-периодической не-

прерывной функции равномерно суммируем методом арифметичес-

ких средних на всей оси.

В этих двух примерах вопрос решался методом арифметиче-

ских средних. Во многих вопросах нужны разные другие методы

суммирования. Чаще всего эти методы определяются следующими

преобразованиями, называемыми матричными преобразованиям]

Пусть (% = (ССцк) — бесконечная матрица (п,,к=0,1,...),
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(А)

Преобразование (А) называют матричным преобразованием

последовательности в последовательность.

Наряду с преобразованием (А) применяются и следующие

матричные преобразования:

преобразование

(В)

ряда в последовательность;

преобразование

(С)

ряда в ряд;

преобразование

(О)

последовательности в ряд.

Поэтому изучение теории рядов начинаем с изучения мат-

ричных преобразований.

Преобразование (А) называется треугольным, если =

О при К>и,. Аналогично определяется треугольность пре-

образований (В), (С) и (Й).

Для данной последовательности образуем новую последо-

вательность

Если существуют при любом

=
,

то последовательность

= 0,1,... и йт

называется суммируемой

методом (% к сумме V.



10

В случае преобразований (В) и (й) определения суммиру-

емости такие же, как в случае преобразований (А) и (С).

Отметим, что матрицы преобразований (А)—(О), мы обозна

чаем через

В случае преобразования (С), если все ц.\ существуют

и ряд XI сходится к числу ,
то ряд (0.1) называется

суммируемым этим методом к числу

ОС = (а."к), А = А=(<А„к
В случаях, где нет боязни путаницы, мы все эти матрицы будем

просто обозначать буквой Д
.
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Глава I

МАТРИЧНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

Для нахождения теорем, дающих необходимые и достаточные

условия для того, чтобы данное матричное преобразование пе-

реводило один класс последовательностей (скажем в дру-

гой (скажем исторически сложились следующие три общих

метода.

1) Непосредственный метод,или метод быстро возрастающих

последовательностей. Исторически - это первый метод для до-

казательства теорем о матричных преобразованиях, примененный

Теплицем [бб] в 1911 году. Достаточность условий доказывает-

ся непосредственно, а их необходимость доказывается от про-

тивного путем построения одной последовательности класса <4

такой, что при невыполнении рассматриваемого условия преоб-

разованная последовательность не входит в класс
.

2) Метод,основанный на применении теоремы Банаха—Штейн-

гауза ([28], стр. 79, теорема 3) о сходимости всюду в бана-

ховом пространстве последовательности непрерывных линейных

функционалов. Этот метод (в частных случаях) применял уже

Хан ([39], стр.9, теорема 111). Систематическое применение

этого метода имеем в статье Кулля [15], где рассматриваются

матричные преобразования двойных последовательностей.

3) Метод Целлера. Он разработан в 1953 году немецким

математиком Целлером [70] и основывается на применении тео-
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ремы Банаха о замкнутом графике.

Методы 2 и 3 неудобны а) для преобразований пространст-

ва па, (ограниченных последовательностей) и б) для преобра-

зований пространств С (сходящихся последовательностей) и т. в

пространство & (абсолютно сходящихся рядов).

§l. Теорема Кожима—Шура

Ьт *

1
В литературе применяется также термин "перманентный".

2
Если матрица (Х = треугольна, то суммирование в ус-
ловиях 2° и 3° производится до индекса п..

Для нахождения формул предела преобразованной последова-

тельности (т.е. Ищ или суммы преобразованного ряда

(т.е. удобно также пользоваться общим видом непрерыв-

ного линейного функционала рассматриваемого пространства по-

следовательностей.

Матричное преобразование называется сохраняющим сходи-

мость, если оно переводит все сходящиеся последовательности

или ряды в сходящиеся последовательности, т.е. если из сходи-

мости последовательности или ряда (0.1) всегда следует

сходимость последовательности Если при этом

то матричное преобразование называется регулярным .

В теории суммируемости главную роль играет

Теорема 1.1. Для того, чтобы преобразование (А) сущест-

вовало и сохраняло сходимость, необходимо и достаточно выпол-

нение условий
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=(о. - м

Доказательство непосредственным методом дано в книгах

Харди ([24], стр. 63-66) и Кука ([l4], стр. 74-77). При по-

мощи теоремы Банаха—Штейнгауза доказательство дано в книге

Кангро [.47] (§ 28, п.6) и в статье Кноппа ([sl], стр. 274-

276).

Теорема 1.1 принадлежит для треугольных матриц Кожина

([s3], стр. 297) и в общем случае Шуру ([64], стр. 82,теоре-

ма I). Поэтому матрицы, удовлетворяющие условиям I°-3^,часто

называют К -матрицами.

Замечание 1.1. Из условий 1° и 3° следует

вытекает

К-0

Переходя в последнем к пределу при г\.-*о<з,в силу условия

I°, получаем условие

К-0

равносильное условию (1.2)

1° существует Пт = ,

2° существует Пт XI =(Х,
з° =

При этом, если то

(1-2)

Действительно, из условия 3° для любого гг\,=0,1,...
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Теорема 1.2. Для того, чтобы преобразование (А) было

регулярным, необходимо и достаточно выполнение условий I°-3°

теоремы 1.1 с и а,= 1.

Доказательство. Достаточность вытекает непосредственно

из формулы (1.1).

Теорема 1.2 по существу принадлежит Теплицу (см.

также Харди стр. 84, Кук стр. 73). Поэтому мат-

рицу регулярного преобразования часто называют Т-матрицей.

Приведем теперь аналоги теорем 1.1 и 1.2 для преобразо-

вания (В).

Теорема 1,3. Для того, чтобы преобразование (В) сущест-

вовало и сохраняло сходимость, необходимо и достаточно вы-

полнение условий

1° существуй

При этом, если то

Необходимость. = -*0 при К-*-оо, ТО

Ип.=(1цр, следовательно, условие а.. = 0 необходимо.

Если то откуда и вытекает необходи-

мость условия (Ь= 1.

Замечание 1.2. Если преобразование (А) применять к

классу последовательностей для которнх то

в теоремах 1.1 и 1.2 условие 2° можно опустить.

Символ Кронеккера —гь#=к,

2
ги< [1 при п,= к.

Символ Л будем называть разностью вперед, причем

"
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(I.з)

—
— +

Доказательство. Сначала найдем условия существования

преобразования (В). Для этого, обозначив

К-0

учитывая (0.2), при помощи преобразования Абеля

И=о

Отсюда по теореме 1.1 преобразование (В), т.е. последова-

тельность

IА\=lЬпlА", (1-4)

существует тогда и только тогда, если иатрица

0,1,... . Однако, так как

!ГУ\

получаем

Г'
К=о

при

при к =

< 0 при

удовлетворяет условиям 1°-3° теоремы 1.1 для любого

— И ьО_тк
т, к=о

то остается лишь условие 3° теоремы 1.1, т.е. последователь-

ность (1.4) существует тогда и только тогда, если найдутся

независящие от т. постоянные такие, чтобы
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что равносильно условию

<У2lд&г'кl<°с
к

(1.5)

ввиду неравенства

При этом по формуле (1.1) из (1.4) получаем

к

или

1.1 и учитывая замечание 1.2, убеждаемся в том, что преоб-

разование (1.6) и

Отсюда для существования 11т должен существовать

(l*9)

=11 (1.6)

Так как %(«--%(. = (у(1),то применяя к (1.6) теорему

Пт *

существуют тогда и только тогда, если

существуют (1.7)

и выполнено условие (ибо из вытекает (1.5)), причем

(1.8)

Из последнего и условия (1.7) выводим, что для любого конеч-

ного должны существовать числа

т.е. должно иметь место условие 1°. Обратно, из условия 1**'

следует (1.7).
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Из (1.8) и (1.9) заключаем справедливость формулы (1.3).

Теорема 1.3 доказана.

Следствие 1.1. Для того, чтобы преобразование (В) было

регулярным, необходимо и достаточно выполнение условий 1° и

2° теоремы 1.3 с с*к= 1.

Доказательство следует из теоремы 1.2, ибо (1.7) пока-

зывает, что здесь О.ц = а тогда из (1.3) вытекает,что

О.=
.

Теорема 1.3 принадлежит многим авторам (см. Кук [l4] ,

стр.Bo). Ее доказательство непосредственным методом приведе-

но в книге Кука ([l4], стр. 80-83), а при помощи теоремы Ба-

наха —Штейнгауза дано Ханом ([39], стр.33). Приведенное нами

доказательство теоремы 1.3 принадлежит, в основном,Кармайклу

([32], стр. 120).

§2. Теорема Шура

Здесь основной является

Теорема 2.1. Для того, чтобы преобразование (А) сущест-

вовало и переводило все ограниченные последовательности

в сходящиеся последовательности , необходимо и доста-

точно выполнение

1
Если матрица Сй.=(а.цк) треугольна, то суммирование в ус-

ловиях 2° и 3° производится до индекса и,. Действительно,

для условия 2° это очевидно, а для условия 3° имеем

причем, второе слагаемое справа стремится к нулю при

в силу замечания 1.1.

+

к к=о к=п+1
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1° существуют

3° = 0.

При ЭТОМ

Ьт*и\ = (2.1)

Доказательство. Достаточность. Из условия 2° следует

существование преобразования (А), а из условий 1° и 2°,ввиду

замечания 1.1, вытекает абсолютная сходимость ряда в формуле

(2.1). Отсюда, обозначив

о.*!
из условия 3° выводим

- Е = I = -

при Г\, —* <3O.

Необходимость условий 1" и 2° вытекает из теоремы 1.1,

ибо СС гл,. Остается доказать необходимость условия 3°,учи-

тывая, что из условий 1° и 2° следует сходимость рядов

Тогда по лемме Больцано—Вейерштрасса существует число У>o

и возрастающая последовательность {п.р}с{г*-} такие, что

—(2.2)
РгР К г

Предположим от противного, что условие 3° не выполнено.

Покажем, что в этом случае можно построить (хотя бы одну )

ограниченную последовательность такую, что

расходится при р —* ео.
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Зададим произвольно и построим индуктивно две бы-

В силу условия 1° можем выбрать столь больиим,

чтобы

(2.3)

К=*4Ч*Ь
(2.4)

+ (2.5)

приз-км,.

Тогда 1. , и, в силу (2.3) и (2.4),

стро возрастающие последовательности и

Аименно, предполагая, что и

уже определены, укажем правило для определения и

К*

Далее, ввиду сходимости рядов Щ* ка*дом .

учитывая, что уже определено, можем выбрать

столь больмм, чтобы

Таким образом последовательности и определены.

Из (2.2), (2.3) и (2.4) непосредственно заключаем, что

теперь последовательность так:

при 0
(2.6)

при

1Длялюбогокомплексного2/0полагаем (1[

Отсюда2зди2=Щ.
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<5O

но, учитывая (2.6) и применяя оценки (2.5) и (2.7), рассмот-

рим разность

III), однако у Шура условие 3° заменено условием

Следовательно, и все сходящиеся последовательности.

к=о *

Теперь можем

и 1<

доказать, что

. (2.7)

такова, что

расходится, а вместе с ней расходится и Действитель-

= (-ч/ 21
Отсюда вытекает, что может сходиться. Необходи-

мость условия 3° доказана.

Легко доказывается

Теорема 2.2. Для того, чтобы преобразование (А) сущест-

вовало и переводило все сходящиеся к нулю (или все ограни-

последовательности л!
к

в ограниченные последова-

тельностм[ необходимо и достаточно выполнение условия

Доказательство. Достаточность. Так как то

1 =(оГ1)$ № (1).
Необходимость следует из доказательства теоремы 1.1.

Теорема 2.1 принадлежит Шуру ([64], стр. 82, теорема
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§3. Теорема Хана

Здесь основной является

При этом

- (3'3)

Доказательство. Из условий 1° и2° вытекает

и, следовательно, ряд в (3.3) сходится абсолютно. Далее,так

как по условию 2°

=

то преобразование (В) не только существует, но ряды в нем

сходятся равномерно относительно . Поэтому по условию 1°

= Х1]а.к1.
Необходимость условия 3° доказана в статье Хилла—Гамильтона

([42], стр. 156) и в книге Целлера ([7l], стр. 58).

Теорема 2.2 принадлежит Хану ([39], стр. 11,19 и 21).

Теорема 3.1. Для того, чтобы преобразование (В) суще-

ствовало и переводило все абсолютно сходящиеся ряды (0.1) в

сходящиеся последовательности необходимо и достаточно

выполнение условий

1° существуют = (3.1)

2° (3.2)

чем достаточность условий 1° и 2° и формула (3.3) доказаны.

Доказательство необходимости этих условий см. Кангро
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[47], § 28, п.B, или Целлер [7o].

]IГП Ц-к,
необходимо и достаточно выполнение условий 1° и 2° теоремы

3.1 с =l.

ельство. Достаточность вытекает из формулы (3.3).

Доказательство достаточности аналогично доказательству

теоремы 3.1,а доказательство необходимости такое же, как для

условия 2° теоремы 3.1.

Теорема 3.2 также принадлежит Хану ([39], стр. 29)

Дадим теперь аналог теоремы 3.1 для преобразования (А).

Для этого дадим

Теорема 3.3. Для того, чтобы преобразование (А) суще-

ствовало и переводило все абсолютно сходящиеся последова-

Следствие 3.1. Для того, чтобы преобразование (В)

водило все абсолютно сходящиеся ряды (0.1) в сходящиеся по-

следовательности и выполнялось равенство

Необходимость. Если

но ввиду того, что тогда . условия

= 1 необходимы.

Теорема 3.1 принадлежит Iану ([39], стр. 29).

Теорема 3.2. Для того, чтобы преобразование (В) сущест-

вовало и переводило все абсолютно сходящиеся ряды (0.1) в

ограниченные последовательности необходимо и доста-

точно выполнение условия

Определение. Последовательность называется абсо-

лютно сходящейся, если
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тельности в сходящиеся последовательности не-

обходимо и достаточно выполнение условий

= и последовательность абсолютно сходится,

то необходима сходимость всех рядов Поэтому мо-

жем обозначить

60

= (3.8)

получаем
ПЛ.

к-0 К=о Т=М.

Отсюда при т.-*со заключаем

1° существуют (3.4)

2° существует ]1т Х2 = СС, (3.5)

з° (3.6)
х=о

При этом, если 11ППто имеет место (1.1).

Первое доказательство. Так как при имеем

— />*
'

(3.7)

Пусть теперь - любая абсолютно сходящаяся последова-

тельность (отсюда <М.,(=М)(1)) иравенство (3.7) существует.

Применяя преобразование Абеля с учетом (0.2) и вытекающего

из (3.7) равенства

т.е. формулой (3.7) определяется переход от преобразования

(А) к (В) для всех (абсолютно) сходящихся последовательнос-

тей %1-к'
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Достаточность. Докажем, что из условий I°-3° теоремы

3.3 вытекают условия 1° и 2° теоремы 3.1.

Действительно, из (3.7) следует, что

к-1

откуда видно, что из (3.5) и (3.4) вытекает условие (3.1), а

из условий (3.5) и (3.6) - условие (3.2).

Необходимость. Докажем, что и наоборот, из условий 1° и

2° теоремы 3.1 вытекают условия I°-3° теоремы 3.3.

Действительно, пользуясь (3.7) при к=o и (3.8), убеж-

даемся в том, что (3.1) влечет за собой условия (3.5) и

(3.4). Наконец, при помощи вытекающего из (3.7) (или (3.8) )

формулы

ГЛ

+

к=о

из (3.2) выводим условие (3.6).

Чтобы доказать формулу (1.1), отметим, что из (3.4) и

(3.6) вытекает

гл.

1
См., например, теорему 21.1, доказательство которой дано в

книге Кангро (47], глава I.

и по известному Дедекинда—Адамара ряд

сходится, чем формула (1.1) доказана.

Второе доказательство. Из сходимости рядов (3.7) следу-

ет существование для любого 0,1,... независящих от

постоянных таких, что



(3.9)
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Обозначим

и
п\

"

№=o

Так как &(1)и Iдl<°^< имеем

14\

к=о к=о

УУ\. оо

=-11а.лкХ1 =

К=о

="Ё(Ё ""Ё(
4=4к=о 4=п\+ЪК=o

К 4=4. к=о

(ЗЛО)

Следовательно, преобразование (3.10) существует, если схо-

дятся все ряды в (3.7).

Применяя к преобразованию (3.10) теорему 3.l,получаем,
как необходимые и достаточные, условия (3.6) и (3.4), ибо

существование пределов

4-4.

Iлт. о.г\к
п, к=о

Отсюда при пл.ввиду (3.7) и (3.9), выводим

равносильно условию (3.4). Так как при получаем не-

обходимость условия (3.5), то из сходимости разности
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следует сходимость последовательности

Последнее доказательство принадлежит Идзуми ([44], стр.

317).

Докажем и формулу (1.1). Действительно, в силу условия

(3.6) можем в (3.10) перейти к пределу при г\.-*-оо,в ре-

зультате чего, применяя (3.4) и (3.5), получаем формулу

Ппl^с^=
к=О

т-1

так как из условий (3.6) и (3.4) вытекает, что &«,=(%),
к=о

и, следовательно,

к=о к*о

к=о

чем и доказана формула (1.1).

т, 1-1 т-1

1=1 <.0 к-. *'у,к+1

Замечание. Если преобразование (А) применять к классу

последовательностей дня которых то в

теореме 3.3 можем условие 2° опустить.

Теорема 3.3 также принадлежит Хану ([39], стр. 25).
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§ 4.

Здесь основной является

абсолютно сходящиеся ряды необходимо и достаточно

1
выполнение условия

= (4.1)

При этом

(4.2)

где обозначено

<4 =s_'л*

.тельство. Достаточность условия (4.1) и формула

(4.2) просто доказывается непосредственно. Действительно,из

абсолютной сходимости ряда (0.1) и условия (4.1) сразу за-

ключаем

П, К *т-

и поэтому верна и формула (4.2).

Необходимость условия (4.1) очень просто доказана

книге Кангро § 28, п.B, и в статье Целлера Г7o].
Заметим, что матричное преобразование называется сохра-

ниабсолютную сходимость, если оно переводит все абсо-

лютно сходящиеся ряды (или последовательности) снова в аб-

1
Если матрица ?Г==(<Д\,<)треугольна, то суммирование в (4.1)
и в формуле для производится по индексу г\,от к до <хэ.

Теорема 4.1. Для того, чтобы преобразование (С) сущест-

вовало и переводило все абсолютно сходящиеся ряды (0.1) в



Доказательство. Достаточность следует непосредственно

из формулы (4.2).

= (Р(1).
п,

(4.3)

При этом

Доказательство. Для существования преобразования (В)

достаточно вытекающее из (4.3) условие (3.2). Оно и необхо-

димо по теореме 3.1. Но,если все ряды в преобразовании (В)

1

При наличии двух нижних индексов полагаем всегда

—

-28-

солютно сходящиеся. Если при этом сумма абсолютно сходящего-

ся ряда не меняется, т.е. то преобразование

часто называют абсолютно регулярным.

Следствие 4.1. Преобразование (С),сохраняющее абсолютную

сходимость, абсолютно регулярно тогда и только тогда, если

Необходимость. Если
,

то Поэтому по

формуле (4.2) должно быть

= 1

Теорема 4.1 принадлежит Кноппу и Лоренцу [521.

Найдем теперь аналоги теоремы 4.1 для преобразований

(А) и (В).

Теорема 4.2. Для того, чтобы преобразование (В) сущест-

вовало и переводило все абсолютно сходящиеся ряды (0.1) в

абсолютно сходящиеся последовательности необходимо и

достаточно выполнение условия
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существуют, то

откуда

—(4.4)

и остается применить теорему 4.1, учитывая, что здесь

й

Теорема 4.2 впервые доказана Суноути Ебs].

Доказательство. Так как последовательность аб-

солютно сходится, то условие 1° должно выполняться. Поэтому

сходятся все ряды (3.7). Теперь остается лишь к (3.7) приме-

нить теорему 4.2.

Теорему 4.3 впервые доказала Меарс [s7] непосредствен-

ным методом.

§5. Теорема Пейеримх<

Лемма 5.1. Для того, чтобы .ряд (0.1) сходился абсолют-

Теорема 4.3. Для того, чтобы преобразование (А) сущест-

вовало и переводило все абсолютно сходящиеся последователь-

ности в абсолютно сходящиеся последовательности

необходимо и достаточно выполнение условий

1° сходятся ряды ,

2°
<%

При этом имеет место формула (1.1).

Пусть ,
ТМ, и - конечные множества неотри-

дательных целых чисел. Предварительно нам нужна
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но, необходимо и достаточно существование постоянной К та-

кой, что

к (5.1)

для любого
. При этом

4к.
Ж/ п.бЖ.

Доказательство. Поскольку = где

и <Ап. = то

С". (5.2)
п,€lй, П,6ЙI,

нкйвК-юд*иккр'ЩЭ

ЭНийпнродь*КИЯВ1ЛЭДэрНЕ*ЕКЙодоэлдоели

х?!
г,ТДЭ'и'

=Я1(31

Вследствие этого неотрицательные вещественные части комплек-

сных чисел образуют абсолютно сходящийся ряд. Таким же

образом находим, что все отрицательные вещественные, неотри-

цательные мнимые и отрицательные мнимые части комплексных

чисел образуют абсолютно сходящиеся ряды. Неравенство

(5.2) показывает, что сумма ни одного из этих четырех рядов

не превосходит к . Следовательно,

чем лемма доказана.

Теорема 5,1. Для того, чтобы преобразование суще-

ствовало и переводило все сходящиеся к нулю (или все ограни-

ченные) последовательности (0.2) в абсолютно сходящиеся ряды



(5.3)

для любого
.

к

Далее, для того, чтобы лемме 5.1 необходимо

и достаточно условие (5.1), принимающее в данном случае вид

где к не зависит от %
, но может зависеть от Так

как ряды в условии (5.4) при любом 0,1,... сходящиеся и

- конечное множество, можно условие (5.4) представить в

виде

(5.5)

можем условие (5.5) переписать в виде

I

1
См., например, Натансон Мl7], стр. 21.

-31-

XI * необходимо и достаточно существование постоянной М

такой, что

* П.6IД,

Доказательство. Условие (5.3) обеспечивает существова-

ние преобразования (О) для всех последовательностей,так как

для любого одноэлементногоТЯ==(гс}, п,= 0,1,..., из (5.3)

следует, что

к

Однако, поскольку все ТЯ- упорядочить в последова-

тельность ТИф, то, обозначив
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Е I^l=ом,
т.е. условия (5.3).

Замечание 5,1. Условия (5.3),

к

ибо, как показал Пейеримхофф [62], матрица с элементами

Iп(к+2)

п
— Г

"К (Ц.+lР
1п(к+1)

переводит все ограниченные последовательности в абсолютно

сходящиеся ряды, но тем не менее

Теорема 5.1 вместе с приведенным простым доказательст-

вом принадлежит Пейеримхоффу ([6l], стр. 141-142). Если в

теореме 5.1 условие (5.3) заменить любым из условий (5.6)

или (5.7), то в таком виде теорема 5.1 доказана ранее Целле-

равносильны. Равносильность их вытекает из леммы 5.1.

Замечание 5.2, Условие (5.3) нельзя заменить условием

и рассматривать его как матричное преобразование всех огра-

ниченных или всех сходящихся последовательностей (0.2) в

ограниченные последовательности. Для этого по теореме 2.2

необходимо и достаточно выполнение условия
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(5.8)

И

к т\€)Л
Отсюда в силу (5.3) вытекает неравенство

5*

Пусть и - две произвольные последовательности,

принимающие лишь целочисленные неотрицательные значения.

В применениях часто очень полезна

Теорема 5.2. Если преобразование (&) существует и пе-

реводит все сходящиеся к нулю последовательности (0.2) в аб-

солютно сходящиеся ряды то существует независящая

от матрицы О(,= (ССп.к)постоянная такая, что для любых

*В1*рГИМ-т = 0 при выполни-

ются условия

для любых СТ"
к ",€ТЙ,р.

* *

ХИГ для любых (5.9)

Доказательства. Пусть е(1) и =о{1).В силу

леммы 5.1 выводим

Лд
4т-1

и1ЯЭЧта
с4тп$]?.

(5.10)

Теперь определим последовательность

33
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'р при

[-1 при

и положим

при г\.е?йК,,

(0 пригсфТРЙ,.

И6ЙЙ,

(5.11)

Далее, так как

о (О при

(5.12)

то разделив обе части неравенства (5.11) на 2тг и интегри-

руя его по тс. в промежутке (0, 2тс), получаем

У", 12 О-п-к (5.13)

г\.6ЙЙ.

Аналогично доказывается необходимость условия (5.8).

Теорема 5.2 принадлежит Пейеримхоффу [62].

В частности, если множество "Уlр состоит из одного чис-

ла р , то из теоремы 5.2 вытекает

Следствие 5.1. Для того, чтобы преобразование (0) су-

6 при
<Ц='

к
при

Тогда (5.10) принимает вид

ибо ввиду (5.12) суммирование по индексу (5.13) про-

изводится лишь по тем его значениям, для которых

т.е. по всем = лемме 5.1 из (5.13)

вытекает (5.9) с 1-=16М.
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В заключение докажем еще одно предложение, принадлежащее

Пейеримхоффу теорема 6).

Сопоставим преобразование (0) с преобразованием

(5.14)

Поскольку

то условие (5.6) для преобразования (5.14) является не чем

иным, как условием (5.3) для преобразования (&). Вследствие

этого, согласно теореме 5.1 и примечанию 5.1 преобразования

(&) и (5.14) одновременно переводят все ограниченные после-

довательности (0.2) в абсолютно сходящиеся ряды. Для послед-

него, как видно из (5.14), необходимо и достаточно условие

ГС к

равносильное условию

I (5.15)
к и

ществовало и переводило все нуль-последовательности (0.2) в

абсолютно сходящиеся ряды необходимы условия

любых о- ,

Ыо. для любых
.

с любыми Но, так как по теореме 5.1 любое условие,

необходимое для преобразования пл.-*
,

необходимо и для

преобразования то тем самым доказано

Следствие 5.2. Для того, чтобы преобразование (О) су-
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шествовало и переводило все сходящиеся (или все ограниченные)

последовательности (0.2) в абсолютно сходящиеся ряды

необходимо и достаточно сходимость всех рядов и

выполнение условия (5.15) для любой ограниченной последова-

тельности .
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Гл а в II

ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ И СООТНОШЕНИЯ

ТЕОРИИ МЕТОДОВ СУММИРОВАНИЯ

§6. Определение метода суммирования

= 1-I+l-1+.... (6.1)

<Ц,= 1-I+l-1+
...

= 1-(1-1+1-1+ ...) =1 -

Нашей целью является дать такое обобщение понятия суммы

ряда (или, что то же самое, понятие предела последовательно-

сти), чтобы и расходящемуся ряду можно было приписать сумму.

Расходящиеся ряды применялись в анализе намного раньше, чем

была создана теория расходящихся рядов. Например, когда тре-

бовалось найти сумму какого-то функционального ряда,произво-

дились различные его преобразования. И, несмотря на то, что

нередко ряды при этом преобразовывались в расходящиеся, в

итоге получались верные результаты. Особенно часто расходя-

щиеся ряды применял Эйлер (1707-1783), но неверных результа-

тов он не получал. Отметим, что в 17-18 веках математики

очень наивно относились к расходящимся рядам. Например,спра-

шивали какова сумма ряда

При этом сумму ряда (6.1) считали равной -

.
Это обосновыва-

ли тем, что частичные суммы ряда (6.1) попеременно равны 0 и

1, и поэтому самой вероятной суммой ряда.(6.1) является

арифметическое среднее частичных сумм - число Были и дру-

гие "обоснования". Например, обозначая сумму ряда (6.1) че-

рез , получается



"Сумма всякого ряда есть значение того конечного выра-

жения, из развертывания которого возникает этот ряд".

В этом определении Эйлер, по-видимому, имел в виду раз-

ложения в степенные ряды. Если ряд сходится, то ясно, что

определение Эйлера приписывает ему сумму в согласии с обыч-

ным определением (см. ниже § 20). Но определение Эйлера при

менимо и к расходящимся рядам. Например, по определению Эй-

= 1 + Х +Х'т-..

4
—*

—
*— 1. *Т* !

I+тЧ".- + 1-эс

2
в частности, число из разложения

-38-

откуда 21/.= 1, = В то время лишь Л.Эйлер пришел к

мысли, что понятие суммы ряда надо в первую очередь четко

определить. Он указывал, что вопрос не в том, чему .равна

сумма расходящегося ряда, а в том, как определить ее. И

Эйлер (1743) дает определение:

лера сумма ряда (6.1) равна так как ряд (6.1) получа-

ется при ж = -1 из разложения

Однако некоторые математики возражали против определения Л.

Эйлера. Н.Бернулли (1743) спрашивал, не может ли один и тот

же ряд возникнуть из двух различных выражений. Эйлер (1745)

в письме Гольдбаху утверждал, что так быть не может, ибо

Эйлер имел в виду разложения в степенные ряды, а сумма сте-

пенного ряда определяется однозначно. Позже приводился при-

мер, где сумма ряда (6.1) может быть по определению Эйлера

любая правильная дробь если исходить из разложения
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+*3. = = 1- - (6.2)
I+Х.+ТС* 1-дЗ

при х= 1. Этот парадокс решил Лагранж (1736-4813). Дейст-

вительно, положив х= 1, из степенного ряда (6.2) получаем

= I+o-4+l+o-I+l-
... ,

так что последний ряд не является рядом (6.1), а содержит

нули членами

Таким образом, можем сказать, что у Эйлера 15ыли дейст-

причем появились друг за другом ряд важных результатов тео-

рии расходящихся рядов. В 1901 году уже вышла первая моно-

ния, который обозначим просто через А

4

Такие обстоятельства нужно нам и в дальнейшем учитывать.

Вместо рядов можем всюду говорить и о последовательностях.

вительно основополагающие результаты в теории расходящихся

рядов. Все же, несмотря на эти результаты, в первой половине

19-го века при критическом пересмотре основ математического

анализа результаты Эйлера были забыты и расходящиеся ряды

выброшены из анализа. Однако уже во второй половине 19-го

века без привлечения расходящихся рядов нельзя было обойтись,

графия по расходящимся рядам Э.Бореля [29].

Перейдем теперь к определению понятия суммируемости.

Пусть А* - некоторое множество Если для любого

ряда ХИи.у'бД' ставится в соответствие некоторое число

(6.3)

то говорят, что на множестве А' определен метод суммирова-

Число (6.3) называется А-суммой ряда (o.l),множество
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А' (его часто обозначают и через с.А ) называется полем сум-

мируемости метода А
.

Говорят также, что метод А суммирует ряд (0.1) к сумме

(6.3); или ряд (0.1) является к сумме (6.3);

или же ряд (0.1) суммируем методом А к сумме (6.3).

Отметим, что сумма ряда зависит от выбора метода Д
.

Приведем несколько примеров.

1. По определению суммируемости обычная сходимость так-

же является методом суммирования. Его будем называть методом

сходимости или единичным методом и обозначать через Ё
.

Он

определяется равенством:

<-0

а для последовательностей

Е {%(.".} =l]ПlИп..
Итак, Е =С , т.е. полем суммируемости метода Е является

всё множество сходящихся последовательностей.

2. Пусть

А{s2 .

Этот метод обозначается через Еф . Он суммирует любой ряд к

его нулевому члену. По этому же определению

+ И-о 1-И-11 ь -}- О.

ти, если

Ясно, что (множество всех последовательностей)

3. Пусть

_

*

Здесь п = - матричный метод суммирования. В частное-



_

Г1 при к 3 г\,

при к>гь

тоЛ=Е. Еслиже

, (1 при к=О,
<*пк=4

[О при к>o,
то А=Ео.

4.Пусть

1-*Хо *

где - некоторое число или символ
,

или

*

Такой метод Н называют полунепрерывным методом суммирова-

НИЯ.

§ 7. Некоторые в мето

Ясно, что важнейшие свойства метода сходимости не могут

иметь места для любого метода суммирования. Поэтому в даль-

нейшем не будем рассматривать любые методы суммирования, а

наложим на них некоторые ограничения.

Если

6.

А'эс,

т.е. если метод суммирования А суммирует все сходящиеся

ряды (последовательности), то говорят, что метод А сохра-

няет сходимость или консервативен.

Для методов, сохраняющих сходимость, могут быть две

возможности.

1. Метод А сохраняет сумму любого сходящегося ряда.

41
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Тогда метод А называют регулярным. Таким образом, метод

называется регулярным, если он суммирует все сходящиеся ряды

к их обычной сумме,

2. Метод А не сохраняет суммы каждого сходящегося ряда.

Тогда метод /1 называется нерегулярным.

Если

т.е. если метод суммирования А суммирует все ограниченные

последовательности, то метод А называется методом.порожда-

ющим сходимость.

Важным свойством метода сходимости является его линей-

ность, которую для любого метода А определяют так.

Метод суммирования А называется линейным, если для лю-

бых постоянных И

причем существование правой части влечет за собой существо-

вание левой.

Нелинейным является,,например, метод, определяемый фор-

Если регулярный метод Л суммирует к со любой ряд

то метод Л называется вполне регулярным.

Отметим, что нерегулярные методы суммирования также

имеют практическое значение. Например,в применении к прибли-

женным методам вычислений важны также методы суммирования,

которые могут искажать значение рассматриваемой величины в

пределах заданной точности.

Например, любой матричный или полунепрерывный метод

суммирования является линейным.
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мулой

Множество <4* обладает многими интересными свойствами

(см. Волков—Ульянов Гl4], стр. 374-384).

§B. Матричные методы с:

Матричный метод задается в виде одного из преобразова-

ний (А), (В), (С) или (0), причем метод и его матрицу всюду

обозначаем одной и той же буквой.

а в виде (С) или (О) -

Отметим, что не все четыре вида преобразований самосто-

ятельны. Покажем, что легко переходить от преобразования (А)

к (О) и обратно, и ст (В) к преобразованию (С) и обратно

(здесь же станет ясным и выбор наших обозначений).

Действительно, ввиду сходимости всех рядов в преобразо-

вании (А), имеем

—=
*

* А

и, следовательно,

Сl-П.К' (8Л)

Аналогично доказывается (см. (4.4)), что

Если матричный метод А задан в виде преобразований

(А) или (В), то

Матричный метод называется треугольным, если он задан

треугольным преобразованием. Метод Л =(с4п,к) называется

нормальным, если он треуголен и лвбом г\= 0,1,..
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(8.2)

Также наоборот, ввиду сходимости всех рядов в преобразовании

(&), имеем

Аналогично

(8-4)

Для треугольных методов формулы (8.3) и (8.4) получают вид

= (8.31)
т=к

(8.41)
м\=к.

Формула (8.1) является формулой перехода от преобразования

(А) к преобразованию (О); формула (8.3) -от (0) к (А);

формула (8.2) -от (В) к (С); формула (8.4) -от (С) к (В).

Отметим, что от преобразования (А) к (В) или

обратно не всегда возможен. Поэтому в общем случае преобра-

зования (А) и (В) самостоятельны. Однако, если метод треуго-

лен, то все четыре вида преобразований равносильны.

Найдем теперь формулы перехода от преобразования (А) к

преобразованию (В) и обратно в случае треугольного метода.

Действительно,

1
См. Зигмунд [9], стр. 141-142.

п. П- й.

—

*л=0 м\=0 К К плео

и, следовательно,
п.

— ССуйК- (8.3)
пл=0



45

откуда

(B*s)
?=к

Из формулы (8.5) при К<П. выводим

п,

—"22 "22 Сl-Г\9 —

у.к \)=к+;.

откуда всегда

<2-пк-Д<*"к- (8.6)

Формула (8.5) является формулой перехода от преобразования

(A) к (В) в случае треугольного метода, а формула (8.6) - от

(B) к (А).

Далее, в случае треугольного метода, из (8.5), (8.2) и

(8.1) вытекает

п.

* 22
У=к

= 22 У

Аналогично находим

(8.7)

(8.8)

(8.9)

' (8.10)

-

"22 **

' (8.11)

=22 22 (8.12)
у=к ж-к

Отметим, что для треугольного метода, например, из фор-

-*

Л * \ )
7=0 к=о к=о 7=и
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мул (8.5), (8.2) и (8.8) следует

** ** (8.13)

Отметим также, что для треугольного метода имеет место

равенство

*"

'

п-к
(8.14)

Действительно, из (8.2) непосредственно вытекает

о.

— Дс(г\к—-
л=и

§9. Об юбразования

т.е. ес.;п

Покажем, что имеет место (ср. Кук Гl4], стр. 31 и 34)

Многие проблемы теории рядов часто решаются при помощи

обратного преобразования. Например, для преобразования (А)

это означает найти формулу, выражающую члены последователь-

ности через члены последовательности Отметим,что

для бесконечной треугольной матрицы -=(а.щ<) (двусторонней)

обратной матрицей называется матрица Л **
—, если

7=к

Теорема 9.1. Для треугольного матричного метода А об-

ратное преобразование А **существует тогда и только тогда,

если А нормален, причем матрица А является обратной мат-

рицей матрицы А
.
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Докасательство. Так как метод А треуголен, тс можем

рассматривать лишь преобразование (А).

Пусть ОС = нормален. Имеем

=

41".

и, подставляя последнее в выражение

имеет место формула

ТА =ХЬ ТА'
.

о.!)

имеет место тогда и только тогда, если

Отсюда, так как при любом п = 0,1,..., следует

11 = — 11'
От,.

* *

а..

и т.д. Предположим теперь, что для каждого т.= о,1,...,й,-1

существуют числа
* при которых

учитывая, что / 0 при любом г\= 0,1, ...,находим,что

однозначно выражается через т.е.

Покажем теперь, что однозначно определяемые числа *

элементы обратной матрицы (% матрицы (%
. Действительно,

равенство

ч=с * К=О У=к
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*

(9.2)

Аналогично, так как при помощи (9.1) и (А)

то, обозначив

п.

убеждаемся в том, что также

ибо в таком случае, ввиду (9.2),

гх п, гь П. X

Доказательство теоремы 9.1 следует и из того факта, что

определитель системы линейных уравнений

У?

С^^о^о+'*'+С^п,^^гс—
отличен от нуля, т.е.

Из теоремы 9.1 следует существование обратных и для мат-

риц преобразований (В) - (0), если они нормальны. Поэтому

вместе с формулой (9.1) для преобразований (В), (С) и (О)

соответственно имеем

Следовательно, матрица нормального метода (ЗС имеет двусто-

роннюю обратную матрицу ОС* = ($пк). Теорема доказана.
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п,
)

(9.3)

п.

(9.4)

<. (9.5)

Найдем формулы, связывающие, обратные преобразования

(9.1), (9.3), (9.4) и (9.5) между собой, учитывая, что

*А'к-
Действительно,

% =II X =Е(1 -

))=о '
К=О к-0 У= к

и, следовательно,

гь

откуда, аналогично (8.6), выводим

Из (9.l)и(9.3)находим

Ц-П.-Д

(9.6)

(9.7)

В точности так же, как (9.6) и (9.7), получаем
п.

(9.8)

(9.9)
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т.е.

(9.10)

откуда
п.

А_,*Т)тк* (9.11)
т*к '

Из (9.11) и (9.7) выводим

(9*12)
т=к ' Ю=к

'

Из (9.6) и (9.10) находим
п.

= (9.13)

Наконец, из (9.13) и (9.8) получаем

=Л (9.14)

откуда

апк =Етlмк- 0-15)

Фоlжулы (9.14) и (9.15) аналогичны формулам (9.10) и (9.11).

Положив к=п. в формулах (9.10),(9.13),(9.15) и (9.2),

разования (если они существуют) имеют более сложный вид. Об

этом см., например, Кангро [ll], стр. 197-200.

п.

для любого нормального метода Д , учитывая (8.13), находим

_ _

-

_

- 1
_

1.
_

1
_

1
(9-16)

Отметим, что для нетреугольных методов обратные преоб-

Теперь, обозначив

-

докажем одно интересное свойство чисел . Имеет место



Теорема 9.2. (Кангро [l2]). Если метод А—(субнорма-
лен и

§ 10. Характеристика матричного ме

Пусть А - матричный метод суммирования в виде преоб-

разования (А). Для того, чтобы метод А сохранял сходимость,

необходимо и достаточно выполнение условий теоремы 1.1 Кожи-

на—Шура.

Для того, чтобы метод А порождал сходимость необходи-

мо и достаточно выполнение условий теоремы 2.1 Шура.

Если А сохраняет сходимость, то, следуя Виланскому

Если р(А) / 0, то метод А называется иррегулярным.

В частности, регулярный матричный метод А является

нерегулярным с характеристикой р(А) =l.

Если р(А)=О, то метод А называется ненулевым.

Покажем, что любой матричный метод, порождающий сходи-

мость, является конулевым.

Действительно, из условия 3° теоремы 2.1 Шура вытекает,

Доказательство. Если в преобразовании (В) положить

= &ко ,
то при о(по = 1 получаем, что В этом случае

(9.3) дает

Еб7*],число
рМ) = а.-Е:ак

называется характеристикой метода .

51
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что

п. к

а.к) —О,
откуда

<ЕЕ.<3-к
(ибо сходимость этих рядов следует из условий 1° и теоре-

мы 2.1 Шура) и, следовательно, =О.

Теорема 10.1. Никакой нерегулярный матричный метод не

может суммировать всех ограниченных последовательностей.

Так как по определению матричный метод не может быть

одновременно нерегулярным и ненулевым, то, по доказанному, он

также не может быть одновременно порождающим сходимость и

нерегулярным. Отсюда вытекает

Теорему 10.1 впервые доказал Штейнгауз (см. [14]), стр.

93 и 113) для регулярного Д и Вилянский ([67], стр. 62)

для корегулярного А ; приведенное здесь изящное доказа-

тельство ее принадлежит Кангро.

Теорему 10.1 дополняет следующий результат Агнью.

Теорема 10.2. Для любой ограниченной и расходящейся

последовательности существует регулярный матричный метод,

суммирующий ее к любому заданному числу.

Доказательство см. Кук [l4], стр. 99.

Итак, все ограниченные последовательности можно сумми-

ровать лишь некоторым множеством регулярный матричных мето-

дов.

Реймерс [l9] ввел новые, так называемые континуальные

методы суммирования (являющиеся обобщениями матричных мето-

дов суммирования), среди которых имеются регулярные методы,
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суммирующие все ограниченные последовательности.

$ 11. Абсолютная суммируемость. Методы ограниченности

Пусть А - некоторый матричный метод суммирования.

Ряд (0.1) называется абсолютно суммируемым методом

(или ]А)-суммируемым), если преобразованный ряд абсолютно

сходится, т.е. если

При этом, если метод задан преобразованием (А) или (В), то

считаем

Если любая ограниченная (в частности, сходящаяся) по-

следовательность является {А(-суммируемой, то говорят, что

метод А порождает абсолютную сходимость.

Для того, чтобы матричный метод п сохранял абсолютную

сходимость, необходимо и достаточно выполнение условий тео-

(11.1)

Отметим, что и при ряда

(0.1) является число а не число

Множество всех рядов (последовательностей), которые ме-

ТОЩ 1п абсолютно суммирует, называется полем абсолютной

суммируемости метода А и обозначается одним из символов

1А1' или а А.

Если любой абсолютно сходящийся ряд является

мируемым, то говорят, что метод А сохраняет

)А]-сум-

абсолютную

сходимость. Если при этом сохраняется сумма любого абсолютно

сходящегося ряда, то говорят, что метод А абсолютно регу-

лярен.
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ремы 4.1 Кноппа—Лоренца или других теорем параграфа 4,а что-

бы порождал абсолютную сходимость - условие теоремы 5.1 Пейе-

римхоффа-.

Отметим, что регулярный метод, сохраняющий абсолютную

сходимость, абсолютно регулярен (см. формулу (8.2) и следст-

вия 1.1 и 4.1).

Введем теперь понятия последовательно-

сти и поля ограниченности.

Из сказанного ясно, что

§ 12. Включение методов суммирования

Пусть А и $ - два метода суммирования.

Если 33* Э ,то говорят, что метод В включает метод

А
, или, что метод & не слабее метода А

, и пишут

ЗэА.

Если при этом найдется хотя бы один ряд, суммируемый ме-

тодом 33
, но несуммируемый методом А ,то говорят, что метод

Последовательность (0.2) называется -ограниченной,

если преобразованная последовательность ограничена, т.е. если

= (РГ1),

причем, если метод задан преобразованием (С) или (0),то счи-

таем

Множество всех последовательностей (рядов),которые метод

/3 ограничивает, называется полом ограниченности метода А

и обозначается одним из символов или
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33 сильнее метода А (или А слабее метода й).

Если

Посмотрим, как узнать, когда имеет место какое-нибудь

из последних соотношений. Для этого нам нужно понятие произ-

ведения методов.

Произведением матричных методов А и В называется

метод С=АЁ
, определенный матрицей элемен-

тами

V

(произведение АВ существует, если все ряды, определяющие

для любого ряда из множества Д ЛЙ*
,

то говорят,

что методы иЗ& совместны.

Если одновременно и
,

то говорят,что ме-

тоды Д и 33 равносильны, и пишут

А -3

(другими словами, если А =&').
Аналогично вышеизложенному определяются и другие вклю-

чения. Например, означает, что метод й суммирует

все [Л [-суммируемые ряды; означает

абсолютно суммирует все А-ограниченные ряды.

,
что метод $)

Вообще возможны следующие девять включений:

Вэ/), )81эА,

&э1А1, ]В1э1А1, Кф Э!Л1,

Вэйщ, [8]з Ар, ЗЗфЭ Дц?.



элементы , сходятся). Если методы А и % треугольны,

то всегда существует произведение <4%, ибо
ГС

Спк —

.

Теперь может быть доказана

6=ВА" =

Ср. Реймерс ГlB], стр. 30.
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Теорема 12.1. Пусть метод А нормален и 33 треуголен;

о(.,р = %,С, уп,. Для того, чтобы имело место включение

Э <*А
;

необходимо и достаточно, чтобы метод

удовлетворял условиям преобразования При

для совместности методов А и необходима и достаточна

1
соответствующая регулярность метода 6.

Доказательство сводится к нахождению условий, когда

любой последовательности {11*} 6 «Л-

Обозначив
Г-

У\.

видим, что нам остается показать, что при любой

последовательности Последнее, однако,имеет ме-

сто тогда и только тогда, если метод удовлетвори-

ет условиям преобразования <^—* , ибо, в силу нормальное-

ти метода А, применяя (9.1), находим



Если же метод 6 регулярен, то

Iпп
и метод & совместен с методом А

.

Теорема 12.1 в основном доказана Кармайклом

В общем случае имеет место следующая теорема Мазура—

Хилла обобщенная Кангро [ll].
Теорема 12.2. Пусть А = а

- произвольный матричный метод. Для того, чтобы имело место

включение

Вэ/)
необходимо и достаточно выполнение условий

к

где

(sпк)-А *,

При этом для совместности и необходимо и достаточно

выполнение условий

Волков—Ульянов [l4], стр. 367-395.

IОб обратимых (т.е. реверсивных) методах см., например,
Кангро Гll], стр. 197, 198 и 200.

- 57 -

8.

1° последовательностей

2°
к

§ пк} —
0 (К = 0,1,...) и 1.

Доказательство см. Кангро Г11], стр. 200-201.

Дальнейшие результаты о включении и совместности см.
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§ 13. Транс ь мето с.

Как известно, если ряд

О + и..+ -- + - (ил)

Если из {А 1-суммируемости ряда (0.1) всегда следует

]А [-суммируемость ряда (13.1), то метод А называется аб-

солютно транслятивным слева.

Если, наоборот, из Д-суммируемости ряда (13.1) всегда

следует А-суммируемость ряда (0.1), то метод /1 называется

т ивным с

Метод суммирования А называется транслятивным.если он

транслятивен справа и слева.

Если метод й транслятивен (транслятивен справа или

слева) и А-суммы рядов (0.1) и (13.1) совпадают,то говорят

1
Этот термин принадлежит Хиллу рДЪ См. также Кук Гl4],

-и*п,+ "' (0.1)

сходится, то сходится также ряд

и наоборот. Это свойство для суммируемости вообще не имеет

места. Последнее происходит потому, что в преобразованной

последовательности (например, в случае преобразова-

ния (В)) любой элемент зависит от всех членов ряда (0.1).

Для изучения этого явления вводится понятие транслятивности

метода.

Пусть А
- некоторый метод суммирования. Если из

А-суммируемости ряда (0.1) всегда следует

ряда (13.1), то метод А называется слева.



о соответствующей

Аналогичны определения и для абсолютной транслятивности.

Из сказанного видно, что метод сходимости Е регулярно

транслятивен. Метод Е<, является транслятивным, но не регу-

лярно транслятявным.

13.1. Сведение во о т ;т:

Покажем, что транслятивность - это частный случай включения.

Начнем рассматривать транслятивность слева. Частичные

суммы рядов (0.1) и (13.1) соответственно суть последова-

тельности

-- (13.2)

О, (и*з)

Применяя к последовательностям (13.2) и (13.3) метод сумми-

рования А = убеждаемся в том, что вопрос о трансля-

тивности слева метода А сводится к нахождению необходимых

и достаточных условий,чтобы из существования предела

Iгт XI
к

всегда следовало существование предела

Теорема 13.1. Для того, чтобы матричный метод А=(&пк)

был транслятивным слева, необходимо и достаточно выполнение

условия

(13.4)

-59-

П. к=1 Г\ к

Следуя Хиллу обозначим Теперь из ска.

занного вытекает
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Для того, чтобы метод Д был регулярно традслятивным слева,

необходимо и достаточно выполнение условий (13.4) и

л,.{х:иЛ=А{х: а.}-

= 0;
тогда метод регулярно транслятивен слева, ибо из линей-

ности метода А для последовательности (13.3) выводим

= =о л- =и-о.

См. Хилл [4l], теорема 3; Кук [l4], стр. 157. У Хилла

требуется регулярность метода А .

Замечание. Для транслятивности справа имеет место ана-

логичная теорема, если заменить матрицей

полагая = 0.

Ад —

13.2. Некоторые свойства транслятивных методо

1. Как известно, общий член сходящегося ряда стремится

к нулю. Встает вопрос: при каких условиях это свойство схо-

дящихся рядов обобщается на суммируемые ряды? Это означает,

при каких условиях из ряда (0.1) вытекает

к нулю его членов. Для любого метода это

не имеет места, например, для метода . Ответ дает следую-

щая

Теорема 13.2. Пусть А - линейный метод суммирования.

Для того, чтобы из А-суммируемости ряда (0.1) всегда еле-

довала к нулю последовательности не-

обходимо и достаточно, чтобы метод был регулярно транс-

лятивным слева.

Доказательство. Необходимость. Пусть по условию
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Достаточность. Если А линеен и регулярно транслятивен

слева, то

А{ц.} = Л =
-

2. Здесь будет

А( ± 11= :
к-1

с другой стороны, ввиду линейности и регулярности метода /1

А{± = А 1} =АМ - АН} =<Ч-1.

ния, регулярно транслятивный слева, может суммировать эйле-

ров ряд (6.1) лишь к числу .

Другие применения транслятивных методов см. Кук Еl4],

стр. 138 и 158.

1
См. Кук Сl4], стр. и 158.

Теорема 13.3. Линейный и регулярный метод суммирования

А , регулярно транслятивный слева, может суммировать ряд

/ ,X лишь к значению —— *

Доказательство. Пусть 2* Тогда,
к=о

согласно предположению, имеем

Следовательно, = и
11- *

.\А, Т—

Положив в теореме 13.3 параметр &=- 1 , получаем

Следствие 13.1. Линейный и регулярный метод суммирова-
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Глав 111

НЕКОТОРЫЕ КЛАССИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ СУММИРОВАНИЯ

Классические методы суммирования возникли,в первую оче-

редь, в результате обобщения метода арифметических средних в

том или ином направлении. Первым таким методом является ме-

тод суммирования Гельдера. Таким же образом возникли методы

Чезаро, взвешенных средних Рисса и др.

§l4. Метод с Гельде

Последовательность (0.2) называется суммируемой методом

Метод арифметических средних обозначим через Ч, или

или (Н, 1).

В частности, для ряда (6.1) имеем

Если же образуем квадрат ряда (6.1) по правилу Коши,то он не

суммируем методом Ч. Действительно,

(14.2)

арифметических средних к числу если последовательность

СХОДИТСЯ К .

(14.1)

КеО ц к=о

а частичные суммы ряда
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есть

т.е. ряд (14.2) не является Н-суммируемым.

Действительно, для ряда (14.2) из-за регулярности метода Н

(в чем убеждаемся применением к матрице (14.1) теоремы 1.2

Теплица) имеем

2п- п.

=
...С..- _l_,

2ги+l п.+ 1 2 2* 4

откуда

[,2. _
1 У'и

_
1 1 п

Г"*2и+l 2 2 4

и, значит,

Вообще можем аналогично рассматривать арифметические средние

И98НИвйж!идиЛиомоц

ибн1-М-]1*
>=Ук

ибп7+л'о

Оказывается, что ряд (14.2) суммируем более сильным ме-

тодом. А именно, Гельдер (Е43], стр. 548) показал, что ряд

(14.2) суммируем введенным им методом арифметических

средних второго порядка, определяемый через предел последо-

вательности

-

г\+1
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последовательности (0.2) любого натурального порядка, опреде-

лив

Н° =ll.,
l—sПц<*'*

=ЬтН'.

При = 0 метод п есть метод сходимости:

Н° = Е.

Имеет место

Теорема 14.1. Метод Н**" регулярен.

то, ввиду регулярности метода Н, последовательно получаем

что и требовалось доказать.

Таким образом приходим к методу Гельдера порядка уведен-

ный Гельдером ([43], стр.536) в 1882 году. Его обозначают че-

рез 4°"" или (Н *<*)- По определению

Доказательство., Если ряд (0.1) сходится к числу<4,то,
в силу регулярности метода Н, также . Если пред-

положить, что -*<и 1мри е( 1
, то, снова применяя ре-

гулярность метода арифметических средних, получаем

Теорема 14.2. Если е ,
и оба метода

совместны.

Доказательство. Обозначим р = с(.+у. Тогда, если



Гельдер ввел свой метод для того, чтобы обобщить вторую

теорему Абеля-*-.Гельдер ([43Т, стр. 536) фактически получил

следующий результат .

Теорема 14.3. Если степенной ряд

место равенство

л -

* V" -
.

О-пк-

Очевидно, чем больше с4
,

тем сложнее вид матрицы метода Н
.

Поэтому практически применяют другой метод,равносильный ме-

1
См., например, Фихтенгольц [23], стр. 446.

2
См. также Кнопп [so], стр. 491.

3
См. БариЕз], стр. 30.

9.

Н<* -суммируем в точке Э: = круга сходимости, то имеет

где предел берется по некасательному к окружности пути .

При <4=0 теорема 14.3 есть теорема Абеля. Случай

<4=1 теоремы 14.3 рассматривал Фробениус Езб]. Эта теорема

Фробениуса считается первым значительным результатом в тео-

рии расходящихся рядов, после которого теория суммируемости

начала быстро развиваться.

Метод Н<* обладает и рядом других хороших свойств, но

доказывать их очень затруднительно, ибо очень трудно пред-

ставить в виде преобразования (А). Например, возвысив в

квадрат матрицу метода арифметических средних, для метода

получаем

65
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тоду матрица которого очень проста. Таким методом яв-

ляется метод Чезаро, который рассматривается в следующем па-

раграфе.

Отметим, что метод п можно определить и для любого

комплексного <4
,

если метод Н<* рассматривать как частный

случай метода Iаусдорфа. Об этом пойдет речь в § 19.

Чезаро приходим следующим образом. Для ряда (0.1) положим

ИПри

§15. Метод суммирования Чезаро

15.1. Определение метода Чезаро. К методу суммирования

нмэийиффбояэнмтвнижонирж

ннжвяобвесьвйолеииипэкэКэбпояиивниыпгвяоэдоеиа

*,.;з5=х

являющиеся коэффициентами биноминального ряда

-А—
= \ (15Л)

Чезаровские средние, коротко определим

1 *

= (15.2)

1
В литературе вместо часто пииут или .
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Если существует конечный предел

IЙП
то говорят,что ряд (o.l)суммируем методом Чезаро порядка сь

К числу 6Ц-.

Метод Чезаро порядка ос обозначают через или (С,м),

Следовательно,

п.

<г' =

Покажем теперь, что средние (15.2) можно привести к ви-

ду (А), т.е. к тзду
п.

<Г* = (15.3)
к=o

Для этого образуем формальное произведение рядов

Далее, предположив, что

Отметим, что (С,0) - это метод сходимости, ибо

п. до

метод (С, 1) - это метод арифметических средних, так как

+ 1 и, следовательно,

ЛМЬЙГОП**'*?*ъ=моропгИ1ГЙ



68

IX к=о

Следовательно, методом математической индукции нами до-

казана формула

(15.4)

Отсюда и из (15.1) выводим

г\ К=О

Приравнивая здесь коэффициенты при одинаковых степенях пере-

менного X
, находим

г\

(15.5)

Гс Д<*-1
=

ГС . Д<Ы К

К=О

(15.6)

4

При с/.= -1, -2,... соотношение (15.6) не имеет смысла.

3" =
гх

к=о

и после деления на для (15.3) получаем

До сих пор предполагалось, что = 0,1,... . Однако,

при помощи соотношения (15.6) можем средние определить

и для нецелого , даже для мнимого . Для этого надо

лишь определить величины так, чтобы они имели смысл

для комплексных
. Поэтому за определение величин бу-

дем считать формулу (15.5). Тогда из (15.6) заключаем, что

метод Чезаро определяется для любого о(,

с в виде треугольного матричного преобразования
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(А) последовательности в последовательность с матрицей

А
С! —

' (15.7)

Если в выводе соотношения (15.4)

по формуле (0.2) заменить на то вместо (15.4) и (15.5)

получим соответственно

(I_Х)°Ч'l<^-—< П< у
(15.8)

(15.9)
к=o

Следовательно, метод Чезаро С* в виде преобразования (В)

ряда в последовательность определяется матрицей

д'*
(15.10)

Ниже увидим, что (15.10) легко получить и непосредственно из

(15.7) при помощи формулы (8.5)

(апоиним, что для любого комплексного имеет место

Определение метода С<* при = 1,2,... дано Чезаро

ГЗЗ], а для любых <*>-1 дано независимо друг от друга

Кноппом и Чепменом Практически больше рассматри-

вают метод при ибо, как ниже увидим, тогда

<=*пк>0. Определение методов С"* и при <э(= -1,-2...

и подробное исследование его свойств даны в статье Люры Г55].

15.2. Свойства чисел В определении ме-

тода Чезаро большое значение

отношения между ними.

имеют числа 3?и Д* и со-
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формула(ls.s) и, значит,остается в силе соотиоиение(ls,4).

Переймем (15.1)в виде

I
= 'Г'А°- х".

(1-х)сг+* - (15.11)

Перемножив теперь обе части равенств (15.4) и (15. между

собой, получаем

=Е =Г(Е

откуда

(*<l+(ГН_г\до- <?<*
"г\-К *

к=о

(15.11)

Если теперь переложить между собой равенства (15.1)и

(15. то также получаем

откуда

(15.12)

Формула (15.12) часто применяется в виде

п.

д* _дсИ-о-+1
к=у

(15.13)

Если в формулах (15.11) и (15.12) положить а*= 0, то

обнаруживаем, что

Сравнивая (15.11) и

к=о

(15.12), мы видим, что (15.12) еле-

дует из (15.11) при = Учитывая (15.5), получаем,

что (15.11) переходит в (15.12) при т.е. при

=
. Поэтому и имеет место такая аналогия между величи-

нами
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п.

Х-0 ; И=o

=У* -V?
К=О к=о

(15.14)

(15.15)

Отсюда непосредственно выводим

—<?**

При помощи (15.15) из (15.7) и (8.5) заключаем

п- 4 ,
д'*

, _У? 1_
,

—Д<* Д'* ДС(.
у— **)% У=o

т.е. получаем формулу (15.10).

=l. при любом
,

Из последнего сразу заключаем

при

в случае при

Отметим и следующие свойства биноминальных коэффициен-

тов. Из того, что = непосредственно следует

Д<*=
**П,

п,:

(15.16)
п.!Г(<*+1)

в случае сКО числа сохраняют знак при всех
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ж строгоубывает при-I<окo,нбо

Далее, из формулыЭйлера—Гаусса

заключаем, что при гс —

такие, что

при любом

при 'l* -2* ... .

Отсюда получаем также, что

при &е<*<-1.

"Р"
п-к

Далее для любых вещественных X, имеет место фор-

мула Андерсена ([27], стр. 22)

к=о

откуда при = 0 выводим

ЕlА?l=(Иl)+и[(<'+l')*].
к=о

Для доказательства заметим, что формулы вытекают из

(15.12) при X <5 -1 .
Если же,например, X, то

,
ибо при и <эК0.

Последовательность строго возрастает по при

для -1,-2, ... .

Следовательно, существуют положительные постоянные И Мд
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XI А* А * [+(o[&\+l)*]=
к=*о

=0 Е(п+lУ]

Из (15.16) и (15.15) также вытекает

п.АХ =

а отсюда и из (15.13)

(15.17)

к-о

Значительно труднее доказательство формулы Чжоу [4] ,

Действительно, ряд слева абсолютно сходится, так как

&€ (т-<г)>ф. Далее,

о

стр. 51) .<Г ,

21ВсК.=- 1

кАк
(15.18)

где йет>-1, к = 1,2,....

Е 1)=Е =

К.)П]г\+к т'* 0

= -В(к^г-^г)-
ег

Все бета-функции здесь существуют, так как п.+к>0, к>(]

йе(Т+1)>0 и Й€(1"-(г)>0 . Перестановка интеграла



и суммы оправдана, потому что

<lч=

о

причем ряд под знаком интеграла равномерно сходится по х на

отрезке [.0,1-е I], а последующий ряд равномерно сходится

по Е
,

в чем убеждает неравенство

Также имеет место формула

к_т_,2_. дт;
Ве(l7-сг)>l, к=О,!,....

(15.19)

При Й€*г>o формулу (15.19) можно или непосредственно

доказать аналогично доказательству формулы (15.18),исходя из

равенства

или же вывестииз (15.18)и (15.17).Докажемверность форму-

лы (15.19)приЙЕГ—0, Для из-за (15.17)и (15.18)имеем

-

1 Г/ ,1 V 1
*

Т-О--1 Г-<Г-.1

а при К-0 из (15.19) и (15.18) находим

-74-

4 1-Е

0 и Е-+0+0

0
'

0

= где Йет>0,
0



75

Для доказательства ее при <*>О, с одной стороны, имеем

"й-у ,

с другой стороны, существуют положительные постоянные и

такие, что

(г\-\?+l)Ч*

>_М
.

15.3. Регулярность и сохранение абсолютной сходимосз

Теорема 15.1, Метод (С ,<*) регулярен, если Кес*.>o или

г—,
. /4 . о* \

_
4 . . V

_

*г

Х1-дг= 1-'*'2_ д-г(!
г\=1

Г-<г Т-<У-1

При г=0 формула (15.19) вытекает и из (15.15).

Наконец, докажем еще следующую формулу Бозанкет ([4],

стр. 53)
т.

(15.20)

где И 0<<Т<1.

При = 0 справедливость равенства (15.20) очевидна.

1 - - - - -
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Доказательство следует из теоремы 1.2 Теплица, формул

Так как метод Чезаро треуголен, то абсолютную суммируе-

мость (коротко {-суммируемость или {-суммируемость)

удобно определить в виде преобразования (С). Поэтому найдем

для метода матрицу ( ). Действительно, при помощи

(8.13) из (15.10) выводим

Верность формулы (15.21) при 0 очевидна, ибо тогда
"

О-т\к*

(15.7), (15.15) и неравенств на стр.71-72. Действительно,

обозначив 6
, находим, что условия 1°-3° теоремы 1.2

выполнены, так как

при 4> 0
,

а при <*=;0 имеем при п.-*<ю;

К-0

1<с- —-Ж11.
"(Л.+

_

6г4)*
при 4*> 0 ,

а при (даже при любом ) условие 3°

теоремы 1.2 здесь вытекает из выполнения условия 2°, ибо

при

*^00—1?
а при помощи (8.2) для и из (15.10) выводим

—
Г\-к \ к. <

<*пк
АХ ( * с*.

'**
г\

Если при К = П.= О считать = 1, ТО в итоге для всех



77

<4 = (15.21)

В теории и в особенности

мируемости, большую помощь оказывает рассмотрение вместе с

рядом (0.1) последовательности

{Г'-Ц-Л (15.22)

т.е.

(15.23)

где

(15.24)
к=о

Сравнивая (15.23) и (15.24) с (15.21), ввиду сказанного

в § 11, можем сказать, что ряд (0.1)

руемым, если сходится ряд

ОС. .

п,
)

ряд (0.1) называется { если

П=l

При этом

= -

Обозначим последовательности (15.22) че-

1 В литературе вместо часто пишут или .

Это определение в книге Харди
ремой 66.

стр. 157) дается тео-
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Теорема 15.2. Метод [С,<л]сохраняет абсолютную сходи-

мость, если ЙесА>o или сЛ=О.

15.4.06 .т

нормален, то по теореме 9.1 он обратим.

Найдем сначала обратную матрицу метода заданного

в виде преобразования (А), т.е. матрицей (15.7). Для этого

в (15.11) положим сг=-а.-1, в результате чего получаем

К=о к=о

и, значит,

(15.25)

а используя последнее и взяв в (15.11) число диа-

логично (15.25) находим

Определение метода при <4 = -1, -2,... и подроб-

ное исследование его свойств даны в статье Люры [155]. См.

также Слепенчук [20].

Доказательство. Из (15.21) видно, что при

и ?оо= 1. Для всех К = 1,2,... по теореме 4.1 Кноппа—

Лоренца при Иес*.>0 или <А=0 по формуле (15.18) имеем

П=к гь.к'и

&-1

ДкЛ

ОС /1 1

= 0Г1).

Ввиду того, что метод Чезаро

Найдем также матрицу ( ), обратную для метода С°\
заданного в виде преобразования (В), т.е. матрицей (15.10).

Именно, положив в (15.9) число

=

ж -1, получаем
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= (15-26)

Формула (15.26) найдена Кноппом стр. 11) и Чеп-

меном ( стр. 373).

Формулу (15.26) можно очень просто получить из (15.25)

при помощи (9.10), а именно

71

(15.21). Докажем, что

71 = —

'(п,к п."кГlу\-к* (15.27)

Формула (15.27) вытекает из (15.26) при помощи (9.6), однако

не столь непосредственно. Приведем это доказательство, т.е.

докажем что

\ ' до(./1-сЬ2

Для этого применим метод математической индукции. Действи-

тельно, при К-1 имеем

Найдем, наконец, матрицу обратную для метода

С°\ заданного в виде преобразования (С), т.е. матрицей

Так как при К *=0
,

или к=п.,или эта формула оче-

видна, и при то, вследствие (15.12), остает-

ся показать, что при 1 К Я имеет место равенство

к-1

__

К
г'"'У * ' —

' 'к "
к *

(У-Р-)(Р-)-*-

Т*и
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а в итоге

_

"к п. *

15.5. В] !е и совместность.

откуда

= II
**)% <=О

=

по формуле (15.12)

IТакжеСфЭСщ.

-5-* И дсС _
-

(и-ь-а-4)...(-<*)
(ц-к)!

=С]=

Теорема 15.3. Если Дар'
и оба метода совместны.

Доказательство. Обозначим = р-а. Тогда по формуле

(15.11) получаем

К-о

Теперь остается доказать, = всякий раз,

когда предел справа существует. Это получается применением

теоремы 1.2 Теплица к матрице Действительно, уело-

виям теоремы 1.2 матрица удовлетворяет, так как



& АК. "-

а учитывая, что и

Волков [B] доказал, что теорема 15.3 в общем случае не-

верна при с &&<*=№&р ,
т.е. Волковым доказана

Теорема 15.4. Для любых комплексных чисел удов-

летворяющих условию йер. > -1
, существует ряд,сумми-

руемый (С ,оО ине суммируемый (С ,р ).

Из теоремы 15.4 следует, что метод (С,&) при с

=О, т.е. при чисто мнимом <*
,

не является регулярным.

Из теорем 15.3 и 15.4 следует также, что теорему 15.3

можно усилить. Именно, верна

Теорема 15.3а. Метод (С,р) сильнее метода (С,оО

п.

п.

Ек
к=0

М
_

ФС1). .

Теорему 15.3 можем доказать и при помощи теоремы 12.1,

положив в последней Д = С<*и = откуда <3=-йй =

где по формулам (15.7), (15.25) и (15.13)

__

т.е. совпадает с матрицей в преобразовании (15.28).

Иное доказательство теоремы 15.3 для вещественных о4,

р дано в книге Харди [24], стр. 131. Теорема 15.3 при

принадлежит Кноппу [48], стр. 5, и Чепмену [34].

стр. 377, а в общем случае - Боргерсу (см.[8], стр.138). Как

показал Люра ([55], стр. 538-539), теорема 15.3 неверна без

дополнительных условий для нецелых с4,р<-1.
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при Йер>Йе.с4<>-1.

В частности, метод (С,<зО при -I<КеокО слабее

метода сходимости.

откуда, (15.23),

\ X к
у- —!Ь-, (15 29)

Теорема 15.5 принадлежит Когбетлианцу (см.[s2], стр.l3,

или [3o], стр.slB).

Напомним, что при к= 0 имеем

-82-

Это означает, что (С,р)з(С,<л) при

причем существует ряд, суммируемый (С, р) и не суммируемый

Таким рядом служит, например, любой ряд,суммируемый

(С.с,). но не суммируемый ((,&) при с

Для абсолютной суммируемости имеет место

Теорема 15.5. Если то

Доказательство. Обозначим ., Тогда из (15.11),

(15.5) и (15.24) выводим

'к,
К-0

Применяя к (15.29) теорему 4.1 Кноппа—Лоренца,учитывая,что

> 0, получаем требуемое, ибо по формуле (15.18)

со оо дЪеЖ*-!
=ом.

и=к о=к п. * к

Теорему 15.5 можем также доказать при помощи теоремы

12.1 при )= с" и = )— Действительно,

для <а=ВА-' = по формулам (15.21),(15.27)и(15.13)



т.е. то же самое, что в (15.29).

Отметим, что из (15.29) легко вывести формулу (15.27).

Действительно, (15.23) при с(=o дает

т° = Т° =

т.е. в формулу (15.27).

[s], стр. 179)

Из теоремы 15.6 следует, что метод ]С,сд! при чисто мни-

мом <4 не сохраняет абсолютную сходимость.

Теорема 15.7. Метод (С,оО регулярно транслятивен при

всех -1, -2, ... .

Доказательство следует из теорем 13.1 и 12.1,ибо здесь

ввиду (15. 7) имеем

1
Напомним, что при к= 0 имеем =Ид

-83-

находим

ГЬ Д<4 И.
, , ,

Д<АлР""<*'1
Г а И

а поэтому (15.29) при т.е. при р =0, превращает-

СЯВ (П. .
к д-а-4

к=о

И для абсолютной суммируемости имеет место (см. Барон

Теорема 15.6. Для любых комплексных чисел р=#с(.,удов-

летворяющих условию Ке р ,
можно построить ряд,

суммируемый !С, <ы.{
,

но не суммируемый ]С, р 1
.

Из теорем 15.5 и 15.6 также следует, что метод 1С,р)
сильнее метода при

15.6. Транслятивность.
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Л Л _/гТт.+4-к )

А* ?' А* ?'

и, по формулам (15.25)и (15.13),

аналогично

Другое доказательство теоремы 15.7 см. Харди стр.

133, теорема 47.

"п 7=К ' '

Адй к).

Применяя к

требуемое.

теорему 1.2 Теплица, получаем

15.7. Теорема о выпуклости.

Теорема 15.8. Если ряд (0.1) С*
является -ограничен-

ным и С к числу при >- 1
,

то он является также С -суммируемым к при всех У с

>Йес!..

Доказательство. Пусть сначала и - веществен-

ные числа. Без ограничения общности можем принять р =<*+!.

Действительно,если р,<.А + 1,то по теореме 15.3 из

мируемости ряда (0.1) следует его С<***-суммируемость. Если

же > сА+1, то по той же теореме 15.3 из С<*-ограничен-
ности ряда (0.1) следует его С Ограниченность при

Ввиду этого, положив сначала сводим доказатель-

ство к случаю = т.е. получаем, что из С -огра-

ниченности и С ряда (0.1) к числу Ц еле-

дует его С -суммируемость к при всех у с
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*1 = -3-Т"
'*Г\, .

Из (15.30) непосредственно заключаем

Далее, так как

К-1

к=с

то, обозначив

и, значит
, при всех Д' = + 4 , где 4 = Е ., Затем,

если еще 1Г1><И+1, то, положив = при с> 1 ,

после 4 шагов (ибо д- =.сА+1) придем к случаю, когда из

-ограниченности и -суммируемости ряда (0.1) вытека-

ет его С -суммируемость при всех

Пусть теперь можем ограничиться случаем

52 = 0
, ибо если рас-

сматривая ряд с

при П,*0,

бСц при > 1 ,

получаем **{ 0.

Обозначим = Тогда, выбрав произвольно число

9б(-у, 1), обозначим М = и положим

(ЖИНЗЖОКОПЬэбПОПНЕННЕД

0=3

-и

'1<>Ьт-д7,_\-лО

(15.30)

то, применяя к сумме
Ы-1

преобразование Абеля, получаем



С
при

при

=
Ю =(РГ^).

ибо для любого Д>o можем, в виду произвольности 6е(4-,1)
сделать

(1-еГ< €.

КеоК <%"! < р1-

-86-

убеждаемся в том, что матрица переводит все нуль-по-

следовательности в нуль-последовательность

Действительно, учитывая замечание 1.2, матрица ( С,ГЧ<) УДОВ-

летворяет условиям теоремы 1.2, ибо ввиду того,что

сИ-1>0 и -2<о--2<-1,

ц-*'Дл1к=0,

Остается оценить сумму Так как = по фор-

муле (15.13) при некоторой постоянной М получаем

Тем самым для вещественных с(.,р и у теорема 15.8 доказана.

Пусть теперь с4
, р и у - произвольные комплексные

числа, удовлетворяющие условиям теоремы. Выберем веществен-

ные <*1.' Р* и Х*1 такими, чтобы



Теорема 15.9. Если ряд (0.1) при КеЫ. >-1 суммируем

(С.оЬ) к конечной сумме, то

=

Доказательство. В силу (9.3) и (15.26) можем писать

(для

~ Д'* /)*°*'2
„ У "к

(-

2°X = и-* =о,
к=о к=о

-87-

Тогда по теореме 15.3 из условий теоремы 15.8 следует

-ограниченность и (С, ряда (ОЛ). По дока-

занному ряд (ОЛ) является ( С, откуда,снова

по теореме 15.3, следует его (С, Ввиду

регулярности метода Чезаро, сумма ряда не изменяется. Теоре-

ма 15.8 полностью доказана.

Теорема 15.8 для вещественных ,
В и у доказана

многими авторами (см. Харди стр. 163 и 186).

Положив в теореме 15.8 число <* = 0
,

заключаем:

Для рядов с ограниченными чистичными суммами все методы

(С,с(,) при Кес!.>o равносильны.

15.8. Лимитирующие теоремы. Здесь найдем необходимые

условия для ряда (0.1).

Теорема будет доказанной, если покажем, что 11т 0

всякий раз, когда существует. А это покажем при по-

мощи теоремы 1.1 Кожима—Шура. Имеем (и при -1 0 )

-(9СА?)11П1



Более общую лимитирующую теорему, содержащую в себе и

теорему 15.9, см. Зигмунд Г9], стр. 132, или Харди [24],стр.

132, причем приведенные там доказательства верны и для мни-

мых .

Имеет место также

Теорема 15,10. Если ряд (0.1) суммируем

к конечной сумме, то

Ряд других лимитирующих теорем см. Кнопп [so], стр.4Bs.

Их можно получить и при помощи теории множителей суммируемо-

сти (см. гл. IV).

15.9. Примеры.

1. Рассмотрим ряд

2* +
/_<,соsп.х.) где х=#2ктЕ,
4*l

- 88

п. ГС П,

и=о К=с К=О

ибо при Йе<э4>-1 будет пока нами до-

казана, что ) существует. Остается показать, что

но это следует из формулы (1.1), ибо преде-

лы 1° и 2° равны нулю.

Доказательство такое же, как для теоремы 15.9, если

вместо (15.26) применять (15.25).

Теорема 15.10 перестает быть верной при Ке<А = О, на-

пример, для сходящихся рядов. При из теоремы 15.10

следует и теорема 15.9, так как
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_

SIЛ

2sпэ
у

'

откуда

9 =
-кГ

и- 2 [ SIП 1

и, значит,

Следовательно,
со

+Усоs л,х)=О при

Отсюда, так как каждого фиксированного

,
то по теореме 15.8 о выпуклости для любого у с

Кеу>o ОС

2* п,х}= 0 при ж 2ктс

Далее, применяя формулу

Д(о.у\,&п.)—1)

1
См., например, Фихтенгольц Г23], стр. 527 и 402; или Бари
[3l, стр. 94 и 138.

расходящийся при любом тс (так как со$п.х.-/*О).Покажем,что

этот ряд С -суммируем. Действительно, как

имеющую место для любых последовательностей и и

учитывая (11.1), находим
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(15.31)

расходящийся при любом хФкп, к= 0, -1,... . Здесь при

имеем

3° =

4

=-х-С0(у — —— ,а '

при Х#:2ктс.

С*{Хls)пих}=o при х= 2кп.

3. Пусть <зl. любое комплексное число с

Рассмотрим ряд

(15.32)

Следовательно, [=- <"=

т.е. рассматриваемый ряд является но не

)С *[-суммируемым.

2. Рассмотрим ряд

откуда, аналогично предыдущему примеру, выводим

2 2

и, следовательно, для любого с

$!П

*Ке#->0

Аналогично предыдущему примеру доказывается, что ряд

(15.31) при всей является

{С *{-суммируемым.
!С%-суммируемым,но не

Очевидно для любого у с йеЖ">-1
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По лимитирующей теореме 15.9 ряд (15.32) не суммируем

методом С
.

Г
откуда

при п.=2к,

,0 при П.=2.Кl-1,

и,

=

(2п.уч
'

2п.

<4+l

так что

По теореме 15.8 о выпуклости для любого у с

Ясно, что ряд (15.32) при <4,<0 и расходится при

всю с

В силу (15.8) при и (15.1) имеем

и ряд (15.32) ограничен методом (С,о1). Далее,ввиду (15.15),

(псЫ-1 -С****-/]'***

В частности при ы.= 0 и любого у с для

ряда Эйлера (6.1) получаем

1
По теореме 21.16 (положив в ней = ряд (15.32)
сходится при всех с Йе<А<0.
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сЧХ(-IУ}=-г

(15.33)

и дифференцированием равенства (15.1)

Для ряда (15.32) имеем

откуда, ввиду (15.33) и (15.1),

О при п.= 2к,
*г-<А+2__

<

-(о(+l)Дк*l при п.=2к+l,

и, значит,

Рассмотрим вопрос об абсолютной суммируемости ряда

(15.32).

Если в (15.4) заменить на то получим

Гт-т-<*+2 )т, ,
2\-е4-2

,,
2и+1

Ц. 31 х -.

Следовательно,

<т-<А+2 ИЯ)
'

п.4Х*'
[ рЫ+2]

т.е. ряд (15.32) является ! [-суммируемым

Другие примеры (Г-суммируемых рядов см. Фихтенгольц

(123],стр. 413-415; Кнопп [50], стр. 479; Харди [24], стр.

175-185.
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$l6. Методе Вороного—Не

В литературе часто обозначают также (М, р„.) и (М, рп.)-

Метод Вороного—Нердунда можно рассматривать как обобще-

ние метода Чезаро. Впервые этот метод рассматривал Г.Ф.Воро-

ной в 1902 г. Статья Вороного представляет собой краткую за-

метку в редком издании. Поэтому она не распространилась сре-

ди математиков и осталась в забытьи. Метод стал известным

благодаря Нерлунда, который ввел его, независимо от Вороно-

го, и опубликовал свою работу в 1919 г. Работа Вороного ста-

ла известной благодаря английскому переводу ее в 1932 г. Та-

маркина (см. Харди [24], стр. 88 и 120).

16.1. Определение метода Вороного—Нерлунда. Методом

Вороного—Нерлунда называют треугольный матричный метод,

определенный последовательностью комплексных чисел
,

в

виде преобразования (А) матрицей

п _

Ри-к
- (16.1)

где Д.?ьо.
1

Метод Вороного —Нерлунда обозначают (\л/М,

В частности, метод является методом с

Метод обычно называют методом гармоничес-

ких средних.

В силу (8.5) выводим



метод

Кожи-

Оказывается, что условие 1° можно упростить, а именно,

вие 1° вытекает из существования предела

усло-

заключаем, что существуют и

=

ибо

Гп.-К *т- Ап.-к+l

-94-

ГС П.-К

1

и, значит, в виде преобразования (В) метод рп.) опре-

деляется матрицей

Поэтому вместо

просто Р.
иногда пишут и

(16.2)

(ММ,%.) или

16.2. Регулярность. Посмотрим при каких условиях

ММ, сохраняет сходимость. Применяя теорему 1.1

ма—Шура, получаем условия

1°
п.

= 11ГЛ
п.

-! = а

р

2°
Гс

-

1 '

и.

Рг\-К — р"
* 1

;к*о'К=0 р

3° !й-п,К !- 1

Кс:О ' Щ! КсО '

1- Р"-
а.о_ Нт

р
*

Действительно, из представления

Рп.-к р.-<
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Итак, доказана

Ясно, что условие 2° теоремы 16.1 отпадает, если

знакопостоянны.

Отметим, что из условия 2° теоремы 16.1 вытекает необ-

ходимое условие

Рт при всех

Из теоремы 16.1 и теоремы 1.2 Теплица вытекает

Следствие 16.1. Метод ((д/М, сохраняющий сходи-

мость, будет регулярным тогда и только тогда, если 0-о = 0.

Как Вороной, так и Нерлунд рассматривали лишь случай

сц=О.

Следствие 16.2. Метод (У//У, сохраняющий сходи-

мость, является или регулярным, иди конулевым.

Теорема 16.1. Метод (ММ, сохраняет сходимость

тогда и только тогда, если выполнены условия

1° существует !нп = (1о '

П.

2°
Кео '

В частности, отсюда вытекает теорема 15.1, если в след-

ствии 16.1 положить Рк = Если же положить =

= то получаем, что метод гармонических средних регуля-

рен.

Посмотрим, что будет в случае Для этого вы-

числим характеристику метода (см. замечание 1.1). Имеем

Отсюда, учитывая следствие 16.1, заключаем
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случае формула (9.2) обращается в

=
)

(16.3)

где левая часть напоминает член произведения Коши двух ря-

дов. Поэтому применим следующий искусственный прием. В силу

(16.3) имеем

откуда, обозначив

- С (16.4)

(частное существует, если выводим

Л*=К

и после приравнивания коэффициентов при одинаковых степенях

X. нахедим

= (16.5)

Если (16.4) заменить через

*
— У"* ц) (16.6)

то аналогично получаем

16.3. Обратные матрицы. Метод (ММ, рл) нормален тог-

да и только тогда, если ро / 0, ибо = ро . Поэтому

по теореме 9.1 метод (ММ, обратим только тогда,

если

Найдем обратную матрицу (ММ, рц)** = В нашем

Напоминаем, что



Iп.* = (16.?)

Формулы (16.5) и (16.7) можем получить также друг из друга

при помощи (9.10) и (9.11), если учесть, что

откуда

(1-х) Ц С*.Х*',
и, значит,

К-0

Таким образом в дальнейшем можем ограничиться лишь формулами

(16.4) и (16.5).

ем

вследствие чего из (16.5) и (16.7) заново выводим формулы

(15.25) и (15.26).

гармонических средних, учитывая (15.1), находим (ср. [s6],

стр. 176)

откуда
1

а*
4ъ, (16.8)

и,значит,для метода гармонических средних

О

-97-

!3.

В частности, при = из (16.6) и (15.1) заключа-

1
Далее, положив в числа *—

, для метода
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I

где = -

16.4. Включение и равносильность. Пусть Д и

Вопрос о включении (В)/) решим при помощи тео-

ремы 12.1. Действительно, обозначив

X =Х (16.9)

или, что ввиду (16.6) то же самое,

(16.10)

для элементов матрицы НА находим

3
. с -Аь .

Применяя теоремы 12.1 и 1.1, приходим к следующему результа-

ту М.Рисса (см.lарди [24], стр. 91 и 121), если учесть, что

из (16.10) следует

с*o '*у\.с=о

При этом оба метода совместны тогда и только тогда, если

= о.

Теорема 16.2. Для того, чтобы (\А/М,

необходимо и достаточно выполнение условий

1° существуют

л,

2°
С—0

1 =

Дополнение к теореме 16.2. Если метод (ММ, сохра-
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няет сходимость, то в условии, 1° теоремы 16.2 можно поло-

жить с= 0.

Доказательство. Из представления

.

(2у,.-с (Зп-с+А (9*\-1 (Зя-.

Тогда но формулам (16.9), (16.8) и (15.12) находим

и, учитывая дополнение к теореме 16.2, видим, что условие 1°

теоремы 16.2 выполнено. Чтобы доказать выполнение условия 2°

заметим, что

заключаем, если существует а.,то = где 4. =

Если в теореме 16.2 положить и = тс

заново получим теорему 15.3, ибо по формуле (15.1) будет

Положим теперь в теореме 16.2 числа
,

евьХкоиодея

*0<дюьХтотыкмЛозйеыиэмод,

*диьвнЕ*и*И9бнйСяМззшМэбокомиявяявд

оо&=*?

с=0
при

(9(1) при &р< 1
.

Поэтому
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с=o 0 (=о

Таким образом доказана

п.

л* - (16Л1)
к=о

Iв.
- У' -- и

а.*'**-1 "*

Теорема 16.3. Если Ёер>0, то оба

метода совместны.

Другое доказательство теоремы 16.3 см. Харди стр.

142.

Из теорем 16.3 и 15.3а вытекает,что метод гармонических

средних слабее метода Чезаро С"** при В,е.(,>0. Покажем

также существование такого метода Вороного—Нерлунда,который

сильнее метода Чезаро любого порядка. Для этого рассмотрим

метод О.***), сохраняющий сходимость по теореме 16.1 при

любом комплексном о. ,
но являющийся регулярным лишь при

0<!а.]<1иа.= 1., ибо при имеем а.. = (а.-1):а..

Формула (16.4) при дает = и,поло-

жив в (16.9) числа находим, что

Отсюда при [Ск!>1 и условия теоремы 16.2 вы-

полнены, ибо предел последовательности

существует при !оь!>1 из-за сходимости ряда а)*" ; а

Кео С=0

Итак, доказана
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0 равносильности двух методов Вороного —Нерлунда нами

может быть доказана

(16.12)

где

будет

т.е. первое из условий (16.12), ибо, ввиду регулярности ме-

тода Р ,

Теорема 16.4. Если

Пример регулярного метода Вороного —Нерлунда, который

сильнее метода Чезаро любого порядка см. Харди стр.

141-142.

Теорема 16.5. Для того, чтобы два регулярных метода Во-

роного—Нерлунда (ММ, и (ММ, были равносильны,

необходимо и достаточно, чтобы

и ЧП
-

ГПА
,рцХ.

Доказательство. Необходимость. Пусть и докажем,

что выполняется первое из условий (16.12).

Действительно, по условию 2° теоремы 16.2 ввиду р 3

М"

а ввиду (2Э Р для любого УХ

С=0 Гг-
Следовательно, в пределе при гс отсюда ввиду РэО

ВЫВОДИМ <(,

с=0
=ЮН),



вытекает второе из условий (16.12).

Достаточность. Предположим выполнение условий (16.12)

и докажем, что

Действительно, так как то условие 1° теоремы

16.2 выполнено, ибо по теореме 16.1

Ч. = т... =ФЯ)

Далее, ввиду вытекающего из (16.10) соотношения

и регулярности метода (3 имеем

дует

Другие примеры применения теоремы 16.2 см. Харди [24],

стр. 92-96 и 141-142.

Аналогично из условия и регулярности метода (2

=и(ц.)1:и;),
(со (эьО г° '

откуда из-зарегулярностиметодаиз условий(16.12)еле-

Е1 (;)=ю«и
ь=о (-о < а

**
<

т.е. условие 2° теоремы 16.2 также выполнено и включение (Зэ

Э Г доказано.

Включение доказывается аналогично.

В качестве применения теоремы 16.5 докажем, что при

0<1о.)<1 .у,,,

Действительно, положив в (16.11) число находим,

что здесь = оЛ. Отсюда

- 102 -
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520 - = 1-ах

и, значит, =1
,

и при Таким об-

разом, условия (16.12) выполнены и по теореме 16.5 доказана

Теорема 16.6. Если
,

то метод а."')

равносилен обыкновенной сходимости и совместен с ним.

16,5. Транслятивность методов Вороного—Нерлунда. Воп-

рос о транслятивности методов легче решается не-

посредственно теоремой 13.1, чем привлечением теоремы 12.1.

Остановимся сначала на вопросе о транслятивности слева.

Действительно, если в теореме 13.1 взять /!=(1д/М, ри),
то Теперь, обозначив и

средние последовательности (13.2) соответственно через

и убеждаемся в справедливости соотношения

К-0 -41, к=О *
П-

Отсюда, предел существует всякий раз, когда су-

шествует то очевидно и <Ц"=0),

тогда и только тогда, если существует предел

причем %(."=%(.
, тогда и только тогда, если =O.

Для транслятивности справа такое же доказательство при-

водит к тем же условиям.

Поэтому в силу теоремы 13.1 и замечания к ней доказана

Теорема 16.7. Метод транслятивен тогда и

только тогда, если существует предел О.ф, и регулярно транс-



лятивен, если =O.

Вопросы абсолютной суммируемости рядов методом Вороно-

го —Нерлунда изложены в большой статье Макфедена

§l7. Метод взвешенных средних Рисе

Метод взвешенных средних Рисса можно рассматривать как

обобщение метода арифметических средних. Поэтому его часто

называют также методом взвешенных средних арифметических.

арифметических.

Из теоремы 16.7 и теоремы 16.1 и ее следствия вытекает,

что всякий метод рц), сохраняющий сходимость,трансля-

тивен; а всякий регулярный метод (ММ, регулярно транс-

лятивен. В частности, отсюда непосредственно следует теорема

15.7.

Пример применения метода Вороного—Нерлунда к рядам

Фурье приведен в книге Зигмунда ([9], стр. 495-496).

17.1. Определение метода взвешенных средних Рисса.

Методом взвешенных средних Рисса называют треугольный мат-

ричный метод, определенный последовательностью комплексных

чисел в виде преобразования (А) матрицей

Р*
(17.1)О-их" р

'

где р« ,

Метод взвешенных средних Рисса обозначают через

В частности, метод (К, 1) является методом средних

Метод следуя М.РиссуЕбЗ], обычно называют

методом логарифмических средних.

-104-



Т. (3,1)=(С,1), .

Из (17.1) при получаем

Матрицей (17.2) определил свой метод сам М.Рисс Поэтому

вместо (Ду рп.) иногда также пииут или просто Р
.

Из (17.2) при находим

и=l ' *п. к=l
'

4

Из (17.2) следует, что =l.

Из (17.3) вытекает, что

-105-

-эоимъья*о<)оио1гейийпм(Ыфйийхиуий

-жи!фмиежикрпйпиьХек[2А]ЖнАыпезпмзпмеоб

-эьдмвьвнеороит>вякнмоымнениеяокомяыпвяневноиьнро

ж!пибнКомн

п.

'

*<К

откуда, считая ,
в силу (8.5) метод в виде

преобразования (В) определяется

<4 =1_<*п.к А
р

(17.2)

*г ,
_ р /_1 \ 41 1)

*К-1( ц
откуда, считая = 1 ,

в силу (8.2), метод виде

преобразования (С) определяется

Р-
. (17.:)

Р р .

Из-за (17.3), учитывая определение абсолютной суммируемости,

данное в § 11, и то, что метод рг.) треуголен, ряд (0.1)

называют [й.,р п,]-суммируемым, если
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причем

Метод (й, регулярен тогда и только тогда, если выполне-

но условие 2° и = +°о-

Теорема 17.2. Метод (Й., сохраняет абсолютную схо-

димость тогда и только тогда, если

И Е)
Г\=Кl-1

7.2. Сохранение сходимости и абсолюта

Применяя к (17.1) и (17.2) соответственно теоремы Кожина —

Шура, Теплица и Кноппа —Лоренца, непосредственно получаем

следующие теоремы.

Теорема 17.1. Метод (32.,рп.) сохраняет сходимость

тогда и только тогда, если выполнены условия

1° существует (конечныйилинет),

2° Е)р.1=О(Р.).

Фе

= 0(1) (к=1,2,-.

или, что то же самое, если

Ясно, что.условия 1° и 2° теоремы 17.1 выполнены,когда

Покажем, что тогда выполнено и 'условие теоремы

17.2. Действительно, из условия 1° теоремы 17.1 следует

О 'Г' р"
" К рр —р р

П.=К+1 П-=К+1 41.-1
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Следствие 17.1. Если ,
то метод сохра-

няет сходимость и абсолютную сходимость; этот метод регуля-

рен, если = + со-

В частности, из теорем 17.1 и 17.2 вытекает:

1) метод логарифмических средних регулярен и сохраняет

абсолютную сходимость;

2) метод (Э,,&) регулярен и сохраняет абсолютную схо-

димость тогда и только тогда, если Кео(,>o;

что метод (й, нормален тогда и только тогда, если

o,и по теореме 9.1 при этом условии он также обра-

тим.

Найдем сначала обратную матрицу *=(§п,к)* Для

этого, вычитая почленно вытекающие из (17.1) равенства

где и, следовательно,

(17.4)

так как монотонно возрастает. Следовательно,имеет место

3) метод с и сохраняет сходи-

мость и абсолютную сходимость тогда и только тогда, если

а регулярен тогда и только тогда, если )сЦ>1-

17.3. Обратные матрицы метода. Из (17.1) заключаем,

и разделив результат на 0 , находим
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для преобразований (В), (С) и (0). Действительно, из (17.5)

при помощи (9.10) непосредственно выводим

Р

при К= П,,
г"-

при

О при К<П.-2 или к>п.

(17.6)

Далее, из (17.5) при помощи (9.8) вытекает

' р
при к = гс,

§АК—' 1 при

О
при К>П*.

Отсюда, наконец, при помощи (9.14) заключаем, что

г а
при к= п.,

— Р

)
— """

О при К<П.-1 ИЛИ К>П"

(17.7)

г а
при Кс=П,,

при К = п,-1, (17.5)

0 при К<ГЪ-1 или «>П..

Теперь можем найти обратные матрицы метода (№, и

17.4. Включение и совместность. Пусть $ — произ-

вольный треугольный матричный метод, сохраняющий сходимость,

заданный в виде преобразования (А) матрицей а в
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ореме 12.1 при <*= р = с доказана

Теорема 17.3. Треугольный метод сохраняющий

сходимость, включает нормальный метод С&, рп.) тогда и толь-

ко тогда, если

&=о г* Г

виде преобразования (С) - матрицей Ж= Пользуясь тео-

ремой 12.1, найдем условия для того, чтобы имели место вклю-

чения и

Для первого включения из (17.5) находим

Так какй сохраняет сходимость, то для матрицы усло-

вие 1° теоремы Кожина—Щура, как видно из (17.8), выполнено.

Из (17.8) также заключаем, что и условие 2° теоремы 1.1 вы-

полнено, ибо

к=о ГК
к-о Г* у=о' г*

Следовательно, остается лишь условие 3° теоремы 1.1 и по те-

При этом методыЙ и (32,рп.)совместны, если В регулярен.

Отметим, что в случае, когда в теореме 17.3 метод ж

регулярен, то и метод (32, должен быть регулярным, если

он сохраняет сходимость. Действительно, из теоремы 17.1 не-

посредственно следует, что метод (%, сохраняющий схо-

димость, является или регулярным,или конулевым. Если же

(32, конулевой, то по теореме 6.2а статьи Целлера [б8] и

метод й должен быть конулевым, что невозможно.
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гт-=К

Если же считать метод % сохраняющим абсолютную сходимость,

то по теореме 4.1 Кноппа—Лоренца

Следовательно, доказана

Теорема 17.3 доказана Кангро ([11], стр. 219). В част-

ном случае Ж= теорема 17.3 доказана Гарабедяном и

Рандельеом ([38], стр. 529), а если отношение моно-

тонно - уже Чезаро и Харди (см. Харди [24], стр.80-81 и 86).

Чтобы найти условия для включения приме-

ним обратную матрицу (17.7), вследствие чего

п.

Рк_й
'рк

По теореме 12.1 при о(.= включение имеет

место тогда и только тогда, когда

Теорема 17.4. Треугольный метод ! й = (рп.к), сохраняю-

щий абсолютную сходимость, абсолютно включает нормальный ме-

тод рп,1 тогда и только тогда, если выполнены условия

Теорема 17.4 принадлежит Кангро ([11], стр. 221-222), а

достаточные условия при &= рп.,<}п.>0даны Суноути

([65], теорема 10; см. также Кангро [10], стр. 170).

Из теорем 17.3 и 17.4 вытекает

Теорема 17.5. Имеют место включения
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(^l)lп(^2^]пМ))
М)lп(л+2)),

(17.3), получаем, что условия теорем 17.3 и 17.4 принимают

соответственно вид

к=о Г*

=

р = с,%
, причем все методы совместны.

Доказательство. Если )я.),то, учитывая (17.1) и

Ч". ]-иу Р* )
(17.10)

Проверкой выполнения последних условий докажем для примера

лишь включения

Пусть =

Тогда = (п.-ь1У*** и, применяя (15.15),

к-0 к*О

"**Если
< К-0

но, для любого

то = Действитель-

Е>0 существует индекс такой, что

при всех К>Ь
. Далее, так как существует

такой ,
что при всех

1Е 1Е 1
К=о К=о К=к+1

как только гь>
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+ Аа^ (17.12)

и, заметив, что

получаем, применяя (17.12),

I=Л -(^2)^[=

Ю(1) /л/ Р* )

1
Формула (17.11) приведена в статье Езо], но она имеется

уже в диссертации Бора (см. [4], стр. 67).

Для проверки условий (17.9) и (17.10) формулы

ни. ж***
"1 (17.11)

имеющие место соответственно для любой р раз дифференциру-

емой функции и любых последовательностей и

Теперь для любого комплексного 4 находим

Ь+А&Х ц+4

л-1- 1 1
_

ДИ*"*-

[(К-+4.)*** ) к + 1

откуда следует выполнение условия (17.9). Условие (17.10)

также выполнено, ибо (см. (15.19) или [231, стр. 284)
1 )- (№0 ]

'
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_

(СП)

Доказательство всех остальных включений аналогично и

проще. По теореме 17.3 все рассматриваемые здесь методы сов-

местны, так как они регулярны.

О совершенных методах см. Кук ([l4], стр. 236). Свойст-

ва совершенных методов подробно исследовал Юримяэ [2s] (см.
также Реймерс [lB], стр. 31-32).

Следовательно, включения

Пусть теперь = и <?-=!.

Тогда 1. Отсю-

да по формуле конечных приращений (или по формулам (17.11) и

(17.12)) находим

откуда следует выполнение условия (17.9) и, значит, включе-

ние

Теорема 17.5 при = с (для вещественных &) принадле-

жит в основном Харди и приведена в статье Гарабедяна—Ран-

дельса а при = - Суноути Еб5] (для первых четырех

методов).

Замечание. В литературе часто встречается понятие со-

вершенного метода. Регулярный метод /! называется совершен-

ным. если он совместен с любым регулярным методом й Э Д
.

Аналогично при помощи условия определяется абсо-

лютная совершенность абсолютно регулярного метода .

Из теоремы17.3следует,чторегулярныйнормальныйме-

тод(Проявляется совершенным.Изтеоремы17.4вытекает,

чтоабсолютнорегулярныйметод;НрО является абсолютно

совершенным.
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и транслятивен справа тогда и только тогда, если

п.

17,5. Транслятивнсстъ. Согласно теореме 13.1, положив

в теореме 17.3 сначала %=(%, т-е. = при

Х<п. и = 0, а затем Ъ=

непосредственно получаем следующий результат Хилла ( [%1 ,

стр. 377).

сзюдимость, слева тогда и только тогда, если

и-2

Теорема 17.6. Нормальный метод сохраняющий

Если при этом рр.) регулярен, то из этих условий следует

соответствующая регулярная транслятивность.

Для решения вопроса об абсолютной транслятивности слева

метода взвешенных средних Рисса положим в теореме 17.4 числа

= из формулы (17.3). Тогда и условие

теоремы 17.4 превращается в

[р ))1 <
*К+4 ,

[-Чц)
что по теореме 17.2 равносильно условию

.
Р«+1

(17.13)

если сохраняет абсолютную сходимость. Вопрос об аб-

солютной транслятивности справа решается аналогично. В итоге

доказан следующий результат Кангро ([.10*],стр.181).

Теорема 17.7. Нормальный метод сохраняющий
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абсолютную сходимость, абсолютно транслятивен слева тогда и

только тогда, если выполнено условие (17.13); и абсолютно

транслятивен справа тогда и только тогда, если

В частности, из теорем 17.6 и 17.7 заключаем, что все

методы рассматриваемые в теореме 17.5, регулярно

транслятивны и абсолютно транслятивны.

17.6 Очень просто доказывается

(17.4) получаем

= рц<\А +

откуда и вытекает (17.14).

При рп>o член &(1) в условиии (17.14) излишен (см.

Харди стр. 80).

Другую лимитирующую теорему см. Гарабедян и Рандельс

теорема 3.

В частности, из теоремы 17.8 вытекает, что для методов

Теорема 17.8. Если нормальный метод суммирует

последовательность к числу то

(17.14)

Дрказатммтво. Обозначь (Ч, последова-

тежьности через Ц.+о(1), в ему соотнешеявя

Ж, при
1

Р*'**'
1

1п(1+2)
имеем соотъетственно
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= (17.15)

Теорема 17.9. Для того, чтобы регулярный метод

был равносильным сходимости, необходимо и достаточно выпол-

нение условия (17.15).

Доказательство. Из регулярности метода следу-

ет включение ЕсР. По теореме 1.1 из формулы (17.5) следу-

ет, что для обратного включения РС Е необходимо и доста-

точно условие (17.15), так как при

Аналогично из (17.7) по теореме 3.1 вытекает

См. Гарабедян и Рандельс [3B], стр. 531.

-1п1п п,), й(п,1пгь), е-(гс).

Поэтому никакой из этих методов не может включать метод

(С,а) при >1; ибо по

имеем = Нг\-<*).
теореме 15.10 для метода (С,а)

17.7. Методы, равносильные сходимости. В противополож-

ность методу Вороного —Иерлунда метод сходимости не является

частным случаем метода рп.). Поэтому особенно важно

узнать: каким условиям должны удовлетворять Рп, ,
чтобы ме-

тод был равносилен сходимости. Из теоремы 17.8

непосредственно следует, что при

будет всегда, когда ==
,

т.е.

условие (17.15) достаточно для того, чтобы имело место вклю-

чение р,Э С Е
. Однако, имеет место

Теорема 17.10. Для того,чтобы регулярный метод



был равносильным абсолютной сходимости, необходимо и доста-

точно выполнение условия (17.15).

Теорема 17.9 принадлежит Хиллу ([413, теорема 4), а те-

орема 17.10 - Кангро ([lo], стр.l7o-171). В случае в

слегка отличной форме теорема 17.9 имеется в книге Харди

([24], стр.B2), а теорема 17.10 - дана Суноути ([6s], теоре-

ма 9). Теорема 17.9 следует из теоремы Брудно([l4],стр.3Bo).

(18.1)

где параметр - некоторое комплексное число.

Эйлер рассматривал случай ,
Кнопп [49] в 1922 г.

Если считать 0° =l, то при* )ь=o будет

117 -

Условию (17.15) удовлетворяют методы при

О.и с при рц=п.-п.' (т.е. ) и др.

§ 18. Метод суммирования Эйлера—Кноппа

18.1. Определение метода. Методом Эйлера—Кноппа

называют треугольный матричный метод, определенный

преобразования (А) матрицей

Е;
виде

- случай любого вещественного ,
а Агнью [;2б]- общий слу-

чай комплексного в 1944 году.

В литературе часто матрицу (18.1) записывают в виде

г.
А—_ (18.2)

и называют методом (Е,<р. Переход от (18*1) к (18.2) и об-

ратно при очень прост:

' 1 1-А
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ходим

(18.3)
к=о

Докажем, что в виде преобразования (С) метод Эйлера—Кноппа

р
задается треугольной матрицей

-Г _

К

" ТГ

=
-4

(18.4)

Действительно, при к= 0 равенство (18.4) верно, ибо

Для всех К>o (и,значит, формула (13.4) доказывает-

ся методом математической индукции, так как из (8.9), (8.1)

и (18.1) вытекает

-С(-П.х; *-

и метод действительно превращается в Е„. При

А = 1 будет =
,

т.е. метод является ме-

тодом сходимости Е .

По формуле бинома Ньютона из (18.2) непосредственно на-

по формуле (8.7) из (18.3) следует

Кео

" Метод не является частным случаем метода (Е,а ) ни при
каком конечном

* Отметим, что
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Замечание. Иногда методЭйлера—Кноппа задают матрицей

=_l

тогда

(см., например, Харди стр. 224-226).

18.2. Сохранение сходимости и абсолютной с

Из теоремы 1.1 и 1.2 вытекает

Теорема 18.1. Метод сохраняет сходимость тогда и

только тогда, если 1, и регулярен при 0< 1
.

Метод (Е, сохраняет сходимость и регулярен тогда и толь-

ко тогда, если > 0.

Доказательство. При = 0 теорема очевидна. Применяя

к матрице (18.2) теорему 1.2, видим, что ее условие вы-

полнено из-за (18.3); а условие 3°, т.е.

при г\. и, значит,

Также имеет месте

Теорема 18.2. Метод сохраняет абсолютную сходи-

К=0 '

выполняетсялишьпри[ +1,т.е.при + = +

что возможнотолько длявещественных о и 1-.

При таких и выполненоиусловие1°теоремы1.2,так

как

(?)=(*%)= /Л-К+К\
(и-К)". п*

к!
""

*!



мость тогда и только тогда, если

Доказательство. При А= 0 теорема очевидна. Так как

/п.+к-1\ \_ л К-1

к-1 ,

то, утитывая (15.1), из при выводим

Е>Ёр, = (18.5)

(18.6)

\'=o *
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п.=к "--к

/ И1

откуда видим, что матрица (18.4) удовлетворяет условию тео-

4.1 Кноппа—Лоренца тогда и только тогда, если

—
— т.е. при

18.3, Обратные матрицы. Из (18.1) заключаем, что ме-

тс-д нормален тогда и только тогда, если (отсюда

метод нормален), и по теореме 9.1 при метод

обратим.

Чтобы найти обратную матрицу 1 докажем, что

Действительно, обозначив применяя

элементарное тождество

и формулу бинома Ньютона при , из (18.1) выводим



Формула (18.5) доказана.

=Еl . (18.7)

Отсюда и из (18.1) и (18.4) находим, что

(М.B)

= (18.9)

4
Каждое в отдельности.

М.

Из (18.4) непосредственно вытекает, что формула (18.5)

имеет место и в том случае, когда метод Еь задан матрицей

(18.4).

Для получения обратных матриц положим в (18.5) произве-

дение откуда, так как
,

заключаем

18.4. Включение и совместность. Найдем условия, при

которых где <*=с и причем остано-

вимся на случае ибо при ясно, что и

должен суммировать (абсолютно суммировать) все ряды.

Учитывая (18.7) и (18.5), получаем

Отсюда, воспользовавшись теоремами 18.1 и 18.2, из теоремы

12.1 заключаем, что, например, тогда и только тог-

да, если метод сохраняет сходимость,т.е.

Следовательно, обозначив 9, получаем следующий ре-

зультат.

Теорема 18.3. и )Ер.)э1Е),)
имеют место тогда и только тогда, если ,где 1,

121
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а совместность - тогда и только тогда, если

Все сказанное относится и к абсолютной суммируемости

методом Эйлера—Кноппа.

Из теоремы 18.3 следует, что методы и могут

включать один другого и быть совместными даже в случае,когда

и - мнимые числа, т.е. когда оба метода не сохраняют

сходимость, ибо равенство ц= при 0>0 выполняется,

когда и аг$[А=2гд)ь.
Отсюда, если то метод тем сильнее, чем

меньше параметр а метод тем сильнее, чем больше

параметр 1.

При 9=0 из теоремы 18.3 вытекает и тот очевидный

факт, что Ер сильнее любого метода с

В частности, при т.е. при А>1 метод

может суммировать лишь сходящиеся ряды.

18.5. Транслятивность. Ясно, что метод Е является

транслятивным, однако не является регулярно транслятив-

ним ни справа и ни слева. Оказывается, что при 0 метод

Эйлера—Кноппа может быть лишь регулярно транслятивным.

Вопрос о транслятивности метода полностью решает

Теорема 18.4. Пусть Метод регулярно тран-

слятивен слева тогда и только тогда, если

(18.10)

Метод регулярно транслятивен справа.

Доказательство следует из теорем 13.1 и 12.1. Действи-

тельно, обозначив = и АьА =(Сп.к)* ввиду (18.1) и

(18.8) находим
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А. =Х А'"(А-1)"'" =

* э

так как при г\, —

Из условия (18.10) вытекает и выполнение условий 1° и 3° тео-

ремы 1.2.

П.+l П.+ 1

о -У=к Ч=<

П.l-1

У=к

ибо по формуле (15.13)
П.l-1. П.+l

\?=к

аналогично

7=к

ибо по формуле (15.13)
п.**1

(-1Г )(^Г)=

?=к

Для того, чтобы матрица удовлетворяла условию 2° тео-

ремы 1.2 Теплица, необходимо и достаточно условие (18.10),

ё 12 (1- =А
к=0 х=-0 <=о

Далее, обозначив ввиду (18.1) и (18.8)

при находим
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К-0

= = 1.

Условие 3° теоремы 1.1 Кожина—Шура по формуле бинома Ньюто-

=11 = -У

Поэтому матрица удовлетворяет условиям 1°-3° теоремы

1,2; например, при П.>0

Теорема 18.5 принадлежит Агнью ([26], стр. 318), для

- Кноппу ([49], стр. 233-235), для

верману (см.[2бЗ).

0 < 1 - Силь-

18.6. Лимитирующая теорема. Следующая теорема дает

необходимое условие для ряда (0.1) не

только в случае, когда является регулярным методом или

включающим сходимость, но и при А<0. В случае = 1 тео-

рема неверна, а случай нас не интересует.

Теорема 18.6. Если и последовательность Ц-п.
является Ед-суммируемой, то

Доказательство аналогично как для теоремы 15.9. Дейст-

вительно, обозначив !последовательности

через сЦ-пл при помощи (9.1) и (18.8) (если ) находим

на дает

К=о К*0
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что выполняется, если + 1 )2-Х[
.

Так как всегда

1+! 1 - ,то должно быть ]2- М= 1 *ЧI -А! ,т.е.

1 . Условие 2° теоремы 1.1 превращается в

])М = =О.,
п< и=о гь л/

Из теоремы 18.6 и необходимого условия сходимости чис-

ловых рядов непосредственно вытекает

18.7. Пример. Рассмотрим при каких значениях перемен-

ного ряд

Ъ*' (18.11)

-суммируем и какова его сумма. Если О А 1
,

то по

теореме 18.2 ряд (18.11) является даже

внутри его круга сходимости Оказывается, что метод

и выполняется при или = 2. —

, откуда также

получаем, что Однако о. =0 при 1. Для проверки

условия 1° теоремы 1.1 вспомним, что и поэтому

при < 1

/

Так как пределы и 2° равны нулю, то остается применить

формулу (1.1).

Следствие 18.1. Если 1 и ряд (0.1) является

-суммируемым, то

Г/ 2-А

Следствие 18.1 можно по-другому доказать аналогично,как

теорему 18.6, если вместо (18.8) применить (18.9). Другое

доказательство следствия 18.1 см. Харди [24], теорема 121.
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и применяя (18.1), находим

г*
1

*<К+l.

К=Э
А

к=о

осуществляет аналитическое продолжение степенных рядов

за круг сходимости, или, как говорят, метод эффективен

для степенных рядов (см., например, Кук [14]
, стр. 229). Для

ряда (18.11) при имеем

Ч) —

1 *

1-а 1-1

Последняя последовательность сходится к или при % — 0

или при + (при = 1 получаем = 1).

Отсюда, если получаем, что степенной ряд (18.11) яв-

ляется к значению при и при

всех X,, удовлетворяющих неравенству

т.е. внутри круга с центром в точке 1— и радиусом, рав-

ным 1/ [М
. Отсюда, чем ближе к нулю, тем больше круг

ряда (18.11). Если вещественно,то при

этот круг стремится к полуплоскости Ке 3:< 1. Покажем

еще, что эта суммируемость является также абсолютной. Дейст-

вительно, применяя к ряду (18.11) метод (18.4), при 1

получаем п.

К*1
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откуда

= 1 +

П-=1

матрицу

3 = с

Эта матрица обратна сама себе, т.е. 9) =3), или

3)2 = Е. (19Л)

0 применении метода к суммируемости произвольных

степенных рядов см., например, Агнью ([26], стр. 328-333,или

Кнопп [49], стр. 239-245).

§l9. Метод с: ,ванияХаус

Произведение двух методов Эйлера—Кноппа, как видно из

(18.5), также является методом Эйлера—Кноппа, так что мно-

жество методов Эйлера—Кноппа замкнуто относительно опера-

ции умножения. Метод Хаусдорфа, к рассмотрению которого

сейчас приступаем, также обладает этим свойством. Множество

методов Хаусдорфа является достаточно широким: метод явля-

ется обобщением методов Гельдера, Чезаро и Эйлера—Кноппа.

19.1. Матрица и последовательность Хаусдорфа. Введем

Действительно, обозначив при помощи (18.6)на-

ходим
п. и и-к



чем (19.1) доказано.

Ц =

Н = 3))АЙ), (19.3)

которое назовем матрицей Хаусдорфа, а последовательность

- последовательностью Хаусдорфа.

Теорема 19.1. Произведение методов Хаусдорфа (Ч,
и есть метод Хаусдорфа (И;

Доказательство. Действительно, учитывая (19.1) и то,

что произведение диагональных матриц есть диагональная мат-

рица, находим

Из теоремы 19.1 непосредственно вытекает

Следствие 19.1. Любые два метода Хаусдорфа перестано-

вочны.

2. Примеры методов Хаусдорфа. Найдем критерий, по

которому легко установить, является ли заданный метод Д =

= методом Хаусдорфа, т,е. представим ли он в виде

(19.3), т.е. в виде

Д = s)цs) (19.4)

- 128-

Возьмем числовую последовательность и введем

диагональную матрицу

Соответственно матрице р. образуем произведение

Метод суммирования, матрица которого в виде преобразо-

вания (А) является матрицей Хаусдорфа, называется методом

Хаусдорфа и обозначается через (Ц,
Имеет место



Умножив равенство (19.4) справа и слева матрицей ,

в силу (19.1) получаем

адй=ц. (19*5)

Обратно, из (19.5) таким же образом следует (19.4). Итак,до-

казана

"к **% к

и по теореме 19.2 получаем требуемое.

!7.

Теорема 19.2. Метод А является методом Хаусдорфа

тогда и только тогда, если произведение 3)АЗ) является диа-

гональной матрицей, т.е. если имеет место (19.5).

Следствие 19.2. Метод Чезаро С* является методом 1аус-

дорфа (Н, при любом / -1, -2, ... .

Доказательство. Обозначив ввиду (15.7),

(15.12) и (15.16), находим

% -

Г(п.+<А+1)

(-1)" о(-1 ДК—=
"п.-к-У ** "п,-к

У*сО Яп,

_1_

Теперь, обозначив = ввиду (19.2),

заключаем

*

Следствие 19.3. Метод Гельдера Н является методом

Хаусдорфа (Н, .

Доказательство. По следствию 19.2 метод Н*=С

Отсюда по теореме 19.1 для любого с/,= 1,2,... получаем

требуемое.

Замечание. Следствие 19.2 дает возможность определить

129



Следствие 19.4. Метод Эйлера—Кноппа является ме-

тодом Хаусдорфа (Н,

Доказательство. Обозначив = ввиду (18.1)

и (18.6), находим

7-К 7-К

7*o

и по теореме 19.2 получаем требуемое.

Из следствий 19.1-19.4 вытекает перестановочность мето-

дов Чезаро, Гельдера и Эйлера—Кноппа, например,

19.3, Матричнне преобразования Хаусдорфа. Найдем эле-

менты матрицы (19.3) в виде преобразования (А). Для этого,

обозначив = имеем

г\.
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метод Гельдера для нецелых . Поэтому для любого комп-

лексного & определяем

Теперь, обозначив ввиду (19.2),за-

ключаем

С*С?=С*с" # -1, -2, ...),

Г% = Е.с-< -2, ...),
н*с?=с?н* -1,-2,...).



131

откуда для элементов матрицы (19.3) при помощи (18.6)

находим

Отсюда п

А *

?

—

Ввиду (19.6) и (19.7) метод Хаусдорфа (Н, треуго-

лен и в виде преобразования (А) имеет матрицу

(19.8)

Докажем, что в виде преобразования (С) метод Хаусдорфа

задается треугольной матрицей

(19.9)

= к(к)Д Ц«.
Действительно, аналогично как для метода при к= О

равенство (19.9) верно, а для всех к>o из (8.9), (8.1) и

(19.8) вытекает

( К/А ( К/А

гь

а?..)

Теперь назовем разностью неотрицательного целого поряд-

ка *к. последовательности величину

К+й. К+Й.

' \?=к

(19.7)



лЛ--К-1, —
к+l

19.4. Со: юй

Применим теорему 1.1 Кожина —Шура к матрице (19.8). Условие

2° ее выполнено, так как из (19.6) и (18.6) выводим

к=о К=о 7=Х '

7=o ' К=о 7=o ) к=o

—

(19.10)
У=0

Остаются условия 1° и 3° теоремы 1.1. Поэтому верна

Теорема 19.3. Метод сохраняет сходимость тог-

да и только тогда, если выполнены условия

= существует при к=0,1,.,., (19.11)

2) = (19.12)
к=о '

Сохраняющий сходимость метод ( регулярен тогда и

только тогда, если О.« = 0 для всех к= 0,1,... и = 1.

Теорему 19.3 доказал Хаусдорф ([4o], стр. 79).

Из (19.10) следует, что условие (19.12) можем в теореме

опустить, если

Можно доказать, что выполнение условия 1) теоремы 19.3

достаточно требовать линь при К= 0 (см.,например, Харди

[24], стр. 316, или Гарабедян [37], стр. 396).

Для доказательства следующей теоремы нам нужно

Определение. Последовательность называется абсо-

-132-
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лютно монотонной, если

длявсех гс,р = О, 1,

Из (19.10) вытекает,что для абсолютно монотонных после-

довательностей условие (19.12) всегда выполнено.

Лемма 19.1. Вещественная последовательность

удовлетворяет условию (19.12) тогда и только тогда, если она

представима в виде разности

(8.5), (19.10) и (19.11) вытекает

где и - абсолютно монотонные последовательности.

Доказательство см. Харди Е24], стр. 314-316.

Теперь может быть доказана

Теорема 19.4. Метод сохраняет абсолютную схо-

димость, как только он сохраняет сходимость.

Доказательство. Пусть сначала - вещественная

последовательность, удовлетворяющая условиям (19.12) и

(19.11). По лемме 19.1 можем ограничиться случаем, когда са-

ма абсолютно монотонна. А тогда, в силу (19.9), уело-

вне теоремы 4.1 Кноппа—Лоренца выполнено, ибо из (8.14),

по оо Ге к-1

ГШК п- П. П- ' \/=о

к-1

Если же = * вещест-

венны, то вместе с удовлетворяют условиям (19.11)

(19.12) последовательности и . Теорема
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Теорема 19.4 принадлежит Кноппу и Лоренцу [s2].

Вопросы регулярности и включения методов Хаусдорфа име-

ют тесную связь с проблемой моментов. Об этом см. Хаусдорф

[4o]; Харди [24], стр. 318-330; Гарабедян [37], стр. 398-406;

Ахиезер [2], стр. 97 и 252; Кук Еl4], стр. 361-362,где име-

ется и дальнейшая литература.

(н,l)=Е,
откуда

сохраняет сходимость, и совместность - тогда и только тогда,

когда метод (19.14) регулярен.

19.5. Обратная матрица. Включение. Из (19.8) заключа-

ем, что метод нормален тогда и только тогда,

0. По теореме 9.1 при этом условии метод

ратин. Чтобы найти обратную матрицу, заметим, что

(19.3) и (19.1)

когда

) об-

ввиду

(19.13)

ибо по теореме 19.1 имеем (Н, = (Н, 1).

Формула (19.9) показывает,что равенство (19.13) сохра-

няется и в тон случае, когда метод (/-/, задан в виде

преобразования (С).

По той же теореме

куда и иг теоремы 12Л вытекает

Теорема 19.5. а) Включение .) имеет

место тогда и только тогда, когда метод

(19.14)

б) Включение 3 1 имеет место тогда и
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только тогда, когда метод

сохраняет абсолютную сходимость.

([37], стр. 397).

Вопрос о транслятмвности методов Хаусдорфа изучается в

статье Хатнера [s4].

Найдем условия, когда линейная комбинация и произведе-

ние регулярных последовательностей являются регулярными по-

следовательностями .

Теперь обратимся к произведению регулярных
последова

Отсюда, титывая теорему 19.1, находим

Случай а) теоремы 19.5 доказан в статье Гарабедяна

19.6. Регулярные последовательности Хаусдорфа. После-

довательность Хаусдорфа будем называть регулярной,

если метод (является регулярным.

Пусть и - Две регулярные последовательно-

сти. Образуем третью последовательность

= -

Этой последовательности, ввиду (19.3) соответствует метод

Хаусдорфа

(Я, =<3)уЭ) =а 3)ц3) +(1-а)3)А$=

Если этот метод применить к сходящейся последовательности

*о ввиду регулярности и '
****е

тельиостей. Если то ,
обозначив

последовательности через получаем



Действительно, 1, а методом математической индук-

ции легко доказать, что для любого об =O, 1, ...

П.-К о

и остается проверить лииь условие (19.11) теоремы 19.3. Но

отсюда после элементарных вычислений обнаруживаем, что

П(1 + -рг) = <-'

П,=К+l Г

п поэтому Ж о при к = 0,1,

-136-

(И,

Итак, доказана

Теорем 19.6. Линейная комбинация двух ре-

гулярных последовательностей 1аусдорфа ж регу-

лярна, если сумма их коэффициентов О.+%=1.

Произведение А,1.1Ап, двух регулярных последовательно-

стой 1аусдорфа и регулярно.

В качестве примера покажем, что последовательность

' г*'

регулярна.

вИходо

_

оинеЖэми

-обпеоньэнояоед)явомвым1до-\4Ибп4МИН9ЯВН8409*8

—тт!



(<АП.+II
(рг\ + 1?

регулярна Пlж > 0.

Ижеет

место

Теорема 19.8. Если <*>-!, то

С<*— Н<* (19Д5)

(19.16)

= " =(Л + П-".

Но в силу (15.16) отноженже

довательностей ж поэтому в силу теорема 19.6 само является

регулярной последовательностью. Обратное включение Н**!ЭС*
доказывается аналогичным рассуждением, ибо

!8.

Далее, так как последовательность регулярна (это

следует из (19.3) и (19.1) непосредственно), то ввиду равен-

ства

+ 1
{Ьп, +1 Р Р

из теоремн 19.6 вытекает

Теорема 19.7. Последовательность Хаусдорфа

Доказательство. Пусть <4 - целое число. По теореме

19.5 включение имеет место, если является

регулярной последовательностью, где

-ежом7*жопнеЖожекойлэжойое*опномитяж

(}+И)--

}р
-

137
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7Г+l , 1 +1 ,
ГЪ+l ГС+l + 1

19.8. Теорема Мерсе а. При помощи преобразования

= а (19.17)

М =а.Е" +(1- а.)С*.

-138-

Окончание доказательства соотношения (19.15) для нецелых &

см. Харди стр.328. Включения (19.16) вытекают из

(19.15) в силу теорем 19.5 и 19.4.

Отметим, что включение С* ЗН<* для целых впервые

доказал Кнопп в 1907 году, а обратное включение Шнээ в 1909

году. Для любых -1 соотношение (19.15) доказал Хаусдорф

([40], стр. 89-91). См. Также Кнопп [50], стр. 481-483, и

Харди [24], стр. 153, где имеются ссылки и на другую литера-

туру* Соотношение (19.16) доказано Кноппом и Лоренцом [52].

определим метод суммирования По теоремам 15.1 и 19.6

метод М регулярен, ибо из ?гого, что следует

Однако, обратное включение ЕэМ не столь просто,ибо здесь

требуется из свойств суммы сделать заключение о свойствах

слагаемых. То, что включение действительно имеет ме-

сто, показывает следующая теорема Мерсера ([24], стр. 135).

Шур доказал, что условие а,>0 также необходимо, т.е.

чение при не имеет места.

вклю-

Доказательство. Метод (19.17) можно представить в виде

Теорема 19.9. Если О.>0 и последовательность

в (19.17) сходится к числу сЦ, то и
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Отсюда в силу следствия 19.2 метод N определяется после-

довательностью

а + о,г\ + 1

является регулярной последовательностью при о.>o,а поэто-

му по теореме 19.5 верно включение* вместе с совме-

стностью.

следует равенство
<

О решениях этой проблемы см., например, Сырмус Е2l].

§2O. Методе сона—Аб

Здесь изучим одного из представителей полунепрерывных

методов суммирования - метод Пуассона—Абеля. Пуассон при-

менял этот метод к суммированию рядов Фурье.

по теоремам 19.5 и 19.4 имеем и включение

= ,

а метод Е - последовательностью 1. Так как по тео-

реме 19.7 отношение

1 П + 1

В настоящее вредя имеются многочисленные обобщения те-

оремы Мерсера на случай, когда в (19.17) метод арифметиче-

ских средних заменен другим регулярным методом. Отсюда

следующая проблема:

При каких значениях параметра а, из равенства



140

Ряд (0.1) называется сумми-

Ьтl(х) = ):т
.

Х-*l-' х-и-

В силу (15.8) можем это определение переформулировать и

рованияс

= х"

= ((-х)х^.
и

Далее, ряж (0.1) называется абсолютно суммируемым мето-

дом Пуассона—Абеля, коротко IА[-суммируемым, если функция

(20.1) имеет ограниченное изменение на полуотрезке

1
или, что то же самое-*-, если

1
См. Натансон ЕГ7], стр. 238 и 279.

руемым методом Пуассона—Абеля, коротко -суммируемым, к

числу если степенной ряд

(20.1)

сходится при ]х!< 1 и

так:

Последовательность (0.2) называется /1-суммируемой к

числу ,
если степенной ряд

и

сходится при !х)<1

1пп
-х-*4- Х-*1-

Таким образом, метод - полунепрерывный метод сумми-

<°О.
0 '

Например, ряд не является -суммируемым, ибо
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У Ве<* 2<lх<,о.

20.2. Регулярность, сохранение абс

Теорема 20.1. Метод регулярен.

Доказательство непосредственно следует из теоремы Абе-

Другое доказательство см., например, Бари стр. 29.

Теорема 20.2. Метод ]А} сохраняет абсолютную сходи-

мость.

Доказательство (очень простое) см., например, Зигмунд

стр. 139.

20.3. Вк

Теорема 20.3. Жми *о ж оба мето-

да совместны.

(15.8), (15.2) и (20.1) имеем

1
См. Фихтенгольц [23], стр. 397 или 446.

степенной ряд расходится при Также

ряд XIяе является так как для него

при Напротив, для ряда

(15.32) имеем при тс т.е.

ряд (15.32) является к сумме Ряд

(15.32) также ибо для него

Доказательство. Пусть - любая последовательность

точек на действительной оси, стремящейся к 1 слева. Предпо-

дожим, что ряд (0.1) суммируем методом Тогда в силу
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(20.2)

Для этого надо к матрице

XI =а- х,.)"'' =l,
К X

видим, что все условия теоремы 1.2 выполнены и наша теорема

доказана.

Другое доказательство см. Харди [24], стр. 140. Обоб-

щения теоремы 20.3 см. Бари [з], стр. 887; Зигмунд [9],стр.

136, Кнопп [so], стр. 491.

Доказательство. Предположим, что ряд (0.1) суммируем

По теореме 15.5 нам достаточно ограничиться случаем

вещественного .
В силу (15.33) и (20.1) имеем

П.=l

причем {(тс)существует при ,
так как по теореме 15.9

имеем Выражение справа есть матричное преоб-

разование последовательности . Покажем, что из сходи-

мости последовательности следует существование

применить теорему 1.2 Теплица, причем по теореме 15.3 можем

ограничиться случаем, когда о:>-1 вещественное число. В

таком случае , и ввиду (15.1)

Изтеоремы20.3при =0 вытекаеттеорема20.1.

Теорема20.4.Если Ке*>-1,то !Д]Э1С°

откуда так как, учитывая (15.23), = то
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и=l. о

Оправдание перестановки интеграла и суммы таково же, как при

доказательстве формулы (15.18).

Из теоремы 20.4 при = 0 вытекает теорема 20.2.

Суммируемость и абсолютная суммируемость методом Абеля-

Пуассона имеют большое значение в теории рядов Фурье [3,9].

20.4. Тауберова тео

[24], стр. 191, или [3], стр. 889) доказана следующая

Теорема 20.5. Если

(20.3)

*,1 <
= (20.4)

Доказательство. Докажем сначала, что

п.

(20.5)
к=о

Теорему 20.3 при = 1 доказал Фробениус [36], при о(.=

= 2, 3, ...
- Гельдер [43], а для произвольных Кнопп

[48] и Чепмен [34], стр. 376. Теорему 20.4 доказал Фекете

(см.[30], стр. 518).

В 1897 году Таубером (см.

Действительно, для любого ь>0 можем в силу (20.4) найти

такой индекс М ,
что при Отсюда можем

выбрать таким, чтобы при п,>/У было

чем доказано (20.5).

п, (Ч и.

к-о К=0 к=(1+1 к-0
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И8 (20.3) видно, что ряд (20.1) сводится при всех х из

промежутка х < 1. Поэтому, положив

СлеДОВатОЛЬНО.
, 1

Обобщения теоремы 20.5 см. Бари [3], стр. 889-891; Зиг-

мунд [9], стр. 137; Фихтенгольц [23], стр. 399 и 405. В час-

тности, в теореме 20.5 можно условие (20.4) заменить более

слабым условием (20.5).

В настоящее время имеются многочисленные обобщения тео-

ремы Таубера на случаи, когда методы /1 и Е заменены дру-

гими. Отсюда следующая проблема:

Пусть <4 и % - два метода суммирования, где йЭ Д
.

Каким условиям должны удовлетворять члены ряда (0.1), чтобы

% -суммируемость ряда (0.1) влекла за собой его Д-сумми-

руемость к той же сумме?

Ранения этой проблемы в ряде случаев см. Харди [24] ,

главы VI , Уll и IX.

Литература ио теории тауберовых теорем чрезвычайно об-

мирна.

1 = 1-4-

(тогда 1-х = -4. ), ддя любого из (20.4) получаеи
оо

;к V* & Г"? У 6 1__ А,
к 2п, 1-х 2

к**п*1

откуда и из (20.5), так как

дм либого выводим

К=0 ' к-0
п,

К*п.ц

К=о



Глава 1У

МНОЖИТЕЛИ СУММИРУЕМОСТИ

$ 21. Постановка проблемы

Проблема множителей суммируемости берет свое начало от

одной из основных проблем теории рядов: узнать сходится или

расходится данный ряд. В решении вопроса об абсолютной схо-

димости ряда основную роль играет метод сравнения,при помощи

которого доказываются все признаки сходимости положительных

рядов. Метод сравнения, однако, неприменим для получения

признаков условной сходимости рядов, а тем более для получе-

ния признаков суммируемости рядов, так как, например, ряды

с одинаковой скоростью стремятся к нулю.

Получение признаков сходимости рядов о произвольными

(комплексными) членами основано на следующей идее: члены ис-

следуемого ряда представляются в виде произведения двух по-

следовательностей; тогда исследуемый ряд получает вид

(21.1)

Если поведение ряда

Ц-и (0.1)

19.

нам известно, то сходимость ряда (21.1) зависит лишь от по-

следовательности В случае сходимости ряда (21.1)чис-

называются множителями сходимости.

145
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Вапример, признак условной сходимости рядов Лейбница

ГОВОIЖТ, что ряд

сходится, если

Признак Лейбница - частный случай признака Дирихле:

Ряд (21.1) сходится, если ряд (0.1) ограничен, т.е. ес-

ли его частичные суммы

п.

к*о

(0.2)

ограничены, а

Ряд (21.1) сходитг*, если ряд (0.1) сходится, и

монотонна и ограничена.

Теорема 21.1. а) Ряд (21.1) сходится при любом сходя-

щемся ряде (0.1) тогда и только тогда, если

(21-2)

б) Ряд (21.1) сходится при любом ограниченном ряде (0.1) то-

гда и только тогда, если выполнены условия (21.2) и

Если же потребуем сходимость ряда (0.1), то от мо-

жем требовать меньже. Нал 4мер, признак Абеля таков:

Признаки Дирихле и Абеля - частные случаи следующей

опубликованной в 1903 году теоремы Дедекинда—Адамара:

Еп.ио-
отметин, что здеоь необходимость условий, как и вообще

в теории рядов, относится ко всему рассматриваемому классу

рядов. Например, если *о найдется хотя бы

один ряд (0.1), который сам сходится, но ряд (21.1) расхо-
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дится. Следовательно, необходимость условий теоремн Дедекин-

да—Адамара означает, что эти условия являются самыми обни-

ми, их ослабить уже невозможно.

Теорема Дедекинда—Адамара дает окончательное решение

проблемы множителей сходимости в случае, когда раж (0.1)

сходится или ограничен.

(Х.У), если для любого ряда (0.1) из класса X ряд (21.1)

принадлежит классу У.

Теорему Дедекинда—Адамара стали обобщать на суммируе-

мые ряды. Первые важные обобщения получили в 1907-190$ гг.

Бор, Харди и Бромвич, В теореме Бора—Харди рассматривается

случай, когда оба ряда (0.1) и (21.1) суммируемы методом

С<*(с4 =0,1,...), а в теореме Бромвича - ряд (0.1) суммируем

методом С<*, ряд (21.1) сходится.

Все названные теоремы дали начало теории множителей

суммируемости, которая с тел пор развивается по сей день и

ныне, благодаря ее многочисленным применениям, как в теории

рядов, так и вне ее, стала центральной ветвью теории рядов.

Дадим точное

Определение. Пусть X и У - два класса рядов< Комп-

лекснме числа называются множителями суммируемости типа

Пусть теперь Д и - некоторыеметоды суммирования

рядов.Класс X можно образовать,например,из всех л -сум-

мируемых, -ограниченныхили {/[[-суммируемыхрядов(тогда

вместо X пиием соответственно , /3%)или 1/)1). Класс

У можно образоватьиз всех % -суммируемыхили 1<%[-сум-

мируемыхрядов (и вместоУ пином соответственной или[й}).
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Если = ,то говорят о соответствующем типе множи-

телей сходимости, т.е. соответственно о множителях сходимос-

ти или абсолютной сходимости.

Уточним, что означает найти множители суммируемости

данного типа.

всякий раз, когда ряд (0.1) является Д-суммируемым. Обо-

значив

Хп.к
п

С

заключаем, что имеет место

Применяя к теореме 21.2 теоремы включения 12.1 или 12.2,

приходим к искомым необходимым и достаточным условиям.

Таким путем получаемые условия являются, однако, прак-

тически трудно проверяемыми, или, как говорят, неэффективны-

ми. Значит, получение таких условий не является решением за-

Если метод Д обратим, то, как сейчас увидим, нетрудно

написать необходимые и достаточные условия, которым должны

удовлетворять числа чтобы они были множителями сумми-

руемости заданного типа. Для примера остановимся на множите-

лях суммируемости типа (Д,!В).Действительно, пусть в виде

преобразования (В) метод .%= Тогда по определению

ряд (21.1) является %-суммируемым, если существует предел

Теорема 21.2. Комплексные числа являются множите-

лями суммируемости типа (Д,35)тогда и только тогда, когда

СэЯ.
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дачи. Поэтому

(21.4)

Если еще потребуем,

= 1, 'И*')

Найти множители суммируемости заданного типа впредь

означает: найти эффективные необходимые и достаточные уело-

вин для того, чтобы комплексные числа были множителями

суммируемости этого типа.

Следовательно, теоремой 21.1 найдены множители сходимо-

сти типов и (Еф,Е); теоремой Бора—Харди - множители

суммируемости типов (С*, С*) и ( С<*) при = 1, 2,...;

теоремой Бромвича - множители сходимости типа (С°\Е) при

1, 2 г

Найдем при помощи теоремы 21.2 некоторые эффективные

необходимые условия.

Пусть метод Д сохраняет сходимость, т.е. Тогда

по теореме 21.2 для множителей суммируемости типа (/),%)

необходимо условие т.е. метод С должен сохранять

сходимость. По теореме 1.3 получаем условия

существуют (21.3)

2
то и из условий (21.3) и (21.4) условие

(21.2). Ввиду соотношения

Условие (21.5) выполнено, когда метод % регулярен (ей.
следствие 1.1).

о

Ср. замечание 1.1.
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&О ,Л2к,

из (21.2) следует условие

(21.6)

Таким обраэол, дожазанс

Лемка 21Л. Пусть метод сохраняет сходимость,

Остановимся ниже на методах нахождения множителей сум-

мируемости.

§22. Ж б

22.1, Неросредстйенннй йтод. Ряд математиков находи-

ли различные типы множителей суммируемости без применения

общих теорем.теории рядов. Будем этот метод называть непо-

В частности, этим методом пользова-

метод % удовлетворяет условию (21.5). Для того, чтобы чис-

ла были множителями суммируемости типа (/!,&), необхо-

димо выполнение условий (21.2) и (21.6).

лись Бор, Харди и Бромвич хотя бы потому, что в то время

теоремы 1.1 еще не было. Например, множители суммируемости

типа (Д,%) можно непосредственным методом находить таж:

предположив ряд (0.1) суммируежы методом Д
, установить

(точнее угадать) достаточные условия для чисел И дока-

зать, что при выполнении этих условий ряд (21.1) суммируем

методом . Необходимость условий для Ер, дожазывается от

противного, а именно, дожазывается, что при невыполнении

рассматриваемого условия для существует хотя бы один

ряд (0.1) такой, что для него ряд (21.1) не суммируем мето-
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метод обратного преобразование. который также называют жето-

дом Шура, впервые указавший на него в случае метода суммжро-

ванм Чезаро. Метод Шура принципиально применим для любого

обратимого Д
.

Основная идея этого метода заключается в том, что при

помощи обратной матрицы метода /1 задача нахождения множи-

телей суммируемости сводится к исследованию некоторого мат-

ричного преобразования, в результате чего получаем неэффек-

тивные необходимые и достаточные условия. Затем эти условия

используются для нахождения эффективных условий. Для этого

из названных неэффективных условий сначала выводятся эффек-

тивные необходимые условия, а потом доказывается,что из этих

эффективных условий вытекают неэффективные, о которых гово-

рилось выше. В последнем, однако, как раз и заключается ос-

новная трудность применения метода обратного преобразования.

Об истории нахождения множителей суммируемости для методов
Чезаро см. Барон

дон %
. Непосредственный жеодом пользовались еще Чепмен,

Фекете, Андерсен, Бозанкет. В итоге, в 1946 году непосредст-

венным методом ими шю жители суммируемости типов

(С°\СР)и(С%,С?)для произвольных 1953 г.

множителисуммируемоститипа для произвольных

22.2. Метод обратного преобразования. Самый важным

является другой метод нахождения множителей суммируемости -

метод обратного преобразование, который также называют мето-

Например, если методы /1 и % треугольны, то из тео-

рем 21.2 и 12.1 следует, что задача нахождения множителей
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откуда

и имеет место

1° существуют = 3к.

3°
К=о

Замечание 22.1. Если =1 и существует 11т
,

то условие 2° теоремы 22.1 выполнено.

Действительно, по теореме 9.2 имеем

п.

—

Из неэффективных условий теоремы 22.1 нетрудно вывести

эффективные необходимые условия. Действительно, в силу заме-

чания 1.1 из условий 1° и 3° теоремы 22.1 вытекает необходи-

мое условие

суммируемости типа (/),&) сводится к тому, чтобы матрица

(5 =*С условиям теоремы 1.1. Отсюда, если

обозначить и то

и.

-Я,

Теорема 22,1. Если метод /1 = ( о(-п.к)нормален и ме-

тод % = треуголен, то комплексные числа являют-

ся множителями суммируемости типа (/),%) тогда и только тог-

да, если выполнены условия

ГС

2° существует Йт = з



(22.1)

Далее, положив к=п, в условии 3°, получаем еще одно необ-

ходимое условие

или ввиду (9.16)

(22.2)

Таким образом, из теоремы 22.1 вытекает

(22.3)
7=К у=к Яп,

Так как по теореме 15.1 метод Чезаро регулярен, то применима

лемма 21.1, и, следовательно, необходимо условие (21.6).

20.

Лемма 22Л. Пусть метод /1 нормален и .% треуголен.

Для того, чтобы числа были множителями суммируемости ти-

па (Д,й), необходимо выполнение условий (22Л) и (22.2).

Теперь остается доказать обратное, однако, самое труд-

ное: доказать достаточность условий лемм 21.1 и 22.1
,

т.е.

из эффективных необходимых условий лемм 21.1 и 22.1 вывести

неэффективные условия теоремы 22.1. Последнее до сих пор

удалось лишь для некоторых конкретных методов суммирования,

причем неизвестно возможно ли это для других методов сумми-

рования.

22.3. Множители суммирования для метода Чезаро. Пусть

Д и - соответственно методы Чезаро и

,р 0. Найдем множители суммируемости типа

Ввиду (15.10) и (15.26), имеем

С где

(с", с?).

153
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Поэтому в (22.3) можем перейти к пределу при п.-ю<, под зна-

ком суммы, вследствие чего

" 7= К

Чтобы последнему выражению придать компактный вид, надо

величину
оо

=

если последний ряд сходится при всех к = 0,1, ... . Напри-

мер, если то .явность (22.4) существует при любом

комплексном х с Везе.>o и при Х= 0. В частности, при

X. = 0,1, ... формула (22.4) превращается в (19.7), так как

тогда = 0 для всех \,>К+Х.

При помощи символа разности можем написать

-
.о(+l

— &к'

и условие (22.1) леммы 22.1 принимает вид

(22.5)

= (22.6)

Теперь остается самое трудное. Надо доказать достаточ-

ность условий (21.6), (22.5) и (22.6) для множителей сумми-

руемости типа (С°\ т.е. доказать, что из условий

формулу (19.7) обобщить для любого вещественного м.. Для

этого назовем разностью порядка последовательности

Далее, так как и то условие

(22.2) леммы 22.1 принимает вид
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(21.6), (22.5) и (22.6) вытекают условия I°, 2° и 3° теоремы

22.1 при заданными формулой (22.3). Для этого заметим,

что ввиду замечания 22.1 условие 2° выполнено. Также нами

доказано, что условие 1° вытекает из условия (21.6). Остает-

ся доказать, что из условий леммы 22.1 вытекает условие 3°

теоремы 22.1. Этому доказательству предпошлем следующие лем-

мы Андерсена, имеющие и самостоятельный интерес.

Лемма 22.2. а) Если 4>-1, и б+<Г>o, то из

= (22.7)

*-=Х X
К=l

ц- -5 С
Х-т,+l.Ж=o

Очевидно, что

=

Докажем, что для всех О0 имеют место оценки

Действительно,

пл- К

условия = (ОС1)следует равенство

б) Если и то из условия

следует равенство (22.7).

Доказательство. Введем для 1,2, ...
обозначения
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)тс

то равенство

Г
л=о

имеет место линь при ,
т.е. при к

Г<УЗ. Поэтому, применяя формулу Андерсена, выводим

ш-М

= (ЙГИ-")
.

Вторую оценку получить очень легко. Действительно,

= (9(пг"*)+(9 (ц-

Теперь продолжим доказательство леммы 22.2. Обозначив

бд, нам надо доказать, что

гл, К

К=1

Далее, так как сохраняет знак при всех + 1,

К=1 Кям\-М+1

ГГС ЕсЗ

4№П)=

к=пл.+1
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Но, учитывая сходимость всех рядов

у
к

по формуле (15.12) находим

х =Г.
.

Остается доказать, что Для этого, обозначив

гл-,

}IУП ХГ

Ш ' Д=oК=пм-1-<Ж*

=кт

Лемма 22.3. Из условий (21.6) и (22.5) для любого 0<

+ 1 вытекает неравенство

Доказательство. Пусть А-1 =ц*-т. Тогда по лемме

22.2 имеем

1йпX! А***ДТе* = ]1т

т. оС

§
д=о х.=о К=а. к=о

где

имеем в случае а) = а в случае б)

Следовательно, при выполнении условий леммы



.l Е I
к=п.

к

Г\=o
г к гт

= (22.8)

Придав аг последовательно значения
,

,4+г, 6 , получаем требуемое.

Лемма 22.4. Из условий (21.6) и (22.5) для любого 0<

< 4 сА вытекаем

Доказательство. Из доказательства леммы 22.3 следует

равенство

(22.9)

ибо все ряды в неравенствах (22.8) абсолютно сходятся. Те-

перь при помощи преобразования Абеля,формулы (15.15) и леммы

22.2 находим
г. П,-1

К=о
* К К=о " К Г П.

Отсюда и из (22.9) вытекает утверждение леммы.

Кроме лемм 22.3 и 22.4,нам нужна формула разности про-

изведения

(.= 0

-158-

(22.10)

&г\,—
еслитолько -т>-1 и <У+1-т>0. Поэтому,

ПОЛОЖИВ 0<Г <: 1, можем писать

фф
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имеющая место для любого X=o, 1,

Формула (22.10) легко доказывается, исходя из (17.12),

методом математической индукции.

Обратимся теперь к доказательству того, что условия

(21.6), (22.5) и (22.6) влекут за собой условие 3° теоремы

22.1.

л\4*

Ц "

<?=к

(=0

где

Обозначим [р] =%
.

Пусть Ограничимся случаем, когда о!. целое

число. Тогда, применяя формулу (22.10) и вытекающую из

(22.4) и (15.13) формулу

имеющую место для любых м., , находим

Если с+р— с = 0, 1, ... при

целом р и с = 0, 1, ... нецелом р, из

условия (22.6)

Е 1 =О Е '1 =

к=о к=о

к=О

В случае такого ё нет.

2
Достаточно считать п. 1 .
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следовательно, по лемме 22.3 из условий (21.6) и (22.5) вы-

водим

22.4 из условий (21.6) и (22.5) следует

ГС? Ед? I 41 = =

К-0 К=o п.

а по леммам 21.1 и 22.1 и необходимы.

Теорема Бора—Харди вытекает из теоремы 22.2 при р=о4,

теорема Шура - при целом р .

Если же т.е. если

то с[+1-Ь 0
,

и поэтому

!-

Если, наконец, с= при нецелом р , то по лемме

Пусть теперь р > об. По доказанному для множителей

суммируемости типа С°*) достаточны условия (21.6) и

(22.5). В силу включения С'
,

что имеет место по

теореме 15.3, эти же условия достаточны и для типа(С<*,

Итак, доказана

Теорема 22.2. Пусть с* = 0,1, Для того, чтобы

комплексные числа были множителями суммируемости типа

С**),необходимо и достаточно выполнение условий (22.5)

и (22.6) при о(, а условий (22.5) и (21.6) - при

В случае нецелого доказательство теоремы 22.2



усложняется.

Аналогично можно найти множители суммируемости типов

(Сs, С"), ()С"I,С?),(IС°'I,IСР)), (С-Ь, 1С'!) - (С',IСИ).
Все эти доказательства имеются в статье Барона [4].

22.4. Множители суммируемости для метода Рисса. Найдем

множители суммируемости типа . Предварительно нам

нужна

** *"

Эти же теоремы при целом обобщены для комплексного

р в статье Абеля Е1]. К множителям суммируемости типов

мы вернемся ниже.

22.4, Множители суммируемости для метода,_Рисса. Найде;

Лемма 22.5. Пусть метод /3 сохраняет абсолютную схо-

дикость, а метод Д удовлетворяет условию (21.5). Для того,

чтобы числа были множителями суммируемости типа

необходимо выполнение условия (21.6).

Доказательство. Так как по условию то по

теореме 21.2 для множителей суммируемости типа ({Д), ЗЬ )

необходимо условие Сэ]Е1. Поэтому по теореме 3.1 получа-

ем условия (21.3) и

Из последних условий при помощи (21.5) получаем условие

(21.6).

Пусть теперь /1 - метод взвешенных средних Рисса Р =

0, а % "^г\к) - произвольный треугольный

метод. По теореме 21.2 числа являются множителями сум-

мируемости типа ({Р),%) тогда и только тогда,если ('з)Р!.
По теореме 12.1 последнее сводится к тому, чтобы матрица

<5= С А** удовлетворяла условиям теоремы 3.1. Отсюда, если

- 161 -

2Ь
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" то

п,

"2—. ,

у=к' '

и приходим к следующему результату.

(!Р),%) тогда и только тогда, если выполнены условия

При помощи (17.7) находим, что

\ —а
-Ик_е

_д Рк-1р _

Рг'КркЕк ргь.к+l

= (22.13)

Перейдя теперь в (22.12) к пределу при гь-*°о, применяя ус-

ловие (21.5), находим

— +&((+! (0(1),

откуда, при помощи леммы 22.5 приходим к необходимому усло-

вию

ЦДЕк = (РСрк).. (22.15)

Числа являются множителями суммируемости типа

существуют ])т к< (22.11)

(22.12)

Предположим, что метод & регулярен. Тогда по теореме 1.3 и

следствию 1.1 выполнены условия (21.5) и

(22.14)

Далее, применяя к (22.13) формулу разности произведения

(17.12) и учитывая (8.6), обозначив можем ус-

ловие (22.12) представить в виде



163

Рп,, "1" — (22.16)

(21.6), из (22.16) выводим

(22.17)

Обратно, из условий (22.14), (22.15), (22.17) и (21,6)

вытекает условие (22.16). Условие (22.11), как мы видели,

следует из (21.5).

Итак доказана

полнение условий (21.6), (22.15) и (22.17).

т
Фактически нам нужны лишь вытекающие из регулярности мето-

да Д условия (21.5) и (22.14).

Ввиду условия (22.14) и необходимости условий (22.15) и

Теорема 22.3. Пусть метод нормален и сохра-

няет абсолютную сходимость, а метод % треуголен и рогуля-

рен . Для того, чтобы комплексные числа были множителя-

ми суммируемости типа (]Р),%), необходимо и достаточно вы-

Аналогично находятся множители суммируемости типов

Р),]%!), и Все эти типы множителей сум-

мируемости найдены в 1953 г. Г.Кангро Е11] даже в случае не-

треугольного .
В той же статье дается история развития

теории множителей суммируемости для метода взвешенных сред-

них Рисса. Множители суммируемости типов

при некоторых (довольно сильных) ограничениях на метод %

найдены в статье Барона Еб].

Отметим, что при некоторых дополнительных ограничениях

на метод % или же при конкретных й можно условия для

множителей суммируемости для метода Р упростить. Например,
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то можем упростить условие (22.17). Действи-

тельно, тогда ввиду (15.7) условие (22.17)принимает вид

= (22.18)

Покажем, что последнее равносильно условию

= (22.19)

где

/? при
тОц-—) _А

[(Ь+l) при

(,%+l-к)^^[ , 1 1

(п.+l)<* [ '

а если

(п.+ + 1
"

*+ *

Поэтому, учитывая теорему 15.3, доказано

§23. Метод Мура—Кангро

Действительно, условие (22.19) получается из (22.18) при

гъ=К и при г\=2к. Обратно, если

Следствие 22.1. Пусть метод Р нормален и сохраняет

абсолютную сходимость, причем число = 0 или <* комплекс-

ное с В.е<*>0. Для того, чтобы комплексные числа были

множителями суммируемости типа (!Р), С<*) , необходимо и до-

статочно выполнение условий (21.6), (22.15) и (22.19).

Этот метод является разновидностью метода обратного

преобразования для нахождения множителей сходимости. Этот

метод впервые применял американский математик Мур в своей



В 1956 г. Г.Кангро обобщает метод Мура для

нахождения множителей сходимости типов (Д ,Е ), ( Дц, ,Е) ,

()Д),Е)и ((/)!,]ЕI).

Пусть Д=(оlп.к)- произвольный нормальный метод, удов-

летворяющий условию

(23.1)

где

Найдем множители сходимости типа (/4,Е). Для этого можем

применить теорему 22.1 и лемму 22.1, положив в них
,

т.е. положив =l. В этом случае

п.

оз

откуда условия (22.1) и (22.2) леммы 22.1 принимают соответ-

ственно вид
со

гь \/=гь!

(23.3)

Покажем, что из условий (23.1), (23.2) и (23.3) вытека-

ет выполнение условий 1° и теоремы 22.1. Действительно,

условие 1° выполнено, ибо из (23.3) и (23.1) следует даже

Е [ =XI1 1] Е

Далее, так как из условий (23.3) и (23.1) вытекает
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монографии к нахождению множителей сходимости типа
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П.+l Гс <*Э ГС

II 1 +l2 B),Е 1)=
V*! \*=п.+2 х=o

для выполнения условия 3° теоремы 22.1 остается применить

условие (23.2).

Условие 2° теоремы 22.1 принимает вид

ряд Xlсходится. (23.4)

Таким образом, доказана следующая теорема Кангро [l2].

Теорема 23.1. Если метод нормален и удовлет-

воряет условию (23.1), то для того, чтобы комплексные числа

были множителями сходимости типа (/],%:), необходимо и

достаточно выполнение условий (23.2), (23.3) и (23.4).

У\+1 СО

V

=(0(0,
то ввиду неравенства

Рассмотрим применения теоремы 23.1 к методу Вороного —

Нерлунда. Пусть в теореме 23.1 метод =(ИЛ/, р.т.)такой,что

= при (23.5)

Отсюда и из (16.2) и (16.7) выводим

5".р1 р°
,

к Гк+П.
-

где определяется равенством (16.6) и зо - постоянная

Поэтому условие (23.1) превращается в
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X]
Далее, следуя Муру [sB], обозначим

оо

(23.6)

Теперь, учитывая (16.2) и (16.7) и то, что ввиду замечания

22.1, условие (23.4) выполнено, теорема 23.1 дает следующий

результат Мура ([sB], § 3.3).

= ЮМ).

Поэтому из теоремы 23.2 непосредственно следует

условий (22.5) и

Еп. = Ю('а-°').

Теооема 23.2. Если метод Р=(\Л/Л/,рр.) нормален и удов-

летворяет условиям (23.5) и (23.6), то для того, чтобы комп-

лексные числа были множителями сходимости типа

необходимо и достаточно выполнение условий

(Р.С).

В частности, в случае метода Чеааро, т.е. в случае %=
=л условие (23.5) выполнено при . Далее,так

как то условие (23.6) выполнено при = о и

при > 0, а

Теорема 23.3. Если = 0или<* комплексное с йе<*>0,
то для того, чтобы комплексные числа были множителями

сходимости типа ( Е), необходимо и достаточно выполнение

При натуральном теорема 23.3 доказана Бромвичем,
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при вещественном а.>o - Чепменом, при комплексном - Му-

ром. Мри <4=o получаем отсюда первую часть теоремы 21.1.

(23.8)

В заключение приведем и следующий результат Кангро Еl2].

Теорема 23.5. Если метод нормален и удовлет-

воряет условию (23.1), то для того, чтобы комплексные числа

Применим, наконец, теорему 23.1 к методу взвешенных

средних Рисса. Пусть в теореме 23.1 метод — Р
,

удовлетворяющий условиям (23.5) и (17.13). Тогда из (17.2) и

(17.6) следует существование

91—1 91 =хип -
. * )1-сОо—3)1

гК+*

-Гк+1

Н(+2гк+4 *к+1

[=3и.р1(0(1)-^-1
Рк+1 *К+*

при гс>2. Значит,условие (23.1)выполнено. Ввиду

замечания 22.1, условие (23.4) также выполнено. Далее, из

(17.6) заключаем, что здесь

а —

Итак, на основе теоремы 23.1 доказана

Теорема 23.4. Если метод Р=(%;рп,) нормален и удов-

летвсряет условиям (23.5) и (17.13), то для того, чтобы ком-

плексные числа были множителями сходимости типа(Р, Е),

необходимо и достаточно выполнение условий



были множителями сходимости типа (Дф,Е) , необходимо

и достаточно выполнение условий (23.2) и

(23.10)

Вместе с этим и в теореме 23.1 условие (23.4) заменится

на (23.10). Положив в (23.10) индекс к = у\.,получаем

— О,

откуда и из (22.1) следует необходимость условия

$П.П,=*-(!),
которое при превращается в (23.9). Очевидно, из

(23.9) вытекает (23.3).

Остается доказать, что из (23.1), (23.2) и (23.9) выте-

кает (23.10). Но, учитывая доказательство теоремы 23.1, при

гь-*<х) из (23.9) и (23.1) выводим

Из теоремы 23.5 можно вывести теоремы, аналогичные тео-

ремам 23.2-23.4.

22.

(23.9)

Доказательство. Чтобы получить неэффективные условия

для множителей суммируемости типа (Др, 93) , надо в доказа-

тельстве теоремы 22.1 заменить теорему 1.1 на 2.1. Тогда те-

орема 22.1 изменится лишь настолько, что ее условие 2° заме-

нится условием
п.

5
к 1="(сЕ

" К=о

ибо здесь >П,+ 1. Теорема 23.5 доказана.

169
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§24. Множители суммируемости первого

Следуя Кангро [l2], все рассмотренные выше множители

суммируемости обычно называют множителями суммируемости вто-

рого рода. Если вместо ряда (21.1) рассматривать ряд

(24.1)

где формулой (0.2), то приходим к множите-

лям суммируемости первого рода.

Дадим точное

Все методы, применяемые для нахождения множителей сум-

мируемости типа (X, У), применимы и для нахождения множите-

лей суммируемости типа У), однако нахождение последних

обычно проще первых.

Аналогично теореме 21.2 из определения множителей сум-

мируемости первого рода вытекает

С эзс.

Определение. Пусть X и У - два класса рядов. Комп-

лексные числа назпваются множителями суммируемости пер-

вого рода типа (X *У) если для любой последовательности

из класса X ряд (24.1)принадлежит классу У.

Множители суммируемости первого рода типа (Х.У) обыч-

но обозначают коротко через У), заменяя X соответст-

вующей готической буквой .

Теорема 24.1. Комплексные числа являются множите-

лями суммируемости типа ((%,.%) тогда и только тогда, когда

В статье Г.Кангро указал метод нахождения множите-

лей сходимости типов ((%,Е ),((%<%, Е), и



и имеет место

Теорема 24.2. Если метод (X = нормален и метод

что

XIIИ Чмl<м
для любого аЪ

.

(24.2)

причем всюду в дальнейшем будем считать, что в условии (24.2)

фигурируют величины (24.3).

При помощи теоремы 24.2 найдем сначала эффективные не-

<1

Для удобства берем + 1 вместо .
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Остановимся на нахождении методом обратного преобразо-

вания множителей суммируемости типов (ОС .!ЗЦ) и

Если методы (% и % треугольны, то из теорем 24.1 и 12.1

следует, что задача нахождения этих типов множителей сумми-

руемости сводится к тому, чтобы матрица СЦ = С <ЭС
**

удов-

летворяла условиям теоремы 5.1. Отсюда, если обозначить

—и ОС *0

п.

<% = (рп,к ) треуголен, то комплексные числа являются

множителями суммируемости типов ((%,]ЗИ) или (й.<.,1я0
тогда и только тогда, если существует постоянная /И такая,

Найдем, например, для методов Чезаро множители суммиру-

емости при В этом

случае из (15.25) и (15.21) получаем

" А?"'
(24.3)
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обходимые условия. Для этого, положив в этой теореме ТЯ =

= (0, 1, ... , р), где р - произвольное, приходим к усло-

ВИЮ
<

К п.=об

(24.5)

Ввиду необходимости условия (24.5) в (24.4) допустима пере-

становка порядка суммирования, вследствие чего (24.4) пре-

вращается в

(24-6)

Обозначив

откуда для любого % = 0, 1, ... , ввиду треугольности ,

вытекает

р-*аак=О П.=кО К=0 П,=И<]

что равносильно условию

К Ц.=

(24.4)

Положив в (24.4) параметр = - 1, учитывая включение

при помощи (15.18) получаем необходимость уело-

заметим, что из (24.5) для всех <Г>0 следует справедливость

равенства

Д°СО", =(ц+ <г) - (Г (24.7)

Действительно, при помощи (15.17) находим
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откуда o*o

Л°Ь\ = =

К*=П-

ибо сходимость всех фигурирующих здесь рядов следует иэ ус-

ловия (24.5).

При помощи (24.7), ввиду включения СС С ,из (24.6)

выводим необходимость условия

(24.8)

так как

Наконец, применяя следствие 5.1 к величинам (24.3), по-

ложив в нем = получаем необходимость условия

Остается доказать достаточность условий (24.8),(24.9) и

(24.5), т.е. что из них вытекает условие (24.2).

Для доказательства нам нужна

Лемма 24.1. Из условий (24.8) и (24.5) при для

любого вытекает неравенство

Доказательство. Докажем сначала, что

(24.10)

Для этого заметим, что
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а*

.с(+l =X = =

°°,

откуда заключаем, что существует конечный

111П =

Теперь надо доказать, что B=o. Последнее следует из ус-

ловия (24.5), ибо при с!>o

Г\=4 к=П.

! +(Р( =

= - =Д
,

ибо существование следует из условия (24.5). Поэтому

из условии (24.8) вытекает

К=1.

Гх/Ы к

и-'
Кс1 У\=1 и=[)(6]

откуда, ввиду

х=з.

5"Уи+1У*=о°, получаем 0, т.е. (24.10)

имеет место (и при с( 0).

Из (24.10) и (24.8) заключаем

К=Л, Г\=О
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Повторяя последовательно все рассуждения, получаем утвержде-

ние леммы при 4= е!.,ос- 1., ... ,<*-&, где с*=
.

Теперь можем доказать, что

= (24.12)

(24.13)

Далее, при помощи условия (24.5) получаем

l/&К

откуда ввиду (24.12)

Поэтому, обозначая временно имеем =

Теперь ввиду оценки

имеем

дя-*(д<*-<ь+^)=дЛ-<l(да-а = дьОц,

т.е. (24.11) доказано.

Прм помощи (24.11) из (24.13) вытекает

(24.11)

Действительно, по доказанному соответственно равенству

(24.10) и условию (24.8), из условий (24.5) и (24.8) следует

' 7=К У=)т.

вследствие чего по лемме 22.2 б .находим
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Лемма 24.1 для , ... ,
<3. доказана Бо-

занкет и Чжоу Г3l]. Равенство (24.11) можно (даже непосред-

ственно) вывести из условий (24.12) и (24.13) при помощи

теоремы 6 статьи Идзуми Г4s], посвященной выводу различных

условий верности равенства (22.7).

Вернемся теперь к доказательству того, что(24.8;,(24.9)

и (24.5) влекут за собой условие (24.2) теоремы 24.2.

Очевидно, что условие (24.2) само вытекает из условия

ловие (24.14) вытекает из условий (24.8) и (24.9). Доказа-

тельство последнего опирается на лемму 24.1 и вполне анало-

гично доказательству теоремы 4 статьи [4] (стр. 62-66), од-

откуда СОп=(%1).

Теперь выполнены все условия леммы 22.3 для При-

меняя ее к получаем требуемое.

Пусть Из условия (24.9) выводим

К П.=к с К ГХжу

Пусть теперь с(
, + 1-В этом случае ус-
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нако намного короче его, так как в нашем случае выпадают из

рассмотрения выражения, соответствующие суммам Р ,(2 ,й. ,

3 ,Т И V.

реме 15.5.

Другие типы множителей суммируемости первого рода для

метода Чезаро нашел Пейеримхофф [s9] (см. также ниже § 25),а

при произвольном $ для метода взвешенных средних Рисса и

его обобщения - Кангро [ll] и Тюрнпу [22].Для метода раз-

ные типы степенных множителей сходимости нашел Эспенберг[lб].

т.е.условие

* п<НП,""&l=к
длялюбого

.

Аналогично условиям (24.6) и (24.9) здесь необходимы

Случай р>с*+1 (аналогично, как в теореме 22.2) очеви-

ден в силу включения }С {С
,

имеющее место по тео-

Итак, доказана

Теорема 24.3. Пусть Для того, чтобы

комплексные числа $- были множителями суммируемости типов

необходимо и достаточно

выполнение условий (24.8) и (24.9) при А а условий

(24.8) и (24.5) - при

При помощи теоремы 24.3 можем легко найти множители

суммируемости типов (С*, и (С{р, . В этом слу-

чае аналогично условию (24.$ теоремы 24.2 необходимо и дос-

таточно условие (24.2) с



условия (22.5) <а

(24.16)

Докажем еще необходимость условия

(24-17)

Для этого, положив в (24.15) число с(.=o
,

в силу следствия

5.2, получаем

ОО /1

к п,=кП-Яп,

" Г(2+с?)lЮ.

Для дальнейжего докажем формулу
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к п.—к

<х, оо

К т=к Л=К Г'-Яп.

(перестановка порядка зуммирования оправдана из-за сходимос-

ти ряда под знаком разности). Далее, положив в полученном

условии , где у / 0 и вещественно, прихо-

дим к необходимому условию

Отсюда, ввжду соотношения

Л -—/л )С 4-ЛДс

ж необходимости условия (21.2), вытекающегр из (22.5) при

<Ы.= 0, и получаем необходимость условия (24.17), так как
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приходим к формуле (24.18).

последовательности (15.22). Последнее, однако, вытекает, из

формулы (24.18) в силу включения

(24.18)

Действительно, ввиду (15.17)

откуда ввиду (15.24) и (15.9)

-т-а+1
_

до4
'г. —

Разделив полученное на
, при помощи (15.2) и (15.16)

Теперь заметим, что если в теореме 24.3 заменить на

а на то условия этой теоремы превращаются в

условия (22.5), (24.16) и (24.17). Поэтому, чтобы доказать

достаточность последних условий для множителей суммируемости

типов и (Сц) , (С?() при &/>-!, покажем, что из

-суммируемости (или ряда (0.1) выто-

. .

кает -суммируемость (соответственно С -ограниченность)

Итак, доказана

Теорема 24.4, Пусть о*,[3>-1. Для того, чтобы комп-

лексные числа были множителями суммируемости типов

(С<*, необходимо и достаточно выполнение

условий (22.5) и (24.16) при а условий (22.5) и

(24.17) - при



§25. Метод Пейеримхоффа

25.1. Множители суммируемости первого рода. Рассмот-

рим множители суммируемости типа (ОС ,й). Обозначим =

= X , поле суммируемости метода ОС через ОС
.

По определе-

нию множителей суммируемости типа ((%,%) для любого х6 (%'

должен существовать предел

(25.1)

что, в силу регулярности метода %, по условию (21.5) дает

необходимое условие

(25.2)

которое Пейеримхофф (o?9], стр. 29) называет функциональным

условием.

Функциональное условие (25.2), однако, не обязано быть

где - непрерывный линейный функционал в пространстве(%',
так как являются непрерывными линейными функцио-

1
налами внем.

Предположим теперь, что оба метода %=(]3пк)
регулярны. Из регулярности метода ОС следует

и, тем самым, из (25.1)получаем

Таким образом, для того, чтобы числа были множите-

лями суммируемости типа ((X
, необходимо существование в

а? функционала , удовлетворяющего условию (25.2).

1
Действительно, обозначив из условия 1п.-* ж

выводим - = "Р" г\-*<=о.

-180-
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где х - отрезок элемента *х., т

...,1^,0,о,...}
Следовательно, для множителей сходимости типа дос-

таточно условие

для любых ХбО(? и

Последнее означает, что функциональное условие (25.2) доста-

точно для множителей сходимости типа (ОС,О, если в прост-

ранстве (%' имеет место слабая сходимость по отрезкам.

1
Следовательно, ОСр означает множество

, при которых

=O.

достаточным для множителей суммируемости типа ((X ,33), ибо

оно зависит лишь от матрицы ОС и совершенно не зависит от

матрицы 33 (эта зависимость утрачена из-за регулярности ме-

тода 33 ). Оказывается, что при некоторых ограничениях на

метод ОС условие (25.2) является достаточным даже для мно-

жителей сходимости типа Найдем при каких условиях

это будет. Для этого рассмотрим,при каких условиях сходится

последовательность частичных сумм ряда (24.1). Применяя ус-

ловие (25.2) и линейность функционала , находим

п.

Легко убедиться, что во всем ОС слабая сходимость по

отрезкам не может иметь места. Однако, в подпространстве

С ОС нуль-суммируемости метода (% это возможно. А

именно, Пейеримхофф ([59], стр. 35, для нормального ОС) и

Целлер ([69], стр. 61) доказали, что в ОС имеет место ела-
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(25.3)

бая сходимость по отрезкам тогда и только тогда, если для

любого существует постоянная Мд (зависящая только

от х ) такая, ио

XI при всех т,,гь=0,1,.
\?=o

Оказывается, что слабая сходимость по отрезкам в (Х'р
достаточна для сходимости ряда (24.1) во всем пространстве

Действительно, если для X € ,
то

То = е={1}, ибо(%х<)} = (Э(.{х}--Ч/'ОЦе} =

Поэтому, из условия (25.2) следует сходимость

ряда (24.1) для всех хе(Х', так как, обозначив Хо={%Й,
учитывая равенство х=Хо + %{.'е, находим

Здесь первый ряд справа сходится ввиду Хф 6 0(-о, а сходи-

мостъ (даже абсолютная) второго ряда вытекает из условия

(24.5), необходимость которого можно доказать аналогично то-

му, как необходимость условия (21.2) в лемме 21.1. В виду

того, что условие (24.5) необходимо и при ОС, то тем

самым, (24.5) является следствием функционального условия

(25.2).

Итак, доказана

Теорема 25Л. Пусть (X - такой регулярный метод, что

в Сй?о имеет место слабая сходимость по отрезкам, и % -про-

невольный регулярный метод. Тогда для того, чтобы комплекс-

ные числа были множителями суммируемости типа ((X, 13),

необходимо и достаточно существование в (%? функционала ,
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удовлетворяющего условию (25.2).

Теорема 25.1 принадлежит Пейеримхоффу ([s9], стр. 35).

при Е!]Скl<'=°- (25.5)

Из условия (25.5) и теоремы 1.1 уже совсем просто выте-

кает необходимость условия (24.5), ибо

Предположим еще, что метод О(. обратим. Тогда ( [28],

стр. 92; Е59], стр. 27) общий вид непрерывного линейного

функционала в (ЭС есть

+ при (25.4)

где С - постоянная, определено преобразованием (А) и

%(?= 1пп
*

Положив в (25.4) элемент X =
, имеем

= О
,

и функциональное

условие (25.4) принимает вид

ШИ с^а.^1
Ун V

Теорема, аналогичная теореме 25.1, для множителей суммируе-

мости типа (!(%]*%) найдена также Пейеримхоффом ([60], стр.

273 и 281).

Как показал Кангро ([11], стр. 203 и 205),необходимость

функциональных условий для множителей суммируемости типов

(ОС,Л) и ([(%],%) можно легко доказать и методом обрат-

ного преобразования.

25.2. Слабая сходимость по отрезкам для некоторых мето-

дов. Чтобы можно было применить теорему 25.1 ж конкретным

методам суммирования, надо для них найти условия выполнения

неравенства (25.3). Остановимся лммь на методах Чеэаро С**и
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взвешенных средних Рисса Р =

при некоторой постоянной I^l.

I (25.7)

Действительно, в случаях с(,=o и = 1 неравенство

(25.7) очевидно. Предположим поэтому, что o<оКl. Тогда

имеем

4

Т.е. применяем лемму Абеля: если
, ... ,

Ск- неот-
рицательны и не возрастают, то

Гем., например, Зигмунд ([9], стр. 15, или Бари [з], стр.
18).

Отметим, что условие (25.3) очевидно вытекает из оценки:

для любого тс существует число такое.

что

Л7 (25.6)

1. Пусть (% - метод Чеэаро порядка 1 . Дока-

жем сначала неравенство Бозанкет (см. Пейеримхофф стр.

39)

+ Пн-у-1

для < !%
, вследствие чего при помощи неравенства

находим, что существует индекс где

при котором

. .
"11

т.



Г!Х

7=o 7=o *

а тогда, ввиду формулы (15.5), неравенство (25.8) превраща-

ется в (25.7).

Пейеримхофф ([s9], стр. 42) доказал, что при в

пространстве не имеет места слабая сходимость по от-

резкам.

2. Пусть ОС - регулярный метод Рисса Р
.

В этом слу-

чае непосредственно находим

lп.

откуда оценка (25.6) вытекает, если

что по теореме 17.1 необходимо для регулярности метода Р.

24

7=0

Повторяя это

где

рассуждение, найдем конечное число индексов

. таких что

,**-4+1 *

Д'*** сн )
'- (25.8)

7=0 4

Ввиду того, что не возрастают, то при некотором

Л) должно иметь место равенство

Учитывая (15.6) и (15.2), из (25.7) вытекает также

(25.6) для метода Чезаро при 0<с<< 1., ибо при

&>0.

185
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Еоли метод (X удовлетворяет условию (25.6),то говорят,

что метод ОС удовлетворяет теореме о среднем значении. Та-

кие методы обладают рядом замечательных свойств (см. Юркат—

Пейеримхофф [46]). Теоремы о среднем значении для абсолютной

суммируемости рассматривали Пейеримхофф ([6o], стр. 276) и

Реймерс (см. [l6], стр. 25).

Докажем следующий результат Целлера [69] (см. также Юр-

кат—Пейеримхофф [46], стр. 100; Реймерс [lB], леммы 1.6.2 и

1.6.3).

ся условие

(25.9)

Доказательство. Так как ОС обратим, то ОСр является

банаховым пространством с нормой

Лемма 25,1. Если обратимый метод регулярен и в

0(.о имеет место слабая сходимость по отрезкам,то выполняет-

т.

равномерно по

М = $ир1%(?п.1
(см. Пейеримхофф [59], стр. 26). Так как в этом пространстве

являются непрерывными линейными функционалами, то

существуют независящие от х постоянные такие,что

ОЯОрОПГВКЙОЛЬ*ИЗЯМвнннволоопмХя

-лоеяХо'онякэмяоЖеко*иоломом!но

-денштопняэхолоропгшгйнянекяияокоХопс)ль

*.

ТА)
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Поскольку слабая сходимость по отрезкам в (Хр влечет за со-

бой сильную сходимость (см. Целлер [69], теорема 3.4),то для

любого Е>o найдется такое к = к(е), что для всех м, будет

(25.10)

откуда непосредственно следует

Ея, = &(!), (25.11)

а при помощи формулы (22.4) и (15.13) выводим

(25.12)

т.е.

(25.13)

7=0

К

7=0

где обозначено -х.= Отсюда ввиду регулярности метода

ОС найдется такое что независимо от йт.при всех

Гс>М имеем

7=0

К ц

+ I у*+

имеет место условие (25.9).

Понятие сходимости по отрезкам обобщено Реймерсом [lB].

25.3. Множители суммируемости первого рода для методов

Чезаро и Рисса. Применим теорему 25.1 к методам Чезаро и

взвешенных средних Рисса.

В случае метода Чеэаро при 0 ввиду (15.7) и

(22.4) условие (25.5) принимает вид
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Обратно, при помощи леммы 22,26 из (25.11) и (25.13) вытека-

ет (25.10).

Итак, в силу оценки (25.6) доказана

Теорема 25.2. Если 0 о(, 1 и 35 - произвольный ре-

гулярный метод, то для того, чтобы комплексные числа

были множителями суммируемости типа необходимо и

достаточно выполнение условий (25.11) и (25.13).

Аналогично из теоремы 25.1 выводится

25.4. Множители суммируемости второго рода. Оказывает-

ся, что при помощи теоремы 25.1 легко найти и множители сум-

мируемости типа (Д,Й) в некоторых случаях, на чем здесь

остановимся.

По определению множителей суммируемости типа (<4,3) для

любого ж € (%' должен существовать

Теорема 25.3. Если метод 7Й=Сй,рп,) нормален и регу-

лярен и % - произвольный регулярный метод, то для того,

чтобы комплексные числа были множителями суммируемости

типа (% ,3), необходимо и достаточно выполнение условий

= С*(рп<) *

где - непрерывный линейный функционал в

ны.

Предположим, что методы СС = регуляр-

Тогда при X —из (25.14) вытекает для множителей

суммируемости типа (/!,%) необходимое условие
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4617 = (25.15)

Применяя преобразование Абеля к частичной сумме ряда

(21.1), находим

(25Л.)

Потребуем выполнение условий

= (25.17)

о ц-к при к>o,
И°=l ~

при к=o,

П. И-1

=1 + 11-
к=о к=о

Здесь являются множителями суммируемости типа (<$(,,Ъ).

Следовательно, по теореме 25.1 из условия (25.15) вытекает

даже сходимость последовательности 1
,

если в (%о имеет

место слабая сходимость по отрезкам. Теперь задача сводится

к % -суммируемости последовательности 11. Предположим еще,

что метод Л треуголен. Тогда его можно задать в виде пре-

образования (А) с матрицей где по формуле (8.6) име-

ем =Д рп,к * Считая 0, при помощи преобразова-

ния Абеля мы вправе писать

к=о
(25.18)

Тогда ввиду леммы 25.1 из (25.16), пользуясь определением

равномерной сходимости, выводим -суммируемость последова-

тельности 11 к нулю для всех эс€ (Хр. Если же (Х{х}ж%е =

то возьмем ряд , где
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Отметим, что поскольку (X обратим, то, как и в теоре-

ма 25.1, функциональное условие (25.15) равносильно условию

длякоторого (%(Х1И)<}=0. Этот ряд отличаетсяот ряда

(0.1)линь членом Ц.о= ,и ряд (21.1)являетсясум-

мой % -суммируемыхрядов и

Е(/и'+о+о+.--.
Итак, доказана

Теорема 25,4. Пусть ОС - такой обратимый регулярный

метод, что / 0 и в (%'о имеет место слабая сходимость

по отрезкам, и % - произвольный треугольный регулярный ме-

тод. Тогда комплексные числа являются множителями сум-

мируемости типа (Д,%), если в (X' существует функционал

удовлетворяющий условию (25.15) и выполнены условия

(25.17) и (25.18).

при
п.

(25.19)

Если ОС нормален, то необходимо условие (25.17), ибо оно

является условием (22.2). Однако, условие (25.18) теоремы

25.4 вообще не является необходимым. Поэтому рассмотрим не-

которые частные случаи.

Пусть %= /1. Тогда = и условие (25.18) пре-

вращается в условие (25.17).

В итоге,доказана

Теорема 25.5. Пусть (X - такой обратимый регулярный

метод, что о.цк 0 и в имеет место слабая сходимость

по отрезкам. Для того, чтобы комплексные числа балл мно-

жителями сходимости типа необходимо и достаточно



выполнение условий (25.19) и

Положим теперь %=/). Тогда нормален (его можно

задать и в виде преобразования (В)), условие (25.18) теоремы

25.4 превращается в условие (21.2), вытекающее (по теореме

1.1) из условия (25.19). Условие (25.17) превращается в ус-

ловие (21.6), которое, в свою очередь, следует жэ (21.2).

Отсюда имеет место

Теорема 25.6. Пусть (X - такой нормальный регулярный

метод, что в (%'о имеет место слабая сходимость по отрезкам.

Для того, чтобы комплексные числа были множителями сум-

мируемости типа (/),/)), необходимо и достаточно выполнение

условия (25.19).

Теоремы 25.5 и 25.6 принадлежат Кангро, а в несколько

ином виде уже Юркату и Пейеримхоффу (Е46], теоремы 10 и 11).

Теорема 25.4 принадлежит Кангро.

Теоремы, аналогичные теоремам 25.5 и 25.6, для множите-

лей суммируемости типа ( ]/]) ,В) найдены также Пейеримхоф-

фон ([6o], стр. 282 и 283).

Применяя теоремы 25.5 и 25.6 к методам Чезаро С"**,по-

лучаем частные случаи р= О и р= с( теоремы 22.2. При-

менение их к методу (Й, дает следующий результат.

= (25.20)

-191-

Теорема 25.7. Если метод Р = с 0 ре-

гулярен, то для того, чтобн комплексные числа были мно-

жителями сходимости типа (Р,Е), необходимо и достаточно

выполнение условий (23.7), (23.8) и
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Отметим, что то, что в теореме 23.4 отсутствует условие

(25.20), объясняется тем, что в теореме 25.7 не требуем вы-

полнения условия (17.13).

о& -суммируема при всех (%-суммируемых последовательностях

Это и есть задача нахождения множителей суммируемос-

ти в последовательности типа

Рассматриваются некоторые обобщения проблемы множителей

суммируемости. О них и других результатах теории рядов отсы-

лаем читателя к обзорным статьям [7, 16].

дм того, чтобы числа были множителями суммируемости

типа (Р,Р), необходимо и достаточно выполнение

(23.7) и (25.20).

условий

25.5. 0 множителях суммируемости в последовательности и

др. Рассматривая метод Пейеримхоффа для множителей суммиру-

емости второго рода, мы натолкнулись на следующую задачу:

при каких условиях последовательность

На решении этой задачи мы не отсылаем

читателя к статье Кангро и Тыннова [13], где она решена в

случае, когда ОС - метод взвешенных средних Рисса и -

произвольный матричный метод, причем все рассуждения прово-

дятся для абстрактных рядов. Вместе с тем в этой статье

ется обобщение метода Пейеримхоффа на абстрактные ряды.

да-
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