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GEOMEETRIA.

I. Planimeetria.
A. Kolmnurgad.

Osa tasapinnast, mis piirdub kolme sirg-
joonega, nim. kolmnurgaks.

/\ = kolmnurk

a, b, ¢ =kiiljed

ha, hy, he = kérgused, } mis vastavad
m,, mp, M. = kiilgede poolitajad,) kiilg. a, b, ¢

nz, ng, ny = nurkade «a, f, y poolitajad
R = iimber —
T = sisse —
0a, 0b, 0c = kérvujoonestatud ringide raadiused
a-+b-+c
Va2

S = pindala.

} joonestatud ringide raadiused

= p = pooliimbermaaot

a. Isekiilgne kolmnurk.

/\-ka, mille kiiljed on védrratud, nim.
isekiilgseks.
Ristjoont, mis tommatud A-ga tipust
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vastaskiiljele v6i selle pikendusele, nim. A-ga -
kdrguseks.

/-ga kérgused avalduvad jéargmiselt :

ha = ;—; = 2;5 = —i— p (p—a) (p—b) (p—¢)
h, = % - —2b§ = % I/ » —2) (p—b) (p—c)
he= 20 =22 21/ 1 p—a) p—b) )

A-ga' kérgused on vastuvérdelised vasta-
vate kiilgedega [% 3 l%: hlf: Asby c].

/\-ga koérgused l6ikuvad iihes punktis,
ning jagunevad temas osadesse, millede kor-
rutised isekeskis vérdsed.

Ristjooned, mis tommatud /A -ga iihe
kiilje lahistippudest sama kiilje poolitajale, on
vordsed.

Sirgjoont, mis poolitab nurka, nim. nurga-
poolitajaks (bissektoriks).

/\-ga 'nurgapoolitajad avalduvad jargmi-
selt :

Dot e
e gﬁ]/bw (p—a)
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nf = ;:c]/acp (p—b)

5
W)= ;Fgl/abp (p—c).

/\-ga sisenurga poolitaja jagab vastas-
kiilje osadeks, mis on /\-ga kahe teise kiiljega
vérdelised [AD : DC = AB : BD].

/\-ga vélisnurga poolitaja I6ikab selle
nurga vastaskiilje pikendﬁse niisuguses punk-
tis, mille kaugused selle kiilje otspunktidest
on /-ga kahe teise kiiljega vordelised
[AF : FC = AB: BC].

Kumbki joonléik, moodustatud nurga-
poolitaja 16ikumisel vastaskiiljega, = murruga,
mille lugejaks on sama kiilje ja 16igu ldhis-
kiilje korrutis, nimetajaks nurka moodustavate
kiilgede summa

AC.AB AC. BC
[“D =AB+BC> PP~ AB¥BC"
/\-ga nurgapoolitajad 16ikuvad (ihes
punktis. ‘
Sirgjoont, mis iihendab /\-ga kiilje kesk-
punkti tema vastasnurga tipuga, nim. kiilje-
poolitajaks (mediaaniks).



A-ga kiiljepoolitajad avalduvad jérgmi-
selt :

14—
. m, = > 2b2+-2c2--a2
P
s P 2a2-+2c2 — b?

‘l &
me= > /2a2+2b2——c2.

/\-ga neljakordne kiiljepoolitajate ruutude
summa = kolmekordse kiilgede ruutude sum-
maga [4 (m% + mp + m2) = 3 (a2 + b2 + CAf:

/\-ga kiljepoolitajad  16ikuvad iihes
punktis, mis jagab nad suhtes 2: 1, arvatud
tipust kiiljele.

Kiiljepoolitajad jagavad A -ga 6-de pind-
vordsesse ossa.

/\-ga Umberjoonestatud ringi raadius

ac abc 1
= él; PR T Yl —4—(Qa+ Qb+9c"_~)'

/\-ga sissejoonestatud ringi raadius

S V(p~a> (p—b)(p—c)
P p ;
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/\-ga kérvujoonestatud ringide raadiused
avalduvad jargmiselt:

Aoy s Va1 s

R p—a
o udigeadined
B o p—b

S S o plpaieb)
R o o p—c¢ :

/-ga kolm kérvu- ja sissejoonestatud
ringi raadiused on seotud jargmise vorrandiga:
1) i 1 1 1

ST T
/\-ga sissejoonestatud ringi raadius ja
kérgused on seotud jargmise vérrandiga :
1 SN 1
% R +E+ b

/\-ga sisse- ja neljakordse timberjoones-
tatud ringi raadiuste summa = kérvujoonesta-
tud ringide raadiuste summaga

[r+ 4R = 02 + b tec ]

/\-ga Gimber- ja sissejoonestatud ringide
keskjoon = Vl?‘—:Zﬁ

/\-ga limber- ja kérvujoonestatud ringide
keskjoon = |/R%+Ro.



/A-ga umberjoonestatud ringi keskpunkt
asetseb kiilgede keskristjoonte iihispunktis.

/\-ga sissejoonestatud ringi keskpunkt
asetseb nurgapoolitajate tihispunktis.

/\-ga teravnurga vastaskiilje ruut = kahe
teise kiilje ruutude summaga,—aluse ja terav-
nurga tipu ja kérguse vahel asetseva sama aluse
16igu kahekordne korrutis [a?=b2+c2—2bn].

/\-ga niirinurga vastaskiilje ruut = kahe
teise kiilje ruutude summaga + aluse ja
nirinurga tipu ja koérguse vahel asetseva
sama aluse pikenduse kahekordne korrutis

[a?2=b2+c?+2bn].

Kui A-ga tiks nurk on 3d, siis = selle

nurga vastaskiilje ruut kahe teise kiilje ruu-
tude summaga, + seda nurka moodustavate
kiilgede korrutis.

A-ga kiiljed avalduvad jargmiselt:

a= % 2mi-+-2m’—m?
2 iy 3
b= 2m2+2m’—m?

¢ V2m3+2mb—mc



A-ga kahe kiilje korrutis vérdub :

1) tema (mberjoonestatud ringi l&bi-
mébdu ja kolmandale kiiljele tdmmatud kor-
guse korrutisega [bc=2Rh, ];

2) samade kiilgede vahel asetseva nurga-
poolitaja ruudu ja kolmanda kiilje I6ikude
korrutise summaga.

/\-ga kahe kiilje ruutude vahe = nende °
kiilgede vastavate projektsioanide ruutude
vahega kolmandal kiiljel.

Kahe pindvérdse /\-ga vordseid nurki
moodustavate kiilgede korrutised on vordsed.

/\-ga kiilgede ruutude summa = tema
tippe ja kiiljepoolitajate ihispunkti {ihenda-
vate joonlikude kolmekordse ruutude sum-
maga [a?+b2+c?=3 (AM2+BM?+BM?)].

Joonléik, mis tihendab /\-ga kahe kiilje
keskpunkte, = kolmanda kiilje poolega, on

1
viimasega rodbiti ja eraldab /\-gast 4-ku.

Ristjoon, mis témmatud /A-ga ihe kiilje
keskpunktist teisele kiiljele, = /\-ga selle
kérguse poolega, mis temaga roobiti.

Kui /\-ga nurgapoolitajate (ihispunktist
ja tippudest tommata vilisele sirgjoonele
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ristjooned, siis on esimene ristjioon kolme
viimase aritmeetiline keskarv.

/\-ga sisenurkade summa = 2d = 180°.

/\-ga vilisnurkade summa = 4d = 360°.

/\-ga vilisnurk = temaga mitte kérvu
oleva kahe sisenurga summaga.

Kui A-ga iihe kiilje ruut on vaiksem,
vérdne voi suurem kahe teise kiilje ruutude
summast, siiss on tema vastasnurk vastavalt
terav-, téis- v6i niirinurk.

Kaks A-ka on iihtivad, kui neil on:

1) iks kiilg ja selle kaks lahisnurka,

2) kaks kiilge ja nende vahelnurk,

3) kolm kiilge,

4) kaks kiilge ja suurema kiilje vastas-
nurk vastavalt vérdsed.

Kaks /\-ka on sarnased, kui neil on

1) kaks vérdset nurka,

2) kaks vastavalt vordelist kiillge vordse
vahelnurgaga,

3) kolm vastavalt vérdelist kiilge,

4) kiiljed vastavalt risti ehk réobiti.

Sarnaste /\ -de vastavad kiiljed suhtuvad
nagu vastavad kérgused, imberm66dud, nurga-
ja kiljepoolitajad ning sisse- ja timberjoones-
tatud ringide raadiused.
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/\-ga pindala = aluse ja kérguse pool-
korrutisega

[S = ?—23 , ehk : § = |p(p—a)(p—b)(p—c)=
= a4bsc (p—a)0a = V/r s 00 0 .

A-de pindalad suhtuvad nagu aluste ja
kérguste korrutised.

Vérdse nurgaga /\-de pindalad suhtuvad
nagu neid nurki moodustavate kiilgede kor-
rutised [S : S1 = ab : aibi].

Sarnaste /\-de pindalad suhtuvad nagu

vastavate kiilgede ruudud [S : S1 = a’: ajl.

b. Voérdhaarne kolmnurk.
= haar; b = alus.

/\-ka, mille kaks kiilge on vérdsed, nim.
vordhaarseks.

Vérdhaarse /\-ga tippnurga poolitaja on
{ihtlasi ka tema aluse poolitaja ja korgus.

Vérdhaarse /\-ga haarale tdmmatud kor-
gus = aluse mistahes punktist haaradele t6m-
matud ristjoonte summaga.

Vérdhaarse /(-ga iimberjoonestatud ringi

aZ

raadius R = l4 2——33
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Vérdhaarse /\-ga sissejoonestatud ringi
bJ/4a2—b?
2@a+b)’

Vérdhaarse /\-ga aluse ldhisnurgad on
vordsed.

Vérdhaarse /\-ga pindala

bh, b/ AR
S =ZV4a2—b2 = hy ]/aZ—hE,.

raadius r =

c. Voérgkiilgne kolmnurk.

A\ -ka, mille kiiljed on vérdsed, nim. vérd-
kiilgseks.

Vérdkiilgse /\-ga iga nurk = 60°.

Vordkiilgse A\-ga kérgus = ristjoonte sum-
maga, mis témmatud /\-ga mistahes punktist
kiilgedele.

Vérdkiilgse /\-ga iimberjoonestatud ringi

: - 3 I AN R
raadius R = —3-~V3 =3 h = 2
Vérdkiilgse /\-ga sissejoonestatud ringi
: Bt el TN
raadius r = €V3_§_§‘
Vérdkiilgse /\-ga kérgus
ais 3
h = E]/3— —Z—R = 3['.
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Vérdkiilgse /\-ga kiilg

a=Rl/'=% h ]/5: 2r»l/>3,—

Vérdkiilgse /\-ga pindala
R b e _3rl/3= 2V
8—41/3—3V3-—4RI/3—31~ %

d. Taisnurkne kolmnurk. .

, b = kaatetid :

= hiipotenuus

= kérgus hiipotenuusile

g = kaatetite a ja b projektsiconid
hiipotenuusile.

/\-ka, mille itks nurk on tdisnurk, nim.
taisnurkseks.

Taisnurga tipust hiipotenuusile témma-
tud kérgus on kaatetite projektsioonide kesk-
mine vordeline ehk: hiipotenuusi ruut = kaa-
tetite projektsioonide korrutisega [f:h=h:g
ehk h? = fg].

Kaatet on hiipotenuusi ja oma projekt-
siooni keskmine vérdeline ehk : kaateti ruut=
hiipoteenuusi ja oma projektsiooni korrutisega
[c:a=a:f ehk a’=cf; c:b=Db:g ehk
b?: = cg]

Kaatetite ruutude summa = hiipotenuusi:
ruuduga [a?+ b? = c?%.

= 0N

-

’
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Hiipotenuusi ja temale t6mmatud kérguse
korrutis = kaatetite korrutisega [ch = ab)].

(he kaateti ja hiipotenuusile témmatud
korguse korrutis = teise kaateti ja esimese
kaateti projektsiooni korrutisega [ah = bf ehk
bh = ag].

Hiipotenuusile témmatud kérgus ja
kaatetid . on seotud jédrgmise vérrandiga:
BT i
h? a7 BT

Kaatetite ruudud suhtuvad nagu nende
vastavad projektioonid [a%: b? = f: g].

Téisnurkse /\-ga kiiljed avalduvad jérg-
B
miselt: kaatetid: { ab= g?l _t]?fn ja  hiipote-
nuus c=2n’+2n-+1, kus n on mistahes
taisarv.
Hiipotenuus c=f+g=2R=2m.=b+
+c—2r

Hiipotenuusi poolitaja m. = % = Rz%‘gz
LB e 4
— 5 :

Taisnurkse /\-ga imberjoonestatatud ringi
_ftg_atb—ar

; c
raadiusR == =m, > 5

2
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Taisnurkse /\-ga sissejoonestatud ringi
at+b—2m, a+b—c

raadius r =

2 o 2
. a+b—2R
o LA
Hiipotenuusi kérvujoonestatud ringi raa-
’ g-Lhte
dius 0. = s

2
Taisnurkse /A\-ga sissejoonestatud ringi

puutepunkt jagab hiipotenuusi kahte ossa,
millede korrutis = /\-ga pindalaga.

Taisnurkse /\-ga teravnurkade summa
=g =909

hi
30° nurga vastaskaatet = hapotenuus

b hﬁplotenuugﬁ

450 »” ” 2
i

Taisnurksed /\-gad on iihtivad, kui neil on:

1) kaks kaatetit,

2) iiks kaatet ja selle ldahisteravnurk,

3) hiipotenuus ja teravnurk,

4) hiipotenuus ja kaatet vastavalt vordsed.

Taisnurksed /\-gad on sarnased, kui
neil on:

1) vordne teravnurk,
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2) kaks vastavalt vérdelist kaatetit,

3) hiipotenuus ja kaatet vastavalt vér-
delised,

4) kiiljed vastavalt risti v6i roobiti.

Hiipotenuusile konstrueeritud ruudu pind-
ala = kaatetitele konstrueeritud ruutude pind-
alade summaga.

Hiipotenuusile konstrueeritud hulknurga
(samuti ringi) pindala = kaatetitele konstru-
eeritud sarnaste hulknurkade (ka ringide)
pindalade summaga.

Kui tdisnurkse A-ga kiilgedele konstru-
eerida poolringid, mis asetsevad iihelpool .
kiilgi, siis = tekkinud kuukujuliste kujundite
pindalade summa /\-ga pindalaga.

B. Nelinurgad.
a, b, ¢, = kiiljed
e, f = nurkjooned
a+b+c+d=P = iimberméét
at+b+c+d
2
S = pindala.

= p = pooliimberm&ot

Osa tasapinnast, mis piirdub nelja sirg-
joonega nim. nelinurgaks.
Joonloiku, mis thendab nelinurga vas-
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tasnurga tippe, nim. tema nurkjooneks (dia-
gonaaliks).

Nelinurga kiilgede ruutude summa =

_nurkjoonte ruutude summaga, liidetud nelja-

kordse nurkjoonte keskpunkte iihendava joon-
16igu ruuduga [a?+b?+c? + d? = e2 + 2 4k?].
Nelinurga nurkjoonte ruutude summa =
kahekordse vastaskiilgede keskpunktide kau-
guste ruutude summaga [e?+f2=2(EF2-+KL2)].
Sissejoonestatud nelinurga vastaskiilgede
summad on vérdsed [a + ¢ = b +d].
Sissejoonestatud nelinurga nurkjoonte kor-
rutis = vastaskiilgede korrutiste summaga
[ef = ac -+ bd].
Sissejoonestatud nelinurga nurkjooned

(ac i—bd) ad+ bc) .
ab + cd ’
(ac*bd)(ab + cd)
ad+bc
Nelinurga imberjoonestatud ringi raadius

i (aquc_:) gg + bd) (ad + | bc)
(p—a)(p—b) (p—<) (p—d)
Sarnaste nelinurkade {imbermé6dud suh-
tuvad nagu vastavad kiiljed [P: P1 =a: ai].
Nelinurga sisenurkade summa =4d =360°.

2

avalduvad jargmiselt: e =

f=
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Sissejoonestatud nelinurga vastasnurkade
summa = 2d = 180°

Sissejoonestatud nelinurga pindala

S = J{p—a) (p—b) (p— ) (p—d).

Sarnaste nelinurkade pindalad suhtuvad
nagu vastavate kiilgede ruudud [S:Sl=a2:af].

Nelinurga kiilgede keskpunkte “iihenda-
vad joonl6igud moodustavad ré6pkiiliku,
mille pindala = nelinurga pindala poolega.

a. Roopkiilik (parallelogramm).
b = alus; h = kérgus.

Nelinurka, mille vastaskiilied on réébi-
kud, nim. roopkiilikuks.

Ro6pkiiliku vastaskiiljed ja vastasnurgad
on vordsed.

Roopkiiliku tihe kiilje ldhisnurkade summa
= 2d = 180°

Roopkiiliku kérgused on vastuvordelised
vastavate kiilgedega.

Ro6pkiiliku nurkjooned poolituvad vas-
tamisi.

Roopkiiliku nurkjoonte ruutude summa
= kiilgede ruutude summaga [e?+f2=a’+b’+

~+<¢?+d%.
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Iga joonl6ik, mis kulgeb roépkiiliku nurk-
joonte uhispunkti, poolitub temas.
Ro6pkiiliku pindala = aluse ja kérguse
korrutisega [S = bh].
Réopkiilikute pindalad suhtuvad nagu
aluste ja kérguste korrutised [S:Si=bh:bihi].

b. Piistkiilik (taisnelinurk).
Ro6pkiilikut, mille nurgad on tdisnurgad,
nim. pustkiilikuks. :
Pistkiliku nurkjooned on vérdsed.
Pustkiiliku imber v6ib joonestada ring-
joone.

Miarkus: Pistkiilikust on maksvad ka kaik
eelpool kasitatud roopkiiliku omadused.

c. Kaldruut (romb).
Réopkilikut, mille kiilied on vérdsed,
nim. kaldruuduks.
Kaldruudu nurkjooned on isekeskis risti
ja poolitavad tema nurki.
Kaldruudu pindala = nurkjoonte pool-

korrutisega [S = %f:l

Kaldruutu véib joonestada ringjoone.

Médrkus: Kaldruudust on maksvad ka kéik
eelpool kasitatud réopkiiliku omadused.



20
d. Ruut.

Piistkiilikut, mille kiiljed on vérdsed, nim.
ruuduks.

Ruudu pindala = tema kiilje ruuduga
[S==ia?)

Miarkus: Ruudust on maksvad ka koik eel-

pool kasitatud rgopkiiliku, piistkilliku ja
kaldruudu omadused.

e. Trapets.
a, b = alused 'h = kéragus
¢,-d = kuljed k = kesjoon.

Nelinurka, mille kaks vastaskiilge on ré6-
bikud, nim. trapetsiks.

Trapetsi keskjoon = aluste: poolsum-

maga lvk = Ejji
Trapetsi nurkjoonte ruutude summa = kiil-
gede ruutude ja aluste kahekordse korrutise
summaga [e2 + f2 = 2+ d? + 2ab].
Trapetsi nurkjooned jagunevad l6ikudes
osadesse, mis vastavalt vordelised alustega.

Trapetsit, mille kiiljed on vordsed, nim.
vordhaarseks.
Vérdhaarse trapetsi nurkjoone ruut =



21

kiilje ruudu ja aluste korrutise summaga
[e? = c2+ab].

Vérdhaarse trapetsi nurkjooned ja nende
|6ikumisest tekkinud alumised ja {ilemised
osad on isekeskis vordsed.

Vérdhaarse trapetsi {imber voib joones-
tada ringjoone.

Trapetsit, mille kaks nurka on tdisnur-
gad, nim. tdisnurkseks.

Taisnurkse trapetsi nurkjoonte ruutude
vahe = aluste ruutude vahega [f2—e?=
=a?— b?.

Kui trapetsi kiiljed jagada suhtes m:n,
siis = jagatispunkte iihendav joonlGik jarg-
mise avaldusega : (mc+nd): (m-n).

Trapetsi pindala vérdub: :

1) aluste poolsumma ja kérguse korrutisega

I:S = (a»zb)h:,;

2) keskjoone ja kérguse korrutisega [S=kh];
3) tihe kiilje ja teise kiilje keskpunktist esi-
mesele tdmmatud korguse korrutisega;

a+b V 4 M e
4) by (b-+ctd—a) (a—b—c+d (a—b+
+c—d) (a —b+ctd).
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C. Hulknurgad.

an = sisse- 5
b, = {imber-[ Joonestatud korrapdrase hulk-
nurga kiilg,

ax = sissejoonestatud korrapéarase hulknurga
kahendatud kiilg,

r = sisse-

g TR } joonestatud ringi raadius,

P = timberméaét,

n = kiilgede arv,

s = pindala.

Osa tasapinnast, mis piirdub enam kui
nelja sirgjoonega, nim. hulknurgaks.

H-nurka, mille kiiljed ja nurgad on vérd-
sed, nim. korrapéraseks.

Ristjoont, mis témmatud korrapdrase h-
nurga keskpunktist kiiljele, nim. tema apo-
teemiks. :

Igasuguse h-nurga sisenurkade summa
= 2d (n—2).

Igasuguse h-nurga vilisnurkade summa
4d=360.

Korrapérase h-nurga sisenurk =

It

2d(n—2)

n
Korrapdraste samanimeliste h-nurkade
killjed suhtuvad nagu nende imbermé66dud
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v6i sisse- ja imberjoonestatud ringide raadi-
used.

Sarnaste h-nurkade kiiljed suhtuvad nagu
vastavad {imbermdédud véi joonlGigud.

H-nurga ihest tipust témmatud nurk-
joonte arv =tema kolme vérra vdhendatud
killgede arvuga [N=n—3].

Igasuguse iimberjoonestatud h-nurga pind-
ala = imbermd46du ja raadiuse poolkorrutisega

|_ Pr
_S-_—-z .

Korrapédrase h-nurga pindala = {imber-

B P.r
mo6du ja apoteemi poolkorrutisega | S =—2‘:|-

Korrapérase h-nurga pindala = kaks korda
vahema kiilgede arvuga sisse- ja imberjoones-
tatud korrapdraste h-nurkade pindalade kor-
rutisega [S§n=SnSn]-

Korrapérase sissejoonestatud h - nurga
pindala = tema iimberjoonestatud ringi raa-
diuse ja kaks korda védhema kiilgede ar-

vuga korrapdrase sissejoonistatud h - nurga
RP,
iimberm66du poolkorrutisega I:Sz,,_z NE vl ¢

Korrapéraste samanimeliste h - nurkade
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pindalad suhtuvad nagu vastavate kiilgede
v6i sisse- ja umberjoonestatud ringide raa-
diuste ruudud.
Sarnaste h-nurkade pindalad suhtuvad
nagu vastavate kiilgede ruudud.
b R

_V2R2—2R V B

as =R]/3--— =2r,)/3
as = RV?.= B 2ry
2
NS ooy S
4]/3-)/5

3 %6 ]/3: 2, )3

=R}/2—)2 L—V—V“_zrs (J2—1)
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J2—)08 |5+ 2)/5

an=R]2—13= ‘3‘;—2( /6+]/2)=2r(2—1/3)

D. Ringjoon, ring ja nende osad.

C = ringjoon k = kool
R = raadius . = kaare pikkus
D = ldbimoot S = pindala

a. Ringioon.

Kinnist kéverjoont, mille kéik punktid
asetsevad vordsel kauguse! tema keskpunktist,
nim. ringjooneks. :

Joonl&iku, mis ithendab mistahes ringjoone
punkti tema keskpunktiga, nim. raadiuseks.

Ringjoone ja 1abim66du suhe @ = 3,14 =
Wb S o
AR T13

Ringjoone pikkus C = 27R = aD.

Ringjooned suhtuvad nagu vastavad raa=
diused véi labimésdud.

b. Kaar.

Osa ringjoonest nimetatakse kaareks.
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Uhes ringis v6i iihtivates ringides vasta-
vad vérdsetele kaartele vordsed kéolud ja
kesknurgad, iihtivad sektorid ja 16igud.

K66pkédlude vahel asetsevad kaared on
vérdsed.

Kaare pikkus 1 =7R® 1.¢ 40 o0 kaare

1800

kraadide arv.
Kaared suhtuvad nagu vastavad raadiused.

_ ¢ Loikaja.
Sirgjoont, millel on ringjoonega kaks iihist
punkti, nim. I6ikajaks.
Kui vélimisest punktist tommata ringile
kimp I6ikajaid, siis on lsikajate korrutised
oma valisosadega isekeskis vérdsed.

d. Puutuja.

Sirgjoont, millel on rinjoonega iiks iihine
punkt, nim. puutujaks.

~  Kui vélimisest punktist tmmata ringile
puutuja ja I6ikaja, siis on puutuja l6ikaja ja
selle vélisosa keskmine vérdeline ehk:
puutuja ruut = IGikaja ja selle vilisosa kor-
rutisega.
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(Ihest punktist tdmmatud puutujad on
vordsed. :

Puutuja poolitab réépkéolule vastava
kaare.

Puutuja on risti puutepunkti témmatud
raadiusega.

e. Kool

Joonl6iku, mis iihendab ringjoone kaht
punkti, nim. ké6luks.

(Ilhes punktis 16ikuvate kédlude osade
- korrutised on isekeskis vordsed.

Ristjoon, mis tdmmatud ringjoone mis-
tahes punktist ldbimdédule, on labimdodu
osade keskmine vérdeline.

L&abim66t, mis risti kééluga, poolitab
kdélu ja sellele vastava kaare.

Kahe I6ikuva ringi keskjoon on risti nende
iihise kééluga ja poolitab selle.

Kui labim6dduga réobiti oleva ké6lu ots-
punktid ithendada 1abim66du mistahes punk-
tiga, siis = tihendusjoonte ruutude summa
labim66du osade ruutude summaga.

f. Ring.
Osa tasapinnast, mis piirdub ringjoonega,
nim. ringiks.
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2
Ringi pindala S = aR? = %
Ringide pindalad suhtuvad nagu vasta-
vate raadiuste v6i labiméétude ruudud.

g. Sektor (valjaldik).
Osa ringist, mis piirdub kahe raadiuse
ja kaarega, nim. sektoriks.
aR?® IR
3600 15 -
Sarnaste sektori pindalad suhtuvad nagu
raadiuste véi l&dbimé6tude ruudud.

Sektori pindala S =

h. Segment (16ik).

Osa ringist, mis piirdub ké6lu ja kaarega,
nim. segmendiks.

Segmendi pindala S - (I-;’ +——kh, kus

h on segmendi kérgus.

Sarnaste segmentite pindalad suhtuvad
nagu raadiuste ehk labimé6tude ruudud.

E. Vérdelised 16igud.

Kui nurga iiks killg jagada vérdseteks
osadeks ja jaotuspunktidest tdmmata ro&bi-
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kud sirgjooned kuni 16ikumiseni teise kiiljega,
siis jaguneb ka teine kiilg vordseteks osadeks.

Nurga kiilgi 16ikuvad ré6psirged jagavad
nurga kiiljed vastavalt - vordelisteks osadeks.

Kui rida rédpsirgeid 16ikuvad ithest punk-
tist tulevate kiirtega, siis jagunevad nad ise
ja jagavad ka kiired vastavalt vordelisteks
osadeks.

Jagada joonldik AB kuldloikeliselt, tahen--
dab jagada ta kahte ossa ndnda, et suurem
. osa oleks terve joonléigu ja vdiksema osa
keskmine vérdeline [AB: AD = AD : DBJ.

Jagada joonléik AB harmooniliselt, ta-
hendab leida temal ja ta pikendusel iiks nii-
sugune punkt, millede kauguste suhted joon-
16igu otspunktidest oleksid vordsed

[AC:BC = AD : BD].

F. Nurgad.

Kujundit, mille moodustavad kaks  iihest
punktist valjaminévat kiirt thes nende vahe-
lise tasapinna-osaga, nim. nurgaks.

Nurki, milledel on {ihine tipp ja Kkiiljed.
moodustavad kaks l6ikuvat sirgjoont, nim..
tippnurkadeks.

Tippnurgad on vordsed.
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Ré6bikute voi risti kiilgedega nurgad on
vordsed, kui nad mélemad on kas teravad
v&i niirid ja nende summa = sirgnurgaga, kui
iiks on terav ja teine niiri.

Vastavad nurgad, sisemised ja vélimised
pbiknurgad on vérdsed ja sisemiste ja vali-
miste rindnurkade summa = sirgnurgaga.

Nurki, milledel on iiks iihine kiilg ja
teised kaks moodustavad sirgjoone, nim. kér-
vunurkadeks. :

Kérvunurkade summa = sirgnurgaga.

Nurka, mille kiilgedeks on raadiused,
nim. kesknurgaks.

Kesknurk méétub temale vastava kaarega.

Kesknurgad suhtuvad nagu nende vas-
tavad kaared.

Nurka, mille tipp asetseb ringjoonel ja
kiilgedeks on kéélud, nim. piirdenurgaks.

Piirdenurk méétub temale vastava pool-
kaarega.

Uhele kaarele toetuvad piirdenurgad on
vérdsed.

Labimé6dule toetuv piirdenurk on  tiis-
nurk. :

Nurk, mille kiilgedeks on kas 16ikajad,
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k66l ja puutuja voi puutujad, mo6tub tema
kiilgede vahel asetsevate kaarte poolvahega.

Nurk, mille kiilgedeks on I6ikuvad k&o-
lud, mé6tub tema killgede ja nende piken-
duste vahel asetsevate kaarte poolvahega.

II. Stereomeetria.

A. Sirgjooned ja tasapinnad ruumis.

Labi kolme mitte thel sirgjoonel aset-
- seva punkti voib témmata tasapinna ja
ainult the.

Tasapindade 16ikjoon on sirgjoon.

Sirgjoont, mis on risti iga tema alust
labistava sirgjoonega tasapinnal, nim. tasa-
pinna ristjooneks.

Kui sirgjoon on risti kahe selle sirgjoone
alust labistava sirgjoonega tasapinnal, siis on
ta risti ka tasapinnaga.

Sirgjoonele voib 1abi iga temal voi val-
jaspool teda asetsevast punktist toOmmata
rist-tasapinna ja ainult iihe.

Tasapinnale véib igast temal voi viljas-
pool teda asetsevast punktist tdmmata rist-
joone ja ainult iihe.

Kui sirgjoon on risti kaldjoone projekt-
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siooniga tasapinnal, siis on ta risti ka kald- -
joonega.

Kui kahest ré6pjoonest on iiks risti tasa-
pinnaga, siis on ka teine temaga risti.

(hele tasapinnale témmatud ristjooned
on réébikud.

Labi kahe rép-sirgjoone témmatud tasa-
pindade IGikjoon on réobik antud sirgjoontega.

Sirgjoon ja tasapind, samuti kaks tasa-
pinda on rédbikud, kui neil puudub iihine
punkt, s. o. kui nad ei 16iku kunagi.

Kui sxrg)oon ja tasapind v6i kaks tasa-
pinda on risti iihe ja sama sirgjoonega, siis
on nad isekeskis réobikuc.

Sirgjoon, mis on ro6bik mistahes sirg-
joonega tasapinnal, on réobik ka selle tasa-
pinnaga.

Tasapinnaga ré6psirgjoone kéik punktid
asetsevad vordsel kaugusel sellest tasapinnast.

Kui kahel tasapinnal asetsevate nurkade
vastavad kiiljed on roobikud ja tihele poole
sihitud, siis on nurgad vordsed ja tasapinnad
réobikud.

Kahe r66p-tasapinna Iikjooned kolmanda
tasapinnaga on ré6bikud.



33

Sirgjoon, mis on risti tihe ré6p- tasapln-
naga, on risti ka teisega.

R66p-tasapindade vahel asetsevate roop-
sirgjoonte 16igud on vordsed.

Kahe sirgjoone nurgaks nim. nurka, mille
moodustavad ruumi mistahes punktist antud
sirgjoontele tommatud réopjooned.

Kui kaks sirgjoont l6ikuvad rea réop-
tasapindadega, siis jagunevad nad vastavalt
vordelisteks osadeks.

Kujundit, mille moodustavad kaks 16iku-
vat tasapinda, nim. kahetahuseks nurgaks.

Nurka, mille kiiljed asetsevad kahetahuse
nurga tahkudel ja on risti selle servaga, nim.
kahetahuse nurga lineaarnurgaks (ta on kahe-
tahuse nurga médéduks).

Kui kahetahused nurgad iihtivad, siis
iihtivad ka nende lineaarnurgad ja {imber-
poordult.

Kui sirgjoon on risti tasapinnaga, siis on
ka sirgjoont lébistav tasapind temaga risti.

Kui kaks 16ikuvat tasapinda on risti kol-
mandaga, siis on ka nende ISikjoon risti vii-
masega.

Sirgjoone ja tasapinna nurgaks nim.

3
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nurka, mille moodustavad sirgjoon ja tema
projektsioon sellel tasapinnal.

Kujundit, mille moodustavad mitu iihes
punktis [|6ikuvat tasapinda, nim. ruumis-
nurgaks.

Igas kolmtahuses nurgas on iiks tasa-
nurk vdhem kahe teise tasanurga summast
ja suurem nende vahest.

Kumera ruumisnurga tasanurkade summa
on vaiksem kui 4d.

B. Hulktahud.

Px = kiilg-| . h = kérgus
P; = tais- pind 1 = kiilgserv
V = ruumala.
Keha, mis igast kiiljest piirdub tasapin-
dadega, nim. hulktahuks
Joonldéiku, mis ithendab kaht mitte tihel
tahul asetsevat hulktahu tippu. nim. tema

nurkjooneks.
Kumera hulktahu tippude ja kiilgtahkude
arvsumma = tema kahevGrra suurendatud

servade arvuga [E+F=k+2].
Gavalieri lause: Kehad on ruumvordsed
kui neid vo6ib asetada kahe roédptasapinna
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vahele nénda, et 16ikes iga kolmanda r&6p-
tasapinnaga neis tekiksid pindvérdsed ku-
jundid.

Sarnaste hulktahkude pinnad suhtuvad
nagu vastavate servade ruudud ja ruumalad
— nagu nende kuubid.

Keha kaal = ruumala ja erikaalu korru-
tisega [G=Ve].

a. Prisma (tahksammas).
S = pdhja] P = pdhja iimber-
S. = l6ike } pincala pile ristléike} ma&ot.

Hulktahku, mille kaks tahku on vérdsed
ja roéobikud hulknurgad, aga koik teised
tahud — ré6pkiilikud, nim. prismaks.

Piistprisma kiilgpind = po6hja mber-
mé6du ja kérguse korrutisega [Pn = Ph].

Piistprisma tdispind = kiilgpinna ja p6h-
jade pindalade summaga [Pi =P« 4 2S].

Kaldprisma kiilgpind = tema ristlGike
timbermd6du ja kiilgserva korrutisega
[Px =Pall.

Kaldprisma tdispind = kiilgpinna ja poh-
jade pindalade summaga [P; = P +2S].

Piistprisma ruumala = péhjapindala ja
kérguse korrutisega [V = Sh].
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Kaldprisma ruumala vérdub :
1) péhjapindala ja kdrguse korrutisega[V=Sh],
2) ristléike pindala ja kiilgserva korrutisega
[V=S; i}

b. Réoptahukas (parallelepiped).

S = péhja pindala.

a, b, ¢ = tédisnurkse rédptahuka modted.

Prismat, mille péhjadeks on réépkiilikud,
nim. rééptahukaks.

Roéptahuka vastastahud ja vastasservad
on vordsed ja roobikud.

Réoéptahuka nurkjooned l6ikuvad iihes
punktis ning poolituvad temas.

Roé6ptahuka nurkjoonte ruutude summa
= tema servade ruutude summaga.

Rooéptahukat, mille kéik tahud on piist-
kiilikud, nim. taisnurkseks rééptahukaks.

Taisnurkse rééptahuka nurkjooned on
vordsed.

Téaisnurkse rédptahuka nurkjoone ruut =
tema kolme mé&ote ruutude summaga
[d?2=a%+ b2+ 7.

Taisnurkse réoptahuka tdispind = kahe-
kordse paarikaupa véetud méddete korrutiste
summaga [P=2 (ab + ac+ bc)].
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Taisnurkse rédptahuka ruumala = tema
kolme médte korrutisega [V=abc].
Igasuguse rédptahuka ruumala = péhja-
pindala ja kérguse korrutisega [V = Shl.

c. Piiramiid.
S = podhja pindala
P = pdhja iimbermd&dt
K = piiramiidi apoteem.

Hulktahku, mille péhjaks on hulknurk
ja kiilgtahkudeks kolmnurgad Uhise tipuga,
nim. piiramiidiks.

Piiramiiti, mille poéhjaks on korraparane
hulknurk ja kérgus kulgeb pdhja keskpunkti,
nim. korraparaseks.

Korrapérase piiramiidi kiilgtahu kérgust
nim. tema apoteemiks.

Kui piiramiit |6igata péhjale réoptasa-
pinnaga, siis:

1) jagunevad tema kiilgservad ja kérgus
vastavalt vordelisteks osadeks ;

2) I6ikes tekib péhjaga sarnane hulknurk;

3) péhja ja l6ikpindalad suhtuvad nagu
nende tippude kauguste ruudud.

Korraparase piramiidi kiilgpind = péhja



timberm66du ja apoteemi poolkorrutisega
_P Pk
o
Korrapérase piramiidi tdispind = kiilg-
pinna ja pShjapindala summaga [Py = Py + S].
Piliramiidi ruumala = péhjapindala ja kér-
Sh
g

guse %ku korrutisega I:V =

d. Tiivipiiramiid.

Si = alumise pohja|.8 P: = alumise pdhja) &
Sz = iilemise P2 = iilemise -é
Sn = kesk-ristldige Pn = kesk-ristldike |:5

" moot.

pinda

Osa piiramiidist, mis asetseb péhja ja
temaga ré6p-16ikpinna vahel, nim. tivipiira-
miidiks.

Korrapérase tiiviptiramiidi kiilgpind vér-
dub:

1) p6hjade iimberméétude summa ja
apoteemi poolkorrutisega | Py = (B +2£%)—l‘}

2) kesk-ristléike iimberm&6du ja apoteemi
korrutitega [Py = P, K].

Korraparase tiivipiiramiidi tdispind = kiilg-
pinna ja pdhjade pindalade summaga
[Pt =Px+S1 + S2).
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Tiviptiramiidi ruumala = pohjade pind-
alade ja nende geomeetrilise keskarvu summa

ning koérguse %—-ku korrutisega

[v B (S1+S2+1S1Se ]

-
Ba. Korrapérased hulktahud.

a = serv R = iimber-] joonestatud

d = nurkjoon r = sisse- [ kera raadius.

a. Kuup.

Hulktahku, mis piirdub kuue vérdse ruu-

duga, nim. kuubiks.
= d a
P, = 6a2;V=2a%; d = a|3; R= 53T =35,
b. Tetraeeder.
Hulktahku, mis piirdub nelja vérdse kor-

rapérase /\-ga, nim. tetraeedriks.

3 - o
b = 2 /—“ o = b ‘/ < :E—‘l/ 4 ::il/
P! a l3 ’ V 12 2 ’ R 4 6 ) r 12 6.

c. Oktaeeder.

Hulktahku, mis piirdub kaheksa vordse
korrapérase /\-ga, nim. oktaeederiks.

P, =2a21//§; V=Z—i3-31/5; R=%V5; ":%V—é'



C. Péordkehad.

P, = kiilg- i h = kérgus
P = téis- V = ruumala

a. Koonus.
| = moodustaja; R = pé&hja raadius.
Keha, mis moodustab taisnurkse A-ga
podrdumisel imber {ihe kaateti, nim. piist-
ringkoonuseks.
Pist-ringkoonuse kiilgpind = pdhja ring-
joone ja moodustaja poolkorrutisega

[pk:Z”Z_BLz'nm],

Piist-ringkoonuse taispind = kiilgpinna
ja p6hjapindala summaga
[P =aRl4+-aR2=aR (1-+R)].
Tasapinnale laotatud pist - ringkoonuse

kiilgpind moodustab ringisektori, mille kesk-

3629R
nurk a = ~ 1 kraadiga.

Koonuse ruumala = péhjapindala ja kor-

1 : V_nth
guse 3-ku korrutisega N X F

[

Sarnaste koonuste kiilg- ja tdispinnad
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suhtuvad nagu vastavate raadiuste vé6i kor-

guste ruudud ja ruumalad — nagu nende
kuubid.

b. Tiivikoonus.

R = alumise pdhja
r = filemise ., 5
o = kesk-ristloike
| = moodustaja.
Osa koonusest, mis asetseb péhja ja
temaga réop-16ikpinna vahel. nim. tivikoo-
nuseks.

raadius

Tiivikoonuse kiilgpind vérdub :
1) péhjade ringjoonte summa ja moodustaja

2nR+2m §43
poolkorrutisega [Pk it e i =l (R+r ):l,

2) kesk-ristléike ringjoone ja moodustaja kor-
rutisega [P« =2mol].

Tiivikoonuse tdispind = kiilgpinna ja
pbéhjade pindalade summaga
[Pt =al (R+r)+aR*Hme?].]
Tasapinnale laotatud tiivikoonuse kiilg-
pind moodustab ringisektori v66, mille kesk-
_ 360°(R—

e B)) kraadiga.

nurk «
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Tivikoonuse ruumala

g ”‘3—@ R2 + 22 +Ry).

c. Silinder.
R = péhja raadius.

Keha, mis moodustub piistkiiliku p&or-
dumisel Gmber {he kiilje, nim. piist-ring-
silindriks.

Piist - ringsilindri kiilgpind = pé&hja ring-
joone ja kérguse korrutisega [Py =22Rh].

Pist-ringsilindri téispind = kiillgpinna ja
pbhjade pindalade summaga

[Pk =2aRh +27 R? =2 a R (h+R)].

Silindri ruumala = pé&hjapindala ja koér-
guse korrutisega [V + & R?h).

Sarnaste silindrite kiilg- ja tdispinnad
suhtuvad nagu vastavate raadiuste voi kér-

guste ruudud ja ruumalad — nagu nende
kuubid.

d. Kera.
R = raadius; D = labim0ét.
Keha, mis moodustub poolringi p&érdu-

misel imber 1dbim66du, nim. keraks.
Kera l6ige tasapinnaga on ring.
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Suurringid poolituvad I6ikumisel.
Suurring poolitab kera ja selle pinna.

Kera pind = neljakordse suurringi pind-
alaga [P=47nR*=aD?.

Kera ruumala = kerapinna ja raadiuse
1 : 4 3_:er3:|
§-ku korrutisega [V-——3—nR = =1

Kerade pinnad suhtuvad nagu raadiuste
vbi labim&6tude ruudud ja ruumalad — nagu
nende kuubid.

(lhise pbhjaga ja ithise kérgusega koo-
nuse, poolkera ja silindri ruumalad suhtuvad
nagu 1:2:3.

e. Kerasektor.
n, T, = sektori pdhjale vastava kihi pdh-
jade raadiused,
h = sektori pohjale vastava kihi korgus,
R = kera raadius.
Keha, mis moodustub ringisektori poor-

dumisel iimber teda l6ikumatu 1abiméddu,
nim. kerasektoriks.

Kerasektori péhjapind ehk vo6pind (sfaa-
riline pind) = suurringjoone ja pd&hjale vas-
tava kihi kérguse korrutisega [P« = 22Rh].
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Kerasektori tdispind iildjuhusel = poh]a-
ja kahe koonuse kiilgpinna summaga
[Pt = 2aRh + @R + @Ry

Kerasektori tédispind erijuhusel (kuir. = o)
= pbhja- ja iihe koonuse kiilgpinna summaga
[Pt = 2aRh + aRn].

Kerasektori ruumala = suurringi pindala
ja pohjale vastava kihi kérguse g-ku korru-

tisega [V . nR2h]

f. Kerasegment (keral6ik).

h = kérgus; r = péhja raadius; R = kera
raadius.

Tasapinnaga eraldatud osa kerast nim.
kerasegmendiks.

Kerasegmendi kiilgpind ehk kalott (sfaa-
riline pind) = suurringjoone ja kérguse kor-
rutisega [Py = 22Rh].

Kerasegmendi tédispind = kiilgpinna- ja
péhjapindala summaga [P, = 2nRh + ar?.

Kerasegmendi ruumala V =" (3R h) =

wh 2 4 h2 3
6(3 h?).
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g. Kerakiht.

h = kérgus; © ja r: = pdhjade raadiused ;
R = kera raadius.

Osa kerast, mis asetseb kahe rédpringi
vahel, nim. kerakihiks ja viimase kiilgpinda
— keravooks.

Kerakihi kiilgpind (vé6pind) = suurring-
joone ja kérguse korrutisega [P« = 2aRh].

Kerakihi taispind = kiilgpinna ja pohjade
pindalade summaga [Py = [27Rh + a2 + 2url].

Kerakihi ruumala V = J—g—‘(3rf+3r§+ h?).

Kui joonldik pddrdub tmber telje, mis
ei 16ika teda ega ole temaga risti, kuid aset-
seb teljega iihel tasapinnal, siis moodustub
pind, mis = joonldigu projektsiooniga teljel,
korrutatud ringjoone pikkusega, mille raadiu-
seks on joonldigu keskpunktist telje 16ikumi-
seni tdmmatud ristjoon.

Kolmnurga poéoérdumisel temaga ihel
tasapinnal asetseva ja iht tippu kulgeva,
kuid teda mitte 16ikuva telje iimber moodus-
tatud keha ruumala = nimetatud tipu vastas-
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killiega moodustatud pinna je sellele kiiljele

tdmmatud kérguse ;—-ku korrutisega.

Guldini laused:

1. Péordkeha kiillgpind = moodustaja
ja selle raskuspunkti tee pikkuse korrutisega.

2. Poordkeha ruumala = kitlgpinna ja
selle raskuspunkti tee pikkuse korrutisega.
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‘p1uooIs
-pjuny ‘wouoBiy apexinu jewesjyel

"

‘RLIJOAWIOILOD
*PLI}OQUIOUOSIL |,

Ly



V 1+tan’a Vl +cot?a

|
i

Ine sama nurga
de kaudu.

Idam

sina= 1‘ /1 —cos2a
|

C T St
/1-Ftan?a | /1 Fcot?a

cosa=| J/1T—=sin2a

100N1 ava

teiste funktsioon

b. Funkts
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sina ]/T—cosza 1
tan a = *t;:;;_;: —_— —
J/1—sin2a cosa | cota
1
o T 3 i S 1
J/1—=sin?a cos a 1
Cot a = —_— —?T ‘ RSN
sina Vl —cos?a | tana




asipua epoa yeel el ;05 epebel yinu (uoo’

‘19baa1pn asiwepuee|

c. Funktsioonide taandustabel.

90°%Fa | 180°Fa  270°Fa | 360°Fa | —a
| | !
sin tcosa | tsina  —cosa | fsine | —sina
L o g % T TR ”'i — - e ™ T e 2 | | L
cos + sina.. | =cosa Fsina { +cosa | tcosa
- | et
+ A P L e _ ) S
tan ‘F cota | -Ltana | +cota ] +tana | —tana
Pl A GO i t T
= | | i
cot + tan a -+ cota +tana | Fcota | —cota
e s ) 1_. i _
\
sec |+ coseca| —seca |Fsoseca| +seca | +seca
SN e B O B 5550
| ! e ':
cosec | +seca |+ coseca| — seca Fcoseca  — coseca
| |

-ISpjunj eAejepueej]

sin (45°+a) = cos (45%F a) ; tan (45°+a) = cot (45°F-a)

6%



50

nimetusega, kui jagatis on paaris arv, ja
vastava koofunktsiooni nimetusega ehk iim-
berpéordult, kui jagatis on paaritu arv, ning
selle veerandi mérgiga, milles I6peb taanda-
tava fumktsiooni nurk.

N |
Kvadrandid [ I | il v
sin, cosec s ol . } nlifep e,
cos, sec P et 1 — | +
tan, cot e - ‘ + | —
e. Pohivalemid.
sin2a-+ cos?a =1
Sina 1
tan g =—- Sec O = =—
cosa cosa
t [ Abes cosec «
cota = —— =
sin @ ina
_sin?a =1-—cos?a 1+ tan?a = sec?a
_cos a=1 — sin%a 1 -+ cot?a = cosec?a
secacosa = 1 cosecasina =1

tana cota =1
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f. Nurkade summa ja vahe funktsioonid.
‘ sin (a—!—ﬂ)—sm @ cos B+ cos asin #
=“sm (a— B) = sin @ cos f — cos a sin §
_cos (a + f) — cosacosf—sinasinf

| cos(a—Q=cosacosftsinasinf
tan o +tan f
f pnd i B) 1 —tanatan B

! tan @ — tan f

ot ﬂ’{mx‘m
cot a cot f —

_COt(a+ﬂ) cotﬂ+cota
' cot (a — ,9) cot a cotf + 1

cot f — cotd

g. Kahekordse nurga funktsioonid.

Isin2a=2sin¢cosa
,cos 2 a=cos? a—sin’e

cos2a=1— 2sin’a

cos 2 a = 2 cos?a — 1

2tan a

tan s = 1—tan2a N

[1—cos 2a=2sin’e_

"1-+cos2a=2cos?a

1—cos2a
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ot g ==
8 o 2cota

S e

1+cos2a

cot o=
1—cos2a

h. Poolnurga funktsioonid.

BiG= 25“'1
2

2(1 e 2(1
COS A =CO0S —2~—s|n £

-C0S &
2

2

% a
Cos a,=T = 2'sin*-=

cos a=2 cos? g— 1

2 tan v
o

tana = — ;
1—tan2~
an”

cot? g S|

COt @ i= & ——~_"~?_
2 cot.—

2

P 2 tan ‘;
sinag = — =
1+tan2§

1 —tan? g--

Ccos a = —__.__a

1+ tan? 5

1—cos a= 2 sin 2%

14 cosa = 2 cos? —g
Sy £ -]/Fcosa
) T 2

V 1+cos a

: COS
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1—cos a sin @ 1 —cosa
14¥cosa 1-+cosa  sina

a_
tan 55

—

gl _V1+Eos a l4+cosa  sin a
{—cosa  sina 1—cosa

i Kolmekdrdse nurga funktsioonid.

sin 3 @ = 3 sin a — 4 sin’a
cos 3a =4 cosd a — 3cos a
3tan a—tan3a

t P L AR SR A N RS

an 3 & 1—3 tan2a

by bl L 3 cobp
~ 3cot?a—1

k. Funktsioonide summa ja vahe logarit-
miline kuju.

sin a +sin § = 2 sin gzi‘@cos ,a,gﬂ

sin @ — sin f# =2 cosa—;—ésin fl_;ﬂ

cos a+cosp =2 cos—tﬂ <:os~2Jz
atf . a—B

cos . — cos = — 2sin r—r——”sm e
; 2 2



_sin (at8)

ta i
n a-+ tan g S
. sin(a—B)
e o cos p
- H +
cot @ + cot 8 = s,‘_‘:‘ﬁ(f?ﬁ; - a)
sin a sin §
__sin (8—a)
cot @ — cot ﬂ—sin oo

sin (a + B) + sin (a—f) = 2 sin acos

sin (a4 ) — sin (e—f) = 2 cos asin f
cos (a + ) + cos (a—p) =2 cos a cos f
cos (a+ﬂ)fcos(a—ﬂ)=—25inasinﬂ
1+ sin a = 2 cos 2 (45° —g)

]— sina:zsin2(450_,—:(2!,).

s V 2 cos (45° — a)

1+tan a =
cos a
1 —tana= 1/,2'5.'"_@50— @)
5% Ccos a
I+ cot a = J2cos(45=q)

sin a
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VZ sin (a — 459)
sin a
Kui a-+B+y= 180°, siis

1 —cota

sin @+ sin # +sin y = 4 cos + cos — cos->
sin g +sin y Cos 5 oS 5 COS5
cosa+cosﬁ+cosy-4smzsm§sm/+1
sina+sinf —siny = 4sm smB

2

; a /2
cos a-tcos f—cosy=4cos écosgsin ’2 — 1

tan a + tan -+ tan y = tan a tanpP tan y

(A B Y T
t =~ . =
co 5 cot 2+ cot 5 cot 5 cot2 cot2

cot a+cotf.cot a=1.

l. Abinurga meetod.

See meetod véimaldab igale avaldusele
anda logaritmilise kuju, laienedes binoomilt
hulkliikmele.

1. Kui avalduses A+B = A (1 +FB\), mil-

* les A ja B on samamargilised iiksliikmed,

votta E‘ztaan), mis voimalik, sest et tangens
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omandab kéik véadrtused O kuni +. oo, siis

saame: A+B=A (1+ tanztp)zﬁ-ﬂ—é-, mis lo-
cos 2p

garitmitav, kui abinurk @ maéé&rata vérrandist

tan p = _B_,

2. Kui avalduses H—Bzﬂ(l—%), milles
A ja B on vastasmargilised iiksliikmed
ja A > B, vétta FB\ = sin%p, mis véimalik, sest

et siinus omandab kéik vaartused O kuni + 1,
siis saame: A — B = A (1 — sin%¢))= Acos%y,
mis logaritmitav, kui abinurk ¢ méaé&rata vér-

randist sing = VB :

A
Juhusel, kui A { B tuleb avaldus A—B
korraldada jargmiselt: A — B = — B(1 — g)
ja voétta ﬁB—=sin2qo, saame: A—B=—B(1—sin%p)

= — B cos%p, kus sinp = l/ ’;
B. Kolmnurgad.

a. Taisnurkne kolmnurk.
a, b = kaatetid; ¢ = hiipotenuus;
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a, B = kaatetide a, b vastasnurgad;

: 'S = pindala.
a?+b?=c?
a-+ p=90°
s a vastaskaatet
Sin @ == bt s
¢ hiipotenuus
b ldhiskaatet
COS @ ==ire = e
¢ hiipotenuus
PR G, TG \_/astaska_a_tgt
an ¢ = 5 = lahiskaatet
PR L sl ol
COLE = 3 T vastaskaatet

a=csina=ccosf
b=csinf=ccosa

a=btana=bcotf
n=atanf=acota

a a
C= ==
sina cosf

b b

sinff  cosa

Kaatet = hiipotenuusi
ja oma vastasnurga
siinuse v6i ldhisnurga
koosinuse korrutisega.
Kaatet = teise kaateti
ja oma vastasnurga
tangensi v6i  ldhis-
nurga kootangensi
korrutisega.

Hiipotenuus = kaateti
ja selle vastasnurga
siinuse voi lahisnurga
koosinuse jagatisega.
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:S = —— e

b. Kaldnurkne kolmnurk.
a,ib; C 7= kiiljed,
a, #, y = killgede a, b, ¢ vastasnurgad,

ha, hy, hc = kiilgedele a, b, ¢ témmatud
kérgused,

2t bt A 2

RS o p = pooliimbermdét,

e u-mber _}joo.nestatud ringi raadius,

r = sisse —

Qa, Op, 0. = korvujoonestatud ringide
raadiused,

S = pindala.

a+p+y=180°
/ Siinuslause: o = b A
sina sinf  siny

[A-ga kﬁljed on otsevordelised vastas-
nurkade siinustegal.

Siinuslauset tarvitatakse, kui on antud :
1) tiks kiilg ja kaks nurka,
2) kaks kiilge ja iiks vastasnurk.



59

{ a2=b2-+c2—2bccosa
2. Koosinuslause: | b2=a%?-+c2—2accosf
c2=a?+b2—2abcosy

[A-ga iihe kiilje ruut = kahe teise kiilje

ruutude summaga, — samade kiilgede kahe-
kordne korrutis nende vahelnurga koosi-
nusegal. ;

Koosinuslauset tarvitatakse, kui on antud:
1) kaks kiilge ja nende vahelnurk,
2) kolm kiilge.

Tangenslause : = o
g . " a—b

[ /.-ga kahe kiilje summa suhtub nende
vahesse, nagu nende kiilgede vastasnurkade
poolsumma tangens suhtub samade nurkade
poolvahe tangensisse].

Tangenslauset tarvitatakse, kui on antud
kaks kiilge ja nende vahelnurk.

Slaad. 7
a Rl 2 —a
25 %
, E 2 tanﬂ S ,kusr =V-(P_a) —(p_b»)-(pjc'),
o o 2" p—b p
€&
B bl
tan2 Pc




[A-ga poolnurga tangens = ruutjuurega
murrust, mille lugejaks on pooliimberm&édu
ja nurka moodustavate kiilgede vahede kor-
aga nimetajaks — pooliimberméédu
korrutis pooliimberméédu ja nurga vastas-
kiilje vahegal.

Poolnurga tangenslauset tarvitatakse, kui
on antud kolm kiilge.

Molveide laused:

tan— = Q:E)_Q’:C_)
2 p(p—a)

tanf —1/(P—2) (p—0)
- e b)

tant =1/ (p—a) (p—b)
2 p(p—<)

a—p
a+b i 2
. sin—g
. a—f
i LB E
c 7
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Gigis sy

b—acosy

. tan ‘3 — A_b_ﬂq,a“._

Erinev tangenslause : e b tos
csinf

tany = ——M—

an ¥ = a2 _ccos B

a=2Rsina
Kéélulause 34 b=2Rsin:f
Cl=2:NSiny
[~ -ga kiilg = imberjoonestatud ringi 1&bi-
mé6du ja vastasnurga siinuse korrutisegal.
h.=csinf=bsiny
Kérguselause : { hy, = csin a=asiny
he =bsina=asin
[A-ga kérgus = kiiljega, korrutatud selle
kiilie ja aluse vahelnurga siinusegal.
a=-ccosf+ bcosy
Projektsioonlause :{ b= ccos a + acos?
¢=bcosa-+acosp
[A-ga killg = kahe teise kiilje projekt-
sioonide algebralise summaga tema sihile].

a_1/e=b)p—) .o _]/p(p—a)
sin ) = l/ be cos 2 = —“bz

anb = |/E=RE=2 o, _]/p =D
2 ac 2 o
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ab - 2 -ab
0 T R
Pt R
A e ~ V sinBsiny
cos 5 cos 5
; 2Vbccos2
a=(b+c)cosg, kussing = o e e
s iRy o mdned e Sleini
~ 2sing - 2sing = 2siny
Py
= 4sm231n25m2
@ p
= (p—2)tan = (p—b)tanl = (p—c)tan ,

. SR SN
Q0a= ptanz, ob—ptanz, 0. =ptan 2
p= 4 Rcosacosﬁ-cosz.

2at Bl
/\-ga pindala=kahe kiilje ja nende vahel-

; ab sin y
nurga siinuse poolkorutisega | S = i

2

s_izs_,iLBSi“?ﬁ_ h2sina
iz i Doy @ e

2sinBsiny’
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2 gt % e B v
S=2R?sin @ sin B sin y/= r? cot 2cot2cot2
bt L5 B a 4 ‘8

=pl(p a)tan,—ptanzt 2tan2

Méarkus: Roopkiliku pindala = kahe
lahiskiilje ja nende vahelnurga siinuse korru-
tisega.

C. Kolmnurkade lahendamine.
Antud: | Téaisnurksed kolmnurgad.

Civa B =90° —a; a=csina; b=ccosa.
Z a
c, a sina = ;B=90°—a; b=c cos a.
p a
a. a a=90"—a; c=-—; b =acota.
, sin @’
a a
a, b tana= —; # =90—a; c=——
{ b"B 4 sin a

Kaldnurksed kolmnurgad.

| = 1800 . p_asing
a,ﬁ.y; a=180°—(f+7); b= ——=;
asiny asinf siny
O e T > e e T I
5 sin @ 2 sina

a,b,a | sinfg= b——s—: g, y=180°— (a-t+B);

Rii - Toa on Hog, ARERY
sin @ 2
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a,b,y

a;ib,ic

“+B g E cU 2

R & o
a—l—ﬂ_}_a*ﬁ a+ﬂ_a~,6’ :

a=

_asiny

ab sin y
sin a 4

;S=~2

B_(p—a)(p—o).
i plp—b) ’

7 _(p—a)(p—b).
tan2 L —
A p(p—c) ’

S?=p (p—a) (p—b) (p—). :
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ILis &

a. Paljutarvitatavad arvud.

VZ=14142 | w=31416 | a’= 9,8696
|
Va=1,7725.

8 |
V3=17321 | 22-=6,2832 |
2
3
V5=22361 | 4n—125664 ]1 V@ = 1,4646
V6 =24495 | . ¥
V 2 = 15708 | =03183
J10 =3,1623 | |
3 'n g
3 | i
s I {5l
V3 =14422 | g —07854 | == 0,5642
3 %
¥5 = 1,7100 J i !
§ | T_05236 | 3 =06828
Ve=18171 |° Ya
|
3 4 | 180
V]O e 2']544 § v = 4,]888 g‘ ‘—y—_‘— = 57,2959

ot



»
>

b. Esimese saja arvu ruudud ja kuubld

-] = ] R T

mif g £ =] 2 & lIE x’
2 4 8135 | 1225 | 42875 68 4624 314432
3 9 27136 | 1296 | 46656| 69 4761 | 328509
4 16 | 641137 | 1369 50653 || 70 4900 343000
5 25| 125|(38| 1444 | 54872 71/ 5041 | 357911
6 36| 216(39| 1521 | 59319| 72/ 5184 | 373248
7 49| 343|140 | 1600 | 64000 73 5329 389017
8 64| 512|141 | 1681 | 68921 | 74/ 5476 | 405224
9 81| 729|42| 1764 | 74088 75 5625 | 421875
10| 100| 100043 | 1849 | 79507 || 76 5776 438976
11 121 1331144 | 1936 | 85184 77 5929 456533
12| 144 1728(45 2025 | 91125 78/ 6084 | 474552
13| 169 2197(46| 2116 | 97336 79 6241 | 4930839
14 196 2744147 | 2209 | 103823 | 80 6400 512000
15| 225| 3375|/48 | 2304 110592 81, 6561 ' H31441
16 256" 409649 | 2401 117649\1 82 6724 | 551368
17| 289 4913(50 | 2500 | 125000 83 6889 | H71787
18| 324 | 5832|5651 2601 | 132651 | 84 7056 | 592704
19 361 6839 52| 2704 | 140608 8h 7225 | 614125
20 400 8000(53| 2809148877 | 86! 7396 | 636056
21| 441 9261[54| 2916 157464 | 87 7569 | 658503
22| 484 110648 |55 | 3025 | 166375 | { 88| 7744 681472
23| 529 1216756 | 3136 | 175616 89 7921 | 704969
24| 5761382457 | 3249 | 185193 90| 8100 729000
25| 625 15625 58i‘ 3364 1%112J 91 8281 753571
26, 676 17576((59| 3481 2()0379 1 92 8464 778688
271 729 1968360 | 3600 216000 93 8649 | 804357
28| 784 21952 61’ 3721 | 226981 | 94| 8836 = 830584
29 | 8411 24389(62| 3844 238328 95 9025 | 857375
30 90012700063 | 3969 |250047 96 9216 S84736
81 961 29791 | 64 | 4096 262144 | 97| H409 912673
32| 1024 3276865 | 4225 (274625 98! 9604 941192
33 1089 35937] 66‘ 4366 | 287496 99 9801 970299
1156 39304 4489 ' 300763 | 100 10000 100()7)0()
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dew\rme-,‘e'%p

D

P

-

B
-g‘\:x

Alfa,
Beeta,

Gamma,

Delta,
Epsilon,
Zeta,
Eeta,
Theeta,
Joota,
Kappa.

Lambda,

Mii,

Kreeka tahestik.
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N, » . N,
e iRl

0, o Omikron,
1T, v 2 +Pi,

0 Rho,

2, 0, ¢ Sigma,
T witan;

Y, v  Upsilon,
Do rAkL

Xy A Thi

P, ¢ Psi,

0, o Omega.
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