TARTU ULIKOOL
LOODUS- JA TAPPISTEADUSTE VALDKOND

MATEMAATIKA JA STATISTIKA INSTITUUT

Erik-Jiirgen Maarits
Caputo murrulist tuletist sisaldava
algvaartusiillesande lahendamisest
Matemaatika eriala

Magistritoo (30 EAP)

Juhendajad: prof. Arvet Pedas, Mikk Vikerpuur (PhD)

TARTU 2024



CAPUTO MURRULIST TULETIST SISALDAVA
ALGVAARTUSULESANDE LAHENDAMISEST
Magistrit6o

Erik-Jiirgen Maarits

Liihikokkuvote

Kéesolevas magistritoos vaadeldakse Caputo murrulist tuletist sisaldava alg-
vaartusiilesande lahendamist tiikiti poliinomiaalse kollokatsioonimeetodi abil.
Pohjendatakse selle meetodi koondumist ja koondumise jarku. Tuuakse sisse
itereeritud meetod lahislahendi leidmiseks ja uuritakse selle koondumise jér-
ku. Vaadeldakse ka iihe konkreetse naidisiilesande lahendamist.

CERCS teaduseriala: P130 Funktsioonid, diferentsiaalvorrandid.
Marksonad: Riemann-Liouville’i integraaloperaator, Caputo murruline di-

ferentsiaaloperaator, kollokatsioonimeetod, itereeritud meetod.

ON SOLVING THE INITIAL VALUE PROBLEM CONTAINING A
CAPUTO FRACTIONAL DERIVATIVE
Master’s thesis

Erik-Jiirgen Méaarits

Abstract

In this Master’s thesis, we consider an initial value problem containing a Ca-
puto fractional derivative. Piecewise polynomial collocation method is intro-
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Sissejuhatus

Tuletise moiste on matemaatilises analiiiisis olnud olulisel kohal alates selle algusest
17. sajandil, kuid léks pikalt aega, enne kui Georg Friedrich Bernhard Riemann ja
Joseph Liouville suutsid tuletise moistet 19. sajandil iildistada ka murrulise jargu
jaoks. Rakendustes on aga ténapédeval osutunud oluliseks just Itaalia geofiiiisiku
Michele Caputo 1967. aastal sisse toodud murrulise tuletise definitsioon, mida si-

saldava diferentsiaalvorrandi lahendamisega tegeleb ka kiesolev t60.

To606 esimeses peatiikis tuuakse sisse kiesolevas t66s vajaminevad definitsioonid ja
abitulemused. Defineeritakse ka funktsiooni Riemann-Liouville’i ja Caputo a-jarku

tuletised juhul, kui @ € (0, 1).

T66 teine peatiikk algab Caputo murrulist tuletist sisaldava diferentsiaalvorrandi
vaatlemisega ja naitamisega, et tegelikult on algse iilesande lahendamine sama-
vidrne teatava Volterra teist liiki integraalvorrandi lahendamisega. Edasi tuuakse
sisse tiikiti poliinomiaalne kollokatsioonimeetod selle integraalvorrandi ligikaudseks
lahendamiseks ja naidatakse, et selliselt saadud ldhislahendid koonduvad lahteiiles-
ande lahendiks. Lisaks sellele uuritakse, millist jarku koondumisega on tegemist,
kui me teame ette, et algses vorrandis esinevad funktsioonid kuuluvad teatavas-
se funktsionaalruumi. Teise peatiiki viimases alapeatiikis ndidatakse, et kui algses
meetodis teha veel iiks lisasamm, siis teatavatel lisaeeldustel on saadud (itereeritud)

meetodi jark parem.

T66 kolmandas peatiikis vaadeldakse iihe konkreetse niiteiilesande lahendamist,

rakendades teises peatiikis kasitletud meetodeid.

Magistrito6 pohitulemused on esitatud teoreemidega 2 ja 3.



1 Definitsioonid ja abitulemused

Selles peatiikis tuuakse sisse edasises kasutatavad definitsioonid, ruumid ja tildised

abitulemused.

Koigi reaalarvude hulga tdhistame siimboliga R = (—o0, 00), koigi naturaalarvude

hulga tdhistame stimboliga N = {1,2, ...} ning olgu Ny = N U {0}.

Definitsioon 1. Olgu X mingi mittetiihi hulk. Operaatorit I : X — X, = — z,

nimetatakse tihikoperaatoriks.

Funktsionaalanaliilisi pohimoistete, nagu operaatori pidevus, lineaarsus, tokestatus
ja kompaktsus, kohta saab lugeda niiteks opikust [5]. Toome siiski sisse mdisted,

mida meil vahetult vaja ldheb.

Kui X ja Y on normeeritud ruumid, siis koigi pidevate ja lineaarsete operaato-
rite hulka ruumist X ruumi Y téhistame stimboliga £(X,Y). Hulk £(X,Y) on

vektorruum punktiviisi defineeritud tehete suhtes ja normeeritud ruum normi

[Allzxyy = sup [lAz]y, A€ L(X,Y),

z€Bx (0,1
suhtes (siin Bx(0,1) on ruumi X lahtine iihikkera).

Definitsioon 2. Olgu X ja Y normeeritud ruumid ja A, € £L(X,Y), n=1,2,....
Operaatorite jada (A, ) nimetatakse normi jargi tokestatuks ehk iihtlaselt tokesta-

tuks, kui leidub arv M > 0 nii, et

[Anllzx,yy < M iga n € N korral.

Opikust [5] voib leida jargnevad teoreemid 1.1-1.3.

Teoreem 1.1. (Fredholmi alternatiiv) Olgu X Banachi ruum ja olgu T : X — X
kompaktne operaator. Siis operaator I — T on siirjektsioon parajasti siis, kui ta on

injektsioon.



Fredholmi alternatiiv iitleb meile, et operaatorvorrandil t—Tx = y, kusT : X — X
on kompaktne operaator ja y € X, leidub Banachi ruumis X lahend x parajasti
siis, kui vastava homogeense vorrandi « — Tz = 0 ainus lahend on x = 0; sel juhul

on vorrandi x — T'x = y lahend ka iihene.
Teoreem 1.2. Olgu X ja'Y Banachi ruumid ja operaator A € L(X,Y") bijektiivne.

Siis A~V € L(Y, X).

Teoreem 1.3. (Banachi teoreem péoratavale operaatorile lihedase operaatori pio-
ratavusest) Olgu X ja Y Banachi ruumid. Kui A,B € L(X,Y), A~ € L(Y, X) ja
1Bllzx,v) < HAAHZ(lYX)’ siis leidub (A + B)™' € L(Y, X) ja kehtib hinnang

I(A+B HAAHL(Y,X)

)_1HL(Y,X) =

L= [[A"  povixy 1Bl 2x,vy

Téhistame stimboliga Cla, b] kéigi 16igus [a, b] (a < b) pidevate funktsioonide hulka.
Hulk Cfa, b] on vektorruum punktiviisi defineeritud tehete suhtes ja Banachi ruum
normiga

[ylloc = max |y(t)[, y € Cla, b].
te(a,b]

Olgu m € N ja téhistame stimboliga C"|a,b] koigi 16igus [a,b] (a < b) m-korda
pidevalt diferentseeruvate funktsioonide hulka. Hulk C™a, b] on vektorruum punk-

tiviisi defineeritud tehete suhtes ja Banachi normiga

yllmas = D max [y (1), y € C™fa,0].
=0 t€la,b]

Definitsioon 3. Olgu m € N. Diferentseerimisoperaator D™ : C"[a,b] — C|a, b]

on defineeritud vordusega
(D™y) (1) =y"™(1), yeC™abl, teab].

Defineerime ka D := I, kus I : C[a,b] — Cla, b] on iihikoperaator.
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Téhistame stimboliga Lo (a, b) koigi 16igus [a, b] (a < b) Lebesgue’i mottes modtu-
vate funktsioonide hulka, mis on peaaegu kaikjal 16igus [a, b] tokestatud (Lebesgue’i
moodu suhtes). Meenutame, et siin loetakse kaks hulga Lo (a, b) elementi vordseks,
kui nad on vordsed peaaegu koikjal 16igus [a, b]. Hulk Lo (a,b) on vektorruum loo-

mulikul viisil defineeritud tehete suhtes ja Banachi ruum normiga

= inf sup |y(t)| < oo, y € Lo(a,b),
L L ] w(a,)

kus p(F) on (mootuva) hulga E Lebesgue’i moot ja t € [a,b]\E tahendab, et
t € [a,b], kuid t ¢ E.

Olgu ¢ € N ja v < 1. Téahistame siimboliga C?"(0, b] pidevate funktsioonide y :
[0,b] — R hulka, mis on ¢ korda pidevalt diferentseeruvad poolldigus (0, b] ja mille

jaoks iga ¢ = 1, .., ¢ korral kehtivad hinnangud

1, 1< 1—v,
’y(i)(t)‘éc 1+|nt|] i=1-v, t€(0,0],
tl—v—i 1 >1—v,

kus ¢ = ¢(y) > 0. Méargime, et ka seda hulka saab vaadelda vektorruumi ja Banachi

ruumina (vaata néiteks [2]).

Toodud definitsioonidest jarelduvad jargnevad sisalduvused:

C0,0] Cc C*7(0,b] C CP#(0,b] C C[0,0], p<q, v<pu<l.

Edasi toome sisse gamma- ja beetafunktsioonide moisted. Téhistame R := (0, c0).

Definitsioon 4. Gammafunktsioon I' : RT — R defineeritakse vordusega

I'(z) = / e 5" lds, 0 < x < 0.
0



On histi teada, et selle vorduse paremal pool olev integraal koondub koikide z € RT

korral (vaata naiteks [4], §17).

Definitsioon 5. Beetafunktsioon B : RT x RT — R defineeritakse vordusega
1
B(a, B) = / 1 —)Pdt, o, 8> 0.
0

Raamatus [4] (paragraaf 17) naidatakse, et selle vorduse paremal pool olev integraal
toepoolest koondub iga a,8 > 0 korral. Samas t66s naidatakse, et gamma- ja

beetafunktsiooni vahel kehtib jargnev seos

O LG NP -

Jargnevad kéiesoleva t66 jaoks keskse tdhtsusega moisted.
Definitsioon 6. Olgu 0 < § < oo. Defineerime operaatori J° : Lo (0,b) — 0, b]

vordusega

t
() 0= 357 [ =" ).y € LulO.0), 0 e <,

Sel viisil méaaratud operaatorit J¢ nimetatakse Riemann-Liouville’i integraalope-
raatoriks.

Riemann-Liouville’i integraaloperaator J 5.6>0,o0n pidev, lineaarne ja kompaktne
operaator ruumist Lo (0, b) ruumi C0, b] [2].

Saab nididata (vaata [3], teoreem 2.2), et Riemann-Liouville’i integraaloperaatori

J* jaoks kehtib jargnev omadus: kui d1,d2 > 0 ja y € C[0,b], siis

(J51J51y) (t) = (J61+52y> (t), 0<t<b. (1.2)



Definitsioon 7. Olgu 0 < a < 1jay € C[0,b], b > 0, selline, et J'™%y €
C'(0,b]. Funktsiooni y Riemann-Liouville’i a-jérku tuletis D%,y kohal t € (0, ]

defineeritakse vordusega

d , q_
(Dfry) (t) = — (J' %) ().
Operaatorit D%; := D'J'~® nimetatakse Riemann-Liouville’i murrulise diferent-
seerimise operaatoriks. Ka defineerime D%, := I, kus I : C[0,b] — C[0,b] on

ithikoperaator.

Uldjuhul konstandi Riemann-Liouville’i murruline tuletis ei vordu nulliga [9]. See

motiveerib sisse tooma Caputo murrulise tuletise moistet.

Definitsioon 8. Olgu 0 < a < 1 jay € C[0,b], b > 0, selline, et J'~*(y —y(0)) €
C*(0, b]. Funktsiooni 3 a-jirku Caputo tuletis D¢, kohal t € (0,b] defineeritakse

vordusega

(DEapy) (t) = (D (y — y(0))) (1)

ehk

(Deiyt) () = ey g7 [ (=97 (0(s) = w(0)) s

Niiviisi méératud operaatorit D¢,y nimetatakse Caputo murrulise diferentseeri-

mise operaatoriks.

Olgu a € (0,1). Vahetult definitsioonist on selge, et operaator D%ap on lineaarne.
Erinevalt aga Riemann-Liouville’i murrulisest tuletisest jareldub Caputo tuletise

definitsioonist, et konstandi Caputo tuletis on alati vordne nulliga ehk
Dgapc =0, ceR. (1.3)

Riemann-Liouville’i integraaloperaatori J¢ ja Caputo murrulise diferentseerimise

operaatori D¢, vahekorra kohta kehtib jargmine omadus (vaata [3], teoreem 3.7):



kui y € C0, b], siis
Dgapdy =y (1.4)

ehk operaator D%ap on operaatori J% vasakpoolne péordoperaator. Osutub aga, et

parempoolne poordoperaator operaatorile J< ta ei ole (vaata [3], teoreem 3.8).
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2 Caputo murrulist tuletist sisaldav diferent-

siaalvorrand

2.1 TUlesande piistitus ja iileminek integraalvérrandile

Olgu a € (0,1). Vaatleme iilesannet

(D2apy) (1) + h(t)y(t) = f(t), 0<t<b, b>0; (2.1.1)

y(0) = yo; (2.1.2)

kus yo € R ja f,h : [0,b] — R on etteantud pidevad funktsioonid. Otsime sellist
pidevat funktsiooni y : [0, ] — R, mis vordusesse (2.1.1) asetades annaks samasuse

ning seejuures rahuldaks ka algtingimust (2.1.2). Sellist funktsiooni y nimetame

tilesande (2.1.1)-(2.1.2) lahendiks.

Néitame niitid, et piistitatud {ilesanne on samavéairne integraalvorrandiga
I .
y(t) =yo + F(a)/o (t—s)*"[f(s) — h(s)y(s)lds, t €0,0], (2.1.3)

ehk y € C[0,b] on tlesande (2.1.1)-(2.1.2) lahend parajasti siis, kui ta on integraal-
vorrandi (2.1.3) lahend.

Olgu y € C[0,b] tlesande iilesande (2.1.1)-(2.1.2) lahend. Defineerime

z(t) := f(t) — h(t)y(t), t € [0,D].

Kuna eelduse jargi y € C[0,b] ja ka h, f € C0,b], siis ka z € C[0, b]. Kuna funkt-

sioon y on vorrandi (2.1.1) lahend, siis

z2=f—hy = D¢,y = Dx(y —y) = D'J'"*(y — vo).

11



Rakendame saadud vordusele operaatorit J1:
Jtz = J' D'y — yo),

millest

Jle = Ty — o).

Omaduste (1.2) ja (1.4) abil

D%;Z{?Jl_a(y —Y0) =Y —Yo= Dé«;gJIZ = Dé;g‘Jl_o‘Jaz =J%

ehk
y=yo+J%% =yo+ J(f — hy),

mis tdhendabki, et funktsioon y rahuldab vorrandit (2.1.3).

Olgu niiiid y € C[0, b] vorrandi (2.1.3) lahend ehk

y=1yo0+J(f — hy).

Siis operaatori D¢, lineaarsuse ja omaduste (1.3), (1.4) pohjal

Dg’apy = Dg’apyo + Dg‘ap (Ja(f - hy)) =0+ Dg‘ap‘]a(f - hy)

= f — hy.

ehk

Dg’apy+hy:f-

Seega funktsioon y rahuldab vorrandit (2.1.1). Samuti, kuna

y(0) = yo + (J*(f — hy)) (0) = yo,

siis on ka algtingimus (2.1.2) rahuldatud.

12



Seega oleme saanud, et tingimustega (2.1.1) ja (2.1.2) antud iilesande lahendamine

on samavédrne vorrandi (2.1.3) lahendamisega. Téhistades

K(t,s) = F(la)(t ) h(s), 0< s <t<b,

ja
9(0) = £y /O (t— )" f(s)ds +yo = (J°F) (1) + 9o, t€[0,5],  (2.14)

saame vorrandi (2.1.3) viia kujule

y(®) +/O K(t, s)y(s)ds = g(t), 0 <t <b, (2.1.5)

Margime, et kuna J : Lo (0,b) — C]0, b], siis g € C[0,b]. Monograafias [1] (vaata
sealt teoreemi 1.3.5) on naidatud, et integraalvorrandil (2.1.5) leidub ithene lahend
y € C[0,b] iga g € C|0, b] korral. Seega on ka iilesanne (2.1.1)-(2.1.2) tiheselt lahen-
duv. Lisaks mérgime, et artikli [12]| tulemustest jéreldub, et kui f,h € C?#(0,b],
kus ¢ € N ja pu < 1, siis iilesande (2.1.1)-(2.1.2) lahend y kuulub klassi C?"(0, b],

kus v = max{l — «, pu}. Votame need tulemused kokku jérgneva teoreemiga.

Teoreem 1. Olgu f,h € C[0,b] ja a € (0,1). Siis tilesandel (2.1.1)-(2.1.2) leidub
thene lahend y € C|[0,b]. Kui f,h € CP#(0,b], kus ¢ € N ja p < 1, siis y €
C?"(0,b], kus

v = max{l — a, pu}.

Mérgime, et integraalvorrandi (2.1.5) voime esitada ka operaatorkujul
y=Ty+g, (2.1.6)

kus operaator T : Lo (0,b) — C[0,b] on fikseeritud h € C|0, b] korral defineeritud
vordusega

Tu = J*(—hu), u € Ls(0,b). (2.1.7)
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Riemann-Liouville’i integraaloperaatori J% omadustest ja klassikalistest funktsio-
naalanaliiiisi tulemustest operaatorite kompositsiooni pidevuse ja kompaktsuse koh-
ta (vaata néiteks opikut [5]) jareldub, et T' on pidev, lineaarne ja kompaktne ope-

raator ruumist Lo (0,b) ruumi C|0, b].

2.2 Kollokatsioonimeetod

Eespool néigime, et iilesande (2.1.1)-(2.1.2) lahendamine on samavéérne integraal-
vorrandi (2.1.5) lahendamisega. Selles peatiikis kirjeldame vorrandi (2.1.5) ligi-

kaudset lahendamist tiikiti poliinomiaalse kollokatsioonimeetodi abil.

Olgu n € N. Jaotame 16igu [0, b] osaloikudeks [t;—1,¢;], 7 = 1,...,n, kus

n

ti=b (jy, r>1, [0,0] = [ Jltj-1,t5). (2.2.1)
j=1

Téhistame II,, := {to,...t,}. Olgu 7, k € Ny, koigi tilimalt k-jarku poliinoomide
hulk ja
Si(Il,) == {u: [0,6] = R : u‘[tjfhtj]e T, J =1, ...,n},

ehk hulga Sk (II,,) elemendid on igal osaldigul [t;_1,¢;], 7 = 1, ..., n, iilimalt k-jarku

poliinoomid. Valime niitid m € N arvu (kollokatsiooniparameetrit) 71, ..., Ny, nii, et
O<m<m<..<nm<l1 (2.2.2)

ja defineerime kollokatsioonipunktid
tik =t +nk(t; —tj—1), j=1,..,n, k=1,..,m. (2.2.3)

Otsime integraalvorrandi (2.1.5) lahislahendit y,, hulgast S,,—1(II,). Tadpsemalt,

14



otsime sellist ldhislahendit y,, € S,,,—1(IL,,), et kehtiks

tik

Yn(tjk) +

K(tjk, s)yn(s)ds = g(tjr), j=1,....,n, k=1,..

(2.2.4)

Funktsiooni ¥, leidmiseks kasutame tema esitust Lagrange’i baaspoliinoomide [, :

[0,b] — R kaudu kujul

n m
un() =D eaulault), 0 <t <b, (2.2.5)
A=1p=1
kus ¢y, A=1,...,m, p=1,...,m on otsitavad kordajad. Siin
07 t ¢ (t/\—lat)\]
Iw(t) = ,A=2,....n,
t—ty;
IIZ;l,i#FLtAp_éAi7 te (tk_l’tA]
ja
0, t ¢ 10,t1]
llu(t) = 9
H?il, i#u %’ te [07t1]
kuim > 2 ja
0, t€[taot,ty] 0, te(tror,ty]
Ly(t) = s Dy(t) = , A=2,..n,
L, t¢[ta1,ty] L, t¢ (ta1,t]

kui m = 1. Siis y, € Sp—1(Il,) ja yn(tjx) = cjr, j = 1,...,n, k = 1,...,m. Seega

tingimust (2.2.4) rahuldava lahislahendi y,, € Sy,—1(Il,,) leidmine on samavédrne

jargneva n-m tundmatust cji, j = 1,...,n, k =1,

dististeemi

..., m, koosneva lineaarse vorran-

n m tik
Cjk + ZZC)‘“/O K(tjk, s)hu(s)ds = g(tjr), j=1,...,nk=1,...,m, (2.2.6)

A=1p=1

lahendamisega. Selle vorrandisiisteemi lahendavuse juurde tuleme alapeatiikis 2.3
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tagasi. Mérgime, et kollokatsioonitingimused (2.2.4) saame v, € Sp,—1(IL,,) korral
esitada operaatorkujul

yn = PyTyn + Ppg, (2.2.7)

kus funktsioon g on médratud seosega (2.1.4) ja interpolatsioonioperaator P, on

defineeritud vordusega

Pou = ulta)ly, u € C[0,0]. (2.2.8)
A=1p=1

Jargnev lemma operaatori P, omaduste kohta jareldub toodest [2] ja [11].

Lemma 1. Olgu operaator P, : C[0,b] — L (0,0) (n € N) defineeritud vordusega
(2.2.8). Siis P, € L(C[0,b], Loo(0,0)), operaatorite jada (P,), n = 1,2,..., on
tihtlaselt tokestatud ja iga y € C|0,b] korral

1y = Paylloo — 0, kui n — oco.

2.3 Meetodi koonduvus ja veahinnang

Selles alapeatiikis vaatleme alapeatiikis 2.2 késitletud kollokatsioonimeetodi koon-
duvust. Alustame jirgneva lemmaga, mis on oluline allpool toodud teoreemi 2

toestamiseks.

Olgun € N, m € N ja olgu antud 16igul [0, b], b > 0, osaldikude siisteem (2.2.1) (kus
r > 1) ja kollokatsioonipunktid (2.2.3). Olgu operaator P, defineeritud vordusega
(2.2.8).

Lemma 2. Olguy € C"™"(0,b], kus v € (0,1). Siis

ly — Puylloo < ¢ :

kus konstant ¢ > 0 et soltu arvust n.
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Téestus. Tahistame h; :=t; —t;_1, j = 1,...,n. Néitame, et

sup  |y(t) — (Puy)(t)| < chmtl v|me i =1, .., (2.3.1)
te(tj—1.t;)

kus ¢’ > 0 on mingi konstant, mis ei soltu naturaalarvust n ega arvust j. Fikseerime

j€{2,....,n}. Kuna y € C™"(0,b], saame vaadelda funktisooni

m— 1y
Z t—t] D, te tjo, ).
=0

Kolmnurga vorratuse pohjal

sup  [y(t) — (Pay)()] < sup  [y(t) — z;(t)[+ sup  |z(t) — (Puy)(t)].
tE(tj_htj) te(tj_1,tj) tE(tj—l,tj)

Vaatleme operaatorit P, : C[tj_1,t;] — C[t;—1,1;],

m—1
PnJu u ]k (p]k , u < C[tj_l,tj], te [t]’_l,t]’],
k=1
kus
m
t—1i;
(ij(t) = y _]tz,.’ t e [tj_l,tj].
i=1, itk Ik TN

Siis (Py)(t) = (Pn;y)(t), kui t € (t;_1,;) ja kuna 2z; on (m — 1)-astme poliinoom

16igus [tj_1,t;], siis Pn;2; = 2;. Seega

sup  [y(t)=(Poy)()| < sup  [y(t)—z(t)|+ sup  [(Pn;2)(1)—(Po,y)(t)]-
tE(tj—l,tj) tG(tj—l,tj) tE(tj—Ltj)

On selge, et P, € L(C[tj-1,t;], C[tj-1,t;]). Seega

sup  [y(t) — (Puy) ()] < U+ 1P, leoy vt 0t—1t,)) SUP [y(t) — 2;(8)].
tE(tj—1,t5) te(tj—1,t;)
(2.3.2)

Néitame nitiid, et || P, || zccf;_1.650,01t-1.60) < 1Pnllc(cfo,), Lo (0,))- Oletame vastu-
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vaiteliselt, et

[ Pnll 2cto.b], Lo (0.0) < 1Pn;ll2(Clts 1851015 -1.85])-

Siis vastavalt normi || P, || 2ot _1,t;),01t; -1 ¢;7) definitsioonile leidub u € Bey,, 4,1(0,1)
nii, et
1 Poll 20,6, Lo (0,)) < 1P, |0 (2.3.3)

Vaatleme funktsiooni v : [0,b] — R,

(Pov)(t) = § (Po,u)(t), t € (tj—1,t)]
u(ts), t € (t;,0]
ja
||PnjuHoo < |[[Pv]fee < HPnHL(C[O,b],LOO(O,b))
See aga on vastuolu vorratusega (2.3.3) .

Niisiis saame vorratust (2.3.2) hinnata iilalt kui

sup  [y(t) — (Pay) ()| < A+ [|Pall)  sup  [y(t) — z;(?)].
te(tj,l,tj) tE(tj,htj)

Lemma 1 pohjal leidub konstant ¢ > 0, mis ei soltu arvust n, nii, et || Pu | £(c[0,5], Lo (0,5)) <
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c iga n € N korral. Seega

sup  y(t) = (Pay)(t)| <1 sup |y(t) — z(t)]-
tE(tjfl,tj) tE(tjfhtj)

Siin ja edaspidi tadhistame c, ¢y, co, ... abil positiivseid konstante, mis eri kohtades
voivad omada erinevaid vaartusi, kuid mis ei soltu arvust n ega arvust j. Funktsioon
zj on vahemikus (t;_1,t;) funktsiooni y Taylori poliinoom, mistottu rakendades

Taylori valemi jaakliiget integraalsel kujul (vaata raamatut [8], 1k 224), saame

1 t _
swp y(0) — (P S _swp |t [ (- sty s)ds
te(tj—1,t;) te(tj—1,ty) (m_ ) ti—1
t
<o s [ -y ds
te(tj—1,ty) Jtj—1

t
<c3 sup / (t — s)mtstvm s,
tE(tj_l,tj) tj—1

kus kasutati asjaolu, et y € C"™"(0,b]. Kuna t — s < (t; — tj—1) = hj, siis

t
t

te(tj—1,t;) te(tj—1,t;) Jtj-1

<eshfT sup TVt 1)
te(tj—1,t;)

ppi—y—m

< eshyt g

Paneme ka tdhele, et kuna j > 1, siis

t: = b tj1= (j)rt'_1 = <1+1>Tt'_1 <27t .
J tj—lj ]_1 J ]_1 J — J

Seega kokku

sup[y(0) = (Pag) ()] < el
te(tj—1.t5)

nagu vaja.
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Vaatleme niitid juhtu j = 1. Olgu

H

t—tl) , tE[O,tﬂ.
k=0

Analoogiliselt 7 > 1 juhuga saame, et leidub ¢; > 0 nii, et

g = s,

sup |y(t) — (Poy)(t)] <e1 sup
te(0,t1) te(0,t1)

millest
t1
sup [y(t) — (Pay) ()] < 2 sup / (s — )™y (s) ds
te(0,t1) te(0,t1)

t1
<3 sup / (s —t) st s,
te(0,t1)

Tehes muutujavahetused t = t1m, n € (0, 1), ja s = tju, saame

t1 1
c3 sup / (s =)™ s ™M ds = cpt?7VT™ sup / (tiu — )™ Ll dy,
te(0,t1) Jt te(0,t1)

1
= c3ti™” sup / (w — )™ Ll =™ dy
n€(0,1)

1
= c3t;i V™A sup / (u —n)™ =™ qu.
ne(0,1) Jn

Paneme téhele, et suvalise n € (0, 1) korral

ja seega ka

1

1
sup / (w —n)" =My, < ,
n€(0,1) Jn 1—v
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mistottu

sup [y(t) — (Pay)(t)] < eah{'t; ™7™
te(0,t1)

Niisiis véide (2.3.1) kehtib ka j = 1 korral ja kokkuvottes saame kirjutada

-P = t) — (Pyy)(t)] < ¢ ty —ti_p) ™™,
ly = Prylloo = max teé?ﬁ,tj)'y() (Pay)(®)] < ¢ max (¢ —tj-1)™;

Kasutades Lagrange’i keskvaartusteoreemi ndeme, et iga j = 1,...,n korral leidub

£(4) € ( —1,7) nii, et

hj=(t; —tj-1) =bn™" (77— (j — 1)) < bn"r(€(5)) " < bn 7Ty

Seega
h;ntjl'fufm — bl_y_mn_r(1_V_m)jr(1_y_m)h;”
< bl—u—mn—r(l—u—m)jr(l—y—m)bmn_rmrmjm(r_l)
= plovpmp ) r-v)-m
mistottu
Hy - PnyHoo < C’n_r(l_y)lrgjagxn 'T(l_V)—m.

Hinnates suurust ;7)™ vastavalt sellele, kas 7(1 — ) — m on negatiivne voi

mittenegatiivne, saame hinnangu

) 1< p <

’ — 1-v

ly — Paylloo < c
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Jargneva lemma toestuse voib leida artiklist [2].

Lemma 3. Olgu T : Lo(0,b) — C[0,b] kompaktne operaator ja olgu operaator
P, : C[0,b] = Ly (0,0), n € N, defineeritud vordusega (2.2.8). Siis

1T — PoT || £(Loo (0,6),Los (0,0)) — 0, kui n — oo.

Toestame jargmise teoreemi vaadeldava kollokatsioonimeetodi koonduvuse ja vea-

hinngu kohta. Toestuse kiigus kasutame moningaid ideid toodest [11] ja [12].

Teoreem 2. Olgu f,h € C[0,b], « € (0,1). Olgu m € N ja olgu antud kollokat-
stooniparameetrid (2.2.2). Olgu iga n € N korral defineeritud kollokatsioonipunktid
(2.2.3) vorgupunktide (2.2.1) (kus r > 1) abil. Siis dlesandel (2.1.1)-(2.1.2) leidub
tihene lahend y € C[0,b] ja leidub N € N nii, et vorrandil (2.2.7) leidub tihene

lahend y, iga n > N korral ning
[Yn = Ylloe — 0, kui n — oo,

Kui f,h € C™H(0,b], p < 1, sitsy € C"™Y(0,0], kus v = max{l — «a, u}, ja iga

n > N korral kehtib veahinnang

A=) 1 <r< T
lyn — ylloo < € ,

kus ¢ > 0 ei soltu naturaalarvust n.

Toestus. Vaited lahendi olemasolu ja sileduse kohta jérelduvad teoreemist 1. Seega
teame, et vorrand (2.1.6) on iiheselt lahenduv ruumis C10, b]. Sellest jareldub, et
vorrand (2.1.6) on tiheselt lahenduv ka ruumis L. (0,b). Toepoolest, kuna T :
Lo (0,b) — C[0,b] on kompaktne, on ta ka kompaktne kui operaator ruumist
L+ (0,b) ruumi Loo(0,b). On ka lihtne ndha, et homogeensel vorrandil y = Ty
on ruumis L. (0,b) vaid triviaalne lahend y = 0. Fredholmi alternatiivi pohjal on

vorrand (2.1.6) iiheselt lahenduv ruumis L. (0, b).
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Vorrandi (2.1.6) iihene lahendavus ruumis L (0, b) tdhendab, et operaator (I-T) :
Loo(0,b) — Loo(0,b) on poodratav. Teoreemist 1.2 jareldub, et kuna (I — T') €
L(Loo(0,b), Loo(0,b)), siis ka (I — T)™F € L(Loo(0,b), Loo(0,b)). Edasi paneme
tahele, et

I-PT=I1-T—(P,T—T).

Lemma 3 pohjal leidub N € N nii, et

1

n>N= BT -T|< .
(L =T)~]

Margime, et siin (ja toestuses edaspidi) on tegemist ruumi £(Loo(0,b), Lo (0,0))
operaatornormidega. On selge, et (P, T —T) € L£(L(0,b), Loo(0,0)), n = 1,2, ....
Seega Banachi teoreemist 1.3 saame, et kui n > N, siis on operaator I — P, T
pooratav ehk vorrand (2.2.7) on iiheselt lahenduv. Banachi teoreemist jareldub ka

hinnang

Iz =)

, kuin> N.
(I =T)~ " |1PT =T

. -1
H(I PnT) HS 1_”

Kuna selle vorratuse parem pool koondub arvuks H(I - T)_1H, leidub konstant
c > 0 nii, et

(I = P.T) Y| <e¢ kuin>N

Niiiid arvestades, et y, = P,Ty, + Prg jay =Ty + g , siis

(I_PHT)(y_yn):y_yn_PnTy+PnTyn
:y_Png_PnTy

=y — Ppy.

Seega ||y — Ynlloo < ¢l|ly — Prylloo, kui n > N. Lemmast 1 ja lemmast 2 jareldub

niiid teoreemi vaide. O
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2.4 Itereeritud meetod

Eelmises alapeatiikis 2.3 nagime, et kui algses vorrandis (2.1.1)-(2.1.2) esinevad
funktsioonid f ja h kuuluvad teatavasse funktsionaalruumi, siis alapeatiikis 2.2
esitatud kollokatsioonimeetod on (piisavalt suure r > 1 korral) jirku O (n™™).
Selles alapeatiikis ndeme, et tehes varem késitletud meetodis veel iihe lisasammu
(ja noudes funktsioonidelt h ja f natuke rohkem), saame meetodi, mis on jarku

0] (n*m*"‘), kui r > 1 valida piisavalt suur ja kollokatsiooniparameetrid sobivalt.
Toome koigepealt sisse jargnevad kaks lemmat. Lemma 4 téestuse voib leida t66st

[6]. Lemma 5 iildistab artiklis [7] toodud tulemust o, v € (0,1) korral.

Lemma 4. Olgu~y < 0 ja 8 € R ning N > 2 naturaalarv. Siisigal € N,;2 <[] < N,

korral kehtib hinnang

1, kuwi B+v < —1ja8<0,
-1
-4y <ed NE, kui B> 0 ja~y < —1,
j=1

NAYFL kui B4y > —1 jay > —1,

kus konstant ¢ > 0 ei soltu arvust | ja N.

Olgu m € N, n € N ja olgu antud 16igul [0, 5], b > 0, osaldikude siisteem (2.2.1),

kus r > 1.

Lemma 5. Olgu y € C™47(0,b], kus v € (0,1). Olgu h € C*[0,b] ja o € (0,1).
Olgu seost (2.2.2) rahuldavad kollokatsiooniparameetrid n, ..., Ny, valitud nii, et

kvadratuurvalem

1 m
/0 w(@)ds = wiu(ne) + Run(u), u € C[0,8], (2.4.1)
k=1

kus wg, k = 1,...,m, on vastavad kaalud, on tdipne koigi m-jirku polimoomide u

korral (ehk Ry, (u) = 0 iga m-jdrku polimoomi w korral). Olgu antud kollokatsioo-
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nipunktid (2.2.3) ja olgu operaator P, defineeritud vordusega (2.2.8). Siis

a e B R B
17 (h(y — Pay))lloo < € ,
—m—a m+to

n ’ rz 1+a—v

kus konstant ¢ > 0 et soltu arvust n.

Mérgime, et lemmas olevat eeldust kvadratuurvalemi (2.4.1) tapsuse kohta tdidab
néiteks Gaussi kvadratuurvalem; seal esinevad solmed voime valida kollokatsiooni-

parameetriteks (vaata néaiteks [10], osa II, §3).

Toestus. Olgu t € (0,b] fikseeritud ja olgu k € {0,1,...,n — 1} selline, et t €

(tk, tkq1]. Olgu

Siis X "
T (hly = Py = 77 > Ai(0).
j=1

Tihistame hj == t; —t;_1, j = 1,...,k + 1. Kuna y € C"™"1(0,5] ¢ C™"(0,b] ja
funktsioon h on pidev, saame lemma 2 toestuses tuletatud vorratuse (2.3.1) abil,

et kehtib hinnang

t
[Arai(®) <c sup  |(y— Pay)(@)] [ (t—9)*"ds
xE(tjfl,tj) tr
< erhf i (= )

< Clhzzrltlls:rll/_m %+1

= coh" T (2.4.2)

Siin ja edaspidi tadhistame c, ¢y, co, ... abil positiivseid konstante, mis eri kohtades
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voivad omada erinevaid véértusi, kuid mis ei soltu arvudest n, k ega t € (0, b].

Lemma 2 toestuses négime, et
hj <brj"n7", j=1,..,n. (2.4.3)
Seega arvestades lisaks ka, et tx11 = b (%)T, saame

’Ak‘Jrl(t)’ < C(k + 1)(r—l)(m-i—a)n—r(m-&-oz)tllﬂlq—m

— C(k + 1)(r71)(m+a)+r(171/7m)nfr(m+o¢)fr(lfufm)

_ C(k + 1)r(1+afu)f(m+a)nfr(lJrafu)‘

ehk
nfr(lJrozfu)7 1<r< m+fé
|Aps1(t)] < c ey (2.4.4)
n_m_a7 r 2 17—:;4er

Kui k£ > 1, on vaja hinnata ka suurusi 4;(t), j = 1, ..., k. Vaatleme suurust A(t):

tg
|[Ax@®)| <c  sup  |(y — Puy)(2)] (t—s)*""ds
Ie(tjfl,tj) te—1
173
< cihpt, " / (t—s)*tds
tk—1

t
< CQh}?t};”*m / (t — s)* Lds,

tk—1
kus kasutati seost (2.3.1). Seega

[Ap()] < ehgt, 7T (t = tie1) .

Paneme tahele, et

h h h
t—tp1 < hp+hpp1 = whk = <1+ k+1> I
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ja

— 1,

R R el N (== LS W A L
- - —IN\NT T
hie  tp—tk—1 1 —-t§;1 1-(%52) 1—(1-14)

kui k& — oo. Seega asjaolust, et koonduv arvjada on tokestatud, jareldub, et leidub

arvust k soltumatu konstant ¢ > 0 nii, et
t—tp—1 < hg + hpyr < chy,

millest

|A(t)] < chjtot, v,

Sarnaselt suuruse Ay1(t) hindamisega (vaata vorratust (2.4.2) ja edasi), saame

N R e
[AR(t)] < ¢ . (2.4.5)
—m—«

n , r > mta

1+a—v

Kui k£ > 2, tuleb veel hinnata suurusi A;(t), kus j = 1,...,k — 1. Vaatleme funkt-
siooni

Y(s) = h(s)(t — s)o‘*l, 0<s<t,

kus ¢ € (0, b] on eespool fikseeritud.

Rakendame funktsiooni ¢ jaoks osaldigus (t;—1,t;), j =1,...,k — 1, valemit

U(s) = ¢(t;) + P (E() (s — 1), 5,8(5) € (-1, t5)-

Olgu
k—1 t;
Bo(®)i= Y- v(t)) [ (uls) = (Pa) )i,
j=1 tj—1
k=1 4
Bi(t) == / P'(€(3))(s = ) (y(s) — (Pay)(s))ds,
j=1"ti-1
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kus t € (tk,tk+1], ke {2, ey — 1}. Siis
k—1
> " Aj(t) = Bo(t) + Ba(t).

J=1

Lisaks kollokatsiooniparameetritele 0 < 11 < ... < n,, < 1, fikseerime veel iihe

kollokatsiooniparameetri 7,11 € (0, 1). Defineerime uued kollokatsioonipunktid
tip=1t;1+ Ul(tj — tj_l), j=1..,n 1=1..,m+1.

ja operaatori Py, 41 : C[0,b] — Loo(0,b) vordusega
n m+1
Pn,mu = Z Z u(t/\u)b\m S C[Ov b]»

A=1 p=1

kus baaspoliinoomid [y, on defineeritud nii nagu alapeatiikis 2.2. Kuna kvadra-

tuurvalem (2.4.1) on tépne kdigi m-jarku polilnoomide korral, siis

/j (Pnu)(s))ds:/j (Pomt)())ds, j =1, k—1, weC[0,b].

tj—1 ti—1

Seega iga u € C[0,b] ja j =1,...,k — 1 korral kehtib vordus

/ " (uls) — (Pyu)(s))ds = / " () = (Pamtt)(s))ds. (2.4.6)

tj—1 ti—1
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Kuna 9(t;) = h(t;)(t —t;)* P jat —t; > tp —t; > (k—j)hj, j = 1,....k — 1, siis

| Bol(t |<cZ\¢ |/ (y(s) = (Pay)(s)) ds

<oy k- e [ ) - (P e) ds
—1 ti—1
i—l t;

—a Y- [ 0~ (Pan)(s)) ds
j=1 tim1
k—1

<e Y (k=7)'h  sup  |y(x) — (Pomy)(2)]
j=1 z€(tj-1,t)

kus kasutasime seost (2.4.6). Rakendades vorratust (2.3.1), kus P, asemel on ope-

raator P, ,,, saame

k—1 k—1
Bo(t)] <Y (k=) T hghm i rmmet = o N7 (- jyemipgtmtlrom,
Jj=1 j=1

N\ T
Niiiid arvestades, et t; = b (%) saame vorratuse (2.4.3) abil

k—1
|Bo(7f)| <c (k‘ o j)a—lj(r—1)(m+a+l)n—r(m+a+1)j—r(u+m)nr(u+m)

—r(1+a—v) (k . j)afljr(1+o¢fz/)fmfafl.

Kuna

k—1

k—
a 1T1+ozu § : oclr(l—i—a v)—m—o— 1j—a+1

:1

<.

siis lemma 4 abil

—r(1+a—v m+tao
" ), 1<r < e

[Bo(t)| < ¢ (2.4.7)

—m—a m+ta
n ’ r Z 1+a—v
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Edasi hindame suurust

Z / () (s — 1) (y(s) — (Pay)(s))ds,  €(5) € (t-1,15).

Kuna t — t; > (k — j)h;, h € C[0,1] ja

W(s) =N (s)(t —5)"7" = (a = Dh(s)(t —5)*7%, 0<s<t,

siis leidub ¢ > 0 nii, et
W] < e (k=) hg™ 4 (k= )2

Seega

tji—1

Jo-2pa-2 / " s — tilly(s) — (Pay)(s)] ds.

ti—1

k— t;
Bu(B) < ek — ) The-! / 15— t5][u(s) — (Pay)(s)] ds
7=1
k—
Z

Uurime saadud vorratuse paremal pool olevat esimest summat:

k—1 tj
S1(t) == ¢ (k — )" 1he! / s — £ly(s) — (Pay)(s)] ds
i=1 i1
k-1 t
<eS k- s (- Pa)@)] [ (4 - s)ds
j=1 wE(tj—1,t;) tj-1
k—1

c1 ) (k=) 7'h§Th sup |(y — Pay)(@)].
j 1 xe(tj_l,tj)

Vaorratuse (2.3.1) abil saame, et

B
o

-1 -1

(2.4.8)

Sl(t) S c (k )a lha 1h2hmt1 vem _ . (k —j)a_lh}+a+mt;_y_m.

7777 7

1 j=1

J
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S\ T
Arvestades seost t; = b (%) ja kasutades vorratust (2.4.3), saame

k—1
<c (r—1)(14+a+m) fr(1+a+m)j (171/7m)n77'(171/fm)
j:l
k—1
_ Cn—r(2+o¢—1/) (k _j)oa—ljr(2+a—u)—(1+a+m)'
j=1
Kuna
k—1 k—1
a 1 r(24a—v)—(1+a+m) < (k7j)a—ljr(2+a—y)—(1+a+m)j—a+1’
j:l 7j=1

siis lemma 4 abil

—r(2+a—v) m+ta
n , 1<r< G

—m—a m+ta
2 24a—v

Siit aga jéreldub vahetult, et

—r(1+a—v) m+4a
n , 1<r< Tra—v

(2.4.9)

—_m—o m+o
Z 1+a—v

Uurime niitid vorratuse (2.4.8) paremal poolel olevat teist summat. Analoogiliselt

esimese summa S (¢) hinnanguga

t
Sa(t) =) (k- j)a_Qh}-’Q/ |s = tjlly(s) = (Pay)(s)| ds
j=1 tj-1
k—1
< Cln—’r‘(l—i-a—u) (k _j)a—er(l—i-a—V)—(a-i—m)'
j=1
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Lemma 4 abil saame, et

—r(l4+a—
n- T+ V)’ 1<r< m+tao

Sy(t) < ¢ e (2.4.10)
n_m_a’ (= 17—7:;:31/
Vaorratustest (2.4.9)-(2.4.10) jéreldub ntiiid hinnang
w1 << e
|B1(t)| < S1(t) + Sa2(t) <c . (2.4.11)
n_m_a’ (= 17—7:;:31/
Seega, kuna
AR
J(h(y — Poy))(t) = (o) ZAj(t) = Ap1(t) + Ag(t) + Bo(t) + Ba(t),
j=1

siis hinnangutest (2.4.4), (2.4.5), (2.4.7) ja (2.4.11) jareldub lemma véide.

O

Niitid saame asuda vaatlema itereeritud meetodit iilesande (2.1.1)-(2.1.2) lahenda-
miseks. Teoreemi 2 pohjal teame, et leidub N € N nii, et alapeatiikis 2.2 vaadeldud
kollokatsioonimeetodi abil konstrueeritud iilesande (2.1.1)-(2.1.2) lahislahend y,, on

itheselt médratud, kui n > N. Defineerime itereeritud ldhislahendi vordusega
Yt =Ty, +g, n> N, (2.4.12)

kus T ja g on defineeritud vastavalt valemitega (2.1.7) ja (2.1.4). Ndeme, et 3% €

C[0,b]. Toestame vaadeldava lihislahendi kohta jérgneva tulemuse.
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Teoreem 3. Olgu f € C™TH1(0,b], kus m € N ja u < 1. Olgu h € C™+1[0,0] ja
€ (0,1). Olgu tingimust (2.2.2) rahuldavad kollokatsiooniparameetrid ny, ..., Mm

valitud selliselt, et kvadratuurvalem

1 m
/0 u(x)dx = Zwku(nk) + R (u), u e C[0,1],
k=1

kus wi, k =1,...,m, on vastava kvadratuurvalem: kaalud, on tapne koigi m-jarku
poliinoomide u korral (ehk R,,(u) = 0 iga m-jarku polinoomi u korral) . Olgu iga
n € N korral defineeritud kollokatsioonipunktid (2.2.3) vorgupunktide (2.2.1) (kus
r > 1) abil. Siis leidub N € N nii, et kehtib veahinnang

- e R
v =yl <c ,n>N, (2.4.13)

—m—a« m+to
n ’ rz 1+a—v

kus y on idlesande (2.1.1)-(2.1.2) lahend, 3 on defineeritud vordusega (2.4.12),

v =max{1l — o, u} ja konstant ¢ > 0 ei soltu arvust n.

Toestus. Teoreemi 2 pohjal leidub N € N nii, et iga n > N korral leidub vordusega
(2.2.5) defineeritud lahislahend y,,. Paneme téhele, et kuna y,, = P,Ty,, + Py, siis

Pyl = Po(Tyn + 9) = PyTyn + Prg = yn,
ja seega
yit = TPyl + g,

kui n > N. Vahetu kontroll niitab, et kui n > N, siis on operaator I — TP,
pooratav ja

(I-TP,) '=I1+T(I—-P,T)'P,, n>N. (2.4.14)

Kuna T € £(Lx(0,b),C[0,0]) ja lemma 1 pohjal P, € L(C]0,b], L(0,b)), on
selge, et (I—TP,) € L(C[0,b],C[0,b]). Seega teoreemi 1.2 pohjal ka (I —TP,)"! €
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£(C[0,b],C[0,b]), kui n > N.

Teoreemi 2 toestuse pohjal leidub konstant cg > 0 nii, et

|(I = P, T y<co, n>N.

)~ H/L(Loo (0,6),Loc (0,)

Niitid arvestades, et T € L(Lx(0,b),C[0,b]) ja lemma 1 pohjal on operaatorite
jada (P,) iihtlaselt tokestatud, saame viimasest vorratusest ja vordusest (2.4.14),

et leidub konstant ¢ > 0 nii, et

(1 - TP, <ec n>N. (2.4.15)

)_1H£(C[O,b],0[0,b])
Kuna y =Ty + g ja y:f = TPnyff + g, siis

(I—=TPy) (yyf —y) =y —y — TPy} + TP,y = TPy — Ty = T(Pay — y),
kui n > N. Vorratuse (2.4.15) abil saame niiiid, et

lvid =yl < AT (Poy — 9)lloo = T (=h(Pry — )|l oo -

kui n > N. Lemmast 5 jareldub niiiid teoreemi véide. O
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3 Arvuline naide

Selles peatiikis vaatleme iihe konkreetse iilesande ligikaudset lahendamist t66s ka-

sitletud teoreetilises raamistikus.

Vaatleme tilesannet

B 3
<Déapy> (6)+ (L= t)y(t) =13 —t3 — 2+ 24T <2> y(0) =2, t€[0,1]. (3.1)
Tegemist on iilesandega (2.1.1)-(2.1.2), kus

a=g, h(t)=1-t, f(t):ti—t3—2t+2+r<§>, Yo=2, b=1.

Rakendame alapeatiikis 2.2 vaadeldud kollokatsioonimeetodi juhul m = 2. Selleks

valime kollokatsiooniparameetriteks

Margime, et selliselt valitud kollokatsiooniparameetrid rahuldavad teroreemi 3 eel-
dust kvadratuurvalemi tépsuse kohta (vaata néiteks [10], osa II, §3). Vordusega
(2.2.5) antud lahislahendi y,, (n € N) leidmiseks on meil vaja lahendada vorrandi-

susteem

n 2 tik
Cik + ZZC/\/L/O K(tjkas)l)\u(s)ds = g(t]k’)7 ] = 1a sy 1 k= 1’27
A=1p=1

milles ¢;;, on otsitavad. Meenutame, et

K(t,5) = = (t — )" h(s), g(t) =

1 ! a—1
o [ s

o)

Funktsiooni g avaldamiseks saame kasutada jargnevat kasulikku valemit.
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Olgu a € (0,1) ja 8 > 0, siis

L —Saflsﬁs:MaJrﬁ
F(a)/o(t ) ¢ F(a+ﬁ+1)t , tel01]. (3.2)

Toestuseks mérgime, et

t a+B—1 gt sna—1 /g
F(la)/o(t—s)“‘lsﬁdsztp@/o (“E) 1<E)ﬁ ds

kus kasutasime seost (1.1). Valemi (3.2) abil saame niiiid, et

_ 4 1 3 F(é) 2 2
g(t)_<1+r(;)>t +F<2>t— 22 tz—r(g)t +2

Vaadeldavas vorrandisiisteemis esinevate integraalide arvutamiseks, vorrandisiis-

teemi lahendamiseks ja nii esialgse kui itereeritud meetodi rakendamiseks kasutame

Pythoni tarkvara (vaata ka lisa 1).

Uurime niitid antud n € N korral esialgse meetodi ja itereeritud meetodi kohta
teoreemidega 2 ja 3 esitatud tulemusi antud naite puhul. Siin A, f € Cq’1/2(0, 1] iga

q € N korral ja seega

Teoreemi 2 pohjal teame, et vordusega (2.2.5) antud algse meetodi léhislahendi y,

jaoks kehtib m =2 ja v = % puhul piisavalt suure n € N korral veahinnang

n 2, 1<r<4
[yn = Ylloo < 1 ; (3.3)
n_2, r>4

[Nl
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kus y(t) = t*/2 42 on iilesande (3.1) tipne lahend ja konstant ¢; > 0 ei soltu arvust

n € N.

Teoreemi 3 pohjal saame itereeritud meetodi ldhislahendi yif jaoks veahinnangu

i n=", 1<r< %
low =yl < e : (3.4)
n*2'5, r>

Nt

kus konstant ¢y > 0 ei soltu arvust n € N.

Arvulised tulemused on esitatud tabelis 1, kus esialgse meetodi vea |yn — y|loo

ldhend e, on arvutatud valemiga

&p, = mMax max ’y(fEﬂ) — yn(;pji)L n €N,
j=1,...,n i=1,...,10

kus
7

10 (tj - tj—1)7 j = 1, ey T, 1= 1,..., 10.

ﬂfji = tj_l +
Itereeritud meetodiga tekkivad (ligikaudsed) vead z—:’;f on arvutatud valemiga

it

En

_ N it
= max  max ly(zji) — i (zji)| , n € N.

Tabelis olevad vigade suhted

Eit
En/2 it n/2
Qn = 9 n = it
En el

niitavad, mitu korda vihenevad vead &, ja £ kui suurendada osaldikude arvu kaks
korda. Teoreetilise hinnangu (3.3) tottu voiks arvata, et néaiteks esialgse meetodi
korral vottes r = 4, voiks see suhe olla ligikaudu 2% = 4. Tabeli viimases reas olev

arv just see eeldatav arv ongi vastava r > 1 korral.
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Tabel 1: Arvulised tulemused néiteiilesande jaoks

r=1
Algne meetod [tereeritud meetod
n En On n e o
4 1.44702 x 1071 4 8.08994 x 1073
8 1.03464 x 107Y  1.399 8  4.19988 x 1072 1.926
16 7.38164 x 1072 1.402 | 16 2.15907 x 1073 1.945
32 5.25566 x 1072 1.405 32 1.10167 x 1073 1.960
64 3.73555 x 1072 1.407 64 5.58988 x 107*  1.971
128 2.65149 x 1072 1.409 | 128 2.82463 x 10~*  1.979
256 1.88008 x 1072  1.410 |256 1.42303 x 10~  1.985
~ 1.414 2
r=2
4 7.38164 x 1072 4 215907 x 1073
8 3.73555 x 1072 1.976 8 5.58988 x 107*  3.863
16 1.88008 x 10=2  1.987 16  1.42303 x 107*  3.928
32 9.43259 x 1073 1.993 32 3.59053 x 107°  3.963
64 4.72453 x 1073 1.997 64 9.01817 x 1079  3.981
128 2.36438 x 1072 1.998 | 128 2.24132 x 107%  4.023
256 1.18270 x 1073 1.999 | 256 5.60982 x 10~7  3.995
2 | 4
r=4
4 256513 x 1072 4 2.T4746 x 1073
8 6.80136 x 1072  3.772 8  3.76009 x 10~*  7.307
16  1.86347 x 1072 3.650 16 7.91378 x 107°  4.751
32 4.66852 x 107*  3.992 32 1.39477 x 107°  5.674
64 1.16773 x 107*  3.998 64 2.46083 x 107  5.668
128 291971 x 107°  4.000 | 128 4.36171 x 10°7  5.642
256 7.29954 x 107 4.000 | 256 7.72673 x 1078  5.645
4 | ~ 5.657

Tabelist 1 ndeme, et arvulised tulemused on heas kooskolas teoreetiliste hinnangu-

tega; rakendatav meetod tagab oodatavat jarku koondumise.
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Vaatame niitid uuesti sama iilesande ligikaudset lahendamist, kuid votame kol-

lokatsiooniparameetriteks seekord n; = 0.1 ja ny = 0.9. Sel juhul on tulemused

jargnevad.

Tabel 2: Arvulised tulemused uute kollokatsiooniparameetritega

Algne meetod Ttereeritud meetod
n En 0n n et oif
r=1
4 1.14326 x 1071 4 1.03667 x 1072
8  8.15843 x 102 1.401 8  5.54147 x 1073 1.871
16 5.81064 x 1072 1.404 16 2.86848 x 1073 1.932
32 4.13139 x 102 1.407 32 1.46152 x 1073 1.963
64 293332 x 1072 1.409 64 7.38548 x 10~*  1.980
128  2.08040 x 1072 1.410 | 128 3.71550 x 10~*  1.988
256 1.47427 x 1072 1.411 | 256 1.86458 x 10~* 1.993
~ 1.414 2
r=32
4 5.81064 x 1072 4 3.18598 x 1073
8  2.93332 x 1072 1.981 8 9.50767 x 107*  3.351
16 1.47427 x 1072 1.990 16 2.54532 x 10~*  3.735
32 7.39120 x 1073 1.995 32 6.64282 x 107°  3.832
64 3.70066 x 1073 1.997 64 1.70902 x 10~®  3.887
128 1.85163 x 1073 1.999 | 128 4.35129 x 106  3.928
256  9.26126 x 107*  1.999 | 256 1.09932 x 10~  3.959
2 | 4
r=4
4 1.65300 x 1072 4 4.68951 x 1073
8  4.35499 x 1073 3.796 8 1.11609 x 103 4.202
16  1.18024 x 10~3  3.690 16  2.84909 x 10~*  3.917
32 3.00346 x 10~=*  3.930 32 6.61433 x 107°  4.307
64 7.65563 x 107°  3.923 64 1.55383 x 10™°  4.257
128 1.93304 x 10™°  3.960 | 128 3.76263 x 1075  4.130
256 4.85373 x 107  3.983 | 256 9.14624 x 10~7  4.114
4 ~ 5.657
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Antud tulemused viitavad, et suvaliste kollokatsiooniparameetritega ei pruugi teo-
reemis 3 toodud maksimaalset koondumisjarku saavutada. Néaiteks ndeme tabelis
2 toodud tulemustest, et kui teoreemi 3 eeldus kvadratuurvalemi (2.4.1) tapsuse
kohta ei ole tdidetud, siis iildjuhul itereeritud meetodi abil saadud lahislahendi yff

vea 3t — 5 jaoks ei saa loota hinnangut Hyff — yHoo =0 (n_m_o‘)

. Samas néib, et
itereeritud meetodi jark on suurem selliste » > 1 korral, mil algne meetod pole veel
oma maksimaalset koondumise jéarku saavutanud. Need véaited nouavad tdpsemat

analiiiisi, mis ei mahu selle t66 raamidesse.
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Lisa 1: naitetiilesande kood

#Vajalikud paketid

import numpy as np

from scipy.special import gamma
from math import sqrt

import pandas as pd

from scipy.integrate import quad

#Defineerime funktsiooni, mis vdljastab nii esialgse kui itereeritud meetodi

korral saadud l&dhislahendi (ligikaudse) vea

def kol_meetod(N,r):

#Defineerime ililesande lahendi
def yt(u):

return ux*x*(1/2) + 2

#Defineerime funktsiooni g
def G(u):
return (1+(4/gamma(1/2)))*u**x(1/2) + gamma (3/2)*u -(2/gamma(5/2))*u
**%(3/2) - (gamma(5/2)/2)*u**2 +2

t=[]
#Defineerime osaldigud, kollokatsiooniparameetrid ja kollokatsioonisdl-
med etteantud N korral
t0 = np.array ([(j/N)**xr for j in range(0,N+1)])
etal = (3-sqrt(3))/6
eta2 = (3+sqrt(3))/6
eta = np.array([etal,eta2])
for j in range(1,N+1):
for k in range(1,3):
t_0 = t0[j-1] + etalk-1] * (tO0[jl-t0[j-11)
t.append (t_0)

#Leiame lahendatava vdrrandisiisteemi kordajad (selleks on meil vaja
teatavad integraalid leida, mida siin tehakse paketi scipy.integrate
.quad abil)

A0=[]
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35
36
37
38
39
40
41
42
43

44

45

46

47
48
49
50
51
52
53

o4

55
56
o7

o8

99
60
61

for j in range(1,N+1):
for k in range(1,3):
for la in range(1,N+1):
def integrandl (u):
return (t[(j-1)*2+k-1]-u)**(-1/2) *u*x(1-u)
def integrand2(u):
return (t[(j-1)*2+k-1]-u)**(-1/2) *(1-u)
if la < j:
a011 = + (1/(t[2x(la-1)1-t[2%(la-1)+1]))*(1/gamma
(1/2))*quad (integrandl, tO0[la-1], tO0[lal) [0]
a012 = - (1/(t[2*(la-1)]1-t[2*x(la-1)+1]))*(t[2*(la-1)
+1]/gamma (1/2) ) *quad (integrand2, tO0[la-1], tO[la
1) [o]
a013 = + (1/(t[2%(la-1)+1]1-t[2%(la-1)1))*(1/gamnma
(1/2))*quad (integrandl, t0[la-1], t0[lal) [0]
a014 = - (1/(t[2*x(la-1)+1]-t[2*%(la-1)]1)) *x(t[2*(la-1)
]/gamma (1/2) ) *quad (integrand2, tO[la-1], tO[lal)
[o]
a0l = a011 + a012
a02 = a013 + al014
A0 .append (a01)
A0 .append (a02)
elif la == j:
if (j,k) == (la,1):
b011 = + (1/(t[2*(la-1)]-t[2*%(la-1)+1]))*(1/gamma
(1/2))*quad(integrandl, t0[la-1]1, t[(j-1)*2+k
-11) [0]
b012 = - (1/(t[2*(la-1)]1-t[2%(la-1)+11))*(t[2x(la-1)
+1]/gamma (1/2) ) *quad (integrand2, tO0[la-1], t[(j
-1) *2+k-11) [0]
bO01 =1 + bO011l + bO12
A0 .append (b01)
b013 = + (1/(t[2*(la-1)+1]1-t[2*(la-1)]1))*(1/gamma
(1/2))*quad(integrandl, t0[la-1], t[(j-1)*2+k
-11) [o0]
b014 = - (1/(t[2*(la-1)+1]-t[2%x(la-1)]1))*(t[2*(la-1)
]/gamma (1/2) ) *quad (integrand2, tO[la-1], t[(j-1)
*2+k-11) [0]
b02 = b013 + b014
A0 .append (b02)

else:
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62

63

64
65
66

67

68
69
70
71
72
73
74
75
76
7
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91

92

b011 = + (1/(t[2*%(la-1)1-t[2*(la-1)+1]1))*(1/ganma
(1/2))*quad(integrandl, t0[la-1], t[(j-1)=*2+k
-11) [o]

b012 = - (1/(t[2*(la-1)]1-t[2*%(la-1)+1]1))*(t[2x(la-1)
+1]/gamma (1/2) ) *quad (integrand2, tO0[la-1], t[(j
-1) *2+k-11) [0]

b01 = DbO011 + bO12

A0 .append (b01)

b013 = + (1/(t[2x(la-1)+1]-t[2*(la-1)]1))*(1/gamma
(1/2))*quad(integrandl, tO[la-1], t[(j-1)=*2+k
-11) [o0]

b014 = - (1/(t[2*(la-1)+1]-t[2*x(la-1)]))*(t[2x(la-1)
1/gamma (1/2) ) *quad (integrand2, tO0[la-1], t[(j-1)
*2+k-1]) [0]

b02 =1 + b013 + b0O14

A0 . append (b02)

else:

cO =0

c01 =0

A0 .append (c0)

A0 .append (c01)

A0 = np.array(AO)
A = AO.reshape (2*N,2%N)
#Leiame funktsiooni g véd&drtused kollokatsioonipunktides
g=1[1
for j in range(1,N+1):
for k in range(1,3):
g0 = G(t[(j-1)*2+k-11)
g.append (g0)

#Lahendame vdrrandisiisteemi

c=np.linalg.solve(A,g)

#Defineerime baaspoliinoomid
def 1(s,la):
if t0[la-1] <= s < tO[lal:
return c[(la-1)*2]*((s-t[(la-1)*2+1])/(t[(la-1)*2]-t[(la-1)
*2+11)) + c[(la-1)*2+1]1*((s-t[(la-1)*2]1)/(t[(la-1)*2+1]1-t[(
la-1)*2]))

else:
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93
94
95
96
97
98
99
100
101
102
103
104

105
106
107
108
109
110
111
112
113

114
115
116
117
118
119
120
121
122

123

return O

#Defineerime algse meetodi l&hislahendi
def yN(s):
z=[]
for la in range(1,N+1):
z0 = 1(s,la)
z.append (z0)
z=np.array(z)

return(np.sum(z))

#Defineerime itereeritud meetodi l&hislahendi (vastavalt selle
definitsioonile, on ka siin vaja teatavaid integraale leida, vaata
ka operaatori T definitsiooni (v&rdust (2.1.7)))

def yIT(s):
w=[]
for la in range(1,N+1):

def integrandil (u):
return (s-u)**x(-1/2) *ux*x(1-u)
def integrand2(u):
return (s-u)#*x(-1/2) *(1-u)
if t0[lal <= s:
w0l = - ((c[(la-1)#2]1)/(t[2*(la-1)]1-t[2*(la-1)+1]))*(1/gamma
(1/2))*quad (integrandl, tO0[la-1], tO0[la]) [0]
w02 = + ((c[(la-1)=*2])/(t[2*(la-1)]-t[2%(la-1)+1]))*(t[2*(1la
-1)+1]1/gamma (1/2) ) *xquad (integrand2, tO0[la-1], tO0[lal) [0]
w03 = - ((c[(la-1)*2 +1]1)/(t[2*(la-1)+1]1-t[2*(la-1)1))*(1/
gamma (1/2) ) *quad (integrandl, tO[la-1], tO0[lal) [0]
w04 = + ((c[(la-1)*2 +11)/(t[2*(la-1)+1]1-t[2%(la-1)1))*(t
[2%x(la-1)]/gamma (1/2))*quad(integrand2, tO[la-1], tO[la
1) [o]
w.append (w01)
w.append (w02)
w.append (w03)
w.append (w04)
elif tO[la-1]< s <= tO0[la]l:
wil = - ((c[(la-1)*2])/(t[2*(la-1)]-t[2%(la-1)+1]))*(1/gamma
(1/2))*quad (integrandl, t0[la-1], s) [0]
wi2 = + ((c[(la-1)=*2])/(t[2*(la-1)]-t[2%(la-1)+1]1))*(t[2*(1la
-1)+1]1/gamma (1/2) ) *quad (integrand2, t0[la-1], s) [0]
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124

125

126
127
128
129
130
131
132
133
134

135
136
137
138
139
140
141
142
143
144
145
146
147
148
149
150
151
152
153
154
155
156
157
158
159
160
161

wi3 = - ((c[(la-1)*2 +11)/(t[2*(la-1)+11-t[2*(la-1)1))=*(1/
gamma (1/2) ) *quad (integrandl, tO[la-1], s) [0]

wid = + ((c[(la-1)*2 +1])/(t[2*x(la-1)+1]-t[2%x(la-1)]1))*(t
[2%x(la-1)]/gamma (1/2))*quad(integrand2, tO0[la-1], s) [0]

w.append (wl1l)

w.append (wl2)

w.append (w13)

w.append (w14)

else: break

return (np.sum(w)+G(s))

#Niiid leiame (ligikaudsed) vead el ja e2 vastavalt algse ja itereeritud

meetodiga

x=[]

yoot =[]
yooN =[]
yOOIT =[]

for j in range(1,N+1):
for i in range (0,10):
x0 = t0[j-11 + i * (t0[jl-t0[j-11)/10
y000t = yt(x0)
yOOON = yN(x0)
yOOOIT = yIT(x0)
x.append (x0)
y00t.append (y000t)
yOON . append (yOOON)
yO0OIT.append (y00OOIT)

w =[]
for j in range(1,N+1):
for i in range (0,10):
w0 = abs(yt(x[(j-1)*i+i-1]1) - yN(x[(j-1)*i+i-11))
w.append (w0)

e = np.max (w)

ww2 = []
for j in range(1,N+1):
for i in range (0,10):

ww02 = abs(yt(x[(j-1)*i+i-11) - yIT(x[(j-1)*i+i-1]))
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162 ww2.append (ww02)
163 e2 = np.max(ww2)

164
165
166 return(e,e2)
167
168
169| #Edasi arvutame vead n=4,8,16,32,64,128,256 korral ja leiame vastavad suhted
170|n = [4,8,16,32,64,128,256]

171
172 v1 = [kol_meetod(N[i], 4)[0] for i in range(0,len(N))]
173|v2 = [kol_meetod(N[i], 4)[1] for i in range(0,len(N))]
174
175/ rho = [v1i[i-11/v1[i] for i in range (1,1len(v1))]
176| rho . insert (0, 0)

177
178| rho2 = [v2[i-1]/v2[i] for i in range(1l,len(v2))]
179 rho2.insert (0, 0)

180
181 | #Loome tabeli tulemustest

182| pd.set_option('display.float_format', '{:.5e}'.format)
183| af = pd.DataFrame({'n': N, 'Viga': vl, 'rho': rhol})

184 | daf2 = pd.DataFrame ({'n': N, 'Viga2': v2, 'rho2': rho2})
185| print (df . to_string(index=False))

186| print (df2.to_string (index=False))
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