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Liihikokkuvote

Kaesolevas bakalaureusettos vaadeldakse Milne’i integraalvorrandi ligikaudset la-
hendamist lineaarsplainidega kollokatsioonimeetodil. Kéasitletakse Milne’i integraalvor-
randi tuuma omadusi, lahendi olemasolu ja iithesust ning ldhislahendite koondumist.
To0 teoreetilisi tulemusi testitakse iithe konkreetse néaitetilesande lahendamise abil.
CERCS teaduseriala: P130 Funktsioonid, diferentsiaalvorrandid.
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THE APPROXIMATE SOLUTION OF THE MILNE INTEGRAL
EQUATION USING THE COLLOCATION METHOD
Bachelor thesis

Markus Vanatoa

Abstract

In the present bachelor’s thesis, the approximate solution of the Milne integral equa-
tion using linear splines and the collocation method is investigated. The properties
of the kernel of the Milne integral equation, the existence and uniqueness of the
solution, and the convergence of the approximate solutions are analyzed. The the-
oretical results are tested on a specific example problem.
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1 Sissejuhatus

Kéesolevas bakalaureusetoos on vaatluse all atmosfaarifiiiisikas suurt tédhtsust
omav Milne’i vorrand, mis kujutab endast teatavat teist liiki Fredholmi integraalvor-
randit, mille tuumaks on integraalne eksponentfunktsioon. Kuna vorrandi tuum
on tokestamata argumentide kokkulangemise korral ning vorrandi lahendi tuletised
on tokestamata integreerimisloigu otspunktide ldhedal, siis tekivad raskused efek-
tiivsete numbriliste meetodite konstrueerimisel vorrandi ligikaudseks lahendamiseks.
T606s uuritakse koigepealt Milne i integraalvorrandi tuuma omadusi ning tuginedes
saadud tulemustele toestatakse selle vorrandi lahendi olamasolu ja tihesus. Vorrandi
ligikaudseks lahendamiseks kasutatakse pidevate lineaarsplainidega kollokatsioon-
imeetodit. Naidatakse selle meetodi koonduvus vorgupunktide arvu suurenemisel
ja hinnatakse vaadeldava meetodi abil saadud lahislahendite viga. To66 viimases
osas kontrollitakse t00 teoreetilisi tulemusi konkreetse néiteiilesande lahendamise
abil. Arvuline néide teostati kasutades programmeerimiskeelt Python, mille kood

on leitav lisas.



2 Milne’i integraalvorrand

2.1 Milne’i integraalvorrand

Maa atmosfiéris osa paikesekiirguse kandjateks olevatest footonitest neelatakse
ja osa hajutatakse keskkonna osakestestega (veeaur, pilved, tolm jne.) kokkuporkel.
Uldjuhul v6ib footon hajumise tulemusena jitkata liikumist mis tahes suunas. Sellist
footoni hajutamist, mille korral koik suunad footoni liikumises peale kokkuporget
keskkonna osakesega on vordtoendosed, nimetatakse isotroopseks hajumiseks. T6ost
[1] jareldub, et lihtsamatel juhtudel isotroopse hajumise korral méangib olulist rolli

lineaarne intergaalvorrand kujul

u(r) = ;\/Ob E(j7 — s))u(s)ds+ f(r), 0<7<b, b>0, (2.1)

milles v = wu(7) on otsitav funktsioon. Vorrandis esinev konstant A € [0,1] on
footoni ellujadmise toendosus kekkonna osakesega, vabaliige f(7) avaldub kujul
f(1) = ¢1e2Y on positiivne funktsioon 7 € [0,b] korral, kus ¢; ja ¢, on mingid

positiivsed konstandid ning

B(t) :/01 ;e—idu (t > 0) (2.2)

on nn. integraalne eksponentfunktsioon, iiks matemaatilises fiitisikas laialdaselt ka-
sutavaist spetsiaalsetest funktsioonidest. Integraalvorrand kannab Milne’i vor-
randi nime. Leidnud vorrandist funktsiooni u = u(7), saame naiteks kiirguse
intensiivsuse (7, u) (7 € [0,b], p € [—1,1]) leidmiseks kasutada valemit (vt. [I])

1 b T—5S

—/ e~ ‘u(s)ds, kui g < 0,

|l /7

I(7, 1) = S u(r), kui p =0, (2.3)

T—S

1 T
—/ e u(s)ds,  kuip>0.
pJo




2.2 Integraalse eksponentfunktsiooni omadusi

t
Koigepealt paneme téihele, et muutujavahetuse s = — abil 1} esitub kujul
1

E(t) = /t - e:ds (t > 0). (2.4)

Osutub (vt. [, lk. 34), et teguon t € (0, 00) korral monotoonselt kahaneva kumera

funktsiooniga, mille tuletis avaldub kujul

Et) =" (2.5)

Funktsioon E(t) on esitatav vordusena (vt. [2], k. 229)

E(t)=g(t)—~v—Int (t>0), (2.6)

"1
milles esinev konstant v = nlim <Z T In n) ~ 0.5772156649 kannab Euleri
k=1

konstandi nime ja kus

2 ¢ ¢
BETE IR P TRV
on analiiiitiline funktsioon kogu reaalteljel.

Seoste ([2.6) ja (2.5) pohjal saame, et E(t) on pidevalt diferentseeruv iga t > 0
korral ning b > 0 puhul kehtivad hinnangud

g(t)=t +..., (2.7)

Et) <c (14 |Int]), te€]0,b], (2.8)
B0 < ot™, te 0], (2.9)
kus ¢; ja co on mingid positiivsed konstandid, mis ei soltu suurusest t € [0, b].

Lause 1. Kehtib valem
/ E(t)dt = 1. (2.10)
0

Toestus. Tugenedes definitsioonile (2.2), saame

00 00 11 t 1 o 1 t
/ E(t)dt:/ ( e‘udu>dt:/ (/ e‘udt)du:
0 0 0 W o \Jo pu
1 e 1
=/ ([—6 “]f8°>du=/ dp =1.
0 0



Lause 2. Fikseeritud 7 € [0, b] korral kehtib valem

[ By~ shas = [ B@ar+ [ B )

Toestus. Olgu 7 € [0, ], siis

/ObE(|T—S|)ds:/OTE(T—s)ds%—/TbE(s—T)ds-

Tehes viimase vorduse paremal poolel olevas esimeses integraalis muutujavahetuse

t = 7 — s ja teises integraalis muutujavahetuse ¢t = s — 7, jouamegi vorduseni (2.11)):

[ Bl s = [ Bar+ [ B (212)
O

Lause 3. Kehtib vordus
lim tE(t) = 0.

t—0+

Toestus. Liahtume funktsiooni F(t) kujust (2.6). Siis otsitavaks piirvaartuseks

osutub

Jim ¢E(t) = lim ¢(y —In(t) + g(t)) =0,

sest tlilgzr (ty +tg(t)) = 0 ja kasutades L'Hospitali reeglit, saame
_>

In(t)

lim —¢tIn(¢) = lim —
t—0+ t—0+

sl =~

Lause 4. Olgu aq, as € R sellised, et 0 < a; < ay. Siis kehtib valem

as E(ag)as — E(ay)ay + e —e *, kui 0 < a1 < ag,
/ E(t)dt = (2.13)
“ E(ag)as +1—e*, kui 0 = a; < as.

Toestus. Olgu u = E(t) ja v = t, siis du = E'(t)dt ja dv = dt. Kasutades seost
(2.5)) ja ositi integreerimise valemit

a2
/ udv = uv
ay

az

a2
— / vdu,
ay

ai



jouame tulemuseni (2.13)), kui 0 < a1 < as:

a —t

/ Y E(t)dt = E(t)t

1

al

= E(az)ay — E(ay)a; + e — e,
Kui 0 = a1 < a9, siis Lause 3 abil saame

a2 —t

- /OCLQ t(—%)dt -

= FE(az)as + 1 — e .

/0 Y E(t)dt = E(t)t

0

Lause 5. Olgu a,as € R sellised, et 0 < a; < as. Siis kehtib valem

1
5 (E(ag)ag — E(a1)a; — aze™™ 4+ aje”™ — e + e‘“), kui 0 < a1 < as,

/ " E(t)tdt = 1
’ 5 (E(ag)ag —age”? —e 4 1), kui 0 = a; < as.

(2.14)

t
Toestus. Olgu u = E(t) jav = 3 siis du = E'(t)dt ja dv = tdt. Kasutame seost
(2.5) ja integreerime ositi

az a2

/ " Bttt = E(t)t;

1

az 2 7t 2
— | —(——)dt=E(t)=
/al S (-5) (t)5

al al

az te~t
+ / .
a2
az —t

Kasutades ositi integreerimist ka integraali / Tdt leidmiseks, jouamegi valemini

al
" kui 0 < a; < as

a2

;(E(ag)ag—E(al)af)+;(_te—t_e_t)

1
=5 (E(aﬁa%—E(al)af—age_” +aje” " —e™ —|—e‘”> .

al

Kui 0 = a1 < a9, siis Lause 3 abil saame

as 1
/ E(t)tdt = 5 (E(ag)ag —age” " —e "+ 1).
0



2.3 Lahendi olemasolu ja iihesus

Vorrandi (2.1)) lahendi olemasolu ja iihesuse naitamiseks kirjutame selle vorrandi
operaatorkujul
u="Tu+ f, (2.15)

kus operaator T" on defineeritud valemiga
A b
(Tu)(r) = 5/ E(|r — s|)u(s)ds, 0<7<b. (2.16)
0

Koigepealt naitame, et integraaloperaator 7', mis on méaaratud valemiga ,
teisendab pidevad funktsioonid u : [0,0] — R pidevateks funktsioonideks Tu :
[0,0] — R.

Fikseerime ¢ > 0 ja olgu u pidev funktsioon 16igul [0,b]. Néitame funktsiooni

w = Tu pidevust 16igul [0, b]. Suvaliste 71,7 € [0,b] jaoks tédhistame

Uy, m)=(m—nmn+nU(m—nm+n, 0<n<l

Esitame

() = ol = 3 [[ B = o) = B = syt a7

kahe integraali summana: esimeses integraalis on integreerimispiirkonnaks A :=
[0,b6] N U, (71, T2), teises vastavalt B := [0,b] \ U, (71, 72).Kuna

A [N A [0 Y]
A E(|n — s|)ds = f/ E(|t))dt = )\/ E(t)dt,
2 T1—N 2 -n 0

siis kasutades hinnangut (2.8)), saame (vt. Lause 3)

)\/nE(t)dt < )\/ncl(l—1nt)dt:)\c1n—>\(tlnt—t)]8 0, kui 7 — 0,
0 0

Analoogiline tulemus kehtib ka 7 korral:

A\ (T2t
B E(|m — s|)ds — 0, kui n — 0.
T™—"n

Seega



A

3| [l s = B = st

< )\maxtegb] lu(t)]

/A<E<|T1 —8|) + E(J7s — s|))ds — 0, kui 7 — 0.

Niisiis, valides kiillalt vaikese n = n(e), saame esimese integraali jaoks hinnangu

3| [ B = ) - B = shyutegas] < 5 (218)

Teises integraalis on kinnisel piirkonnal B pidev integrand, mis teatavasti on

ithtlaselt pidev. Seega

;l/B(E(h-l—s|)—E(|Tg—s|))u(s)ds < g, (2.19)

kui 71, 75 € [0, b] on kiillalt lahedased. Kokkuvottes saame seoste (2.17))-(2.19)) tottu,

et kehtib hinnang |w(m) — w(m)| < &, kui 71 ja 75 on kiillalt 1dhedased, st. w(7) on

pidev 16igul [0, b].
Olgu C10,b] 16igus [0,b] pidevate funktsioonide hulk. Hulk C]0,b] on Banachi
ruum normiga

lul| = gnass |u()l, = u(r) € C[0,1],

Lause 6. Valemiga méadratud integraaloperaator 7' : C[0,b] — C10, b] on
lineaarne.
Toestus. Niitame, et integraaloperaator 7" on aditiivne ja homogeenne. Olgu
u,v € C[0,0] ja c € R.

Aditiivsus:

(T +0))(r) =5 [ Bllr — shuts) + o(s))ds =

— ;\/ObE(IT — s|)u(s)ds + ;‘ /ObE(|T — s\u(s)ds = (Tu) () + (Tw) (1) (7 €10,b)).

Homogeensus:

(T'(cu))(r) = ;/Ob E(|t—s|)(cu(s))ds = c;\ /Ob E(|t—s|)u(s)ds = c(Tu)(r) (7 € 10,b]).

]

Lause 7. Valemiga ([2.16) maaratud integraaloperaator 7" : C[0,b] — C0,b] on



tokestatud.
Toestus. Néitame, et leidub selline arv M € R nii, et ||Tu|| < M||ul].
Olgu antud suvaline funktsioon v = u(7) € C[0,b]. Sel juhul

;/OquT — s|)u(s)ds

[|Tul| < max

0<7<b 0<7<b 2

A\ b
< (max — E(|T—s|)|ds>|u||.
0

Seega [|Tu|| < M|[ul|, kus M := max 5/ \E(|7 — s)|ds.

0<7<b

]

Lineaarne operaator on pidev parajasti siis, kui ta on tokestatud (vt. [3], lk.
120), seega valemiga ([2.16)) maératud integraaloperaator kuulub pidevate lineaarsete

operaatorite ruumi, see tdhendab T € E(C’ ([0,0]), C(]0, b])), kus

1Tl = ||T||L( ) = min{M > 0: [|Tul| < Ml[ul| Yu € C[0,0]}. (2.20)

c([0,0]), C([0,0])

Lause 8. Kehtib ||T|| < 1.

Toestus. Eelmisest lausest saime, et ||Tu|| < M||ul|, seega

IT|| < M = max f/ \B(|7 — s|)|ds.
0<7<b 2

Arvestades, et A < 1, saame

0<7<b 2

|| < max f/ (|7 — s|)|ds.

Kasutades Lause 2 tulemust saame, et

b— T b
||T|| < max (/ dt+/ > / E(t)dt < 1,
0<7<b 2 0

kus viimase vorratuse saavutame tanu Lausele 1.

]

Oleme naidanud, et valemiga (|2 maaratud integraaloperaator T : C[0,b] —
C10, b] on pidev, lineaarne ja selle norm on viiksem kui 1. Sellest jareldub (vt. [3], lk.
141), et operaatoril I—T on olemas pdérdoperaator (I—T) "' € E(C([O, b)), C([0, b]))
Seega vorrandil leidub iihene lahend u = (I — T)™'f € C[0,b]. Teiste s6-
nadega, me oleme néiidanud, et Milne’i integraalvorrand ruumis C[0,b] on

theselt lahenduv.

10



3 Milne’i vorrandi aproksimatsioon

3.1 Lineaarsed splainid

Olgu n € N, n > 2. Olgu l6igul [0, b] antud thtlane vork
A, = A{to, t1, ..ty 0=tg <ty < - <typq1<t,=0}

kus t; = ih ja h = b/n. Vorgule A,, vastavaks pidevaks esimest jarku splainiks ehk
lineaarsplainiks nimetatakse funktsiooni, mis taidab jargmist kahte tingimust:
a) funktsioon on igal osaldigul [t;,t;+1] (¢ =0, 1,...,n—1) iilimalt esimese astme

poliinoom, ehk

gO(t) =cyit + Coi s t e [tlﬁti-l—lh Coi, C15 € ]R, 7= 07 1, o, n— 1

b) funktsioon ¢ on pidev kogu l6igul

€ C|0,b].

Vorgu A, punkte tq,...,%, nimetatakse splaini ¢ solmedeks.

Téahistame koigi vorgule A,, vastavate lineaarsplainide hulga suurusega S(A,,).
Osutub, et S(A,) on vektorruum, mille dimensioon on n + 1.
Toepoolest, kui @1, 02 € S(A,), siis ilmselt 1 + po € S(A,) ning ap; € S(A,),
kus a on mingi konstant. Tingimusest a) ndeme, et vorgule A,, vastav lineaarsplain
on maaratud 2n parameetriga c¢; ja co; (i = 0,1,...,n — 1). Tingimus b) seab
splainidele igas sisesolmes t, ..., t,_1 pidevus noude, mis kitsendavad parameetrite
valikut n — 1 vorra. Seega vabade parameetrite arv, millest lineaarsplain soltub on
n+1 ja jarelikult dimS(A,,) = n+1, ning valides ruumis S(A,, ) mingi baasi (st. n+1
lineaarselt soltumatut vektorit), saab vaadelda lineaarsplaini esitust baassplainide
lineaarkombinatsioonina.

Kollokatsioonimeetodis kasutame vorgule A,, vastavaid lineaarsplaine ¢;(t) (j =
0,1,...,n) kujul:

11



ty—t

, kuity <t <y,
A (3.1)
0, kuit; <t <t,,

t: h—t
%, kui t; <t <t (3.2)
0, kui to S t S tj_l vOi tj+1 S t S tn,

@o(t) {
t—1t,;_
=L kit <t <t
pi(t) =

kusj=1,...,n—1,

t— 2fnfl .
) kui tnfl S t S tna
pn(t)=§ P (3:3)
0, kuito <t <t, ;.

Néeme, et vastavad lineaarsplainid on omadusega

1, kuii=j

p;i(ti) = L (3.4)
0, kui# 7,

kusi,j =0,1,...,n. Esitatud lineaarsplaine moodustavad baasi ruumis S(A,,), sest

nad on lineaarselt soltumatud 16igul [0, b]. Selles veendumiseks néitame, et kui

aopo(t) + arpi(t) + - + anpn(t) =0, (3.5)

kus ¢ € [0, b], siis konstandid ag, a1, . .., a, € R saavad olla vaid nullid:
ag=a; =--+-=a, = 0.
Votame vorduse (3.5) muutuja t viaartuseks ¢ = t; Omaduse saame saame, et
aopo(to) + arpi(to) + -+ 4+ anpn(to) =ap-14+a; -0+ -+ +a,-0=0,

kust jareldub ag = 0. Analoogiliselt vottes ¢ vaartuseks t = ¢; (i = 1,2,...,n),
saame jareldada, et a; = 0 (i = 1,2,...,n). Seega seos (3.5 saab kehtida ainult
juhul, kui

ag=a=---=a, =0.

12



3.2 Kollokatsioonimeetod
Vaatleme Milne'i integraalvorrandit ([2.1)), see tahendab vorrandit

ult) = /Ob ;\E(]t — sDu(s)ds + f(t), te]0,0]. (3.6)

Olgu antud 16igul [0, b] iithtlane vork A,, ja olgu funktsioonid ¢; (j =0,...,n) vor-
gule A, vastavad lineaarsed baassplainid (3.113.3)). Integraalvorrandile (3.6]) otsime
lahislahendit kujul

Zn:wj t € [0,0], (3.7)

kus cg,cq,...c, on otsitavad kordajad. Konstantide cg, cq,...c, maaramiseks ase-

tame suuruse ([3.7]) integraalvorrandisse (3.6 ning nouame, et integraalvorrand ((3.6))

oleks rahuldatud vorgu A,, solmedes t; =ih (i =0,...,n;h = E)

n
b\
unt;) = / SE(ft = shun(s)ds + f(t) (G =0,1,...,n).  (38)
0
Kuna w,(t;) Z c;;(ti) = ¢;, tekib meil algebraline lineaarvorrandististeem
C;i = Zk:mc]—l—f(tl), Z,j = 0,1,...,n, (39)
kus cg, ¢, ..., c, on otsitavad ja
b\
ki = /0 SE(It = shei(s)ds, 0,5 =0,1,....m. (3.10)

Seega kujutab (3.9) endast otsitavate kordajate cg,ci,...,c, suhtes jargmist li-

neaarset vorrandisiisteemi:

(1 —koo)co — korcr — + -+ — koncn = f(to),
_kjl()CO + (1= k) — - — ke, = f(t), (3.11)
—k'n()Co - knlcl — et (]. - km)cn = f(tn)

Olles leidnud suurused ¢y, . . . , ¢, saame Milne’i integraalvorrandi suurust w, (t) mingis

punktis ¢t € [0,b] leida valemiga (3.7). Stusteemi (3.9) ehk (3.11]) lahendamiseks
tuleb meil arvutada suurused (3.10)). Kuna funktsioon ¢;(s) =0, kui s & [t;_1;t;41]
(j=1,...,n—1) ja kasutades vordust ({3.2)), saame

13



A tj )\t'_l
— E(|t; — s|)sds — —2
2h/ ti—1 <| SDS s 2h ti—1

A [tin At
- E(|t; — s|)sd s
on ), Bt shsds + =,

kij =

E(|t; — s|)ds

B, — s|)ds, (3.12)

J

kust=0,1,....,njaj=1,...,n—1.

Kui j = 0, siis (3.1]) jargi eksisteerib funktsioonil mitte nulliline viartus ainult
16igul [0, ¢4], kus t; € A,,. Seega

ko = 20 (" B(t— sds — 2 [ B d 3.13
o= | Bt = shds = o [ Bt~ shysds, (3.13)

kus i = 0,1,...,n. Analoogiliselt saame iga i = 0,1, ..., n korral

Mp_q [in
kin = — ! E(|t; — s|)ds + —/ (|t; — s|)sds. (3.14)
2h tn—1
Seega suuruste k;; (4,7 = 0,1, ..., n) arvutamiseks voime kasutada eespool toestatud
lauseid Lause 4 ja Lause 5 ning Valemeld --

Osutub, et suurused k;; (1 =0,...,n;j =1,...,n— 1) on esitatavad jargmiselt.

1) Kuii > j+1, siis

A 1 _y
Jr2h< - 5((@ —ti1)?E(t — tin) — (= 1) Bt — ;) — (8 — typa)e” W4

+(t; — ty)eli7h) — e=liztiv) ¢ (ti*t1)>+
+ti((ti —ti ) E(ti —tj) — (ti —t;))B(t; — t;) — e it ¢ e(t"tj))> —

_)‘tj+1
2h

((ti —t) Bt —t) — (6 — ) Bt — t) + e — 6_(ti_tj+1)>

14



2) Kuii <j—1,siis

A1l (it
kij = o (2 ((t; = t:)?E(t; — 1) = (tj1 — t:)*E(t; 1 — t;) = (t; — ti)e ")+
(o1 — t)em G170 ety omlamimt))

—Hfz'((tj —t)E(t; —t;) — (o1 — t)E(tj_ — ;) — e W71 4 e(tjlti)>> —

At
- 2]h1 ((tj — ) E(t; —t;) — (o1 — t:) Bty — t;) + G179 — ff(tj_m) -

A1 (t—ts
2h (2 ((t511 = 6Bt — ts) — (t; — 6)*E(t; — 1) — (1 — ty)e om0
+(t; — ti)e—(tj—ti) — e =t e_(tj_ti)>+

+ti((tj+1 —t) Bty — ) — (t; — ) BE(t; — t;) — e b7t e“jti))) +

A
+2jT+1 <(tj+1 N ti)E(thrl o ti) - (tj - ti)E<tj — ti) —+ 67(tj7ti) — e(tj+1ti)>

3) Kui i = j, siis
Al 2 —(ti—t; 1) (ti—t; 1)
Fij = o | 5 (= (= 402 E(t =ty 1) + (b — tj1)e 7070 — 1 et -

—ti( — (i —tj_)E{; —tjo1) — 1+ e—<ti—tﬂ'—1>)>+

At
+ 2]h1 < — (i =t ) E(ti — tj) + et — 1) -

A1 (a1t it
~3r (2 ((tj+1 —t)2E(tj 11 —ti) — (tjy1 — ti)e (t1=ti) _ o= (tj41—ti) 1)4_

—i—ti((tjﬂ — 1) E(tjp1 — t;) — et 4 1)) +

Atj

Tulemused suuruste &;; (i =0,...,n;j = 0) on esitatavad jargmiselt.
1) Kuii > j + 1, siis

15



kin

ko = — 2+ ((ti — 1) E(t; —t1) — (t; — to)E(t; — to) + e~ 1) — e‘(ti‘“)) —

—A< - ;((t@- —t1)2B(t; — t1) — (t: — t0)*B(t; — to) — (t: — t1)e "4

+(t; — to)e—(ti—to) — e (timt1) 4 6_(ti—t0)>_|_
+ti((ti — 1) E(ti —t1) — (t; — to) E(t; — to) — e™ 7" + 6_(t"_t°))>.
2) Kui i < j — 1, oleks i < 0, mis pole voimalik.
3) Kui i = j, siis

kio = oh ((tl —t)E(t —t)+1— e(tlti)>+

A (1
+= (((t1 — 1) Bt —t;) — (t — t)e "7 —em 7t L 1)
+ti((t1 —t)E(t; —t;) — e 71 4 1))

Tulemused suuruste k;; (i = 0,...,n;j = n) on esitatavad jargmiselt.

1) Kui i > j + 1, oleks i > n, mis pole voimalik.

2) Kuii <j—1,siis

. )\tn—l

e L R T e

A1 ) > ~(tn—t:)
oy (2((tn — 1) E(ty — t) — (o1 — t)2E(tn_1 — ;) — (ta — t:)e +

Hltgs — et — ) 4 olenert)
+ti((tn —t)E(ty — ;) — (tno1 — 1) E(ty_y — t;) — et 4 6_(%1_%)))'
3) Kui i = j, siis

o )\tn—l
2h

kin = ( — (tz — tn—l)E(tz _ tn—l) + e—(ti—tnfl) _ 1>_|_

16



—(t. — 2E(¢,
2( ( 7 Zfn—l) E(tl - tn—l) + (tz - tn—l)e_(ti_tn_l) —1 + 6_(ti_tn_1))—

—Zfi( —(ti —tn—1)E(ti —tp—1) — 1+ e(tit"‘1)>>.
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4 Kollokatsioonimeetodi koondumine

4.1 Kollokatsioonimeetodi operaatorkuju

Toome sisse interpolatsiooniprojektori P, : C[0,b] — C[0,b], mis seab igale
funktsioonile u € C10, b] vastavusse funktsiooni P,u € C[0,b] kujul

n

(Pou)(t) = u(ty)p;(t), tel0,b], (4.1)
5=0
kus ¢; (j = 0,...,n) on vorgule A, vastavad lineaarsed baassplainid, mis on defi-

neeritud seostega (3.1)-(3.3)).

Osutub, et P, on lineaarne ja tokestatud operaator iga n € N korral.

Téepoolest, P, on lineaarne, sest kui u,v € C[0,0] ja p,y € R, siis

(Po(jua + 7o) () = iowwj(t) 0t (1))

= i u(tj>90j + ’Yi U(tj)%‘(t)

7=0

= p(Bpu)(t) +y(Pv)(t), ¢ € [0,0].

Veendumaks, et operator P, on tokestatud, tuleb néidata, et ||P,ul|con < |ullepo
iga u € C[0,b] korral, kus ¢ € R on mingi konstant.
Toepoolest, olgu u € C[0, b]. Siis definitsiooni (4.1)) pohjal saame
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3

|| Paul|cop = max
telo

| S uwrein)

< ullcioy trg[% > w5t
b jzo

< [|ullero s

sest Y ;(t) =1, kui ¢ € [0,b]. Oleme saanud, et iga n € N ja u € C[0,b] korral

[ Prullcon < [lullcos-
Seega P, : C[0,b] — C[0,b] on tokestatud, kusjuures
[|1P]] ( n € N. (4.2)

Seoste . ) ja . abil saame

= Zn:’u(tj)%‘(ti) =u(t), i=0,...,n.

=0

<1
(0.6, C(108))

.

Seega iga u € C|0, b] korral

(P2u)(t) = (Pu(Pa))(t) = > (Put)(t5),(1)

s.t. P? = P,, mis iitleb, et operaator P, on projektor. Sel juhul teame, et kehtib
|| P > 1 (vt. [3], Ik 259-260). Kokkuvotteks saame, et
c(con),con)

=1 (n=1,2,...).

H”H(mmam@

Lause 9. Vordusega (4.1) defineeritud operaatori P, : C[0,b] — C[0,b] korral
P,u = 0 parajasti siis, kui u(z;) =0,i=0,1,....,n
Toestus. Tarvilikkus. Olgu u € C[0,0] ja oletame, et P,u = 0. Siis (P,u)(t;) =0

19



(1 =0,...,n). Kuna P, definitsioonist jareldub, et (P,u)(t;) = wu(t;), siis u(t;) =0
(1=0,...,n).

Piisavus jareldub vahetult definitsioonist (4.1]), sest kui u(t;) = 0iga i =0,...,n
korral, siis (P,u)(t) = 0 iga t € [0, b] korral. O

Eelneva pohjal ndeme, et kollokatsioonitingimus ((3.8) on samavaarne noudega

P,(u, —Tu, — f) =0,

kus T on integraaloperaator vorrandist (3.6)):

N\ b
(Tw)(t) = 5/ E(|t — s|)u(s)ds.
0
Votame arvesse, et P,u, = u, funktsioonide jaoks kujul (3.7)). Seega tingimus ((3.8|)

votab kuju
u, = B,Tu, + P,f, (4.3)

kus u,, on otsitav.
Vorrandi (4.3)) kdsitlemisel voime unustada noude, et lahislahend avalduks kujul
(3.7). Nimelt, kui vorrand (4.3) on lahenduv, siis tema lahendid on automaatselt

kujuga .

Milne’i vorrandi puhul me néitasime, et ||T'|| < 1 (operaatori norm ruumi C0, b]
suhtes). Interpolatsiooniprojektori (4.1) puhul ||P,|| = 1, seega ||P,T|| < ||T|| < 1,
mis toob kaasa vorrandi (4.3)) iihese lahenduvuse ja vérratuse ||(I — P,7)7'|| <

17HTH’ mille parem pool ei soltu n-st (vt. [3], Ik. 142). Viimane asjaolu osutubki
madravaks kollokatsioonimeetodi koonduvuseks.

Lahtudes vordusest

(I -PT)(up,—u)=U—-PT)u, — (I —P,T)u=P,f —u+ P,Tu=

Pnf_u+(Pnu_Pnf):Pnu_ua

saame, et

Uy —u=—( —BP,T) " (u— P,u), (4.4)

kust jouame hinnanguni

|t — ullcpon < cl|(u— Pow)llcoy, (4.5)
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kus ¢ ei soltu suurusest n.

4.2 Vea hindamine

Tuginedes hinnagutele (2.8)-(2.9))) saab naidata (vt. [1]), et vorrandi (2.1]) (vor-
randi (2.15)) lahend w on pidev 16igul [0, 5] ja kaks korda pidevalt diferentseeruv

vahemikus (0, b) ning tema tuletiste «’ ja u” kohta kehtivad jargmised hinnangud:

W' ()] < er(1+ | Int] + | In(b— 1)),
1 1
1
< - I
" (B)] < ea(s +5—),

kus ¢; ja ¢ on mingid positiivsed konstandid, mis ei soltu suurusest ¢ € (0,b).

(4.6)

Me eesmérk on hinnata v — P,u viga, kus v on vorrandi (2.1)) lahend. Kisimus

taandub lineaarse interpolatsiooni vea hindamisele igal 16igul [¢;,¢,41] (j =0,...,n—

1).

a) Siseloikudel [t;,t;41], 7 =1,...,n — 2, voib rakendada vea valemit (vt. [5])

1
ut) —o(t) = gu" () =)t = tjer) (G ST <tj1),
kus v(t) = (Pyu)(t), 7 € (tj,t;41) on mingi meile tldiselt mittetadaolev punkt,

1 1

"
< — .
()] < o=+ )

Seega iga j = 1,...,n — 2 korral

wm—&mwns%{l+1)@H—m2uﬂwswﬂy

8 tj b— tj+1
Niisiis siseloikudel [t;,%;41] (j =1,...,n — 2) saame hinnangu
1
lu(t) — (Pau)(t)] < 3¢ (1 + 1>h =c3- h. (4.7)

Siseloikudes osutub tiikiti lineaarse interpolandi viga hinnatavaks valitud vore A,

sammu pikkusega h.

b) Loikudel [0,¢] ja [t,—1,t,] €l ole hinnang (4.7)) rakendatav. Esitame uue hin-
nangu 16igul [0, t1], kus kirjutiste lithendamiseks tahistame ajutiselt ¢, = h. Hindame

lineaarse interpolandi

(4.8)



viga 16igul ¢ € [0, h]. Teisendame avaldist (4.8]):

u(t) = v(t) = u(t) — u(0)" " —u()t =
h—t t
= = (u(t) = u(0)) + - (u(t) — u(h)) =
= h;t Ob u'(s)ds — 2/h u'(s)ds =
= h i: t <3u’(5) 6 —/ Su”(s)dS) — 2((3 — h) ( )|t / (S h)U”(S)dS) _
h _t //
= —T . dS — 7/ — S ds

Vorratusest (4.6]) ja lausest 3 jareldub, et teisendatud avaldises esinevad integraalid

koonduvad. Saavutame vorratuse

u(t) — o(t)| < hh_t/ot [ (s)|ds + Z/th(h—s)|u”(s)|ds O<t<h). (4.9)

Kasutame vorratustest (4.6]) tulevat hinnangut

ja saame hinnangu

h
== CQt In (;)

. h - . o : -
Funktsioon ¢ In (;) on 16igul [0, h] mittenegatiivne ja saavutab maksimaalse vadrtuse
h h
— punktis t = —. Seega
e e

u(t) —v(t)] < e~
ehk
lu(t) — (Pou)(t)] <eca-h (0<t<t). (4.10)

Analoogiline hinnang kehtib viimasel osaloigul:
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u(t) — (Pau)(t)] < cs-h (ty <t < D). (4.11)

c¢) Vorratustest (4.7), (4.10), (4.11)) ja (4.5)) jareldub, et

1

ning seega ka

S|

un — ul|cpoy < C - —, (4.13)

kus konstant C' ei soltu suurusest n.
Votame saadud tulemused kokku jargmise teoreemina.

Teoreem 1. Olgu Milne “i vorrandi korral taidetud osas 2.1 esitatud eel-
dused. Olgu kollokatsioonimeetodis -(3.8) kasutusel ihtlane vork A, (n > 2)
solmedega t; = ith (i = 0,...,n;h = ) Siis Milne “i integraalvorrandil on ole-
mas thene lahend u € C[0,b], mis on kaks korda pidevalt diferentseeruv vahemikus
(0,b) ning tema esimese ja teise tuletise jaoks kehtivad hinnangud (@—(@ Kol-
lokatsioonimeetodis tekkiv vorrandisisteem on theselt lahenduv ning kehtib
vea hinnang , kus u, avaldub kujul , milles olevad konstandid on leitud
vorrandiststeemist .
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5 Arvuline naide

Vaatleme integraalvorrandit

1
4/ E(lt - s)u )ds+§e%*0~6, 0<t<0.3, (5.1)

mille tuum E(|7 — s|) on valemiga (12.2)) médratud integraalne eskponentfunktsioon.
Integraalvorrandi ([5.1)) ligikaudse lahendi u, leilame osas 3 kirjeldatud kollokatsioon-
imeetodi (3.7)-(3.8) abil, vottes aluseks iihtlase vorgu A, (n > 2) punktidega

ti=ih (i=0,1,...n),

kus h = E
n
Kuna vorrandi lahend wu(t) ei ole teada, siis votame kasutusele kollokat-
sioonimeetodil (3.7)-(B.8)) saadud lahendi u(¢) ldhendi ui536(t), ¢ € [0,0.3]. Kollokat-
sioonimeetodil — saadud ldhislahendite u,, vea ||u, — u||c[,0.3 iseloomus-
tamiseks n = 3,6, 12,24, 48, 96 korral kasutame suurust

0.3 0.3
. 7) — U1536(ti + L . 7)| (52)

ning suhteid exn /e,. Teoreemi 1 hinnangust (4.13) tuleneb, et suhted ez /e, peak-
sid suuruse n kasvades lahenema arvule 2. Jargnevast tabelist ndeme, et saadud

tulemused on vastavuses teoreetilise hinnanguga (4.13)).

n En en /ey
3 | 0.00098033 -

6 | 0.00057392 1.708
12 1 0.00030763 1.865
24 |1 0.00015857  1.939
48 | 0.00008022 1.976
96 | 0.00004018 1.996

Tabel 1: Vigade ¢, vadrtused ja suhted ez /€n
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import math

import numpy as np

#E(t) funktsioon naturaallogaritmi, summarea ja
konstandiga
def E(x):

a = x-x**2/(2xmath.factorial (2))+x**3/(3*math.
factorial (3))-x**4/(4*math.factorial (4))+x**5/ (5%
math.factorial (5))-x**6/(6*math.factorial (6))+x
*x7/(7T+*math.factorial (7))

return -0.5772156649-math.log(x)+a

#Koik funktsioonid, mis algavad "21" on esimese uuritava
integraali tuumaga E(/t-s/) funktsioonid. Jargnevate
funktsioonida nimetused

#on pandud sama loogika aluses, kus 2 on teine uuritud
integraal sama tuumaga ja %3 ning <4 on vastavalt
esimene ja teine uuritud

#integraal tuumaga E(/t-s/)s.

#i>=j+1

def ilsuuremj(i,j,h,lam):
tl = (i-j+1)*h
t2 = (i-j)*h

return lam*(j-1)*0.5*x(E(t2)*t2-t1*E(tl)+math.exp(-t1)
-math.exp(-t2))

def ilvordnej(i,j,h,lam):
t1 (i-j+1)*h
t2 (i-j)*h
return lam*x(j-1)*0.5*x(-t1*E(tl)+math.exp(-t1)-1)
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52

53

54

55

56

57

def ilvaiksemj(i,j,h,lam):
t1 (j-1-i) *h
t2 (j-1i)*h
return -lam*(j-1)*0.5x(E(t2)*t2-t1*E(tl)+math.exp(-tl
) -math.exp(-t2))

def ilerijuht(i,j,h,lam):
tl = (j-1-i)*h
t2 = (j-i)*h
return -lam*(j-1)*0.5*x(E(t2)*t2+1-math.exp(-t2))

#i>=j+1
def i2suuremj(i,j,h,lam):
tl1 = (i-j)*h
£2 = (i-j-1)*h
return -lam*(j+1)*0.5*x(E(t2)*t2-t1*xE(tl)+math.exp(-tl
)-math.exp(-t2))

def i2vordnej(i,j,h,lam):
tl (j-1i)*h
t2 = (j+1-i)*h
return lam*(j+1) *0.5*x(E(t2)*t2+1-math.exp(-t2))

def i2vaiksemj(i,j,h,lam):
t1 (j-i)*h
t2 (j+1-i)*h
return lam*(j+1)*0.5*%(E(t2)*t2-t1*E(tl)+math.exp(-t1l)
-math.exp(-t2))

def i2erijuht(i,j,h,lam):
t1 = (i-j)*h
t2 = (i-j-1)*h
return -lam*x(j+1)*0.5%x(-t1*E(tl)+math.exp(-tl1)-1)

#i>=j+1

def i3suuremj(i,j,h,lam):
tl = (i-j+1)*h
t2 = (i-j)*h
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69

70

71

72

73

74

75

76

7

78

79

80

81

82

83

84

85

86

87

88

89

90

osal = 0.5*%(t2**x2*xE(t2)-t1**2*xE(tl)-t2*math.exp(-t2)+
tl*math.exp(-tl)-math.exp(-t2)+math.exp(-t1))

o0sa2 = ixh*x(t2*xE(t2)-t1*E(tl1)-math.exp(-t2)+math.exp
(-t1))

return (lam/(2*h))*(osal-osa2)

def i3vordnej(i,j,h,lam):

tl1 = (i-j+1)*h

t2 = (i-j)*h

osal = 0.5%(-t1*x*2*xE(tl1)+tl*math.exp(-tl)-1+math.exp
(-t1))

osa2 = i*h*x(-t1*E(tl1)-1+math.exp(-t1))

return (lam/(2*h))*(osal-osa2)

def i3vaiksemj(i,j,h,lam):

tl = (j-1-i)#h

t2 = (j-i)*h

osal = 0.5*%(t2**x2*xE(t2)-t1**2*xE(tl)-t2*math.exp(-t2)+
tl*math.exp(-tl)-math.exp(-t2)+math.exp(-t1))

0sa2 = ixh*x(t2*xE(t2)-t1*E(tl1)-math.exp(-t2)+math.exp
(-t1))

return (lam/(2*xh))*(osal+osa2)

def i3erijuht(i,j,h,lam):

t1 (j-1-i)*h

t2 (j-1i)*h

osal = 0.5*%(t2**2*E(t2)-t2*math.exp(-t2)-math.exp(-t2
)+1)

osa2 = i*h*x(t2*E(t2)-math.exp(-t2)+1)

return (lam/(2*h))*(osal+osa2)

#i>=g+1

def idsuuremj(i,j,h,lam):

tl = (i-j)*h

t2 = (i-j-1)*h

osal = 0.5*x(t2**x2*xE(t2)-t1**2*xE(tl)-t2*math.exp(-t2)+
tl*math.exp(-tl)-math.exp(-t2)+math.exp(-t1))

osa2 = ixh*x(t2*xE(t2)-t1*E(tl)-math.exp(-t2)+math.exp
(-t1))

return (lam/(2*h))*(-osal+osa2)
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def id4vordmnej(i,j,h,lam):
t1 (j-i)*h
t2 = (j+1-i)*h
osal = 0.5*%(t2**x2*E(t2)-t2*math.exp(-t2)-math.exp(-t2
)+1)
osa2 = i*h*(t2*E(t2)-math.exp(-t2)+1)

return -(lam/(2*xh))*(osal+osa?2)

def idvaiksemj(i,j,h,lam):
tl1 = (j-i)*h
t2 = (j+1-i)*h
osal = 0.5*%(t2**x2*xE(t2)-t1**2*xE(tl)-t2*math.exp(-t2)+
tlxmath.exp(-tl)-math.exp(-t2)+math.exp(-t1))
osa2 = i*h*x(t2*E(t2)-t1*E(tl)-math.exp(-t2)+math.exp
(-t1))

return -(lam/(2*h))*(osal+osa2)

def iderijuht(i,j,h,lam):
t1 (i-j)*h
t2 (i-j-1) *h
osal = 0.5%x(-tl1**2xE(tl1)+tl*math.exp(-tl)-1+math.exp
(-t1))
osa2 = i*h*(-t1*E(t1)-1+math.exp(-t1))

return (lam/(2*h))*(-osal+osa2)

#Allikafunktsioon f
def f(x):
c = 1/8

return c*math.exp (2*x-0.6)

#See funktsioon tagastadb konstantide c wvektor:
def lahend(n, b, lam):
h = b/n
A = np.zeros((n+l, n+1))
for i in range(n+1):
for j in range(n+1):
if j==0:
if 1 >= j+1:

if i == j+1:
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148

149

150

151

152

153

A[il[j] = -(i2erijuht(i,j,h,lam)
+iderijuht(i,j,h,lam))
else:
A[il[j] = -(i2suuremj(i,j,h,lam)
+ i4suuremj(i,j,h,lam))
elif i<= j-1:
if i == j-
ALil[j

+ idvaiksemj(i,j,h,lam))

1:
]

= -(i2vaiksemj (i, j,h,lam)

else:
A[i1[j] = -(i2vaiksemj(i,j,h,lam)
+ i4vaiksemj(i,j,h,lam))
elif i==j:
A[il[j] = 1-(i2vordnej(i,j,h,lam) +
idvordnej(i,j,h,lam))

elif j==n:
if i >= j+1:
if i == j+1:
A[il[j] = -(ilsuuremj(i,j,h,lam)
+ i3suuremj (i, j,h,lam))
else:
A[il[j] = -(ilsuuremj(i,j,h,lam)

+ i3suuremj (i, j,h,lam))

elif i<= j-1:

if i == j-1:
A[il(

+ i3erijuht (i, j,h,lam))

jl = -(ilerijuht(i,j,h,lam)

else:
A[il[j] = -(ilvaiksemj(i,j,h,lam)
+ i3vaiksemj(i,j,h,lam))
elif i==j:
A[i]J[j] = 1-(ilvordnej(i,j,h,lam) +
i3vordnej (i, j,h,lam))
else:
if 1 >= j+1:
if i == j+1:
A[il[j] = -(ilsuuremj(i,j,h,lam)
+ i2erijuht(i,j,h,lam) +
i3suuremj(i,j,h,lam) +

iderijuht(i,j,h,lam))
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176

177

178

179

181

182

else:
A[il[j] = -(ilsuuremj(i,j,h,lam)
+ i2suuremj (i, j,h,lam) +
i3suuremj(i,j,h,lam) +
i4suuremj(i,j,h,lam))
elif i<= j-1:
if i == j-1:
A[il[j] = -(ilerijuht(i,j,h,lam)
+ i2vaiksemj(i,j,h,lam) +
i3erijuht(i,j,h,lam) +
idvaiksemj (i, j,h,lam))

else:
A[il[j] = -(ilvaiksemj(i,j,h,lam)
+ i2vaiksemj(i,j,h,lam) +
i3vaiksemj(i,j,h,lam) +
idvaiksemj (i, j,h,lam))
elif i==j:

A[il[j]l = 1-(ilvordnej(i,j,h,lam) +
i2vordnej(i,j,h,lam) + i3vordnej (i

,j>,h,lam) + i4dvordnej(i,j,h,lam))

vabaliikmed = []
for i in range(n+1):

vabaliikmed.append (f(i*h))

return np.linalg.solve(A, vabaliikmed)

#Pht funktsioon kui see on posititivse tousuga

def posphi(t, h):

i=0
while ixh < t:
i+=1

return t/h-(i-1)

#Phi funktstioon kut see on negatiivse tousuga
def negphi(t, h):

i=0
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217

while ixh < t:
i+=1

return i-t/h

#Viimaks un(t) aproksimeerimis funktsioon

def aproks(t, h, lahendvektor):

i=0

while ixh<t:
i+=1

if t==0:

return lahendvektor [0]
elif t<h:
return lahendvektor [0]*negphi(t,h)+lahendvektor
[1]*posphi(t,h)
elif i >= len(lahendvektor):
return lahendvektor [len(lahendvektor) -1]*posphi (t
,h)+lahendvektor [len(lahendvektor) -2]*negphi (t
,h)
else:
return lahendvektor [i]l*posphi(t,h)+lahendvektor[i
-1]*negphi (t,h)

#See kood arvutadb un vaartused valitud loigupunktides
n = [3,6,12,24,48, 96, 1536]

b =0.3
lam = 0.5
arr = [0, 0.1, 0.15, 0.2, 0.3]
j=0
for t in arr:
tul = []

for i in n:
tul .append(float (aproks(t, b / i, lahend (i, b,
lam))))
io+= 1

print (f"Tulemused: {tul}")

#un funktsioonid

def u(t):
n = 768x%2
b = 0.3
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254

def

def

def

def

def

def

lam = 0.5
return float (aproks(t, b / n,

u3(t):

n =3

b = 0.3

0.5

return float (aproks(t, b / n,

lam

ué (t):

n =26

b = 0.3
0.5

lam

return float (aproks(t, b / n,

ul2(t):

n = 12

b =20.3

lam = 0.5

return float (aproks(t, b / n,

u24(t):

n = 24

b =10.3

lam = 0.5

return float (aproks(t, b / n,

u48 (t):

n = 48

b = 0.3

lam = 0.5

return float (aproks(t, b / n,

u96 (t):

b = 0.3
lam = 0.5
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258 return float (aproks(t, b / n, lahend(n, b, lam)))
259

260 #n=3 lahislahendi wvea arvutamine

261 start_time = time.time ()

262 n=3

263 b=0.3

264 h=b/n

265 c=bx(1/(10%*n))

266 vead3 = []

267 for i in range(n):

268 for j in range (10):

269 vead3.append (abs (u3 (i*h+j*c)-u(ixh+j*c)))
270

271 max3 = max(vead3)

272 print (max3)

273 end_time = time.time ()

274 elapsed_time = end_time - start_time
275 print (elapsed_time)

276

277 #n=6 lahislahendi wvea arvutamine

278 start_time = time.time ()

279 n=6

280 b=0.3

281 h=b/n

282 c=bx(1/(10%*n))

283 vead6 = []

284 for i in range(n):

285 for j in range (10):

286 vead6 .append (abs (ub (i*h+j*c)-u(ixh+j*c)))
287

288 max6 = max(vead6)

289 print (max6)

290 end_time = time.time ()

291 elapsed_time = end_time - start_time
292 print (elapsed_time)

293

204

295 #n=12 lahislahend? vea arvutamine

206 start_time = time.time ()

297 n=12
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208 b=0.3

299 h=b/n

300 c=h/10

301 veadl12 = []

302 for i in range(n):

303 for j in range (10):

304 veadl2.append (abs(ul2(i*xh+j*c)-u(i*h+j*c)))
305

306 max12 = max(veadl2)

307 print (max12)

308 end time = time.time ()

309 elapsed_time = end_time - start_time
310 print (elapsed_time)

311

312 #n=24 lahislahendi vea arvutamine

313 start_time = time.time ()

314 n=24

315 b=0.3

316 h=b/n

317 c=h/10

318 vead24 = []

319 for i in range(n):

320 for j in range (10):

321 vead24 .append (abs (u24 (i*xh+j*c)-u(i*h+j*c)))
322

323 max24 = max(vead24)

324 print (max24)

325 end time = time.time ()

326 elapsed_time = end_time - start_time
327 print (elapsed_time)

328

329 #n=48 lahislahendi vea arvutamine

330 start_time = time.time ()

331 n=48

332 b=0.3

333 h=b/n

334 c=h/10

335 vead48 = []

336 for i in range(n):

337 for j in range (10):
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338 vead48.append (abs (u48 (i*xh+j*c)-u(i*h+j*c)))
339

340 max48 = max(vead48)

341 print (max48)

342 end_time = time.time ()

343 elapsed_time = end_time - start_time
344 print (elapsed_time)

345

346 #n=96 lahislahendi vea arvutamine

347 start_time = time.time ()

348 n=96

349 b=0.3

350 h=b/n

351 c=h/10

352 vead96 = []

353 for i in range(n):

354 for j in range (10):

355 vead96 . append (abs (u96 (i*h+j*c)-u(i*h+j*c)))
356

357 max96 = max(vead96)

358 print (max96)

359 end_time = time.time ()

360 elapsed_time = end_time - start_time
361 print (elapsed_time)

362

363 #vigade suhted

364 print (max3/max6)

365 print (max6/max12)

366 print (max12/max24)

367 print (max24/max48)

368 print (max48/max96)
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