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Historical V).

There are some substances commonly used. in agricultural
practice which produce beneficial effects upon plant growth even
though they do not serve as fertilizers. Such substances act in-
directly on the soil, either by rendering it more suitable for cul-
tivation and plant growth or by making available the other
plant nutrients stored in the soil.

A substance of this kind is lime, and some authors (Hall, 31)
note that “any soil containing less than 1 per cent of calcium
will be benefited by liming, and when the percentage falls to
0.2 per cent, lime becomes a necessity to enable the manures
to exert their proper action“. Though lime contains calcium, one
of the elements necessary for plant growth, it is in general not
used for this purpose. It is impossible to ascertain the historical
period when the value of lime first became known. We
find mention of its use by the ancient Romans. Writers of that
age (for instance Pliny) refer to the beneficial effects of lime
on plant growth. Not all of the reactions involved were under-
stood by the ancients, but the favorable effect of lime upon
plant growth was known, and the recognition of this fact in
European countries has given rise to the German proverbial
expression, “Kalk macht die Viter reich, aber die Sthne arm¢.
We now know that the words quoted do not necessarily express
the facts; much depends on how the lime is used, and on the
system of cropping employed.

During the last 50 or 60 years numerous articles and papers
on the liming 0f soils have been published in Europe as well
as in America. Among the writers in Germany are to be noted
Heiden (37), Orth (74), Hoffmann (40), Heinrich (38). In Russia
the application of lime was not very usual in the] period
just referred to, although among the Russian agricultural writers
one may find such men as Stebut (85), Engelhardt (28) and

1) Research carried out at the N, Jersey Agricult. Exp. Sta. (U. S. A.), 1926,
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others who heartily recommend the use of lime. In recent
years series of experiments with lime have been conducted by
some Russian agricultural experimental stations (Perm, Moscow),
and Samoiloff (80) and other Russian authors give very striking
-examples of the results of lime deficiency in some Russian soils.
Since the beginning of the present century agricultural literature
has been very rich in articles about the liming of soils and
it is not necessary to list them all.

It is generally recognized that soil acidity has an unfavor-
able influence upon the fertility of soils. This deleterious result
is due to the effects of soil acidity on the chemical, physical,
and biological conditions and processes of soils. Whereas for-
merly the presence of the small sorrel (Rumex acetosella), corn
marigold (Chrysanthemum segetum), spurrey (Spergula arvensis),
bracken (Pteris aquilina) served to indicate the lack of lime
in the soil, agricultural chemists are now striving to find an
exact chemical method for determining the lime requirement
of soils. Some commonly known methods of this character, to
which reference is frequently made, have been devised by the
following authors: Tacke (88), Hutchinson and McLennan (42),
Veitch (94), Truog (92, 938), Daikuhara (20). Although a number
of them are in use by various soil workers, these methods are
still considered as far from perfect. The difficulties experienced
with them may be explained by the fact that we are still igno-
rant of many of the exact effects of lime in different types and
kinds of soils. It is of interest here to note that recent obser-
vations by White (101) at the Pennsylvania Agricultural Experi-
ment Station show that sorrel, which is commonly supposed
to be a plant avoiding lime, is in reality benefited by lime and
usually occurs on acid soils, because there it meets with the
least competition from other weeds.

It is generally recognized that lime jnfluences a) the physical,
b) the chemical, and c¢) the biological aspects of the soil. In
heavy soils, especially those which have been subjected to strong
leaching, there is a tendency of the fine (negative) particles to
‘become too closely aggregated. Such a condition interferes with
the air and water movements in the soil and acts unfavorably
on plant growth. Lime applications slightly improve matters by
keeping the particles flocculated (22), a condition necessary for
the desirable granular or crumbly structure.
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Chemically lime brings about many complex changes in the
soil. Base exchange is forced and probably certain mineral
nutrients, for instance phosphorus (212, 27, 29, 105) and potassium
(2, 77, 89) tend to become more available. Thaer (89) came to
the conclusion that “eine Kalimehraufnahme ist eine fast regel-
missig beobachtete Folge einer Kalkung. Das bessere Wachstum
der Leguminosen nach einer Mergelung ist nicht nur auf die
Reaktionsinderung des Bodens und Bakterienwachstums zuriick-
zufithren, sondern bei diesen sehr blattreichen Gewdchsen spielt
das Kali die wichtigste Rolle“. McCool (69) also supposes that
“lime performs an additional function when applied to the soil
such as liberation or making available certain substances that
are utilized by the crops“; McCool found that lime had little, if
any, effect on the leaching of potash from the soil, but Lipman and
al. (63) with his 15-years’ experiment came to the conclusion
that the potassium content in limed soil was lower than in unli-
med soil. Feilitzen (24) found that the plant food content in
drainage water from the limed area of arable and grassland was
not higher in comparison with unlimed areas. In a lysimeter
experiment Lyon and Bizzel (66) ascertained that the application
of lime did not result in an increase in the quantity of potassium
contained in drainage water nor in any increase in the amount
of potassium removed by the crops, but that the application of
lime was accompanied by an increase in the quantity of sulphur
in the drainage water. Whittle (102) suggested that lime increa-
ses the nitrogen content in the soil when it is applied to legumes,
but Mooers and McIntire (71) observed that all forms of lime
gave rise to a loss of soil total nitrogen, while increasing the
_crop yields. There are also indications that lime favors the oxida-
tion of ferrous compounds of iron into ferric compounds (78).

Soil acidity usually favors the accumulation and solubility of
toxic organic and inorganic substances. Among these toxic sub-
stances soluble aluminium salts have been noted by a number
of investigators. Sufficient amounts of these toxic substances
may be present to be very harmful to some plants. With the
application of lime the acidity of soils as well as the solubility of
soluble aluminium is lowered, because aluminium may be forced
back into less active compounds (18).

That lime decreases the concentration of hydrogen ions in
soils is generally admitted and hence there is no necessity for
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discussing this subject at any length. It is sufficient to cite a
few examples from the Rhode Island (18) and New Jersey (4)
Agricultural Experiment Stations. Their results are of greater
value because of the long duration of the experiments.

At the Rhode Island Agricultural Experiment Station one
experimental field was under observation from 1909 to 1924.
The limed plot received high calcium limestone periodically every
5 year period from 1909 to 1921. The total amount applied was
16,783 pounds of limestone per acre in four applications for
the cropped plot. For the last four years the pH values were
determined and the average results were as follows:

1920 | 1921 | 1922 | 1923 | 1924 a:fglfgl .

pH | pH | pH | pH | pH 8

pH

No lime . . o v v v v v v .. 52 | 49 ! 45 | 45| 45 | 473
High calcium hydrate . . . . . . 6.6 | 63| 59 | 58 | 57 610

It is seen that the unlimed plot at Rhode Island showed
a slight, but decidedly progressive, increase of acidity during the
last four years of cropping. The pH value, which was 5.2 in
1920, dropped to 4.5 in 1924. It is only due to cropping in that
short period of time.

At the New Jersey Agricultural Experiment Station the
nitrogen availability plots were under observation from 1908 to
1920. The rotation was corn, oats, wheat and timothy (two
years) without legumes. One series (A) received no lime, and
the other (B) received ground limestone at the rate of one ton
per acre in 1908, when the work was started, and later at inter-
vals of five years it received two tons per acre (about 0.1 per .
cent Ca0 for a depth of 17 cm.). The last application was made
in the spring of 1918. A few average pH values for the summer
of 1920 for differently treated plots are shown in the following table:

I;_Il(()).t Fertilizer treatment . %‘;rll;:rsl ej(xi. Sﬁl.; iﬁif’

7 | Nothing. . ... ... ... 5.97 7.01
Minerals and 320 lbs. nitrate of soda per acre . . 6.07 7.02

11 | Minerals and ammonium sulphate equal to 320 lbs.
nitrate of soda peracre . . . . . . . . . .. 4.70 6.56

13 | Minerals and dried blood equal to 320 lbs. nitrate
of soda peracre. . . . . . . . . ... .. 5.79 6.96
19 | Minerals only . . . . . .. .. .. ... ... 575 7.13
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It will be observed that there has been little change in the
pH values throughout the growing period of 1920. A study of
the tables reveals a large difference in pH values between limed
and unlimed plots. On the limed plots the acidity is much less
than on the unlimed ones. Some striking instances of the influ-
ence of fertilizers on the soil reaction may be gathered from this
experiment: the unlimed and unfertilized plot No. 7 A has a pH
value a little less then 6.0, whereas on the corresponding plot
No. 11 A, which received minerals and sulphate of ammonia equal
to 820 Ibs. of nitrate of soda annually, the pH value went down
and after 18 years of cropping reached 4.7. Similar results were
obtained at the Rhode Island Agricultural Experiment Station
as reported by Burgess (9). Here we have a striking example of
the human influence on soil reaction. Mention should also be
made of the influence of vegetation on the soil reaction. Some
investigators, for instance Arrhenius (1) propose to ascertain the
soil reaction by vegetative associations.

In recent years considerable attention has been given to
the so-called “active* aluminium as a factor inhibiting plant
growth in acid soils. Tt is held by some that the amount of
active aluminium salts, rather than the degree of acidity, deter-
mines the toxicity of soil to plant growth. Numerous investi-
gations have been made in this direction which indicate a fairly
close correlation between the solubility of aluminium, the acidity
of the soil, and frequently also plant growth. It was found that
lime added to acid soil reduces the solubility of aluminium com-
pounds and also the acidity of the soil. Hartwell (34) supposed
that aluminium was the element which was responsible for the
different toxic influences on the plants. Equivalent amounts of
- aluminium sulphate and sulphuric acid, when added to an optimum
nutrient solution, produced nearly the same depression in the
growth of barley. The nutrient solution, when it contained the
acid, was found to have about four times the concentration of
hydrogen ions as when it contained aluminium sulphate. There-
fore, says the author, the toxic effect of the latter on the bar-
ley is attributable largely to the aluminium.

Burgess and Pember (12) have shown the influence of vari-
ous amounts of lime in rendering the active aluminium of acid
soil inactive and reducing the hydrogen ion concentration. A
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short extract of the work done with barley by the authors
cited will explain their conclusion.

Lime treatment, yields of barley, reaction and
soluble aluminium in an acid soil

Average yield| Soil reaction and active alu-

of barley per minium after harvesting of

Treatment pot lettuce, barley and onions .

Reaction Active AlO3

gm. pH p- p. m.

None . . .......... 57 4.47 820
1000 1bs. CaO per acre . . . . 69 4.94 645
2000 , , L, L, ..., 65 5.30 560
3000 , , .0, .. .. 58 5.60 530
4000 , L, L, . ... 59 6.00 450
5000 , , . L, ... 7% © 6.15 404
6000 , moe e e 83 6.30 380

The authors came to the conclusion that lime without acid
phosphate greatly reduced the amounts of active aluminium in
. the soils, but did not produce the largest yield. Combinations
of lime and acid phosphate were better than either alone, and
the authors recommend it for the correction of acid soil con-
ditions. Heavy lime applications in all cases also greatly redu-
ced the percentages of aluminium absorbed by the plant.

Burgess (11) showed that there does not always exist a
relationship between the hydrogen ion concentration of soils of
different types and the amounts of “active“ aluminium contained
therein. For instance, the most acid soil from California, fine
sandy loam, with a reaction of pH 4.0 only yielded 53 p.p. m.
of aluminium soluble in 0.5 N acetic acid, while the least acid
Portsmouth sandy loam from South Carolina with a reaction of
pH 5.77 also gave 42 p.p. m. of soluble aluminium. Studying
the results oblained, the author comes to the conclusion that
the acidity of the different soils may not always be directly
correlated with the amounts of active aluminium found and that
the group averages follow the correlation of the individual soils
of varying reaction within the same soil type. The author also
notes that in a great majority of cases, the amounts of active
aluminium found corresponded to the heaviness of the rainfall.
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Without going into a complete bibliography on the solubi-
lity of aluminium compounds, acidity-of soil and plant growth,
let us note the work of Conner (19), Denison (21), Blair (5),
Magistad (67) and McGeorge (70). We shall here concern our-
selves only with vegetation tests with barley on acid soils con-
- ducted at the New Jersey Agricultural Experiment Station (5).
The soils for these experiments were used with the following
previous treatments:

Series I Soil from nitrogen availability plot 11 A1)

Series II. Soil from plot which had previously re-
ceived a heavy application of sulphur.

Series III. Soil from acid silt loam which had been
without any lime or {fertilizer treatment
for many years.

The experiments were conducted in pots and some of the
results obtained are given here:

Series 1 Series II Series III
Special treatment | Yields of | Final | Yieldsof | Final Yields of | Final
barley | reaction | barle reaction | barley | reaction
gm. pH | gm. pH gm. pH
Nothing . . . . . ' 0.0 4,7 0.0 44 45 5.3
20 gm. ground li-
mestone . . . . 9.0 75 8.9 7.2 7.4 7.6
10 gm. acid phos-
phate . . . . . 52 45 3.15 4.25 12.8 5.0
1 gm. aluminium | .
nitrate . . . . . — — — — 1.6 5.3

The table shows that in the first two series, with an aci-
dity equal to pH 4.7 and lower, the crop failed. Addition of
- ground limestone or acid phosphate resulted in yields well above
those obtained with the untreated soils. With the limestone
treatment the acidity was materially reduced, and with acid
phosphate treatment the acidity increased slightly. With 1 gm.
aluminium nitrate the yield was reduced to even less than the
yield with untreated check pots, although the acidity of these
pots was lower than the pots treated with acid phosphate.

*

1) For treatment of the plot see page 6.
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From the biological point of view the great value of lime
in the acid soil consists in‘its power of maintaining the favorable
reaction necessary to the development of those microorganisms
which transform the organic matter of the soil into plant nutri-
ents. It is well known that organic matter in acid soil, such
as crop residues, is converted into plant food more rapidly when -
the soils are well supplied with lime than when they are
without lime. This is explained by the fact that the organisms
which cause the breaking down of the organic matter, thus
forming available nitrogen compounds, find soils containing lime
a more favorable medium for work than acid soils. In the ab-
sence of lime, decay of organic matter in the soil gives rise to
various acid bodies, and acidity thus produced inhibits the action
of many of the valuable groups of microorganisms. Most of the
favorable organisms and even some that are unfavorable — such
as the producers of potato scab — are assisted by judicious liming.

Numerous investigators have shown that the nitrogen fixing
bacteria, either alone or in the nodules of legume plants, are
usually benefited by the liming of acid soils. Waksman (100)
has established the fact that lime decreases the number of fungi
in the soil. Kopeloff (45) investigated the influence of calcium
carbonate on the accumulation of ammonia from nitrogenous
organic matter by Penicillium sp. in soils. He found an increase
of ammonium accumulation as the acidity of soil was increased
to 2300 lbs. lime requirement. With increase of alkalinity beyond -
the neutral point there was a decrease of ammonium accumu-
lation. Coleman (17) showed the influence of lime upon the
ammonification of dried blood and cottonseed meal in soil. Cal-
cium oxide was added to the soil to neutralize the greater part
of the acidity, but leaving an excess present equal to 2000 pounds
of lime per acre. All the kinds of soil used were originally acid with
a lime requirement (after Veitch) as indicated in the table below.

Organic matter added Dried blood Cottonseed meal

Wooster | Carring- | Wooster | Carring-

Soils silt loam | ton loam | silt loam | ton loam

Lime requirement (after (Veitch) . . 4300 3700 4300 3700
Ammonia accumulation Unlimed §2.12 139.40 59.50 80.92
mgm. N, after 6 days’ {
incubation . . . . . Limed 104.93 158.35 69.87 90.18
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It will be seen from the above table that lime increased the
activity of the ammonifying soil microorganisms. Gainey (26)
showed that “the presence of Azotobacter in soils has frequently
been associated with both the presence of calcium carbonate and
with the reaction. From available evidence there seems to be
no doubt that soils well supplied with calcium carbonate and
necessarily alkaline give in cultural solution a more vigorous
development of Azotobacter than do soils deficient in lime“.
Christensen (14, 16) also demonstrated the relationship between
lime content, acidity and Azotobacter development in the soils.
It is generally admitted that cultivated soils are able to induce
the conversion of organic matter containing nitrogen into nitra-
tes; this fact has been known for a long time and utilized for
many years on a commercial scale for the production of nitre.
The presence of calcium carbonate, aeration, and moisture are
necessary for nitrification.

Mention has been made that lime has a beneficial effect
on nitrification. But this process occurs also in rather acid soils
as determined by White (101) for Pennsylvania soils. For in-
stance, nitrification took place when the soil showed a lime
requirement of 8,373 pounds calcium carbonate per acre. Some-
other investigators have shown appreciable nitrification in very
acid soils, and the presence of nitrates also has been reported
in soils with a lime requirement over 10,000 pounds of limestone.
Some acid soils may, therefore, be expected to contain the nitri-
fying organisms and to nitrify to a limited extent at least.
Although the nitrifying organisms are quite sensitive to acidity,
it is always possible for such organisms to be active in local
areas of slight acidity. With liming the nitrification will only -
proceed more intensively, but the addition of large quantities of
lime apparently does not increase the nitrification of the organic
matter in the soil as was shown by Stephenson (86). This author
also proved that lime considerably increases the nitrification of
sulphate of ammonia added to the soil. Three and four tons of
calcium carbonate doubled the amount of nitrates produced and
there was some increase in the production of nitrate with the
increasing amount of lime even up to the 20 ton treatment per
acre. For instance, a general average of nitrate nitrogen
p. p- m. formed from sulphate of ammonia for the same time
incubated was:
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Calcium carbonate in tons
per acre . . . . . . Check 4 8 12 20
Nitrate nitrogen p. p. m. 75.0 157.8 182.1 189.0 193.1

It should he mentioned that this soil originally showed a
lime requirement of nearly three tons of lime per acre as tested
bv the modified Tacke method. Fred and Graul (25) found that
organic nitrogenous compounds (casein) were nitrified much
more rapidly in acid soils than was sulphate of ammonia. With
non-acid soils the reverse is true, sulphate of ammonia nitrify-
ing more rapidly.

Brown and Hitchcock (8) studied the influence of some
alkali salts upon the nitrification of sulphate of ammonia in
the soils. With reference to calcium carbonate, they found that
in small or moderate amounts it is beneficial to nitrification,
but when the addition becomes excessive there is a decrease in
the activities of the nitrifying microorganisms. The following
table of the authors cited demonstrates the influence of calcium
carbonate on the nitrification of ammonium sulphate in “normal®
and alkali soils.

e ni n mgm.
CaC0yadded | Tpas 100 on of SonE™
per cent

“Normal“ soil | Alkali soil
1 - 353 2.02
2 0.189 - 363 2.03
3 0.378 3.89 2.23
4 0.756 4.37 2.45
5 1.512 : 474 2.81
6 6.048 1.10 0.90

In the alkali soil the small amount of the calcium carbo-
nate did not seem to influence nitrification, but when 0.378 per
cent was added nitrification increased. Further gain occurred with
a larger application up to 1.522 per cent of. CaCO,, but when an
application of 6.040 per cent of calcium carbonate was made,
a distinct depression in nitrification took place,

Bear (6) among other investigators tested the effect of
calcium carbonate on the rate of nitrification. Experiments were
carried out with- W. Virginia Dekalb silt loam (I) and Wooster silt
loam (II). The lime requirement of both soils (after Veitch) was
about 3500 pounds of calcium carbonate per 2,000,000 pounds of soil.
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The folfowing is an extract from the results obtained:

- Niti-ogen as nitrate nitrogen,per 100 gm.
of soil in mgm.
Calcium carbonate in L S0 ST
pounds per 2,000,000 Sources of nitrogen :
pounds of soil Ammonium sulphate Ammonium carbonate
Soil II Soil I Soil I
.0 5.28 7.22 7.50
500 4.00 8.42 8.40
1000 6.15 9.52 8.55
2000 8.50 12.42 11.55
4000 ’ 15.74 17.50 15.12
7500 18.18 19.00 16.35
10000 20.98 20.00 16.16
20000 22.87 20.96 16.00

A perusal of the table shows that the addition of calcium
carbonate is followed by an increased nitrification which corre-
lates almost directly with the increased application of calcium
carbonate. This correlation held fairly well with applications
up {to 4000 pounds of calcium carbonate per 2,000,000 pounds
of soil.

Numerous observations and experiments have been made
in various countries of the world to determine the relative res-
ponse of different crops to applications of lime and the reason
for certain differences in the results obtained. These, as might
be expected, show striking disagreements between the different
plant families and species. Generally, lime has a beneficial
_influence on the legume plants. Alfalfa and red and white clo-
ver respond markedly to lime, while the response of soybeans
and peas is less, but still quite noticeable; vetch and field-beans
do not seem to be greatly benefited by lime. Of the cereals
generally favored by lime, corn, barley, sorghum and wheat may
be mentioned. Rape is little influenced by lime. There are
numerous experiments on the relation of Jime to soil fertility,
crop growth, and nitrogen content of plants, and some complex
reasons exist for the promotion of plant-growth by lime. In some
cases the calcium may function as a direct plant nutrient; in
others the assimilation of plant nutrient elements may be facili-
tated by the presence of lime. The stimulating influence of
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lime on the plant may also play a part. Certain diseases may
be retarded or entirely suppressed by lime: a notable example
is the slime fungus, Plasmodiophora brassicae, which causes
“finger-and-toe“ in cabbage, turnips, and similar plants. This
disease does not seem to occur on soils rich in lime and can
be obviated by a thorough liming of soils in which it does prevail.

A great majority of researches have revealed a beneficial
effect of lime on crop growth in acid soils, but there are also
some investigations showing the harmful effect of lime on acid
soils. The reason of the unfavorable influence of lime on acid
soils has not yet been established with certainty. Recently
Tjulin (91) came to the conclusion that the decrease of yields
in leached soils treated with an excessive amount of lime is due
to the rapid decomposition of organic matter and the formation
of ammonia.

Wagner (95) showed the influence of lime upon the increase
in yield over the check when (NH,),SO, was used. For example
(yields in kg per ha):

Barley grain ! Oars grain i ngerra;;heat Sugar beet
Unlimed . . .. .. 229 1 614 178 2217
Limed1) . . . ... 494 ‘ 886 171 2956
Gain or loss . . . . +-265 | 272 -7 -+739

Patterson (75) reports the influence of lime in crop rotation
during a long period of time. Some results of that experiment
are cited below:

Yield per acre of limed and unlimed plots:

Unlimed Limed

Corn, total for 3 years, bushels . . . 84.8 122.0
‘Wheat, total for 8 years, bushels . . 50.0 70.0
Hay, total for 5 years, pounds . . . 6311.0 10158.0

Thorne (90) gives the average yield for 10—12 years, with
a rotation of corn, oats, wheat, clover and timothy. He found
that liming added materially to the yield of corn with or without
fertilizer treatment. On the oats liming had a much smaller

1) Burned lime of 300 kg per Morgen.



AXV., The influence of ground limestone on acid soils ete. 15

effect than on the corn crop. With the oats, as with the corn,
the greatest increase from liming was found in the low-nitrogen
plots — those to which the nitrogen was carried in sulphate of
ammonia. Similar results were obtained in the case of wheat.
As regards clover, not only did liming produce a great direct
increase, but in every instance, excepting only the plots which
receive phosphorus in the form of basic slag, the residual increase
from the fertilizers applied to the previous crop was maleri-
ally greater on the limed than on the unlimed plots. The total
gain for lime in the timothy crop was greater, and the percent-
age gain nearly as great as in the case of clover. For example :

Pounds of hay per acre
Fertilizer treatment Clover (average for 11 | Timothy (average for 7
years) years)
Unlimed ' Limed Unlimed I Limed

Acid phosphate . . . . . 1554 * 2250 2992 3934
Acid phosphate and po- )

tassium . . . . .. . 2286 3476 2982 4008
Acid phosphate, potassi-

um, and nitrate of soda 2596 3842 3197 4636

Wianko et al. (108) gives the results obtained by the Indiana
Agricultural Experiment Station from 1906 to 1921, and shows
that lime produced a good increase on all crops in the rotation
(corn, wheat and clover), both alone and with stable manure.
For example, the average yields per acre from an experiment
carried out during 1913—21 (in Jennings county) on a plot located
on very acid heavy silt loam were as follows:

. 6 fons stable manure once
Crops Without manure l every three years
No lime Limed | No lime Limed
Corn, bushels . . . . . 44.9 48.1 65.7 73.6
‘Wheat, bushels . . . . 8.9 12.8 13.1 20.1
Clover hay, pounds . . . 2,723 3,317 28,20 35,57

The authors have come to the conclusion that “lime is of
great importance in increasing the fertility of the majority of
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Indiana soils. - Lime is the way to increase legume production®.
Stewart and Wyatt (87) found that “for the common soil of
Southern Illinois (U. S. A.), application of one ton per acre of
limestone once every three years is sufficient to keep the soil
alkaline“.

At the New Jersey Agricultural Exp. Station numerous
- experiments in pots and on fields have been carried out. The
object of the studies was the influence of lime on the yields of
crops, total nitrogen, and percentage of nitrogen recovered by
the different crops of the rotation. From the numerous experi-
ments we shall quote some of the averages recently obtained.
Field experiments were carried out on Sassafras loam soil (61).
Prior to the initiation of the experiments, the land had been
neglected for a number of years (50, 51). On this soil for the first
five year period, in non-legume rotation, the average percentage
of nitrogen, total nitrogen and yield of dry matter, was practi-
cally the same for the limed and unlimed plots. In the second
five year period, the corn crop of 1913 (60) showed an increase
after the lime treatment. The other crops showed little or no
response to lime. The total yield of dry matter and nitrogen
for the single five-year periods and also for three successive
five-year periods on the limed plots are only a little in excess
of the total for the unlimed plots, as is shown in the table below..

Average of dry matter and nitrolgen per acre in
crops from limed and unlimed plots.

Dry matter ) Nitrogen
Periods of cropping Unlimed | Limed Unlimed | Limed
lbs. Ibs. % | Ibs. | % | Ibs.
First 5-year period, 1908—12 . 3657 3669 1.21 { 40.66 | 1.21 | 40.77
Second 5-year period, 1912—17 2768 2926 113 | 2831 1.14 | 31.07
Third 5-year period, 1918—22(61) | 2849 3231 — 34.13 I‘ — ] 39.38
Average for 15 years . . . . . 3091 3275 1.17 | 34.37, 1.18 | 37.07

The total yield of dry matter for all three 5-year periods
was nearly as much on the unlimed plots as on the limed, and
the authors point out that the practice of using lime on light
to medium heavy soils, when non-leguminous crops
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are grown in the rotation, may be questionable. Liming did
pot greatly affect the percentage of nitrogen in the dry matter
of crops.

The authors (58) also carried out a lengthy experiment on
the same soil with rotation including legume crops. Different
systems of cropping were found, all of which include some legume
crop. Calcium and magnesium limestones were used in three
different rates, as shown in the table below. An experiment was
laid in 1908 for the purpose of testing two sources of lime,
applied in different amounts.

For an illustration of nitrogen removed by crops in the
second 5-year period, for each rotation, let us give an extract
from the results obtained:

Pounds of nitrogen per acre removed by crops
for 5-year period 1913—17.

Lbs. lime- ggf‘la;) | Rotation | Rotation | Rotation
stone app-| I it I v
Treatment lied per 1 ‘
acre Total nitrogen removed
Check. . . . .. .... — 124.8 165.1 125.1 202.4

1000 173.2 192.3 150.6 2754
Calcium limestone . . . 2000 2134 233.3 167.2 3394
4000 226.10 257.4 157.0 416.5

1000 10560 | 221.2 142.0 349.7
Magnesium limestone . . 2000 243.60 | 2422 1623 | 393.1
- 4000 242.3 239.9 157.3 401.7

The authors, in regard to the first ten years, came to the
following conclusions: “During the ten years, the limed plots,
with only slight exception, yielded distinctly larger crops and
more total nitrogen than the unlimed plots. In the majority of
cases the percentage of nitrogen was higher in crops from limed
than from unlimed plots“. For the third 5-year period the
authors (59) give their opinions as follows: “With few exceptions,
the lime treated plots have shown substantial increases in crop

1). For rotations see Soil Sei. v. 9, p. 91. 1920.

Lo
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yield over the check plots ... For the legume crops especially,
the limed plots showed a higher percentage of nitrogen in the
dry matter than the non-legume crops«.

Fifteen years of observations with manure, fertilizers, and
lime, on Sassafras silt loam, at the Delaware Agricultural Ex-
periment Station (Schuster, 82) showed that lime aids in the
production of corn and soybeans only where muriate of potash
is also applied. Lime does, however, play an important role in
the growth of clover and timothy. Lime also improved the
quality of corn and increased the percentage of sound grain,
when muriate of potash was also used. Lemmermann.(47) found
that on a light soil, with 92.21 per cent of sand and 4.13 per
cent of clay, liming in amount of 1 per cent calcium carbonate
caused a loss of nitrogen in the soil.

*

Lime influences not only the yields of dry matter and the
total nitrogen in crop yields, but also the availability of soil
nitrogen, the percentage of nitrogen in the crop, and the reco-
very of the nitrogen from fertilizers. Let us here for a moment
stop to look into some of the results with barley.

Lipman and his associates (52) carried out pot experiments
with barley in the soil. The crop was grown to maturity. The
influence of the application of different amounts of lime on the
yield of dry matter and the nitrogen content in the barley crop
was as follows:

| Per cent of‘1 Total increase
Special treatment Dig gn;ﬁgter N in dry ' of N over check
o matter | mgm. per pot
1. No Iimestone . . . . . . . .. 9.85 0.97 —
2. 0.12% CaCOg or 0.67% CaO . . 12.35 0.97 24.83
3. 1.00% CaCOg4 or 0.56% CaO . . 22.90 1.05 144.95
4. 2.00% CaCOg or 1.12% CaO . . 20.75 1.13 138.06
5. 5.00% CaCO4 or 2.80% CaO . . 21.85 1.07 127.71
6. 10.00% CaCO; or 5.60% CaO . 22.70 0.97 114.18
7. No limestone, 2gm.nitrate of soda 20.09 1.55 229,37

The highest yield of dry matter was obtained with one
per cent of limestone or 0.56%, CaO, although the yield was
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practically as high as with ten per cent of limestone. With
2 gm. of NaNOQ, the yield was nearly as great as with one per
cent of limestone. The percentage of nitrogen in dry matter
with lime was higher than without lime, except in the pots treated
with nitrate of soda. Another experiment was conducted by the
same authors (54), emphasizing the importance of CaCO; in ma-
king available the nitrogen of soil organic matter. The results
obtained indicate that the limed pots gave considerably higher
yields of dry matter and total nitrogen than the unlimed pots.

In 1915, the above named authors (53) carried out a pot
experiment with acid silt loam, with a lime requirement of about
five or six thousand pounds per acre. No commercial fertilizers
were used and the pots were planted with barley, which grew
to maturity. The highest percentage of nitrogen in the dry
matter was obtained in the pots with 25 gm. (about 0.43°) of
quick lime but without any commercial fertilizers. The yield was
even higher than in the pot with the nitrate of soda. From the
results of cylinder experiments, the same authors (57) came to
the conclusion that lime in the form of carbonate had a pronounced
effect upon the yields in general.

To follow the influence of lime upon the nitrogen percent-
age in the non-legume plants, a good opportunity is offered by
the field experiments on the availability of nitrogenous fertilizers
at the New Jersey Agricultural Experiment Station. For illustra-
tion, let us bring the average results from twenty limed and
unlimed plots during the years 1918—1922 for four crops grown
on this field (62).

Percentage of nitrogen in the crops 1918—1922.

Corn — 1918 Oats — 1919 Balley — 19201 Timothy

1
| !
Grain‘Sta.lks‘ Cobs (nam‘ Straw| Grain | %ha\\ } 1921 ‘ 1922

Unlimed (A)plots
Limed (B) plots

1.48
1.58

0.86
0.95

0.25 | 218 72 098 0.94
030 | 215 59 098 | 1.00

The averages for the limed plots, with slight exceptions, show
some increase in the percentage of nitrogen, corresponding with
the unlimed plots.

RE



20 ‘ A. NOMMIK AXV.»

Newton (72) found that barley grown in the control nutrient
solution, and in solutions deficient in calcium, contained nitro-
gen as follows:

Barley tops — control, 4.65°/, N.
Barley tops — low calcium, 5.75°, N.

It must be noted that the percentage of nitrogen in plants, par-
ticularly in barley, is not constant, but changes greatly during
the period of growth. Newton came to the conclusion that the
highest nitrogen percent in barley tops and roots was attained
after about 48—70 days from the start of the experiment.
Bieler and Aso (3) grew barley and other plants in pots. Ana-
lyses were made of the plants with reference to nitrogen and
phosphoric acid at periods of 2!/, and 4 months after planting.
They found that “with wheat and oats the assimilation of plant
nutrients was distributed throughout the different periods of
growth but with barley it was confined mainly to
the earlier stages“. Wilfarth et al. (104) in field experi-
ments with barley (Chevalier) found that at different stages of
growth it contained the following total amounts of percentages
of nitrogen:

Sta‘rﬁnﬁaﬁf )is%eriment Nitrogen content
In plant top, grain and
straw together All plants
. Nitrogen in | Highest Nitrogen in Highest
Harvestings dry matter amount dry matter amount
S assim. — assim.
kgm. | N =100 kgm. | N=100
% per ha. % % per ha. %
1. cutting May 29 . . .| 2.37 | 48.09 71.40 2.03 | 57.26 66.15
IL , June 17 . . .| 123 | 67.52 100.00 1.26 | 86.56 100.00
nm. , July3 .. .| 076 | 66.62 98.80 - 0.75 | 71.26 82.32
Iv. , July27 .. .| 070 61.27 90.75 0.70 | 64.42 74.54

In the above experiment the barley in the last period of
its growth lost a part of its total nitrogen. The loss of nitrogen
in tops amounted to about 10 per cent and in the entire plant
to over 23 per cent. The loss of nitrogen may be explained in
part by the translocation of nitrogen to the roots from which it
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is absorbed by the soil and in part probably by the fallen dry
leaves. The highest yield of dry matter was reached on July 8,
but the highest yield of nitrogen in tops, as well as in the
entire plant, was found on June 17. At the end of the growth
period, the amount of nitrogen assimilated was 90.75 per cent
in the tops, and in the plant only 74.54 per cent, as compared
with the amount assimilated on July 17.

Before presenting the experimental data on the availability
of the soil nitrogen together with a comparison of mineral ni-
trogenous fertilizers by barley crop, a short review of the litera-
ture on the subject may not be out of place. A comparison of
the effects of nitrate of soda and ammonium sulphate during a
long period of time, is contained in the Rothamsted Experiments
(Hall, 381), where the continuous field experiments with barley
were begun in 1852. The arrangement and the manures applied
to each plot have remained practically unchanged since that
period, and the barley has been grown under the same treat-
ment year after year. Let us make a short extract from these
results :

Yield of barley (grain and straw) per acre.
Averages over 51 years (1852—1902).

Grain Straw

bush. cwt.

Unmanured . . . . . .. .. ... ... ... 15.3 8.8
Complete mineral$, no nitrogen . . . . . . . .. 20.4 10.8

. Complete minerals, & amm. salts . . . . . . . . 42.1 249
Complete minerals, & nitrate of soda . . . . . . 43.5 274

Hall notes that “a little difference is seen in the return
for this amount of nitrogen, whether it be applied as ammonium-
salts, nitrate of soda, or rape cake. Over the whole period the
nitrate of soda gave the highest returns by about 3 per cent,
but during the last two decades the plot receiving ammonium
salts has been the best of the three«.

Wagner with different crops carried out a series of field
and pot experiments for the purpose of studying the influence
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of various nitrogenous materials on the yields and recovery of
nitrogen (95, 96, 97, 98, 99). He found (95) that, in round numbers,
of every 100 parts of nitrogen supplied to the common crops
(oats, wheat, rye, barley) in the form of nitrate of soda, 71 parts
were returned in the crops. Barley particularly recovered 61 (in
pots) to 66 (in field) parts of every 100 parts of nitrogen supplied
in the form of nitrate of soda, whereas with ammonium from
the same 100 parts of nitrogen applied, Wagner found a recovery
of about 52 parts. Letting 100 represent-the fertilizing value
of nitrate of soda, Wagner found the relative value of ammonium
sulphate for the barley crop about 80 and on an average 74 for
the grain of rye, oats and barley (98, 99). Haselhoff (36) in pot
experiments, obtained the following results with barley:

- P 1t 100 represent;
. . Of every 100 :
. Nitrogenous materials ; nitrogen recovered
Soils ° used paigsc Or‘lllgggen 1ro§1 nitrate of
* soda: %
I 1 1. Nitrate of soda 88.8 100
~o0am sol 2. Ammonium sulphate 71.6 80
Sand a1 1. Nitrate of soda 66.7 100
andy sol 2. Ammonium sulphate 60.1 90

Lipman and his associates (49) with sand culture in pots
found the following effects of nitrate of soda and ammonium
sulphate on barley :

Nitrogen Relative
Special treatment per pot recovered | availability
per cent per cent
154 mgm. nitrogen in nitrate of soda . . . . . . 53.08 100.0
154 mgm. nitrogen in ammon. sulphate . . . . . 31.95 60.0
308 mgm. nitrogen in nitrate of soda . . . . . . 51.25 100.0
308 mgm. nitrogen in ammon. sulphate . . . . . 28.48 55.6

The same authors (52) carried out a sand culture experi-
ment with barley in twenty pound pots. Ammonium sulphate
gave the highest average yield of dry matter. The percentage
of nitrogen in the dry matter varied very widely. Lipman and
Blair (54) have also made some soil culture pot experiments
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along these lines in sand and sandy loam soil. A study of the
results shows a large difference between the recovety of nitrogen
of ‘nitrate of soda in sand (53.1°,) and sandy loam (85.0°/,) soil
and closely relative values for sulphate of ammonia (72—74%)
in both experiments.

Cylinder experiments relative to the utilization and accu-
mulation of nitrogen were conducted at the New Jersey Agri-
cultural Experiment Station during a long period of time. The
results obtained showed that minerals containing calcium carbo-
nate had a slight influence on the recovery of nitrogen in eight
kinds of soil. In this experiment it was found that “the average
recovery for nitrate for seven years was 89.59°/,“. In another
cylinder experiment with Penn loam soil the authors (57) found
that the average recoveries for all crops of the third rotation
were 62.71 per cent for NaNos and 40.05°/, for (NH,),SO, or
letting 100 represent the average recovery from nitrate of soda,
the recovery from ammonium sulphate was 64°,. '

The majority of experiments show that ammonium sulphate
bas a lower fertilizing effect than nitrate of soda and the reco-
very of nitrogen in comparison with nitrate of soda is also lower.
Generally it is assumed that the reason for the lower availability
in the nitrogen of sulphate of ammonia is that ammonia has to
be nitrified to nitrate, before it can be assimilated by the plant.
On the other hand, there are frequent indications that during
the summers of abundant rainfall, sulphate of ammonia is liable
to give better returns than nitrate of soda. For example in the
writer’s experience (78) during the summer of 1923, with an
abundant rainfall, (NH,),S0, gave the higher turnips yield.

A number of research workers attempt to account for the
fact that sulphate of ammonia in comparison with NaNo, gives
lower results. Johnson (43), for instance, suggests that this
is due to the (NH,),S0, being fixed in the clay particles of the
soil. He assumes that clay matter “fixes ammonia, i. e. con-
verts it into a comparatively insoluble compound, so that the
plant may not be able to appropriate it all“. L¢hnis and Fred
(65) supposed that <“the assimilation of ammonia by soil orga-
nisms is one of the reasons why in fertilizer tests the nitrogen
applied as ammonium often does not act as well as does nitrate
nitrogen“. The possibility is not excluded that the losses of
ammonia occur by volatilization from soils treated with heavy
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applications, as was shown by Lemmermann (47). Under common
field conditions, such volatilization is hardly possible in any
appreciable quantity.

The above experiments with nitrogenous fertilizers were
carried out on more or less acid soils. Very few experiments
of a similar nature have been carried out on arid soils. Here
may be noted the experiment with barley by C. B. Lipman (64).
The soil used was Oakley blow-sand, 10 pounds per pot. The
dry weights of barley with the different nitrogenous treatments
were as follows: '

Jit1s ium - i
Control | 00 | iphate | seed meal | blosd
Average of dry matter gm. . 121 22.3 31.2 29.9 22,7
Assuming dry matter of
nitrate of soda equal = 100,
we obtain the relative va-
lue for the others . . . . . — 100.0 140.0 134.0 101.0

Considering the total weight of dry matter produced, the
author noted the superiority of sulphate of ammonia and cotton-
seed meal to all other fertilizers. The nitrate of soda treatment
was distinctly inferior with respect to the total yield of dry
matter. The author’s results bear out the contention “that the
low grade organic nitrogenous fertilizers and sulphate of ammonia
are far more available in arid soils like Oakley blow-sand than
the high grade nitrogenous fertilizers«.

Coleman (17) supposes that the reason for the advantages
of (NHy),SO, over equivalent quantities of nitrogen in the form
of NaNO; may be explained in the following manner: ,We may
conceive of conditions which militate against the very advan-
tages of sodium nitrate. Its ready solubility, ease of diffusion
renders it readily subject to removal in periods of excessive rain-
fall. Ammonium salts, on the other hand, because of the fact
that very valuable portions become temporarily fixed, are less
liable to loss by leaching*.

There is also ample evidence that the plants are capable
of directly assimilating ammonia nitrogen. Only a few of the
many investigations can be referred to in this brief review.
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Pitsch (76) conducted an elaborate piece of work along these
lines. Maze (68) showed that ammonia may be absorbed and
assimilated by higher plants. Kossowitz (46) showed that peas
utilized ammonia nitrogen in their growth nearly as well as that
of nitrate. Gerlach and Vogel (30), Lemmermann (47) and Hut-
chinson (41) came to the same conclusions. The latter, for
example, concluded that agricultural plants of various kinds may
produce normal growth when supplied with nitrogen in the form
of ammonium salts under conditions excluding the possibility of
nitrification. Recently Shmuk (83) specially emphasized the feed-
ing of plants by ammonia nitrogen, saying: “under natural con-
ditions nitrate cannot serve as the main nitrogenous nutrient
source for plants; they are always in an extreme minimum. It
is reasonable to suppose that the nitrogenous nutrient sources
(for plants) are ammonia into which the nitrates are converted
by specific influences of the roots“.
.

*

Concerning the influence of sulphate of ammonia upon the
percentage of nitrogen in dry matter in comparison with nitrate
of soda, the data are inconsistent; however, the majority of the
investigators assume that with ammonium salts the percentage
of nitrogen in dry matter is higher than in the case of nitrate
of soda. This conclusion may have been derived already from
the experiments of Pitsch (76) and Wohltmann (106). Hutchin-
son (41) found in sand and water culture that in those where
nitrogen was applied as ammonium salts, the dry matter of the
plants contained a higher percentage of nitrogen than when
sodium nitrate was employed. In the work of Singleton (84) the
percentage of nitrogen changed in either direction. In the above
cited work of Lipman (52) with barley, the percentage of nitro-
gen in dry matter was much higher (38.18°/,) with an application
of nitrate than with an application of sulphate of ammonia (2.59°/,).

It is also of interest in this connection to note the obser-
vations of the Rothamsted Experiment Station extending over a
long period of time. Hutchinson (41) reports the percentage of
nitrogen in the mixed herbage plots of that station for the long
period as follows:
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Nitrogen per cent in
Manuring : dry matter

1856—73 | 19011905

Minerals and nitrate of soda . . . . . . .. ... 1.31 1.39
Minerals and sulphate of ammonia . . . . . . . . 1.55 1.52

Sulphate of ammonia showed a higher percentage of nitrogen
than nitrate of soda.

A great number of experiments were also conducted on
the comparative value of NaNO; and cyanamide. Wagner (96)
carried out many experiments along these lines. The results
of one of the pot experiments with barley in sandy loam may be
cited here. The amount of nitrogen applied was 1 gm. per pot
(pots 107X18").

L ]

- Dry matter m Nitrogen |
Nitrogenous materials” Uy matter i;Otail(Ialst over Req(t)very of
used Grain | Straw J check n rogeré
gm, l m, mgm. mgm. per cen
Check . . . . ... .. 6.1 9.2 132 -— —
Nitrate of soda. . . . . 39.1 56.7 709 o577 57.7
Cyanamide . . . . . . . 40.0 96.5 691 559 55.9

The author came to the conclusion that with the increase
in the amount of cyanamide the fertilizer value falls as compa-
red with NaNOs.

Haselhoff (36) assumes that with a spring application of
cyanamide on barley the yields were lower as compared with
NaNQ;. On a loam soil the availability of cyanamide was better
than on a sandy soil. Hartwell and Pember (388) also carried
out pot experiments with different nitrogenous materials. A
portion of the pots were seeded to barley. One portion of the
pots received 150 mgm., others 800 mgm. of nitrogen per pot.
The results shown below illustrate the comparative effects of
nitrate of soda and cyanamide on the yield of barley.
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Total weight of barley per pot — gm.

Nitrogenous materials applied N — 150 mgm. } N — 300 mgm.

Yields of barley in gm.

NONE . v v v o e e et e e e e e s 26.6 ‘ 26.6

Nitrate of soda . . . . . . . . . .. 41.3 ! 524
Cyanamide . . . . . . . . ... .. 35.7 33.4

Letting 100 represent the yield of bar-
ley with nitrate of soda we find for
cyanamide — % . . . . . . .o .. 86.5 63.8

The results obtained show, that the effect of cyanamide
on the yield of barley was much lower than that of nitrate
of soda.

Pot experiments with oats recently carried out by Singleton
(84) show that after 64 days of growth, oats recovered nitrogen
as follows:

N . Ammonium | :
Nitrate of soda sulphate Cyanamide
Recovery of nitrogen . . . 67.629 ‘ 54.60% 48.86%
Relative values . . . . . . 100.00 | 8090 72,10

Generally it must be noted that soil conditions are much
more important factors for the action of cyanamide than for that
of nitrate of soda or sulphate of ammonia. When bacterial action
is deficient, toxic products — possibly dicyanamide — are formed,
which are injurious to plant growth. It will also be seen
from the above review that the recoveries of nitrogen from the
above named nitrogenous fertilizers obtained by the various in-
vestigators are anything but constant. Frequently the same
experiments, with one and the same plants, lead to different
conclusions.

Experimental.

Notwithstanding the fact that numerous experiments dealing
with the availability of soil nitrogen as well as of different ni-
trogenous materials applied to soils have already been conducted,
there are many points upon which further light would be helpful.
In an attempt to clear up some questions, a series of pot experi-
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ments with barley were conducted on an acid soil. The object
of the study was to ascertain the influence of different calcium
carbonate applications 10 a very acid soil upon the following factors :

1. The reaction of the soil at the start, during the grow-
ing period, and at the end of the experiment.

2. The solubility of aluminium compounds in the soil.

8. The growth of barley.

4. The percentage of nitrogen in the dry matter of the
barley.

5. The recovery of nitrogen applied in fertilizers.

6. The formation of nitrate in the soil.

The soil for the experiment was taken from a plot once
treated with sulphur for a sulphur oxidation experiment. The
soil was screened to remove pebbles, thoroughly mixed and some-
what dried in the greenhouse.

This original Penn loam soil had a pH value of 8.95, a to-
tal nitrogen content 0.10°/,, and a water holding capacity of 32.8%/,
for the portion passed through a 2 mm. sieve. The percentage
of such matter was 92.5°/, of the total particles. At the start,
an application of lime in four different amounts was contempla-
ted, but later another increment of lime was added and the
experiment was carried out as follows: 1) — No lime, 2) — 0.19/,,
8) — 0.2%,, 4) — 0.4%, 5) — 0.6%, and 6) — 0.8%/, calculated
as calcium oxide on the dry soil. Ground limestone containing
about 95.0—95.5 per cent of calcium carbonate served as liming
material. The above noted lime treatment was applied in the
following five series:

Series 1. Without fertilizers.

Series II. Only minerals. No nitrogenous fertilizers.
Series III. Minerals and nitrate of soda.

Series IV. Minerals and sulphate of ammonia.

Series V. Minerals and calcium cyanamide.

Bach pot of the corresponding series was identically ferti-
lized varying only the amounts of calcium carbonate. The
amounts of fertilizer added per pot were:

1. Potash (K,0) — 0.834 gm as potassium chloride.
2. Phosphoric acid (P,0;) — 0.836 gm. as acid phosphate.
8. Nitrogen — 0.32 gm. in forms as noted above.
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The limestone, acid phosphate and cyanamide were added in
solid form, while the other fertilizers were applied in liquid
form, as 19/, solutions. All fertilizers, with the exception of the
nitrate of soda, were added at the time of compacting the soil
in the pots; only one half of the nitrate of soda was added at
that time; the other half 80 days later, after taking the soil
samples for the determination of pH values in the pots. The
ground limestone and fertilizers were thoroughly mixed with
the soil. The dryness of the soil favored a uniform distribution
of the lime and fertilizers. Small earthenware glazed pots were
used. On the bottom of the pots, one pound of gravel was laid
and close to one side of the pot a glass tube was placed. This
served for aeration and watering. Eight and two-tenths pounds
of the soil treated, calculated on the dry basis, were well com-
pacted in the pots over the gravel. Upon compacting, the pots
were watered and left standing for 12 days and then on Decem-
ber 8th, 1925, seeded with barley.

Fourteen uniform, well germinated barley (Hanncha) seed-
lings, of approximately equal size were placed in seven separate
holes. The seedlings were placed in such a way that one set
of seedlings was in the middle and six sets around it at equal
distances. After the planting, each pot was covered with a
thin layer of quartz sand to the amount of one half pound. The
watering throughout the experiment was donme with distilled
water, and was maintained at 55—60 per cent of the water hold-
ing capacity. The amount of water was periodically checked
by weighing the pots.

At the start all treatments were triplicated, one pot being
harvested 70 days after seeding, and the other two at the end
of the experiment, at the blooming stage of the barley, i. e. 108
days after seeding. The barley came uniformly in all the pots.
In the unlimed pots, after about 6 days, the plants showed in-
dications of stunted growth. Eight days after planting the pots
were thinned to seven plants in each pot. At first no injurious
influences of the cyanamide upon the shoots were noticed, but
soon after the first ten days, injury appeared: the tops of the
plants became yellow and shrivelled. After 20 days this effect
was more pronounced and the plants were retarded in their
growth. After 20 days differences were also apparent between
the nitrogen fertilized pots and those without such treatment.
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Measurement of the height of the plants was made at in-
tervals of each ten days. The following table gives the results
after 30 days of growth.

Height of barley sprouts after 30 days of planting

In

in centimeters.

Series Unlimed i Limed
I 8—10 30—32

11 8—9 | 30—32
111 9—11 ‘ 30—34
v 6—7 30—32
A% 6—-8 l 26—28

the same series, with different amounts of lime, there

were no differences in the height of the barley but very notable
differences in the height of the barley in limed and unlimed pots.

Besides the pots seeded to barley, there was one series of
pots without any plants. For these pots no fertilizers were used,

T a b
Effect of lime on the reaction of tk
Ca0
(Limestone No plants B a r 1 e
was used)
. s Muriate of potash and
No fertilizer o acid phosphate -
Lbs Check Series 1 Series 1I
% |per | ‘

ACTe | At | After | After |Atend| At | After | After At end| At | After | After Ate
start- 30 70 | (103 | seed-| 30 70 | (103 |seed-| 30 70 | (10
ing | days | days |days)| ing | days | days | days)| ing | days , days | day

)

No pH pH pH pH pH pH pH pH pH pH pH pH
lime 394 | 392 | 396 394 3.96 | 399 | 391 | 393 ) 3.98 | 405 | 4.02 | 4.0
0.1 2000 — — — — 4.92 | 5,00 | 485 | 459 | 492 | 480 | 475 | 4.5
0.2 | 4000| 6.33 | 5.88 | 590 | 586 | 632 | 6.15| 591 | 573 | 6.21 | 6.04 | 6.12 | 54
04 | 8000f 6.96 | 7.05 | 7.05 | 7.10| 698 | 720 | 7.10 | 682 | 680 | 7.16 | 7.02 | 6.8
0.6 112000f 710 | 7.50 | 7.45 | 748 7.4 | 735 729 | 724 | 690 | 7.30 | 7.13 | 7.2
0.8 |16000| 7.16 | 7.55 | 758 | 763 | 7.14 | 756 | 732 | 736 ) 698} 756 | 742! 74

}

|
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but only lime in the amounts indicated above. The object of
this series was to determine the influence of lime upon:

a. the formation of nitrate nitrogen
b. the pH value
c. the amount of soluble aluminium in the soil.

Before we analyse the results obtained, brief mention must
be made of the methods used.

The pH values were determined potentiometrically with
Biilmann quinhydrone electrod, as described by Christensen (15).
Although Bobko (7) has shown that the soil-water ratio between the
limits of 1:11/, and 1:25 has very light effects upon the pH values
in soil extracts, still the determinations of pH value were made
under standard conditions, namely with extracts in the ratio of
1:5, as recommended by Salter (79). In each determination 50 cc.

of water were added to 10 gm. of soil.

e 1.

0il during the experimental period.

The soil was in contact

Muriate of potash, acid phosphate and:

Nitrate of soda Sulphate of ammonia Cyanamide
Series I1I _ Series IV Series V
At After | After | Atend]| At After | After | Atend At After | After | At end
eed- 30 70 (103 | seed- 30 70 (103 seed- 30 70 (103
ing days | days | days)| ing days | days | days) | ing days | days | days)
pH pH 1 pH pH pH pH pH pH pH pH | pH pH
3.96 3.99 4.00 3.96 3.88 4.00 3.89 3.93 3.92 425 ‘ 421 4.18
4.85 4.72 4.68 4.72 4.90 4.91 4.82 4.61 5.20 512 ; 5.03 4.85
|
6.10 6.00 5.97 5.60 6.12 5.95 5.36 531 | 6.64 6.26 | 6.13 3.80
69+ | 7.20 | 6.56 6.87 7.04 7.22 6.81 6.75 7.07 7.15 i 7.08 7.04
6.98 7.39 7.20 7.25 7.14. | 7.58 6.92 7.09 7.20 746 | 742 7.35
7.17 7.52 ! 7.35 7.42 7.21 7.50 7.20 7.24 7.52 7.60 1‘ 7.50 I 7.41
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with the water for 15—20 hours before determining the pH value,
as is also recommended by Hissink (89). The Kjeldahl method
was used in determining the total nitrogen in the soil and in
the dry matter of the barley. The colorimetric method as des-
cribed by Schreiner (81) was used for the nitrate determinations.
The “soluble“ aluminium was determined by the method descri-
bed by Burgess (10), with slight modifications: precipitation
was made at pH value 5.0—5.2, as recommended by Magistad
(67). The reaction was partly chPcked by potentiometer, but in
general the colorimeter method was used with brom cresol green
as the indicator. All the nitrogen determinations in the barley,
nitrate nitrogen and pH values and a large part of the “soluble“
aluminium determinations were made in duplicate. The dupli-
cates of the total nitrogen and pH value determinations checked
well. Differences of 20—30 p. p. m. between duplicates were
sometimes found in the aluminium determinations.

1. Changes of pH Values in Soils as Affected by Lime and
Plant Growth.

In order to obtain definite information on some of the soil
reactions during the experimental period, determinations of the
pH value in the soil were made:

at seeding,

after 30 days of growth,

after 70 days ,, w

at the end, after 103 days of growth.

s

At seeding and after 30 days’ cropping, the soil samples
for the determinations were obtained from the pots by means
of a small cork borer; the holes were filled with the correspond-
ing soil which had been saved for this purpose. For the deter-
mination after 70 and 103 days the samples were taken in the
following manner: the entire soil was shaken from the pots,
mixed, and a representative sample chosen. The results obtained
are summarized in the table no. 1.

A study of the table shows that with an increase of the
amount of lime used, the hydrogen ion concentration decreased
markedly in all series. With light applications of lime
(0.1°/—0.4%/,) the changes of the pH values are fairly correlated
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with the amount of lime used; with heavy applications of lime the
pH values change only a little — applications of lime from 0.4/,
to 0.8/, only changed the pH value from 6.8 to 7.5. The changes
of the pH values were considerable during the first three 10-day
periods and after that time became approximately constant as
found in the unplanted pots, which served as the standard.
It may be noted also that with a lower application of lime —
from 0.1%, to 0.4°, — the hydrogen ion concentration in the
planted pots, with few exceptions, decreased gradually during
the growth of the barley, beginning from the time of seeding.
In the unplanted pots, these changes were not so marked.
With the heavy application of lime — from 0.4 upwards — the
pH values changed very little after 30 days. A study of the
same table shows that potassium chloride and acid phosphate in
equally small amounts (0.54 gm. gf KCI and 2 gm. of acid phos-
phate) had an influcnce on the pH values. This phenomenon is
clearly recognizable during the early stages of the experiment;
at the end it was not noticeable. For instance:

pH values of series I and Il after 30 days’ growth.

Amounts of calcium oxide
Special treatment

0.0% [ 0.1% | 02% | 04 1 0.6%, | 0.89

pH‘pH!prpHIpH pH
No fertilizers . . . . . . . . 3.99 | 500 | 6.15 J 720 , 7.35 | 7.56

i
KCl and acid phosphate . . . | 405 | 480 604 | 7.16 | 7.30 | 7.56

It is possible that the influence noted was due to the potassium
chloride, as is the opinion of Christensen (15) and Hissink (39).
It is of interest to note that with KCl and acid phosphate there
was a slight increase of the hydrogen ion concentration as com-
pared with the unfertilized section, but only in the limed pots
up to the neutral point; in the unlimed and heavily limed pots
it was not noticed. It must also be remarked that an appli-
cation of 2.71 gm. of cyanamide per pot considerably decreased
the acidity of acid soil in comparison with other nitrogenous
fertilizers.

It is well known that the continuous use of sulphate of
ammonia, a physiologically acid salt, produces an acid condition

3
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in the soil, whereas nitrate of soda, a physiologically alkaline
salt, tends to the production of alkaline conditions. Studying
table no. 1, it will be seen that this influence came to light already
during the first cropping of barley and even in heavily limed pots.

For example, let us take a summary of the pH values from
table no. 1 for the end of the experiment.

PH values of the soils at the end of experiment
with nitrate of soda and sulphate of ammonia.

Amount of calcium oxide as limestone

Special treatment

o.o%i 019 o.z%g 0.4%; 0.6% | 05%

i |
‘pH ! pH l pH pH l pH pH
Nitrogen as nitrate of soda . . . . . 3.96 ‘ 4. 72 5.60 \ 7.2 7.42
Nitrogen as sulphate of ammonia . .| 3.93 l 461 | 5.31 l ’ 7.09 | 7.24

2. Influence of lime upon the solubility of aluminium
compounds in the soil.

Table no. 2 shows the influence of liming upon the solubility
of aluminium compounds of the soil in 0.5 normal acetic acid.
In general it may be said that with increasing amounts of

AlyOy ppm of dry soil

500

400 1

pH - ca 68-70

300 1

225 1
ca0%-00 o1 02 0s 06 08

Diagram mno. 1. Influence of lime upon the solubility of aluminium compounds.
Series III. Minerals and nitrate of soda. Series IV. Minerals and sulphate of ammonia.



AXV.1 The influence of ground limestone on acid soils ete. 35

lime added, the amount of aluminium soluble in 0.5 normal
acetic acid decreases. The correlations between the amount of
lime used and the amount of soluble aluminium up to about the
neutral point come out more clearly. Above the neutral point,
as will be seen, ground limestone is comparatively less influ-
ential in retarding the solubility of aluminium compounds as
indicated in diagr. no. 1 for the series IV and V. There seem
to be differences in the amount of soluble aluminium with the
different fertilizers used, but too much emphasis cannot be placed
on this, since the precipitation of aluminium was effected by a
method which may also give some traces of iron in the precipitate.

Table 2.

Effect of lime applications on the solubility of
aluminium compounds in the soil. AlLO; parts per
million of air dry soil

No plants Barley plants
Ca0 No fertilizers Muriate of potash, acid phos-
(Limestone was used) phate and:

_ | — | NaNO; | (NH),SO,

Per cent |Lbs. per acre Series I Series II | Series 11| Series IV
0.0 — 510 520 495 504 505
0.1 2000 — 456 442 434 450
0.2 4000 256 290 310 320 | 330
0.4 8000 230 236 262 253 290
0.6 12000 230 234 232 237 268
0.8 16000 221 215 208 240 260

3. Influence of Lime upon the Growth of Barley.

Generally it may be stated that practically all the wnlimed
pots have failed to produce growth and that the plants died
prematurely. All the pots with 0.19/, calcium oxide treatment in
some series produced a fairly good growth of barley, but gene-
rally the plants were stunted and duplicates in the majority of
cases gave large disagreements. At the end of December a
remarkable influence of the fertilizer applications became notice-
able; in the unfertilized pots the sprouts were thin and more
stunted. About the middle of January, the differences were
more pronounced ; some tips of barley in the pots with minerals
but without any nitrogenous fertilizers and in the cyanamide

3%
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pots became yellowish and dried up. On March 5 the first head
came in the second series (without nitrogen). In the middle of
March the plants were generally heading and on March 20,.i. e.
after 103 days of growth, the barley was harvested. The
samples were slowly dried in the oven and left at room tempe-
rature to attain a constant weight; they were then ground and
analysed in the usual manner. In a similar fashion the first har-
vesting was prepared. Tables 3—7 give the results obtained for all
the series. On the basis of these results some calculations have been
made, which are included in the tables noted. These tables contain:

a. yields of dry matter for both harvestings,

b. nitrogen percentage in dry matter,

c. total nitrogen in mgms per pot,

d. nitrogen percentage recovered from the pots where
nitrogen in fertilizer was added.

Table 3.

Series I. (No fertilizers). Influenceof different

amounts of lime on the yield of dry matter, total

nitrogen assimilated and percentage of nitrogen
in dry matter.

) Nitrogen ~ Time of harvesting:
Lime-| Lbs 1:um- assimilat{  After 70 days | After 103 days
stone | per her tOf edafter70] Dry | Nitrogen | Dry matter | Nitrogen
as CaO| acre |S100 St days of |matter |In dry| Total (|average In dry | Total
per po growth |perpot jmatter per pot PETPOY of two |matter per pot
% % gm. % i(mgm.| gm. | gm. % | mgm.
0.17
0.0 — 7.0 — 0.20 — — 0.16) — —
0.15
12,7
0.1 2000 7.0 —_ — — — 10.1 | 1.31 132
7.5
14.8 ,
0.2 4000 | 20.0 29.6 48 2.09 | 100 14.7 | 0.96 142
14.6
19.8
0.4 8000 | 23.0 22.4 6.8 2.60 | 177 200 | 1.14 228
20.2
20.5
0.6 |12000| 22.0 21.3 6.5 2.62 | 170 215 | 1.05 216
22.6
173
0.8 {16000 22.0 loss 6.2 2.90 | 180 174 | 1.05 175
17.5
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In the tables is also given the number of shoots at the time of
first harvesting, showing the force of tillering of plants. At the
last harvesting, the tillering was about the same, and is there-
fore not indicated in the tables. The study of the tables shows
that the yields from duplicate pots with lime over 0.1%, of
calcium oxide are generally in fair agreement; only in series V,
with cyanamide, the divergences were at times too large.

Table no. 3 represents the results of the unfertilized series.
As to the yields of dry matter at the end of the experiment, it
will be seen that the yield of dry matter gradually increases
with the increase of the amount of lime applied up to 12,000
pounds per acre. After this point the yield goes back. The
same appears in the yield of the first harvesting, but there the
differences are less marked. The percentage of nitrogen in the
dry matter of the first harvesting also increases with the increase

Table 4.
Series II. (Minerals only, no nitrogen). Influence
of different amounts of lime upon the yield of
dry matter, total nitrogen assimilated and
percentage of nitrogen in dry matter.

T Nitrogen Time of harvesting
Lime- | Lbs, | Num- o oimilat-| — After 70 days After 103 days
stone | per |Der off o4 ape; Dry | Nitrogen | Dry matter | Nitrogen
as CaO| acre [shoots|zq days offmatter {In dry| Total average|In dry| Total
Perpot ouowth |per pot matter|per potfPeT PO of two [matter|per pot
% % gm. % imgm.| gm.| gm.{ % 'mgm.
0.0 — 7.0 - 018 | — — 0.18 019 — | —
0.20
0.1 2000 9.0 — — — — 128 11.8 1.40 165
10.8
19.7
0.2 4000 | 21.0 18.4 6.5 2.05 133 19.7 0.83 163
19.7
249
0.4 8000 | 22.0 21.6 7.6 2,25 171 24.8 0.88 218
24.7
25.7
0.6 | 12000 24.0 17.9 8.4 2.18 183 25.9 0.87 223
26.1
BEN
0.8 16000 24.0 21.7 8.4 2.33 195 989 |28.3 0.88 249
=5 |
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of lime. It may be pointed out that the latter is a general
phenomenon also in other series, with the exception of the
cyanamide series. Attention may also be called to the high
percentage of nitrogen in the pots with 0.1%, of calcium oxide
in the final harvesting. This phenomenon is apparent in all the
series and seems to be in fair agreement with the results obtained
by Lipman and Blair (55) who note that “starved plants store
up more nitrogen in proportion than the healthy plants¢. The
differences in the percentages of nitrogen in the final harvesting
are slight and it is not possible to draw any conclusion in regard
to the influence of lime upon the percentage of nitrogen in the
dry matter of the barley at that stage of growth. The total

Table 5.

Series [II. (Minerals and nitrate of soda). Influence

of different amounts of lime on the yield of dry

matter, total nitrogen assimilated, percentage

nitrogen recovered and percentage nitrogen
in dry matter.

~ Limestone | Nitrogen| ~~~  Time of harvesting | N
as Ca0 | N gsimilat-|  After 70 days After 108 days | ecovery ofN
Lbs. per of ed after | Dry Nitrogen | Dry matter | Nitrogen [perpot |
o | per shoots 76 gavs fmatter/Tn dry| Total ([average In dry| Total | over 0/]},/
acre per pot of growth|per pot'/matter|per pot| PELPOY of two |matter per potfcheck | 7
% gm. % 'mgm.| gm. | gm. % |mgm.]lmgm.| %
0.19
0.0 -— 7.0 — 020, — — 020 — — — —
‘ 0.21
‘ 185
0.1 | 2000 | 17.0 — ? 252 | — 192 | 1.48%) 2838 | 123 | 385
19.8
| 39.6 _
0.2 | 4000 | 27.0 | 132 9.7 | 368 | 336 39.9 | 1.03 | 410 | 247 | 77.2
| 40.2
43.2 ~
0.4 | 8000 | 27.0 1 20.7 9.9 3.80 376 ) 423 | 1.10 474 256 | 80.0
\ 41.3
|
| 43.9
0.6 |12000 | 28.0 ‘ 17.0 102 | 4.02 | 410 436 | 1.14 494 | 271 | 847
43.3
| 46.6 .
0.8 |16000 | 28.0 24.7 104 | 398 | 414 458 | 1.20 550 | 301 | 94.1
| ‘ 44.9
i

1) The last half of nitrate nitrogen by mistake added after 47 (instead
of 30) days.
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amount of nitrogen increases with the application of lime up to
about 0.4— 0.6/, of calcium oxide and then falls back considerably.
In table no. 4, similar results are given for series II, i. e.
with minerals, but without nitrogenous fertilizers. Here the yields
of dry matter and total nitrogen increase continuously with the
* increase of the amount of lime applied. The total yields of dry
matter are considerably higher than in the unfertilized series,
but the total amount of nitrogen assimilated is only slightly
higher than in the first series: the percentage of nitrogen in
the dry matter of the final harvest is considerably less than in
the first series at the same time, as summarized in table nr. 8
below. Apparently in series II the nitrogen was the limiting
factor, thereby influencing the yield of dry matter and the
nitrogen percentage.

Table 6.
Series IV. (Minerals and sulphate of ammonia). In-
fluence of different amounts of lime on yield of dry
matter, total nitrogen assimilated, percentage of
nitrogen recovered and percentage of nitrogen in
dry matter.

Limestone | N'ifNitrifge’rT " Time of harvesting Recover f'\i
~as CaO b um-f assimilat-|  After 70 days After 103 days ecoveryot .
Lbs. | €T %Y eq after | Dry Nitrogen Dry matter | Nitrogen per pot
o shoots . — [ In
4 per : 70 days |matter/In dry% average|In dry| Total | over | =

acre PTPOUot growthfper pot matter,P®" Potiperpotl ;o !matter perpotjcheck | 7

% gm. % |mgm.| gm. | gm. % lmgm.imgm. %
- 0.16

0.0 — 7.0 — 015! — — 018 — — -— -
0.20
11.8

0.1 | 2000| 17.0 — — — — 11.8 | 2.20 | 260 95 1 29.7
4.5
- 33.7

0.2 | 4000 27.0 9.5 8.6 | 3.88 352 330 | 1.18 | 389} 226 | 70.6
32.3
32.1

0.4 | 8000 32.0 174 8.7 | 425 370 320 | 140 | 448 230 | 7L.9
‘ 31.8
) i 32.9

0.6 | 12000 31.0 17.2 84 | 435 . 365 32.7 | 1.35 | 441 ] 218 | 682
32.5

30.7 ;

0.8 |16000 26.0 18.8 74 | 437 349 2905 | 1.37 | 405 156 | 48.8

28.2
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In tables 5—7 the results of the series with nitrogenous
fertilizers (Series III—V) are represented. A very clear effect
was noticed in the increase of dry matter and in the higher
percentage of nitrogen in dry matter at:the end of the harvest,
as compared with series I and II. The percentage of nitrogen
in dry matter at the time of the first harvest is also consider- °
ably higher. With nitrate of soda the yield of dry matter in

Table 7.

Series V. (Minerals and cyanamide). Influence

of different amounts of lime applied on yield of

dry matter, total nitrogen assimilated, percen-

tage of nitrogen recovered and percentage of
nitrogen in dry matter.

" Limestone N Nifrogen Time of harvesting R - N
as Ca0 b umf assimilat-]  After 70 days After 103 days eeovery o
Lbs. Iir(t) ed after | Dry Nitrogen Dry matter | Nitrogen [per pot] I
% per [31%°% 170 days |matterTn dry| Total average|In dry| Total | over . I;
acre P erpot of growth|per potjmatter|per pot Perpot] ¢ two 'matter|per pot| check % %
% gm. % |mgm.| gm. | gm. % |mgm.|mgm.| %
| 0.17
00| — |70 — Jo| — | — 018 — | — | — | =
0.20 ;
) 14.8
0.1 2000 | 16.0 — ? 290 | — 14.3 2.09 299 134 | 41,9
13.8
17.9
0.2 | 4000 20.0 18.7 5.4 450 | 243 16.8 1.78 | 299 136 | 425
15.6
20.7
0.4 8000 27.0 26.3 6.6 4.62 | 320 20.6 205 | 422 204 | 638
20.6
24.3 ’
0.6 | 12000 26.0 322 6.4 450 | 288 239 | 1.72 @ 411 188 | 58.8
23.5
25.6 N
0.8 {16000 29.0 22.0 7.8 4.35 339 25.3 1.80 435 206 | 64.4
25.0

both harvests, the total nitrogen assimilated and the increase
of nitrogen over the check?!) gradually increases with the
increase of lime used.

Taking as a basis the pH value of the soil at 30 days
after seeding [the -reaction having attained apparent equilibrium

1) Series 1l being assumed as check.
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conditions (table no. 1)] it will be seen that below 6.0 of the pH
value the increase in the amount of lime caused a striking
increase in the yield of dry matter and total nitrogen. Above
this point up to pH 7.5, the increases of dry matter and total
nitrogen are much lower, as may be seen in diagram 2.

3
EE Per cent of Ca0 in dry soil and corresponding pH values.
IS i Ca0 - 00% 01% 0.2% 04% 06% 08%
Q pH - 39 4.7-49 6.0 72 74-76 75
grm.
i
40+
30+ i
i)
20+
I
10+

Diagram 2. Influence of different amounts of lime and reaction of the soil
upon the yield of dry matter in Series I—IV,

Series I.  Without fertilizer.

Series II.  Minerals only.

Series III. Minerals and nitrate of soda.
Series IV. Minerals and sulphate of ammonia.

It is of interest to note that at the time of the first har-
vesting the percentage of nitrogen in Series III and IV at a
lower pH value was lower than in the less acid pots (table no. 9,
diagr. 8). At the time of the final harvest the reverse was
the case (table no. 8).

Table no. 6 shows the results of series IV with sulphate of
ammonia as the source of nitrogen. It seems that the yield of
dry matter reached its highest point at pH value 6.0, and then
commenced to decrease; but the decrease is not too striking,
as is shown in diagram 2. The highest yield of the total nitrogen
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assimilated takes place at pH value 7.2—7.4 (diagr. 4 and table 6),
then it goes down considerably. Comparing diagrams 2 and 4
one may conclude that in general the yields of dry matter and
total nitrogen coincide, but that in the highest yields they dis-
agree in some cases.

| oy-07-69 60 72 74-76 75
30 "

40 /

—o——————Serie [, aftsr 70 dayyl

Seriel], " "

30T

—Serieff = " "

—

20+

——— Serie [V at the end

o Seriel] " "
~——.
10+
Serief] *= -
[0]0) ' : 4
Ca0% - 01 02 04 06 08 B

Diagram 3. Influence of lime upon the percentage of nitrogen in dry matter
of barley (in two stages of growing period).

Series II.  Only minerals. No nitrogenous fertilizers.
Series III. Minerals and nitrate of soda.
Series IV. Minerals and sulphate of ammonia.

4. Influence of Lime upon the Percentage of Nitrogen in
Dry Matter.

Here it is of interest to point out that the percentage of
nitrogen in dry matter is higher with an application of sulphate
of ammonia than with applications of an equivalent amount of
nitrate of soda. (Diagr. 3). This phenomenon is in fair agree-
ment with the results obtained by Pitsch (76), Maze (68),
Hutchinson and Miller (41), and some other experimentors
referred to above. It may be added that Gericke (28) bas recently
investigated the differences produced in the protein content
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of the grain of several cereals by applications of nitrogen made
at different growing periods and has come to the conclusion
that the results from the sets of pots with ammonium sulphate
«are essentially similar to the results obtained from the sets
treated with nitrate of soda“.

n

Per cent of CaO in dry soil and corresponding pH vdlues.

s
g Ca0 . 01% 02% 04% 06% 08%
RH__- 4749 60 72 74.75 75

Yotal
nitro

mgr.
I

1<l

4001

2007

I~

Diagram 4. The influence of different amounts of lime and reaction of the
soil on the total nitrogen assimilated per pot in Series I—IV.

Series 1.  No fertilizers.

Series II. Minerals only.

Series T1I. Minerals and nitrate of soda.
Series IV. Minerals and sulphate of ammonia.

In the series with cyanamide (table no. 7) it will be generally
observed that the injurious effects of the cyanamide have brought
about certain abnormalities in the life of the barley, therefore
the results must be taken with precaution. First of all, it is of
interest to note the extraordinarily high percentage of nitrogen
in the dry matter of the second harvest. This is not to be
explained on the basis of the retarded growth of the plants,
since the barley was in head in this series and had reached the
same stage of development as in the other series. And besides,
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the leaves were more dry than in the other series. The nitrogen
increase may perhaps be explained by some specific influence
of the cyanamide. We shall give a summary of the nitrogen
content in the dry matter of the second and first harvest.

Table 8.

Nitrogen percentage in dry matter in different
series at the final harvest.

Caleium oxide Percentage of nitrogen in dry matter
used % Series | Series Series Series Series
I ﬂ 11 ” I r v \4
’ !
% ] % | % % %
0.1 1.31 | 1.40 1.48 2.20 2.09
0.2 0.96 0.83 1.03 1.18 1.78
0.4 1.14 0.88 1.10 1.40 2.05
0.6 1.05 0.87 1.14 13 | L
0.8 1.05 0.88 1.20 1.37 ’ 1.80
Table 9.

Nitrogen percentage in dry matter in different
series at the first harvest.

Caleium oxide Percentage of nitrogen in dry matter

used Y Series | Series | Series Series | Series

1 )i 111 1A% v

% % % % %
0.1 — - 2.52 — 2.90
0.2 2,09 2.05 3.68 3.88 4.50
0.4 2.00 2.25 3.00 4.25 4.62
0.6 2.62 2.18 402 4.35 450
0.8 2,90 2.33 3.98 4.37 435

From the table no. 8 and diagram 3 it will be seen that at
the final harvest in series II—IV the lowest percentage of
nitrogen resulted from an application of lime to the amount of
0.2%/, Ca0 in the soil, which gave a pH value of 6.1—6.3. From
that point a slight increase begins in the percentage of nitrogen
which reaches about constant nitrogen content for every series
at a pH value of ca 7.0. In the series without any nitrogenous
fertilizers (series I and II) an increase of lime changed the pH
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value of the soil and did not markedly increase the percentage
of nitrogen in the dry matter after the neutral reaction in the
soils had been reached. In the series with nitrate of soda, an
increased lime application was followed by an increase of the
nitrogen content in the dry matter. At the time of the first
harvest, the increase of lime was followed by an increase of
the nitrogen content up to pH value 7.4—7.5.

5. Influence of Lime upon the Recovery of Nitrogen Applied
. in Fertilizers.

In tables no. 5—7 (the last columns) are shown the percen-
tages of nitrogen recovered by barley at the last heading stage
from the nitrogenous fertilizers applied. The percentages of
nitrogen recovered are obtained by subtracting from the total
recovery in the nitrogen fertilized pots of a given series, the
amount recovered in the corresponding minerals pots (Series II,
without nitrogen fertilizers) for that series, dividing the remain-
der by the amount of nitrogen applied per pot and pointing off
for the percentage. The first result apparent from these data

-
§ Per cent of Ca0 and corresponding pH vdlues.
*S[wo - om 02% 04% 06% 08%
| pH - 4749 60 72 74-76 75
p.e.
Nan 0,
90T
80+
70+
60+
50+
WS
401
)
30

Diagram 5. Influence of different amounts of lime and reaction of the soil upon
the recovery of nitrogen from nitrate of soda and sulphate of ammonia.
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is that at pH values below 6.0, lime has had a striking effect
upon the recovery of nitrogen from nitrate of soda and sulphate
of ammonia. For the cyanamide this stage is reached later.
Diagram 5 confirms the above statement concerning the recovery
of nitrogen from nitrate of soda and sulphate of ammonia.

At the pH value 6.0 the increase in the recovery of nitrogen
with nitrate of soda is reduced, but the recovery continues to
increase gradually and reaches the highest point in our experi-
ment at the pH value 7.5. With sulphate of ammonia below
the pH value 7.2, we have almost the same amount of nitrogen
recovered as at 6.0, but after this point, the per cent recovery
of nitrogen from sulphate of ammonia goes down and after the
pH value 7.6, it takes a sudden drop.

In tables no. 3—7 are also given the percentages of the total
nitrogen assimilated after 70 days of growth. This percentage
generally fluctuates between plus 20—30 and cannot be corre-
lated with the amounts of lime. It is of interest to note that
in the unmanured series the increase of lime is followed by a
decrease of the percentage of nitrogen assimilated after 70 days,
and that at pH value 7.5 some loss of nitrogen is indicated
after 70 days.

Table 10.

Nitrate nitrogen in the soil during the period
of growth. P.P.M. on airdry soil

Limestone pﬁﬁts Barley plants
Time of asr ?ao Noifertilizi}is Muriatﬁ Qf potash, acid ph(r)sphaté”a?(_}j
sampling Per Lbs. — Nitrate of | Sulphate Cyana-
cent | Per Series |Series|Series soda of ammonia| mide
acre I 1I 111 Series IV | Series IV | Series V
0.0 — — 0.8 0.7 37.0 1.1 0.9
02 | 4000| — 0.2 0.2 2.3 0.4 0.2
After 70| 0.4 | 8000 — 0.3 0.3 3.2 2.5 0.2
days 0.6 [12000] — | 04 | 02 3.1 0.9 0.3
0.8 116000 — 0.2 0.2 2.8 0.8 0.2
0.0 — 0.9 0.4 1.0 24.3 2.8 0.7
0.1 2000 — 0.4 0.3 6.4 0.4 0.4
After 1031 g9 | 4o00| 4.1 | 03 | 04 04 0.3 0.5
days (at| o4 | 8000|160 | 06 | 05 0.5 0.6 0.5
endof ex-\ g6 |19000) 27.4 | 05 | 0.6 0.7 0.6 0.5
periment)| o5 |16000] 25.8 | 05 | 05 0.6 0.7 0.6
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6. Influence of Lime upon the Formation of Nitrate in the Soil.

In order to obtain some information on the influence of
lime upon the formation of nitrate in the soil, determinations
were made at the start, at certain intervals, and at the end of
the experiment. The results are summarized in table no. 10. The
original soil had 0.9 p. p. m. nitrate nitrogen on a dry basis.

In the unplanted and unfertilized series, it will be seen
that the increase of lime is followed by an increase of nitrates,
the highest amounts of nitrate found during the 108 days being
at pH values 7.5—7.6. In the unlimed pots with a pH value
of 3.93, no nitrates were formed in the course of 103 days.
With a lime application of 4000 pounds per acre and a pH value
about 5.9 only an insignificant amount — about 3 p. p. m. —
of nitrate nitrogen was formed during the same period. In all
planted and limed pots, with the exception of the series with
NaNO,, the amount of nitrate nitrogen was less in the majority
of cases than one p. p. m. In the series with nitrate of soda
at the first harvest, the nitrate content was considerable with
nitrate of soda. At the second harvest no differences com-
parable with the other series are apparent. Only with a lime
application of 0.1°/, higher nitrate nitrogen content was found ;
this may be explained by the fact that a later application of
nitrate of soda was made (see table 5). It is also worth noting
that in the series with nitrate of soda the amount of nitrate
nitrogen in the unlimed pots, which produced practically no
growth, gradually diminished. At the start of the experiment
and also after 30 days a 43 p. p. m. nitrate nitrogen was added.
In the unlimed pots 387 p. p. m. was found, after 70 days, and
after 103 days, 24.3 p. p. m. Apparently the nitrates were
utilized by the microbial flora capable of surviving in such an
acid soil.

It may be added that the experiment was conducted during
the winter from December 8 to March 20, in the greenhouse.
The greenhouse temperature, during the experimental period,
varied considerably from day to night. It must also be stated
that there was comparatively little sunshine during the day.
These conditions influenced the length of the growth period
and perhaps also some of the results as regards the percentage
of nitrogen recovered.
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Conclusions.

From the experiment with barley described above the

following conclusions may be drawn:

1.

Ground limestone decreases the hydrogen ion concentration
in the soil and in very acid soils changes in the pH values
up to the neutral point may be correlated with the amounts
of lime used. Above the neutral point the changes in the
pH values, were much less marked when ground limestone
was applied.

Ground limestone considerably decreases the solubility of
aluminium compounds in the acid loam soil.

Ground limestone at first considerably increases the yield
of dry matter in very acid loam soil. Above the neutral
point the applications of lime cause either a small increase
or even a decrease in the yields of dry matter. It is
notewortly that a heavy application of ground limestone
caused a considerable decrease in the yield with sulphate
of ammonia.

At an early stage of growth (up to 70 days in the experi-
ment) an increase of lime applied is followed by an increase
of the nitrogen percentage in the dry matter. An increase
of lime applied at pH values 6.0—7.5 has only an insignifi-
cant influence upon the percentage of the nitrogen content
in the barley crop at the heading stage. In general, the
percentage of nitrogen in dry matter is considerably higher
with an application of nitrogenous fertilizers.

The recovery of the nitrogen of nitrate of soda and sulphate
of ammonia at pH values below 6.0 is strikingly benefited
by lime. After this point the recovery of nitrogen of
nitrate of soda increases only gradually and reaches the
highest percentage at pH value 7.5. With sulphate of
ammonia the highest percentage of recovery is reached at
a pH value of about 7.2, and from this point the percentage
of nitrogen recovered goes down, at first slowly, then
rapidly; and at the value 7.5 it drops to 48.89,.

Lime considerably increases the formation of nitrates in
unplanted pots. At a pH value below 4.0 no nitrate in
unplanted pots was formed. At the pH value about 5.9 only
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10.

11.

12.

14.

an insignificant amount — about 8 p. p. m. — of nitrate
nitrogen in course of 103 days in unplanted pots was formed.
The application of sulphate of ammonia during the first
part of the growth of the barley, decreases the pH value
by about 0.1—0.2, as compared with nitrate of soda.
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1. Die Verbreitung des Unterkambriums anf dem Boden des Finni-
schen Meerbusens und die Entstehung des osthaltischen Glintes )

Aus der Verbreitung der sedimentiiren Geschiebe in den
glazialen Ablagerungen nérdlich vom Glint wird geschlossen, dass
am Boden des Finnischen Meerbusens das Unterkambrium an-
steht. Weil es die &ltesten Schichten sind, die in Betracht kom-
men, so kann hier kein Graben vorhanden sein. In einem Graben
miisste man jiingere Sedimente als das Kambrium erwarten. In
der Miindung des Meerbusens aber und weiter nach Westen liegt
offenbar ein Verwerfungsgebiet mit dem Ostseekalk — Wesen-
berger Kalk als jiingste Ablagerung.

Eine Ubersichtskarte des Finnischen Meerbusens wird
beigefiigt. Der Glint wird fiir einen Erosionsrest am Rande
der finnischen Aufwélbung erklart.

-

1. Uber das unterkambrische Alter des Estonfums. . . . . . . . 15

Das Estonium, aus dem Blauen Ton mit den basalen Bildun-
gen und aus dem Eophkyton- und dem petrefaktenleeren Sandstein
bestehend, gehért einem einheitlichen Zyklus an ; es sind in ihm
also keine wichtigen Liicken zu erwarten. Die im oberen Teile
des Blauen Tones vorhandene Fauna ist noch lange nicht die
dlteste kambrische Fauna iiberhaupt. Das Estonium muss
von kleinerem Umfang sein als das Olenellium und kann daher
nicht ins Vorkambrium versetzt werden. Das von ilteren Auto-
ren als Vermutung ausgesprochene algonkische Alter des Blauen
Tones ist niemals bewiesen worden und kann auch niemals bewie-
sen werden, denn alle Tatsachen sprechen fiir das kambrische
Alter der Formation. Der neue, von S cupin vorgeschlagene
Name ,,Ingrium” wird abgelehnt.

Il. Eine Corophioides-Fauna aus dem estnischen unterkambrischen
wlossilleeren® Sandstein. (U-Rohre mit Spreite). . . . . . . 30

Es wird ein Fund von C. erraticus Richter und C. Hel-
merseni n. sp. beschrieben. Diese Formen kommen in der obersten
Abteilung des Estoniums, im ,,petrefaktenleeren Sandstein” bei
Narva, vor. Das Vorhandensein einer Spreite liegt ausser Zwei-
fel. Durch die zahllosen Spreiten ist das Gestein zerkliiftet und
verfillt daher leicht der Erosion.

s



‘4 A. OPIK AXV.2

V. Flachwassererscheinungen im estnischen Unterkambrium. . . . 42

Es werden veriffentlicht die wihrend einer Exkursion mit
A. Foerste (U. S. A), Troedsson (Stockholm) und R.
Richter (Frankfurt a/M.) unter der Fiihrung von A. Opik
im estnischen Kambrium gemachten Beobachtungen. Es werden
aus dieser Formation verschiedene grosse Wellenfurchen (von
1,5—20 m Linge) beschrieben. Neben Flachwassererscheinungen
wird auch ein Sandsteinblock besprochen, der wegen seiner eigen-
artigen schaligen und runzeligen Beschaffenheit vom Verf. d.
Schrift fiir organisch entstanden gehalten wird.

Abgebildet werden Corophioides erraticus Richter, C.
Helmerseni n. sp. und verschiedene Profilaufnahmen.
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Die Verbreitung des Unterkambriums auf dem Boden
des Finnischen Meerbusens und die Entstehung des
ostbaltischen Glintes.

Jene estlidndischen, bzw. ostbaltischen Ablagerungen, welche
dem unteren Teil des Unterkambriums angehéren und den Namen
Estonium tragen, treten zu Tage und sind erschlossen als
untere Abteilung des Glintes vom Kap Pakerort' im Westen bis
zu den Ufern des siidostlichen Ladoga. Am Glint sind nur die
oberen Glieder des Estoniums aufgeschlossen. Der grissere, tiefer
liegende Teil setzt sich in Estland und Ingermanland gegen Nor-
den im Meeresboden fort; weiter 6stlich ist als Fortsetzung des
Estoniums der ,,Blaue Ton” der Karelischen Landenge 1) fest-
gestellt worden. ,

Wir miissen annehmen, dass die ehemalige Verbreitung der
Sedimente des Estoniums im Norden viel grosser war als jetzt.
Als entferntere Fortsetzung des ,,Blauen Tons” koénnen die Sand-
steine in SW-Finnland und auf Aland gelten. Diese Sandsteine
sind nur in Spalten des kristallinen Untergrundes ‘erhalten und
sind im allgemeinen ganz fossillos. Nur auf Aland enthalten sie
einen Brachiopoden — die Acrotreta Tanneri Metzge r, und
dieser Fund bestitigt das vorkambrische Alter des Rapakivi-
granites von Aland, dessen Rumpf die Sandsteinginge durch-
setzen 2).

Die Erhaltung des kambrischen Sandsteines in den Spalten
des Urgebirges ist eine Tatsache von besonderer Bedeutung.
Solche Sandsteinginge mit kambrischem Sandstein sind auch
aus anderen Gebieten Fennoskandiens bekannt geworden, ,,und
zwar nicht nur in der nichsten Umgebung der heute mit
kambrischen Ablagerungen bedeckten Gebiete, sondern auch in
grosser Entfernung von ihnen, wie in den Schirenhéfen vom
Vénernsee, von Stockholm, &land, Ostergotland, d. h. nur in alten
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Senkungsfeldern” 3). Diese Sandsteinginge im Urgebirge be-
weisen, dass wenigstens in ihrer Umgebung die gegenwirtige
Landoberfliche als fossile vorkambrische Landflache zu betrachten
ist. Die postkambrische, resp. postkaledonische Destruktion, das
Inlandeis und die Schmelzwasser waren nicht imstande dieses
fossile Peneplan anzuschneiden, weil im Laufe der ganzen fossil-
fithrenden Erdgeschichte diese Landschaften niemals die notige
Hohe erreichten oder ein geniigendes Gefélle besassen. Wir
miissen erwarten, dass auch andere ,,Senkungsfelder” und tief-
gelegene Urgebirgslandschaften das auspridparierte uralte Pene-
plan darstellen, und zwar besonders dort, wo das Kambrosilur an-
steht oder wo es in der Nahe vorhanden ist.

Wir konnen deshalb sicher sein, dass das fossile Peneplan
von Siidfinnland sich am Boden des Meerbusens nach Siiden fort-
setzt, in der Richtung des Glintes, dessen Sedimente sich
schiitzend iiber die vorkambrische Landfliche ausbreiten.

Im Ostbaltikum sind im Liegenden des Ordoviziums und
Estoniums (Unterkambrium) die Gesteine des fossilen Pene-
plans erbohrt worden 4).

Aus den Bohrpulvern kann aber mit Sicherheit nur auf das Vor-
handensein kristalliner Gesteine geschlossen werden, die Gesteine selbst sind
unbestimmbar. In der Literatur werden diese Bohrpulver als ,Rapakivi”
und ,,Gneisgranit” und dgl. bezeichnet, und es werden daraus auch Schliisse
gezogen. Wie die Gesteinsbestimmungen, so sind auch alle sich an sie
kniipfenden Folgerungen ganz problematisch.

Am Nordufer des Finnischen Meerbusens [vergl. W. Ram -
say5)] taucht in flacher Abdachung in Form eines Schirenhofes
das fossile Peneplan ins Meer, und an der Siidkiiste liegt es schon
rund 100 m tief unter dem Meeresspiegel. Diese Abdachung des
Peneplans ist im ‘Einfallen der ganzen Ostbaltischen Kambro-
silurischen sedimentiren Platte erkennbar. Diese Abdachung
muss fiir sehr alt erklirt werden, weil eben damit die Erhaltung
der ostbaltischen paldozoischen Sedimente verkniipft ist. In
ihrer gegenwirtigen Ausbreitung liegen sie némlich tief am
Rande der mehr aufgewolbten kristallinen finnléindischen Platte,
welche wegen ihrer hoheren Lage den ehemaligen sedimentiren
Uberzug verloren hat.

Ein Blick auf die geologische Karte des Baltischen Schildes belehrt,
dass diese Verhaltnisse am Rande des Schildes die Regel darstellen. In
einem gegen O und NO verlaufenden und nach Siiden konkaven Bogen um-
siumen die paldozoischen Sedimente die Wolbung des Schildes. In der
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Richtung der Konvexitdt, nach S und O, liegt das Kristallinikum tief unter
den miachtigen Sedimenten begraben. An der konkaven Seite des Bogens,
am Rande des Schildes, auch im Osten sind sicherlich Spuren eines fossilen
Peneplans zu erwarten. ‘

Unter den Sedimenten, welche diesen Teil des Baltischen Schildes um-
siumen, fallen besonders auf die Sandsteine und Tone des Old Red. Am
Rande gelegen und im Wasser abgelagert, mit wenigen Brachiopoden. usw.
und mit einer Fischfauna, die auch in marinen Schichten vertreten ist, wird
es wohl ein Saum von Deltaablagerungen gewesen sein.

Die Miachtigkeit des Ordoviziums und Kambriums am Glint
schwankt von 120 bis 150 m; die grosste Hohe des Glintes betragt
56 m. Es bleiben also noch rund 100 m von Sedimenten iibrig,
die keinen Anteil am Aufbau der eigentlichen Steilkiiste des
Glintes haben, denn an den Siidkiisten des finnischen Meerbusens
sind keine steilen Tiefen von dieser Grossenordnung vorhanden.
Wir konnen deshalb annehmen, dass diese tiefsten 100 m von
- Sedimenten, welche ja dem ,,Blauen Ton” angehéren, am Boden
des Meerbusens ausstreichen und ein breites und flaches O—W
streichendes Band bilden, das ziemlich weit gegen N greifen
muss. Je mehr gegen N, je niher zur finnischen Kiiste, desto
hoher steigt das fossile Peneplan an. Weil aber das Meer
noch ungefahr ebenso tief bleibt, so muss angenommen werden,
dass die kambrischen Sedimente gegen Norden immer diinner
werden, und zwar in dem Sinne, dass die jiingeren Schichten im
Siiden zuriickbleiben, gegen Norden aber immer dltere Schichten
den Meeresboden bilden.

In derselben Art hat auch Mickwitz30) den Bau des
Bodens des Finnischen Meerbusens dargestellt — in seinem Profil
von der estlindischen Kiiste bis nach Finnland iiber die Insel Keri
oder Kokskdr. Wie wir weiter sehen werden, hat diese Auf-
fassung sehr viel fiir sich. Die Abbildung bei Mickwitz
(S. 701) gibt in jeder Hinsicht die beste Deutung, nur dass die
Kontaktfliche zwischen Kambrium und Archiikum viel unebener
sein wird und dass das Grundgebirge in Estland nicht so tief liegt. -

Ahnlich hat auch W. Ramsay5) gedacht, als er die
verschiedenen Entwicklungsstadien und Entstehungsmoglich-
keiten des Finnischen Meerbusens darzustellen versuchte.
Die Momente A, B, C und D [Ramsay5), S. 8,
Fig. 2] entsprechen vollstindig unserer Auffassung, nimlich



8 A, OPIK ) AXV.2

dass im Meerbusen keine nachkambrischen Verwerfungen vorlie-
gen und dass das Kambrium auf dem Meeresboden gegen Norden
allméhlich auskeilt. Nach R am s a y 5) soll aber die Entwickelung
des Glintes weitergeschritten sein, wie es aus dem folgenden her-
auszulesen ist: ,,Il ne semble pas non plus invraisemblable que, un
peu avant de la cote du glint, se trouve une faille qui ait fait
baisser un peu le terrain situé au sud”.

Die dritte Moglichkeit wire, dass im Meerbusen selbst ein
Graben vorliegt, wobei der Glint und seine Sedimenttafel den
stehengebliebenen Rand darstellen.

Eine Aufklirung dieser Fragen konnen wir wenigstens zum
Teil von den sedimentiren kambrosilurischen Geschieben in den
Glazialablagerungen vor dem Glint erwarten.

In den Glazialablagerungen nordlich vom Glint finden sich
sedimentire Geschiebe, welche vom Inlandeise herangefiihrt wor-
den sind. In Finnland kennen wir keine Sedimente von kambro-
silurischem Alter, — die Heimat dieser Geschiebe liegt also am
Boden des Finnischen Meeres. Die Glazialablagerungen sind
stark von den Wellen angegriffen und zum Teil in Strandwille
umgewandelt worden, so dass es manchmal ziemlich schwer ist,
diese voneinander und auch von spéite'ren Deltaablagerungen zu
unterscheiden. Deshalb sind von besonderem Wert solche Ge-
schiebe, die sich faziell vom Anstehenden des Glintes unterschei-
den, und solche, die in unverinderter Grundmorine oder als
Driftmaterial in den Bandertonen eingebettet sind. Abgesehn von
vielen Fillen, wo es unmoglich war die Herkunft der Geschiebe
festzustellen, gab es Fille, wo mit Sicherheit die Herkunft vom
Norden angenommen werden konnte.

Solche ,,glintfremde” Gesteine im Gebiete 6stlich von Tallinna
sind nur von kambrischem Alter. Es sind tonige, gewohnlich sehr
grobkornige griinlichgraue wohlgeschichtete glaukonithaltige
Sandsteine, — bei denen gerade die Grobkornigkeit befremdend
wirkt. Einige dieser Geschiebe enthalten Phosphoritknollen.
Diese Sandsteingeschiebe sind ziemlich selten, weil sie sehr locker
sind, so dass man sie zuweilen zwischen den Fingern zerreiben
kann. Nicht selten sind sie verkiest, und dann sind sie bedeutend
hirter.

In der Umgebung der Stadt Tallinna aber und westlich davon
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finden wir nur selten kambrische Geschiebe, die sich vom An-
stehenden unterscheiden. Auffallend ist nur ein Husserst grob-
korniges, aus kantigen, aber glatten Quarz- und Feldspatkornern
bestehendes, etwas tonhaltiges Gestein mit grossen grauschwarzen
glinzend-glatten Phosphoritknollen und eingesprengtem Bleiglanz.
In Estland sind solche Gesteine unbekannt, und dieser Sandstein
hat mit den anderen kambrischen Geschieben dieser Gegend auch
nicht die geringste Ahnlichkeit. Besonders hiufig ist dieser son-
derbare Sandstein auf der Halbinsel Teliskopli.

Auf derselben Halbinsel finden wir nun plétzlich Geschiebe des
Megalaspiskalkes (Glaukonitkalk), des Vaginatenkalkes und die
Gesteine der hoheren Stufen von C; bis E (Wesenberger Kalk).
Die Blocke sind fast immer korrodiert. Die Gesteine unter-
scheiden sich deutlich vom Anstehenden. Besonders gilt dies fiir
den Vaginatenkalk, der als bituminése sandige Kalkgeschiebe ver-
treten ist, also in einer Form, die wir erst weit westlich anstehend
antreffen konnen 6). Also stammen diese Geschiebe sicherlich
nicht vom Glinte.

Unweit der Stadt Tallinna, auf der Insel Paljassaar, deren
Grat aus einem As besteht und von Sandflichen umgeben ist,
finden sich reichlich Geschiebe vom Alter der Wesenberg-Stufe,
die dem Ostseekalk gleichgestellt werden kénnen. Von hier an
nach Westen sind diese Ostseekalk-Blcke eine hiufige Erschei-
nung. Das estnische Anstehen liegt von hier sehr weit nach Siiden,
so dass kein Zweifel dariiber vorhanden ist, dass diese Geschiebe
glazialer Herkunft sind.

Westlicher werden Geschiebe vom Alter der Jeweschen Stufe
(D,) und der Kegelkalke (= Macrouruskalk D,) hiufig. So be-
findet sich an der Spitham-Spitze eine bedeutende Anhiufung
solcher Blocke.

Auf der Halbinsel Tahkona im Norden der Insel Hiiumaa
(= Dagé) finden wir ebenfalls reichlich Geschiebe verschiedenen
Alters. Sehr oft findet man hier Sandsteinblocke (Kambrium),
die als Schleifsteine gebraucht werden. Daher auch der estnische
Name ,,Tahkona”, was als ,,das Gebiet der Schleifsteine” iiber-
setzt werden kann. Hier sind aber auch alle anderen Stufen ver-
treten, vom Vaginatenkalk bis zum Wesenberg-Kalkstein.

Neben diesen kambrischen und ordovizischen Geschieben
treten gleichzeitig Blocke auf, deren Heimat ohne Zweifel als
Stidwestfinnland bestimmt werden kann, H#ufig sind rote, harte
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Sandsteine, — gleich dem jotnischen Sandstein von Satakunta;
daneben kommt ein Olivindiabas vor, der gleichen Ursprungs
sein diirfte. In der Umgebung von Tallinna sind einige Blocke
von grobkristallinem Kalkstein gefunden worden. Ein grosser
Block von 0,5 m Durchmesser liegt eben noch an der Telis-
kopli-Spitze. Dieser Kalkstein fiihrt reichlich helle Glimmer-
blattchen, Koérnchen eines griinen Minerals und offenbar auch
etwas Chondrodit. Dieser Kalkstein hat eine grosse Ahnlich-
keit mit denen von der Insel Al6 (Pargas). Diese letzteren Funde
reden von einer NW—SO-lichen Eisbewegung, welche hier ja im
allgemeinen herrschte. Aber auch die anderen sedimentiren
Geschiebe miissen aus dieser Richtung stammen, — offenbar vom
Meeresboden an der Miindung des Finnischen Meerbusens und
vielleicht westlich davon — aus der Ostsee. Die ordovizischen
Gesteine, welche am Glint iiber dem Meer liegen, sind dort tief
eingesenkt. Zuoberst liegt der Wesenberg-Kalkstein, weil er das
jingste unter den Geschieben und deshalb auch am reichlichsten
vorhanden ist.

Aber es liegen auch idltere Gesteine vor, — also sind die
versunkenen Gebiete nicht einheitlich: entweder sind sie stark
angeschnitten, oder es sind noch spezielle Storungen vorhanden,
infolge deren die tieferen Ablagerungen das Bereich des Eisan-
griffes erreichten. Bei Tallinna ist es wirklich schwer, das Vor-
kommen dlterer Geschiebe anders zu erkldren. Aber westlicher,
von den Inseln Rogo beginnend, werden die Schichten des Glintes
vom Meere bedeckt, und so geht es weiter bis nordlich von Hiiu-
maa (Dag6) und westlicher. Hier konnen unterseeische Auf-
schliisse der Glintfortsetzung liegen, die einen Teil der &#lteren
Geschiebe geliefert haben.

Nach allen unseren Uberlegungen scheint es ziemlich sicher
zu sein, dass das durch die Geschiebegeologie festgestellte Sen-
kungsfeld der Ostsee sich bis zur Miindung des Finnischen Meer-
busens erstreckt und sogar ein wenig in diesen eingedrungen ist.

Wie miissen wir uns nun den Sedimentiiberzug des Bodens
des Finnischen Meerbusens vorstellen?

Aus diesem Gebiete kennen wir nur Sandsteingeschiebe von
kambrischem Alter. Es wurde festgestellt, dass in unberiihrten
Mor#nen, nordlich vom Glint und ostlich von Tallinna, dies die

;
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einzigen sedimentiren Geschiebe sind. In der ganzen Masse des
Kalkgerélles vor dem Glint finden wir nur solche Gesteine, die
unmittelbar am Glinte anstehend nachweisbar sind. Stufen und
Zonen, deren Ausstrich siidlicher liegt, sind in diesen Anhiufun-
gen nicht vertreten. Wir finden also nur Ger6ll bis zum Echino-
sphaeritenkalk; Vertreter der Schichten von C, bis E (We-
senberg-Kalk) sind nicht vorhanden. Falls am Boden des Meer-
busens ordovizische Kalksteine anstehen, miisste man hier dhnlich
wie im Westen im Geschiebe jiingere Stufen erwarten, besonders
aber den Wesenberg-Kalkstein. Als Geschiebe finden wir jedoch
nur die kambrischen Sandsteine, — diese bilden also die Boden- -
schichten des Finnischen Meerbusens. Die ,,Esthonia-Formation”
liegt am Glint noch 100 m unter dem Meere, sie ist also michtiger
als die Wasserschicht des Meeres. Es liegt demnach kein Grund vor,
im Finnischen Meerbusen eine Verwerfung zu vermuten. Das
Meer ist durch das siidliche Einfallen der fossilen subkambrischen
Landfliche gebildet worden, am Rande der finnischen Aufwol-
bung, in einer alten Erosionsvertiefung *).

Eine Stiitze unsefer Ansichten sehen wir im Vorkommen des
,»Blauen Tones” auf der Karelischen Landenge und auf der Insel
Kotlin 7) (Kronstadt). Diese beiden liegen weit vom Glint ent-
fernt, und es ist kein Grund vorhanden, hier irgendwelche Stérun-
gen zu vermuten. Dass der ,,Blaue Ton” in Karelien noch so hoch
liegt, westlicher aber, im Meerbusen, so tief — dies hingt mit
dem alten Erosionsrelief zusammen und mit der alten Neigung
der Ostbaltischen kambrosilurischen Platte nach Westen, dem
Ostseebecken zu. Es konnte auch dieselbe Neigung sein, welche
die Richtung der erodierenden Wasser bestimmt und zur Bildung
des Finnischen Meerbusens gefiihrt hat.

Falls wir im Finnischen Meerbusen selbst keine Verwerfun-
gen haben, so hat auch die Steilkiiste des Glintes nichts mit einer
Verwerfungstektonik zu tun. Die gegenwirtige Form des Glintes
ist das Ergebnis seiner petrographischen Beschaffenheit und der
postglazialen und rezenten Abrasion 6). Die urspriingliche Ent-
stehung des Glintes aber, als einer Geldndestufe vor dem Finni-
schen Schilde, hingt mit der Aufwoélbung des Schildes zusam-
men: die Aufwélbung wurde infolge der hoheren Lage und des stei-

*) Der Finnische Meerbusen ist somit ein ertrunkenns-Léngstal oder
ein Scheidetal in flach einseitig geneigten Schichten,
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leren Gefilles ihres Sedimentiiberzuges beraubt, wahrend der tief-
gelegene Rand — jetzt die ostbaltische kambrosilurische Platte —
in der Nahe der Erosionsbasis blieb und deshalb verschont wurde.

Die Auffassung Ram s ay’s 5) ist ebenfalls nicht vollstindig
iiberzeugend. Weil im Meerbusen das Estonium weit gegen Nor-
den verbreitet zu sein scheint, so muss die von Ramsay ver-

- mutete Verwerfung dicht an die finnische Kiiste verschoben wer-

den. Liegt sie aber doch vor dem Glint, so ist die Sprunghéhe klei-
ner als die Méchtigkeit des Estoniums (also unter 100 m), denn
sonst miisste man nicht das Kambrium, sondern das Urgebirge
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Abb. 1. Geologische Karte des Finnischen Meerbusens,
1:4.000.000. Zeichenerklarung: Horizontal gestrichelt: die finni-
schen vorkambrischen Gesteine und das fossile subkambrische Peneplan.
Vertikal gestrichelt: Unterkambrium (Estonium). Schrig gestrichelt: die
ordovizisch-kambrische ostbaltische Platte. Karriert: das mutmassliche tek-
tonisch entstandene submarine ordovizische Gebiet, mit dem Wesenberg-
Kalk als jiingster Ablagerung. A = Abo; H = Helsingfors; V == Viborg;
K = Insel Kotlin (oder Kronstadt) ; L —= Leningrad; N = Narva; S = Hog-
land; T = Tallinna (= Reval).

im Meere bei den estnischen Kiisten erwarten. Aber eine Ver-
werfung ist hier am Rande iiberhaupt unwahrscheinlich — eher
miisste man solche grosse Einstiirze oben auf dem Gewdélbe er-
warten.

Anmerkungen zur geol. Karte des Finnischen Meer-
busens.
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4. Schematisches Profil eines artesischen Brun-
nens auf dem 21-sten Arbeitsbezirk der Seefestung
des Kaisers Peters des Grossen.

Hohe tiber dem Meere 42 (= ca 13 m).

Michtigkeit
, ‘g : Bemerkungen und Deu-
Petrographische Charakteristik in Fuss Mg':e,- tung (nach dem Verf.)
1. Gelber Sand ... .. 0—5’ 1,5 In diesem Profil ist
2. Grauer Ton mit Sand | 5—141° |41,3 eshs"hwe:l" dfhe ka‘;‘ab“‘
¢ o v schen un e quartaren
8. Graver Ton .. .. .. 141, ”146 6' L7 | Sedimente voneinander
4, Sand .......... 146,6 —155 2,7 zu tremmen. Aus dem
5. Grand ......... 155°—160" | 1,5 | Vergleich mit dem fol-
6. Weisser feiner wasser- genden (B) Profil aber
fithrender Sand . . |160'—197" |11,2 gmss d,“““(’} entﬂ*{hmgf"
ey ass die Grenze in die
7. Grober Sand ... .. 197’—‘203, 1,8 | tiotsten Teile der Schicht
8. Blauer Ton . ..... 203 —218 4,§ 2 zu verlegen ist.
9. Weisser grober was-
serfiihrender Sand. [218'—256" |[11,5
77,8

B. Profil des artesischen Brunnens bei den siid-
lichen Kasernen, ausgefithrt vom Unternehmer

1. Gelber Sand
2. Fester Grauer Ton mit
Geschiebe
. Weisser Sand mit
Torfpartikeln . . . .
. Blauer fester Ton mit
Grand . .......
. Gelber Sand mit Torf
Blauer Ton
Sandstein
Blauer Ton

......

TS

.......

......

........

Se®No o

1
11.

......
.......

Ton

18.

A. Reiman.
0—10’ 8,0
10—52° (12,8
52’ —62’ 8,0
62'—116" |[16,4
116'—120° | 1,2
120°—150" | 9,1
150'—178" | 7,6
178°—176’ | 0,9
176'—204" | 8,5
| 204—2075” | 1,0
2075"-259'10' |16,0
25910"—260' | 0,05
260’ —268' | 2,4

81,95

Postglazialer Meeressand

Grundmorine

Praglaziale(?) Ablagerun-
gen mit Pflanzenresten (?)

Unterkambrium
(Estonium)
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Die Grenze des Estoniums gegen das Urgebiet ist sicherlich -
nicht so geradlinig. In den Randgebieten miissen reichlich Inseln
des Kambriums in den Vertiefungen des Urgebirges vorkommen,
und durch die Decke des Estoniums ragen wohl mehrere Buckel
von kristallinen Gesteinen hervor. Das Verbreitungsgebiet des
Kambriums wird in der Tat auch grosser sein und mehr gegen Nor-
den vorriicken. Die siidliche Grenze ist durch die Glintlinie aufs
genaueste bestimmt. Ohne Zweifel ist auch die Fortsetzung des
Kambrosilurs im Westen am Meeresboden vorhanden, jedoch
nur als flache Gelandestufe, nicht als eine einheitliche Steilkiiste.
Erst in Estland im Bereiche der Brandung wird der Ausstrich in
eine Steilkiiste umgewandelt. Problematisch sind die Grenzen des
(karrierten) subaquatischen Feldes. Im Siiden von diesem ist wohl
eine Verwerfungskluft vorhanden; sehr wahrscheinlich ist die
Verbindung dieses Gebietes mit dem Anstehenden der Ostsee.

Dass der ,,Blaue Ton” am Boden des Finnischen Meerbusens
ansteht, ist nur in einem Fall durch Bohrungen nachgewiesen
worden. Es sind dies namlich zwei Tiefbohrungen (Brunnen) im
Siiden der Insel Naissaar (Nargo), die widhrend der Festungs-
bauten von der russischen Regierung ausgefiihrt wurden. Die
Bohrungsdaten sind in den Akten des Bergamtes in Tallinna
vorhanden und wurden dem Verfasser von Herrn Dir. Berging.
J. K ark freundlichst zugestellt. Von Bohrproben ist nichts vor-
handen. Deutlich unterscheidbar sind die oberen jiingeren und
die &lteren unterkambrischen Sedimente. Das Urgebirge ist in
keinem Fall erbohrt worden.

Die Insel liegt ca 20 km nordwestlich von der Stadt Tallinna
und 18 km nordlich vom Glint.

Aus den beiden angefiihrten Profilen geht unzweideutig her-
vor, dass noch in diesem Abstande vom Glint im Bereiche des
Finnischen Meerbusens der ,Blaue Ton” — das Estonium — in
normaler Hohe ansteht und dass von anstehenden ordovizischen
Kalksteinen am Boden des Finnischen Meerbusens keine Rede
sein kann. Sind hier Verwerfungen vorhanden, so miissen diese
nordlich liegen, falls sie iiberhaupt vorhanden sind.

Aus den Bohrungen scheint auch hervorzugehen, dass
das Estonium ziemlich sandig ist, indem im Profil die Sandsteine
iiberwiegen. Doch handelt es sich um Schlagbohrung, wobei
" immer eine Durchmischung und Verunreinigung stattfindet und
ein sandiger Ton leicht als Sand gedeutet werden kann. Aus
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diesem Grunde bieten diese Bohrungen keine sichere Grundlage,
auch - was die ,torffiihrenden” Schichten anbetrifft. Der
Streit 7) iiber die Herkunft des Gases auf der Insel Kokskir wird
ebenfalls nicht gelést. Obwohl am Boden des Meeres kein Dictyo-
nemaschiefer vorhanden ist, so ist doch nicht sicher, dass gerade
ein Torflager der Ursprung des Gases sein kann. Der spirliche,
problematische ,,Torf” unserer Bohrungen ist wohl kein geniigen-
der Beweis. Sehr moglich aber, dass das Gas aus dem Kambrium
selbst stammt: ,klebrig”- bituminése kambrische Sandsteinge-
schiebe werden aus dem Alandgebiet von Wiman 8) erwihnt,
vielleicht sind auch hier solche anstehend vorhanden.

II.

Uber das unterkambrische Alter des Estoninms.

Die Zugehorigkeit des iiber dem Meeresspiegel liegenden
Teiles des ,,Blauen Tones” zum Unterkambrium ist ganz zweifel-
los. Das Alter der Sedimente wird durch die Mickwitzia-, Hol-
mia-, Volborthella- und Platysolenites-Fauna bestimmt. Offen ist
vorlaufig die Frage nach dem Alter der iibrigen Teile des »Blauen
Tones” oder Estoniums. Der Verfasser dieser Schrift hatte in einer
frilheren Abhandlung 9) Gelegenheit zu dieser Frage Stellung zu
nehmen, und zwar in -dem Sinne, dass zu wenige Tatsachen vor-
liegen um zu entscheiden, ob die entsprechenden Schichten kambri-
schen oder vorkambrischen Alters sind. Auch jetzt ist die Zeit
zur allseitigen Losung dieser Frage noch nicht gekommen.
Doch es muss zugegeberi werden, dass alle bekannten Tatsachen
fiir das unterkambrische Alter des ,,Blauen Tones” sprechen, wih-
rend das algonkische Alter nur eine Vermutung ohne Jeghche Be-
weise darstellt, wie aus dem folgenden hervorgehen wird.

Die nachstehende Tabelle enthilt alles, was wir gegenwirtig
liber die Gliederung des Estoniums und die vertikale Verbreitung
seiner Fauna kennen, Gegeniiber der friiher versffentlichten
Gliederungstabelle 9) sind nur kleine Abinderungen vorgenom-
men. Der petrefaktenleere Sandstein enthilt Jetzt Fossilien (Coro-
phioides), und der Olenellus, resp. M esonacis, resp. Schmidtiellus
hat sich als Holmia entpuppen miissen 10),
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Hangendes: Transgredierendes Unterordovizium. (Obolensandstein.)

Hiatus: Olenus-, Paradoxides- und obere Olenellus-Schichten fehlen.
Corophioides-Zone.
(Petrefaktenleerer Fukoidensandstein). 8-—10 m.
- Scenella-Zone. Schichten mit vorwiegenden
g E 3—5 m. Scenellen (Scenellenton, im
g Scenella discinot- Sinne Mickwitz’s).
= g E des und M. MO | e
— |8 B milifera. Mickwitzia-Konglomerat und
o % g og)hyto.n-Sax'ld- Sandstein.
@R @ | ostein mit Muck- 1 e
< | § g | witzia monilifera Schichten mit Volborthella
E ; und Holmia Volborthella- | und problematischen Algen,
g § S mickwitzi in bei-| Zone. 8—9 m. sonst fossilarm.
s | o8 den Zonen, Volb. tenas, |- o
= g Mickw. monil. Schichten mit Volb. tenwus
rd ;58 und Holmia (Konglomerate, Abtragungs-
2 mickw. flichen usw.).
ST
= Schichten mit hiufigen Holmia-
= Resten (10—50 cm).
,Blauer Ton“. | Hyolithus-Zone. | Platysolenites- und Hyolithus-
10—15¢m. | Schichten von Kunda.
»Blauer Ton“, untere Sandsteine und Konglomerate. 100—140 m.
Urgebirge.
Bemerkung: die Kolumnen links geben die allgemeinere, rechts — die

eingehendere Gliederung derselben Formation an.

Seit Fr. Schmidt's Zeiten hat die untere fossilfiih-
rende Grenze des Estoniums oder des ,,Blauen Tones” um eine
Zone tiefer verlegt werden miissen, nachdem die Platysolenites-
Schichten eine ganze Fauna ans Tageslicht gebracht hatten. Es
erwies sich aber gleichzeitig, dass diese Schichten sich offenbar
noch unter dem Meeresspiegel fortsetzen, und dass keine An-
zeichen dafiir vorliegen, dass diese fossilfiihrenden Schichten des
,,echten” Blauen Tones unten bald ein Ende nehmen.

Die tiefste, die slteste bekannte Fauna stammt aus Kunda 9),
aus der Tongrube der Zementfabrik, und schon ziemlich nahe am
Meeresspiegel, also an der Grenze des Erreichbaren. Jani-
schewsky1!) hat inzwischen einige von Pogrebow
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gemachte Holmia Mickwitzi-Funde aus Tallinna (= Reval) be-
schrieben. Pogrebow hat diese Trilobitenreste in einem von
der russischen Regierung gebauten Dock in einer Tiefe von 16 m
unter dem Meeresspiegel gefunden, also ebenso tief unter der bis
Jetzt bekannten Holmia-Schicht. Falls hier kein Irrtum vorliegt (es
konnten wahrend des Abbaues abgesunkene Partien sein), gehort
dieser Fund in die Platysolenites-Hyolithus-Zone, und damit wird
die Zugehorigkeit der genannten Fauna zur Holmia-Stufe ausser
Zweifel gestellt.

Die estlindischen #ltesten Zonen des Unterkambriums, die
Volborthella- und die Hyolithus-Zone, sind, nach den Faunen und
der Lage zu urteilen, noch lange nicht die #ltesten kambrischen
Schichten der baltischen Linder. Eine #ltere ist die Discinella
Holsti-Fauna des Mjosen-Gebietes, des gotlindischen Kambriums
und des Geschiebes von Lappland, Oland u. s. w.

Am besten ist das Unterkambrium vom Mjésen beschrieben
worden 12), wo die Zonenreihenfolge ziemlich vollstindig ist.

Mjosen. Estland.

1 bf Strenuella

Linnarssoni
1 ba Holmia Kjerulfi Corophioides-Zione
Scenella-Zone
1 af Volborthella oo Volborthella-Zone
Platysolenites Platysol.- Hyolithus-Zone

, Tiefere, unter dem Meeres-
1 aa Discinella Holsti spiegel liegende Schichten
des Estoniums

Falls wir die beiden tiefsten estlindischen Zonen der 1 apg-
Zone von Mjosen gleichstellen — es zwingen uns dazu die iiber-

2
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einstimmenden Fossilien — so miissen die Scenella-Zone und die
mit dieser aufs engste verbundene Corophioides-Zone dem
grossten Teil der Holmia Kjerulfi-Schichten gleich sein. Die vier
estlindischen Zonen sind also hochstens den Zonen 1ba--1af aus
Norwegen gleichzustellen. Die tiefste. Zone des Mjosen-Gebietes,
jene mit Discinella Holsti, ist vorlaufig in Estland nicht vertreten.
Mit grosser Sicherheit kann man aber vermuten, dass ein Teil
der tieferen Schichten des Estoniums der Discinella-Zone ent-
spricht, und es wird hoffentlich einmal eine Discinella aus diesen
Schichten der Wissenschaft vorgelegt werden.

Der Abstand zwischen den norwegischen und estlindischen
Lokalitiaten ist sehr gross, daher sind auch grosse fazielle (petro-
graphische und faunistische) Unterschiede entstanden. Das
Wesentliche ist, dass in Norwegen kein Aquivalent des schwedi-
schen Mickwitzia-Sandsteines oder der estlindischen Scenella-
Zone vorhanden ist: und doch scheinen die Ablagerungen relativ
liickenlos entwickelt zu sein. Ausserdem sind die in Estland ge-
trennt vorkommenden Volborthella- und Platysoleniles-Faunen in
einer einzigen norwegischen Zone (1 ag3) miteingnder vermischt.

Aus den schwedischen Lokalititen wissen wir aber, dass der
Mickwitzia-Sandstein alter ist als die Zone mit Holmia Kjerulft
(Linn.). Aus faunistischen Griinden muss der Mickwitzia-
Sandstein von Ostergitland den estlindischen Volborthella-Schich-
ten und den Mickwitzia-Schichten der Scenella-Zone #quivalent
und synchron sein. Es miissen dann die eigentlichen Scenella-
Schichten Estlands zusammen mit dem Corophioides-Sandstein
in die Zeit der Holmia Kjerulfi gestellt werden. Damit scheint
die Zeit- und Sedimentkorrelation zwischen dem Mjosen und Est-
land in Ordnung zu sein. Die Tatsache, dass in Norwegen von
den vier Zonen nur ungefihr eine und eine halbe (des 1ba) die
vier estlindischen Zonen iiberdecken, bedarf in Norwegen keiner
Liicken und Regressionen zur Erklirung. Die estldndischen
Zonen sind vorliufig nur lokale Bildungen einer Regressionszeit,
wo grosse Verinderlichkeit in den okologischen Bedingungen
herrschte. Daher ist in Estland die Volborthella- und die Platy-
solenites-Fauna getrennt eingebettet worden zu einer Zeit, wo
in Norwegen fiir diese indifferente Bedingungen herrschten, wes-
halb keine Trennung zustande kam. Synchrone Bildungen fiir
die Mickwitzia-Scenella-Schichten sind in Norwegen wohl vor-
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handen, doch weil dort eine rein-marine Fazies ansteht, fehlten

die Lebensbedingungen fiir die strenge Flachseefauna Estlands.

Es muss betont werden, dass die estlindischen kambrischen Fossilien
innerhalb des baltischen Gebietes einen leitenden Wert haben. Mickwitzia
monilifera (Linn.) kommt in Schweden und Estland vor in petrographisch
ahnlicher Umgebung und vollstindig gleichzeitig. Sie ist- ja auch in der
Volborthella-Zone Estlands vorhanden, und Volborthells kommt im Mick-
witzia-Sandstein bei Lugnis vor. Ausser Norwegen und Schweden ist
Volborthella aus Polen 13) und Kanada '4) bekannt geworden. In Polen ist
Volborthella, wie im ganzen Baltikum, unterhalb der Holmia Kjerulfi-Zone
entdeckt worden. Die kanadischen Funde sind aber bedeutend jiinger, in-
dem sie der Protolenus-Zeit, also ungefihr der Unter- und Mittelkambrium-
Wende angehéren1?), Platysolenites antiquissimus ist vorldufig noch kein
allzu sicheres Fossil. Djeses Problematicum ist mangelhaft bekannt, und die
Funde aus den verschiedenen Lokalititen sind untereinander noch nicht genau
verglichen worden. Es ist wahrscheinlich ein Sammelname, wie Jani-
schewsky1%) vermutet. Scenella discinoides Fr. Schmidt ist vor-
laufig nur aus Estland nach zerdriickten Exemplaren beschrieben worden.
Doch bessere Stiicke nihern sich sehr den Umrissen der Secenella depressa
Kiaer aus der Holmia Kjerulfi-Zone vom Mjosen. In der Schalenskulptur
sind offenbar fast gar keine Unterschiede vorhanden, und es kann mit der
Zeit die Scemelle depressa sich als Scenella discinoides entpuppen. Dieses
wird dann die gesuchte Bestitigung unserer Korrelation sein.

Diese kurze Fossilieniibersicht ist geniigend, um festzustellen, mit
welchem Grade von Sicherheit diese Versteinerungen Leitfossilien sind. Es
sind alles innerhalb des Baltikums mehr oder weniger zonen-
bestdandige Petrefakte.

Verlassen wijr jetzt das ferne Mjosengebiet, und wenden wir
uns der zu Estland viel niher gelegenen Insel Gotland zu. Das
Kambrium,  von michtigem Gotlandium und Ordovizium iiber-
lagert, kommt auf der Insel iiberhaupt nicht zutage. Doch bei
Visby 16) wurde in einer Diamantbohrung das vorhandene Got-
landium, Ordovizium und Kambrium durchteuft und das Grund-
gebirge selbst in einer Méchtigkeit von 20 m angebohrt.

Das Unterkambrium ist hier in einer Fazies entwickelt, die
sich sehr dem Estonium nshert. Nach Hedstrém 16) gehéren
die untersten 104 m der Bohrung dem Unterkambrium an. In-
mitten dieser Schichten fand sich im Bohrkern die Discinella
Holsti Moberg, das Leitfossil der dltesten Zone des baltischen
Kambriums. Hedstrom bezeichnet die Gesteine als gelblich-
grauen Sandstein und bldulichgrauen Schieferton. Der Verfasser
hat die Méglichkeit gehabt, einige Proben davon in den Sammlun-

2*
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gen der ,,Sveriges Geologiska Undersokning” in Stockholm zu be-
sichtigen. Die Gesteine haben tatsichlich grosse Ahnlichkeit mit
frischen Proben aus dem ,Blauen Ton” Estlands. Besonders
die unverwitterten trockenen estlindischen Tonproben koénnen
mitunter als blaulichgrauer Schieferton bezeichnet werden.
Der Platysolenites-Ton wird erst dort plastisch, wo er einige Zeit
unter der Wirkung der Atmosphire gestanden hat. Auch die
Erfahrungen der Brunnenmeister zeigen, dass der ,Blaue Ton”
schwer zu durchschlagen ist, weil er sehr fest, zihe und trocken
ist, und weil Wasser ihn nur langsam erweicht. Auch die Méch-
tigkeit der Schichten von Gotland stimmt gut zur Machtigkeit des
Estoniums. Diesem Vergleich zufolge ist. mit grosser Wahr-
scheinlichkeit zu erwarten, dass auch im Estonium, in dem -
,Blauen Ton”, dereinst die zweifellos kambrische Discinella Holsti
Mbrg. entdeckt wird.

Aus den. bis jetzt besprochenen Tatsachen geht hervor, dass
die Platysolenites- und Hyolithus-Fauna des Estoniums nicht die
slteste kambrische Fauna des Baltikums darstellt, dass man also
im iibrigen Teil des ,,Blauen Tones” noch &ltere kambrische Fau-
nen erwarten kann, besonders die Discinella Holsti. Diese Disci-
nella ist aber auch nicht das &lteste Fossil des Kambriums iiber-
haupt: wir werden spiter noch darauf kommen, jetzt miissen wir
uns anderen Tatsachen zuwenden.

Fast iiberall liegen die tiefsten kambrischen Ablagerungen
transgredierend iiber dem Grundgebirge. Im .Baltikum ist es
immer das Urgebirge, und nur ausnahmsweise am Mjosen liegt
das Olenellium iiber dem Sparagmitsystem. Die tiefste kambri-
sche Zone — die erste Transgressionswelle — ist jene der Disci-
nelle Holsti. In Norwegen, Lappland und auf Gotland ist sie
nachgewiesen. In anderen Gebieten sind es immer jlingere Zo-
nen, die den Uberzug des Urgebirges bilden. Nirgends im Balti-
kum kennen wir einen Fall, wo die Transgression vor dem
Kambrium begonnen hitte, sondern immer ist eine deutliche Ver-
spitung vorhanden. Wir haben deshalb kein Recht zur Annahme,
dass das Estonium einen vorkambrischen Transgressionsvorldufer
darstellt; sondern, solange keine Griinde fiir eine andere Meinung
vorliegen (die Meinung ist da — die Begriindung fehlt!), muss
auch fiir den ,,Blauen Ton” als Bildungszeit hochstens das Disci-
nella-Alter angenommen werden.
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Die bedeutende Méchtigkeit *) des ,,Blauen Tones” kann
ebenfalls kein Grund dafiir sein, seinen unbekannten Teil ins
Vorkambrium iiberzufiihren. Dies geht schon aus dem Vergleich
mit der Visby-Bohrung 16) hervor. Das baltische Kambrium ist
ausserdem von sehr unbestdndiger Michtigkeit, und es kann auf
grossen Strecken iiberhaupt fehlen. Die Michtigkeit des balti-
schen Kambriums wichst im allgemeinen von West gegen Ost,
die Zonenreihenfolge wird aber gleichzeitig liickenhafter. Die
Zunahme der Michtigkeit und der Klastizitit der Sedimente be-
deuten Landesndhe, und je ndher zum Lande, desto hiufiger sind
Liicken zu erwarten (vergl. Studie IV dieser Schrift).

Wir wissen nichts iiber Liicken im unbekannten Teile des
Estoniums, kénnen aber das Vorhandensein solcher auch nicht
kategorisch ablehnen. Die Betrachtung der von Riiger4) be-
arbeiteten Bohrprofile belehrt aber, dass aus der Beschaffenheit
der Sedimente und der Korngrossenverteilung die Einheitlichkeit
des Estoniums hervorgeht, dass es ein einheitlicher Zyklus ist —
dass also alle zu erwartenden Liicken nur von kurzer Dauer ge-
wesen sein konnen. :

Aus den Tiefbohrungen 4) wird mit ziemlicher Wahrschein-
lichkeit geschlossen, dass das Estonium mit einem Basalkonglome-
rat oder Transgressionskonglomerat beginnt. Diese untere Ab-
teilung ist ausgesprochen sandig, und wie Riiger4) berichtet,
ist die Form der Sandkorner ziemlich eckig — das Material hat
also keinen langen Weg durchgemacht. Es ist das Ala nach
Fr. Schmidt. Die Michtigkeit schwankt von 67,9 m (Tal-
linna) bis 92,36 m (Aseri) und 80,6 m (Leningrad). Auch Ton
und Tonschichten sind vorhanden, doch in verhiltnismissig sehr
geringer Menge. Es sind dies grobe klastische, eine eckige Korn-
form aufweisende, teilweise konglomeratische Sedimente, also
typische Erscheinungen einer beginnenden Transgression.

Diese Sandsteinserie geht héher in tonreiche Sedimente —

*) Im Vergleich mit der Michtigkeit der estnischen ordovizischen Zo-
nen ist diejenige des Estoniums wirklich bedeutend. Der Vergleich mit den
Kalksteinen sagt aber nichts; vergleichbar sind ja nur Formationen von
gleicher Fazies. Das Estonium, mit Sand- und Tonbildungen anderer-Zeiten
verglichen, wird gar nicht auffallen — sogar unbedeutend scheinen, z. B.
neben dem Flysch..
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den ,,echten” ,,Blauen Ton” iiber. Es sind freilich Sand und
Sandsteine vorhanden, doch diese treten sehr zuriick, und das
feinkornige tonige Sediment spricht fiir eine weitere Entwicke-
lung der Transgression. Gleichzeitig kommt auch ein ozeanoge-
nes Element hinzu, namlich der Glaukonit. Diese mit Alb be-
zeichnete Abteilung ist von 43 bis 89,9 m michtig. Den oberen
Teil dieses ,,echten” ,Blauen Tones” bildet die Hyolithus-Platy-
solenites-Zone von Kunda. :

Von hier an nimmt der Sandgehalt wieder zu. Die Platy-
solenites-Tone werden durch die ungefihr im Gleichgewicht vor-
handenen Sandsteine und Tone der Volborthella-Zone abgelost.
Gleichzeitig kommt zum Vorschein ein Reichtum an Lebensspuren
und lokalen Emersionen. Trockenrisse, Regenspuren und Wellen-
furchen sind iiberall in dieser Zone verbreitet. Nach ihrem Aus-
sehen konnen besonders diese Schichten als ,,kambrischer Flysch”
bezeichnet werden, ein Ausdruck, den Z ub e r 13) fiir andere dhn-
lich ausgebildete kambrische Gebiete sehr treffend verwendet hat.

In der Scenella-Zone treten die Tone sehr zuriick; der Sand,
der in der Zwischenzone aus mehr abgerundeten Kornern zu-
sammengesetzt war, wird wieder eckiger.

Uber der Scenella-Zone liegen die vorwiegend sandigen
Schichten mit Corophioides und sehr zuriicktretendem Glaukonit.
Tongallen und Wellenfurchen sind hiufige Erscheinungen.

Der Corophioides-Sandstein ist das jiingste Glied des ost-
baltischen Kambriums. Er ist noch im Meere entstanden (vergl.
Stud. III), doch als sein wichtiges Kennzeichen wird die eckige
Form der Sandkérner genannt, also ganz &hnlich, wie beim
tiefsten Glied des Estoniums.

Uber dem Corophioides-Sandstein liegt die grosse Liicke der
oberen Olenellus-, Paradoxides- und Oleniden-Epoche. Sie ist
ein Analogon zu der allerdings unvergleichlich grosseren Liicke im
Liegenden des Estoniums. Die Oberfliche des Corophioides-
Sandsteines — eine Tieflandsflicne — ist aufgearbeitet, leicht
angefurcht, und es sind ihre Blocke im hangenden Ordovizium ein-
gebettet. Das sind die Merkmale der erneuten Transgression.

Aus dieser kurzen Ubersicht geht eine deutliche Symmetrie
im Aufbau des Estoniums hervor. Die untersten und die jiingsten
seiner Glieder sind Sandsteine mit eckigem Korn, und je ndher
zur Mitte, desto abgerundeter wird der Sand, desto feinkdrniger-
toniger werden die Sedimente., In der Mitte, im Kern liegt der
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»echte” , Blaue Ton”, der tatsichlich vorwiegend tonig ent-
wickelt ist. :

Es ist dies das Bild eines abgeschlossenen marinen Zyklus, wo
der Hohepunkt durch feinklastischen Ton, die Transgression und
Regression durch grobklastischen Sand und Liicken gekennzeich-
net sind. Die Einheitlichkeit des Estoniums ist ganz deutlich aus-
geprigt, und innerhalb seiner Sedimente konnen nur geringe
Liicken erwartet werden.

"Wir haben die oberen Zonen des Estoniums als Regressions-
bildungen bezeichnet. Verfolgen wir die Ausbreitung dieser
fossilfiihrenden Zonen in horizontaler Richtung, so tritt der re-
gressive Charakter dieser Sedimente noch deutlicher hervor.

Die &lteste bekannte fossilfiilhrende Zone, der Ton mit Platy-
soleniten, hat die grosste Verbreitung. Wir kennen ihn im ganzen
Gebiete des Glintes bis zu den SE-Ufern des Ladoga-Sees.

Die Volborthella-fiilhrenden Schichten haben sich stark nach
Westen zuriickgezogen. Ganz deutlich sind sie noch in Ostest-
land erkennbar, und als der ostlichste Fundort des Cephalopoden
wird in der Literatur noch Zarskoje Sselo genannt. Aber die
Holmia Mickwitzi-Reste finden sich erst bedeutend westlicher,
nédmlich bei Kunda, wo "die ganze Volborthellenzone mit allen
Gliedern vorliegt. Erst hier begegnen wir auch dem Mickwitzia-
Sandstein mit dem so charakteristischen Phosphoritenkonglome-
rat. Aber die Scenella-Schichten (oberer Teil der Scenella-Zone)
fehlen hier génzlich. Erst weit im Westen, bei Jigala-Joa
(= Jaggowal), erscheinen die Schichten mit Scenella discinoides
und sind dann in jedem Aufschluss stets vorhanden. Diesen auf-
fallenden Zonenriickzug macht aber der petrefaktenleere Sand-
stein merkwiirdigerweise nicht mit. Er ist von Pakerort bis Ko-
porje (Ingermanland), wenn auch in schwankender Michtigkeit,
ununterbrochen vorhanden. Von da an fehlt er aber auf einer be-
deutenden Strecke bis zur Tosna, wo er wieder im Profil erkennbar
wird 17). Auf der Strecke zwischen Koporje und der Tosna ist
der Obolensandstein im Kontakt 17) mit dem Platysolenitenton.
Ahnlich hat auch Karpinsky18) die Verhiltnisse bei Kunizy
im Pskowschen Gouvernement angetroffen. Der petrefaktenleere
Sandstein — die Corophioides-Zone — liegt also transgressiv iiber
den dlteren Schichten. Es ist dies aber sicherlich keine bedeutende
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Transgression gewesen, schon deshalb, weil sie im Hangenden
von einem grossen Hiatus abgeschnitten wird. Dieses Ubergreifen
des Sandsteines bedeutet eher einen Ausgleich aller grosseren
Unebenheiten des Meeresbodens auf weiten Strecken, begleitet
von einer oszillatorischen ausgedehnten kurzzeitigen, sehr flachen
Uberschwemmung. Dadurch wird das Bild der allgemeinen Re-
gression in keiner Hinsicht gestort.

Tallinna ‘Kunda Koporje Tosna

Abb. 2. Schematisches Profil durch das ostbaltische
Kambrium von W nach E. O — Obolensandstein des basalen Ordo-
viziums; F — ,,petrefaktenleerer” (Corophioides-) Sandstein; S — Scenella-
Schichten der Scenellazone; M — Mickwitzia-Schichten der Scenellazone;
V — Zone der Volborthella tenuis; P — Platysolenites-Ton (Hyolithus-
Zone); E — nicht aufgeschlossene, nur aus Tiefbohrungen bekanntgewor-
dene Schichten des Estoniums. Mit der doppelten Linie zwischen O und F
(bzw. P) ist der Hiatus der oberen Holmia-, Paradoxides- und Olenidenzeit
bez|eichnet.

Aus allem, was iiber die Regression der unterkambrischen
Zonen Estlands gesagt wurde, und aus der Abb. 2 geht hervor,
dass erst westlich von Jigala, also erst in der Umgebung der
Stadt Tallinna, die Eophyton-Schichten am vollstindigsten ent-
wickelt sind. Erst fiir dieses Gebiet ist unsere stratigraphische
Gliederungstabelle in vollem Umfange verwendbar. Je weiter
aber nach Osten, desto mehr Zonen und Schichten miissen ge-
strichen werden, und dementsprechend vergrossert sich die han-
gende Liicke in derselben Richtung, um ihren grossten Umfang
im Fenster zwischen Koporje und Tosna zu erreichen.

Es muss zugegeben Wer‘den, dass das Auskeilen der ent-
sprechenden Zonengesteine nach Osten zu noch ungentiigend be-
kannt ist, dass also in dieser Hinsicht dereinst noch Korrekturen
in dem hier aufgestellten Schema vorgenommen werden miissen.
Ziemlich bekannt ist dagegen die horizontale Verbreitung der
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Fossilien, denn nach diesen hat man viel gesucht. Und es ist ja
ebenfalls eine Regression, indem die Fossilien sich gesetzmissig
in bestimmter Reihenfolge nach Westen hin zuriickziehen.

Bis jetzt haben wir zwei sehr wichtige Tatsachen erkannt,
niamlich, dass das Estonium einen einheitlichen Zyklus darstelit,
und dass unterhalb der Hyolithus-Zone im ,,Blauen Ton” Raum
fiir die dlteste baltische fossilfiihrende Zone mit Discinella Holsti
reserviert werden muss. Wir sind aber, nicht sicher, dass der
ganze Rest des Estoniums dieser einzigen Zone angehért, obwohl
eine solche Annahme keine Schwierigkeiten macht. Doch
falls die Discinella-Zone vorldufig die dlteste kambrische Fauna
des Baltikums enthilt, ist jene noch lange nicht die dlteste unter-
kambrische Zone iiberhaupt, so dass der ilteste Teil des Esto-
niums immer noch als kambrisch gelten muss, — wobei als Vor-
bedingung die Einheitlichkeit des ganzen Estoniums anzu-
sehen ist.

Im amerikanischen Kambrium finden wir nadmlich Ablage-
rungen, die offenbar ilter sind als die Discinella-Schichten.

Walcott1?) unterscheidet im nordamerikanischen Unter-
kambrium oder Waucobian vier michtige Trilobitenzonen, und
Zwar

D = Olenellus-Zone
C = Callavia-Zone
B = Elliptocephala-Zone
A = Nevadia-Zone.

Es ist vorliufig aussichtslos, eine genaue Korrelation der
baltischen und amerikanischen Zonen aufzustellen, doch ein an-
nihernder Vergleich ist wohl denkbar.

Beziiglich der amerikanischen Zonen muss erwartet werden,
dass diese in der Zukunft in eine grossere Anzahl von Zonen
zerfallen werden, dass also das Walcott’sche Schema eine
Reihenfolge von Faunen darstellt, von denen eine jede mehrere
Zonen einnimmt. Gegeniiber diesen amerikanischen stehen nun
die baltischen Zonen, welche als drei Trilobitenfaunen vertreten
sind, und zwar 1
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1) Strenuella Linnarssont,

2) Holmia Kjerulfi und Kjerulfia lata Kiaer,

3) die alteste Fauna mit Holmia Mickwitzi, zu welcher auch
als Zonen die Torelli- und die Discinella-Schicht hinzuzu-
rechnen sind.

Von diesen drei Faunen hat eigentlich nur die dritte Dimensio-
nen, die mit denjenigen einer amerikanischen vergleichbar sind,
wihrend die zwei oberen zusammen in den Rahmen einer ameri-
kanischen passen. Moglicherweise hat die Strenuella-Zone den Platz
der Protolenus-Fauna, oder deren unteren Teil einzunehmen, und
so fallen die anderen ostbaltischen Zonen mit der Callavia- und Ole-
nellus-Zeit zusammen. Die Elliptocephala- und die Nevadia-Zeit
sind im Ostbaltikum sedimentlos geblieben. Es ist daher auch un-
wahrscheinlich, dass der tiefere Teil des Estoniums diesen fehlen-
den Zonen entspricht. Wir konnen fast ganz sicher sein, dass
die Transgression des Kambriums im Baltikum gegeniiber
Amerika sich iiberall um einige Phasen verspitete.

Fiir das ganze baltische Unterkambrium ist die Trilobiten-
gattung Holmia bezeichnend. Die Gattung selbst ist daher fiir
einzelne Zonen nicht entscheidend, und nur die Arten sind von
Bedeutung. In Nevada in der Nevadia-Zone, mit der iltesten
marinen Fauna iiberhaupt, erscheint ebenfalls eine Holmia-Art1?).
Diese Holmia rowes, ,,a more advanced type”, kann nicht die pri-
mitive Nevadia in die Zeit der baltischen Holmia-Zonen ver-
setzen. Es ist nur ein Beweis fiir eine gewisse Persistenz der
Gattung Holmia, deren Ahnen im Lipalian zu suchen sind; aber
es ist ebenfalls nicht ausgeschlossen, dass unter der Nevadia noch
einekambrische Fauna entdeckt werden wird. Das ,,abrupte”
Erscheinen *) der Nevadia und Holmia kann als Stiitze dieser
Hoffnung dienen.

Das unterkambrische Alter des ganzen Estoniums diirfte
demnach eine sehr wahrscheinliche Tatsache sein.

Wir haben erkannt, dass im oberen Teil des Estoniums das
obere Unterkambrium in Form der Strenuella-Zone und eines

*) Charles D. Walcott, Abrupt Appearance of the Cambrian
Fauna on the North American Continent, Washington 1910.
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Teiles der H. Kjerulfi-Schicht nicht vorhanden ist. Es ist ebenfalls
sehr wahrscheinlich, dass auch die adltesten Zonen in Estland nicht
vertreten sind. Demnach hat die Estonia-Formation einen kleine-
ren Umfang als das ganze Olenellium, etwa wie es im folgenden
Schema, durch die Korrelationslinien dargestellt wird:

Paradoxidium .
Hiatus
Olenellium Estonium
»Lipalian®

Wir geben zu, dass unsere Begriindung des kambrischen
Alters des ,,Blauen Tones” auf wenigen Tatsachen und einer Reihe
von Vermutungen, Annahmen und Analogien beruht, dass also
noch weitere Beweise erwiinscht sind. " Aber welche Tatsachen und
Griinde waren die Ursache, dass die Grenze zweier erdgeschicht-
licher Aren, des Paldozoikums und des Eozoikums, in das Estonium
verlegt wurde?

Zum erstenmal wurde die Vermutung, dass der ,,Blaue Ton”
algonkisch sein konne, von Fr. Schmidt ausgesprochen, doch
eine Begriindung wurde nicht gegeben. In ahnlicher Weise ge-
schah es spiter von J. Walter, und einige jiingere Geologen
haben sich dieser Meinung angeschlossen. Nur L. Riiger4)
hat den Versuch gemacht, eine Begriindung zu geben. Aber
gerade von ihm wird die Einheitlichkeit des Estoniums betont
und auf dessen Zugehorigkeit zum Kambrium aus sedimentpetro-
graphischen Griinden hingewiesen. Dass Riiger den ,Blauen
Ton” aus faunistischen Griinden zum Prikambrium (allerdings
zum spétesten) zu rechnen fiir méglich hilt, ist durch den da-
maligen Stand der Wissenschaft verursacht worden: die Hyo-
lithus-Fauna von Kunda und die Arbeiten von Vogt, Hed-
strom (die Ergebnisse der Visby-Bohrung) u. a. waren noch
unbekannt. Von L. Riiger sind alle Argumente fiir das pri-
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kambrische Alter des,,Blauen Tones” erwogen worden, es werden
“aber von ihm selbst alle anderen, ausser dem hier angefiihrten,
abgelehnt. Das einzige also, was noch von Wichtigkeit zu
sein schien und das algonkische Alter beweisen sollte — die
Fauna — erwies sich gerade als ein Beweis fiir das kambrische
Alter des Estoniums.

In letzter Zeit ist fiir das prikambrische Alter des Estoni-
ums H. Scupin20) eingetreten. Wir lesen in seinem Aufsatz:
,Mit Riiger betrachte ich (H. Scupin) alle diese besonders in
Estland und Ingermanland auftretenden Ablagerungen als jiinger
als die Jotnische Stufe *) und mdéchte sie daher als jiingste Stufe
des Priakambriums unter besonderem Namen dieser gegeniiber-
stellen. Das gegebene wire ,,Estnische Stufe” oder Estonium; da
aber bereits P. Raymond eine Esthonia-Formation unterschei-
det (blauer Ton - Unterkambrium), so schlage ich die Bezeich-

~ nung ingrische Formation (Ingrium) vor. An der Zugehérigkeit
des ,,Blauen Tones” zum Prakambrium #ndert auch die Auf-
findung einer kleinen Fauna in dessen oberem Teil durch A.
O p ik nichts, wenn man die allgemeingiiltige Definition des Pri-
kambriums, wie sie jetzt auch wieder Sederholm bringt, fest-
halten will.”

Wie wir eben sahen, hat gerade diese ,kleine aufgefundene
Fauna” ausschlaggebende Bedeutung fiir die Bestimmung des
Alters des Estoniums, indem sie noch lange nicht die #lteste
kambrische Fauna ist. In der Altersbestimmung des Estoniums
Jehnt sich H. Scupin an Riiger4) an, der aber, wie oben er-
wahnt wurde, sich gar nicht so kategorisch fiir das prikambrische
Alter ausgesprochen hat und sogar umgekehrt geneigt ist die
ganze Formation zum Kambrium zu rechnen! Auch der Name
J. J. Sederholm’s ist ganz ohne Grund angzfiihrt worden.
In der von Scupin zitierten Arbeit (im Lehrbuche von
W. Salomon) konnen im Aufsatze von Sederholm
nur die folgenden Zeilen iiber den ,Blauen Ton” in Be-

*) Es handelt sich wohl um das Jotnische System, welches von
Sederholm in letzter Zeit in zwei grosse Formationen, das Hoglandium
und das eigentliche Jotnium, gegliedert wird. ,,Stufe” ist hier unpassend,
wie z. B. auch in ,,Permische Stufe” (statt ,P. System”) u. s. w., wo ,,Stufe”
eine Geringschiatzung bedeuten wiirde.
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tracht kommen: , Mit Ablagerung des jotnischen Sandsteines
schliesst das priakambrische Zeitalter in Fennoskandia ab, wenn
man nicht dazu den blauen Ton rechnen will, welcher am Finni-
schen Meerbusen die Olenelluszone direkt unterlagert. Er wird
aber gewohnlich als kambrisch oder eokambrisch bezeichnet.”
Im selben Aufsatz wird das Prakambrium von Sederholm
in viel weiterem Umfange, als es H. Scupin angibt, definiert,
namlich als ,,Antekambrium”, — Proterozoicum -} Archiicum +
u. 8. w., also als die Erdgeschichte vor dem Beginn des Kambriums
tiberhaupt. Auch in anderen Arbeiten von J. J. Sederholm ist
offenbar keine Zeile vorhanden, aus der herausgelesen werden
kann, dass der verehrte Erforscher der prakambrischen Ablage-
" rungen eine unterkambrische Fauna und die entsprechenden Sedi-
mente in eine andere Ara versetzen mochte.

In den Erlduterungen zur geologischen Karte Fennoskandias
von J. J. Sederholm?29) finden wir folgende Zeilen, welche
uns iibeir den Inhalt des Begriffes ,,Eokambrium” aufkliren:
sSilurianand Cambrian. In this division are placed the
nonmetamorphic sedimentary rocks of the Silurian and Cambrian
ages in the region S. E. and E. from the mountain-chain (includ-
ing the Eo-Cambrian ,,Blue Clay”)” u. s. w. (Seite 7), und auf
Seite 10: ,,The nearest outcrops of Eo-Cambrian (i. e. pre-
Olenellus) blue clay of the Carelian Isthmus” u. s. w. Auf der
beigefiigten Karte finden wir ausserdem unter ,,Silurian and
Cambrian” vereinigt alle Sedimente beginnend mit dem ,,Blauen
Ton” der Karelischen Landenge. Es ist klar, dass der Ausdruck
»Eokambrium” die Schichten bezeichnet, welche kambrisch sind,
aber unterhalb des ,,Olenellus” (= Holmia Mickwitzi) liegen. Es
ist also bei H. Scupin der Sederholm’sche Ausdruck »Eo-
kambrisch” fehlerhaft durch ,,prikambrisch” ersetzt worden.
Dies geschah, weil Scupin nur die Schrift von Riiger+4)
zitiert, und Riiger stiitzt sich wieder auf eine Fussnote bei
Metzger?), wo das Eokambrium als ,unter dem untersten
fossilfiihrenden Kambrium liegend” definiert wird. So kann aber
eine geologische Formation nicht definiert werden. Ausserdem
ist es nur ,,der Rest” des ,,Blauen Tones”, was im ganzen Balti-
kum allein ins ,,Eokambrium” gestellt werden kann; und den Aus-
druck ,,Eokambrium” treffen wir immer nur im Zusammenhang
mit dem ,,Blauen Ton”, wobei es sich ja eigentlich offenbar nur
um die Zone mit Discinella Holsti handelt! Dieser ungliickliche
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- Ausdruck ,,Eokambrium” muss iiberhaupt vermieden werden,
und dies geschieht auch in der massgebenden Literatur iiber das
Kambrium.

Zum Schluss noch ein Wort iiber den neuen Begriff ,,Ingrium”.
Dieses vom Estonium abzusondern und ins Proterozoikum zu ver-
setzen ist ganz dasselbe, wie wenn wir die unteren 100 m des
Buntsandsteins abmessen, als eine besondere ,,Formation”
oder ,,Stufe” mit einem neuen Namen belegen und aus dem
Mesozoikum ins Paldozoikum versetzen. Mit dieser Einschran-
‘kung mag der Begriff ,, Ingrium” bestehen bleiben. ’

I11. .

1

Eine Corophioides-Fauna aus dem estnischen unter-
kambrischen ,,fossilleeren‘ Sandstein.
(U-Rohre mit ,,Spreite).

Die oberste Zone des estnischen Unterkambriums, der ,,petre-
faktenleere Sandstein” oder der ,,Fucoidensandstein”, wie er
spiater ohne Grund genannt wurde (nur wegen seiner anndhern-
den Gleichaltrigkeit mit dem schwedischen Fucoidensandstein),
galt bis zur letzten Zeit als vollstindig fossilleer. Erst vor ein paar
Jahren berichtete Schindewolf24) {iber das Vorkommen von
undeutlichen Sabellarifex-artigen Rohren, und im Jahre 1861 ent-
deckte Helmersen 22) ,,Pflanzenspuren” im ,,Ungulitensande” -
bei Narva. Nach dem Profil bei Helmersen zu urteilen, han-
delt es sich um den ,,petrefaktenleeren” Sandstein, die Abbildun-
gen aber stellen schlecht erhaltene einzelne Corophioides-Rohren
dar. Diese sind unvollstindig und in umgekehrter Stellung ab-

- gebildet, indem die Zuwachsbogen der Spreite nach oben gerichtet
sind. Daher auch die Ahnlichkeit mit Pflanzen.

Der Gattungsbegriff Corophioides Smith ist von Rud.
"Richter23) genau begrenzt worden, wobei eine strenge Tren-
nung von den spreitenlosen U-Rohren des Arenicoloides und Diplo-
craterion durchgefiihrt wird.

Uber die Organisation des Spreitenbaues gibt Aufschluss
Richter, wobei er sich auf die umfangreiche Literatur stiitzt.
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Auf Grund aller dieser Angaben ist das (Abb. 3) abgebildete
Modell konstruiert worden.

Abb. 3. Modell eines Corophivides ,,U-Rohr mit Spreite”. Ein Teil einer
Spreitenwand ist entfernt, um die Kommunikation der Spreite mit dem
U-Rohr zu zeigen. Die Bogen auf der Spreitenwand sind Anwachsstreifen,
dem Bauprinzip ,,U in U” entsprechend. Die ganze Tasche bestand aus mit

Schleim zementierten Sandkoérnern. — Das Modell ist vom Diener des
Geol. Instituts Tartu Herrn Michelson angefertigt worden.
Photo A. O.

Corophioides erraticus R. Richter.

Taf. I, Abb. 1, 2.
1926. R. Richter, Flachseebeobachtungen u. s. w. XII—XIV, XII,
Seite 203, Taf. 3, Abb. 3, Senckenbergiana, Bd. VIII, Heft 3/4.

Die Art erraticus ist auf Grund eines Sandsteingeschiebes
aufgestellt worden, welches Gronvall (bei Richter) dem
schwedischen Unterkambrium zuweist.

Der Verf. d. Schrift fand im Herbst 1927 im petrefakten-
leeren Sandstein am rechten Narva-Ufer, bei Joachimstal in dev
Stadt Narva, zahlreiche Gebilde, welche eine besondere Ahnlich-
keit mit Arenicoloides luniformis Blankenhovrn, aus dem
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Buntsandstein, aufwiesen. Im Friihling 1928 wurde die Lokali-
tat nochmals besucht, Material gesammelt, Profile ausgemessen
U 8. W.

Im Sommer desselben Jahres wurde diese Lokalitat von
R. Richter, A. Foerste und G. Troedsson unter der
Fithrung d. Verf. besucht.

Auch der Corophioides wurde zum Gegenstand der Diskussion.
Der grosste Teil der hier anstehenden Fossilien wurde von Herrn
R. Richter als C. erraticus bestimmt, wobei von ihm auch
mehrere im folgenden benutzte Ratschlige und Hinweise gegeben
wurden.

Der Spreitenbau ist immer deutlich erkennbar. Wie beim
Holotypus, so auch hier tréigt die Spreite bogige Anwachsstreifen,
die untereinander niemals streng parallel sind; die Kriimmung
ist verschieden stark, und die tiefste Stelle liegt nicht immer in
der Mittellinie der Spreite. Die Spreitenbreite bei verschiedenen
Exemplaren unterliegt bedeutenden Schwankungen; der Rohren-
durchmesser dagegen ist bei den meisten annéhernd gleich
(ca 3 mm). Taf. I, Abb. 1 sind zwei Exemplare, nebeneinander
im Sandstein dargestellt, von denen das rechte breiter ist als das
linke. Die vertikalen Rohren sind streng parallel miteinander.
Es liegt ein Fund vor, bei dem die Spreite etwas gebogen ist und
ein Zylindersegment bildet, ganz #hnlich wie Corophioides Zim-
mermanni (Kolesch) 24) aus dem Buntsandstein. Sehr mog-
lich, dass diese Verbiegung in der Enge entstanden ist, indem das
Tier eine Verletzung der benachbarten besiedelten Bauten vermei-
den wollte. Weil dieser Fall in einander so fernen Zeitabschnitten
sich wiederholt, so kann diese Verbiegung schwer als spezifi-
sches Merkmal dienen. Interessant ist es, dass diese Spreiten-
verbiegung sehr an Rhizocorallium erinnert (Rh. jenense Zen -
ker, Abb. bei Richter), bei welchem der Querschnitt dem von
C. Zimmermanni und dem aus Narva sehr dhnlich sieht.

Taf. I, Abb. 2 gibt ein U-Rohr wieder, bei dem die Spreite
nicht mehr sichtbar ist. Es ist aber eine angewitterte Flache,
auf welcher in sonderbarer Weise auch die schone Schichtung des
Sandsteines ganz verwischt ist. Es liegen aber mehrere &hnliche
Scheitelrohre aus denselben Schichten vor, welche auf frischen
Bruchflichen liegen und die Spreite deutlich zeigen. Bei diesen
Scheitelrohren ist ausserdem noch immer eine schwache Diver-
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genz der Zweige des U-s vorhanden und die Vertikalrohre er-
weitern sich ein wenig nach oben.

Dimensionen: Taf. I, Abb. 1 (das linke Exemplar): Breite
der Spreite 2,0 cm, Breite der Vertikalrohren 0,3 ¢cm, vorhandene
Léange 12,0 cm; Taf. I, Abb. 2 (Scheitel-U-Rohr) : Breite bei der
Miindung 2,8 cm, Breite vor der Biegung 2,4 ¢cm, Réhrendurch-
messer 0,7 cm (an der Miindung), 0,3 em (kleinster Durchmesser).
Linge 5 cm.

Grosste beobachtete Spreitenlinge ca 30 cm, grosste beobach-
tete Breite 5,6 cm bei einem Rohrendurchmesser von 0,4 cm.

Das Exemplar mit der zylindersektorartig gebogenen Spreite
ist 4,5 ¢m breit.

Corophioides Helmerseni n. sp.
Taf. I, Fig. 8, 4; Textabb. 4.

Holotyp: das auf Taf. I, Fig. 3 abgebildete Stiick, im
Geol. Musem zu Tartu (Dorpat) aufbewahrt.

Unterschied von allen anderen Corophioides-Arten: die
kolben- oder pendelartige Form der ganzen Tasche (Abb. 4).

Abb. 4. Corophioides Helmerseni n. sp. Schematische Darstellung des
Holotypus (Taf. I, Fig. 3), % der nat. Gr.

Bei verschiedenen Exemplaren des Corophioides erraticus
schwankt die Breite der Spreite betrachtlich, doch bei jedem ein-
zelnen Individuum bleibt die Spreitenbreite immer konstant. Dass
es so ist, zeigt die Abb. 2, Taf. I, wo ein Scheitelrohr abgebildet

3
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ist, ohne die fiir die neue Art so bezeichnende Anschwellung.
Corophioides erraticus vergrosserte beim Wachsen die Lénge des
U-Rohres, die Dicke des Rohres aber und die Kriimmung blieben
immer von derselben Form und Grosse. Je linger (grosser, élter)
das Tier wurde, desto linger wurde die Spreite. Corophioides
Helmerseni dagegen stieg nur bis zu einer gewissen Tiefe
hinab, denn bei ihm wurde die Verlingerung des Wohnrohres
durch die Zunahme der Spreitenbreite und -linge erreicht. Aus
diesen Verschiedenheiten muss auf abweichende Organisation
geschlossen werden.

Das typische Stiick des Corophioides Helmerseni ist
9,5 cm lang; oben ist seine Spreite 1,8 cm, unten 4,0 cm breit.
Der Rohrendurchmesser ist unten 0,6 cm, oben 0,3 cm. Die
Breitenzunahme der Spreite ist nicht ganz von der Tiefe ab-
hingig. Im oberen Teil der Spreite ist sogar eine schwache Ein-
schniirung vorhanden. Die Kriimmung der Zuwachsrunzeln ist
im engen Teil der Spreite ziemlich gleichartig (zum Unterschied
von erraticus). Die Kriimmung nimmt aber unten zu, und im
tiefsten Teil zeigt das U die Form eines Ovals, bei dem die
schirfere Spitze (oben) halbkreisformig eingebuchtet ist. Das
Typus-Stiick scheint ziemlich vollstindig zu sein.

Ausser dem Holotypus liegt noch ein anderes Stiick vor, an
dem einige interessante Einzelheiten sichtbar sind (Taf. I, Fig. 4).
Man sieht die undeutlichen Anwachsstreifen der Spreite und drei
ineinander eingesetzte U-Rohren. Weil diese verschieden lang
sind, so scheint es, dass der Schnitt dieses Stiickes eine schrauben-
formig gebogene Fliche war, dass also die Spreite nicht in einer
" Ebene lag, sondern eine schwache schraubenartige Drehung auf-
wies. Das ganze Stiick scheint der Mitte einer ,Kolben- oder
Pendelspreite” angehort zu haben. Die Linge betriagt 5,3 cm,
die Breite oben 2,6 und die Breite unten 3,7 cm.

Corophioides Helmerseni kommt zusammen mit erraticus vor,
ist aber selten.

In der Organisation des Corophioides interessieren uns zwei
Fragen: 1) ist die Spreite wihrend der Lebenszeit des Tieres
aine offene Spalte gewesen, oder wurde sie vom Tier ausgefiillt,
indem zwischen den Wianden der Spreite eine Platte aus Sand und
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Schleim eingebaut wurde, und 2) wie ging das Wachstum der
Spreite vor sich: durch Eingraben nach unten oder nach oben?

Es scheint, dass die Spreite wihrend des Lebens des Tieres
tatsdchlich als offener Spalt existierte, denn es ist nicht gelungen
eine regelmissige Ausfiillung dieses Spaltes zu finden. Es kommt
wohl vor, dass die stirker ausgebildeten Anwachsstreifen (Wohn-
génge) mit Sand ausgefiillt sind und Steinkerne liefern, wie bei
C. erraticus, Taf. I, Fig. 1. Die Mehrzahi der Fille besitzt iiber-
haupt keine Spreitenausfiillung, so dass die Zuwachsstreifen tat-
sichlich als Streifen, nicht als Roéhren vorhanden sind. Ausser-
dem sehen wir im Anstehenden (Taf. II) zahlreiche Spalten im
Sandstein: es sind die klaffenden Spreiten. Drittens sieht man
im Profil oft nur die eine vertikale Rohre, wihrend die andere,
also auch die Spreite, noch im Sandstein verborgen ist. Falls meh-
rere solche Exemplare nebeneinander stehen, sieht man nichts von
den U-Rohren und es entsteht ein Scolithus-artiges Bild. Ferner
beobachtet man an solchen Schnitten, dass die Schichtung in die
Spreiten eingestiirzt ist, was nur bei klaffender Spreite geschehen
kann. Der Einsturz ist ein Beweis des Vorhandenseins einer
Spreite, und zwar nicht bloss einer scheinbaren oder falschen,
wie es Bather (zit. nach Richter) beschreibt. Die falsche
Spreite entsteht nimlich bei einem einfachen U-Rohr durch Ein-
sturz des Sandes in den Scheitel des U-s. Falls aber zwei echte
Spreiten nebeneinander parallel stehen, so stiirzt die Schichtung
in die Spreiten, so dass im Profil die Schichten zwischen den
Spreiten sich nach oben wélben, und dies nicht nur in einem ein-
zelnen Schnitt, sondern in jedem beliebigen, den wir senkrecht zur
Schichtung durch die beiden Spreiten legen.

Es muss bei der Spreitenskulptur von Corophioides erraticus
zwischen Zuwachs-(Grabungs-)Bogen und Stillstandsréhren ein
Unterschied gemacht werden. Die Stillstandsrohren sind altere,
verlassene Scheitelbogen, sie dhneln der untersten Umbiegung der
»U” und liefern dementsprechende Steinkerne. Zwischen diesen
verlassenen Wohnriumen sind die Kratz- oder Grabungsbogen ge-
legen, welche wihrend des Vertiefens der Tasche entstanden sind.
Sie sind niemals Rohren gewesen, sondern nur Runzeln an den
Winden der Spreite. Dasselbe gilt auch von Corophioides Hel-
merseni, wobei die Anzahl der verlassenen Wohnréhren kleiner
gewesen zu sein scheint als bei erraticus. Auf Abb. 4 sind die
verlassenen Wohnrohren als schwarze Querbogen eingezeichnet;

3%
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die Kratzbogen sind ausgelassen. Sehr moglich, dass die Spreite
beim Eingraben des Tieres ebenso breit wie das Wohnrohr war
und erst spater, mit SandkOrnern ausgekleidet, zur engen
Spalte wurde. Aber dann miissten auch die alten Wohnrohren
vom Tier in ahnlicher Weise behandelt, also seitlich ausgefiillt
worden sein, und die Spreite miisste durch den Steinkern gehen.
Dies ist aber nicht der Fall. Ausserdem wiirde bei einer nach-
traglichen Auskleidung der Winde die Bogenskulptur verwischt
oder gar verschwunden sein. Das wahrscheinlichste ist, dass die
Spreite von Anfang an als schmale Spalte mit verfestigten Wan-
den gebaut wurde. '

Es ist ebenfalls wahrscheinlich, dass die Tiere mit dem Alter
wachsend das U-Rohr und die Spreite allméhlich tiefer verlegten
— besonders ist dies der Fall beim pendelartigen Corophioides, wo
die weiteren Teile der Spreite tiefer liegen als die engen. Es ist
nicht méglich, dass das #ltere Tier einen engeren Wohnraum
brauchte als das junge. Auch ein Wachstum nur nach oben ist
nicht denkbar. Denn das erste U musste doch durch Eingraben
ins Sediment gemacht werden. Freilich, bei unerwarteter Ver-
sandung mussten die Tiere ihre Wohnung nach oben verlangern,
vielleicht mussten sie wieder in die #lteren oberen Teile der
Spreite iibergehen, um dem Wasser niher zu sein. Aber es war
dies nur eine Folge der Not und nicht die Regel.

Die Corophioides-Lokalitiit.

Corophioides erraticus und sein Genosse wurden im petre-
faktenleeren unterkambrischen Sandstein an den Ufern des
Narva-Flusses in der estnischen Stadt Narva gefunden. Diese
Lokalitit — das Narvatal — ist von Helmersen 22) unter-
sucht worden, und seine Beschreibung gilt in den Hauptziigen bis
zum heutigen Tag. ”

Die Aufschliisse beginnen gleich am Wasserfall, dessen Stufe
der Vaginaten- und Glaukonitkalk bilden. Aber erst unterhalb
der Eisenbahnbriicke beginnen die besten Profile des unteren
Ordoviziums. Der Strom hat hier ein canonartiges Tal einge-
schnitten, dessen steile und nicht sehr hohe Ufer durch die Stro-
mung stindig in frischem Zustande erhalten werden.

Die oberen Schichten an den Flussufern bestehen aus dolo-
mitischem, zum Teil kavernosem grauem Vaginatenkalk mit zahl-
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reichen, aber schlecht erhaltenen Cephalopoden. Es ist dies die
BIIIy-Zone mit Asaphus Eichwaldi. Es werden diese Kalke von
einer oolithischen Mergelkalkschicht unterlagert, welche unter dem
Namen der ,,Unteren Linsenschicht” in der Literatur bekannt
geworden ist und von L am a n s k y25) als Zone mit Asaphus rani-
ceps (BIII3) bezeichnet wurdé. Dann folgt eine als Atz-
fliche ausgebildete Liicke vom Alter des Asaphus expansus
(BIIIy). Diese Zone ist weiter im Osten ausgebildet.

Die tieferen Kalksteinzonen gehoéren dem Glaukonit- oder
Megalaspiskalke zu und bilden die ziemlich einheitliche BII-Stufe
des ostbaltischen Ordoviziums. Es sind im ganzen drei Zonen —
@, 8 und y — unterschieden worden, welche alle bei Narva ver-
treten sind.

Unterhalb der Megalaspidenstufe (B II) ist wieder eine Liicke
vorhanden. Es fehlt hier der Dictyonemaschiefer, und nur durch
eine diinne, stellenweise sogar fehlende Glaukonitsandschicht
(BI) ist der Megalaspiskalk vom tiefsten Glied des ostbaltischen
Ordoviziums, dem Obolensandstein, getrennt. Zur Zeit des Dic-
tyonema flabelliforme und wihrend der B I-Zeit herrschte hier
ein Stillstand in der Sedimentation.

Der Obolensandstein ist rétlich bis violettrot gefirbt und
zum grossten Teil transversal geschichtet. Oft findet man in ihm
helle Flecke, die mit der Schichtung nicht zusammenfallen: es
sind Entfarbungserscheinungen. Es kommt reichlich Obolus
apollinis vor, daneben auch einige Schmidtia-Arten. Besonders
hiufig ist hier die kleine, in vieler Hinsicht noch problematische
Helmersenia ladogensis (Jeremejew). Der Obolensandstein
ist hier 3—4 m michtig und fiihrt an seiner Basis braune, leicht
bituminose Sandsteinblécke mit Obolus apollinis und anderen For-
men desselben Obolensandsteins.

Unter dem Obolensandstein liegt mit unebenem Kontakt der
»petrefaktenleere” unterkambrische Sandstein — der Hauptsitz
des Corophioides. Die Liicke, auf die schon friiher hingewiesen
wurde, fillt in die Zeit des oberen und Mittelkambriums und
in den oberen Teil des Unterkambriums; es, ist dies die grosste
Liicke innerhalb des ostbaltischen Kambroordoviziums. Das Kon-
glomerat im Obolensandstein und die Kontaktfiiche ist schon H e I-
mersen22) bekannt gewesen, doch die Deutung dieser Erschei-
nungen als einer Liicke stammt von Fr. Schmidt und Mick-
witz,
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Corophioides wird in allen Aufschliissen des petrefaktenleeren
Sandsteins an den Ufern des Narvastromes gefunden, und iiber-
 all ist er sehr reichlich vertreten. Die beste und zuginglichste
Lokalitit liegt am linken Ufer des Flusses gegeniiber Iwangorod,
an der Miindung des ,,Joachimstals” oder ,, Joaoru” in den Fluss.
Hier ist der Sandstein im vollen Sinn des Wortes ein Spreiten-
sandstein. Es kann hier kein Stiick des Sandsteins aufgehoben
oder. abgeschlagen werden, das nicht allseitig von Spreiten
bedeckt wire. Diese Fundstelle wollen wir kurz als ,,Helmersen-
Lokalitat” bezeichnen.

Die petrographische Beschaffenheit des Sandsteins in hori-
zontaler Richtung ist nicht sehr bestindig. Einige Banke sind
transversal geschichtet, doch mit ziemlich flachen Neigungswin-
keln. Hier ist das folgende Profil gemessen worden, die Abbil-
dung siehe Taf. II, Fig. 1, 3.

Detailprofil am linken Narva-Ufer bei Joachimstal (Lokalitit
»Helmersen“).

Hangendes: Obolensandstein, als basale Bildung des Ordoviziums.

Hiatus: Die sedimentlose Zeit der Olenus-, Paradoxides und
Ober-Olenellus-Formationen.

5. Heller Sandstein mit zahlreichen schlecht er-
haltenen Spreiten und mit Tongallen . . . .ca 2 m

4. Heller bldulichvioletter sandiger Ton mit un-
deutlichen Spreiten . . . ... ... ... ... 0,1 m

8. Glaukonithaltiger wagerecht geschichteter
Sandstein, mit guten Spreiten tiberfiillt und
durch diese stark zerkliiftet ......... 0,35 m

2. Toniger lockerer Sandstein mit Tonlagen,
(Glaukonit und undeutlichen Kriechspuren
und Spreiten . . . . ..o oo e 1,0 m

1. Gelblicher Sandstein mit weissen glaukoniti-
schen Sandsteinlagen, alles wohlgeschichtet
und sehr reich an Corophioides. In der
Nihe des Flussspiegels sind die Scheitel-
U-Rohren sehr hiufig und manchmal hohl . . 0,5 m

Corophioides- oder petrefaktenleerer Sandstein!

(Unterkambrium, obere Zone des Estoniums).
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Die Schichten setzen sich unter dem Spiegel des Flusses fort
und gehen allmihlich in die Volborthella-Zone iiber. Die Scenella-
Zone ist hier nicht entwickelt.

Die Abb. 1 u. 3 auf Taf. II ergéinzen das Profil. Auf der Abb. 1
sehen wir die Schichten 5, 4, 8 und 2, wobei die Zerkliiftung durch
die Spreiten besonders deutlich ist. Nur wenige Spreiten liegen
in der Ebene des Aufschlusses; die Mehrzahl bildet, wie es ja zu
erwarten ist, mit der Aufschlussfliche verschiedene Winkel
und kommt daher als senkrechte Risse zum Vorschein. Einige
der letzteren durchsetzen die ganze Bank 3, sie sind also liber
35 cm lang. Dasselbe sehen wir auch auf der Abb. 3, wo die ganzé
Lokalitit abgebildet ist. Die weicheren Binke sind ausgehéhlt.

Die Zerkliiftung des Sandsteins durch die Spreiten tritt in
besonderer Weise im Flussniveau hervor (Abb. 2, Taf. II). Weil
die Spreiten in allen Himmelsrichtungen im Sandstein sitzen,
kommt eine kleinsiulige Absonderungsform des Sandsteins zu-
stande. Gegeniiber der Stromung ist der Sandstein wegen der
Spreiten wenig widerstandsfihig. Es ist dies ein Beispiel dafiir,
wie die Erosion durch die organischen Einschliisse des Sediments
beschleunigt und beférdert wird.

Das Alter des Corophioides-Sandsteins ist in der strati-
graphischen Tabelle im ersten Abschnitt unserer Abhandlung an-
gegeben. Er gehort ins Unterkambrium, ist offenbar einem Teile
der Zone mit Holmia Kjerulfi gleichzeitig und bildet das oberste
Glied der Estonia- Formation des Ostbaltikums. Doch weil
nicht das Tier selbst, sondern nur der von ihm errich*ete Spreiten-
bau vorliegt, so kann dieses Fossil nicht zum sicheren Leitfossil
werden. Es wird wohl einmal gelingen, mit Hilfe des Coro-
phioides erraticus eine nihere Parallele innerhalb der baltischen
unterkambrischen Sandsteine zu ziehen, doch vorliufig wird das
Alter des Sediments nicht nach diesem Fossil bestimmt, sondern
das Alter des Corophioides ist nach dem Sediment und nach der
Lage im Profil festgestellt worden.

Das Vorkommen Corophioides-artiger Gebilde in Estland ist
nicht nur auf den petrefaktenleeren Sandstein beschrinkt. Auch
in den tieferen Zonen des Estoniums sind solche beobachtet wor-
den, so bei Tallinna, Jigala u. s. w. Aber weil hier das Sediment in
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seiner Zusammensetzung sehr unbestindig ist, indem die Sand-
und Tonschichten miteinander sehr rasch abwechseln, so sind
keine guten Erhaltungsbedingungen gegeben. Ausserdem liegen
hier viele Unstetigkeitsflichen vor. Es ist auch wahrscheinlich,
dass der Corophioides kein sehr bewegtes Wasser liebte; denn die
Schichten bei Narva weisen nur eine schwache Transversal-

Abb. 5. ,Hithnertrappen” (positive) aus dem estnischen Unterkambrium.
Volborthella-Zone bei Kannuka (Ost-Estland). Urstiick aus den Sammlun-
gen des Geologischen Institutes zu Tartu.

schichtung auf, der estnische Eophyton-Sandstein dagegen ist von
viel unruhigerer Schichtung.

Im Eophyton-Sandstein, speziell in der Volborthella-Zone,
kommen nicht allzuselten ,,Hiihnertrappen” vor, wie sie aus dem
Buntsandstein bekannt geworden sind (vergl. E.Kayser, ,,Lehr-
buch der Geologie”, III. Bd., Abb. 126 und die zit. Literatur).
Im Buntsandstein sind diese Trappen als die Abdriicke der
Scheitelbogen des Corophioides luniformis (Blankenhorn)
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erkannt worden. Die Ahnlichkeit mit unserem Stiick (Abb. 5)
ist so gross, dass es sich auch hier zweifellos um die Scheitel ,,der
U mit Spreite” handelt. Es sind aber nicht Abdriicke, sondern
die Steinkerne der Scheitel, deren grosster Teil abgebrochen ist,
nach der Schichtung des Sandsteins zu urteilen. In der Sand-
steinplatte selbst némlich ist nichts mehr von den Spreiten sicht-
bar. Es ist dies also eine ,,stark abgetragene Siedelung” 26) der
liegenden Schicht, von welcher nur die Scheitelbogen erhalten
blieben, wobei die Rohrenreste vom feingeschichteten glaukoniti-
schen Sand ausgefiillt wurden. Dieses Stiick konnte ich Herrn
K. Andrée (Konigsberg) wiahrend seines Besuches in Tartu
demonstrieren, und gerade von ihm habe ich den Gedanken, dass
es sich um abgetragene Bauten handelt. Ahnliche ,,Hiihner-
trappen” habe ich auf der Halbinsel Kakumigi an der Grenze
der Scenella- und der Volborthella-Zone beobachten koénnen.

Die vorgelegten neuen Tatsachen erlauben einige Schliisse
iiber die Entstehung des Corophioides-Sandsteins zu ziehen.

Der petrefaktenleere = Corophioides-Sandstein wurde von
A. Opik in einer friiheren Schrift 27) als kontinentale ,,Wiisten-
bildung” gedeutet. Spiter (,,Uber den Estlindischen ,Blauen
Ton” 1926 9) wird vom selben Verfasser zugegeben, ,,der petre-
faktenleere Sandstein konnte ja auch teilweise mit Wasser be-
deckt gewesen sein u. s. w.”. Jetzt miissen wir uns so dazu stellen,
dass diese unterkambrische Zone sicherlich im Wasser und im
Meere abgelagert wurde. Wir haben ja gesehen, dass dieser
Sandstein iiber die anderen Zonen transgrediert, dass also im
Vergleich mit diesen die Corophioides-Schichten eine positive
Meeresoszillation darstellen. In seinem Liegenden, in den regre-
dierenden Zonen, sind marine Fossilien eingebettet: also liegt die
marine Entstehung der hangenden, iibergreifenden Corophioides-
Sandsteine auf der Hand. Ausserdem ist es recht auffallend, dass
im Corophioides-Sandstein und seinen Tonschichten keine Regen-
spuren und Trockenrisse gefunden werden, sondern nur un-
symmetrische Stromungsrippeln. Manche Gebiete konnten ja
dennoch iiber dem Wasser gelegen sein, aber im grossen ganzen
ist der Sandstein als ein Meeressediment entstanden. Wir miissen
also annehmen, dass der Corophioides erraticus und seine Genos-



42 A, OPIK AXV.2

sen ebenfalls marine Tiere waren. Die marine Zugehorigkeit des
Corophioides erraticus kann auch aus der Analogie mit Polydora
(rezent) und mit Corophioides luniformis (Buntsandstein) ge-
folgert werden, weil die erstere ein Meereswurm ist und das-
selbe in betreff des letzteren fiir wahrscheinlich gehalten wird.
Die marine Entstehung des Sandsteins bestitigt einerseits, dass
Corophioides erraticus ein Seetier war, und andererseits, dass
seine Spreite den Bauten anderer mariner Arten dhnelt; also be-
stiatigt das Vorhandensein von C. erraticus die marine Entstehung
des Sediments. Manus manum lavat. Gleichzeitig steigt die
Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die ,,U mit Spreite” aus anderen
Formationen ebenfalls marinen Ursprungs sind.

Iv.

Flachwassererscheinungen im estnischen Unter-
kambrium.

Im Sommer 1928 hatte der Verfasser dieser Schrift die Ehre
eine private ,internationale” geologische Exkursion im estnischen
Kambrium, Ordovizium und teilweise im Gotlandium zu fiihren.
Es nahmen an der Exkursion Teil Dr. A. Foerste (Dayton —
Ohio, U.S. A.), Dr. Troedsson (Stockholm) und Dr. R.Rich-
ter (Frankfurt am Main). In der Umgebung von Tallinna be-
gleitete Herr O rviku (Tartu) einige Tage lang die Exkursion,
und die Fiihrung auf Osel iibernahm in liebenswiirdigster Weise
Herr A. L u h a. Fiir ihre freundliche Hilfe mogen Herr A. Luha
und Herr K. O r v ik u hiermit meinen innigsten Dark empfangen.

Unter anderem wurden auch die Aufschliisse des Unter-
kambriums in der Umgebung der Stadt Tallinna beim Marien-
berge und auf der Halbinsel Kakumigi besucht und Platysoleniten
im ,,Blauen Ton” bei Kunda gesammelt.

In der Typ-Lokahtat Marienburg und auf der Halbinsel Ka-
kumigi haben die verehrten Giste mehrere wichtige und instruk-
tive Beobachtungen gemacht, die in vieler Hinsicht unser Wissen
iiber das Estlindische Kambrium vervollstindigen und erginzen.
Diese neuen Beobachtungen sollen zusammen mit anderen im fol-
genden wiedergegeben werden.
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Die genannten Lokalititen sind in neuerer Zeit von A.
O pik27) untersucht und beschrieben worden. In diesen Schrif-
ten werden mehrere Unstetigkeitsflichen im Unterkambrium er-
wihnt, deren Entstehung lokalen Emersionen zugeschrieben wird.
Tatsidchlich sind solche Emersionsflichen in den Ablagerungen
der Volborthelle- und der Scenella-Zone vorhanden. Einige
solche Flichen erweisen sich aber als grosse Wellenfurchen, wo-
bei sie sich nicht nur im Sande, sondern auch im Ton entwickelt
haben.

Abb. 6. Detailprofil aus der Volborthellu-Zone am Marienberge, 4 km ostlich
von Tallinna. 1 — Im Ton senkrecht stehender Sandsteingang, der von
L. Riiger als ein Erdbebenspalt gedeutet wird., 2 — Ein Geroll. 3 — Un-
stetigkeitsflachen. Ca 1/20 der nat. Grosse. Dieses Profil ist nicht mehr zu-
ganglich. Aus ,,Beitrag zur Stratigraphie und Fauna des estnischen Unter-
kambriums”, Publ. of the Geol. Inst. of Tartu, Nr. 3, 1925. Photo A. 0.

Die in dem ,,Beitrag zur Stratigraphie und Fauna des estni-
schen Unterkambriums” [Tartu 1925 27)] beschriebenen und auf
Taf. III abgebildeten Erscheinungen sind als zweifellose Emer-
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sions- und Erosionsfolgen zu betrachten. Mit diesen sind
aus Sandsteinbinken bestehende Erosionsreste, Konglomerate,
Abtragungsflichen u. s. w. verkniipft. In den Tonschichten kom-
men bis 1,5 m tiefe, mit Sandstein ausgefiillte senkrechte Spalten
vor, die alle in einer bestimmten Hoéhe beginnen, nach unten
diinner werden und in der Tiefe keilartig ausklingen (vergl. die
oben zit. Schrift, Taf. III, Fig. 2). In manchen von diesen Spalten
kommen Volborthella tenuis und Spuren von Mickwitzia monilifera
vor. L. Riiger, iiber die genannte Schrift im Geol. Zentralblatt
referierend, erklirt diese sonderbaren -Spalten fiir Erd-
bebenspalten. Tatsichlich konnen diese tiefen, engen Risse
durch Erosion nicht erklirt werden. Fiir Trockenrisse sind sie
zu tief und breit und allzu selten. Es scheint, dass diese Meinung
Riigers am besten imstande ist die Natur dieser Spalten zu
erkliren, die als Sandsteinginge am Marienberge im unteren Teil
der Volborthella-Zone anstehen.

Bevor wir uns den Wellenfurchen zuwenden, soll noch einiges
iiber die Einbettungsart der Fossilien berichtet werden. In die-
ser Hinsicht liegen uns Beobachtungen nur beziiglich des Cephalo-
poden Volborthella tenuis vor. In der oben zitierten Schrift ist
ein Vorkommen von Volborthella tenuis als Ausfiillung von
Trockenrissen an einer Unstetigkeitsfliche, die ja so zahlreich in
den kambrischen Zonen vorhanden sind, beschrieben. In diese
Risse sind die Volborthellen-Steinkerne dicht und richtungslos
hineingefallen, und nur selten sind ganze Exemplare zu beobach-
ten. An der Schichtfliche selbst aber, wo die  Trockenrisse ein-
miinden, fanden sich keine Cephalopoden. Nur an einigen hier
vorhandenen kleinen tonigen Sandsteingeréllen klebten wenige
Exemplare, eine Erscheinung, die auch in einer tieferen Schicht
zu beobachten war.

Ausser diesen Trockenrissen findet man Volborthella tenuis
an der Unterseite von Sandsteinbinken auf niedrigen (1 bis 8 cm
hohen und ebensobreiten), aber sehr langen Wiilsten, denen auf der
liegenden Sedimentfliche schmale, lange Rinnen entsprechen. Es
sind dies auch wahrscheinlich echte Rinnen, von rieselndem Wasser
hinterlassen. Die Volborthellen sind in diesen Rinnen immer
parallel gestellt, mit der langen Achse in die Linge gerichtet,
wobei auch alle Wohnkammern in die eine, die Spitzen in die
andere Richtung zeigen. Diese Orientierung der Volborthellen
muss wohl durch ihre eigene Gestalt und Gewichtsverteilung zu-
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stande gekommen sein. Sie waren ja damals noch nicht Stein-
kerne, sondern kalkige korperlich erhaltene, innen leere, also sehr
leichte Schalen. Ausserdem waren offenbar die Luftkammern noch
teilweise mit Luft gefiillt. In stromendem Wasser war die luftlose
Wohnkammer daher der schwerste Teil, sie musste wie ein Anker
zuriickbleiben, wiahrend die Schale mit der Spitze und den Luft-
kammern nach vorne, in der Richtung der Stromung gerichtet
war. Wahrscheinlich spielte auch die konische Form der Gehiuse
bei der Einbettung dieser Fossilien eine wichtige Rolle. In den
schmalen Rinnen mussten die Cephalopoden von den Réndern
zum Boden herabrollen, wobei, wie bei einem Vogelei, das dickere
Ende — hier die Wohnkammer — vorauseilen musste. Dadurch
wurde eine Querstellung in der Rinne erreicht, welche im fliessen-
den Wasser instabil ist. Das schwere Ende mit der Wohnkammer
blieb zuriick und wurde am Boden geschleppt, wihrend die Luft-
kammern nach oben und nach vorne gerichtet wurden.

Aber auch auf ziemlich glatten Schichtflichen liegen die
Cephalopoden manchmal ganz dhnlich orientiert, besonders wo sie
zerstreut zu finden sind. Bei grosser Anhiufung kann hochstens
nur das Vorwiegen einer bestimmten Richtung erkannt werden,
gewohnlich fehlt aber auch diese.

Diese Orientierung der Volborthellengehiuse ist sicherlich
ein Stromungsmerkmal, ein Beweis fiir bewegtes Wasser. Eine
orientierte Lage von Cephalopoden im Sediment ist sonst im Ost-
baltikum, resp. im Baltikum iiberhaupt nicht zu beobachten.
Nur noch einen dhnlichen Fall kennt der Verfasser, nimlich im
Gotlandium von Osel, wo Exemplare von ,,Orthoceras” bullatum
in den Eurypterus-Schichten in paralleler Lage gefunden werden,
was ebenfalls fiir stromendes Wasser spricht.

Jetzt wenden wir uns den von A. Foersteund G. Troed s-
son entdeckten Wellenfurchen zu.

Zum erstenmal sind grosse Wellenfurchen in den Sandstei-
nen der Scenella-Zone auf der Halbinsel Kakumigi beobachtet
worden. Hier bilden diese Rippeln einen besonderen Horizont
- und sind symmetrisch gebaut, doch sind sie nicht immer gleich
hoch und lang. Gewohnlich befinden sich zwischen zwei grosse-
ren Wellen zwei bis drei kleinere, die Schwingungen sind also
ziemlich komplizierter Art gewesen. Weil diese Wellen flichen-
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haft nicht aufgeschlossen sind, konnen keine genauen Wellenab-
stinde gegeben werden. Die Wellenhohe liegt um 20 cm, die
Linge um 1,8 m. Diese Sedimentwellen konnen wohl unter die
,,Para-ripples” 28) eingereiht werden, und zwar unter die ,even
symmetrical ripples”. Welcher Wasserbewegung die Entstehung
dieser Sedimentwellen zu verdanken ist, kann vorldufig nicht fest-
gestellt werden. Die Schwierigkeit liegt namlich darin, dass die
Wellen nicht gleich hoch sind, dass aber die Wellenhohen gesetz-
- maéssige Schwankungen aufweisen. Ausser den durch Stromungs-
(Gezeiten-)und durch Windwellen erzeugten Sedimentwellen kénn-
ten ja auch Wasserwellen in Betracht kommen, die durch Erd-
beben hervorgerufen werden. Wir wissen leider nichts von
deren Wirkung auf das Sediment.

" Am Marienberge (4 km ostlich von Tallinna) kommen eben-
falls grosse Sedimentwellen vor, und zwar von dreierlei Art.

Die Abb. 2, Taf. III stellt kleinere Wellen dar, die den hier
aufgeschlossenen oberen Schichten der Scenella-Zone angehoren
(die eigentlichen Scenella-Schichten). Das Sediment ist ein etwas
kalk-(dolomit-)-haltiger Sand mit diinnen tonigen Sandlagen. Aus
der Abbildung ist der Bau dieser Sedimentwellen deutlich zu er-
sehen. Die Zahl der Schichten in jeder Welle und jedem Wellental
ist die gleiche. Die Schichten selbst sind durchgehend, sie keilen
nicht aus und werden auch nicht in anderer Weise unterbrochen.
Nur die Michtigkeit der Schichten dndert sich, je nachdem, ob
im Tale oder auf dem Berge gemessen wird. In den Téilern sind
die Schichten diinn, abgemagert. Bergauf werden sie dicker, und
am dicksten sind sie auf der grossten Hohe der Welle. Diese
Sedimentwellen sind vollstindig symmetrisch gebaut. Nicht nur
dass die Neigungswinkel der Antiklinalen und der Synklinalen
gleich sind: die Form der Tiler gleicht auch vollstindig den Ber-
gen, so dass das Bild der Wellen, wenn wir es umkehren,
" dadurch. nicht veridndert wird. Die Form der Wellen ist abge-
rundet, und im Schnitt senkrecht zur Schichtung haben wir Kur-
ven vor uns, die an Sinuskurven erinnern.

Die Wellenhohe betrigt 18 e¢m, die Linge ist gleich 113 cm.
Nach der allseitig abgerundeten Form der Sedimentwellen zu
urteilen, sind sie nicht durch Stromung, sondern durch wellen-
bewegtes Wasser entstanden, ,,Sand Waves” 28). Die Verdickung
der Schichten in den Bergen und die Verdiinnung in den Télern
erinnert besonders an stehende Wellen.
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In den Schichten der Volborthella-Zone, ebenfalls am Marien-
berge, liegen einige Horizonte grosser Wellen, die aus Ton oder
sandigem Ton bestehen, wie es auf der Abb. 1, Taf. III darge-
stellt ist. Auf den ersten Blick erscheinen sie als regelmissige, in
den Ton einander parallel eingesenkte Rinnen, die spiter mit
Sand ausgefiillt worden sind. Die Sandschichten schmiegen sich
anfangs an den Boden der Rinnen, héher hinauf werden sie aber
horizontaler, und in der Héhe der Wellengrate sind es schon ganz
wagerechte Schichten. Der Sand reichte aber gerade hin, um die
Rinnen auszufiillen — oberhalb breiten sich wieder abwechselnd
Ton- und tonige Sandschichten aus. Der Sandstein der Rinnen
scheint eine einfache Ausfiillung zu sein; es ist nur sonderbar,
dass er iiber die Rinnen nicht hinausreicht.

Die Form der Wellen ist nicht gleichartig, die Tiefe und die
Lange schwankt bedeutend. Bei einer Hohe von 26 ¢cm betrigt
die Lénge 170—182 cm. Sie steigt aber bis 2,5—3 m an, und
die grosste gemessene Tiefe erreichte 0,7 m.

Die Wellen sind von ,,fast symmetrischem” Bau, doch ihre
Oberfliche ist von grober Beschaffenheit, mit kleinen unregel-
missigen Unebenheiten versehen. Wir kionnen diese Sediment-
wellen mit einiger Sicherheit unter die ,Para-ripples” ein-
reihen. Hier entstanden sie wahrscheinlich durch eine Stré-
mung, die aber nicht lange dauerte, und wohl bei bestindiger
Wassertiefe. Sehr wahrscheinlich ist hier die Gezeitenstromung
tatig gewesen, wie es auch von Twenhofel?28) fiir die ,,Para-
ripples” angenommen wird.

Das auf Abb. 1, Taf, III wiedergegebene Profil war zur Zeit
der Exkursion nicht mehr vorhanden, es ist nimlich vermauert
worden.

Von einer ganz anderen Grossenordnung ist die Wellenfliche
an der Grenze der Volborthella- und Scenella-Zone. Die obere
Scenellenzone besteht vorwiegend aus dickbankigem Sandstein
mit quadriger Absonderung. Die liegende Zone ist dagegen stark
tonig.

Eine Wechsellagerung der Zonen, ein Eingreifen der einen
Zone in die andere, ist niemals zu beobachten; der Kontakt ist
scharf, aber wellig uneben. Die Oberfliche der Volborthellenzone
trégt sehr grosse Rippeln, deren Hohe bis 2 m erreicht und deren
Linge 15—20—25 m messen kann. Dementsprechend ist das
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hangende Sediment, der Mickwitzia-Sandstein, in den Wellen-
mulden bedeutend michtiger als auf den Antiklinalen. Die
wellige Beschaffenheit der Schichten setzt sich im Mickwitzia-
Sandstein fort, wobei die Wellen der hoheren Schichten im allge-
meinen mit der untersten Wellenfliche nicht zusammenfallen.

Das Mickwitzia-Konglomerat innerhalb des Mickwitzia-Sand-
steins liegt in den Wellenmulden, auf den Bergen ist es aber nicht
vorhanden. Diese Fliache wurde friiher als eine Auswaschungs-
fliche gedeutet [Riiger+), O pik27)], doch wie wir jetzt sehen,
liegt in diesem Falle kein Grund vor, eine Emersion anzunehmen.

Taf. III, Abb. 3 ist ein Teil einer Wellenmulde dargestellt.
Die punktierte Linie ist die Grenze der Scenelle und der Vol-
borthella-Zone.

Wie gesagt, wurden diese Sedimentwellen fiir Erosionser-
scheinung erklirt, wobei die Vertiefungen als ,Sedimentations-
mulden” bezeichnet wurden. So wird bei O pik 27), Seite 9, 10
und 12, Textabb. 12, eine solche von Rocca-al-Mare (Halbinsel Ka-
kumigi) im Mickwitzia-Sandstein, in der Hohe des Mickwitzia-
Konglomerates beschrieben. Die Tiefe der Welle ist gleich 1,15 m,
die Linge betriagt 16 m.

Diese grossen Sedimentwellen mussten ebenfalls in die
Gruppe der ,,Para-ripples” 28) eingereiht werden und sind durch
die Gezeiten entstanden. Es ist interessant, dass diese giganti-
schen Wellen mit einer Anderung in der Beschaffenheit der Sedi-
mente verbunden sind. Es ist, als ob die starke Stromung keine
Sedimentation des feinkornigen Tones zulassen konnte, so dass
in der Scenella-Zone vorwiegend Sand vorliegt. Die Strémung
setzte ganz unerwartet ein — daher die scharfe Grenze ge-
gegeniiber der Volborthellenzone. In den oberen Scenella-Schichten
ist die Stromung schon abgeschwicht und der Tongehalt wird
wieder bemerkbar, dasselbe auch im Corophioides-Sandstein. Es
muss aber betont werden, dass noch weitere Forschungen not-
wendig sind, um genauere Schliisse iiber die Beschaffenheit und
Entstehung dieser Sedimentwellen zu ziehen. Besonders im
letzgenannten Fall konnen es auch echte ,,Sand Waves” 28) ge-
wesen sein. ’

Neben allen diesen Gross-Rippeln sind reichlich verschiedene
normale, kleine Wellenfurchen zu beobachten, und zwar gewohnlich
stark asymmetrische Stromungsfurchen. Reichlich sind auch
Trockenrisse, Regen- und Lebensspuren vorhanden. Doch diese
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alle treten gewohnlich in mehr horizontalen Schichten auf und
vermeiden die grossgewellten Sedimente.

Alle unsere Kenntnisse iiber den estnischen Eophyton-Sand-
stein zusammenfassend, gelangen wir zum Bilde eines flachen
Meeres mit wiederholten Trockenlegungen und nachfolgenden
Uberflutungen. Die Uberflutungsstromungen wirkten hier und da
erodierend, und wo das Wasser geniigend tief wurde, bildeten sich
die grossen Rippeln. Gegen Ende der Eophyton-Zeit (obere Sce-
nella-Zone) und wihrend der Ablagerung des Corophioides-Sand-
steins wurden die Verhiltnisse ruhiger, besonders im Coro-
phioides-Sandstein, wo wir zwar normale Wellenfurchen finden,
niemals aber Trockenrisse oder Regentropfenabgiisse. Wahr-
scheinlich entstand dieser Sandstein schon ausserhalb des Be-
reiches des Gezeitenmeeres und wurde in einem ruhigen Binnen-
meer abgelagert. ’

Cc2)

Abb. 7. Detailprofil aus dem petrefaktenleeren Sandstein bei Rannamdisa,

westlich von Tallinna. Bemerkenswert ist die Sandsteinknollenschicht und

der eingerollte Block. Schwarz ist Ton, weiss — Sandstein. Die Michtig-
keit des abgebildeten Teiles des Profils betrdagt ungefihr 2 m.

Obwohl im petrefaktenleeren (= Corophioides-) Sandstein
keine Grossrippeln beobachtet worden sind, so liegt doch ein Fall
vor, wo an starke Wasserbewegung gedacht werden muss.

Das in Abb. 7 wiedergegebene Profil wurde vor einigen Jahren
vom Verfasser d. Schrift bei Rannaméisa (ca 15 km westlich von
Tallinna) beobachtet. Es ist eine Reihenfolge von weissen Sand-
steinen mit bldulichen und grauen Tonschichten, die sehr diinn
und zahlreich sein kénnen. Hier ist die Schichtung im allgemei-
nen ziemlich horizontal. Auffallend ist die Tonbank mit den

4
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Sandsteinknollen, welche seitlich zu einer knolligen Sand-
steinschicht verschmelzen.  Bemerkenswert ist der eingerollte aus
Sand- und Tonschichten bestehende Block. Es ist dies offenbar
- eine horizontale Sedimentpartie gewesen, die durch irgendwelche
Krifte zusammengerollt wurde. Eine Stromung oder ein Wellen-
schlag hat die Sandschicht durchbrochen und zum - Teil
wie einen Kuchen eingerollt. Es ist, wie gesagt, ein Einzelfall.

Unsere Ubersicht abschliessend, wollen wir noch bei den auf
Taf. IV, Fig. 1, 2 abgebildeten sonderbaren Sandsteinblocken ver-
weilen. Solche Sandsteinblécke mit runzeliger ,,Gehirnskulptur”
kommen in der Volborthella-Zone in mehreren Aufschliissen vor
(Teliskopli, Jigala-Joa). Der abgebildete Block liegt am Ma-
rienberge am Strande. Er ist allseitig konvex, nur auf einer
Seite (Unterseite auf Abb. 2) besitzt er eine Bruchfliche. Es
muss betont werden, dass ein beliebiger Schnitt durch diesen
Block eine fast geschlossene Kurve darstellt. " Die Seiten wolben
sich iiber die Basis, etwa wie bei einem Kolumbusei, das nicht auf
seine Spitze, sondern auf die Seite gestellt ist. Die Form des
Blockes ist ziemlich unregelmissig, und auf die erwdhnte Bruch-
fliche (,Basis”) gestellt, hat er Ahnlichkeit mit einem Pferde-
rumpf. _

Der Block besteht aus Sandstein mit Ton und Karbonat-
bindemittel. Er ist sehr schén konzentrisch-schalig geschichtet,
wobei die einzelnen Schichten von annihernd gleicher Méchtig-
keit sind. Dieser schalige Bau wird deutlich beim niheren Be-
trachten der Abb. 2. Wir sehen, dass die gegenwirtige Fliche
des Blockes mnicht die primidre obere ist, sondern eine innere
Schichtfliche darstellt. Die eigenartigen Runzeln auf dem Block
wiederholen sich ganz genau in mehreren Schichten tiefer, indem
die tiefere Schicht ein genaues Abbild der hoheren darstellt. Es
sind dies echte Falten oder Runzeln der Schichten, und sie haben
nichts mit dusserlich ihnen #hnlichen schuppenartigen Gebilden
zu tun, die beim Fliessen einer z#ihfliissigen Masse entstehen
konnen.

Aus der Beschreibung geht mit Sicherheit hervor, dass es
sich hier in keinem Fall um ein Gerdll handeln kann, sondern um
ein mit dem Sediment gleichzeitig entstandenes Gebilde.
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Sollen wir uns diesen Block als eine Ausfiillung einer Ver-
tiefung im Sediment vorstellen, oder bildete er eine Erh6hung auf
der Schichtfliche? Eine Ausfiillung, — aber dann musste es eine
sonderbare Vertiefung in weichem tonigem und sandigem Sedi-
ment gewesen sein, mit einer engen Miindung und innen stark
ausgehohlt. Und falls ein solches Loch denkbar wire, wiirde die
Ausfiillung doch nicht so schalig werden, es wiirde nur eine be-
schrankte Anpassung der Schichten an den Boden und die Seiten-
wénde stattfinden. Auch die Runzeln konnen dabei nicht gut
erklirt werden. Es miissten dann Abdriicke der Grubenwinde
sein, doch dass sie so genau sich in den tieferen Schichten wieder-
holen, scheint sehr sonderbar zu sein. Ausserdem setzen sich die
Runzeln nicht durch alle Schichten durch. Die Aussenfliche
kann runzellos sein; in tieferer Schicht erscheinen die Runzeln;
ihre Deutlichkeit erreicht ein Maximum, sie werden schwiicher
und verschwinden wieder. Sie haben also mit dem vermutlichen
Kontakt mit der Grubenwand nichts zu tun.

Es ist aber auch sehr schwer, die Entstehung solcher Blocke
zu erkliren, falls sie Erhéhungen bildeten. Tatssichlich bildeten
sie auch Erhohungen, die einseitig an der Schichtfliche befestigt
waren. Mechanisch kénnen sie aber nicht entstanden sein. Es
sind keine Absonderungsschalen, die durch Insolation oder Ver-
witterung entstehen konnten; es handelt sich um primére Schich-
tung, denn es ist kein Unterschied in der Beschaffenheit des Ma-
teriales im Block und in den anderen geschichteten Gesteinen des
Profils zu beobachten. Fiir eine Zusammenballung durch Wellen-
schlag oder fliessendes Wasser kann der Block ebenfalls nicht ge-
halten werden, die regelmissige konzentrische Schichtung erlaubt
es nicht.

Durch einfache Sedimentation oder Fliessen konnte dies
ebenfalls nicht zustande kommen. Man kann sich keine Kraft
vorstellen, die imstande wire die Sedimentksrner so zusammen-
zuhalten, dass sie allseitiz gewolbte Schichten bilden konnten.
Dabei Imiisste dieses instabile System viel flacher werden, es miisste,
der Gravitation folgend, zerfliessen, um eine moglichst grosse Fliche
des Bodens einzunehmen. Bei unserem Block ist aber das Ge-
genteil der Fall: bei einer verhiltnisméssig kleinen Kontaktfliche
mit dem Boden, sehen wir das Bestreben eine moglichst grosse
Oberfliache zu bilden, welche durch die Runzelung noch vergrossert
wird. Dies ist nur dann denkbar, wenn eine Kraft vorhanden ist,

4*
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die sich der Schwere widersetzt und die lockeren Sedimentpartikel
zusammenhalten kann. Organismentitigkeit ist hier die passend-
ste Erklarung. Es handelt sich hier um dasselbe Prinzip, wie bei-
spielsweise bei den Stromatoporen, die ebenfalls auf einem klei-
nen Teile des Meeresbodens Bauten von grosser Oberfliche er-
richteten (Stromatopora mammilate, S. concentrica u. s. w.). Von
shnlicher Bauart sind die amerikanischen ritselhaften mehr oder
weniger konzentrisch gebauten Cryptozoon und dgl. Nach dem
Bau des Blockes zu urteilen, sind im Querschnitt Beziehungen zu
diesen Problematica zu erwarten. Das Material ist aber sehr
verschieden. Dort ist es Kalk, hier Sand mit etwas Ton und Kalk.
Es war eine Kolonie unbekannter, ritselhafter Geschopfe, die ihr
Substrat aus konzentrischen Schichten aufbauten und dazu aus
dem Wasser Sand- und Tonpartikeln auffingen und diese mit
ausgeschiedenem Kalk verfestigten. Diese ratselhaften Blocke
mit einem zoologischen oder botanischen Namen zu belegen
scheint aber vorliufig zwecklos zu sein, denn es handelt sich um
Gebilde, bei denen sogar die organische Natur noch bestritten
werden kann.



Sehrifttum.

1) Benj. Frosterus ,,Uber die kambrischen Sedimente der Karelischen
Landenge”. Bulletin de la Comm. Géol. de Finlande, Nr. 75, Helsmg'fors,
Oktober 1925,

2) V. Tanner ,,Uber eine Gangformation von fossilfiihrendem Sandstein
auf der Halbinsel Langbergséda-Ojen im Kirchspiel Saltvik, Aland-
Inseln”. Bull. de la Comm. Géol. de Finlande, Nr. 25, Helsingfors, Mai:
1911, . .

— Adolf Th. Metzger ,Beitrige zur Paliontologie des  nordbalti-
schen Silurs im Alandsgebiet”. Bull. de la Comm. Géol. de Finlande,.
Helsingfors, Oktober 1922,

3) Gustaf T. Troedsson ,Uber die priglaziale Verbreitung des
Kambrosilurs in Siidschweden und im Baltikum”. Zeitschrift fiir Ge-
schiebeforschung, Bd. III, Heft 4, 1927.

4) L. Riiger ,Paliogeographische Untersuchungen im baltlschen Kam-
brium unter Beriicksichtigung Schwedens. Ein ‘Beitrag zur Paldogeo-
graphle des Baltischen Schildes und Fennoskandias”. Zentralblatt f.

\ Min. 1923 Nr. 4, 8. 117—128 und Nr. 5, S. 142—155.

5) R. Witting u. W. Ramsay ,Carte bathymétrique du Golfe .de Fln—

lande et du lac Ladoga”. Atlas de Finlande 1910, , Fennia”.

6) A. Opik ,,Die Inseln Odensholm und Rogo. Ein Beitrag zur Geologie
von NW-Estland”, Acta et Comm. Univers. Tartuensis (Dorpatensis) .
A XII. 2, dasselbe in Publ. of the Geol. Institution of the Univ, of Tartu,
Nr. 9, Tartu 1927.

7) B. Doss ,,Uber die Herkunft des Naturgases auf.der Insel Kokskir
im Finnischen Meerbusen, nebst Bemerkungen iiber die Entstehung der
Insel”. Zentralblatt fiir Min. ete. 1913.

8) Carl Wiman ,,Studien iiber das nordbaltische Silurgebiet I. Ole-
nellussandstein, Obolussandstein und Ceratopygeschiefer”. Bulletin of
the Geological Institution of the University of Upsala, Vol. VI, Part 1,
Nr. 11, 1902. Upsala 1905. v

9) A. Opik ,Uber den estlindischen ,,Blauen Ton”.” Sitzungsberichte der
Naturforscher-Gesellschaft bei der Universitdt Tartu, Band XXXIII,
1, 1926, dasselbe in Publ. of the Geol. Inst. of the Univers. of Tartu,
Nr. 6, Tartu 1926.

10) O. H. Schindewolf ,Eine neue Rekonstruktlon von Holmia Mick-
witzi (Schmidt) (Fam. Mesonacidee Walc). Aus dem Unter-
kambrium Estlands”. Zeitschrift der Deutschen Geologischen Gesell-
schaft, Band 79, Jahrgang 1927, Monatsbericht Nr. 5—7.

11) T. M. Janischewsky ,Uber Trilobitenreste (Schmidtiellus Mick-
witzi F. Schmidt) aus dem kambrischen blauen Ton”. Annuaire de
la Société Paléontologique de Russie, T. VI, 1926. Leningrad 1927.



b4 A, OPIK : AXV.q .

12) Johan Kizr , The Lower Cambrian Holmia Fayna at Tgmten in
Norway”. Videnskapsselskapets Skrifter I, Mat.-Naturh. Klasse,
1916, Nr. 10, Oslo (Christiania).

— Thorolf Vogt ,Forholdet mellem Sparagmitsystemet og det marine
‘Underkambrium ved Mjgsen”. Norsk Geologisk Tidsskrift, Bind VII,
Hefte 3—4.

13) J. Samsonowicz ,Sur la stratigraphie du Cambrien et de 1’Ordo-
vicien dans la partie orientale des montagnes de Swiety KrzyZ (Sainte
Croix), Pologne Centrale”. Bulletin du Service Géologique de Pologne,
Vol. 1, Livr. 1, Varsovie 1920,

14) G. F. Matthew ,The Protolenus Fauna”. Contributions from the
Geological Department of Columbia College, No. XXVIII, und in Trans.
New York Academy of Science XIV, 101—153, 1895.

15) M. Janichevsky ,Sur les restes des Tubicola de I’argile cambrien”.
Annuaire de la Société Paléontologique de Russie, T. IV, 1922, Lenin-
grad 1924, '

16) Herman Hedstrom ,,Remarks on some Fossils from the Diamond
Boring at the Visby Cement Factory”. Preliminary Report. Sveriges
Geologiska Understkning, Ser, C, Nr. 314, Arsbok 16 (1922), Nr. 4,
Stockholm 1923,

17) J. Bok ,Geognostische Beschreibung des Untersilurischen und Devoni-
: schen Systems des Gouv. Petersburg”. Mater. zur Geologie Russlands,
St. Pet. 1869.
18) Karpinsky ,Zur Geologie des Gouvernements Pskow”. Bullet. de
I’Acad. de St.-Pét, XXXI, p. 473, 1887.

19) Ch. Walcott ,,Olenellus and other genera of the Mesonacida”, Smiths.
Miscellaneous Collections, Vol. 53, Nr. 6, 1910,

" — —do— ,,The Cambrian and its Problems in the Cordilleran Region”, in

,Problems of American Geology”, Yale University Press, 1915.

20) H. Scupin ,Beitrdge zur Geologie der ostbaltischen Liander. 1. Vor-
devonische Spuren des ,Alten Roten Nordlands” im Ostbaltikum”.
Zentralblatt fiir Min. u. s. w., Jahrg. 1927, Abt. B, Nr. 8, S. 297—302.

21) O. H. Schindewolf, Diskussion zu ,Die fossilen Fahrten und
Bautender Wiirmer. Ein Uberblick iiber ihre biologischen Grund-
formen und deren geologische Bedeutung” von Rud. Richter (Frank-
furt a. Main). Palidontologische’ Zeitschrift, Band IX, Heft 1/3, 1927.

22) G. v. Helmersen ,Die geologische Beschaffenheit des unteren Na-
rovatales und die Versandung der Narovamiindung”. Bulletin de I’Acad.
des Sciences de St.-Pét. 1861.

23) Rud. Richter ,Flachseebeobachtungen zur Paldontologie und Geo-
logie” VII—XI, B. Uber ,,Arenicoloides” Blanckenhorn des Bunt-
sandsteins”. Senckenbergiana, Bd. VI, Heft 3/4, April 1924.

— —do— ,,Flachseebeobachtungen zur Paliontologie und Geologie XII—
XIV. XII — Bau, Begriff und paldogeographische Bedeutung von
Corophioides luniformis (Blanckenhorn)”. Senckenbergiana,
Bd. VIII, Heft 3/4, 1926.



AXV,2 Studien iiber das estnische Unterkambrium 55

24) K. Kolesch ,Beitrag zur Stratigraphie des mittleren Buntsandsteines
im Gebiete des Blattes Kahla”. Jahrbuch der Preussischen Geologi-
schen Landesanstalt zu Berlin fiir das Jahr 1919, Band XL, Teil II,
Heft 2, Berlin 1921,

25) W. Lamansky ,Die #ltesten silurischen Schichten Russlands (Etage
13)”. St.-Petersburg 1905.

26) 0. H. Schindewolf ,Studien aus dem Marburger Buntsandstein
III—VII”. Senckenbergiana, Bd. X, Heft 1/2, 10. Mirz 1928.

27) A. Opik ,Beitrag zur Stratigraphie und Fauna des estnischen Unter-
kambriums (Eophyton-Sandstein)”. Publications of the Geological In-
stitution of the University of Tartu, Nr. 3, Tartu 1925.

28) William H. Twenhofel »Treatise on Sedimentation”. London 1926.

29) J. J. Sederholm »Explanatory Notes to accompany a Geological
Sketch-Map of Fenno-Scandia”, Helsingfors 1908, -

30) A. Mickwitz ,Die Stratigraphie und Topographie des Bodens. des
Finnischen Meerbusens (Programm der Arbeit)”. Bulletin de ’Académie
Impériale des Sciences de St.-Pétersbm_lrg, Série VI, 1907, II, S. 699.

Erklirung der Tafeln.
TAFEL I

Alles in natiirlicher Grésse.

1. Corophioides erraticus Richter, zwei Exemplare im Sandstein neben-
einander. Das rechte, unvollstindige Exemplar erinnert an die von
Helmersen?22) beschriebenen Pflanzenreste, es muss nur das Bild
umgekehrt betrachtet werden.

- 2. Scheitel-U-Rohr (das letzte Wohnrohr) von Corophioides erraticus Ric h-
ter. Ausnahmsweise ist die Schichtung des wohlgeschichteten Sand-
steins und die Spreite nicht zu sehen. Das U-Rohr ist zum Teil von
einem lockeren Ton- und Sandgemenge ausgefiillt.

3. Corophioides Helmerseni n. sp. Holotyp. Zu beachten ist die regel-
missige Zuwachsskulptur und die pendel- oder kolbenartige Erweiterung
in den tieferen Teilen. Schematisch ist dieses Stiick auf der Textab-
bildung 4 wiedergegeben.

4. Corophioides Helmerseni, ein Mittelstiick, von der Stelle, wo die Erweite-
rung beginnt,
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TAFEL II

Die »Helmersen”-Lokalitdt am linken Ufer des Narvaflusses, bel Joaoru
: (Joachimstal in der Stadt Narva).

Detailprofil des petrefaktenleeren = Corophioides - Sandsteins. (Das
vollstindige Profil sieche Abb. 8.) Die vertikalen Spalten sind Spreiten
von Corophioides, die in allen Himmelsrichtungen im Sandstein sitzen.
Die Numeration der Schichten (am linken Rande) wie im Profil auf
Seite 38 und wie auf dieser Tafel Abb. 3.

.  Durch Co'rophioidéé-Spreiten zerkliifteter Sandstein von kleinsduliger

Absonderungsform. Der Schutt und die grosseren Blocke im Hinter-
grund bestehen aus dem Spreitensandstein.

_A_llgemeine Ansicht, _Der Schutt und die Blocke stammen aus dem
Spreitensandstein. Die Numeration der Schichten (am linken Rande)

wie in Abb. 1 und auf Seite 38. Die Zerkliiftung des Sandsteins durch die

Spreiten ist deutlich ‘sichtbar.

"TAFEL IIL
Marienberg oder Suhkrumigi, 4 km ostlich von Tallinna.

Wellen im Ton der Volborthella-Zone. Die Wellentiler sind mit Sand-
stein ausgefiillt, Dieses Profil ist jetzt vermauert.

Wellen in den Scenella-Schichten der Scenella-Zone. Im Estonium kann
man. mit kleinen Schaufeln arbeiten, so wenig fest sind die Sedimente.

Allgemeine Ansicht. Die schwarzen Punkte bezeichnen die Grenze
der sandigen (oberen) Scenélla-Zone und der unteren tonigen Volborthella-
Zone. Die Grenzfliche besteht aus grossen Para-Wellen, ein Wellental
ist auf dem Bilde sichtbar.” Es stehen: links A. Foerste, rechts
R. Richter.

' TAFEL IV.
und 2. Der sonderbare Block "aus der Volborthella-Zone vom Marien-
berge. ‘Linge des Hammers 50 cm. Abb. 1 rechts vom Block sind Stiicke
mit Abdriicken (Negativen) der Runzeln zu sehen.
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1. Fragestellung.

Die Tatsache, dass 4 Farben zur Bezeichnung der Linder einer
Landkarte gentigen?), gibt Anlass zu folgender Fragestellung?):

Auf wieviele Arten lassen sich Gebiete einer Kugel-
fliche mit Hilfe von 4 Zeichen benennen, wenn jedem Ge-
biet ein Zeichen, benachbarten Gebieten dabei stets ver-
schiedene Zeichen zukommen sollen?

Als benachbart sind hierbei solche Gebiete anzusehen, die
ein gemeinsames stetiges Grenzkurvenstiick besitzen. Die gefor-
derte Bezeichnung moge Vierfarbenbezeichnung heissen.

Dieses Problem soll durch erginzende, die Art der Kugel-
teilung betreffende Forderungen eingeschrinkt werden. Die An-
zahl der Gebiete, Kanten und Ecken sei endlich, jedes der Gebiete,
als Punktmenge fiir sich betrachtet, zusammenhingend. Es soll
ferner eine der urspriinglichen Teilung dual zugeordnete Teilung
existieren, von der Beschaffenheit, dass die Ecken der dualen Teilung
den Gebieten der urspriinglichen eineindeutig entsprechen, dabei
zwei Ecken der dualen Teilung héchstens eine Verbindungskante
aufweisen, nidmlich dann und nur dann, wenn die zugehorigen
Gebiete der urspriinglichen Teilung benachbart sind. Diese duale
Teilung bietet sozusagen eine graphische Darstellung der Ge-
bietskollisionen in der urspriinglichen?®). Dass wirklich Kugel-
teilungen existieren, welche diese geforderte graphische Darstel-

1) Das Vierfarbenproblem oder Kartenfarbenproblem ist unter den Mathe-
matikern zuerst von Francis Guthrie und de Morgan berithrt worden;
vgl. Federic Guthrie, Proc. Edinb. 10 (1880), p.727; M. Dehn — P. Hee-
gaard, Enz. d. math. Wiss. IIl AB 3, p. 177—178 (daselbst Literaturangaben);
J. Sarv, Acta et Comm. Univ. Tartuensis (Dorpat.) A XilI., (1927). Ein geschicht-
licher Uberblick bei A. Errera, Period. di Matem. IV—VII — 1 (1927), p. 20—41,

2) Behandelt von A. C. Dixon, Messenger of Math. 32 (1902), p. 51—83,
spéter in allgemeinerer Gestalt von G. D. Birkh o ff, Annals of Math. 2 — XIV
(1912), p. 42—46. Diese Arbeiten standen mir nicht zur Verfiigung.

3) Die duale Teilung findet Verwendung in den Untersuchungen von
P. G. Tait, Edinb, Proc. 10 (1880), p. 501 und p. 729, Edinb. Trans. 29 (1880), p- 657.
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lung gestatten, ersicht man etwa am Beispiel der Tetraederteilung:
wird in jedem der vier Tetraedergebiete je ein Punkt als Reprd-
sentant gewihlt, jedes Paar dieser Reprisentanten quer iiber die
gemeinsame Grenze direkt verbunden, so erhiélt man eine zur
urspriinglichen duale Teilung von der gewiinschten Art.

Der Vierfarbenbezeichnung der Gebiete entspricht ein-
eindeutig eine Vierfarbenbezeichnung der Ecken in der dua-
len Teilung. Das oben formulierte Problem wird somit auf
folgendes reduziert:

Auf der Kugel ist eine endhche Anzahl_von Punkten
(Ecken) durch stetige Kurven (Kanten) Verbunden dabei so,
dass die Kanten sich nicht ausserhalb der Ecken treffen,
und dass zwei Ecken hochstens eine Verbindungskante auf-
weisen. Es soll bestimmt werden, auf wieviele Arten eine
Vierfarbenbezeichnung der Ecken durchfiihrbar ist.

In dieser Fassung werden die Forderungen anschaulich-
iibersichtlicher, was die kombinatorische Behandlung der Frage
erleichtert. Die gesuchte Anzahl der Vierfarbenbezeichnungen
findet ihren Ausdruck jedenfalls in einer nicht-negativen ganzen
Zahl. Der hypothetische Vierfarbensatz behauptet, dass
diese Zahl positiv ist.

Wir wollen die duale Teilung ein Netz nennen, die Ecken
dieser Teilung als Knoten, die Kanten als Faden, die Ge-
biete als Maschen des Netzes ansprechen. Das Netz soll ge-
sdttigt heissen, sobald seine Maschen simtlich dreieckig sind.
Diese Bezeichnung rechtfertigt sich dadurch, dass einem Netz
allemal neue Fiden hinzugefiigt werden konnen, solange noch
nicht alle Maschen dreieckig sind, wihrend ein Netz mit aus-
schliesslich dreieckigen Maschen keine neuen Faden mehr aufzu-
nehmen vermag, weil zweieckige Maschen der Definition nach
nicht gestattet sind. Sollte der Vierfarbensatz fiir gesittigte
Netze richtig sein, so muss er auch fiir alle Netze gelten, weil
die Hinzunahme neuer Fiaden wohl manche Vierfarbenbezeich-
nung, die vorher moglich war, unmoglich machen, keinesfalls
aber neuen Arten Raum geben kanmn.

Projiziert man ein gesittigtes Netz stereographisch auf die
Ebene, so entsteht ein aus dreieckigen Maschen gebildetes ebenes
Netz mit dreieckigem Rand. Diesen Rand bilden némlich die
Projektionen der Faden derjenigen ausgezeichneten sphiri-
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schen Masche, die das Projektionszentrum enthélt. Entfernt man
aus der Projektion einen Randknoten und die in ihm miinden-
den Fiden, so verbleibt als Rest ein kompaktes Gebilde von
aneinandergehefteten ebenen Dreiecken, jedoch wird der Rand
dieses Gebildes im allgemeinen kein Dreieck, sondern ein r-Eck
sein (r > 8). [Ebene Netze solcher Art sollen Normalnetze
heissen; im Spezialfall » = 8 erhilt man gesittigte ebene Netze.

In der vorliegenden Arbeit soll die Anzahl der Vierfarben-
bezeichnungen der Knoten von Normalnetzen bestimmt werden,
und zwar mit Hilfe von Formeln, die planméssigen ferneren Un-
tersuchungen {iber die Giiltigkeit des Viertarbensatzes zuging-
lich sind.

2. Die Farbeninvarianten.

Hat man eine Bezeichnung der Knoten eines Normalnetzes
gemiss den Forderungen des Problems gefunden, so resultieren
hieraus sofort 28 neue Bezeichnungsarten durch Permutation der
vorgegebenen verwendeten Zeichen. Sdmtliche 24 auseinander
durch Permutation hervorgehende Vierfarbenbezeichnungen sollen
hier als nicht wesentlich untereinander verschieden angesehen
werden; untereinander wesentlich verschieden sind also
nur solche Bezeichnungen, die nicht durch Permutation ineinander
iibergehen. Da die Anzahl aller {iberhaupt moglichen Bezeichnun-
gen einer endlichen Menge von Punkten mit Hilfe einer endlichen
Menge von Zeichen sicher endlich ist, so existiert eine obe
Schranke fiir die Anzahl paarweise wesentlich verschiedener
Vierfarbenbezeichnungen eines vorgelegten Normalnetzes. Fasst
man also jedesmal alle nicht wesentlich verschiedenen Bezeich-
nungen in einen Komplex zusammen, so ist die Anzahl N dieser
Komplexe endlich, und die Gesamtzahl der Losungen fiir das
Netz betrdgt 24 N. Das im § 1 gestellte Problem reduziert sich
auf die Bestimmung der fiir das Normalnetz charakteristischen
Zahl N. Wir nennen N die absolute Farbenlnvarlante
des Normalnetzes.

Eine in mancher Hinsicht bequemere Definition dieser Far-
beninvariante erhélt man folgendermassen:

Es seien a, b, ¢, d die zu verwendenden 4 Zeichen. Geht
man von einer fixierten Masche des Normalnetzes aus, €0 miissen
die 8 Knoten dieser Masche notwendig mit 8 verschiedenen
Zeichen versehen werden. Wihlt man unter den 24 Moglich-
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keiten eine aus, etwa die Bezeichnung der Knoten 4, B, C der
Reihe nach entsprechend mit a, b, ¢, — was fernerhin als 4 = q,
B =1, C=c geschriechen werden mag, so entsteht die Frage:

Drei zu einer dreieckigen Masche gehorige Knoten sind
“als a, b, ¢ fixiert; auf wieviele Arten lisst sich die Vier-
farbenbezeichnung der tibrigen Knoten dann noch durch-
fiihren ? ‘

Zwei beliebige Vierfarbenbezeichnungen der iibrigen Kno-
ten sind dann jedenfalls wesentlich verschieden, da eine von der
identischen verschiedene Permutation der Zeichen a, b, ¢, d nicht
die fiir das Ausgangsdreieck verwendeten Zeichen a, b, ¢ simt-
lich in Ruhe lassen kann. Hat man andererseits eine ganz be-
liebige Vierfarbenbezeichnung des Normalnetzes gefunden, so ist
es hieraus moglich durch Permutation zu einer und nur einer
Bezeichnung zu gelangen, die A =a, B="5, C= ¢ liefert; die
inverse Permutation fithrt von letzterer Vierfarbenbezeichnung
zur erstgenannten zuriick. D. h.:

Jede Vierfarbenbezeichnung iiberhaupt entsteht durch Per-
mutation aus einer und nur einer Vierfarbenbezeichnung bei
fixierter Bezeichnung der Ausgangsmasche. Existieren N° Vier-
farbenbezeichnungen der letztgenannten Art, so muss die Gesamt-
zahl der Vierfarbenbezeichnungen des vorgelegten Normalnetzes
gleich 24 N’ sein. Hieraus fliesst aber N'= N, m. a. W.:

Die absolute Farbeninvariante kann als Anzahl der
Vierfarbenbezeichnungen bei fixierter Bezeichnung
der Ausgangsmasche definiert werden.

Aus der Invarianz vonkN fliesst dann sofort :

Die Anzahl der Vierfarbenbezeichnungen bei. fixierter
Ausgangsmasche ist von der speziellen Wahl dieser Masche
unabhéingig. '

Eine ganz analoge Betrachtung ldsst sich durchfiihren, so-
bald die Vierfarbenbedingung noch durch erschwerende Neben-
bedingungen erginzt wird. Als solche Nebenbedingungen wer-
den weiterhin folgende auftreten: ‘

1) Ein Komplex von Knotenpaaren auf dem Rande des Nor-
malnetzes S -

(Al’ 'Bl)’ (AQ, 82), DY (A#, .B‘u) (l)
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soll dadurch ausgezeichnet sein, dass nur solche Vierfarbenbe-
zeichnungen in Betracht kommen, die in jedem Paar die Kom-
ponenten 4, B identisch bezeichnen, — geschrieben: 4; = B..

2) Ein Komplex von Knotenpaaren auf dem Rande des Nor-
malnetzes

(-Xl! Yl)y (XE’ Y?)’ L] (X% Yv) (2)

soll dadurch ausgezeichnet sein, dass nur solche Vierfarbenbe-

zeichnungen in Betracht kommen, die in jedem Paar die Kompo-

nenten X, ¥ verschieden bezeichnen, — geschrieben X; =+ Y.
Versteht man unter

NetaBy . ... (+4,B)(=%, Y. ... (—~X,T,) ®)
oder kurz
Net-4B) (—x1) @)

die Anzahl der Vierfarbenbezeichnungen, die sich fiir das vorge-
legte Netz ergeben, wenn die Bezeichnung der Knoten einer Aus-
gangsmasche festgelegt und die Erfiillung der beiden Nebenbe-
dingungen gefordert wird, so folgt sofort die Unabhingigkeit
dieser Anzahl von der speziellen Wahl der Ausgangsmasche.
Diese Zahl N 4p)—xy) soll als bedingte Farbeninva-
riante des Normalnetzes bezeichnet werden.

Sind die Nebenbedingungen unerfiillbar, so ist die zugehorige
bedingte Farbeninvariante gleich null. Verschwinden die Neben-
bedingungen, so geht die bedingte Farbeninvariante in die abso-
lute tber.

3. Reduzible Normalnetze.

Besitzt ein Normalnetz Féden, die als Diagonalen des Rand-
polygons angesprochen werden konnen, so soll dieses Netz re-
duzibel heissen. Die Diagonalfiden
wollen wir auch Querschnitte des I .
reduziblen Normalnetzes nennen. Ein - < N
Normalnetz ohne Querschnitte soll :« € ." 3.
irreduzibel heissen. Gesittigte T .
Netze (r = 3) sind allemal irreduzibel. S

Ist AB (Fig. 1) ein Querschnitt
eines reduziblen Normalnetzes, so kén-
nen wir zur Bestimmung der absoluten
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Farbeninvariante N dieses Netzes von der allemal existierenden
Masche ABC ausgehen, etwa A = a, B = b, C = ¢ wihlen.
Sind N' und N” die absoluten Farbeninvarianten der beiden
Teilnetze I und II, die aus dem gegebenen durch den Querschnitt
AB entstehen, wobei C in I gelegen angenommen ist, so hat man
fur den Knoten D der in II notwendig existierenden Masche ABD
noch 2 statthafte Bezeichnungen, nimlich D=4d oder D =c¢.
Jede dieser beiden Bezeichnungen fiihrt im Teilnetz II zu N”
Vierfarbenbezeichnungen, von denen jede mit den N’ durch ABC
bedingten Bezeichnungen des Teilnetzes I vertriglich ist. Hier-
aus fliesst :
N=2NN". ®)

Durch vollstindige Induktion erkennt man ferner sofort,
dass beim Vorhandensein von ¢ Querschnitten, also ¢ -4 1 Teil-
netzen, die Zahl N sich aus der Formel

N=2'N'N".... N¢tP (6)

bestimmt, wenn N die absolute Farbeninvariante fiir das u-te
Teilnetz bedeutet. Daraus folgt zugleich, dass man sich bei
der Losung des im § 1 gestellten Problems auf irreduzible
Normalnetze beschrinken darf. Zunéchst soll aber ein Spezialfall
reduzibler Netze erledigt werden.

Bezeichnet 7 die Anzahl der inneren, d. h. nicht auf dem
Rande gelegenen Knoten eines Normalnetzes, f die Anzahl der
Fiden, m die Anzahl der Maschen, d. h. der Elementardreiecke,
aus denen das Netz zusammengesetzt ist, so hat man auf Grund
der Euler’schen Polyederformel

(m+1)+ (r+9)=f+2. )
Eine einfache Uberlegung zeigt aber
of = 8m + 7. ®
Wird dies mit (7) verkntipft, so resultiert ‘
m = r+ 2(¢—1) 9

und
f = 2r 4+ 8(:—1). (10)
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Ist das Netz frei von inneren Knoten, also ¢ = 0, so ergibt sich
demnach m =r —2, f=2r —3. Weil dann jedoch jeder Faden
entweder zum Rande gehort oder einen Querschnitt darstellt, so
berechnet sich die Anzahl der Querschnitte als (2r—38)—v, d. h.
sie ist gleich » — 8. Das Fehlen innerer Knoten bewirkt, dass
simtliche Teilnetze, in welche unser Normalnetz dank allen
diesen Querschnitten zerfillt, einfach Elementardreiecke sind.
Nun ist fir ein alleinstehendes Elementardreieck "die absolute
Farbeninvariante gleich 1, wie aus der Definition ersichtlich.
Auf Grund von (6) wird daher fiir ein innen knotenfreies Nor-

malnetz die absolute Farbeninvariante, die wir dann als ZOV be-
zeichnen wellen, gleich

0
N=2"=2o"1, an

Die Zahl 2" ist eine obere Schranke fiir die absolute Farben-
invariante eines m-maschigen Netzes iiberhaupt. Denn schreitet
man, um Vierfarbenbezeichnungen zu finden, von einer Masche
ausgehend, von Dreieck zu Dreieck fort, jedoch so, dass eine
Dreieckspitze allemal erst dann an die Reihe kommt, wenn beide
Eckpunkte der zugehérigen Grundlinie schon bezeichnet sind, so
hat man stets die Wahl zwischen beiden an der Basis nicht be-
nutzten Zeichen, — sofern .nicht andere Hemmnisse eintreten.
Im giinstigsten Falle verdoppelt sich somit mit jedem Schritt die
Anzahl der in Betracht kommenden Bezeichnungsarten. Da
ausser dem Ausgangsdreieck noch m — 1 andere Dreiecke vor-

handen sind, so treten hochstens 2™ Verdoppelungen ein, woraus
die Richtigkeit der Behauptung ersichtlich ist.

Die Zahl ¢ soll die Ordnung des jeweiligen Normalnetzes
heissen; die Farbeninvarianten eines Netzes ¢-ter Ordnung sollen

fernerhin auch als N geschrieben werden.

Wir suchen eine Reduktionsformel, die es gestattet Farben-
invarianten fiir Normalnetze i-ter Ordnung aus Farbeninvarianten
fir Normalnetze (+—1)-ter Ordnung zu berechnen, wobei die

0
‘absolute Farbeninvariante X schon durch (11) bekannt ist. Fir
=0, m > 1 ist das Netz allemal reduzibel; bei ¢ > 0 geniigt
die Betrachtung irreduzibler Typen.
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Wo Missverstindnisse ausgeschlossen sind, soll das Symbol N
eventuell nicht nur die Farbeninvariante, sondern auch das zuge-
hérige Netz selbst bezeichnen.

4. Reduktion einer bedingten Farbeninvariante.

Fiir 4 = 1 wird nach (9) und (10) m = r, f = 2r. Man hat
einen und nur einen irreduziblen Netztypus, der an ein Rad mit
Speichen erinnert (Fig. 2). Ausser den » Randfiden miissen nim-
lich noch genau r Fiden auftreten, weil die Gesamtzahl 2r be-
tragt. Soll kein Querschnitt existieren, so muss jeder innere
Faden von einem Randknoten ausgehen und in den einzig
vorhandenen inneren Knoten miinden. Da
genau r Randknoten vorhanden sind, so wer-
den damit simtliche » nach innen fithrende
Fiden aufgebraucht. - Das Netz ist damit
eindeutig bestimmt.

Entfernt man eine Masche, etwa ABD,
so verbleibt ein reduzibles Restnetz ohne
innere Knoten, mit »—2 von D ausgehen-

den Querschnitten. Jede der 2(\)7 Vierfarben-
bezeichnungen dieses Restnetzes fiihrt dann
1

und nur dann zu einer Bezeichnung im N, wenn 4 + B, weil im
Netz erster Ordnung diese beiden Punkte direkt verbunden er-
scheinen. Man hat daher

1

0 0
 N=N-—Ngup. (12)

Das auf dem Rande des Restnetzes gelegene Knotenpaar AB ist
mit dem ,zwischenliegenden“ Randknoten D direkt benachbart.
Wir leiten zunichst eine Reduktionsformel zur Berechnung
einer entsprechenden bedingten Farbeninvariante Netyap) ab, fur

den Fall, dass in den zwischenliegenden Punkt D Querschnitte
miinden. Diese Formel soll fiir ein sonst ganz beliebiges Normal-
netz bestimmt werden, also nicht an den oben statthabenden
Spezialfall i = 0 gebunden sein.

Es sei im Normalnetz N (Fig. 8) der Faden DX ein Quer-
schnitt, der das Netz in die Teilnetze I und II spaltet. Gesucht
ist Ncyap)y Als Ausgangsmasche diene diejenige, deren Grund-

linie der Faden AD bildet. Unter den N’ Vierfarbenbezeichnun-
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gen des Teilnetzes I unterscheiden wir solche, die A= X liefern,
von solchen, wo 4 + X wird; ist die erstere Zahl N’ry 4x), so be-

rechnet sich die letztere als N'— N’y 4x) Um Ad=B zu erhal-

ten, kann man zunichst jede beliebige der Vierfarbenbezeichnungen
N’ (4 ax) des Teilnetzes I mit einer sonst beliebigen Bezeichnungsart

von II verkniipfen, sobald nur die Bezeichnung von D mit der
durch I bedingten iibereinstimmt, und X = B wird. Betrachtet
man hierbei im Teilnetz II als Aus-
gangsmasche diejenige mit der Basis
DB, so ist fiir diese Masche die Be-
zeichnung von D und B (letztere durch
A = X = B) vorgeschrieben, wihrend .
fir die dritte Spitze noch 2 Zeichen
gleichwertig freibleiben. Kennzeichnet
man die Farbeninvarianten fir das
Teilnetz I durch doppelte Striche- $ig. 3.

lung, so kann man somit die auf diese

Weise resultierenden bedingten Vierfarbenbezeichnungen des Ge-
samtnetzes als 2N’ 4x) N'4-xp) in Rechnung setzen. Hierzu
kommen nun aber noch die Bezeichnungsarten A + X von L
Diese diirfen mit solchen und nur solchen Bezeichnungsarten
von II kombiniert werden, wo X == B. Dabei hat dann X in I
entweder dasselbe Zeichen, wie die Spitze der Masche mit der
Grundlinie DB, — oder aber das vierte, von den Eckbezeichnun-
gen dieser Masche verschiedene Zeichen. Durch eine einfache
Uberlegung erkennt man aber, dass die Gesamtzahl dieser zwei
moglichen Bezeichnungsweisen von {I gleich sein muss der An-
zahl, derjenigen Vierfarbenbezeichnungen von II, die, bei fixierter
Ausgangsmasche, B+ X ergeben, also gleich N” — N“ xp).

Mithin treten zu den {riher gezdhlten noch {N'—N'ry 4x)}-
AN"— N"c xB)} Bezeichnungsmoglichkeiten hinzu. Also wird

\

" Nepap) =2N'pax; Ny xp +
+ V=N ax} (V' —N'epxp) - as)

In anderer Anordnung:

Ngap =3Ncraxy ¥Nxp +
—_— {‘N’(—l-AX) N”+N”(+X.B) N’} +JV(.N”. (]4)
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5. Verallgemeinerung der Reduktionsformel.

+ Die Formel (14) ldsst sich durch vollstindige Induktion fiir
den Fall verallgemeinern, dass im Knoten D ¢ Querschnitte zu-
sammenlaufen.

Es soll ¢ fernerhin tiberall als Abkiirzung fiir —1 stehen.
Mit a, bezeichnen wir eine vom Index ¢ abhingige, durch die

Forderungen

—1
=1 a,=2a, -+ « (15)

eindeutig definierte Zahl. Die in D miindenden Querschnitte
des gegebenen Normalnetzes seien DX,, DX,, .. ., DX, Zur

Kennzeichnung der "Farbeninvarianten der ¢ 4 1 Teilnetze, die
dank diesen Querschnitten entstehen, verwenden wir oben ange-
setzte Indizes. Dann gilt die Relation:

— 74 3 (q+1)
Nejap =8N ax)N'qxx,) - N¥x,p+

’ q—l r AT (!l+l) ’
— 3 {N Nexxy - Naxep + -+ N 4axy - -

(2] (Q+1) q—2 I AT NT I (g+1)
. N(+Xq—-1Xq) N } +3 {N N'N (HXoXy) - - N(+XqB) +
, (—» - () 5y (q+1)
+ o+ Nepaxy - N ax o VOV 4 a0
e e e e e e e e e e W e e e e e e e e ee e e e +
’ 72 1 74 724 1
+ NN NG + NpaxyN”. NOTUL 4

+ g N'N” .. NOTD,

. Hier enthélt die mit 32— * verkniipfte Summe jedesmal simtliche
Produkte von % absoluten und ¢ — % -} 1 bedingten Farbenin-
varianten, je eine Farbeninvariante aus jedem Teilnetz. Bei ¢ =1
reduziert sich (16) offenbar auf (14).

Zum Beweis der Allgemeingiiltigkeit von (16) bedienen
wir uns fiir den Augenblick einer abgekiirzten Schreibweise :

es soll S™ fir N gc,fx,‘_lx,‘) gesetzt werden und das Sum-
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menzeichen Verwendung finden. Die zu beweisende Formel
wiire dann

Neyap = 8088 .. 800 s g, 80D ¢
+ 8PNy SOV — I NN NOSOTD
+ a 'N" . NOD an

Wird (17) fir ein fixiertes ¢ als bewiesen gngenommen, und
denkt man sich das letzte Teilnetz, dessen Index g-+1 ist, durch
einen in D miindenden (¢ 1)-ten Querschnitt in zwei neue Teil-
netze zerfillt, zu deren Kennzeichnung die Indizes ¢ 41 (unter-

strichen) und ¢ + 2 dienen mogen, so ha,t' man nach (5)

N(Q+1) — 2N(Q_‘{"_l_) N(q+2) , (18)

und nach (14)

D _ gg@H gt _ (Gt y@atd |

(19)
_|__ S(Q+2)N(Q+1)} __I__ N(Q+1)N(9+2) .

Wird dies in (17) eingefiihrt, so resultiert:

—gIs g ATV gD g1 5 yoyrgr | gAY g@HD
4+ o+ Il s NN .. Nt g@+2) + (20)
+ @a, + HNN" . NCED D,

Bei der Rechnung ist zu beachten, dass 8" —2. g1 gv1

und — & =", Am iberzeugendsten wirkt die ausfiihrliche

Durchrechnung in den einfachsten Spezialfillen ¢ =1, 2, . .
Wegen (15) ist aber nun (20) eine Formel vom selben Ty-

pus, wie (17), damit also die Allgemeingiiltigkeit der Reduktions-

formel (16) erwiesen.
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6. Allgemeine Eigenschaften der Vierfarben-
koeffizienten.

Die in (16) auftretenden, durch (15) definierten Zahlen a;
sind von grundlegender Bedeutung fiir das zu behandelnde Problem;
sie mogen daher die Vierfarbenkoeffizienten genannt
werden. Die Relationen (15) ermdglichen die Berechnung dieser
Vierfarbenkoeffizienten a; fiir jeden ganzzahligen Index ¢. Eine
Tabelle sei hier angeftihrt:

]
-

t | —4|—3 01+1 3 4|56 7|8|9] 10

_zl_l

@ | = +4 138|512t 171 | 341

|-t

0 ‘4—1

43!85

Die Vierfarbenkoeffizienten geniigen einer Fiille interessan-
ter Beziehungen, von denen einige sofort Erwihnung finden
sollen. Man iiberzeugt sich zunichst durch vollstéindige Induk-
tion, dass stets

2061 ~+ O = Gty (1)

ist. Tatsichlich gilt diese Relation fiir ¢ = 1; besteht sie aber fiir
irgendein ¢, so gilt sie auch fir den nichstgrosseren und fiir
den nichstkleineren Wert von, ¢. Ersteres ersieht man aus der
Schlusskette

20; 4 Gy = 2204 + &4 -+ (2 4 &) =

: 22
= 2(204—1 + @) + et = 2041 4 &t = ayya; @
mit Hilfe von (15) und (21), letzteres folgt auf Grund von (15)
aus der Umformung

2“5_2 —I— Oy = (at_l -‘I— St_l) —I— O3 = 2(15.._1 + g1l = ¢, (23)

Damit ist aber (21) durch vollstindige Induktion bewiesen. Eine
Weiterfiihrung der oben gegebenen Tabelle ‘gestaltet sich auf
Grund von (21) hochst einfach. Sdmtliche Vierfarbenkoeffizien-
ten a; sind bei positivem ¢ positive ganze Zahlen. Schreibt man
sie von a; beginnend aufwirts im Binarsystem, so lauten die
ersten Zahlen der Reihe:
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1; 1; 11; 101; 1011; 10101; 101011; 1010101;
10101011; . ... ...

Das Gesetz ist hier leicht zu erfassen.

Aus (21) folgt, dass bei positivem ¢ sémtliche a; ungerade
sein miissen.

Wir iiberzeugen uns ferner, dass bei positivem ¢ allemal
o =21 — 22 L 208 — |, -+ gt120 (24)

ist. Denn erstens hat man hieraus sofort ¢, = 1, a, =1, und
zweitens ist dann

20, 4 appy = (2 20 — (@121 | . | et1(2 - 2) f- e 20 =
A 4st-1.92 gt 20 = (@)
gttt L gt1, 22 gt 2l g, 90 = ayps,

d. h. die Rekursionsformel (21) wird befriedigt.
Summiert man die geometrische Reihe, so folgt hieraus

o = + (2t 4 et1) . . (26)

Diese zuniichst nur fiir positive ¢ bewiesene Relation ist unab-
hingig von der Beschrinkung ¢>>0. Denn nach (15) ergibt
sich aus (26) fiir den nichstkleineren ¢-Wert:

s = (o &) = FH@ 4 oY) - o] = § (2 F- 269 =
= 4@+ &7 | (27)

Die hierin enthaltene vollstindige Induktion beweist unsere Be-
hauptung.

Schreibt man (21) in der Gestalt

20 2= a; — Q¢_3, (28)
woraus '
da; 4 = 2(Qt-2 — As—3) = 204 9 — 20, 3 =

= — 0 — Qi Gz = G — 2843 } Gs_3, (29)
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so folgt durch vollstindige Induktion die Verallgemeinerung
2"ag_2k=a¢—(’f)a&~1—|—(g)ag__g—...—{—e"(,,g)a;_k, (30)

wo die Symbole (f) Binomialkoeffizienten bedeuten.
Aus der Beziehung (26) folgt

a; + Ay = 2, ‘ (31)
Endlich sei noch das Additionstheorem
a,.,.; == a,.,aH.l —+— 2(13_1 s, (32)

erwihnt, welches sich wieder durch vollstéindige Induktion leicht
beweisen lisst. Aus ihm wird ersichtlich, dass ar den grossten
gemeinsamen Teiler von a, und e, darstellt, sobald = der grosste
gemeinsame Teiler der positiven ganzen Zahlen u und v ist.

7. Die absoluté Farbeninvariante fiir Normal-
netze erster Ordnung.

Die im § 4 begonnene Berechnung der Zahl N fir die
Ordnung 1 kann nun zu Ende gefithrt werden. An (12) an-

kntipfend, berechnen wir nidmlich zunichst 1(\)7(_|_ 4B) hach (16).
Das Netz nullter Ordnung, um welches es sich hier handelt
(Fig. 2), zerfallt durch » — 2 von D ausgehende Querschnitte in
r — 1 facherférmig aneinandergeheftete Dreiecke; dieser Netz-
typus soll fernerhin der Kiirze halber als Facher bezeichnet
werden. Die spezielle Form der Teilnetze lisst bei Anwendung
der Formel (16) die bedingten Farbeninvarianten v

' 1 p : )
Nepaxy Verxxy ¥Nerxxp0 -+ NepxooB)

simtlich Verschwinden, wihrend die absoluten Farbeninvarianten
- alle gleichzeitig zu 1 werden. Dann verschwinden auf der rechten
Seite von (16) alle Glieder mit Ausnahme des letzten, welches
sich auf den Vierfarbenkoeffizienten reduziert, d. h. es wird

0
N(+AB) == COp-2 » (33)
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0
Auf Grund von (11) ist gleichzeitig N = 2—2. Nach (12) hat
man also

1 0 0

N=N—Nryp=2""— a2, (34
woraus endlich, wegen (31),
1
N = Qp_1 (35)

folgt. Hier ist der Index des Vierfarbenkoeffizienten die um 1
verkleinerte Anzahl der Maschen des betrachteten Netzes
erster Ordnung. Da allemal mindestens 3 Maschen existieren
miissen, wenn das Normalnetz wirklich einen inneren Knoten
enthalten soll, so ist dieser Index nicht kleiner als 2, der zuge-
horige Vierfarbenkoeffizient daher allemal positiv. Mit zunehmen-
der Maschenzahl wichst die Anzahl der Vierfarbenbezeichnungen
in diesem Falle recht rasch.

In Bezug auf den Facher haben wir zugleich folgendes
Resultat gefunden:

Ist m die Anzahl der Maschen eines Féchers, so ge-
stattet dieser Ficher, bei fixierter Bezeichnung der Knoten
einer Ausgangsmasche, genau a,—; Vierfarbenbezeichnun-
gen mit identischer Fir-
bung der Endknoten 4, B,
(A = B), und a, Vierfarbenbe-
zeichnungen mit verschie-
dener Féarbung dieser End-
knoten A, B, (A 4 B).

Zur Veranschaulichung und Kon-
troile der Formel (85) sei hier eine
Tabelle der Vierfarbenbezeichnungen
eines Normalnetzes erster Ordnung
mit 7 Randknoten P, P,, . ... P;
und dem inneren Knoten P, ange-
fithrt. Laut (85) miissen dann a,
d. h. 21 Vierfarbenbezeichnungen bei fixierter Bezeichnung der

Ausgangsmasche existieren; in der Tabelle sind diese Vierfarben-
9

&
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bezeichnungen in 21 Kolumnen gegeben, wobei P,P,P, als
Ausgangsmasche dient (Fig. 4):

1028 4|5/6/7/8]9|10]11]12]13]14]15]16]17]18]19]20]21
Pylala|a|ala|a|a|a /ajalalalalalalalalalal ala
P bib|{b|b|b|b/b|b | b|b|b|b|b|bib b|b|bib blb
Pyl cle|elelc|elelclc|e|c|elelclele|c|clelele
Py (b|b|b|/b|blb b b b|b|d|ld/d|ld|d d d|ld d| ala
P lclele|c|c|ld/dldld|d|(b b|b!b|b|bleclc|c|lc|o
"Py|b|b|d|d|db|blc|e|cle|c|eldld d|b|bldldla
‘Pglcld|b|blc|c|d|b|bldlb|bld b|blcleldbl|ble
Pyldlclc|d|d|d|c e|d clc d|le c|d d|ld cle|dl d

8. Reduktion durch Abtrennung eines Fachers.

0
Zur Berechnung von N spalteten wir das Netz erster

0
Ordnung in einen Fdcher N und ein Dreieck. Diese Methode
gestattet eine Verallgemeinerung auf Netze hoherer Ordnungen.

Es sei ein beliebiges Normalnetz N mit ¢ inneren Knoten ge-
geben (Fig. 5). Wir fixieren einen Randfaden 4,4,. Wenn das
Netz irreduzibel ist, so hat diejenige
Masche, deren Grundlinie dieser Faden
4,4, bildet, zur Spitze notwendig einen
inneren Knoten P des Netzes. Es kann
moglich sein, dass die zum folgenden
Randfaden gehorige Masche dieselbe
Spitze P besitzt; wir wollen anneh-
men, dass m aufeinanderfolgende Rand-
faden

AA,, AAs, Asdg, ...y AwidAm

Grundlinien von Maschen mit gemein-
samer Spitze P sind. Die Gesamtheit
dieser m Maschen, fiir sich betrachtet, bildet dann einen Ficher,
solange 4, von A, verschieden ist. Nach Abtrennung dieses

’;.3. 5.

Fichers vom Netz 1\17 verbleibt ein Teilnetz von der Ordnung i —1,
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denn dieses Teilnetz besitzt alle fritheren inneren Knoten, mit
alleiniger Ausnahme des Knotens P, der nun zum Randknoten ge-
worden ist. Wir nennen dieses Teilnetz das zum Facher gehorige

Residuum des Normalnetzes N. Fiir irreduzible Netze wird die
Maschenzahl m des Féchers mindestens gleich 1 sein; der Maximal-
wert von m ist abhéngig von der Struktur des Netzes und der
speziellen Wahl der Randfiden. Bei i =1 darf m =r — 1 ge-
setzt werden, wie es im § 4 geschehen. Die gemeinsame Spitze P
der Féchermaschen nennen wir das Zentrum der ausgefiihrten
Zerlegung des Netzes in Ficher und Residuum, die Zahl m soll
der Index der Zerlegung heissen.

Es ist allemal fiir ein irreduzibles Normalnetz N moglich,
das Zentrum und den Index der Zerlegung so zu wihlen, dass
das Residuum wieder irreduzibel wird. Sollte zundchst auch die
zum Randfaden Amdmy: resp. zum Randfaden A 4, gehorige
Masche die Spitze P aufweisen, so diirfen wir diese Masche zum
Ficher hinzuzihlen, m. a. W. den Index m um eine Einheit ver-
grossern, solange 4,1, von 4, resp. A_; von 4, noch verschieden
ist. Da die Anzahl der Knoten des Netzes endlich ist, so gelangt
man auf diese Weise bei fixiertem Zentrum P jedenfalls zu
einem maximalen Index m; der zugehorige Féicher wird dann
ein Maximalfdacher.

Sollte nun ein irreduzibles Normalnetz &V nach Abtrennung
eines Maximalfichers ein reduzibles Residuum ergeben, so konnen
die Querschnitte dieses Residuums nur

von P, dem Zentrum der Zerlegung, a RN

1 \
ausgehen, da widrigenfalls N selbst \
schon reduzibel wire. Diese Quer-
schnitte lassen sich dann in wohldefi- G x
nierter Aufeinanderfolge als PX,, PX,, +
..... , PX, bezeichnen (Fig. 6). Das oy
Residuum zerfillt in ¢ 4+ 1 Teilnetze, // .

A, —

von denen etwa dasjenige mit den

Randknoten A4,., X;, P als ,letztes® ~

angesprochen werden kann. Es fiihrt rig- 6

dann in diesem letzten Teilnetz kein

Querschnitt mehr von P zum Rand. Geht man nun von einem
Faden auf dem Rande A,.X, des letzten Teilnetzes aus, so liegt

die Spitze J der zugehorigen Masche notwendig im Inneren dieses
o%
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Teilnetzes, weil im einzig denkbaren anderen Falle, wo A4.X,P

selbst diese Masche wiire, der vorhin vom N abgetrennte Fécher
kein Maximalficher sein konnte. Von J ausgehende Féden

konnen den Rand von N offenbar nur auf dem Bogenstiick

4,X, treffen. Nimmt man statt der vorigen Zerlegung des N
eine neue, diesmal mit J als Zentrum, so kann das zuge-
horige Residuum eventuell nur noch solche Querschnitte auf-
weisen, die J mit einem Knoten auf dem Randbogen A..X,
verbinden. Wiederholt man wortlich die oben durchgefiihrten
Betrachtungen fiir unsere neue Zerlegung, so gelangt man zu
einem neuen Teilnetz, welches gleichzeitig einen echten Teil
des frither betrachteten Teilnetzes 4,X,P ausmacht, dabei aber
mit dem Randbogen 4,.X, nur einen echten Teil gemeinsam hat.
In diesem neuen Teilnetz kann ein neuer Punkt J' als Zentrum

einer dritten Zerlegungsart des N gefunden werden, u. s. f. Da
die Anzahl der Knoten endlich ist, so bricht die Kette entweder
ab, indem ein irreduzibles Residuum auftritt, — oder man ge-
langt zu einem Teilnetz mit dreieckigem Rand A®)X().J0). Die

zum Randfaden A®X® gehorige Maschenspitze J@11) liefert

dann eine neue Zerlegungsart des N mit dem Index 1. Redu-
zibel kann das zugehorige Residuum dann sicher nicht mehr
sein, weil kein Randpunkt mehr existiert, mit dem das Zentrum
J+1) yverbunden sein konnte. Die jedesmalige Existenz von Zer-
legungen mit irreduziblem Residuum ist somit gesichert.

Wir diirfen diese Tatsache auch folgendermassen aus-
sprechen :

Jedes irreduzible Normalnetz ¢-ter Ordnung entsteht
aus einem irreduziblen Normalnetz der Ordnung ¢—1 durch
Anheften eines Féchers.

O. Reduktionsformeln ftir die absolute Farben-
invariante.

Im irreduziblen Normalnetz N sei eine Zerlegung vom
Index m um P als Zentrum ausgefiihrt (Fig. 5). Wir wollen

die Berechnung der absoluten Farbeninvariante N auf die Be-
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rechnung von Farbeninvarianten des Residuums, also eines
Netzes niedrigerer Ordnung, zuriickfiihren.

Wihlt man als Ausgangsmasche der Vierfarbenbezeichnung
eine Masche des Fichers, so hat man laut § 7 fir den Ficher
an—1 Bezeichnungsmoglichkeiten 4,= 4,,, und a, Moglichkei-
ten 4, 4= 4. Nun darf hierbei jede im Fidcher zu 4,= 4.
fihrende Vierfarbenbezeichnung mit einer jeden Vierfarben-
bezeichnung des Residuums kombiniert werden, sobald
im Residuum 4, und P ebenso wie im Ficher bezeichnet
erscheinen, dabei im Residuum A,== 4, ist. Wihlt man im
Residuum das Dreieck mit der Basis A4,P zur Ausgangsmasche,
so darf fiir die dritte Ecke dieses Dreiecks jede der bei-

den noch tibrigen Bezeichnungen Verwendung finden, d. h.
1—1
man hat 2. N4 4 ) Vierfarbenbezeichnungen des Residuums

zur Verfigung. Mit den a.—. Bezeichnungen des Fichers kom-
i—1
biniert ergibt dies 2am_1 N A,4,) Bezeichnungen fiir das Gesamt-

netz. Hinzu treten noch die Bezeichnungsarten 4, == 4,, deren
es im Fidcher a, gibt: analog dem in § 4 bei der Ableitung der
Formel (18) angewandten Verfahren kommt man zu dem Schluss,

dass jede der letztgenannten Vierfarbenbezeichnungen des Féachers
i—1 i—1
mit ¥V — Ny 4 4 ) des Residuums zu kombinieren ist, wodurch
o m
i—1 i—1

also am{N — Ny 4.4, )} Vierfarbenbezeichnungen des Gesamt-

netzes entstehen. Es ist daher

i i—1 i—1 =1
N=2a,_4 1\7(+A0Am) -{— am{N— JV(—«]—AOAm)} . (36)

Schreibt man auf Grund von (15) a. -+ & fiir 2a.—., so erhiilt
man hieraus

i—1

7 i—1
N =— am]V+ & T(+A0Am) . (37)

Zur Kontrolle der somit gefundenen Reduktionsformel wen-
den wir sie auf den Fall 7 =1 an, wo das Residuum ebenfalls
ein Ficher, und zwar mit » — m Maschen ist. Man hat dann
in diesem Residuum
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0
N(‘I'A(,Am) =0p_m—1> N N(+A A )—l—{N_ N('I'AOA,,.)} —_

= 0p_p—1 + Qr—m ) (38)

zu setzen; hieraus folgt nach (37):

1

N= am(ar—m—l "I" ar——m) + 8mar—m—l =
= Oy (am -+ ‘Em) T Qo Oy gy = (39

= 20, _p—1 Gpm—1 T Oy = Gy ,

wenn (15) und (32) zu Hilfe genommen werden. Dieses Resultat
ist mit dem frither im § 7 gefundenen identisch.

Die Formel (87) gilt allgemein, unabhingig davon, ob das
Residuum reduzibel ist oder nicht. Wie schon frither (§ 8) be-
merkt, kann das Residuum nur solche eventuelle Querschnitte
enthalten, die im Zentrum der Zerlegung, d. h. in P minden, —
vorausgesetzt, dass das Gesamtnetz i-ter Ordnung selbst irredu-
zibel ist. Mit Hilfe von (6) und (16) ldsst sich (37) so erweitern,
dass nur die irreduziblen Teile, in welche das Residuum dank diesen
Querschnitten zerfillt, beriicksichtigt zu werden brauchen. Nimmt
man die Existenz von ¢ Querschnitten PX,, PX,, ..., PX, an
und verwendet zur Unterscheidung der ¢ -+ 1 Teile, in die
das Resaduum zerfillt, oben angesetzte Indizes, so hat man

in (87) N durch die rechte Seite von (6), und gleich-
i—1 -

zeitig Ncya 4 . durch die rechte Seite von (16) zu ersetzen.

M. a. W.,, um N zu erhalten, hat man die mit a, multiplizierte
rechte Seite von (6) zu der mit e™ multiplizierten rechten Seite
von (16) zu addieren. Hierbei lisst das aus (6) erhaltene
(llied sich mit dem letzten Summanden aus (16) vereinigen,
wodurch dann der Koeffizient 2¢a, + e"a, entsteht. Es ist aber
auf Grund von (31), (15) und (32):

2la,, + €"a —( +aq+1) m+(2am— m)“qz

(40)
= Qg 10y, + 20, Gy = Optq -
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Man gelangt daher zur Formel

i ’ I’ ]
N=oa, N'N".. NOTV +
q My, ” (q+1)
+ 8% N qaxpN ' x,xp - Nrx 4,0 +

¢—1 m+1 7 AT (a+L)
+ 38 P EN N (+X1X2) .. N(._I_Xqu) +

(41)
—2 2 AT AT 1
+ 3TN NN xxy - N%ﬁ‘XiAm)—{—

’ AT ( 1
+ MTUSNNT N Q)Ng_‘*'X;Am) ,

wo die unter den Summenzeichen zusammengefassten Komplexe
simtliche Produkte von % absoluten und ¢ 4 1 — % bedingten
Farbeninvarianten enthalten, sobald 3¢*em+* der Koeffizient des
Komplexes ist.

10. Reduktion bedingter Farbeninvarianten.

Zur Bestimmung der absoluten Farbeninvariante N reichen
die Formeln (87) resp. (41) noch nicht aus, weil dort rechts
bedingte Farbeninvarianten auftreten, welche gleichfalls eine
Reduktion erfordern. Da nach § 8 das Residuum, in dem
diese bedingten Farbeninvarianten auftreten, stets als irreduzibel
angenommen werden darf, so geniigt es wiederum, Reduktions-
formeln bedingter Farbeninvarianten ausschliesslich fiir
irreduzible Netze aufzustellen.

In den Formeln des vorigen Paragraphen bedeuteten 4,, 4.
zwei Randknoten eines, jetzt als irreduzibel vorausgesetzten, Nor-
malnetzes (i—1)-ter Ordnung; dabei erschienen A4,, 4, mit einem
~Zwischenliegenden“ Randknoten P benachbart, d. h. direkt ver-
bunden. Wir verallgemeinern unsere nichstliegende Aufgabe
etwas, indem wir die letzte Bedingung fallen lassen, mithin eine
allgemeinere relative Lage von 4, 4. auf dem Rande eines
irreduziblen Normalnetzes, dessen Ordnung nun wieder durch ¢ be-
zeichnet sein soll, gestatten. Die Namen dieser beiden ausge-
zeichneten Knoten sollen zweckentsprechend abgeiindert werden.
Fithrt man eine Zerlegung in Ficher und Residuum aus, so hat
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man drei prinzipiell verschiedene Lagenmoglichkeiten des ausge-
zeichneten Knotenpaares :

1) beide Knoten, jetzt R, und R, genannt, kénnen dem
Rande des Residuums angehoren (Fig. 7);

2) beide Knoten, jetzt F, und F, genannt, kénnen dem
Rande des Fachers angehoren (Fig. 8);

8) einer der beiden Knoten, R, kann zum Rande des
Residuums, der andere, ¥, zum Rande des Fichers
gehoren.

Es sei bemerkt, dass man durch Verkleinerung des Index m
der Zerlegung stets zum ersten Fall gelangen kann, — jedoch
darf dann nicht mehr allemal das Residuum als irreduzibel vor-
ausgesetzt werden; hierdurch entstehen anderweitige Komplika-
tionen, die unserer Fallunterscheidung #quivalent sind.

Die Behandlung des ers_ten Falles, d. h. die Bestimmung

einer Reduktionsformel fiir ]\;'( L R\R,)» gestaltet sich hochst ein-
fach, da zu den Voraussetzungen, unter denen (37) abgeleitet
war, bloss die ergénzende Nebenbedingung hinzukommt, dass im
Residuum &, = R, zu beriicksichtigen ist. Die entsprechende
Abidnderung in (37) liefert dann

i—1 i—1

Netruky) = On Nep iy Nep Ry (44,4, - (42)

Hierzu ist ﬁun noch zu bemerken, dass die beiden Paare R,R,
und 4,4, auf dem Rande des Residuums sich nicht gegen-
seitig trennen. Wohl aber kénnen die Knoten B mit den
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Knoten A zusammenfallen, oder auch beide R untereinander zu-
sammenfallen; im letzteren Falle ist die Forderung R, = R, von
selbst erfillt, d. h. N( +R,R,) wird mit &V identisch.

Wir wenden uns nun zur zweiten Annahme. Es sei f die
Anzahl der Maschen im Fécherteil PFF,. Denkt man sich statt
der tatsichlich ausgefiihrten Zerlegung zunichst nur eine Ab-
trennung dieses Ficherteiles vorgenommen, so darf man die fiir
den ersten Fall giiltige Formel (42) anwenden, wobei F an Stelle
von R, und 4,, und zugleich ¥, an Stelle von R, und 4, zu
setzen ist. Da N xy)c+xy) offenbar dasselbe bedeutet wie

N xy) so folgt auf diese Weise:

i i—1 7—1
Nrpy =N rry T8N rry = "

i—1
= (ar + & N'wmF,) -

Der Strich bei lNI soll andeuten, dass nicht das Residuum
fiir den Zerlegungsindex m, sondern dasjenige fiir den Index f
gemeint ist. In letzterem Residuum sind nun aber sicher noch
mindestens m—f von P ausgehende Querschnitte vorhanden,
nimlich die zum Ficherteil PF,F, nicht zdihlenden Rippenfiden
des Gesamtfichers PA4,4,. Benutzt man dementsprechend die
Formel (16), so zeigt sich, da fiir Dreiecke N =1, N xy)=10
wird (letzteres unter Annahme nicht-zusammenfallender X, Y),

i—1 i—1 i—1
Nprpy =" Npaa,)t 0N, (44)

denn es verbleiben dann in der rechten Seite von (16) nur die-
jenigen beiden Glieder, die keine bedingte Farbeninvariante eines
Dreiecks als Faktor enthalten. Wird dies in (43) eingefiihrt, so
findet man mit Hilfe von (15)

i l 1'—71 . i—1 ] _
Nty = 2001 @ N 4= " Nepg 4, 9( 42)
womit auch die zweite Annahme erledigt ist. Es unter-
scheidet sich die Formel (45) von (42) dadurch, dass sozusagen
7 Fichermaschen gestrichen sind, dafiir aber der Faktor 2.
hinzukommt.
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11. Untersuchung der dritten Annahme.

Zur Ableitung der Reduktionsformel bei der dritten An-
nahme bedarf es einiger Vorbereitungen.

Wir betrachten zunichst ein reduzibles Normalnetz, von
dem der Querschnitt P4, (Fig. 10) eine dreieckige Masche PA,4,
abtrennt. Das danach verbleibende Teil-
netz II ist von derselben Ordnung, wie das
Gesamtnetz; wir kennzeichnen seine Farben-
invarianten durch Strichelung, wihrend fiir
das Gesamtnetz die gewohnliche Bezeichnung
ohne Strich verwendet werden soll.

Sind R,, R, zwei Randknoten von II,
fir die R, = R, gefordert wird, so ist so-
fort ersichtlich, dass jede derartige Vierfarben-
bezeichnung von Il noch mit den 2 freibleiben-
den Bezeichnungsarten der Spitze 4, kombi-
niert werden darf. Dies fiihrt zur Relation

N(-I—Rle): 2N’(+RlR2) , (46)

die in gewissem Sinne eine Verallgemeinerung von (5) darstellt.

Ist nun aber R ein beliebiger der beiden Knoten R, R,
und wird Mgy 4,r) gesucht, so hat man zu beachten, dass die-

jenigen und nur diejenigen Vierfarbenbezeichnungen von II in
Betracht kommen, welche R+ A4, und zugleich R = P liefern.
Da durch die Forderung A,= R die Bezeichnung von 4, dann
schon eindeutig vorgeschrieben ist, so fithrt jede dieser Vier-
farbenbezeichnungen von II auch zu einer und nur einer
bedingten Vierfarbenbezeichnung im Gesamtnetz. Weil nun eine
Vierfarbenbezeichnung mit der Nebenforderung R = 4, not-
wendigerweise R =+ P fordert (sonst wiren nimlich die be-
nachbarten Knoten P und A4, identisch gefirbt, was nicht
angeht), so gelangt man zur Formel

Nyray= N'(—ra,)—rP) =
(+RAy) C 1) ( ) 47)

=N —N'yrap — N'eyrp) -
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Die Formeln (46) und (47) sollen nun verallgemeinert werden
fiir den Fall der Existenz von ¢ Querschnitten PA,, PA4,, ...,
P4,, die vom Gesamtnetz der Reihe nach ¢ Dreiecke abtrennen
und ein Restnetz II iibrig lassen (Fig.11). Sind R, R, wieder
Randknoten von II, so erhilt man durch vollstindige Induktion

Neyripy = 2N priRy) » (48)
als Verallgemeinerung von (46). Gleichfalls durch vollstéindige
Induktion beweisen wir ferner die Relation

’ ’ qayr
N+R4y) = O (V=N rppf + 5N (hrag = )
= a, N'c—gp) + Ny Rray) -

wo R jeden der Punkte R,, R, bedeuten
kann. Bei ¢=1 folgt (47) als Spezialfall
aus (49). Ist (49) fir irgendein ¢q stets
giiltig, so hat man im Falle der Existenz
eines (¢+4-1)-ten Querschnittes P4, ,, der
von II noch ein Dreieck abspaltet, auf
Grund von (46) und (49): ’

Ney rag = o 2N —2N"cpney) +

o | (50) ?;3.11.
+ NN (4R~ N rrp)
wobei der Doppelstrich bei den Farbeninvarianten rechts das
nach Abtrennung der Masche PA,4.4: von II verbleibende Teil-
netz charakterisiert. Auf Grund von (15) erhdlt man hieraus
sofort:

Neyrag=Sert{N'—N'corp)f + N b pag - 6D

Damit ist die Allgemeingiiltigkeit von (49) bewiesen.

Wir bemerken ferner, dass in dem Falle, wo noch andere
Nebenbedingungen der im § 2 erwihnten Gattungen auftreten,
jedoch nur solche, die sich nicht auf die Knoten 4,, 4;, 4.,

.., A, beziehen, sondern nur Randknoten des Teilnetzes II
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berticksichtigen, simtliche Betrachtungen, die zu den Formeln
(48), (49) fihrten, sich Wort fiir Wort wiederholen lassen,
nur miissen rechts in den Farbeninvarianten von II die neu
hinzugetretenen Nebenbedingungen konsequent hinzugenommen
werden. Fasst man die neuen Nebenbedingungen der ersten Gat-
tung (§ 2) kurz unter dem Symbol (4-M), diejenigen der zweiten
Gattung unter dem Symbol (—L) zusammen, so kénnen wir statt
(48) und (49) folgende, noch allgemeinere Relationen schreiben :

< q ’ =
Net-a) (1) (4R ko) = 2N 42 (L) (+ B, Ry) > 62)

Nepan (—L) (+Ray) = o9
’ ’ q ’
= {N' 41— N iy 1) (4 rE) N (+M)(~IL)(+RA,) -

Die dritte Annahme des vorigen
Paragraphen ldsst sich nun leicht er-
ledigen. An Stelle der tatsichlich aus-
gefiihrten Zerlegung (Fig. 9) fixieren
wir zunidchst eine solche, die nur
den Ficher PFA, abspaltet. Ist d
die Anzahl der Maschen im Ficher-
teil PFA4,, so wird der Index dieser
Hilfszerlegung gleich m —d, und es
darf (42) angewandt werden. Man
erhilt so

7 i—1 i—1
Neprm=na N pg) & "Ny igy (1ra,) » O
wobei die Strichelung rechts andeutet, dass es sich um Farben-
invarianten des Residuums der Hilfszerlegung handelt. Auf
Grund von (53) ist jedoch

i—1 i—1 -1 i1
N(+FR)=ad{N_N(+Rp)}+8dN(+RA4O) , (55)

i—1

i1
N +FR+Fa,) =N FR) (+RA,) = (56)

(i1 1 Vi
=\ Npra,) =N 4r4,) +RP) { TN 1, (R4, -
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denn die Forderungen F= R, F = A4,, sind den Forderungen
F =R, R= A, gleichbedeutend. Werden (55) und (56) in (54)
eingeftihrt, so erhidlt man die gesuchte Reduktion der Farben-
invariante fiir die dritte Annahme:

1 i—1 -1 i—1
N rr)= Om—ata { N—N(yrp } +e"aaN L pa )T
i—1

i1 (7)
T+ Gt Ney iy + &6 Ny aoR) (+-RA,,) -

12. Die Auslese.

Auch die Formeln der beiden letzten Paragraphen geben
noch nicht die Moglichkeit einer stets anwendbaren rekurrenten
Berechnung der Farbeninvarianten, weil die Anzahl der Neben-
bedingungen, die im Residuum zu erfiillen sind, wichst und die
gegenseitige Lage der zu beriicksichtigenden Randknotenpaare
sich zu komplizieren scheint. Wir werden jedoch sehen, dass alle-
mal nur solche Paarkombinationen in Betracht gezogen zu werden
brauchen, in denen keine zwei Paare auf dem Rande
des Netzes sich gegenseitig trennen. Einen solchen
Komplex ausgezeichneter Randknotenpaare wollen wir fernerhin
eine Auslese nennen. Ist die Anzahl der Paare einer Auslese
gleich null, so reden wir auch von einer verschwindenden
Auslese. Enthilt die Kombination ein einziges Paar, so ist sie
stets eine Auslese.

Eine Auslese kann positive Paare (4 4B) und negative
Paare (—XY) enthalten, — erstere fordern in der Vierfarbenbe-
zeichnung 4= B, letztere X3=Y. Jedenfalls bilden aber dann
sowohl die positiven Paare fir sich allein, als auch die nega-
tiven Paare allein schon eine Auslese; erstere moge kurz mit (M),
letztere mit (—ZL) bezeichnet sein. Sind (+48) und (+A4C) in der
Auslese vorhanden, so ist damit eo ipso die Forderung B= C
gestellt, — ohne dass (+BC) in (+M) ausdriicklich genannt zu
sein braucht; ja es kann vorkommen, dass (+B8C) in (+M) gar
nicht genannt werden darf, weil (4-M) der Definition der Aus-
lese dann nicht mehr gentigen wiirde. Wir nennen allemal das
Paar BC ein von (+M) abhidngiges Paar, gleichviel, ob es in
(- M) ausdriicklich genannt ist oder nicht; allgemeiner soll
ein Paar PQ ein von (M) abhiingiges Paar heissen, sobald
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P=(Q eine logische?) Konsequenz der in (M) enthaltenen
Forderungen ist, ohne Bezugnahme auf Relationen geometrischer
Natur. Widrigenfalls ist (PQ) ein von (+M) unabhingiges Paar.

Sollte ein in (—L) genanntes Paar von (-+M) abhingig sein,
so wird die gleichzeitige Erfiillung der Forderungen (-+M)(—L)
aus rein logischen Griinden unmoglich. Wir sagen dann, die
Auslese (+M) (—L) enthalte einen Widerspruch. Sind die
beiden Knoten eines von (M) abhingigen Paares benachbart,
d. h. durch einen Faden des Netzes direkt verbunden, so ist schon
die Forderung (M) unerfiillbar. Auch hier sprechen wir von
einem in der Auslese enthaltenen Widerspruch.

Eine Auslese (+M)(—L) soll widerspruchsfrei heissen,
sobald sie keinen der beiden hier genannten Widerspriiche ent-
hilt. Auf die wichtige Bedeutung dieses Begriffs kommen wir
am Schluss der vorliegenden Arbeit noch zu sprechen.

Unser nichstes Ziel ist zu zeigen, wie sich die Berechnung
der -durch eine Auslese bedingten Farbeninvariante eines irredu-
ziblen Normalnetzes i-ter Ordnung auf die Berechnung wiederum
durch Auslesen bedingter Farbeninvarianten des Residuums redu-
ziert. Es geniigt hierbei die Reduktion fiir den Fall einer aus-
schliesslich positiven Auslese zu kennen, da, wie gleich be-
wiesen werden soll, die Beziehung

t
Neys (—1) = Negemy — ZINH—M) +X,Y,) T

U=

t
+ 2 Nepw) X, 7,0 (+X,7y) T

U, v=

uF (58)

+ O N W) (X, TP+ XY o (+X, Y

besteht, wenn (—L) sich aus den Paaren (—X,17), (—X,Y5),
... (—X;Yy) zusammensetzt. Aus (58) ldsst sich die Farben-
invariante fiir eine beliebige Auslese berechnen, sobald man
simtliche Farbeninvarianten fiir positive Auslesen kennt.

Die Richtigkeit der Relation (58) erkennt man durch voll-
stindige Induktion. Fiir ¢=1 ist sie offenbar richtig, — wir

4) D. h. eigentlich, sobald P =@ aus der Forderung (4M) allein auf
Grund der Transitivitit des Begriffs der Identitat folgt.
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haben sie in diesem Falle auch schon in der speziellen Form, wo
(+M) verschwindet, frither benutzt. Ist (58) aber fiir ¢ richtig,
und wird dann (—ZL) um ein Paar (—X, Yit1) bereichert, so
hat man jedenfalls

(SR VTS Y e P e

=¥ — N - o
M) (—L) M) (—L) (+X H’ll ¢+1) !

wie eine einfache Uberlegung zeigt. Wird dies nun mit (58)
verkniipft, so folgt

t
Neta) (—1) (X V) = Voo — 2 Ve (4X, 7,9 +

+ # N+ — Vo (+X,, v, 0. T (60)
t
+yilN(—'_Z”)(+X3+1}?+1)(+X!‘YM) ——}— ........... +

+ NG (X L Y DD

Anders geschrieben lautet hier die rechte Seite:

t4+1 t+1
Nt = 2 N a+x, 10+, 2 Nt dn (X, 5,0 (+X,7,) —
wtv

e [P 4 (1)
+ e NG X YD) (F KT - (X V)

Da dies wieder vom Typus (58) ist, so ist die Formel bewiesen.

Beildufig sei bemerkt, dass zugleich mit (58) auch die so-
zusagen polare Relation

t
N+ = Nepan — 2 Neva (—x, 7, +

t
2 Nt (=X, 7, (—xX,7,) T
wEw (62)

—+ & ]V(_i_M') X YD (—XY,) ... (=X, Y



32 J. NUUT AXV.s

gilt, wie durch vollstindige Induktion bewiesen werden kann.
Auch allgemeinere analoge Beziehungen lassen sich ohne Schwie-
rigkeiten angeben.

18. Reduzierte Maschenzahlen im Fé&cher.

Es sei auf dem Rande eines irreduziblen Normalnetzes eine
positive Auslese fixiert. Wie verteilen sich die Komponenten
der entsprechenden Knotenpaare auf Fidcher und Residuum bei
einer gegebenen Zerlegung dieses Netzes?

Die Knotenpaare der Auslese zerfallen in 38 Kategorien:

1) ein Knoten des Paares kann auf dem- Ficher, der andere
auf dem Residuum liegen; wir fassen solche Paare kurz unter
dem Symbol (FR) zusammen ;

2) beide Knoten des Paares konnen dem Fécher angehoren;
diese Kategorie werde durch das Symbol (F'F) gekennzeichnet;

3) beide Knoten des Paares konnen auf dem Residuum
liegen; als Symbol dieser Kategorie diene (RR).

‘Wir zihlen die Paare (FR) in der Reihenfolge der Knoten F
auf dem Ficherrande ab, indem wir auf diesem [édcherrande
eine Fortschreitungsrichtung fixieren und die Z#-Knoten dieser
Paarkategorie in der durch diese Richtung bestimmten Reihen-
folge als F,, Fy, Fs ... F, bezeichnen. Is ist hierbei moglich,
dass eventuell F, mit Fy,; zusammenfillt; man kann die Be-
zeichnung aber stets so wihlen, dass gleichzeitig die zugehdorigen
R-Knoten, die demnach R,, R,, Rs ... R, wiren, auf dem
Rande des Residuums aufeinanderfolgen, wobei allerdings be-
nachbarte R dieser Reihenfolge auch zusammenfallen konnen.
Die zugehorige Fortschreitungsrichtung auf dem Residuumrand
ist der auf dem Ficherrand gewihlten Richtung entgegengesetzt.
Ist Fy von Fyy» verschieden, so kann Ru.» auf dem Residuum-
rand nicht dem Knoten R, vorangehen, weil sonst die Paare
(FuRy) und (Fuy» Rutr), gegen die Annahme, sich gegenseitig
trennen wiirden. Sind aber Fu und Fu.» identische Knoten, so
miissen Ry, Rui1, Rute ..., Rupv sicher untereinander verschie-
dene Knoten sein; ihre Reihenfolge bestimmt dann die Numera-
tion der (zusammenfallenden) Knoten Fu, Fuy1, Fute, -+ o Fupr.
Die somit wohldefinierte Abzihlung der Paare (FR) teilt sowohl
den Ficherrand, als auch den Residuumrand in nicht tibereinander-
greifende Teilbogen; verwendet man zur Bezeichnung der Facher-
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enden, d. h. der frither 4, und A, genannten Knoten, wo
Ficherrand und Residuumrand zusammenstossen, gleiehbedeu-
tend ¥, oder R, statt 4,, F.., oder R, statt 4,, so sind
die Facherrandteile entsprechend F,F,, F\F,, ...., F.F,
F.F., und die Residuumrandteile R,R,, B/ R,, . . . .,
R, \R:, RE:R.,. Einzelne dieser Teilbogen konnen in einen
Knoten ausarten. Die Gesamtheit der Teilbogen erschopft den
ganzen Netzrand.

Beide Knoten eines Paares der Kategorie (FF) miissen dann

jedenfalls ein und demselben Teilbogen F,F,., des Ficherrandes

angehoren, weil widrigenfalls dieses Paar aus (FF) entweder das

Paar (F,RE,) oder das Paar (Fyy R, ) trennen wiirde.

Ebenso erkennt man, dass beide Knoten eines Paares der
Kategorie (RR) ein und demselben Teilbogen R.E,., des Resi-
duumrandes angehéren miissen, weil sonst dieses Paar entweder

(F,RE,) oder (Fy 1B, ) trennen wiirde.

Es verteilen sich also sowohl die Paare (F'F), als auch die
Paare (RR), nach der Zugehorigkeit zu Teilbogen des Netzrandes
in Komplexe. Jedem Paar (FF) entspricht ein Teilfiicher, dessen
Enden die Knoten dieses Paares sind; die Maschen dieses Teil-
fichers mogen als zu diesem Paare gehorige Maschen bezeichnet
werden, ihre Anzahl nennen wir die Maschenzahl des Paares.
Analog entspricht jedem Randbogen F,F,,  ein Teilficher mit
zugehoriger Maschenzahl.

Wir bezeichnen die Paare (FF) in irgendeiner Anordnung
als (G4 H,), (GLH,), ..., (GsHy). Die zu zwei solchen Paaren -
gehorigen Teilfacher besitzen entweder keine gemeinsamen
Maschen, — wir sprechen dann von nebeneinander gele-
genen Paaren, — oder aber es ist einer der beiden Teilficher ein
echter Teil des anderen, — die Paare sollen dann iiberein-
ander gelegen heissen. Letaterer Fall kann nur dann eintreten,
wenn beide Paare dem gleichen Teilbogen F,F,,  angehoren.
In der Fig. 12 sind (G4H,) und (G,H,) iibereinandergelegene,
(G H)) und (G3H3) nebeneinandergelegene Paare. Da die Anzahl
der Knoten im Netz endlich ist, so lassen sich unter den (FF)
stets sicher solche Paare finden, deren zugehorige Maschen nicht
alle gleichzeitig ein und demselben anderen Paare aus (FF) an-
gehoren. Wir bezeichnen solche Paare als Maximalpaare

3
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in (FF). Desgleichen existieren allemal solche Paare in (FF),
zu welchen kein anderes Paar aus (F'F) angebbar ist, dessen zu-
gehorige Maschen einen echten Teil der Maschen der erstge-
nannten Paare ausmachen; diese Paare mogen Minimalpaare
heissen. Nennt man bei zwei iibereinandergelegenen Paaren das-
jenige, dessen Teilficher kleiner ist, das niedrigere Paar,
das andere das hohere Paar, so besitzt ein Maximalpaar
also kein hoheres, ein Minimalpaar dagegen kein niedrigeres Paar
in (FF). Ein und dasselbe
Paar kann hierbei gleich-
zeitig Maximal- und Minimal-
paar sein.

Streicht man von den
Maschen eines Paares (¢, H,)
alle diejenigen, die zugleich
niedrigeren Paaren angehoren,
zihlt dann die mnoch verblie-
benen Maschen von (G, H,),
so kommt man zu einer An-
zahl, die wir die reduzierte
Maschenzahl des Paares
(G,H,) resp. des zugehorigen
Teilfichers nennen wollen. Fiir die Fig. 12 sind z B. die
reduzierten Maschenzahlen der Paare (G H,), (GoH,), (G3Hs)
entsprechend 3, 2, 2. Die bei der Bestimmung der reduzierten
Maschenzahl zu zidhlenden Maschen sollen die reduzierten
Maschen des betreffenden Paares heissen.

Analog definieren wir die reduzierte Maschenzahl des Bo-

gens F F, ., als Anzahl derjenigen Maschen (in der Fig. 12

schraffiert), die fiir diesen Bogen noch verbleiben, nachdem man
alle Maschen fortlisst, die Paaren aus (FF) angehoren.

Enthilt der Bogen Fy Fu " insgesamt d Maschen, sind

dabei ¢,, @4, .., @, die reduzierten Maschenzahlen der zu
diesem Bogen gehorigen Paare aus (FF), bedeutet ferner o
die reduzierte Maschenzahl des Bogens F,F,., so gilt die
evidente Relation: :

¢+t +....tote=d. (63)
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14. Verallgemeinerung friher abgeleiteter Hilfs-
formeln. .

Wir schreiten nun zu einer Verallgemeinerung der For-
meln (48), (49).

Die bedingten Farbeninvarianten in diesen Formeln bertick-
sichtigen nur je ein Knotenpaar der betreffenden Netze. So figuriert
in (48) das einzige ausgezeichnete Knotenpaar (R,R,) — s. Fig. 11.
Wihlt man statt dessen aber nun eine auf dem Restnetz II gele-
gene beliebige Auslese (RR), so lassen sich die Erdrterungen des
§ 11 Wort fiir Wort wiederholen, nur muss statt (B, R,) die ge-
samte positive Forderung (+RR) beriicksichtigt werden, womit
man zur Formel

Netrr)y = 2'N'cRE) (64)
gelangt.
Es sei analog bei (49) ausser der Forderung (4-R4,), die wir
nun (4R, 4,) schreiben wollen, noch eine auf dem Restnetz II
gelegene Auslese ({-ER) zu beachten, jedoch von der speziellen
Art, dass das Paar (R, 4,) keines der Paare (RR) trennt, so dass
also auch die Vereinigung (R,4,) (RR) eine Auslese darstellt.
Durch wortgetreue Wiederholung der entsprechenden Ausfiihrun-
gen des §11, unter Berticksichtigung der Nebenforderungen (4-RR),
erkennt man die Richtigkeit der Formel:

Net-Rrodg) (+-RR) = (65}
= 0 {N' (4 rR) — N (L RB) (+R,P)} T &' N (LRE) (4 R, 4,) -

Hier wire noch zu beachten, dass (R, P) ein Paar aus (RR),
ebenso (R,4,) ein Paar aus (RR) nur dann auf dem Rande von
IT trennen kann, wenn (R,4,) dasselbe Paar aus (RR) auf dem
Rande des Gesamtnetzes trennt. Es bilden daher die Paarkom-
binationen (RR)(R,P) und (RR)(R,4,) auf dem Rande von II
wieder Auslesen.

Im Spezialfall, wo R, mit 4, zusammenfillt, ergibt (65):

Netagdp) (+BR)= .
=0 {N' 1 RR) = N+ BR) (+-4, 2} T &N (4 RB) (+- 4,4 =
=anl(+RR)—+—8qN’(+RR) = 2aq.~1N’(+RR) ’ (66)
3*
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weil die Forderung (-+4,P) einen Widerspruch enthilt (vgl. § 12),
und (+4,4,) von selbst erfiillt ist.

Es werde nun den bisherigen Forderungen noch die Bedin-
gung A;= Aays hinzugefiigt (Fig. 18); dabei bildet offenbar so-
wohl (RR) (4444 5) als auch (RR)(4,R,)(4:44:/) eine Auslese.

Die Berechnung von Ng 4. A4, (+RR) kann schrittweise

ausgefiihrt werden, indem man vom Gesamtnetz zuerst den
d-maschigen Teil 4,PA,; abtrennt
(die Farbeninvarianten des zuge-
horigen Restnetzes seien durch
Tripelstrich gekennzeichnet), —
hierauf noch den f-maschigen
Teil AqPAs.; abtrennt (fir die
Farbeninvarianten des Restnetzes
der Doppelstrich), endlich die
noch iibrigen ¢—d—f Maschen
des Teiles Aqy:PA, abtrennt (fiir
das Restnetz der einfache Strich).

Auf Grund von (64) und (66) findet man dann:

(oot
"3' 13 .

Neta 4, p R =2N"p 4,4, ) +RE)=
‘=94, 2074 NU(—I—RR)z 24, 20 . ZQ—d—fN’(_*_RR) = (67)
= 29—[’ . Zaf"“lN/(—{—RR) .

.

Analog berechnet sich Ny 4 r)(+4,4,4,9 (+RR) *

Net-AoR) (+4,4,4,9 (+RE) =
= aa{N" 4,4, p+RR) — N (44,4, ) (+RP) (+RR)} T
T N (ot d oy ) (HRAY (HRE) = (68)

=2“f—1{“d{N "+rR)— N R Py +RR} T EN (pa, Ry (+le)} ,
denn die Forderung (+4:4ais) (+BER) (+R,4s) ist mit (4-Aadasy)

(+-RR) (-+R,44ys) gleichbedeutend. Der letzte Schritt ergibt
dann, unter Anwendung von (64) und (65):
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NepaoR) (+4,4,,0 +RE) =

= 2af_1{“" 2N rpy — Ntrp crrr)+ )

+ & [-ar (N (1 RRY=N (4 R,y RR)} -6 N '(+R1Aq)(+RR)]} '

Benutzt man hier die Relation (58) zur Einfiihrung negativer Be-
dingungssymbole, so findet man bei N’ +RR) (—r,p) den Koeffi-

zienten 20-%fq; | ela,_s—y. Nun ist aber

& v . B . Dy
2a, + a, = Zvaﬂ - a, e, —a,) = 2" —a,) a, -+ 20,0, =

=a,,0,+ 20, o, =aqa,,, (70)
auf Grund der Formeln (15), (31) und (82). Somit erhilt man:

N+ 4Ry (+4444,9 (+RR) = -
= 2af—1{ &N (L RR) (—R) T &N (L RR) (4R A0 | -

Diese Formel unterscheidet sich von (65) nur dadurch, dass
statt der Maschenzahl ¢ des Fichers A,P4, die reduzierte
Maschenzahl (§ 13) ¢—f genommen, und ausserdem der Faktor
2as_, hinzugefiigt ist.

15. Weitere Verallgemeinerungen.

Statt des einzigen ausgezeichneten Paares A;4,1; moge nun
auf dem Rande des Fichers .4,PA, eine positive Auslese von
Paaren (+-G,H,) festgelegt sein; wir bezeichnen diese Auslese
analog dem § 138 kurz als (FF). Es seien ¢, @5, @3, ..., @, die

reduzierten Maschenzahlen dieser Auslese, ¢ die zugehorige redu-
zierte Maschenzahl des Fachers A4,P4,. Wir beweisen dann
folgende Verallgemeinerungen der Relationen (64) und (65):

N(—{—FF)(—{—RR) = 2%, 2t Oip,—1Cpy—1 -+ (Z(pt_lN/(_I_RR) ; (72)

Net4R) (+FF) (+-RB) = (73)
=2'ag10p,1 .- Gp { %N’ rR) (—R,P)+ N 1RR) (+Aqu)} .
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Man erkennt sofort in (67) und (71) Spezialfille von (72), (78)
fir ¢t =1. Den Beweis der Allgemeingiiltigkeit von (72), (73)
fihren wir durch vollstindige Induktion, wobei noch derjenige
Spezialfall von (78) zu berticksichtigen ist, der sich ergibt, sobald
E, mit 4, zusammenfillt; es wird dann N gg)rp) = 0

N(+RR) (+R4) = Ne+rR) und man hat:

Nt 4y49) (+FF) (+RR) =

, (T4)
Gp—1 Ay« » Q1 Qo N (+RR) -

— 2t+1

Sind die fraglichen Formeln bis zu einem gewissen ¢-Wert
richtig, so zeigt sich die Richtigkeit fiir ¢4 1 auf folgende Weise:

Da in (FF) stets Maximalpaare vorkommen miissen
(§ 18), so darf angenommen werden, dass das hinzugekommene
Paar (Qt41H:i11) ein Maximalpaar darstellt. Ist ¢.; die reduzierte
Maschenzahl dieses Paares, so bleiben die ohne (Gvi1Hi41) be-
stimmten reduzierten Maschenzahlen der tbrigen Paare auch
nach Hinzunahme von (Gi4:1H:y:) unverdndert, weil letzteres Paar
ein Maximalpaar sein sollte, seine Maschen also keinem hoheren
Paare aus (F'F) angehoéren diirfen. Dagegen verkleinert sich die
reduzierte Maschenzahl des Féchers
AyPA, um genau ¢.y; LEinheiten,
weil simtliche reduzierten Maschen
von (Gey1 Hiyq) vorhin zu den redu-
zierten Maschen des Fiéchers zihl-
ten. War ¢ die vorher bestimmte
reduzierte Maschenzahl des Féchers
A P4,, so ist sie nun also gleich
0 — Q41 ZU Setzen.

Der Gesamtficher 4,P4, (Fig. 14)
sei nun in drei Teile — A,PG:y4,
Gt+1PHg+1, H¢+1PAQ —_ Zerlegt, dle
wir als ersten, zweiten, dritten Summanden ansprechen wollen.
Im ersten Summanden seien o, im letzten v reduzierte Maschen
des Gesamtfichers vorhanden. Offenbar ist dann

U+¢t+1—|—‘v=g. (75)

Die t Paare der Auslese (FF) mogen so gezihlt sein, dass die
im ersten Summanden gelegenen Paare die Nummern 1 bis g,
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die im zweiten Summanden gelegenen die Nummern g1 bis &
die im dritten Summanden gelegenen die Nummern h—-1 bis ¢
erhalten. Dass tatsichlich die Paare aus (FF) sich alle auf die
einzelnen Summanden verteilen, folgt aus dem Umstande, dass
(FF) (Ger1Hiyy) eine Auslese darstellen soll, in der zudem noch
(Gey1Heyq) ein Maximalpaar sein muss.

Die Berechnung von N Gyyy Hypy) (+FF) (+ RE) und

Nepar)c 46,y Hyyy) (FFF) (+RE) fiihren wir in drei Schritten
aus, indem wir zuniichst den ersten, dann den zweiten, dann den
dritten Summanden vom Gesamtnetz abspalten. Fir die ver-
bleibenden Restnetze verwenden wir entsprechend den dreifachen,
doppelten und einfachen Strich. Die zum zweiten Summanden
gehorigen Paare der Auslese (FF) wollen wir noch fiir den
Augenblick mit (FF), die zum dritten Summanden gehorigen
mit (FF) symbolisieren. Weil keiner der Summanden mehr als

t Paare (F'F) enthilt, so darf bei der Rechnung (72), (73) und (74)
benutzt werden. Man findet:

N(4+6,,, H, ) (+FF) (+RR) = (76)
— 99 " _
= 20y 10pyt oo Ot NG H ) HER) (RFE) (HRE) =
h—, ”
=gt g 2T gyt N ER (L RR)=

t—h

oh—g+1
g1 2 a(pg+1_1 ene a(ph_l a(pH_l_.l L2 a¢h+l_1 .

=2ag1...a
.. Gg—1 N’y gR)= 9t Ap,—1 Agy—i - -+ Cpp—1 Qg —1 N (L RR) >
und
N+-40Ry) (46, Hyy ) (HFE) (+RR) =

__ 99 ' "
= 2ag 1. ag {0 N" 16, H, ) +FF)(+FF) GHRR) (—RP) T

G A7r7 .
_I_ € N (+Gg+1 H¢+1) (+F:F) (+£_F) (+R1Gt+1)} ’

tn  dieser Stelle ist zu beachten,! dass (4-FF) (+FF)
(+Gey1 Hipr) (+RB, Gryy) mit (F-FF) (4-FF) (+Gop1 Hept) (B Hett)
gleichbedeutend ist, wodurch die weitere Umformung ermoglicht
wird. Mit Hilfe von (74) erhélt man dann:
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N4 46R) (4G H,y ) (+FF) (+RR) =
h—gt1
= 29(1(,)1_1 . a(pg__l .2 v U"Pg+1 1 e a(ph_l a(pt_*_] —1 .

AN e FE) hrR) —RB = N By R R, ) | =

— ot t—h

(14)1_1 ceen a¢h_1 aq>t+1_1 .2 a(phFH,l .. a(pt“1 .

{20 N vy )+ [N crmy oy +EN HRE) R
Verwendet man jetzt noch die Relationen (70) und (75), so folgt:

Ne4-Ryap) (46,  H,y ) (+FF) (+RE) =
oty

Pr—1 ceee Qg1 a¢t+l_‘1 { aa.J,_t N,(—{—RR) (—RP) _’_

- (77)
—[-— 80'{"[]\/ (+RR) (+RlAq)} = 2t+1a¢1_1 PP a¢t+1_.1 .

' { %0 V(4 RR) (—RP) + ¢ PPN LRy (4R 4,) } '

Die Resultate (76) und (77) wiederholen aber nur die Aus-
sagen (72), (78), diesmal fiir eine aus ¢ -} 1 Paaren bestehende
Auslese (FF). Damit sind die letztgenannten Formeln bewiesen.

16. Endgiltige Verallgemeinerung.

Es sei ein beliebiges irreduzibles Normalnetz nach § 8 auf
beliebige Art in Facher und Residuum zerlegt; auf dem Rande
dieses Normalnetzes sei eine beliebige positive Auslese fixiert,
die dann in der Symbolik des § 13 als (+FR) (+FF)(--RR)
geschrieben werden soll. Die Paare (FR) seien wie im § 13
numeriert, ihre Anzahl sei ¢. Die beiden Knoten, die sowohl
dem Fécherrande als auch dem Residuumrande angehoren, sollen
gleichwertig F;, oder R, und Fy;; oder R:;, heissen (§ 13). Ent-
fernt man vom Normalnetz den Fécherteil Fi, PF; (P bedeutet,
wie frither, das Zentrum der Zerlegung), so verbleibt ein redu-
zibles Netz, das durch den Querschnitt PF, in den Ficher F.PF,
und das frithere Residuum zerfdllt. Fiir dieses verbleibende
reduzible Netz soll nun eine Formel bewiesen werden, die (77)
als Spezialfall enthilt.
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Um Komplikationen in den Symbolen zu vermeiden, denken
wir uns (F'F') nur solche Paare enthaltend, die nicht dem entfern-
ten Facherteil Fiy, PF, angehoren. Die Anzahl dieser Paare (FF)
sei f, ihre reduzierten Maschenzahlen seien ¢,, @., @3, ..., @
Die reduzierten Maschenzahlen der Teilbogen FoF,, F\F,, F,F,,

., Fy_1Fy des Facherrandes (vgl. § 13) seien entsprechend
0> 03, 03, ..., 0 Die Farbeninvarianten des Residuums sollen
durch Strichelung gekennzeichnet werden. Die zu beweisende
Formel lautet dann:

NC+FR) (+FF) (+RR) = (78)
= 2fa<p1—1 ceee Opp— -{aol oo 0, N ’(—{—RR) (—RP)(—R,P)...(—R,P) -+

t
w 9, ’
-f—ﬂ;aol < 09y 1 & gy, - 0o N (L RR) (4R, \R,) (~R\P)..~R,P) T

01 .0 0 4
+&1e? L N (+BR) (+BoR) (B, Ry ... (+R,_y R) (—B,P) .. (—R,P)j -

Die Glieder der Schleifenklammer sind hier in Zeilen verteilt;
in der k-ten Zeile enthélt jeder Koeffizient genau #—1 Faktoren

vom Typus ¢°, und jeder itberhaupt mogliche Koeffizient dieser
Art muss dort ein und nur einmal vorkommen; kommt im

Koeffizienten ¢°# vor, so ist die zugehorige Farbeninvariante ausser
den Bedingungen (--ER)(—R,P) .. (—R:P) noch allemal der Be-
dingung (4+Ru—_1R4) zu unterwerfen. Die Bedingungen in den
Farbeninvarianten des Residuums, die in dieser Formel vorkommen,
konnen tbrigens mit Hilfe der Relation (58) vereinfacht werden,
wenn man beachtet, dass die Erfillung der Forderung (-+R,P)
urmoglich ist. Es ist z. B. die Farbeninvariante der letzten Zeile
gleich der Farbeninvariante N’ g, (+BoRy) (+R,Ry) .. (+R,_,R)"

Setzt man in (78) t=1 und schreibt nachher ¢ fiir £, so
gelangt man zur Formel (78) zuriick, die somit wirklich einen
Spezialfall der allgemeineren Relation (78) darstellt. Durch voll-
stindige Induktion soll die Allgemeingiiltigkeit bewiesen werden.
Es sei aber vor allem bemerkt, dass simtliche Bedingungen in
den Farbeninvarianten des Residuums wirklich wieder Auslesen
darstellen, wie auf Grund der im § 13 entwickelten Tatsachen
gefolgert werden kann.
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Die Richtigkeit von (78) bis zu einem Werte ¢t —1 werde
nun vorausgesetzt. Trennt man dann von dem uns vorliegenden
reduziblen Netz noch den Ficherteil F,PF;_; ab, so verbleibt ein
Restnetz, in dem (78) anwendbar ist, weil dort nur noch ¢—1
Paare (FR) verblieben sind. Die in diesem Restnetz verbliebenen
Paare aus (FF) mogen durch (FF) symbolisiert werden; ihre
Anzahl sei f’, ihre reduzierten Maschenzahlen sind die friiheren,
weil die abgetrennten Paare neben den verbliebenen, nicht
aber iber ihnen liegen (§ 18). Die Numeration sei so durchge-
fiihrt, dass den verbliebenen Paaren die Nummern 1, 2, .., f’,
den abgetrennten die Nummern f'+1, f'+2, ..., f zukommen.
Fir die Farbeninvarianten des nach Abtrennung von F;PF;
verbliebenen Restnetzes soll der Doppelstrich Verwendung finden.
Auf Grund von (78) hat man:

N+FR) (+FF) (+-RR) =
=gy s | 00 N (L PR (FE) (R —R,P) T
(4 77 -
=+ &' N"(LFR) (4+-FF) (+RE) (+RtFt_1)} ; (79)

wo (+FR) die Auslese (+F\R,), (FuoRy), .., (+Fi-1Rey) sym-
bolisiert. Bemerkt man noch die Gleichwertigkeit der Auslesen
(-+FR) (+-FF)(+RR) (-R/Fi—) und (+FR) (FF) (+-RE) (4-Bi—1Ey),
so kann man auf die Farbeninvarianten rechts die Formel (78)
anwenden, wenn man vorher, mit Hilfe von (58), die Bedingungen
positiv ausdriickt. Man erhdlt so schliesslich in dem Ausdruck
fir N +FR) (+FF) (+ RR) den gemeinschaftlichen Faktor

of (80)

a(pl_l P a¢f_1 .

Ferner ist

N'+BR)(—R,P) ... (—R_,P) Y LBR) (+RP)(—BP) ... (—R_ D)=
= N'H—RR) (—RP) ... (—RP) s (81)
und die Forderung (-+RiRy) (—R.P) ... (R, P) offenbar mit

der Forderung (-+Ri1R:) (—R,P) ... (—R.1P)(—R.P) gleich-
bedeutend. Auf Grund dieser Erwigungen wird dann aber der
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nach Absonderung des Faktors (80) aus der Umformung sich
ergebende Ausdruck identisch mit der Schleifenklammer' in (78).
Damit ist die Richtigkeit von (78) erwiesen.

17. Die Vierfarbenformel.

Wir sind jetzt imstande eine Reduktionsformel anzugeben,
welche die Berechnung einer durch eine beliebige positive Aus-
lese bedingten Farbeninvariante eines Normalnetzes auf die Be-
rechnung ebenfalls nur durch Auslesen bedingter Farbeninvarianten
des Residuums zurickfiihrt.

Das vorgelegte Normalnetz sei von der Ordnung ¢, die aut
seinem Rande fixierte Auslese, wie friither, durch (RR)(FF)(FR)
dargestellt, ¢ bedeute die Anzahl der Paare (FR). Statt der tat-
sichlich ausgefiihrten Zerlegung, wo F:,PF, der [Facher ist,
betrachten wir zunichst eine Hilfszerlegung mit F; PF; als
Hilfsficher. Das zugehorige Hilfsresiduum zerfillt dann noch
durch den Querschnitt PF, in den Ficher F.PF, und das
tatsiichliche Residuum. Die f Paare (FF) sollen so abgezéhlt sein,
dass dem Hilfsficher die f—f letzten angehoren. ¢, und o,

sollen dieselbe Bedeutung haben, wie im vorigen Paragraphen.
Fiir die Farbeninvarianten des Hilfsresiduums verwenden wir nun
den einfachen Strich, wihrend das tatsdichliche Residuum ohne
Strich, daftir aber mit Angabe der Ordnungszahl (—1 geschrieben
werden soll. Die Gesamtheit der f* ersten Paare (FF) werde als
(FF) bezeichnet.

~ Zunichst erledigen wir die Annahme ¢= 1.

Die im § 11 abgeleitete Relation (57) bleibt auch dann noch
richtig, wenn iiberall eine nur auf das Residuum beziigliche er-
ginzende Bedingung (-+RR) hinzugefiigt wird, weil letztere keinen
wesentlichen Einfluss auf den Gang der Ableitung hat. Dasselbe
gilt fiir die im § 9 gegebene Beziehung (37), die dann lautet:

1 i—1 i—1
Net+rR) =@ Nip RR) 1 €" Ny RR)+4,4,) - (82)
Es sei nun ¢ =1, f=/'. Die Hilfszerlegung ergibt:
N4-FRG-FE)NFRR) = % N' (L FR)HFF)-RR) T
(83)

0. ’
- T N (L FR) 4+ FE)+RR)(+F,Fy) »
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infolge (82) fiir m = g, Hier ist (+FR)(-+FF)(-+RR)-F,F,)
mit der Auslese (4+FR)(+FF)(+RR)(+R,R,) gleichbedeutend.
Berticksichtigt man dies und verwendet (73), zieht dabei noch
in Betracht, dass

i—1 i—1

NA-RR) (-R\Ry) (—R,P) = N4 RR) (+-R,Ry) (84)

sein muss, weil B, und P im Netz benachbart sind, so folgt

NA-FR) (+FF) (+-RR) = (85)
i—1 i—1
=20 1...0p 1. {aol o, Nt RR)(—R,P) " o, Nyt RR)+-RyR)
i—1 —

1
+ 0,8 Ny RR)R Ry T €767 Nep RR) (+Ro Ry (+RiRy) } :

Diese Formel ist eine Veraﬂgemeinerung der Relation (57).

Verwendet man (85) fiir denjenigen Spezialfall, wo F, mit F,
und R; mit R, zusammenfillt, so wird die Forderung (-FR)
von selbst erfiillt und bedarf daher keiner besonderen Erwihnung.
Es ist dann g, =0, desgleichen also ag, =0, und &% wird
gleich 1. Man erhilt so

NetFoy+RR) = (86)
i—1

i—1
=2ap 1. ap . {%N +RR) T ¢ N1 RrR) (+R0R1)} :

Dies ist eine Verallgemeinerung von (82).

Den Fall f>f’, t=1 brauchen wir nicht besonders zu
betrachten, da er sich aus dem Fall eines allgemeinen ¢ sofort
ergibt und wir uns direkt letzterem zuwenden.

Es sei also ¢ ganz beliebig. Die Hilfszerlegung zeigt dann
nach (86):

N(4+RF)(+FF) (+RR) =

[ ,
aq;f,+1_1 ceve a(pf_l . ‘lapH_lN (—{—RF)(—{-‘F_F)(-}-RR) —I—

, (87)
+ SQH—I N (+RF) (_+_£17‘) (+RR) (+FtFt+1) } .
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Da (+RF)(+FF) (+EBR) (+FFiy) mit (4-RF) (4-FF) (+RR)
(+R:Rt1) gleichbedeutend ist, so fithrt die nunmehrlge Anwen- -
dung von (78) zur Relation:

NepREY(+FF) (+RR) =

i—1
of ;
=20p —1 ... Qg {aom [‘191 - 0o, Ny RR) (—RP) T

t i--
+M£1a01 .. a"M—1 6‘9!‘ a@M+1 .. agtN(+RR) (+R‘L¢—1R‘u) (—RP) _l._
i—1
+ ........ K .]+Bgt+1[a91 aPtN(+RR)(+Rth+1)(—RP)+
! g i1

o 0 -
+ 2 G0 Coy 18 Coy iy Qo N RR) (4 RR, ) (+Ry_,R,)(~RP) T

o ]} , (38)

wo (—RP) die Auslese (—R,P)(—R,P)...(—R.;P) symbolisiert.
In etwas getinderter Schreibweise lautet dies:

N(+-RF) (+FF) (+RR) =
= ‘Zfa“h —1 - Qpe—1 . { Goy ++ Copyy N(+RR) /—RP)+ (89)
t4-1 i—1
T 2ty - Gou oM gy - o NeprR) (8, Ry (—RP)
i—1
L 01,00 0 |
e e SN R (FRRy) . (R B,y (—RE) )

Die Formel (89) lost das im § 1 gestellte Problem auf
rekurrentem Wege und stellt somit das wesentliche Endziel un-
serer diesbeziiglichen Untersuchung dar. Wir nennen sie die
Vierfarbenformel. Die vorher abgeleiteten Reduktionsformeln
" sind allesamt als Spezialfille in der Vierfarbenformel enthalten.

18. Spezielle Anwendungen der Vierfarbenformel.

Zur wirklichen Berechnung der Farbeninvarianten bediirfen
wir noch ihrer Kenntnis flir Normalnetze erster Ordnung, wobei
es gentigt irreduzible Netze zu betrachten. Man erhilt die Farben-
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invarianten fiir irreduzible Normalnetze erster Ordnung direkt aus
der Vierfarbenformel folgendermassen : ‘

Hat das betreffende Netz m--1 Maschen, so lidsst sich ein
Maximalficher mit m Maschen abtrennen und das Residuum be-
steht aus einer einzigen dreieckigen Masche. Weil somit fiir die
Punkte Ry von (F'R) tiberhaupt kein Platz verbleibt, so hat man
t=10. Es muss aber auch die Auslese (+RR) verschwinden, da
die beiden in Betracht kommenden Randpunkte des Residuums -
allemal als Punkte auf dem Facherrand angesehen werden diirfen.

Es ist mithin 2(\)7( + RR)———ZQT =1. Das Glied, wo die Bedingung

(+R,R,) vorkommt, verschwindet, denn R, und R, sind benach-
bart. Schreibt man noch ¢ fiir g,, so folgt aus (89) jetzt:

1
N(—{—FF) = 2f a(p1_1 a(p2_1 N a(pf_l ap . (90)

1
Wegen der invarianten Bedeutung der Zahl N pp) ist es

hierbei gleichgtiltig, welche der Maschen man als Residuum an-
sieht, obwohl die reduzierten Maschenzahlen hiervon beeinflusst
werden. Hs diirfte demnach nur eine Permutation dieser Maschen-
-zahlen eintreten.

Statt der reduzierten Maschenzahl des Fichers, die wir
¢ nannten, konnte man die reduzierte Maschenzahl ¢ des Netzes
verwenden, indem man darunter die Anzahl derjenigen Maschen
des Netzes erster Ordnung versteht, die nicht reduzierte Maschen
der Paare (FF) sind. Man erkennt leicht, dass ¢ um eine Ein-
heit grosser ist als ¢ (es tritt ndmlich die Residuummasche zu
den reduzierten Maschen des Féchers hinzu). Dann gewinnt (90)
eine symmetrischere Gestalt :

1
Nrpy =2 0p 10p,1..... Gy —1 Gp—1.- (G
Aus (91) ist zu ersehen, dass eine Farbeninvariante eines
irreduziblen Normalnetzes erster Ordnung dann und nur dann

verschwindet, wenn irgendeine reduzierte Maschenzahl gleich 1 ist.
Als auf die Fig. 4 beziigliche Kontrollbeispiele nehmen wir etwa

1
N(+P1P3)(+P3P5)=2-'1'1‘1=4

1
N(+P3P6)=2-1-3=6.
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Vergleicht man dies mit der Tabelle des § 7, so zeigt sich,
dass dort der ersten Forderung die Bezeichnungsarten der Kolumnen
1, 2, 6, 7, der zweiten Forderung die Bezeichnungsarten der Ko-
lumnen 8, 4, 8, 9, 13, 18 gentiigen.

Zur Kontrolle der Vierfarbenformel an Netzen hoherer
Ordnungen betrachten wir die den reguliren Polyedern ent-
sprechenden Netze.

Das Tetraedernetz (Fig. 15) ist das einfachste Netz
1
erster Ordnung. Laut (35) hat man hier N = a; =1, wie ja auch
direkt aus der Figur ersichtlich ist, da bei Py=a, Py=b, P,=c¢
nur noch P;=d moglich bleibt.

(g
5.5. 1§,

Das Oktaedernetz (Fig. 16) ist von der Ordnung 8.
Nimmt man eine Zerlegung um P, als Zentrum vor, wobei der
Zerlegungsindex gleich 1 wird, so folgt nach (37):

3 2

2
N=N—Nuysy,

wenn man die Knoten abkiirzend durch ihre Nummern bezeichnet.
Fir das Residuum P,P,P;P; zeigt die Zerlegung vom
Index 2 um P, als Zentrum:

2 1 1
N =Nt Ny
1

2 1
Nep,9=N—DNy1y9

auf Grund von (89) Weil aber N_ a3 =3, N(_|_2 5= N(+1 =2,
so folgt N— 5, N(+1 =1, also N=4.
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Dient P, P,P; als Ausgangsmasche, so sind die 4 Bezeich-
nungsarten, wenn die Farben in der Reihenfolge der Knoten-
numeration genannt werden, die folgenden :

abeabe , abcabd , abeade , abedbe .

Fir das Ikosaedernetz, das von der Ordnung 9 ist,
kann die langwierige Rechnung etwas abgekiirzt werden, wenn

(;ig- 17,

man bei der Ableitung der Relationen die topologische Symmetrie
der Figuren in Betracht zieht (Fig. 17). Als aufeinanderfolgende
Residuen seien etwa die folgenden genommen (genannt sind die
Nummern der jeweiligen Randknoten):

(1,2, 3, 4, 1); (1,2, 9,3,4,1); (1, 2,9, 10, 4, 1);
(1,29, 10,5, 4,1); (1,2 9,10,5,6,1); (2,9,10,5,6,7,2);
2, 9,11, 5, 6,7, 2); (2, 9, 11, 12, 7, 2).

Die entsprechenden Zerlegungszentren und Indizes sind:

P,(Ind. 1); Py(Ind. 1); Po(Ind. 2); Py(Ind. 1);
Py(Ind. 2); P;(nd. 2); P,;nd. 2); P,,(Ind. 3).
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Auf Grund der Vierfarbenformel ist
N—N— X’+1 5’ Ai:ﬂ?’*&@rw)? &—N+‘\f(+4 9
N=N— N(J,4 i N= m+ir(+1 5 N= N+ Nigg:
N=N4 N0 N—3. N— N1

Mit der niedrigsten Ordnung beginnend, findet man:

e

3
=8.5—2=13; N=13+5=18;

||
Qv

5 6
1846 =24; N=24+44+7=31; N=31—11=20;
7 8

9
N=20+6=26; N=26—8=18; N=18—8=10.

1
N

4
N

lI

Es gestattet somit das Ikosaeder 10 wesentlich verschiedene
Vierfarbenbezeichnungen seiner Ecken, mithin das Dodekaeder 10
wesentlich  verschiedene Vierfarbenbezeichnungen der Flichen.
Lisst man die Forderung ,wesentlich“ fallen, so erhilt man die
24-fache Zahl, d. h. 240.

In der Reihenfolge der Ecken genannt, sind die 10 Vier-
farbenbezeichnungen des Ikosaeders die folgenden (P,P,P, dient
als Ausgangsmasche):

abebdedadach ; abedcbeadabd ;
abebdededaba ; abedebdedaba ;
ahcbadedaded ; abedcbdeabda ;
abebededadba ; abedacdeabdb ;
abedabeadbed ; abedacdadbed .

Diese Tabelle bezeugt u. a. die interessante Tatsache, dass
zwei diametral gegeniiberliegende Ecken des ITkosaeders niemals
identisch gefdrbt werden konnen.

19. Der allgemeine Vierfarbensatz.

Die Vierfarbenformel ermoglicht es, fiir jedes Normalnetz die
absolute Farbeninvariante als explizite Funktion der Vierfarben-
koeffizienten darzustellen, sobald das Netz tatsichlich vorgegeben
ist. Diese Funktion ist wesentlich von der Struktur des Netzes

4
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abhéngig. Fir einzelne spezielle Typen kann man die zugehorigen
Bildungsgesetze dieser Funktion ganz allgemein angeben; ob sich
aber ein Bildungsgesetz konstruieren lidsst, welches jedem
Netztypus entspricht, bleibt eine offene Frage.

Zur Losung des Vierfarbenproblems, d. h. zur Beantwor-
tung der Frage, ob die absolute Farbeninvariante allemal positiv ist,
konnte man aber ohne Kenntnis der fraglichen Funktion gelangen,
indem man auf Grund der Vierfarbenformel nachweist, dass diese
Farbeninvariante notwendig positiv sein muss, sofern sie im Resi-
duum positiv ist. Dies wiire ein Beweis durch vollstindige Induktion,
wobei die Normalnetze nach der Ordnungszahl angecordnet auf-
treten. Nun kommen aber in der Vierfarbenformel rechts im all-
gemeinen bedingte Farbeninvarianten vor, auch dann, wenn links
nur die absolute Farbeninvariante steht; man wird also auf diesem
Wege zur Untersuchung des Verhaltens bedingter Farbeninvari-
anten gefiihrt. Setzt man die Richtigkeit der Vierfarbenhypothese
voraus, so gelangt man durch Induktion zu folgendem Theorem,
welches den Vierfarbensatz als Spezialfall in sich enthélt, und daher
als allgemeiner Vierfarbensatz bezeichnet werden mag:

Bedeutet (+M)(—7L) einec beliebige wider-
spruchsfreie Auslese auf dem Rande eines
irreduziblen Normalnetzes, so ist die durch
diese Auslese bedingte Farbeninvariante
positiv.

Anders ausgedriickt:

Neymy—1) verschwindet nur dann, wenn (+M)(—L)
einen Widerspruch enthilt.

Uber den Begriff des Widerspruchs in einer Auslese
vergleiche man § 12.

Der Beweis des allgemeinen Vierfarbensatzes durch voll-
stindige Induktion bietet an einzelnen Stellen Schwierigkeiten,
wie es scheint, technischen Charakters. Es ist aber auch nicht
die Moglichkeit von der Hand zu weisen, dass der fragliche Be-
weis nur gleichzeitig mit dem Beweis eines anderen, hier nicht
formulierten Satzes durchgefiihrt werden kann, analog dem, wie
der Beweis des Vierfarbensatzes den gleichzeitigen Beweis des
allgemeinen Vierfarbensatzes erfordert.

Dass der allgemeine Vierfarbensatz in l\ormalnetzen erster
Ordnung wirklich gilt, erkennt man verhiltnismassig leicht, indem
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man die Farbeninvariante N 35y (—z) explizite aufschreibt. Wird
im Normalnetz erster Ordnung eine beliebige Masche als Residuum
ausgezeichnet, so verbleibt ein Ficher, in welchem fiir jedes Paar der
Auslese (M) (L) die zugehorige reduzierte Maschenzahl bestimmt
ist. Die Anzahl der ungezdhlten Maschen (hierher gehért auch
das Residuum) bestimmt die reduzierte Maschenzahl des Normal-
netzes. Es seien ¢,, ¢s, @3, ..., ¢u die so gefundenen reduzierten
Maschenzahlen der positiven, also (M) entnommenen Paare, ferner
Wi Yo W - .., Y die reduzierten Maschenzahlen der negativen,
also (L) angehorigen Paare, endlich ¢ die reduzierte Maschenzahl
des Netzes. Bei der Bestimmung der reduzierten Maschenzahlen
ist die gleichzeitige Anwesenheit der Paare (M), (L) zu
berticksichtigen. Die Symbole G Wy verwenden wir auch zug
Bezeichnung der zugehorigen Paare.

Wir fixieren ein Paar v, .
héheres Paar ¢,, so nennen wir ¢, mit ¢ assoziiert; im
entgegengesetzten Falle existiert unter simtlichen hoheren Paaren
¢, ein und nur ein solches Paar ¢, , welches hoher ist als y,,, doch
niedriger als jedes andere g, derselben Art, — es soll dann v,
mit ¢, assoziiert heissen. Je zwel demselben ¢, assoziierte
Paare 4 sollen verwandte Paare heissen.

In jedem Komplex sidmtlich untereinander verwandter
Paare vy gibt es sicher Paare, die kein hoheres verwandtes Paar
aufweisen. Solche Paare nennen wir relative Maximalpaare der
Verwandtschaft. Die Anzahl 7, der mit ¢, assoziierten relativen
Maximalpaare v, werden als Charakteristik von ¢, be-
zeichnet; analog ist die Definition der Charakteristik von ¢.

Unter den mit Y, verwandten, aber in Bezug auf Yy niedri-
geren Paaren gibt es notwendigerweise solche, die nicht zugleich
niedrigere Paare fiir Paare derselben Art sind. Wir nennen sie die
griossten unter v, gelegenen Paare. Die Anzahl 7, dieser
grossten unter v, gelegenen Paare sei die Charakteristik von Yy

Gibt es zu diesem Yy Kein

Es gilt dann die Formel:

1
Ny (1) = (92)

om

- awﬂbrl aw2+‘[2 e au’l‘{'rl ) a‘pll‘;'l‘l a(p2+}'2“1 t a'[)mﬁ—;.m_l (l(p.}.)-—l )
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Der Beweis ergibt sich leicht durch vollstindige Induktion,
worauf hier aber nicht weiter eingegangen werden soll. Es ist
(92) eine Verallgemeinerung der Relation (91).

Aus (92) ist ersichtlich, dass 1\]7( +1)(—1) dann und nur dann
verschwindet, wenn entweder vy, +7,=0, oder ¢,—+4,—1=0.
Im ersteren Falle wire Y, =0 die reduzierte Maschenzahl fiir ein
Paar aus (—L), wobei kein niedrigeres verwandtes Paar existiert.
Weil der diesem Paare v, entsprechende Teilficher dann von
Paaren aus (M) tiiberdeckt sein muss, so ldsst sich folgern,
dass das vy, entsprechende Paar von (4-3/) abhiingig ist, was
nach § 12 einen Widerspruch darstellt. Im letzteren Falle ist

€

gntweder ¢, =0, 4,=1, oder ¢,=1, %2,=0. Fiir die erste
dieser Annahmen sei etwa (d4,B,) das ¢, entsprechende Paar
aus (4-M), ferner (X,Y ) das einzige mit (4,B,) assoziierte rela-

wtu
tive Maximalpaar aus (—L). Da die Differenz der Bogen 4,B,
und XMYM mit Bogen aus (M) tiberdeckt sein muss, — sonst

konnte ¢, nicht null sein, — so zeigt sich eine Abhiingigkeit des
Paares (X,Y,) von (M), womit wieder ein Widerspruch aufgedeckt
ist. Die zweite Annahme hitte zu bedeuten, dass schon in
der -Auslese (M) fiir sich allein der Teilfdcher (4,B,) die
reduzierte Maschenzahl 1 aufweist, woraus dann folgt, dass wegen
der Forderung (-+M) zwei benachbarten Knoten identische Farben
zukommen sollen, was wiederum einen Widerspruch bedeutet.

Der allgemeine Vierfarbensatz ist daher fiir Netze erster
Ordnung richtig.
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1. Einftihrung.

In der Untersuchung , Uber die Anzahl der Lésungen der Vier-
farbenaufgabe“*) (abgekiirzt AL V) habe ich eine Rekursionsformel
entwickelt, die es ermoglicht die Anzahl der Vierfarbenbezeichnun-
gen der Ecken eines Normalneizes!) zu berechnen, unter Beriick-
sichtigung spezieller Systeme von Nebenbedingungen. Die Ne-
benbedingungen beziehen sich allemal auf eine Auslese?) von
Randknotenpaaren und zerfallen in positive und negative Forde-
rungen (4- AB) resp. (— CD); erstere besagen, dass 4, B iden-
tisch, letztere dagegen, dass C, D verschieden gefirbt werden
sollen. Die Reduktion des Problems erfolgt auf dem Wege der
Anordnung der Normalnetze nach Ordnungszahlen, d. h. nach
der Anzahl der inneren Netzknoten. Die Erniedrigung der Ord-
nungszahl wird durch Spaltung des jeweiligen Netzes in
Ficher und Residuum?3) erreicht. Die Randknotenpaare der
getroffenen Auslese verteilen sich hierbei notwendig in 3 Kate-
gorien, nimlich Paare vom Typus (FR), wo die eine Komponente
F zum Ficher, die andere R zum Residuum gehort, ferner Paare
vom Typus (FF), wo beide Komponenten zum Ficher, endlich
Paare vom Typus (RR), wo beide Komponenten zum Residuum
gehoren. Die Paare (FR) erscheinen in linearer Anordnung als
(F\R)), (F3R,), ... (Fy; R;) und bestimmen zusammen mit den
Paaren (F'F) auf dem Ficher einen Komplex reduzierter
Maschenzahlen?)

01y Qg .oy QH.p P, Poy «ooy Py . (1)

Diese o, ¢ sind ihrer Definition nach nicht-negative ganze Zahlen.
Bezeichnet dann & die Zahl —1, ferner a, den Vier-
farbenkoeffizienten?®), der durch die Relation

a, = @" 1) 2

‘definiert werden kann, und wird N4 als Symbol der durch die

#) Acta et Comm. Univ. Tartuensis A XV .
1) Vgl ALV§1. 2) ALV §12. 3 ALV §3. 4) ALV §13. 5) ALV §6.
1*
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Auslese (Z) bedingten Farbeninvariante®) verwendet, so lautet
die Formel der ALV:

Nt FR(+FF)(t RR) =
i—1
=2y e Oy {%1 %, NRR—RP)F
t—tl 0 1—1
T 2% Y B s oy N+ RR() By ) (—R)
—I_ ...................... +

7—1
o1 02, 0 .3
+ e N RR) (1R Ry ... (+ R, Ry ) (—RP) | @)

Hier bedeutet P das Zentrum ?) der ausgefiihrten Reduktions-
zerlegung, wihrend (— RP) abgekiirzt die Auslese (— R,P)
(—R,P) . . (—R: P) symbolisiert. Diese Formel (3) wird in der -
ALV als Vierfarbenformel8y bezeichnet.

Die Auslese (-++ FR)(+ FF)(+ RER) enthilt ausschliesslich
positive Paare, was aber keine weitere Einschrinkung bedeutet,
da laut § 12 der ALV die negativen Bedingungen sich auf ein-
fache Weise durch positive ersetzen lassen (auch umgekehrt!).
Nur um den auftretenden Formeln eine {ibersichtlich symmetri-
sche Gestalt zu geben, haben wir die negativen Bedingungen
itberhaupt explizite verwendet.

Am Schluss der ALV ist der hypothetische allgemeine
Vierfarbensatz? formuliert, laut welchem eine Farbeninva-
riante nur dann verschwinden kann, wenn die Auslese einen
Widerspruch 1) enthélt; dass sie dann allemal auch wirklich
verschwinden muss, ist evident.

In den unten folgenden Betrachtungen sollen einige Konse-
quenzen aus der Vierfarbenformel gezogen werden, um den
Beweis dieses allgemeinen Vierfarbensatzes auf rein arithme-
tischer Grundlage anzubahnen.

2. Vierfarbenreihen.

Die Vierfarbenkoeffizienten geniigen der leicht zu verifizie-
renden Relation
2 Gy + Qg1 = Qnya. @)

6) ALV§2. 7)ALV§S. 8)ALV§I7. 9) ALV§19. 10) ALV§I2
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Es liege eine Zahlenreihe
cee gy ... 89, A_g, 80, Ap, g, ... Agy... (5)

vor, in der das folgende, der Relation (4) nachgebildete Er-
zeugungsgeselz gilt :

2 8n + 81 = 8nye . )
Diese Reihe sleht dann in engem Zusammenhange mit der Reihe
-der Vierfarbenkoeffizienten. Aus diesem Grunde moge die Reihe
(5) eine Vierfarbenreihe, und zwar, im Hinblick auf eine gleich
folgende Verallgemeinerung, eine eindimensionale Vier-
farbenreihe heissen. Fiir eine solche Vierfarbenreihe gelten
u. a. folgende leicht zu beweisende Relationen:

Qepk = O Bept - 2 Ot ¢, O
sk=al—|—ag+...—}—ak=akal—i—-%—(ak+1-——l)ag. ®

Aus (6) ist ersichtlich, dass die Reihe der Differenzen einer Vier-
farbenreihe wieder eine Vierfarbenreihe darstellt, welch letztere
sich in ihrer Gesamtheit nur durch den Faktor 2 von der urspriing-
lichen unterscheidet. —

Spezielle Beispiele von Vierfarbenreihen liefern Reihen, wo
a;=¢ta, unter a eine Konstante verstanden, d. h. Reihen vom
Typus

... +a, —a, +a, —a, .... )
Bei a=1 hat man den engeren Spezialfall a;=¢!, m. a. W. die
Reihe

ceee 1, —1, 1, —1, ..., (10)

Um zur versprochenen Verallgemeinerung zu gelangen, be-
trachte man zunédchst etwa die folgende, nach 2 Parametern 4, u
geordnete Zahlenreihe, deren Allgemeinglied

a,=0,0, 8, (1D

u
wobei a eine Konstante ist. Auf Grund von (4) erweist sich

2 aly,+ 341, w= 12, u %)
«
2 a}.y —|_ 4, Ut — a4, ut-2.
Ldsst man die spezielle Fassung der Definition (11) fallen,
behilt aber die Forderungen (12) bei, so gelangt man zum Begriff
einer allgemeinen zweidimensionalen Vierfarbenreihe.
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Ganz allgemein lautet nun folgende Festsetzung:

Eine Menge von Zahlen a, ,, ... ,,, die nach p unabhingi-
gen ganzzahligen Parameterwerten w,, x,, ..., x, geordnet er-
scheinen, soll eine p-dimensionale Vierfarbenreihe heissen,
wenn fiir jedes x, die Forderung

2.4 ) a ; ) )
Ty o _y mkmk+1--xp+ Ty x_y Byt LIARRRE

= awl a2, Ly g @, (13)
erfiillt ist. b
Ein spezielles Beispiel einer solchen p-dimensionalen Vier-
farbenreihe liefert

==

a‘w'l...mp wy Gy v+ O Dy (14)

wo a eine Konstante ist. Aber auch

By - vy = Captayt a0 B (19)
wo ¢ und a Konstanten sind, ergibt eine Reihe von gleichem
Typus. Andere Reihen derselben Gattung entstehen, wenn in
(14) oder (15) a, durch & ersetzt wird, oder aber lineare Ver-
bindungen solcherweise erhaltener Ausdriicke gebildet werden.
~ Es seien in der Vierfarbenformel (8) die Anzahlen und Nume-
rationen der Paare (+4+FR)(—+FF)(+RR) fixiert, das Residuum
als unverinderlich betrachtet und die Lage simtlicher Knoten R
und des Knotens P festgelegt. Variiert man dann die Verteilung
der Knoten F auf dem Ficher, sowie die Gesamtzahl der Ma-
schen des Fichers, so entspricht dies einer Variation der redu-
zierten Maschenzahlen ¢, ¢, wihrend die rechts in (3) auftreten-

i—1
den Grossen Ny konstant verbleiben. Jeder Kombination (1) der
t-+f-+1 reduzierten Maschenzahlen entspricht ein bestimmter

Wert von 1(7( +FR) (+FF)(+RR) den wir uns dieser Kombination
o, ¢ zugeordnet denken. Damit ist aber die Farbeninvariante

N({FR)(+FF)(+-RR) 88 von ¢+-f--1 Parametern
X1 =01+ xH—l = QH—I’ xH_g =@y, xt+f+1 = q)f (16)

abhéngige Zahl a, ., . aufgefasst. Eine aufmerksame

BRI
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Betrachtung der rechten Seite der Vierfarbenformel (8) zeigt
sofort, dass diese Zahlen a, ,, ... eine (¢t 7 1)-dimensionale
Vierfarbenreihe bilden. Dieses Resultat ist von grundlegender
Bedeutung fiir alle weiteren Entwickelungen und soll demnach
als Satz zusammengefasst werden :

Bei der Variation des Fidchers ordnen sich

die Farbeninvarianten Ny pry Fry+RR) 20 einer
(t-+f-+1)-dimensionalen Vierfarbenreihe.

8. Das allgemeine Glied einer Vierfarbenreihe.

Deutet man a, ..., als dem Punkte (z|xzl...|z,) eines
p-dimensionalen ganzzahligen Punkigitters zugeordnete Zahl, so
darf man die entsprechende Vierfarbenreihe in ihrer Gesamtheit
als Funktion des Punktgitters ansehen. Statt von einer Vier-
farbenreihe kann man dann auch von einer Vierfarben-
funktion sprechen, deren Werte in den Gitterpunkten (x)
eben die a, sind.

Die Beziehung auf den p-dimensionalen Raum erleichtert
wesentlich die fernere Nomenklatur. Fiir unsere Zwecke wiire
folgendes zu beachten:

v lineare Gleichungen zwischen den Koordinaten «, defi-
nieren eine (p —v»)-dimensionale Ebene im Gitterraum (v <p),
sofern diese Gleichungen linear unabhingig sind; jeder Punkt
erscheint in dieser Auffassung als nulldlmensmnale der Gitter-
raum selbst als p-dimensionale Ebene.

Die 2p Gleichungen z; = 0 resp. z, = 1 definieren jede fiir
sich je eine spezielle (p — 1)-dimensionale Ebene. Die Gesamt-
heit dieser 2p speziellen Ebenen, vereinigt mit der Gesamtheit
ihrer simtlichen Schnittebenen von niedrigerer Dimensionszahl,
liefert ein Gebilde, welches als Fundamentalwiirfel des
Gitterraumes bezeichnet werden mag; jede zum Fundamental-
wiirfel zihlende Ebene sei dementsprechend als Fundamental-
ebene bezeichnet. Die Anzahl der (p — v)-dimensionalen Fun-

damentalebenen betrigt 2¥ () =2"(,2,). Ist 4 < g, so enthilt
jede u dimensionale Fundamentalebene genau 2~ A ( ) Fundamen-
talebenen von der Dimension 4, und jede A-dimensionale Funda=
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mentalebene liegt auf (]I;:.i) Fundamentalebenen von der Dimen-
sion u. Da

2p (;,’) — gp-1 (,,f,) + or—2 (1,?,’,2) — et 2 (:{) =1—g, (17)

so gilt der Satz:

Die mit wechselndem Vorzeichen genom-
mene Summe der Anzahlen der Fundamental-
ebenen, nach steigenden Dimensionszahlen
geordnet und mit positivem Vorzeichenbegon-
nen, betrigt null oderzwei, je nachdem der
Raum eine gerade oder eine ungerade Anzahl
von Dimensionen besitzt.

* Es ist dies ein Spezialfall des Euler’schen Polyedersatzes
in p Dimensionen.

Man erkennt sofort, dass die Vierfarbenreihe a, eindeutig
bestimmt ist, sobald die Werte der Funktion a, in den Funda-
mentalecken, d. h. den nulldimensionalen Fundamentalebenen,
vorgegeben sind. Es gilt dann namlich die Formel:

—_— 9P
I 2 aml—l Oyl +-- a:cp—l a‘00--'0‘|‘

p .
or—1 Y g ... a a, a veu@y _1.80--010- -
+ ’ 21 xy_—1 %y, Ty —1 x,—1+40 010---0 —I—-

Bei p =1 hiétte man hieraus

Ay = 2 O —1 8+ Gy, 21, (19)

was schon in (7) enthalten ist und daher als bewiesen erachtet
werden soll. Ist aber die Giiltigkeit von (18) fiir eine Dimen-
sionszahl p erwiesen, so ergibt sich auch sofort die Giiltigkeit
derselben Formel fiir die n#ichsthohere Dimensionszahl p-}-1.
Man hat nédmlich bei fixierten Werten von z;, x,, .., 2, und
variablem 2,41 in a5, ... 4, €ine eindimensionale Vier-

farbenreihe, mithin nach (19):

.oy = : e a e e .
. amlmz T,y 2 awp +1—1 By ap0 + Ty aml Ty w1 (20)



AXV.y Uber die Vierfarbenformel 9

Hier bilden aber die Grissen ayg4,...z,00 8z, 51 jede fir

sich je eine p-dimensionale Vierfarbenreihe, auf welche (18) an-
gewendet werden darf. Kombiniert man demnach (18) mit (20)
und ordnet das Resultat, so erhilt man, wie leicht zu iibersehen,
eine Formel von der Struktur (18), nur tritt p 41 an Stelle
von p. Damit ist aber (18) allgemein bewiesen.

Man kann iibrigens die Identitdt (18) in etwas allgemeine-
rer Gestalt schreiben, indem man zuvor die Parallelversthiebung
x'=x-§ ausgefiihrt denkt. Der Fundamentalwiirfel transfor-
miert sich hierbei in einen solchen Wiirfel, dessen Eckkoordi-
naten die Werte & und £+ 1 annehmen. .

4. Transformation der Vierfarbenformel.

~ Nach § 2 liefert die Vierfarbenformel (3) die Farbeninvariante
N4 FR) (+FF) (+rE) 818 Vierfarbenfunktion, wobei die reduzierten
Maschenzahlen ¢, @ die Rolle der Parameter x ibernehmen. Um

1]
dies anzudeuten, soll fernerhin, wo zweckméssig, No;... 0.4 ( 1. 9;

fﬁr](f( - FR)(4FF)+RR) abgekilrzt eventuell I;Tg |¢, geschrieben
werden.

Die Relation (18) gestattet No|y durch die Fundamen-
talwerte, d. h. die Werte der Ng|y in den Fundamental-
ecken, auszudriicken. Dies soll nun ausgefiihrt werden. Aus
der geometrischen Bedeutung der Farbeninvarianten ist ersicht-
lich, dass die Fundamentalwerte nicht negativ sind. Sobald ein
Fundamentalwert null ist, verschwindet das entsprechende Glied
in der Summe auf der rechten Seite von (18). Verschwindet
ein Fundamentalwert unabhingig von der speziellen Lage der
Punkte R auf dem Residuum, so sagen wir, der Fundamental-
-wert verschwinde identisch. Von Belang sind hier nur die-
jenigen Fundamentalwerte, die nicht identisch ,verschwinden.
Es enthilt die rechte Seite von (3) den gemeinschaftlichen Fak-

tor 27 ap 4 Og, 1.y 15 der dann, aber auch nur dann,
null wird, wenn mindestens eine der Koordinaten ¢, gleich 1 ist.

Da in den Fundamentalecken ausser dem Werte 1 fiir die Koordi-
naten nur noch.der Wert 0 in Betracht kommt, so miissen
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simtliche ¢, gleich 0 sein, wenn der Fundamentalwert nicht
identisch verschwinden soll. Bei ¢, = ¢,...=@;=0 hat man aber

of a<p1_1 a(p2_1 e a(pf_l = 2’ . ('%‘)f = 1. (21)

Der zugehorige Fundamentalwert Ny|y ist daher gleich dem Wert
des Vierfarbenpolynoms, d. h. des Ausdrucks in der Schleifen-
klammer- der rechten Seite von (3). Simtliche nicht identisch
verschwindende Fundamentalwerte gehoren also zur (¢4 1)-
dimensionalen Fundamentalebene ¢, =0, ¢,=0,..¢; =0. Diese
Fundamentalebene erscheint fiir sich betrachtet als (¢--1)-dimen-
sionales Punktgitter, und besitzt als solches einen Fundamental-
wiirfel, dessen Ecken erhalten werden, wenn man g gleich 0 und

1 setzt. Die entsprechenden Ng|, konnen ohne Missverstindnisse

einfach als ]\170 bezeichnet, und es darf von der Fundamentalecke
(o) gesprochen werden.

Es sei nun diese Fundamentalecke (o) als g =0s = ... = 0,
0u=Qv=...=1 definiert. Im zugehorigen Vierfarbenpolynom

verschwinden dann sdmtliche Glieder, in denen auch nur eine
der Zahlen ay, , ag, ,... als Faktor auftritt; es verbleiben also

nur diejenigen, deren Koeffizient den Komplex
ae? =1 (22)

enthélt. In den zugehérigen, auf das Netz (:41)-ter Ordnung
beziiglichen Farbeninvarianten zeigt die Bedingung u. a. iiberall
die gemeinschaftliche Forderung (-4 RBR) (— RP) (+ R._1 R.)
(+RB, , R, ..., wofir abgekiirzt (+ RR) (— RP) (+R° ge-
schrieben werden moge.

Nach Abspaltung des Faktors (22) verbleiben in den Koeffi-
zienten der ibriggebliebenen Glieder nur noch durch g., ¢.,...
bedingte Faktoren vom Typus ap, und &% . Da ‘a@u=a9v=
=..=1 und &% = % = .. =—1, und siimtliche Kombinationen
der %« auftreten miissen, so erkennt man, dass die fraglichen
Koeffizienten gleich |1 oder —1 sind, je nachdem eine ge-
rade oder eine ungerade Anzahl von &« in der zugehorigen
Kombination vorkommt. Es ergibt sich auf diese Weise:
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=1 i—1
N = N-RR)(—RP)X+R) — 2 N4+-RR)(—RP)- {-Rﬂ)(—{-Ru_l Ryt
i—1

+u,2;1, N¢+RR) (—RP) (+RY) (+R,_yR)(+R,_(R) —+**" (23)

Hier ist die Summation X auf jede Wahl den Indizes u,

112

die Summation 2 auf jede Wahl der Paare u, v usw. zu er-

u, v

sirecken. Man ersieht sofort, dass die rechte Seite von (23) mit
i—1

N(+RR) (—RP) (+B) (—B\_ B,) (—B,_ R, ** @4

gleichbedeutend ist!!). Indem wir die Abkiirzung (— R') fiir
(— Ru_1R.)(— R,_1R,) ... einfiilhren, gelangen wir demnach zu

dem Resultat:

Die Vierfarbenfunktion 1{79[(,, hat in den Funda-
mentalecken

=0, ..., 9r=0,0 =0, 6=0,..., 0a=1 0=1,... (25)
den Wert

i—1

Nt RRY(—RPY+RY(—RY > (26)

in alleniibrigenFundamentaleckenden Wert null

Auf Grund dieser Erkenntnis resultiert nun nach (18) fol-
gende Umformung der Vierfarbenformel:

i
N@l...@t-;-ll'l’t...‘P/ =2 Gp—1 "’aqp,—l :

‘ . t—1
210t - N RRY—RPXA4-RB)HR By -+ T

t \l
-+ 2 Zaol_l...a e lp 1

Cu
i—1
* N4-RR)—RP)(+Roky) . . (—Ry_y By .. (+B, By T
+ ............................. _|..
i—1 \
+ (1.01 agz ee agt_H N(+RR)(_RP)(—R0R1)(_R1R2) ....... I . (27)

1) ALV § 12.



12 : J. NUUT . AXV.4

Denn simtliche Glieder, die den Faktor ay, enthalten wiir-
den, verschwinden; es entsteht demnach iiberall der gemeinsame
Faktor 2f a%_.l ceen d(pf._l.

6. Diskussion der Fille, wo l\lfgg(p verschwindet.

Denjenigen Teil des Gitterraumes, in dem keine der Ko-
ordinaten negativ ist, nennen wir den Hauptraum. Die geo- .

metrische Interpretation der Zahl Ny bezieht sich dem Wesen
nach nur auf diesen Hauptraum, d. h. auf nicht-negative Werte von
0, ¢, was aber bei rein analytischer Behandlung der aus (27)
fliessenden Folgerungen nicht hindert, auch andere Koordinaten-
werte in den Bereich der Erwigungen zu ziehen.

In der Gestalt (27) hat die Vierfarbenformel den Vorzug,
dass rechts keine negativen Glieder auftreten, solange man sich

auf den Hauptraum beschrinkt. Es verschwindet also Z(’o:(p im
Hauptraum dann und nur dann, wenn jedes Glied der rechten
Seite von (27) einzeln verschwindet. Damit ist ein Gedanken-
gang als Grundlage fiir den Beweis des allgemeinen Vierfarben-
satzes vorgezeichnet.

Ein Gitterpunkt (glp) des Hauptraumes kann mehreren
Fundamentalebenen angehoren; eine und nur eine dieser Funda-
mentalebenen wird die kleinste Dimensionszahl zeigen. Diese
Fundamentalebene kleinster Dimensionszahl ist namlich durch
den Komplex der Gleichungen definiert, die angeben, welche
Koordinatenwerte 0 und welche 1 sein sollen. Sind im Gitter-
punkt (o|p) séimtliche Koordinaten grésser als 1, so gehort die-
ser Punkt tiberhaupt keiner Fundamentalebene an. Es ist aber
dann zweckmassig, den ganzen Gitterraum selbst als null Be-
dingungen unterworfene und daher (¢4 f--1)-dimensionale Fun-
damentalebene anzusehen, die in diesem Falle dabei natiirlich
die (o) enthaltende Fundamentalebene Kkleinster Dimensions-
zahl bildet. Einen anderen extremen Fall hitte man, wenn (g|¢)
eine Fundamentalecke ist. Die zugehorige Fundamentalebene
kleinster Dimensionszahl besteht dann aus diesem einzigen Punkt
und ist von der Dimension null.

Es sei nun (g|g) zur Fundamentalebene II von kleinster Di-
mensionszahl gehdrig; wir fragen nach den Bedingungen, unter

7
denen Npy verschwindet.
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BEs wird Z\Lfyl(p zunichst allemal null, sobald in der Definition
von Il fiir irgendein % die Forderung ¢, = 1 besteht. Die
Knoten F’, F”, denen dieser Wert von ¢, zukommt, sind dann
entweder benachbart, oder es wird der Teilficher F'PF” so von
anderen Paaren (-} F'F) iiberdeckt, dass nur eine Masche frei
bleibt. Es sei F'PF” diese einzige freigebliebene Fichermasche,
also etwa FPF und F "PF” villig iiberdeckte Teilficher, dann
ergibt sich aus (+ FF) notwendig F' = F'und F’"= F”, was
weiter wegen (4-F’ F”) zur Forderung F = F” fiihrt; letztere
bedeutet aber einen Widerspruch, weil F und F” benachbart
sind. Also: - -

Verschwindet]\lf@(p wegen g, =1, so ist in den
Forderungen (4 FF) sicher ein Widerspruch
enthalten

Dies steht im Einklang mit dem allgemeinen Vierfarbensatz.
Es sei nun angenommen, dass IT an keine Forderung

vom Typus ¢ = 1 gekniipft ist. Die Zahl Ny, kann in diesem
Falle nur dann verschwinden, wenn die Schleifenklammer in
(27) — das Vierfarbenpolynom — verschwindet. Es mogen fiir
IT u. a. die Forderungen

0=0, 0=0,......... (28)
Ou=1, Qp=1,......... (29)

gelten. Im Vierfarbenpolynom verschwinden dann simtliche
Glieder, die einen der Faktoren aq, ag,, ..., @1, ag,—1, ... ent-

halten; es verbleiben also nur diejenigen, wo a, _, Go,—1, « - -
a

g, , Gg,, ... auftreten. Damit sondert sich vom Vierfarben-
polynom der gemeinschaftliche Faktor

2v aga_l agb_l ceee a()“ (Z(),v veee =11 (30)

ab, unter » die Anzahl der Gleichungen (28) verstanden. Der
verbleibende Rest ist von demselben Typus wie das in (27) de-
finierte Polynom, nur hat sich die Gliederzahl verringert. Da
einem jeden von a, b, .. u, v, .. verschiedenen Index ein o-Wert -
entspricht, der 1 ibersteigt, so wird keiner der Koeffizienten
im Restpolynom null; es miissen daher simtliche in dieses Rest-
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i—1
polynom eingehende Farbeninvarianten Nz gleich null sein,
wenn das urspriingliche Vierfarbenpolynom verschwinden soll
Infolge der Existenz des gemeinsamen Faktors (30) enthilt
die Bedingung (Z) im Restpolynom allemal die Teilforderung

(+-RR)(—RP)+RusRo)(+B,_, R,)..(—Ru1R.)(—E.1R.). . (31)

Bedeuten m, n, .. die von a, b, .. u, v, .. verschiedenen Indizes
der Reihe 1, 2, 8, .., ¢4 1, so enthilt (Z) ausser (31) noch die

Forderungen
(FRus Bn) (xR Ry) ..., (82)

und zwar kommt, aus leicht erkennbaren Griinden, jede iiber-
haupt denkbare Kombination der Vorzeichen 4, — einmal und

nur einmal vor.
Aus der geometrischen Bedeutung der Farbeninvarianten

folgt fiir beliebige (M)
Nony-4B)+ Nap—as =N - (33)

Mittels vollstindiger Induktion lisst sich diese Relation so-
fort dahin verallgemeinern, dass

2 Nyt aByxep) - = Ny » (34)

wenn die Summe iiber alle denkbaren Kombinationen der Vor-
zeichen -4, — erstreckt wird.

‘Bildet man demnach die Summe simtlicher Ny des Rest-
polynoms, so treten (Bm—1iRn)(Ru—1 R,) ... an die Stelle der
(AB) (CD) .. in (34), woraus

i—1
EN(Z)=N(+RR)(—~RP)(—|—Ra \R)..(—R,_,R).. (35)
i—1 i—1
folgt. Weil nun 2 Nz = 0, wenn ]edes N7 einzeln null ist, so
erhilt man das Resultat:
Das Vierfarbenpolynom verschwindet
dann und nur dann, wenn

N(4+RR)(—RP)(+Ra-1Ra) .. (—Ru—1Ru) .. = 0 - (36)

Hat man vorausgesetzt, der allgemeine Vierfarbensatz sei
bis zu den Netzen (i—1)-ter Ordnung bewiesen, so ist man jetzt be-
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rechtigt in (31) einen Widerspruch zu suchen, wenn das Vier-
farbenpolynom verschwinden soll. Dieser Widerspruch kénnte
auf dreifache Weise zustande kommen : '

I. die Forderung (4 RR) konnte Widerspriiche enthalten;

II. die Gesamiforderung positiven Charakters (--RR)
(+ Bo1 R.) (+ Ro—1 Ry) .. konnte Widerspriiche enthalten;

III. eines der Paare (R.—; R.), (R.—1 R.), .. kénnte von den
in 1I genannten Forderungen abhiingig ?) sein. .

Die Moglichkeit, dass ein Paar (RP) von den in II genann-
ten positiven Paaren abhingig wird, kommt nicht in Betracht,
weil P unter den Punkten R sicher nicht vorkommt.

Bei der Annahme M ist der Widerspruch (4 RR) offenbar
schon in dem Netze i-ter Ordnung, wo (4 RF)(4 FF)(+ RR)
gefordert war, ebenfalls enthalten, somit das Verschwinden von

]\17@|¢ wirklich durch einen Widerspruch im Netze ¢-ter Ordnung
bedingt, wie es der Vierfarbensatz verlangt.

Bei der Annahme II bemerke man zunichst, dass wegen
(28) im Gitterpankt (¢|¢) notwendig

F..=F.,, Fo,=Fy, ... {37

gefordert ist, denn die Teilficher F._, PF,, F,,PF,, .. er-
scheinen hier mit positiven Paaren (- FF) vollig iiberdeckt.
‘Wird nun fiir das Netz i-ter Ordnung noch die Forderung (- RR)
(- FR) gestellt, die u. a.

Foi1=R,,, F,=R,, ... * o (38)
besagt, so ist doch ‘
.Ra_l = Ra 3 .Rb__l o Rb 9 e (39)

eine logische Konsequenz von (37) und (88), d. h. die Paare
(Bae1Ra), (By-1Ry) ... sind im Punkte (¢|¢) von (- RR)(4 RF)
(4 FF) abhingig. Ein aus den in II genannten Forderungen
resultierender Widerspruch ist dann eo ipso schon in der Forde-
rung (+ RE)(+ RF)(+4FF) im Netze é-ter Ordnung enthalten.

Sollte endlich bei der Annahme III etwa (R, R.) von
(-+RRB)(+4 R.—1 R,) .. abhingig sein, d. h. R,_, = R, mit Not-
wendigkeit aus (4 RR)(-+ R.—1 R.) .. fliessen, so wire nach
dem Vorigen dieselbe Beziehung R, =R, auch schon eine

12) Uber den Begriff der »Abhingigkeit eines Paares von anderen vgl.
ALV § 12,
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Folge von (- RR)(+4 RF)(+ FF) im Netze i-ter Ordnung. Well
in (-4 FR) aber auch die Forderungen

Fu_l == Ru-—l ] El prm— Ru . (40)

enthalten sind, so miisste im Netze ¢-ter Ordnung dann notwen-
dig F._.= F.sein, was aber einen Widerspruch bedeutet, da nach
(29) o. = 1 besteht. Damit ist auch diese Annahme erledigt. Also:
Gilt der allgemeine Vierfarbensatz fiir
Netze, deren Ordnung <—1 nicht tbersteigt,
so gilt erin jedem Netz ¢ter Ordnung fiir jede
positive Auslese. .
Fiir' negative, resp. gemischte Auslesen ist damit noch
nichts entschieden.

6. Einfache Fille gemischter Auslesen.
Aus der Relation 13)

Nezy(— X, Y)(— X, Yy) ++» = @1

= Npy= 2Nzt xu v + 2 Nez) (+ Xu Yo+Xo Yo—

.....

ergeben sich die Werte der Vierfarbeninvarianten fiir gemischte
Auslesen.

Es bedeute (— R’ R’) einen Komplex negativer Bedingun-
gen, in denen ausschliesslich Randpunkte B’ des Residuums Er-
wihnung finden. Aus (41) ersieht man dann sofort, dass die
Reduktionsformel fiir

N4 FR) (4 FF) (4 BR) (— I R')
sich von der Reduktionsformel (27) nur um die rechts iiberall

hinzutretende Erginzungsforderung (— R’ E’) unterscheidet.
Etwas komplizierter gestaltet sich die Reduktion von

N} FR)(+ FF) (+ RE) (— R R )(— F'F')>

wenn (— F' F') eine sich ausschliesslich auf Ficherpunkte F”
beziehende Forderung symbolisiert. Kombiniert man hier (27)
mit (41), S0, erkennt man zundchst, dass die einzelnen Farben-

invarianten N(M), die rechts in (27) auftreten, fiir jeden Summan-
den in (41) dieselben sind, — es #ndern sich aber jedesmal

13) vgl. ALV § 12,
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die reduzierten Maschenzahlen o, 9. Endgiiltige Formeln lassen
sich folgendermassen ableiten : .

Man betrachte den Komplex der Paare (FF) (F,F,)..(F F')
auf dem Facher. Dieser Komplex bildet notwendig eine Auslese,
sofern (FR)(FF)(F F') eine Auslese ist. Es seien

P Plas e Py s oy e 0y W Ve, e, W (42)
die zugehdrigen reduzierten Maschenzahlen dieses IKomplexes;
zur Abkiirzung sollen dieselben Symbole auch als Bezeichnungen
der zugehorigen Knotenpaare dienen. Zu jedem Paar ¢’ gibt
es ein und nur ein nichsthéheres Paar'4) ¢’ oder o’, d. h. ein
solches Paar ¢ resp. ¢’, in welchem der Teilficher v’ einen
echten oder auch unechten Teil iiberdeckt, wobei keinem niedri-
geren Paar ¢’ oder o' dieselbe Eigenschaft besiiglich dieses
fixierten ¢’ zukommt. Das Paar ¢’ soll dann mit diesem néchst-
héheren ¢’ resp. o' assoziiert heissen. Sidmtliche mit dem-
selben ¢’ resp. o  assoziierten Paare v’ mogen untereinander
verwandt') heissen; ihre Gesamtheit bildet dementsprechend
eine Verwandtschaft. In jeder Verwandschaft gibt es Paare
v', die kein hoheres verwandtes Paar besitzen, — es sind dies
die relativen Maximalpaare dieser Verwandtschaft. Die
Anzahl der zu ¢ resp. ¢’s assoziierten relativen Maximalpaare 1’
moge als Charakteristik?!) A, resp. ux von ¢ resp. o'x be-
zeichnet werden. Diese Charakteristik wird dann und nur dann
null, wenn kein einziges assoziiertes Paar vorhanden ist. Auch fiir
die v’ soll analog der Begriff einer Charakteristik bestimmt werden:
unter den mit v’x verwandten aber niedrigeren Paaren sollen die
nichstniedrigen ausgesucht werden, d. h. diejenigen, die nicht gleich-
zeitig niedrigere Paare niedrigerer Paare sind; die Anzahl v, dieser
nichstniedrigeren Paare bilde die Charakteristik von v’;. Man hat
7x = 0, sobald kein niedrigeres verwandtes Paar vorhanden ist.

Es gilt nun die Formel:

N+ FR)(+ FE)+ RR)(— F" F') =

=20 0y sl - O i1 Oy iy - By e, 3)
-1
) {2’+1 OQytty—1 -+ @0 3 +ite 1 ~1 Ny RRY—RP) (+R,Ry) . . (4R, Ry )T

i—1

+oi @i - Qo+ NERR)—RP) (—RORI)..(—RtRH_l)},

14) ALV § 19.
2
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Die Struktur dieser Formel ist derjenigen von (27) analog,
nur sind ¢ und ¢ entsprechend durch ¢’ -+4 und ¢’ -u ersetzt, und
ausserdem die Faktoren ay’ ;. hinzugekommen.

Der Beweis fiir (43) erfolgt durch vollstindige Induktion. Bei

n=0 existiert iiberhaupt kein Paar v’, Ne pryy pR)HRRY(— F'F)

reduziert sich auf N.ypg)4r7F)4-rR), die Charakteristiken
verschwinden, die Faktoren ay’;: kommen in Wegfall (ihre
Anzahl betrigt »), und man gelangt zur schon bewiesenen
Formel (27). Es bleibt noch aus der Giiltigkeit fiir irgendein
n die Giiltigkeit fiir n+1 zu folgern.

Die Numeration der Paare (F'F') ist willkiirlich; man darf
daher annehmen, dass das neu hinzugekommene (n-}1)-te Paar
ein relatives Maximalpaar ist, weil solche Paare sicher existieren,
sofern iiberhaupt die 9" wirklich vorkommen.

Zur Unterscheidung mogen die reduzierten Maschenzahlen
im System von = Paaren (F"F') ohne Strichelung geschrieben
werden, wihrend fiir das System von (n-}1) Paaren die Striche-
lung verwendet werden soll. Man hat zwei Annahmen zu unter-
- scheiden:

I. %'ups ist mit einem ¢’, assoziiert;
II. %'y ist mit einem o, assoziiert.

Im ersteren Falle sind simtliche reduzierten Maschen von
’'ny1 Notwendig den reduzierten Maschen von ¢, entnommen,
weil 4,1 beziiglich @; ein Maximalpaar sein sollte. Hieraus folgt

P's = Ps—Ynt1, (44)
wihrend im iibrigen ¢’ = ¢, o =9, ¥ =y gilt.
Nun ist aber .

Nezy—xv) = Nz)— Nezy (+x1) - (45)

Versteht man hier unter (XY) das Paar ', wihrend (2)
den Inbegriff aller ibrigen Forderungen symbolisiert, so darf
die rechte Seite von (45) auf Grund der Annahme nach der Formel
(43) berechnet werden. Hierbei ist im Minuenden einfach die
Existenz von » Paaren (—ZF'F") zu beriicksichtigen; im Subtra-
henden tritt aber noch das positive, daher wie ein ¢ .zu be-
handelnde Paar 9,1y hinzu. Bei der Bestimmung der Charak-
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teristiken sind iiberall nur die ersten » Paare v’ als negative
Paare in Rechnung zu setzen. Ist 7.4. die Charakteristik von
Y'ay1, die ja jedenfalls nur auf die iibrigen » Paare v’ bezogen
erscheint, so dndert sich die frithere Charakteristik 4, von g, durch
die Hinzuzéihlung von 4’.4; unter die ¢ genau um -7,y Ein-
heiten, denn die 7,4, Paare vy’, die die Charakteristik von 4.
bestimmten, sind jetzt mit 9'.;4, also nicht mehr mit ¢’, asso-
gilert. Zugleich ist dies die einzige Anderung unter den Cha-
rakteristiken, die durch das Hinzutreten von ‘., unter die
positiven Paare bewirkt wird, d. h. sédmtliche Ubrigen 4, u, v
bleiben unverindert. Daher entsteht sowohl fiir den Minuenden,
als auch fiir den Subtrahenden von (45) ein und dasselbe Vierfarben-
polynom, — nur der Faktor vor diesem Polynom erleidet eine
Anderung. In der Differenz hat man also dasselbe Polynom,
multipliziert mit der Faktordifferenz

2f Q' 141y oo O’y - Og'stdy—1 o - Oppde—1 o . a‘l”f-’rlf—l _|_

— 2 g - Oy, Ot —t - 09l bR Ty 1
. a(p’f+xf_1 Qe 1 +Tpy1—1 (46)

Hebt man hier den gemeinschaftlichen Teil

-, f 7 ’
20y oy - Oy’ e, Cprybh—1 0 - Gg7 a1 Copr g pathe =1
. a(plf_i_lf_l (47)

heraus, so verbleibt noch der Faktor ’

— , , 4
a‘Pa—'—}‘s_l 2 a‘ﬁ 3+3's_rn+1—1 aw n+1+7"n—|—-1_—1 ’ (*)

der wegen (44) mit

a(ps’+w’n+1+ls_1 — 2 a(p,s—*—;'s_rn—}-l—l aW'n+1+Tn+1~1 (49)

gleichbedeutend ist. Auf Grund einer fiir die Vierfarbenkoeffi-
zienten giiltigen Relation %) ist aber (49) dasselbe, wie

a(p,s-"}'s_'tn-l—l aw'n+l+rn+1 (50)
oder

a‘l"s + ()'s_”n+1+l) —1 a‘P'n-|-1+Tn+1 : ®1)
15) ALV § 6, Formel (32).
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Durch Hinzunahme dieser Faktoren (51) zu (47) entsteht die oben
gesuchte Faktordifferenz. Nun ist aber A,—7.1.-+1 die Cha-
rakteristik von ¢’, im System von (n-}1) Paaren v’, sobald auch
Y1 als negatives Paar behandelt wird, denn das Paar v'.1;
ist dann selbst ein Maximalpaar fiir ¢’;, wihrend die %,y; niedri-
geren Paare v’ keine Maximalpaare mehr sind — die {friihere
Charakteristik des ¢’, entsprechenden Paares #ndert sich somit
um 1—7,4; Einheiten; alle {ibrigen Charakteristiken bleiben
unverindert. Verwendet man zur Kennzeichnung der Charakte-
ristiken im System von (n-}1) negativen Paaren die Strichelung,
so gelangt man auf diese Weise zur Formel:

Ne'lg' |y =
—_— f ’ ’ ’ ’ ’ ’ 4 ’ .
Yoy gy - Oy w1t g R e (52)
1—1
. t+1 ’ ’ ’ ’
{2 Qo' 1w’y —1 - - P’ i a1 N(4-RR) (—RP) (+R,R)) * - +

—1
+ """" _I_ a?’ eyt a@’ t+1'|'!/ t+1 NH'RR) (—RP)(—RyRy) - - * }'

Sie stimmt mit (48) ihrer Struktur nach {iiberein, — damit ist
die Annahme I erledigt.
Analog gestaltet sich die Behandlung der Annahme IL. Es
ist hier
0's = Qs—YP'nt1, (53)

im iibrigen gilt o'=9, ¢'=¢, yv'=y. Als Ausgangspunkt
dient wieder die Relation (45). Der Subtrahend enthilt dort
dann den im Minuenden fehlenden Faktor 20y, —1r BUSSEI-

dem tritt im Subtrahenden jedesmal ¢';— #s— 7nya1 auf, wenn

im Minuenden g, us steht. Solcherweise entstandene Glieder
i—1

sind mit ein und derselben Farbeninvariante Ny verkniipft;

fasst man sie entsprechend paarweise zusammen, so entsteht

die Differenz

Cott, ™ 20, 1 %0t Tays s 64

resp.
a@s‘l‘l‘s_l —2 a‘PIwH'l"‘n.H—l a@'s+ﬂs_7w+1—‘1 ’ (55)

je nachdem die zugehorige Bedingung in der Farheninvariante
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(—Rs1 R,) oder (4R, R,) lautet. Mit Hilfe von (58) ergeben
sich hierfiir die Ausdriicke

O it T %0t — T gt (56)
Tesp. .

a'/”»+1+’n+1 aOls+ﬂs*Tm{-1' 69N
Es sondert sich daher iiberall der gemeinschaftliche Faktor

O ittt ab, und man gelangt wieder zu (52). Somit ist (48)

bewiesen.
Auf Grund von (41) erkennt man weiter sofort, dass

N(+FR) (+FF)(+RR) (—F'F’)(—R’R")

einer Formel geniigt, die sich von (43) nur dadurch unterscheidet,
dass iiberall die Bedingung (—R’' R’) hinzutritt:

N4-FR) (+FF) (+BR) (—F'F') (—R'R") =

— of , )
Yyt - Oyta, " Cgtig—1 - Sopt-a—1 - (38)
i1

{ 2 Qg =1 Cg tup—1 NA-RR)(—R'R') (—RP)(+RyRy - - T
i—1
EECRERERE Tt Gty - - %oy tueys NAHRR)(—RRB)(—EP) (—RoRy) - } .

Die Strichelung der Indizes ist hier nun iiberfliissig und daher
unterbliében.

7. Diskussion.

Setzt man in (58) <=1, so ist das Residuum ein einfaches
Dreieck, auf dem ja dann nur noch fiir die Knoten R, und
R¢y; Platz vorhanden ist, wobei notwendig ¢=0. Es kommen
also simtliche Forderungen (4-FR)(}-RR)(—R'R’) in Wegfall,
B,= R, ist unerfiillbar, weil beide Knoten auf dem Dreieckrand
benachbart sind, und man hat allemal &(—R0R1)=1- Schreibt

man noch ¢—1 fiir g, 4 fiir p,;, so folgt aus (58)

1
Ny 7oy —rry =
= 2f atpl+t1 ot aIPn"I_tn af¢1-ibl'1"1 o a‘/’f—"l/—l a‘p +}'_1 ) (59)
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was inhaltlich mit der Formel (98) der ALV identisch ist. Wie
schon dort dargelegt, folgt hieraus die Giiltigkeit des allgemeinen
Vierfarbensatzes fiir alle irreduziblen Normalnetze erster Ordnung.

Die Reduktionsformel (58) iibertréigt aber dann diesen all-
gemeinen Vierfarbensatz von Netzen (i—1)-ter Ordnung auf solche
von der Ordnung 4, sofern man sich in letzteren Netzen auf Be-
dingungen vom Typus

(+FR)(+RBR)(+-FF)(—F'F’) (—E'E’) (60)

beschrinkt. M. a. W., man kann beweisen, dass die linke Seite
von (58) nur dann verschwindet, wenn (60) einen Widerspruch
enthilt.

I. Verschwindet die fragliche Farbeninvariante infolge Null-
werdens eines Faktors vor der Schleifenklammer, so ist dieser
Faktor ertweder ein a,,,, oder ein a, 1, . Die erstere Annahme

hiitte zur Folge 9 =0, v=10. Da dann v kein niedrigeres Paar
derselben Verwandtschaft aufweist, — sonst konnte = nicht Null
sein, — so wird v von Teilfichern ¢ vollstindig tiberdeckt.
Daraus zeigt sich aber, dass fiir das Paar y identische Far-
bung gefordert wird, wihrend es doch andererseits, als ein v, zu
den negativen Paaren zdhlt. Darin liegt der Widerspruch. Die
zweite Annahme @—4A—1 =0 wird erfiillt bei ¢ =0, A=1 oder
bei ¢ =1, 4 =0. Ersteres besagt, dass der Teilficher ¢ von
einem  und eventuell noch anderen g, vollig tiberdeckt er-
scheint, dann miisste aber das diesem ¢ entsprechende Paar
gleichzeitig positiv und negativ ausfallen, was einen Widerspruch
bedeutet. Die Voraussetzung ¢ = 1, 4 = 0 fithrt aus @hnlichen
Gritnden zu der Folgerung, dass die Knoten der einzigen reduzierten
Masche von ¢ identisch gefirbt sein miissen, was unmoglich ist,
da sie ja sicher benachbart sind. In allen Fillen bedeutet
mithin das Verschwinden eines Vierfarbenkoeffizienten vor der
Schleifenklammer das Vorhandensein eines Widerspruches in den
Forderungen (60).

1I. Sollte das Polynom in der Schleifenklammer verschwinden,
so beachte man zunichst, dass dieses Polynom eine (¢-}-1)-dimen-
"sionale Vierfarbenreihe liefert, die von den Parametern g,--u,
0o+t ., Oy1-Fpeys abhingt. Das Polynom mége demnach
durch @, | oyrps| ... Oder kurz Qo Symbolisiert werden.

Die Fundamentalwerte dieses Polynoms sind durch die in
der Formel (58) rechts auftretenden Farbeninvarianten Naj ge-
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geben. Sollte nun in einem Gitterpunkt (¢-u), der zur Funda-
mentalebene

o, tm, =0, etu; =0, .... 61)
o, +u, =1, 0,1, =‘1, ceee (62)

. gehort, @, , verschwinden, so folgt aus Betrachtungen, die denen
des § 5 wortlich entsprechen, dass

+—1
Ne+RB)—R' B’ )~RPX+R,_,R)(+B, ,R)..(—R,_R)—R, sR)..~ 0 (63)

-

sein muss.

Ist der dann notwendig in der Bedingung von (63) auf-
tretende Widerspruch schon in der Forderung (4-ER) enthalten,
so tritt dieser Widerspruch eo ipso im Netz ¢-ter Ordnung auf.

_ Enthalt der Komplex (++RE)(-+Ras—1Rs)(+Ro—1Rs) .. im Netz
(¢—1)-ter Ordnung einen Widerspruch, so ist doch wegen (61)
jedenfalls go =0, us =0, 06=0, b =0, ..., mithin Fy_y=F,,

Fy_,=TF;, ... eine notwendige Konsequenz der Forderungen
(+FF) im Netz i-ter Ordnung. Dann ist aber auch R, 1= R,,
Ry =R, ... eine Folge von (+FF)(+FR) im Netz ¢ter

Ordnung, und (+FRE)(+FF)(-+RR) bedingt denselben Wider-
spruch, der in (+RR) (+R.—1R.) ... enthalten sein sollte.

Ist im Netz (i—1)-ter Ordnung (—R’R‘) unmdoglich, sobald
(++RR) (Rs—1Ra) . . besteht, so ist (—R'R’) auch im Netz ¢-ter
Ordnung im Widerspruch zur Forderung (4-FR)(+FF)(+RR),
weil aus letzterer ja (+RR)(+R.—1R.) . . resultiert.

Ist endlich etwa (—R,_iR,) mit (+RR)(+R;—R.) .., also
auch mit (+FR)(+4FF)(-+RR) im Widerspruch, so hitte man
im Netz ¢-ter Ordnung notwendig R._,= R., infolge (+FE)
dann aber auch F,_,= F,, was jedoch wegen (62) unmdoglich
ist (vgl. die analogen Erbtrterungen unter I).

Da der Paarkomplex (RP) jedenfalls von (+RR)(+Re1R:) - .
unabhiingig ist, so sind alle denkbaren Moglichkeiten erschopft,
die Annahme II somit erledigt.

Dadurch ist der allgemeine Vierfarbensatz auf das Netz
i-ter Ordnung fiir den Fall der Bedingungen (60) iibertragen.
Im Vergleich zu den Resultaten des § 5 ist somit ein Fort-
schritt erzielt. '
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8. Erweiterung der negativen Bedingungen.
Der allgemeine Fall einer Auslese vom Typus
(+FR) 4FF) (+BR) (—FR) (—F'F)(—R'R) (&)

bietet wesentlich grossere Schwierigkeiten. Die Knoten F* der
Paare (—F'R’) verteilen sich hierbei irgendwie auf die Facher-
bégen F, F,. Jeder solche Knoten # mége mit dem klein-
sten Bogen F, ,F,, dem er angehort, resp. mit dem Knoten-
paar (F,_,F,) assoziiert heissen, wobei danp simtliche mit
ein und demselben (F,_.F,) assoziierte F” als untereinander
verwandt, die Gesamtheit der untereinander verwandten F’
als eine Verwandtschaft bezeichnet werden soll.

Wir schreiben die zu (F,_.F,) assoziierten F’ in der Gestalt
F:, und zwar so, dass auf dem Bogen F,_,F, die Reihenfolge
Fl

8—1"?

F

817 s

F:, . ..., F_, F (65)

gilt. Die Knoten F,_ , F, kinnten dieser Bezeichnung zweck-
entsprechend als Ff_l, F? mit eingeordnet werden. Fixiert man

die Gesamtheit der Paare (F'_} F*_) gleichzeitig mit der Ge-
samtheit der Paare (+-FF)(—F'F’') auf dem Ficher, so lassen
sich auf schon erliuterte Weise reduzierte Maschenzahlen fiir
jedes Paar bestimmen. Da die Forderung (64) sich auf eine
Auslese bezieht, so darf kein Paar (F'7; F'_), (F'_, F°)
einem h6heren Paar ¢ oder ¢ angehdren. Daraus lisst sich ab-
lesen, dass die Zahlen ¢, ¢, ganz unabhingig von der speziellen Ver-
teilung der Paare (F._; F* ), (F'_, F?), reduzierte Maschen-
zahlen der Paare (4+FF)(—F'F’) sind und bleiben. Entsprechen-
des gilt fiir die friither definierten Charakteristiken 4, . Fiir die
(Fi} F!_) und (F!_, F°) mogen sich die reduzierten Maschen-

zahlen @) , resp. . ergeben.

Bei der Anwendung der Relation (41), die jetzt mit (58) zu
kombinieren ist, erkennt man, dass sich im Ausdruck fiir die
Farbeninvariante des Netzes ¢-ter Ordnung mit der Bedingung
(64) ein Faktor

of a (66)

vt Y4t Ceid—1 v Ol
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abspaltet, der dann noch mit einem Polynom @ komplizier-
ter Struktur zu multiplizieren ist. Ein Nullwerden des Faktors
(66) erfordert stets einen Widerspruch schon in der Bedingung
(+FF) (—F'F’), wie im § 7,1 dargelegt. Zum endgiiltigen Be-
weis des allgemeinen Vierfarbensatzes bliebe dann noch zu zeigen,
dass auch @ =0 allemal einen Widerspruch in (64) bedingt.

Aus der nach (41) und (58) resultierenden Struktur von
Q lisst sich erkennen, dass dieses @ eine von den Parametern
o. abhingige Vierfarbenreihe definiert. Man hitte demnach Q
fiir die Fundamentalecken zu bestimmen und darauf das ge-
suchte Resultat aus (18) abzuleiten.

Der angedeutete Weg fiihrt sofort zum Ziel, sobald es ge-
lingt die Fundamentalwerte von @ als Summen nicht-nega-
tiver Zahlen darzustellen, weil dann ein Nullwerden der Summe
das Verschwinden eines jeden einzelnen Summanden erfordert,
was die gesuchte Folgerung implizite enthilt. In der Tat findet
der Spezialfall » < 2, wo also jede Verwandtschaft von Knoten
F hochstens einen Knoten enthilt, auf diese Weise seine end-
gultlge Erledigung, wie unten gezeigt werden soll.

o. Funda_mentalwerte von Q fiur den Spezialfall.

Es moge h héchstens den Wert 1 haben. Die diesem Wert
entsprechenden Elemente sollen durch Strichelung gekennzeich-
net, der obere Index 0 dagegen iiberhaupt fortgelassen werden.
Jedem ¢, resp. g, entspricht im Bezug auf die Paare v eine
Charakteristik u’, resp. u,. Als Koordinaten sollen die Summen

§ =0ao,Fuw,, §=0,+u, (67)

betrachtet werden. Den Wert von ¢ im Gitterpunkt (§) schreiben
wir Q.. Gesucht sind die Fundamentalwerte von Q-

Die Koordinaten verkniipfen sich in zusammengehérige Paare
§s1, &, sobald der Knoten F",_; wirklich existiert. In der
Fundamentalecke (§) kann die Summe

&, +&=n, (68)

einen der drei Werte 0, 1, 2 annehmen. Sollte der Knoten #',_,
nicht vorhanden sein, so tillt &, , fort und 7, identifiziert sich
mit §. In diesem letzteren Falle kommen fiir %, nur die zwei
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Werte 0, 1 in Betracht. Es soll zunichst @, fiir diejenigen
Gitterpunkte berechnet werden, wo 7, =0 oder 7, = 1, der Wert
2 also nicht auftritt. Dann ist mindestens eine der beiden Grossen
&s-1, & gleich 0.

Mégen a, b, . . die Werte des Index s sein, fiir die 5, =0,
ferner w, v, .. die Werte von s, wo 7, = 1. Mit m, n .. sollen
diejenigen Werte s bezeichnet sein, fiir welche die Knoten F",_,
wirklich existieren, — hierher konnen also sowohl die a, b ..,
als auch die », v.. ganz oder teilweise gehéren. In der fixierten
Fundamentalecke ist allemal mindestens eine der beiden Zahlen
Em_1, Em gleich 0, desgleichen mindestens eine der Zahlen &,
&, gleich 0 usw.

Es sei (Z) ein abkiirzendes Symbol fiir den Bedingungskomplex

(+FR) (+FF)(-ER)(—F F) (—E'R). (69)
Nach (41) hat man

Nezy—rry = Npy— 2Nt F,,_ R, )T
+ ENG) AP By DA F o By ) (70)

Bei der Berechnung von @ aus (58) hat man dort nur die

Schleifenkammer zu beriicksichtigen. Hierbei liefert ﬁ(z) den
Beitrag

i—1

N+RRY(—R'R)—RP)+R,_, R )+Ry_y By)..(—Ry_ BB, 1 B)..» (1)

wie analog § 4 gefolgert werden kann.
o Ist Fma = 0, Ewn = 0, d. h. etwa m = a, so ergibt
N(Z) (+F,_, R, ) den Beitrag
i—1
N(4+-RRY—R R')X(—BP)(+R,_ R ,_J(+F . BJ+EB, R} ..
..(—R,_R)(—R, R,).. (72)
Diese Grosse lasst sich folgendermassen umformen, wenn

die Forderungen (+ER)(—R'R’)(—PR) im Symbol (H) zusam-
mengefasst werden :
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—1
N 4R, R I(+B,_1By) .. (—By iR (=B, By .. (+By R o ) T
1—1

+ N (4B, R, (+Ry_Ry) - - (—FyyB) (—By s B .. (+B'_ B T
i—
~+ Ny (4R, ,R) By Ry ..(—R, yR)(—Ru1R,).. (73)

«.(+R, B, D(+R,_R).

Ist E'm_1=0, En=1, etwa m=u, so ergibt Neyycy R/ )
den Beitrag
i—1

NeH) (+B,_,R) (+By_Ry) . . (+ BB\ ) (—E' R)(—R, R, .., (14)

was mit

1

NE)AR, 1B (+By_1By) - . (—By R (—R,_iBy) .. (+By 1R\ ) (5

identisch ist.
Endlich folgt bei §'wy =1, & =0 auf Grund #hnlicher
Erwigungen aus Nzcyr,  w, , der Beitrag

i1

NeH)(+B, ,R,)(+Ry_y By) .- (—Ry_1 R)(By_ 1 RY..(+R\,_R). (76)

Analog behandelt man Ngzyc1r R, )+F, R, ) USW-

m—1
Werden dann die Resultate mit Hilfe von (70) zur Bildung
von @ zusammengefasst, so folgt:

i—1
Qs = Nty (+RY (—RY (—RY - (77)
Hier bedeutet:

(+ R den Bedingungskomplex (4 Ru_1 E.) (4 Bt R3) ...
(—RY den Bedingungskomplex (— R._1 R.)(— Eo_1 Ry) . ..
(—R% den Komplex derjenigen Bedingungen vom Typus

(—Rm-1R'm_1), (—R'm_1 Rn), Wwo die und nur die Paare eingehen,
deren Koordinaten &, resp. &» gleich null sind.
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Wir wenden uns nun zu den allgemeineren Fundamental-
ecken, wo 7, auch gleich 2 sein kann. Es seien z, y, 2z, . . die
Werte des Index s, wo 7, = 2, mithin &, ;=1, §=1. Die
iibrigen, von =z, y, 2z . . verschiedenen Indizes bestimmen
dann einen Bedingungskomplex (H)(+4R°) (—R!)(—R°) [analog
(77)], den wir abgekiirzt mittels (E) symbolisieren. Fiir den
Gitterpunkt (§), der u. a. auch §,—;, &, ... als Koordinaten
enthilt, gilt dann die Formel: o

i—1

9 :;,ﬁ,..N(E)(X)(Y)(Z) o+

1
+ 2 VNmxm@ ... +

TyYy 2, ..
—1

+2N¥mow@... + (78)

Ty Yy % ..

i1
+ 2 Nmy @@ ...

z,Y,2,..

In dieser Darstellung bedeutet (X) eine beliebige der zwei
Forderungen (+R,—1 R'.—1), (+R'.—1 R:); analog lautet die Er-
klirung fiir (Y), (Z), . .. Das Symbol (X) bedeutet entweder
die Forderung (4R.—i R:)(—Ro—1 R'o—y) (—R'2—1 R;) oder die
Forderung (4 PR'.—.); entsprechend ist die Bedeutung von
(Y), (£), . . Das Summenzeichen 3 fordert die Bildung simt-

Z,Y, 8, ..
licher Wahlmoglichkeiten im Komplex (X)(¥)(Z) . . . Das
Summenzeichen 2 fordert entsprechendes fiir jede Kombination
Z,Y,2, ..
vom Typus (X)(Y)(Z) . ., wo der Strich ein und nur einmal
auftritt. Das Summenzeichen 3 fordert entsprechendes fiir jede

LyYy 2.

Kombination der Moglichkeiten im Typus (X)(Y)(Z).., wo der

Strich zweimal auftritt usw. Ist ¢ die Anzahl der Indizes
xz, 9y, .., 80 besteht die Summe in der »-ten Zeile von (78) aus

genau 2” (,,fl) Summanden. Die Gesamtzahl der einzelnen Glieder
der rechten Seite von (78) betrigt demnach

@O+ e @
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Bei 0 =0, wenn also {iberhaupt kein z, y, 2, . . . vorkommt,
reduziert sich (78) auf die fiir diesen Fall schon anerkannte
Formel (77). Die allgemeine Giiltigkeit von (78) wird durch
vollstindige Induktion bewiesen. Der Beweisgang soll kurz an-
gedeutet werden.

Es moge die Formel (78) fiir o—1 Werte v, 2, .. bewiesen sein,
zu denen dann noch als neuer Wert zx hinzutritt. Zerfillt die
Forderung (—F'R') in (—F',—1R,—;) und (—®), so hat man
jedenfalls

N(-FR) (+-FF) (+RR) (—F'F) (—R'R) (—F'R) =
= N(4FR) (+FF) (+RR) (—F'F) (—R'R) (—&) T ©(80)

+ N4 FR)(4+-FF) (+RR) (~F'F") (—R'R") (— &) (+F's—1R'a—1).

Es moge der Minuend den Wert @® und der Subtrahend
den Wert Q® liefern, so dass

Q= QU—Q® 8D

gilt.

In @ hat eine Koordinate den Wert 2; unter Anwendung
von (27) ldsst sich aber dieser Wert eliminieren. Man findet mit
Hilfe von (78) und (27):

i—1 i-1
QW = 25'_N(E)(Y)(Z) < .(4-Ro—1R2) "I—VE_N(E)(Y)(Z) ..(—Ra1Be) T
i—1 i—1
T2 2Ny 1)) .. (+Bea1Be) + Z NeBYY)(2). . (—~RemsBry T (D)
Ys8ye

Y2y

Fir @® ergibt sich direkt aus (78):

1
Q¥ =y§..N (BXYXD) . .. (—Ro—1R's—1)(—R's—1Ro)(—PR's—1) T

1—1

T2 NE)(Y)2) ... (—Ra-1Rio—1)(—Rio—iRe)(—PRwp+ 63
YsZye
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Die Relation (82) lisst sich offenbar auch so schreiben:

—1

i
Q=2 Npyx)2)..(+he-1) + 2 Nemyyz ..+

i—1 i—1 ’
+ 2 NEXD2). . (+Reib) T 2 Ny ..+ )
Yoy Y135 -
e

Die Relation (83) gestattet folgende Umformung:

i—1 i—1
Q® =y§ . Neeyyxz) .. -—yf_. NEXY)(2) . . (+Rem1Ro—) T
i—1 —1
-I—y;‘:. NEyyx2) .. (+Ro1Ra) —yf__N EXYXZ) . . (+PR'z—1) +
i1 )
+ 2 Nwy0)2) .. (+ResBo) (+Ros o) T

Letztere Umformung stiitzt sich auf (41), wobei zu beachten
ist, dass die Forderung (-+Rs-1R'z—1)(-+PR'._1) ebenso wie die
Forderung (+R's—1R.) (+PR'.—y) im Widerspruch steht zu dem
(—PR._) (—PR.) fordernden (E), dass die entsprechenden Farben-
invarianten also verschwinden. In (85) ist nur die aus der ersten
Zeile von (83) fliessende Teilsumme explizite ausgeschrieben.

Subtrahiert man jetzt, wie in (81) gefordert, (85) von (84),
so folgt:

i—1 i—1

Q¢ =2 Nemy1)(2) .. (+Ro-1Bz-1) + 2 Ny ..+ ReaB T

—1 i—1
—‘rﬁ.N(E, (Y)Z)..(+PRs—) —l-yf Nem)(¥)(2). . (+ReiFe)(—Ro—1R'a) +
e (86)
‘Hier ist nun aber die rechte Seite nichts anderes als
i—1 i—1
LNwxm. A ZNwmz . e 6

Damit ist (78) bewiesen.
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10. Diskussion des Falles, wo Q; verschwindet.

Es sei (§) ein Gitterpunkt, in dem @ verschwindet. Wir
wollen zeigen, dass dann infolge (78) in den Forderungen (64) ein
Widerspruch nachweisbar ist.

Die Fundamentalebene kleinster Dimensionszahl (§ 5), zu
welcher der Gitterpunkt (§) gehort, se1 II. Das II definierende
Gleichungssystem sei:

Emn1=0, En1=0, .......

&5 =0 & =0 ....... . (88)
§omn=1, =1, §yu=1, §=1, ......

Fiir gewisse Indizes, die wir mittels a, b, . . . bezeichnen
wollen, folgt aus (88) dann noch 5, =0, 7, =0, ... Entsprechend
folgen fiir gewisse andere, die als =, », . . . angesprochen

werden mogen, die Forderungen 5, =1, n,=1, . . .

Bildet man nach (18) mit Hilfe der durch (78) bestimmten
Fundamentalwerte die Zahl Qg, so erkennt man, wie im § 5,
dass ein Teil der Glieder von (18) verschwindet. Die den iibrig-
gebliebenen Gliedern entsprechenden Fundamentalwerte der Zahl
Q¢ milssen aber notwendig jeder einzeln verschwinden, wenn Qs
null werden soll. Diese letztgenannten Fundamentalwerte ge-
htren den auf IT gelegenen Fundamentalecken an. Simtliche
Farbeninvarianten, aus denen diese Fundamentalwerte laut (78)
zusammengesetzt sind, enthalten u. a. die Forderung

(+-RR) (—R'R') (—PR) (+Ro—sRa) (+Rs1Ry) . .

89
e (—RusR)(—BosR) .. (—Rm s Bmy) .. (—RYo Ry, O

die wir abkiirzend mit (%) symbolisierten.

Da jeder Fundamentalwert laut (78) eine Summe von Farben-
- invarianten darstellt, so muss jede in einen verschwindenden
Fundamentalwert eingehende Farbeninvariante einzeln ver-
schwinden, desgleichen verschwindet jede Summe solcher
Farbeninvarianten.

Man bilde nun die Summe S aller dieser verschwindenden
Farbeninvarianten. Ist zwischen F, ; und F, tiberhaupt kein F",_,
gelegen, so entspricht jeder Fundamentalecke, wo 7, =0, in den
zugehdrigen Farbeninvarianten die Forderung (+£,-1 R,), und
jeder Fundamentalecke, wo n, =1, die Forderung (—R,;R,).
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Bei entsprechender Paarung der Farbeninvarianten in S nach
dem in (33) angedeuteten Prinzip und Zusammenfassung der
Paare zu neuen Farbeninvarianten kommen dann in den Bedin-
gungen die das Knotenpaar (R,—.R,) betreffenden Forderungen
in Wegfall. Daraus folgt, dass jede einzelne der § bildenden
Farbeninvarianten auch dann null ist, wenn die auf (B, R))
beziiglichen Bedingungen einfach fortgelassen werden.

Es sei nun s ein Index, der von den in (88) genannten ver-
schieden ist, dabei ein solcher, fiir den R‘,_, wirklich existiert.
Unter den letztgenannten verschwindenden Farbeninvarianten hat
man dann allemal Komplexe, die sich auf die Annahmen

(§18—1=0: §8 =0); (§’8—1= 0;158 = 1); (§’S—I= 1, §s =0);

(glsal =1, §s = 1) 80)

beziehen. In jedem einzelnen dieser Komplexe treten mneben
iibrigen gleichen Bedingungen entsprechend die Forderungen

(+Ro_1R)(—Rs—1R's )—R's1R,), (—ReiR.)(—R:sR's_1),
(—Ry s R)(—R's1Ry), (+RseiB'sr), (+R'naBs), (O
(+RBs—1R:)(—Rs—1B's_1), (-+PE's—1)

auf. Hs ist aber bei beliebigem (M)

N( M)(- +Ra—1Rs) (—stlR ls——l) + N(M) (_Rs——le) (—Rs—lR Is—l) +

+Nag—r, R)—F, &)+ Nop+r,_ R, )T

(92)

+ Nmy+r,_,R,) + Noty(+R,_BY—F, k)=

81
= Nouy—r, &, )+ Non—r, k)t Naocr,_r, o+
A+ N+, By =2- Ny

Dieses Ny muss demnach null sein, sobald simtliche Farben-
invarianten, deren Summe zur Bildung dieses Nagy laut (92) er-
forderlich war, verschwinden. Man erkennt auf diesem Wege
die Moglichkeit durch geeignete Zusammenfassung der Glieder
in S zu solchen Farbeninvarianten zu gelangen, die an keines



AXV.4 Uber die Vierfarbenformel 33

der Paare (R..1R's.), (R, \R)), (R,..R,) explizite gebunden
sind. M. a. W., simtliche auf diese letztgenannten Paare
beztiglichen Bedingungen diirfen fortgelassen werden, — die
Farbeninvarianten verschwinden dann immer noch. Diese
verbleibenden ,reduzierten* Farbeninvarianten sind nur noch
an die Forderungen (E) und auf die Indizes z, y, . . von (88)
beziigliche Forderungen vom Typus (X), (¥), . . (X), (¥), . . (§9)
gebunden, und eine einfache Uberlegung fithrt zur Erkenntnis, dass
simtliche in (78) geforderten Kombinationen in den Bedingungen
wirklich auftreten. Aus S=0 folgt demnach das Bedingungs-
system :

Newmyexyyy.. =0
—1

X)) .. =0
i—1

Newyxoyy.. =0 %)

..........

An (93) kniipfen sich nun folgende Betrachtungen:

Sollte in (E) ein Widerspruch vorhanden sein, wodurch dann
das Verschwinden der Farbeninvarianten (93) erklirlich wird, so
hat man 3 Annahmen zu unterscheiden :

I. (+RR)(—R'R’) kénnte im Residuum einen Widerspruch
zeigen. Dieser Widerspruch besteht dann notwendigerweise auch
schon im Gesamtnetz ¢-ter Ordnung.

I. (+RR)(— R'R')(+Ru1R.)(+Roy Ry) . . . kbnnte im
Residuum Widerspriiche zeigen. Wegen 7, =0, 7, =0, . . ist
dann jedenfalls fiir diesen Gitterpunkt (§) im Gesamtnetz Fo_1= F,
Fyy=F,, ..., dann folgt aber R.1= R., Bi_1= R, ... aus den
Forderungen (+Fa#.1Ra_.1) (+FaRa) (+Fb—le—1) ("I_FbRb) ... Der
Widerspruch (4+RRE)(—ER'R')(+Ro1R.)(+Rv1Rs) . . . ist deshalb
schon im Gesamtnetz in den Forderungen (+RR)(—R'E)(+FF)
(FR)(—F'F") implizite enthalten.

. Aus (+BR)(-+Ri-1Ry)(+Ro—1Ry) . . . konnte im Resi-
duum (+R, R, oder (+Ru_iR'wm_1) oder (4R,1E,) folgen.

3
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Dieselhe Folgerung miisste sich dann im Gesamtnetz aus
(+RE)( FFRYH-FF)(—F'F') ableiten lassen. Aus (+FR) und
(+2R. £.) ergibt sich dann (4-F,—F), was unmdéglich ist, dan, =1
(vgl. § 7). Aus (+FR) und (+R,—1R'v 1) bei &n_y1=0, also
Fy y=F,_y, folgt (+F'm-1R'm_1), was doch der im Gesamt-
netz gestellten Forderung (—F‘m_1R'w—1) widerspricht. Dieselbe
['olgerung’ erhiilt man aus der Voraussetzung (-+R'p—1 R,).

-Damil ist erwiesen, dass ein Widerspruch in (E) allemal
auch einen Widerspruch in den fiir das Gesamtnetz i-ter Ordnung
gestellten Bedingungen (64) bedeutet.

Es sei nun die Widerspruchslosigkeit von (%) vorausgesetzt.
Die positiven [Forderungen der Auslese (E) konnten eventuell
(+£R. R'.y) oder (+R'.—1R,) usw. notwendig bedingen. Es
diirften in der Indexreihe x, y, .. auch solche Werte z vor-
kommen, fiir welche sowohl die Paare (B,_R’, ,), als auch die
Paare (R'._(R.) von (E) unabhingig sind. Nun ist in (93).
sicherlich u. a. die Forderung

i—1

Newexcy) .. (+R,_ R )—R, \R',_)(—R, R)..=0 (9%
enthalten, wo (X), (YY), . . gerade die von (E) abhingigen
Paare bedeuten. Da diese (X), (¥), .. dann nicht explizite ge-
nannt zu werden brauchen, so reduziert sich (94) auf

i—1

Nety+r, \R)—R, R, )(~ER, k). =0 (95)
Wir wollen zeigen, dass dies unerfiillbar ist, und verfahren zu
diesem Zweck folgendermassen :

Schaltet man auf dem Rande des Residuums das Stiick
B\PR; 1, aus, so gehort zu jedem Knotenpaar des iibriggebliebenen
Randstiickes ein eindeutig bestimmter Bogen. Besteht dieser
Bogen aus » Einzelfiden, so sagen wir, dem Knotenpaar ent-
spreche die Distanz ». Ist auf dem Bogen (4B) eine Auslese
ausgezeichneter Paare (RER) getroffen, so soll unter der redu-
zierten Distanz von (4B) die Anzahl nur derjenigen
Faden verstanden werden, die nicht zugleich einem Bogen (RR)
angehoren. Ist (Z) eine beliebige, den Knoten P nicht enthaltende
Auslese auf dem Residuumrand, so entspricht jedem Paar dieser
Auslese eindeutig seine zugehorige reduzierte Distanz. Man
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erkennt in dieser Begriffsbildung sofort eine Ubertragung des
Begriffs der reduzierten Maschenzahl vom Ficher auf
das Residuum.

Eine einfache Uberlegung iiberzeugt von der Richtigkeit
des Satzes:

Eine positive Auslese (Z) auf dem Resi-
duum zeigt dort dann und nur dann einen
Widerspruch, wenn mindestens einem ihrer
Paare die reduzierte Distanz 1 zukommt.

Auf Grund dieses Satzes zeigt sich sofort, dass die positiven
Forderungen aus (E) zusammen mit den Forderungen (£, R.)..
keinen Widerspruch erzeugen kionnen, sclange (E) widerspruchsfrei
ist. Ks ist nimlich die reduzierte Distanz der Paare (£._.R:) jedes-
mal mindestens gleich 2, da widrigenfalls entweder (4-F. . £'.))
oder (|-R'._iR.) eine logische Folge von (£) wire, was der De-
finition der z widerspricht. Hierbei ist der Bogen (R._.R.) sicher
kein Teil eines Bogens (RR) oder (R.—1Ra), (Ro—1Rs), . ., denn sonst
wiirde auf dem Gesamtnetz ein Paar (FR) von einem Paare
(RR) getrennt werden. Daraus folgt aber, dass die Hinzufiigung
der Paare (R,.R.) zu den (K) keine der frither bestimmten
reduzierten Distanzen dieser Paare (£) #dndert; die reduzierte
Distanz 1 kann demnach in der Auslese, die aus den positiven
Forderungen der (E) und den Forderungen (-}R. ;R.) besteht,
nicht auftreten, — ein Widerspruch im Residuum ist also nicht
vorhanden. '

Versteht man unter einer Bogenkette eine Reihe der-
artiger Randbogen, dass der Anfangsknoten des niichstfolgenden
stets mit dem Endknoten des n#chstvorhergehenden identisch
ist, unter der Resultante einer solchen Bogenkette den Bogen,
der im Anfang des ersten Bogens beginnt und im Ende des
letzten Bogens endet, so gilt, wie man leicht einsieht, der Satz:

Jedes von einer positiven Auslese (Z) ab-
hingige Paar ergibt eine Resultante einer
in (Z) enthaltenen Bogenkette.

Die aus den positiven Paaren von () bestehende Auslese
definiert einen Bogenkomplex, der in den Intervallen R, .R’._,
und R’.,R. allemal Liicken aufweist, denn sonst wire
(-+R. 1R .—1) resp. (-}-R'._R;) eine logische Folge von (E). Es
ist also nicht moglich, von R, ; resp. R, mittels einer duarch
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positive Paare von (E) bestimmten Bogenkette zu R',_, zu gelangen.
Daran kann auch die Hinzunahme neuer Bogen (R,_;R.) zu den
fritheren (E) nichts dndern, da durch diese neuen Bogen bloss
ein Ubergang von den R, , zu den R, oder umgekehrt vermittelt
wird. Dies besagt aber, dass (R.—1R'._) resp. (R’._,R.) nie als
Resultante einer Bogenkette der Auslese (E) (+-R._.R.) . . auftritt,
d.h. (B;—R; ) und (R'.—,R;) sind von () (+R._,R.) .. unab-
hdngig. Aber auch die Paare (Ri—iR.), . ., (Bu1 R'm_i), .
R'y_1R,) .. sind von (E) (+R,—R.) .. unabhingig. Sucht man
nédmlich etwa eine von R, zu R, filhrende Bogenkette, so kann
die alleinige Benutzung von positiven Bégen (E) nicht zum Ziele
fithren, weil sonst, gegen die Voraussetzung, (E) einen Wider-
spruch enthalten wiirde. Sollte nun die Hinzunahme eines
(B:-1R;) notwendig sein, so muss der Bogen (R,_,R.) in der
fraglichen Bogenkette doch einmal vorkommen, und es dart an-
genommen werden, dass dies auch nur einmal geschieht, da
bei etwa vorliegenden Wiederholungen die zwischenliegenden
Kettenglieder zu schon benutzten Knoten zuriickfiihren und des-
halb ausgeschaltet werden konnen. Es miisste somit eine Kette in
(£) etwa von R,_; zu R._, und zugleich eine Kette in (E) von R,
zu R, fithren. Dies ist unmoglich, weil einerseits die Bogen
(By—1By), (B, 1R.) tidenfremd sind, d. h. kein gemeinsames Stiick
aufweisen, und andererseits (R,_; R,) von Bégen (E) nicht liickenlos
iberdeckt wird. Durch vollstindige Induktion zeigt sich, dass
auch die Hinzunahme simtlicher (R. ;) an der Sachlage
nichts dndert. Derselbe Schluss gilt fiir die Paare (B R’ 1),
(R —1By), ..

Damit wire erwiesen, dass die Forderung (95) bei wider-
spruchsfreiem (%) nicht befriedigt werden kann. Ein Wider-
spruch in (E) bedeutet aber Widerspriiche im Gesamtnety,
somit ist der allgemeine Vierfarbensatz im Netz ¢-ter Ordnung
fiir die behandelten speziellen Auslesetypen richtig.

Die Verwendung des Begriffs der Bogenkette veranschaulicht
den Gedankengang des Beweises, konnte aber durch formalere
Behandlung des Problems auch vermieden werden.

e .y

11. Ausblicke.

Der in den §§ 9, 10 entwickelte Beweisgang ist prinzi-
piell verallgemeinerungsfihig. Hierbei zeigen sich jedoch fiir



AXV.4 Uber die Vierfarbenformel 31

r>1 (§8) in einigen sehr speziellen Fillen Komplikationen, die
im wesentlichen darin bestehen, dass die Entfernung negativer
Glieder fiir einige Fundamentalwerte ausschliesslich mit Hilfe
der bisher verwendeten Prinzipien nicht immer gelingen will.
Gestattet man Zweifel an der Richtigkeit des Vierfarbensatzes,
so kann man hierin Fingerzeige sehen, wie Nelze zu konstruie-
ren sind, die dem Vierfarbensatz nicht Kolge leisten; eine
Kontrolle ist fiir jedes vorliegende Netz auf Grund der Vierfarben-
formel durchfiihrbar. Sieht man aber in der Zwangsliufigkeit
der Beweisfilhrung der definit erledigten Fille eine, allerdings
gefiihlsmiissige, Gewiihr fiir die allgemeine Giiltigkeit des Satzes,
so wird man suchen eine direkte Entscheidung eventuell mit
Hilfe bisher unbenutzter Kunstgriffe zu erzwingen Als ein
solcher Kunstgriff bietet sich das Prinzip

N (2)(—4B)(— ACH—AD)—AF)(— BC)(— BD)(—BE(—CD)(—~ By —DE)y = 0 (96)

dar, welches rein arithmetischer Natur ist. Es besagt nimlich,
dass 4 Farben nicht geniigen, um 5 Knoten so zu firben, dass
jedes Knotenpaar verschieden gefdrbt erscheint, m. a. W., dass
die Kardinalzahlen 4 und 5 von verschiedener Michtigkeit sind.
Das Prinzip (96) steht nicht im Widerspruch zu dem allgemeinen
Vierfarbensatz, wie es auf den ersten Blick scheinen kinnte, weil
in (96) sich gegenseitig trennende Paare notwendigerweise
auftreten, wiihrend der allgemeine Vierfarbensatz sich ausschliess-
lich auf Auslesen bezieht. Es gelingt tatsichlich die wider-
strebenden Fundamentalwerte mit Hilfe von (96) als Summen
nicht-negativer Glieder darzustellen. In einigen, wieder spezia-
lisierten Fillen sind dann aber die Bedingungen in den eine untere
Schranke des Fundamentalwertes bildenden Farbeninvarianten
keine Auslesen mehr, wodurch die direkte Anwendung der Vier-
farbenformel ausgeschaltet wird. Nimmt man dann Transforma-
tionen vor, die zu Auslesen zuriickfiihren, so wird man gezwungen
u. a. das folgende Theorem als richtig anzuerkennen:

Besitzt ein Normalnetz genau r Randknoten
Ay, Aoy ..., Ay, SO ist

(4—r) N+ ZN(—I—AiAj) o 2N(+AiAjAk) -+
+2N(+AiAjAkAl)_ e >0,

(97)
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Hier bedeutet (+A4:4;4x . ..) die Forderung 4;=4;=Ax=....;
die Summation ist iiber alle denkbaren Kombinationen der Indizes
i, j, k, . . . zu erstrecken.

Der Vierfarbensatz ist in diesem Theorem als Spezialfall
r = 8 enthalten; andererseits ist das Theorem selbst ein Spezial-
fall eines noch allgemeineren Satzes, iiber den ein anderes Mal
berichtet werden soll.

Die verwickelte Natur des Vierfarbenproblems wird jeden-
falls durch die komplizierte arithmetische Relation (97) ins
rechte Licht geriickt: die Moglichkeit einer Entscheidung auf Grund
bisher {ibersehener einfacher geometrischer Erwidgungen ist hochst
unwahrscheinlich. Noch mehr: es ist denkbar, dass der Vier-
farbensatz einer unendlichen Gruppe sich gegenseitig bedingen-
der, von bewiesenen topologischen Sidtzen aber
unabhingiger Sitze gleichwertig ist. Die auf Uberlieferung
und Gewoshnung gestiitzten Anschauungen iiber die Grund-
lagen der Arithmetik der ganzen Zahlen miissten
in diesem Falle sorgfiltig revidiert werden.
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1. Fragestellung *#).

Der geldufige Aufbau des Begriffs der reellen Zahl benutzt
als Grundlage die Idee der Quantitit, wobei dann die Rechen-
operationen gleich zu Beginn als leitende Gedankenginge
auftreten?). Dem steht gleichwertig eine andere Auffassungs-
weise gegeniiber, bei welcher die Idee der linearen Anordnung
als Ausgangspunkt der Betrachtungen dient, die reellen Zahlen
als reine Ortssymbole eingefiihrt werden, wihrend das Rech-
nen (die Metrik) erst spiter, und zwar in sehr allgemeiner Ge-
stalt, als abgeleitete Gedankenbildung hinzukommt. Diese zweit-
genannte Behandlungsweise lauft auf eine Entwickelung des Zahl-
begriffs aus topologischen Grundlagen hinaus. Sollen hier-
bei Spekulationen metaphysischen Charakters vermieden werden,
so hat man noch die Wahl zwischen zwei Wegen:

1) Man konnte einen absolut begriindeten Zahlbegriff auf-
zubauen trachten, indem man jeden nétigen Hilfsbegriff formal-
axiomatisch einfiihrt. Es ist ein Grundproblem der Axiomatik
zn entscheiden, ob diese Darstellungsart streng konsequent durch-
fithrbar ist. .

2) Man kann sich mit einer relativen Begriindung be-
gniigen, indem man einen Komplex von Begriffen vorwiegend
logischer Natur (,Element“, ,Menge“, ,Identitdt“, ,Verschie-
denheit“, ,Korrespondenz“, ,Widerspruch u. a.) als dem In-
halt nach intuitiv gegeben ansieht; die axiomatische Unter-

*) Die vorliegende Arbeit bildet mit geringfiigigen Anderungen eine ge-
kiirzte Wiedergabe des Inhalts der Doktorschrift des Verfassers: ,Der lineare
Raum als topologische Grundlage des Zahlbegriffs“ (verteidigt vor der Mathem.-
Naturwissensch. Fakultét der Univ. Tartu am 27. November 1926). Die hier
unterdriickten Beweise sind in den handschriftlichen Exemplaren der Disser-
tation grosstenteils vollstindig ausgefiihrt. '

1) So z. B. bei der Definition der Irrationalzahlen mittels Cantor’scher
Fundamentalreihen, wo der Begriff der Differenz wesentlich notwendig ist.

Iv'n‘
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suchung hat dann erst bei der Bildung eigentlich mathema-
tischer Begriffe einzusetzen.

Hier soll der zweite Weg beschritten werden. Dass Vor-
sicht geboten ist, baw. dass den Resultaten dann nur eine be-
dingte, wahrscheinlich aber auch zu enge Giiltigkeit zukommt,
ist evident. Meines Wissens existiert zur Zeit kein unanfechtbar
absolut begriindetes mathematisches System 2).

Aus naheliegenden Griinden soll der Sprachgebrauch sich
an die Geometrie anlehnen, indem z. B. ,Punkt* und SStrecke
-statt ,reelle Zahl“ und ,Intervall* Verwendung findet.

2. Einfilhrung der natlrlichen Zahlen.

Zur Vorbereitung der ferneren Entwickelungen bedarf man
der Begriffe ,endlich“, ,abzdhlbar-unendlich“, ,nichtabzihlbar-
unendlich“. Das hierzu gangbare Verfahren soll kurz angedeu-
tet werden?).

Man konstatiert zundchst die Existenz solcher Men-
gen,wojedesElementdasnichstfolgendebestimmt
(intuitiv gegebene Grundbegriffe sind in diesem Satz durch ge-
sperrten Druck gekennzeichnet). Beispiel — die Menge der Stel-
lenzeichen?) :

1,2 8,...,n nt+l, n42, . .. (1)

Solche Mengen mogen Folgen heissen.

Aus einer Folge F werde ein Element «, herausgegriffen.
Ist das a; n#chstfolgende Element a, von a; verschieden,
so bildet die aus «, und @, bestehende Menge 7% einen echten
oder unechten Teil von F, je nachdem in ¥ noch von

2) D. Hilbert’'s Untersuchungen in dieser Richtung — ,Ub. d. Grundl.
d. Logik u. Arithmetik, Verh. d. III. Math. Kongr. (1904), S.174, ,Neubegr. d.
Math., Abh. Hamburg. Sem. 1 (1922), 8. 157, ,D. logisch. Grundl. d. Math.“,
Math. Ann. 88 (1922), S. 151, ,Ub. d. Unendliche, Math. Ann. 95 (1925), S. 161,
»D. Grundl. d. Mathem.“, Abh. Hamburg. Sem. 6 (1928), S. 65, — sind Entwiirfe,
die erst nach tatsachlicher Ausfiihrung streng gewertet werden konnen; bei der
Bewertung diirfte aber die Verschiedenheit der Mentalitit bei den Kritikern
eine wesentliche Rolle spielen.

3) Die verwendeten Axiome A—F sind inhaltlich dem System von
G. Peano (,Sul concetto di numero“, Riv. Mat. 1, 1891) entlehnt.

4) Vgi. 0. Hdlder, ,Die mathematische Methode“ (1924), S. 161.
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a,, a, verschiedene Elemente vorhanden sind oder nicht. Wir
sagen, die mit @, begonnene Zihlung von F breche bei a,
ab, sofern das a, nichstfolgende Element von F zu T%' gehort;
widrigenfalls nennen wir diese Zahlung iiber a, hinaus fortsetz-
bar. Ist im letzteren Falle ag das a, nachstfolgende Element,
so kann die, von 7% verschiedene, Teilmenge 73" von F gebildet
werden, dle aus a,, a,, a; besteht, und es ldsst sich nach analo-
gen Prinzipien unterscheiden, ob die Z&hlung von F bei a; ab-
bricht, oder aber {iber a; hinaus fortsetzbar ist.

Bei der geschilderten Zahlung spielen die btellenzelchen (1)
eine wesentliche Rolle. Diese Stellenzeichen bilden eine Folge
von speziellem Typus, némlich die natirliche Zahlen-
reihe; wir bezeichnen letztere mit N und nennen ihre Elemente
auch Ordnungszahlen (letztere werden also durch die Stel-
lenzeichen reprisentiert). Fiir die Ordnungszahlen gelten
folgende Axiome: .

A. Ist »n eine Ordnangszahl, =»n-41 die ihr
nichstfolgende, so ist » von n+1 verschieden.

B. Ist die Ordnungszahl » von der Ordnungs-
zahl m verschieden, so ist auch =n-1von m-1
verschieden. . .

C. Jede von 1 verschiedene Ordnungszahl
n+41 bestimmt die Ordnungszahl », zu der n-+1

die ndchstfolgende ist.
' Wir nennen dann » die der Ordnungszah] n+41nichst-
vorhergehende Ordnungszahl.

D. Zu der Ordnungszah! 1 gehort keine
ndchstvorhergehende.

E. Bezieht sich eine Aussage A (n) auf die
Ordnungszahl n,ist dabei 4 (1) eine richtige Aus-
sage, ferner 4 (n+1) eine richtige Aussage, so-
bald 4 (n) richtig ist, so ist die Aussage 4 (x)
richtig, sobald » irgendeine Ordnungszahl be-
deutet.

Das Axiom E bildet das Prinzip der vollstindigen
Induktion (v. L), welches eine fundamentale Gruppe ,rich-
tiger“ Aussagen erzeugt.

Aus den zitierten Axiomen ergeben sich die Folgerungen:

Zu verschiedenen Ordnungszahlen geh&ren
verschiedene ndchstvorhergehende.
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Beginnt eine Zihlung von N mit der Ord-
nungszahl 1, so existiert keine Ordnungszahl,
bei der diese Zahlung abbrechen kénnte.

Bei einer solchen Zahlung von N hat man sukzessive Teil-
mengen T, zu bilden, die aus den ,schon gezihlten“ Ordnungs-
zahlen bestehen. Jede solche Teilmenge T, soll fiir sich, als
Element neuer Art aufgefasst, eine Kardinalzah!l heissen .
und zur Vereinfachung mit &, symbolisiert werden. Die Menge
der Kardinalzahlen bezeichnen wir mit K.

Aus der Bildungsweise der Kardinalzahlen ist ersichtlich,
dass eine Ordnungszahl m in %..; eingeht, sobald m in %, ein-
geht. Durch v. L. folgt, dass 1 in jeder Kardinalzahl enthalten ist.

Lisst sich eine Kardinalzah!l %, angeben, die eine Ordnungs-
zahl m enthilt, eine andere Ordnungszahl p aber nicht enthill,
so sagt man, m sei kleiner als p (m < p), oder, damit gleich- -
bedeutend, p sei grésser als m (p>m). Es ist demnach 1
kleiner als jede von 1 verschiedene Ordnungszahl. Durch v. 1.
erkennt man, dass m<p, p<m nicht gleichzeitig richtige Aus-
sagen sein konnen. Durch nochmalige Anwendung der v. L er-
gibt sich dann fiir voneinander verschiedene m, p notwendig
entweder m < p, oder. p<m; tertium non datur. Ist daher m <p
falsch, desgleichen p<Zm falsch, so muss m mit p identisch sein,
was m=p, oder p=m geschrieben werden mag.

Als- weitere Konsequenz ergibt sich hieraus nun n--1>n.
Ferner erkennt man die Existenz der Kardinalzahl %, fiir jede
Ordnungszahl ». Diese Kardinalzahl %, enthdlt ausser » nur
noch jede Ordnungszahl, die kleiner ist als n. Als weitere
Folgerung fliesst die Transitivitdt der Grossenbeziehung,
d. h. der Satz:

Aus m<n, n<lp, folgt m<p.

Ordnungszahlen, die kleiner sind als », heissen n vorherge-
hende Ordnungszahlen; Ordnungszahlen, die grésser sind als =,
heissen auf »n folgende Ordnungszahlen. ,N&chstvorhergehend“ und
»ndchstfolgend“ sind Spezialfille dieser allgemeineren Begriffs-
bildungen.

Zwischen den Mengen N und K besteht eine Korre-
spondenz (eineindeutige Abbildung), die durch die wechselsei-
tige Zuordnung der Ordnungszahl » aus N zur Kardinalzahl k,
aus K vermittelt wird. Diese Korrespondenz gestattet u. a. eine
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Ubertragung der Grossenanordnung auch auf die Kardinalzahlen
(ko <k sobald n<"m) und glittet iiberhaupt die aus den Defini-
tionen resultierenden Unterschiede zwischen den Mengen N und
K; man spricht daher gewdhnlich von natiirlichen Zahlen
schlechtweg, ohne genaue Angabe, ob Ordnungs- oder Kardinal-
zahlen gemeint sind. In entsprechend abgednderter Gestalt be-
halten die Axiome A—E auch fiir Kardinalzahlen ihre Giiitigkeit.

Ist %, < %m, so erweist sich die Menge %, als ein echter Teil
der Menge k,. Dieses Kriterium kénnte auch zur unabhéngigen
Definition der Grossenanordnung in K dienen.

Ist bei der Zihlung einer beliebig gegebenen Folge F' die
Teilmenge T4 gebildet, so sagen wir, diese Zihlung sei bis zur
Ordnungszahl »n durchgefiihrt und %, sei die Anzahl der ge-
zihlten Elemente von F. Der Zidhlungsprozess definiert dann

eine Korrespondenz zwischen den Mengen T,' und %, wobei a,
der Ordnungszahl 1 entspricht. Um diese Korrespondenz expli-
zite anzugeben, schyeibt man a, fiir das der Ordnungszahl p zu-
geordnete Element von F. Ist die Zahlung von F bis zur Ord-
nungszahl » durchgefiihrt, dabei p<n, so ist die Zahlung sicher

ilber @, hinaus fortsetzbar. Sollte Te mit F identisch sein, so
bricht die Zahlung notwendig bei a, ab. Geniigt hierbei F' noch
der Forderung, dass zu verschiedenen Elementen stets auch
verschiedene nichstfolgende gehdren, so bezeichnen wir
diese Folge als einen endlichen Zyklus, symbolisch Z.
Fiir einen endlichen Zyklus Z, heisst %4, auch die Anzahl der
Elemente des Zyklus. Es gilt der Fundamentalsatz:

Ein endlicher Zyklus Z, erweist sich als
solcher, unabhingig von der Wahl des An-
tangselements a,; auch die Anzahl %k, der Ele-
mente des Zyklus ist von der speziellen
Wahl von o unabhingig.

Um die Richtigkeit dieses Satzes einzusehen, hat man sich
zunschst davon zu iiberzeugen, dass a, das a, nichstfolgende
Element von Z, ist. Hierauf konstatiert man, dass eine Korres-
pondenz zwischen den Elementen von Z, und %, auch dann ent-
steht, wenn man der Ordnungszahl ¢ das Element a.: zuordnet
(unter @, ist hierbei a, zu verstehen); der nichstfolgenden
Ordnungszahl entspricht in der neuen Korrespondenz stets wie-
der das nichstfolgende Element. Diese neue Korrespondenz er-
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weist sich deshalb einer mit a, beginnenden Zahlung von Z,
gleichbedeutend, wobei 7'’ mit Z, identisch wird. Nimmt man
a; statt a,, so bedeutet dies:

»Brweist sich Z, als endlicher Zyklus von der Anzahl
k., sobald die Zdhlung mit dem Element a, beginnt, wo
z<n-+1, so gilt dasselbe auch dann, wenn die Zahlung
beim Element .y, z-1<n-}1, begonnen wird«.

Durch v. I. folgt hieraus der obengenannte Fundamentalsatz.

Wir sagen, das Element a, sei aus einem Z, ,ohne Storung
der Anordnung“ entfernt, wenn in der Restmenge Z, im allge-
meinen die friihere Aufeinanderfolge der Elemente gilt, dem -a,
nichstvorhergehenden Element a,; aber das a, nichstfolgende
Element a,y, als nichstfolgendes zugeordnet ist. Versteht man
unter n—1 die n nichstvorhergehende Ordnungszahl, so hat
man den Satz:

Wird aus einem endlichen Zyklus Z, ein
beliebiges Element a, ohne Stérung der An-
ordnungentfernt, soverbleibt als Restmenge
ein endlicher Zyklus Z,._,.

Man erkennt die Richtigkeit dieser Behauptung, wenn man
die Zihlung der Restmenge mit dem Element a,:1 (p<<n) resp.
a; (p=mn) beginnt.

Hierauf stiitzt sich dann der Beweis des Satzes:

Besteht zwischen den endlichen Zyklen
Zyund Z, eine Korrespondenz, soist n mit m
identisch, d. h. diese Zyklen besitzen ein
und dieselbe Anzahl von Elementen.

Es ist zunidchst direkt ersichtlich, dass zwischen einem
Z; und einem Z, bei n>>1 keine Korrespondenz besteht. Wird
nun bei fixiertem m angenommen, dass zwischen Z, und Z,
keine Korrespondenz bestehe, solange m von n verschieden ist, so
gilt dasselbe fiir Z,y; und Z,, solange m-1 sich von n unter-
scheidet. Sollte ndmlich im letztgenannten Falle doch eine Korre-
spondenz bestehen, wobei etwa das Element a aus Z,y; dem Ele-
ment b aus Z, entspricht, so verbleibt nach Entfernung von «
und b ohne Stérung der Anordnung aus Z,; und Z,, eine Korre-
spondenz zwischen einem Z, und einem Z,_;, was der Annahme
widerspricht, da m von »—1 verschieden sein muss, sobald
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m-+1 von n verschieden ist. Der zu beweisende Satz ergibt
sich somit durch v. L

Ist es moglich, eine Korrespondenz zwischen einer gegebe-
nen Menge E und einer Kardinalzahl %, herzustellen, so ist es
auch moglich, £ in einen endlichen Zyklus Z, umzuformen, denn
die erwahnte Korrespondenz vermittelt ja fiir &' die Umwandlung
in eine Folge. Jede Menge £ dieser Art heisst eineendliche
Menge, k, ist die Anzahl der Elemente von E. Der
vorige Satz liefert direkt das Schroeder’sche Prinzip?®):

Die Anzahl k., der Elemente einer end-
lichen Menge FE ist unabhidngig von der spe-
ziellen Art der hergestellten Korrespondenuz.

Widrigenfalls wiirde ndmlich E eine Korrespondenz zwischen
verschiedenen Kardinalzahlen vermitteln, was nicht angeht,
da sonst auch zwischen endlichen Zyklen von verschiede-
ner EHlementenanzahl eine Korrespondenz herstellbar wire.

Statt von einer ,endlichen Menge, bei welcher die Anzahl
der Elemente %, betrdgt“, spricht man gewdohnlich einfacher von
einer ,aus n Elementen bestehenden (endlichen) Menge“. Die
vorliegenden Betrachtungen prézisieren den Sinn, in welchem die
Zahlworter ,eins“, ,zwei%, ,drei¢, . ., ,n% . . (Lautsymbole der
natiirlichen Zahlen) im weiteren Verwendung finden.

Durch v. 1. wird erkannt:

Jede echte Teilmenge einer endlichen
Menge ist eine endliche Menge von kleine-
rer Elementenanzahl '

Ist p<n, so besitzt eine endliche Menge,
die aus n Elementen besteht, Teilmengen aus
p Elementen.

Die Vereinigung einer endlichen Menge
endlicher Mengen liefert eine endliche Menge.

5) Nach O. H1lder (vgl. Anm. 4) S. 4, die ,Grundtatsache des Anzahlbe-
griffs“. H.v. Helmholtzbezeichnet E.Schroeder als den ersten, ,welcher
erkannt hat, dass hierin ein Problem verborgen ist* (H. v. Helmholtz,
Philos. Aufsitze, 1887; Wiederabdruck in der Jubiliumssammlung ,Schriften
zur Erkenntnistheorie“, 1921, S. 71). Beweisversuch u. a. bei .. Kronecker,
J. f. Math, 101 (1887).
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,Unendliche* Menge bedeutet soviel, wie ,Menge, die nicht
zur Kategorie der endlichen Mengen gehort“. Beispiele unendlicher
Mengen sind N und K. Besteht zwischen einer Menge 4 und
der Menge N eine Korrespondenz, so heisst die Menge 4 ab-
zihlbar-unendlich®). Aus dieser Korrespondenz resultiert
die Moglichkeit A4 in eine Folge umzuformen. Bezeichnet man
die Elemente von 4 in der durch die Korrespondenz vermit-
telten Weise als

(yy Gy Ogy Qgy o + -y Quy Quply - - - _ (2)

und entfernt darauf das Element a;, wobei als Restmenge A’ ver-
~ bleiben m&ge, so besteht doch noch eine Korrespondenz zwischen
4 und 4/, wie ersichtlich wird, wenn man dem Element a; aus
4 das Element a;y; aus A’ zuordnet. Allgemeiner:

Wirdauseinerabzahlbar-unendlichen Menge
eine endliche Menge endlicher Mengen ent-
fernt, so verbleibt eine abzihlbar-unendliche
Restmenge.

Zwischen einer abzihlbar-unendlichen
Menge und jeder ihrer unendlichen Teilmen-
gen besteht eine Korrespondenz, desgleichen
zwischen jedem Paar abzéhlbar-unendlicher
Mengen.

Jede endliche Menge abzéhlbar-unendlicher
Mengen, desgleichen jede abzdhlbar-unend-
liche Menge abzdhlbar-unendlicher Mengen
ist abzdhlbar-unendlich.

Eine aus natiirlichen Zahlen gebildete Menge ist also ent-
weder endlich oder abzihlbar-unendlich (als Teilmenge von N)
Wichtig ist der Satz:

Eine beliebig gegebene Mengenatiirlicher

Zahlen enthidlt stets eine kleinste Zahl?).

Als ,kleinste“ Zahl ist hier eine solche bezeichnet, die in
der Menge enthalten, dabei aber Kkleiner ist, als jede andere
Zahl aus derselben Menge. Um die Existenz dieser kleinsten

6) G. Cantor, Math. Ann. 17 (1873), S. 355.
7) Die Menge der natiirlichen Zahlen ist also im Gantor’schen Sinne
.wohlgeordnet* (Math. Ann. 49, S. 207).
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Zahl nachzuweisen, fixiere man eine in der gegebenen Menge M
enthaltene natiirliche Zahl ¢ und und bilde %;—;. Gehort keine
Ordnungszahl aus k._; zu M, so erweist sich ¢ als die gesuchte
kleinste Zahl in M. Im anderen Falle erkennt man durch v. I,
dass die kleinste Zahl von M unter den Ordnungszahlen aus
ki_i zu suchen ist und dort tatsichlich existiert.

Unendliche Mengen, die nicht zur Kategorie der abzéhlbar-
unendlichen Mengen gehoren, sollen hier ohne weitere Unter-
scheidung als nicht-abzdhlbare Mengen angesprochen
werden. Eine spezielle Art der Konstruktion nicht-abzihlbarer
Mengen fithrt zum Begriff des Kontinuums (vgl. § 10, 11).

8. Axiome der Anordnung.

Als Grundlage der ferneren Betrachtungen dient uns der
Begriff ,zwischen“ in der durch die Hilbertschen Axiome
der Anordnung®) prizisierten Gestalt. Die ersten drei dieser
Axiome (I,_;) enthalten Bestimmungen iiber die Anordnung
von Punkten einer Geraden, das letzte, II; (das Pasch’sche
Axiom), formuliert eine die Ebene betreffende Aussage. Die
Llinearen“ Axiome II, 3 sind allein noch nicht ausreichend, um
die intuitiv gelaufige lineare Anordnung der Punkte einer Ge-
raden (doppelpunktfreien offenen Linie) begrifflich vollstédndig zu
beschreiben, wohl aber definieren die ,,Axiome der Verkniipfung®
I,_s zusammen mit den Anordnungsaxiomen die Anordnung der
Elemente des ein-, zwei- und dreidimensionalen Raumes vollstindig,
sobald das ,ebene Axiom* II, zu den linearen Axiomen 11;_s hinzu-
gefiigt wird. Diese merkwiirdige Tatsache diirfte damit zusammen-
hangen, dass das Pasch’sche Axiom eigentlich mehr aussagt,
als von einem reinen Anordnungsaxiom gefordert werden sollte
(es enthilt u. a. ja auch eine Stetigkeitsaussage). D. Hilbert
formuliert in einer Fussnote?) die Aufgabe:

' ,Es ist wiinschenswert ein solches System von unab-
hingigen Axiomen aufzustellen, dass die auf die Anordnung
der Punkte einer Geraden beziiglichen Axiome diese An-
ordnung vollstindig beschreiben®.

8) D.Hilbert, ,Grundlagen der Geometrie®, 5. Aufl. 1922. In der ersten
Auflage waren 5 Axiome der Anordnung aufgestellt, von denen das vierte von
E. H Moore (Trans. Am. Math. Soc. 1902) als iiberfliissig erkannt wurde;
vgl. Anm. 1),

9) a. a. 0., S. 6, Fussnote.
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Man darf dies als Forderung ansehen, von dem Pasc h’schen
Axiom die in II,_; noch nicht enthaltene Aussage iiber die Ii-
neare Anordnung explizite abzutrennen. Es soll hier zunichst
dieses fehlende lineare Anordnungsaxiom als II,/ formuliert und
daraufhin spéter untersucht werden, welchen Ab#nderungen das
Pasch’sche Axiom nach Abspaltung von II, unterliegt; diese
letztere Untersuchung ist iibrigens fiir den Aufbau des Zahlbe-
griffs ohne wesentliche Bedeutung.

"Pankte sollen durch kleine lateinische Buchstaben symbo-
lisiert werden. Wenn von ,zwei“, ,drei usw. Punkten die Rede
ist, sollen stets untereinander verschiedene Punkte damit
gemeint sein. Als Symbol des Begriffs ,zwischen“ soll das
Zeichen \/ dienen %), und zwar soll die Aussage:

»Der Punkt a liegt zwischen dem Punkt 4 und dem Punkt ¢*

symbolisch a \/ be geschrieben werden. Das umgekehrte Sym-
bol A\ soll die Verneinung ,nicht zwischen“ bezeichnen (so dass
\V/ und A sich gegenseitig ausschliessen). Die Relation a N be
ist also gleichbedeutend mit der Aussage:
»Der Punkt a auf der Geraden &¢ liegt nicht zwi-
schen dem Punkt & und dem Punkt ¢“.

Die drei Axiome II;_s lassen sich dann folgendermassen
schreiben :

I, Wenn b\/ac, so auch b\/ca.

II. Wenn a und ¢ einer Geraden angehéren,
S0 existiert. b, so dass b\/ac, und zugleich d, so
dass c¢\/ad. '

II;, Sind a, b, ¢ drei Punkte einer Geraden,
so bildet das gleichzeitige Bestehen der drei
Beziehungen a/Nbe, bA\ac, cN\ab einen Widerspruch,
desgleichen bildet das gleichzeitige Bestehen
der zwei Beziehungen a\/be, b\/ac einen Wider-
spruch. :

Aus a/\be, b/\ac folgt also ¢\/ab; aus a\/dc folgt b ac.
Wo nicht ausdriicklich anders erwihnt, beschrinken wir
uns fernerhin auf Punkte ein und derselben Geraden. Es seien

10) Eine Verwechslung mit den abweichenden Bedeutunger der Zei-
chen V, A in den verschiedenen Begriffsschriftsystemen kommt hier nicht in
Frage.
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a, b zwei fixierte Punkte, = ein dritter veriinderlicher Punkt.
Man hat dann entweder a\/bz oder a/\bz. Im ersteren Walle. sa-
gen wir, x liege, in Bezug auf den Trennungspunkt @, mit & in
verschiedenen Bereichen, — symbolisch geschrieben, 2 ge-
hore zum Bereich Ty(a). Im letzteren Falle sagen wir, z liege,
in Bezug auf den Trennungspunkt a, in demselben Bereich wie
b, — symbolisch geschrieben, = gehére zu S,(a). Den Punkt
selbst zdhlen wir dabei konsequent zum Bereich S;(a). Fiir
jeden von a verschiedenen Punkt der Geraden ist®es dann ent-
schieden, welchem der beiden, durch @ und % bestimmten Re-
reiche Sy(a), T»(a) er angehért. Die Axiome I, geniigen aber
nicht zum Nachweis, dass der Bereich S;(a) mit dem Bereich
S.(a) tbereinstimmt, sobald ¢ dem Bereich S,(a) entnommen ist.
Dies wird an folgendem: Anschauungssubstrat ersichtlich, wo-
bei allerdings schon der Begriff der reellen Zahl benutzt ist:

Die reellen Zahlen mégen in drei Kategorien verteilt sein,
ndmlich in 1) ganze Zahlen, 2) rationale Briiche (von ganzen
Zahlen verschieden), 8) irrationale Zahlen. Als Symbole verwenden
wir entsprechend g, », i. Die Zwischenlage sei so fixiert, dass
allemal g \/ i, ¢g\/ér bestehe, wihrend in dem Falle, wo im
Punkttripel mindestens zwei Punkte derselben Kategorie ange-
héren (also zwei g-Punkte, oder zwei r-Punkte, oder zwei
¢-Punkte auftreten), die Zwischenlage auf ,natiirliche Weise
durch die Grossenanordung gegeben sein mége. Die Forderungen
II,—s sind dann erfiillt. Fixiert man aber nun die Zahlen a =1,
b=2, c:=1/2, d=1'/5, so gehért offenbar ¢ zu S,(a), d zu Sy(a),
nicht aber ¢ zu Si(a), — die Bereiche S,(a) und Si(a) sind so-
mit wesentlich verschieden.

Es soll nun noch das folgende lineare Anordnungsaxiom hin-
zukommen :

Ily. Gehoren a, b, ¢, d einer Geraden an, und
gilt d\/ab, so bedeutet das gleichzeitige Be-
stehen der zwei Beziehungen d Aac, d/\bec ei-
nen Widerspruch??). .

Diese Aussage lidsst sich als eine spezielle Entartung des
Pasch’schen Axioms deuten. Die Unabhéngigkeit des Axioms

11) Bei M. Pasch, ,Vorles. iib. neuere Geometrie (1882), dienen zur
Beschreibung der linearen Anordnung 8 ,Grundsitze“, aus denen sich u. a. das
Axiom II;’ unseres Textes direkt herauslesen lisst.
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11/ von II;_3 erhellt aus dem oben angefiihrten Anschauungsubstrat,
wo II;_; erfiillt sind und doch d\/ ab, d A\ ac, d /\ bc besteht. Es
enthilt das System der vier Axiome II,_;, I/ aber auch keinen
Widerspruch, denn simtliche vier Axiome zeigen sich er-
tiillt,, wenn man die Zwischenlage im reellen Zahlenkontinuum
fir jedes Tripel durch die natiirliche Grossenfolge bestimmt.
Am deutlichsten ergibt sich dies auf analytischem Wege, sobald
man die Definition der Zwischenlage dahin prizisiert, dass fiir
die drei Zahlen &, &, & die Beziehung § \/ 5§ zu gelten hat,
wenn (§ — &)(&, — &) << 0, dagegen die Beziehung § A §3§;, wenn
i —&)E —&>o0.

4. Der Vierpunktsatz.

Die Kombination der vier linearen Auésagen I, II/
tiihrt sofort zu einer Verschiarfung der in Il enthaltenen Behaup-
tung. Es ist nimlich nicht méglich, dass die drei Beziehungen

a\/ ab, d\/ ac, d\/ be (3)

alle zugleich richtig sind. Denn wegen lI; darf a\/ bc angenom-
men werden, aus (3) folgt a A ¢d, die Anwendung von II, auf
das Tripel b, ¢, d und den vierten Punkt a ergibt daher a\/ 2d,
im Widerspruch zu der in (3) enthaltenen Annahme d\/ ad.

Es gilt somit der folgende Vierpunkts‘atz:

Wenn d\/ab, d/\be, so d\/ac;
wenn d\/ab, d\/ac, so d \ bc;
wenn d/\ab, d/\ac, so d/\be

Dieser Satz fixiert dem Gedichtnis sich leicht einprigende
Gesetze, nach denen mit den Symbolen \/, /\ zu operieren ist.

Jetzt wird es mdoglich zu zeigen, dass Sy(a) mit S.(a) iden-
tisch' (also auch Ty(a) mit 7T.(a) identisch) ist, sobald a A be
besteht, d. h. sobald ¢ dem Bereich S,(a) entrommen ist. Es
seien a, b fixiert, also Si(a), Tp(a) bestimmt. Wegen I, exi-
«tieren ¢ und d der Art, dass a\/ bd, ¢\/ ab gilt. Es gehort dann
offenbar d zu Ty(a), ¢ zu Sy(a), die Punkte ¢, d sind also sicher
untereinander verschieden; dabei steht fest, dass diese Punkte
auch von a, b verschieden sind. Es ist also stets moglich so-
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wohl in S;(a) als auch in Ty(a) Punkte zu nennen. Es sei ferner
¢ ein fiinfter Punkt. Liegt er in Si(a), so hat man

a N\ be, a\/ bd, a/\be, €3]
also auf Grund des Vierpunktsatzes .
a\/de, a\/cd, (5)
hieraus endlich auf dieselbe Weise |
a/\ce; (6)

es gehort also e dann sicher auch zu S.(a). Analog ergibt sich
im Falle der Zugehorigkeit von e zu Ty(a) zwangslaufig die Be-
ziehung a\/ce, d. h. e gehort dann auch zu Ti(a). Damit ist
die Identitit von Sya) mit S.(a) und von Ty(a) mit T.(a) er-
wiesen.

Die Bereiche S, T sind jeder fiir sich schon durch die allei-
nige Angabe des Trennungspunktes a gegeben. Besteht a\/ bd,
so erweist sich Ty(a) mit Si(a) als identisch; jeder der beiden
Bereiche lisst sich also sowohl als S-Bereich, als auch als T-Be-
reich ansprechen, — die Unterscheidung ist nur dadurch bedingt,
ob man eine positive Definition verwendet (einen Punkt b
nennt, der dem Bereich angehdort), oder von einer negati-
ven Definition ausgeht (einen Punkt d nennt, der dem.Bereich
nicht angehort). .

Die Bereiche S, T bilden die zwei Seiten der Geraden
in Bezug auf a; man spricht auch wohl von ,rechts® und ,links*
beziiglich a. -

Bedeutet P< @, dass die Menge P ein echter Teil der
Menge @ ist, so kann man schreiben Ti(a)<ZSa(d), — es ist
dies eigentlich nur eine Umformung der Aussage Il Durch
verschiedene Trennungspunkte erzeugte Bereiche sind daher nie
identisch. Als weitere Folgerung wird erkannt, dass die Menge
der Punkte eines Bereiches nicht endlich sein kann: es enthilt
nimlich ein Bereich Si(b) stets die echte, dabei nicht leere Teil-
menge Ty(a), welch letatere ihrerseits wiederum als ein S.(a)
aufgefasst werden darf, worauf die Schlussweise sich wiederho-
len ldsst; es existiert mithin sicher ein Punkt z;, der wohl Sx(b),
nicht aber der Teilmenge S.(a) angehort; durch v. I gelangt man
zu einer abzahlbar unendlichen Punktfolge =, x5, 3, ..., Zu
Tpy1, ... in 84(), welche nicht existieren konnte, wenn Su(b) eine
endliche Menge wiire. '
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5. Reihenfolge in einer endlichen Punktmenge.

Es seien » Punkte auf einer Geraden zu einer endlichen
Menge @, zusammengefasst. Dann gilt der Satz:

Fir die Punkte der Menge G. und die
Ordnungszahlen aus %, besteht eine derartige
Korrespondenz, dass in jedem Punkttripel
ap, @, am aus G, dann und nur dann a; \/aw a, ist,
wenn entweder p<lI<m, oder m<l<p, wo l,m, p
Ordnungszahlen aus %, bedeuten.

Dieser Satz ist sicher richtig fiir G4, wo a,\/ a; a; angenom-
men werden darf. Es sei die Richtigkeit des Satzes fiir @, erkannt
und eine G,y vorgelegt. Man entferne aus dieser G..; zunichst
einen beliebigen Punkt 4, — es verbleibt dann eine @,, in der
die Punkte im Einklang mit dem Satz als a,, a,, ..., a, bezeich-
net werden konnen. Gilt dann im Tripel a;, a., b die Beziehung
an\/ a1 b, s0 ordne man b der Ordnungszahl n+1 zu, bezeichne
also b als a.41, — damit wird fiir G, eine Korrespondenz der
im Satz geforderten Art erhalten. Zum Nachweis braucht man
nur solche Tripel zu untersuchen, die a.y; wirklich enthalten.
Fir ay, ‘an, a.y: besteht, wie erforderlich, a,\/aia.4+1. Fir ein
Tripel ap, an, @uy, Wo 1<p<m, besteht a,\/ aian, an\/aiauts,
— der Vierpunktsatz liefert dann, wie erforderlich, a.\/ ap@ut1.
Fir p<¢g<<n im Tripel a,, a4 @.41 ergibt sich aus a,\/ apan,
an\/ GqOnya SOfOTE ag \/ Gpatays. Dass bei z< y<n-}1 nicht gleich-
zeitig auch a. \/ ay .q1 0der a1 \/ aza, bestehen kann, ist eine Folge
von II;. Damit ist die erste Annahme erledigt. Macht man nun
die zweite Annahme b\/ aya., so lisst sich zundchst die kleinste
Ordnungszahl = bestimmen, fiir welche 0\/ aia. gilt; es sei t--1
dieses kleinste 2. Man hat dann 5\/ a;a.; (fiir ¢-+1=2 ist dies
direkt ersichtlich, fiir ¢-+1>2 folgert man es aus b A a1 as,
b\/ ara:11). Die Bezeichnung der Punkte von G,;, werde hierauf
abgetindert: bei y>>t soll jeder frither als a, bezeichnete Punkt
nunmehr a,y; heissen; der Punkt & soll a.y, benannt werden;
bei y < t+41 sollen die fritheren Bezeichnungen beibehalten werden.
Damit ist die gesuchte Korrespondenz hergestelit. Zum Nach-
weis darf man sich auf die Untersuchung nur solcher Tripel be-
schrinken, die b, also a«y, enthalten. In der neuen Notation hat man
CL;.H\/ ag Aet2, at+1\/ a1 @ ¢to. Fiir 1 <p<t fO]gt wegen ap\/al a und
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a:\/a1 a2 zundchst a\/ap aiys, a\/ay acrs, hierauf av\/a,ass.
Ist ferner p<Tq<Ct, also a;\/apaiis, aep1\/ agais, so folgt
a;\/ apacs. Ist p<lt, t42<m, so folgert man aus ays\/ apasys,
atre \/ ap am ZUETSt ario \/ @masqs, hierauf aers\/ apan. Ist end-
lich t41<Im<Cs, so resultiert aus a.1\/ @am, am\/ a:a, die
Folgerung am\/ @¢1a,. Damit ist auch die zweite Annahme er-
ledigt. Die letzte Annahme wére a; \/ a,b. Man reserviere dann
fir & die Neubezeichnung «, und éndere jedes frithere a, in a,y,.
Damit wird die Korrespondenz erhalten. Tatsdichlich ist dann
ax \/ a1a,41 und, falls 2<p<<n-1, wegen a,\/ az a,1; auch not-
wendig az\/a1a,; ist 2<p<lg, also a, \/ azq,, so zeigt sich
ay \/ a1a,, wie gefordert war.

Durch v. I ergibt sich nun die allgemeine Giiltigkeit des
zu beweisenden Satzes.

Ist die Korrespondenz zwischen &, und %, hergestellt, so
sagt man, die Punkte a. von G, liegen auf der Geraden in der
durch den Index bestimmten Reihenfolge.

Ist ¢ aus k» von 1 und von n verschieden, so gilt stets a;\/aa.;
die beiden ausgezeichneten Punkte ai, a, heissen Randpunkte
von @, jeder andere Punkt a; aus @, ist ein innerer Punkt
der Menge. Wihlt man nach II, die Punkte p, ¢ gemiiss den
Forderungen

ay \/ pan, a.\/ qa , (7

wobei p, g offenbar untereinander verschieden sein miissen
und nicht G, angehoren konnen, so erweist es sich als zweck-
missig, die Punkte p, ¢ Schranken von G, zu nennen, und zwar
p die auf der Seite aj, ¢ die auf der Seite a, gelegene Schranke. Aus
(7) folgen die Beziehungen a;\/pq, a \/pqg. Zieht man noch ar\/ a1an
in Betracht, so folgt mit Hilfe von (7) zunichst a,\/a«q, hierauf
ar\/ a1q ; andererseits zeigt sich a;\/ap, — mithin gilt a,\/pg. Es
ist also jeder Punkt der Menge G, zwischen den Schranken p,
q gelegen.

Es bleibt noch zu untersuchen, ob die Punkte einer G, in
verschiedenen Reihenfolgen gelesen werden kénnen, d. h.
ob es mdglich ist, die erforderliche Korrespondenz fiir eine fi-
xierte G, auf voneinander abweichende Arten herzustellen.
Es seien a, und b, Symbole zweier verschiedener Reihenfolgen ein
and derselben Punktmenge (.. Da nur zwei Randpunkte existieren,
so muss der Randpunkt &, entweder mit a; oder mit @, identisch

5

&
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sein. Verfolgt man die Annahme b, =a;, so ergibt sich durch
v.I. by=a, fiir jedes s. Ist niimlich b,=a, bei s<m--1 richtig, so
muss bmt: einem a; entsprechen, wo i>m ; sollte i>m-1, an1==b,
also j>m-+1 sein, so genligt das Punkttripel b, b;, dmia1 der Be-
dingung b.4:1\/b:b;, weshalb fiir die entsprechenden ai, awyi, a:
notwendig a;\/ajam41 gelten miisste, worin ein Widerspruch ent-
halten ist. Hieraus folgt, dass b,=a, sein muss, wenn die Reihen-
folge der &, von der Reihenfolge der a. verschieden sein soll.

Man definiere nun eine Korrespondenz zwischen den Ord-
nungszahlen aus %, und nochmals den Ordnungszahlen aus %, auf
folgende spezielle Weise: von k.41 moge unter der Annahme
t<n--1 die echte Teilmenge % abgespaltet werden, — es ver-
bleibt dann eine Restmenge R, die sicher endlich ist; die An-
zahl der Elemente von R sei kr, und es ist sicher s<n--1.
In der zu definierenden speziellen Korrespondenz soll nun stets
der Ordnungszahl ¢ die Ordnungszahl ¢ entsprechen. Wir
nennen v die zu ¢ komplementdre Zahl aus k. Mit
Hilfe der Sitze des § 2 ldsst sich zeigen, dass umgekehrt ¢
die zu v komplementdre Zahl darstellt; die Beziehung ist also
eine wechselseitige. Fiir v soll auch das Symbol n+1—t Ver-
wendung finden. Die Zahlen 1 und » erweisen sich als wechsel-
seitig komplementsir. Wenn die Reihenfolge der &, von der
Reihenfolge der a. verschieden ist, so bedeutet 4; den a-Punkt mit
komplementirem Index. Durch v. L zeigt sich mit Hilfe einer
Betrachtung, die der oben durchgetiihrten analog ist, dass dann
auch fiir jede Ordnungszahl ¢ stets b, den «-Punkt mit komple-
mentirem Index bedeuten muss; die Reihenfolge der b, ist also
durch die Reihenfolge der a, bestimmt. Sucht man aus der Reihen-
folge der b, nach demselben Gesetz eine neue Reihenfolge c. ab-
zuleiten, so folgt aus der Wechselseitigkeit der Komplementaritit
die Identitit der Reihenfolge der ¢, mit der Reihenfolge der a..
Es existieren also stets zwei und nur zwei verschiedene Reihen-
folgen fiir jede @,. Diese beiden Reihenfolgen heissen einander
wechselseitig entgegengesetzt.

Die in diesem Paragraphen entwickelten Resultate sind in
ihrer Gesamtheit dem Satz 5 in D. Hilbert’s ,Grundlagen der
Geometrie* gleichwertig, der dort (fiinfte Auflage, S. 6) lautet:

,Sind irgendeine endliche Anzahl von Punkten einer

Geraden gegeben, so lassen sich dieselben stets in der

Weise als 4, B, C, D, E, ... K bezeichnen, dass der mit B
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bezeichnete Punkt zwischen 4 einerseits und C, D, E, .. .,
K andererseits, ferner C zwischen 4, B einerseitsund D, E, .. .,
K andererseits, sodann D zwischen 4, B, C einerseits und
E, . .. K andererseits usw. liegt. Ausser dieser Bezeich-
nungsweise gibt es nur noch die umgekehrte Bezeichnungs-
weise K, . . ., E, D, C, B, A, die von der nimlichen Be-
schaffenheit ist“.

Dieser Satz, der von Hilbert als fiir die lineare Anord-
nung charakteristisch gekennzeichnet wird, ist somit eine Folge
der linearen Anordnungsaxiome II,_s Ii,/. Der Satz zeigt die
Méglichkeit einer solchen Bezeichnung von » Punkten einer Ge-
raden, dass die Lagenbeziehung:n direkt aus den Benennungen
ablesbar werden. Ein erginzendes Kriterium lautet:

Auf einer Geraden liegen n Punkte a,
(x=1,2,...,n) dann und nur dann in der durch
die Indizes x bestimmten Reihenfolge, wenn
die n—2 Bedingungen

at\/at_lat_(_l (t = 2,3,4, .o ey ’I’L—l) (8)

erfillt sind.

Der Beweis erfolgt mit Hilfe des Vierpunktsatzes durch v.I.

6. Abhéngigkeitsbetrachtungen.

Auf die Unabhingigkeit des Axioms I, von den Axiomen II,
ist schon im § 3 hingewiesen. Durch passend gewihlte An-
schauungssubstrate lisst sich zeigen, dass Systeme denkbar sind,
in denen eines der drei Axiome II, ; falsch wird, wihrend die
beiden anderen, desgleichen das Axiom II/, giiltig bleiben.

Ein System, wo II,_,, II;/ richtig sind, II; aber nicht,
erhdlt man einfach durch die Forderung jeden Punkt als zwi-
schen jedem Punktepaar liegend anzusehen, wie dies z. B. auf
einer Kreislinie veranschaulicht werden kann.

Sucht man ferner ein System, wo II, nicht gelten soll, so
konnte man dieses Axiom vor allem in zwei Aussagen spalten,
die voneinander unabhingig richtig oder falsch sein diirfen: die
eine fordert die Existenz eines b, fiir welches 4 \/ ae, die andere
die Existenz eines d, fiir das ¢\/ad besteht. Die Folge der

Paud
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(positiven und negativen) ganzen Zahlen bildet ein System, in
welchem nur die erste Aussage falsch wird, wenn man die Zwi-
schenlage nach der Grossenanordnung auf natiirliche Weise de-
finiert. Die reellen Zahlen eines abgeschlossenen Intervalls (also
die beiden Randzahlen mit einbegriffen) erfiillen unter derselben
Voraussetzung nur die Forderung der zweiten Aussage nicht.
Die Punkte einer endlichen Menge @, geniigen keiner der bei-
den Aussagen von II,, wohl aber den drei iibrigen linearen An-
ordnungsaxiomen.

Um ein Beispiel zu konstruieren, wo II, nicht gelten soll,
muss man vor allem dem Axiom II, eine die Nichtkommutati-
vitiat beriicksichtigende Fassung geben, etwa die folgende:

.Das gleichzeitige Bestehen der fiinf Bedingungen
a\/ ab, d \be, d \cb, d ) ac, d/\ca bildet einen Wider-
spruch*.

In der Menge der rationalen Zahlen r moge nun r, \/ r 73
dann und nur dann gelten, wenn

entweder 7y <7, <l7g, rg—1; <1y — 79, ©)
oder Yo >Ty >y, To— 14 ¥ —7Tg.

Das Axiom II, ist dann nicht erfiillt, denn es liegt z. B. der
Punkt 1 wohl zwischen 0 und 1'/,, und doch nicht zwischen 1%/,
und 0, da 0<C1<C1Y/, besteht und 1*/y—1<C1— 0 erfiillt wird,
1}/;—1>1—0 dagegen nicht. Die fibrigen Axiome sind befriedigt.

Zur Charakteristik der linearen Anordnung ist also jedes
der vier Axiome II,_;, II/ notwendig, die gleichzeitige Giiltigkeit
aller vier hinreichend. Die Forderungen II,_g, II, sind von-
einander absolut unabhingig.

Wird die Betrachtung auf die Ebene ausgedehnt, wobei
I, I, II/ als giiltig angenommen sein mogen, so zeigt die
Pasch’sche Forderung, die in der fiinften Auflage der ,,Grundl.
d. Geom.“ bei D. Hilbert als II, auftritt!?), etwas wesentlich
Neues, von dem vorigen Unabhiéingiges. Man erkennt dies so-
fort, sobald man als ,Ebene“ den dreidimensionalen
Raum selbst auffasst, Punkt und Gerade dagegen in gewdhn-
lichem Sinne interpretiert; eine Gerade kann dann ndmlich eine
einzige Dreiecksseite schneiden, ohne eine der anderen notwendig
zu treffen. Es ist aber das System I, II,_ 4, II/, I, kein absolut

12) In der ersten Auflage als II; bezeichnet.
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unabhiingiges, weil sich II,” aus den iibrigen 7 Axiomen ableiten
lisst, wie dies inhaltlich von E. H. Moore %) erkannt worden
ist. Ein Beweis sei kurz angedeutet:

Die Hilbert’sche Formulation des Axioms II, enthilt eine
unscharfe ,Entweder-Oder“-Aussage, die auf zwei wesentlich ver-
schiedene Arten verstanden werden kann. Es geniigt aber die
engere Auffassung, die darauf hinauslduft, dass eine Gerade in
der Ebene mindestens zwei Seiten eines Dreiecks schneiden
muss, sobald sie eine Seite schneidet, weil man leicht einsieht,
dass alle drei Seiten nicht gleichzeitig geschnitten werden
konnen '4).  Sollte nidmlich die Gerade L das Dreieck abc in 8
Punkten u, v, w treffen, fiir die entsprechend  \/ be, v\/ ca, w\/ ab
gilt, so darf «\/vw angenommen werden. Dann wire das
Dreieck avw von der Geraden bc nur in dem einen Punkt = ge-
troffen, was 1I, widerspricht.

Es sei nun d\/ ab beliebig und ein Dreieck abc konstruiert,
ferner n ein vierter Punkt auf der Geraden ab. Die Giiltigkeit
von II,” fir das Quadrupel a, b, d, n ldsst sich dann folgender-
massen nachweisen :

Annahme 1: n\/ ab. Man wihle m \/ b¢ und betrachte die
Gerade mn. Sie trifft das Dreieck bed in m; schneidet sie nach
I, zugleich die Seite bd, so kann dies nur im Punkt »n geschehen,
man hat also n\/ bd; wird aber die Seite ¢d getroffen, so iiber-
trage man die Betrachtungen auf das Dreieck c¢da. Es kann in
letzterem ca nicht getroffen werden, weil sonst im Dreieck abe alle
drei Seiten von mn geschnitten wiren, — notwendigerweise
existiert daher ein Schnitt mit ad und dieser kann nur » sein,

d. h. es gilt »n \/ ad.
' Annahme 2: n\/ad. Wieder wihle man m\/bc und
betrachte die Gerade mn. Aus der Anwendung von II, auf das
Dreieck bed folgt, dass mn eine der Seiten bd, cd treffen muss.
Bei der ersten Voraussetzung gilt = \/ béd; bei der zweiten er-
kennt man aus dem Dreieck acd, dass ac nicht getroffen werden
kann, — dann zeigt aber das Dreieck abc einen Schnitt der
Seite ad mit mn, woraus »n \/ ab folgt.

Annahme 8: n\/ bd. Vertauscht man in der Behandlung

13) “On the projective axioms of geometry“, Trans. Am. Math. Soc., 1902,
14) Vgl. 0. Veblen, “A system of axioms for geometry“, Trans. Am.
Math. Soc., 1904, speziell S. 355— 358.
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der Annahme 2 die Punkte a, b, so ergibt sich entweder n \/ ad
oder n \/ ab.

Damit ist bewiesen, dass n stets zwischen zwei Punkte-
paaren des Tripels a, b, d gelegen ist, sobald » zwischen einem
Punktepaar dieses Tripels liegt; dies ist nichts anderes, als die
Aussage 11, .

7. Abtrennung der linearen Aussage vom
Pasch’schen Axiom.

Wird fiir den Augenblick II,” ausgeschaltet, also auf die
Gerade nur II,_; angewandt, so lisst sich, wie dies anlisslich
des Begriffs der Dreiecksseite implizite schon im vorigen Para-
graphen geschehen, die Strecke ab einer Geraden immer noch
als Gesamtheit der zwischen a und b gelegenen Punkte definieren.
Die Punkte einer solchen Strecke zerfallen aber in zwei wesent-
lich verschiedene Kategorien:

1) Es konnte bei ¢ \/ ab eine von ab verschiedene Strecke
mn geben, die ¢ enthilt, wobei zugleich m, » und jeder Punkt
der Strecke mn zu der Strecke ab gehoért. Der Punkt ¢ soll dann
ein ordindrer Punkt von ab heissen.

2) HEs konnte der Fall eintreten, dass eine solche Strecke
mn nachweislich nicht existiert; dann soll ¢ ein isolierter
Punkt von ab heissen.

Dass sowohl ordinire, als auch isolierte Punkte zu gleicher
Zeit auf ab vorhanden sein konnen, ersieht man aus dem
Beispiel: Gerade — die Menge der reellen Zahlen; Zwischen-
lagendefinition — fiir alle Tripel die natiirliche, mit alleiniger
Ausnahme des Tripels 0, 1, 2, fir welches 0\/ 12 gelten soll. -
Dann ist 1!/, ein ordindrer Punkt der Strecke 12, dagegen 0
ein isolierter Punkt derselben Strecke.

Durch Hinzunahme des Axioms I/, resp. des Vierpunktsatzes,
werden in der Geometrie die isolierten Punkte ausgeschieden.
Solange man aber ohne II,” operiert, darf zwischen ordini-
ren und singuliren Geraden unterschieden werden, — erstere
sind solche, auf denen jede Strecke ausschliesslich ordinire
Punkte enthilt, letztere Gerade dagegen solche, auf denen
Strecken konstruierbar sind, die isolierte Punkte tatsichlich
enthalten. Die isolierten Punkte konnen u. a. auch so liegen,
dass sie in jeder Strecke ab, der sie angehoren, isoliert er-
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scheinen; es ist sogar moglich singulire Gerade zu konstruie-
ren, auf denen jeder Punkt in solcher Weise isoliert ist. Man
hiitte dazu z. B. auf der aus rationalen Zahlen » und irrationalen
Zahlen i bestehenden Geraden folgende Festsetzungen zu treffen:

7 \/ 7273, sobald r, die grosste der drei Zahlen 1,75, 7g;

i \/ rirs, sobald ¢ ein Mittelwert fir ry, 7]

r \/ 4 75 sobald 7, ein Mittelwert fir ¢, »;

r \/ 4 4y sobald » ein Mittelwert fir ¢, 4;

iy \/ iy 1, sobald 4 ein Mittelwert fir », ia;

i, \/ iy i3, sobald i, die kleinste der drei Zahlen i, %, i5.

Die Axiome II;_; zeigen sich hier erfiillt, und es folgt durch
erschépfende Analyse der verschiedenen denkbaren Félle, dass
eine Strecke B inklusive Randpunkte niemals ein Teil einer
anderen, von B verschiedenen Strecke 4 sein kann, sondern
dass stets Punkte angebbar sind, die zwar B, nicht aber 4 ange-
horen. Diese Zwischenlagendefinition lisst sich dann auch auf
jede andere Gerade der Ebene projizieren, so dass eine Ebene
entsteht, wo jede Gerade ausschliesslich aus solcherweise iso-
lierten Punkten gebildet ist.

Wiinscht man der Hilbert’schen Forderung gemiss den
linearen Teil I[,” vom Pasch’schen Axiom zu losen, so geniigt
es letzteres Axiom in folgender, die mégliche Existenz singulédrer
Gerader berticksichtigenden Form auszusprechen:

II,,. Es seien a,b,¢ drei nicht in gerader

Linie gelegene Punkte und A eine Gerade in

der Ebene abc, die keinen der Punkte a, b, ¢ trifft;

wenn dann die Gerade 4 durch einen Punkt
der Strecke ab geht, und wenn ab, b¢, ca ordi-
nire Gerade sind, so geht A entweder durch
einen Punkt der Strecke bc oder durch einen
Punkt der Strecke ac.

Wird II,” hinzugenommen, m. a. W. die Existenz singuldrer
Gerader verneint, so resultiert aus II;" sofort II, und damit das
Hilbert’sche System. Andererseits kann aus I,_s, II;_s, II;" allein
noch nicht 1I,” gefolgert werden, denn es ist offenbar statthaft
in der Cartesischen Ebene die X-Achse (etwa in oben geschil-
derter Weise) als singulidr zu definieren, auf jeder anderen Gera-
den aber die Zwischenlage in natiirlicher Weise aufzufassen, wobei
dann II;" Geltung hat, II," in der Gesamtebene aber nicht.
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Das System der fiinf Anordnungsaxiome II, 5 II’, II,

geniigt mithin der im § 8 zitierten, von Hilbert gestellten
Forderung.

8. Verallgemeinerter Streckenbegrifrf.

Die linearen Anordnungsaxiome II,_; II,", die weiterhin
allein benutzt werden sollen, gestatten einen topologischen Aut-
bau des Begriffs vom linearen Kontinuum in sehr allge-
meiner Gestalt. Der eindimensionale Raumtypus, auf den die
ferneren Betrachtungen beschrinkt sind, ist durch die Giiltigkeit
der vier linearen Anordnungsaxiome ausreichend charakterisiert.
Dieser eindimensionale oder ,lineare“®) Raum darf demnach
durch folgende Definition eingefiihrt werden:

Sind die Elemente einer Menge R, als
Punkte bezeichnet, dabei fiir diese Elemente
der Begriff der Zwischenlage im Einklang
mit den Forderungen I, 4 II,' fixiert, so soll R,
als ein linearer Raum bezeichnet werden.

Diese synthetische Definition ist von jeglicher Koordinaten-
darstellung unabhingig. Solange von einem alleinstehenden
linearen Raum die Rede ist (ohne Bezugnahme auf eventuell
gleichzeitig gedachte andere R#dume), kann man unbedenklich
den Begriff des linearen Raumes mit dem Begriff der Geraden
identifizieren. Infolge der Korrespondenz zwischen Koordinaten-
rdumen verschiedener Dimensionszahl ist es moglich, jeden
gewdhnlichen analytischen Raum mit Hilfe einer passenden
Zwischenlagendefinition als linearen Raum zu interpretieren.
Die Eindimensionalitit ist somit nicht eine Eigenschaft des
Raumes an sich, sondern erscheint bedingt durch eine spezielle
subjektive Art der Auffassung.

Die obige Definition des linearen Raumes fiihrt zunichst zam
gelidufigen Streckenbegriff, wie dies schon im § 7 angedeutet
wurde: eine Strecke ab ist der Inbegriff der zwischen a, b gelegenen
Punkte des R;. Wegen der anerkannten Giiltigkeit von II,” kén-
nen isolierte Punkte nicht vorkommen. Noch mehr: aus m \/ ab,

15) In dem elementaren Sinne, in dem Hilbert von ,linearen“ Axiomen
spricht. Der Gedanke an ,lineare“ (euklidisch-affine) Mannigfaltigkeiten im
Sinne der Differentialgeometrie liegt hier dem Wesen nach fern.
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n'\/ ab, ¢ \/ mn folgt nach dem Vierpunktsatz zwangslaufig ¢ \/ ab,
d. h. jeder Punkt der Strecke mn ist gleichzeitig ein Punkt der
Strecke ab, sobald m, n der Strecke ad beliebig entnommen sind.

Zur Vermeidung von Missverstindnissen sei betont, dass
die Randpunkte a, b selbst nicht zu der durch sie definierten
Strecke ab gezdhlt werden sollen. In den vereinzelten Fillen,
wo wir die Vereinigungsmenge der Punkte einer Strecke mit
ihren beiden Randpunkten zu betrachten haben werden, soll der
Ausdruck ,abgeschlossene Strecke* und das Symbol [ad]
Verwendung finden, wenn a und & die Randpunkte sind.

Die Punkte einer Strecke bilden schon fiir sich allein, bei
ungednderter Definition der Zwischenlage, einen linearen Raum.
Eine Strecke enthidlt daher allemal mindestens abz#éhlbar-unend-
lich viele Punkte.

Die eine Strecke bildende Teilmenge S des R, zeigt fol-
gende drei Streckeneigenschaften:

19 Sind ¢,d beliebige Punkte aus S, so gehdrt
im R, jeder Punkt «, fiir den z\/ed gilt,
gleichfalls zu 8§

20, Es existieren zu S gehorige Punkte y, 2z, fir
die ¢\/dy und d\/cz gilt.

30, Es existieren im R, Punkte p, ¢, die § nicht
angehodren, wobei ¢\/dp und d\/¢q gilt.

Die erste Eigenschaft ist schon oben erwéhnt. Die zweite
folgt aus der Méglichkeit y, z den Bedingungen y \/ ac, z\/ db (wo
a, b die Randpunkte von S bedeuten) zu unterwerfen, voraus-
gesetzt, dass die Bezeichnungen geméss ¢\/ ad, d\/ cb gewihlt
sind. Die dritte besteht, weil p, ¢ sich so wihlen lassen,
dass a \/ pe, b\/ dq wird.

Es existieren mithin tatsichlich Teilmengen § von R,
welche die genannten drei Eigenschaften 1—38 zeigen, — man
braucht ja bloss S mit der Menge der zwischen a und b gelege-
nen Punkte zu identifizieren, um eine Teilmenge der geforderten
Art zu erhalten. Diese spezielle Art der Konstruktion solcher
Teilmengen mit Hilfe zweier ausgezeichneter Punkte a,
ist aber nicht die einzig denkbare: man k&nnte ndmlich,
nachdem S als Strecke ab gebildet worden ist, aus R, die
Randpunkte a, & entfernt denken, wobei von R, eine Rest-
menge R,  verbleibt, und es zeigt offenbar die ungeéindert ge-
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bliebene Menge § in Bezug auf R;” dieselben drei Eigenschai-
ten, wie vordem in Bezug auf R;. Man kann aber zeigen, dass
R," bei ungednderter Definition der Zwischenlage ebenfalls ein
linearer Raum ist. Es gilt ndmlich der Satz:

Wird aus einem linearen Raum eine end-
liche Menge von Punkten ohne Anderung
der Definition der Zwischenlage entfernt,
so verbleibt als Restmenge wiederum ein
linearer Raum.

Es geniigt diesen Satz fiir den Fall der Entfernung eines
einzigen Punktes zu beweisen, weil dann das iibrige durch v. L
folgt. Wegen der Invarianz der Zwischenlage bedarf hierbei nur
das Existenzaxiom II, einer ndheren Untersuchung. Es sei « der
aus R entfernte Punkt. Zwischen m, n muss nach II, stets ein
Punkt s existieren. Gilt = /\ mn, so ist s \/ mn im R," vorhanden,
weil s von x verschieden und im R, vorhanden ist. Gilt z\/ mn,
so wihle man s\/mxz im R; und hat dann auch s\/ mn im R,’.
Der zweite Teil des Axioms fordert die Existenz eines Punktes ¢,
fir den bei vorgegebenen m, n die Bezichung = \/mt besteht.
Im Falle x\/mn ist die Existenz von ¢ sicher, ebenso im Falle
m\/ nz; im Falle n\/ maz wahle man ¢\/ nx, wodurch = \/ mt
erfilllt wird. Der Satz ist also richtig.

Die oben gebildete Menge S besitzt also im linearen Raum
Ry’ die drei Streckeneigenschaften, — andererseits ist aber leicht
zu ersehen, dass § im R,” nicht mehr als Menge der zwischen
zwei Randpunkten gelegenen Punkte definierbar ist, aus dem ein-
fachen Grunde, weil @, & im R,” nicht mehr vorhanden sind.

Diese Erkenntnis gestattet folgenden verallgemeinerten
Streckenbegriff aufzustellen :

Jede echte Teilmenge von Punkten eines
linearen Raumes, welche die drei Strecken-
eigenschaften 1—3 aufweist, soll, gleich-
viel ob zu dieser Teilmenge Randpunkte
existieren oder nicht, als eine Strecke in
diesem Raume bezeichnet werden.

Existieren im linearen Raum beide Randpunkte zur dort
gebildeten Strecke S, so sagen wir, die Strecke § sei in diesem
Raume abschliessbar; es kann aber auch der Fall ein-
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treten, dass nur einer der beiden Randpunkte im R, vorhanden
ist, oder auch, dass beide fehlen, -— im ersteren Falle soil die
Strecke einseitig-abschliessbar oder auch halb-
offen, im Jetzteren Falle offen heissen.

9. Streckenbtischel im linearen Raume.

Sind zwei Strecken M, N nicht punktfremd (d. h.
besitzen sie gemeinsame Punkte), so bildet ihr Durchschnitt
(die Menge ihrer gemeinsamen Punkte) notwendig wieder eine
Strecke. Zum Beweis dieser Behauptung hat man die Punkte
des Durchschnitts D in Bezug auf das Verhalten gegeniiber den
drei Streckeneigenschaften zu untersuchen. Ist ¢ ein Punkt aus
D, z ein beliebiger anderer Punkt des zu Grunde liegenden R,
so miissen in den Bereichen 8.(7), 7T.(z) (vgl. §§ 3, 4) Punkte
sowohl aus M, als auch aus N existieren (zweite Streckeneigen-
schaft). Gehort m aus M und »n aus N zu S. (¢), so darf n\/ im
vorausgesetzt werden, da ¢\/ mn ausgeschlossen ist; wegen der
ersten Streckeneigenschaft von M ist dann aber n auch zu M,
mithin auch zu D gehorig. Nachdem so die Existenz zweier
gemeinsamer Punkte gesichert ist, folgt weiter, dass jeder
zwischen zwei Punkten aus D gelegene Punkt sicher wieder
zu D gehort, weil er M und N gleichzeitig angehért. Die erste
Streckeneigenschaft ist somit vorhanden. Gleichzeitig zeigen
sich auf beiden Seiten beziiglich ¢« Punkte, die zu D zihlen,
weshalb auch die zweite Streckeneigenschaft vorhanden erscheint.
Da jeder nicht zu M und auch nicht zu N zéhlende Punkt sicher
D nicht angehort, so ist auch die dritte Streckeneigenschaft
vorhanden. Es ist also D tatséchlich eine Strecke.

Sind nun M, N zwei beliebige Strecken, so nennen wir
die Menge U derjenigen Punkte, die entweder M oder N, nicht
aber M und N gleichzeitig angehéren, den Unterschied
von M und N, oder gleichbedeutend, von N und M. Es lassen
sich Beispiele angeben, wo dieser Unterschied eine Strecke
ist (man definiere etwa M als ab, N als ac, wobei ¢ \/ ab, und
entferne hierauf den Punkt ¢ aus dem R,;). Ist U eine Strecke,
oder wird U nach Entfernung oder Hinzufiigung eines einzigen
Punktes zu einer Strecke, so sagen wir, die Strecken M, N
seien im B; zusammenstossend; die Unterschieds-
strecke symbolisieren wir dann auch mittels [M—N| oder |[N—M .
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Ist zur Bildung der Unterschiedsstrecke
die Hinzufligung eines Punktes zum Unter-
schied n6tig, so sind M, N punktfremd; ist die
Entfernung eines Punktes notig, so ist eine
der Strecken M, N ein echter Teil der anderen.

Eine einfache Untersuchung zeigt ndmlich, dass die Hinzu-
fligung oder die Entfernung eines Punktes nur dann vonnéten
sein kann, wenn mindestens ein Randpunkt existiert; der hin-
zugefiigte oder entfernte Punkt ist stets ein Randpunkt minde-
stens einer der Strecken M, N. Ist die Hinzufiigung dieses Rand-
punktes zum Unterschied erforderlich, so zeigen sich M, N auf
entgegengesetzten Seiten beziiglich dieses Randpunktes als Tren-
nungspunkt gelegen und sind daher punktfremd. Ist die Ent-
ternung des Randpunktes notig, so erweist sich dieser zu ent-
fernende Randpunkt zugleich als Randpunkt der Unterschieds-
strecke und als Randpunkt des Durchschnitts; letzterer ist dabei
mit einer der Strecken M, N identisch. Sind M, N zusammen-
stossende offene Strecken, so ist |¥—N| mit dem Unterschied
von M, N identisch. Halboffene oder abschliessbare Strecken
mit gemeinsamem Randpunkt sind allemal zusammenstossend.

Die Strecken M, N, P sollen gleichsinnig zusammen-
stossend heissen, wenn jedes Paar dieses Tripels zusammen-
stossend ist, dabei aber jede dieser Strecken von der Unter-
schiedsstrecke der beiden anderen verschieden bleibt. Ist die
letzte Bedingung nicht ertiillt, so reden wir von ungleich-
sinnig zusammenstossenden Strecken. Es sind ab, ac, ad gleich-
sinnig, ab, be, ac ungleichsinnig zusammenstossende Strecken.

Stossen M, N, P in jeder Paarung zusammen, so kann nicht
jedes Paar dieses Tripels punktfremd sein. Wihlt man nimlich
3 Punkte, m aus M, n aus N, p aus P, so darf m \/ np voraus-
gesetzt werden; sollten dann », P punktfremd sein, so gehéren
n und p zu | N—P|, — infolge der ersten Streckeneigenschaft
muss jetzt aber auch m zu | N—P| gehoren, d. h. m gehort ent-
weder zu N oder zu P.

Stossen M, N, P ungleichsinnig zusammen, so darf man
P mit | M—N| identifizieren, was symbolisch P = |M—N| ge-
schrieben werden mag. Sind hierbei M, N punktfremd, so zeigt
eine einfache Uberlegung, dass dann auch M = |N—P| und
N=|P—M| Sind jedoch M, N nicht punktfremd, so ist ihr
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Durchschnitt entweder mit M oder mit N identisch, und wieder
ergibt sich M = [N—P|, N = |P—M|. Bei der ersteren Annahme
ist M, N das einzige punktfremde Paar, bei der letzteren Annahme
P, N das einzige punktfremde Paar, wenn N den Durchschnitt
von M, N darstellt. Also:

In einem ungleichsinnig zusammen-
stossenden Streckentripel ist jede Strecke
die Unterschiedsstrecke der beiden anderen,
dabei existiert im Tripel ein und nur ein
punktfremdes Streckenpaar.

Fiir gleichsinnig zusammenstossende Strecken gilt daher
der Satz:

Im gleichsinnig zusammenstossenden
Tripelist entweder kein einziges punktfrem-
des Streckenpaar vorhanden, oder es sind
zwei und nur zwei Paare punktfremd.

Im Falle, wo M, N das einzige punktfremde Paar des
Tripels ist, zeigt sich ndmlich P = |M—N|.

Eine (endliche oder unendliche) Menge 3 von Strecken des
Ry soll eine Verknotung von Strecken heissen, sobald jedes
Streckenpaar aus I ein zusammenstossendes Paar bildet. Hnt-
hilt 3 mehr als drei Strecken, so muss in 3 jedes Streckentripel
gleichsinnig zusammenstossen. Wiren némlich 4, B, €
drei ungleichsinnig zusammenstossende Strecken aus 2, so diirfte
vorausgesetzt werden, dass 4, B punktfremd sind, wobei 4 <TC,
B <~ C (die Schreibweise U< V soll hier und weiterhin besagen,
dass die Menge U einen echten Teil der Menge V bildet).
Ist dann eine vierte Strecke D aus 2 mit C punktfremd, so ist
D auch mit 4, B punktfremd. Dann kénnten 4, B, D aber
nicht in jeder Paarung zusammenstossen. Es ist also notwendi-
gerweise entweder C<CD, oder D<CC. Bei der ersteren Annahme
gilt A<D, B<D; wihlt man nun einen Punkt 4 aus D, der
weder 4 noch B angehort, ferner zwei Punkte a, b entsprechend
aus A4, B, so gilt dann d /\ ab, weil | 4—B| eine Strecke ist, des-
gleichen b A ad, weil | D—B]| eine Strecke ist, ebenso a /\ bd, weil
|A—D| eine Strecke ist; das Axiom II; wire also nicht be-
friedigt. Bei der zweiten Annahme D<CC hat man die drei
Fille 1°: A<C D, 20: D<A, 8°: 4, D punktfremd, zu unterscheiden.
Im Falle 1 miissten Punkte existieren, die D, B gleichzeitig an-
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gehdren, ohne dass jedoch jeder Punkt von B zu D, oder
jeder Punkt von D zu B gehérte, — dann kénnten aber B, D
nicht zusammenstossen. Im Falle 2 miissten D, B punktfremnd
sein, dann gilt im Punkttripel a, b, d, wo a nicht zu D gehort,
sicher a A\ bd, weil | B—D)| eine Strecke, desgleichen b ad, weil
4, B punktfremd, ebenso d A ab, weil | C—D]| eine Strecke ist;
man gelangt also aufs neue zu einem Widerspruch mit II,. Der
Fall 8 bedingt D<CB; er wird nach Vertauschung von 4 mit
B ebenso erledigt, wie 2. Damit ist die oben aufgestellte Be-
hauptung bewiesen. ‘

Eine etwas langwierige, inhaltlich keine Schwierigkeiten
bietende Untersuchung aller denkbaren BEinzelfille, die hier iiber-
gangen werden soll, fithrt zur Erkenntnis des Kriteriums :

Eine Menge X von Strecken des Raumes R,
stellt eine Verknotung dar, sobald jede
Strecke aus 3 mit zwei beliebig fixierten
Strecken derselben Menge 2 gleichsinnig zu-
sammenstosst.

M. a. W.: die Strecken A, B stossen zusammen, sobald
A, M, N und B, M, N zwei gleichsinnig zusammenstossende
Tripel sind. Das Kriterium enthélt somit eine Aussage iiber die
Transitivitat des Begriffes zusammenstossender Strecken.

Man wihle nun zwei beliebige zusammenstossende Strecken
M, N und rechne zu 3 zunichst diese beiden Strecken, ausser-
dem aber noch jede mit M, N gleichsinnig zusammenstossende
Strecke. Die solcherweise definierte spezielle Verknotung soll
der Streckenbiischel (M, N) heissen.

10. Nichtabzahlbarkeit des Streckenbiischels.

Bedeuten X, Y beliebige Strecken aus (M, N), so zeigt sich
(X, Y) mit (M, N) identisch. Denn erstens sind X, ¥ sicher
zusammenstossende Strecken, zweitens ist jede Strecke 4, die
mit M, N gleichsinnig zusammenstésst, notwendig auch mit XY
zusammenstossend, drittens bildet die Menge der Strecken A
eine Verknotung, weshalb 4, X, ¥ als gleichsinnig zusammen-
stossendes Tripel erkennbar ist; analoge Betrachtungen gelten
fir X, ¥, M und X, Y, N. Hieraus ergibt sich aber die Iden-
titdt von (X, ¥) mit (M, N).
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Es soll nun eine Definition der Zwischenlage gegeben wer-
den, die es ermoglicht, (M, N) als linearen Raum aufzu-
fassen, dessen ,Punkte“ (Elemente) eben die Strecken des Biischels
sind. Es lauft dies auf eine Substitution der Worte ,Punkt®
fiir ,Strecke“ und ,linearer Raum* fiir ,Streckenbiischel“ hinaus.

Man treffe folgende Festsetzungen:

Sind 4, B aus (M, N) nicht punktfremd, so darf 4<B
gesetzt werden; es heisst dann 4 die kleinere, B die grossere
der beiden Strecken. Es ist eine Konsequenz der mit dem Teil-
begriff verkniipften Vorstellungen, dass 4<B, B<{C allemal
A < C bedingt. B heisst in diesem Falle die mittlere der drei
Strecken.

Essei U, V, W ein beliebiges Tripel aus (M, N). Sind die
Paare dieses Tripels allesamt nicht punktfremd, so werde V
durch die Forderungen U<CV, V< W als mittlere Strecke be-
stimmt; es soll in diesem Falle V'\/ UW gelten. Ist aber im
Tripel nur ein einziges Paar V, W nicht punktfremd, so werde
V durch die Forderung V< W bestimmt; dann soll wieder
V\/ UW gelten. Diese Definitionen sind kommutativ zu ver-
stehen, d. h. es soll gleichzeitig V\/ WU sein. Die Axiome II;
und II; sind auf diese Weise erfiillt. Es bleibt zu untersuchen,
wie die hier getrotfenen Verabredungen sich mit IL, und II
vertragen.

Mit Hilfe der friilher gefundenen Resultate ldsst sich nach-
weisen, dass im Streckenbiischel zu jeder Strecke sowohl eine
kleinere, als auch eine grissere Strecke angebbar ist. Noch
mehr: ist im (M, N) ein Streckenpaar 4, B beliebig vorgegeben,
wobei A < B, so lisst sich im (M, N) eine Strecke C konstruieren,
welche der Forderung 4 < C, C< B Folge leistet. Der etwas lang-
wierige, begrifflich nicht komplizierte Beweis dieser Behauptun-
gen soll hier iibergangen werden. Eine Paraphrase der Resul-
tate zeigt die Giiltigkeit des Axioms II, fiir die oben gegebene
Zwischenlagendefinition der Strecken.

Auch II,” ist erfiillt. Fixiert man némlich 4, B, C im
Biischel, so darf B\/ 40, B<C C angenommen werden. Ist da-
bei A< B, so folgt die Giiltigkeit von II,” bei einer vierten
Strecke D direkt aus der Transitivitit des Begriffes ,echter Teil“;
ist aber 4 mit B punktfremd, so hat man drei Moglichkeiten:

1°. D\/ BC, also D<_C, B< D, — dann ist auf Grund der
Definitionen offenbar auch D\/ AC.
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2°. D\/ AC, also D entweder mit 4 oder mit C punktfremd.
Im ersteren Falle gilt D<CC; wenn dann auch D< B, so ist
D\/ AB, wenn aber B<D, so besteht D\/ BC. Im letzteren
Falle ist D<A, mithin D\/ AB.

3°. D<ZAB, — dann ist stets auch D\/ AC.

Der Streckenbiischel erweist sich also tatsichlich infolge der
oben gewdhlten Definition des Begriffs der Zwischenlage als
ein linearer Raum. Als solcher muss er unendlich viele kon-
stituierende Elemente enthalten. Eine Eigentiimlichkeit des
Streckenbiischels besteht aber darin, dass diese Unendlichkeit
nicht-abzahlbar ist. Der Gedankengang des Beweises die-
ser Behauptung sei kurz angedeutet 6):

Es seien die Strecken des (M, N) abgeziihlt als 4,, 4,
A3, ..., 4y, ... bezeichnet. Man bestimme dann eine Teilmenge
I' der 4, folgendermassen: Das Element A4, soll zu I' zihlen;
ausgeschieden werde jedes Element, welches grosser als 4,, oder
zu 4, punktfremd ist; unter den verbliebenen Elementen soll
dasjenige mit kleinstem Index zu I' gezihlt und in A® umbe-
nannt werden, zugleich soll fiir das schon zu I' gezihlte 4, die
Umbenennung A® Verwendung finden; ausgeschieden werde
nun noch jedes Element, welches kleiner ist als 4®; unter den
verbliebenen soll dasjenige mit kleinstem Index als 4® zu I’
gezéhlt werden; ausgeschieden werde weiterhin jedes Element,
welches grosser ist als A®); unter den nunmehr noch verblie-
benen soll dasjenige mit kleinstem Index ausgesucht und als A®
der Teilmenge I' einverleibt werden; ausgeschieden werde jede
Strecke, die kleiner ist als 4® usw. Dieses Bildungsgesetz
liefert I' als abgezihlte unendliche Menge

AD AC S A® 4G A0 (10)
Durch v. I. erkennt man, dass

AR < Ae
Ay < A® | sofern g < h; (11)
ACHD < A= | ogofern e < f.

Im R,, welchem der Streckenbiischel (M, N) entnommen ist,
fixiere man nun die Punktmenge X, die aus solchen und nur
solchen Punkten besteht, welche jeder Strecke A@—Y ange-

16) Die Idee des Beweisganges gehort G. Cantor (J. f Math. 7%,
S. 259-—260).
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horen. Es ist denkbar, dass in X ein Punkt 2, vorkommt, in Bezug
auf welchen jeder andere Punkt z aus X in demselben Bereich
So(z,) liegt; dieser ausgezeichnete Punkt x, soll, falls er existiert,
aus X entfernt werden; die Restmenge sei X’. Eine Analyse
zeigt dann, dass diese Menge X’ die drei Streckeneigenschaften
aufweist, und zwar ist X' eine Strecke des Biischels (M, N),
weil X” mit A® und A® gleichsinnig zusammenstosst. Man

erkennt, dass
A%9) < X < Ae—-1 , (12)

fiir jedes Paar von Ordnungszahlen f, g. Hieraus folgt, dass X’
nicht zu I' gehort, ebenso aber auch nicht zu den bei der Bil-
dung von I' ,ausgeschiedenen“ Strecken. Sollte aber (M, N)
abzihlbar sein, so hitte man bei bestimmtem ¢ sicher X' = 4,,
und dann miisste X’ notwendig entweder in I', oder unter den
,ausgeschiedenen“ Strecken auftreten. Damit ist ein Wider-
spruch erwiesen.

Die Existenz nicht-abzihlbarer linearer Réume ist somit
gesichert.

11. Begriff des Kontinuums.

Haben zwei Strecken 4, B eines Streckenbiischels einen
gemeinsamen Randpunkt o, so ist dieser Punkt o gemeinsamer
Randpunkt einer jeden Strecke des Biischels; zugleich ist o der
einzige Punkt, der keiner Strecke des Biischels angehort. Es
soll in diesem Falle o der Ursprung des Streckenbiischels
heissen.

Man fixiere im R; einen Biischel mit dem Ursprung o. In-
terpretiert man (M, N), wie im § 10 dargelegt, als ,linearen Raum¥,
so sind die ,Punkte“ von (M, N) nichts anderes, als die Strecken
des Biischels (M, N) im R;; aus diesen ,Punkten“ kénnen wie-
derum ,Strecken® gebildet werden. Um Missverstindnissen vor-
zubeugen, sollen hier die in der neuen Interpretation geltenden
Begriffsbildungen durch Anfiihrungszeichen gekennzeichnet wer-
den. EKine ,Strecke“ im ,Raum“ (M, N) ist also eine gewissen
Anforderungen geniigende Menge von Strecken des Biischels
(M, N) im R,. HEs erweist sich als zweckmissig, auch den
Ursprung o des Biischels (obgleich dieser Ursprung keine Strecke
des Biischels ist) zu den ,Punkten“ des ,Raumes“ zu zihlen, —
wir reden dann auch von der Nullstrecke o. Es miissen

3
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dann aber noch Vereinbarungen iiber die Zwischenlagendefinition
fiir diese Nullstrecke getroffen werden. Sind 4, B im (M, N)
punktiremd, so soll o\/ AB gelten, ist aber A< B, so hat
A\/ oB zu bestehen. In dem so erginzten ,Raum“ gelten
dann tatsichlich, wie man sich direkt {iberzeugt, die linearen
Anordnungsaxiome II;_s, II,". Der nach Hinzunahme der Null-
strecke zum Streckenbiischel entstandene ,lineare Raum*“ werde
mittels K, symbolisiert. Eine charakteristische Eigenschaft
dieses K; besteht darin, dass im K; jede ,Strecke*
abschliessbar ist. Man erkennt dies schrittweise nach
folgendem Schema : )

Es sei eine aus ,Punkten“ J bestehende ,Strecke“ X im K,
fixiert. Man greife zunichst einen beliebigen ,Punkt® J dieser
»Strecke“ heraus und konstruiere im R, die Menge P der-
jenigen Punkte, welche J oder einem zu J nicht punktfremden
ySPunkt“ von 2 angehoren. Diese Menge P zeigt im R, die
drei Streckeneigenschaften, wobei o sich als Randpunkt erweist;
es ist demnach P eine Strecke des Biischels (M, N). Dabei
gehort P sicher nicht zu 2, wohl aber liegen simtliche ,Punkte
der ,Strecke* X auf einer ,Seite“ beziiglich des ,Punktes“
P, und jeder ,Punkt“ L gehort zu 2, falls L\/ PJ. P zeigt
demnach alle Eigenschaften eines ,Randpunktes“ der ,Strecke“ 2.
Ein Randpunkt ist also sicher vorhanden. Sollte nun 2 ,Punkte«
E enthalten, die dem vorhin benutzten ,Punkt® J gegeniiber
punktfremd sind, so greife man ein beliebiges solches E heraus
und konstruiere mit seiner Hilfe, analog dem Vorigen, einen zweiten
,Randpunkt® . Sollte jedoch ein solcher ,Punkt“ £ in 2 nicht
vorhanden sein, so sehe man, ob nicht eine Strecke U im Bii-
schel existiert, die kleiner ist als J, dabei aber nicht zu % zéhlt.
Im Falle der Existenz von U konstruiere man im R, die Punkt-
menge (), die aus denjenigen Punkten besteht, welche solchen
Strecken U angehtéren. Diese Menge @ erweist sich wieder als
eine Strecke des Biischels (M, N) und zeigt in Bezug auf die
,Strecke“ I die Eigenschaften des zweiten ,Randpunktes®.
Sollte aber auch keine Strecke U vorhanden sein, so hat man
in der Nullstrecke o den gesuchten zweiten ,Randpunkt“ @ von 2.
Es ist also wirklich jede ,Strecke“ X im K; als Gesamtheit der
zwischen zwei ,Punkten“ P, @ gelegenen ,Punkte“ darstellbar,
m. a. W. jede ,Strecke 3 ist im K; abschliessbar.

Unabhéngig von der speziellen Erzeugungsart soll nun ein
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.

linearer Raum, in welchem jede Strecke abschliessbar ist, ein
lineares Kontinuum heissen und mit K; bezeichnet werden.

Der mit Hilfe des Streckenbiischels konstruierte ,Raum*
ist hiernach ein Spezialfall eines Kontinuums; die Anzahl seiner
HPunkte“ ist, nach § 10, sicher nicht-abzihlbar. Letztere Eigen-
schaft gilt aber fir jedes beliebige Kontinuum. Denn fixiert
man im K; einen Ursprung o, so entsteht eine Korrespondenz
zwischen den von o verschiedenen Punkten des K; und den
Strecken des zu o gehorigen Biischels, — jeder Strecke ent-
spricht namlich ihr zweiter (sicher existierender) Randpunkt;
weil aber die Strecken des Biischels nicht-abzéhlbar sind, so gilt
dasselbe fiir die Punkte des Kj.

Eine Konsequenz hiervon ist, dass in jedem R;, dessen
Punkte abzihlbar sind, stets nicht-abschliessbare Strecken angeb-
bar sein miissen.

12. Irrationale Punkte.

Es sei R, kein Kontinuum. Man fixiere einen beliebigen
Punkt o als Ursprung eines Biischels (M, N) in diesem Raume £,
und betrachte zugleich das durch diesen Biischel bestimmte ,lineare
Kontinuum*“ K;. Zwischen den abschliessbaren Strecken des Bii-
schels (M, N) und den von o verschiedenen Punkten des R,
besteht eine, der am Schluss des vorigen Paragraphen erwihnten
analoge, Korrespondenz: jeder Strecke entspricht eineindeutig
ihr von o verschiedener zweiter Randpunkt. Es moge nun noch
die Nullstrecke dem Punkte o entsprechen. Die Korrespondenz
ist dann, wie leicht zu ersehen, anordnungstreu, d. h. die
Zwischenlage ist fiir je drei Elemente dieselbe, wie im Kkor-
respondierenden Tripel.

" Man bereichere nun die Punktmenge R; um neue Elemente,
die wir irrationale Punkte nennen wollen, wobei folgende
Forderungen zu erfiillen sind:

Es soll eine Korrespondenz zwischen den irrationalen Punkten
und den nicht-abschliessbaren Strecken des Biischels bestehen,
zugleich die frithere Korrespondenz zwischen den abschliessbaren
Strecken und den Punkten des R; beibehalten werden. Es be-
steht dann eine Korrespondenz zwischen den Strecken von (M, N)
und der Vereinigungsmenge der irrationalen Punkte mit dem R,
oder, was auf dasselbe hinauslduft, eine Korrespondenz zwischen

3*
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dem K, und dieser Vereinigungsmenge. Mittels dieser Korrespon-
denz soll nun die Definition der Zwischenlage auf jedes Elemen-
tentripel der Vereinigungsmenge iibertragen sein. Die Zwischen-
lage fiir jedes Tripel von Punkten des R; bleibt dann offenbar
unverindert die frithere.

Die Vereinigungsmenge wird dadurch in ein lineares Kon-
tinaum verwandelt, welches infolge der anordnungstreuen Korre-
spondenz von dem K; nicht wesentlich verschieden ist. Soll die
Ableitung aus dem R, fiir die Vereinigungsmenge explizite an-
gedeutet werden, so verwenden wir fiir diese Vereinigungsmenge
das Symbol der Derivierten R,’. Die urspriinglich schon im R,
vorhandenen Punkte des R, nennen wir zur Unterscheidung
dann rationale Punkte des R,". Die urspriingliche Anordnung
der rationalen Punkte erleidet durch das Hinzutreten der irratio-
nalen Punkte keine Stérung. .

Zwischen zwei beliebigen Punkten des R,’ lisst sich stets
ein rationaler Punkt angeben. Zwei verschiedene Strecken B, C
des Biischels (M, N) miissen sich ndmlich allemal mindestens
um einen Punkt o aus R; unterscheiden; fiir die mit diesem a
korrespondierende abschliessbare Strecke 4 gilt notwendig
A\/ BC; entspricht also b aus R, der Strecke B, und ¢ aus R;’
der Strecke C, so ist a\/ bc sicher erfiillbar.

Die rationalen Punkte liegen also im R, iiberall
dicht 7).

Entfernt man aus einem Kontinuum eine endliche Anzahl
von Punkten, so verbleibt als Rest wohl ein linearer Raum, je-
doch kein Kontinuum, denn jede Strecke, deren Randpunkt zu
den entfernten gehort, ist im Restraum nicht mehr abschliessbar.

Ein lineares Kontinuum zeigt sich stets mit Punkten so
weit gesdttigt, dass es nicht mehr moglich ist, diesem Konti-
nuum ohne Stérung der Anordnung eine endliche Anzahl
neuer Punkte im Einklang mit den linearen Anordnungsaxio-
men einzufiigen. Denn nach dem vorigen koénnte ja dieser
hypothetische ,ergénzte“ lineare Raum kein Kontinuum dar-
stellen, — er miisste daher nicht-abschliessbare Strecken auf-
weisen ; eine solche nicht-abschliessbare Strecke miisste dann aus
der Vereinigung einer Strecke des urspriinglichen Kontinuums mit
einer endlichen Anzahl neuer Punkte bestehen. Auf Grund des § 5

17) G. Cantor, Math. Ann. 15 (1879), S. 2.
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lisst sich aber nachweisen, dass diese neuen Punkte zwischen
den Randpunkten der urspriinglichen Strecke liegen miissen,
d. h. die fritheren Randpunkte sind auch jetzt noch Randpunkte
der Vereinigungsmenge, die Strecke wiire also doch abschliessbar.

Hier ist zu beachten, dass ein Kontinuum sich aber wohl
durch Hinzunahme einer unendlichen (eventuell abzihlbaren)
Menge neuer Punkte ohne Stérung der urspriinglichen Anord-.
nung zu einem neuen linearen Raum ergéinzen ldsst. Man braucht
dazu z. B. nur einen beliebigen Punkt des Kontinuums durch
einen linearen Raum zu ,substituieren“ (den Punkt in eine Strecke
waufzulosen“) und zweckmissige Festsetzungen tiber die Zwischen-
lage der neuen Punkte zu treffen, analog den im néchsten
Paragraphen getroffenen Vereinbarungen.

Bei der Bildung des R;” aus dem R, hitte man etwas
allgemeiner verfahren kénnen, indem man zuniichst den R, nur
um einen Teil der Menge der irrationalen Punkte, nicht gleich
um jeden fehlenden irrationalen Punkt bereicherte. Der Aufbau
iibereinanderliegender Zahlkdrper bei algebraischen Untersuchun-
gen liefert Beispiele solcher Raumbildungen. Jeden auf diese
Art entstandenen Raum {iber R; wollen wir, um die Rolle des
Streckenbiischels bei dieser Begriffserweiterung anzudeuten, ei-
nen Blischelraum {iber dem R, nennen; enthilt dieser
Biischelraum je den irrationalen Punkt, so erhilt man das R,
ndchstliegende Biischelkontinuum. Ist der R,
schon selbst ein Kontinuum, also jede Strecke im R, abschliess-
bar, so werden durch den Streckenbiischel iiberhaupt keine
irrationalen Punkte definiert, — der R, ist dann mit dem ihm
nichstliegenden Kontinuum identisch. In jedem Falle ist das
nichstliegende Kontinuum durch R, bis auf die Wahl des Punk-
tes o vollkommen bestimmt.

Im Kontinuum ist jeder Streckenbiischel bestimmt, sobald
sein Ursprung o (der im Kontinuum jedesmal sicher existiert)
gegeben ist; der Ursprung darf daher als Symbol fiir den Bii-
schel verwendet werden. Hat man zwei Biischel o, o', und lisst
man die Strecke oa des einen Biischels stets der Strecke o"a des
anderen entsprechen, so erhilt man eine anordnungstreue Korre-
spondenz der Strecken beider Biischel. Diese anordnungstreue
Korrespondenz bleibt offenbar bestehen, wenn man auf den R;
zuriickgeht, zu dem unser Kontinuum als nichstliegendes ge-
bildet war, m. a. W.:
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Zwischen zwei beliebigen Streckenbii-
scheln eines beliebigen linearen Raumes
besteht stets eine anordnungstreue Korre-
spondenaz.

Infolge der im Kontinuumsbegriff enthaltenen Konzentra-
tion der Ideen gestaltet sich die Formulierung der in
linearen Rdumen geltenden Gesetze einfacher, sobald man
diese Riume als Kontinua voraussetzt.

18. Die Menge der Streckenbiischel.

Es sei ein K; vorgelegt und in diesem dann jeder Strecken-
biischel gebildet. Die Vereinigungsmenge der Elemente dieser
Streckenbiischel sei kurz als Menge der Streckenbiischel
bezeichnet, wobei aber zu beachten ist, dass die Elemente dieser
Menge nicht die Biischel, sondern die Strecken (inklusive
Nullstrecken) sein sollen. Diese Elemente sollen nun als ,Punkte“
aufgefasst werden; man bedarf dann noch einer zweckméssigen
Definition der Zwischenlage, um die Menge der Streckenbiischel
in einen ,linearen Raum“ zu verwandeln.

Das Kontinuum K; soll hierzu zunichst orientiert
werden, was folgendermassen geschieht: Man fixiere zwei
beliebige Punkte o, p im K;; jeder zu §,(0) gehorige Punkt
soll dann positiv beziiglich o, jeder zu 7, (o) gehorige Punkt
dagegen negativ gelegen heissen; ist o ein beliebiger von o
und p verschiedener Punkt, so hat man entweder p A oo” oder
p\/ 00’, — im ersteren Falle heisse jeder S,(0") entnommene Punkt
positiv beziiglich o', jeder T,(0") entnommene Punkt dagegen
negativ beziiglich 0" gelegen, im letzteren Falle soll umgekehrt
jeder zu T, (o) zihlende Punkt positiv, jeder zu &S,(o") zéh-
lende Punkt negativ beziiglich o' gelegen heissen; jeder Punkt
aus 7,(p) soll als positiv bezliglich p, jeder Punkt aus 8, (p)
als negativ beziiglich p gelegen angesehen werden.

Ist nun ab eine Strecke des K, so ist es bestimmt, welcher
der beiden Randpunkte a, b positiv beziiglich des anderen liegt.
Die Strecke ab gehort stets zwei verschiedenen Biischeln mit
den Urspriingen a, b an. Ist b positiv beziiglich a gelegen, so
nennen wir ab eine positive Strecke des Biischels a.
In einem und nur einem der beiden Biischel a, b ist die Strecke
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ab positiv; der Biischel a, dem ab positiv angehort, ist durch
diese Strecke bestimmt.

Sind nun 4, B, C Strecken im K, also ,Punkte“ des
neuen ,Raumes“, so wiren drei Fille zu unterscheiden:

1°. 4, B, O sind positive Strecken dreier verschiedener
Biischel g, b, ¢. Es soll dann 4 \/ BC gelten, sobald a\/ bc besteht.

20, A, B sind positive Strecken eines Biischels a, dagegen C
positiv in einem hiervon verschiedenen Biischel ¢. Weil positive
Strecken ein und desselben Biischels nie punktfremd sein kénnen,
darf 4 < B angenommen werden. Es soll dann B\/ AC gelten,
falls ¢ positiv beziiglich a gelegen, dagegen A4 \/ BC, falls a posi-
tiv beziiglich ¢ gelegen ist.

30, A, B, C sind positive Strecken eines Biischels a. Die
Zwischenlage 4\/ BC sei dann durch B<{A<C vorgeschrieben.

Die Nullstrecken sollen hierbei formal wie positive Strecken
der durch sie bestimmten Biischel behandelt werden, mit der
erginzenden Bestimmung, dass die Nullstrecke kleiner sein
soll, als jede andere positive Strecke des Biischels.

Man iiberzeugt sich dann direkt, dass die Axiome II;_s, II,’
gelten. Die Menge der Streckenbiischel wird also auf diese Weise
tatsichlich als ein linearer Raum“ interpretiert. Dieser ,Raum*“
soll der iiber K; ndchstliegende Streckenraum heissen.
Er ist sicher kein Kontinuum. Fasst man nidmlich in einem
fixierten Biischel des K; die Menge der positiven Strecken dieses
Biischels zusammen, so hat man damit eine Menge von ,Punk-
ten“, die den drei Eigenschaften einer ,Strecke“ geniigt. Diese
LStrecke“ besitzt aber nur einen ,Randpunkt® im ,Strecken-
raum®, ndmlich die Nullstrecke des Biischels im K;, — diese
»otrecke“ ist also nicht ,abschliessbar«.

Durch Hinzunahme der fehlenden irrationalen ,Punkte,
m. a. W. durch Bildung des nichstliegenden Biischelkontinuums
(iiber dem Streckenraum), gelangt man zu einem neuen Konti-
nuum, welches das K; ndichstliegende Streckenkonti-
nuum heissen moge.

Da die Gesamtheit der Nullstrecken des K; mit der Gesamt-
heit der Punkte desselben K, wesentlich identisch ist, und da das
K, niichstliegende Streckenkontinuum die Gesamtheit dieser Null-
strecken als Teilmenge enthiilt, so darf man sich das Strecken-
kontinuum auch durch Ergénzung des K, mittels einer Menge
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idealer Punkte (derjenigen positiven Strecken des K,, die keine
Nullstrecken sind) entstanden denken, welche dann noch um eine
Menge irrationaler idealer Punkte (bei der Bildung des
Biischelkontinuums iiber dem Streckenraum) zu bereichern ist.
Im Streckenkontinuum existieren Strecken, die keinen Punkt des
urspriinglichen K, enthalten, — die oben erwihnte ,Strecke*
der positiven Strecken eines Blischels im K, liefert ein Beispiel
hierfiir.

Uber dem Streckenkontinuum kann nun allemal ein neues
néchstliegendes gebildet werden. Durch v. I. beweist man
den Satz:

Ein beliebig gegebener linearer Raum R,
bestimmt allemal zugleich eine abzdhlbar-
unendliche Folge von Kontinuen

kP, K® KP, ... K", ... (13)

Hier bedeutet K das R, nidchstgelegene
Bischelkontinuum und K™ das K nichst-
gelegene Streckenkontinuum. Im K,
welches eventuell auch mit B identisch sein
kann, liegen die Punkte von R, stets iiberall
dicht. Im KY liegen die Punkte des K® bei
t<j nirgends dicht.

Es ist daher nicht statthaft mit der intuitiv nahe-
liegenden Idee einer Geraden, die alle iiberhaupt denkbaren
Punkte enthilt, zu operieren.

14. Stetige Deformation.

Ziwei lineare Raume, fiir deren Punkte eine anordnungstreue
Korrespondenz herstellbar ist, sind einander #hnlich. Die
Substitution eines linearen Raumes durch denselben linearen
Raum, aber mit Vermittelung einer anordnungstreuen Korre-
spondenz zwischen den Punkten in der ersten und zweiten Auf-
fassung, soll eine stetige Deformation dieses Raumes
heissen; die identische Deformation, bei der jeder
Punkt sich selbst entspricht, ist hierbei als Spezialfall mit ein-
begriffen. Die Gesamtheit der stetigen Deformationen eines R,
bildet dann eine Gruppe, indem die aufeinanderfolgende Aus-
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filhrung zweier stetiger Deformationen einer neuen stetigen
Deformation gleichbedeutend ist. Die zur stetigen Deforma-
tion ¢ inverse Deformation o~ macht ¢ riickgingig, die
Verkniipfung o—'¢ bedeutet also die identische Deformation.
Letztere Beziehung ist eine wechselseitige, d. h. (6=*)~* ist mit o
gleichbedeutend. Die n-malige Verkniipfung von ¢ mit sich
selbst werde o* geschrieben, analog sei die n-malige Verkniipfung
von ¢—! mit sich selbst durch o—" symbolisiert; o* und o— er-
weisen sich als wechselseitig inverse Deformationen.

Der Begriff der Strecke ist eine Invariante fiir jede stetige
Deformation, d. h. eine Strecke S erweist sich auch nach aus-
gefiihrter stetiger Deformation stets wieder als eine Strecke des
deformierten Raumes.

Als Knoten der stetigen Deformation o sollen diejenigen
Punkte bezeichnet werden, die bei der durch ¢ bestimmten Zu-
ordnung sich selbst entsprechen. Jeder Knoten von ¢ ist zu-
gleich auch Knoten von ¢" und ¢~ bei jedem n. Bei der iden-
tischen Deformation ist jeder Punkt ein Knoten.

Es moge der Punkt a durch ¢ in o’ iibergehen, ferner o
durch dieselbe Deformation ¢ in a”, oder, was dasselbe besagt,
a mdége durch o? in o iibergehen. Besteht dann

a' \/ aa”, (14)

so soll die Deformation ¢ monoton heissen. Diese Definition
ist dadurch gerechtfertigt, dass in diesem Falle ¢ sich
auch dann als monoton erweist, wenn statt a ein beliebiger
anderer Ausgangspunkt & fixiert wird, wenn nur b kein Knoten
von o ist. Eine von der identischen Deformation verschiedene,
nicht-monotone stetige Deformation besitzt hochstens einen
Knoten. Ist fiir jeden Punkt a stets a’’ mit a identisch, so reden
wir von einer Spiegelung. Als ausgearteten Spezialfall darf
man auch die identische Deformation unter die Spiegelungen
zihlen. Fiir eine Spiegelung ist o2 stets die identische De-
formation.

Ist o keine Spiegelung, so bedeutet o® allemal eine monotone
stetige Deformation. Damit ist die Frage der Bildung monotoner
Deformationen auf die Frage der Bildung solcher Deformationen
zuriickgefiihrt, die keine Spiegelungen sind.

Ist ¢ monoton, so ist die inverse Deformation ¢—* gleichfalls
monoton.
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Ein charakteristischer Unterschied der Eigenschaften mo-
notoner und nicht-monotoner Deformationen ist durch folgenden
Satz gegeben :

Ist o’ aus @« und % aus b durch o entstan-
den, und ist hierbei a'\/ab, so sind die abge-
schlossenen Strecken [aa’], [%¢] punktfremd,
sobald 6 eine monotone Deformation darstellt;
bei b A\ aa’ sind [aa’], [00'] nicht-punktfremd, so-
bald ¢ nicht-monoton ist.

Simtliche in diesem Paragraphen angefiihrten Behauptungen
ergeben sich als direkte Konsequenzen der Axiome II,_s IL,.

Invariantes Verhalten in Bezug auf stetige Deformationen
zeigen zusammenstossende Strecken, gleichsinnig zusammen-
stossende Strecken, Streckenbiischel, wovon man sich auf Grund
derselben Axiome iiberzeugt.

15. Skala einer Deformation.

Es sei o eine monotone stetige Deformation des R;, ¢ und
o~ die n-fachen Wiederholungen von o resp. o= Die identische
Deformation ldsst sich folgerichtig als nullte Potenz o° in die
Reihe der o, o= einordnen. Es soll ein Punkt o fixiert sein,
der durch o in a®™, durch o— in at-m iibergehen moge; statt
a darf dann auch konsequenterweise a® geschrieben werden.
Die Punktfolge

R a(—”)’ a[—("—l)]’ . a(—z), a(*l)’ a(o)’ a(l)’ a(2)’ . a("—l), a("), o (15)

soll dann die mittels o aus a entwickelte Skala
heissen.

Die Grossenbeziehung der Indizes ist in transitiver Weise
definiert, sobald man {iibereinkommt, dass 0<<m; —i< 0 zu
gelten hat, und dass —m <C—¢, sobald i<Zm. Aus dem Begrift ’
der Monotonie ergibt sich dann mit Hilfe der Anordnungsaxiome,
dass a®\/ a® @), sobald entweder z <y <z oder z<<y<Caz.
Schreibt man fiir al=t— auch at—+0, fiir a©® auch a-+Y, fiir «®
auch a®+b, so ist stets a0 der auf a® folgende Punkt der Skala.

Jede Sirecke a®a@+D bildet eine Elementarstrecke
der Skala. Zwei verschiedene Elementarstrecken einer Skala
sind notwendigerweise punktfremd.
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Vereinigt man die Menge der Skalenpunkte a® mit der
Menge der die Elementarstrecken bildenden Punkte zu einer
neuen Punktmenge M, so zeigt M samtliche drei Strecken-
eigenschaften, falls auf beiden Seiten von a(® Knoten existieren.
Ist der R; ein Kontinuum, so lassen sich dann zwei Randpunkte
f, g fir M angeben. Diese Punkte £, g sind dann sicher Knoten
von o, dabei ist aber die Menge M selbst knotenfrei, es ist also
zwischen f, g kein Knoten mehr gelegen.

Die Menge M soll in allen Féllen ein durch o erzeugter
Massbereich heissen. Bei vorgegebener Deformation o ist der
Massbereich M durch Angabe eines einzigen beliebigen ihm an-
gehorigen Punktes a bestimmt.

Ist der R, ein Kontinuum, dabei in Bezug auf die Defor-
mation ¢ knotenfrei, so muss M mit dem Gesamtraum R, iden-
tisch sein.

Die Knoten einer monotonen stetigen Deformation ¢ koén-
nen einen R; nicht iiberall dicht erfiillen, sofern ¢ von der iden-
tischen Deformation verschieden ist. Denn durch ¢ wird min-
destens ein knotenfreier Massbereich definiert. Da eine nicht-
monotone Deformation héchstens einen Knoten besitzt, so hat man
den Satz:

Ist im Biischelkontinuum jeder rationale

Punkt ein Knoten, so ist die ausgefiihrte De-

formation die identische.

Wird in einem Kontinuum K; ein Massbereich M gebildet,
‘hierauf aus K; jeder nicht zu M gehorige Punkt entfernt, so
zeigt die verbliebene Punktmenge M bei ungeinderter Defini-
tion der Zwischenlage alle Eigenschaften eines Kontinuums.
Hieraus folgt, dass es statthaft ist, solche monotone stetige De-
formationen o zu betrachten, fiir die der Massbereich das Ge-
samtkontinuum ist, sobald man die Existenz monotoner steti-
ger Deformationen iiberhaupt zugibt.

Es sei R,” das R; nichstliegende Biischelkontinuum, ¢ eine
monotone Deformation, fiir welche der Massbereich mit R,
identisch wird, dabei » die Punkte aus R;, s die ent-
sprechenden Punkte nach der Deformation. Da die » im R,
iiberall dicht liegen, so gilt dasselbe auch fiir die s. Sollte' nun
o, eine zweite monotone Deformation sein, die denselben Mass-
bereich ergibt und dabei stets » ebenfalls in s deformiert, so
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wire auf Grund der Gruppeneigenschaft o; 0~ = ¢ gleichfalls
eine stetige Deformation. Hs fithrt aber ¢-! jeden Punkt s in
den zugehérigen Punkt r iiber, andererseits o, jeden Punkt r
in s, — die Deformation ¢ lisst daher die s ungesndert, d. h.
letztere sind Knoten von 7. Weil die s im R;’ iiberall dicht
liegen, muss v daher notwendig die identische Deformation
sein, mithin ist o, die zu o~! inverse Deformation, also mit o
identisch. Zwei verschiedene monotone Deformationen kénnen
somit nicht ein und dieselbe Deformation der Punkte des R,
im R,” erzeugen, m. a. W.:

Die Deformation o im Biischelkontinuum
ist definiert, sobald bekannt ist, welchen
Punkten o die rationalen Punkte zuordnet.

Ist der Massbereich M mit dem Gesamtraum identisch, so
wollen wir die Skala (15) eine archimedische nennen. Bei
vorgegebener Deformation o erweist sich jede Skala als archi-
medisch, sobald eine Skala archimedisch ist. Es darf daher
dann auch die Deformation o selbst eine archime-
dische genannt werden. Eine archimedische Deformation ist
knotenfrei; im Kontinuum ist umgekehrt jede knotenfreie mo-
notone stetige Deformation eine archimedische.

Existiert in einem R; eine archimedische Deformation o,
so existiert im nachstgelegenen Biischelkontinuum R, eine und
nur eine solche monotone stetige Deformation, welche im R/
die Punkte des R: (also die rationalen Punkte) nach dem durch
o vermittelten Gesetz abbildet.

168. Das Dedekind’sche Kontinuum.

Abzihlbare lineare Riume sind stets einander ihnlich.
Sind ndmlich a;, a, ... as ... die abgezihlten Punkte des
Raumes R,@, analog b, by, . . ., bs, . . . die abgeziihlten Punkte
des Raumes R,®, dann erhdlt man eine anordnungsireue Kor-
respondenz zwischen den « und den & folgendermassen:

Es werde zundchst das Paar a;, a, entsprechend dem
Paar b, b, zugeordnet; man bestimme hierauf die Lagenbe-
ziehung im Tripel a;, a5, a3 und suche die kleinste Ordnungs-
zahl m, bei welcher im Tripel &, b,, b, entsprechend dieselbe
Lagenbeziehung gilt, — dann werde a; dem Punkte b, zugeord-
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net; ist nun m von 3 verschieden, so bestimme man die
Reihenfolge der Punkte des Quadrupels b&:, b,, b, b3 und
suche die kleinste Ordnungszahl =, fiir welche' im Quadrupel
a5, ag, as, a, die entsprechende Reihenfolge besteht, — dar-
auf werde a, dem Punkt b; zugeordnet usw. Das hiermit ange-
deutete Verfahren kann unbeschrinkt fortgesetzt werden, wobei
zu jedem a das entsprechende b, und umgekehrt, sich finden
laisst. Durch v. I. erkennt man auf Grund der Anordnungs-
axiome, dass auf diese Weise tatsdchlich eine anordnungstreue
Korrespondenz zwischen beiden Riumen entsteht.

Eine direkte Folge der Ahnlichkeit abzihlbarer Rdume
besteht darin, dass Biischelkontinuen iiber abzéhlbaren Riumen
sich ebenfalls als dhnlich erweisen miissen.

Da ‘bei anordnungstreuer Korrespondenz jedes Gesetz eben
mittels dieser Korrespondenz von dem einen Raum auf den an-
deren iibertragbar ist, so darf man untereinander #hnliche
Riume als nicht wesentlich verschiedene Vertreter eines und
desselben Raumtypus ansehen.

Nach R. Dedekind kann man die Menge der reellen
Zahlen als die Menge der Schnitte ¥) in der Gesamtheit der
rationalen Briiche definieren. Letztere Gesamtheit bildet aber
bei natiirlicher Definition der Zwischenlage einen abzdhlbaren
linearen Raum. Man erkennt leicht, dass die Menge der
Dedekind’schen Schnitte begrifflich mit dem Biischelkonti-
nuum {iiber dem Raum der rationalen Briiche zusammenfillt.
Dieses spezielle Biischelkontinuum ist nun aber, laut dem oben
Gesagten, dem ni#chstliegenden Biischelkontinuum iiber einem
beliebigen abzihlbaren Raume #hnlich. Man ist daher berechtigt
diesen Kontinuumtyp als Dedekind’sches Kontinuum an-
zusprechen. Die Definition ldsst sich auch dahin modifizieren,
dass ein Kontinuum als ein Dedekind’sches zu gelten hat,
sobald eine in diesem Kontinuum tiberall dicht liegende abzihl-
bare Punktmenge angebbar ist. Hieraus folgt, dass ein Dede-
kind’sches Kontinuum jeder diesem Kontinuum entnommenen
Strecke #hnlich ist.

Da im Raum der rationalen Zahlen archimedische Defor-
mationen ausfiihrbar sind (eine solche Deformation bildet z. B.
der Ubergang vom Bruch :3;— zum Bruch m—j;—ﬁ

), so folgt sofort

18) R. Dedekind, ,Stetigkeit und irrationale Zahlen®, 1872.
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die Ausfiihrbarkeit knotenfreier monotoner stetiger Deforma-
tionen im Dedekind 'schen Kontinuum.

Eine charakteristische Eigenschaft des Dedekind’schen
Kontinuums fixiert der Satz:

Jede Menge punktfremder Strecken eines
Dedekind’schen Kontinuums ist endlich oder
héchstens abzdhlbar-unendlich.

Es muss ndmlich im Dedekind schen Kontinuum X; eine
iiberall dicht gelegene abzihlbare Punktmenge R; vorhanden sein,
und jede Strecke des K, muss mindestens einen Punkt dieser
Menge enthalten, — es ist daher méglich, jeder Strecke einen
nur ihr angehorigen Punkt der Menge R; zuzuordnen, sobald in
der Menge der Strecken jedes Streckenpaar punktfremd erscheint.
Eine Abzihlung der zugeordneten Punkte liefert dann zugleich
eine Abzihlung der Strecken.

Bildet man das einem Dedekind’schen Kontinuum X,
nichstgelegene Streckenkontinuum K;®, so erweist es sich als
moglich, in diesem K;® nicht-abzihlbar unendlich viele punkt-
fremde Strecken anzugeben. Man braucht dazu bloss mit solchen
»Strecken® (§ 18) zu operieren, deren ,Punkte“ jedesmal positive
Strecken ein und desselben Biischels sind. Das Streckenkonti-
nuum K;® ist daher dem Dedekind’schen Kontinuum sicher
nicht #hnlich, da widrigenfalls mit Hilfe der anordnungstreuen
Korrespondenz auch im Dedekind’schen Kontinuum nicht-
abzihlbar viele punktfremde Strecken angebbar wiren, was
ausgeschlossen ist.

Untersucht man auf dieselbe Weise die gesamte Folge
ibereinanderliegender Streckenkontinuen (18), wo das Ausgangs-
kontinuum K;® als ein Dedekind’sches angenommen sein
mag, so erweist sich K mit K,@ als nicht-dhnlich, solange i von
j verschieden ist. Es existieren somit unendlich viele wesentlich
verschiedene Kontinuumtypen. In Anbetracht der schon von
G. Veronese durchgefithrten Konstruktionen 1) kénnte man
diese hoheren Kontinuen als Veronese’sche bezeichnen.
Fasst man ¢—1 als Ordnungsindex des Kontinuums K,® auf,
so ist das ‘Dedekind’sche Kontinuum als uneigentlicher

19) G. Veronese, ,Fondamenti di geometria“, 1891 (deutsch v.
A. Schepp, ,Grundziige der Geometrie“, 1894).
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Spezialfall ein Veronese’sches Kontinuum nuliter Ordnung.
In einem eigentlichen Veronese’schen Kontinuum ist keine
iiberall dicht liegende abzdhlbare Punktmenge enthalten. Man
kann das K;® durch eine Menge abgeschlossener Strecken
erschopfen, wobei keine zwei dieser abgeschlossenen
Strecken zusammenstossen.

Der geliufige Begriff der reellen Zahl ist auf das Dede-
kind’sche Kontinuum beschrinkt, auf welches man sofort
gefithrt wird, sobald man mit abzdhlbaren Mengen operiert.
Da die hoheren Kontinuen ohne jegliche Metaphysik ebenso
wohldefiniert sind, wie das Dedekin d’sche, so ist es ein Akt
der Willkiir, nicht der Notwendigkeit, wenn man beim ersten
Schritt stehen bleibt. An sich ist auch das Dedekind’sche
Kontinuum in der Analysis entbehrlich, weil alles begrifflich
notige in nuce schon im Begriff des abzéhlbaren Raumes vor-
handen ist; die Verwendung des Dedekind’schen Kontinuums
bedeutet im wesentlichen nur eine konventionelle Vereinfachung
der Formulierungen. Da kein Zwang vorliegt allen mathe-
matischen Problemen ein und dasselbe Kontinuum zu Grunde
zu legen, so entsteht die Frage, ob die Hinzuziehung passender
hoherer Kontinuen bei einzelnen Problemstellungen. zweckmissig
wiire, indem man dadurch z. B. zu formalen Vereinfachungen
gelangen konnte. Man denke z. B. an die Methoden der Varia-
tionsrechnung. Weiter soll hier darauf aber nicht eingegangen
werden.

17. Verfeinerung der Skala im Dedekind’schen
Kontinuum.

Die Metrik des Dedekind’schen Kontinuums lésst sich
schrittweise mit Hilfe des Begriffs der archimedischen Defor-
mation aufbauen.

Man fixiere zunichst im Dedekind ’schen Kontinuum X,
einen Streckenbiischel 0. Den zweiten Randpunkt p der positiven
Strecke P dieses Biischels nenne man die Linge von P; der
Ursprung o werde hierbei auch als Linge null der Nullstrecke
des Biischels zugesprochen. Fiir zwei Lingen p,, p, hat p, <p,
zu gelten, sobald p, \/ op,; null hat als kleiner zu gelten, als
jede andere Linge. Die Grossenbeziehung der Strecken (§ 10)
ist dann auf die Grossenbeziehung der Léngen iibertragen.
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Es werde hierauf noch eine archimedische Deformation ¢ im
K, fixiert. Nun komme man iiberein, die Linge p nicht nur der
Strecke P, sondern auch jeder Strecke P®™, P—" zuzuordnen, in
die P mittels ¢ resp. 0~ deformierbar ist. Die Strecken P®),
P sind dann'nicht mehr an den Biischel o gebunden. Strecken
von identischer Linge sollen wechselseitig kongruent be-
ziiglich ¢ heissen. Die Beziehung der Kongruenz ist dann auch
transitiv.

Jede Strecke, der eine Lénge zukommt, mége messbar
heissen. Die bisherigen Festsetzungen definieren eine nicht-
abzidhlbare Menge messbarer Strecken, — es bleiben aber immer
noch gleichfalls nicht-abzihlbar unendlich viele Strecken {ibrig,
die nicht-messbar sind. Von zwei messbaren Strecken hat die-
jenige als kleinere zu gelten, deren Linge die kleinere ist.

In der Bezeichnung einer Strecke mit Hilfe ihrer beiden
Randpunkte soll der negativ beziiglich des anderen gelegene
Randpunkt weiterhin an erster Stelle stehen; es ist dann ab
stets eine positive Strecke des Biischels a. Die positive Lage
einer Strecke im Biischel bleibt bei monotonen stetigen Defor-
mationen invariant.

Es sei o® mit o identisch und

, oM oD o0 oM et (16)

die mittels o aus o entwickelte Skala, wobei wir uns o positiv
beziiglich o gelegen denken. Eine Strecke ab erweist sich
nach den bisherigen Festsetzungen dann und nur dann als
messbar, wenn ihr Ursprung a zur Skala (16) gehort. Gehort
auch b zu dieser Skala, so ist die Lange von ab ein Skalenpunkt
aus (16) mit positivem Index; ist o™ diese Lénge, so sagen wir
auch, die Strecke ad enthalte genau m Masseinheiten. Es ist
m die Anzahl der in ab enthaltenen Elementarstrecken der
Skala (16).

Ist o nicht in (16) enthalten, so fixiere man die mittels o
aus a entwickelte Skala

,atm™, o atY ) a® ) a® ) L a™ L (17)

Hier ist a® positiv beztiglich a®) gelegen, sobald xz<Cy. Sollte
nun b mit dem Punkt a™ der Skala (17) identisch sein, so ord-
nen wir ab wiederum die Linge o™ zu und sagen, m sei die
Anzahl der in ab genau aufgehenden Masseinheiten. Der Be-
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reich messbarer Strecken wird hierdurch erweitert. Man erkennt
in den fritheren Festsetzungen Spezialfille der zuletzt ge-
troffenen Vereinbarung.

Ist @b nun immer noch nicht messbar, so gehdrt b einer Ele-
mentarstrecke a™at+) der Skala (17) an. Wir sagen dann, die
Strecke ab enthalte mehr als m und weniger als m--1 Mass-
einheiten, und betrachten die Punkte o™, otV als zwei Schran -
ken der Linge von ab.

Zur Bestimmung der Anzahl der in ab genau oder nihe-
rungsweise enthaltenen Masseinheiten bedarf man eines Eich-
masses, d. h. einer Vorrichtung, die ¢ und o™tV bestimmt,
sobald a™ gegeben ist.

Strecken, die nun mittels ¢ messbar geworden sind, brauchen
darum noch nicht mittels o> messbar zu sein, wie das Beispiel 0o®,
oMo lehrt, — dagegen folgt aus der Messbarkeit mittels ¢ umge-
kehrt stets die Messbarkeit mittels o, weil die durch o? entwickel-
ten Skalenpunkte notwendig in (16) bzw. (17) mit enthalten sind.
Die Skala der Deformation ¢ soll, in Bezug auf die durch die
Deformation o entwickelte Skala, eine p-fach verfeinerte
Skala heissen.

Ist eine archimedische Deformation o gegeben, so lisst sich
im Dedekind’schen Kontinuum K; allemal auch eine solche
archimedische Deformation v konstruieren, dass ¢ mit =2 iden-
tisch wird, die Skala fiir v also eine p-fache Verfeinerung der
Skala fiir o darstellt. HEs sind niimlich zwei beliebige Strecken
im Dedekind’schen Kontinuum stets #hnlich, und die anord-
nungstreue Korrespondenz dieser Strecken kann auch so bestimmt
werden, dass zwei beliebig vorgeschriebenen Punkten der einen
Strecke zwei beliebig vorgeschriebene Punkte der anderen ent-
sprechen. Man kann daher die abgeschlossenen Strecken
[ab], [bc] so aufeinander &hnlich abbilden, dass a in &, & in ¢
iibergeht. Soll also die Skala (16) p-fach verfeinert werden, so
wéhle man auf der Elementarstrecke oo® beliebig p—1 Punkte
o® so, dass die Reihenfolge

0, oM, To® . . ‘oD , oW (18)

entsteht, wobei noch o als "0 und o® als "o® aufgefasst

werden darf. Fiir jede abgeschlossene Strecke ["o™=1 ’0®)] moge

nun noch eine anordnungstreue Korrespondenz mit der Nach-

barstrecke [o® ‘0@t fixiert sein, wobei ‘o0 in ‘o@,
4
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‘0@ in ‘o@D {iberzugehen hat. Diese Korrespondenzen seien
symbolisch unter 7, zusammengefasst. Durch ¢ wird der Strecke
0 o die Strecke o ‘ot zugeordnet; diese letztere moge nun
noch durch 7 aus ‘o o® entstehend gedacht sein. Fiir jeden
Punkt der abgeschlossenen Strecke [o0®] ist dann v; definiert.
Gehort a zur Elementarstrecke o oV der durch ¢ erzeugten Skala
(16), so bestimmen wir den mittels v aus a entstehenden Punkt
"a, indem wir zuniichst a durch o—7 in einen Punkt " von oo™
iiberfiihren, hierauf =, ausfithren, wodurch o’ in a” {ibergeht,
endlich ¢—* durch ¢ riickgingig machen, wobei man von a” zu
‘a gelangt. Analog verfahre man, wenn « zur Elementarstrecke
o) o—(=1 gehrt, oder wenn a ein Punkt der Skala (16) ist.
In gruppentheoretischer Symbolik geschrieben, lautet also die

Vorschrift:
. T =010, (19)

Eine direkte Untersuchung zeigt, dass tatsdchlich = eine mono-
tone stetige Deformation darstellt, wobei wirklich z? mit o
identisch ist.

Der Verfeinerungskoeffizient p ist eine natiirliche
Zahl. Im Talle p =2 reden wir von einer Halbierung der
Elementarstrecken.

Es soll nun eine abzihlbar-unendliche Folge X von Defor-
mationen bzw. Skalen fixiert werden, von der Art, dass jede
nichstfolgende eine Verfeinerung der nachstvorhergehenden dar-
stellt. Als Ausgangsdeformation diene o. Jede Skala der Folge
> ist dann zugleich eine Verfeinerung der Skala fiir o, und zwar
ist der Verfeinerungskoeffizient um so grésser, je hoher der Fol-
genindex der betreffenden Deformation in 2'ist. Jede Potenz einer
Deformation aus 2 von kleinerem Index ist zugleich die Potenz
einer Deformation von grosserem Index. Die explizite Bestim-
mung dieser Potenzen bildet eine spezielle Aufgabe der Bruch-
rechnung. Wihlt man in 3 fiir jedes Paar aufeinander-
folgender benachbarter Deformationen stindig den Verfeine-
rungskoeffizienten 2, so gelangt man zu den dyadischen
Briichen.

Bei jeder Verfeinerung erweitert sich dér Bereich mess-
barer Strecken; trotzdem ist leicht zu erkennen, dass Strecken
existieren miissen, die mittels der Deformationen der Folge 2
immer noch nicht messbar sind, — es ist dies bedingt durch den
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Umstand, dass die Gesamtheit der durch X definierten Skalen-
punkte abzihlbar ist, die Gesamtheit der Punkte des Ki dagegen
nicht. Existiert eine Deformation aus 2, in der eine gegebene
Strecke A messbar wird, so sagen wir, 4 sei mittels 2
nmessbar. ’

Wir wollen diejenigen Punkte des Kontinuums, die irgend-
einer zu 3 gehérigen, aus o entwickelten Skala angehdren, zu
den rationalen Punkten zihlen, und die entsprechenden Léngen
mittels ¥ messbarer Strecken als rationale Lingen bezeichnen;
jeder andere Punkt des K soll als irrational gelten. Die immer-
hin noch denkbare Abweichung von den im § 12 gegebenen
Bestimmungen besteht darin, dass die rationalen Punkte im
Sinne der Skalenpunkte von 2 nicht iberall dicht im K; zu
liegen brauchen. Wie im niichsten Paragraphen dargelegt wird,
ist es aber statthaft, 3 auch noch dieser Beschrinkung zu
unterwerfen.

18. Starre Verschiebungen.

Es ist moglich, 2 so zu bestimmen, dass sich Punkte = an-
geben lassen, die stets zwischen o und dem aus o deformierten
Punkt liegen, gleichviel, welche zu 2 gehorige Skala betrachtet
wird. Die Menge dieser Punkte = bildet dann die Vereinigungs-
menge einer Strecke mit einem ihrer Randpunkte, — der andere
Randpunkt dieser Strecke ist notwendigerweise o. Die Vereini-
gungsmenge der x mit o bildet also eine abgeschlossene
Strecke ¢. Der Punkt o ist der einzige rationale Punkt von e.

Jede Deformation aus 2 fithrt ¢ in eine abgeschlossene
Strecke & iiber, wo wiederum nur ein Randpunkt rational ist;
e und & sind notwendig punktfremd. Durch v. I erkennt man
die Existenz einer abzihlbar-unendlichen Menge solcher mittels
> aus e gebildeten abgeschlossenen Strecken &, die dabei in
jeder Paarung punktfremd sein miussen. Die Menge dieser ®
kann durch eine naheliegende Definition der Zwischenlage in einen
abziahlbaren linearen Raum verwandelt werden (dessen ,Punkte“
also eben diese ¢» sind). Jeder rationale Punkt des K; er-
scheint als Randpunkt einer und nur einer Strecke &?. Die da-
durch vermittelte anordnungstreue Korrespondenz lasst auch in der
Menge der rationalen Punkte bei ungednderter Definition der
Zwischenlage einen abzihlbaren linearen Raum erkennen.
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Die irrationalen Punkte der ¢ sollen jetzt als iiberschiissig
aus dem K; entfernt gedacht werden; es verbleibt dann eine
Punktmenge, die ausser den rationalen Punkten nur noch die-
jenigen irrationalen enthilt, welche keiner ¢® angehéren. Diese
Punktmenge geniigt ohne Anderung der Definition der Zwischen-
lage den Axiomen II, s, II’, sie bildet also einen ,reduzierten“
linearen Raum K. Dieser reduzierte Raum K erweist sich als ein
Kontinuum, d. h. jede Strecke in ihm muss abschliesshar sein.
Denn eine Strecke A’ aus K, verwandelt sich in eine Strecke
4 aus K,, sobald die entfernten irrationalen Punkte zuriickge-
geben werden ; gehoren die Randpunkte von 4 zu K, so sind
dieselben Punkte auch Randpunkte von 4’, — gehoren dle Rand-
punkte von A aber zu den irrationalen Punkten der @, so
erweisen sich die rationalen Punkte eben dieser &® als Rand-
punkte von A’ in K; in allen Fillen ist also 4’ im K, ab-
schliessbar.

Die Deformationen und Skalen aus 3 behalten im reduzierten
Kontinuum K; ihren fritheren Sinn, da die entfernten irrationalen
Punkte ineinander iibergehen miissen.

Sollten die rationalen Punkte im reduzierten Kontinuum K
nun immer noch nicht iiberall dicht liegen, so lisst sich in 0o® eine
von rationalen Punkten freie Strecke angeben. Ist y ein beliebiger
Punkt einer solchen Strecke, so fixiere man die Menge derjenigen
Punkte w, fiir die zwischen » und y kein rationaler Punkt ge-
legen ist, und bilde die Vereinigungsmenge 5 der « mit 4. s
zeigt sich auf Grund der Anordnungsaxiome, dass 7 eine abge-
schlossene Strecke ist. Jede Strecke, von der % einen echten
Teil bildet, enthilt sicher rationale Punkte. Zwei verschiedene
n sind stets punktfremd; die Menge der zu oo® gehorigen 7 ist
abzihlbar-unendlich, sofern ein » wirklich existiert.

Es k6nnen nicht beide Randpunkte von % rational sein,
da sonst eine nicht-verfeinerbare Skala in 3 vorhanden wire,
was ausgeschlossen ist. Es kann auch nicht der negativ beziig-
lich des anderen gelegene Randpunkt von % rational sein, weil
sonst 7 ein ¢ wire, — diese ¢? sind aber im K nicht mehr
vorhanden.

Die Deformationen der Folge X definieren analoge Strecken
n in jeder Elementarstrecke von (16). Die Gesamtheit der so
iiberhaupt denkbaren # ist abzihlbar; wir reden demnach von
Strecken 7@,
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Wir lassen nun 5 allemal auf den positiv beziiglich des
anderen liegenden Randpunkt zusammenschrumpfen, m. a. W,,
wir denken uns aus dem K; jeden Punkt eines jeden %%, mif
Ausnahme der positiv gelegenen Randpunkte, entfernt. In dem
solcherweise erneut reduzierten Raume K7 liegen die rationalen
Punkte dann sicher iiberall dicht. Mit Hilfe der Anordnungsaxiome
lisst sich nachweisen, dass K tatsichlich, bei ungednderter
Definition der Zwischenlage, ein linearer Raum, und zwar wieder
ein Kontinuum ist; wegen der iiberall dichten Lage der
abzihlbaren rationalen Punkte ist K7 dann ein Dedekind’sches
Kontinuum.

Infolge der wechselseitigen Ahnlichkeit Dedekind scher
Kontinua lidsst sich alles, was im K;” erreicht ist, auch auf K,
iibertragen. Es ist also wirklich statthaft, von Beginn an mit
einer solchen Folge X zu operieren, wo die rationalen Punkte
im Kontinuum {iberall dicht zu liegen kommen. 2 soll dann
ein starrer Massstab des vorliegenden Kontinuums heissen.
Das Kontinuum selbst ist in diesem Falle mit dem den rationalen
Punkten nichstliegenden Biischelkontinuum identisch.

Es sei J eine Strecke, die mittels dieses starren Massstabes 3
nicht messbar ist. In jeder Skala von X existieren dann jedesmal
zwei Schranken der Lénge von J. Zu den unteren Schranken
zghlt allemal der Ursprung des Fundamentalbiischels o.

Die Vereinigungsmenge der Menge der unteren Schranken
von J mit der Menge der zwischen zwei unteren Schranken
gelegenen Punkte des K; erweist sich als Vereinigung einer
positiven Strecke des Biischels o mit dem Ursprung dieses
Biischels. Der andere Randpunkt dieser Strecke, der dann sicher
irrational ist, soll nun als Linge von J angesehen werden.
In dem speziellen Falle, wo die Menge der unteren Schranken endlich
ist, gelangt man zu der frither bestimmten rationalen Linge.
Die bisherigen Langendefinitionen ordnen sich also folgerichtig
in die zuletzt gegebene Definition ein.

Bei dieser erweiterten Lingendefinition erweist sich also
mittels des starren Massstabes jede Strecke im D edekind’schen
Kontinuum als messbar.

In jedem Streckenbiischel des K, existieren zwei und nur
zwei Strecken, deren Linge den beliebig vorgeschriebenen
Wert x hat; eine und nur eine dieser Strecken ist in diesem
Biischel positiv. Dieser leicht zu beweisende Satz ist mit
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dem Hilbert’schen ersten Axiom der Kongruenz?2), III,,
gleichwertig.

Die Reduktion auf den Begriff der Léinge bringt es mit
sich, dass auch das zweite Axiom der Kongruenz, III, (die
Transitivitit des Begriffs der Kongruenz), bei den geltenden
Festsetzungen erfiillt wird.

Fixiert man eine Strecke oz, wo x positiv beziiglich o ge-
legen ist, so erhilt man eine knotenfreie monotone stetige Defor-
mation u des K, sobald man jedem Punkt a denjenigen positiv
beziiglich a liegenden Punkt o' zuordnet, fiir den aa’ mit ox
kongruent ist. Ahnliches gilt, wenn = negativ beziiglich o
genommen ist, nur hat man dann auch o’ negativ beziiglich a zu
nehmen. Diese Deformation w ist definiert, sobald bekannt ist,
wie sie einen Punkt deformiert. Die Deformationen aus 2 sind
Spezialfille der w. Man kann u eine starre Verschie-
bung des Kontinuums nennen.

Ist ¢ ein beliebiger fixierter Punkt der Strecke ox, ferner y
die Lange von 4z, so erweisen sich auf Grund unserer Fest-
setzungen die Strecken oi und yz als kongruent. In dieser
Aussage dirfen die Rollen von i und y vertauscht werden.
Hieraus folgert man dann allgemeiner, dass ai und by
kongruent sein miissen, sofern i\/ ad und ay mit i kongruent
ist. Sollte also in ab der Punkt 4 fixiert sein, fiir den db mit oy
kongruent, ad mit yx kongruent ist, so ldsst sich ¢ in ab so
bestimmen, dass db mit ac kongruent, ad mit ¢b kongruent
wird; es ist dann sicher auch @b mit ox kongruent. Hs gilt
also der Satz:

Die Unterschiedsstrecken zweier Paare
entsprechend punktfremd zusammenstossen-
der Strecken sind kongruent, sobald dieKom-
ponenten dieser Unterschiedsstrecken paar-
weise kongruent sind.

Hierin ist das dritte Hilbert’sche Kongruenzaxiom IIl;
enthalten.

Die Verkniipfung zweier starrer Verschiebungen erweist
sich daher wieder als eine starre Verschiebung; diese starren
Verschiebungen bilden demnach eine Gruppe M. Diese Gruppe

20) D. Hilbert, ,Grundl. d. Geometrie“.
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ist kommutativ. Eine Untergruppe von M bilden die De-
formationen von 3 und ihre Potenzen. Eine naheliegende
Definition der Zwischenlage zeigt M als ein Dedekind sches
Kontinuum, dessen ,Punkte“ die einzelnen Verschiebungen u
sind. Die durch I definierte Untergruppe P ist gleichfalls ein
linearer Raum, und zwar ist M das Biischelkontinuum iiber P.
Jedes Dedekind’sche Kontinuum liefert eine spezielle Ver-
korperung der Gruppe M. Beim metrischen Aufbau des
Zahlbegrifts dient die Gruppe P als Ausgangspunkt der Be-
trachtungen.
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I. Einleitung.

Die arktischen Gebiete von Nord-Skandinavien sind wieder-
holt botanisch untersucht worden. Nach Wahlenberg’s grund-
legendem Werke ,Flora Lapponica“ haben sich mit der Vegetation
dieser Gebiete viele skandinavische und finnische Botaniker (Bly t+t,
Hult, Brotherus, Kairamo (Kihlman), Sernander, G.
Andersson, Cleve, Vestergren, Kivilinna (Borg),
Sylvén, Birger, Haglund, Cajander, Th. Fries, Du
Rietz, Tengwall, Hiyrén und andere) beschiftigt, wes-
halb diese Linder pflanzensoziologisch fiir verhiltnisméssig gut
untersucht gelten. Wenn der Verfasser seine Ergebnisse den-
noch der Offentlichkeit tibergibt, so ist dies dadurch bedingt, dass
die Aufgaben, die er sich wihrend seines Aufenthaltes in Lapp-
land stellte, in mancher Hinsicht andere waren, als bei den oben
erwihnten Forschern. :

In seinen Arbeiten ,Beitrige zur Kenntnis des photochemi-
schen Klimas im arktischen Gebiete“ und ,Untersuchungen iiber
den Lichtgenuss der Pflanzen im arktischen Gebiete“ hat Wies-
ner?) die Lehre tiber das hohe Lichtbediirfnis der Pflanzen des
hohen Nordens aufgestellt. Bei seinen Untersuchungen in der
Advent-Bai (Spitzbergen) fand Wiesner, dass die Minima des
Lichtgenusses der dortigen Phanerogamen so hoch sind, dass sie
sich in der Regel nicht mit Sicherheit von dem Maximum unter-
scheiden liessen. Bei einem Vergleich der arktischen Pflanzen
mit den Gewichsen siidlicher gelegener Steppen fand Wiesner,
dass zwischen diesen kein Unterschied im Lichtgenuss zu bestehen
scheint, denn letzterer ist auch bei den Pflanzen der Steppen nur
wenigen Schwankungen unterworfen und befindet sich ebenfalls
in der Nédhe des moglichen Maximums. Wenn nun auch der
faktische Lichtgenuss der Tundra-, der Steppen- und Wiisten-

1) Wiesner, J, Denkschr, d. Kais. Akad. d. Wissensch. in Wien, Bd.
67 (1898) und Sitzungsber. Wiener Akad. Bd. 109 (1900).
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‘pflanzen insofern annihernd der gleiche ist, als auf alle die ge-
nannten Pflanzen das Tageslicht uneingeschrinkt einwirkt, so soll
nach Wiesner doch keinem Zweifel unterliegen, dass in bezug
auf die Auswertung des empfangenen Lichtes die Tundra- und
die Steppenpflanzen scharf unterschieden sind, denn wihrend die
Steppen- und Wiistenpflanzen einen Lichtiiberschuss empfangen,
“der oft hemmend in die Assimilationstitigkeit eingreift, sollen
nach Wiesner die arktischen Pflanzen ,in der Regel nur so viel
Licht empfangen, als sie zum Leben benttigen“.

Obgleich seit dem Erscheinen der zusammenfassenden Ar-
beit von Wiesner iiber den Lichtgenuss der Pflanzen rund 20
Jahre vergangen sind, gilt diese Lehre fir gut begriindet. So
schrieb Warming !): ,Durch zahlreiche Versuche kommt Wies-
ner zu dem Resultat, dass je wirmer die Jahreszeit ist, desto
niedriger das Minimum des relativen und absoluten Lichtgenus-
ses fiir eine Pflanze liegt; je kilter es also ist, desto mehr be-
deutet das wirksame Licht einen Wirmegewinn. Je mehr wir
uns also den Polen und den Gipfeln hoher Gebirge nihern, desto
mehr muss sich das Lichtbedtirfnis der Pflanzen steigern, beson-
ders natiirlich in den im Sommer so lange belichteten hohen
Breiten.“ Allerdings werden die Angaben von Wiesner von
Lundegardh in seinem Werke ,Klima und Boden in ihrer
Wirkung auf das Pflanzenleben“ mit der Bemerkung: ,vielleicht
beruht aber der grossere relative Lichtbedarf auf der niedrigen
Lufttemperatur. . .“ wiedergegeben.

Zehnjshrige Arbeit auf dem Gebiete der Pflanzenpigmente
hat den Verfasser zu ‘der festen Uberzeugung gefiihrt, dass die
roten Farbstoffe der Phanerogamen -— die Anthocyanine und
Himatokarotinoide — bei diesen Pflanzen eine Schutzeinrichtung
gegen die schidliche Wirkung des intensiven Lichtes sind ?).
Da nach Angaben von Thorild Wulff die Vegetation auf
Spitzbergen sehr reich an Anthocyaninen ist und da auch die
Daten anderer Autoren (Middendorff, Gertz) auf Anthocya-
ninreichtum der Pflanzen des hohen Nordens schliessen lassen,
gelangt man zu dem Schluss, dass die Pflanzen arktischer Ge-
biete oft Einrichtungen besitzen, deren Hauptaufgabe die Ver-

1) Warming, Eug. und Graebner, P, Eug. Warming’s Lehrbuch
der Skologischen Pflanzengeographie, 3. Aufl, Berlin 1918.
2) Lippmaa, Th, Uber Pigmenttypen und ihre Bedeutung fiir die Antho-
cyaninfrage. Ber. d. deutsch. bot. Gesellsch. Bd. 66 (1928), pp. 267—277.
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ringerung der Lichtintensitit und die Veréinderung der Strah-
lenqualitit zu sein scheint. Also kommt man zum Gegenteil von
dem, was man erwarten diirfte, falls die Lehre von Wiesner
das Richtige treffen sollte, denn falls die Pflanzen im hohen Norden
das volle Tageslicht zum Leben benotigen, so misste man
bei ihnen wohl Einrichtungen erwarten, die dafiir giinstig sind
und die an solche der Schattenpflanzen erinnern.

Hs ergab sich die Notwendigkeit, diese Verhiltnisse an den
Standorten der arktischen Pflanzenvereine niher zu untersuchen.
In einer fritheren Arbeit!) hat der Verfasser eine Methode aus-
gearbeitet, die es ermoglicht, eine Pflanzengesellschaft auf ihren
Pigmentgehalt hin zu analysieren. Diese Methode, auf die wir
noch unten zu sprechen kommen und die es ermdglicht, das
. ,phytochromatische Spektrum® einer Assoziation zu bestimmen,
erlaubt es, verschiedene Pflanzengesellschaften in dieser Hinsicht
untereinander zu vergleichen. Es war von nicht geringem Inte-
resse, die Spektra der Wiesen- und Heidebirkenwilder, der arkti-
schen Zwergstrauchheide, der Saliz herbacea-Assoziationen usw.
festzustellen. Andererseits galt es zu entscheiden, ob zwischen
dem Pigmentgehalt und der anatomischen Struktur der Assimi-
lationsorgane einer Pflanzengesellschaft irgendwelche Beziehungen
bestehen, weshalb beschlossen wurde, die Blatter moglichst aller
auf jhren Pigmentwert gepriiften- Pflanzenarten auch anatomisch
zu untersuchen, eine Arbeit, die von Hilja Lippmaa durch-
gefiihrt wurde.

Neben diesen Untersuchungen war es unerlésslich, die betref-
fenden Pflanzenvereine mit Hilfe der iiblichen pflanzensoziologi-
schen Methoden zu analysieren.

Da von vornherein zu erwarten war, dass ausser Pigmenten
noch andere Lichtschutzeinrichtungen vorhanden sein konnten, so
sollte dieser Moglichkeit ebenfalls Aufmerksamkeit geschenkt
“werden. Auch erschien es notwendig, ausser den Anthophyta und
Pteridophyta die Moose, Flechten und Algen (Luftalgen) soweit
wie moglich sowohl auf ihren Pigmentgehalt als auch auf andere
Schutzeinrichtungen hin zu untersuchen.

Die Bestimmungen des Pigmentgehaltes konnen zum Teil an
entsprechend getrocknetem Material angestellt werden, bei Pha-

1) Lippmaa, Th, Pignienttypen bei Pteridophyta und Anthophyta, Acta
Instituti et Horti Bot. Tartuensis (Dorpatensis) vol. I, fasc. 1—3.
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nerogamen ist es jedoch dringend nétig, frisches Material an Ort
und Stelle mikroskopisch zu priifen. Die Feststellung des phyto-
chromatischen Spektrums einer Assoziation ist nur unter der
Bedingung moglich, dass die Arten, aus denen letztere sich zu-
sammensetzt, am Anfang, in der Mitte und am Schluss der Vege-
tationsperiode untersucht werden. Desshalb musste der Verfasser
seine Studien auf 2!/, Monate ausdehnen. Am 1. Juli 1927 wurde
der Kaskamaoaivi (SW von Pitkajdrvi, Finn.-Lappl.)
bestiegen und am 11. September 1927, nachdem der erste Schnee
bei Siilastupa (Kilpisjdrvi) am 8. Sept. gefallen war,
Karesuando verlassen.

Die Beobachtungen wurden an folgenden Orten angestellt:
Kaskamaoaivi, Finnisch-Lappl. (1. Juli); Petsamon tunturit, Finn.-
Lappl. (vom 4. bis 8. Juli); Piiskyspahta-tunturi, Finn.-Lappl.
(vom 9. bis 22. Juli); Kolttakéngiis — Boris-Gleb, Finn.-Lappl.
(vom 22. bis 27. ‘Juli); Kirkenes und Skogerifjeld, Norweg.-
Lappl. (28. u. 29. Juli); Hammerfest (1. u. 2. August); Insel Sei-
land, Norw.-Lappl. (vom 3. bis 8. August); Kilpisjirvi-Gegend,
Finn.-Lappl. (vom 18. August bis 8. Sept.).

Besonders geeignet fiir die geplanten Untersuchungen erwie-
sen sich die Petsamon tunturit, der Piiskyspahta, die Umgebung
von Kolttakongis, die Insel Seiland und die Massive von Malla
und Saana am Nordufer des Kilpisjirvi.

Wihrend des Aufenthaltes in Petsamon tunturit und Piiis-
kyspahta war dem Verfasser der Beistand seines Freundes Dr.
Viljo Kujala von grossem Nutzen, der ihm in seinem Zelt in
zuvorkommendster Weise Raum gewihrte. Wenn schon das Mikro-
skopieren in dem allseitig geschlossenem engen Raum wegen der
hohen Temperatur, die in Sommer 1927 in Lappland herrschte,
nicht gerade angenehm war, so wire diese Arbeit einerseits we-
gen der Miickenplage, andererseits wegen der grossen Entfernung
von den nichsten Siedelungen ohne Zelt undenkbar gewesen.

Die Untersuchungen des Verfassers wurden durch Unter-
stiitzungen von seiten des Ministeriums fiir Volksaufklirung und der
Universitat Tartu ermoglicht, wofiir der Verfasser dem Ministerium
und der Universititsverwaltung seinen tiefsten Dank ausspricht.

Die Untersuchung der mitgebrachten Pflanzenproben wurde,
soweit es moglich war, vom Verfasser durchgefiihrt !). ‘Schwie-

1) Wichtigste benutzte Literatur:” Lindm.an, C. A. M., Svensk Fanero-
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riegere Proben und solche, wo sicher bestimmtes Vergleichsmate-
rial in Tartu nicht vorhanden war, wurden von mehreren Kennern
bearbeitet, und zwar iibernahmen die Durchmusterung der Leber-
moosproben Herr Dr. H. Buch (Helsinki), die Bearbeitung der
Flechten Herr Dr. Veli Résédnen (Kurkijoki, Finnland) und die
der Moose Herr Dr. Mauno J. Kotilainen und zum Teil Herr
Professor Dr. Brotherus. Herr Priv.-Doz. Dr. L. Geitler
(Wien) hatte die Liebenswiirdigkeit einige Algenproben zu bestim-
men. Allen den genannten Herren ist der Verfasser zum tiefsten
Dank verpflichtet, ebenso seinem Freunde Herrn Professor Dr.
K. Linkola, der in vieler Hinsicht 'die Durchfithrung dieser
Arbeit forderte. ’ - ‘

Fiir die Mitteilung von wertvollen Daten lichtklimatischen
Charakters dankt der Verfasser den Leitern der staatlichen meteoro-
logischen Stationen in Finnland, Norwegen, Schweden und Est-
land, den Herrn Melander, Hesselberg, Wallén und
Frisch, Herrn Professor Dr. Angstrom (Stockholm) und
Mag. A. Ohu (Tartu). '

II. Vegetationsanalysen nebst Angaben iiber das
Pigmentsystem der betreffenden Pflanzenarten.

1. Einleitende Bemerkungen iiber die grundlegenden Einheiten
der Syndkologie.

Auf dem dritten internationalen Botanikerkongress in Briissel
haben sich bekanntlich Briquet, Drude, Engler, Fla-
hault, Schroter, Harshberger, Smith, Warburg und

gamflora, Stockholm 1926. Hermann, Flora von Deutschland und Fenno-
skandinavien sowie von Island und Spitzbergen, Leipzig 1912. Mela-Cajan-
der, Suomen kasvio, Helsinki 1906. Hjelt, Hj., Conspectus Florae Fennicae,
vol. I—VII, Helsinki 1888—1926. Roth, G., Die europdischen Laubmoose, Leipzig
1905. Brotherus, V. F.,, Die Laubmoose Fennoskandias, Helsingfors 1923.
Limpricht, Laubmoose, in Rabenhorst’s Kryptogamen-Flora IV. Bd. Abt.
1.u. 2. Warnstorf, C, Laubmoose, in Kryptogamenflora d. Mark Branden-
burg, Leipzig 1906. Miiller, K., Die Lebermoose Deutschlands, Oesterreichs
u. der Schweiz, I. u. Il. Abt., in Rabenhorst’s Kryptogamenflora, 2. Aufl, VI. Bd,,
Leipzig 1906 — 1916 Warnstorf, C., Leber- u. Torfmoose, in Krypto-
gamenfl. d. Mark Brandenburg, Leipzig 1903. Zahlbruckner, A., Lichenes,
in den Nat. Pflanzenfamil. von Engler, A., Bd. VIII, Leipzig 1926. Lindau, G,
Die Flechten, Berlin 1913. Migula, W., Die Flechten, in Thomé-Migula, Flora
von Deutschland, Oesterreich u. der Schweiz (soweit erschienen).
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Warming fir die von Warming gegebene Definition der
Formation entschieden!), wonach diese aus Assoziationen besteht,
die in ihrer floristischen Zusammensetzung verschieden sind, aber
In erster Linie in ihren Standortsbedingungen, in zweiter Linie in
ihren Lebensformen tibereinstimmen.

Den hochsten Vegetationstypus in dem vom Verfasser unter-
suchten Gebiet reprisentieren die Betwla tortuosa-Wilder. Man
konnte zur Annahme neigen, dass alle diese Wilder zu einer
Formation zu zihlen seien. Jedoch erwihnt Warming unter
der Formation der sommergriinen Laubwilder nur die Betuleta
graminosaund herbosa mit Bodenvegetation aus Grisern und
breitblittrigen dikosylen Stauden, wihrend die Heidebirkenwilder
Lapplands unter der Serie der Formationen der Torfboden genannt
werden. Diese Spaltung erscheint vollkommen berechtigt. Es
assen sich tatsiichlich zwei Formationen unterscheiden: die For-
mation der Wiesenbirkenwilder und die Formation der Heide-
birkenwilder. Diese zwei Formationen unterscheiden sich sowohl
in ihren Standortsbedingungen als auch in den sie zusammen-
setzenden Lebensformen. Die artenreichsten Wiesenbirkenwilder
wachsen auf nihrstoffreichem neutralem Humus; dagegen beste-
hen die oberen Bodenschichten in den Heidebirkenwildern aus
Rohhumus. Fiir die ersteren ist das Auftreten von mehrjihrigen
mesophytischen dikotylen. Stauden (Qeranium silvaticum, Cirsium
heterophyllum, Solidago virgaurea, Trollius europaeus, Filipendula
ulmaria, Chaerefolium silvestre usw.) bezeichnend, fiir die Heide-
birkenwilder — das tiberaus reichliche Vorkommen mehrerer immer-
griiner Zwergstraucher (Empetrum, Phyllodoce, Vaccinium vitis
idaea, V. myrtillus, Lycopodium-, Pirola-Arten usw.).

Was die andere Grundeinheit — die Assoziation — betrifft, so
herrscht hier bis zur allerneuesten Zeit grosse Meinungsverschie-
denheit. Auf dem Briisseler Kongress wurde eine Assoziation
einstimmig als eine Pflanzengesellschaft von bestimmter floristi-
scher Zusammensetzung, einheitlichen Standortsbedingungen und
einheitlicher Physiognomie definiert. Es kam jedoch bald zu
Meinungsverschiedenheiten. Einige schwedische Forscher ins-
besondere haben der Assoziation einen anderen Inhalt gege:

1) Flahault u. Schroter, Berichte u. Vorschlige, Zirich 1910,
und Votes et remarques des membres de la commission pour la nomenclature
phytogéographique. !
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ben?), - So ist nach Du Rietz?) eine Assoziation eine in der Natur
existierende, durch die Natur selbst mehr oder minder scharf und
deutlich abgegrenzte Artenkombination.

Es unterliegt keinem Zweifel, dass auf dhnlichen Standorten
abweichende Pflanzenvereine auftreten konnen, da die Faktoren,
die das Entstehen und das Bestehen einer Assoziation bedingen,
sehr verschieden sind®). Doch diirfte es kaum exakt bewiesen
sein, dass eine und dieselbe Assoziation auf ganz verschiedenen
Standorten (im Sinne des Briisseler Kongresses) auftreten kann.
~ Auch iber die Frage, ob eine Assoziation als eine Abstraktion
zu betrachten sei oder mnicht, herrschen verschiedene Ansichten.
Nach vielen Autoren gibt es in der Natur Assoziationsindividuen
— ,individus d’association“ (Braun-Blanquet, Pavillard),
die sich zu der betreffenden Assoziation dhnlich verhalten, wie
einzelne Pflanzenindividuen zu der entsprechenden systematischen
Art4). Vor einigen Jahren hat Alechin?®) eine génzlich ab-
weichende Auffassung ausgesprochen, nach der die Assoziationen
Realititen sind und vermittels der Untersuchung von ,Abschnit-
ten“ erkannt werden, wobei ein Assoziationsabschnitt kein Indi-
viduum ist. Alechin ist der Meinung, ,dass die Assoziation nach
Raum verlangt und dass grosse Flichen erforderlich sind, damit
sie ihren vollen Ausdruck finden kann“. Es ist somit eine Asso-
ziation die Summe aller ihrer Abschnitte. Eine Assoziation in
diesem Sinne wiirde wohl gewissermassen der Einheit der Geo-
logen — Stufe — entsprechen. Der Verfasser schliesst sich der
Auffassung von Alechin an. Allerdings wird die Erforschung
der Pflanzenassoziationen im Vergleich mit derjenigen der geolo-
gischen Stufen dadurch erschwert, dass erstere oft in dusserst
zahlreiche isolierte grosse, oder auch in ganz winzig kleine Ab-
schnitte gespalten sind, zwischen die sichj Abschnitte anderer
Assoziationen hineinschieben.

« 1)Kylin, Harald, Uber Begriffsbildung und Statistik in der Pflanzen-

soziologie. Botaniska Notiser, Lund 1926.

2) Du Rietz, G. Einar, Zur methodologischen Grundlage der moder-
nen Pflanzensoziologie, Upsala 1921, '

*3) Du Rietz, G. Einar, Kritik an pflanzensoziologischen Kritikern.
Botaniska Notiser, Lund 1928, pp. 10—12.

4) Braun-Blanquet, J., Pflanzensoziologie, Berlin 1928.

5) Alechin, W. W, Ist die Pflanzenassoziation eine Abstraktion oder
eine Realitit. Engler’s Bot. Jahrb. Bd. 60, Beiblatt p. 18.
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<~ B° _gERER L EF Vermehrungsweise der ein-

B P wR % S§ER L mE zelnen Arten bedingt und
w5 Sgfs2en . durch massenhaftes Auftreten
SEeTE g S23SEEE5S  einer Art (oder einiger Arten)
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charakterisiert sind, z. T. als
»Assoziationen  beschrieben
worden. Wertvolle Daten he-
ziiglich der Begrenzung der
Assoziationsabschnitte (,,Sie-
delungen®) bringt Kujalal).

2. Uber die allgemeine Na-
tar der untersuchten Gebiete.

Die Ortlichkeiten, aus de-
nen die unten folgenden Ve-
getationsanalysen stammen,
sind: die Gebiete voa Piiiis-
kyspahta, Kolttakon-
géds und Kilpisjarvi in
Finnisch - Lappland und die
Insel Seiland in Nord-Nor-
wegen.

Wie aus der der Arbeit
von Hausen? beigefiigten
Karte ersichtlich, wird das
Massiv von Piiskyspahta-tun-
turi®) (auf der Karte Ord-
zuoaive) von Griinstein ge-
bildet, der von einer schma-

1) Kujala, V., Uber dic Be-
grenzung der Siedelungen. Sonder-
abdr. aus den Commun. ex Inst. quae-
stion. forestal. Finlandiae editae 10.

2) Hausen, H, Uber die praquartire Geologie des Petsamo-Gebietes am
Eismeere. Suomen geologinen toimikonta, Helsinki 1926.

3) Paidskyspahta, Petsamon tunturit und Kolttakongis liegen ungef. auf
dem 69.59 n. Br. und 30. 5" . L.
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steingebiet, so dass auch die hochste Erhebung in den Petsamon
tunturit — der Sirislaki (559. 3 m) — sich in diesem befindet.
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Sehr kalkarm ist die Fjeldregion westlich von Kolttakon-
g i s (Boris-Gleb), wo, nach der Karte von Hausen zu urteilen,
ilteste Gneisse, Gneissgranite und Magmatite den Felsgrund bil-
den. Abgerundete, geschliffene Formen der Felsen sind fir diese,
aus so hartem Gestein aufgebaute Gegend charakteristisch (s.
Fig. 1). In der Fjeldregion ist dort die Bodenschicht oft sehr diirftig.

Dic Gegend am Nordufer des Kilpisjarvi (69° n. Br.,
20.4°—21° 6. L.) wird von den hohen Fjelden Iso-Malla, Pieni-
Malla (Fig. 2) und Saana (Tab. VII) beherrscht. Wie aus den

Fig. 8. Ubersichtskarte der Gegend am Nordufer des Kilpisjarvi in Fin-

nisch-Lappland. Vertikal schraffiert sind die Siimpfe. Die Waldgrenze ist durch

das gestrichelte schmale Band angedeutet. Nach der ,Suomen taloudellinen
kartta* (1926).

Angaben Tanner’s ersichtlich, bildet diese Gegend einen Teil
‘der skandinavischen Schieferzone. An mehreren Stellen, so an
~den Abhingen um den Pieni-Malla herum und am Stidwestab-
~hange der Saana, tritt eine schiefrige Dolomitlage zutage, die ih-
rer hellen Firbung wegen von weitem auffiillt. Uber diesen Sedi-
- mentkomplexen liegen nach Tanner?) michtige Schieferschollen.
Besonders die niedrigen Teile auf der vom Siilasjirvi und
vom Kilpisjirvi umgebenen Landzunge, ebenso die Hochebenen

1) Tanner, V, Zur geologischen Geschichte des Kilpisjarvi-Sees in
Lappland. Fennia 25 (Helsingfors 1907). .
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in der Fjeldregion TasE8sPzE
sind mit Morinma- =53 a2 EEZ
. . . = -] o
terial bedeckt?). Die 4 S osZ2% T2 a
w RWEw ' £m==3%
Waldgrenze  ver- = Z 2T AES 2
. . . L v B
lauft in diesem RERLE8T o
Gebiete?) in ei E5Ec3585e=54%
Gebiete?) in einer ZEmosPEELE

Hohe von 550 m —
650 m (vergl. Fig.3).
Die Wilder, die
hier natiirlich Bir-
kenwilder  sind,
bedecken  grosse
Flichen am Nord-
und Ostufer des
Kilpisjérvi und um
den Siilasjdrvi he-
rum. Oft werden
diese Wiilder durch
braunmoorartige
Stimpfe unterbro-
chen. — Oberhalb
der  Waldgrenze
sind die Siimpfe
von geringer DBe-
deutung. Dort herr-
schen verschiede-
ne Heideassoziatio-
nen. In der Nihe
von perennierenden
Schneeflecken tre-
ten gut ausgebil-
dete Schneewiesen

1) Vergl.auch Ko ti-
lainen, M. J.,, Beo-
bachtungen iiber die
Moosvegetation und
Moosflora in NW-Enon-
tekid in Lappland. Acta Soc. pro Fauna et Flora Fennica, 55, No. 1, 1924.

2) Tanner, V., Uber die Verteilung einiger Vegetationslinien im finn-
lindischen Enontekis-Lappmarken. Fennia 31 (Helsingfors 1909—1911). In die-
ser Arbeit wird als Mittelwert 577 m angegeben,
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'Fig. 5. Die Umgebung von St. Kufjord, Nord-

mandsfjordjiekke und Seilandjiekke auf der Insel
Seiland- (Norwegisch-Lappland). ,Topografisk
o kart over Norge“.

aus leichter zu erreichen sind als auf de

(s. unten!) auf, so z. s.
auf Iso-Malla.

Die mit hohen Fjelden
bedeckte Insel Sei-
land (28°6. L., 70,5° n.
Br.) gehort fast vollstin-
dig in die regio alpina.
Was die geologische Be-
schaffenheit des Fels-
grundes anbetrifft, so
treten im siidwestlichen
Teil der Insel Granite,
im nordostlichen Teil .

metamorphosierte Sedi- -

mentgesteine auf (Glim-
merschiefer, Kalkstein,
Quarzit), wihrend der
mittlere Teil der Insel
bis zu den hohen ver-
eisten Flichen den Gab-
bros gehort!) und dar-
aus folgt, dass der Bo-
den in diesem Teil tiber-
all kalkhaltig ist. Wie
aus der beigefiigten klei-
nen Karte (die einen
Teil des Blattes T 3 der
»Topografisk kart over
Norge“ darstellt) er-
sichtlich, dringt der
St. Kufjord tief in
das Innere der Insel,
weshalb die mit Glet-
schern bedeckten Nord-
mandsfjordjiekke  und
Seilandjiekke von hier
m Landwege. Die sehr

steilen Ufer des Fjords (Fig. 4) sind in den unteren Teilen mit nie-

1) Geologisk oversiktskart over Nord-Norge,

1924.
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heren Giebiete, wie
dies deutlich in
"ig. 4 zu sehen ist.
— In dem am Nord-
ufer des Kufjordes
gelegenen Tale sind
die unteren Teile
der Abhinge von
einer iippigen Hoch-
staudenwiese  be-
deckt. die hier ana-
lysiert, wurde.

Die regio alpina
sterilis bedeckl in
den hoheren Teilen
der Insel ricsige
Flichen und wird
zum Teil von Stein-
blockmeeren gebil-
det, die mit klei-
nen oder grisse-
ren, mit feinerem
AMaterial bedeckten
Flachen  abwech-
seln, auf denen
die  Pflanzen der
Schneewiese in -+
offenen DBestiinden
wachsen.  Unter-
halb der vereisten
hichsten  Spitzen
triagt der mnackte
Felsboden oft nur spirliche Moose und Flechten (hesonders Gyro-
phora- und Andreaca- Arten) Die Bliitenpflanzen zeigen hier oft
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genug dichten Polsterwuchs (z."B. Gnaphalium supinum, Silene
acaulis, Alsine biflora usw.).

Das Klima weist in dem untersuchten Gebiet ziemlich be-
trachtliche Unterschiede auf. Die ostlichere Gegend (Kolttakon-
gis, Padskyspahta, -Petsamon tunturit) wird -einigermassen
durch die Daten der Tabelle 1, welche Inari betreffen, charak-
terisiert.

Wie aus der Tabelle 1 ersichtlich, schwankten die wihrend
der Vegetationsperiode fallenden Regenmengen in den Jahren
1928—1927 zwischen 219 mm und 85 mm. Es kommen also sehr
trockene Sommer vor. — Uber die Temperatur ist zu bemerken,
dass die minimale Temperatur sich nur wihrend eines Monats
— des Juli — meistens oberhalb von 0° hilt. In der tbrigen
Zeit ist mindestens Nachtfrost moglich.

Beztiglich der Kilpisjdrvi-Gegend sei an einige Angaben aus
der Arbeit von Fries erinnert. In den dortigen Wildern soll die
Schneedecke zwischen dem 1. und 15. Juni vollstéindig verschwinden.
Was die Linge der Vegetationsperiode betrifft, so dauert diese
nach Fries in Torne-Lappmark in den hoheren Teilen der regio
alpina 1—11/, Monate, in den niedrigen Teilen — ca 2 Monate
und in der regio subalpina (Birkenwaldgebiet) 21/ — 3 Monate.
Daten iiber Temperatur und Niederschlagsmengen in Karesuando
finden sich ebenfalls bei Fries?!). Auch Kotilainen gibt
eine klimatische Ubersicht des Kilpisjirvigebietes 2).

Seit dem Jahre 1922 funktionieren in der Nahe des finnischen
Kilpisjarvi-Gebietes zwei norwegische meteorologische Stationen
8. Ordnung: Frihetsli und Kautokeino. Da die Angaben
dieser Stationen, von denen die eine westlich, die andere 6stlich
vom Untersuchungsgebiet gelegen ist, verhéltnismissig wenig
voneinander abweichen, so diirften sie die Gegend am Nordufer
des Kilpisjarvi gut charakterisieren. Sie geben eine Vorstellung
von den klimatischen Verhiltnissen in der dortlgen Birkenregion.
Daten fiir die regio alpina fehlen.

Bei der Vergleichung der Zahlen aus Frihetsli und Kautokeino
zeigt es sich, dass die Niederschlagsmengen beider Stationen an-

1) Fries, Th, Botanische Untersuchungen im noérdl. Schweden. Upp-
sala 1913, p. 10.
2) Kotilainen, 1. ¢. p. 9.
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nihernd gleich sind (250—400 mm). Es kommt nicht selten vor,
dass wihrend der Vegetationsperiode (Juni, Juli, August) nur ca
100 mm Regen fillt. Die Regenmengen wihrend der Vegetations-
periode betrugen in den Jahren 1923 bis 1927: 218.7, 107.0, 105.2,
128.7, 184.4 (Frihetsli); 212.4, 108.9, 220.6, 152.0, 167.6 (Kauto-
keino). — Die mittleren Lufttemperaturen fiir Juni, Juli und Au-
gust sind fir beide Orte fast dieselben. Dagegen machen sich
bei den monatlichen Minima und Maxima Unterschiede bemerk-
bar. Im allgemeinen ist die Luftfemperatur im ostlicher und
hoher gelegenen Kautokeino niedriger. Seiner Hohenlage nach
kommt Kautokeino dem Kilpisjarvigebiet (Kilpisjarvi selbst liegt
in einer Hohe von 463 m) ziemlich nahe.

Fir die Beurteilung der klimatischen Bedingungen auf der
Insel Seiland sind die Daten der benachbarten meteorologischen
Station von Haldde, die bis 1925 zuriickreichen, von Bedeutung.
Wenn schon die Niederschlagsmengen in Haldde im Vergleich zu
denjenigen des Kilpisjirvi-Gebietes viel betrdchtlicher sind!) -und
hier unter Umstinden auf einen Monat ebensoviel Niederschlige
kommen konnen wie dort auf ein Jahr (im Durchschnitt sind die
jahrlichen Mengen in Haldde 8—4 mal grosser als in Frihetsli
oder Kautokeino), so sind trotzdem die Regenmengen wihrend
der Vegetationszeit nicht gross. Fir die Jahre 1921—1925 betra-
gen diese fiir Juli- August: 117.5, 90.9, 78.5, 34.2, 86.5.

Wie aus den Temperaturangaben ersichtlich, ist hier die
Vegetationszeit auf Juli und August eingeschrinkt. Im ibrigen
sind die Eigenttimlichkeiten eines Seeklimas deutlich ausgeprigt,
was aus einem Vergleich der Minimum-, Maximum- und Mittel-
temperaturen in den Tabellen 1—4 klar hervorgeht.

3. Die Formation der Wiesenbirkenwiilder.

A. Analysen.

Die Wiesenbirkenwélder. Lapplands {iberraschen jeden vom
Stiden kommenden durch ihre Uppigkeit. Die Birke wird stellen-
weise tiber 10 m hoch. Mit ihr vergesellschaftet finden sich mehr
oder weniger vereinzelt andere Laubbaumarten, so besonders die
Soolweide, die Eberesche und zuweilen auch der Faulbaum. Dichte

1) Vergl. d. Karte iiber mittlere jahrliche Niederschlagshthe in Hann - S ii-
ring, Lehrbuch der Meteorologie, Leipzig 1927.
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Bestinde von bis 1 m hohen Stauden wie Geranium, Trollius,
Chamaenerium, Chaerefolium, Angelica, Athyrium usw., zu denen sich
noch viele andere niedrigere Stauden hinzugesellen, bilden die
Bodenvegetation. Zur Bliitezeit bietet das blumenreiche Innere
dieser Wiilder einen prichtigen Anblick, weshalb Thore Fries
diese, was Farbenpracht, Wachstum und Uppigkeit betrifft, den
Laubwiesen und wiesenartigen Laubwildern in Mittel- und Siid-
schweden zur Seite stellt.

Wie Thore Fries es besonders hervorgehoben hat, sind
derartige Wilder auf das Vorhandensein fliessenden Wassers ange-
wiesen. Ein anderer, die Ausbildung dieser Wilder begiinstigender
Umstand ist ein gewisser Kalkgehalt des Bodens, der die Bildung
von Rohhumus verhindert. Dass jedoch Wiesenbirkenwilder auch
auf Rohhumus entstehen konnen, wenn nur fliessendes Wasser
vorhanden ist, unterliegt kaum einem Zweifel. Allerdings ist die
floristische Zusammensetzung dieser letztgenannten Wilder drmer,
als diejenige der Wiesenwilder der Kalkgebiete, auch treten hier
mehrere Rohhumuspflanzen auf, die in den artenreichsten Wiesen-
birkenwéldern der Kalkgebiete fehlen.

Der untersuchte Wiesenbirkenwald-Assoziationsabschnitt auf
den NW Abhidngen des Piaédskyspahta steht auf einem Boden, der
folgenden Aufbau zeigt: Der 2—8 cm michtigen Streuschicht
aus nur zum Teil verwesten Blittern folgt eine ca 5 cm mich-
tige braun gefdrbte torfige Rohhumusschicht, die jedoch in ihren
Eigenschaften von der Rohhumusschicht der Biden der Heide-
birkenwilder abweichen muss, da eine gut ausgebildete Bleich-
erdenschicht fehlte. Tiefer folgt aus Sand und Grus bestehender
Unterboden. — Die analysierte Fliche befindet sich auf einem
Abhange, dessen Neigung ca 80° betrigt und auf dem die Betula
tortuosa-Bsume eine Hohe von iiber 10 m erreichen. Grosstenteils
betrigt der Durchmesser der Bidume in der Brusthohe 10—15 cm,
erreicht aber nicht gerade selten 80 cm. Einstimmige Badume
treten seltener auf, in der Regel entspringen einer mehrere dm
hohen Biilte 8—10 Stimme, die sich oft allseitig nach aussen
neigen oder sogar bogenformig gekriimmt sind. Die Aste sind
knorrig, oft gekriimmt und wenig, dabei aber sehr unregelmaissig
verzweigt. Spuren abgebrochener Aste sieht man an jedem be- .
liebigen Baumstamm. Hie und da findet man auch in einer Hohe
von 1 bis mehreren m abgebrochene Stimme, gipfellose Biume,
liegende und stehende Baumleichen, die alle Zeugen der schwe-
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ren Schneeschidigungen sind, denen die Biume in diesen Wail-
dern wihrend des Winters ausgesetzt sind !). Die Baumstimme
— insbesondere die Borke der #lteren gipfellosen Stimme — sind
mit vielen Flechten bedeckt. Besonders verbreitet sind Parmelia
olivacea, P. sulcata, P. ambigua, P. physodes, P. hyperopta, hier
und da auch Cetraria caperata u. a. — Die Kiefer fehlt dem
untersuchten Assoziationsabschnitt vollstindiz, dagegen begegnet
man der Eberesche und dem Faulbaum. Die Stauden — beson-
ders wichtig sind Geranium silvaticum, Aspidium phegopteris, Athy-
rium filix femina, Trollius europaeus, Chamaenerium angustifolium,
Mulgedium alpinum, Cirsium heterophyllum — sind so hochwiich-
sig (60—120 cm!) und iippig, dass die durch sie gebildete dichte
~ Decke fiir die Moose nur wenig Raum frei ldsst. Flechten fehlen
vollstindig.

Auf der analysierten Fliche 2) (Anal. 1) wuchsen von den
Reisern Vaccinium myrtillus, von mehr od:r weniger breitblattri-
gen Stauden: Trollius, Rubus saxatilis, Geum rivale, Geranium
stlvaticum, Chamaenerium angustifolium, Epilobium sp., Cornus sue-
cica, Pirola secunda, P. media, Trientalis europaea, Melampyrum
stlvaticum, M. pratense, Linnaea borealis, Solidago virgaurea, Saus-
surea alpina, Cirsium heterophyllum, Mulgedium alpinum, Paris
quadrifolia, Listera cordata, Aspidium phegopteris, A. dryopteris,
A. spinulosum, Athyrium filix femina. Die Grasform ist durch
Calamagrostis purpurea, Deschampsia flexuosa, Luzula pilosa ver-
treten. Von den Lycopodium- und Equisetum - Arten fanden
sich Lycopodium annotinum, Equisetum pratense und Equisetum
stlvaticum.

Die Artenzahl auf 1 m? betrug im Mittel 22, die Gesamtzahl
der Arten auf der tatsdichlich analysierten Fliche 42 (darunter
fanden sich folgende Moose: Dicranum scoparium, Rhodobryum
rosewm, Mnium cinclidioides, Brachythecium sp., Rhytidiadelphus
calvescens, Hylocomium proliferum, Pellia epiphylla). Es sei be-
merkt, dass die Zahl der Arten, die diesen Wildern bei Padskys- .

1) Heikinheimo, O., Die Schneeschadengebiete in Finnland und ihre
Wilder, Communie. ex Instit. quaestion. forestal. Finlandiae. III. Haglund, E,
Ur de hognordiska vedvixternas ekologi, Uppsala 1905.

2) Die analysierte Fliche betrug 100 m2. Es wurden 10 Quadrate (zu 1 m?2)
untersucht. Zur Zeit der Analyse (20. Juli 1927) blithten: Trollius, Geranwum,
Chamaenerium, Cornus, Melampyrum pratense und M, silvaticum.
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pahta cigen ist, naturgemiiss hoher ist, denn es fehlten z. B. auf
der untersuchten Fliche Milium cffuswm, Chaerefolium silvestre.
Amgelica archangelica usw. — also Arten, die hier fast nur in den

Wiesenbirkenwiildern

SEELTEFLE auftreten und  fiir
S =5 = - : :
SE2Z22587 25y diese sehr bezeich-
. 3= ,_CS = e = ;J
S STETAE oz o7 nend sind. Wie oben
=0 Sz A =z27"3 3= ) i . .
Eo s /(,3 2= = R angedeutet, treten hier
ES’ == g E5 .. mehrere Pflanzenar-
TS s= o ESES .
EL2 520558 ten auf, diec Rohhu-

mus bevorzugen : Lu-
zula pilosa,  Cornus
suecica, Trientalis ew-
ropaea, Melampyrum
silvaticum, M. pratense,
Linnaea borealis, Aspi-
dium dryopteris, Liste-
ra cordata.

Weiter sollen die
Resultate einer Ana-
lyse der Wiesenbir-
kenwiilder am Fusse
desMalla-tunturi
am Nordufer des Iil-
pisjiirvimitgeteilt wer-
den. Diese Wiilder ste-
hen auf einem Boden,
dessen oberste Schich-
ten (10 cm und mehr)
reich an ncutralem
nihrstoffreichem Hu-
mus sind. Die beige-
fiigten Abbildungen
(Taf. I) geben eine
Vorstellung von dem
allgemeinen Charak-
ter  dieser Wilder.
Es sind oft geradezu
natiirliche Ge-
holzwiesen, auf
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denen die Bidume verhiltnismissig weit voneinander stehen,
da die Bedingungen fiir den Baumwuchs ungtinstig sind. Wenn
auf den Geholzwiesen Stidschwedens und Estlands die Umwand-
lung dieser Wiesen in Laubwald rsp. Nadelwald durch die Menschen-
titigkeit verhindert wird, so sind die Wiesenbirkenwilder Lapplands
natiirliche Pflanzengesellschaften, in denen stellenweise der Wiese
grossere Bedeutung beigemessen werden muss als dem Walde
und bei denen die klimatischen Faktoren (vor allem die niedrige
Wintertemperatur und die eigentiimlichen Schneeverhiltnisse) da-
fir Sorge tragen, dass kein dichter Birken-Hainwald entstehen
kann !). — Die Birken sind hier im Durchschnitt bloss 6 m hoch
und zeigen in der Brusthohe ca 15—20 cm im Durchmpesser. Der
Flechtentiberzug auf den Asten und Stimmen besteht im allge-
meinen aus denselben Arten wie in P#siskyspahta, ist jedoch viel
spirlicher und liickenhafter. Unter den Flechten ist auch Alectoria
proliza verhdltnismissig haufig.

In den weiter folgenden Analysen wird die Abundanz nach
Moglichkeit durch die Individuenzahl bzw. durch die Sprosszahl
angegeben. Bei Arten dagegen, wo die Sprosszahl sich einiger-
massen genau {iberhaupt nicht bestimmen lsst, wie bei den Teppich-
und Polsterpflanzen und tiberhaupt bei Arten, die stark verzweigt
sind und dichten Wuchs aufweisen, ist die Grosse der von diesen be-
deckten Fliche angegeben. Der Deckungsgrad (das heisst die Raum-
verdringung) der Arten, bei denen Spross- bzw. Individuenzahl an-
gegeben sind, wurde in die Tabellen nicht aufgenommen. Es
erschien wichtiger, die Hohe der Sprosse bzw. der Incthduen
(als Anhaltspunkt fiir andere Grossen) anzugeben.

Die {ibliche Bestimmung des ,Deckungsgrades®?), bei wel-
cher man ohne Riicksicht auf die Zahl der Indivi-
duen bzw. Sprosse abschiitzt, welchen Bruchteil der Quadrat-

1) Die Spuren von Schneeschidigungen sind in Form von gebrochenen
Asten, gipfellosen Biumen usw. auf jedem Schritt zu sehen. Nach den Angaben
des Buschwichters von Siilastupa erreicht die Schneedecke in den Wildern um
Kilpisjirvi im Winter eine Machtigkeit von ca 0.5 m. Besonders im Herbst,
aber auch spiter, konnen die Birken stark vereisen, wobei sich jeder Gipfel
und jeder Ast unter der Schneelast zu Boden neigt. Es sollen zuweilen im
Dezember linger anhaltende Westwinde herrschen, die den Schnee auf den Béu-
men zur Schmelze bringen. Deshalb soll sich die oben beschriebene Vereisung
nicht selten 2—3 mal jihrlich wiederholen.

2) Vrgl. z. B. Markgraf, Kleines Praktikum der Vegetationskunde,
Berlin 1926. ’
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fliche die einzelnen Arten im ganzen bedecken, gibt ohne Zweifel
weniger Anhaltspunkte fiir die Beurteilung der Eigenart eines
Assoziationsabschnittes. Wenn an einem ,guten“ Standorte 10
starkwiichsige Plantago magjor-Pflanzen auf einer Probefliche von
1 m? wachsen, so kann der ,Deckungsgrad“ u. U. gleich 4 gesetzt
werden. Dagegen miissten in einer sehr ungiinstigen Lokalitit
womdglich 100 P. major-Exemplare auf das Quadrat kommen, um
dieselbe Zahl zu ergeben.

Ohne Zweifel ist die ,kombinierte Schitzung von Abun-
danz und Deckungsgrad® in der gebriuchlichen Art ihrer Anwen-
dung sehr bequem. A

Dagegen liesse sich die Sprosszahl (noch mehr die Individuen-
zahl) womdglich bei einer 6kologischen Analyse verwerten. So
z. B. erhilt die Zahl der Individuen (bzw. Sprosse) bei der Beant-
wortung der Frage, wie gross der Wasserbedarf, die Menge der
gebildeten Assimilate usw. bei einer Pflanzenartin einem gegebe-
nen Assoziatiorisabschnitt ist, eine gewisse Bedeutung, wihrend
die Zahlen, die durch eine kombinierte Schitzung von Abundanz
und Deckungsgrad erhalten worden sind, sich hierbei iiberhaupt
nicht verwenden lassen.

Allerdings ist das Zdhlen der Individuen (Sprosse) sehr zeit-
raubend, und oft ist die Z#hlung nicht exakt durchzufithren. Zu-
dem schwankt die Individuen- (Spross-)grisse in einer und der-
selben Assoziation oft betrichtlich.

Die Wiesenbirkenwilder des Kalkgebietes sind, wie aus ei-
nem Vergleich der Analysen 1 und 2 ersichtlich, viel arten-
reicher als diejenigen des kalkdirmeren Gebiets (Piiskyspahta).
Auf 1 m? kommen hier im Mittel 30 Arten (gegen 22); auf der
ganzen analysierten Fliche wurden 59 Arten (gegen 42) konsta-
tiert. Sowohl unter den Moosen als auch unter den Bliitenpflan-
zen finden sich mehrere Arten, die kalkhaltigen Untergrund
bevorzugen oder in Lappland sogar direkt kalkhold sind.

Thore Fries hiilt es fiir hochst wahrscheinkich, dass der
Boden der Birkenwilder und zum Teil auch der Nadelwilder in
~ Torne Lappmark in einer Tiefe von 2—5 m eine, wenn auch nur
recht diinne Schicht bestindiggefrorener Erde fiihrt. Falls diese
Annahme fiir Torne Lappmark zutreffen sollte, stehen wohl auch
die 6stlicher gelegenen Wilder bei Kilpisjirvi und Pisskys-
pahta auf ebensolchem Boden. Dass die gefrorene Schicht in
den Heidebirkenwildern méchtiger sein diirfte als in den Wiesen-
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birkenwildern, erscheint dem Verfasser nicht unwahrscheinlich,
es fehlen jedoch direkte Beweise hierfiir. Jedenfalls ist zu be-
achten, dass die Schneedecke in den Wiesenbirkenwildern nach
Fries hoher ist, als in den Heidebirkenwildern. — Diese gros-
seren Schneemassen miissen den Boden im Friihjahr mit Wasser
durchtrinken. Da tibrigens die Wiesenbirkenwilder sich wohl
stets in der Nihe von fliessendem Wasser befinden und da die
Beschattung des Bodens durch die Birke ebenfalls die Wasser-
vorrite schiitzt, so leiden die Pflanzen der Wiesenbirkenwélder
nur in Ausnahmefillen an Wassermangel. Somit wird hier die
Assimilationstitigkeit im Sommer nicht unterbrochen.

Es ist deshalb sehr verstindlich, dass die tiiberwiegende
Mehrzahl der hier gedeihenden Pflanzen ihrem anatomischen Bau
nach Mesophyten sind.

B. Bemerkungen beziglich der Methodik der
Untersuchung des Pigmentgehaltes einer
Assoziation.

Wihrend sehr viele Pflanzenarten rote Zellsaftpigmente bil-
den konnen 1), gibt es eine Gruppe von Pflanzen (Equisetum-, Se-
laginella-, Potamogeton-, Aloé-, Bulbine-, Reseda-, Buxus-Arten u. a.),
die nie diese, sondern Plastidenpigmente (Rhodoxanthin 2), Buxin,
Lycopin usw.?3)) bilden. Ausser den genannten Pflanzenarten tre-
ten noch andere auf, die in ihren vegetativen Organen nie rote
Pigmente bilden.

Andererseits weisen viele Arten Unterschiede auf, indem sie
das Pigment zu verschiedenen Zeiten der Vegetationsperiode aus-
bilden, oder sogar frither oder spiter in lebenskriftigen Blittern
das Vermogen einbiissen solches zu bilden. Um die Kennzeich-
nung dieser verschiedenen vom Verfasser konstatierten Fille zu

1) Buscalioni, L, e Pollacci, G., Le antocianine e il loro signi-
ficato biologico nelle piante, Milano 1903. Gertz, O., Studier 6fver Anthocyan,
Akademisk afhandling, Lund 1906. M. Wheldale Onslow, The Anthocyanin
Pigments of Plants, Cambridge 1925. Lippmaa, Th.,, Pigmenttypen bei Pteri-
dophyta und Anthophyta, Acta Inst. et Horti Bot. Univ. Tartuensis (Dorpa-
tensis), vol. I, fasc. 1—3, Tartu 1926.

2) Lippmaa, Th, Das Rhodoxanthin, seine Eigenschaften, Bildungsbe-
dingungen und seine Funktion in der Pflanze. Schriften herausgeg. von d. Nat.-
Gesellsch. bei der Univ. Tartu 24, Tartu 1925. ‘

3) Lubimenko, V., Les pigments des plastes et leur transformation
dans les tissus vivants de la plante. Rev. génér. de Botanique, Paris 1928.
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ermoglichen, ist ein entsprechendes System ausgearbeitet wor-
den. Die Ergebnisse dieser Untersuchungen sind in mehreren
Abhandlungen versffentlicht worden, so dass ihre eingehende Dar-
legung hier tberflissig sein diirfte. Es sei nur hervorgehoben,
dass jede Art fiir sich untersucht wird, und zwar am Anfang,
am Schluss und in der Mitte der Vegetationsperiode. Da die
vegetativen Organe hierbei entweder das Pigment enthalten
(Bez. :1) oder bloss das latente Vermdgen zu seiner Bildung auf-
weisen (Bez.:(1)) oder stets pigmentfrei sind und dieses zu der
gegebenen Jahreszeit nie bilden (Bez. :0), so erhilt man Bezeich-
nungen wie [111], [1(1)(1)], [000] usw., die leicht verstindlich
sind (z. B. kommt die Bezeichnung [1(1)(1)] einer Art zu, die
am Anfang der Vegetationsperiode in den Blittern ein Pigment
bildet, in der Mitte und am Schluss der Vegetationsperiode pig-
mentfrei ist, jedoch das Vermogen besitzt u. U. dieses zu bil-
den. — Durch Hinzuftigung von , A“ resp. ,C* vor diesen Symbolen
wird angegeben, ob es sich um ein Anthocyanin oder ein Karoti-
noid (Hamatokarotinoid nach d. Verf.1)) handelt. Bei immer-
griinen Arten nehmen die Bezeichnungen eine etwas andere Form
an. So z. B. besagt A[1(1)1...1], dass die betreffende Art in den
jungen Blittern Anthocyanin bildet, nachher ergriint, doch das
Vermogen der Anthocyaninbildung auch weiter beibehilt und im
Winter gerstet ist, im folgenden Sommer aber griin wird, und
dass die absterbenben Blitter wieder gerdtet sind.

Es konnten Bedenken entstehen, inwiefern eine solche Un-
tersuchung einer Assoziation berechtigt ist. Ohne Zweifel ist
diese von okologischem Standpunkte aus nur dann berechtigt,
wenn den genannten Pigmenten eine tkologische Funktion beige-
messen werden kann. Wenn schon die Aufgabe der Anthocyanine
immer noch verschieden gedeutet wird, sprechen, wie Verf. a. a.
0. gezeigt hat, verschiedene Umsténde dafiir, dass dieselbe nur in
der Beglinstigung gewisser Funktionen gesucht werden kann,
am wahrscheinlichsten inder Schaffung giinstiger Belich-
tungsbedingungen in den Plastiden, die fiir die sich dort
abspielenden fermentativen Prozesse von Bedeutung sind. Von
Okologischem Standpunkte aus lisst sich die Pigmentdecke am
ehesten mit einer Haarbekleidung vergleichen, nur scheint sie

1) Vergl. Lippmaa, Th., Uber Pigmenttypen und ihre Bedeutung fiir
die Anthocyaninfrage. Berichte d. deutsch. bot. Gesellsch. Bd. 46, Berlin-
Dahlem 1928.
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fiir die Beurteilung der Lebensbedingungen einer Assoziation mehr
Anhaltspunkte zu geben als die Analysierung der Behaarung.

Es ist selbstverstindlich, dass die Untersuchung des Pig-
mentgehaltes einer Assoziation sozusagen nur einen Zug des
komplizierten Gebdudes — der Assoziation — hervorhebt. Es
ist jedoch beachtenswert, dass die so erzielten Ergebnisse, wie
weiter gezeigt werden soll, deutliche Beziehungen zu anderen
charakteristischen Ziigen der entsprechenden Assoziation, so z.
B. zu ihrem Chlorophyligehalt und dem anatomischen Baue der
Blattspreite, aufweisen.

Fiir die Ausbildung der roten Zellsaft- bzw. Plastidenpigmente
— der Anthocyanine und H#matokarotinoide — sind bekanntlich
folgende Bedingungen giinstig: (1) eine Anh#ufung von Assimi-
laten (Zucker), hervorgerufen durch mangelhaften Abfluss oder
durch kiinstliche Zufuhr derselben ; (2) eine gentigend starke Belich-
tung. — Unter natiirlichen Bedingungen wird eine Stauung der
Assimilate auf verschiedene Weise hervorgerufen: einerseits kann
bei geringer Luftfeuchtigkeit die Trockenheit des Substrates in
dieser Richtung wirken, andererseits hat auch niedrige Bodentempe-
ratur die gleichen Folgen, falls die entsprechenden Pflanzenarten
nicht fihig sind sich Wasser aus Bodenschichten mit iner Tempe-
ratur um 0° herum zu verschaffen. Wo der aufsteigende Strom stark
ist und u. a. gentigend Nitrate fithrt, sind die Bedingungen fiir die
Ausbildung der roten Pigmente ungiinstig. Da eine Beschattung
den Grad der Pigmentation herabsetzt, wenn nicht direkt verhin-
dert, so ist zu erwarten, dass die Arten, die den Wiesenbirkenwil-
dern eigen sind, nicht gerade reich an Anthocyaninen und Héma-
tokarotinoiden sein diirften; umgekehrt miisste man vermuten,
dass in den stark belichteten, oft mit Wassermangel kimpfen-
den Zwergstrauchheiden die Verhiltnisse ganz anders liegen.

C. Das phytochromatische Spektrum
der Wiesenbirkenwilder.

In der Tabelle 5 sind Angaben iiber die Pigmentkombina-
tionen, die den Arten der Wiesenbirkenwilder eigen sind, kurz
aufgeftihrt worden. Zu der Gruppe A sind die Pigment-
kombinationen gezahlt worden, bei denen es faktisch nicht zur
Bildung der roten Pigmente kommt, die also wihrend der gesam-
ten Vegetationsperiode griin sind. Hierher gehoren Arten, die
das Vermogen Anthocyanin zu bilden iiberhaupt nicht besitzen
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— [000], [000. .. 0] — oder letzteres jedenfalls nicht in den Assimila-
tionsorganen bilden: A [000]; andererseits gehoren hierher solche
Arten, die Anthocyanin oder Himatokarotinoide bilden kénnen,
von dieser Fihigkeit aber keinen Gebrauch machen: A [(1)(1)(1)],
A [(MHMA) ... ] C @M C[(a))@A). ...

Die Vertreter der Gruppe B bilden in den jungen Assi-
milationsorganen rote Pigmente, ergriinen nachher ohne jemals
im Herbst wieder Anthocyanin zu bilden (A[1(1)0]), oder aber es
wird die Fahigkeit der Anthocyaninbildung allerdings beibehalten,
es kommt aber in der Regel nicht zu einer herbstlichen Anthocya-
ninbildung (A [1(1)(1)]).

Die anthocyaninreiche Gruppe C wird durch starke Herbst-
rotung charakterisiert. Es gehtren hierher die Kombinationen
A [(1)1)1] und A [1(1)1].

In die pigmentreichste Gruppe D gehoren die Kombi-
nationen A [111], A [111...1], C [111], C [111...1].

Aus der Tabelle 5 ist zu ersehen, dass die Gruppe A, bei
der es zu einer Pigmentbildung nicht kommt, durch 56 Prz. und
die anthocyaninarme Gruppe B durch 22 Prz. vertreten sind. Nur
bei 22 Prz. tritt eine Herbstrotung auf. Die permanentrote Gruppe
D fehlt %).

BEs sollen hier einige Bemerkungen iiber die Herbstfirbung in den
Wiesenbirkenwiildern des Kilpisjirvigebietes mitgeteilt werden 2).

Die herbstliche Laubverfirbung war in den Wiesenbirkenwildern
Ende August (1927) verhiltnisméssig weit vorgeschritten. Am 30:
August wuarden in den Wildern am Fusse des Malla-tunturi folgende
Beobachtungen notiert:

Hier und da sieht man einen Betula tortuosa-Baum mit vollig gel-
bem Laube, im allgemeinen ist das Laub aber griin, nur an einzelnen
Zweigen sind die Blétter gelb geférbt. Bereits am 23. August waren
derartige Zweige mindestens bei 50 Prz. der Béume zn sehen, zurzeit
findet man kaum einen Baum, wo diese fehlen wiirden 3). Zum Teil

1) Nihere Angaben inbetreff einzelner Arten im ,Anhang®.

2) Es sei bemerkt, dass der Sommer und der Herbst 1927 der Anthocya-
ninbildung der vielen Sonne wegen sehr giinstig waren.

3) Thore Fries schreibt fiber den Laubfall in Torne Lappmark: ,Die
Birken beginnen normal wihrend der zweiten Halfte oder des Endes des August
innerhalb des ganzen Gebietes ihr Laub zu verlieren“. Es ist zu bemerken,
dass der Sommer im Jahre 1927 sehr giinstige Vegetationsbedingungen bot,
weshalb der Laubfal ca 2 Wochen spiter eintrat als gewthnlich.
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Tabelle 5.

big-
ment-
gruppe

Beobacht. Pig-
mentkombin.

Zahl der
Arten

in % der
Gesamt-
zahl

hat sich in diesen Bléttern Anthocyanin gebildet.

[000]

[000 . . 0]
A [000]

A (M@

A [@)MA) .. ()]

C [000]
ClmmMA).. )y

A [11)0]
A [1(1)1)]

A (MM
A [1()1]

14

12

12

56.0

22.0

Aspidium phegopteris, A. dryopteris, A.
sprnulosum, Athyrium filix femina, Carex
capillaris, Listera cordata.

Lycopodium annotinum.

Coeloglossum viride, Carex rigida, Par-
nassia palustris, Viola biflora, Gnapha-
lium norvegicum.

Anthoxanthum odoratum, Milowm effu-
sum, Phlewm alpinum, Poa alpina, Salix
lapponum, Ranunculus acer, Astragalus
alpinus, Chaerefolium stlvesire, Angelica
archangelica, Euphrasia minima, Rhi-
nanthus magjor, Pinguicula alpina, Paris
quadrifolia, Antennaria alpina.

Pirola secunda, P. minor, P. rotundifolia,
Vaccintum vitis idaea, Linnaea borealrs,

Equisetum pratense, E. silvaticum.

Selaginella selaginoides, Equisetum scir-
potides (?).

Trollius europaeus, Astragalus frigidus(?).

Deschampsia  flexuosa, Festuca ovina,
Saliz reticulata, Betula tortuosa, Poly-
gonum viviparum, Thalictrum alpinum,
Filipendula ulmaria, Vaccimium wmyr-
tellus (?), Melampyrum silvaticum, M.
pratense, Bartsia alpina, Mulgedium al-
pinum.

Cornus suecica, Vaccinium uliginosumn.

Sorbus aucuparia, Rubus saxatilis, R.
arcticus, Alchemilla glomerulans, Gera-
nium silvaticum, Chamaenerium angusti-
folium, Trientalis europaea, Solidago
virgaurea, Saussurea alpina, Cirsium
heterophyllum, Rumex aceiosa, Geum
rwale (7). :

Unter den verhéltnis-

méssig weit voneinander stehenden Baumen hat sich die ca 0.5 m hohe

Kraut- und Strauchschicht schén gefirbt.

Lebhaft rot sind sehr viele

Blatter von Geranium silvaticum, Chamaenerium angustifolium, Cornus sue-
cica, Solidago virgawreca, auch Saussurea alpina, OCirsium heterophyllum

3
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— doch sind die letztgenannten Arten noch chlorophyllreich und er-
scheinen deshalb in den pigmentierten Teilen briunlich. Vaccinium wuli-
ginosum, V. myrtillus und Alchemilla glomerulans haben ebenfalls mit
der Anthocyaninbildung begonnen. Bei letzterer Art sind die periphe-
ren Teile der Spreite sehr anthocyaninreich. In schénem Kontrast zu
diesen roten Bldttern stehen die gelben von Trollius, Salix-Arten,
Parnassia (teilweise!), Viola biflora. Viele Arten sind unverdndert griin
geblieben :  Salix reticulata, S. lapponum, Rubus arcticus, Pirola-Arten,
Ranunculus acer, Selaginelln selaginoides, Equisetum-Arten. Die Haupt-
masse von Vaccinium myrtillus, V. uliginosum und V. vitis idaea ist eben-
falls fast unverdndert.

Am 3. September ist das Bild folgendes: Die Bléitter von Gera- .
nium haben eine zinnoberrote Fiarbung angenommen, die jedenfalls viel
heller ist, als die schone violettrote Farbung von Chamaenerium angusti-
folium. Mit dieser Pflanze wetteifert in der Stérke der Rétung Cornus
suecice. Auch bei Vaccinium myrtillus — die Pflanze ist im allgemei-
nen noch griin — ist hier und da Anthocyaninbildung bemerkbar. Vom.
Rot und Griin der genannten und vieler anderer Arten stechen ab T'rol-
lius, Gnaphalium norvegicum, Viola biflora, Ranunculus acer, Salix phyli-
cifolia, S. nigricans, 8. reticulata usw., die gelbes Laub besitzen. —
Unter den Birken sieht man viele mit rotem Laube. Oft machen letz-
tere nicht weniger als die Hilfte der in Herbstfirbung stehenden
Baume aus.

4. Die Formation der Heidebirkenwiilder.

A. Analysen.

Die Heidebirkenwilder Lapplands (Taf. V, V1) bedecken in
der regio subalpina viel grossere Flichen als die Wiesenbirken-
wilder, wie dies z. B. aus den Karten, die den Arbeiten von
Th. Fries und Tengwall beigefiigt sind, klar hervorgeht.
Der Grund fiir ein derartiges Verhalten ist ohne Zweifel in dem
Umstand zu suchen, dass die Heidebirkenwilder viel anspruchs-
loser und an den in der Arktis so verbreiteten Rohhumus ge-
bunden sind. In Finnisch-Lappland, wo ja kalkhaltiger Unter-
grund verhdltnismissig selten ist, sind sie bei weitem die wich-
tigsten Birkenwilder. An ihren Standorten ist die Bodenfeuch-
tigkeit verhaltnismissig gering. Im Einklange hiermit steht das
ziemlich reichliche (rsp. sehr reichliche) Auftreten von Flechten
und das Vorherrschen immergriiner Zwergstriucher (Vaccinium
vitis idaea, Empetrum, Phyllodoce). .
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In einem Heidebirkenwald auf den Nordwestabhingen der
Petsamon-tunturit bestand die Bodenschicht stellenweise aus
Zwergstrauchern 1), stellenweise aber vorwiegend aus Flechten (Pel-
tigera sp., Nephroma arcticum, Cladonia alpestris, C. silvatica, C.
rangtferina, C. crispata, C. deformis, C. gracilis, C. pleurota, Cet-
raria islandica) und Moosen (Dicranum scoparium, D. fuscescens
v. congestum, Pleurozium Schreberi, Hylocomium proliferum, Poly-
trichum commune, P. juniperinum, Lophozia lycopodioides, L.
excisa U. a.). Fir diese Wilder ist das reichliche Auftreten von
Nephroma arcticum, Cladonien, Dicranum fuscescens V. congestum
und von Lophozien sehr charakteristisch.

Tabelle 6.
- Bodenschichten :
Heidebirkenwald iche-
HoDIE Rohhumus | Bleicherde ruéllgseslglllli%ht

(1) auf dem NW Abhang d. Petsa-

mon tunturit. . . ... .. 2 cm 7 cm 4cm
(2) am Fusse der Saana? . . .. 4 , 6 , 5 ,
{3) am Westufer des SlllaS]aI'VI

(Kilpisjarvi-Geb.) . . . . . . . . 35 6 , 2,

4) am Nordufer des Kolttalahti

(Kilpisjarvi-Geb.) . . . . .. .. 4, 4, 1,
{5) auf dem Kaarevaara bei Ka-

resuando . . . . ... ... .. 3, 3, |

Die Bodenbeschaffenheit in den Heidebirkenwéldern ist in der
Tabelle 6 gegeben. Unter der Moos- und Flechtendecke befin-
det sich bloss ca 2-—8 cm Rohhumus, welchem eine ausgeprigte
Bleicherdenschicht (ca 5 cm) folgt, tiefer aber liegt eine Anreiche-
rungsschicht von verschiedener Machtigkeit. Wie aus der Tabelle
6 ersichtlich, wurde in bezug auf letztere an einer Stelle — im
Birkenwalde am Fusse des Saana — 5 c¢cm gemessen. In der Re-
gel ist in dieser Lokalitit die Anreicherungsschicht schwicher.
So weit die Erfahrungen des Verfassers reichen, stehen wenig-
stens in Finnisch-Lappland die Heidebirkenwilder stets auf Pod-

1) Vaccinium vitis idaea, V. myrtillus, V. uliginosum, Empetrum herma-
phroditum, Ledum palustre. Diesen gesellen sich zu Cornus suecica, Trientalis eu-
ropaea, Pedicularis lapponica, Lycopodium selago, L. annotinum und L. alpinum.

2) An dieser Stelle fehlten Biume innerhalb einer Fliche von rund 300 m2
vollstindig.

- g
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solboden mit gut ausgeprigter Bleicherde. Da, wo die Heidebir-
kenwilder von Kkleinen (im Sommer oft génzlich trockenen) Bichen
durchzogen werden, besitzt die Umgebung der letzteren; eine
abweichende Vegetation, wobei verschiedene Elemente des Wie-
senbirkenwaldes (Trollius, Geranium, Angelica usw.) auftreten.
An derartigen Stellen ist die Humusschicht dicker, der Humus
mehr oder weniger neutral, weshalb auch die Bleicherdenschicht
kaum angedeutet ist oder vollkommen fehlt.

In den fruchtbarsten Wildern der Heideserie ist Cornus sue-
cica wichtig (z. B. am Westufer des Siilasjgrvi). Weniger an-
spruchsvoll ist Vaccinium myrtillus. In den trockensten Heidewil-
dern tibernehmen Empetrum und Vaccinium vitis idaea die Herr-
schaft (so z. B. in der Umgebung von Kolttakongis).

Den ungiinstigen Standortsbedingungen entspechend ist die
Birke in den Heidebirkenwildern gewohnlich nicht iiber 4—5 m,
unter besonders ungiinstigen Bedingungen, z. B. auf den Inseln
Skogerd und Seiland, auch nur 2—3 m hoch.

Analyse 3 (p. 87).

27. August 1927. Heidebirkenwald am Westufer des Siilasjirvi
nérdlich vom Pieni-Malla, in einer Hohe von ca 550 m iiber d. Mee-
resspiegel. Die 4—b5 m hohen Birken stehen ca 5—20 m voneinan-
der. Thr Durchmesser in der Brusththe betrdgt ca 10 em. Abge-
brochene, zum Teil verdorrte Aste sind sehr gewohnlich. Die Strauch-
schicht fehlt fast ganz, nur vereinzelt stehen Betula nana, Juniperus com-
munis, Salix lapponum. Die analysierte Flidche ist uneben, wobei jedoch
die Hohenunterschiede 1 m nicht iibersteigen. An den héoheren Stellen
hat das massenhaft auftretende Vaccinium myrtillus eine braunrote Fir-
bung angenommen; an den niedrigeren Stellen mit frischerem Boden ist
es noch sommerlich griin. Fast alle Betula foriuosa-Béume besitzen zum’
Teil gelbe Blitter. Blilhende Pflanzen fehlen, ausgenommen einige ver-
spitete Solidago wirgaurea - Exemplare. Bodenverhiltnisse s. Tab. 6 (3).

B. Das phytochromatische Spektrum der
Heidebirkenwidlder.

Wie aus der unten folgenden Tabelle 7 ersichtlich, ist die
Gruppe A durch 83.4 Prz., die Gruppe B (Anthocyaninbildung
nur in den jungen Blittern) durch 20 Prz. vertreten. Die andere
Hilfte (46.6 Prz.) enthilt Arten, die im Herbst Anthocyanin bil-
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Tabelle 7.
. Zahl der
]ig;t_ Beobacht. Pig- Arten
anDe mentkombin. in 9/, der
grupp Gesamt-
zahl
[000..0] 1 Lycopodium alpinum.
) A [000] 1 Carex rigida.
A Ay ..y 2 Empetrum hermaphroditum, Vaccinium
834 | Yitis idaea
C [000] 1 Equisetum silvaticum.
B A [1(1)(1)] 3 20.0 Calamagrostis lapponica, Deschampsia
o flexuosa, Festuca ovina.
A (D)1 1 Cornus suecica.
A [1(1)1] . 4 39.9 Arctostaphylos alpina, Vaccintum myr-
Y : tillus, Solidago virgaurea, Trientalis eu-
ropaea.
ANH1..1] 1 Phyllodoce coerulea (?).
D A [111] 1 6.7 Pedicularis lapponica.

den und oft lingere Zeit gerotet oder sogar wie Pedicularis lap-
ponica permanent anthocyaninfithrend sind. Bei einem Vergleich
mit den Wiesenbirkenwildern fillt es auf, dass die anthocyanin-
reichen Gruppen C und D in den Heidebirkenwildern sehr viel
stirker vertreten sind, wihrend die Gruppen A und B das ent-
gegengesetzte Verhalten zeigen (58.4 Prz. in den Heidebirken-
wildern, gegen 78 Prz. in den Wiesenbirkenwildern). Tatséich-
lich ist der Anthocyaninreichtum der Heidewilder in der zweiten
Hilfte des nordischen Sommers und im Herbst noch grosser, als
es diese Zahlen zeigen, denn einige anthocyaninreiche Arten —
Vaccinium myrtillus und Cornus suecica — treten oft als herr-
schende Arten auf.

In den Heidebirkenwildern am Nordostufer des Kilpisjiarvi hatte
die Heidelbeere bereits am 15. August stark anthocyaninhaltiges rot-
braun gefiarbtes Laub. Es ist leider dem Verfasser unbekannt ge-
blieben, um welche Zeit dort die Ro&tung begann. Es ist jedoch
sehr wahrscheinlich, dass diese kaum vor dem 1. August statifinden
konnte, denn um jene Zeit war die Heidelbeere in anderen sehr #hn-
lichen, damals besuchten Wildern griin gefirbt. Jedoch erst am 3. Sept.
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.hatte die Heidelbeere in den genannten Wildern ihr grellrotes Herbst-
laub erhalten. Da inzwischen anhaltende Nachtfroste eingetreten wa-
ren und die Temperatur auch am Tage wenig iiber 50 stieg, so war
eine Zunahme des Anthocyaningehaltes kaum mdoglich. Weil diese
Temperatur aber den Chlorophyllabbau nicht hindert, war rosa ange-
hauchtes (begonnene, durch Kilte verhinderte Anthocyaninbildung !)
und gelbes Laub ebenfalls ziemlich verbreitet. Zu dieser Zeit war
die Grenze zwischen den Heidewildern und den Wiesenbirkenwildern
wegen der roten Firbung der ersteren sehr augenfillig. Es sei er-
wihnt, dass an dieser Farbung auch Cornus, Trientalis und Arcto-
staphylos alpina beteiligt waren. ‘

Nur Empetrum-reiche Wialder hatten ihren Sommeraspekt fast
unverindert beibehalten.

An dieser Stelle sei auch das Verhalten von Betula fortuosa ')
niiher besprochen. Die jungen Blitter enthalten in der Regel verhélt-
nisméssig wenig Anthocyanin. An der oberen Grenze des Baumwuch-
ges aber sind auch im Sommer oft alle Blitter, die in Ausbildung be-
griffen sind, in den belichteten Teilen mehr oder weniger rotlichbraun.
.So hatten am 238. Juli bei Kolttakongis die Betula tortuosa-Exemplare
in der Fjeldregion ganz ausnahmslos braunrote junge Blitter. Den
roten Zellsaft fiihrten in diesen hauptsichlich zwei polare Vakuolen
der Zellen der #usseren Palisadenscflicht; die Epidermiszellen waren.
anthocyaninfrei. Auch auf dem Pidskyspahta wurde ein gleiches Ver-
halten konstatiert. Die herbstliche Verfirbung war in der Gegend von
Kilpisjirvi am 24. August (1927) stellenweise so weit vorgeschritten,
dass bereits 50 Prz. der Biume Aste besassen, die nur gelbes Laub tru-
gen. FErst am 1. September sah man auf den steilen NO-Abhén-
gen des Pieni-Malla einige Birken mit vollig vergilbtem Laube. Da
der Blattrand bei diesen Biumen rot gefirbt war, muss man annehmen,
dass es sich um die Pigmentkombination A [1(1)(1)] handelt.

Allmiihlich #nderte sich aber das Bild, denn bei vielen Baumen
begann eine reichliche Anthocyaninbildung, so dass man am 3. Sept.
in den Waldern am Fusse der Saana stellenweise ebensoviel Biume
mit rotem Laube wie mit gelbem zdhlen konnte. Es ist sehr wahr-
scheinlich, dass bei einem betrichtlichen Teil der gerdteten Béume die
Stimme irgendwie beschidigt waren, weshalb durch eine Stauung von
Assimilaten Anthocyaninbildung hervorgerufen worden war. Die Belich-

1) Andere Arten betreffende Daten im ,Anhange.“
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tungsverhéltnisse im Herbst 1927 waren der Anthocyaninbildung sehr
giinstig. Doch scheint diese Erklirung allein nicht auszureichen. Der
Verfasser ist geneigt, in bezug auf Pigmentbildung verschiedene Formen
von Betula tortwosa anzunehmen. Sehr bemerkenswert ist die Tatsache,
dass an der Baumgrenze und in hoher gelegenen Birkenwildern iiber-
haupt — wenigstens in Enontekio - Lappland — die B#ume mit rotem
Herbstlaube viel héufiger sind als in Wildern, die giinstigeren Bedin-
gungen unterworfen sind. Am Fusse des Saana, auf Letsavaara, auf
dem Mukkavaara waren am 8. und 9. Sept. 1927 bis 50 Prz. von den
Béumen mit verfirbtem Laube rot. Auf dem siidlicher gelegenem Kaare-
vaara dagegen besassen nur ganz vereinzelte Biume diese Firbung.
Es unterliegt keinem Zweifel, dass Betula fortuosa in Lappland vorwie-
gend als A [1(1)(1)] auftritt, wenn schon unter ungiinstigeren Bedin-
gungen die Steigerung der Anthocyaninproduktion bis A [1(1)1], ganz
ausnahmsweise sogar bis A [111] gehen kann.

Ob es aber ausserdem eine Rasse gibt, die sich wie A [1(1)1]
verhélt und die besonders in der Néhe der Baumgrenze verbreitet ist,
oder ob das hiufige Auftreten dieser Pigmentkombination in den héher
gelegenen Bestanden der Birke dadurch bedingt ist, dass in diesen die
Anthocyaninbildung begiinstigende Beschidigungen (Schnee, Frost!),
héufiger auftreten, bleibt unentschieden, wenn schon die letztere Er-
klirung vieles fiir sich hat.

Was die Lokalisation des Anthocyanins in den Herbstblattern be-
trifft, so waren die grossen Vakuolen (je 2 in einer Zelle) der Palisa-
denzellen die hauptsiéchlichen Triger des rosaroten Zellsaftes. Antho-
cyanin fiihrten zum Teil auch die Zellen des Schwammparenchyms.

5. Die Formation der arktischen Wiesen.

Die Heide- und Wiesenbirkenwilder gehen oberhalb der
unteren Grenze der regio alpina W ahlenberg’s in Gebiische
tiber, in denen Saliz myrsinites, glauca, lapponum, arbuscula, phy-
licifolia, nigricans, lanata und Betula nana an Stelle der Baum-
schicht treten. So verwandeln sich Wiesenwilder in Wiesenge-
biische (Taf. III, oben), Heidewilder in Heidegebiische (Taf. XII,
oben). Wihrend in ersteren Saliz lanata, S. glauca u. a. wichtig
sind, ist den letzteren insbesondere Betula nana eigen. Es fin-
den sich freilich immer Stellen in der regio alpina inferior, Wo
die Bedingungen fiir das Wiesengebiisch ungiinstig sind, wo aber
frischer schwarzer Humus auftritt, so dass die Feldschicht der
Wiesenwilder und Wiesengebtische verhiltnismissig wenig ver-
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indert weiterbestehen kann wund als arktische Wiese dasteht.
Naturgemiss befinden sich solche Wiesen oft in der Nihe der
Weidengebtische, indem sie deren unmittelbare Fortsetzung dar-
stellen, aber es versteht sich, dass oberhalb der Waldgrenze auch
ganz isolierte Wiesen auftreten konnen. — Die arktische Wiese
ist gewiss weniger anspruchsvoll als die Wiesenbirkenwélder.
Dennoch sind die wesentlichsten Bedingungen — mehr oder
weniger neutraler Humus und geniigende Zufuhr von sauerstoff-
reichem Wasser — fiir das Bestehen einer Wiesenvegetation
unerldsslich. Deshalb ist ihr Auftreten besonders an die Kalk-
gebiete gebunden. In diesen aber entscheiden die Feuchtigkeits-
verhiltnisse und der Sauerstoffgehalt des Wassers.

Die Wiesengebiische bleiben in dieser Darstellung unbeach-
tet, da sie ihrer intermedisiren Stellung wegen weniger Interesse
beanspruchen. — Was die arktischen Wiesen betrifft, so konnen
sie in Hochstaudenwiesen und kurzwiichsige Wiesen eingeteilt
werden (Fries, Tengwall, Warming u. a.).

Am Nordufer des Kufjordes auf der Insel Seiland (s. Fig. 5.)
hatte der Verfasser Gelegenheit, schtne Hochstaudenwiesen zu
untersuchen. Dort sind die Abhénge der Fjelde, die die Ufer des
_ Fjords bilden, sehr steil; das gilt besonders fiir das West- und
das Ostufer. Nach Norden zu liegt eine trockene Fortsetzung des
Kufjordes. Diese wird von mehreren schdumenden Biichen durch-
schnitten, die von grosser Hiohe fallen und von den mit Schnee
und Eis bedeckten Nordmandsfjordjiekke und Seilandjiekke ge-
trinkt werden. Die unteren Teile der West-, Nord- und Ostab-
hinge sind hier bis zu einer H¢he von iiber hundert Metern
hauptsdchlich mit tppiger Hochstaudenvegetation bedeckt, die
nach oben zu und in trockeneren Lokalitdten niedriger wird,
wobei sich gleichzeitig sehr deutliche floristische Unterschiede
zeigen. Wihrend in den unteren Teilen kleine Wasseradern iiber-
aus reichlich sind und Hochstauden (Athyrium filix femina, Mul-
gedium alpinum, Chaerefolium silvestre, Angelica archangelica, Mi-
lium effusum) die Grosse von 1 m ibersteigen (Taf. IV), sind die
Stauden an trockenen Stellen viel niedriger. In dieser zweiten
Assoziation sind Solidago virgaurea und Chamaenerium angustifo-
liwm massgebend. Die Farne sind hier niedriger. Ausser Athy-
riwm finden sich Aspidium phegopteris, Aspidium filix mas und A.
spinulosum. Wichtig sind die Griser: Aira caespitosa, Aira flexu-
osa, Milium effusum, Calamagrostis purpurea (Taf. III, unt.).
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Auf Steinblocken, die aus der Wiese emporragen, wachsen
u. a. Alchemilla alpestris, Vaccinium myrtillus, V. vitis idaea, Aira
flexuosa, Cornus suecica.

In diesen Wiesenassoziationen s1nd Moose von geringer Be-
deutung. Flechten fehlen.

Es seien hier die Ergebnisse einer Analyse (10 Probeflichen
a 1 m?) einer Fliche von ca 200 m? mitgeteilt. Durch diese wird
die floristische Zusammensetzung des Mulgedium-Athyrium-Asso-
ziationsabschnittes noch nicht erschopft, alle wichtigeren Arten
dirften darin jedoch enthalten sein.

Analysé 4.

4. August 1927. Nordufer des Kufjordes auf der Insel Seiland
{(Norwegisch-Lappland) in einer Héhe von ca 50 m i. d. M. Zu dieser
Zeit blihten: Geranium silvaticum, Chamaenerium angustifolium, Mulge-
dium alpinum u. a. — In allen Proben fand sich Viole biflora. In
mehr als der Hilfte der Proben: Rumex acetosa, Stellaria nemorum, Trol-
lius europaeus, Ranunculus acer, Filipendula ulmaria, Geranium silvati-
" cum, Chaerefolium silvestre, Angelica archangelica, Valeriana excelsa, Soli-
dago wirgaurea, Cirsium helerophyllum, Mulgedium alpinum, Taraxacum
sp., Equisetum palustre, Athyrium filix femina, Calamagrostis purpurea,
Deschampsia caespitosa.

In nicht mehr als 40 Prz. der Proben traten auf: Alchemilla glo-
mevulans, Chamaenerium angustifolium, Cornus suecica, Trientalis ewropaea,
Myosotis silvatica, Gnaphalium norvegicum, Equisetum silvaticum, Aspidium
phegopleris, Anthoxanthum odoratum, Milium effusum, Deschampsia jlexuosa.

Den grossten Wuchs — bis iiber 100 em zeigen Chaerefolium
silvestre, Angelica archangelica, Mulgedium alpinum, Athyrium filix femina.
Bloss 10—20 cm hoeh sind Viola biflora und Trientalis ewropaea,

Es war dem Verfasser leider nicht moglich, diese Assoziation auf
der genannten Insel lingere Zeit zu beobachten. Doch treten sehr
dhnliche Pflanzengesellschaften auch anderwérts in Lappland (auch in der
Kilpisjirvi-Gegend) auf. Dort gemachte Beobachtungen erlauben es, das
phytochromatische Spektrum dieser Assoziation annéhernd zu bestimmen.

Phytochromatisches Spektrum der arktischen
Hochstaudenwiese.

Wie aus der Tabelle 8 ersichtlich, sind die pigmentarmen
Gruppen A und B mit rund 71 Prz. vertreten, die reichlich Herbst-
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Tabelle 8.
Zahl der -
Pig Arten
ig- .
Beobachtete Pig-
ment- : in
mentkombin. in % der
gruppe Gesamt-
zahl
[000] 4 Athyrium filiz femina, Aspidium phe-
gopteris, Aspidium filix mas, Aspidium
sprnulosum.
A A [000] 2 428 Viola biflora, Gnaphalium norvegicum.
A [1(1)0] 1 Trollius europaeus.
C [000] 2 Equisetum stlvaticum, E. pratense.
A [(I)(1)1)] 3 Ranunculus acer, Angelica archangelica,
Milium effusum.
A [1(1)(1)] 8 28.6 Mulgedium alpinum, Filipendula ulmaria,
B Chaerefolium silvestre, Valeriana excelsa,
Taraxacum sp., Calamagrostis purpurea,
Deschampsia caespitosa, D. flexuosa.
A (1)1 1 Cornus suecica.
A [1(1)1] 7 286 Rumex acetosa, Alchemilla glomerulans,
Y Geranium stlvaticum, Chamaenerium an-
gustifolium, Solidago virgaurea, Cirsium
heterophyllum, Trientalis europaea.

anthocyanin bildende Gruppe mit 28.6 Prz. Diese Zaklen sind von
derselben Grossenordnung wie diejenigen fiir Wiesenbirkenwilder
(dort A4+B = 78 Prz. und C =22 Prz.).

6. Die Formation der Zwergstrauchheide.

A. Allgemeine Betrachtungen tiber die Forma-
tionen der arktischen Heide und der
Kiltesteppe.

Im nordlichen Lappland gehoren die Zwergstrauchheiden
(vergl. Taf. VI—IX) bekanntlich zu den wichtigsten Formationen.
Im Sarekgebiet bedecken sie nach Tengwall tiber ein Drittel
der regio alpina fertilis. Ohne Zweifel ist in ostlicher gelegenen
Teilen Lapplands ihr Areal noch grosser. Fries und Tengwall
haben vorziigliche Beschreibungen und Analysen dieser Heiden
geliefert, die eine klare Vorstellung tiber die Lebensbedingungen
der diese Formation bildenden Assoziationen geben. Von grosster
Bedeutung sind fiur die letzteren zwei Faktoren: die Beschaf-
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fenheit des Felsgrundes — besonders sein Kalkgehalt — und die
Dauer der Schneedecke. Sehr wichtig ist der letztgenannte Faktor.
Von diesem hingt der Wassergehalt des Bodens wihrend des
Sommers und die Lidnge der Vegetationsperiode ab.

Wihrend in den kalkarmen Gebieten Empetrum, Loiseleuria
procumbens, Vaccinium myrtillus, Phyllodoce  coerulea, Cassiope
hypnoides und Diapensia lapponica zu den herrschenden Arten
zihlen, sind fiir kalkreiche Gebiete besonders Dryas-, Cassiope
tetragona- und Rhododendron lapponicum - Heiden bezeichnend.
Wenn wir die Reihe mit Assoziationen beginnen lassen, die die
geringste Schneedecke vertragen, also auf besonders exponierten
Standorten auftreten und im Sommer oft unter der Trockenheit
leiden, so ist an erster Stelle ohne Zweifel die flechtenreiche Dia-

ensia lapponica-Assoz. (Fries) und die flechtenreiche Loiseleuria

procumbens-Assoz. (Fries) [Tengwall nennt diese Assoziationen
flechtenreiche Diapensia-Loiseleuria-Heide] zu nennen. Der Ver-
fasser kann auf die Aussage Fries’ hinweisend nur bestitigen,
dass diese Assoziation selten grossere Areale bedeckt und auf
lokale Erhebungen iiber das umgebende Terrain beschrinkt ist.
Fries sagt in Dbetreff der Loiselewria- Assoziation: ,Friithes
Abschmelzen des schiitzenden Schnees und starkes Austrocknen
diirften die meist entscheidenden und wichtigsten Faktoren in
der Konkurrenz mit den flechtenreichen Empetrum- und Phyl-
lodoce-Assoziationen sein.“ Die Diapensia- Loiseleuria-Heide tritt
an Stellen auf, wo eine Humusschicht vollig fehlt, oder nur schwach
angedeutet ist. Diese Assoziation wird von Carex rigida, Luzula
arcuata, L. spicata, Salix herbacea, Betula nana, Loiseleuria pro-
cumbens, Arctostaphylos alpina, Diapensia lapponica, Empetrum,
Vaccinium myrtillus, V. uliginosum, V. vitis idaea u. a. gebildet.

Dieser Assoziation folgt die flechtenreiche Empetrum-Heide.
Die wichtigsten Arten sind: Empetrum, Betula nana, Pedicularis
lapponica, Arctostaphylos alpz’na, Vaceinium vitis idaea, Calam-
agrostis lapponica.

Die flechtenreiche Empetmm -Heide hat in kalkarmen Ge-
bieten eine riesige Ausbreitung. Eine der wichtigsten Bedingun-
gen fiir ihr Vorkommen ist eine niché lange dauernde Schneébe-
deckung. Auch hier fehlt dem Boden gewohnlich die Humus-
schicht. In den moosreichen Empetrum-Heiden diirfte die Schnee-
bedeckung linger anhalten. Die Humusschicht ist nach Fries
oft 4—5 cm stark. Noch betrichflicher ist die Humusschicht in
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der moosreichen Vaccinium myrtillus-Heide. Nach Tengwall's
Angaben, die sich mit den Beobachtungen des Verfassers decken,
vertrigt diese Assoziation keine Blosslegung wihrend des Winters.
Sie schmilzt im Frithjahr spéter ab als die Empetrum-Heide. Die
Phyllodoce coerulea-Heide ertragt etwas linger andauernde Schnee-
bedeckung als die vorhergehende, steht aber dieser sehr nahe. Nach
Fries kann die flechtenreiche Assoziation auf Standorten mit
unbedeutender Humusbildung auftreten. Dagegen soll nach Teng -
wall in den moosreichen Phyllodoce-Heiden die Humuslage nicht
selten bis 10 cm dick und die Feuchtigkeit in dieser recht bedeu-
tend sein.

Unter den Heideassoziationen vertrigt die Cassiope hypnotdes-
Heide ohne Zweifel die grosste Schneebedeckung. Wenn bereits in
der Phyllodoce coerulea-Heide Empetrum und Betula nana nur aus-
nahmsweise vorkommen, Saliz herbacea aber verbreitet ist, so fehlt
diese Weide in der Cassiope hypnoides-Heide wohl nie. Da, wo die
Schneebedeckung noch linger anhilt, verschwindet auch Cassiope
hypnoides. Zu der Salix herbacea gesellen sich viele mesophytisch
gebaute Stauden. Es scheint aber berechtigter zu sein, diese Sa-
liz herbacea-Assoziationen nicht in die Heideformation einzu-
reihen.

Etwas abseits stehen die Dryas octopetala-, Cassiope tetragona-
und Rhododendron lapponicum-Heiden, denn zu ihrem Bestehen
brauchen sie geniigend kalkhaltigen Boden. Auf freiliegenden
Hiigeln und Berggipfeln tritt als nicht selten offene Gesellschaft
die Dryas octopetala-Heide auf. Nach Teng wall sind Hauptlebens-
bedingungen dieser Assoziation neben dem Kalkgehalt auch die
sehr friihzeitige Blosslegung und grosse Trockenheit des Sub-
strats. Humus fehlt an ihren Standorten. Uberhaupt sind die 6ko-
logischen Bedingungen der Dryas-Assoziation und der flechten-
reichen Diapensia-Loiseleuria-Heide einander (bis auf den Kalk-
gehalt des Bodens) sehr dhnlich. Diese Heiden sind (wie Kalk-
gebiete iiberhaupt) sehr artenreich. Es finden sich hier (vergl.
Fries) ausser Dryas, Festuca ovina, Carex rupestris, Elyna Bel-
lardii, Carex pedata, Saxifraga oppositifolia, Loiseleuria procumbens,
Rhododendron lapponicum, Diapensia lapponica noch mehrere an-
dere Arten. Noch artenreicher ist die Dryas-Heide an den Stel-
len, wo die Schneedecke im Winter giinstiger ist, wo sie aber
frith genug abschmilzt und wo sich eine mehrere cm starke Hu-
musschicht vorfindet. — Die Lebensbedingungen fir die flechten-
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reiche und ‘moosreiche Rhododendron lapponicum-Heide sind den-
jenigen der entsprechenden Dryas-Heiden sehr #hnlich. Da-
gegen vertrigt die Cassiope tetragona-Heide viel grossere Schnee-
bedeckung. Tengwall vergleicht sie in dieser Beziehung mit
den Phyllodoce-Heiden. In den flechtenreichen Cassiope tetragona-
Heiden ist die Humuslage unbedeutend, in den moosreichen
dagegen ist sie gut ausgebildet und nach Tengwall nicht
selten {iber 10 cm dick.

Ausser den hier erwihnten Heideassoziationen schreiben
Fries und Tengwall noch eine Reihe von aus ,Grisern“ be-
stehenden Assoziationen den arktischen Heiden zu. Tengwall
verwendet hierbei die Bezeichung ,Grasheide“. Er charakterisiert
sie folgendermassen: ,Die hierhergehorenden Pflanzengesellschaf-
ten zeichnen sich durch in der Feldschicht dominierende Griser
und grasihnliche Pflanzen sowie durch eine reichausgebildete,
aus Moosen und Flechten bestehende Bodenschicht aus. Von
»Crésern® findet man 4nthoxanthum odoratum, Trisetum spicatum,
Festuca ovina, Deschampsia flexuosa, Carex rigida, C. Lachenalis,
C. brunnescens, Nardus stricta und Juncus trifidus. Dicranum- und
Polytrichum-Arten sind unter den Moosen am hiufigsten, es kommt
aber auch eine nicht geringe Anzahl von Lebermoosen — biswei-
len sogar in hoher Frequenz — vor. Die hiufigsten Flechten sind
Cetraria islandica und nivalis, Stereocaulon-Arten, Cladonia unci-
nalis sowie Krustenflechten, besonders Pertusaria-Arten.«

Obwohl es keinem Zweifel unterliegt, dass die fraglichen
Assoziationen mit den Assoziationen der Heide in der Boden-
schicht weitgehende Ubereinstimmung aufweisen, scheint dem
Verfasser dennoch die Berechtigung zu fehlen, diese Assoziatio-
nen in die Heideformation einzureihen. Bei der Frage, welcher For-
mation eine Assoziation untergeordnet werden muss, sind ja die
Lebensformen der diese zusammensetzenden Pflanzenarten ent-
scheidend. Wenn Ewmpetrum-, Loiseleuria-, Vaceinium-, Diapensia-,
Cassiope - Assoziationen zu der Heide gerechnet werden, so ist
dies berechtigt, da die oberste Schicht — die Krautschicht —
iiberall zum grossen Teil von immergriinen Zwergstriuchern ge-
bildet wird. Anders ist es mit der ,Grasheide“. Diese wird aus
monokotylen Stauden vom Grastypus aufgebaut. Man konnte
woh!l eher von einer Steppe reden, denn fiir die Steppen ist
die genannte Lebensform sehr bezeichnend. Dass sich die Boden- .
schicht dieser arktischen ,Steppen“ von der Bodenschicht der
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siidlicher gelegenen Steppen unterscheidet, ist nattirlich keinesfalls
iiberraschend, und diese Tatsache ist noch kein triftiger Grund,
weshalb diese Bezeichnung nicht anzuwenden wire, denn auch die
Wiesen und Wilder Lapplands weisen im Vergleich mit den
Wiesen und Wildern von stidlicher gelegenen Lokalititen &hnliche
Unterschiede auf. Allerdings erheben sich in anderer Hinsicht
Bedenken, denn viele den Steppen eigentiimliche Lebensformen,
wie Ephemere und Zwiebelpflanzen, fehlen hier, dagegend sind
— der viel grosseren relativen Luftfeuchtigkeit entsprechend —
Moose und Flechten sehr verbreitet. Auch ist der Boden néhr-
stoffirmer und die Humusschicht — wenn iiberhaupt vorhanden
— besteht aus Rohhumus. Eigentlich miisste diese physiogno-
misch einigermassen an eine diirftige Steppe erinnernde, in ihrer
Okologie von dieser aber scharf unterschiedene Formation der
»Grasheide“ eine neue Benennung erhalten.

Die ,Grasheide“ ist z. T. an dieselben Standortsfaktoren
gebunden, wie die dortige Zwergstrauchheide. Es hat den An-
schein, als ob im allgemeinen die Grasheide von der Zwergstrauch-
heide verdringt wiirde und als ob sie sich in dazu geeigneten
Lokalititen immer wieder von neuem bildete, falls der Boden der
Pflanzendecke irgendwie beraubt wird. Aus Fries’ Angaben
ist zu entnehmen, dass sowohl die flechtenreichen als auch die
moosreichen Calamagrostis lapponica-Assoziationen wenigstens zum
Teil auf abgebrannten Flechtenheiden entstanden sind. Auch er-
wihnt Fries, dass die moos- resp. flechtenreichen Calamagrostis
lapponica - Assoziationen ,auf den Feuerstellen alter Lappenka-
ten“ normal zu entstehen pflegen. Unter welchen Bedingungen
grossere Juncus trifidus- und Carex rigida-Assoziationen entstehen
und ob sie sich ebenfalls auf Brandflichen bilden konnen, scheint
bis jetzt noch nicht entschieden zu sein.

Was die Hierochloa alpina- Assoziation betrifft, so ist ihr
Vorkommen nach Fries ,streng gesetzmissig, indem die Asso-
ziation ganz und gar auf die Teile der Hiigel und anderer Hohen
beschrinkt ist, welche wihrenid des Winters nicht von Schnee
bedeckt sind.“ An ihren Standorten fehlt die Humuslage vollstéin-
dig. Sie gedeiht also unter noch ungtinstigeren Bedingungen als
die Diapensia- Loiseleuria-Assoziation. Es hat nach allem Gesag-
ten den Anschein, dass die ,Grasheide“ in der Sukzessionsreihe
auf den Heideboden in der regio alpina die Anfangsstadien re-
prisentiert, welche weiter an dazu giinstigen Lokalitéiten in Zwerg-
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strauchheide iibergehen. Falls wir uns den englischen Botanikern
(Moss, Tansley) anschliessen wollten und alle Vegetations-
typen, welche genetisch verbunden werden konnen, als Phasen
einer einzigen Formation auffassten, so miisste man die Assozia-
tion der ,Grasheide“ ohne Zweifel der Heideformation zuweisen.
Falls wir aber Warming folgend die Formationen nach den
herrschenden Lebensformen bilden, so muss man hervorheben,
dass die ,Grasheide“ von der Zwergstrauchheide sehr verschieden
ist. Die Assoziationen der ,Grasheide“ miissten deshalb einer
besonderen Formation — der F. der Kdltesteppen — zuge-
schrieben werden, die in sich bis zu einem gewissen Grade die
Eigentiimlichkeiten der wahren Steppe und der Heide vereinigt.

B. Analysen.

Abschnitte der Diapensia-Loiseleuria-Assoziation finden sich
u. a. auf den hochsten Erhebungen des Pidskyspahta-Massives
(lapp.: Ordzuoaivi, siidlich des Kuvernorinkoski) (Taf. VIII, oben).
v Der felsige Untergrund besteht dort aus Metadiabasen. In
der Ndhe des Kuotsjirvi treten Dolomiten zutage, fehlen aber auf
den Hohen von Piiskyspahta, wo nach Hausen ausser den Me-
tadiabasen noch Hilleflinta vorkommt. Die Fjeldregion ist mit
abgerundeten -Steinblocken {iiberséit. An vielen Stellen tritt der
nackte Felsboden zutage, oder aber der aus Morinmaterial beste-
hende Untergrund ist mit einer unterbrochenen Vegetation be-
deckt. Auf dem Geroll und den Felsen wachsen Krusten-
flechten (Rhizocarpon geographicum- Formen, Haematomma wven-
tosum, Lecidea pannaeola, L. macrocarpa . a.), Parmelia centri-
fuga, Gyrophora proboscidea, @. hyperborea, @. spodochroa USW. —
Auf dem nur zum Teil bewachsenen Boden wechseln weisslich-
gelbe flechtenreiche Flecke mit olivgriinen, in denen Ewmpetrum
herrscht, und mit rotlichen, hauptsichlich von Arctostaphylos al-
pina gebildeten Flecken ab. Die Betula nana-Matten sind dun-
kelgriin und glidnzend.

Die Rohhumusschicht fehlt zum Teil Vollstandlg, oder aber
sie ist bis 5—10 cm miichtig. Uberall sieht man Flecke von ei-
nigen dm bis mehreren m im Durchmesser, die ihrer liicken-
losen Pflanzendecke beraubt sind und auf denen Festuca ovina,
Diapensia lapponica, Carex rigida iberaus hiufig sind. Auf feuchte-
ren entblossten Stellen wachsen Pinguicula wvulgaris, Juncus bi-
glumis, Tofieldia borealis, von Moosen besonders das Lebermoos
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Anthelia Juratzkana. Es ist oft deutlich zu sehen, wie das Em-
petrum bestrebt ist diese kahlen Flichen zu bewachsen. Die Zer-
storung der Pflanzendecke schreitet an diesen windoffenen Stellen
ununterbrochen fort und diirfte wohl zum grossten Teil auf dem
Blosslegen, Ausfrieren und Vertrocknen wihrend des Winters be-
.ruhen. Es hat den Anschein, als ob hier bis zu einem gewissen
Grade ein Gleichgewicht zwischen der zerstérenden Wirkung
der Winde, der Kilte und des Schneewassers einerseits und der
Lebenstitigkeit der Pflanzen andererseits bestiinde, denn wihrend
die Flecke allmihlich zuwachsen, bilden sich in der Pflanzen-
decke immer neue Liicken. Dass bei der Entstehung dieser kah-
len Stellen oft fliessendes Wasser tidtig ist, unterliegt keinem
Zweifel. In Torne Lappmark (Schwedisch-Lappland) siidlich des
Kolttalahti konnte der Verfasser in der regio alpina fertilis in
einer Cassiope tetragona-Heide viele ,kahle Flecke“ sehen, die oft
ganz unzweideutig auf Wasserwirkung bei ihrem Entstehen deute-
ten, denn erstens lagen die Flichen fast horizontal und folgten
einander stufenférmig, standen hier und da sogar unter sich in
direkter Verbindung, zweitens waren diese ,Stufen“ vorn abge-
rundet oder streckten sich sogar zungenférmig vor. Das hiufige
Auftreten von Diapensia an derartigen entblossten, im Sommer
trockenen Stellen ist hochst bezeichnend. Es ist sehr oft deut-
lich zu sehen, dass diese Art in der Empetrum-Heide unterdriickt
wird und dort in kleineren, gewdhnlich nicht zur Bliite kommen-
den Exemplaren vegetiert. Deshalb ist die Zerstérung der Em-
petrum - Decke fir diese Art giinstig. Dasselbe gilt auch in be-
zug auf Arctostaphylos alpina und manche andere Art.

Auf den hochsten Teilen des Piiskyspahta-tunturi (Anal. 5) tra-
ten als hochfrequente Arten auf einer analysierten Fliche (ca 200 m?)
Betula nana (5—10)'), Empetrum (5—10), Vaccinium vitis idaen
(4—10) auf. In nicht mehr als 50 Prz. der Probeflichen fanden
sich Loiseleuria (5), Arctostaphylos alpina (5), Diapensia lapponica
(56—10), Vaccinium uliginosum (5—10), Cornus suecica (5—7). Von
.den ,Grisern“ war Carex rigida (10) am hiufigsten, weiter folgten
Juncus trifidus, Festuca ovina, Luzula spicata, Deschampsia flexu-
osa, Calamagrostis lapponica. Flechten waren in der Bodenschicht
bei weitem wichtiger als Moose. Von letzteren fanden sich: Di-
cranum scoparium, D. fuscescens, Rhacomitrium hypnoides, Poly-

1) Die Zahlen, die den Namen der Pflanzen folgen, bedeuten deren Hihe in cm.
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trichum strictum, P. piliferum, von Lebermoosen Chandonanthus
setiformis, auch Ptilidium ciliare, Lophozia lycopodioides und andere .
Lophozia-Arten, Von den Flechten waren besonders hiufig Sphae-
rophorus coralloides, Cladonia alpestris, C. silvatica, C. crispata var.
infundibulifera, Cetraria nivalis, C. cucullata, C. islandica, Alecto-
ria ochroleuca, in weniger als der Hilfte der Aufnahmen fanden
sich Solorina crocea, Nephroma arcticum, Peltigera sp., Cladonia
rangiferina, C. coccifera, Stereocaulon Spp., Pertusaria infralappo-
nica, Alectoria divergens. — Die Hohe der Moos- und Flechten-
schicht betrug in der Regel 4—8 cm.

Zur Zeit der Analyse (17. Juli 1927) waren die Zwergstriucher
und Stauden zum Teil + anthocyaninfithrend (besonders Vacci-
nium vitis idaea, Arctostaphylos alpina, Cornus suecica, Diapensia
lapponica).

Analyse 6 (p. 50 u. 51).

Ein Abschniit derselben Assoziation wurde auch auf dem Pieni-
Malla (Kilpisjdrvi-Gebiet) in einer Hohe von ca 700 m iiber dem Mee-
resspiegel untersucht (Taf. VIII, unt.). Ungefihr ein Drittel der Ge-
samtfliche fiel hier auf ,kahle Flecke“ = ,Diapensia-Flecke“, die
in der niedrigwiichsigen diirftigen Heide ziemlich gleichmissig verteilt
waren. Die Heideflecke (A) und die ,.Diapensia-Flecke“ (B) wurden ge-
sondert analysiert. Dié Grosse der Probeflichen betrug hier 0.25 m®.
In der Heide liegen hier grissere und kleinere Steinblocke, die mit ver-
schiedenen Flechten bewachsen sind. Ausser Rhizocarpon geographicum
und Haematomma ventosum wurden Lecidea macrocarpa, L. Dicksonii, L.
pantherina, Gyrophora proboscidea, Parmelia pubescens, P. alpicola, Cetra-
ria hepatizon gesammelt.

Es ist sehr bezeichnend, dass auf den ,kahlen“ Flecken junge
Exemplare (aber auch grossere, blithende) von Diapensia oft auf-
treten, obschon die von dieser Art bedeckte Bodenfliche nicht
gross ist. Da hier Salixz herbacea, Anthelia Juratzkana und
Solorina crocea sich in mindestens 50 Prz. der untersuchten
Quadrate vorfinden, so stehen die ,Diapensia-Flecke“ den Salixz
herbacea-Assoziationen, den wichtigsten Assoziationen des Schnee-
bodens, ziemlich nahe.

Einige hundert m von dem analysierten Assoziationsab-
schnitt entfernt wurde an einem geschiitzteren Standort die Cassi-
ope tetragona- Heide untersucht. Der betreffende Abhang ist sanft
nach Westen geneigt und diirfte im -Winter eine ziemlich gute
Schneedecke besitzen. Wegen der hohen Lage sind auf dieser
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Heide hier und da kahle Stellen vorhanden, wo auch Soloring
crocea, Anthelia Juratzkana und Saliz herbacea Wachsen.

Analyse 7 (p. 53 u. 54).

24. August 1927. Cassiope tetragona-Heide (Taf. VII) auf dem
Pieni-Malla (Kilpisjirvi-Gebiet).

Analyse 8 (p. 56 u. 57).

25. August 1927. Vaccinium myrtillus-Heide auf dem Saana-tunturi
(Kilpisjérvi-Gebiet).

Die Vaccinium-Heide fallt in der zweiten Halfte des August schon
von weitem durch -ihre rote Farbung auf. Diese wird hauptséchlich
durch V. myrtillus — die herrschende Art — bedingt. Auf dem Saana,
Iso- und Pieni-Malla (Kilpisjirvi-Gebiet) ist die Vaccinium myrtillus-Asso-
ziation ziemlich verbreitet, bedeckt jedoch in der regio alpina fertilis
verhiltnismiissig kieine Flachen und tritt an den Stellen auf, wo die
Schneedecke geniigend méchtig ist und spéter abschmilzt als in der
Empetrum-Heide, jedoch frither als in den von Salix herbacea beherrsch-
ten Assoziationen des Schneebodens. — Der Boden besteht hier in den
oberen 4—5 cm aus braunschwarzem Rohhumus, dem eine graue
Bleicherdenschicht von 8—4 cm folgt, unter der eine deutliche An-
reicherungsschicht liegt. ’

D. Das phytochromatische Spektrum der
arktischen Zwergstrauchheide.

Die regio alpina fertilis ist in Lappland fiir die Bliitenpflanzen
die pigmentreichste Region. Im Herbst sind hier, der verschie-
denen Assoziationen wegen, die Kontraste in der Féarbung gross.
In den Empetrum-Heiden herrscht Olivgriin. An mehr exponierten
Standorten, wo Betula nana, Arctostaphylos alpina, Diapensia, Vac-
cinium vitis idaea, Juncus trifidus u. a. Arten wachsen, geht die
Firbung in mehr oder weniger deutliches Rotbraun tiber. Uber die
Fjeldregion sind noch kleinere und grossere rote oder gelbe Flecke
zerstreut. Erstere werden von den Vaccinium myrtillus - Heiden
gebildet, die man nun aus grosser Entfernung erkennen kann,
letztere deuten die Wiesen- und Weidenstrauchassoziationen an.

Aus der unten folgenden Tabelle 9 ist ersichtlich, dass von
den in den Heiden herrschenden Pflanzen nur wenige Arten pig-
mentfrei sind oder vorwiegend in dieser Form auftreten. Vo
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Tabelle 9.
Das phytochromatische Spektrum der Zwergstrauchheide.
] Zahl der
I8 | Beobacht. Pig- Arten
mentkombin. in 9% der
gruppe Gesamt-
zahl
[000 .. 0] 2 Lycopodium alpinum, L. selago.
A A [000] 1 19.9 Carex rigida.

A1) 1 Gnaphalium supinum.

ADOA)..))| 1 Empetrum hermaphroditum,

A [1(1)(1)] 3 Calamagrostis lapponica, Salixz herbacea,

B 15.4 Polygonum viviparum.

Af(11a).. () 1 Cassiope hypnoides.

AD1M)..1 2 Loiseleuria procumbens, Cassiope tetra-
gona, (Empetrum hermaphroditum).

A1(1)1..1] 1 Phyllodoce coerulea, (Vacctmium vitis
1daea).

C A [(D11) 1 42,3 Driapensia lapponica.

A [1(1)1] 7 Deschampsia flexuosa, Festuca ovina,
(Juncus trifidus), Lueula spicata, L. ar-
cuata, Betula nana, Rubus chamaemorus,
(Arctostaphylos alpina, Vaccindum uligi-
nosum), Solidago virgaurea.

A1) 5 (Calamagrostis lapponica), Juncus tri-
fidus, Vaccinium uliginosum, V. myr-

D 23.1 tellus, Pedicularis lapponica, Arctosta-
phylos alpina.

Afl111..1] 1 Vaccinium vitis idaea.

derartigen Arten sind Carex rigida und Empetrum am verbreitet-
sten. Wiahrend Carex rigida mit vielen anderen Vertretern die-
ser Gattung tibereinstimmend sich wie A [000] verhilt, ist bei
Empetrum das Uberwiegende Auftreten als A[(1)(1)(1)..(1)]
sehr bemerkenswert. Auf den Hochmooren in Estland ist Em-
petrum nigrum im Winter anthocyaninfiithrend. Die Firbung ist
oft eine ausgesprochen braunrote. Auch die absterbenden Blitter
sind anthocyaninreich, ebenso die jungen; daraus folgt, dass es
sich bei Empetrum migrum in Estland um die Pigmentkombi-
nation A[1(D1..1] handelt. Deshalb ist die Pigmentarmut
bei dem arktischen Empetrum sehr beachtenswert. Diese Tatsache
findet ihre Erklirung wohl darin, dass es sich dort um eine an-
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dere Art — Empetrum hermaphroditum — handelt (vergl. ,Anhang®).
Es sei hervorgehoben, dass bei E. hermaphroditum auch
A[(1)1(1)..1] beobachtet wurde, doch tritt diese Pigmentkombi-
nation selten auf. Uberall, wo ausapernde Empetrum- Straucher
gesehen wurden, hatten sie anthocyaninfreie Blattspreiten. War-
um die pigmentirmere Art — E. hermaphroditum — in der Ark-
tis grossere Verbreitung erlangt hat als das leicht Anthocyanin
bildende E. migrum, ist unbekannt. Vielleicht war hierbei die
Geschlechtsverteilung entscheidend.

Fiur die Zwergstrauchheiden der regio alpina fertilis ist es
sehr bezeichnend, dass viele Arten als permanent anthocyanin-
fithrend auftreten. So verhalten sich Calamagrostis lapponica,
Juncus trifidus, Vaccinium myrtillus, Pedicularis lapponica, Arcto-
staphylos alpina, Vaccinium wvitis idaea. Dass diese Arten unter
Umstinden in den Heiden auch als A[1(1)1] auftreten konnen,
braucht kaum hervorgehoben zu werden. Weiter ist es sehr be-
merkenswert, dass die Arten, die im Sommer griin sind, im
Herbst aber Anthocyanin bilden (Loiseleuria, Cassiope tetragona,
Phyllodoce, Diapensia lapponica, Deschampsia flexuosa, Festuca ovina,
Luzula-Arten, Betula mana, Rubus chamaemorus, Solidago virgau-
rea), ein lange andauerndes ,rotes Stadium® besitzen. So war bei
Betula nmana am 25, August auf dem Pieni-Malla der Anthocya-
ningehalt makroskopisch gut feststellbar. Nach zwei Wochen
(am 7. Sept.) waren die Bléitter wohl intensiv gerdtet, hatten sich
aber von den Asten noch nicht losgelost. Es ist anzunehmen,
dass sie sich mindestens noch eine Woche gehalten haben.

7. Die Formation der Schneewiese.

A. Uber die Begrenzung und die Lebensbedin-
gungen der Formation der Schneewiese. .

Da, wo in der regio alpina fertilis die Schneedecke linger als
in den Heideassoziationen anhilt, sowie in der Umgebung peren-
nierender Schneetlecke finden sich Pflanzenvereine, die sich in
gewisser Hinsicht den Heiden, in anderer wiederum den Wiesen
nshern. Es sind hierunter die von Thore Fries beschriebenen
flechtenreichen sowie lebermoosreichen Salix herbacea-Assoziationen
und seine Sibbaldia procumbens-, Anthoxanthum odoratum-, Trisetum
airoides-, Ranunculus nivalis-, R. glacialis-Wiesen gemeint, die
Tengwall zum Teil unter ,kurzwiichsigen Wiesen® (Sibbaldia
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procumbens-, Saussurea alpina- Wiesen), ,,Grasheiden® (Anthoxanthum
odoratum-Grasheide, Trisetum spicatum-Grasheide) und ,Schneebo-
dengesellschaften“(, Saxifraga-Schneeboden, ,, Ranunculus glacialis-
Schneeboden“ und ,,Salix herbacea-Assoziationen®) unterbringt.

- Diese Assoziationen sind besonders in den oberen Teilen der
regio alpina fertilis verbreitet, wo sie oft mit der Zwergstrauch-
heide abwechseln, wobei die Heiden die hoher gelegenen trockene-
ren Stellen einnehmen. Eine Eigenttimlichkeit dieser Assoziationen
ist es, dass sie eine ganze Reihe mehr oder weniger mesomorpher
dikotyler Stauden und Griser vereinigen, die ihnen das Geprige
einer Wiese geben. Die Vegetation ist in der Krautschicht ge-
wohnlich ziemlich offen, in der Bodenschicht dagegen, die mit
der Bodenschicht echter Wiesen wohl kaum etwas gemein
hat, geschlossen. Abgesehen vom ginzlichen Fehlen vieler Moos-
arten, die den echten Wiesen Lapplands eigen sind, treten die
Laubmoose in der Bodenschicht der erwihnten Assoziation oft
ganz in den Hintergrund, wobei sie den Lebermoosen (Anthelia,
Lophozia, Sphenolobus, Pleuroclada) die Herrschaft {iberlassen.
Sehr bezeichnend ist auch das hdufige Auftreten von Flechten,
trotzdem ihnen hier nie eine solche Bedeutung zukommt wie in den
Heiden. Von Zwergstrduchern sind Salixz herbacea und 8. polaris
sehr wichtig und fehlen nur ausnahmsweise. Was die mono- und
dikotylen Stauden betrifft, so sind Anthoxanthum odoratum, Des-
champsia " flexuosa, Trisetum spicatum, Vahlodea atropurpurea, Poa
alpina 1. vivipara, Festuca ovina, Carer rigida, C. Lachenalii, Luzula
sudetica, L. arcuata, Polygonum viviparum, Ranunculus mnivals,
R. pygmaeus, Cardamine bellidifolia, Saxifraga stellaris, Sibbaldia
procumbens, Viola biflora, Veronica alpina, Pedicularis lapponica,
Solidago virgaurea, Gnaphalium supinum sehr verbreitet. Die Hohe
dieser Stauden tbertrifft selten 20—30 cm, ist oft aber noch geringer.

Diese Vereinigung der Eigenschaften der kurzwiichsigen
Wiese und der Heide hat zu den Versuchen Anlass gegeben, die
in Rede stehende Assoziationen unter die echten Wiesen und
Heiden einzureihen, die jedoch oft auf grosse Schwierigkeiten
stossen (vergl. Tengwall 1920). Diese Versuche sind dadurch
erklirbar, dass man die Schneebodengesellschaften nicht als eine
natiirliche Gruppe, sondern als zu getrennten Formationen ange-
horend betrachtete. Gegen eine derartige Auffassung sprechen
mehrere Umsténde. FErstens ist die floristische Zusammensetzung
der Schneebodengesellschaften nicht minder charakteristisch und
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eigenartig als die der Trollius-Geranium-Wiesen oder der Zwerg-
strauchheiden. Ferner ist es, wie Tengwall gezeigt hat, ,in
bezug auf die Phanerogamen, welche zur Schneebodenserie ge-
horen“ . . . ,oft #usserst schwierig® . . ,zu entscheiden, ob sie
Heide- oder Wiesenpflanzen sind“.
Es erscheint deshalb berechtigt, die
Schneebodengesellschaften, in denen
Phanerogamen wichtig sind, als be-
sondere Formation zu betrachten.
Fiir diese will der Verfasser die Be-
zeichnung ,,Schneewiese“ vorschlagen,
weil es sich im Grunde genommen
um eine Wiesenformation handelt,
deren Higenart — niedere alpine Pha-
nerogamen, Lebermoosreichtum in der
Bodenschicht und Vorhandensein ver-
schiedener Flechten — durch die lang-
dauernde Schneebedeckung bedingt

X, o
LN TR
WA

ist 1). SRR :
i i i 1 I . v =3

Gewiss ist die Formation der lllllll 1
FERN =l 4oy

Schneewiesen von der Formation der
echten Wiesen nicht minder scharf
unterschieden, als diese z. B. von der
Formation der Salzwiesen.

Fig. 8. Bodenprofil aus einem
Schneewiesen-Assoziationsab-
schnitt auf dem Pieni-Malla (Fin-
nisch-Lappland) in einer Hohe

Wie bereits angedeutet, ist fir
die Schneewiesen  Lapplands ausser
den Flechten und Lebermoosen noch
das hidufige Auftreten von Zwerg-
weiden (Saliz herbacea, S. polaris) sehr
bezeichnend. Diese Zwergweiden haben

von 650 m. Erkl. d. Bezeich-
nungen: 1 = Rohhumusschicht
(die oberste Schicht in Fig. 8 ist
1 em stark); 2= Sand 4 Kies-
Zwischenschicht; 3 = Steine,
Unterboden; 4 = Anreicherungs-
schicht (eisenreich).

jedoch eine grissere Amplitiide als
viele andere Arten der Schneewiesen, denn ausser in diesen ge-
deihen sie auch in den Vaccinium-Heiden und den Lebermoosasso-
ziationen des ewig gefrorenen Bodens (vergl. Taf. IX, X). -

Sehr charakteristisch sind die Bodenprofile der Schneewiesen-
assoziationen. Auf dem Pieni-Malla wurde der Boden in einer
Saliz herbacea - Trisetum spicatum-Gnaphalium supinum-Assoziation

1) Zu den Schneewiesen ist auch die Vegetation der ,Schneetilchen des
Urgesteins“ der Schweizer Alpen zu stellen (vergl. Brockmann-Jerosch,
D. Flora d. Puschlav, I. Teil p. 338).
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untersucht. Eine eigenartige Schichtung fiel hier auf (vergl.
Fig. 8 und 9). Die rohhumusreichen Lagen, deren Michtigkeit
etwa zwischen 0.5 und 8 cm schwankte, waren mehr oder weniger
mit Sand gemischt und wechselten mit reinen Sand- oder
SandKies-Schichten ab. Derartige geschichtete Boden mit meh-

Fig. 9. Schematisch dargestelltes Bodenprofil in einer Schneewiese auf dem

Pieni-Malla (Finnisch-Lappland). Erkl. der Bezeichnungen: 1 == Sand -} Kies-

Zwischenschicht; 2 = Rohhumusschicht; 3 = Salix herbacea. Nach eines vom
Verf. an Ort und Stelle gezeichneten Skizze.

reren Humushorizonten scheinen den Schneewiesen eigentiimlich
zu sein. Allerdings reichen die Erfahrungen des Verfassers nicht
so weit, um dies mit Bestimmtheit zu behaupten. Diese Schich-
tung bezeugt, dass an den entsprechenden Standorten die Pflanzen-
decke wiederholt zerstort worden ist. Auch ist es charakteri-
stisch, dass das Grundwasser in derartigen Lokalititen in einer
geringen Tiefe von oft nur ca 10 cm angetroffen wird.

B. Analyse. Das phytochromatische Spektrum
der Schneewiesenformation.

Die Schneewiesenformation wird, wie erwihnt, von verschie-
denen Assoziationen gebildet. Eine Assoziation, die den Sibbal-
dia  procumbens- und Anthoxanthum odoratum-Wiesen Fries’s
nahe steht und wohl zu den letzteren zu rechnen ist, wurde auf
dem Pieni-Malla (Kilpisjérvi-Gebiet) untersucht.

Analyse 9 (p. 68).

29. August 1927. Nordabhang des Pieni-Malla in einer Héhe
von ca 650 m auf einer geneigten Flache, die sich in der Nihe (ober-
halb) eines perennierenden Schneeflecks befindet. Uber den Bodenbau
und das Grundwasserniveau vergl. oben.

In den Schneewiesen ist die geringe Hohe der Stauden sehr
auffallend: diese erreicht nur selten 20—85 cm, liegt aber grossten-
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teils unter 10 cm. In der Bodenschicht ist das Uberwiegen Roh-
humus bevorzugender Moose (Kiaeria, Dicranum, Polytrichum) und
das hiufige Auftreten von Lebermoosen (Pleuroclada albescens,
Anthelia Juratzkana, Lophozia-Arten usw.) zusammen mit zahl-
reichen Flechten dusserst charakteristisch. Was die Phanerogamen
anbetrifft, so sind einige, die in der analysierten Fliche auftraten,
der Assoziation eigentlich fremd (Phyllodoce coerulea, Cuassiope
tetragona, Diapensia lapponica, Juncus trifidus) und sind zufillige
Flichtlinge aus den benachbarten Heiden.

Andere Analysen, die auf dem Iso-Malla und Raasa tunturi
vorgenommen wurden, zeigten, dass diese Assoziation sehr ver-
breitet ist. In ihr und in anderen, ihr nahestehenden Assozi-

Tabelle 10. ’
Das phytochromatische Spektrum der Schneewiesenformation.
Zahl der
HF oo | Beobacht. Pig- Arten
mentkombin. in % der
gruppe Gesamt-
zahl
[000] 1 C. Lachenali.
[000 .. O} 1 Lycopodium alpinum.
A [000} 4 Carex rigida, Alsine biflora (?), Ranun-
culus pygmaeus, Viola biflora.
A A [(D(@)) 11 545 Deschampsia  flexuosa, Festuca oving,
4 . Poa alpina . vivipara, Juncus trifidus,
Cerastium lapponicum, Ranunculus gla-
cialis, R. nwalts, Cardamine bellidifolia,
Saxifraga cernua, S. rivularis, Gnapha-
lium supinum.
AMHMD@) ..y 1 Cassiope hypnoides.
o A 1) 4 Saliz herbacea, S. polaris, Cochlearia
B 12.2 officinalis, Veronica alpina, (Pedicula-
ris lapponica).
A [(DHH)1y 4 Luzula arcuata, L. sudetica, Anthoxan-
thum odoratum, Stbbaldia procumbens.
C A [1(1)1] 6 Vahlodea atropurpurea, (Deschampsia
30.3 flexuosa), Trisetum spicatum, (Festuca
ovina, Luzule arcuate, L. sudetica),
Polygonum viviparum, Oxyria digyna,
‘ Saxifraga stellaris, Solidago virgaurea.
D A [111] e 4 (Saxifraga stellaris), Pedicularis lappo-
: nica.
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ationen fanden sich noch Salixz polaris, Pirola minor, Ranunculus
glacialis, Alsine biflora, Poa alpina, Cerastium lapponicum, Saxi-
fraga cernua, S. stellaris, S. stellaris f. comosa, S. rivularis.

Nach der Tabelle 10 zu schliessen, dominiert in der Forma-
tion der Schneewiesen die Pigmentgruppe A. Zusammen mit der
pigmentarmen Gruppe B ergibt sie 66.7 Prz. der Gesamtzahl der
Arten. Es ist nicht minder charakteristisch, dass die permanent-
rote Gruppe D nur durch eine Art — Pedicularis iapponica — repri-
sentiert wird, wobei diese Art gewiss den arktischen Heiden viel
mehr eigen ist als' der Schneewiesenformation.

Die Pigmentarmut dieser Formation ist sehr augenfillig, da
so wichtige Arten wie Salix herbacea, S. polaris, Carex Lachena-
lii, Poa alpina, Ranunculus glacialis, R. nivalis, R. pygmaeus, Ve-
ronica alpina, Gnaphalium supinum usw. in die Gruppen A und
B gehtren. Zudem kommt es bei den Pflanzen, die sich wie
A [1(1)1] verhalten, oft genug nicht zur herbstlichen Anthocyanin-
bildung, denn wegen der Kiirze der Vegetationsperiode werden
diese Pflanzen gewiss nicht selten von Schneefillen iiberrascht,
bevor eine ausgiebige Anthocyaninbildung einsetzen konnte.

Viele Arten, die in den Schneewiesen auftreten, sind in der
sehr offenen Vegetation der regio alpina sterilis besonders verbreitet.

Auf den hohen Fjelden der Insel Seiland (s. Fig. 5, 6) konnte
der Verfasser diese Hohenstufe, die dort eine riesige Ausbreitung
besitzt, ndher studieren. Am SSO Rande des Nordmandsfjordjiekke
in einer Hohe von ca 600 m iiber dem M. herrscht das sterile,
ode Felstrimmermeer, das gelblichbraun bis dunkelbraun ge-
farbt ist, da die Steine in dieser Hoéhe nur wenig Flechten und
Moose tragen. Von den Flechten sind besonders die dunkel bis
schwarz gefirbten Gyrophora-Arten (G. proboscidea, Q. torrida,
G. arctica), die ebenso gefirbten Parmelia pubescens und Cetraria
nigricans und die dunklen Andreaca-Arten (bes. Andreaea Blyttii)
verbreitet. Der Boden ist hier und da mit einer braunen oder
bldulichgriin bis silbergrauen, sehr niedrigen Lebermoosschicht
(Alicularia Breidleri, Anthelia Juratzkana, Pleuroclada albescens usw.)
bedeckt. Auf dem nackten Boden bilden Pogonatum capillare,
Pohlia cucullata, Polytrichum alpinum, P. sexangulare, Dicrano-
wessia crispula und stellenweise auch drctoa fulvella kleine Pol-
ster (Fig. 10). Von Flechten sind Stereocaulon subcoralloides, S.
denudatum, besonders aber Solorina crocea verbreitet.

Von Phanerogamen finden sich hier Ranunculus glaciales,
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Epilobium anagallidifolium, Luzula confusa, Saxifraga rivularis,
S. groenlandica, S. wivalis, Ranunculus pygmaeus, Cerastium lappo-
nicum, Guaphalivm supinum, Cardamine bellidifolia, Oxyria digyna,
wobei viele dieser Arten hier gut ausgepriigten Polsterwuchs auf-
weisen (Saxifraga groenlandica, Ranunculus pygmacus, Guaphalivm
suptnum, Silene acaulis USW.).

Der krasse Unterschied in der Pigmentation der den Fels
bewohnenden Ilechten und Moose einerseits und der den Schnee-

Fig. 10. Regio alpine sterdis in ciner Hohe von 600 m . d. M. auf der Inse!
Seiland (in der Hohe des SSO Randes des Nordmandstjordjiekke). Die Vegetation
ist offen, aus Ranunculus glacialis, Oxyria digyna, Gnaphalivm supinwmn
Moosen (Polytrichum -sexangulare, P. alpinum, Pohlia cucullata, Andremea-Arten,
Dicranoweisia crispula) bestehend. Verf. Photo. 5. Aug. 1927,

boden bewohnenden Phanerogamen andererseits ist hier hochst
bemerkenswert. Wihrend die ersteren oft sehr dunkel gelirbt
sind, enthalten die Bliitenpflanzen entweder tiberhaupt keine roten
Pigmente oder aber ist ihr Anthocyaningehalt gering — eine Tai-
sache, auf die wir noch weiter unten zu sprechen kommen. —
Die charakteristische Eigentiimlichkeit der Schneewiesen — Armut
an pigmentreichen Phanerogamen — ist also auch der offenen
Vegetation der regio alpina sterilis eigen, sic ist hier sogar schiir-
fer ausgepriigt als in den Schnecwiesen.
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III. Uber die Anatomie der Blattspreite der
Pflanzen der Wiesen-, Heide- und Schneewiesen-
formationen.

Die Anatomie der arktischen Pflanzen ist Gegenstand zahl-
reicher Untersuchungen gewesen. Besonders Warming und an-
dere di#nische Botaniker: Bérgesen, Resvoll, Petersen,
Jessen, Gallse, Mentz, Olsen, Hagerup, Porsild,
Mathiesen haben in einer Reihe von Abhandlungen?!) sehr
wertvolle Beitréige hierzu geliefert. Uber mehrere Arten liegen
auch vergleichende Untersuchungen vor, wobei die Pflanzen aus
Nord-Europa und Gronland mit den Exemplaren aus den Alpen,
Pyrenden und aus Dédnemark verglichen wurden. Von vergleichen-
den Untersuchungen auch nur der wichtigeren Arten einer
arktischen Formation ist dem Verfasser nur die von
Warming (die arktische Heide in Grénland betreffend) bekannt.

Wie die Arbeiten der erwihnten Autoren und auch andere
Untersuchungsergebnisse zeigen, ist die Blattspreite ohne Zwei-
fel am empfindlichsten gegen eine Anderung der Aussenbedin-
gungen. In ihrem Bau spiegelt sich die Higenart des Standortes
am meisten wider, obschon zwischen Standort und Anatomie
einer Art nicht immer direkte Beziehungen zu bestehen brau-
chen, — was ja leicht begreiflich ist, denn oft muss man erst die
extremsten Bedingungen kennen, unter welchen eine Art noch
existieren kann, sowie die Bedingungen, unter welchen sie am kon-

kurrenzfihigsten ist, um ihren Bau zu verstehen. — Die Anato-
mie der Spreite soll die Grundlage der weiter folgenden Verglei-
chung sein.

Es war hierbei von Interesse besonders auf solche Arten zu ach-
ten, die in verschiedenen Formationen auftreten. Es liess sich ver-

1) Warming, Eug, Om Gronlands vegetation, Medd. om Gronland 12
(1887) p. 1—245. Borgesen, F. Bidrag til kundskaben om arktisk planters
bladbygning, Bot. Tidsskrift, Bd. 19 (1895). Resvoll, Thekla, Nogle arkt.
Ranunklers morphologi og anatomi, Nyt Magaz. for Naturvidensk., Bd. 38 (1900).
Petersen, H. E, Ericineae, Petersen, H. E, Diapensiaceae, Mentz, A,
Empetraceae, Gallge, O., The Biological Leaf-anatomy of the Arctic Species of
Saxifraga und Jessen, K., Ranunculaceae in Medd. om Gronland, 36. H. (1912).
Jessen, K, Rosaceae, Olsen, O, Cornaceae, Hagerup, O., Caprifoliaceae,
Warming, Eug., Caryophyllaceae, Porsild, M. P, Liliales und Mathiesen,
Fr. J., Scrophulariaceae in Medd. om Gronland, 37. H. (1921).
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muten, dass auf Grund der bei diesen Arten beobachteten Unter-
schiede im anatomischen Baue Riickschliisse auf die Eigenart der
Standorte moglich seien.

In einer bekannten Arbeit!) hat Bonnier ca 20 Pflanzen-
arten (darunter Ozyria digyna, Saxifraga oppositifolia, Salix reticu-
lata, Silene acaulis, Cerastium alpinum, Potentilla nivea, Poa pra-
tensis) untersucht und die Schlussfolgerung gezogen, die arktischen
Exemplare seien von den Exemplaren derselben Art aus den Alpen
und Pyrensien darin unterschieden, dass bei ersteren die Blitter
gewohnlich dicker sind und das Mesophyll weniger differenziert.
Das Palisadengewebe wurde bei den arktischen Exemplaren
weniger gut ausgebildet gefunden, die Interzellularen dagegen
waren grosser. Die Epidermis der Blitter und Stengel erwies
sich als kohiirenter, die Kutikula als diinner. Ohne Zweifel
sind diese Schliisse nicht zu verallgemeinern. Es gibt, wie
Warming mehrmals hervorgehoben hat, in der arktischen
Vegetation eine Formation, die durch xerophytischen Bau der sie
bildenden Arten ausgezeichnet ist — die arktische Zwergstrauch-
heide. Warming und andere oben erwihnte dinische Forscher
zeigten, dass die immergriinen Zwergstraucher xeromorph gebaut
sind. Doch meint Warming, dass daran micht so sehr die
Trockenheit des Substrates in den Heiden schuld ist, als die Tat-
sache, dass die Blitter mehrjihrig sind und deshalb Einrichtungen
bendtigen, die sie wahrend der Blosslegung in der Kkalten Jah-
reszeit schiitzen. Warming schreibt: It is easy to understand
that in woody plants the shoots must become xerophytic in struc-
ture, — which is, as usual, exhibited in the anatomical structure
of the leaves, — because they are higher in growth than are
herbs, and often may be without a snow-covering during the
winter ; their leaves will frequently be exposed to the dessicating
power of cold and dry wind and this in a higher degree than
those of herbs, and the cold soil will for a long time prevent the
roots from absorbing water. Dagegen wird die nicht xeromorphe
Struktur der Caryophyllaceen Gronlands von Warming dadurch
erkliart, dass die Feuchtigkeit der Atmosphire in den arktischen
Landern gross, die Belichtung dagegen verhiltnismissig schwach ist.

In der Tabelle 11 sind die Angaben in betreff der untersuch-
ten Arten zusammengefasst, so dass Beschreibungen des anatomi-

1) Bonnier, G., Les plantes arctiques comparées aux mémes espéces
des Alpes et des Pyrénées. Rev. gén. de Bot., t. 6 (1894).
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Tabelle 11.
. II Dicke der Spreite in . [Spaltéffnungen.
A: Heidepflanzen, III Hohe des Palisaden-| Durchschnittszahl

B: Wiesenpflanzen (Wie-
senbirkenwélder, Hochstau-
denwiesen und Wiesen).
C: Pil. der Schneewiesen.

gewebes in u. 1V Dicke
der oberseitigen Epider-
misaussenwand in g.

pro qmm der Blatt-
oberseite ' (V), der
Blattunterseite (V1).

1Y 1I III v Vv VI
A.
Calamagrostis lapponica . . | Kl 190 — 5%) 78 0
Carex ngida . . . . . . . Pp | 180—270 — 9 0 193
Juncus trifidus (Stengel) . Pp 9
Luzula confusa . . . . . Pp 250 — 6 0 7
L. spicata . . . . . . .. Pp 300 — 5 0 103
Andromeda polifolia . Kt 270 30—130) 9 0 674
Betula noma . . . . . .. Pp | 180—220| 30—60 | 3.5 0 95
Loiseleuria procumbens . Pp 380 100 10 0
Cassiope tetragona . . Kl 60—120| 10 0 405
Arctostaphylos alpina . . Pp 210 30—75 3 0 275
Empetrum hermaphroditum | K1 250 70 35 0
Drapensia lapponica K1 540 30—90 20 0 290
Cornus suecica . . . . . . Kt | 180 60 2.5 0 117
Phyllodoce coerulea . . . . | Pp 75 45 0
Vaccinium myrtillus Kl 160 45—90 3 110 236
V. ubginosum . .. . . . . Kl | 180—220| 60—120| 4 0 208
V. vites ddaea . . . . . . K1 410 60—200| 7 0 497
Pedicularis lapponica . . . | Kl 200 40—90 2.5 0 190
Lwnnaea borealts . . . . . K1 230 30—60 3 0 457
Aspidium dryopteris Pp 180 — 1 0 50
B.

Milium effusum . . . . . S1 160 — 2 48 29
Calamagrostis purpurea . Sl 130 — 4.5%) 112 0
Salix lopponwm . . . . . Kl 160 100 3 0 450
S. phylicifolia . . . . . . Kl 200 110 3 0 336
Betula tortuosa . . . . . Pp 220 30—90 | 55 0 97
Rumex acetosa . . . . . .| Sl 200 — 1.5 45 73
Trollius europaeus . . . . | Pp 200 30 15 0 71
Ranunculus acer . . . . . K1 160 50 1.2 3 106
Parnassia palustris . . . . | Kl 300 — 2.5 0 80
Rubus arcticus . . . . . . Pp 140 25 3 0 203
Filypendula ulmaria N 110 40 2 0 502
Alchemilla glomermlans . . | Sl 160 45 2.2 65 168
Astragalus alpinus . . . . | Kl 110 30 3 78 95
A. frigidus . . . . . .. Pp 160 4070 14 117 335
Geramum silvaticum . . . | Pp 140 50 1.5 0 120
Chaerefolium silvestre . . . | SI 130 50 5 0 226
Angelica archangelica . . . | S1 220 60—1001 3 10

1) K1 = Kilpisjirvi-Gebiet.

Pt = Petsamon tunturit.

Pp = Passkyspahta.
Kt = Kolttakongis,
Sl = Insel Seiland.

280
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. II Dicke der Spreite in . | Spaltoffnungen.
A : Heidepflanzen. . 1I Hohe des Palisader‘:- Durchschnittszahl
B: Wiesenpflanzen (Wie- gewebes in . 1V Dicke | pro gqmm der Blatt-
senbirkenwilder, Hochstau- der oberseitigen Epider-|oberseite . (V), der
denwiesen und Wiesen). misaussenwand in w. |Blattunterseite (VI).
C: Pfl. der Schneewiesen.

Iy o | m | I vV | W
Cornus suecica . . . - . . Pp 110 30 1.4 0 65
Pirola secunda . . . . . . K1 170 — 7 97 232
P, minor . . . . . ... Kl 180 — 45 48 219
Vaccinium myrtillus . . . | Kl 135 45 2.2 44 142
V. vitis tdaea . . . . . . Kl | 300—350| 39—90 6 0 280
Trientalis europaea . . . . | Kl 115 — 3 0 98
Bartsia alpina . . . . . . |Pp 160 — 3 50 160
Linnaea boreahs . . . . . Kl 200 30 3 0 225
Solidago virgaurea . . . . | Pp|220—250| 40—75 2 46 _115
Gnaphalium norvegicum . -. | Pp 180 30 2 14 153
Saussurea alpine . . . . .| Sl 290 60—100| 2.5 23 168
Mulgedium alpinum . . Pp 110 30 1 0 70
Asmdium dryopterts Pp 140 — 1 0 24
A. phegopteris . . . . . . Pp 140 — 3 0 72
A. spinulosum . . . . . . Pp 200 — L5 0 42
Athyrium filiz feming . . | Pp 120 — 3 0 36
Aspidium filiz mas . . . . | Sl | 180—220 — 3 0 51
C.

Anthoxanthum odoratum Sl 140 — 8%) 59 0
Trisetum spicatum Kl 160 — 1.5%) 60 50
Poa alpina f. vivipara Sl 200 — 3.5%) 62 41
Carex Lachenaliz . . . . . Kl 180 — 5 0 130
Luzula arcuata . . . . . Kl 270 — 6 0 85
L. sudetica . . . . . .. Kl 210 — 3 0 83
Salix polaris . . . . . . . Kl 220 40-1201 3 92 127
S. herbacea . . . . . . . Kl | 160—180| 35—75 | 2—3 65 72
Polygonum viviparum . . . | Kl 210 30—90 45 30 219
Oxyria digyna . . . . . . Kl 300 90 1 10 102
Alsine biflora . . . . . . Kl 450 120—150| 6 267 196
Ranunculus pygmaeus . . . | Kl 230 0—90 | 23 90 95
R. nivalis . . . . . . .. S1 190 — 1 35 70
R. glacialis . . . . . .. Kl 320 "40—100| 3 85 36
Cardamine bellidifolia .| st 270 —_ 1.5 270 233
Cochlearia officinalis . . . | Sl |400—700 — 6—7 76 160
Saxifraga stellaris Pt 450 30—60 2 179 107
S, revularis . . ... . .. S1 400 - 3 53 25
Sibbaldia procumbens . . . | Kl 160 60 2.2 210 122
Viola biflora . . . . . . Kl 160 30 1.5 3 75
Epilobtum anagallidifolium | Sl | 140—180 40 2 213 110
Cassiope hypnoides . . . . | Pt 180 5%) 652 260
Veronica alpina . . . . . Kl 280 — 2 76 67
Gnaphalium supinum . . Kl 160 — 1 195 60

*) Auf der morphologischen Blattunterseite !
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schen Baues der einzelnen Arten in dieser Arbeit fortbleiben
konnen. Um den Vergleich der einzelnen Arten untereinander
und in den verschiedenen Formationen zu erleichtern, sind Blatt-
querschnitte fast aller jener Arten, die in der Tabelle 11 erwiihnt
werden, auf den Tafeln XII—XXII in 110 maliger Vergrosserung
abgebildet. Zu diesem Zweck wurde das vom Verfasser in Fin-
nisch- und Norwegisch-Lappland gesammelte Material von Hilja
Lippmaa untersucht und gezeichnet. ,

Die Gruppe A der Tabelle 11 enthilt die Arten der Zwerg-
strauchheide (vergl. Tafel XIII, X VIII, XIX). Es sind hier auch einige
Arten aufgenommen worden, die wohl in der Zwergstrauchheide
oberhalb der Waldgrenze gedeihen konnen, aber in Lappland
ihre Hauptverbreitung in den Wiesen- und Heidebirkenwildern
haben (Cornus suecica, Linnaea borealis, Aspidium  dryopteris).
Auffallend ist, dass hier viele Arten eine 250 w bis 400 w dicke
Blattspreite besitzen (bei Diapensia sogar {iber 500 u). Bei allen
Arten der Gruppe A ist die Fliche der Spreite verhiltnismissig
gering. Besonders trifft dies fiir die immergriinen Zwergstriucher zu
(Abbild. bei Haglund)?!). Die Lebensdauer der Blitter betrigt
in der Gegend von Kilpisjirvi 10—15 J. bei Lycopodium selago,
8—10 J. bei Juniperus communis, 4—5 J. bei Lycopodium annoti-
num und L. alpinum, 3—4 J. bei Cassiope tetragona, ca 3 J. bei Em-
petrum hermaphroditum, 2—3 J. bei Phyllodoce, Loiseleuria, Vacci-
neum vitis idaea und Linnaea, 2 J. bei Andromeda polifolia ®) und
1—2 J. bei Diapensia lapponica ). Bei den anderen Arten funk-
tioniert die Blattspreite stets weniger als 1 Jahr, oft bloss einige
Monate. Dass die Arten mit mehrjihrigen Blittern in diesen
xerophytischen Bau aufweisen, ist von Warming u. a. hervorge-
hoben worden. Nach Warming ist der Grund hierzu in dem hohe-
ren Wuchs dieser Zwergstraucher (im Vergleich zu den mono- und
dikotylen Stauden mit nicht tiberwinternden Stengeln und Blittern)
zu suchen, infolge dessen sie bei der oft mangelhaften Schnee-
decke auf den Zwergstrauchheiden im Winter nicht selten bloss
liegen. Obschon diese Erklirung den Kern der Frage trifft,

1) Haglund, Emil, Ur de hognordiska vedvixternas ekologi, Akad.
afthandl., Uppsala 1905.

2) Die untersuchten Exemplare stammen aus der reg. alp. fert. von Kolt-
takongids (Finn.-Lappl.).

3) Ausnahmsweise konnen bei allen Arten auch &ltere Blitter lebenskrii-
tig sein.
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scheint sie insofern ungeniigend zu sein, als auch sommergriine
Arten der Zwergstrauchheide Einrichtungen aufweisen, die als
xerophytisch zu deuten sind.

Die Aussenwinde der Epidermiszellen sind nur selten unter
3 u stark (so bei Cornus suecica, Pedicularis lapponica und Aspi-
dium dryopteris). Bei anderen sommergriinen Arten wurden
8—9 u, bei den immergriinen 8—10 w (bei Diapensia sogar 20 u)
gemessen. Alle dikotylen Arten der Zwergstrauchheide besitzen gut
ausgebildetes Palisadenparenchym. Die Hohe der Palisadenschicht
schwankt zwischen 30 und 200 u. ‘

Die Spaltéffnungen sind auf die Blattunterseite beschrinkt.
Eine scheinbare Ausnahme — Spaltéffnungen auf der Blatt-
oberseite — bildet Calamagrostis lapponica, da bei dieser Art bei
den eingerollten Blittern die Blattunterseite der Licht- und Wind-
wirkung besonders ausgesetzt ist. Dagegen fiihrt Vaccinium myr-
tillus Spaltoffnungen sowohl auf der Blattober- als auch auf der
Blattunterseite. Es ist sehr bezeichnend, dass diese Art durchaus
die trockensten Zwergstrauchheiden meidet. Die Zahl der Spalt-
offnungen auf 1 mm? der Blattfldche ist nicht selten tiberraschend
gross. So betrug diese Zahl bei Andromeda polifolia (aus einer
Zwergstrauchheide bei Kolttakongis) 674, bei Cassiope tetragona
(Kilpisjirvi-Geb.) 405, bei Linnaea borealis (Kilpisjarvi-Geb.) 457.
Diese hohe Zahl wird gewiss durch die geringe Grosse der die
Spaltoffnungen tragenden Spreitenfliche kompensiert.

Es seien hier Angaben iiber einige Arten, die den Zwerg-
strauchheiden und den Birkenwildern gemeinsam sind, mitgeteilt.

Tabelle 11 a. _
Zahl der Spaltéffnungen auf 1 mm?®.

Betula tortuosa- Zwergstrauch-
Untersuchte Pflanzenarten Wald heide
Blattobers. | Blattunt. |Blattobers. | Blattunt.
Cornus swecica (Pp). . . . . . . .. 0 65 0 158
» » ). ........ 0 117
Vaccinsum myrtillus (K1) . . . . . . 44 142 95 190
V. vitis «daea Kt) . . . . . . ... 0- 497
" » E) . ... 0 280 .

Linnaea borealss (K1) . . . . . . .. 0 225 0 457
Aspidium dryopterss (Pp) . . . . .. 0 24 0 50
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Die Hohe der Spaltoffnungszahl
bei den Exemplaren aus den Zwerg-
strauchheiden ist sehr betrichtlich.
Oft genug tibersteigt diese
Zahl diejenige bei den Bir-
kenwaldexemplaren um das
Doppelte. Diese Eigentiimlichkeit
der Heidepflanzen scheint zu nicht
geringem Teil davon abzuhingen, dass
die Epidermiszellen bei den Exempla-
ren der baumlosen Heide betrichtlich
kleiner sind, weshalb bei Beibehal-
tung des einer bestimmten Art ei-
genen Verteilungsmodus der Spalt-
offnungen diese dichter zu liegen
kommen. Es ist auch moglich, dass
die ausserordentlich hohen Zahlen,
die mehrere Zwergstriucher aufwei-
sen, zum Teil auf eine #hnliche Ur-
sache wihrend der phylogenetischen
Entwicklung zurtickzufiihren sind.

Dass die Zwergstrauchheide eine
xerophytische Struktur aufweisende
Vegetation ist, unterliegt bei Betrach-
tung der Angaben der Tabelle 11
keinem Zweifel. Ein Blick auf die
Fig. 11—14, wo von mehreren Arten
(Equisctum silvaticum, Aspidium dry-
opteris, Vaccinium wvitis idaea, V.
myrtillus und Cornus suecica) neben
Exemplaren, die aus der Zwergstrauch-
Fig. 11. Fquisetum silvatioum. heide stammen, auch solche, die in
Rechts ein Exemplar aus einem den Betula-Wilder wuchsen, abgebil-
Birkenwalde am Fusse des Pads- det sind, bestitigt in noch hoherem
kyspahta-tunturi in ~ Finnisch- ~ Grade diese Annahme. Die Unter-
Lappland. ' Links eine Pllanze g op;0qe ging frappant. Sie dussern
aus einer Zwergstrauchheide da- ) .

selbst. 0.3 nat. Grosse. sich (1) in der Tendenz der Exemplare

, aus der Zwergstrauchheide, die Assi-
milationsorgane mehr oder weniger steil nach oben (so bei
Vaccinium myrtillus, Aspidium dryopleris) bzw. nach unten (Equi-




AXV.s Pflanzendkologische Untersuchungen ete. 75

setum silvaticum) zu richten; (2) in der Abnahme der Grosse der
Blattspreite, und (8) in dem Zwergwuchs der Heideexemplare.
Xerophytisch gebaut sind also nicht nur die Zwergstraucher
der Heide, sondern auch Arten, die sommergriines Laub besitzen.
Das deutet darauf,
dass in der Zwerg-
strauchheide auch im
Sommer Wasserman-
gel eintreten kann.
Dieser findet seine
Ursache zum Teil dar-
in, dass die Zwerg-
strauchheide in der
Arktis  -schneearme
Standorte einnimmt,
zum Teil in der Tat-
sache, dass die schiit-
zende Baumschicht,
wie auch der stindige
Zufluss von Schnee-
wasser, der in den
ebenso baumlosen
Schneewiesen auftritt,
hier ginzlich fehlt.
Beobachtungen im
Sommer 1927 zeigten
oft genug, dass die
Bodenfeuchtigkeit in
~ den Zwergstrauchhei-

den (besonders in den

Diapensia- und Em- Fig 12.  Aspidium dryoplers. Links ein Hxemplar

aus einem Heidebirkenwalde am Fusse des Padskys-

. . pahta-tunturi, rechts aus einer Zwergstrauchheide

gering ist. auf dem genannten ,tunturi“. 0.4 nat. Grosse.
Die Vegetation

der Wiesen- und Schneewiesenserie ist von derjenigen der Zwerg-
strauchheide dadurch unterschieden, dass in ihr mesophytisch
gebaute dikotyle Stauden und -+ breitblitirige Gramineen vor-
wiegen. Die Gruppe B der Tabelle 11 (vergl. Taf. XIII—XVII)
enthilt Pflanzen der Wiesenbirkenwilder und der Hochstauden-
wiesen. Die Dicke der Blattspreite betrigt bei diesen Pflanzen

petrum-Heiden) sehr
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grosstenteils weniger als 200 u. Die Spreite ist hier oft, im Ver-
gleich mit den Spreiten der Pflanzen der Schneewiesen und erst
recht im Vergleich mit denen der Heidepflanzen, sehr gross. Die
Epidermisaussenwand auf der Blattoberseite misst in der Regel
1—38 u (bei den wenigen Arten mit immergriinen Bléittern 6—7 w).
Die Palisadenschicht ist bei den dikotylen Arten gut ausgebildet.
Ihre Dicke betrigt 25—100 (150) w.

Fig. 13. Vaccinium myrtillus (rechts und in der Mitte) und V. vitis idaea (links

und unten). Es ist der Unterschied zwischen den grossen, aus Heidebirkenwil-

dern vom Padskyspahta (Finnisch-Lappland) herstammenden Exemplaren und

den Zwergpflanzen aus den Zwergstrauchheiden des Kolttakdngéds (Finn.-Lappl.)
recht bedeutend. 0. 33 nat. Grosse.

Bei mehr als der Hilfte der untersuchten Arten sind die
Spaltoffnungen auf die Blattunterseite beschrinkt. Da, wo Spalt-
offnungen sich auf beiden Blattseiten finden, ist ihre Zahl auf
der Blattoberseite stets viel geringer.
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In der Gruppe C (Taf. XX—XXII), die die Arten der Schnee-
wiesen umfasst, ist die Blattspreite oft genug iiber 200 u stark.
Diinne (unter 140 w) und grosse Spreiten, wie sie bei mehreren
Wiesenpflanzen auftreten, fehlen '
hier. Dagegen finden sich meh-
rere Arten, die 400 und mehr wu
dicke Spreiten besitzen. Diese Ar-
ten sind jedoch in ihrem inneren
Bau den dickblittrigen Arten der
Zwergstrauchheide keineswegs dhn-
lich. Erstens ist bei diesen Arten
(Alsine biflora, Cochlearia officinalis,
Saxifraga stellaris, 8. rivularis)
die Epidermisaussenwand zum Teil
nur 2—3 u stark (bei einigen
6—7 u); weiter fehlt die Palisaden-
schicht oft vollstindig, dagegen
ist das Schwammparenchym locker
und enthilt grosse bis sehr grosse
Interzellulare. Alle diese Arten
fithren Spaltéffnungen auf beiden
Seiten der Spreite. :

Die oft schwache Ausbildung
der Palisadenschicht ist auch an-
deren Arten der Schneewiesen mehr -
. oder weniger eigen. Die Epider-
misaussenwand ist mit Ausnahme
solcher Arten wie Anthoxanthum
odoratum, Carex Lachenalii, Luzula
arcuata, Polygonum viviparum, Al-
sine biflora, Cochlearia officinalis,

Cassiope hypnoides (bei diesen 4—8  Fig. 14. Cornus suecica. Rechts —
) bloss 1—3 u dick. aus einem Heidebirkenwalde, links —

. . R aus einer Zwergstrauchheide. Piis-
Besonders bezeichnend ist die kyspahta, Finnisch-Lappland.

Verteilung der Spaltoffnungen. Die- 0.35 nat. Gr,

se finden sich bei allen untersuchten

Arten der Schneewiesen (ausgenommen Carex und Luzula) auf beiden
Blattseiten. Oft genug nihert sich die Zahl der Spaltoffnungen
auf der Blattoberseite derjenigen auf der Blattunterseite, oder sie
iibersteigt diese sogar, wie bei Trisetum spicatum, Poa alpina 1.
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vivipara, Alsine biflora, Ranunculus glacialis, Cardamine bellidifolia,
Sarifraga stellaris, S. rivularis, Sibbaldia procumbens, Epilobium ana-
gallidifolium, Cassiope hypnoides und Gnaphalium supinum. Das Auf-
treten von Spaltéffnungen auf der Blattoberseite ist noch deshalb
bemerkenswert, weil es auch bei Arten wie Saliz herbacea, S. pola-
ris, Cassiope hypnoides vorkommt, obschon bei anderen vom Ver-
fasser untersuchten Saliz-Arten Lapplands !) und Cassiope tetra-
gona die Spaltéffnungen auf die Blattunterseite beschrinkt sind.

Das haufige Auftreten von Spaltoffnungen auch auf der
Blattoberseite ist ein dusserst charakteristischer Zug vieler wich-
tiger Arten der Schneewiesen. Diese Eigenttimlichkeit deutet
darauf hin, dass die Okologie dieser Formation eine ganz andere ist,
als bei den Formationen der Hochstaudenwiese und des Wiesen-
birkenwaldes. Die sehr kurze Vegetationsperiode, die den Schnee-
wiesen eigen ist, gestattet den sie bildenden Kriatern und
Grisern die Vollendung ihres Lebenszyklus nur unter der Vor-
aussetzung einer regen Assimilationstitigkeit. Andererseits diirfte
die niedrige Temperatur der Bodenlosung der Aufnahme von
Niahrsalzen entgegenwirken, weil ja die Loslichkeit der Nihrsalze
in kaltem Wasser gewiss geringer ist. Man gelangt so zu der An-
nahme einer verhilltnismissig lebhaften Transpiration bei den
Pflanzen der Schneewicsen. Endgtiltig lisst sich diese IFrage
natiirlich nur experimen'ell entscheiden. Hs sei jedoch erwihnt,
dass Thorild Wulff auf Spitzbergen bei Polygonum viviparum,
Sazifraga mivalis, Saliz polaris mittels der Kobaltprobe von Stahl
eine verhiltnisméssig ausgiebige Transpiration feststellen konnte.
Es ist zu vermuten, dass die Pflanzen der Schneewiese sich aus
sehr kaltem Boden (um 0° herum ?) Wasser holen konnen. Nur
so ist es begreiflich, dass man bei ihnen auch bei trockener Luft
und niedriger Bodentemperatur gewdhnlich kein Welken des
Laubes wahrnehmen kann.

IV. Beziehungen zwischen den Pigmentspektra der
untersuchten Formationen und dem anatomischen
Bau der diese zusammensetzenden Arten.

Die oben besprochenen Formationen der Wiesen-, Heide- und
Schneebodenserie bilden innerhalb einer jeden dieser Serien eine

1) Bei Saliz myrsinites filhrt auch die Blattoberseite Spalttffnungen.



AXV.¢ Pflanzenskologische Untersuchungen ete. 79

kontinuierliche Reihe. Eine derartige Reihe kann mehr oder we-
niger Glieder enthalten, den Bedingungen der sie bildenden For-
mationen entsprechend. Die grosste Amplitiide besitzt die an-
spruchslose Heideserie. Mit den Heidebirkenwildern beginnend,
schliesst sie mit reinen Flechtenassoziationen, in denen die Phanero-
gamen von ganz untergeordneter Bedeutung sind oder vollig
fehlen. Zwischen den extremsten Aushildungsarten dieser Serie
stehen die Heidegebiische (mit vorherrschender Betula nana), die
Phyllodoce coerulea-, Vaccinium myrtillus-, Cassiope tetragona- und
Empetrum- Ziwergstrauchheiden und die offenen Diapensia- Loise-
lewria- Heiden.

Die viel anspruchsvollere Wiesenserie gliedert sich in die
Formationen der Wiesenbirkenwilder, der Wiesengebiische, der
Hochstaudenwiesen und der Wiesen.

Die Serie der Schneebodenformationen besteht nur aus den
Schneewiesen, der offenen Schneebodenvegetation und den Schnee-
moosvereinen. Den Kkargen Existenzbedingungen entsprechend
fehlen hier die ersten Glieder, die der Wiesen- und Heideserie
eigen sind — die Wilder und Gebiische. :

In der Tabelle 12 sind die wichtigsten Zige der
untersuchten Formationen und ihre gegenseitige Beziehungen
schematisch dargestellt worden. Es sei bemerkt, dass die Moor-
und Sumpfformationen unberiicksichtigt geblieben sind, ebenso
die Formationen, in denen den Phanerogamen keine Bedeutung
zukommt. In dem Schema bedeutet eine Verschiebung von links
nach rechts in einer gegebenen Serie eine Verschlechterung der
Standertsbedingungen, die in erster Linie dadurch bedingt ist,
dass die winterliche Schneedecke immer geringer wird (so in den
Wiesen- und Heideformationen). In der Serie der Schneeboden-
formationen bedeutet eine Verschiebung von links nach rechts
fir die Phanerogamenvegetation zwar ebenfalls eine Verschlechte-
rung der Standortsbedingungen, doch ist diese hier nicht durch
die geringere Bedeckung im Winter, sondern durch zu lange
dauernde Schneedecke verursacht.

Die Wasservorrite sind am grossten in den Formationen der
Schneewiese. Ihnen folgt die Wiesenformation, wihrend die
Heideformation — besonders die Zwergstrauchheide und die offene
Heide — oft unter Wassermangel leiden diirften. Es besteht also
in dieser Hinsicht eine Ubereinstimmung zwischen der ,unteren®
(Wiesen-) und der ,oberen (Schneewiesen-) Formation, wihrend
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die ,mittlere“ (Zwergstrauchheiden-) Formation von den beiden
ersteren scharf unterschieden ist.

Ganz dieselben Verhiltnisse finden wir bei einem Vergleich
der phytochromatischen Spektra dieser Formationen. In den Ta-
bellen 5, 7, 8, 9 und 10 sind die phytochromatischen Spektra des
Wiesenbirkenwaldes, Heidebirkenwaldes, der Hochstaudenwiese,
Zwergstrauchheide und Schneewiese gegeben.

Es sind hierbei vier Pigmentgruppen unterschieden worden:

Gruppe A Gruppe B Gruppe C Gruppe
[000], [000 .. 0], A [000] A [1(1)0) A [(1)(D)1] A [111]
AL A[(DXD).. (1)) A 1)) A 1] Air..

Clmmm} Claxy).. ] A [(1)1)..q)] Afyn1l..1]
A [(1)1(D). . 1]

Die Gruppe A enthilt Pigmenttypen, die entweder tiberhaupt
nicht das Vermogen besitzen Anthocyanine (A) oder Hématokaroti-
noide (C) zu bilden ([000] und [000..0]), oder diese wohl in anderen
Organen, nie aber in der Spreite bilden konnen (A [000]); hierher ge-
horen ferner Typen, die das Vermogen der Pigmentbildung in den
Assimilationsorganen bis zum Absterben derselben beibehalten, tat-
sichlich aber griin (anthocyanin- rsp. himatokarotinoidfrei) bleiben
(A [(1)(W)(D)], C [(1)(1)(1)] bei nur eine Vegetationsperiode ausdauern-
den Assimilationsorganen, A [(1)(1)(1) .. (1)] rsp. C [(1)(D)(1) .. (1)]
bei mehrjihrigen). Diese Gruppe ist dadurch charak-
terisiert, dass sie wahrend der ganzenVegetations-
periode griin ist und die rotenPigmente nicht ent-
hilt. Bei der Gruppe B bilden die jungen Blitter A., zuletzt
aber verlieren die Blitter ebenfalls das Vermogen A. zu bilden
(A [1(1)0]), oder aber dieses Vermdgen wird bis zum Absterben
der Blitter beibehalten (A [1(1)(1)]). Wiadhrend des grossten
Teiles der Vegetationsperiode sind die Pflanzen
dieser Gruppe grin, nur die jungen bzw. die tiber-
winternden Blatter wiahrend der kalten Jahreszeit
sind gerotet. Bei der Gruppe C sind die jungen Blitter
oft gerdtet, im Hochsommer sind die Blitter griin. Sehr aus-
giebig ist bei den Pflanzen dieser Gruppe die
herbstliche Anthocyaninbildung, die bei vielen Arten
sehr zeitig einsetzt und z. T. tiber einen Monat dauern kann. In
der Gruppe D stehen Arten, bei welchen die sommerliche Er-
griinung wegen der kargen Standortsbedingungen unterbleibt und

‘ 6
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wo die Pflanzen den Sommer durch (oder sogar mehrere
Vegetationsperioden nacheinander) ununterbrochen gerdtet
sind.

Diese Pigmentgruppen bilden also eine steigende Reihe
(A < B <C <D),in der A ,permanentgriin“, D ,permanentrot“ ist.

In der unten folgenden Tabelle 13 sind die prozentualen
Werte der einzelnen Pigmentgruppen in den vom Verfasser un-
tersuchten Formationen aufgefiihrt.

Tabelle 18.
Pigmentgruppen
Formationen

A B C D
Wiesenbirkenwald . . . 56.0 Prz. 22.0 Prz. 22,0 Prz. 0 Prz
Hochstaudenwiese . . . 428 286 28.6 0 ”
Heidebirkenwald . . . . 334 200 399 6.7
Zwergstrauchheide . . . 19.2 154 423 231
Schneewiese . . . . . . 545 12.2 303 ,, 30 ,

Auf Grund der Zahlen der Tab. 18 sind die Kurven der Fig. 15
konstruiert.

An der Fig. 15 sieht man, dass die ,griine“ Kurve der
Gruppe A zwei Maxima besitzt: ein Maximum in den Wiesen-
birkenwildern und ein zweites Maximum in den Schneewiesen.
Ein gut ausgeprigtes Minimum befindet sich in der Zwergstrauch-
heide. Umgekehrt bildet die pigmentreichste ,rote“ Gruppe D
ein deutliches Maximum in der Zwergstrauchheide.

Der Anthocyaninreichtum der arktischen Pflanzen ist von
mehreren Forschern — darunter auch Middendorff — hervor-
gehoben worden. Nach Middendorff') ist in der sibirischen
Tundra die Rotung nach den ersten herbstlichen Nachtfrosten so
stark, dass ,fast alle Blitter sich davon in Scharlach kleiden“.—
Etwas eingehendere Untersuchungen iiber diesen Gegenstand ver-
danken wir Thorild Wulff?), der auf Spitzbergen ,an der
dusserst kargen, im Vergleich mit dem Eisfjordgebiet erheblich

1) Middendor?tf, Reise in den #ussersten Norden und Osten Sibiriens.
Bd. IV, 1, p. 674, Petersburg 1864—67. i

2) Wulff, Thorild, Botanische Beobachtungen aus Spitzbergen, Aka-
demische Abhandlung, Lund 1902,
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artendrmeren Nordkiiste“ ca 50 Arten, also etwa die Hilfte der
auf Spitzbergen gefundenen hoheren Pflanzen, untersuchte.

Bei folgenden Arten fand Wulf{f die in voller Lebenskraft
stehenden Blitter sehr anthocyaninreich: Taraxacum phymatocar-
pum, Pedicularis hirsuta, Cassiope tetragona, Potentilla pulchella, Saxi-
fraga flagellaris, 8. hirculus, 8. cernua, Cardamine bellidifolia, Coch-
learia fenestrata, Silene acaulis, Polygonum viviparum, Oxyria digyna,
Koenigia islandica, Festuca rubra. Seine Ergebnisse formuliert
Thorild Wulff so: ,Eine durchgiingig charakteristische Ei-
genschaft der arktischen Gewichse ist eine besonders kriftige
Entwickelung von Anthocyan und anderen firbenden Substanzen
im vegetativen Systeme®.
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Fig. 15. Zwei Pigmentkurven aus Lappland, auf Grund der Zahlen der Tabelle 13
(p. 82) konstruiert. Auf der Ordinatenaxe sind die prozentualen Werte der ,grii-
nen“ Pigmentgruppe A (enthdlt Arten, denen das Vermogen Anthocyanin zu
bilden nicht zukommt., sowie solche, die Anthocyanin bilden kénnen, tatsichlich
aber wéhrend der ganzen Vegetationszeit anthocyaninfrei sind) und der ,roten“
Gruppe D (enthilt Arten, die den Sommer durch geritet sind) gegeben.

Wenn man diesen Satz von Thorild Wulff mit den oben
- mitgeteilten Ergebnissen des Verfassers vergleicht, so muss die
relative (auch absolute) Pigmentarmut der Schneewiese {iberraschen.
Sind doch die Schneewiesen sozusagen im htchsten Grade ,ark-
tische Vegetation“. Wenn schon die arktischen Heiden grossen
Anthocyaninreichtum aufweisen, so konnte man vielleicht vermu-
ten, dass die unter noch ,ungiinstigeren“ Bedingungen existieren-
den, hoher gelegenen Schneewiesen einen noch héheren Antho-
cyaningehalt aufweisen. Eingehende Untersuchungen der ent-
sprechenden Formation ergaben aber, wie bereits mitgeteilt, das
merkwiirdige Resultat, dass die Schneewiesen; was die Pigmente
betrifft, den echten Wiesen viel nsher stehen als den Heiden.
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Der scheinbare Widerspruch mit den Ergebnissen Wulff’s
verschwindet, wenn man in Betracht zieht, unter welchen Bedin-
gungen er bei den oben erwshnten Arten eine ergiebige Pigmen-
tation konstatierte. Allerdings finden sich hieriiber in der erwéhn-
ten Arbeit Wulff’s nur kurze Bemerkungen. Es seien diese
hier rekapituliert. Potentilla pulchella: ,Die Pflanze ist gewdhn-
lich anthocyanfiihrend, am kriftigsten bei Exemplaren von trocke-
nen Standorten“. Saxifraga cernua: ,Gedeiht meistens auf der
Sonne exponierten Standorten. Die Farbe mehr weniger hell rot-
braun®. Cardamine bellidifolia: ,Die ganze Ptlanze, Blitter und
Friichte, dunkel rotviolett, wenn sie an trockenen, sandigen Stand-
orten bzw. am Meeresstrande wichst“. Cochlearia fenestrata: ,Die
ganze Pflanze, Stengel, Blitter und Friichte, an trockenen expo-
nierten Lokalititen ofters violett mit rotem oder blauem Ton*.
Ozyria digyna: ,Die ganzen Exemplare, Blitter, Blattsticle und
Bliitensténde, smd gewohnlich auffallend rot-rotviolett gefiirbt,
ganz besonders an trockenem, der Sonne exponiertem Boden.
Ahnliche Bemerkungen finden sich beziiglich Stellaria longipes,
Saliz polaris und Poa pratensis.

Aus diesen Bemerkungen Thorild Wulff’s ist ersicht-
lich, dass die reichlichste Anthocyaninbildung an trockenen, stark
exponierten Standorten beobachtet wurde. — Es ist anzunehmen,
dass in den Schneewiesen Spitzbergens in betreff der Pigmentation
ungefihr dieselben Verhiltnisse herrschen, wie in den Schnee-
wiesen Finnisch- und Norwegisch-Lapplands.

Wie oben angedeutet, ist die Serie der echten Wiesen und
die der Schneewiesen an geniigend feuchten Boden gebunden.
Wie z. B. auf der Karte Thore Fries’ deutlich zu sehen und
wie es auch Beobachtungen des Verfassers zeigten, sind die
Wiesenbirkenwilder an das Vorhandensein sauerstoffreichen Was-
sers gebunden und bedecken deshalb oft die Flussufer. —
Frisch bis nass ist der Boden in den Schneewiesen.

Die Zwergstrauchheide, die ohne Zweifel die xerophilste
Phanerogamenformation des untersuchten Gebietes ist, bewohnt
die Standorte, die im Winter eine verhiltnismissig dirftige bis
geringe Schneedecke besitzen (Thore Fries, 1918), weshalb der
Boden hier im Sommer oft sehr trocken ist. In vélliger Uberein-
stimmung mit dem, was aus den Spitzbergen betreffenden Daten
Thorild Wulff’s zu entnehmen ist, weist gerade die Formation
der arktischen Zwergstrauchheide den grossten Pigmentreichtum auf.
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Dass Trockenheit des Substrats die Anthocyaninbildung
fordert, ist von verschiedenen Verfassern hervorgehoben worden,
so von Molisch, Eberhardt, Warming, Diels, Busca-
lioni und Pollacci, Miyoshi, Gertz, Wheldale-Ons-
low. Der Verfasser hatte die Moglichkeit, sich in Estland wah-
rend seiner Untersuchungen betreffend die Pigmenttypen von der
Richtigkeit dieser Anschauung zu iiberzeugen. Es seien hier
einige diesbeziigliche Beobachtungen aus Finnisch-Lappland an-
gefiihrt.

Auf dem Nordostabhange des Pieni-Malla finden sich auf
sanft geneigten Abhingen oberhalb der Waldgrenze mehrere mehr
oder weniger runde bis ovale kahle Stellen, deren Durchmesser
einige zehn m betragen diirfte und die abflusslose sanfte Vertie-
fungen darstellen. Im Sommer 1927 waren sie grosstenteils trocken,
z. T. sogar sehr trocken. Die kahle Fliche war durch ziemlich
regelmissige Risse in Polygone zerlegt, deren Durchmesser zwi-
schen 10 und 200 cm schwankte. Die Oberfliche der Polygone war
von . einem lehmigen Schorfe bedeckt, der, dicht von Spalten
durchsetzt, sich in kleinen Stiicken abheben liess. Diese Stiicke
waren so trocken, dass ihre Rénder gewshnlich nach oben ge-
kriimmt waren. Von Phanerogamen fanden sich in den mittleren,
Teilen der untersuchten Vertiefung bloss Ranunculus reptans und
Veronica scutellata, wihrend Alopecurus aequalis nur in den Rand-
partien wuchs. Die Gestaltungsart von 4. aequalis — die langen,
liegenden, zu dieser Zeit stark geroteten Halme mit vertrockneten
Schwimmblittern besetzt — liessen keinen Zweifel dartiber aufkom-
men, dass in der ersten Halfte des Sommers an diesen Stellen ‘Wasser

- gestanden hatte. Ubrigens enthielt der tiefste Teil einiger &hnlicher
Bildungen zwischen dem Iso- und Pieni-Malla auch im August .
etwas Wasser. Die Polygone bilden sich hier also alljahrlich von
neuem. Beide Pflanzen — Ranunculus reptans und Veronica scu-
tellata — waren dort, wo sie auf den Polygonen wuchsen, inten-
siv gerdtet. Sie traten hier als A [111] auf. Bei Ranwnculus
reptans waren Stengel und Blitter braunrot gefirbt. In den
Bliittern waren besonders die dussersten Mesophyllschichten auf-
der Blattoberseite reich an violettrotem Zellsaft. Veromica scutel
lata war oft stirker gerdtet als R. reptans. Diese Art fithrte das
Anthocyanin in den Epidermiszellen. — Ganz anders verhielten
sich dieselben Pflanzen in den Spalten des Polygonbodens. Sie
hatten dort merklich grossere Blitter, waren rein griin geféirbt
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und verhielten sich wie A [(1)(1)(1)], obwohl sie, da die Spalten
geniigend breit und oft unter 10 cm tief sind, kaum weniger
Licht empfingen als die Pflanzen, die auf den Polygonflichen
wuchsen. ' _

Ohne Zweifel war der reichliche Anthocyaningehalt der letz-
teren durch die Trockenheit des Substrats hervorgerufen.

Die Ahnlichkeit der Konstitution der Schneewiesen und der
echten Wiesen, die sich in der Pigmentarmut beider Wiesenarten
dussert, lidsst sich auch im Bau der Assimilationsorgane nachwei-
sen. Wie oben mitgeteilt, wurde zu diesem Zweck nach Moglich-
keit bei allen Phanerogamen der analysierten Formationen auch
die Anatomie des Blattes untersucht. Die Ergebnisse dieser ana-
tomischen Studien sind bereits mitgeteilt worden. Eine kurze Zu-
sammenfassung derselben besagt, dass die Zwergstrauchheide in
ihrem Blattbau von den Wiesen und Schneewiesen scharf unter-
schieden ist, denn nicht nur die immergriinen Zwergstriucher,
sondern auch die sommergriinen Arten, die der Heide eigen sind,
weisen + xerophytischen Bau auf. — Anders ist das Verhalten der
Wiesen und Schneewiesen. In diesen herrschen Arten mit meso-
phytischer, zum Teil sogar hygrophytischer Blattstruktur vor.

Es lasst sich also bei den untersuchten Formationen eine deut-
liche Ubereinstimmung zwischen den Ergebnissen der anatomi-
schen Untersuchung der Blattspreite einerseits und dem phyto-
chromatischen Spextrum andererseits konstatieren.

Dadurch gewinnt die Bestimmung des phytochromatischen
Spektrums einer Pflanzengesellschaft an Bedeutung. Es sei jedoch”
hervorgehoben, dass das Pigmentspektrum naturgemé#ss nur einen
Zug im Bau der letzteren markiert. Allerdings gestattet dieses
Spektrum die Lebenshedingungen der betreffenden Pflanzengesell-
'schaft annihernd zu beurteilen, denn die Voraussetzungen fiir reich-
liche Pigmentation sind + intensive Belichtung und Trockenheit des
Bodens resp. Reichtum an Salzen, Humussduren usw.; doch wire
es gewiss einseitig, bei einer 6kologischen Analyse einer Pflanzen-
gesellschaft ganz besonderes Gewicht auf die Bestimmung des
phytochromatischen Spektrums zu legen.

Aus einem Vergleich der Ergebnisse der phytochromatischen
Analyse und der Befunde der Untersuchung der Blattanatomie
der Wiesen- und Schneewiesenformationen geht u. a. folgendes
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deutlich hervor : wihrend das phytochromatische Spektrum beider
genannten Formationen im allgemeinen weitgehende Uberein-
stimmung aufweist, liessen sich bei der Untersuchung des anato-
mischen Baues der Blattspreiten deutliche und charakteristische
Unterschiede feststellen, die sich darin #ussern, dass bei den
Pflanzen der Schneewiesen im Gegensatz zu den Pflanzen der
echten Wiesen Lapplands Spaltoffnungen vorwiegend auf beiden
Blattflichen auftreten und nicht selten auf der Blattoberseite
zahlreicher sind als auf der unteren Seite.

In anderen Fillen gestattet dagegen das phytochromatische
Spektrum da Unterschiede aufzudecken, wo die andere Methode
(anatomische Untersuchung des Blattspreitenbaues) versagt. Die-
ser Fall tritt u. a. dort ein, wo die Standorte sich hauptsdchlich
in den Belichtungsbedingungen, nicht aber in der Bodenbeschaf-
fenheit unterscheiden. Als Beispiel seien die pigmentreichen
rimpiartigen Moore Nordfinnlands (Cajander) erwihnt 1), die
sich wohl hauptsichlich durch den reichlichen Pigmentgehalt
und nicht durch eine besondere Blattstruktur von den Spaghnuwm-
Mooren Stidfinnlands unterscheiden.

Hieraus folgt, dass die beiden Methoden einander ergénzen.
Leider wissen wir zur Zeit nichts iiber die phytochromatischen
Spektra der Formationen gemissigter und tropischer Zonen.

V. Uber den Chlorophyllgehalt der arktischen
Pflanzen.

A. Anthophyta und Pteridophyta.

Der Chlorophyllgehalt kann bei einer Pflanzenart an verschie-
denen Standorten betrichtlichen Schwankungen unterworfen sein;
auch #ndert sich der Chlorophylligehalt bei vielen Arten wihrend
der Vegetationsperiode. Das ,Ausbleichen“ vieler Koniferen im
Winter ist ja gut bekannt. — Nach den sorgfaltigen Untersuchun-
gen Stalfelt’s?) wissen wir, dass bei Picea excelsa und Pinus
silvestris in Schweden der Gehalt an Chlorophyll Maxima im Win-
ter und Sommer, Minima im Friifling und Herbst aufweist. Un-
geachtet dieser Schwankungen sind nach Ljubimen ko die

1) Cajander, A. K, Studien wber die Moore Finnlands, Fennia 35,
Helsingfors 1913—1915. .

2) Stalfelt, M. G. Periodische Schwankungen im Chlorophyligehalt
wintergriiner Pflanzen, Planta, Arch. f. wiss. Botanik, 4. Bd. 1/2. Heft, Berlin 1927.
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maximalen Chlorophyllmengen, die eine Art in ihren Assimila-
tionsorganen bilden kann, eine erblich fixierte Eigenschaft.

Ljubimenko hat versucht festzustellen, wie gross der
Chlorophyllgehalt der autotrophen Anthophyta unter verschiedenen
Breitengraden ist. Er untersuchte {iber 600 Arten, und zwar in
Petersburg, in der Krim und in Buitenzorg auf Java?!). Es sei
hier eine Tabelle aus der russisch geschriebenen Arbeit Ljubi-
menko’s in Ubersetzung wiedergegeben :

Tabelle 14 (nach Ljubimenko).

In einem kg Roh- Prozentsatz der Arten
gewicht der Blatter

fand sichChlorophyll |60 nordl. Br.|45° nordl. Br.| 60 sudl. Br,
08g—10g 1.3 0.7 2.5
1.1g—20g 15.5 26.5 36.0
21g—30g 775 505 275
31g—40g 5.7 16.5 16.0
41g—50g 0 5.8 13.0
51g—60g 0 0 4.0
61g—70g 0 0 1.0

Wie aus dieser Tabelle ersichtlich, sind die Schwankungen
im Chlorophyligehalt am grossten in den Tropen, was seine Er-
klirung gewiss in den vielgestaltigen Lebensbedingungen dersel-
ben findet. Auch wird der maximale Chlorophyllgehalt (6.1—7 g
auf 1 kg Rohgewicht) in den Regenwildern gefunden. Weiter geht
aus dieser Tabelle hervor, dass die Gruppe mit mittlerem Chloro-
phyligehalt von 2.1—8 g unter dem 60. Breitengrade 77.5 Prz. aus-
macht, wihrend sie in den Tropen minder wichtig ist (27.5 Prz).
Dort nimmt die chlorophyllarme Gruppe (1.1—2 g Chlorophyll auf
1 kg) die erste Stelle ein.

Ljubimenko fasst seine Ergebnisse folgendermassen zu-
sammen: ,Bei Pflanzen verschiedener geographischer Breiten ver-
dndert sich der Chlorophyllgelalt hauptsichlich nach zwei Rich-
tungen. Bei Arten, die das volle Tageslicht genies-
sen, vermindert sich der Chlorophyllgehalt mit

1) Liubimenko, V., O prevraiéenijach pigmentov plastid v Zivoj tkani
rastenija, Mémoires de I’ Acad. Impér. d. Sciences, VIII-e série, vol. XXXIII,
Ne 12, Petrograd 1916,
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der Abnahme des Breitengrades des Standortes.
Bei Arten mit niedrigem Lichtminimum (Schattenpflanzen) ver-
grossert sich der Chlorophyligehalt von den Polen zum Aquator.«
Weiter erscheint es Ljubimenko unzweifelhaft, dass, falls die
Pflanzen isoliert voneinander wachsen wiirden, sich der Chloro-
phyligehalt von den Polen zum Aquator hin regelmissig ver-
mindern wiirde.

Die sehr wertvollen Daten Ljubimenko’s sind gewiss
fiir die von diesem Verfasser tatsichlich untersuchten Breiten-
grade zwischen Petersburg und Java zutreffend. Man konnte
vielleicht aus den oben zitierten Ausserungen Ljubimenko’s
herauslesen wollen, dass seine Annahmen auch fiir die arktischen
Lander Giiltigkeit haben, und dass dort die dem vollen Tageslicht
ausgesetzten Pflanzen noch chlorophyllreicher sind als in Peters-
burg. Tatsichlich herrschen aber nordlich der Waldgrenze ganz
andere Verhiltnisse, denn die Pflanzen sind in der Arktis nicht
chlorophyllreicher als unter 60° n. Breite, sondern ganz im Gegen-
teil, sie sind d4rmer, oft viel &rmer an Chlorophyll

Dem Verfasser war es leider nicht moglich, bei den Pflanzen
Lapplands quantitative Chlorophyllbestimmungen vorzunehmen.
Doch gestattet die Férbung der Chloroplasten bei mikroskopischen
Beobachtungen eine Einteilung in drei + scharf unterschiedene
Gruppen. Bei der ersten (chlorophyllreichen) Gruppe sind die
Chloroplasten griin bis sattgriin. Die mittlere (chlorophyllirmere)
Gruppe fiihrt viel weniger Chlorophyll: die Firbung der Plasti-
den ist hellgrin bis gelbgriin. Bei der dritten (chlorophyll-
armsten) Gruppe findet man die ,Chloroplasten“ bei mikroskopi-
scher Untersuchung fast farblos oder gelblich (bréunlich), wobei
der griine Farbton kaum oder iiberhaupt nicht wahrnehmbar ist.

Im Wiesenbirkenwalde herrscht die chlorophylireiche
Gruppe. Die zweite und dritte Gruppe fehlen hier. Natiirlich ist
auch bei den Mesophyten des Wiesenbirkenwaldes der Chloro-
phyligehalt Schwankungen unterworfen. So dirfte dieser bei
Viola biflora gewiss viel geringer sein, als bei Mulgedium alpinum
oder Vaccinium witis idaen.

Sehr #dhnlich verhalten sich die Schneewiesen. Die
chlorophyllreiche Gruppe wird hier durch folgende Arten vertreten:
Anthoxanthum odoratum, Deschampsia flexuosa, Vahlodea atropurpu-
rea, Trisetum spicatum, Poa alpina, Festuca ovina, Carex rigida,
C. Lachenalii, Juncus trifidus, Luzula arcuata, L. sudetica, Salix
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herbacea, 8. polaris, Polygonum viviparum, Oxyria digyna, Cera-
stium lapponicum, Alsine birlora, Ranunculus glacialis, R. nivalis,
B. pygmaeus, Cardamine bellidifolia, Cochlearia officinalis, Saxi-
 fraga rivularis, (8. stellaris), Sibbaldia procumbens, Viola biflora,
Cassiope hypnoides, Veronica alpina, (Pedicularis lapponica), Soli-
dago wvirgauwrea, Gnaphalium supinum, Lycopodium alpinum. Die
mittlere, chlorophyllirmere Gruppe bilden Saxifraga stellaris und
Pedicularis lapponica, doch sind auch bei diesen Arten die Chloro-
plasten oft rein griin geféirbt. Die dritte, chlorophyllirmste
Gruppe fehlt in den Schneewiesen.

Ohne Zweifel stehen, was Chlorophyllgehalt betrifft, die
Schneewiesen den echten Wiesen (auch den Wiesenbirkenwiildern)
sehr nahe. Ob bei ihnen der Chlorophyligehalt im allgemeinen
doch niedriger ist, als bei letzteren, bleibt dahingestellt.

Ganz anders verhilt sich die Zwergstrauchheide.

Der chlorophyllreichen Gruppe gehéren an bzw. nihern sich
Calamagrostis lapponica, Deschampsia flexuosa, Carex rigida, Luzula
spicata, L. arcuata, Polygonum viviparum, Betula nana, Rubus
chamaemorus, Loiseleuria procumbens, Cassiope hypnoides, C. tetra-
gona, Empetrum, Phyllodoce coerulea, Solidago virgaurea, Gnaphalium
supinum, Lycopodium alpinum. Die mittlere (chlorophyllirmere)
Gruppe bilden: Juncus trifidus, Arctostaphylos alpina, Diapensia
lapponica, Vaccinium uliginosum, V. vitis idaea, Pedicularis lappo-
nica. Ausserordentlich chlorophyllarm sind Lycopodium selago und
Vaccinium myrtillus.

Was zuniichst die mittlere Gruppe betrifft, so ist sie eigent-
lich grosser, denn im Winter sind die Blitter von Loiseleuria
procumbens, Cassiope tetragona, C. hypnoides, Phyllodoce coerulea in
den von Anthocyanin geroteten Teilen (vrgl. Anhang) chloro-
phyllarm. Bei vielen in die chlorophyllarme Gruppe gehoren-
den Pflanzen ist der Unterschied im Chlorophyligehalt in den
verschieden belichteten Teilen eines Individuums, ja eines und des-
selben Blattes so gross, dass dieser direkt an der Férbung erkennt-
lich ist. Das Verhalten dieser Arten erinnert somit an das von
Ljubimenko in den Tropen beobachtete Ausbleichen der mehr
belichteten Blatteile.

Ganz besonders chlorophyllarm sind in den Zwergstrauch-
heiden Vaccinium myrtillus und Lycopodium selago. Wihrend die
erstgenannte Art reichlich Anthocyanin bildet, besitzt Lycopodium
selago mnicht das Vermogen rote Pigmente zu bilden, weshalb es
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gewohnlich fast strohgelb gefarbt ist. Nur die jiingeren Blétter
sind griiner und enthalten normal gefirbte Chloroplasten. Nicht
immer verhilt sich L. selago in der regio alpina in der angege-
benen Weise. Wo der Boden reich genug an Wasser war — wie
besonders in der Nihe von perenniérenden Schneeflecken — wur-
den schon grin gefirbte Exemplare beobachtet. An trockenen
Standorten jedoch (oft auch an Stellen, die nur einige Meter von
dem Schneerande entfernt sind) ist L. selago, wie Beobachtungen
in verschiedenen Teilen des besuchten Gebietes zeigten, den Som-
mer {iber gelb bis griinlichgelb gefarbt. Auf den untersten Stengel-
teil, der mit abgestorbenen Blittern besetzt ist, folgt eine 5—10
cm lange Zone, die griinlichgelb gefiirbt ist und im unteren Teil
Blitter fiihrt, die oft tiber 10 Jahre alt sind. Dass diese Blitter,
deren Chloroplasten vorwiegend das Aussehen von Xanthoplasten
angenommen haben, noch lebenskriftig sind, liess sich leicht
durch Plasmolysieren der Zellen feststellen. Dem Verfasser ist
es unbekannt, auf welche Jahreszeit bei dieser Pflanze das Assi-
milationsmaximum fallt. Auch wire es von Interesse, die jéhr-
lichen Schwankungen im Chlorophyllgehalt genau festzustellen.

Das oben Mitgeteilte zusammenfassend, muss man die Chlo-
rophyllarmut der Pflanzen der wichtigsten Formation der Arktis
— der Zwergstrauchheide — hervorheben.

B. Laub-, Torf- und Lebermoose.

Um die bis jetzt besprochenen Tatsachen einer weiteren
Priifung zu unterwerfen, wurden auch Musci nach Moglichkeit
untersucht.

Die Moosarten, die in den Wiesenbirkenwildern verbreitet
sind, sind verhiltnismiissig chlorophyllreich ). Fissidens adian-
thoides, Distichium montanum, Oncophorus virens, Dicranum scopa-
rium, D. congestum, Tortella tortuosa, Bryum capillare, Rhodo-
bryum rosewm, Brachythecium salebrosum, Climacium dendroides,
Campylium protensum, Rhytidiadelphus triquetrus, E. calvescens,
Hylocomium proliferum, und ebenso die Lebermoose: Marchantia poly-
morpha, Pellia epiphylla, Plagiochila asplenioides, Lophozia lycopodi-
oides, L. Floerkei, L. quadriloba u. a. sind grim und bilden in

" 1) Es sind hierunter die in der Bodenschicht auftretenden Moose gemeint.
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den Assimilationsorganen keine Membranpigmente, oder aber die
Membranen sind + gelblich gefirbt, nie braun, rot oder violett.
Die Chloroplasten sind schén griin gefirbt, nur bei den Dicranum-
Arten sind sie oft in den oberen Teilen der Blétter mehr oder
weniger ausgeblichen.

In den Schneewiesen und in den reinen Moosassoziationen,
die in der Umgebung von Schneelagen in der regio alpina aui-
treten, wurden folgende Arten untersucht: Kiaeria Blyttii, K. Star-
kei, Dicranum congestum, Pohlia cucullata, P. commutata, P. erecta,
P. crassidens, P. nutans, Conostomum tetragonum, Bartramia ithy-
phylla, Drepanocladus uncinatus, Polytrichum sexangulare, P. pili-
ferum, P. juniperinum, P. commune, P. alpinum, Anthelia Juratz-
kana, Alicularia Breidleri, Diplophyllum taxifolium, Gymnomitrium
concinnatum, Lophozia lycopodioides, L. ventricosa, Pleuroclada al-
bescens.

Alle oben genannten Pohlia- und Polytrichum-Arten, zum
Teil auch Bartramia ithyphylle und Drepanocladus uncinatus, fihr-
ten schone griine Chloroplasten. Von den Lebermoosen gehort
hierher Pleuroclada albescens. Membranpigmente bilden diese Arten,
ausgenommen Polytrichum alpinum, nicht. — Vorwiegend gelblich-
griine Chloroplasten enthielten Kiaeria Starkei, Conostomum tetrago-
num, Diplophyllum tazifolium, Lophozia lycopodioides, z.T. Bartramia
ithyphylla und Drepanocladus uncinatus. — Sehr chlorophyllarm
waren Kiaeria Blyttid, Anthelia Juratzkana, Alicularia Breidleri
und Gymmnomitrium concinnatum. Bei diesen Arten waren in stirker
belichteten lebenden Blatteilen die Chloroplasten sehr schwach
chlorophyllhaltig; oft konnte der griine Farbton iiberhaupt nicht
wahrgenommen werden, es lagen Xantho- oder sogar Leukopla-
sten vor. Hierbei bilden Anthelia, Alicularia und Gymnomitrium, be-
sonders die Alicularia-Art, braune bis rotbraune Membranpigmente.

Also sind in den Schneewiesen nicht wenige Arten chlorophyll-
arm und pigmentiert, doch iiberwiegen hier ,griine“ Formen
(Pohlia, Polytrichum).

In den Zwergstrauchheiden sind die Moose ohne Zweifel im
allgemeinen chlorophyllarm. Untersucht wurden folgende Arten:
Cynodontium strumiferum, Dicranum congestum, Aulacommium tur-
gidum, Rhacomitrium hypnoides, Pogonatum capillare, Polytrichum
alpinum, P. iuniperinum, P. piliferum, Chandonanthus setiformis,
Lophozia Binsteadii, L. ventricosa, Ptilidium ciliare, Sphenolobus
minutus.
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, Am meisten Chlorophyll enthielten Pogonatum-, Polytrickum-

und Lophozia-Arten. Chlorophyllarm in den stérker belichteten
Teilen waren Cynodontium und Dicranum. Als sehr chlorophyllarm
erwiesen sich Awulacomnium turgidum, Rhacomitrium hypnoides,
Chandonanthus setiformis, Ptilidium ciliare. Von diesen Arten bil-
den gelbe Membranpigmente Awlacomnium, Rhacomitrium, Pogo-
natum und Chandonanthus. Ptilidium ciliare bildet ein rotes Mem-
branpigment. _

Auch bei vielen anderen Moosarten, die in der regio alpina
die Steine und den Boden bewohnen, ist oft ein sehr geringer
Chlorophyllgehalt konstatiert worden. So verhielten sich z. B.:
Andreaea alpestris, A. Blyttii, A. petrophila, A. obovata, Dicrano-
weisia. crispula, Arctoa fulvella. In der Regel fiihren diese Arten
in der regio alpina sterilis so wenig Chlorophyll, dass bei mikro-
skopischer Untersuchung die Plastiden fast farblos bis gelblich
mit schwach griinlicher Nuance erscheinen. Alle diese Arten
bilden gelbe bis rotbraune Membranpigmente.

Bei einer Durchsicht der beziiglich der Moose mitgeteilten
Angaben fillt es auf, dass die trockensten Teile der regio alpina —
die Zwergstrauchheide und der kahle Felsboden — von Moosarten
bewohnt werden, die chlorophyllarm sind und oft Zellmembran-
pigmente bilden, wihrend die Wiesen und Schneewiesen, beson-
ders die ersteren, griine, chlorophylireiche Formen enthalten, —
ein deutliches Spiegelbild des oben besprochenen Verhaltens der
hoheren Pflanzen.

Die Moore Lapplands hat der Verfasser nicht néher unter-
sucht. Es ist jedoch sicher, dass die dominierenden Sphagnum- Arten
(Sph. Lindbergii, Sph. fuscum, Sph. papillosum, Sph. Dusenii USW.)
und viele in den Mooren wachsende Lebermoose sehr chloro-
phyllarm sind und oft reichlich Membranpigmente enthalten.
Man findet die Sphagna weissgelb bis braun- oder rotbraun ge-
farbt (Sph. compactum, Sph. fuscum, Sph. papillosum, Sph. Lind-
bergii). Griine Sphagna sind in der Regel iiberhaupt nicht zu er-
blicken. Von den Lebermoosen sind z B. Cephalozia fluitans,
Gymnocolea inflata, Leptoscyphus anomalus so pigmentreich, dass
sie oft direkt schwarz erscheinen. TIhr Chlorophyligehalt ist ganz
minimal.

Diese eigenartigen Verhiltnisse waren auch friiheren Beob-
achtern nicht entgangen. In der Arbeit ,Studien tiber die Moore
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Finnlands“ behandelt Cajander?!) u. a. die ,rimpiartigen
Weissmoore“ Lapplands. Nach Cajander ist in diesen die
Moosvegetation ununterbrochen bis fehlend, ,sie besteht aber
immer aus sehr blassgelben bis briaunlich weisslichen Sphagneen
(Sph. papillosum, Sph. Dusenii, Sph. Lindbergii u. a.), nicht selten
mit beigemischten schwarzbraunen, -gelben, oder -roten Braun-
moosen“. Ebenso bestehen die ,Rimpi-Braunmoore“ Lapplands
nach Cajander ,aus schleimigen, schwarzbraunen oder schwarz-
gelben bis gelblichgriinen Amblystegien® (Campylium stellatum,
Drepanocladus exannulatus, D. lycopodioides, D. revolvens, D. inter-
medius, D. badius, Scorpidium scorpioides . a.).

Also nihern sich die Moore in ihrem Pigmentgehalt (hdufi-
ges Auftreten von braunen rsp. roten Membranpigmenten, geringer
Chlorophyllgehalt der Chloroplasten) den Heiden, wie sie sich ja
auch in anderen Beziehungen diesen n#hern.

C. Flechten.

Sehr eigenartig und in hohem Grade bemerkenswert ist das
Verhalten der Flechten. Infolge ihrer einzig dastehenden Konsti-
tution befinden sich die Chlorophyll enthaltenden Zellen (Goni-
dien) bei den Flechten in ganz anderen Bedingungen, als es bei
anderen Pflanzen der Fall ist. Die oft sehr ergiebige Pigment-
bildung fillt hier den Pilzhyphen zu. Bei den Anthophyta, Pteri-
dophyta und Bryophyta gilt als Regel ohne Ausnahme, dass in-
folge dusserer Einfliisse stark pigmentierte Formen (ganz gleich,
ob das Pigment sich als .Anthocyanin im Zellsaft gelost findet,
oder als rotes, gelbes oder braunes Pigment in den Membranen
eingelagert ist, oder direkt in den Plastiden aufgespeichert wird 2))
chlorophyllirmer (oft viel drmer) sind als die nicht pigmentier-
ten Pflanzen derselben Art. Die Flechten zeigen insofern ein ab-
weichendes Verhalten, als sie unter bestimmten Umstinden iiber-
aus dunkel gefirbt, dabei aber chlorophylireich sein konnen.

In den Wiesenbirkenwildern, Hochstaudenwiesen und echten
Wiesen fehlen Flechten fast vollstindig. Dagegen sind sie in
den Heide- und Schneebodenformationen und ebenso in den
Formationen des nackten Felsbodens sehr wichtig.

1) Cajander, A. K., Studien tber die Moore Finnlands, Fennia 35,
Helsingfors 1913—1915.

2) Lippmaa, Th., Das Rhodoxanthin, Schriften d. Naturf.-Ges. bei d.
Univ. Tartu, Bd. 24, Tartu 1925.
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Aus den Zwergstrauchheiden wurden folgende Arten unter-
sucht: Sphaerophorus coralloides, Nephroma arcticum, Peltigera poly-
dactyla, Cladonia crispata, Ol cenotea, Cl. carneola, Cl. bellidiflora,
Cl. gracilis, Cl. uncinalis, Cetraria cucullata, C. nivalis, C. islandica,
Alectoria divergens, A. nigricans, A. ochroleuca und Thamnolia ver-
. micularis.

Vorwiegend griine Gonidien enthielten Nephroma arcticum
und die dunkel gefiarbten Alectoria divergens und A. migricans. —
Braunliche bis gelbhche oft nur kaum griinstichige Gonidien fiihr-
ten die helleren (weissen, gelben oder briunlichen) Arten: Sphaero-
phorus coralloides (in den oberen, stirker belichteten Teilen), Pelt:-
gera polydactyla, Cetraria cucullata, C. nivalis, Alectoria ochroleuca,
Thamnolia vermicularis. — Die iibrigen Arten nahmen eine Mittel-
stellung ein. 4

In den Schneewiesen scheinen sehr chlorophyllarme Arten
zu fehlen. Die in diesen auftretenden Cladonia-Arten, Cetraria
~ islandica, C. hiascens und Solorina crocea, enthalten + griine Goni-
dien. Ausserlich sind diese Flechten verhiltnismissig hell, nur
Solorina crocea ist auf der dem Boden zugewandten Thallusseite
orangerot.

Sehr dunkel gefirbte Strauch- und Laubflechten sind in der
regio alpina auf dem nackten Felshoden sehr verbreitet. Es seien
hier bloss die Schwarzen Gyrophora-Arten und Parmelia pube-
scens erwihnt. Auch sind die die kalkhaltigen Gesteine bewoh-
nenden, oft roten Caloplaca und Xanthoria schon pigmentiert. Bei
allen diesen Arten ist dusserlich auch nicht eine Spur von Chloro-
phyll zu bemerken. Desto iiberraschender sind hier (untersucht
wurden Parmelia pubescens, Caloplaca elegans, Xanthoria partetina, -
Gyrophora cylindrica, G. hyperborea, @. proboscidea, G. cirrosa,
@. vellea) die FErgebnisse einer mikroskopischen Untersuchung.
Bei allen diesen Arten haben die Gonidien (Pleurococcus, Proto-
coccus) eine schon sattgrine Farbe (besonders bei Gyrophora cir-
rosa und G. vellea), sind also ausnahmslos chlorophyllreich.

Bei den Flechten sind zwei Gruppen + scharf voneinander
zu trennen: solche, welche eine helle Aussenrinde besitzen, und
solche, bei denen letztere infolge von Ablagerung dunkler Ausschei-
dungen der Hyphen (vorwiegend Flechtensduren) rot, braun, rsp.
schwarz sind. Wihrend die hellen Flechten mit den anderen Pflanzen
tibereinstimmend bei stirker belichteten Exemplaren verhiltnis-
missig geringen Chlorophyllgehalt der Gonidien aufweisen, bilden
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die dunklen Flechten eine gesonderte Gruppe, da sie oft Chloro-
phyllreichtum mit Reichtum an gefirbten Substanzen in dem
dusseren Hyphengewebe verbinden (Gyrophora-Arten, Parmelia
pubescens 1. a.). Wie bereits erwihnt, zeigte auch die Untersuchung
der dunkel gefirbten Alectorien (4. divergens und A. nigricans), dass
sie viel chlorophylireicher sind als die blassgelbe A. ochroleuca.
Immerhin sei bemerkt, dass die vorliegenden Beobachtungen nur
so weit reichen, um zur Behauptung zu berechtigen, dass bei den
dunkel gefirbten Flechten sehr chlorophylireiche Gonidien auf-
treten konnen. Wie oft in diesen auch chlorophyllarme Gonidien
zu beobachten sind, bleibt noch zu untersuchen. Dem Verfasser
sind derartige Fille als seltene Ausnahmen allerdings begegnet (so
bei Cetraria hepatizon).

Dieses von den anderen Pflanzenformen abweichende Verhalten 7
wo sozusagen viel Pigment und viel Chlorophyll gleichzeitig
auftritt, ist ohne Zweifel dadurch bedingt, dass die Bildung der
gelb, rot bzw. braun gefirbten Substanzen dem Pilze zukommt,
wobei die Gonidien sich daran direkt nicht beteiligen. Es ist
leider noch nicht aufgeklirt, warum bei den Anthophyta, Pteri-
dophyta und Bryophyta eine durch dussere Einfliisse hervorgeru-
fene Bildung des gefirbten Zellsaftes, der braunen und roten
Zellmembranpigmente sowie der Himatokarotinoide (Rhodoxanthin,
Lycopin etc.), soweit die bisherigen Kenntnisse reichen, stets mit
gleichzeitiger Chlorophyllabnahme verkniipft ist. Es miissen jeden-
falls irgendwelche ,bindende Faden“ zwischen den beiden Pro-
zessen vorhanden sein. Dem ,loseren“ Aufbau der Flechten ent-
sprechend, bietet eine vom Pilz herrtihrende Pigmentbildung noch
keinen Anlass fiir den Chlorophyllabbau der Alge. Im Gegenteil,
unter der schiitzenden Decke der dunkel gefiarbten Flechtensiuren
verhalten sich die Algen wie wahre Hohlenpflanzen: sie sind
chlorophyllreich.

D. Algen.

In vielen Lokalititen in Finnisch- und Norwegisch-Lappland
[Kilpisjirvi-Gebiet (Saana-, Raasa-, Malla-tunturi), Kolttakongés, Sko-
gerden u. a.] beobachtete der Verfasser in der regio alpina eigen-
artige Algenassoziationen, die den nackten Felsboden an mehr
oder weniger steilen Abhingen und senkrechten Winden bedecken.
Sie finden sich sowohl auf kalkhaltigen wie auf kalkfreien Gestei-
nen. Auf hellerem Gestein fallen diese Assoziationen schon von
weitem infolge ihrer sehr dunklen, oft fast schwarzen, in nassem
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Zustand etwas kirschrotlichen Firbung auf. Es kommen ganz
schmale Streifen vor, aber auch einige zehn m breite und viele
m lange Binder sind gesehen worden. Im Sommer kinnen diese
Assoziationen ganz trocken liegen, gewohnlich befinden sic sich
aber unterhalb perennierender Schneeflecke und werden durch
eine niedrige, fliessende, sauerstoffreiche Wasserschicht nass ge-
halten. Sie sind deshalb auf Nordabhingen h#ufiger als auf Siid-
abhingen. In der Umgebung solcher Algenassoziationen (Fig. 16)

Fig. 16, Fjeldregion in der Umgebung von Kirkenes (Norwegisch-Lapp-
land). Es sind die von Cyanophyceen (Glococapsa-, Stigonema-Arten u. a.) gebil-
deten ,Tintenstriche deutlich zu schen. Verf, Photo. 28. 7. 1927,

sind Siphula subcylindrica, Anthelia Juratzkana, Conostomum tetra-
gonum, Oncophorus Wahlenbergii, Cetraria hiascens verbreitet.

Da, wo stets gentigend Wasser vorhanden, finden sich griin-
liche Algentiberziige.

Die rétlichen bis schwarzen Streifen werden von Cyanophyceen
gebildet, doch finden sich da anch andere Algen (bes. Kieselalgen).
Eine Kkleine stark braunrot bis rot gefirbte Gloeocapsa-Art ist

7
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sehr verbreitet. Nach Geitler?!) diirfte es sich um Gloeocapsa
rupicola handeln. In einigen Fillen (so bei Kolttakongds, in der
Gegend des Kilpisjirvi) bildete diese Art die Hauptmasse des
Algeniiberzuges. In derartigen Fillen ist die kirschrote Firbung
besonders deutlich. Doch kommen nur von dieser Art gebildete
reine Bestinde kaum vor. Der Gloeocapsa gesellen sich mehrere
gelb bis braun gefirbte Stigonema-Arten zu, ausserdem noch . Seyto-
nema mirabile und einige andere gelbe, braune, rote und violette
Cyanophyceen. Blaugriine Formen fehlen. Unter den Stigonema-
Arten findet sich eine grosse, vermutlich noch nicht beschriebene
Form, deren Fiaden bis iiber 90 w breit sind. Von anderen Arten
finden sich Stigonema informe und S. hormoides.

Diese Algen sind dusserst pigmentreich. Den rotlichen (bei
Gloeocapsa) und briunlichen (bei Stigonema) Farbstoff enthalten
die kraftig entwickelten Scheiden. Es sei hervorgehoben, dass
der Chlorophyllgehalt dieser Algen ganz unbedeutend ist.

Ahnliche Algenassoziationen sind von Diels?) beschrieben
worden. Auf Siidtiroler Dolomitschiefern erfolgt die erste Besie-
delung durch Cyanophyceen, welche an Stellen, die wihrend
der feuchten Jahreszeit berieselt werden, s. g. ,Tintenstriche“
bilden. In diesen ,Tintenstrichen* sind Scytonema-Arten wich-
tig. Viele Arten bilden rote und braune Membranpigmente. Uber
diese Cyanophyceengesellschaften schreibt Diels: ,Die Ursache
ihres Vorwaltens an den trockenen Dolomitwinden wird man in
den lichtregulierenden Eigenschaften dieser Formen sehen diirfen.
Darauf will ja F. E. Fritsch auch ihre massgebende Rolle in
den Tropen zuriickfiihren.“

"Es ist deshalb von grossem Interesse, dass dhnliche, sehr pig-
mentreiche Cyanophyceen-Assoziationen im hohen Norden verbrei-
tet sind. Solche hat neulich Johs. Boye Petersen auch
auf Island Dbeschrieben 3. Dort wurden in den ,Tintenstrichen*
folgende mit braunen oder violetten gut ausgebildeten Scheiden
versehene Arten konstatiert: Calothriz parietina, Gloeocapsa alpina,
Nostoc sp., Schizothriz Heufleri, Scytonema crustacewm.

1) Nach einer brieflichen Mitteilung des Herrn Doz. L. Geitler (Wien),
der auch die weiter folgenden BeZeichnungen der Arten entnommen sind.
2y Diels, L., Die Algen-Vegetation der Siidtiroler Dolomitriffe. Ber. d.
deutsch. bot. Geselisch., Bd. 32, Berlin 1914.
" 3) Petersen, Johs. Boye, The Aérial Algae of Iceland. Arbejder fra
den botaniske have i Kobenhavn, Nr. 112, 1928,
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VI. Lichtgenuss und Lichtklima im niirdlichsten
Skandinavien.

In mehreren Abhandlungen ') hat Wiesner die Lehre tiber
den ,Lichtgenuss“ der Pflanze aufgestellt. Seine Untersuchungen
erstrecken sich bekanntlich auch auf die arktische Pflanzenwelt,
wo Wiesner die bemerkenswerte Tatsache konstatierte, dass
dort bei vielen Arten der Lichtgenuss bedeutend grosser ist als
in siidlicher gelegenen Gegenden und nur eine geringe Schwan-
kungsamplitiide besitzt, oder liberhaupt vom maximalen Werte =1
nicht abweicht. © So ist nach dem sehr bekannten Beispiel Wies -
ner’s der relative Lichtgenuss flir Betula nana in Oslo =1—1/3.4,
in Tromso =1—1/2.2, in derAdvent-B'ay=1. Nach Wiesner fordert
eine Pflanze des nordlichen Tundragebietes ,grosstmoglichsten Zu-
fluss von Licht, sie ertrigt nur eine geringe Einschrinkung ihres
Lichtgenusses. Wiesner meint sogar, dass der Strauch- und
Baumvegetation bei ihrer Wanderung in der Richtung nach dem
Pole zu weniger durch die Winterkilte, als durch das nach Norden
zu steigende Lichtbediirfnis eine Schranke gesetzt wurde, da die
Lichtstirke in derselben Richtung abnimmt 2). Natiirlich gibt es
auch in siidlicher gelegenen Gegenden Vegetationstypen, die eine
uneingeschrinkte Lichtwirkung geniessen. Uber diese schreibt
Wiesner folgendes: ,Vergleicht man die an den arktischen
Vegetationsgrenzen vorkommenden Pflanzen mit den Gewichsen
stidlicher gelegener Steppen oder der subtropischen Wiisten, so
scheint zwischen denselben kein Unterschied im Lichtgenusse zu
bestehen, sofern der Lichtgenuss aller dieser Pflanzen nur weni-
gen Schwankungen ausgesetzt und in der Ndhe des moglichen
Maximums gelegen ist. — Wenn nun auch der factische
Lichtgenuss der Tundra-, der Steppen- und Wii-
stenpflanze annihernd insoferne der gleiche ist,

1) Wiesner, J., Der Lichtgenuss der Pflanzen, Leipzig 1907. Dort wei-
tere Literatur.

Wiesner, J., Untersuchungen iiber den Lichtgenuss der Pflanzen im
arktischen Gebiete. Sitzungsber. d. mathem.-nat. Classe d. K. Akad. d. Wissensch.
Bd. 109, Abt. I, pp. 371—439, Wien 1900.

2) Die bereits 1890 erschienene Arbeit Kihlman's, in der iberzeugende
Beweise dafiir erbracht wurden, dass die Baumgrenze hauptsichlich durch die
im Winter monatelang dauernde ununterbrochene Austrocknung der aus der
Schneedecke hervorragenden jungen Triebe bedingt ist, war hierbei unbeachtet
geblieben.

7%
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als auf all’ die genannten PflanzendasTageslicht
uneingeschrinkt einwirkt, so kann es doch kei-
nem Zweifel unterliegen, dass die Auswertung des
dargebotenen Lichtes in den genannten Féllen
eine ungleiche ist, was am meisten hervortritt,
wenn man die extremsten Fialle — die Pflanzen der
Tundra mitdenen der heissen Wiisten vergleicht.
Denn widhrend die Wiistenpflanzen einen Licht-
iiberschuss empfangen, welcher mehr hemmend
als fordernd in ihre Assimilations- und Wachs-
tumsverhédltnisse eingreift, empfangen die an der
arktischen Vegetationsgrenze auftretendenPflan-
zen in der Regel nur ebenso viel Licht, als sie zum
Leben bendtigen. Ein Lichtiiberschuss ist hier
nur ein Ausnahmsfall ... «?).

Es ist jedoch nie gepriift worden, ob es sich tatséchlich nur
um ,notwendiges* Licht handelt. Es ist die Vermutung Wies-
ners, dass in den arktischen Léndern alles Licht der Pflanze un-
entbehrlich ist, nicht ausreichend begriindet. Es sei sogleich her-
vorgehoben, dass der Verfasser die grundlegenden Messungen
Wiesners, die gezeigt haben, dass der relative Lichtgenuss nach
dem Norden zu grosser wird, nicht bestreiten will. Im Gegenteil,
die Richtigkeit dieser Befunde steht wohl ausser Zweifel. Nur ist
aus dem relativen Lichtgenuss, mit dem ja der relative
Wirmegenuss einigermassen parallel geht, noch
nicht zu entnehmen, ob die Pflanzen im Norden deshalb keine
Beschattung ertragen, weil sie mehr Licht brauchen, oder ob
dieses dadurch bedingt ist, dass es ein Wirmeminimum gibt,
unterhalb dessen die Existenz einer Pflanze nicht moglich ist.

Viele Autoren scheinen sich bis heute der Anschauung
Wiesners anzuschliessen (vergl Warming, Benecke-
Jost). Auch Lundegardh #ussert in seinem bekannten Buche
yKlima und Boden“ die Vermutung, dass der groéssere
relative Lichtbedarf im hohen Norden womdglich auf
der dort herrschenden niedrigen Lufttemperatur beruhen konnte.

Wenn man die von Wiesner in Nordnorwegen und auf
Spitzbergen (Advent-Bay) gesammelten Daten niher betrachtet,

1) Von mir gesperrt.

a8



AXV.s Pflanzenckologische Untersuchungen etc. 101

so findet man, dass vieles von Wiesner Beobachtete wohl eher
gegen die von ihm gegebene Deutung zu sprechen scheint.

(1) Esist Wiesner die Tatsache nicht entgangen, dass die
arktische Vegetation im allgemeinen chlorophyll-
arm ist.- Wiesner schreibt hieriiber: ,Da zur Chlorophyll-
bildung sehr geringe Lichtintensititen ausreichen, welche im hoch-
arktischen Gebiete zweifellos tief unter dem tédglichen, zur Vege-
tationszeit herrschenden Lichtminimum gelegen sind und die
Lichtintensitit nicht so steigt, um eine Zerstorung des Chloro-
phylls wahrscheinlich zu machen, so scheinen dort Vorbedingun-
gen zur reichlichen Chlorophyllbildung gegeben zu sein. Es fallt
angesichts dieser Erwigung auf, dass die ganze Tundra ein fahl-
griines Aussehen darbietet, an keiner Stelle ein freudig griines
Plitzchen aufweist und iiberhaupt keine dort vorkommende Pflanze
durch tiefes Griin ausgezeichnet ist. So erschien mir die Tundra,
soweit ich selbe auf Spitzbergen und im nordlichen Norwegen
zu sehen Gelegenheit hatte“ !). Andererseits hebt Wiesner in
seinem Buch tiber den Lichtgenuss hervor, dass in den subtropi-
schen Wiisten und Steppen, wo ein Lichtiiberschuss ganz unleugbar
ist, das Laub der Gewéchse den gleichen fahlen Farbenton darbietet.

(2) Wiesner untersuchte die fixe Lichtlage der Blat-
ter von Pflanzen verschiedener Formationen und fand u. a.,
dass das Laub der Steppen- und Wiistenpflanzen vorwiegend
aphotometrisch ist, also in seiner Lage zur Lichtrichtung keinen
irgendwie ausgesprochenen Charakter aufweist. Zum Teil sind
die Blitter bei den Pflanzen dieser Formationen ,in niedrigstem
Grade photometrisch“. Es ist deshalb von nicht geringer Bedeu-
tung, dass Wiesner iiber die Verhiltnisse jenseits der Baum-
grenze folgendes berichtet: ,So sind die Blitter der hochnordi-
schen Vegetation aphotometrisch oder zeigen Uberginge zum photo-
metrischen Blatte“. Da nun in allen Gebieten mit mittlerer Licht-
stdrke, wo auch sonst die Bedingungen der Vegetation' giinstig
sind, das Laub gewdhnlich photometrischen Charakter auf-
weist (Wiesner), so sind merkwiirdigerweise die Steppen- und
Wiistenvegetation und die ,Tundravegetation“ in dieser Hinsicht
einander sehr dhnlich und von der Vegetation der gemissigten
Zone scharf unterschieden.

1) Wiesner, J., Unters, iiber den Lichtgenuss der Pflanzen im arkti-
schen Gebiete, p. 388. '
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Diese Ubereinstimmung deutet wohl darauf hin, dass die
arktische Vegetation von Pflanzen gebildet wird, die grosse Licht-
mengen ohne Schaden ertragen konnen. Allerdings suchte Wies-
ner diesen so auffallenden Reichtum der arktischen Vegetation
an aphotometrischem und in geringem Grade photometrischem
Laube zu erkldren. Nach ihm sollen die arktischen Pflanzen bestrebt
sein das Licht ,auf das #usserste“ auszunutzen. Die Pflanzen seien
nicht nur frei exponiert und dem Maximum des Lichtgenusses
ausgesetzt, sondern es sei auch die Tendenz vorhanden die Blit-
ter so zu stellen, dass sie von den anderen gar nicht oder nur
in minimaler Weise beschattet werden. ,Aber diese Freistellung
der Blitter, sagt Wiesner, ,geniigt: es ist nicht notwendig,
dieses Blatt nach dem stirkesten Himmelslicht zu orientieren¢.

(3) Wiesner meint nachgewiesen zu haben, dass die grii-
nen Vegetationsorgane der arktischen Pflanzen ,so gut wie kei-
nen Chlorophyllschutz aufzuweisen haben“. In Ubereinstimmung
damit, dass die arktischen Pflanzen im Allgemeinen keinen Licht-
tiberschuss empfangen, sei die Behaarung der jungen Blitter
sehr selten (erwahnt werden Potentilla emarginata, P. pulchelln
var. humilis, Cerastium arcticum, C. alpinum B lanatum, Papaver
nudicaule). Fiir eine Lichtschutzeinrichtung hilt Wiesner auch
die Anthocyanine, fiihrt jedoch von Spitzbergen bloss zw ei Pflan-
zen an, bei welchen er + reichliche Anthocyaninbildung antraf
(Cassiope tetragona und Sazifraga hirculus). Ein Abwehren stirk-
sten Sonnenlichtes soll bei den arktischen Gewichsen nie vor-
kommen (Lichtgen. bei d. arkt. Pfl., p. 393). :

Was die Lichtschutzeinrichtungen betrifft, so ist zu be-
merken, dass die Zahl der behaarten Arten in den hocharktischen
Pflanzengesellschaften doch bestimmt grisser ist als der Ansicht
Wiesners entspricht, wennschon der Prozentsatz, den die be-
haarten Formen ausmachen, gering ist. Die ,fahlgriine Tundra“
Wiesner’s wird wohl in erster Linie die arktischen Heiden be-
zeichnen. Wie oben gezeigt, ist die Zahl der anthocyaninbilden-
den Formen dort sehr gross, ja die Anthocyaninbildung kann
in dem Grade gesteigert sein, dass ,permanentrote“ Formen —
A [111] — entstehen. Ubrigens sei auch an die Ergebnisse von
Thorild Wulff erinnert, der auf Spitzbergen als ,eine
durchgingig charakteristische Eigenschaft der arktischen Gewichse -
eine besonders kriftige Entwickelung von Anthocyan und ande-
ren firbenden Substanzen im vegetativen System“ fand.
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In dem letzten Abschnitt der vorliegenden Abhandlung wer-
den die Einrichtungen, die sich am wahrscheinlichsten als Licht-
schutzeinrichtungen deuten lassen, ndher besprochen. Es sei so-
gleich hervorgehoben, dass diese sehr verbreitet und mannigfal-
tig genug sind.

Wenden wir uns den Lichtbedingungen der arktischen Léin-
der zu, so finden wir ohne Zweifel eine einfache Erkldrung fiir
die auffallende Chlorophyllarmut, fiir den Pigmentreichtum der
Phanerogamen und Kryptogamen der arktischen Heiden, sowie
fiir die Tatsache, dass das arktische Blatt iibereinstimmend mit
den Blittern der Wiisten- und Steppenpflanzen vorwiegend
aphotometrisch ist.

Aus verschiedenen Daten ist ersichtlich, dass wihrend des
Sommerhshepunkts im hohen Norden die auf die Pflanze fallenden
Lichtmengen unter Umstinden sehr gross sein konnen. Im Som-
mer 1927 gab es im nordlichsten Skandinavien Wochen, in denen
die Vegetation fast ununterbrochen von Sonnenstrahlen getroffen
wurde. Viele Verfasser haben die Hiufigkeit von Nebel und bewolk-
tem Himmel im arktischen Europa hervorgehoben. Die Richtig-
keit dieser Angaben soll durchaus nicht bezweifelt werden. Doch
ist es ebenso richtig, dass sich auch lingere ununterbrochene
Sonnenperioden einstellen.

- Bei heiterem Himmel fehlt hier ja die nichtliche ,Ruhepe-
riode“, die die Pflanzen aller siidlicher gelegenen Gegenden ge-
niessen. Es ist bei der Lichtwirkung sicher nicht nur die Licht-
intensitit, sondern auch die Dauer der + ununterbrochenen
Insolation zu beachten. Wollte man einwenden, dass so lange
dauernde Insolation selten sei, so ist dem entgegenzuhalten, dass
es der Vegetation nicht immer daraut ankommt, ob eine Erschei-
nung hdufig oder seltener ist, sondern ob sie sich iiberhaupt von
Zeit zu Zeit einstellen kann. Wo wiederholt von Jahr zu Jahr
langdauernde Insolation eintritt, sind Schattenpflanzen ebenso
ausgeschlossen wie Sumpfpflanzen an Stellen, die gewdhnlich
verhiltnisméssig wasserreich sind, von Zeit zu Zeit aber vollig
austrocknen. .

Was das Lichtklima in Lappland betrifft, so sei zunéichst an
einige Daten aus der Arbeit Wiesners ,Zur Kenntnis des photo-
chemischen Klimas im arktischen Gebiete“ erinnert. Diese Arbeit
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fusst hauptséichlich auf den Befunden Wiesners wihrend eines
achitigigen Aufenthalts auf Spitzbergen (Advent-Bay). Im Laufe
dieser Tage war der Himmel leider fast die ganze Zeit bewolkt,
weshalb tber die Grésse der maximalen Insolation nur wenige
Daten vorliegen. Zudem fiel der Atfenthalt Wiesners auf die
Zeit vom 6. bis 13. August. Immerhin konnte Wiesner die
bemerkenswerte Tatsache feststellen, dass bei gleicher Sonnenhshe
die Intensitit der chemisch wirksamen Strahlen, welche in der
Advent-Bay bei halb- oder unbedeckter Sonne vorwogen, im
Durchschnitt grosser ist ale in Wien, hingegen Kkleiner als in
Buitenzorg. y

Wiesner meinte jedoch, dass dieser hohen Lichtintensitit
fir die Vegetation keine grossere Bedeutung beizumessen sei, denn
der Himmel soll in dem arktischen Gebiet gewohnlich bedeckt
sein!). Thorild Wulff gibt in seinen ,Botanischen Beobach-
tungen aus Spitzbergen“ folgenden Satz von Hann wieder: ,An

Tabelle 15.
Zahl der Sonnenstunden in Abisko (Schwed.-Lappland).
Juni Juli . August September
S, = 671,5 S, = 633,3 S, = 476,8 S, = 353,4
1913 244.0 232.6 219.0 111.6
1914 185.7 308.3 212.6 72,5
1915 237.1 228.8 221.4 82.9
1916 253.5 314.0 126.7 82.4
1917 231.7 154.4 246.4 86.4
1918 163.1 424.6 250.2 122.2
1919 276.9 241.5 1435 89.2
1920 T 2324 307.6 185.3 125.5
1921 175.7 227.3 105.5 88.9
1922 250.8 276.4 152.4 102.4
1923 184 .4 129.3 217.2 785
1924 245.3 298.4 197.2 . 782
1925 204.6 3024 196.9 112.2
Mittelw. 221.9 264.6 190.3 048

Erklirung. St= grosstmogliche Anzahl der Sonnenstunden. Fettgedruckt sind
Sonnenstundenzahlen, die 40 Prz. von St ibersteigen.

1) Wiesner, J., Lichtgenuss d. Pflanze, p.' 117,
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jenem Pol, der sein Sommerhalbjahr hat, ist die Bestrahlung vor
und nach der Sonnenwende, also durch 56 Tage stirker als an
irgend einem Punkte der Erde und wihrend 84 Tagen grosser als
die gleichzeitige am Aequator¢?), fiigt jedoch hinzu, dass klarer
Himmel in diesen Gegenden, wo Regen, Nebel und Schnee fast
immer vorherrschen, selten sei.

Genaue Daten iber die Zahl und Verteilung der Sonnenstun-
den im nordlichsten Schwedisch-Lappland finden sich in den
,Observations Metéorologiques & Abisko rédigées par Bruno Rolf“.
In der Tabelle 15 sind der genannten Publikation entnommene
Angaben zusammengestellt worden ?). Wie aus dieser Tabelle
ersichtlich, ist die Zahl der Sonnenstunden wéhrend der Vege-
tationsperiode wenigstens in diesem Teile von Lappland eine ganz
betrichtliche.

Besonders gross ist die Zahl der Sonnenstunden im Juli und
August, wo oft mehr als 40 Prz. der Stunden, wihrend der sich
die Sonne iiber dem tatsichlichen Sehkreis befindet, Sonnenstun-
den sind (fiir Juli 4 August 1918 ist das Verhiltnis der fakti-
schen Sonnenstunden zu den moglichen sogar gleich 60:100).
Bei niherer Betrachtung der in Abisko gemachten Aufzeichnun-
gen stellt es sich heraus, dass dort im Sommer von Zeit zu Zeit
1—3 Wochen lang wenn nicht gerade ununterbrochener, so doch
einem solchen mehr oder weniger gleichkommender Sonnenschein
herrschen kann. So wurden vom 238. bis 28. Juli 1916 — 91.5 St.,
vom 16. Juli bis 5. August 1918 — 842.5 St., vom 5. bis 11. Juli
1920 — 142.6 St,, und vom 380. Juni bis ¢. Juli 1925 — 103.8 St.
als Sonnenstunden registriert usw.

Es kommen also verhiltnismissig lange Perioden vor (vergl.
p. 103), in denen die Vegetation fast ununterbrochen den Sonnen-
strahlen ausgesetzt ist.

Es sei noch ein Beispiel aus Sodankyléd herangezogen.
Im Jahre 1927 gab es vom 28. Juni bis 10. Juli (18 Tage) 204.2 St
und vom 22. Juli bis 5. August (15 Tage) 201.9 St. mit Sonnen-
schein. '

1) Hann, J.,, Handbuch der Klimatologie, Bd, I, Stuttgart 1908, p. 96.

2) Bs sei erwihnt, dass sich die meteorologische Station von Abisko auf
680 20.5” n. Br. u. 180 40.83’ §stl. L. (Greenwich) in einer Hohe von 386 m iiber
d. M. (regio subalpina!) befindet. Vom 28. Mai bis 17. Juli (also wéhrend 51
Tagen) steht in Abisko die Sonne ununterbrochen fiber dem astronomischen
Horizont.
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Die weiter folgenden Daten der finnischen meteorologischen
Station in Sodankyld zeigen ebenfalls, dass der Juni und Juli in
Lappland sonnenreich sind. Der Mittelwert fiir fiinf Jahre ist fiir
den Juli hoher als der oben berechnete Mittelwert fiir Abisko.

Tabelle 16.
Zahl der Sonnenstunden in Sodankyls (Finnisch-Lappland) 1).
Juni Juli August September
1927 261.9 380.2 1935 65.9
Funfjahriges 201.9 303.5 188.6 78.8
Mittel ’

Die Mengen des direkten Sonnenlichtes, die auf die Pflanzen
fallen, werden natiirlich nicht nur durch die Zahl der Sonnen-
stunden bestimmt. Es ist auch die absolute Lichtintensitit von
grosster Bedeutung. Wie bereits erwiithnt, konstatierte Wiesner,
dass die Intensiiit der chemisch wirksamen Lichtstrahlen sowohl
bei direktem Sonnenlicht als bei diffusem Tageslicht fiir gleiche
Sonnenhthen und gleiche Himmelsbedeckung die Reihenfolge Bui-
tenzorg > Advent-Bay >> Wien innehiilt. In neuerer Zeit sind
Messungen der Intensitit der Sonnenstrahlung an verschiedenen
Orten ausgefithrt worden. Nach noch unpublizierten Messungen
von Angstrém und Kalitin im Sommer 1927 im nordlichen
Lappland kann man mit ziemlicher Genauigkeit annehmen, dass
einer absoluten Strahlungsmenge von 1 Gramm-Kalorie per cm?
und Minute, im hohen Norden eine Lichtstirke von etwa 100.000
Normalkerzen entspricht. Die Relation ist also beinahe dieselbe
wie bei grosseren Sonnenhdhen 2).

In einer Abhandlung von Westman %) sind u. a. die Ma-
xima der Stérle der Sonnenstrahlung an verschiedenen Orten nach
Messungen mit dem Angstrom schen elektrischen Kompen-

1) Nach einer brieflichen Mitteilung des Valtion meteorologinen keskus-
laitos, Helsinki, unterschrieben von G. Melander.

2) Nach einem von Axel Wallén und A. An gstrdm unterschriebe-
nen Brief des Statens Meteorologisk-Hydrografiska Anstalt (Stockholm),

3) Westman, J., Stirke der Sonnenstrahlung im mittelschwedischen Ost-
seegebiet im Jahre 1912, Kngl. Svenska Vetensk. Handlngr, Bd. 58 N 8, p. 17,
Stockholm 1918.
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sationspyrheliometer zusammengestellt worden. Sie betragen in
Gramm-Kalorien pro Minute und cm?: 1.37 (Modena), 1.39 (War-
schau), 1.38 (Pawlowsk), 1.835 (Uppsala) und 1.28 (auf Spitz-
bergen bei der Treurenberg-Bay). Nach diesen Daten ist die maxi-
male bisher beobachtete Gesamtstrahlung auf Spitzbergen nur we-
nig niedriger als in Italien (Modena). Dagegen ist die Intensitét
der chemisch wirksamen Strahlen, wie W iesner zeigte, auf Spitz-
bergen grosser als in Mitteleuropa. Von grosser Bedeutung fir
die vorliegende Abhandlung sind die Daten Lindholm’s, die
sich auf Messungen beziehen, die in Vassijaure (Schwedisch-

Lappland) mit Hilfe eines Pyrheliometers von Angstrom aus-
gefiihrt wurden. Es seien hier einige Angaben aus der Arbeit
von Lindholm ) wiedergegeben.

Tabelle 17 (nach Lindholm).

Tagliche Mittelwerte fiir ii
un%edeckte Sonne in Gr.- | Hghe Yufisilliav}fr?,of, m Potsdam
Kal. auf 1 cm? berechnet

fir eine Juli | August Juli August
zur Strahlenrichtung senk- |
rechte Ebene 1301 1015 978 822
horizontale Ebene 588 451 585 474

Wie aus diesen Zahlen ersichtlich, ist die Strahlenmenge,
die wihrend der Monate Juli und August bei klarem Himmel auf
eine zu der Strahlenrichtung senkrecht stehende Fliche fallt, in
Vassijaure bei weitem grosser als in Potsdam.

- Weiter zeigen die strahlenbiologischen Forschungen der deut-
schen Islandexpeditionen in den Jahren 1926 und 1927, dass die
Ultraviolettstrahlung im hohen Norden viel intensiver ist als in
Mitteleuropa. Der Leiter dieser Expedition Dr. Dannmeyer
schreibt hieriiber: ,Die Expedition diirfte es sich als Erfolg
buchen, starke Ultraviolettstrahlung auf Island (und ebenso die
Gesamtsonnenstrahlung) energetisch festgelegt zu haben. Zwar
erreicht das Maximum der Sonnenstrahlung . . . etwa denselben
Wert, wie im Hochsommer in Norddeutschland. Aber wihrend
auf dem flachen Lande und am Meere bei uns die Ultraviolett-

1) Lindholm, F.,, Sur linsolation dans la Sut¢de septentrionale. Kungl.
Svenska Vetenskapsak. Handl. Bd. 60, Ne 2, p. 1- 24, Stockholm 1919.
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strahlung der Sonne etwa um 6 Uhr abends bereits ihr Ende er-
reicht, strahlt das Ultraviolett aufIslandbisabends
9 Uhr. Hat der Himmel in Deutschland bestenfalls
die gleiche Ultraviolettstrahlung wie die Sonne,
so betrigt die Himmelsstrahlung auf Island oft
das dreifache. Der Himmel strahlt zur Mittsommerzeit so-
gar um Mitternacht“ ).

Die Wirkung des Lichts auf die Pflanze wird hauptsichlich
durch drei Momente bedingt: die Qualitit der Strahlen, die Strah-
lenmenge und die Dauer der Bestrahlung. Wie oben gezeigt, ist
sowohl diffuses wie direktes Licht im hohen Norden reich an ultra-
violetten Strahlen, deren schidliche Wirkung auf die Pflanze be-
kannt ist ?). Die chemisch wirksamen Lichtstrahlen tibertreffen,
wie es bereits Wiesner zeigte, bei gleicher Sonnenhéhe bei wei-
tem die Lichtintensitit in Mitteleuropa. Nirgends gibt es aber so
langdauernde + ununterbrochene ,Sonnenscheinperioden®
wie im Lande der Mitternachtssonne.

Es ist deshalb durchaus nicht tiberraschend, dass die ark-
tische Vegetation im allgemeinen chlorophyllarm ist, dass die
Blitter dortiger Pflanzen aphotometrisch sind oder bloss Uber-
ginge zum photometrischen Blatte aufweisen (Wiesner), dass
viele Arten sehr pigmentreich sind, und dass schliesslich, wie das
folgende Kapitel zeigen wird, auch noch andere Einrichtungen vor-
handen sind, die vermutlich zur Abwehr der ibermissigen Licht-
mengen dienen.

VII. Schutzeinrichtungen gegen iibermiissige ,
Insolation bei den arktischen Pflanzen.

Es ist in der vorliegenden Arbeit der Nachweis erbracht
worden, dass die Pflanzen der arktischen Zwergstrauchheide
chlorophyllarm sind. Diese Chlorophyllarmut d#ussert sich
bereits in der fahlgriinen Firbung der riesigen Heidegebiete. Ein-

1) Dannmeyer, F., Strahlenbiologische Ergebnisse der deutschen Is-
landexpeditionen 1926/1927.

2) Kluyver, A, Beobachtungen iber die Einwirkung von ultravmletten
Strahlen auf hohere Pflanzen. Sitzungsber. d. Wiener Akad., Bd. 120, Abt. I, p.
1037; Rayband, L., Influence des radiations ultraviolettes sur la plante. Rev.
gén. de bot. 25 (1913), p. 38; Ursprung, A. und Blum, G., Uber die Schadlich-
keit der ultravioletten Strahlen. Ber. d. deutsch. bot. Gesellsch., Bd. 35 (1917).
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gehende Untersuchungen ergaben, dass sowohl die Anthophyta und
Pteridophyta als auch die Bryophyta und Lichenes in diesen Ge-
bieten, und auch, soweit untersucht, die Luftalgen in dem trockenen
Teile der regio alpina verhiltnismassig wenig Chlorophyll bilden,
und in gewissen Fillen der Chlorophyllgehalt so gering sein kann,
dass bei mikroskopischer Untersuchung der Chromatophoren eine
griine Férbung kaum oder iiberhaupt nicht wahrnehmbar ist. Als
Beispiele solcher chlorophyllarmer Pflanzen seien genannt: Lycopo-
dium selago, Aulacomnium turgidum, Rhacomitrium hypnoides, And-
reaea- Arten, Chandonanthus setiformis, Cetraria mivalis, C. cucul-
lata, Alectoria ochroleuca, Thamnolia vermicularis.

Dagegen sind die Schneewiesen und die echten Wiesen Lapp-
lands im Vergleich mit der Zwergstrauchheide chlorophyllreich.
Ein solches Verhalten ist ohne Zweifel dadurch bedingt, dass die
Zwergstrauchheide vorwiegend eine xerophytische Vegetation ist,
withrend die Wiesen und Schneewiesen von Mesophyten gebildet
werden (vergl. Kap. III). Die beiden Wiesenserien sind nur an
Standorten moglich, die geniigend Feuchtigkeit im Boden enthal-
ten, weshalb die Wiesenbirkenwiélder auf die Umgebung von Fliis-
sen und Seep beschrinkt sind und die Schneewiesen sich in der
Nihe von Schneelagen befinden.

Wennschon vergleichende Untersuchungen tiber die Grosse
und die Schwankungen des osmotischen Druckes bei den Wiesen-,
Schneewiesen- und Heidepflanzen gegenwirtig kaum vorliegen,
ist anzunehmen, dass die Schwankungen bei den Pflanzen der
Zwergstrauchheide grosseren Umfang haben, wihrend sie bei den
Arten der beiden Wiesenserien verhaltnismissig gering sind. Ob-
gleich nach dem Blattbau nicht ohne weiteres {iber die Grosse der
Transpiration geurteilt werden kann '), ist anzunehmen, dass die
Transpirationsgrosse in den arktischen Heiden (Taf. XVIII, XIX)
niedrigere Werte aufweist als in den Schneewiesen (Taf.
XX-—XXII) und den echten Wiesen (Taf. XIV—XVII), wo Pflan-
zen mit verhiltnismissig grosser und diinner Spreite nicht sel-
ten sind.

1) Montfort, C., Zeitschrift f. Botanik, Bd. 10 (1918), p. 257 und daselbst
Bd. 14 (1922), p. 97. Stocker, 0. Zeitschr. f. Botanik, Bd. 15 (1923), p. 1—41.
Immerhin fand Stocker, dass die Transpirationsgrisse der Flicheneinheit Be-
ziehungen zum Blattbau erkennen ldsst, ,die aber im einzelnen vorsichtig zu
deuten sind“,
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Schutzeinrichtungen gegen iibermissige Insolation treten
wohl stets nur da auf, wo durch Wassermangel von Zeit zu Zeit
die Lebenstitigkeit der Pflanzen stark herabgesetzt wird. In
Schneewiesen und Wiesen ist Wasser wihrend der Vegetations-
periode stets vorhanden. Allerdings miissen die Pflanzen der
Schneewiesen befdhigt sein, dieses auch aus einem Boden, dessen
Temperatur um 0° ist, aufzunehmen. Dass die Pflanzen der
Schneewiese tatsdchlich ein solches Vermogen besitzen, kann kaum
bezweifelt werden, denn bei heiterem Himmel und niedriger Boden-
temperatur (Lufttemperatur um 0° herum) war in den Schnee-
wiesen auch bei so zart gebauten Arten wie Viola biflora (Taf.
XXI, Fig. 64), wo man nach dem Blattbau eine ziemlich betricht-
liche Transpirationsgrosse anzunehmen geneigt ist, ein Welken
des Laubes nicht wahrnehmbar.

Ohne Zweifel wird die freudiggriine Firbung der Schnee-
wiesen und der echten Wiesen durch die geniigende Wasserzu-
fuhr ermoglicht und bedingt. Auch trigt der Wasserreichtum
des Bodens dazu bei, dass bei den Pflanzen der Schneewiesen im
Sommer wohl kaum je eine lingere Unterbrechung der Assimilations-
tatigkeit eintritt. Anders liegen die Verhiltnisse in der Zwerg-
strauchheide und den Moos-, Flechten- und Algen-Assoziationen
des Felsbodens. Hier kann eine durch Trockenheit bedingte Si-
stierung der Assimilation leicht eintreten. Hier finden wir dem-
entsprechend auch verschiedene Lichtschutzeinrichtungen.

Der geringe Chlorophyllgehalt bei den Pflanzen dieser Forma-
tionen ist mehrmals hervorgehoben worden. Es ist diese Erschei-
nung hier vielleicht ebenso scharf ausgeprigt wie in den stidlichen
Steppen und Wiisten, denn ein so geringer Chlorophyligehalt,
wie man ihn in Lappland bei Lycopodium selago-Heidepflanzen
beobachten kann, diirfte bei autotrophen Anthophyta und Pterido-
phyta doch verhdltnisméssig selten sein. — In den Tropen wie-
derholt sich diese Erscheinung in iiberaus deutlicher Weise ?).

Von grundlegender Bedeutung fiir die Deutung dieser Chlo-
rophyllarmut sind die Befunde von Willstdtter und Stoll
Diese Autoren zeigten, dass die chlorophyllarmen gelbblittrigen

1) Nach Schimper ,ist die Zerstorung des Chlorophyils durch das in-
ensive Tropenlicht eine sehr in die Augen fallende und verbreitéte Erscheinung*.
,Uberhaupt®, sagt Schimper, ,sind gelbliche Verfirbungen des Laubes an
sonnigen Standorten der Tropen ganz allgemein“ (Pflanzengeographie auf phy-
siolog. Grundlage, Jena 1898, p. 242).
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Formen von Ulmus, obwohl sie rund 14 mal weniger Chlorophyll
als die normal griine Form enthielten, dennoch u. U. etwas gris-
sere CO,-Mengen (auf 1 dm? Blattfliche bezogen) assimilierten als
diese. Bei den entsprechenden Formen von Sambucus nigra verhielten
sich die Unterschiede im Chlorophyllgehalt wie 1:25, die Assimi-
lationsleistung unter gleichen Versuchsbedingungen (berechnet wie
bei Ulmus) wie 1:1.6. Also braucht geringer Chlorophyllgehalt
fiir die Assimilationstitigkeit noch keinen Nachteil zu bedeuten. —
Willstatter und Stoll?) fanden, dass die obere Grenze der
Assimilationsleistung bei normal griinen Blittern mit viel geringe-
rer Lichtintensitit erreicht wird als bei den chlorophyllarmen.
Ferner konstatierten die genannten Autoren, dass bei den chloro-
phyllreichen Blittern eine Erhthung der Temperatur eine Steige-
rung der Assimilation bewirkt. Anders bei den chlorophyllarmen.
Willstdtter und Stoll fanden bei diesen eine geringe Beein-
flussung durch Temperatursteigerung von 15° auf 30°. Weiter
schreiben diese Autoren: - ,Hingegen ist Steigerung des Lichtes
von Nutzen; bei Verminderung der Lichtstirke erfolgt alsbald
Riickgang der Assimilation. Nur wenn das Chlorophyll vollstin-
dig ausgeniitzt wird, nimlich bei stirkster Belichtung, ldsst sich
in den chlorophyllarmen Blittern die maximale Leistung . .
erzielen*.

Auf den Befunden von Willstdtter und Stoll
fussend haben wir den geringen Chlorophyllge-
halt der Pflanzen der arktischen Heide- und Fels-
formationen als eine &dusserst wichtige Amnpas-
sung zu deuten, die mit dem Lichtreichtum des
Gebiets und der oft niedrigen Lufttemperatur im
Zusammenhang steht.

Was die Einrichtungen betrifft, die die schjidliche Wirkung
des zu intensiven Lichtes 2), das u. a. zu voriibergehender (oder
auch vollstindiger) Inaktivierung der Chloroplasten fiihren kann,
aufheben sollen, so sind Wachsiiberziige und Haarbeklei-
dung oft als derartige Einrichtungen gedeutet worden. Diese
fehlen in der Zwergstrauchheide nicht, sind jedoch von geringer

1) Willstdtter, R. und Stoll, A., Untersuchungen iiber die Assimi-
lation der Kohlensdure, Berlin 1918, pp. 56, 57.

2) Wiesner, J, Die natiirlichen Einrichtungen zum Schutze d. Chloro-
phylls d. lebenden Pflanze. Festschrift, Wien 1876. Ewart, A., The Effects
of Tropical Insolation, Ann. of Bot. 11 (Oxford 1897), pp. 439—480.
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Bedeutung. Erwihnt sei der Wachsiiberzug der Blitter von Vae-
cintum uliginosum, Andromeda polifolia, Thalictrum alpinum, Lyco-
podium alpinum und einiger Polytrichaceen. Von behaarten Formen
sei Gnaphalium supinum genannt. Auch einige ,Blatthaare“ bildende
Moose (Rhacomitrium hypnoides, Polytrichum piliferum) sind hier ?)
zu erwihnen 2).

Als Lichtschutzeinrichtung ist auch das Auftreten von
rotem Zellsaftundrotenoder gelbenZellmembran-
pigmenten zu deuten. Da der Verfasser in mehreren Abhand-
lungen ?) dieses Thema besprochen hat, so sei hier auf jene ver-
wiesen. — Bei den Bryophyta und zum Teil auch bei den Flechten
und Algen ldsst die Pigmentation kaum eine andere Deutung zu,
weshalb sie auch von mehreren Autoren gegeben worden ist.
Inbetreff der Moose haben sich Russow, Sapéhin, Buch,
Miiller, Herzog u. a. fiir eine solche Deutung ausgesprochen 4).

So schreibt Herzog in seiner Geographie der Moose: -,Der
Lichtschwiche des Standortes untergetauchter Moose entsprechend
fehlen Fiarbungen zum Schutze des Chlorophylls vollstindig; die-
ses selbst ist reichlich vorhanden, so dass die Wassermoose stets
tiefgriin erscheinen. Nur bei einigen hochmontanen oder alpinen
Wassermoosen, deren Standorte periodischer Austrocknung unter-

1) Herzog, Th., Geographie der Moose, Jena 1926, p. 12.

2) Die Blitter der in der regio alpina wachsenden Exemplare von Soli-
dago virgaurea sind im Sommer chlorophyllreich und erscheinen etwas bliulich-
grim, so dass man vermuten konnte, dass sich auch bei dieser Art eine gut
ausgebildete Wachsschicht vorfindet. Tatséchlich jedoch ist diese Farbung
durch eine sehr feine Runzelung der Kutikula der Blattoberseite hervorgerufen.
Es ist moglich, dass diese Struktur der Kutikula in der Lichthaushaltung dieser
Art von Bedeutung ist.

3) Lippmaa, Th, Das Rhodoxanthin, seine Eigenschaften, Bildungshe-
dingungen u. seine Funktion in der Pflanze. Schriften herausgeg. von d. Nat.-
Ges. bei der Univ. Tartu 24 (Tartu 1925), pp. IV+104; Pigmenttypen bei Pteri-
dophyta und Anthophyta. Acta Inst. et Horti Bot. Tartuensis (Dorpatensis), vol.
1, fasc. 1—3, pp. 714-229 ; Uber Pigmenttypen und ihre Bedeutung fiir die Antho-
cyaninfrage. Ber. d. deutsch. bot. Gesellsch. 46 (1928), pp. 267—277.

4) Sap®hin, Laubmoose des Krimgebirges in Okologischer, geographi-
scher u, floristischer Hinsicht. I. Engler’s Botan. Jahrbiicher, Beiblatt Nr, 104,
Leipzig 1911.

Miiller, K., Uber Anpassungen der Lebermoose an extremen Lichtgenuss.
Berichte d. deutsch. bot. Gesellsch., Bd. 34 (Berlin 1916).

Herzog, Th., Geographie der Moose, Jena 1926.

Buch, H., Die Scapanien Nordeuropas und Sibiriens. I. Soc. Scient. Fenn.
Comment. Biologicae I. 4, p. 17--19.
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liegen, findet sich starke Membranfirbung, so z. B. bei den fast
schwarzen Haplozia cordifolia und Alicularia grandistipula“. Und
weiter: ,Diese glinzenden Firbungen sind fast stets eine Eigen-
tiimlichkeit lichtreicher Klimate, wihrend das Dunkel des Regen-
waldes fast nur Schattierungen des Griin und bleiche Férbungen
. . . kennt“. Ahnlich #ussern sich auch die anderen genannten
Autoren. .

Es ist hochst bemerkenswert, dass gerade bei den Moosen,
wo die Blattspreite ja gewohnlich einschichtig ist, die Zellwan-
dungen die roten (gelben) Farbstoffe fiihren, wihrend die Antho-
cyanine bei Anthophyta und Pteridophyta bekanntlich vorwiegend
im Zellsaft gelost auftreten. Allerdings gibt es sowohl unter den
Laub- wie auch unter den Lebermoosen Ausnahmen von dieser
Regel, doch sind diese dusserst selten. Von den in Lappland unter-
suchten Moosen fithren bloss die Blitter von Marsupella aquatica,
Bryuwm pallens, B. Duvalii, B. purpurascens im Zellsaft gelostes
Anthocyanin.

Wenn in den geférbten Zellschichten und -membranen gewshn-
lich eine Schutzeinrichtung fiir das Chlorophyll erblickt wird,
so sei hier hervorgehoben, dass es wahrscheinlicher ist, dass nicht
das Chlorophyll selbst, sondern das chlorophyllbildende Stroma
der Plastiden geschiitzt wird. Es spielen sich in letzterem ver-
schiedene enzymatische Prozesse ab, die ihr Optimum, wie es zum
Teil direkt nachgewiesen ist, in gelbem und rotem Lichte haben ?).
Auch ist die Annahme, dass in der lebenden Pflanze eine direkte
Zerstorung des Chlorophylls durch Licht unter natiirlichen Bedin-
gungen zustande kommt, kaum begriindet 2). Bei der ,Aus-
bleichung“ der Chloroplasten wirkt das intensive Licht wohl nur
als auslosender Faktor.

Die Luftalgen verhalten sich den Moosen sehr dhnlich. In der
oben (p. 96) besprochenen Cyanophyceen-Assoziation erwiesen sich
die diese bildenden Arten gleichzeitig als sehr chlorophyllarm und

1) Green, J. R, On the Action of Light on Diastase and its Biological
Significance. Philos. Transact. 188 (London 1898), p. 167. Went, F. A. F. C,
Uber den Einfluss des Lichtes auf die Entstehung des Karotins und auf die Zer-
setzung der Enzyme. Rec. d. trav. bot. Néerl. Nr.1 (1904). Heinsius en Ko-
ning, Over de beteekenis van de roode kleurstof (Anthocyaan) in planten.
Ref. Biochem. Centr., Bd. 1 (1903), p. 638.

2) Vrgl. auch Draheim, W. und Ziegenspeck, H., Beitrige zur
Assimilationstheorie. Sonderabdr. aus dem Bot. Archiv, Bd. 22 (1928), Heft 3/4,
pp. 385—413. '

8
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pigmentreich. Es hatten sich hier braune und rote Membranpig-
mente (Scytonemin, Gloeocapsin) gebildet. Dass auch diese Mem-
branfarbung zum Lichtschutz dient, ist hochst wahrscheinlich ?).
Uber Membranfirbungen bei den Cyanophyceen schreibt Geitler?):
»Eine deutliche Beziehung besteht zwischen der Belichtung der
Lager und der Farbe der Scheiden und der Gallerte. Bei stirke-
ren Belichtungsintensititen werden die Scheiden gelbbraun, bei
manchen Formen auch rot oder violett. Dieses gilt nicht nur
von den extrem xerophilen Formen, sondern auch von vielen an-
deren, wenn sich auch die Erscheinung am deutlichsten bei den
terrestrischen Typen beobachten lisst. Hiufig sind dabei nur die
dusseren Teile des Lagers gefiarbt und speziell wieder nur die
Oberseite, wihrend die basalen, festgehefteten und so dem Licht
entzogenen Teile farblos sind. — Es ist naheliegend anzunehmen,
dass die Fiarbung als Lichtschutz dient.«

Nach dem bereits Mitgeteilten ist es wohl keinesfalls iiber-
raschend, dass in den arktischen Pflanzenvereinen
auch Arten auftreten, die das Vermdégen besitzen,
das auffallende Licht zu reflektieren.

Das glinzende Laub vieler Baume der Tropen wurde von
Haberlandt in seiner bekannten Arbeit: ,EHine botanische
Tropenreise“ beschrieben. Spiter haben diese Erscheinung Mi -

1) Bei den Cyanophyceen treten ausser diesen Pigmenten bekanntlich noch
Chromatophorenpigmente (Phycocyan und Phycoerythrin) auf, die mit den Farb-
stoffen der Rhodophyceen iibereinstimmen und die es verursachen, dass sich
unter diesen Algen sowohl blaugriine als rote Formen finden. Bekanntlich iiber-
wiegen die rot gefarbten Cyanophyceen in grosseren, schwicher belichteten Tiefen.
Diese Rotfarbung hat mit der oben besprochenen nichts gemein — es handelt
sich hier um ein Assimilationspigment, das dem Blattgriin der Landpflanzen
entspricht und gewiss die gleiche Funktion wie dieses ausiibt (vergl. Geit-
ler, L., Cyanophyceen, p. 39). — Hochst bemerkenswert sind in dieser Hinsicht
die Befunde Ljubimenko’s bei den Rhodophyceen. Durch sorgfiltige Ana-
lysen konnte Ljubimenko feststellen, dass das Verhiltnis zwischen Chlo-
rophyll- und Phycoerythrin-Gehalt bei verschiedenen Arten wohl Schwankungen
unterworfen ist, dass es aber bei einer und derselben Art keine Veréinderung
zeigt. Seine Ergebnisse fasst Ljubimenko dahin zusammen, dass es sich
bei den Rhodophyceen eigentlich um ein natiirliches Pigment handelt, dessen
Komponenten u. a. Chlorophyll und Phycoerythrin sind, und dass ihre chromato-
phore Gruppe komplizierteren Bau aufweist als bei den Landpflanzen (Ljubi-
menko, V., C. R. d. S. de I'Acad. d. Se. & Paris, t. 181, p. 730, Paris 1925).

2) Geitler, L., Cyanophyceen. In Pascher, A, Die Stisswasser-Flora
Deutsehlands, Osterreichs und der Schweiz. Jena 1925, p- 42 v
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yoshil), Karsten ? u. a. niher untersucht. So berichtet Kar -
sten tber die Sagowilder auf den Molukken, dass die Blitter
der Sagopalme so grelles Licht zuriickwerfen, dass ,man die
schmerzenden Augen schliessen muss, um nicht zu sehr geblen-
det zu werden“. Karsten bringt in seiner Arbeit Beispiele so-
wohl aus dem tropischen Asien als auch aus Amerika (Mexiko),
wo die wurzelkletternden Araceen oft glinzendes Laub besitzen.
Dieses Phénomen ist wohl von allen Autoren als Lichtschutz ge-
deutet worden 3). Es ist deshalb sehr bemerkenswert, dass die
wichtigste Baumart der regio subalpina in Lappland — Betula tor-
tuosa — ein glinzendes, Licht reflektierendes Laub besitzt. Dem
Verfasser und Dr. Viljo Kujala fiel dieses Glinzen des Lau-
bes besonders wihrend des Aufenthaltes in den Petsamon-tunturit
und dem Padskyspahta-tunturi (vom 4. bis zum 22. Juli 1927) auf.

Bei niherer Untersuchung dieser Erscheinung wurde folgen-
des notiert: Die Kuraztriebe der Betula tortwosa besitzen hier in
der Regel 8—4 Blitter. Die Blattspreite ist +horizontal ge-
richtet, gewdhnlich befindet sich aber die Blattspitze niedriger
als die Anheftungsstelle des Blattstieles an die Spreite. Dabei
ist die Blattspreite etwas konkav.

Die Mengen des reflektierten Lichtes, die zum Auge ge-
langen, hingen deutlich von der Hohe der Sonne ab. Sie sind
in den Morgenstunden und den entsprechenden Nachmittagsstunden
besonders gross, was durch die fast horizontale Lage der Blitter
(wobei, wie oben erwihnt, die Blattspitze sich etwas niedriger be-
findet als die Anheftungsstelle an den Blattstiel) bedingt wird.
Es wire leicht ein Schema zu konstruieren, welches zeigen wiirde,
dass infolge des grosseren Einfallwinkels bei hoherem Sonnen-
stande die Strahlen so reflektiert werden, dass sie in der Regel
nicht in das Auge gelangen. Aus demselben Grunde sieht man
auch die Lichtreflexion nicht, wenn man sich zwischen dem Ob-
jekte und der Sonne befindet. Die Lichtreflexion lisst sich also

1) Miyoshi, M., Botanische Studien aus den Tropen. 1910.°

2) Karsten, G., Das Licht im tropischen Regenwalde. Vegetationsbilder,
16. Reihe, Heft 3, Jena 1925.

3) Es ist von Haberlandt auch darauf hingewiesen worden, dass die
glatte Blattfliche in den Tropen dadurch von Nutzen sein konnte, dass sich auf
einer solchen nicht so leicht eine Epiphyllenvegetation (Algen, Flechten, Moose)
ansiedeln kann, wie auf einem Blatt mit unebener Oberseite.

8*
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besonders schon beobachten, wenn man die Baume bei verhélt-
nismissig niedrigem Sonnenstande von der der Sonne direkt ent-
gegengesetzten Seite betrachtet.

In betreff der lichtreflektierenden Blitter des tropischen Ge-
bietes schreibt Wiesner: ,In sehr lichtstarken Vegetationsge-
bieten — insbesondere in den Tropen — trachtet das Blatt das
starke direkte Sonnenlicht mittels der gewonnenen Lage zum
Horizont abzuwehren, indem es sich durch Anniherung an die
vertikale Richtung so stellt; dass die Strahlen hoher Intensitit
nur unter kleinem Winkel auf die Blattfliche fallen“?). Es ist
deshalb vielleicht von Interesse, dass in dem arktischen Gebiet der
lichtreflektierende Baum dem Sonnenstande entsprechend seine
Blitter + horizontal stellt.

Von anderen Arten, die glinzendes Laubbe-
sitzen, sind vor allem Betula nana, Saliz herbacea, S. pola-
ris zu nennen. Es sei bemerkt, dass die Arten, beli
welchen die Bldtter stark glinzen, verhédltnis-
missig chlorophyllreich sind.

Das Glinzen des Laubes bei mehreren arktischen Pflanzen
ist den Forschern, die die arktische Vegetation untersuchten, nicht
entgangen. Doch wurde diese Erscheinung bisher bloss voriiber-
gehend erwdhnt: so von Pohle ? das Glinzen der Blitter von
Betula nana.

An dieser Stelle sei auch jener arktischen Lebermoose ge-
dacht, die mehr oder weniger silbergrau gefirbt sind (Anthelia,
Gymnomitrium). Solche Arten besitzen dicht tibereinandergestellte
Blitter, die in den Spitzen abgestorben sind. Diese abgestorbenen
Blatteile sind es eigentlich, die der direkten Lichtwirkung ausge-
setzt sind. In den toten Zellen, deren Lumen mit Luft gefiillt
ist, tritt nach Mitiller?) leicht eine mehr oder minder starke
Totalreflexion der Lichtstrahlen ein, wodurch die Moose silbergrau
erscheinen. Da die lebenden Blatteile von den abgestorbenen
Teilen der niedriger stehenden Blétter bedeckt sind, so wird das

1) Wiesner, d, L. c. p. 392,
2) Pohle, R., Vegetationshilder aus Nordrussland. Karsten u. Schenk, Ve-
getationsbilder, 5. Reihe, Heft 4, Jena 1927. Vergl. auch Tafel 27 in dieser Arbeit!
.3) Miller, K., Uber Anpassungen der Lebermoose an extremen Lichtge-
nuss. Berichte d. deutsch. bot. Gesellsch., Bd. 34, Berlin 1916.
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Licht, bevor es die chlorophyllfiihrenden Zellen trifft, stark abge-
schwicht und in diffuses Licht umgewandelt.

Aus dem Mitgeteilten ergibt sich, dass in den
xerophytisch ausgestatteten Heidewdldern und
Zwergstrauchheiden Lapplands die Pflanzen ohne
Zweifel verschiedene Einrichtungen (Chlorophyll-
armut, Zellsaft- und Zellmembranpigmente, Wachs-
iiberzlige, aphotometrisches, zum Teil lichtreflektie-
rendes Laub) besitzen, die darauf hinweisen, dass
die Pflanzen dieser Formationen sich keines-
falls in Belichtungsbedingungen befinden, wo
Lichtiiberschuss — wie es seinerzeit Wiesner an-
nahm — ein seltener Fallist. Ganzim Gegenteil:
es wird die arktische Heide von lichtresistenten
Artengebildet, dieauch langedauerndes direktes
Sonnenlicht ertragen konnen. Viel Licht wird
im hohenNorden bloss deshalb ,bevorzugt® weil
diegutbelichtetenStandorteoftauch die wéarm-
stensind. Wenn Wiesner die niedrigeZweigord-
nung der Biume und der Strducher in der regio
subalpina und alpina von Lappland so deuten wollte,
dass hierdurch eine bessere Belichtung des Lau-
bes ermoglicht wird, so ist diese Deutung gegen-
wirtig unbefriedigend. Wenn man die Tatsache in
Betracht zieht, dass das aphotometrische Laub
in dem arktischen Gebiet so verbreitet ist, wird
man wohl kaum annehmen wollen, dass es sich
um eine Einrichtung zwecks moéglichst hoher
Wirmeausniitzung handelt. Esist dieniedrige
Zweigordnung durch die geringe Stoffproduk-
tion der arktischen Pflanzen bedingt.

Das wichtigste Ergebnis der vorliegenden Arbeit — die Er -
kennung der hochnordischenVegetation als eine
anhoheLichtintensitdten und grosseLichtmen-
gen angepasste, mit mehreren oft sehr verbrei-
teten Lichtschutzeinrichtungen (Chlorophyll-
armut, Zellsaft- und Zellmembranpigmente, Wachs-
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iiberzige, lichtreflektierendes Laub) ausge-
riistete — ist in dem Schlusskapitel soeben formuliert worden.
Im iibrigen sei auf das Kap. IV verwiesen, wo die Resultate der
Analysen des Pigmentgehalts der arktischen Formationen und
der Untersuchung des Blattbaues in denselben zusammengefasst
worden sind.



Anhang.

Daten iiber Pigmentgehalt und Pigmentkombina-
tionen (-typen) bei den Pflanzen Finnisch- und
Norwegisch-Lapplands ).

A. Formation der Wiesenbirkenwiilder.

Coeloglossum wviride. Die Hochbldtter und Bliiten enthalten u. U.
A. %), die Blatter sind stets a-frei. A [000].

Aunthoxanthum odoratum. Fiihrt violettroten Zellsaft in den #usser-
sten Schichten des Assimilationsgewebes. Die Epidermiszellen sind stets
a-frei. Obwohl die Blitter von 4. odoratum A. bilden konnen, sind die
Blattspreiten bei den Pflanzen der Wiesenbirkenwélder in der Regel
a-frei, A [(1)(1)(1)).

Milium effusum ist wihrend der ganzen Vegetationsperiode griin
gefirbt, Besitzt bis zum Vergilben der Blétter das Vermdgen A. zu
bilden, was daraus hervorgeht, dass die verletzten Blattspreiten auch
im Spitherbst A. bilden kénnen. A [(1)(1)(1)].

Phleum alpinum. In den Wiesenbirkenwildern in der Regel a-frei.
Violettroten Zellsaft fiihren u. U. die Epidermiszellen und die peripheren
-subepidermalen Zellschichten, sowohl in den Blattspreiten als auch in
den Scheiden. A [(1)(1)(1)]. ‘

Deschampsia flexuosa. In den jungen Bléttern fiihren rosaroten Zell-
saft die Epidermiszellen sowie die Zellen der #usseren Mesophylischich-
ten. Besonders reichlich ktnnen A. die apikalen Teile der Blattspreiten,

1) Die Beschreibungen und Daten fussen auf Beobachtungen, die, wie
bereits mitgeteilt, im Sommer 1927 wihrend einer dreimonatlichen Reise in Lapp-
land gemacht worden sind. Verwendung fanden hierbei nicht nur die Aufzeich-
nungen in betreff der analysierten Flichen, sondern auch solche iiber andere
Lokalitdten. Wo gewisse Beobachtungen im Sommer in Lappland so ziemlich
itberall gemacht werden konnen, sind Orts- und Datumangaben fortgelassen
worden, um die Beschreibungen nicht mit ihnen zu iiberlasten.

2) A.= Anthocyanin; A-gehalt = Anthocyaningehalt; a-fithrend = antho-
cyaninfithrend ; a-frei = anthocyaninfrei usw. ’
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die Blattscheiden und der Stengel enthalten. Das Vermogen A. zu
bilden wird bis zum Absterben der Blitter beibehalten. A [1(1)(1)].

Poa alpina. Die Lokalisation des Pigments dem Verfasser unbe-
kannt. Die Blédtter behalten bis zum Absterben das Vermégen A. zu
bilden, sind aber in den Wiesenbirkenwéldern a-frei. A [(1)(1)(1)].

Carex capilloris. [000].

Carex rigida. Die Niederblitter enthalten ein rotes Zellwandpigment
(A.). Die Wandungen der Epidermiszellen sind die Triger dieses Pig-
ments, nur die Schliess- und Nebenzellen haben farblose W. Die Blatt-
spreiten bilden nie A. A [000].

Paris quadrifolia. A [(1)(1)(1)]. (Vergl. Pigmenttypen II, p. 42).

Listera cordata. [000]. '

Saliz reticulata. Fiihrt A. im peripheren Mesophyll. Junge Blitter
enthalten A. in ihrer apikalen Hélfte, am Blattrande, in den Blattnerven
und den Blattstielen (5. Juli, Siréislaki). Mitte Juni erwiesen sich die
Blattspreilen als a-frei, sie besassen jedoch das Vermogen A. zu bilden,
wie dies an verletzten Zweigen und Blattern deutlich zu sehen war.
Ende August werden gelbe Herbstbldtter haufig; am 4. Sept. waren sie
in den Wiesenbirkenwildern am Kilpisjérvi bei weitem in der Mehrzahl.
A [LDD)].

Salix lapponum. Kann wihrend der ganzen Vegetationsperiode A.
bilden, ist aber in der Regel a-frei. In den Wildern der Gegend um den
Kilpisjérvi traten die vergilbten Bliitter erst am 4. Sept. massenhaft auf.
AT __

Betula tortuosa. Uber den Pigmentgehalt nihere Angaben im Ab-
schnitte iiber die Heidebirkenwilder (p. 89). In den Wiesenbirkenwil-
dern des Malla-tunturi beim Kilpisjarvi tritt A [1(1)(1)] haufig, A [1(1)1]
viel seltener auf.

Rumex acefosa. Die anatomische Lokalisation des A. war dieselbe
wie bei den in Estland vom Verfasser untersuchten Exemplaren. Nur
ist der A-gehalt der jungen Blitter in Lappland in der Regel héher als
in Estland. Bis 5—6 cm lange Bldtter sind im Priihjahr sehr a-reich.
Am 5. Juli waren sie auf dem Siréislaki in der Nihe von Schneelagen
dunkelbraunrot bis violettrot. — Im Sommer ist die Pflanze in den
Wiesenbirkenwéldern griin. Die herbstliche Rétung trat in der Gegend
beim Kilpisjirvi Anfang September ein. A [1(1)1].

Polygonum viviparum. Die Blattspreite enthélt A. in den Epider-
miszellen und in einem Teil des Mesophylls, besonders in dessen
peripheren Schichten. — Junge Blatter mit noch stark zuriickgeroliter
Spreite sind dunkelbraunrot (5. Juli, Séréslaki). Im Sommer sind die
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Blitter bei den Pflanzen des Wiesenbirkenwaldes griin. Das Vermogen
A. zu bilden wird bis zum Absterben der Blitter beibehalten, doch
kommt es in den genannten Wildern gewdhnlich nic ht zu einer herbst-
lichen Rétung. A [1(1)(1)].

Trollius ewropaews. Die Lokalisation des A. ist dieselbe wie bei
den in Estland untersuchten Exemplaren (Pigmenttypen II, p. 84). Auch
verhillt sich diese Art in Lappland in bezug auf den Pigmenttypus ganz
wie jene. Die Blattspreite, die anfangs verhiltnissmissig a-reich ist,
verliert bald vollkommen das Vermégen A. zu bilden, weshalb die
Herbstblitter ausnahmslos schon gelb gefarbt sind. Bereits am 19.
August waren die ersten gelben Blitter bei den Exemplaren in der
Umgebung des Jehkats-tunturit (Kilpisjérvi-G.) zu sehen, am 30. August
iiberwogen in den Birkenwildern am Fusse des Malla-tunturi bereits die
gelben Blitter und am 1. September war die schone gelbe Herbstfar-
bung iiberall erreicht. A [1(1)0].

Ranunculus acer. Besitzt das Vermogen A. zu bilden, ist jedoch
in den Wiesenbirkenwildern stets a-frei angetroffen worden. A [(1)(1)(1)]-

Thalictrum alpinum. Das A. ist bei T. alpinum bliulichviolett ge-
farbt, weshalb chlorophylireiche Blitter fast schwarz erscheinen. Den
farbigen Zellsaft fiilhren in den Blattspreiten die Zellen des Palisaden-
parenchyms und die peripheren Zellschichten in der Nahe der unteren
Epidermis, auch Blattstiele konnen sehr a-reich sein, ebenso die Sten-
gel. In den Wiesenbirkenwildern ist diese Pflanze im Sommer in der
Regel griin gefarbt. Die absterbenden Blitter sind nicht selten rot,
gelb gefiirbte {iberwiegen aber bei weitem. A [1(1)(1)].

Parnassia palustris. Stimmt sowoh!l beziiglich der Lokalisation des
A. wie auch des Pigmenttypus mit den estléndischen Exemplaren iiber-
ein (vergl. Pigmenttypen II, p. 110). Am 30. August waren in den
Wildern am Fusse des Malla-tunturi bei sehr vielen Exemplaren bereits
vergilbte Blitter vorhanden. Nie fand sich ein geritetes (a-filhrendes)
Blatt. A [000].

Sorbus aucuparia f. glabrata. Die jungen Blitter fiilhren A. so-
wohl in den Epidermiszellen als auch in den peripheren Mesophyllzellen.
Viel ausgesprochener ist jedoch die Rétung bei den gealterten Bléttern.
In den Wildern am Fusse des Piiiskyspahta-tunturi hatte sich an beschi-
digten Asten bereits am 17. Juli eine schone rote Firbung der Blatter
gezeigt. In der Kilpisjirvi-Gegend war die Herbstfirbung am 4. Sept.
vollkommen ausgebildet. A [1(1)1].

Rubus saxatilis. Was die Lokalisation der a-fiilhrenden Zellen und
das jahreszeitliche Auftreten des roten Pigments betrifft, so stimmen
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die in Lappland gemachten Beobachtungen mit denen aus Estland (vergl.:
Pigmenttypen II, p. 117) vollkommen iiberein. In den Wiesenbirken-
wildern am Kilpisjarvi waren die Blitter dieser Pflanze am 29. August
noch griin, zeigten jedoch einen briunlichen Anflug, der von der be-
gonnenen A-bildung herriihrte. Am 1. Sept. war die herbstliche Rot-
farbung gut ausgepriigt. A [1(1)1].

Rubus arcticus. Die anatomische Lokalisation des A. ist dem Ver-
fasser unbekannt. Die Pflanze besitzt eine: stark ausgepriigte Tendenz A. zu
bilden. In den Wiesenbirkenwildern beim Kilpisjérvi waren am 30. Aug.
die Blétter aller gesehenen Exemplare griin, am 9. Sept. dagegen bei
Mukkavuoma (Torne Lappmark) in offenen Lokalititen ausnahmslos in-
tensiv braunrot. A [1(1)1]. _

Alchemilla glomerulans. Die jungen Blitter dieser Art sind in fiir
die Alchemillen iiblicher Weise stark gefaltet, weshalb der grosste Teil
der Blattfliche vor direkter Lichtwirkung geschiitzt ist. Die belichteten
Teile fiihren besonders in der apikalen Hilfte der Spreite A., auch sind
die Blattstiele und die Stipulae rétlich bis violettrot. In der Spreite
filhren die Epidermiszellen, zum Teil auch einzelne Mesophyllzellen das
A. In den Blattstielen sind die subepidermalen Zellschichten reich an
A., auch ist jedes Gefissbiindel von einer , Anthocyaninscheide“ umge-
ben (5. Juli, Séréslaki, in der Nihe von Schneelagen). In den Wiesen-
birkenwilldern am Kilpisjérvi hatte bereits am 15. August die herbst-
liche A-bildung begonnen, denn viele Blitter wiesen in den Randpartien
der Spreite starke Rotung auf. Am 80. Aug. war die Rotung allgemein,
doch vollstéindig gerdtete Blitter waren noch selten. Im Sommer sind
die Blattspreiten von A. glomerulans in den Wiesenbirkenwaldern antho-
cyaninfrei. A [1(1)1].

Geum rivale verhilt sich in den Wiesenbirkenwildern des Pasiskys-
pahta-tunturi &hnlich wie in den Wiesen Estlands (Pigmenttypen II,
p. 126—128). Dass auch hier A [1(1)1] auftritt, ist dem Verfasser
dusserst wahrscheinlich, doch war es nicht moglich die Gegend im
Herbst zu besuchen, .

Filipendula ulmaria. Die jungen Blitter dieser Pflanze sind in
Lappland ebenso a-reich wie in Estland (Pigmenttypen II, p. 130).
Im Sommer sind die Bldtter in der Regel a-frei. In den Wiesenbirken-
wildern um den Kilpisjarvi war am 22. August bei vielen Exemplaren
schon ausgebildete Herbstfirbung zu beobachten. Die Blitter besitzen,
wie aus verschiedenen Beobachtungen folgt, auch zu dieser Zeit die
Féhigkeit A. zu bilden, jedoch unterblieb dies in den meisten Fillen.

A [1(1)(D)].
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_Astragalus alpinus. Diese Art besitzt wahrend der ganzen Vege-
tationsperiode die Fihigkeit A. zu bilden, weshalb a-fiihrende Blitter
sich in allen Entwicklungsstadien beobachten lassen. Sie besitzen vio-
letten Zellsaft in peripheren Mesophylizellen. A-freie Spreiten iber-
wiegen aber stets bei weitem, weshalb auch die beobachteten Herbstblit-
ter (1. Sept., Wiesenbirkenwilder am Fusse des Malla-tunturi) fast aus-
nahmslos gelb waren. — In Lappland diirfte im allgemeinen die Schnee-
decke sich frither ausbreiten, als die Gelbférbung auch nur einigermassen
zur Geltung kommen kann. A [(1)(1)(1)].

Astragalus frigidus besitzt das Vermdgen ein Zellsaftpigment zu
bilden. Dieses kann die Stengel und Blattstiele braunrot firben; dage-
gen enthilt die verhéltnismiissig stark behaarte Blattspreite auch in
jungen. Blittern nur wenig A. (auf der stéirker belichteten Blattunter-
seite). A. fiihren periphere Zellschichten des Schwammparenchyms.
Die dunkelgriine Sommerfirbung wird bei dieser Art bis zum Spitherbst
beibehalten, weshalb, #hnlich wie bei A. alpinus, noch griine Blitter
nnter die Schneedecke kommen. Wo vergilbte Blitter beobachtet wur-
den, erwiesen sich diese als a-frei. Da auch die Umgebung der be-
schidigten Stellen in den Blattspreiten stets a-frei gefunden wurde, so
diirfte es sich bei 4. frigidus um A [1(1)0] handeln. Es bleibt jedoch
vorlaufig unentschieden, ob nicht dennoch A [1(1)(1)] vorliegt.

Geranium silvaticum. Die jungen Triebe dieser wichtigen Art der
Wiesenbirkenwillder sind intensiv braunrot gefdrbt. In den jungen
Blattspreiten ist die Blattunterseite besonders a-reich — den geféirbten
Zellsaft fithren Epidermiszellen und die #ussersten Zellschichten des
Mesophylls. Die Blattstiele und Stengel enthalten reichlich A. in den
Epidermiszellen, den #ussersten Schichten der priméren Rinde, im Grund-
gewebe in der Nihe der Geféissbiindel und in nicht wenigen Markzellen
(5. Juli, Sirdislaki). Im Sommer sind die Blattspreiten der Exemplare
aus Wiesenbirkenwildern griin, nur kleine Zellgruppen in den apikalen
Teilen der Blattzipfel enthalten A. Bereits am 15. August war in den
Wildern der Kilpisjarvi-Gegend der Beginn der Herbstrétung sehr
deutlich. Am 4. Sept. sah man iiberall in den Wiesenbirkenwéldern
#usserst intensiv zinnoberrote Herbstblitter von Geranium. A-freie Blitter
waren kaum zu finden. — Die herbstroten Blétter enthalten A. in den
Epidermiszellen, in den Zellen des Palisadengewebes und im peripheren
Schwammparenchym. Am geringsten ist die Konzentration des A. in
den Epidermis-, am hochsten in den Palisadenzellen. A [1(1)1].

Viola biflora. Diese Pflanze bildet in den Blattspreiten nie A.,
obwohl ihr die Fihigkeit A. zu bilden nicht génzlich abgeht: man fin-



124 TH. LIPPMAA ’ L AXV.e

det néamlich oft die Blattstiele etwas violett angelaufen, welche Farbung von
violettem Zellsaftfarbstoff (A.) herriihrt. Die Herbstfarbung fand der Verfas-
ser in den Wiesenbirkenwiildern (Malla-tunturi) am 80. Aug. schon ausgebil-
det. - Ausnahmslos waren die gealterten Blétter gelb gefirbt. A [000].

Chamaenerium angustifolium. Junge Triebe dieser Aft sind im
Frithjahr &usserst stark gerttet. Stengel, Niederblitter und Blitter wei-
sen eine auffallend intensive violettrote bis braunrote Férbung auf, nur
die basalen Teile der Blatter sind in den geschiitzten Teilen griin. In
der Blattspreite fiihren die Epidermiszellen A. (am 5. Juli in der Nihe
perennierender Schneelagen auf dem Sir#slaki-tunturi). Spiter unter-
suchte Exemplare waren griin und in der Regel a-frei. Die Herbstféir-
bung ist auch in Wiesenbirkenwildern sehr intensiv. Besonders in der
Nahe von gelben Salix-Stréucher tritt die schéne violettrote Firbung
von Chamaenerium Xkontrastvoll hervor. Das Herbstblatt fiihrt kein A.
in den Epidermiszellen. Das Palisadengewebe ist ganz durchgehend
violettrot gefirbt. A [1(1)1].

Chaerefolium silvestre. Die jungen Blétter sind nicht mikroskopisch
untersucht worden, sie enthalten verhaltnisméssig wenig A. Wenn schon
das Vermogen A. zu bilden bis zum Absterben der Blitter beibehalten
wird, trat in den Wiesenbirkenwildern des Kilpisjdrvi-Gebietes keine
herbstliche Rétung auf. A [(1)(1)(1)].

Angelica archangelica. Diese Art hat das Vermdgen in Stengeln,
Blattstielen und Blattspreiten A. zu bilden, wobei dieses Verhalten bis
zum Vergilben der " Blétter unverdndert bleibt. Das A. befindet sich
stets in den #Hussersten subepidermalen Schichten, nie in der Epider-
mis. In der Regel sind die Blitter bei den Exemplaren der Wiesen-
birkenwilder in allen Entwicklungsstadien a-frei. A [(1)(1)(1)].

Cornus suecica. Obwohl diese Pflanze in ihren jungen Blattern
A. bilden kann und unter gewissen Bedingungen sogar als A [111] auf-
tritt, sind bei den Exemplaren der Wiesenbirkenwilder die Blétter im
Friithjahr und Sommer in der Regel a-frei. — Die Herbstrstung war
am 31. August in den genannten Wildern am Kilpisjérvi ziemlich deut-
lich; am 4. Sept. war die Herbstfarbung vollkommen. Oft genug waren
nur die apikalen Teile der Blattspreiten violettrot, die basalen aber gelb.
A. fand sich in den Palisadenzellen und zum Teil auch in den #usseren
Zellschichten des Schwammparenchyms. A [(1)(1)1].

Pirola secunda. Diese Pflanze, deren Blitter in der Kilpisjirvi-
Gegend bis 83—4 Jahre am Leben bleiben, bildet A. in verletzten Teilen
der Blattspreite, ist jedoch in der Regel a-frei. A [(1)(1)(1) . . (1)].
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Pirola minor und P. rotundifolia. Diese Arten verhalten sich in
den Wiesenbirkenwiildern #hnlich der P. secunda. A [(1)(1)(1) . . (D]

Trientalis europaea. Die jungen Blatter dieser Art und ebenso die
absterbenden sind sehr a-reich (s. unten!). Tritt in Wiesenbirkenwil-
dern vorwiegend als A [1(1)1] auf.

Vaccinium uliginosum. In den Wiesenbirkenwildern verhilt sich
V. uliginosum #hnlich wie in den Waldern Estlands (vergl. Pigmenttypen
II, p. 185), nur ist die Herbstfirbung intensiver. A [(1)(1)1]. Viel-
leicht auch A [1(1)1]? ‘

Vaccinium vitis idaea wurde vom Verfasser bereits in Estland
ndher untersucht (Pigmenttypen I1I, p. 186). In den Wiesenbirkenwil-
dern tritt diese Art als A [(1)(1)(1) . . (1)] auf.

Vaccinium myrtillus. Bildet an trockenen Standorten viel A. und
kommt in Lappland oft als A [111]} vor. In den Wiesenbirkenwildern
sind die jungen Blatter a-reich, und zwar, weil die Blitter steil nach
oben gerichtet sind, besonders auf der Blattunterseite. Den gefirbten
Zellsaft fiihren die #usseren Schichten des Schwammparenchyms, zum
Teil auch das Palisadenparenchym (5. Juli, Sir#slaki). Im Sommer ist
V. myrtillus in den genannten Wildern a-frei. Die griine Firbung wird
hier sehr lange beibehalten. Zur Zeit wo die Heidebirkenwilder inten-
siv rot gefsrbt sind (V. myrtillus/), sind die Blitter der Heidelbeere in
den Wiesenbirkenwiildern kaum pigmentiert. Erst am 1. Sept. war bei
nicht wenigen Blittern der Blattrand rotlich, doch fiberwogen vollstindig
griine Blitter (Wilder am Fusse des Malla-tunturi). Dass in diesen
Wildern V. myrtillus am haufigsten als A [1(1)(1)] auftritt, ist hochst
wahracheinlich.

Melampyrum silvaticum. A [1(1)(1)]. _

Melampyrum prafense verhilt sich der vorigen Art ganz 8hnlich,
ebenso Euphrasia minima. Die letztgenannte Art tritt vorwiegend als
A[(D(1)(D)] aut.

Bartsia alpina ist im Friihjahr sehr a-reich. In Wiesenbirkenwél-
dern des Piiskyspahta-tunturi waren am 10. Juli die jungen Blitter und
Stengel bei stark pigmentierten Exemplaren (solche bildeten die Regel!)
braun bis braunviolett. Den violetten Zellsaft fiihrten stets die Epider-
dermiszellen. Es liess sich bei den Bléttern von B. alpina auch an
Standorten, wo die Pflanze als A [111] auftritt, eine deutliche Abnahme
des Pigmentgehaltes wihrend der Vegetationsperiode beobachten. In
Wiesenbirkenwildern der Kilpisjirvi-Gegend waren die Pflanzen Mitte
August griin. Neubildung von A. in den gealterten Blittern findet nie
statt. A [1(1)(1)].
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Rhinanthus major. Diese Art besitzt wihrend der ganzen Vege-
tationsperiode das Vermdgen A. zu bilden, was daraus ersichtlich ist,
dass sowohl junge als ausgewachsene Blédtter und auch solche, bei de-
nen die Trennungsschicht bereits ausgebildet ist, A. fiihren kénnen.
Der violett gefiirbte Zellsaft tritt stets nur in den Epidermiszellen auf.
In der Regel sind die Blitter bei den R. major-Pflanzen der Wiesen-
birkenwilder a-frei. A [(1)(1)(1)].

Pinguicula alpina ist in den Wiesenbirkenwildern im Friihjahr oft
genug stark a-fiilhrend. In den eingerollten lateralen Teilen der Blatt-
spreite ist sie auf ihrer morphologischen Unterseite violetirot geférbt,
was durch den A-gehalt der Epidermiszellen bedingt ist. In den Wie-
senbirkenwildern sind die Blitter im Hochsommer in der Regel a-frei,
obgleich das Vermdgen A. zu bilden auch den vergilbenden Blittern
eigen ist. Diese Art tritt in den Wiesenbirkenwildern als A [1(1)(1)]
und auch als A [(1)(1)(1)] auf. Die letztgenannte Pigmentkombination
diirfte die h#ufigere sein.

Linnaea borealis. Diese Art kann in ihren iiberwinternden Blittern
(die, soviel sich in den Wildern der Umgebung des Kilpisjirvi fest-
stellen liess, bis 8 Vegetationsperioden iiberdauern) viel A. bilden. Un-
ter Umsténden tritt diese Art, oberhalb der Baumgrenze, auch als per-
manentrot auf. In den gersteten Exemplaren findet sich in den Pali-
sadenzellen karminroter Zellsaft. — In den Wiesenbirkenwildern sind die
Blétter fast stets griin, die absterbenden sind gelb. A [(1)(1)(1) .. (1)].

Solidago virgaurea. Junge Triebe, deren Blitter eine noch mangel-
haft ausgebildete Spreite besitzen, sind mehr oder weniger steil aufge-
richtet und schdn braunviolett gefirbt. Auch Blitter, die ihre definitive
Grosse erreicht haben, sind oft a-fithrend, wobei die Blattunterseite stets
stirker pigmentiert ist. A. findet sich in den Epidermiszellen und
den 2—8 peripheren Schichten des Schwammparenchyms. Bei Pflanzen,
die bereits ca 10 Blitter besitzen, sind die Blitter in dem Spreitenteil
a-frei (5. Juli, Sérislaki). Im Sommer sind die Blitter von Solidago in
den Wiesenbirkenwiéldern dunkelgriin geférbt. Im Herbst findet wieder-
um eine A-bildung statt. Am 1. Sept. waren sehr viele Exemplare in
den Wildern um den Kilpisjérvi dusserst a-reich. A [1(1)1].

Gnaphalium norvegicum. A [000]. A. wurde u. U. in den Sten-
geln und Blattstielen konstatiert.

Antennaria alpina. A [(1)(1)(1)].
Saussurea alpina. Diese Art fiilhrt im Friihjahr reichlich A., wes-
halb die Blattspreiten und die Blattstiele + braunrot bis violettrot ge-
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farb, erscheinen. Die Epidermiszellen und die Zellen der peripheren
Schichten des Schwamm- und Palisadenparenchyms enthalten A. Im
Sommer sind die Blitter griin. In der zweiten Halfte des August be-
gann in der Umgebung des Kilpisjirvi die herbstliche A-bildung, wobei
die Blitter allméhlich eine rotlichviolette Firbung annahmen. Am 1.
Sept. waren in den Wiesenbirkenwéldern am Fusse des Malla-tunturi bei
sehr vielen Pflanzen alle Blitter a-reich. — Die gealterten Blétter ent-
halten den rotlichvioletten Zellsaft in den Epidermis- und Palisadenzellen,
am Blattrande auch im Schwammparenchym. A [1(1)1].

Cirsium heterophyllum. Die jungen Blitter dieser Art sind in Lapp-
land a-reich. Blatter, die ihre endgiiltige Grosse ‘erreicht haben, sind
griin und fiihren nur wenig A. am Blattrande, oder sind vollstindig
a-frei. — Die herbstliche Rétung beginnt bei noch blithenden Pflanzen.
Anfang September waren in den Wiesenbirkenwildern viele Exemplare
stark gerdtet: diese, die noch chlorophyllreich waren, wiesen eine dunkle
rotbréunliche Férbung auf. In den Spreiten fiihren violetten Zellsaft
Palisadenzellen und zum Teil periphere Zellen des Schwammparenchyms.
A [1(D1].

Mulgedium alpinum. Die Triebe dieser Pflanze sind im Friihjahr
(10. Juli, Padskyspahta) ritlich gefdrbt und enthalten betréchtliche A-
mengen. Die anatomische Lokalisation des Pigments ist dem Verfasser
unbekannt. Im Sommer sind die Blédtter der Exemplare der Wiesenbir-
kenwilder in der Regel a-frei, verletzte Blitter sind oft gerStet. Die
Féhigkeit A. zu bilden wird bis zum Vergilben der Bldtter beibehalten,
doch sind die gealterten Blatter in der Regel a-frei (1. Sept., Wiesen-
birkenwilder am Fusse des Malla-tunturi). A [1(1)(1)].

Selaginella selaginoides. Diese Pflanze besitzt bekanntlich nicht
das Vermogen A. zu bilden, nimmt aber dessenungeachtet an exponierten
Stellen eine orangerote bis kupferrote Firbung an, die durch Rhodo-
xanthin verursacht wird, das sich in den aus Chloroplasten sich bilden-
den Chromoplasten anh#uft. In den Wiesenbirkenwildern ist diese Art
woh] stets griin gefirbt. Es ist dem Verfasser unbekannt, wie viele
Vegetationsperioden hindurch die Blédtter assimilationsfahig sind, jeden-
falls sind es mehrere. C [(1)(1)(1) . . (1)].

Lycopodium annotinum. [000 . . O].

Equisetum pratense. Vermag in basalen Stengelteilen Rhodoxan-
thin enthaltende Chromoplasten zu bilden. In den Wiesenbirkenwildern
des Kilpisjérvi-Gebietes war am 4. Sept. die herbstliche Gelbfiarbung
tiberall vollig ausgebildet. C [000].

E. silvaticum verhilt sich E. pratense sehr #hnlich. C [000].
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E. scirpoides. C [(1)(1)(1) . . (1)]?
Aspidium phegopteris, A. dryopteris, A. spinulosum, Athyrium filix
femina haben nicht die Fihigkeit rote Pigmente zu bilden. [000].

B. Formation der Heidebirkenwﬁlder.

Calamagrostis lapponica. Bildet in den jungen Blittern A. in der
apikalen Hélfte der Spreite, in den Blattscheiden und Stengeln. A. ent-
halten Epidermiszellen und periphere subepidermale Zellen. Tritt ge-
wohnlich als A [1(1)(1)] auf.

Deschampsia flexuosa und Festuca ovina verhalten sich ebenso wie
in den Wiesenbirkenwéldern: A [L(1)(1)], doch scheint auch A [1(1)1]
vorzukommen.

Corex rigida: A [000]. ‘

Empetrum hermaphroditum '), das in Finnisch-Lappland viel hiufi-
ger zu sein scheint als E. nigrum, hat das Vermogen A. zu bilden. Doch
ist dieses viel schwicher ausgeprigt als bei K. nigrum, das auf den
Hochmooren in Estland sowohl gut ausgeprégte Winter- als auch Herbst-
rote aufweist (vrgl. Pigmenttypen II, pp. 147, 148). Im Sommer
wurden bei E. hermaphroditum keine A. enthaltenden Bléitter beobachtet.
Erst Anfang September fand der Verfasser in der Fjeldregion der Kil-
pisjérvi-Gegend an besonders exponierten Standorten a-fiihrende Exem-
plare. In den Heidebirkenwildern waren die absterbenden Blitter stets
gelb gefiirbt. Bevor die Pflanzen zur A-bildung kommen, werden sie
durch Kilte und Schnee iiberrascht. — Was das Alter betrifft, das die
Blitter hier erreichen konnen, so betrigt dieses gewishnllch 3 Jahre,
wobei jedoch ein Teil der Blétter nach 2 Jahren abgeworfen wird, an-
dere aber 4 Jahre ausdauern. A [(1)(1)(1) . . (1)]

Cornus suecica. Im Sommer wurden bei den Exemplaren der Bir-
kenwilder stets griine Bldtter beobachtet, hichstens war der Blattrand
a-fiilhrend. Bei jungen Blittern, die am 1. Juli auf dem Kaskamaoaivi
beobachtet wurden, war der A-gehalt sehr gering. Der Blattrand ent-

1) Hagerup, O., Empetrum hermaphroditum (Lge) Hagerup a new
tetraploid bisexual species. Dansk Botanisk Arkiv, Bd. 5, Nr. 2, Kebenhavn
1927. — Bei der Bearbeitung der mitgebrachten Empetrum-Proben erwies es sich,
dass diese E. hermaphroditum (Lge) Hagerup zugewiesen werden miissen,
denn alle Bliiten erwiesen sich als zwittrig. Die Pflanzen stammen aus folgen-
den Lokalititen: Péaddaskyspahta, Kolttakdéngéds, Pieni-Malla
(Kilpisjdrvi-Gebiet). Die Pflanzen vom Pa#skyspahta sind leider steril,
stimmen aber in allen Merkmalen vollkommen mit den Exemplaren vom Koltta-
kingis und vom Pieni-Malla iiberein.
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hielt, wo er rot gefdrbt war, A. in subepidermalen Zellen. — Im Herbst
bilden die Blatter von C. suecica betrichtliche A-mengen. Die Blitter
farben sich dunkel braunrot, zuerst in der apikalen Blatthélfte. Am 19.
August war die Farbung in den Wildern um den Kilpisjirvi sehr deut-
lich. Endgiiltig war die Herbstrte aber erst am 4. Sept. erreicht. In
der Spreite fiihrten A. Palisadenzellen, periphere Mesophylizellen und
z. T. auch Mesophyllzellen in der Umgebung von Geféssbiindeln. A [(1)(1)1].

Arcloslaphylos alpina. Die jungen Blétter sind steil aufgerichtet
und filhren A. in der apikalen Blatthilfte, insbesondere auf der Blatt-
unterseite (1. Juli, Kaskamaoaivi). A. enthalten Epidermiszellen und
zum Teil auch die peripheren Mesophylizellen. Im Sommer sind die
Blitter der Exemplare der Heidebirkenwilder griin gefirbt. Am 1. Sept.
war diese Firbung in den Wildern um den Kilpisjirvi unverindert.
Am 11. Sept. auf dem Kaarevaara (Karesuando) zeigten die Blétter bei
allen beobachteten Exemplaren eine starke Rotung. A. enthalten aus-
schliesslich die subepidermalen Mesophyllzellen. A [1(1)1].

Vaccinium myrtillus. Noch Anfang Juli waren die Blitter der
Exemplare in der Nahe von Schneclagen sehr a-reich. Da die jungen
Blitter steil aufgerichtet sind, so ist die Blattunterseite stark gerotet,
A. fiihren die peripheren Schichten des Schwammparenchyms. Nachher
ergriinen die Blétter, erhalten jedoch in Heidebirkenwildern schon An-
fang August eine starke Rotung. In den Wildern der Kilpisjirvi-Ge-
gend waren die V. myriillus-Blétter am 15. August in trockenen Wildern
fast iiberall sehr a-reich. Die A-bildung schreitet fort, solange die
Temperatur die dazu nétigen physiologischen Prozesse noch ermiglicht.
Der Schnee fdllt in den Wildern wohl oft bevor die Blitter der Hei-
delbeere sich vollkommen gerdtet haben. A [1(1)1).

V. vitis idaea. A [(1)(1)(1) . . (D)].

Trientalis europaea. Die friihjéhrliche Rétung konnte im Juli an
vielen Standorten in der Nihe von Schneelagen in Heidebirkenwildern
beobachtet werden (Petsamon tunturit). In besonders trockenen Lokali-
titen wird diese auch weiter bis zum Absterben der Blitter beibehalten.
Also sind die Bldtter noch ungefihr zwei Monate gerstet, denn fast
chlorophyllose, rote, jedoch vollstindig, turgeszente Blitter waren am
4. Sept. noch iiberall in den Waldern des Kilpisjérvi-Gebietes zu beob-
achten.  Tritt oft als A [111] auf. In den Heidebirkenwildern ist
A [1(1)1] héufiger.

Pedicularis lapponica. A [111].

Solidago wirgaurea. Die jungen Triebe dieser Pflanze enthalten
reichlich A. (vergl. p. 126). Im Sommer sind die Blattspreiten gewthnlich

9
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a-frei. Am 27. August war in den Wildern westlich vom Siilasjirvi
die herbstliche Rotung deutlich. Am 30. Aug. waren in den Heidewdl-
dern ‘des Pieni-Malla geritete Blitter ziemlich hiufig, und am 8. Sept.
bereits haufiger als griine oder teilweise gerdtete. A [1(1)1].
Lycopodium alpinum, [000 . . 0].
Equisetum silvaticum. C [000].

C. Formation der Zwergstrauchheidé.

Calamagrostis lapponica. In der zweiten Hilfte des August waren
die verbliihten Triebe von C. lapponica iiberall im Absterben begriffen. Eine
Vergrosserung des A-gehaltes tritt bei dieser Pflanze im Herbst gewohnlich
nicht ein. Da, wo sich im Sommer A. gebildet hat, bleibt dieses erhalten.
Die Pflanze verhilt sich oft wie A [111], obschon A [1(1)(1)] mehr ver-
breitet ist. Da die Blétter die Unterseite dem Licht exponieren, so ist der
A-gehalt im grossten Teil der Spreite auf die Epidermiszellen der Blatt-
unterseite und die diesen angrenzenden Mesophylilzellen beschrénkt. Der
Zellsaft ist violettrot.

Deschampsia  flexuosa besitzt das Vermdgen A. zu bilden. Die
apikalen Blatteile waren bei den Pflanzen der Fjeldregion der Kilpis-
jirvi-Gegend Ende August a-filhrend. Anfang September vergrosserte
sich der A-gehalt deutlich. In der Blattspreite waren die peripheren
Mesophyllschichten, im Stengel und in den Blatischeiden auch die Epi-
dermiszellen Triger des violettroten Zellsaftes. Tritt in der Heide als
A [1(1)1] auf.

Festuca ovina. A [1(1)1].

Carex rigida. A [000)].

Juncus trifidus. In der Fjeldregion von Kolttakdngds war diese
Art (am 23. Juli) sehr a-reich; dies gilt besonders fiir das apikale Drittel
der Bliitenschifte. A. enthielten die Wandungen der Epidermiszellen
und das periphere Chlorenchym (hier im Zellsafte). Am 1. Sept. war
auf dem Pieni-Malla bei Juncus trifidus eine deutliche Zunahme des A-
gehalts bemerkbar. Ohne Zweifel tritt die Pflanze in den arktischen
Heiden vorwiegend als A [111], oft auch als A [1(1)1] auf.

Luzula spicata. Bei den am 10. Juli auf dem Pidskyspahta-tunturi
untersuchten Exemplaren waren die jungen Blétter rotlichbraun gefirbt.
Roter Zellsaft befand sich in den Spreiten besonders in subepidermalen
Schichten. Im Sommer sind die Bldtter oft am Rande und an der
Spitze a-haltig, sonst sind sie a-frei. Im Herbst findet eine erneute
A-bildung statt A [1(1)1].
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L. arcuate verhilt sich der vorher genannten Art sehr dhnlich,
ist jedoch drmer an A. A [1(1)1].

Saliz herbacea. A [1(1)(1)].

Polygonum viviparum. Auf dem Sirislaki in der Niahe der Schnee-
lagen waren die Epidermiszellen (am 5. Juli) bei jungen Blittern mit
noch sehr stark zuriickgerollter Spreite a-fiihrend. Zum Teil enthielten
A. auch die Mesophyllzellen. Wo auf dem Pieni-Malla P. viviparum in Hei-
deassoziationen beobachtet wurde, verhielten sich die Pflanzen wie
A [1(1)(1)], denn die Bldtter vertrockneten, bevor es zu der zweiten
A-bildung kommen konnte.

Betula nana. Auf dem Sdréslaki waren am 5. Juli in der Umge-
bung von Schneelagen noch zum Teil junge A. enthaltende Blitter vor-
handen. Im Sommer ist B. nana in der Regel dunkelgriin und in der
Spreite a-frei, doch konnen sich an beschédigten Asten oder Exemplaren
trockener Lokalititen mehr oder weniger a-fiihrende Blitter bilden.
Einen schonen Anblick bietet die Zwergbirke in der regio alpina fertilis
im Herbst. Infolge giinstiger Witterungsbedingungen trat die Férbung
im Herbst 1927 erst Ende August ein, diirfte sich sonst aber friiher
einstellen. Die A-bildung begann, wie es auch sonst die Regel ist, in
noch sehr chlorophyllreichen Blédttern, weshalb diese eine mehr oder
weniger griinlichbraune bis rotbraune Firbung annahmen. Da, wo die
Blitter zu dieser Zeit bereits im Vergilben waren, unterblieb die A-bil-
dung, weshalb die ersten Herbstblitter vorwiegend gelb waren. Am 1.
Sept. fand der Verfasser ca. 50 Prz. der verfirbten Blétter gerotet.
Mit jedem Tage vergrosserte sich ihre Zahl. Am 8. Sept. betrug sie
an denselben Standorten 90 Prz. Zu dieser Zeit war die Farbung sehr
verschieden, denn wihrend ein Teil der Striucher eine fast orangerote
bis gelbe Férbung angenommen hatte, waren andere braun- bis rein
karminrot geféirbt. Das A. befand sich im Blatte stets in den Mesophyll-
zellen, je nach der Lage des Blattes reichlichér in den Palisadenzellen.
oder in dem Schwammparenchym. A [1(1)1].

Rubus chamaemorus. Die jungen Blitter dieser Pflanze bilden
ziemlich reichlich A. Die in der Fjeldregion des Paiskyspahta (10.
Juli) untersuchten Exemplare enthielten A. vorwiegend in den Epider-
miszellen der Blattunterseite, die bei den gefalteten Blattern z. T. gut
belichtet ist. In den Heiden der Malla-tunturit war die herbstliche A-
bildung gut ausgepriéigt. A. fiihrten die Epidermis- und Palisadenzellen.
A [1(1)1].

Loiseleuria procumbens enthilt im Winter in den Palisadenzellen
der Blattspreite betrichtliche Mengen von A, Es ist deutlich zu sehen,

o*
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dass die A-bildung in den irgendwie verdeckten Teilen unterbleibt (Sa-
rislaki, 5. Juli). In der Fjeldregion in der Umgebung von Kolttakongis
war diese Pflanze bréunlichgriin. Nur die jungen Blitter waren a-frei.
Am 22. August (auf dem Saana und Malla) waren die Blatter grossten-
teils a-frei. Am 25. August fiel es auf, dass eine deutliche Steigerung
des A-gehaltes eingetreten war. Die absterbenden Blétter waren aus-
nahmslos in den belichteten Teilen rot gefdrbt. Sie fiihrten A. in derselben
Lokalisation, wie in den iiberwinternden lebenskriftigen Bldttern. Am
1. Sept. hatten die Pflanzen in den Diapensia- Loiseleuria-Heiden des
Kilpisjirvi-Gebietes zum grossten Teil eine fast rotbraune Farbung an-
genommen. — Die Lebensdauer der Blitter betragt hier 2—3 Jahre.
A ()1 . . 1]

Cassiope tetragona. Im Sommer ist diese Pflanze, wie der Verfas-
ser es in der Fjeldregion auf der Insel Seiland und im Kilpisjarvi-Gebiet
beobachten konnte, griin und a-frei. Am 80. August war der A-gehalt
in den Cassiope tetragona- Heiden auf dem Pieni-Malla deutlich. Am
1. Sept. war die iiberwiegende Mehrzahl der Striucher auf ihrer Siid-
seite stark gebrdunt. Von Norden gesehen waren die Zwergstraucher
griin. Am 8. September hatte sich die von A. herriihrende Braunfér-
bung iiber die ganze Cassiope- Heide auf dem Saana ausgebreitet. Die
Winterfirbung hatte sich also ungefihr im Laufe einer Woche eingestellt.
Was die Lokalisation des A. betrifft, so tritt dieses stets in den peri-
pheren, mehr belichteten Schichten des Assimilationsgewebes auf. —
Die Blitter von O. tefragona assimilieren in der Kilpisjérvi-Gegend ge-
wohnlich 8 Jahre lang. A [(1)1(1) .. 1].

C. hypnoides. In der Nihe von Schneelagen (Sérislaki) enthielt
diese Art am 5. Juli in den iiberwinterten Blittern in der der Licht-
wirkung mehr ausgesetzten Blattunterseite verhéltnismissig reichlich A.
in dem peripheren Assimilationsgewebe. Im Sommer ist C. hypnoides
in den Spreiten a-frei. Am 1. Sept. war deutlich zu sehen, dass die
Pflanzen mit der Bildung des , Winteranthocyanins“ begonnen hatten (Tso-
und Pieni-Malla). A [(1)1(1) .. (1)]. '

Arctostaphylos alpina tritt in der Diapensia- Loiseleuria-Assoziation und
der Empetrum- Heide sehr oft als A [111], aber auch als A [1(1)1] auf. Mitte
Juni waren die Pflanzen auf dem Pisskyspahta verhéltnismissig a-reich,
“ebenso am 25. Juli in der Gegend von Kolttakéngids und am 15. August
auf dem Malla und Saana (Kilpisjarvi-Gebiet). Am 1. Sept. war in den
Heiden auf dem Pieni-Malla zum grossten Teil die Herbstfarbung erreicht.
Die Intensitit der Farbung iibertraf hier bedeutend diejenige der 4. al-
pina-Exemplare aus lichten Heidebirkenwiéldern. Den karminroten Zell-

v



AXV.s N Pflanzenckologische Untersuchungen etc. 133

saft fiihrten stets die peripheren Zellschichten des Mesophylls. Oft wa-
ren die A-mengen in den Herbstbldttern enorm, wobei sdmtliche Zellen
des Palisaden- und Schwammparenchyms karmin- bis violettrote Firbung
aufwiesen.

Empetrum hermaphroditum (vergl. p. 128). Die Blatter dieser Pflanze
sind in Lappland 8 (bis 5) dJahre lebenskraftig. Im Sommer sind
die Blatter a-frei. Gealterte Blitter sind in dieser Jahreszeit rein gelb. —
Aut dem Kaskamaoaivi (Pitkajérvi, Finnisch-Lappland) waren Empetrum-
Blitter bei Pflanzen. die erst unlingst ausgeapert hatten, griin geférbt
und a-frei. In der Umgebung von Kolttakéngés, wo sehr viele Heidepflanzen
wegen der geringen Bodenfeuchtigkeit an Wassermangel litten und stark
" pigmentiert waren, war Empetrum griin. Allerdings wiesen die Blitter
oft einen geringen A-gehalt auf. Ebenso a-arm waren die Empelrum-Heiden,
die der Verfasser in Nordnorwegen und Finnisch-Lappland in der Um-
gebung des Kilpisjirvi sah. Anfang September war es jedoch Kklar,
dass Empetrum mit der A-bildung begonnen hatte. Erstens waren zu
dieser Zeit die gealterten Blitter in hoch gelegenen Heiden rot, zweitens
hatten die iiberwinternden Blitter an solchen Standorten A. gebildet.
Da zu dieser Zeit die Luft- und Bodentemperatur verhéltnismissig nied-
rig war, wobei fiir viele Arten das fiir die A-bildung notwendige Tempe-
raturminimum nicht mehr erreicht wurde, so ist es &usserst wahrschein-
lich, dass Empetrum hermaphroditum iiberwiegend als A [(1)(1)(1) . . (1)]
auftritt, obgleich, wie oben gezeigt worden ist, auch A [(1)1(1) . . 1]
vorkommt. A. enthalten die Palisadenzellen.

Diapensia lapponica. In der regio alpina fertilis von Kolttakongis
und vom Péiiskyspahta war diese Pflanze in der zweiten Hélfte des Juli
a-reich, obgleich neben braunroten auch fast griine Exemplare vor-
kamen. Da die Blatter dieser Polsterpflanze dicht stehen, wa-
ren ausschliesslich die apikalen Blatteile gerdtet. A. fiihrten die
Palisadenzellen, deren Chloroplasten sehr chlorophyllarm waren. Mitte
August wurde Diapensia in der regio alpina fertilis grosstenteils a-frei
gefunden, Am 7. Sept. iberwogen in den Heiden um den Kilpisjérvi
a-filhrende Exemplare, doch fanden sich ausser griinen auch solche,
bei denen nur die absterbenden Bliitter rot gefdrbt waren. — Die jungen
Blitter sind in der Regel a-frei, die iiberwinternden enthalten A., ergrii-
nen nachher, oder aber sie gehen allmihlich in das Karminrot der ge-
alterten Blatter iiber. Die Blitter leben wohl kaum mehr als 1.5 Jahre.
A [(1)11). .
Phyllodoce coerulea. Bei auf dem Sarislaki (Petsamon tunturit)
nntersuchten Pflanzen waren am 5, Juli die iiberwinterten, besonders
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aber die jungen Blitter a-reich, weshalb sie in den stirker belichteten
Teilen braunrot waren. Im Sommer sind die Blattspreiten a-frei. Be-
reits Mitte August war Phyllodoce in der Fjeldregion am Nordufer des
Kilpisjarvi in belichteten Teilen braun angehaucht. Am 24. August
hatte sich eine rotbraune Férbung der Pflanzen sehr deutlich gemacht. .
Die absterbenden Blitter waren rot. Am 1. Sept. war die Winterfirbung
vollendet : sowohl die jungen als die entwickelten und gealterten Blitter
enthielten A. in den peripheren Zellagen des Assimilationsparenchyms.
Infolge der vertikalen Stellung der jungen Blitter sind bei diesen die
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Fig. 17. Regio alpina fertilis am rechten Ufer des Paatsjoki gegeniiber Koltta-
kongéds (Finnisch-Lappland). A : kahler Felsboden (Gneiss) mit Krusten- und
niedrigen Strauchflechten. B: Giirtel, von ca 10 cm. hohen Vaccinium myrtillus
und 4—6 cm hohen V. witis idaea gebildet. Féarbung rot. C: V. myrtillus
15—20 cm hoch, V. vités idaea ca 10 cm. Firbung grin. D : Empetrum (b)
und Loiseleuria (c), grin. V. myridllus 5—6 cm hoch, Festuca ovina (d) 4—5 cm ;
Farbung rot. 25. Juli 1927.

»Blattunterseiten“ gebrdunt. Wie Beobachtungen in verschiedenen Teilen
Lapplands zeigten, leben die Bldtter von Phyllodoce gewthnlich 2—3
Jahre, doch ausnahmsweise auch 4—5 Jahre. A [1(1)1 .. 1].
Vaccinium myrtillus, V. uliginosum und V. vitis idaea. Alle drei Arten
sind in den Zwergstrauchheiden sehr a-reich. — In der regio alpina
fertilis von Kolttakéngiis ist das Urgestein an sehr vielen Stellen bloss
mit einer weniger als 1 dm dicken Schicht losen Materials bedeckt. Wo
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auf derartigen Standorten Vaccinium myrtillus auftritt, verhdlt sich diese
Art wie A [111].

Eine solche Lokalitét ist in Fig. 17 und Fig. 18 nach einer an
Ort und Stelle angefertigten Skizze dargestelit. In B und D ist die
Trockenheit des Bodens so gross, dass nur die Flechten eine ununter-
brochene, ca 8—5 cm hohe Decke bilden (Cladonda silvatica, C. rangi-
ferina, C. alpestris, C. gracilis u. a. zusammen mit Stereocaulon spp.).
Die Flechtendecke ist durch sich kreuzende Bodenrisse in kleine Poly-
gone Zerlegt.

V. myrtillus und V. vitis idaea bilden hier offene Bestidnde. In
C ist die Heide ununterbrochen. Die Vaccinien sind ausser in C sehr
a-reich. Bei V. myrtillus ist die Férbung fast braunrot, wiihrend V.

ST R

Fig. 18. Ein Bodenprofil in der Richfung ABCD in der Fig. 17. Die Breite
ist 100 mal, die Tiefe 10 mal verkleinert. Die aus halbverwesten Bldttern usw.
_bestehende Streudecke ist 1—2 em dick. Unter ihr befindet sich eine braun-
liche, mit Rohhumus gemischte Schicht (1), der die Bleicherde (2) folgt. Tiefer —
aus Sand und Grus bestehendes Morinmaterial (3), Steine und Felsgrund (4).

vitis idaea rotlichbraun bis gelbgriin ist. Auch Festuca ovina ist in D
stark a-haltig. Es unterliegt gar keinem Zweifel, dass unter so ungiin-
stigen Bedingungen alle 3 Arten als A [111] (V. vitis idaea nat. als
A[111 . . 1]) auftreten.

In den Empetrum-Heiden ist V. witis ideea im Sommer in der
Regel a-frei, bildet aber in den absterbenden und iiberwinternden Blit-
tern reichlich A., verhélt sich also wie A [1(1)1..1]. In der Loiseleu-
ria-Diapensia Heide verhilt sich diese Art, wie es Beobachtungen auf
dem Pasiskyspahta und den Malla-tunturit zeigten, wie A [111. . 1]. Uber-
all war deutlich zu sehen, dass gleichzeitig mit einer Zunahme des A. eine
Abnahme im Chlorophyligehalt stattfand und dass bei mangelhaftem Licht-
zutritt die A-bildung und die Chlorophyllabnahme unterblieben. Das A.
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fand sich stets in den #ussersten Schichten des Palisadenparenchyms,
zum Teil auch in tiefer gelegenen Zellen.

V. uliginosum verhélt sich, was die Lokalisation des Pigments anbc-
trifft, sehr #hnlich. Im Sommer ist diese Pflanze in der Fjeldregion
blaugriin und pigmentfrei ; eine Ausnahme bildet die Loiseleuria-Diapen-
sia-Assoziation, wo sie oft als A [111] auftritt (wobei aber die basale
Halfte der Spreite in der Regel a-frei bleibt). — Bereits am 17. August
hatten in den Heiden des Kilpisjirvigebietes viele Pflanzen die Herbst-
firbung angenommen. Am 8. September stellte sich diese iiberall ein,
wobei die Blitter eine schéne violettrote Firbung angenommen hatten.

Dass V. myrtillus in den trockenen flachgriindigen Heiden von Koltta-
kongds (wo es iibrigens, was Hiufigkeit anbetrifft, bei weitem hinter
V. vitis 1daea zuriickstebt) oft als A [111] auftritt, ist schon erwihnt
worden. Dass diese Art sich in der echten Vaccinium-Heide ebenso
verhillt, unterliegt keinem Zweifel. In der Niéhe der Schneelagen auf
dem Kaskamaoaivi, dem Padskyspahta, in der Gegend von Kolttakongis u.s.w.
waren die Pflanzen im Juli noch zum Teil unbelaubt, zum Teil mit nur ei-
nige Tage altem Laube bedeckt. Der A-gehalt war verhiltnisméssig be-
trichtlich, obwohl geringer als in der zweiten Hilfte des Sommers.
Da auch die chlorophylifiihrenden Zweige stark gerstet sind, so fallt
der V. myrtillus- Giirtel in der Nihe von Schneelagen schon von wei-
tem durch seine braunrote Farbung auf. Da die Blitter bei den Fjeld-
individuen der Heidelbeere steil nach oben wachsen, so ist die Blatt-
unterseite gewohnlich gut belichtet, weshalb die peripheren Schichten
des Schwammparenchyms besonders viel A. fiilhren. Wie die Beobach-
tungen in der Kilpisjérvi-Gegend und in anderen Teilen Lapplands zeig-
ten, konnen die Pflanzen im Sommer auch in der regio alpina ergriinen,
sind jedoch in der Regel a-fiilhrend, besonders in der zweiten Hilfte
des Sommers. In Vaccinium-Heiden des Kilpisjirvi-Gebietes steigerte
sich diese Fiarbung Anfang September so sehr, dass diese Heiden von
weitem als blutrote Flecke auffielen. Bei den herbstroten Blittern ent-
hilt das gesamte Mesophyll oft karminroten Zellsaft.

Pedicularislapponica. Uberall, wo diese sehr verbreitete Pflanze
in der regio alpina fertilis beobachtet wurde, war sie wiihrend der gan-
zen Vegetationsperiode sehr a-reich. Stark a-filhrend sind schon ganz
junge Triebe. A. enthalten die Epidermiszellen des Stengels, zum Teil
auch die Zellen der priméren Rinde. Im Blatt (auch im Niederblatt) sind
ebenfalls die Epidermiszellen der Siiz des violettroten Zellsaftes, doch
wurde bei Exemplaren, die aus der Fjeldregion in der Umgebung von Koltta-
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kongids stammten, schwache Farbung auch in den Palisadenzellen beo-
bachtet. Diese Pflanzen waren ausserordentlich a-reich. A [111].

Solidago virgaurea. In den Zwergstrauchheiden sind sowohl Blat-
ter junger Triebe als auch Herbstblitter sehr a-reich. A [1(1)1].

Guaphalium supinum besitzt das Vermogen A. zu bilden, tritt jedoch
fast ausnahmslos als A [(1)(1)(1)] auf. Da, wo die Blitter infolge von
Verletzungen, an trockenen Lokalititen usw. A. enthdlten, befindet sich
dieses in der ersten subepidermalen Mesophyllschicht.

Lycopodium  alpinum und L. selago verhalten sich wie [000 . . 0].

D. Die Formation der Schneewiese.

Anthoxanthum odoratum.

Deschampsia flexuosa.

Vahlodea atropurpurea.

Trisetum spicatum.

Poa alpina . vivipara.

Festuca ovina,

Alle diese Arien haben die Fahigkeit A. zu bilden und treten
mehr oder weniger oft als A [(1)(1)(1)] auf. Die Blattspreiten
filhren in den gerdteten Partien violettroten Zellsaft in den peri-
pheren Mesophyllschichten. Bei einer Art (Vahlodea atropurpures) wurde
das Auftreten von A. in den Epidermiszellen beobachtet 1). -— Das Ver-
mogen A. zu bilden vermindert sich in der Reihenfolge: Anthoxanthum,
Vahlodea, Deschampsia, Festuca, Poa. Was die wichtigste Pigmentkombi-
nation betrifft, so ist A [(1)(1)1] bei Anthoxanthum odoratum héufig,
A [1(1)1] bei Vahlodea und Triselum, A [(1)(1)(1)] bei Deschampsia, Festuca
und Poa. Im allgemeinen ist der A-gehalt dieser Gréser unbedeutend.

Carex vigida, A [000].

C. Lachenalii. [000].

Juncus trifidus. Tritt in den Schneewiesenassoziationen vorwiegend
als A [(1)(1)(1)] auf. Auch A [1(1)(1)] wurde beobachtet.

Luzula arcuate und L. sudetica. Beide Arten konnen reichlich A. bilden,
sind aber wahrend des grossten Teiles der Vegetationsperiode a-frei. Im
Herbst roten sich die Blétter mit den apikalen Teilen beginnend. Roten Zell-
saft enthalten die peripheren Schichten des Mesophylls, ebenso die Winde
der Epidermiszellen. Die jungen Blitter kinnen A. bilden (enthalten

1) Poa alpina und Festuca oving betreffend liegen nur makroskopische
Beobachtungen vor.
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A. in den. Wandungen der Epidermiszellen und in den peripheren Me-
sophylizellen), sind aber in der Regel griin. A [(1)(1)1], aueh A [1(1)1].

Salixz herbacea und 8. polaris. Die jungen Blétter dieser Weiden-
arten enthalten verhdltnisméssig viel A., besonders auf der dem Lichte
mehr ausgesetzten Blattunterseite. Im Sommer sind sie in der Spreite
a-frei. Die herbstliche Gelbfiarbung tritt Ende August ein. Am 29.
August war bei S. polaris in den Schneewiesen auf dem Pieni-Malla ca die
Hilfte der Blétter gelb. Am 5. Sept. war die Gelbfirbung iiberall vol-
lendet. Der Blattrand fiihrte jedoch A., auch traten hier und da rot
gefirbte Blétter auf. —

S. polaris kann an besonders ungiinstigen Standorten, wo die
Bodenschicht fast ausschliesslich von Lebermoosen wie Anthelia Juratzkana,
Alicularia Breidleri usw. gebildet wird, sogar als A [111] auftreten,
wobei dann auch die absterbenden Blitter rot sind (Iso-Malla, 22. August
1927); sonst verhilt sie sich, tiberstimmend mit S. herbacea, wie A [1(1)(1)].
A. fiihren bei den Weiden die peripheren Mesophyllschichten. In einigen
Féllen war bei gealterten Blittern von S. polaris das gesamte Mesophyll
karminrot. Epidermiszellen waren stets a-frei.

Polygonum viviparum verhdlt sich in den Schneewiesen wie A [1(1)1].
In den jungen, ebenso in den gealterten Blittern filhren A. Palisaden-
zellen (insbes. die #usserste Schicht) und Epidermiszellen.

Oxyria digyna. Junge Blitter dieser Pflanze sind sehr a-reich.
In der Néhe von Schneelagen auf dem Sirislaki (Petsamon tunturit) ge-
sammelte Exemplare filhrten A. in den Palisadenzellen und auf der
Blattunterseite in dem peripheren Mesophyll. Die Blitter der bliihenden
Pflanzen sind griin, der Blattrand auch bei diesen oft rot gefiarbt. In
den Salix herbacea-Assoziationen auf dem Pieni-Malla war die herbst-
liche Rotung Ende August gut ausgeprigt. Auch Epidermiszellen ent-
hielten A., doch war die Konzentration des Farbstoffes in diesen schwé-
cher als in den Palisadenzellen. A [1(1)1].

Cerastium lapponicum tritt vorwiegend als A [(1)(1)(1)] auf.

Alsine biflora. Diese Art ist fihig A. zu bilden, doch fand Ver-
fasser die Blattspreiten stets a-frei. Fs diirfte die Pigmentkombi-
nation A [000] vorliegen.

Ranunculus glacialis. Bei dieser Art konnen die Kronblitter reich-
lich A. bilden. Die Bildung des Zellsaftpigments ist vom Licht abhin-
gig, denn beschattete Teile der Petala sind weiss gefirbt. Die Sprei-
ten und Blattstiele konnen A. bilden, fiihren es aber in der Regel nur
in geringen Mengen. Auch in der regio alpina sterilis der Insel Seiland
verhielt sich diese Pflanze so. Die hiiufigste Pigmentkombination ist
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A [(1)(1)(1)]. Besonders oft sind der Blattrand und die apikalen Teile der
Blattabschnitte gerdtet. A. enthalten die peripheren Mesophyllschichten.
Die Herbstblitter waren in der Umgebung des Kilpisjérvi gelb, nur am
Blattrande gerdtet.

Ranunculus nivalis verhdlt sich, was die Blattspreite betrifft, dem R.
glacialis &hnlich, ist aber noch &rmer an A. Verhalt sich wie A [(1)(1)(1)]-

Ranunculus pygmaeus. Bei dieser Ranunculus-Art ist das Vermd-
gen A. zu bilden noch geringer als bei RE. nivalis. A-fiihrende Zellen
(subepidermale) wurden in Blatt- und Bliitenstielen und im Stengel beob-
" achtet, nie in der Blattspreite. A [000].

Cardamine Dbellidifolia. Gewdhnlich ist die Pflanze vollkommen
griin. Dass die Blattspreiten A. bilden konnen, steht fest. Bei jungen,
steil aufrecht gerichteten Blitlern ist die Blattunterseite oft blaulichbraun
bis violettrot. Den violetten Zellsaft enthalten periphere Schichten des
Mesophylls. A [(1)(1)(1)] bis A [1(1)(1)].

Cochlearia officinalis besitzt das Vermdgen A. zu bilden, ist jedoch
in der Regel griin und a-frei. Tritt in der regio alpina sterilis als
A [1(1)(1)] und A [(1)(1)(1)] auf.

Saxifraga cernua. Besonders der basale Teil des Stengels und
die Brutknospen fiihren in den Epidermiszellen reichlich A. Beobach-
tungen in verschiedenen Teilen Lapplands zeigten, dass S. cernua auch
in der regio alpina sterilis als A [(1)(1)(1)] auftritt.

Saxifraga rivularis. Die Pflanzen, die in der Nihe von Hammer-
test, auf der Insel Seiland und in der Umgebung des Kilpisjirvi unter-
sucht wurden, erwiesen sich in allen Teilen als a-frei. Aus den An-
gaben Thorild Wulff’s geht hervor, dass diese Art in den Blittern,
Stengeln und Kelchbldttern A. bilden kann. A [(1)(1)(1))-

Saxifraga stellaris bildet reichlich A. und tritt besonders oft als
A [1(1)1] auf, doch auch A [111] ist sicher nicht selten. Am 5. Juli
war diese Art in der Umgebung von Schneelagen (Sirislaki) braunrot
gefiirbt, die absterbenden Blétter gelblichrot. Im August hatten die auf
der Insel Seiland und in der Kilpisjirvi-Gegend untersuchten Exemplare
grosstenteils rein griine Firbung angenommen. Anfang September war
der A-gehalt bei dieser Art auf dem Pieni- und dem Iso-Malla sehr betricht-
lich. In allen untersuchten Fillen war die Lokalisation des Pigments
epidermal. Hier und da begegneten stets auch a-filhrende Mesophyll-
zellen. Die var. comosa verhilt sich der ,,Hauptform® sehr #hnlich. Die
am 19. August auf den Jehkatstunturit untersuchten Exemplare hatten
in den Blattachseln neue Rosetten gebildét, die bereits eine rotlichbraune
Firbung angenommen hatten. Da diese jungen Blétter mehr oder weniger
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steil nach oben gerichtet sind, so enthielt die Blattunterseite reichlich A. In
den ausgewachsenen Rosetten waren die Blitter griin, nur der Blatt-
rand rotlich. Absterbende Bldtter waren in den belichteten Teilen ge-
rotet. Die Lokalisation des A. wie bei der Hauptform.

Sibbaldia procumbens. TUberall, wo die Pflanze in der Nihe von
Schneelagen im Juli und Anfang August untersucht wurde (Petsamon
tunturit, Pddskyspahta, Kolttakongés), waren die bldulichgriinen Blétter
in der Spreite mit Ausnahme der apikalen Teile der Blattzéhne voll-
stindig a-frei. Dagegen fiihrte ein Teil der jungen Blitter stets etwas
A. Im Herbst, nachdem die Triebe verbliiht sind, setzt eine reichliche
A-bildung ein, die auf dem Skogerdfjeld (Nordnorwegen) stellenweise
bereits am 24. Juli gut ausgeprigt war. Zum Teil findet die A-bildung
in den gealterten Bldttern erst Ende August und Anfang September
statt. Die geriteten Blitter filhren A. in Epidermiszellen und in vielen
Zellen des Palisadenparenchyms. Die Pflanze tritt in den Schneewiesen
vorwiegend als A [(1)(1)1] auf, an besonders ungiinstigen Stellen iiber-
wintern die Bldtter griin und bilden A. erst in der ersten Halfte der
folgenden Vegetationsperiode.

Viola biflora. A [000].

Cassiope hypnoides. A [(1)(1)(1) . . (1)].

Veronica alpina, Wie die Beobachtungen auf dem Pieni-Malla
(Kilpisjérvi-Geb.) zeigten, hatten sich bereits Mitte August die Knospen
der néachstjdhrigen Triebe gebildet, deren Blitter + bliulich gefdrbt
waren. Sie enthielten A. in den Epidermiszellen der morphologischen
Blattunterseite. Im Sommer fillt es auf, dass in den Hochblittern und
in dem oberen Teil des Stengels die Firbung des Zellsaftes blau ist,
wihrend die basalen Teile des Stengels (und der Blattrand) mehr vio-
lettrot gefdrbtes A. fithren. In den gealterten Blittern tindet keine
A-bildung statt, obgleich das Vermdgen A. zu bilden beibehalten wird.
A [1(1)(D)]. ‘

Pedicularis lapponica tritt auch in den Schnecwiesen als A[111]
. auf, doch ist der Pigmentgehalt geringer als in der Zwergstrauchheide,
Zum Teil tritt diese Art hier als A [1(1)(1)] aut.

Solidago wvirgawrea, A {[1(1)1]. Wihrend des grissten Teiles der
Vegetationsperiode ist diese Art a-frei.

Gnaphalivm supinum, A [(1) (1) (1)].

Lycopodium alpinum. [000.. 0].



Verzeichnis der im , Anhange“ erwidhnten Arten.

Alchemilla glomerulans 122
Alsine biflora 138

Angelica archangelica 124
Antennaria alpina 126
Anthoxanthum odoratum 119, 137
Arctostaphylos alpina 129, 132
Aspidium dryopleris 128

A. phegopteris 128

A. spinulosum 128

Astragalus alpimus 123

A. frigidus 123

Athyrium fihx femina 128
Bartsia alping 125

Betula nana 131

B. tortuosa 120 .
Calamagrostis lapponica 128, 130
Cardamine bellidifolia 139

Carex capillaris 120

C. Lachenaliv 137

C. rigida 120, 128, 130, 137
Cassivpe hypnoides 132, 140

C. tetragona 132

Cerastium lapponicum 138
Chaerefolium silvestre 124
Chamaenerium angustifolium 124
Cirsium heterophyllum 127
Cochlearia officinalis 139
Coeloglossum viride 119

Cornus suecica 124, 128

Deschampsia flexuosa 119, 128, 130, 137

Diapensia lapponica 133

Empetrum hermaphroditum 128, 133

Equiselum pratense 127

E. scirpoides 128

E. silvaticum 127, 130
Euphrasia minuma 125
Festuca ovina 128, 130, 137
Filipendula ulmaria 122

Gerantum silvaticum 123
Geum rwale 122
Gnaphalium norvegicum 126
G. suptnum 137, 140
Juncus trifidus 130, 137
Linnaea borealis 126
Listera cordata 120
Loiseleuria procumbens 131
Luzula arcuata 131, 137

L. spicata 130

L. sudetica 137
Lycopodium alpinum 130, 137, 140
L. annotinum 127

L. selago 137

Melampyrum pratense 125
M. silvaticum 125

Milium effusum 119
Mulgedium alpinum 127
Oxyria digyna 138

Paris quadrifolia 120
Parnassia palustris 121
Pedicularis lapponica 129, 136, 140
Phleum alpinum 119
Phyllodoce coerulea 133
Pinguicula alpina 126
Pirola minor 125

P. rotundifolia 125

P. secunda 124

Poa alpina 120, 137
Polygonum viviparum 120, 131, 138
Ranunculus acer 121

R. glacials 138

R. niwvalis 139

R. pygmaecus 139
Rhinanthus magjor 126
Rubus arcticus 122

R. chamaemorus 131

R. saxatilis 121
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Rumex acetosa 120

Salix herbacea 131, 138

8. lapponum 120

S. polaris 138

8. reticulata 120-
Saussurea alpina 126
Saxifraga cernua 139

8. rwularts 139

8. stellaris 139

Selaginella selaginoides 127
Sibbaldia procumbens 140
Soltdago virgaurea 126, 129, 137, 140

Sorbus aucuparia 121
Thalictrum alpinum 121
7rientalis.europaea 125, 129
Trisetum spicatum 137

Trollius europaeus 121
Veaccindum myriillus 125, 129, 134, 136
V. uliginosum 125, 134, 136

V. witis idaca 125, 129, 134, 135
Vahlodea atropurpurea 137
Veronica alpina 140

Viola biflora 123, 140



Pflanzenverzeichnis.

Anthophyta.
Alchemilla glomerulans Bus.
Alopecurus aequalis Sobol.
Alsine biflora Whlbg.
Angelica archangelica L.
Antennaria alpina R. Br.
Anthoxanthum odoratum L.
Arctostaphylos alpina Spr.
Astragalus alpinus L.
A. frigidus Bunge
Bartsia alpina L.
Betula nana L.
B. tortuosa Ledeb.
Calamagrostis lapponica Hartm.
C. purpurea Trin.
Cardamine bellidifolia L.
Carex capillaris L.
C. Lachenalii Schkuhr
C. rigida Good.
Casstope hypnoides Don
C. tetragona Don
Cerastium lapponicum Cr.

Chaerefolium silvestre Sch. et Thell.

Chamaenerium angustifolium Scop.

Cirsium heterophyllum Hill

Cochlearia officinalis L.

Coeloglossum virtde Hartm.

Qornus suecica L.

Deschampsia caespitosa PB.

D. flexuosa Trin.

Diapensia lapponica L.

Dryas octopetala L.

Empetrum hermaphroditum (Lge.)
Hagerup

Epilobium anagallidifolium Lam.

Euphrasia minvma Jacq.

Festuca ovina L.

F. rubra L.

Filipendula wlmaria Maxim.

Geranium silvaticum L.

Geum rwale L.

Gnaphalium norvegicum Gunn.
G. supinum L. .
Hierochloé alpina R. et Sch.
Juncus biglumis L.

J. trifidus L. .
Linnaea boreals L.

Listera cordata R. Br.
Lotseleuria procumbens Desv.
Luzula arcuata Whlbg.

L. confusa Lindeb.

L, pilosa Willd.

L. spicata Lam.

L. sudetica DC.
Melampyrum pratense L.

M. silvaticum L.

Milium effusum L.
Mulgedium alpinum Less.
Ozxyria digyna Hill

Paris quadrifolia L.
Parnassia palustris L.
Pedicularis hirsuta L.

P. lapponica L.

Phleum alpinum L.
Phyllodoce coerulea Bab.
Pinguicula alpina L.

P. vulgaris L.

Pirola minor L.

P, rotundifolia L.

P. secunda L.

Poa alpina L.

Polygonum viviparum L.
Ranunculus acer L.

R. glacialis L.

R. nivalis L.

R. pygmaeus Whibg.

R. reptans L.

Rhododendron lapponicum L.
Rubus arcticus L.

R. chamaemorus L.
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B. saxatilis L.
Rumex acetosa L.
Saliz herbacea L.
S. lapponum L.

8. myrsinites L.

S. phylicifolia Sm.
S. polaris Whibg.
8. reticulata L.
Saussurea alpina (L.)DC.
Saxifraga cernua L.
. groenlandica L.

. oppositifolia L.

. rovulares L,

. stellaris L.

it

Sibbaldia procumbens L.
Silene acaulis L.
Solidago virgaurea L.
Sorbus aucuparia L.
Stellaria memorum L.
Thalectrum alpinum L.
Tofieldia palustris Huds.
Trientals europaea L.
Trisctum spicatum Richt.
Trollius europaeus L.
Vacernwum myriillus L.
V. uliginosum L.

V. vitis vdaca L.
Vahlodea atropurpurea Fr.
Valeriana excelsa Poir,
Veronica alpina L.

V. scutellata L.

Viola biflora L.

Pteridophyta.

Aspidium dryopteris Baumg.

A. filix mas Sw.

A. phegopteris Baumg.
A. spinulosum Sw.
Athyrium filix femina Roth
Equisetum palustre 1.
I. pratense Ehrh.

I, scirpoides Michaux
E. silvaticum L.
Lycopodium alpinum L.
L. annotinum L.

L. selago L.

Selaginella selaginoides Link.

. stellaris L. var. comosa Retz.
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Bryophyta.
Andrenea alpestris Schimp.
A. Blyttnn Bryol. eur.
A. obovata Thed.
A. petrophila Ehrh.
Arcloa fulvella Bryol. eur.
Aulacomnium turgidum Schwaegr.
Bartramia ithyphylla Brid.
Brachythecium salebrosum Bryol. eur.
Bryum capillare L.
B. Duvalit Voit
B. pallens Sw.
B. purpurascens Bryol. eur.
Campylium protensum Kindb.
Climacium dendroides Web. et Mohr
Conostomum tetragonuwm Lindb.
Cynodontium strumiferum De Not.
Dicranoweisia crispula Lindb.
Dicranum congestum Brid.
D. scoparium Hedw.
Distichium montanum Hag.
Drepanocladus wncinatus Warnst.
Fissidens adianthoides Hedw.
Hylocomium proliferum Lindb.
Kiaeria Blyttiz Broth.
K. Starke: Hag.
Mnauwm cinelidioides Hiib.
Oncophorus virens Brid.
Plewrozium Schrebers Mitt.
Pogonatum capillare Brid.
P. commutata Lindb.
P. crassidens Lindb.
P. cucullata Bruch
Pohlia erecta Lindb.
P. nutans Lindb.
Polytrichum alpinum L.
P. commune L.
P. juniperinum Willd.
P, pibferum Schreb.
P. sexangulare Flork.
Rhacomitrium hypnoides Lindb.
Rhodobryum roseum Limpr.
Riytidiadelphus calvescens Broth.
B. triquetrus Warnst.
Tortella tortuosa Limpr.

Sphagnum compactum DC.
§. Dusenii C. Jens.



AXV.s

Pflanzenokologische Untersuchungen etc.

145

8. fuscum (Schimp.) Kling.
8. Lindbergii Schimp.
8. papillosum Lindb.

Alicularia Breidlers Limpr,
Anthelia Juratzkane (Limpr.) Trevisan
Cephalozia fluitans (Nees) Spruce
Chandonanthus setiformis (Ehrh.) S.O.
Lindberg
Diplophylium taxifolium (Whlbg.) Du-
mortier
Gymnocolea tnflata (Huds.) Dumortier
Gymmomatrium concinnatum (Lightf.)
. Corda
Leptoscyphus anomalus (Hook.) Lindb.
Lophozia Binsedii (Kaal.) Evans
L. Floerkei (W. et M.) Schiffner
L. Hatcheri (Evans) Steph.
L. lycopodioides (Wallr.) Cogniaux
L. quadriloba (Lindb.) Evans
L. ventricosa (Dicks.) Dumortier
Marchantia polymorpha L.
Marsupella aquatica (Lindb.) Schiffn,
Pellia epriphylla (L.) Lindb.
Plagiochila asplenioides (L.) Dumortier
Pleuroclada albescens (Hooker) Spruce
Ptelidium ciliare (L) Nees
Sphenolobus minutus (Crantz) Steph.

Lichenes.

Alectoria divergens (Ach.) Nyl
A. nigricans (Ach.) NyL
A. ochroleuca (Ehrh.) Nyl
A. prolixa Ach.
Bacidia trisepta (Naeg) Zhlbr.
Caloplace elegans (Link) Th. Fr.
Cetraria caperato (L) Wain.
. cucullata (Bell.) Ach.
. hepatizon (Ach.) Wainio
. hiascens (Fr.) Th. Fr.
. islandica (L.) Ach.

. mwalis (L) Ach.
Cladonza alpestris (L.) Rabh.
C. alpicola (Fw.) Wainio
C. bellidiflora (Ach.) Schaer.
C. carneola Fr.
C. cenotea (Ach.) Schaer.

SO0

. coccifera (L.) Zopf

. crispata (Ach.) Fw.

. deformis Hoffm.

. gracilis (L.) Willd.

. pleurota (Flk.) Schaer.
. rangiferina (L.) Web,

. silvatica (L.) Hoffm.

. uncinals (L.) Web.
yrophora arctica Ach.

G. cirrosa (Hoffm.) Wainio
G. cylindrica (L.) Ach.

G. hyperborea (Hoffm.) Ach.
G

G
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. proboscidea (L.) Ach.

. torrida Ach,
G. vellea (L.) Ach.
Haematomma ventoswm (L.) Mass.
Icmadophila aeruginosa (Trev.)
Lecidea Dicksonit Ach.
L. macrocarpa (DC.) Th. Fr.
L. pannaeola Ach.
L. pantherine (Ach.) Th. Fr.
Nephroma arcticum (L.) E. Fr.
Ochrolechia tartarea (L.) Mass.
Parmelia alpicola Th. Fr,
P. ambigua Ach.
P. cen‘irifugu (L.) Ach.
P. hyperopta Ach,
P, olivacea (L.) Nyl.
P. physodes (L.) Ach.
P. pubescens (L.) Wainio
P. sulcata Tayl.
Peltigera aphthosa (L.) Hoffm.
P. polydactyle (Neck.) Hoffm.
Pertusaria infralapponica Vain,
Solorina crocea (L.) Ach.
Sphaerophorus coralloides Pers.
Stereocaulon denudatum Flk.
8. subcoralloides Nyl. ,
S. tomentosum E. Fr.
Thamnolia vermicularts (Sw.) Ach.
Xanthoria parietina (L.) Th. Fr.

Algae,

Gloeocapsa rupticola Kiitz.
Scytonema mirabile (Dillwyn) Bornet
Stigonema hormoides (Kiitz.) Bornet et
Flahault '
S. wnforme Kiitz.
10
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p-3;Jessen p. 68; Jost p.100; Kairamo (Kihlman) pp. 3,99; Kali-
tin p. 106; Karsten p. 115; Kivilinna (Borg)p.3; Kluyver p. 108;
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Erklarung der Tafeln.

I. Vegetationsbilder.

Die unten folgenden Vegetationsbilder aus Finnisch- und Norwegisch-
Lappland stammen zum grossten Teil von den analysierten Probeflachen.
Einige Tafeln (IX, X, XII) sollen auch das glinzende Laub einiger arktischer
Pflanzenarten illustrieren. Da die Sumpf- und Moorvegetation im Texte fast
unbeachtet geblieben ist, sind entsprechende Aufnahmen unter die Vegeta-
tionsbilder nicht aufgenommen worden.

Schone Abbildungen nordlichster fennoskandischer Vegetation enthalten
die Arbeiten von Thore Fries (L ¢) Tengwall (L ¢), Linkola
(Suunnitelma luonnonsuojelualueiden erottamiseksi Pohjois-Suomen valtion-
mailla, Silva Fennica 1, Helsinki 1926), Pesola (Kaltsiumkarbonaatti kasvi-
maantieteellisend tekijini Suomessa, Ann. Soc. Zool.-Bot. Fenn, Vanamo, t. 9,
N:o 1, Helsinki 1928) u. a. '



Tafel I (oben). Wiesenbirkenwald auf dem SW Abhange des Pieni-Malla
(Kilpisjarvi-Gebiet), ca 50 m unterhalb der Waldgrenze. Der Charakter einer
»natlirlichen Geholzwiese“ tritt deutlich hervor. In der Krautschicht sind
Geranium silvaticum, Trollius europaeus, Alchemilla glomerulans, Parnassia palustris
besonders massgebend. Diesen Arten gesellen sich zu Rumezx acetosa, Polygonum
veiparum, Thalictrum alpinum, Viola biflora, Angelica archangelica, Barisia
alpina, Solidago virgaurea, Saussurea alpina, Cirsium heterophylium, Carex capil-
laris, C. rigide usw. In der Moosschicht: Brachythecium salebrosum, Campy-
‘oum protensum, Marchantia polymorpha, Fissidens adianthoides usw. (s. Anal, 2,
p. 26, 27). Verf. Photo. 30. Aug. 1927,

Tafel I (unten). Die Krautschicht in dem oben abgebildeten Wiesenbirken-
walde. Trollius europaeus (Friichte!), Geranium silvaticum, Astragalus frigidus,
‘Parnassia palustris, Saussurea alptna, Thalictrum alpinum usw. Verf. Photo. 30.
‘Aug. 1927,



Aceta et Commentationes Universitatis Tartuensis Taf. 1.
(Dorpatensis) N NXV.g,




Acta et Commentationes Universitatis Tartuensis Taf. 11,
(Dorpatensis) A XV.g.




Tafel II (oben). Pxdskyspahta (Finnisch-Lappland). Wiesenbirkenwald
in der Nahe des Kuotsjarvi. Ausser der Birke wachsen hier Salix caprea,
Sorbus aucuparia, Prunus padus. Die Krautschicht bilden Athyrium filixz femina,
Aspidium  spinulosum, Geranium silvaticum, Solidago virgaures, Chamaenerium
angustafolmm Cornus suecica, Trollius europaeus, Melampyrum silvaticum, M. pra-
tense, Milium effusum, Aspidium dryopteris, A. phegopteris, Eqmsetmn silvati-
cum u. a. (vergl. Amal. 1, p. 22—24). Verf. Photo. 17. Juli 1927.

Tafel II (unten). Paiskyspahta (Finnisch-Lappland). Wiesenbirkenwald.
In der Bodenvegetation erkennt man Aspidium dryopteris, Trollius europaeus,
Geranium silvaticum, Cornus suecica, Vaccinium myrtillus, Lycopodium annotinum,
Melampyrum silvaticum. Ausser diesen wachsen hier Vaccintum vilis idaea, So-
lidago virgaurea, Equisetum pratense, Avwra flexuosa. Verf. Photo. 17. Juli 1927.

10%



Tafel Il (oben). Ausgedehnte Bestinde von Wiesenweidengebiisch in
den Petsamon tunturit in der Nihe eines Sees (auf dem Photo nicht sichtbar!).
In der ca meterhohen Strauchschicht herrschen vor Saliz-Arten (bes. S. lap-
ponum), in der Krautschicht: Seussurea alpina, Geranium silvaticum, Vaccinium
myrtillus usw. Im Hintergrunde Schneelagen in der regio alpina. Verf. Photo.
14. Juli 1927.

Tafel II[ (unten). Hochstaudenwiese auf der Insel Seiland (Norwegisch-
Lappland). Eine an trockenere Standorte gebundene Assoziation, gebildet von
Aspidium  phegopteris, A. filiz mas, A. spinulosum, Deschampsia caespitosa,
D. flexuosa, Calamagrostis purpurea, Solidago virgaurea, Chamaenerium angusti-
folium usw. Verf, Photo. 6. Aug. 1927.



Acta et Commentationes Universitatis Tartuensis Taf. TI1.
(Dorpatensis)y A XVog,




Acta of Commentationes Universitatis Tartuensis Taf, 1y,
(Dorpatensiz) A XV,




Tafel 1V (oben). Hochstaudenwiese auf der Insel Seiland (Norwegisch-
Lappland), gebildet von Athyrium filix femina, Mulgedium alpinum (in Bliite !),
Alchemilla glomerulans, Gnaphalivm norvegicum usw. (s. Anal. 4, p. 42). Verl
Photo. 6. Aug. 1927.

Tafel IV (unten). Insel Seiland (Norwegisch-Lappland), Nordufer des
Kufjordes. Hochstaudenwiese. Man erkennt im Vordergrund Taraxacum sp.,
Gnaphalium norvegicwm, Athyrium filiz femina. Weiter folgen die stattlichen
Bliitenstinde von Mulgedium alpinum. Die Umbellifere (rechts) ist Angelica
archangelica. Verf. Photo. 6. Aug. 1927.



Tafel V (oben). Heidebirkenwald in der Gegend zwischen dem Padskys-
pahta-tunturi und den Petsamon tunturit in Finnisch-Lappland. In der
Strauchschicht: Juniperus communis; in der Krautschicht: Empetrum, Vacci-
nium myriillus, V. vitis tdaca, Cornus suecica, Trientalis europaea u. a.; in der-
Moosschicht: Cladonien, Nephroma arcticum, Dicranum-Arten usw. Verf. Photo.
14. Juli 1927. '

Lappland. Hohe der Betula tortuosa-Biume 2.5—5 m. In der Krautschicht
herrschen vor Empetrum, Vaceinium myrtillus, V. uliginosum, Betula nana. Mit die-
sen zusammen finden sich: Solidago, Trientalis, Cornus, Avra flexuosa, Aspidium
dryopteris. Von Flechten sind wichtig Cladonia-Arten und Nephroma arcticum.
Verf. Photo. 5. Juli 1927,

Tafel V (unten). Heidebirkenwald in den Petsamon tunturit in Finnisch-
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Tafel VI (oben). Heidebirkenwald an der oberen Grenze der regio
subalpina auf dem Padskyspahta (Nordabhang!). Die Spuren der Schnee-
schidigung an den Birken sind hier recht deutlich. Verf. Photo. 10. Juli 1927.

Tafel VI (unten). Die Jehkats-tunturit (Kilpisjarvi-Gebiet, Finnisch-Lapp-
land). Phyllodoce cocrulea-Heide. Ausser Phyllodoce wuchsen: Vaccinium myr-
tllus, V. uliginosum, V. vitis idaca, Solidago virgaurea, Saliz herbacea, Trientalis
europaea, Gnaphalium supinum, Pedicularis lapponica, Lycopodium alpinum, Aira
flexuosa u. a. Verf. Photo. 19. Aug. 1927.



Tafel VII (oben). Die Jehkats-tunturit (Kilpisjarvi-Gebiet, Finnisch-
Lappland). Cassiope tetragona-Heide. In der Heide herrscht vor Cassiope
tetragona. Mit ihr vergesellschaftet finden sich Empetrum hermaphroditum,
Vaccinium uliginosum, V. vitis idaea, Betula nana, Salic lapponum, Lycopodium
annotinum, L. selago, Carex rigida, Calamagrostis lapponica. In der Moosschicht
sind Dicranum congestum, Lophozia-Arten, besonders aber Cladonia- und Cetraria-
Arten wichtig (vergl. Anal. 7, p. 53 u. 54). Verf. Photo. 19. Aug. 1927.

Tafel VII (unten). Cassiope ieiragona daselbst. Hohe 15—20 cm. Verf,
Photo. 19. Aug. 1927.
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Tafel VII[ (oben). Piaiskyspahta (Finnisch-Lappland). Im Vordergrund
Loiseleuria-Diapensia-Heide. Der Boden wird von der Vegetation (aus Betula
nana, Vaccintum vitis idaea, Empetrum, Arctostaphylos alpina, Lotselewria procum-
bens, Diapensia lapponica usw. bestehend) nur zum Teil bedeckt. Im Hinter-
grund das seereiche Gebiet zwischen Padskyspahta und dem Eismeer. Verf.
Photo. 14. Juli 1927.

“Tafel VIII (unten). Kilpisjirvi-Gebiet (Finnisch-Lappland). Im Vorder-
grunde Empetrum-Diapensia-Heide auf dem Pieni-Malla (s. Anal. 6, p. 50—52).
Der Berg rechts im Hintergrunde ist der Saana-tunturi (vergl. Fig. 3). Verf.
Photo. 26. Aug. 1927. S



Tafel IX (oben). Pa#skyspahta (Finnisch-Lappland). Regio alpina fertilis.
Lozseleuria-Diapensia-Heide (s. Anal. 5, p. 48, 49, 52). Den Boden bedecken
Empetrum hermaphroditum (links), Arctostaphylos alpina, Betula nana (in der
Mitte). Von anderen Arten sind zu nennen: Louseleuria procumbens, Diapensia
lapponica, Juncus trifidus, Vaccinium vitis idaea. Das Gerdll und die Felsen
sind mit Krustenflechten (Rhizocarpon geographicum, Lecidea- und Lecanora-
Arten usw.) und Gyrophora-Arten bedeckt. Im Hintergrund die Petsamon
tunturit. Verf. Photo. 10. Juli 1927, ‘

t

Tafel IX (unten). Salix herbacea-Bestand in einer Zwergstrauchheide auf
dem Tyven (unw. Hammerfest). Ausser S. herbacea (lichtreflektierendes Laub!)
wachsen hier vorwiegend Heidepflanzen: Vaccinium myrtillus, Solidago virgau-
rea, Anthoxanthum odoratum, Juncus trifidus (auf dem Bilde an den vorjihrigen’
ausgeblichenen Halmen kenntlich), Lycopodium selago. Moose: Bartramia
wthyphylla, Polytrichum alpinum, Lophozia Floerkei usw. Verf. Photo. 1. Aug. 1927.
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Tafel X (oben). Der Tyven-Fjeld in der Néhe von Hammerfest. Schnee-
bodenvegetation unterhalb eines perennierenden Schneefleckes. Silene acaulis
in der Bliite. Links von dem mittleren, kleinen S. acaulis-Polster — Juncus trifidus.
Ausserdem auf dem Bilde Festuca ovina, Luzula sp., Polygonum viviparum,
Gnaphalium supinum. Verf. Photo. 1. Aug. 1927.

Tafel X (unten). I[nsel Seiland (Norwegisch-Lappland). Regio alpina
sterilis in der Nahe von Altenes. Eine Lebermoosassoziation des Schneebodens
(Anthelia Juratzkana, Pleuroclada albescens, Sphenolobus sp.), in der sich einige
Phanerogamen finden. Von diesen auf der Tafel Saliz herbacea (mit glinzenden
Blattern!) und Cassiope hypnoides. Verf. Photo. 3. Aug. 1927.
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Tafel XI (oben). Oberhalb der Waldgrenze sind in Norwegisch-Lappland
die kleinen, mit Schneewasser getrinkten Biche oft von weitem an der gelb-
lichgriinen Férbung kenntlich; diese Farbe verdanken sie den Moosen, die
die Bachufer und die Steine in den Bichen bedecken, Oft ist es Mniobryum
albicans var. glaciakis. Auf der Tafel (Tyven-Fjeld, unw. Hammerfest) bildet
diese Art die Hauptmasse. Die dunkleren Flecken werden durch Scapania
undulata verursacht. In dem Moospolster haben sich Saxifraga stellaris und
S. rivularis (auf dem ersten Stein im Vordergrund) angesiedelt. Der Bach
durchschneidet eine Schneewiese. Verf. Puoto. 1. Aug. 1927.

Tafel XI (unten). Pa#dskyspahta (Finnisch-Lappland). Lotseleuria-Dia-
pensia-Heide. Die Vegetation ist + offen. An vielen Stellen sind vegetations-
lose Flecke entstanden, an denen der nackte Morinenboden sichtbar ist. Stel-
lenweise ist der griinlichgraue Felsgrund (Metadiabas) entblosst. Dieser ist
in lingere Zeit bloss liegenden Teilen mit Gyrophora-Arten bedeckt. — Auf
der Tafel ist es (. proboscidea. Links: Empetrum hermaphroditum (dunkel),
Festuca ovina usw. Verf. Photo. 10. Juli 1927,
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Tafel XII (oben). Die Petsamon tunturit (Finnisch-Lappland). Betula
nana-Strauchheide in der Nihe der Baumgrenze. Die Glanzlichter (photogr. am
5. Juli 1927 um 10 Uhr morgens) werden von Beiula toriuosa und Betula
nana verursacht. Die Krautschicht bilden Vaccinium myrtillus, Empetrum,
Phyllodoce coerulea, Trientalis europaea, Rubus chamaemorus, Solidago virgaurea,
Aira flexuosa. In der Moosschicht sind Flechten (Cladonia-Arten) wichtig.
Verf. Photo. 5. Juli 1927.

Tafel XII (unten). Die Petsamon tunturit (Finnisch-Lappland).- Heide-
birkenwald. Die Aufnahme ist am 6. Juli 1927 um 1/, 10 Uhr morgens gemacht.
— Die Glanzlichter, die die Blitter der Betula fortuosa verursachen, sind sehr
deutlich. — Die Krautschicht bilden hier Vaccinium myrtillus, V., vitis idaeq,
V. uliginosum, Empetrum, Cornus suecica, Aira flexuosa, Pedicularis lapponica.
Die Moosschicht besteht aus Flechten und Moosen (Nephroma arcticum, Cladonia
rangifering, C. alpestris, C. silvatica, C. crispata, C. pleurota, C. gracilis, Lopho-
zia lycopodioides und and. Lophozia-Arten, Dicranum fuscescens, D. scoparium,
Hylocomium proliferum, Pleurozium Schreberi). Verf. Photo. 6. Juli 1927,



1L Blattduerschnitte von Pflanzen der Wiesen- und Heide-
formationen und der Schneewiesenformation.

Das verwendete Material stammt aus dem Kilpisjirvi-Gebiet
(2, 4, 6, 8,9, 10, 12, 18, 16, 21, 25, 35, 40, 41, 42, 46, 47, 49, 50, 53, 56, 58, 59,
60, 61, 62, 63, 64, 65, 66, 67, 69, 73), von Kolttakdngis (1, 43, 55), dem
P:iaskyspahtav-tunturi (3, 5, 7, 14, 17, 22, 23, 24, 26, 27, 28, 30, 32, 33,
37, 44, 45, 48, 52, 54, 57, 68, 70, 76), den Petsamon tunturit (11, 20, 51),
der Insel Seiland in Norduorwegen (15, 18, 19, 29, 31, 34, 36, 88, 60, 71, 72,
74, 75) und der Insel Skogerden in Nordnorwegen (39). Alle Blattquer-
schnitte sind in ein und derselben Vergrisserung (110 mal) wiedergegeben
worden, um die Zeichnungen direkt vergleichbar zu machen.

A. Vergleich von Pflanzen des Birkenwaldes mit Individuen derselben Art
aus der Zwergstrauchheide.

Taf. XIIL Links (1—4) Exewmplare aus der Zwergstrauchheide, rechts
(5—8) — aus dem Birkenwalde. Vaccinium vitis tdaea (1, 5); Vaccinium myriil-
lus (2, 6); Cornus suecica (3, 7); Linnaca boreahs (4, 8). Fast bei allen Arten
zeigen die Exemplare des Birkenwaldes deutliche Abnahme der Dicke der
Blattspreite. Nur Linnaea bildet eine Ausnahme, die méglicherweise durch die
Form der Mesophyllzellen bedingt ist, welche bei den Waldexemplaren + sternfor-
mig, bei den Heideexemplaren mehr abgerundet sind. Die Palisadenschicht ist
bei den Heideexemplaren gut ausgebildet. Bei Vacecinium vitis idaca (besonders
bei den Heideexemplaren) fillt die Stirke der Zellwandungen des Schwamm-
parenchyms auf.

B. Formationen der Wiesenbirkenwiilder, der Wiesengebiische und der
Hochstaudenwiesen.

Taf. XIV. Saliz reticulata (9), Saliz phylicifolia (10), Betula tortuosa (11),
Saliz glauca (12), Saliz lapponum (13), Saliz myrsinites (14), Filipendula ulma-
ria (15). Alle Arten besitzen ein gut ausgebildetés Palisadengewebe, dessen
Michtigkeit bei den Saliz-Arten besonders auffillt. Bei mehreren Saliz-Arten
(S. phylicifolia, S. glauca, S. lapponum, S. myrsinites) sind die Epidermiszell-
winde an der Innenseite verschleimt.



Taf. XV. Trollius europaeus (16, 17), Angelica archangelica (18), Alche-
milla glomerulans (19), Bartsia alpina (20), Trientalis europaea (21), Geranwum
silvaticum (22), Rubus arcticus (23), Solidago wvirgaurea (24). Aus 16 und 17
folgt, dass die Blattanatomie bei Trollius auch in den Birkenwildern grossen
Schwankungen unterworfen ist. Die Exemplare mit dicker Spreite und gut
ausgebildeter Palisadenschicht (16) stammen aus sehr lichten, hochgelegenen
Wildern des Kilpisjirvi-Gebietes, dagegen wuchsen die gross- und diinnblatt-
rigen Pflanzen (17) in den iippigen Birkenwildern am N-Abhange des Padiskys-
pahta-tunturi. Von den abgebildeten Arten fiihren Alchemilla glomerulans, Bart-
sia alpina und Solidago virgaurea Spaltoffnungen auch auf der Blattoberseite.
Bei Alchemilia glomerulans sind die Schliesszellen der Spaltdffnungen etwas
eingesenkt. Die Blattspreiten, ebenso die Aussenwinde der Epidermiszellen
sind diinn, die Palisadenschicht + ausgebildet.

Taf XVI. Astragalus alpinus ‘(25), Gnaphalium norvegicum (26), Athy-
rium filiz femina (27), Aspidium spinulosum (28), Aspidium filiz mas (29), Mul-
gedium alpinum (30), Chaerefolium silvestre (31), Aspidium phegopteris (32), As-
pidium dryopteris (33). Von diesen Arten besitzt nur Chaerefolium silvestre (31)
gut ausgebildetes Palisadengewebe, Bei Astragalus alpinus (25), Gnaphalium
norvegicum (26) und Mulgedium alpinum (30) ist dieses bedeutend schwicher,
den Farnen fehlt es ganz. Die Blattspreite ist im Vergleich mit derjenigen
der Pflanzen der Zwergstrauchheide (Taf. X VIII, XIX) viel (oft mehrmals) diinner,
ebenso die Epidermisaussenwand. - Bei Asiragalus alpinus sind die tangenti-
alen Winde der Epidermiszellen an der Innenseite verschleimt.

Taf. XVIL. Milium effusum (34), Parnassia palustris (35), Saussurea alpina
(36), Astragalus frigidus (37), Anthoxanthum odoratum (38), Calamagrostis
purpurea (39), Pirola secunda (40), Pirola rotundifolia (41), Pirola minor (42).
Von den Gramineen n#hert sich Milium effusum am meisten dem Blattbau
dikotyler Stauden der Birkenwilder. Eine verhiltnisméssig dicke, locker ge-
baute Blattspreite besitzen Saussurea alpina und Parnassia palustris. Besonders
die letztgenannte Art zeigt im Blattbau Anniherung an die Schneewiesenpflan-

zen. — Das Mesophyll der Pirola- Arten ist wenig differenziert. Die betrécht-
liche Dicke der Epidermiszellwinde steht vermutlich im Zusammenhang mit
dem immergriinen Charakter der Blitter. — Astragalus frigidus besitzt gut

ausgebildetes Palisadenparenchym. Die Interzellularen im Mesophyll sind klein.
Die Schliesszellen etwas eingesenkt.

C. Formation ‘der arktischen Zwergstrauchheide.

Taf. XVIII. Andromeda polifolia (43), Phyllodoce coerulea (44), Lotseleuria
procumbens (45), Cassiope tetragona (46), Diapensia lapponica (47). Alle Arten
besitzen eine xeromorphe Blattstruktur, die sich in der betriichtlichen Dicke der
Epidermisaussenwiinde und zum Teil auch der Winde des Schwammgewebes
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(bei Loiseleuria, Cassiope telragona, insbesondere aber bei Diapensia), in der Aus-
bildung des Palisadengewebes und in einer besonderen Blattform (bei Phyllodoce
coerulea und Cassiope telragona) sussert.

Taf. XIX. Luzula confusa (48), Luzula spicala (49), Vaccinium uligino-
sum (50), Betula nana (51), Carcx rigida (52), Calamagrostis lapponica (53), Arcto-
staphylos alpina (54), Pedicularis lapponica (55). Es ist die verhdltnismissig
betrichtliche Dicke der Blattspreite sowie der Epidermisaussenwand zu beto-
nen (eine Ausnahme ist Pedicularis lapponica). Letztgenannte Art besitzt von den
auf der Tafel abgebildeten dikotylen Arten das am schwichsten ausgebildete
Palisadenparenchym. Bei Arctostaphylos alpina, Vaccinium uliginosum und Be-
tula nana ist dieses gut ausgebildet.

D. Formation der Schneewiese.

Taf. XX. Saliz polaris (56), Saliwz herbacea (57), Anthoxanthum odora-
tum (58), Luzula arcuata (59), Poa alpina f. vivipara (60), Trisetum spicatum (61),
Luzula sudetica (62), Carex Lachenalii (63). Die wichtigen Zwergstriucher der
Schneewiesen — Saliz polaris und S. herbacea — besitzen gut ausgebildetes Pali-
sadenparenchym, auch ist das Schwammparenchym dicht. Beide Arten fithren
Spaltdffnungen sowohl auf der Blattunterseite als auch auf der Blattoberseite..
Bei 8. poleris (56) sind die Epidermiszellwénde an der Innenseite verschleimt,
weshalb das Lumen der Epidermiszellen klein ist. — Poa alpina {. vivipara und
Trisetum spicatum fithren Spaltsffnungen auf beiden Blattflichen. Bei diesen Arten
sind die Epidermisaussenwinde im Vergleich zu den in Heiden wachsenden Gra-
mineen wenig verdickt. Eine ebensolche Epidermis besitzt Luzula sudetica.
Luzula arcuata und Carex Lachenalii, die oft auch.in den Zwergstrauchheiden
gedeihen, besitzen dichtes, fast interzellularloses Mesophyll. Die Aussenwiinde der
Epidermiszellen sind bei diesen beiden Pflanzen verhiltnismassig stark verdickt.

Taf. XXI. Viola biflora (64), Gnaphalium supinum (65), Ranunculus pyg
maeus (66), Alsine biflora (67), Sibbaldia procumbens (68), Veronica alpina (69),
Cassiope hypnoides (70), Epilobium anagallidifolium (71). Alle diese Arten besitzen
Spaltoffnungen auf den beiden Blattflichen (bei Viola biflora auf der Blatt-
oberseite nur wenige). Sibbaldia procumbens (68) besitzt gut ausgebildetes Pali-
sadenparenchym. Bei den anderen Arten ist das Palisadenparenchym schwicher
ausgebildet oder fehlt sogar. Die Aussenwinde der Epidermiszellen sind ver-
hiltnismissig dick bei Alsine biflora (67) und Cassiope hypnoides (70), dinn
bis sehr diinn bei den anderen Arten.

Taf. XXIL - Cochlearia officinalis (72), Ranunculus glacialis (73), Ranuncu-
lus mivalis (74), Suxifraga rivularis (75), Saxifraga stellaris (76). Alle diese Arten
besitzen lockeres wenig differenziertés Mesophyll mit & grossen bis sehr gros-
sen Interzellularen. Die Grosse der Zellen und der Zwischenzellriume bedingt
die betrichtliche Dicke der Blattspreiten. Spaltéffnungen finden sich auf der
Blattunter- und Blattoberseite.
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