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Valikvastustega kiisimustike reliaabluse hindamine
Vootele Rotov

Lithikokkuvote

Kaesolevas bakalaureusetoos vaadeldakse erinevaid voimalusi valikvastustega kii-
simustike reliaabluse hindamiseks kiisimustiku iihekordse ldbiviimise pohjal.

T66 kaigus antakse lugejale vajaminevad taustteadmised valikvastustega kiisimus-
tike ning nende karakteristikute kohta, defineeritakse reliaablus klassikalise testi-
teooria raamistikus ja antakse vajalik matemaatiline baas reliaabluse hinnangute
tuletamiseks. Seejérel tuletatakse viis reliaabluse hinnangut, analiiiisitakse nende
kasutatavust praktikas ja tutvustatakse autori loodud programmiteeki, mis sisal-
dab programme tuletatud hinnangute leidmiseks kiisimustiku l&dbiviimisel saadud
andmete pohjal. T66 viimases osas tutvustab autor iiht voimalikku viisi kiisimustike
arvulise tolgenduse parandamiseks.

Too annab eestikeelse iilevaate klassikalise testiteooria alustest matemaatilisest
vaatepunktist ldhtudes, ning tutvustab praktikule erinevaid véimalusi testi re-
liaabluse hindamiseks, sealjuures tutvustatake meetodeid, millest osad annavad
tdpsemaid tulemusi, kui hetkel enamlevinud meetodid.

VOTMESONAD: psithhomeetria, klassikaline testiteooria, valikvastustega kiisimus-
tikud, reliaablus, reliaabluse hindamine, Cronbachi alfa, Guttmani lambdad, glb.



On the Reliability of Likert Scale Questionnaires
Vootele Rotov
Abstract

This bachelor’s thesis gives an overview of different possibilities of estimating the
reliability of the Likert scale questionnaires based on a single admission.

The thesis contains a short overview of the necessary background information
about the Likert scales and their characteristics, definition of reliability in the
context of the Classical Test Theory and mathematical basis for deriving estima-
tions of reliability. Also, five estimates are derived and their usability in practise is
discussed. Afterwards, the author gives a short overview of a programming library
that implements methods for finding derived estimates based on data gathered
with the questionnaire. Finally, the author proposes an approach for improving
the quantitative interpretation of a questionnaire.

The thesis gives an overview of the foundations of the Classical Test Theory in
Estonian from a mathematical viewpoint and introduces different possibilities for
estimating the reliability of a questionnaire, some of which give more exact esti-
mates than the ones in widespread use today.

KEYWORDS: psychometrics, Classical Test Theory, Likert scale questionnaires, re-
liability, estimating reliability, Cronbach’s alfa, Guttman’s lambdas, glb.
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Sissejuhatus

Kaéesolev bakalaureusetod on ajendatud psiihholoogide probleemist — kuidas
hinnata nende toovaldkonnas tihti kasutatavate valikvastustega kiisimustike usal-
dusvaarsust.

Sellest lahtuvalt on t66 peamiseks eesmérgiks uurida valikvastustega kiisimustike
hindamiseks lihtsasti kasutatavaid kvantitatiivseid meetodeid. Lisaks sellele loo-
dab autor pakkuda eestikeelset iilevaadet iihest valikvastustega testidega seotud
matemaatiliselt raamistikust. Olemasolevad késitlused on pigem praktilised abiva-
hendid psiihholoogidele.

T66 esimeses osas esitame vajaliku taustinfo, definitsioonid ja probleemipiistituse.
Seejérel ehitame iiles meile vajamineva osa probleemi vaatlemiseks sobivast mate-
maatilisest teooriast — defineerime testi usaldusvédirsuse ning rajame vundamendi
selle hindamiseks. Jargnevalt tuletame moningad erinevad usaldusviérsuse hin-
nangud. Seejérel tutvustame autori loodud programmiteeki, mis sisaldab eelnevalt
tutvustatud hinnangute implementatsioone. T66 viimases osas pakub autor vilja
alternatiivse lahenemise kiisimustiku vastuste arvulisele tolgendamisele.

Autori eesmérgiks on, et antud tekst oleks lihtsasti jilgitav keskmisele bakalau-
reuseoppe labinud matemaatikatudengile — meeldetuletuseks on valdkonnaspetsiifi-
lised matemaatilised definitsioonid ja tulemused t66 kéigus jooksvalt &ra
toodud.

Lisaks loodab autor, et loodud programmiteek pakkub huvi ka psiihholoogidele.

Autor soovib tdnada Margus Niitsood konstruktiivse juhendamise eest ning Timo
Aavat ja Kadi Kéahér-Petersoni abi eest kéesolevas bakalaureusettos kasutatud
artiklite kittesaadavaks tegemisel.



1 Taustinfo ja probleemipiistitus

Jargnevalt anname probleemi motestamiseks vajalikud taustateadmised ning pea-
tiiki 16petuseks piistitame kéesoleva t60 keskse probleemi.

1.1 Kiisimustik, kiisimus ja Likerti skaala

Kéesolev uurimus tegeleb kiisimustikega (Likert scale), milles soovitakse hinnan-
guid teatud arvule kiisimustele (Likert item) n-pallisel Likerti skaalal [7], kus n jadb
enamasi kahe ja kiimne vahele. Késitleme Likerti skaalasid, mis on stimmeetrilised,
see tdhendab, et positiivsete ja negatiivsete vastusevariantide arv on sama. Naiteks:®

Kéesoleva bakalaureusetoo iilesehitus on loogiline.

Ei néustu Ei noustu osaliselt Nii ja naa Noustun osaliselt Noustun

Joonis 1: Niide viitest, millele palutakse hinnangut Likerti skaalal

1.2 Likerti skaala tolgendamine intervallskaalana

Likerti skaala tolgendamisel intervallksaalana on vélja kujunenud tava seada valik-
vastustele vastavusse jéarjestatud taisarvud, kusjuures mida positiivsem on vastuse
variant, seda suurem on temale vastavusse seatud arv. Reeglina kasutatakse arve
alates iihest kuni valikvastuste arvuni voi valitakse vilja taisarvud nii, et neut-
raalsele vastusevariandile vastab null.

Kéesoleva bakalaureusetoo iilesehitus on loogiline.

9 -1 0 1 2
I I I I I
Ei noustu Ei noustu osaliselt Nii ja naa Noustun osaliselt Noustun
l l l l l
1 2 3 4 )

Joonis 2: Niide kahest levinumast Likerti skaala tolgendusest intervallskaalana

® Terviklike kiisimustike niited on esitatud lisades, joonisel 14 ja 15



Lugejal voib tekkida oigustatud kiisimus, kuidas pohjendab autor Likerti skaala
késitlemist intervallskaalana, kui Likerti skaala on olemuselt jarjestikskaala ning
selle tolgendamine intervallskaalana on vastuoluline kiisimus (vt naiteks [11]). Siin-
kohal todeme, et Likerti skaala tolgendamine intervallksaalana on praktikas piisa-
valt levinud, et selle valdkonna uurimine oleks oGigustatud, olenemata selle teo-
reetilisest pohjendatusest. Siinkohal va&rib autori silmis esile toomist kriitikute
iiks levinumaid argumente: ,hea“ ja ,viga hea“ keskmine ei ole loomulikul viisil
tolgendatav kui ,,hea + pool“ ehk alati pole pohjust eeldada, et koikide kiisimuste
omavaheline kaugus on mingil pohjusel vordne.

1.3 Kiisimustiku valiidsus

Kiisimustiku valiidsus on kiisimustiku karakteristik, mis iseloomustab kiisimustiku
voimet moota seda, mida see kujundati mootma. Enamikes kéasitlustes vaadeldakse
valiidsust kui vadrtust intervallskaalal nulli ja iihe vahel.

Néitena olgu meil kiisimustikuks kaal, mille nditu vaatleme kui kiisimustiku tule-
must kaalutava isiku puhul. Kaal, mis néitab 75 kilo kaaluva inimese kaaluks 74,5
kilo, omab korgemat valiidsust, kui kaal, mis sama inimese puhul néitab kaaluks
65 kilo.

Kiisimustiku valiidsuse motestamisel voime kasutada analoogiat tapsuslaskmisega.
Kui vaatleme kiisimustikke kui laskureid, siis tdhendab see, et laskuri A valiidus on
kérgem kui laskuri B oma seda, et tema tabamused asuvad mérklaua keskkohale
lahemal. Olukorda illustreerib jargnev joonis:

®

A B

Joonis 3: Kahe kiisimustiku valiidsuse vordlus



Arusaadavatel pohjustel on testi valiidsus ddrmiselt oluline ning psiihholoogiliste
testide valiidsuse hindamine on olnud iiks psiihhomeetria pohilistest uurimisob-
jektidest. Sellega seoses on tehtud palju t66d ka valiidsuse definitsiooni tdpsemaks
muutmisega, vorreldes selle paragrahvi alguses antud véga intuitiivse definitsioo-
niga. Kuna valiidsus on kéesoleva t66 raames vajalik vaid taustinfona probleemi
motestamiseks, tundub antud lihtne definitsioon aga sobivaim.

1.4 Kisimustiku reliaablus

Kiisimustiku reliaablus on kiisimustiku karakteristik, mis kirjeldab, kui jérje-
pidevad on subjekti erinevad méotmised sama kiisimustikuga. Nii nagu valiidsus,
on ka reliaablus reeglina mééaratud intervallskaalal nulli ja {ihe vahel.

Niiteks kaal, mis néitab igal kaalumisel 75 kilo kaaluva inimese kaaluks 74,5 kilo,
omab korgemat reliaablust, kui kaal, mis néitab juhuslikult kas 74,5 kilo voi 75,5
kilo.

Ka kiisimustiku reliaabluse motestamisel saame kasutada analoogiat tépsuslask-
misega. Sellisel juhul tdhendab see, et laskuri A reliaablus on suurem kui laskuri
B oma seda, et laskuri A tabamused asuvad teineteisele ldhemal, kui laskuri B
tabamused. Olukorda illustreerib jargnev joonis:

A B

Joonis 4: Kahe kiisimustiku reliaabluse vordlus

Paneme téhele, et korgem reliaablus ei tdhenda tingimata seda, et testi valiidsus
on suurem.



Reliaabluse tdpsema, matemaatilise definitsiooni anname edaspidi.

1.5 Valiidsuse ja reliaabluse suhe

Valiidsuse ja reliaabluse suhestamisel kerkib kiiresti iiles loomulik kiisimus — kas
test voib olla samaaegselt suure valiidsuse ja véikse reliaablusega? Eespool antud
definitsioonid jatavad selle kiisimuse lahtiseks. Vaatleme jargmist olukorda:

A O o) | A

g v ) 4 | e

74 74,5 75 75,5 76
O Kaalu 1 tulemused @ Kaalu 2 tulemused © Tegelik kaal

Joonis 5: Kaalumiste tulemused kahe erineva kaaluga kolmel katsel

Kui moista valiidsust kui kiisimustiku keskmist tulemust, siis voime véita, et esi-
mene kaal on viiksema reliaabluse, aga suurema valiidsusega. Selline valiidsuse
motestamine ei ole aga kiisimustike modelleerimise korral otstarbekas — katsete
kordamine on enamasti keeruline ning védheste mdotmistulemuste pohjal ei ole
voimalik tegeliku véikese reliaablusega testi tulemust vélja selgitada.

Alternatiivselt voime ka siin vaadelda olukorda tépsuslaskmise analoogiat kasuta-
des. Olgu meil laskur A, kelle lasud paiknevad mérklaua erinevates punktides, kuid
nende geomeetriline keskpunkt asub mérklaua keskel. Intuitiivselt on selge, et kui
laskude arv on piiratud, ei ole selline definitsioon, mille korral laskuri A valiidsus
oleks suur, otstarbekas. Kirjeldatud olukorda illustreerib jérgnev joonis:

A

Joonis 6: Kiisimistik, mille reliaablus on véike ja , valiidsus® suur



Seega, meie vaadeldava olukorra — psiihholoogiliste kiisimustike — puhul on mingi
valiidsuse taseme jaoks tarvilik tingimus mingi reliaabluse tase.

1.6 Sisemine jirjepidevus

Reliaabluse kui termini probleemiks on tema mitmetdhenduslikkus. Toome siin-
kohal &ra iithe moiste, mida tihti samuti reliaablusena vo6i sisemise jérjepidevuse
reliaablusena tuntakse.

Sisemine jarjepidavus (internal consistency) on kiisimustiku karakteristik, mis ise-
loomustab kiisimustiku erinevate kiisimuste vastuste jarjepidevust ehk seda, kui
hésti on vastused iihist konstruktsiooni hindavatele kiisimustele kooskélas [9, 177].
Paneme téhele, et erinevalt eelnevalt toodud reliaabluse definitsioonist, on sise-
mine jarjepidevus iihe kiisimustiku ldbiviimise keskne. Piltlikult valjendudes olgu
meil jargnev kiisimustik:

Kaéesoleva bakalaureusetoo iilesehitus on loogiline.

Ei néustu Ei noustu osaliselt Nii ja naa Noustun osaliselt Noustun
Mulle meeldib kaesoleva bakalaureusetoo iilesehitus.

Ei néustu Ei noustu osaliselt Nii ja naa Noustun osaliselt Noéustun

Kaesolevat bakalaureusetéod on lihtne lugeda.

Ei noustu Ei noustu osaliselt Nii ja naa Noustun osaliselt Noustun

Joonis 7: Kiisimustik bakalaureusetoo iilesehituse kohta

Siin on moodetavaks konstruktsiooniks kdesoleva bakalaureusetto iilesehitus ning
korgeks sisemiseks reliaabluseks on vajalik kolmele néites toodud kiisimusele antud
vastuste kooskola.

Selleks, et sisemine jarjepidavus oleks motestatud, peavad meil kiisimustikus ole-
ma mingi kindla konstruktsiooni moéotmiseks rohkem kui iiks kiisimus — vastasel
juhul on iga kiisimus téielikus kooskédlas koikide sama konstruktsiooni mootvate
kiisimustega, ehk iseendaga. Rohutame, et see noue ei laiene eelnevalt defineeritud
reliaablusele.

Sisemise jarjepidavuse modtmiseks on voimalik kasutada sisemise jarjepidavuse
teste. Segadust suurendab veelgi see, et iiks nendest testidest leiab kasutamist ka

10



meie poolt defineeritud reliaabluse hindamisel. Loodame, et nende kahe karakte-
ristiku eristamine aitab lugejal kdesolevas t66s kergemini orienteeruda.

Margime, et lisaks siintoodud kahele definitsioonile on ka teisi reliaabluse késitlusi
[3], mis aga selle t66 kontekstis ei tohiks segadust tekitada ning mille dratoomist
ei ole autor pidanud siinkohal vajalikus.

1.7 Probleemi piistitus

Kaesoleva tooga iiritame pakkuda lahendust jargmisele praktilisele probleemile:
kas on voimalik leida paremat hinnangut kiisimustiku reliaabluse kohta, kui seda
on tihti kasutatav Guttmani A3 (rohkem tuntud kui Cronbachi «)?

Kiisimusele vastamiseks on meil vaja rangemat lahenemist reliaablusele ning sel-
leks vaatleme reliaablust ithe matemaatilise raamistiku — klassikalise testiteooria
— kontekstis.

11



2 Reliaablus klassikalises testiteoorias

Jargnevas késitluses votame aluseks Melvin Novicki klassikalise testiteooria [14]
[13] ja selle tolgenduse Klaas Sijtsma poolt [18, 109].

2.1 Reliaabluse definitsioon
MEELDETULETUSEKS

-
|

I Definitsioon. FElementaarsiindmuseks  nimetatakse  juhusliku  katse
| voimalikku tulemust.?

| Definitsioon. Tdendosuseks nimetatakse funktsiooni P, mis igale siindmusele
| A€ 29 kus Q on mingi juhusliku katse kéikvoimalike elementaarsiindmuste
| hulk, seab vastavusse arvu P(A), nii et on tédidetud jargmised nouded:

| 1. P(A) >0,VA € 2%,

I 2. P(Q) =1, P(§) =0,
|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

3. Kui siindmused Aj, As, ... on teineteist vélistavad, siis
P (UA,) => P(4).
i=1 i=1

Definitsioon. Diskreetseks juhuslikuks suuruseks nimetatakse funktsiooni
X : Q — R, mis votab kas lopliku v6i loenduva arvu erinevaid véartusi

T1,Z2, .., (Tn).

§ Siin ja edaspidi toetume tdeniosusteooria definitsioonide ja tulemuste sonastamisel
Kalev Pérna opikule [15].

- - - J

Olgu meil mingi testile vastajate kogum I ning kiisimustik, milles on %k kiisimust,
kus iga kiisimus on [-pallisel Likerti skaalal. Nummerdame kiisimused naturaalar-
vudega 1 kuni k. On loomulik eeldada, et nii vastajate arv, kiisimuste arv kui ka
Likerti skaala suurus on 16plikud. Me véime vaadelda testi ldbiviimist kui juhus-
likku katset ning koiki erinevaid voimalike vastuste kombinatsioone kiisimustikule
kui elementaarsiindmusi, tédhistades saadud elementaarsiindmuste hulga kui €2 ning
elementaarsiindmuse kui w. Eeldame ka tdendosuste P, : 2 — R olemasolu, mida
tolgendame kui testi tulemuste esinemissagedust vastaja ¢ korral.

12



Kiisimus I i I
w
A Noustun osaliselt Nii ja naa Noustun
B Ei noustu osaliselt Noustun Nii ja naa
C Ei noustu Noustun osaliselt Nii ja naa

Joonis 8: Naited elementaarsiindmustest

Olgu Xij hulgal 2 méaaratud juhuslik suurus, mille voimalikke vaédrtusi vaatleme
kui vastaja ¢ poolt kiisimusele j antud vastuse arvulist tolgendust. On selge, et
sellise tolgenduse korral on juhusliku suuruse Xij muutumispiirkond 16plik. Selle
hulga voimsus ei ole suurem kui [ ning jarelikult on juhuslik suurus Xij diskreetne.
Defineerime vastaja i testi tulemuse X; kui

k
Xi=> X
j=1

Paneme téhele, et X; on samuti diskreetne juhuslik suurus. Téepoolest, kuna te-
gemist on diskreetsete juhuslike suuruste summaga, siis on ta funktsioon hulgast
) hulka R. Lisaks, kuna koikide liidetavate muutumispiirkond on tokestatud arvu-
ga [ ning liidetavaid on k, siis ei saa funktsiooni muutumispiirkonna véimsus olla
suurem kui ¥

MEELDETULETUSEKS

-

|

I Definitsioon. Diskreetse juhusliku suuruse X jaotuseks nimetatakse paaride

| komplekti (z;,p;),i = 1,2, ..., kus z; on juhusliku suuruse voimalik vadrtus

| ning p; = P({w|X(w) = z;,w € Q}).

| Definitsioon. Diskreetse juhusliku suuruse X, mille jaotuseks K on paaride
omplekt k; = (x;,p;) i = 1,2, ..., keskvddrtuseks nimetatakse arvu

| komplekt k =1,2 keskvddrtuseks nimetatak

|

|

|

|

|

|

|

{ilki€K}

eeldusel, et see rida koondub absoluutselt.

Definitsioon. Juhusliku suuruse X dispersiooniks nimetatakse arvu DX =

I |

Triviaalse juhu véltimiseks eeldame edaspidi, et juhuslike suuruste X; dispersioonid

13



on nullist erinevad. Defineerime kiisimustiku tegeliku tulemuse vastaja ¢ jaoks kui
testi tulemuse oodatava keskvéidrtuse ehk

ti = € [Xz] .®

Kuna juhusliku suuruse X; voimalike vadrtuste arv on loplik, on ka tema kesk-
vaartus t; 1oplik.

Tolgendame vastaja 7 testi tulemuse ja tegeliku tulemuse vahet moéotmisveana,
tahistame seda kui E;. Seega X; = t; + E;.

MEELDETULETUSEKS

Lause 2.1. Kui X on diskreetne juhuslik suurus, jaotusega K, kus K on

paaride komplekt k; = (x;,p;),i = 1,2,... ning ¢ on mingi konstant, siis
€(X +c)=¢€X)+ec
Toestus.

€(X +c) = Z (zi +)pi = Z zip; + Z cp; =

|

| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
' :
I = Z Tip; + ¢ Z P = Z xp; +c=€e(X) +ec |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
' :
| |
| |
| |

{ilkieK} {ilk; €K} {ilk; €K}
{ilkieK} {i|k; €K} {i|k;€K}

Lause 2.2. Juhuslikule suurusele konstandi liitmine ei muuda dispersiooni:
D(X +¢)=DX.

Toestus.

D(X+¢) = e[ X +c—e(X+0)] "E* ([ X +c—e(X)+d = e[X —¢(X)] = DX.

Paneme téhele, et eelneva pohjal on vastaja ¢ modtmisvea keskvédrtus vordne
nulliga. Tdepoolest, kuna tegeliku tulemuse definitsiooni pohjal €[X;] = t;, siis
saame moodtmisvea definitsiooni arvesse vottes

Lause 2.1

tiZE[Xi}:E[ti—i‘Ei] = ti+€[Ei] — E[EZ]:O

® Tihistame keskviirtuse tihega e, kuna tavapirane tihistus £ omab antud késitluses teist-
sugust tdhendust.

14



Lisaks on lihtne mérgata, et D [X;] = D [E;], sest
Lause 2.2

D[X;|=DI[E; +t;] "=""DI[E].

Eelnevates definitsioonides keskendusime testi tulemuste motestamisele fikseeritud
vastaja korral. Kuna reeglina motestatakse teste praktikas mingi vastajate kogumi
raames, siis keskendume ka meie edaspidi sellele.

Vaatleme elementaarsiindmustena hulga I x {2 elemente ning eeldame, et eksisteerib
toenaosus

P, : 2% - R,

kus funktsiooni P, tolgendame kui isiku ¢ € I ja testi tulemuse w € €2 koosesinemise
sagedus.

Paneme téhele, et sellel elementaarsiindmuste hulgal voime médrata diskreetse
juhusliku suuruse 7', nii et

T ((i,w)) =t;,i € 1.

Seda juhulikku suurust tolgendame kui kiisimustiku tegelikku tulemust. Definee-
rime testi vaadeldava tulemuse kui diskreetse juhusliku suuruse X, nii et

X ((4,w)) = Xi(w)
ja testi vea kui diskreetse juhusliku suuruse F, nii et
E((1,w)) = Ei(w).

Paneme téhele, et kehtib X = E + T. Toepoolest, olgu meil suvaline paar (i,w) €
I x €, siis

X ((,w) = Xi(w) @ t; + Bi(w) = T ((,w)) + E ((1,w)) .
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MEELDETULETUSEKS

Definitsioon. Juhusliku suuruste X ja Y kovariatsiooniks nimetatakse suu-
rust

cou(X,Y) = e[(X — eX) (Y — eY)].

Definitsioon. Juhusliku suuruste X ja Y korrelatsioonikordajaks nimetatakse
suurust

Esitame niiiid meie poolt iiles ehitatud mudeli omaduse, mis osutub véiga kasulikus.
Olgu meil kaks suvalist kiisimustikku, mille vaadeldavad tulemused on vastavalt
X =T+ FEja X' =T + E'. Saab niidata, et siis kehtib

cov(T, E") = 0. (2.3)

Teisisonu, kiisimustiku tegeliku tulemuse ja kiisimustiku méotmisvea vahel ei ole
korrelatsiooni. Paneme tahele, et kuna me ei kitsendanud X ja X' valikut, siis ka
cov(T, E) = 0. See omadus muudab mudeli rakendamise palju lihtsamaks, kuna
me ei pea eeldama, et meie koostatud kiisimustikul on selline omadus.

Selle omaduse, mille kehtimine ei ole intuitiivne, toestus on mittetriviaalne ning ei
mahu kéesoleva t66 raamidesse. Rangest tdestusest huvitatutele soovitame tutvu-
da Donald Zimmermani mudeli iilesehitusega [25]. Lugejale voib olla huvipakkuv
see, et konealune omadus jareldub viga iildistest Hilberti ruumides kehtivatest
omadustest [24].

Kiill aga peame tegema jargmise eelduse — olgu meil kaks erinevat kiisimustikku,
mille mootmisvead on vastavalt E ja E’, siis

cov(E, E") = 0. (2.4)

Tehtud eeldus tdhendab seda, et mootmisvead ei tohi olla siistemaatilised. Néiteks,
jagades kiisimustiku pooleks ning vaadeldes molemat osa kui eraldi kiisimustikku,
siis esimese mootmisviga teades ei tohiks see meile midagi 6elda teise osa mootmis-
vea kohta. Paneme téhele, et see eeldus on siiamaani tehtutest praktikas koige
raskemini tagatav ning on potentsiaalne ohukoht testiteooria kasutamisel mingi
kiisimustiku motestamiseks.
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MEELDETULETUSEKS

Lause 2.5. Juhuslike suuruste X ja Y puhul kehtib

DX +Y)=D(X)+ DY)+ 2cov(X,Y).

DX +Y) X 4Y —e(X+ V)2 (X —eX+Y +eY]2 =

= (X — eX)? +26(X — eX)(Y — €¥) + (Y — eY)? O
= D(X)+ D(Y) + 2cov(X,Y).

|
|
|
|
|
Toestus. I
|
|
|
|
|
|
|

Jargnevalt tutvume paralleelse kiisimustiku moistega, mida voime tolgendada kui
sama kiisimustiku soltumatut kordusmootmist samades tingimustes. Kaks kiisimus-
tikku, mille vaadeldavad tulemused iile koigi vastajate kogumi I on X =T + F ja
X' =T'+ E’ ning mille vaadeldavad tulemused vastaja i € I jaoks on X; = t; + E;
ja X! =t;+ E., on paralleelsed parajasti siis, kui kehtivad jargmised viited:

2. D[E] = DIE.

Eelnevast jareldub lihtsalt, et
T="T. (2.6)

Toepoolest, olgu (i,w) suvaline paar hulgast I x . Siis kehtib

T((6,w) = t; = t; = T'((i,w)).

Seega nouame, et kahe paralleelse kiisimustiku korral vastajate tegelikud tulemused
alati iihtiksid ning vea dispersioonid oleksid vordsed — need noudmised sobivad
hésti kirjeldama sama kiisimustikuga sooritatud kordusmootmist.

Paneme tédhele, et kahe paralleelse kiisimustiku, mille vaadeldavad tulemused on
X ja X', korral kehtib

D[X] = D[X], (2.7)
kuna
D[X] = D[T + E] "> D[T] + DIE] + 2cou(T, E) %) D[T] + D[E] =
= D[T"|+ D|E'| = D[T"] + D[E'] + 2cov(T", E") = D[T' + E'] = D[ X'].
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MEELDETULETUSEKS

Lause 2.8. Olgu meil juhuslikud suurused X, Y ja Z. Siis

cov(X +Y,Z) = cov(X, Z) + cov(Y, Z).

|

|
I |
| |
| |
| |
| Toestus. I
| cou(X +Y,2) E e[(X+Y — e[ X +Y])(Z - e[2])] ‘& |
} = (X +Y —¢[X] +€[Y])(Z ~ ¢[2])] = |
| e[(X —e[X]) + (Y —€[Y]) (Z —€[2])] = |
| e[(X e [X]) (Z e[Z) + (Y —e[Y])(Z —€Z])] = I
I = e[(X —e[X])) (2 —elZ])] +e[(Y —e[Y]) (2 —e[Z])] + |
| = cov(X, Z)+cov(Y, Z). I
S §

Paralleelse kiisimustiku abil saame klassikalise testiteooria raames defineerida re-
liaabluse. Olgu meil kaks paralleelset kiisimustikku, mille vaadeldavad tulemused
iile vastajate kogumi I on vastavalt X =T + F ja X' = T" + E’. Kiisimustiku,
mille vaadeldav tulemus on X, reliaablus iile vastajate kogumi I on vordne X ja
X' korrelatsioonikordajaga, mida téhistame pxx/, teisisonu

pxx = corr (X, X').

Eelneva pohjal saame niidata, et kehtib

def cov(X X') (27 cov(X,X")  cov(T+ E, T+ E') Lause 2.8

P U DIXIDX] | JDIXIDX] D[X]

B cov(T, 1") 4 cov(T, E') 4 cov(E, T") + cov(E, E') (2.3)

Dx] (2.9)
_ cov(T,T") 4 cov(E, E') celdus (2.4) cov(T,T") (2 (2:6) cov(T,T) def
D[X] D[X] D[X]
el(X = ¢[X)) (X = ¢[X))] s DIT]
D [X] DIX]

Toestatud tulemus on huvitav — ilmneb, et saame Gelda midagi kiisimustiku ja
sellega paralleelse kiisimustiku korrelatsiooni kohta, teadmata midagi paralleelse
kiisimustiku kohta.
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Samuti méargime, et kuna T"= X — FE| siis kehtib

D[T] vawe2s D [T + E] —2cov(T, E) — D[E] (23)

PN T DIX] DIX]
ey DT+ E|~D[E] _D[X]-D[E] _ _DIE] (2.10)
N D[X] - DX] DI

Paneme tihele, kuna D[X] = D|[T| + DI|E], siis eelneva pohjal pxx: € [0, 1].

Eelneva pohjal on selge, et véide , kiisimustiku reliaablus on suurem “ on samavaérne
jargmise kolme viitega:

1. kiisimustiku korrelatsioon paralleelse kiisimustikuga on suurem,

2. kiisimustiku tegeliku tulemuse dispersioon on suurem vorreldes kiisimustiku
vaadeldava tulemuse dispersiooniga,

3. kiisimustiku mootmisvea dispersioon on viiksem vorreldes kiisimustiku vaa-
deldava tulemuse dispersiooniga.

Mérgime, et klassikalise testiteooria raames defineeritud reliaablus sobib kokku eel-
mises peatiikis antud mitteformaalse definitsiooniga, kui votta arvesse paralleelse
kiisimustiku semantilist tdhendust.

Paneme téhele, et tegemist on suhteliselt norku eeldusi vajava teooriaga, koige
raskem on praktikas tagada siistemaatiliste vigade puudumine.

Kuna kiisimustiku korduvmoéotmiste lédbiviimine ei ole tihti voimalik, on kasutuse-
le voetud erinevad meetodid testi reliaabluse hindamiseks kiisimustiku {ihekordse
labiviimise kdigus saadud informatsiooni pohjal, kus kasutatakse punktides (2.9)
ja (2.10) toodud omadusi. Jérgnevalt vaatleme, kuidas need meetodid on tuleta-
tud.

2.2 Vajalikud taustteadmised reliaabluse hindamiseks

Jargnev kisitlus tugineb Jacksoni ja Anguwamba 1977. aasta artiklile [10]. Olgu
meil vastajate populatsioon I, {ile mille vaatleme k kiisimusest koosnevat kiisimustikku.
Vaatleme seda kiisimustikku klassikalise testiteooria raames ning olgu X kiisimustiku
vaadeldav tulemus, 7" kiisimustiku tegelik tulemus ning F kiisimustiku mootmisviga.
Vaatleme iga kiisimust kui {ihest kiisimusest koosnevat alamkiisimustikku ja tdhistame
fikseeritud kiisimuse i € {1,2, ..., k} vaadeldava tulemuse kui X;, tegeliku tulemu-

k k k
se kui T; ning modtmisvea F;. Seega X = > X;, T = > T, ja E =) E;. Paneme
i=1 i=1 i=1
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tahele, et kui eelnevas peatiikis tdhistasime alaindeksiga kiisimusele vastajat, siis
edaspidi tdhistame sellega kindlat kiisimust.

Vaatleme testi kiisimuste tulemuste ja médtmisvea vektoreid: (X7, Xo, X3, ..., Xi),
(Ty, 15, T3, ..., Ty), (E1, Eo, Es, ..., Ey). Téahistame nende vektorite kovariatsioo-
nimaatriksid® vastavalt X x, Y7, Y. Seega,

cov(X1,X1)  cov(X1,X2) cov(Xy,X3) - cov(Xy, Xk)
cov (Xa, X1) cov (Xa, X2) cov (Xa, X3) oo cov(Xe, Xi)
Yy = | cov (X5, Xq) cov (X3, Xo2) cov (X3, X3) cov (X3, Xi)
cov (Xg, X1)  cov(Xg, Xo)  cov(Xg, X3) oo cov (X, Xi)

Eelnevalt lébiviidud arutelu (vt (2.9)) pohjal teame, et cov(X;, X;) = cov(T;,T;)+
cov(E;, Ej). Seega,

Yx = S+ g (2.11)

Lisaks kehtib eelduse (2.4) pohjal, et juhul kui ¢ # j, siis cov (E;, Ej) = 0. Sellest
tulenevalt kehtib

cov (Eq, EY) 0 0 0
0 cov (Ey, E») 0 0
Sy = 0 0 cov (Es3,E3) - 0 . (2.12)
0 0 0 «-+ cov(Ey, Ey)

Téhistame edaspidi maatriksi X x elemente kui x;;, maatriksi X1 elemente kui ¢;;
ning maatriksi Yy peadiagonaali elemente kui 6;. Seega, kui ¢ # j, siis t;; = x5

Tuletame meelde, et eelmises peatiikis veendusime (2.10), et testi reliaablus vordub

avaldisega 1 — %.

Veendume, et juhuslike suuruste summa dispersioon vordub liidetavate kovariat-

k
sioonimaatriksi elementide summaga, ehk kui X = " X; ja ¥ x = (z;;) on vektori
i=1

® Praktikas ei ole kovariatsioonimaatriksid meile teada, kuid valimi péhjal on meil voimalik
saada hinnang vaadeldavate tulemuste kovariatsioonimaatriksi kohta.
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(X1, Xa, ..., X}) kovariatsioonimaatriks, siis

k k
=1

D[X]:Z'

=1 j
Eelnevas veendumiseks paneme téhele, et

DIX] = D[X; + X5+ ...+ X, =2
Lause 2.8

= D[Xl] + D[XQ + X3 + ... +Xk] + 2COU(X1,X2 —|—X3 R —f-Xk) =
=D[Xq|+ D[Xo+ Xz + ...+ Xi]+
+2[cov(X7, X3) + cov(Xy, X3) + ... + cov(Xy, Xi)].

Néeme, et tegemist on rekurrentse vorrandiga. Arvestades, et cov(X, X) = D[X]
(vt (2.9)), ndeme, et igale liidetavale eelnevas summas vastab mingite kovariat-
sioonimaatriksite elementide summa, kusjuures koik kovariatsioonimaatriksi ele-
mendid kuuluvad téapselt iihte nendest summadest. Kovariatsiooni maatriksi jagu-
nemist illustreerib jérgnev tabel, kus iileval vasakus nurgas on D[X;], tumedama
tooniga on tédhistatud liidetavad, mille summa on vérdne arvuga 2[cov(Xy, X3) +
cov(X1,X3) + ... 4+ cov(Xy, Xi)] ja heledama tooniga liikmed, mille summast
moodustub D[X; + X5 + ... + Xj]. Siinkohal meenutame, et kovariatsioon on
stimmeetriline ning seega cov(X;, X;) = cov(X;, X;).

cov(Xy,X1) cov(Xy, Xs) cov(Xy,X3) ... cou(Xy, Xy)
cov(Xg, Xq) cov(Xa, Xo) cov(Xy, X3) ... cov(Xy, Xy)
cov(Xs3, Xq) cov(X3,Xs) cou(X3,X3) ... cou(Xs, Xi)
cov(Xy, X1)  cov(Xy, Xa) cov(Xg, X3) ... cov(Xy, Xk)

Lisaks on sellel rekurrentsel vorrandil lihtne baasjuht: selleks on olukord, kus sum-
ma koosneb ainult iihest liidetavast.

Arvestades maatriksi (2.12) struktuuri, saame vorduse

DE] 2.0

ISR Sh S (2.14)
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| MEELDETULETUSEKS

|
|
| Definitsioon. Maatriks C' € M ati(R) on mittenegatiivselt mddratud, kui iga |

maatriksi v € Maty,;(R) korral v*'Cv > 0. |

Veendume jargnevalt, et iga kovariatsioonimaatriks ning jarelikult ka ¥ x, Y7 ja
Y.r on mittenegatiivselt maaratud.

cov(X,aY) = acov(X,Y).

cov(X,aY) = e[(X — e[X]) (aY — e[aY])] ‘2
=e[<X—e[X]><aY—ae[Y])]=e[a( —e[X]) (Y —€[Y])] =
= ac[(X — e[X]) (Y —€[Y])] = acov(X,Y).
R 1

Olgu meil suvaliste juhuslike suuruste vektor (Y7, Ys,...,Y,), kusn € N ja olgu Xy
selle vektori kovariatsioonimaatriks. Olgu meil suvaline n-vektor v = (vq, vg, ..., v,).
Konstrueerime uue juhuslike suuruste vektori (Y/,Y5,...,Y)), kusjuures Y, = v;Y;

ning olgu X% selle vektori kovariatsioonimaatriks Vaatleme juhuslikku suurust

= > Y/. Kuna eelneva pohjal D[Y'] = Z E Yy,; ja definitsiooni pohjal

=1 i=1j=
n n
D[Y'] >0, siis Y > XY, ;= 0. Kuna ¥\ on kovariatsioonimaatriks, siis
i=15=1
n n
Lause 2.15
E g Yy = E g cov(v;Y;, v;Y5) E E vivjeov(Y;, Y;) (2.16)
=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1

Paneme téhele, et
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vicov(Y1, Y1) + vacov(Y1, Ys) + .. vcov(Yh, Y) r

v1cov(Ya, Y1) + vacov(Ya, Ya) + .. vpcov(Ya, Yr,)

vicov(Yy, Y1) + vecov(Yy,, Ys) + .. vpcov(Yy,, V)

ZZUZU]COU i j ZZEYU_D

i=1 j=1 =1 j=1

Seega v Yyv > 0, ning kuna v oli valitud suvaliselt, siis Yy on mittenegatiivselt
médratud. Kuna n ja Y7, Ys,...Y, olid suvaliselt valitud, siis on iga kovariatsioo-
nimaatriks mittenegatiivselt masdratud.

Sellega oleme andnud reliaabluse matemaatilise definitsiooni ning motestanud lah-
ti vajaminevad taustteadmised reliaabluse hindamiseks. Jargnevalt tuletame viis
reliaabluse alumist toket.
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3 Reliaabluse alumised tokked

Jargnevalt vaatleme reliaabluse viite alumist toket ning iiritame pakkuda lahen-
duse t06 alguses piistitatud probleemile. Vaadeldavatest alumistest toketest neli —
A1, A2, Az, Ay — pakkus 1945. aastal vélja Louis Guttman [8]. Viienda vaadeldava
tokke pakkusid vilja Jackson ja Anguwamba oma 1977. aasta artiklis [10]. Koik
tokked tuletame Jacksoni ja Anguwamba artiklile tuginedes.

Olgu meil vastajate kogum I, iile mille vaatleme k kiisimusest koosnevat kiisimus-
tikku, mille vaadeldav tulemus on X, tegelik tulemus on 7" ja modtmisviga on E.
Nummerdame kiisimused arvudega 1 kuni k. Vaatleme iga kiisimust eraldi alam-
kiisimustikuna, ning olgu X; kiisimuse ¢ vaadeldav tulemus, 7; kiisimuse ¢ tegelik
tulemus ja E; kiisimuse ¢ mootmisviga. Analoogiliselt eelmise peatiikiga tdhistame
vektorite (X1, Xo, ... Xy), (11, Ts, ..., Ty) ja (Ey, Ea, ..., Ey) kovariatsioonimaat-
rikseid kui Xx, Y7, Xp € Mat, (R). Nagu eelmises peatiikis, téhistame ka siin
maatriksi Xy elemente kui x;;, maatriksi Y7 elemente kui ¢;; ning maatriksi X
peadiagonaali elemente kui 6;. Edaspidi vaatleme selles peatiikis kiisimustiku, mille
vaadeldav tulemus on X, reliaabluse alumisi tokkeid.

3.1 Alumine toke )\

Vaatleme kovariatsioonimaatriksit X = (t;;). Eeldame vastuviiteliselt, et maat-
riksi Y7 peadiagonaalil leidub element, mis on negatiivne. Olgu selleks elemendiks
t;i- Olgu v vektor, millel on k elementi, kusjuures

1,7=1
UV = .,
0,7 #1
Paneme tihele, et niiiid v7 v = t; < 0. Téepoolest,

UTZTU = (til tig c. tzk) v = t“

Seega ei ole maatriks enam positiivselt méadratud, mis on eelmises peatiikis l&abi-
viidud arutelu pohjal vastuolus sellega, et 1 on kovariatsioonimaatriks.

Seega iga i korral peab kehtima t; > 0 ning kuna eelmise peatiiki pohjal ¥x =
Y + Y, siis peab kehtima 60; < z;; iga 7,1 < i < k Kkorral.

k k
Seega ka Y 0; < > x;. Jarelikult ka

=1 =1
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=1- = (3.1)

Seega, vottes arvesse vordust (2.14), oleme toestanud jargmise lemma:
Lemma 1. Kiisimustiku, mille vaadeldav tulemus on X, reliaabluse alumiseks

tokkeks on Ay, kus
k

L
—
)\1 =1 - "=

3.2 Alumine toke )\

Enne jargmise alumise tokke tuletamist veendume, et kehtivad kaks abitulemust.

Lemma 2. Olgu meil mittenegatiivselt médratud siimmeetriline maatriks
C = (¢;5),C € Mat,(R). Siis kehtib iga 1 <4, j < k korral

2
Ciicjj Z Cij'

Téestus. Valime suvaliselt ¢ ja j, nii et ¢ # j,1 < 4,7 < n ning o € R. Olgu meil
n-vektor v, kus

1k =i
Vg = a, k=7
0,k & {i,j}

Vaatleme juhtu, kui ¢ < j. Kuna eelduste kohaselt on C mittenegatiivselt maaratud,
siis peab kehtima

C11 T Cin 1

0<v’Co=(0" 1 0" o o) : .. 01, (3.2)
Cnl e Con [0
0//

kus 0,0’,0” on nullvektorid pikkustega vastavalt : — 1,5 —7 —1,n — j.
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Arvutame avaldise (3.2) véartuse:

0
C11 Cin 1
’UTCU — (OT 1 O/T o OI/T) ol =
Cni Cnn a
0//
C1; + acy;

=07 1 07 o 07) : —
Qp; + QCpj
= Cj; + OéCij + OéCji + 0420]']‘ = Cy; + QOZCZ'J‘ + 062ij.
Seega saame, et 0 < ¢; + 2ac;; + ¢jj. See, et saadud ruutvorratus kehtib, on
samavéairne sellega, et vaadeldava ruutvorrandi diskriminant ei ole nullist suurem.
Seega,
c?j —cic; <0,

milles soovisimegi veenduda. Juhul kui j < 4, siis on tdestus analoogiline.? [

Lemma 3. Olgu meil mingid arvud y;, 1 <17 < n. Siis kehtib jargnev vordus

2 n n n n

(Z) SDIDBUEINEETH 3) B
i=1 j=1 i=1 j=1
Ve J#i

Toestus. Paneme téahele, et kehtib jargnev vordus

(iy>2:iiy% Z"Jz +Zzyzyg

i=1 j=1 i=1 j=1
J#i

Jarelikult kehtib ka vordus

2(n—1) (Zy) 2(n—1) Zy,+2 (n—1) ZZyzyJ

i=1 j5=1
J#i

® Eelneva arutelu idee périneb Ivar Tammeraidi 6pikust [21].
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Liidetavad teistmoodi grupeerides saame, et

21N 2213y =

i=1 i=1 j=1
J#i

= (v} — 2y1y2 + v2) + (v — 2piys + ¥3) + -+ (U — 201y + ¥2) +
+ (3 — 2901 +y1) ++ (¥3 — 202ys + y3) + -+ + (5 — 2Y2Ynn + Y2) +
+ (o = 2yatn +u1) + (Yo — 2y +yn1) + -+ (Yh — 2YnYnor +yoy) +
4203 ) Tpy =Y > Wiy 2> Y i
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1

i G i

Selles aga soovisimegi veenduda.

O

Vaatleme jillegi kovariatsiooni maatriksit Xp = diag (6;). Méarkame, et eelmise
peatiiki pohjal kehtib x;; = 0;+t;; iga 1 < < k korral. Siis kehtib ka jargnev:

k k k
E 0; = E Ti; — E tii-
=1 i=1 i=1

Mérgime, et kuna kovariatsioon on definitsiooni pohjal siimmeetriline, siis on
ka suvaliste juhuslike suuruste vektori (Y1, Ys,...,Y,) kovariatsioonimaatriks Xy
siimmeetriline. Toepoolest, iga 1 < 7,7 < n korral

Yy = cov(Y;,Y;) = cov(Y},Y;) = Sy .

Arvestades kovariatsioonimaatriksite mittenegatiivselt méaératust ja siimmeetrili-
sust saame, et

kE k k k k k
Yo [t —t)? +2k >0 > ity kY > titys
; =is =i =i
Lemma 3 7 JF J7FT
ty = >
2 2(k— 1) k-1

EAN

=1
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Eelnevalt toestatud abitulemuse ja selle, et kui ¢ # j, siis t;; = x;;, pohjal saame
viita, et

Kk Kk kK
kYD ity kZZt?j kZZiBZ

k i=1j=1 Lemma. 2 i=1j=1 i=1j=1
Ztii > k]#l > - J#i _ - J#i
(k1) (k—1) (k1)

Seega kehtib jargnev lemma:

Lemma 4. Kiisimustiku, mille vaadeldav tulemus on X, reliaabluse alumiseks
tokkeks on Ao, kus

Paneme téhele, et

ning seega A; < .
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3.3 Alumine toke A3

Vaatleme jéllegi kovariatsioonimaatriksit 3. Olgu meil arvud 4, j, niiet 1 < 4,5 <
k,j # i ning olgu meil k-vektor v, mille element kohal 7 on 1 ja element kohal j

on —1. Kuna kovariatsioonimaatriks peab olema mittenegatiivselt
peab kehtima

t1; — 1y
to; — o

0 <o Spo=o | 7 [ =t bty -2t
tri — tky

Vottes arvesse, et kui ¢ # j, siis x;;

Teame, et voimalusi valida i ja j nii, et @ # j on k(k — 1) tiikki
koikide voimalike ¢ ja j valikul saadud vorratused saame, et

koo
PRI

i=1 j=1

k
2(k—1)) ti>2
=1

mis on samavéaarne sellega, et

= tija Saale, et tn + tjj 2 2I’U

maéadratud, siis

. Summeerides

Mérgime, et seega oleme leidnud jarjekordse reliaabluse alumise tokke. T'éepoolest,

k k&
1
Tar — L1 T k k k
7; kel ;jé:l N Sowy— >ty >0
J#i i=1 i=1 i=1
1= E k <1- k =1- E K
ZZ.TU szm ZZxU
i=1j=1 i=1j=1 i=1j=1

Sonastame saadud tulemuse lemmana.
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Lemma 5. Kiisimustiku, mille vaadeldav tulemus on X, reliaabluse alumiseks
tokkeks on A3, kus

k LA
> T — 1 >0l Lij
i=1 i=1 j;;
— _ J7t
Ay =1 k k
PIDIE
i=1j=1
Tokke teisendamisel saame, et
k LA kok k LA
qu_mzzxu ZZ%J—Z%HFEZZ%
i=1 i=1 ];1 i=1j=1 i=1 i=1 ];1
o o J7F o J7F o
Ay =1 kK k - k k -
DD Tij >0 Ty
i=1j=1 i=1j=1
ko k LA ko k
2020 T+ 2o D T > D Tij
i=1j=1 i=1j=1 i=1j=1
_ G itk i#i _
- k k=11 k& k o
>0 Tij DD T
i=1j=1 i=1j=1
k
_ L . Z;xu
kE—1 ko k
> D Tij
i=1j=1
Tuletades meelde tokke \; definitsiooni (vt lemma 1) on ilmne, et
k A\
Aa = 3.3
ST k-1 (3:3)

ja seega A < A3. Lisaks on voimalik nédidata, et A3 < Ay (vt [17, 148-149]).

Reliaabluse alumine toke A3 on enam tuntud kui Cronbachi «, mis on nimetatud
Lee Cronbachi jérgi, kes kasutas seda oma 1951. aasta artiklis [4], ning see on
ilmselt enim kasutatud reliaabluse hinnang. Kéesolevas t66s jadme selle alumise
tokke nimetamisel siiski A3 juurde — nii nimetas tuletatud toket Louis Guttman
oma kuus aastat varem ilmunud artiklis [8].
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Siinkohal mérgime ka &dra, et A3 kasutatakse tihti ka testi sisemise jérjepidavuse
hinnanguna ning sellega kokku puutudes tuleb kindlasti vélja selgitada, mida autor
reliaabluse all moistab.

3.4 Alumine toke \4

Vaatleme kovariatsioonimaatriksit Y7 = (t;;). Vaatleme k-vektorite hulka V' =
{v:|vul =1Vi,1 <i < k}. Olgu meil suvaline vektor v € V. Kuna 7 on
mittenegatiivselt madratud, siis teame, et kehtib

0 <ovl'Sp0.
Arvestades kovariatsioonimaatriksi g = diag(f;) omadusi, saame vorduse (2.11)

pohjal

k
Z@i = va@i =TS < 0TS yw.
i=1 i=1

Seega, iga v € V korral saame reliaabluse alumise tokke. Toepoolest, (2.14) pohjal
kehtib iga vektori v € V korral

k
0.
e &5 b
“wr ST ae T 'Ton
> D T Tij
i=1j=1 i=1j=1

Defineerime uue alumise tokke kui maksimumi koikidest sellistest toketest.

Lemma 6. Kiisimustiku, mille vaadeldav tulemus on X, reliaabluse alumiseks
tokkeks on A4, kus
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3.5 Alumine toke glb

Paneme téhele, et ¥ = diag (6;) struktuuri ( 2.12 ) tottu on tema mittenegatiiv-
selt méaaratus samavéidrne sellega, et 0 < 6; iga 1 < ¢ < k korral. Selle tulemuse
toestus on analoogiline alumise tokke A; tuletamisel ldbitehtuga.

Uritame niiiid leida vea suurimat voimalikku dispersiooni, mis (2.10) pohjal on
k
samavidrne summaga » 6;. Arvestades eelnevalt kirjeldatud piiranguid, saame

i=1
selle kirja panna jérgneva optimiseerimisiilesandena:

kus kirjapilt X7 > 0 téhistab tingimust ,, 37 on mittenegatiivselt méaaratud “.

Olgu z eelneva optimiseerimisiilesande lahend. Oleme saanud kiisimustiku reliaab-
luse viienda alumise tokke.

Lemma 7. Kiisimustiku, mille vaadeldav tulemus on X, reliaabluse alumiseks
tokkeks on glb (greatest lower bound), kus

glb=1— ————

M|

xij

i=1j=1

Paneme téhele, et kuna z on maksimaalne vea dispersioon fikseeritud X x korral,
siis on alumine toke glb minimaalne voimalik reliaablus. Siit aga saame, et iga
teine reliaabluse alumine toke peab olema tokkest glb véiksem voi sellega vordne.
Seega on glb suurim voimalik alumine toke.

3.6 Hinnangute kasutatavus praktikas

Piistitasime t66 alguses kiisimuse, kas on voimalik leida paremat reliaabluse hin-
nangut kui A3. Késitletud hinnangutest on nii ¢glb kui A, reliaabluse alumised
tokked ning samas vihemalt sama suured kui A3, seega on need ka paremad re-
liaabluse hinnangud kui A3. Empiiriliselt on ka A\, enamikel juhtudest suurem kui
A3.
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Paneme téhele, et \3 leidmine on véga lihtne, ning eelmise sajandi keskel, mil ar-
vutuslik voimsus oli tagashoidlik, oli tegemist olulise eelisega. Tédnapédeval on A3
lihtsus peaaegu olematu eelis, arvestades, et ka viga suurte kiisimustike puhul ei
valmista paremate hinnangute leidmine optimiseeritud programmi korral problee-
me.

Lisas B esitatud néidete pohjal ndeme, et praktikas voivad hinnangud olla viga eri-
nevad — néiteks joonisel 16 kujutatud kovariatsoonimaatriksi korral on tulemused
jargnevad:

Hinnang A1 Ao A3 Ay glb
Vaartus | 0.39 0.60 0.43 0.73 0.77

Joonis 9: Joonisel 16 kujutatud kovariatsioonimaatriksi reliaabluse hinnangud

On lihtne mérgata, et vorreldes toketega A\, ja glb alahindab A3 reliaablust oluli-
selt. Samuti on mérgatav vahe hinnangutel \s ja A\3. Tuletades meelde hinnangute
definitsioonid, voime iiritada pohjendada hinnangute erinevust — hinnangud ka-
sutavad kovariatsioonimaatriksitest erineva hulga informatsiooni. Kui A3 kasutab
ainult peadiagonaalil asetsevat informatsiooni, siis toke glb kasutab kogu kovariat-
sioonimaatriksis leiduvat teavet.

Joonisel 17 on aga néha, et isegi juhul, kui A3 on suur, annavad nii glb, A4 kui ka A3
suuremaid hinnanguid. Seega, kui kiisimustikku motestada klassikalise testiteooria
raamistikus, siis ei nde autor pohjust, miks peaks kasutama reliaabluse hindamiseks
A3, ning soovitab eelistada teisi, korgemaid hinnanguid. Autor mérgib siinkohal,
et tegemist tundub olevat valdkonna ekspertide seas levinud arvamusega [17] [19]

5].

Mainime siinkohal dra, et hinnangud ¢lb ja A4 vboivad teatud tingimustes olla nih-
kega. See on probleem, mis esineb praktikas, kui kasutame kovariatsioonimaatriksi
asemel tema valimi pohjal saadud hinnangut. Tdkke glb korral vaata [22], Ay kor-
ral [2].

4 Programmiteek

Jérgnevalt pohjendan lithidalt Pythoni eeliseid teegi realiseerimisel vorreldes sel-
liste alternatiividega nagu Java, R voi MATLAB:

1. Python on keel, millega programmeerimisalased opingud tavaliselt algavad.
Niiteks Tartu Ulikoolis 6petatakse programmeerimist keeles Python nii mate-
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maatika-informaatika teaduskonna tudengitele suunatud aines kui ka teiste-
le huvilistele suunatud aines ”Programmeerimise alused”, mida 2013/2014
aasta kevadel kuulas 150 inimest. Autor loodab, et nende seas on ka moned
psiihholoogia tudengid.

2. Pythonil on SciPy teekide néol viga hea arvutuslik tugi soovitud hinnangute
implementeerimiseks.

3. Pythoni teeki on viga lihte integreerida mone veebiraamistikuga, mis voiks
olla loodava teegi iiks rakenduskohti.

4. Python on vabavaraline ning tasuta kasutatav.

5. Sarnane programmiteek on juba implementeeritud programmeerimiskeeles

R [16].

Meetodid, mis leiavad A;, A, A3 ja A4, on implementeeritud nii programmeerimis-
keeles Python 2 kui ka programmeerimiskeeles Python 3. Klass, mille abil saab
leida glb, on implementeeritud soltuvate teekide piirangute tottu ainult program-
meerimiskeeles Python 2. Programmiteegi loomisel on kasutatud teeke SciPy [12]
ja CVXPY [6]. Programmiteek on kéttesaadav aadressil https://github.com/
vootelerotov/CTT-reliability-estimates.

Autor mérgib, et programmi, mis leiab hinnangu A4, ajaline keerukus on O (2"),
mis tdhendab, et suurte kiisimuste hulga korral ei ole selle kasutamine voimalik.
Kiill on aga sellisel juhul voimalik kasutada programme, mis leiavad ldhendi hin-
nangule \; (vaata [2]). Ulejiasnud programmide keerukus on poliinomiaalne.

Lisas C on &ra toodud hinnangute implementatsioonid programmeerimiskeeles
Python 2.

5 Intervallskaal alternatiivne tolgendamine

Antud t66 alguses piistitasime kiisimuse, kas leidub paremaid reliaabluse hinnan-
guid kui Az.

Léheneme niiiid reliaabluse hinnangu tépsustamisele teisest suunast ning vaatle-
me, millist moéju avaldab hinnangule A3 vastuste teistsugune télgendamine inter-
vallskaalal.
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5.1 Vastuste tolgendamine intervallskaalal

Kéesoleva t60 sissejuhatuses kirjeldasime viisi, kuidas vaikimisi teisendatakse vas-
tused Likerti skaalalt intervallskaalale. Mérgime, et selline tolgendus eeldab, et
vastused asuvad teineteisest sama ,kaugel””. Arvame, et paljudel juhtudel ei pea
see eeldus paika.

Sellest tdhelepanekust ldhtub jargmine kiisimus — kas on voimalik leida paremat
vastuste paigutust intervallskaalal kui vaikimisi meetod? Vaatleme kahte néidet:

Kaéesoleva bakalaureusetoo iilesehitus on loogiline.

‘@) ‘@) ‘@) ‘@) ‘@)
@) @) @) @) @)
Ei néustu FEi ndustu osaliselt Nii ja naa Noustun osaliselt  Noustun

Joonis 10: Naide sellest, kuidas paigutuvad hinnangud skaalal vaikimisi meetodit
kasutades

Kaéesoleva bakalaureusetoo iilesehitus on loogiline.

® ® ® ® ®
Ei néustu Ei néustu osaliselt Nii ja naa Noustun osaliselt Noustun

Joonis 11: Néide hinnangute alternatiivsest paiknemisest skaalal

Vaikimisi tolgendusele alternatiive vélja pakkudes peab meil olema mingi karak-
teristik, mille alusel tolgendust hinnata. Esitame jéargmise idee: iiritame leida hin-
nangute paiknemist skaalal nii, et kiisimustiku reliaablus oleks voimalikult suur.
Seame endale loomuliku piirangu: vastuste esialgne jéarjestus ei tohi muutuda.

5.2 Reliaabluse hindamine

Kuna kiisimustiku reliaabluse leidmine ei ole praktiliselt voimalik, siis kasuta-
me selle ldhendusena eelmises peatiikis késitletud alumisi tokkeid. On selge, et
tdpseima tulemuse annab voimalikult tdpse alumise tokke kasutamine. Kuna sobi-
va tolgenduse leidmine taandub optimiseerimisiilesandele, siis kasutame siinkohal
konservatiivsemat alumist toket A3: selle arvutamise lihtsus, mis ei omanud fiksee-
ritud tolgenduse korral tdnapéevase arvutusvoimsuse juures erilist tdhtsust, osutub
siin oluliseks eeliseks. Lisaks on A3 psiihholoogide seas laialt tuntud ning seda ka-
sutava meetodi juurutamine praktikas oleks ilmselt lihtsam, kui mone nende jaoks
tundmatut hinnangut kasutava meetodi juurutamine.
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5.3 Lihenemise korrektsus

Lugejal voib siinkohal tekkida kaks kiisimust ldhenemise korrektuse kohta.

Esiteks, kas selline ldhenemine tagab meile kiisimustiku suurema reliaabluse? Vas-
tus sellele kiisimusele on kahjuks eitav — toepoolest, on voimalik, et me saame
teistsuguse tolgendusega kiisimustiku, mille reliaabluse alumine toke on suurem
kui vaikimisi tolgendusega kiisimustiku puhul, kuid mille reliaablus on samal ajal
vaiksem. Kuna meil aga ei ole voimalik reliaablust tdpselt mocta, siis ei ole meil ka
otsest pohjust uskuda, et iihe tolgendusega saadud reliaablus on suurem kui teise
tolgenduse korral.

Kiill aga kerkib siinkohal esile praktilisem probleem seoses A3 kasutamisega reliaab-
luse hindamiseks. Nimelt voib leida aset olukord, kus meie pakutava tolgenduse
korral on A3 suurem kui vaikimisi tolgenduse korral, kuid moéni tihedam alumine
toke on véiksem. Illustreerime seda olukorda néitega.

l | 7
1

o glb

‘ |

l | 2
o ol :

Joonis 12: Olukord, kus alternatiivne tolgendus suurendab alumist toket A3 ja
vihendab alumist toket glb

Joonisel kujutatud olukord on kindlasti ebasoovitav. Lihtsam voéimalik lahendus
on uue tolgenduse korral leida teised alumised tokked ning juhul, kui koige ti-
hedam alumine toke on vaikimisi tolgenduse korral suurem kui leitud tolgenduse
korral, siis jaddda vaikimisi tolgenduse juurde. Keerukam lahendus oleks kasutada
optimiseerimisel monda tihedamat alumist toket — selle ldhenemise puuduseks on
aga vajadus lahendada keerukam optimiseerimisiilesanne.

Teiseks, kuidas mojutab vastuste tavapérasest erinev tolgendus kiisimustiku valiid-
sust? Selle kiisimuse korral mérgime &dra, et kuigi vaikimisi definitsioon on laial-
daselt levinud, ei ole selle kasutamine tihti pohjendatud ning on paljudel juhtudel
samavéirne meie poolt pakutud tolgendusega — meil ei ole mingit kindlat pohjust
uskuda, et iihe tolgenduse korral on valiidsus parem kui teise korral. Uhelt poolt
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on selline vastus mitterahuldav — meie pakutud lahendus ei pruugi olla parem kui
olemasolev. Teisalt ei pruugi vaikimisi kasutatav tolgendus olla parem kui meie
poolt pakutav.

Meie pakutava tolgenduse véikese eelisena voib siiski dra tuua jérgneva. Kuna
enamiku valiidsuse definitsioonide korral on valiidsus iilevalt tokestatud mingi re-
liaablusest soltuva funktsiooniga (kdige levinuma definitsiooni korral on tokkeks
reliaabluse positiivne ruutjuur), siis reliaabluse alumise tokke abil saame midagi
oelda valiidsuse koige viiksema voimaliku iilemise tokke kohta. Paneme téhele,
et kuna teame ainult reliaabluse alumist toket ja mitte reliaablust ennast, siis ei
ole meil mingit pohjust véita, et viahim voimalik iillemine toke on ka kiisimustiku
valiidsuse iilemiseks tokkeks.

5.4 Alternatiivse tolgenduse matemaatiline sonastus

Olgu meil populatsioon [ ning £ kiisimusega kiisimustik, kus iga kiisimuse kohta
palutakse hinnangut [-palli Likerti skaalal. Nummerdame kiisimused naturaalar-
vudega 1 kuni k. Olgu meil juhuslikud suurused K, Ko, ..., K, mille madramis-
piirkonnaks on koik erinevad voimalikud vastuste kombinatsioonid kiisimustikule
ning muutumispiirkonnaks on hulk {1,2,... 1} ning télgendame juhuslikku suu-
rust K; kui kiisimusele ¢ antud vastuse tolgendust vaikimisi kasutataval intervall-
skaalal. Toome sisse ka tdhistused pio,7 € {1,2,...,k},a € {1,2,...,1}, kus pis
tahistab toendosusust, et juhusliku suuruse K; védartus on «.

Tuletame meelde A3 definitsiooni iile vektori (K7, Ks, ..., Kj) kovariatsioonimaat-
riksi Y
k
Az = ( )1 — = ).
ST k-1

k k
> > Yk
i=1j=1

Vottes arvesse, et Yy =  cov(K;, K;), ning definitsiooni jérgi
cov(X, X) = e[(X — €[ X])(X — €[X])], saame, et

I iszz i iD(Ki)
>\3:(m)(1— ,;:1,9 )= — l———
> ZEKij > ZCOU(Kij)

i=1j=1 i=1j=1
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Soovime leida sellise viisi vastuste tolgendamiseks, et A3 oleks maksimaalne. Kuju-
tame juhuslikud suurused K, K, ..., K} juhuslikeks suurusteks M, M, ..., M,
kusjuures juhusliku suuruse M; mé&dramispiirkond iihtib suuruse K; médramis-
piirkonnaga ning M; saab vaartusi hulgast M; = {1, fie, .-, pat © € {1,2, ..., k}.
Lisaks kehtigu jargnevad kitsendused:

Hir < o < ... < Uy,

Kiw)=j = M;(w) = p;,Vj,1 <j <L

Siinkohal mérgime, et hinnangute tolgenduste juures ei huvita meid absoluutne,
vaid suhteline paigutus. Seda arvesse vottes lisame jargnevad normaliseerivad kit-
sendused:

!
E(L;) = Zpij,uij =0, (5.1)
=1

l l
D(L;) = Zpij(ﬂij — E(Ly))* = Zpij/i?j =1 (5.2)

Paneme téhele, et selliste piirangute korral esitub A3 lihtsamal kujul. Toepoo-
lest,

k
D(M;
N o k ] Z; (M) k ) k
T h—1| k& T k1| k&
> cov(M;, M;) > cov(M;, M;)

2

i=1j=1

—_

1j=

Siit ndeme, et sellisel juhul taandub A3 maksimiseerimine avaldise > | Y~ COV (M;, M;)
i=15=1
maksimiseerimisele.
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Kéesoleva bakalaureusetoo iilesehitus on loogiline.

® ® O, O O
1 2 3 4 )
O, O O e O e O
-1 -0.8 -0.10 0.1 0.3 0.5 1
Joonis 13: Naide hulkade ran(K;) ja ran(M;) suhestumisest
Olgu meil téenédosuste maatriks P, kusjuures
Payay Panaz)y - Panan Pai1) Paryez) o PaA1)(kl)
p— ba2)11) Paz2az2) - Pazan Pa2)(21) Pazye2) ccc P2)(kl)
Pkn1) Pkp@a2) -0 Pk Pkh21) Pki(22) 0 Pkl (kD)

kus puayig), 63 € {1,2,....k}, o, 8 € {1,2,...,1} tdhistab toendosust, et juhuslik
suurus K; saab védrtuse o ja juhuslik suurus K saab védrtuse 3.

Defineerime vektori z, nii et

xr = (Mn,lllz, <oy Hagy 215 U225 - - - ,Mk:l)T-

ko k
Siis 2Pz = Y Y cov(M;, M;). Veendume selles:

i=1j=1
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Panary Panaz)y - Pkl K11

ba2)(11) Paz2yaaz) - PaA2)(k) K12
' Pr = (,un M1z e ,Ukl) : : . : : =
Prn@1) P2y o Pk (kL) okl
M1t
E o1 E o1 [h12
= (Z > KgrP(r)n) E 2 HirDGra2) D D HrPGn) ) . =
j=1lr=1 Jj=1lr= j=1lr=1 :
ikl

l

k l .
=22 trPananim + Z Z PirPGrazthz + -+ Y
J=1

HjrD(jr) (kD) pry =
j=1 r=1 j=1 r=1 1

r=

kool ko ko1 ok
:Z ZZ“J’”Z’(W stZSZZZZZMerJT zs,uzs:ZZE
i=1 s=1 j=1 r=1 i=1 j=1 s=1 r=1 i=1 j=1
k& koK
1) D> EMMy) — E(M)E(M;) = >~ cov(M;, M)
=1 j=1 i=1 j=1

Eelneva pohjal piisab meile, arvestades eelnevalt dratoodud piiranguid M; kesk-
véadrtusele ja dispersioonile ning pannes tiahele, et moélemat piirangut on voimalik
lihtsasti kirja panna maatriksite korrutisena, suurima voimaliku A3 leidmiseks
ruutvorrandi 27 Pr maksimiseerimisest. Seega saame piistitada jirgneva optimi-
seerimisprobleemi, mille lahendus annab meile otsitavad tolgendused:

min z7 (—P)x
Rz =0,i€1,2,... k

Ri - (O, 07 .. '070pilapi27pi3api47 e 7pil707 07 o 7070) (53)
~———— ~—_———
(i—1)l (k—i)l
q]_l O .« . 0
e 0
2T Qir =1,i € {1,2,....k}, Q; = q? , .
0 O gkl
{0 jA£i
4k = . .-
Pik =]



5.5 Hinnang saadud tolgendusele

Selles peatiikis vilja pakutud idee kasutamise esimeseks eelduseks on piistitatud
optimiseerimisiilesande lahendamine. Antud {ilesande puhul on tegemist ruutkit-
sendustega ruutprogrameermisiilesandega, mille lahendamine on iildjuhul raske.®
Lisaks tundub, et antud tilesanne ei kuulu moénda lihtsamasse alamiilesannete klas-
si.

Kiill on sellist tiiiipi iilesandeid voéimalik 16dvendada, levinud lodvenduseks on
probleemi teisendamine mittenegatiivseks optimiseerimisiilesandeks [1, 2]. See konk-
reetne lodvendus osutus antud probleemi puhul aga liiga 16dvaks.

Autor leiab, et juhul, kui onnestub leida efektiivne viis optimiseerimisiilesande
ldhendamiseks, véaarib tutvustatud idee edasist uurimist — A3 tuntus tdhendab seda,
et juhul, kui on pdhjust uskuda, et optimiseerimisiilesande lahendamisel saadud
tolgendused suurendavad testi reliaablust, voib loota, et viljapakutud meetod leiab
ka praktikas kasutamist.

® Tipsemalt on tegemist NP-Hard probleemiga: kui sellele iilesandele leidub poliinomiaalse
keerukusega lahendusalgoritm, siis leidub poliinomiaalse keerukusega algoritm ka paljudele teis-
tele rasketele probleemidele.
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Kokkuvote

Antud bakalaureusettos iiritasime lahendada praktilist probleemi — kas reliaabluse
hindamiseks leidub paremat hinnangut, kui hetkel praktikas kasutatav A3, tuntud

ka kui Cronbachi o

T66 esimeses osas tutvustasime lugejale kiisimustikega seotud terminoloogiat, seal-
hulgas valiidsuse ja reliaabluse moisteid ning esitasime vajaliku taustinfo prob-
leemi motestamiseks. Teises peatiikis joudsime reliaabluse matemaatilise definit-
sioonini ning tutvustasime lugejale iihtlasi klassikalise testiteooria pohitulemus.
Lisaks vaatlesime, kuidas seostuvad kiisimustiku vaadeldavate tulemuste, tegeli-
ke tulemuste ja moodtevigade kovariatsioonimaatriksid kiisimustiku reliaablusega.
Kolmandas osas tuletasime viis reliaabluse alumist toket: Ay, Ao, A3, Ay ja glb.
Jargnevalt kirjeldasime t66 kdigus loodud programmiteeki ning pohjendasime selle
implementeerimisel tehtud valikuid. T66 viimases osas vaatlesime iihte voimalikku
viisi kiisimustiku reliaabluse parandamiseks, leides vastuste sobivama paigutuse
intervallskaalal.

Autor loodab, et t66 pakkus midagi nii psiihholoogidele kui ka matemaatikutele.
Psiihholoogidel v6ib abi olla t66s tutvustatud reliaabluse hinnangutest ning nende
hinnangute praktikas leidmiseks loodud programmiteegist. Matemaatikute jaoks
pakkus loodetavasti huvi nii to6s tutvustatud klassikaline testiteooria, mis annab
matemaatiliselt ilusa raamistiku kiisimustike analiiiisimiseks, kui ka t66 viimases
osas esitatud idee kiisimustike reliaabluse suurendamiseks.
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Lisad

A Naiited kiisimustikust Likerti skaalal

3. Oppejou hoiak dpetamisel ofi dppimist toetav ja kidpilaste suhtes avatud.

7 ndustun igati [s pigem ndustun € pigem ei ndustu @ eindustu tldse [s nii janaa

3.1. Palun kommenteerige ja'voi pShjendage oma hinnangut.

4. Oppejoud dpetas Sppeainet meisterlioult (huvi ratamine, esitatu arusaadavus, kaasahaaravus jms).

@ ngustun igati (s pigem ndustun € pigem ei ndustu @ einfustu tldse (s nii ja naa

4.1. Palun kommenteerige ja/vé1 pShjendage oma hinnangut.

5. Oppejéu antud v&i soovitamd dppematerialid olid sisu, vormistuse ja sobivuse poolest asjakohased.

@ niustun igati @ pigem nBustun @ pigem ei ndusty @ einBustu Oldse @ niijanaa

5.1. Palun kommenteerige javéi pdhjendage oma hinnangut.

6. Oppejoud andis piisavalt tagasisidet min 166 tulemuste kohta aine labimiscl

@ ndustun igati @ pigem ndustun @ pigem ei ndusty @ ei ndustu tldse @ niijanaa

Joonis 14: Niide Tartu Ulikooli dppeinfo siisteemi tagasiside ankeedist, kus raken-
datakse Likerti skaalat [23]
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1. Wikipedia has a user friendly interface.

O & O O O
strongly agree neutral disagree strongly
agree disagree

2. Wikipedia is usually my first resource for research.

& ) ) ) O
S S "
strongly agree neutral disagree strongly
agree disagree

3. Wikipedia pages generally have good images.

O O O & O
strongly agree neutral disagree strongly
agree disagree

4. Wikipedia allows users to upload pictures easily.

x ) ) ) O
J J N
strongly agree neutral disagree strongly
agree disagree

5. Wikipedia has a pleasing color scheme.

@, O & O O
strongly agree neutral disagree strongly
agree disagree

Joonis 15: Néide kiisimustikust, kus on rakendatud Likerti skaalat; kiisimused on

paigutatud nende jérjestikkuse rohutamiseks teljele [20]
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B Empiirilised niited

Jargnevad kovariatsioonimaatriksid on leitud Tartu iilikooli psiihholoogide poolt
labiviidud kiisimustiku andmete pohjal, jagadas kiisimustiku alamkiisimustikeks.

Kovariatsioonimaatriks

3.00 152 173 121 0.69 140 -0.53 -0.64 -0.75 -0.56 -0.57 -0.83
152 325 13r 070 0.8 1.01 -0.31 -0.21 -0.17 -0.39 -0.29 -0.65
173 137 325 143 08 162 -0.71 -0.77 -0.94 -0.98 -0.65 -1.20
1.21 070 143 279 016 1.00 -1.03 -1.23 -0.98 -0.87 -0.82 -0.85
0.69 078 08 016 267 082 -0.11 0.20 -0.10 0.10 0.40 -0.09
1.40 101 162 1.00 082 237 -0.52 -048 -0.84 -0.55 -0.37 -0.73
-0.53 -0.31 -0.71 -1.03 -0.11 -0.52 1.59 1.25 052 087 0.65 0.93
-0.64 -0.21 -0.77 -1.23 0.20 -0.48 1.25 238 0.77 1.12 0.92 1.02
-0.75 -0.17 -094 -0.98 -0.10 -0.84 052 0.77 230 081 0.75 0.68
-0.56 -0.39 -0.98 -0.87 0.10 -0.55 087 1.12 081 214 1.00 1.25
-0.57 -0.29 -0.65 -0.82 0.40 -037 065 092 075 1.00 2.09 0.69
-0.83 -0.65 -1.20 -0.85 -0.09 -0.73 093 102 068 125 0.69 203

Hinnang A Ao A3 A glb
Vaartus | 0.39 0.60 043 0.73 0.77

Joonis 16: Kahe erineva kuue kiisimusega alamkiisimustiku kombineerimisel saa-
dud kovariatsioonimaatriks koos reliaabluse hinnangutega
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Kovariatsioonimaatriks

Variable 1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

3.00
1.52
1.73
1.21
0.69
1.40
1.39
0.90
1.27
1.15
0.58
0.83

1.52
3.25
1.37
0.70
0.78
1.01
1.10
1.73
0.94
0.85
0.56
0.70

1.73
1.37
3.25
1.43
0.85
1.62
1.19
0.61
1.85
1.28
0.61
0.85

1.21
0.70
1.43
2.79
0.16
1.00
0.64
0.26
0.93
1.49
0.14
0.53

0.69
0.78
0.85
0.16
2.67
0.82
0.77
0.99
0.64
0.10
1.61
0.56

1.40
1.01
1.62
1.00
0.82
2.37
0.98
0.74
1.17
1.02
0.74
0.90

1.39
1.10
1.19
0.64
0.77
0.98
2.39
1.26
1.12
0.66
0.61
0.72

0.90
1.73
0.61
0.26
0.99
0.74
1.26
291
0.55
0.43
0.82
0.77

1.27
0.94
1.85
0.93
0.64
1.17
1.12
0.55
2.52
0.81
0.45
0.80

1.15
0.85
1.28
1.49
0.10
1.02
0.66
0.43
0.81
2.19
0.25
0.55

0.58
0.56
0.61
0.14
1.61
0.74
0.61
0.82
0.45
0.25
2.43
0.54

0.83
0.70
0.85
0.53
0.56
0.90
0.72
0.77
0.80
0.55
0.54
1.35

Hinnang
Viaartus

A

A2

A3

A4

glb

0.79 087 0.86 0.93 0.93

Joonis 17: Kahe sama konstruktsiooni méotva kuue kiisimusega alamkiisimustike
kombineerimisel saadud kovariatsioonimaatriks koos reliaabluse hinnangutega

Kovariatsioonimaatriks

1.99 039 037 098 085 0.70 -048 -0.49 -0.39 -0.43 -0.25 -0.27
0.39 215 038 0.79 050 028 -0.60 -0.39 -0.27 -0.05 -0.19 -0.05
0.37 038 212 045 0.74 070 -041 -0.10 -0.06 0.06 -0.02 0.07
098 079 045 3.06 095 034 -0.59 -0.64 -0.36 -0.14 -0.04 0.05
0.85 050 0.74 0.95 290 0.77 -0.32 -0.58 -0.056 0.05 0.22 0.32
0.70 028 0.70 0.34 0.77 265 -0.47 -0.45 -045 -0.37 -0.39 -0.38
-0.48 -0.60 -0.41 -0.59 -0.32 -0.47 199 0.58 051 038 0.31 0.47
-0.49 -0.39 -0.10 -0.64 -0.58 -045 058 1.86 0.59 0.30 0.03 0.31
-0.39 -0.27 -0.06 -0.36 -0.05 -0.45 051 0.59 163 063 045 0.81
-0.43 -0.05 0.06 -0.14 0.05 -037 038 030 0.63 141 0.63 1.01
-0.25 -0.19 -0.02 -0.04 0.22 -0.39 031 0.03 045 063 1.79 1.11
-0.27 -0.05 0.07 0.05 032 -0.38 047 031 081 1.01 1.11 233

Hinnang Al Ao A3 A glb

Vaiartus | 0.39 0.53 0.43 0.68 0.70

Joonis 18: Kahe erineva kuue kiisimusega alamkiisimustiku kombineerimisel saa-
dud kovariatsioonimaatriks koos reliaabluse hinnangutega
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C Programmiteegi implementatsioon

def

def

def

calculate_lambda_1(cov_matrix) :
U mmn
Based on Guttman,1945, for calculations using Jackson,
Aguvwamba, 1977, [569] .
mnn
n = check_that_matrix_is_square_and_fix_n(cov_matrix)
def sum_of_main_diagonal():

summ = O

for i in xrange(n):

summ += cov_matrix[i,i]
return summ

return 1 - (sum_of_main_diagonal()/
calculate_sum_of_covariance_matrix_elements(cov_matrix, n))

Programm 1: Funktsioon hinnangu A; leidmiseks

calculate_lambda_2(cov_matrix) :
U nmmnn
Using Guttman,1945, [259] definition.
nmnn
def sum_of_squares_of_non_diagonal_matrix_elements() :

summ = O

for i in xrange(n):

for j in xrange(i):
summ += cov_matrix[i,jl**2
return 2*summ

n = len(cov_matrix)

11 = calculate_lambda_1(cov_matrix)

sum_of_squares = sum_of_squares_of_non_diagonal_matrix_elements()

under_square_root =((n)/(n-1)* sum_of_squares)**(1/2)

return 11 + (under_square_root/
calculate_sum_of_covariance_matrix_elements(cov_matrix))

Programm 2: Funktsioon hinnangu Ay leidmiseks

calculate_lambda_3(cov_matrix):
nr_of_items = len(cov_matrix)
return (nr_of_items/(nr_of_items-1))*calculate_lambda_1(cov_matrix)

Programm 3: Funktsioon hinnangu A3 leidmiseks
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10
11

12
13

14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32

33
34
35

36
37

import numpy as np

def calculate_lambda_4(cov_matrix):
ull nn
Lambda 4, based on Guttman, 1945, using the implementation of Jackson,
Agunwamba, 1977.
Based on tdea that we try to best possible split (u s a wector,

with elements either 1 or -1, ones will be in one split,

minus ones 1in another)
NAIVE IMPLEMENTATION, works with relativiely low N,

better approches avatilable, see Benton, 2013.

mimnn

def objective_function(u):
return u.T.dot(cov_matrix.dot(u))

def try_vectors():
U mmnn
Idea : generate half of all possible vectors of length n,
such that <f vector v is in, vector -v %S not.
Using binary representation as string,
from 2%x(n-1) to 2%*n, coding "0" to "-1"
nimnn
smallest = np.Infinity
result_vector = []
1=10
for i in xrange(2**(n-1),2%#n):
binary_of_i = np.binary_repr(i,width=n)
binary_of_i_int = [ 1 if x == u"1" else -1 for x in binary_of_i]
u = np.array(binary_of_i_int)
result = objective_function(u)
if result < smallest:
smallest = result
result_vector = u
return smallest

def calc_lambda(smallest):
return 1 - (smallest/
util.calculate_sum_of_covariance_matrix_elements(cov_matrix, n))
n = util.check_that_matrix_is_square_and_fix_n(cov_matrix)

return calc_lambda(try_vectors())

Programm 4: Funktsioon hinnangu A4 leidmiseks
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10
11

12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24

25
26
27
28
29

30
31
32
33
34
35

36
37
38
39
40
41
42

import cvxpy as cv
import numpy as np
ull nimn
Idea: Observed covariance matrixz 1S of observed scores.

That matriz s sum of true score coviarance matriT and error covariance matriz.
As errors don’t correlate with anything else than themselves,

the last is diagonal matriz. So, C_obs = C_true + C_error
We look to mazimize error (to find the worst possible case),

that is the same as minimizing the trace of C_true.
More can be found in Jackson,Agunwamba, 1977 and Woodhouse, Jakson, 1977.

mimn

class Glb(object):
def __init__(self,cov_matrix):

self._cov_matrix = cov_matrix
self._constraints = []
self._n = util.check_that_matrix_is_square_and_fix_n(cov_matrix)
self._cov_matrix = np.matrix(cov_matrix)
self._generate_matrix_variables()
self._divide_covariance_matrix_of_into_error_and_true_score()
self._fix_error_cov_matrix_diagonal_fields_constraints()
self._error_cov_matrix_non_diagonal_fields_are_0()
self._prepare_program()
self._solve_program()
self._answer = self._calculate_Glb()

def _generate_matrix_variables(self):
self._true_cov_matrix = cv.semidefinite(self._n,
name=u'"true_cov_matrix")
self._error_cov_matrix = cv.Variable(self._n, self._n,
name=u'"error_cov_matrix")

def _divide_covariance_matrix_of_into_error_and_true_score(self):
U mnimnn

Constraint that C_obs = C_true + C_error
nmnn

self._constraints.append(self._error_cov_matrix+
self._true_cov_matrix == self._cov_matrix)

def _fix_error_cov_matrix_diagonal_fields_constraints(self):

nwn
U

Error covariance matrixz must be semidefinite,

meaning that all elements on the diagonal must be positive.
nimn

for i in xrange(self._n):
self._constraints.append(self._error_cov_matrix[i,i] >= 0)
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49
50
51

52
53
54
55
56
57
58
59
60

61

62
63
64
65

66
67
68
69
70

71
72

def _error_cov_matrix_non_diagonal_fields_are_0(self):

mwmn
U

Covartance between different errors is 0

nmnn

for i in xrange(self._n):
for j in xrange(self._n):

if (4 != j):

self._constraints.append(
self._error_cov_matrix[i,j] == 0)

def _prepare_program(self):

wmn
U

Minimize trace of true score covirance matriT

nmnn

self._p = cv.Problem(cv.Minimize (
sum( [self._true_cov_matrix[i,i] for i in xrange(self._n)]1)),
self._constraints)

if not self._p.is_dcp(Q):
raise Exception(u"Non-DCP glb, something went terrible wrong")

def _solve_program(s

try:

elf):

self._p.solve()

except:

raise Exception(u"Program was unable to find glb")

def _calculate_Glb(s
return 1 - (sum(

[self._error_cov_matrix.value[i,i] for i in xrange(self._n)])/
util.calculate_sum_of_covariance_matrix_elements(
self._cov_matrix,self._n)

def get_answer(self)

elf):

return self._answer

Programm 5: Klass hinnangu ¢lb leidmiseks

def check_that_matrix_is_square_and_fix_n(input_matrix) :
def check_that_matrix_is_square():
for row in input_matrix:
if len(row) != n:
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def

def

raise Exception(u"Matrix not square or missing data")
n = len(input_matrix)
check_that_matrix_is_square()
return n

fix_number_of_rows(input_matrix):
def check_that_matrix_is_complete():
for row in input_matrix:
if len(row) != n:
raise Exception(u"Matrix not square or missing data")

n = len(input_matrix[0])
check_that_matrix_is_complete()
return n

calculate_sum_of_covariance_matrix_elements(cov_matrix,n = None):
if n == None:

n = check_that_matrix_is_square_and_fix_n(cov_matrix)
summ = 0O
for i in xrange(n):

for j in xrange(n):

summ += cov_matrix[i, j]

return summ

Programm 6: Eelnevates programmides kasutatud abifunktsioonid
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