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E E S S Õ N A  

Ülesannete kogu sisaldab näiteid ja ülesandeid mate

maatilise analüüsi alalt integraalarvutuse ja ridade teoo

ria ulatuses ja on mõeldud matemaatilise analüüsi prakti

kumi läbiviimiseks prof. G.Kangro õpiku "Matemaatiline ana

lüüs" I ja II osa järgi Tartu Riiklikus Ülikoolis. Ülesan

nete kogu on sobiv kasutamiseks ka teistes ENSV kõrgemates 

koolides. 

Ülesannete kogu igas osas on antud lühike teoreetiline 

sissejuhatus, kus on ära toodud põhilised mõisted, valemid 

ja teoreemid, mida läheb vaja vastava osa ülesannete lahen

damisel. Samuti on toodud rohkesti näiteid tüüpiliste la

hendusvõtete rakendamise kohta. 

Kõigile arvutusülesannetele on antud vastused. Tärni

kesega (*) märgitud ülesannetele on vastuses antud kas la

hendust põhjendav märkus, juhised lahendamiseks või on 

ära toodud kogu lahendus. 
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Trigonomeetrilised valetaid 

sin2* + cosSc = 1 sin et = tan с* 

tanot cot«. = 1 

И p 
—-5— = 1 + tan"oc 
COS DL 

COS OL = 

p 
1 + tan ot 

1 + tan2ot 

sin 2ot = 2 sin oi coBoc tan 2oc - —^а^С7— 

1 - tan~c(, 

cos 2* = cos2oc - sin^oC cot2oc - 1 
cot 2ec = 

2 cot oC 

sin2c* = 1 - coa 2oc_ 4 sin5« = 3 since - sin 3d 
2 

COS2CC = - * 4 COS^OC S cos 3<X, + 3 cos ОС 

2 sina sin/B = cos (<x - y5>) - cos (& + в) 

2 cos# cos^ = cos (ec - p>) + cos (oc + yg) 

2 sinx cos^ = sin (<* - + sin (ot + ̂ ) 

sin (ос+уз) = sinotcos/з * cosoc sin^ 

cos (oC + ̂,) = cos o<.cos^ + sin<* sinyB 

tan («.»в) = tan*± tanp 
1 + tanot tan а tan p> 
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I .  M Ä Ä R A M A T A  I N T E G R A A L  

§ 1. Vaheta integreerimine 

Funktsiooni F(x) nimetatakse funktsiooni f(x) alg-

f unktsiooniks piirkonnas X, kui piirkonnas X 

F »00 = f(x) 

ehk, mis on sama, 

dF(x) = f(x)dx. 

Igal lõigus pideval funktsioonil on olemas algfunkt-

sioon selles lõigus. 

Avaldist F(x) + C, kus F(x) on funktsiooni f(x) min

gi algfunktsioon ja С suvaline konstant, nimetatakse funkt

siooni f(x) määramata integraaliks ja märgitakse sümboliga 

Jf(x)dx = F(x) + C. (1) 

Valemis (1) nimetatakse funktsiooni f(x) integraali-

aluseks funktsiooniks ja arvu С integreerlmiskonstandiks. 

Funktsiooni f(x) määramata integraali leidmist nime

tatakse funktsiooni f(x) integreerimiseks. 

Määramata integraali definitsioonist järeldub, et 

kehtivad valemid 

d|f(x)dx = f(x)dx 

[dF(x) = F(x) + C. 

Seega, lähtudes diferentseerimise põhivalemitest, 

-7-



saame Järgmieed iacegreerlBd.se põhlvaleald. 

1)  (o dx » C. 3) j â| = - 1 + C. 

2) [dx » x * C. 4) f = 2Vx • C. 
*1 J V* 

5) f хы dx * 2L-— + C, koi ot /t - 1. 
J ot+1 

6) fotZdx • • C. 10) ( coe x dx = ein x + С. 
' In * V 

7) fexdx = e1 • С. 11) f—= - cot x + С. 
' J sinS: 

8) f— = lnixi + C. j 
J x 12) f I s tan x • C. 

j С 08 

9) j ein x dx = - coe x • С. 

13) f ™|===, = arc в in x + С = - arc с оз x + СЦ . 

14) I = arc tan x • С = - arccot x + . 

15) J eh x dx s ch x + C. 17) j • = - cth x + C. 

16) |chxdx = ehx+C. 18) j ~^TÇ = th x • C. 

Algfunkteiooni definitsiooni järgi loetakse algfunkt-

8iooni F(x) määramiepiirkonnaks integraalialuse funktsioo

ni f(x) määramispiirkonda X. Näiteks valemis 4) algfunkt-

siooni 2-Vx1määraalspiirkonnaks X osutub vahemik (0, °°), 

mitte aga funktsiooni y = 2V5T määraalspiirkond [0,o°). Va

lemis 13) on X = (—1 »1 ) » mitte aga funktsiooni 

y = arcsin x määramlspiirkond [-1,1]. 

Integreerimisel kasutatakse järgmisi tehetega seotud . 
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reegleid: 

1° ; cu(x)dx = cfu(x)dx, kus с = const, 

2° I [u(x) + v(x)jdx = f u(x)dx + j v(x)dx, 
3° j [u(x) - v(x)] dx = j u(x)dx - j v(x)dx9 

kus integraalide olemasolust paremal järeldub integraalide 

olemasolu vasakul. 

Määramata integraali leidmist integreerimise põhi vale

mite 1) - 18) ja reeglite 1° - 3° abil nimetatakse vahetuks 

integreerimiseks » 

Näide 1. Leiame integraali 

j = f <y . 
J xd(1 • x2) 

Lahendus^ Et 1 + 2x2 = (1 «• x2) + x2, siis reegli 2° 

ning valemite 3 ja 14 alusel saame 

J = Г ( -4* + —-—*)dx = - - + arc tan x + С. 
J l x2 1 + x2/ x 

Näide 2. Leiame integraali 

J = j (tan2x + sinc §)dx. 

Lahendus^ Et 1 + tan2x = cos~2x ja 1 - eos x = 2sin2 ̂  

siis reeglite 1° ja 3° ning valemite 12, 2 ja Ю põhjal 

leiame 

= ! 

i (coa2x " 
1 

Л 'J 
+ cos x)dx = 
2 2 

•J 
( -2 -
eos x 

1 
2 
- -^cos x)dx = tan x 
2 

x 

2 

1 - -sin x + С = 
2 

— —-sin 
2 2 

X + tan x + С. 



Ülesanded. 

Vahetu integreerimise teel leida järgmised määramata 

integraalid. 

1. j x^ dx 

2. [ (VaT + 4)dx 

x-Vx' dx 
•I 

• f v  

16. f 5XeX dx 

Г vg f A x - x2 

17. 

18 .  

J 

f* Г - ?-r.dx 
xVxVx*dx 

\dx 5. f/-^ - ™ , 
J l 3x2 2VxV 

6. I (x3 - 1)2dx 

7. f(3,4x~° 7̂ * ~^)dx 
V x-Vx1/ 

r 8 .  - xt 2  51-2-
1 + -V x dx 

9. ( -±JQ2 • 

10. ( (arcsin x + arc с os x)dx 

11. j-VxCarccot x + arc tan x)dx 

. 2 , 2  

19. j (e5x + ln 2)dx 

20. f (1 + ex)2dx 

21 . j(2X - 3X)2dx 

22 € f(eos x - 5sin x)dx 

25. j sin(^ + x)dx 

24. jcos(^ + x)dx 

j dx 25. j (3 - eos2 |)dx 

13t f (Vx + 1 )(x - Vx1 + 1 )dx 

14. j(a^ - x^)3d2 

15. j 10х dx 

26. j(3sin2 I - 2sin2 |)dx 

27. f (eos ot - eos x)dx 
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28. f g ,_2 _ 1 
J cos 2x + sin x 39« —5—-— dx 

J x2 • 1 

29. f 1 * 008 x dx 40. [(sh 2 - sh x)dx 
/ 1 + cos 2x У 

( cosg2x dx. 41; Ui + sb2*' dx 
y cos x sin x ; 

30 

31 . I cot2x dx 

33 » ! (tan x - cot x)2dx 

54 ' 

5 - 5x2 

42-. I ; 3ch2 1 dx 

43*. I [ (2 - sh2f 

44* 1 [ th2x dx 

45*. j i cth2x dx 

55 . {(2 - -äiakas 46. f 
dx 

J2 _ 2x2 J ch 2x - sh x 

36. (Vй- 47. f 1  * c h  x  te 
J x + 1 j 1 + ch 2x 

37. ( l1 + x)2-to 48. f cb_2x dx 
J x(1 + x ) J ch x eh^: 

58• 49- ( —T 1Г 
ch~x sh x 

§ 2. Muutujate vahetus 

Kui funktsioonil f(u) on olemas algfunktsioon ?(u) 

piirkonnas U ja u = u(x) on piirkonnas x diferenbseeruv 

funktsioon, mille väärtused kuuluvad piirkonda U, siis keh

tib valem 
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|f[u(x)J u'(x)dx = Jf(u)du€ (2) 

Valemit (2) nimetatakse määramata integraali muutu.jate 

vahetuse valemiks. 

Seega nimetatud eeldustel, kuna 

ff(u)du = F(u) + C# 

on 

jf [u(x)] u* (x)dx = F [u(x)] + C. (3) 

Et u'(x)dx = du(x), siis 

Jf [u(x)j uf(x)dx = Jf [u(x)]du(x) 

ja valemi (3) võib esitada kujul 

jf [u(x)] du(x) =F[U(X) J + C. (3*) 

Integraali leidmist valemi (3*) järgi nimetatakse integree

rimiseks diferentsiaali märgi alla viimise teel. Nagu näha 

valemist (3')> ei ole uuel muutujal u(x) omaette tähistust 

u erinevalt valemist (2). 

Erijuhul, kui u = ax + b, kus а Л 0, saame valemist 

(3) või (3*), et 

jf(ex + b)dx = ̂ F(ax + b) + C. (4) 

Mõnikord on võimalik ja otstarbekohane kasutada vale

mit (2) teisiti, võttes funktsiooni u = u(x) asemele tema 

pöördfunktsiooni x = x(u). Siis 

jf(x)dx = j f [x(u)]x*(u)du, (5) 

eeldusel, et x = x(u) on diferentseeruv vaadeldavas piir

konnas . 
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Näide 3. Leiame integraali 

dx 
J = f 2-7==, 
) сое xV3 + 2tan x 

diferentsiaali märgi alla viimise teel, 

Lahendus. Et 

d-f- = - d(2tan x) = - d(3 + 2tan x), 
eos x 2 2 

siis valemi (3') põhjal saame (antud juhul u = 3 + 2tanx) 

J „ Г dO - 2tan x) + 2taE £ t c. 
J 2V3+2tanx 

Ülesanded. 

30. 

Kasutades valemit (3')» leida järgmised integraalid. 

f eos x dcos x 53* (_d£2 + In xj— 
> J sin (2 + In x) 

5"1. j tan^x dtan x 54. j esin x dsin x 

52. 
r d(1 + x3) cr ( daresin x 

55, 

Leida järgmised integraalid diferentsiaali märgi alla 

viimise teel. 

2x äx 60 r (6x - 5)dx 56. f —60. 
J (x2 + 2) 3x2 - 5x + 6 

57. 

58. 

61. 
) - 5x + 3 . i ex + ln 3 

f x3 62. f ®2X ** 
e^"+ 4 

59. I*J1 - x2 dx 63. ( -sin 2x f 
> j 2 - cos^x 
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64. f-42- 74. farçt^E dx 
j 1 4- X X In X 

65. f —— 75* ( — 2~~—"—~~2~ 
Г 21 . 5 J (1 + x )arccot x 
' \ 1 - x arcsin^x ; 

66. ( eos x dx 76. I tan x dx 
У sin £ ) sin x 

67. \ cos3x sin 2x dx 77. j cet x dx 

f x x , Г 2x - V aresin x 
68. e cos e dx 78. j -— — dx 

n 2x dx yg ̂ r 

^ + cos2x Vl~ - x2 

•)jl - x2 

69. f79. ( .  .  d x  

' eos 

70. j x2exp x3 dx 80. j ~—^2x 

71. fiS^dx 81. Г sh * 
x 1 "\| 7 + ch x' 

72. (2Liž= 82. (tL±thx d̂x 

Wl - 9х у clTx 

. л —-jr2 

73. - e x )x dx 
1 - x 

Näide 4. Leida integraal 

dx J = 

'2 - 9(x + 2)2 

Lahendus^ Valemi (4) kasutamiseks teisendame integ

raali sobivale kujule: 

j = r a* —— = ( - —äž. 

; - [3(X + 2)] 2 ; V2 - (3x + 6)2' 
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-àf 
1 

dx 

-( îx • 6 У 
^ V21 / 

Seega a = 3/V21. Nüüd põhi valemist (3) ja valemist (4) saa

me 

J = — —arcsin * 6 + С = ̂ -arcsin + c. 
V? 3 л/21 3 т/27 

Ülesanded« 

Kasutades valemit (4), leida järgmised integraalid. 

83. j (x - 3)1 

84. -4х 

J (2x - 3У 

85. i 7 - X dx 

dx 

86 
dx 

Î p - 9x' 

87. 
) 2x - 7 

88. Г —; b Л 0 
J ax + b 

89. I eos 3x dx 

90. j sin(x - 4)dx 

91. ( cos(1 - 2x)ax 

92. 

\ 
Js dx 

in (2x - 5) 

93. 

94. 

95-

96. 

97. 

98. 

99. 

100. 

101. 

102. 

dx 

eos (2 - 5x) 

cos~2(3x - ̂)dx 

e"2**3 

53x+ln 2 dx 

dx 

"\)l - 16X2' 

dx 

2* 
715 - x 

dx 

^4 - 9x2 

dx 

1 + 9x£ 

dx 
—>r 
2x + 9 

dx i 

1 + (5x + 1): 
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104*. 

105. 

106. 

f 7"" • dX — Ю8. ! aiiAc 

' ̂1 » (2x - 3)2 

f , dX — 109. f — 
U *  -  3  -  ?  J 1  - c i  

f.—.——— no. f ~ —  
) "\1в + 6x - 9*2 ) 1 + cos x 

г - d x  m. г—âi 

l ^2 - 6x - 9x2 ' 1 + Si 

107. ( coa2x dx 112. f ~ 
J j 1 - si 

n x 

dx 

sin x 

Leida järgmised integraalid, kasutades diferentsiaali 

märgi alla viimist ja valemit (4). 
113» f •• • -~x . —. 120. ( (tan~x > tan4x)dx 

' X"J 1 - ln2x 1 

11*. ? H ttM>/ - 2l. a* 121. f—=2S_SLJÜ— eos x j 1 -f sin x cos x 

115. f s - 7х dx 122. f 
' ~Jl - x2 

116. 

cos X 

3. 
f—^ 123. f Çotrx dx 
J x In x In In x J sin x 

117. ( Ž - + °°s * 
J sin x 

118. Г 1 " 008 X с sin5 
( П - 008 X dx 124. f 
j 1 + COS X j 

81ТГХ ax 

лГ COS X 

119. ( 1—dx 125* ( . dxf, 
J 1 - sin x J с os x 
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126. 

129. 

(-%- 137. f x + Orccos Ž*l_ dx 

; 8in x j h - 9x2' 

127« j tan3x dx 138. | !  * Xg~^Xg dx 

2 
dx 128*. j tan4x dx 139. j ^ 

f -3-^-, dx 1« f -^raj 
^ -Jl - x2 j  (1 - x)1G0 

130. ( dx 1411 ( Xii 1 — 3x' dx 
) jT + 9 J 

131. ( arctan gx dx 142. ( dx — 
] 1 + *x 1 xj5 - ln2x 

132. ((e"~x + e™2x)dx 143. fx cos x^" dx 
I' 

1J3. j 144. j (1 • e5*)2 e5x dx 

I34*. f- I45. f dj 
J (1 + х)лГх j sin 9x 

135. f sin - Щ 146. f —Щ 
) xx V eos 7x 

136 ^ 2x - -NJ aresin x d x  f (sinVx + expJ5g) dx 

' j л/ГТ? " ) V? 

Näide 5. Leiame integraali 

dx J = 

e - 1 

Lahendus^ Teeme muutuja vahetuse лГе^ - 1 = z, kust 

x - 1 = z2. Diferentseerides mõlemaid pooli, saame 

ex dx = 2z dz ehk dx = L^~™ . Seega 

3 
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j = f dz 
= 2 f -*-• dZ = 2 arc tan z + С. 

J eN7 )' a  + 1  

Asendades tagasi endise muutuja x, saamegi vastuseks 

•1=2 aretan-je^ - 1 + C. 

Arvutuste läbiviimisel on mõnikord sobiv jagada leht 

pooleks ja lisaarvutused teha lehe ühel poolel ning integ

raali leidmine teisel poolel. Kui lisaarvutusi on vähe, 

siis võib nad märkida võrdusmärgi või integraali alla, näi

teks 

dx ( 2z dz _ 2 j" ^dz 

l)ex - 1 ' ex-Jz2 J * • 1 

x л 2 e dx=2zdz e -1 =z 

I X  и s=ve -I 
= 2aretan z -t- С = 2arctan -J ex - 1 + C. 

z= 

Näide 6, Leida integraal 

j = ' dx 

•Je - x2)5' 

Integraalialune funktsioon on määratud piirkonnas 

X = (-1,1). Teeme muutuja vahetuse x = sinu. Et oleks x e X, 

võtame ue (- ?j). Seetõttu dx = cos u du, bus cos u >0, ja 

valemi (5) järgi, arvestades, et nüüd |cos u ! = eos u, saa

me 

j _ ( eos u du _ e cos u du _ ( cos u du _ f du 

' >1(1 - sin2u)3 Vcosu jcos^ul ' eos2u 

= tan u + С = S3Tt a + С = X -f C. 
cos u Vi _ x2 
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Kui näiteks võtta ue(Ç, Щ), siis ka x e (-1, 1 ) , 

sel korral j cos u | = ~ cos u ja 

kuid 

u = —Jl - xc 

ja jälle 

j = f.?.os у-Ц - _ f 
'  (COETU I / 

du 

sin u + С = 

cos u 

X 

= - tan u + С = 

-cos u _y>) _ x2 

Näide 7. Leida integraal 

J = f dx 
sin 2x 

ahendus^ Muutuja vahetusega 

2. 

tan x = t saame. 

cos~Sc dx = dt ehk dx - cos^x dt. Seega 

j ..Г cos2x dt -lf cos x dt 2 Г dt 1 r dt 

- 2sin x eos x 2 ' sin x 2 J tan x 2 i t 

= ̂  lnjt | + С = ~r Inj tan x I > С, 

1 
Näide 8. Leida muutuja vahetusega u = x + •- integraal 

j . f x2 - 1 c dx 

x~ * 1 Vx4 + 1 
1 И 

Lahendus, Saame du = (1 - —5)dx = -—*— dx ehk 
x1- x 

(x" - 1 ) dx = x du, Seega 

J = i 
J 

x~ du du 

(x' + 1 )N x*1 + 1 

du 

u- Уи2 ~ 2 

J 1 
(x + 1) x2 + 1 

x^ 

-19-



Tehes veel kord muutuja vahetuse u = kust du = 
z —z 

Saame 

j  =  -  f  S S  =  -  f -  d z  =  - f .  
J « Г7 Z~ž ) ,ri Z21 J 

dz 

2, |l - 2z2 Ni - 2z2 ^ Ь - (il!? zy-
1 

z u 

= — arccos V21 z + С = — arc с os ̂  + С s 
V? V2* Q 

1 xJp1 

= — arccos —тД-—— + С -
V21 x2 + 1 

Ülesanded. 

Leida järgmised integraalid (sulgudes on märgitud 

sobiv muutujavahetus). 

2 
148. f (x = a sin v) 

)Л2Т? 

149. j - d x  (x = sin2u) 
2 л/х - x' 

150. j  ( x  - 1 , 1 -  või x = a  ch w )  
xVx - a 

151. [-р== (x = VF tanz või x = 

' xV2 + x 

152. j x3-Ja - x*" dx (л/a - x2' = y) 

153. j Хл/а - x' dx (л)a - x' = s) 

2 + 1 

Leida sobiva muutujavahetusega järgmised integraalid. 

I35V j dx 156. j л/ех - l' dx 
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157. (-T-Ü2- 1 165. ах 
J e - 1 ' x 

dSi (-sfLsî. im. r—âï— 

' AA5̂  ) x2J?T^ 
-1 

Usa; (â£2tia^"_ a* i65. (x2> - x2 

160. f 'r'T dx_ - 166. f .,<* -

dx 

1 + ̂  ) x2jx2 - 9 

161. I x Л/х - 1' dx 167. I—lE-läE-ž., dx l x -ŽJx - 1' dx 167. [ — 
i si Sin X COS X 

162. H1 - x2 dx 

§ 3. Ositi integreerimine 

Kui piirkonnas X funktsioonid u = u(x) ja v = v(x) on 

diferentseeruvad ja on olemas integraal |v du, siis on 

olemas ka integraal j u dv ja kehtib võrdus 

j u dv = u v - jv du. (6) 

Valemit (6) nimetatakse määramata integraali ositi 

integreerimise valemiks. Valem (6) taandab integraali 

ju dv leidmise uue integraali Jv du leidmisele. 

Seepärast on valemit (6) otstarbekohane kasutada sel 

juhul, kui uus integraal j v du on lihtsamalt leitav. Integ

raali j v du leidmiseks võib jälle kasutada valemit (6). 

Näide 9. Leida integraal 

f arcsin-Jx" 
JTrrT 

dx. 
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Lahendusл Märkides 

dx u = arcsin Vx, dv = 
j 1 

V 1  -  X  

saame, kasutades valemit (4) ja põhivalemit 4)« 

1 dx _ _ _ 2 л/Т 

Seega valemi (6) põhjal 

J = - 2->jl - x' arc s in Vx" + ( = 
J Nx 1  

= - 2V1 - x arcsinV5T + 2 Vx1 + С = 

= 2(л/з? - V ~ x arcsinVx) + C, 

Näide 10. Leida integraal 

J = f arctanVx dx. 

Lahendus. Märkides 

u = arctanVx', dv - dx, 

saame 

1 dx du = — ——, v - x. 
1 + x 2Vx 

Seega põhivalemite 4 ja 14 ning valemi (21) põhjal 

x dx J = x arc tan vx1 I™ 
' (1 4-(1 + x)2 vx 

= x arc tan Vx - j —1. dx -
' (1 + x)2V3T 

= x arctanVx - j -£2L + ( -
j 2 Vx1 J 1 * x 

= x arctanVx1 - + arctanvT + С = 

= -J5E' + (x + 1) arctanVx1 + С» 
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Integraalide 

|pn(x)f(x)dx 

leidmisel, kus Pn(x) on n-astme polünoom ja f(x) on üks 

funktsioonidest a°<x, sin-*x, cos«x, sh<*x või ch<*x, tuleb 

valemis (6) võtta 

u = Pn̂ x), dv = f(x)dx. 

Tulemuseks saame uue integraali 

\ Pn„i(x)f(x)dx, 

kus Pn-1(x) on juba (n-l)-astme polünoom. Kui Pn_i(x) А 

i- const, siis tuleb veel kord rakendada valemit (6). See

ga esialgse integraali leidmiseks on vaja valemit (6) 

järjest rakendada n korda. Niisugustel juhtudel on sobiv 

kasutada nn. üldistatud ositi integreerimise valemit 

OT
(n)<ix - YL (-1)Vk; )v(n-1- i£)  + (-1)nf u(n)vdx, 

k=o 1 

mis kehtib, näiteks,kui funktsioonidel u - u(x) ja v - v(x) 

on olemas pidevad n-järku tuletised u n̂-^ = u n̂̂ (x) ja 

vf-n> = v(n)(x). 

Ülesanded. 

Leida järgmised integraalid. 

168. j 

169. { 

J 

171. j 

172. I 

x sin x dx 17З. j x sh x dx 

x eos x dx 174. 
f 2 
j x ch 3x dx 

(x2 - 1)sin 2x dx 175. j x^ eos ту dx 

(x'-2x+1 )cos 3x dx <
!
 

СГ
 

( x e~x dx 

x2 sin 2x dx I??. ( x2 e"5x dx 
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x2 ax dx 178. j (x2 - 3x + 2)e 2 dx 179. ! 

Integraalide 

j R(x)g(x) dx 

leidmisele, kus R(x) on ratsionaalne funktsioon ja g(x) on 

üks funktsioonidest ln Pr(x), arctan <*x9 arccot <*x, arcsin«x 

või arccos « x, tuleb valemis (6) võtta u = g(x) ja dv = 

= R(x)dx (uues integraalis esinev ^(x) pole enam transt

sendentne, vaid algebraline funktsioon). 

ülesanded. 

Leida järgmised integraalid, 

180. 

181. 

182. 

183. 

184. 

185. 

186. 

187. 

188. 

In x dx 

ax 
X5 

ln2* dx 

x ln(x - 1) dx 

(x2 + 3)Ln 2x dx 

x2 ln(x + 1) dx 

xtiln x dx (ct^-1) 

ln(x2 + 1) dx 

arctan x dx 

Integraalide 

189. 

190. 

191. 

192. 

193. 

194. 

195. 

x arctan x dx 

x5 arccot x dx 

arcsin x dx 

ln(x + -/Ï + x2) dx 

x In ̂  * x dx 
1 -   

•Jx ln^ dx 

/LN X 
Г—, 

dx 

196*. ( —2L: 
' (1 * (1 * X)' 

dx 

|eäX sin px dx, je*51 cos /3x dx 
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leidmiseks tuleb valemit (6) rakendada kaks korda järjest. 

Tulemuseks saame võrrandi otsitava integraali jaoks. 

Ülesanded. 

Leida järgmised integraalid. 

I??) j ex sin 2x dx 201. je~x cos | dx 

198. j ex eos 2x dx 202. [ e~x sin Ц dx 

199. ( e~2x sin 5x dx 20$. je^x(sin 2x - eos 2x)dx 

200. j e~2x eos 3x dx 

Kasutades muutuja vahetust ja ositi integreerimist, 

leida integraalid. 

204. ( " 215. |arcsin2x dx 
J sin X y 

205. ( —dx 214. i X arctan2x dx 
) cos^x J 

206. (sin In X dx 215. 
л) 1 + X2 

207. fcos In X dx 216. { x  % 
' J tan x 

208. [x tan2x dx 21?. ( e^xsin2x dx 

209. lx eos^x dx 218. e2xcos2x dx 

2Ю. j (x - 3)sin2x dx 219. j x sin-Jx dx 

211. |(x + 2)eot2x dx 220. | sin Afx1 dx 

212. (x2cos2x dx 221. ( ел,Х dx 

4 

-25-



222. fcosNX- dx 230. j' exp arctan_jç dx 
J j ~\j (1 + x2)? 

223. j ln(1 +<3?) dx 231. j x2 ехрлГх1 dx 

224. j x^ exp x^ dx 232. | x^ exp(-x2) dx 

225. [ x2 a retail x dx 233« jcos%/5T dx 

226. j(x2 + 1)arccot x dx 234. jsin2̂  x + 2 dx 

227*. f .arctan,/dx 235. fX arCC0S X , dx 
TcTTx^ J ^ . x2}3' 

aresin x o-zr с x ln x 228. drc°ÜLJL. dx 236. j A - dx 

^ (1 - x2)? 4(x2 - 1)5' 

229. fx exp arctan x dx 

§ 4. Ratsionaalfoaktsiooni integreerimine 

1. Ratsionaalfunktsiooni lahutamine osamurdude summaks. 

Ratsionaalfunktsiooniks nimetatakse funktsiooni 

IM' (7) 

kus f(x) ja g(x) on reaalarvuliste kordajatega polünoomid, 

f(x) = bQxm > + ... + Ьш-1х + bm, 

g(x) = aQxn + a,^xn~1 + ... + апи1х + а . 

Kui m<n, «Ив ratsionaalf unk ts iooni (7) nimetatakse lihtmur-
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ruks, kui aga m >. nf siis liigmurruks. 

Kui (7) kujutab liigmurdu, siis võime polünoomi f (x) 

jagamisel polünoomiga g(x) eraldada täisosa polünoomi q(x) 

ja leida jäägi polünoomi r(x), nii et kehtib 

= »(x) • iM- (8) 

kus r(x)/g(x) on juba lihtmurd. 

Võrduse (8) põhjal võime kirjutada 

IIB}= {»(x)âx + IfMdx-
kus paremal esimene integraal on leitav põhivalemi 5) alu

sel. Sellega taandub ratsionaalfunktsiooni integreerimine 

lihtmurru integreerimisele. Seepärast eeldame järgnevas, et 

ratsionaalfunktsioon (7) on lihtmurd. 

Lihtmurru (7) integreerimiseks lahutatakse ta osamurdu-

de summaks järgmiselt. 

a) Kui nimetaja g(x) kõik nullkohad u,b,... ,h on eri

nevad ja reaalsed, see on 

g(x) = aQ(x - a)(x - b).€.(x - h), 

siis kehtib võrdus 

= 5̂ 1 + Ä + "• + x Ê' (9) 

kus kordajad A,B,...,H on üheselt leitavad reaalarvud. 

b) Kui nimetaja g(x) kõik nullkohad a,b,...,h on võrd

sed ja reaalsed, see on 

g(x) = aQ(x - a)n, 

siis kehtib võrdus 

f (x) А В H , -1nx —л—*- - + —т *• ... + , v. 10 ; 
g(x) x - а (х - а)' (х - и) 
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kus kordajad A ,B,... ,H on üheselt leitavad reaalarvud. 

c) Kui nimetaja g(x) kõik nullkohad on imaginaarsed 

ja erinevad, see on 

g(x) = aQ(xd + px + q)...(x + rx + s), 

kus ruutpolünoomide kordajad on reaalarvud ja diskrlmi-

nandid p2 - 4q<0,..., r2 - 4s<0, siis kehtib võrdus 

žtei, . p* +1 •... + ** *s , (ii) 
g ( x )  x  + p x  +  q  x + r x + s  

kus kordajad P,Q,...,R,S on üheselt leitavad reaalarvud. 

d) Kui nimetaja g(x) kõik nullkohad on к = n/2 

kordsed kaaskompleksarvud, see on 

g(x) = aQ(x2 + px + q)k, 

2 
kus p ja q on reaalarvud ning p - 4q<0, siis kehtib 

võrdus 

f(x) Mx+N . Px+Q . Sx+T 
л ' = g + g 5 + ...+ —£—:—"тр) (12; 
g(x) x +px+q (x +px+q) (x +px+q) 

kus kordajad M,N,P,Q,...,S,T on üheselt leitavad reaal

arvud. 

e) Kui nimetaja g(x) erinevad reaalsed nullkohad 

a,b,... on vastavalt kfl,... kordsusega ja erinevad ima

ginaarsed nullkohad vastavalt эе , д »••• kordsusega kaas

kompleksarvud, see on 

g(x) = a0(x-a)l£(x-b)1...(x2+px+q)5f (x^+rx+s)A 

kus ruutpolünoomide kordajad on reaalarvud ja p2 - 4q<0, 

г2 - 4s<0,..., siis on üheselt leitavad sellised reaal

arvud A_. ,By ... ,Pj,Qj 'Rj,Sjf •.. » et kehtib võrdus 

-28-



f(x) Â1 . A2 . . Ak . * ' S + ————"w +. * « + к + 

g(x) X - a (x - a) (x - a) 

B1 B2 B1 
+  —  —  +  — — »  +  .  #  e +  ~ ~  T ~  •  
x - b (x - b)4" (x - b)1 

+  • • • • • •  +  

Р ЯХ + P2X + Q 2  P*X Ф Q *r 
+ •• m + g g + о • » + о 
x >px+q (x +px+q) (x +px+q) 

R % x + S л R-x + R2X S-, RA 
+  — —  — -  + — = ™ • # • » . . +  g  *  
x +rx+e (x -t-rx+e) (x *rx+e)' 

• . ОЗ) 

Valemeid (9) - (13) nimetatakse lihtmurru (7) osa-

murdudeks lahutamise valemiteks. 

Valemites (9) - (13) leitakse tundmatud kordajad lu

gejates määramata kordajate meetodiga, nagu esitatud all

pool näidetes. 

2. Osamurdude integreerimine. Nagu valemitest (9) -

(13) näeme, taandub ratsionaalfunktsiooni (?) integree

rimine järgmist tüüpi integraalide leidmisele; 

I = H= ' (k> 1 ) » 
J x  -  a J (x  -  a) k  

III = [ f*«*— dx, IV = ( — * ^ dx (У > 1). 
J x "+px+q J (x +px+q) 

Integraalid I - II on vahetult arvutatavad. 

= i ni x  - al +  c» 

С dx ... 1 1 
-ТГ = - ——•— ——— 'EJ-T + V« 

J (x - a)k k - 1 (x - ar ' 
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Integraali III arvutamiseks eraldame polünoccis. 
2 2 x + px + q täisruudu (x + p/2) : 

x2 + px + q 
2 „2 

= (x2 + 2gx + ̂ -) + q - = 

= (x + |)2 + q -

Nüüd teeme muutuja vahetuse x + p/2 = z ja tähistame 

b2 = q - Sjr, siis 
о 2 2 

x + px + q = z + b 

ja seega 

f* + Q dx = Г F| *gR dz (R = Q - P p/2), 
x~+px+-q J z +b 

kus 

•z.,d.z_ = 1 ln(z2 + b2) + С = — ln(x2 + DX + q) + C, 
2+bd 

£z m = — arc tan — = — arc tan — ~ + С. 
z +b b b b b 

Ka integraali IV korral teeme muutuja vahetuse x + p/2 = z, 

siis 

f —_ dx = f £ г  -g 
V (x -t- px + q) J (z + b~) 

-у- dz äP » 

kus 

f  =  2  t  c .  
I (z2 + b2)* 2 ae- 2 (г2 t b2)*" 

Jääb leida integraal 

T - f dz = f dx 
' 26 J b2) J (x2 + px + q) â? 
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mille jaoks ke'htib rekurrentne valem 

т - 1 z . 2 ae - 3 

- Ж-1 

• / * 1 t ,/*- ? J* 1 (14) 
b (29e- 2) (x +px+q) b2(2<**- 2) " * 

Valemit (14) rakendame järk-järgult nii mitu korda, kuni 

jõuame integraalini 

T _ f dz 
1  "  2  , 2 *  J x + b 

mis oli arvutatud eespool. 

Näide 11. Leida integraal 

J = f ̂  • *4 - 8 dx. 
J x5 - 4x 

Lahendus^. Et integraalialune funktsioon on liig-

murd, siis eraldame täisosa ja saame 

+ x4 - 8 = x2 + x + 4 + 4- 2 * 16x - 8. 

yp - 4x x(x + 2)(x - 2) 

Nimetaja nullkohad on kõik reaalsed ja erinevad, valemi 

(9) põhjal saame siis 

4- 2 + 16x - 8 _ A + B_ . С 

x(x + 2)(x -2) x x + 2 x - 2 

Korrutades võrduse mõlemat poolt nimetajaga x(x+2)(x-2), 

saame võrduse 

4x2 + 16x - 8 = A(x - 2)(x + 2) + Bx(x - 2) + Cx(x +2). 

Võttes viimases vorduses x=0, x=2, x=—2,leiame kordajad 

А, В ja С. Arvutuse võime paigutada järgmiselt: 
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-8 = A(«4) A = 2 

40 = С -2-4 G = 5 

-24 = В(-2)(-4) В = -3 

X = 0 

x = 2 

x = -2 

Seega 

c 2 + x + 4 + - i  -  ̂ \  ^ ̂  т?) dx = J = J (x" + x + 4 + - - j-^-2 + 

3 2 
= + x_ + 4x + 21n|x|- 51n|x + 2l + 51n|x - 21 + С = 

= - (2x^ + 3x2 + 24x) + ln x 1 x -—-г- + С. 
6 Ix + 2 \ p  

Näide 12. Leida integraal 

64 x dx J = 
(2x - 1)2(4x2 - 16x + 15) 

Lahendus^ Et lugeja aste on väiksem nimetaja ast

mest, siis valemi (Ю) põhjal võime kirjutada 

64x А В ж С , D MW«—• I an • ч LM1 I •• I • I II I T" • m Инн i -f *•=•—ej» «мшмшч -f. i i • ••• • e 

(2x-1 ) (4x -I6X+I5) 2x-1 (2x-1 ) 2x-3 2x-5 

Nimetajates kirjutasime x - 1/2, x - 3/2 ja x - 5/2 ase

mel 2x - 1, 2x - 3 ja 2x - 5» sest see mõjustab vaid 

kordajaid А, В, С ja D, mis on veel määramata. Korruta

des nüüd võrduse mõlemat poolt nimetajaga 

(2x - 1)2(4x2 - 16x + 15) = (2x - 1)2(2X - 3)(2x - 5), 

saame 

64x = A(2x - 1)(2x - 3)(2x - 5) + B(2x - 3)(2x - 5) + 

+ C(2x - 1)2(2X - 5) + D(2x - 1)2(2X - 3). 

Võttes x = 1/2, x = 3/2 ja x = 5/2 leiame kordajad В С 

ja D. Kordaja A saamiseks võrdsustame x^ korda ad 

Arvutused võime paigutada järgmise tabelinas 
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x -

X = 

32 »B(-2)(-4) В = 4 

96 = С 4(-2) о
 

» ru
 

160 = D 16-2 D = 5 

0 = 8A + 8C + 8D 

0 = А + С + D = A - l 2 + 5 = A - 7  

А =  7  

Seega 

J = =  f  ( — +  g  
J *2x-1 (2x-1)d 2x-5 2x-51 

= - + 2 ln j 2x-1 j - 6 Inj 2x-31 + S In 12x-51 + С. 
2х-1 2 2 

Näide 15с Leida integraal 

х^ + 4х - 12 

12 dx = 

:2(х2 + 4) 
dx. 

Lahendus^ Arvestades, et nimetaja nullkoht 

„2 

x = О 

on kahekordne ja polünoomi х'~+4 nullkohad on imagi

naarsed (nimelt arvud ±2i), siis valemi (13) põhjal 

7? + 4x 

x2(x'" •¥ 4) 

t2 _ А + В + Cx + D 

x x2 + 4 

kust saame võrduse 

x2 4- 4x - 12 = Ax(x2 + 4) + B(x2 + 4) + (Cx + D)x2. 

Võttes x = 0, saame kordaja В määrata. Võttes x = 2i 

ja võrdsustades saadud võrduses reaal- ja imaginaarosad, 

saame leida kordajad С ja D. Lõpuks võrdsustades veel 

astme x* kordajad, leiame ka kordaja А. Arvutused võime 

paigutada järgmiselt: 
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x = О 

x = 2i 

-12 = В 4, В = -3 

-12 = (2C1+D)(-4) = -8C1-4D 

0  = -8G, С  =  О  

-12 = -4D D = 3 

1 = А-к: = А А = 1 
Seega 

J = I (-  ̂ = 

= § + lttlxl • 4&"cfcan З3 + С. 

Näide 14« Leida integraal 

(5x2 - I2)dx j e  [ Ц^-12; 
J (зг - 6x + 13)' 

Lahendus^ Arvestades, et nimetaja nullkohad on ka

hekordsed ja imaginaarsed, siis valemi (12) põhjal 

5x2 - 12 _ Ах * В 
.2 ... . - ~X 

Cx + D 

(x - 6x + 13) x — 6x + 13 (x - 6x • 13)' 
kust 

5x2 - 12 = (Ax + B)(xc" - 6x + 13) + Cx + D. 
Kordajad A ja В saame määrata astmete x^ ja x2 kor

dajate võrdlemisel. Kordajate С ja D määramiseks või-
2 me kasutada polünoomi x - 6x + 13 nullkohti x = 3 + 21 

või x = 3 - 2i. Samuti saame need kordajad leida, kui 

võtta x = Ojax = 1. Arvutused viimase juhu jaoks on 

esitatud järgmises tabelis: 

0 = А 

5 = B-6A = В 
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x = О 

x = 1 

Seega 

-12 = 13В + D = 65 + D, D s -77 
-7 = 8(A + В) + С + D = 40 + С - 77, С = 30 

•f 
JQ* - 77 

(x - 6x + 13) „ - 6x + 13 
Teeme muutuja vahetuse z = x - 3, siis 
j  =  ( U - t -

dx. 

30Z+13 
T7v? dz = ̂  arctan — + 13J9* 

2 2 z +4 > +4)' 

Kasutades rekurrentset valemit (võttes ae = 2 ja Ъ = 2), 

saame 

Jo = 
4-2 

z 

z + 4 4-2 
Jn = 

Z 1 M • ••• • + — arctan 
8(z + 4) 16 

• C. 

Seega 

j - + ( 1^. + £ ) arctan — + С = 
8(z + 4) 16 

y* - t 5â arctan -Z.Ž + c. 8(xc - 6x + 13) 16 2 
Kui lihtmurru f(x)/g(x) nimetajal g(x) on kordseid 

(eriti kordseid imaginaarseid) lahendeid, siis integraa

li arvutamine rekurrentee valemi (14) abil on tülikas. 

Sel korral kasutatakse Ostrogradski meetodit. Selleks 

esitame murru f(x)/g(x) nimetaja g(x) kujul g(x) = 

= g1(x)g?(x), kus g2(x) on polünoomi g(x) kõikide erine

vate lineaarsete ja taandumatute ruuttegurite (võetuna 

esimeses astmes) korrutis. Siis kehtib Ostrogradski va

lem 
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ах = + fî4^ dx, (15) 
J g(x) " ; ё^У ' 

kus lugejad f^(x) ja f2(x) on määramata kordajatega po

lünoomid, mille astmed on ühe võrra väiksemad vastavate 

nimetajate g^ (x) ja g2(x) astmetest. Polünoomide f/j (x) 

ja f^Cx) kordajate leidmiseks diferentseerime samasust 

(15) ja kasutame seejärel määramata kordajate meetodit. 

Praktiliselt otsida lugeja f2(x) kordajaid pole otstarbe

kohane, vaid sobivam on kohe integraali märgi all vale

mis (Iß) murd f2(x)/gp(x) esitada osamurdude summana. 

Näide 15. Ostrogradski meetodiga leida integraal 

j , f (^2--<2)dx _ 
j (xd - 6x > 13) 

Lahendus^ Siin integraali all on lihtmurd ning 

g^ (x) = g2(x) = x" - 6x + 13. Seega antud juhul Ostrog

radski valem (15) annab 

(5x^ - 12)dx Ах + В . f Cx + D 
- ' 9 - —3—-—-—-——- + j —5 — dx, 
(x - bx + 13) x^ - 6x + 13 J x - 6x + 13 

kus А, В, С ja D on määramata kordajad. Nende leidmiseks 

diferentseerime viimast võrdust muutuja x järgi, saame 

võrduse 

3 fo2 - 12 g = —А (х2-6х+1 з ) _ (Ax+B) ( 2x-6 j + 
(x - 6x + 13) - (X

2-6X+13)2 

Cx+D 
+ , 
x -6x+13 

kust 

5X2-12 = A(X2~6X+13) - (Ax+B)(2x-6) + (Cx+D)(x2-6xt-l3) . 
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Kasutades määramata kordajate meetodit, saame järgmise ta

belit 

x5 0 = С 

x2 5 = A-2A-6C+D = -A + D 

x = 0 -12 = 13A+6B+13D 

x = 1 -7 = 8A+4A+4B+8C+8D = 12A+4B+8D 

Seega C=0jaD=5+A. Arvestades seda, saame tabeli 

kahest viimasest reast 

-7 = 12A 4- 4B + 40 + 8A = 20A + 4B + 40 = 4(5A + В + Ю) 

-12 = 13A + 6B + 65 + 13A = 26A + 6B + 65, 

kust 

5A + В  •  Ю  =  -  J  

26A + 6B • 65 = -12. 

Viimase süsteemi lahendamine annab А -- ja В = -

Järelikult D = 5 * 

Seega 

j = у» - ̂ 9 + r = 

8(хг - 6x +13) V 8(x - 6x + 13) 

= —2ŽŽ-_Z-_LŽ2 + 2Ž arctan + С 
SCx^ - 6x +13) 16 2 

nagu näiteski 14. 

Vaadeldava integraali J leidmiseks võib enne fceha 

muutuja vahetuse z - x - 3» Siis x = z + 3 da 

j , I ; :i dz, 
) (zd + 4)d 

ning Ostrogradski valemi (15) järgi 

f?'2  ; y>? + 2? dz = +  ( äf-tn d 2. 
J ( z + 4) z^ + 4 J z* + 4 
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Diferentseerides viimast samasust saame 

5z2+30z+33 = A(z2+4) - 2z(Az+B) + (Cz+D)(z2*4). 

Edasi leiame kordajad, nagu näidatud järgmises tabelis, 

z = 2i 

z* 

z = 0 

Seega 

13 + 60i = -4i(2Ai + B) = 8A - 4Bi 

A = 13/8 В = -15 

О = С 

33 = 4А + 4D = 13/2 + 4D D = Щ 

j = 1?y 120 + 5ž f_iL 
8(z +4) 8 ' z + 4 

= —I3x - 1ß? + 52 arctan — ^ + C. 
8(x - 6x +13) 16 2 

Näide 16. Ostrogradski meetodiga leida integraal 

J = ( (X2 - 1)2 dx . 
J (x + 1)(X^ + 1Y 

Lahendus^ Integraali all on siin lihtmurd ning Ost

rogradski valemi (15) põhjal saame 

Г (x2-1 )2 dx _ Ax^+Bx2+Cx+D Ar E . Fx+G^ ^ — -t-n г = 5 *5 + f • —5—) dx, 
) (x+1)(x +1)^ (x +1) > x+1 X +1 

kus paremal integraali märgi all murru esitasime kohe 

osamurdude summana. Diferentseerides saame 

(x2-1)2 _ (5Ax2+2Bx-t€) (x2+1 )^-(AX^+BX2+CX+D)2(X2+1 )2x 

(x+1)(x;£+1)^ (x+1 )4 

E . Fx-Kl + + * , 
X+1 X^+1 

kust 

(x2-1)2 = (3AX2+2BX+G) (X2+1 ) (x+1 )-4X(AX5+BX2+CX+D) (x+1 ) + 
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X = -1 

x = i 

+ E(x2+1)5+(Fx+G)(x+1)(x2+1)2. 

Edasi määrame kordajad vastavalt järgmisele tabelile. 

0 = E 8, E = 0 

4 = -4i(-Ai-B+Ci+D)(i+1) = -4(-Ai-B+Ci+D) (-1+i) = 

= -4(A+B-C-D)-4i(A-B-C+D) 

;A+B-G-D = -1 

IA-B-C+D = 0 

2A-2C - -1, С = А + £ 

x 

x = О 

x = 1 

О = E+F = F , F = О 

0 = 3A-4A+G+F = -A+G, А = G 

1 = C+E+G = C+G, G = А = 1-С = 2 - А, А = ̂  

G = 
5» 0 = 1 - B-D = -

О = (ЗА+2В+С)4—8(A+B+C+D)+8E+8(F+G) = 

= 6+8B-8-8B-8D+2 = -8D 

1 
Seega D = О, В = - -*> 

. ( 

7W ' 

J = - ?х3- Л IÏ1 = + larctan х • С. 
x +1 4(х +1 ) 4 

Ülesanded. 

Leida integraalid, kus nimetaja juured on erinevad 

ja reaalsed. 

237. f — 239. [ 2L-^ 
J (x + 1)(2x + 1) J (x + 1)(x + 2)(x + 3) 

238. 2* + 3 

(x - 2)(x + 5) 
240. 

x dx 

2x2 - 3x - 2 
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241. 

242. 

2x + 41х - 91 
(х - 1)(х + З)(х - 4) 

dx »•/iTr-frr Зх 

243, 
I' 

x + 1 

5х2 + 6х 
dx 

32х dx 

246. 

247. 

С x1 

)^7 

I 

dx 

x" + x - 2 

х5 - 1 
dx 

4х - x 

2 

249 

(2х - 1)(4х - 16х + 15) 

г  -  V- 2  

5Х' 

Leida integraalid, kus nimetaja juured on reaalsed, 

„2 

244. (*6 - ̂  + i*3 - ̂  + t dx 248. Užž-^žläž 
) x - 5X^ + 4X ' УГ - 5xd 4 6 

' (x + 1)< 

250. fcX  * 2)2 ™ 
' x - 1 x 

251. jx? * 1 

1) dx 

(x - 1) 
256. J . . (7*3 г 

x - 5x + 6x 

257. [(--—3 —)2 dx 
' x - 3x + 2 

258. i~r—^ 
' xy + 5x + 8x + * 

252. (—x - ?x + 2 . dx 
) x(x + 2x + 1) 

259. 
J (x - 1 

(x£ - 2x t 3)dx 

)(x? - 4xc + 3x) 

260*. j — -4^— 
J (X + 1)(x 4-

254. - Ž dx 261. xd* -
(x - 2) J X5 - 3x + 2 

255. f—~ 
J (x + 

2) 

x2 dx 

2)a(x • 4>2 

Leida integraalid, kus nimeta jas esinevad ka imagi

naarsed erinevad juured. 

262. 
I(x + 

dx 

1)<x* + 1) 
263. dx 
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264 • f  
dx 
T ) x(x + 1) 

265. f-r^2— 
' x-' + 1 

271 

272-

dx 
(x + 1)^(x2T°1) 

(x^ - 6)dx 

x4 + 6x + 8 

266, fx dx 
J x3~iT 

on-, f xy + + 4x + 4 ^73» ; -r*—™~r—<tx 
У x4 + 2x + 2x*-

267 • I (x - x -

(x - 1)(x - 2x + 5) 
274*. j ТГТТ2 

dx ~w—~—» 
x + x + 1 

268. j , (*V 1)d* 

269« 

«J.—— 
x v  -  x + x  -  1  

dx 

275'. (• dx 

(x + 1)(x- + x) 

f dx 
ïyO» l 

/ (x « 4x + 4)(x - 4x • 5) 

^ x ^ + 1  

ODC* i dx t/'©4 I 
J ЧГ * 1 

277. 

Leida integraalid, kasutades rekorrenfcset valesiit (14). 

dx 

J G^Tî)5 

278. (--J£ 7 
J (x2 + 9) 

279. J- dx 
(x + 9)' 

280. dx 

281. j 

(x1- + 2x + 2) 

dx 

282, 

J (x2 + 2x + 10)^ 

dx 

283. 

284 P 

285. 

286. 

287, 

f__ dx 
i(x^ + X 4 1 ) -

f (x •» 2) dx 
V (x + 2 2x * 2)-

.. л 
x + 1) dx 

(x~ + 2x + 2); 

dx 
• у • •  ̂

x(x + 1)(x" +4) 

4x dx 
•ТГ—*r 

(x*~ + 1)c(x * 1) 

(xd + 2)' 

6 
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Ostrogradski meetodiga leida integraalid. 
.2 *\2 

288. f —Jž 295. f—^ ~ 
J (x + 1)^ ' (x + 1)(x + 1 ) 

Г x^ + 3 J-^T 

dx 

290. Г тЁ ?  297. ^ 
J (x  + 1 ) 5 (x  -  1) 2  )  х 'Чх + 1 r  

291. f 3 ^ d x  7 298. f « ü 
J (x2 + 2x + 2) ' Or+1) 

292. f ^ 299. f , 
'(x - 1) (x^ + 1)2 J (x4 + 1)d 

f (x2 + x + 1)dx Г x2 + 3x - 2 
295 • J > . Ž J (X - 1)(x* • * - V* 

291. fx6 %**g" 4x2
g" 2dx 301. f*5-*4-26* i24;"2^g to-

'x (x + 1)2 ' (x +4x+5) (x +4) 

Leida tingimused, mille korral järgmised integraalid 

kujutavad ratsionaalseid funktsioone. 

f ах2 + bx + с f ax2 + 2bx + с л„ 302. —т- dx 303. 3 >5 dx 
J x (x - 1) J (px + 2qx + r) 

304Л Olgu m ja n naturaalarvud ning 

J = f dx 
J  ( x  + a)m(x + b)n 

Näidata, et J on kergesti leitav, kui teha asendus 

u = 2L-+Ji. 
x + b 

Leida järgmised integraalid, kasutades asendust üle

sandest 304. 
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305. f 307. f 
^  ( x  +  1 У ( х + 4 У  i  

306. f §2 
J (x - 2) (x + 3)5 

(x2 - 5x + 6)4 

dx 

§ 5» Mõnede mitteratsionaalsete funktsioonide 

integreerimine. Integraalide ratsionali

seerimine 

Üheks põhiliseks meetodiks mitteratsionaalsete funkt

sioonide integreerimisel on integraali ratsionaliseerimi

ne, s.t. sobiva muutujavahetusega teisendatakse integraal 

ratsionaalfunktsiooni integraaliks. 

Olgu R(x,y) ratsionaalne avaldis muutujatest x ja y. 

Integraali 

ratsionaliseerimiseks tehakse muutuja vahetus 

u või 
Л/' 

u või 

Näide "17. Leida integraal 

ratsionaliseerimise teol 

Lahendus. Muutuja vahetusega 

saame 1 - x = u2(1 + x), millest 
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ja seega 

J = 

u2 - 1 

, ? ̂  
4 а du 

~4u du 

J (u^: T)ö?TT)" " j тиг V 
Saadud ratsionaalfunktsiooni integraali leidmiseks 

tame oeamordudeks lahutamise võtet. Selle põhjal 

ksau-

4u2 

7TT u * 1 u -
•f £В-±-£ 
u2 + 1 

kust 

4u2 = Â(u-1)(u2+1) + B(u+1)(u2+1) + (Cu+D)(u2-1). 

Leiame kordajad A„ В, С ja D. 

u = 1 

u = -1 

u = i 

Järelikult 

J 

4 = B-2-2, В = 1; 

4 = A(-2)'2, А = -1; 

-4 = (Ci + D)(-2), 2 = Ci -s- D, С =0, D = 2, 

f(— • — 
J u • *» 

— * -w—=—-Jdu = In 
1 u " + 1 

j u .  - 1 j  
! u + 1 I  

+ 2arctan u + C. 

Asendades tagasi esialgse muutuja x ja arvestades, et in-

tegraalialuse funktsiooni määramispiirkond on 

X » { (-1 г0), (0,1) j, saajse 

s In 

= In 

= In 

V4-TŠ - 1  

NT - 1  » -i + X 

+ 2 arctan 
лП-ri + 

с = 

V 1 - X - л|1 • X 

л/1 - x' + л/1 + X 

> м -  ixi 

+ 2 arctan 
л/ 
' ~ X . Л m + c = 

i +^i 

- ,  4 -  2  a r c t a n  , !  — +  c ,  
2 ï 1 + x 



Antud integraali saab ratsionaliseerida ka asendusega 

/Т~Г"х _ 1 
1/ Т~Гх - u » 

s.to asendusega 

= u. 

Sel korral 

„ _ u2 - 1 _ 4u du 
x - ~X~~T' ^ u f- 1 ( u • li

ning naga ennegi 

u4 -  1  

! u  -1 j 
'lu 4 T S  

= In 

=5 IB 

/ТТ7 
Vrri -

VT^X * 1 

- 2 aretaплД-^Н£ T C/1 — 

1 + -\/l ~ X2 

l*\ w -ip 
• 2 arctan-i/—-—- •* С* 

V 1 •*• x 

Näide 18» Ratsionaliseerimismeetodiga leida integraal 

л/ТТT - 1 

Д / х  +  1 + 1  - /  dx. 

Lahendus j. See integraal on aama tüüpi mis näites 17e 

sest võime kirjutada 

j . te-

'  î / ( x  * 1 ) ^ + 1  

Sellepärast saame integraali ratsionaliseerida asendusega 

—x/ x TT = u, 
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kust 

x • 1 = u®, dx = 6u5 du. 

Seega 

J = f -g ~ ̂  6u5 du = 6 f(u6 - u4 - ̂  + u2 + u - 1 - ' )du = 
' u + 1 ' ц +1 

= |u7 - |u5 - §u4 + 2u5 + 3U2 - 6u - 3ln(u2 + 1) + 

+ 6 arctan u + C, 
6 , 

kus u = \y x + 1. 

ülesanded. 

Leida integraalid. 

30S- Jtts î16- f -Vx" J x(1 + 2V5T + Дух) 

309. f X ~^x * -, dx 517. f dx 
j  x + Дух + 2 j л/х(1 + -Vx) 5  

51°- H H"S (x - JI)(X + ä) 318. !~\Щ * dx 

?11- li/H-r' ¥ 519. f -, x аг — J -Vх + 1 + x + 1 
312- ( , , f ^ 520. f ————— dx 

JA/(x - 1)2(x - D4 Кг^ГТл 

513. f . ** (n = 1,2,...) 

W(* + a)n (x + b)n 

31*. ( âTrl 321. 
' Х(ч/Х • ДА ) 

315' j т/г + A/x-» 2-&P 522, { 

J2. / x 
x П,Т^ГГ dx 

dx 

^/x2(x - 1) 
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523. Г—ax 325.f~\ A* + 1>Л dx 
nG7—? J V (x - D2 

324. 

x2-/ 2x + з" 

dx ,-, Г dx 
Uf 326. I ; 

a" — 
V2x - 1 - "V 2x - i ; ДУ(х - 1)7(x + 1)2 

Integraali 

JR(X,-^/ ax2 + bx + c)dx 

ratsionaliseerimiseks kasutatakse nn. Buleri asendusi. 

Juhul a> 0 kasutatakse Euleri esimest asendust 

või 

Vax2 + bx • с = t -sfa x 

-д/ах2 + bx + с = t x, 

millega minnakse integraalis üle uuele muutujale t. 
p 

Juhul а <0 peab olema b - 4ac ̂ 0 ja и £ ß , kus 

ja ß on polünoomi (reaalsed) nullkohad. Seega 

ax2 + bx + с = a(x - )(x - y(3 ) 

ning sel korral kasutatakse Euleri teist asendust 

-)lax2 + bx + с = t(x - <* ) 

või 

dust 

või 

ax2 + bx • с = t(x - ̂  ). 

Juhul c^O võib kasutada ka Euleri kolmandat asen-

ax2 + bx + с = tx +-/Õ1 

-/ax2 + bx + с = tx --fc'o 

Juhul с = 0 langevad Euleri teine ja kolmas asendus ühte. 
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Haide 19» Leida integraal 

dx J -= r 
1 4- h/X2 +• 2x + 2 

Lahendus. Teostades Baieri esimese asenduse 

Vx2™ 4-2x + 2 = t- x, 

saame x2 + 2x + 2 = t2 ~ 2tx * x2» kust 

X = dx = £-i-BÈ-î-S dt, 1 • t - x = 
2(t*1) 2(t + 1)^ 2(t • 1J 

ja seega 

j = flfci* 2Ч, V) 21L»1I dt = f  T % dt. 
'  2(t * 1)^(t 4 -  2 )  > (t 4- 1)(t + 2 )  

Lahutades integraali margi all ratsionaalf onktsiooni osa-

aordude summaks, saame 

+ 2t + 2 

•J ~ i ——«2,—- ~ ——™—: dt — In 11 + 1 ! +  — —  4 »  С .  
Ht 4- 1 (t 4- 2) J t + 2 

I p ' 
Et t = s +\ x + 2x + 2, siis 

J S ~— • —  ̂ - . = — ^  L N  j X  4 -  1  + 2X 4 -  2 | T  С S 
x + 2 +л/х2 + 2х +~2 

_ x •#• 2 - -/x2 + 2x + 2 ,i . /~? I ГI 
- — IT'У T" + ln|x + 1 4-y x 4- 2x 4- 2 U С = 

_ 1  - V x 2 + 2 x  +  2  .  - i  „  / ~ ?  I  ' !  
= — YTT— * + 1 + Vх + 2x * 2 l-t- C19 

kus СУ; = С + 1. 

Haide 20„ Rafcsionalisöerida integraal 

J = 
• f  

dx 

X ~-^X2 ~ X 4- 1 

Lahendus.. Siin on sobiv teha В ui eri esimene asendus 
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kujul 

~Jx2 - X +1 = t + X, 

sest siis integraalis nimetaja on -t ning saame 

.2  ̂ o*. , о i/*-2 t2 - 1 

2t 
4DX 5 .  2t +2t ; 2 at = -  Ž Ü L+ y ? d t  
+ 1 (2t + 1)2 (2t + 1)2 

J =2 f il2 

ja seega 

+ j, + 
^ t(2t + 1)5™*" 

Näide 2У. Leida integraal 

dx 

1: xv 2 + x - XЕ" 

Lahendus^ Et 2 * x - x"' = ™(x + 1)(x - 2), siis tehes 

Euleri teise asenduse, näiteks 

V2 + x - x2 = t(x +1), 

saame -(x - 2) = t2(x +1), kust 

= - 4^ = "С - -^™). dx = - t(x+1) = "I1" » 
t +1 t +1 (t *1) t +1 

x = 

ja seega 

J = ( a2*i>26t at , 2 с dt_ = i f(_j l_,dt , 

J (ts-2)3t(t2+1)2 J t2-2 V? > t-V? t + V2" ' 

V21 

In 
t-V2 
t+V^ 

+ C. 

Et antud juhul x £ [(-1,0),(0,2)}, siis 

t =-/2 + 

ning 

x2/(x *• 1) =л/2 - X/V x+1' 

J = -i» In 
V? 

л/2-x - V2x+2' 

л/2—x + V 2x+2' 
+ С = —»In 

V21 
(s/2-x' - л/2х+2')2 

-Зх 
4- С = 

7 
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= —, ln|x + 4 - 2-vk(2 + x - x2) j - ln|xl+ C1 * 

Näide 22« Leida integraal 

X dx - J  
• л/Г7 ~ -2 2 + + X - X 

Lahendus^ St siin Euleri esimest asendust teha ei saa 

ning teist asendust teha pole otstarbekohane (kuna ruutpo— 

lünoomi juured on irratsionaalsed), siis teeme Euleri kol

manda asenduse (teise kuju) 

-J4 + X - x2 = tx - 2, 

mis annab 

X = iti -L, ta = -2 2tV V dt, tx = VK* 1? t  

t2 • 1 (t + 1) t + 1 

ja seega 

J = -2 f<žtV * -.ак*2 *1? dt = 
J (t2 + 1)2(4t + 1)t(t2 + 1) 

»-2f 2 tV * V dt. 
J t(t2 + 1)2 

Edasi kasutame Ostrogradski meetodit ja saame 

J = 4^ +{(~ - V 1 ) dt = 
t2 * 1 ) t t2 + 1 

= —• -f 41n j 11 - 21n(t~ +1) - arc tan t + C, 
t + 1 

kus t = (2 •лЛ- + X - x2)/x. 

Ülesanded. 

Kasutades Euleri asendusi, leida järgmised integraalid. 
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327. 

328. 

329. 

330. 

331. 

С dx 

J x< -(x -T-Vï" •f X2') 

dx 

' X • l/X2 * X + 1 

dx 

X 1 rv
 

1 1 

dx 

' 1 + д/1 - 2x - x2' 

x dx 

_J V2 _ 1 

Й 332.' I V1 • х- dz 
2 + x 

335. 

333. fx " Y  

^ x + -\/x2 + 3x + 2 

334. Г ^-x + 

(x2 + 2x •»• 3)Д/Х2+2Х+4' 

r dx 

J h +л/х(1 + x)'l2 

336. г * +V?^ dx 

x + 1 +д/х2 + x + l' 

Rakendades sulgudes antud Euleri asendusi integraalile 

Г dx )v^?' 
tõestada järgmised valemid ja leida nende kehtivuspiirkon-

nad X. 

337. arc s in x = 2arctan x (дЛ - x = tx + 1) 

1 +V 1  - X 2  

338. arccos x = 2arctan^]>{+ x (л/1 ~ = t(x + 1)) 

339. arc s in x = ̂  - 2arc tan-^j~~ * (~\Ь - x2 = t(x + 1)) 

340. arccos x = 2arctan-NJ4-—^ (V1 ~ x2 = t(x - 1)) 

I 21 I 1 
341. arc s in x = 2arccot 1 Wl - x ^ _ x2 = tx - 1) x 

342. Näidata, et integraali 

dx 
2 ax + bx + о 
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saab asendusega u = x + teisendada integraaliks 

1 f du 

ial •' ,,/T77 ' 

Näidata, et kehtivad valemid 

f  — — .  =  a r c  s  i n  ~ ~ ™ = ,  +  С ,  

''тА- VA Сб) 

f —AB.— = In |u + л/ u2 + A j + С, 

Leida integraalid, kasutades ülesandes 342 tuletatud 

valemeid. 

dx щ,. f , 
343. j 346. (-

J  Vx 2  -f- 2x ~ 1 

544. Г З47. 

2x2 - 6ï + 5 

dx 

1 x - x2 ; V- x2 «• 3x - 2 

345« Г dx 348« r — 
^x2 + 4x - 3 j-v5 - 2x - Ззс2 

349*. Tõ@@t«d&, at iga n-astse polünoomi P(x) korral 

leiduvad ülimalt (п*Л )-astme polünooa Q(x) ja konstant 

Л $ nii et kehtib võrdne 

\ « Q(x) д/ах2 + bx + с * f Л *** (1?) 
J л/ах2 + bx 4 с ' Vax2 + bx «• с 

Näide 25 « Leida integraal 

J s j -д/î"- 4x - x2 dx, 

kasutades ülesannetes 349 ja 342 tuletatud valemeid, 



Lahendoß» Et 

J 1 - 4ж - x2 

Г dx, 
-f л/t - 4x - x2 

sile valemi (1?) tõtta võise kirjutada 

J = (Ax + В)-у/1 » 4ж - x2 *• I —JLŽž . 
J д/яГ « 4x - x2 

Tundmatute kordajate aäärasiseks difereateeerime saadad 

võrduge mõlemaid pooli» еааже 

1 - 4x - x2 , = ̂  _ 4x . J + * 

1/1 - 4x - x2 2лЛ «r 4x - x2 

D 
5» 

4x 

kust 

1 - 4x - x2 = A(1 - 4x - x2) - (Ax * B)(2 * x) 4 B. 

Edasi öiäärasie kordajad Ag B, ja C, paigutades arvutused 

järgsaiselt? 

x2 -1 = -А - А, А - 1/2; 

x "4 s ~4& - 2A «= B9 -B = «-4 * 6A = -1 e В =1$ 

x = О 1 = А - 2Б f D s 1/2 - 2 + ß, D = 5/2. 

Seega esimese valessiteet (16) tõtta 

J = (-gX 4 1)"\/l - 4x - x2 4 | ( dx 

V-

^(x 4 2) Vi - 4x - x2 4 j 

4x - x 

dx 

2 '  

15 - (x 4 2)2 

= |(x 4 2) л/l - 4x - x2 * aresin 4 С = 
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= 5 j(x + 2)-\J 1 - 4x - x2 5arcsln - j + C. 

Ülesanded« 

Kasutades ülesannetes 349 ja 342 tuletatud valeeeid, 

leida integraalid. 

350. 1 '-2 - ̂  ( ** " * * 1 

351. 

352. 

353. 

354. 

(2rg - ?x) dx 356. f- ̂  ' dx 

л/х2 - 2x • 5 V*2 + 2x • 2 

(?x2 - ^x) dx 357. [л/зх2 - 3x + 1 ' dx 

д/з - 2x - x 

V1 * 2x - x2 ' l/x2 + 1 

^ ** 359. ( - 8x » SL dx 

x3 dx 358. f -S-Jb. 

\/xc + 4x • 5 y Vx2 - 4x - 7 

X3 - 6x2 + 11X - 6 dx 360# Г xLs* 

V x2 + 4x + 3 v -\/x2 + 4x • 5 

355. (Vx2 - 2x - V dx 

361. Olgu P(x) ülimalt n-astme polünoom. Näidata, et 

asendusega px + q = 1/u saab integraali 

( p(x) dx 

(px + q)п+1д/ ax2 • bx • с 

teisendada kujule 

\ _äLüI_du_ 

д/^u2 • ß a  + /  

tus ы. t ç> ja a* on konstandid, Q(u) ülimalt n-astme 

polünoom. 

Leida järgmised integraalid, kasutades ülesandeis 
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361, 349 ja 342 antud seoseid. 

362. 

363. 

364. 

363-

366. 

dx 
367. 

Г (x - 1) dx 

Х-Д/Х2 + X + 1 
367. 

x2 V2X2 - 2x + 1 

dx 
368. 

r x dx 

ХД/х2 + 2x ~ 1 
368. 

(x - 1)2л/1 + 2x - x2 

dx 
369*. 

f (x3 x - 1) dx 

(x - 1 )д/х2 + X + 1 
369*. 

(x ~ 1) Vx2 
* 2x - 1 

dx 
370. 

x3 dx 

dx 

(2x - 3)лАх - x2 

dx 271 f vx 2  + 2x + 4 

(x • 1 )'"^/x2 + 2x - 3 ; (x - 1)2 

372. Leida tingimus, mille korral integraal 

f P*2 » qx jL£_ ̂  

J^ax2 + bx + с 

on algebraline funktsioon. 

Leida järgmised integraalid, kasutades asendusi (vt. 

näide 8) 

1 1 x + — = u voi x - - = v. 

•jr,-, f x2 - 1 dx J. ̂  
373. j 377. pn + хь dx 

Л. Л j. V 2  * 1 ' 1 - x"* 

7П/1 f X + 1 dx / "V — И H V 374. — » 7===: 378. (2 L S2L_ 
' X2 - 1 Vx 4-1 } x + 1 V X 2  +  X  +  1 

375. f x " 1 ; 379. fîLzJ. V7 
xVx 4  + 3x 2  * 1 ) x 2  -\/x 2  • x + 1 

376. f 
-Jx^ + J>x? - 2x2 - 3x + 1 
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§ 6e Diferentsiaalbinoomi int e кг e erimisg 

Diferentsiaalbinoomi integraal 

j x ** (ax ̂  * b)^ dx 

kujutab elementaarfunktsiooni kolael juhal, nimelt kui 

а*- -"т 1  t 5 1  

on täisarv. Kendel kolmel juhul saab diferentsiaalbinoomi 

integraali ratsionaliseerida. 

1) Kui p on täisarv, siis saab integraali ratsio

naliseerida asendusega 

= u, 

kus n on murdude Ы. ja ühine nimetaja. 

2) Kui ( c* + 1)//3 on täisarv, siis saab integraali 

ratsionaliseerida asendusega 

ax,;' -f b = um, 

kus m on murru 0* nimetaja. 

3) Kui $* + ( d *• 1 )//3 on täisarv, siis saab integ

raali ratsionaliseerida asendusega 

ax$ + b . , _„-/6 m ——j— = a + bx ' = u , 
x^ 

kus m oa mu^ru ^ nimetaja. 

Kui ükski arvudest 3* , (ot + 1)/^ või 

3* + ( c* + 1)/^3 ei ole täisarv, siis Tsebõšovi teoreemi 

kohaselt diferentsiaalbinoosi integraal ei kujuta elea^r-

taarfunktsiooni. 
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Näide 24. Ratsionaliseerida integraal 

J = 
•f 

dx 

x :Ajx?~+~~Л 

Le-hendas^ Siin o( = -1, /3 = 5 ning / = -1/3» Et 

( <* + 1)//3 - 0, siis integraali J saab ratsionaliseerida 

asendusega 

x^ + 1 = ц5. 

Seega 

5*4 dx = 3u2 du, dx = u2 du, 

ning 

j . ž f ai *» , ž f " Д" - 1 { у 
5 1 x" x А/? 5 J ? 5 J u' - 1 

Näide 25« Leida integraal 

j = f —m—. 

Lahendus^ Siin = - 11, ß = 4 ning 3* = -1/2. 

Et 

o( +• 1 5 <* *• 1 . <v = - 1 „ + 0 = -5, 
/3 2 /5 

siis integraali J saab ratsionaliseerida asendusega 

x 

Seega 

*Ü_+_1 = 1 • x"4 = u2. 

-4x~7 dx = 2u du, dx = - i x^ u du, 

X4 + 1 = X4 u2, 

ning 

8 
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u du 
-H 

du 

2 2 J 11 /~ï 21 X V X U 

Et x"*4 = u2 - 1, siis 

j = .j[(u 2. 1) 2du = - \ j (u 4  - 2u 2  + 1 )du = 

= - 2 u<-y - ̂  + 1) + c. 

Ning lõpuks, asendades tagasi 

/х4 + 1 Vx4 + 1 u = 
_2 * 

saame 

J = - Vx
4 + 1 

2x2 

(x4 + 1)2 2^x • 1) и < n~<- + 1 
5xö 3x 

Näide 26« Leida integraal 

J = M dx 

л/? л/1 • V? 

• о. 

Lahendus^ Siin с/ = - 3/2, /3 = 3/4, ^ = - 1/3« Et 
oi + 1 oC + 1 / = -1, 

/ä 3! ^ 

siis integraali J saab ratsionaliseerida asendusega 

1 + 4/^3 z, 3 = V X 5 + 1 = up. 

Seega 

V? 

3 - 5  2  ž  ?  - $ x dx = 3u du, dx = —4x u2 du, 

1 + \/з? = u5 "V*^» 

ning 
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J = -4 ( *7A "2 4u = -4 f *?/* "2 du « -4 ( u du = 
I *?/2 iJjjTÏ > a x7/4 J 

= -2u2 + C. 

Asendades u = A^/x"5^ + 1 saame 

J = -2( Л/x"3/4 + 1)2 + C. 

Ülesanded• 

Leida integraalid. 

>. j Vx (1 • Vx)4 dx 390. Г 

^ V5(</x * 1) 2  

381, f r dx 

380. dx 
T 

• ( j—; 391. r 
' x(1 + Vx)5 j 

382. f ^ , 392, 
> x Vï • 1 

1)5 

384. 

. [x5 Vc?Tl)2 dx 59}. |-p==; 

iiyfe IÄ#7T 
385. I jj 395. \ x7Vx2 + 1 dx 

386. fx5(1 • 2X2) ^ dx 396. Г * . t a  

J Ч*6 - 1 

387. f 4% • 597* r 

x4" Vх + X2 + 1 

388. ( dx 398. f x8 ^ I х4л/х2 • l' Vx2 - l' 

389. f ^ _ 399. f 
' x2 (x3 + 2)3 3 ) x7^/x4 + ^ 
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400. x9 dx 

+ 1 

401 • f  dx 

402. 

403 

K/7 

л/l - X4 

[ V i  •  у г ' 
) vr 

5/2 

dx 

404. (Д/х(1 - x2)' dx 

|A/i~7v5 405 

406. jvx3 

dx 

• x4 dx 

407. j^/зх - x3' dx 

. I x5 ^ x4 * 1 dx 408 

409. 

410 

x4 dx 

Vx2 + 1 

411 

. f - • dx 

^ yp~\j(x + 1)3' 

^~V\x2 • 1)5 

Д/х2 -Vx 

5 /x dx 

xCVx1 +• -vx) 

416. 

417. 

418. 

419. 

420. 

421. 

422. 

x-vax* b 

V1 

VF 

x3 dx 

dx 

VÎ" + 2x2 
-л/х1 dx 

(1 +4/i)2 

x dx 

fiT^ 

xy dx 

V1 - X£ 

dx 

^VTTI 

Leide integraalid, kasutades diferenfcsiaalbinooni 

ja (juhtum 3) analoogilisi asendusi. 

dx "... f dx 423. i 424. 

(x4 + 1) \J 2x4 + 1 ' (5Х3 + 3) 
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Näidata, et järgmised integraalid ei kujuta endast 

elementaarfunktsioone. 

425. J Vх3 * 1 dx 429. ( ̂  dx 
J x 

426. j * 3 dx 430. ( 

j vî^ 

г x2 + i_ 

л/?Т~5 

V^77 

427. J Л/*5 + 2 dx 431. f X2 -»• ID 2 ̂  

428. j xv5 + 4 dx " 432. j x4 - siaJŠ ̂  

'^7 tan 8 

Milliseid tingimusi peavad täitma ratsiona&larvud r, 

et järgmised integraalid kujutaksid endast eiementasr-

funktsioone? 

433 

434 

435 

. j Vxr + 1 dx 438. j хл/х1" + 1 dx 

. j хг ЛУ x2 + x ' dx 439. j х2д/хг + 6* dx 

. ) xr (x - 2)dx 440. j x2(x4 - 2)r dx 

436. f xrVx + 5'dx 441. ( —2 dx—-
J (x5 • 1)r 

437. t xrVx2 - 3' dx 

§ 7» Trigonomeetriliste funktsioonide 

integreerimine 

Integraali 

j R(sin x, eos x)dx, 

kus R(x,y) on ratsionaalne avaldis muutujate x ja у suhtes, 

saab vahemikus xe (-Jr, Jr ) alati ratsionaliseerida asen-
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dusega 

Sel korral 
2 

О Hi, Pu 1 - u 
dx = ^ йцд, sin x = ьН_, cos x = 2* 

1 + u  1 + u  1 + u  

Et selline asendus viib sageli väga komplitseeritud arvu

tustele, siis praktikas kasutatakse võimaluse korral ka 

järgmisi asendusi. 

1) Kui R on paaritu sin x s ohtes, s.t. kui 

R(-sin x, cos x) = -R(sin x, eos x), 

siis kasutatakse asendust 

eos x = u. 

2) Kui R on paaritu cos x suhtes, s.t. kui 

R(ein x, -eos x) = -R(sin x, eos x), 

siis kasutatakse asendust 

sin x = u. 

3) Kui R on paaris sin x ja cos x suhtes, s.t. kui 

R(-sin x, -eos x) = R(sin x, eos x), 

siis kasutatakse asendust 

tan x = u 

või 

cot X = u. 

Trigonomeetriliste avaldiste teisendamisel on eriti 

olulised järgmised valemid 

sin2x + cos2̂  = 1 1 + cot2x = —l*-. 
sin x 

1 + tan^ = Tg-
cos x eos x tan x = sin x 
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cot X = - 1 + COS X = 2 cos2 5 
tan x ^ 

cos^x - sin2* = cos 2x 1 - cos x = 2 sin2 ̂  

2 sin x cos x = sin 2x 

Näide 27» Leida integraal 

- f r :  j = • — dx 

5 - 4  s i n  x  +  3  c o s  x  

Lahendus^ Siin on võimalik integraali ratsionalisee

rida ainult üldise asendusega 

u = tan 

Saame 

2 du J 

С + u2) (5 - 4 2ц •» + 3 - üg) 
1 + u 2  1  +  u 2  

Г 2 du _ Г du . 

j 5 + 5u2 - 8u + 3 - 3u2 J u2 - 4u + 4 

—â» = 2_ * с = 2 + o. 

<" - 2> " - 2 2 - tan f 

Näide 28« Leida integraal 

J = f cos2 X dx. 
J sin x 

Lahendus. Siin integraalialune funktsioon on paaritu 

sin x suhtes. Seepärast teeme asenduse 

eos x = u, 

kust 

-sin x dx = du, 

dx lü- . 
. „ sin x 
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Seega 

J « . Г —<L du = f 4-âlL « ( (1 • -J ) da = 
J siii x ) ur - 1 J a - 1 

= u + J J (ТГ=~Т - F1~T} du = 

= U + * lnl" ~ *\ + С = 

= COS x + \ In I ! + С = 

л sin ~ ~р 
= cos x + ̂  In — + С = 

г~ 2 x cos 

= cos x + Inj tan % j + С. 

Näide 29» Leida integraal 

-f 

eos3 £ 
dx . 

1 + sin' 2 x 2 

Lahendus^ Siin int e gr aa Iial une funktsioon on paaritu 

eos Ц suhtes. Seepärast teeme asenduse 

sin § = u, 

kust 

2 du dx = 
_ x eos ̂  

Seega 
P Y 

Г 2C0S * dU r « eL , 
J = 1 2 = 2 ! 7~~ ^ du = —2 ( (1 — du = 
'  1 + u  '  1  +  u  J  1  +  

= -2(u - 2 arctan u) + С = 
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= -2 sin ->5+4- arc tan sin ̂  + C. 

Haide 30. Leida integraal 

j _ f dx 
J 4 - 3cos x + 5sin x 

Lahendas^. Siin integraalialune funktsioon on paaris 

ein x да cos x suhtes. Seepärast teeme asenduse 

tan x = u, 

kust dx = cos2x du. 

Seega seose 1 + = 1/coe2x tõttu 

.2 T _ f cos ~ x du f 
> 4 - Зсов^х + 5si?x 1 —5 

du 2 = 
2 3 * 5u' 

cos^c 

f du _ ( du _ f du 
) 4(1 + u2) - 3 + 5u2 * 9u2 + 1 ) 1 + (3u)2 

= arctan 3u + С = arctan(3tan x) + C. 

Haide $1. Leida integraal 

j .  ( — t e —  
J 1 + tan x 

Lahendus, Siin integraalialune funktsioon on paaris 

sin x ja eos x suhtes. Seepärast teeme asenduse 

tan x = u. 

Seega 

J _ f eos2 x du _ f du 
>  1 + u  '  ( u  +  1 ) ( u 2  +  1 ) *  

Lahutades murru osamurdude summaks, saame 

J = - ( (—— - du = 
2 u + 1 u + 1 

9 
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= ̂ [ln| u + 1|- 2 ln( u2 + 1) + a retail u] + С = 

= Tj[ln|1 + tan xj- ̂  ln(1 + tan2^) + x] + G 

= ̂ [in11 + tan x)+ ln| cos xj+ xj + С = 

= 1 (x + Inj cos x + sin x|) + С . 

Ülesanded« 

Leida integraalid. 

<>42. ( sin' x cos2x dx 452. l —^r-
J J cosvx 

443 • ( COS52X sin 2x dx 453. ( —^R-
) J cos^x 

444. ( sin52x dx 454. f 
J J eos x 

445. f 455. ( dx 
> eos x - ' sin x 

(&6. f-5=L_ 456. (Ç0=£xdx 
J sin x ! Sin^ 

(447. (^i^dx 457. f 2Г2 7f 
V eos x у sin x coa 

448. I • m 458. [ cot^x dx 
j cos x sin^x ) 

<$49. I r ч • Ot59. ( tan-'x dx 
J cos^x sin^x J 

r 4 
450. 1 dx 460. [ cot8x dx 
' eos X J 

451. ( ——ï— (461. [ sin x dx 
) sin^x J (1 - eos x)^ 
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462. ' âx 

Î77T (2 + cos x)sin x 

465. f cos x dx , 476. J (1 - cos x) 

1 + sin X + cos X 
dx 

4 + tan x + 4cot x 
tan x dx 464. ( 32 477. I tan X g ; (3 + sin x)cos x ' 1 + tan x + tan x 

465. ( cos_x_dx 478. f cos x f sin x ̂  
J sin'Tc - 6sin x + 5 ' sin 2x 

466. 

467, 

468. 

469 

f -M _ 479. ( 
J tan x cos 2x J 1 + 

f coŝ x + 3ln4x dx 480. ( ' cos 2x J 

dx 

cos 2x J 2 sin x + cos x + 3 

f 22 481. ( Ž2 
) 5 - Зссз x ) 2sin x - cos x + 5 

( 1 + tan x dx 482. f ÉX _ 
) sin 2x ) 1 - sin x 

470. ( 22 ' 485. f- dx V-
J 5 + 4sin x J 1 - cos x 

471. f ä2 484. f 52 
J sin 2x - 2sin x J cos x + sin x 

472. f sin2z dX- 485. ( — 
V 1 - tan x J 7cos x - 4sin x + 8 

, f cos x dx Г dx 
473. x Х- С™* , . 2 

; sinvx - cosyx J 5cos x + 3sin x 

474. f 487. f ••TX- rT™ z: 
) sin x + tan x ' s in^c+3 s inxc osx-c 0 s 'тс 
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488. f a* 491. f соя * " 3ain x. -
j sln^ - 5sin x cos x .M - cos x + 3 sin x 

489. ( —"3 2x dx 492. ( âs 
) cos x + ein x ' 4 * tan x 

490. ( 52̂ - 495. f T ̂ fy-
) 1 + sin x J cos x + sin x 

Integraalide 

j sin JEX sin nx dx, j cos mx cos nx dx, j sin их sin nx dx 

leidmisel kasutatakse valemeid 

sin a sin b = ^[cos(a - b) - cos(a + b)| , 

cos a cos b s X [cos(a - b) + cos(a + b)l , 

sin a cos b = -g |sin(a - b) + sin(a + b)j , 

või 

sin a • sin о = 2 sin •- • Z •— cos 

cos a + cos b = 2 cos cos 
a ~ 

cos a - cos b = -2 sin a g ^ sin ~ « b. 

Saide 32. Leida integraal 

J = ( сое x cos23x dx. 

Lahendus^ 

J s V\ eos x (1 * coa 6x)dx = 

1 . 1 f 
= sin x + Vjcos x cos 6x dx. 

Määrame a ja b nii, et oleks 

a + b _ F - cx, 

a - b 
—5— - X. 
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Liites ja lahutades neid v<5rdosi, saame vaetavalt 

a = Tx ja b » 5x. 

Seega 

J = •* ain x • gj(cos Tx + cos 5x) dx = 

495. 

496. 

497. 

498. 

499. 

500. 

501. 

502. 

1 1 ' 1 = ̂  sin x + sin Tx + sin 5x > С = 

sin x . ain 5x . sin Tx . „ 
я —5— * -i- —2Г~ * с-

Ülesanded. 

Leida integraalid. 

cos x sin 3x dx 

sin 5x cos x dx 

cos 2x cos 3x dx 

sin 2x sin 5x dx 

sin 3x cos 5* dx 

ein lQx sin 15х dx 

cos ̂  cos ̂  dx 

503. 

504. 

505-

506, 

507-

508. 

sin 2 cos £jr dx 

509. 

(go. 

511. 

cos(ax-f-b) cos(ax-b) dx 

sin tot sin (u>t -up) dt 

cos x cos 2x cos 3x dx 

sin x sin23x dx 

sin x sin 2x sin 3x dx 

p 
cos 2x sin yx dx 

sin x sin || sin ̂  dx 

2 
sin 5x cos 4x dx 

P 2 
cos 2x cos 3x dx 

sin52x eos23x dx 

512. Toestada, et juhul a + b ^ 0 võib leida sellised 

konstandid A ja В, et kehtib valem 
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kus u = a cos x + b sin x. 

Kasutades seos« (18), leida integraalid. 

ел, f sin x - cos x H c/ic f 3cos x + 7sin x dx 
5 2» j ixn x + 2cos x ) 5cos x + 2sin x 

f dx сие f 2cos x + 5sin x 
J 3 4- gtan x 516. J 5cos x + 2sin x Qx 

517. Tõestada, et juhul a2 + b2 Л 0 võib leida kons

tandid А, В ja С nii, et kehtib valem 

p cos x + q sin x -I- г e д + Bgl + M9) 

kus u = a cos x + b sin x + с. 

Kasutades seost (19), leida integraalid. 

518. ( 2 - ein X ах 522. (JŠi 
> 2 + cos x J 1 - si 2 + COS X 

? • COS X 
3 + 2s in x 

cos x dx 

x dx 

sin x 

ax 523. Г c°s x + 2Bln *— dx 
4c os x + Jsin x - 2 

520. [ cos * dx 524. ; «in x 4- 2cos x - ? ̂  
J 1 + cos x J sin x - 2cos x + 3 

521. \ siD x ds 525. f ĉos * + 5) dx 
J cos x + sin x +-/21 i 2cos x - 3sin x + 4 
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II. MÄÄRATUD INTEGRAAL 

§ 1. Määratud integraali mõiste ja olemasolu 

Olgu funktsioon f(x) antud lõigus [a,b], kus a < b. 

Jaotame lõigu [a,b] mingil viisil n osaks punktidega 

a = x0<2C,< ...< xn-1 < xn = b 

ning igas tekkinud osalõigus 

ejj. = [xk_n, xj ( к = 1,2,.. .,n) 

valime vabalt punkti ï, çe. ja moodustame summa 
n K̂ K 

kus 

Axk = xk - xk-1* 

Summat <J nimetatakse funktsiooni f(x) (Riemanni) integ-

raalsummaks lõigus [a,b]. Olgu 

Л = max dx.. 
k^n 

Arvu J nimetatakse integraalsumma О piirväärtuseks 

protsessis Л О, kui iga arvu £>0 korral leidub arv 

S > 0, et kehtib 

|j - <r| < £ 
niipea kui Л < S , sõltumata lõigu [a,b] jaotamisvii-
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siat ja punktide k̂ valikastp ja kirjutatakse 

J я llo Cf • 
Л о 

Koi on oleme piirväärtОБ J , siis funktsiooni . (x) 

nimetatakse integreeruvaks lõigus [a,bj ja piirvääi-viis „ j 

nimetatakse funktsiooni f(x) määratad integraa 1 iks '4ehk 

Ri emamai integraaliks) lõigus [a,bj ja kirjutatakse 

j f(x) dx. 
Seejuures arvu a nimetatakse integraali alumiseks ra-

,-jaks ja arvu b ülemiseks rajaks. Lõiku [a,b] nimetatakse 

int egre erimislõ ig uks, 

Funktsiooni f(x) integreerimiseks lõigus fa.bj on tar

vilik funktsiooni f(x) tõkestatus selles lõigus. 

Olgu f(x) tõkestatud lõigus [a,b] . Tähistame 

= sup f(x)8 mk = inf f (x). 

Summasid 

x € ek x ç e> 

д t n 

S = 5 Mk Дхк' s = § mk k=1 

nimetatakse vastavalt Parboцх1 ülemsummaks ja alama i-immaks. 

Lõigu i_a, b j sama jaotus viisi puhul kehtivad võrratused 

s < G*« S. 

Arvu J nimetatakse Darbottx' ülemsumma S piirväär

tuseks protsessis A —»> 0e kui iga arvu £ > О korral 

leidub arv 6 > 0, ®t kehtib võrratus 
|J - S|<£ , 

niipea kui Л < S , sõltumata lõigu [a,b] jaotamisviisiat, 
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kirjutatakse 

J = lii S. 
Л-О о 

Analoogiliselt defineeritakse Darboux1 alamaumma s 

piirväärtus protsessis A -*• о. 

Kui funktsioon f(x) on integreeruv lõigus [ä,b] , siis 

kehtivad võrdused 

b 

j f(x) dx = lim S = lim s . 
^ A о A -*• о 

Lõigus [a,b] tõkestatud funktsioon on integreeruv sel

les lõigus parajasti siis, kui 

lim (S - s) = О. (1) 
А ч* о 

T ä h i s t a d e s -  m k ,  v õ i m e  v i i m a s e  t i n g i m u s e  e s i t a d a  

kujul n 

lim 2l.j OJ. AX, = 0. (1a) 
Uok=1 

Kehtivad järgmised teoreemid: 

I. Lõigus [a,b] pidev funktsioon f(x) on integreeruv 

selles lõigus. 

II. Lõigus [a,b] tõkestatud monotoonne funktsioon 

f(x) on integreeruv selles lõigus. 

III. Kui lõigus [a,b] tõkestatud funktsioonil f(x) 

on lõplik arv katkevuspunkte selles lõigus, siia f(x) on 

integreeruv selles lõigus [a,b]. 

Määratud integraali aõiste laiendatakse ka juhtude

le a 5 b järgmiste võrdustega: 
b 
j f(x) dx = f(x) dx, 

b 
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j f(x) dx = 0« 
a 

Näide 1. Kasutades määratud integraali definitsiooni 

arvutada integraal 

4 
J = f (2 + x) dx. 

-1 

Lahendusz Et funktsioon f(x) = 2 + x on pidev lõigus 

[-1,4] , siis teoreemi I tõttu on f(x) integreeruv selles 

leigus. Et antud juhul on ette teada piirväärtuse J ole

masolu, siis tema arvutamist võime taandada jada piirväär

tuse leidmisele, valides sobivalt punktid ja | See

pärast jaotame integreerimislõigu (-1,4j võrdseks n osaka 

punktidega 

kus 

ning valime 

Siis 

xk =  xo +  kA xk = ™ 1  +  

4х к=^^' 

= 
= x, = -1 + & 

n SC2 + = 
= L (2 " 1 + = S 

k=1 e n' 

=  5 > ф 2 1 ^ п  =  5 ^ ( 1  + 1 ) -

Seega 
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j (2 + x) dx = lim [5 + Щ- (1 + 1)J = 5 • -р = 1?,5 

-1 

Näide 2» Lähtudes määratud integraali definitsioo

nist, arvutada integraal 

J = dx 
T • 

1/4 X 

Lahendu3̂  Et f (x) = 1/x'~ on pidev lõigus [1/4,2] , 

siis teoreemi I järgi integraal J on olemas. Jaotades sel

le lõigu osadeks e-K suvaliste punktidega 

1/4 = xQ < x^ < ,.. < xn--1 < xn = 2, 

võime valida k̂ 
€ ek, sest xj^^x^ xfĉ  xj:. 

Siis n nn 

<5= Ž f( ̂ k)Axk = 5Z -fJX = (; 
k=1 k̂ k=1 k-1 к k=1 3 k=1 ( k=1 k-1 к k=1 k-1 

11 1 
= x~ - 5Г = 4  - i = 5» 5 =  J" -

x0 n * 

Näide 3. Veenduda, et funktsioon 

1 к + 2' x ^ I™ jj » FT~T) * 

I 1, kai i=1, 
f(x) = 

kus к = 1,2,..., on integreeruv lõigus [0,1 j ja arvutada 
1 

J = j f(x) dx. 
о 

LahendusVaadeldaval funktsioonil f(x) on küll lõp

matu hulk katkevuspunkte, kuid ta on tõkestatud ja mono

toonselt kasvav lõigus [o,lj . Seega teoreemi II põhjal on 

ta integreeruv selles lõigus. 
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Integraali J arvutamiseks jaotame integreerimise-*gu 

n osaks, valides jaotuspunktideks järgmised f(x) katke 

vuspunktid: 

л  1  k - 1  n  - 1  n  
* ü, , £ »•••» n ' " 

Saame osalõigud 

e 1  =  [ о , У e k  =  F ^ T j » , e * '  

e • = Г-п " 2 n - Я . e = 1~! . 
n-1 [n -T' n j ' n L n _ 

Moodustame integraalsumma suvaliste punktide ^keek 

korral 
n n-1 

сT = f( ̂  fc) 4xk = f С ^ к) '-к ^ 1 " к ^ * 

n-1 

* f(|n)(1 " Ç FTT (к Л)к + 0(1 > H = 

n-1 л n-1 

= S ГЕ~П)(к + 27 + o(1) = S(FT^ - FT"2) + o(1) = 

4-н4т + °<1>-

Seega 

J = lim О" = i 
n—• oo 

Näide 4. Näidata, et funktsioon 

fx2, kui x on ratsionaalne, 
f(x) = 

[ ~1» kui x on irratsionaalne 

ei ole integreeruv üheski lõigus [a,b] . 

Lahendus.. Jaotame lõigu [a,b] osadeks ek ratsionaal

sete punktidega 
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a = x0< < ..•< xk< ...<xB = b. 

Bt igas osalõigus ek leidub nii ratsionaalseid kui ka ir

ratsionaalseid punkte, siis mfc = -1 ja = m&xjxjj^ ,x^j 

ning tvk = Mk-mfc = Mk+1>1. Järelikult 

n n_ 

B-.-5I (M^ • 1 ) A x. > XZ Дх. = b - a, 
k=1 к к k=1 s 

seega vaadeldaval juhul tingimus (1) ei ole täidetud» mis 

ütleb, efc f(x) pole integreeruv lõigus [a,b] . 

Ülesanded. 

Lähtudes Riemannl integraali definitsioonist arvu

tada järgmised integraalid® 

b 1 

j x dx. 531*. j x** dx, -1. 526« 

527. j x2dx. 532. j ^E. 
2 1 
3 л/2 

j exdx. 533* j 528. j e dx. 533* j sin x dx. 

0 о 
10 л 

529e j 2xdx. 554. ( sin x dx. 

1 о 

530*. j x3dx. 

1 

Näidata, et järgmised funktsioonid on integreeruvad 

lõigus [0,1] • 

—g^rj . 536. f(x) = 535- f(x) = 
1 

"2 rr + 0,2„ 
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537• f JfTT' kui x6[F^î' J), к 
j 21 , kui x = 1 

538*. f(x) = sgn (sin ~) 

559î f(x) Jï-
I 0 , kui x = 0 

Tõestada, et järgmised funktsioonid ei ole integree

ruvad lõigus [0,1] . 

540. f 2, kui x on ratsionaalne, 
f(x) = J 

I -1, kui x on irratsionaalne, 

541. f x3, kui x on ratsionaalne, 
f(x) = > 

[ 2, kui x on irratsionaalne. 

542t С 1, kui x on ratsionaalne, 
f(x) = 

I x, kui x on irratsionaalne. 

543. ( 1/2, kui x on ratsionaalne, 
f(x) = 

2x, kui x on irratsionaalne . 

Näide 5. Lähtudes määratud integraali definitsioonist 

arvutada piirväärtus 

lim А , kus А = 
n™» 00 л 

lugedes, et 
1 

j In x dx = -1. 
о 

Lahendus_1 A irv utame logaritmi: 

1 
lü A q  = - ln nl - Inn = 
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1 
Ä д (In 1 + In 2 + ,,, In n) — In n. 

Jaotame lõigu [o,l] punktidega 

xk lï Ck = 1,2, ...,n; 

n võrdseks osaks. Siis д х^ = 1/n, ning valides 

saame 
n nn 

С = ŽZ, In 5 Л х- = ~ Ž_j In I = - ( 5Z In к - n In n)= 
k=1 a n k=1 n n k=1 

n 
1 X = — ; In к - In n = In A . 
n z__j n 
k5t 

Seega ^ 

lim In A = lim CS = ( In x dx = -1. 

n—«. oo n—» со £ 

Et logaritmfunktsioon on pidev oma määramispiirkonnas, 

siis 

lim In A = In lim A 
n-e-oo a n-»oo n 

ja seega 

lim А = . 
n—«-oo a 

Ülesanded. 

Esitada järgmiste jadade (A„ j piirväärtused määratud 

integraali abil, vaadeldes Aß sobivalt valitud funktsioo

ni integraaleummana lõigus |0,l]. 

5"- An = H Ž + I 5461 Ап = 

k=1 ' k=1 4n2 - k2 

n ^—1 1 и ц 
t ^ 

545. A = n -Z_i—̂  n 547» A = — 5ZL 
n k=1n * k2 n n Ö cos2 ЩЕ 
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Arvutada järgmiste jadade i An j piirväärtused määretud 

integraali abil, kasutades ülesannete 528-533 

ning vaadeldes Afî sobivalt valitud funktsiooni 

summana mingis lõigus» 

54Sl *= = 5 S e4> ̂  

2n 

549. An = g *• 

550. AJ 

551. К 

Integraal-

= 53 i 
k=n*1 

лЁЙ4" 
n k=1 n 

§ 2. Integreeruvate funktsioonide omadused 

I. Aditiivsua. Kehtib võrdus 
b e b  

f(x) dx = j f(x) dx + j g(x) dx, 

а а с 

kusjuures integraalide olemasolust paremal järeldab inte

graali olemasolu vasakul, ja vastupidi, kui ce [a,bj, siis 

integraali olemasolust vasakul järeldub mõlema integraa

li olemasolu paremal. 

Järeldus. Kui f(x) on integreeruv lõigus [a,b] 

on ta integreeruv ka igas osalõigus jc,dj С Га,Ь] . 

II. Lineaars us. Kui funktsioonid f(x) ja g(x) on integ

reeruvad lõigus £a*b], siis mistahes konstantide ot ja /3 

korral funktsioon otf(x) + g(x) on samuti integreeruv 

lõigus ja,b] ja kehtib võrdus 
Ь b b 

j [d.f(x) + |3g(x)]dx = ot j f (x) dx + ft [ g(x) dx. 

a aa 

Järeldused: 1) Koi funktsioon f(x) on integreeruv lõi-
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g us fa,bj ning ot = const, siis 
J  b b 

j ctff(x) dx = ot j f(x) dx, 
a a 

s.t. konstantse teguri võib tuua integraali märgi alt integ

raali märgi ette; 

2) kui funktsioonid f(x) ja g(x) on integreeruvad lõi

gus [a,b], siis 
Г b b 

I |f(x) + g(x)J dx = |f(x) dx + j g(x) dx, 
a aa 

s.t. summa (vahe) integraal võrdub liidetavate integraali

de summaga (vastavalt vahega). 

III. Korrutise integreeruvus. Lõigus [a,b] integreeru

vate funktsioonide f(x) ja g(x) korrutis f(x)g(x) on integ

reeruv lõigus (a,bj. 

IV. Monotoonsus. Kui lõigus fa,bj, kus а < b, integree

ruvad funktsioonid f(x) ja g(x) rahuldavad võrratust 

f(x) ég(x), 

siis ь b 

j f(x) dx $ I g(x) dx. 

a a 

Järeldust kui f (x) ̂ 0 (vastavalt f(x)^O) ning a<b, 

siis b b 
f f (x) dx ̂  0 (vastavalt |f (x) dx<0). 
a a 

V. Absoluutne integreeruv us. Lõigus [a,b] integreeruva 

funktsiooni f(x) absoluutväärtus |f(x)| on integreeruv lõi

gus [a,bj, kusjuures juhul a <b kehtib võrratus 
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I f (x) dx < I |f(x)| dx. 

VT. Määratud integraali esimene keskväärtusteoreem» 

Olgu funktsioonid f(x) ja g(x) integreeruvad lõigus X = 

= Г a,b] ning 

m = inf f(x), M = sup f(x) . 

X€ X x e X 

Kui g(x) säilitab märki lõigus X, siis leidub arv 

mis rahuldab võrratust 

m i(2) 

et kehtib võrdus 

b b 

j f (x) g(x) dx = fju j g(x) dx. 

a a 

Järeldused: 1. Kui funktsioon f(x) on integreeruv 

lõigus [a,b], siis leidub arv и , mis rahuldab võrratust 

(2), et kehtib võrdus 

b 

j f (x) dx = (b - a). 

2. Kui lõigus [a,bfunktsioon f(x) on pidev, funkt

sioon g(x) aga integreeruv ja säilitab märki, siis leidub 

arv ^ € [a,b] , et 

b b 

j ^Cx) g(x) dx = f ( Ž ) f g(x) dx. 
а ä 

3. Kui funktsioon f on pidev lõigus [a,b~l, siis leidub 

arv P € [a,b] , et 
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I f(x) dx = f( I )(b - a). (3) 
a 

Ülesanded« 

552. Olgu f(x)^ g(x) pidevad funktsioonid lõigus [a,b], 

kus a<b. Tõestada, et kui f(x)<g(x) mingis vahemikus 

(c,d) С [a,b] , siis 

j f(x) dx < j g(x) dx. 

a a 

Järgmisi integraale arvutamata otsustada, kas nad on 

positiivsed või negatiivsed, 

553» i x^e~xdx. 556. | x cos x dx. 
1 -1 

о -1 

554. j x2exdx. 557. f dx.-

3 -8 
Ц. о 
f , r-r-o ( arccos x 

555» 1 x eos x dx. 558. '—"x ""— 
2 -1/2 

Järgmisi integraale arvutamata teha kindlaks millist 

märki nad on ja kumb kahest integraalist on suurem. 

jr/2 Jr/2 

sin2x dx, j sin^x dx 

0 о 

1 1 

1 1 

559. 
* 

dx, \ x2dx 

ö 0 

? 2 
560. 

J x 
dx, x^dx 

1 \ 
jr/2 эг/2 

561. 
f sin x dx, f 
J 
0 0 

563. I ex dx, ! ex2 dx 

x dx 
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JT УГ 

564. I cos x dx, j cos5x dx 

ЭТ/2 JT/2 

-1 -1 

565. ( 2~Х dx, j 2х dx 

-3 -з 
1 1 

566. f 2х dx, J 2sin x dx 

О О 

567. j In x dx, j ln2x dx 

\ 1 

568. I ln x dx, j ln2! dx 

3 3 

1 1 

569. \ ln x dx, j ln3x dx 

1/e 1/e 

1 i 1 

570. (y1 • x2 dx, j x dx 
0 о 

1 1 

571. j x2sin2x dx, j xsin^ dx 

о о 

jr 2Л 

572. j e~xcos^x dx, | е"хсоз2х dx 

о о 

зг 2 jr 

x sin x dx 

о 

573. j x sin x dx, j 

Näide 6. Keskväärtusteoreemi abil hinnata integraal 

T _ f x dx 
J - j TrTx* 

2 

Lahendus. Leiame integreeritava funktsiooni 
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f(x) = T#x 

rajad в ja M, aille vahel asub arv ух võrrateses (2). Kfc 

f(x) on pidev integreerimislõigos 1 -[2,4], siia a ja M 

on funktsiooni f(x) globaalsed ekstreemumid. Viiaaste 

leidmiseks arvutame tuletise 

fw = i¥£-1. 

kust saame f(x) ainukese kriitilise pmikti x = e. Seega 

f(x) globaalsed ekstreemumid võivad olla vaid punktides 

x = e, x = 2 ja x = 4. Bt 

f(e) = e = 2,?18..., f(2) = f(4) « = ̂ »88..., 

siis 

в = min f (x) = e, M = max f (x) = Тп~У 

x e X X€ X 

Arvestades võrratust (2), võime järelduse 1 põhjad kirjn-

tada 

e(4 - 2) ̂  J <• (4 - 2) 

ehk 

5,43 < J < 5,78. 

Ülesandes 552 antud väite põhjal kehtib range võrra*. 

tus tegelikult mõlemas viimases avaldises. 

Näide 7. Hinnata integraal 

J = j x arctan x dx. 

1>V5' 

Lahendus^ Integreeritav funktsioon 

f (x) = x arc tan x 

-85-



on kahe kasvava funktsiooni korrutis. Seega on (x) 

vav ning 

-i- ̂   )< 
в 3 

kust keskväärtusfceoreemi järelduse 1 põhjal saame 

2 5 j 5 ~ßz 2, 
бУ^Уз1 3 VF 

ehk 

от < т ^ 2зг 
5 T' 

Vahetult keskväärtusteoreemist saame käesoleval juhul pa

rema hinnangu. Võtame f(x) = arctan x ja g(x) = x. Siis 

(vt. ülesanne 525) 

VI" V? 
j g(x) dx = i x dx = •*. 

I/S/J* 1A/T 

Seega võrratuse 

£ 5 f(x) < ̂  

tõttu saame keskväärtusteoreemist, et 

Siin alumine tõke on suurem eelmisest ja ülemine tõke väik

sem eelmisest. Kokkuvõttes saame seega 

2£L «; T A-jt 
—дП « J ̂  —g— • 

Ülesanded« 

Kasutades keskväärtusteoreemi järeldusi hinnata in

tegraalid. 
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574. j exp(x2 - x) dx 579. ^л/1 + x4' dx 

с о 

в эт/а 
575. ! х2ехр(-х2) dx 580. j 3ig x dx 

1/e JT/4 

Jr/4 100 _x 

576. f Хл/tan x' dx 581. Г  ̂̂ 

от/6 о 

JT/2 л/2эг 

577. ( л/2 + sin^' dx 582. ( cos x2 dx 

° V? 

578. , x arccot x dx 

Arvestades ülesannete 526 - 533 vastuseid, leida arv 

К nii, et antud määratud integraali puhul kehtiks valea(3\ 
b 4 

583. j x dx 586. \ x^ dx 
а 1 

584. i x2 dx 587. j ~ 
2 1 

3 JT/2 

585. ' e^dx 588. I sin x dx 
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§ з. Kä&ratad integraal raja funktsioonid 

Koi funktsioon f(t) on integreeruv lõigus [a,bj , siis 

fiktsioon 

G(x) = j f(t) at 
a 

on pidev selles lõigaa* 

Kui lõigus [a,b] integreeruv funktsioon f(t) on pi

dev kohal t = x, siis funktsioon G(x) on diferentseeruv 

kohal x, kusjuures 

§; G(x) = f(x). 

Näide 8« Arvutada funktsiooni 

exp x* 

tuletis vahemikus X = (1, °°). 

Lahendus,. Funktsioon t/ln t on kõikjal vahemikus X 

pidev. Määratud integraali aditiivsuse omaduse põhjal on 

mistahes arvu a e X puhul 

a exp x3 exp x3 x2 

V  - f t  d t  *  f  t d t .  г  f c  d t  f  t  d t  
- J TnT + J TST = ! ITT - j TrHE* 

x2 a a a 

Liitfunktsiooni diferentseerimise reegli kohaselt on 

y. = „EXP X3 JL. EX5 _ _ X2 _d x2 = 
In exp r dx ln x^ dx 

= ISSE-£2Î 3x2. _xLa. = звхр(2^) _ 

^ 2 ln|x| x ln x' 
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Ülesanded« 

Leid« järgelate fœxktsioonide tuletised kohal x. 
^ ч SE 

569. y « j i• - * • * at 59». y . f in2t dt 

о "V1 • t * t 4 
2x -/r 

590. y e j si% * dt 595» у * ( sin t2dt 

о 

3 -, 10 

591. у = jV1 • t2 dt 596. у = { eos t2 dt 

x2 

1 eos x 

592» у ш f 597. у = I cos(jrt2)dt 

2̂ sin x 

az x^ 

595. 7 = ; Цч* « 598. 7 = ( 

г * ^z-fTT? 

599. Leida tuletis ilmutamata funktsioonist 

У x 

[exp t"dt • I eos t2dt =3. 

1 1 

Leida parameetrilisel kujul antud funktsioonide tu

letised. D 

to t 

( x = j j~->- dz ( x = \ z ln г da 

600. 2 601, I 1 

3 

t 2 ] 1 

= i ez dz y e \ z2 In z dz 

Leida funktsiooni H(x) tuletis märgitud punktides 

x = m ja x = be 

I2 
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602. H(x) = [л/l + t5 dt, a = 2, b = л/24 

x 

x2 2 
603. H(x) = j е~т dt, а = 0, b =д/Т 

x 

Vx1 

604. Н(х) = cos t2dt, а = 1, b = Jr/2 

1/x 

Leida funktsioonide teist järku tuletised. 
x / t(t - D(t2 + 2) / td + 7 

! ! /(t • 2)(t4 
-

605*. 7 = (л/ t<'t + ^ dt 608• 7 = j zsin z dz 

^ dz 

1/2 
2 

2 1 x 
pQ X 

ao?, у - { sin2t dt 61°- у = j(t2ti)sin * dt 

X О 

Leida funktsioonide lokaalsed ekstreemumid. 

6 1 1- 7 = f (ж-П - 7^-) d u  612.7= 
л'с. ln U ) " 
' »? О 

X 

613. у = j t(2 - t) exp(t4 - t) dt 

-3 

x 

614. y = [ efc( ̂  - arc tan t) dt 

-1 

x 

615. y = [ (1 + ln и)иЛ+и du 

0,1 

x 2 
616. 7 = ex (4x3 - 5) dx 
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Leida funktsioonide kumerus- ja nõgususpiirkonnad ning 

käänupunktid* 

617 • j fn^z 9« j 15 - Jtr- + 8 dt 
2 -1 

x2 1 ex 

618. ( u2VTT du 620. ( -^/(1 - ln"z)2 dz 

1 0,5 

621. Olgu f(x)> 0 ja pidev hulgal X = |_0,oo). Tõeeta-

o 
J tf(t)dt 

H(x) = 
x 
J f(t)dt 
о 

on kasvav hulgal X. 

Leida järgmised piirväärtused. 
x u 

622. lim « I cos t2dt 624. lim ~ j slg x dx 
X—• о о U—*" о о 

Z Р X 

623. lim -8 .j д • z f е"*х dx 625. lim -j 1 sin t2dt 

z—• о о x—» о x о 

sin x /tan x 

626. lim (\/tan t' dt / [ sin t' dt 

x — •  o + o  /  о  

§ 4. Määratud integraali arvutamine 

Kui lõigus [a,b] integreeruval funktsioonil f(x) on 

olemas algfunktsioon F(x) lõigus [a,bj, siis kehtib Newton-» 

Leibnlzi valem 
b 
j f(x)dx = F(b) - F(a). 

а 
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mi a 

Arvutustes on otstarbekohane tähistada vilease- »ale-

F(b) - F(a) « ?(x) 

siia saab Newton - Leibniz! valea koju 
с 

J f(x)dx я ?(x) (*) 

Koi lõigus [a,b], kus a< b, integreeruval funktsioonil 

oa olemas algfunktaioon P(z) vaid vahemikus (a,b), siia 
b 
j f(x)dx = P(b-) - ?(a*) 

ehk lühidalt 
D 
I f(x)dx = E(X) (5) 

a-f 

Näide 9» Arvutada 
jr/2 

J = j (|x - ̂  I • sin x)dx. 
-JT 

Lahendus^ Määratud integraali lineaarsuse omaduse põh

jal või»© kirjutada 
ir/2 trr/2 ЭТ/2 

J = j jx » ̂ | dx • f sin x dx . 
—1Г -Л 

Bt avaldis | x - J?/4 | on vahemikus (-Л, Л/4) negatiiv

ne, vahemikus (JT/4, OT/2) aga positiivne, siis 

x - Sl = 
f x - kui xe (л/4, JT/2), 

5 - x , kui xe (-эт, jr/4) • 
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Seega add. tiiva ose omad ose põhjal 
л/4 Л/2 Л/2 

J = f (-£- - x)dx «• J (x - ̂.)dx • f sis x dx. 
-л л/4 -л 

Kasutades Newton - Leibnisi valemit (4), saane iga integ

raali korral 

J 4f* - 4-> 

л/4 

• (^r - $*) 

Л/2 

- OOS X 

л/4 

Л/2 

-л 

ij3 

16 32 

- eos ̂  • сов(-л) s - 1, 

Näide 1Q. Arvutada integraal 

1/2 

J = f [I] dx. 
1/л 

LahendusFunktsioon [2/x] on tõkestatud lõigus 

[1/л , 1/2 j ja on kätkev vaid punktides x = 1/5 ja x = 2/5« 

Järelikult teoreemi III § 1 põhjal integraal J eksisteerib. 

Aditiivsuae omaduse põhjal võime kirjutada 
1/3 2/5 1/2 

J = ) [l]te • \ [i]to * ) [114*-
1/ГТ 1/3 2/5 

Et vahemikes [1Дт , 1/3] » (1/3, 2/5] ja (2/5, 1/2] funkt

sioon [2/x] on võrdne vastavalt arvudega 6, 5 ja 4, siis 

nendes poollõikudes funktsiooni [2/x] algfunktsioonid on 

vastavalt 6x, 5x ja 4x. Valemi (5) põhjal saame siis 

1/3 2/5 1/2 

c-t
 

II £
 

* 5x 4- 4x 

1/rr 1/3+ 2/5+ 
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= 6(j - ~) + 5(| - 5) + 4(5 - f) = " л * 

Ülesanded» 

Kasutades valemeid (4) ja (5) » arvutada .järgmised 

integraalid. 
2 -1 

627. Г (x2 - 2x + 3)dx 636. j |r 

1 -5 

8 л 

628. [ (л/S A/5) dx 637. f sin^ ̂  dx 
0 -л 

629. \ 2-H dx 638. f ? * *  V х 2  *  1  äx 

1 1 -лА x t1 

л/2 

630. \ — 639» ( eos x dx 

-2 x - 1 é 

л/4 

631. 

-3 л, 

. Г gdx 639. f 

/4 27 

j -%  ̂! # 
j/6 003 x 1 Л/х л/6 

1/V21 Jr/4 

632. ( —äs— 641. f -^-âz 
i vrr̂  i x2 .1 

? 4 2 
633. J (2 • tan x)dx 642. j ^—1-2. dx 

-Л/4 2 

ln 3 1 

634. f ^2 1 643. \ ch x dx 

lii 2 Ch X J\ 

1 

635. ( —^-2 
l 1 + xd 

Kui integreerimislõik on sümmeetriline nullpunkti suh

tes, näiteks 15ik [-a,a], siis 

-94-



a 

-a 

kui f(x) on paaritu, ning 

j f(x)dx = О, 

j f(x)dx = 2 [ f(x)dx. 

-а о 

kui f(x) on paarisfunktsioon. 

Näide 11. Arvutada 

JI1 

J = j (ein2x + tan ~)dx. 

-Л 

Lahendus^ Et tan j on paaritu, sin2x on paarisfunkt

sioon, siis 

л л л 

J = j sin'Tc dx + j tan j dx = 2 j ein2x dx -

-Л -TT О 

л 
С 1 " 

= I (1 - cos 2x)dx = TT - -jjSin 2x = jt . 
о 

Ülesanded. 

Arvutada integraalid 
1 

644 . f —^5—~ 647. ( ln(x x2')dx 
1 Л + x2 J -1 r x -e 

л 2 

645. I sin2 I dx 648. j (x^ + x4 + 15х^ + 4)dx 

—Л -2 

2 1/2 
646. j sin3x dx 649» j ln jj * * dx 

-2 -1/2 
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Kui fraktsioonidel u = a(x) ja v = v(x) on 151808 

ja,b] olemas integreeruvad tuletised, siis kehtib .gäsrafc3d 

integraali ositi integreerimise valem 

u dv = uv 
D - J V da. (6) 

Kälde 12. Arvutada integraal 
1 

J = j x2ex dx . 

Lahendus^ Ositi integreerimise valemi (6) rakendami

seks võtame u = x2, dv = exdx, siis du = 2x dx ja v = ex. 

Seega valemi (6) põhjal on 

J = x2ex - ( 2xexdx = e - 2 ( xexdx. 
00 0 

Paremal oleva integraali arvutamiseks rakendame veel kord 

ositi integreerimise valemit (6), võttes u = x, dv = exdx. 

Siis du = dx, v = ex ja valemi (6) põhjal 

xe dx = xe e dx = e - e =  1 .  

Seega 

J = e - 2. 

Kui vähemalt üks funktsioonidest u või v pole määratud 

integreerimislõigu otspunktides a ja b, kus a< b, siis 

määratud integraali ositi integreerimise valem (6) esitub 

kujul 

h dv = uv - i a+ a 
v du. (7) 
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Integraalide 

b 

J = I Pn(x) f(x)dx 
a 

arvutamisel, kus Pn(x) on n-astme poiünoom ja f(x) on üks 

funktsioonidest аЙА, sin otx, cos dx, sh ах või chotx 

tuleb valemis (6) võtta 

u - Pn(x), dv = f(x)dx 

Tulemuseks saame uue integraali 

b 

j Pn<-1(x)f(x)dx» 
а 

kus Pn-/j(x) on juba (n-l)-astme poiünoom. Kui p
n_i(x) А 

A const, siis tuleb veel kord rakendada valemit (6). See

ga integraali J arvutamiseks on vaja valemit (6) järjest 

rakendada n korda. Niisugustel juhtudel on sobiv kasutada 

nn. üldistatud ositi integreerimise valemit 

b 

+ > uv<n)dx = (-1)ka<k)v<n-1-k) 

k=o a 

* (-1)n f uU'vdx, 
ä 

mis kehtib, näiteks, kui funktsioonidel u = u(x) ja 

v = v(x) on lõigus [a,b] olemas pidevad n-järkn tuletised 

u(n) = u^(x) ja v(n) = v^n\x). 

Ülesanded,, 

Arvutada integraalid, kasutades ositi integreerimist. 

I3 
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JT 1 
650. f x sin x dx 654. j x e dx 

lu о 

1/2 1 

651. f arcsin x dx 655* j 
о о 

3 JT 

652. I ln(x + 5)dx 656. j" x2cos x dx 

0 

1 

x ln x dx 

о 

л 

1 JT/2 

653. ( x arctan x dx 657t ( exsin x dx 

о о 

Kui funktsioonil f(x) on olemas algfunktsioon lõigus 

[a,b] ja x = ip (u) on mingis lõigus [j*»/3] diferentseeruv 

funktsioon, mille väärtused kuuluvad lõiku [a,b] , kusjuu

res tp ( ot ) = а, (i ) = b, siis kehtib valem 

j* f (x) dx = j* fO(u)] <p' (u)du, (8) 
a Л 

eeldusel, et integraalid mõlemal pool eksisteerivad. 

Näide 13» Arvutada 

j = i ах. 

2 x  

L_ahendus^ Teeme muutuja vahetuse 

x = 2/sin u. 

Vana muutuja x rajade а = 2 ja b = 4- asemel saame võrran

ditest 2 = 2/sin u ja 4 = 2/sin u vastavalt muutuja u 

uuteks rajadeks arvud ot =JT/2 ja (5 =JT/6. St lõigus 

[jt/2, JT/6 J on funktsioon x = 2/sin u pidevalt dif erent

seeruv ja tema väärtused x kuuluvad lõiku [2,4-J f siis on 

see muutuja vahetus lubatud. Seega 
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dx ==2çosji аи>л/х2 _ /I» - Ц.' = 

sin u V sin u 

cos u = 2 cot u 
I sin u 

ja 

л/6 4 л/2 

J = - ( 2 J cot u| 2 CQp u du = i ( cos2u sin u du= 
sin u Л_ 

Л/2 

Л-/2 3ln " Л-/6 

л/2 -

cos2u d cos u = ̂  •CO'| u --raw-¥)•-: 

л/б л/6 

Võrreldes valemit (8) määramata integraali muutujate 

vahetuse valemiga, näeme, et määratud integraali arvutami

sel pole vaja tagasi minna vanale muutujale x pärast funk-

siooni f [f (u)] <P'(u) algf unktsiooni F [f (u)] leidmist lõi

gus [<* , |3] , kus F(x) on funktsiooni f(x) algfunktsioon 

lõigus [a,b] • Kui valemis (8) paremal oleva integraali 

arvutamisel Newton - Leibnizi valemi abil on raske leida 

rajasid <* ja ß , siis võib leitud algfunktsioonis 

F [y (u)] minna tagasi vanale muutujale x asendusega 

x = (u). Tulemuseks saame funktsiooni f(x) algf unktsiooni 

F(x) lõigus [a,b] ja võime kasutada otseselt valemit (4). 

Näide 14-. Arvutada integraal 
1 

J = jn/1 + x2'dx. 

о 

Lahendusл Teeme muutuja vahetuse 

x = sh u, 

siis 

-99-



dx = ch u du 

лЛ + x2 =лр + 3h2u = ch u, 

sest ch u> 0« Tähistades ß - arsh 1, saame 

/3 ß 

J = j ch2u du = ̂  j (1 + ch 2u)du = rg u 

Ç> 
1 • g sh 2u 

о о о 

Et sh 2p, arvutamine on ebamugav, siis läheme vanale 

muutujale tagasi ja saame 

sh 2u = 2sh u ch u = 2xV1 • x2. 

Seega 

J = ̂  u 

lp = 

= ^ in с 1 » 

sest arsh x = ln(x x^) « 

Määratud integraali arvutamisel kasutatakse ka dife

rentsiaali märgi alla viimise võtet. Et sel korral ae 

uue muutuja jaoks uut tähistuse sisse ei too, siia ei 

tule integraalis rajasid muuta. 

Näiteks 

f 1 ? 
j ««x * /з ) dx = - j f ( a i  „ ̂  ) d(ä x • ). 
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Seega, kui P(x) on funktsiooni f(x) algfunktsioon lõigus 

fa,b j, siis 
b 

( f ( «ч + (8 )dx = ~ F( x + ß ) . (9) 

Näide 15» Arvutada integraal 

3/4 3/—, 
J = dXe 

1/2 "\/x - ae2' 

Lahend шв.Kasutades diferentsiaali märgi alla viimase 

võtet, saame 

3/4 -z 3/4 
,т - [ ?.гса^В,."Ух dx = 2 ( arcsin^ \/x d arcsinVx1 = ,\г 

v 

5/4 
'l iL / I 

= •*[ arcsin Vх s (arcsin^ ̂  - arcsin^^^p ~ 

1/2 2 

4 
= ̂ [(-y)4 - I s Tpdtffe JT 

ülesanded. 

Kasutades valemit (9) arvutada järgmised integraalid. 

f  ;  n  я / w  

• j V* - 2' dx 662. I sin2(wx • <P0)dx 658 
'2 о 

-3 16 
659, ( -£—==; 663. f 

Л-л/Зх • 25 J 
dx 

,"V^X + 25' " V* -

Л/4 2/3 

660. i cos2x dx 664. ( ä 
Jn l 4 + 

dx 

о о "r *" 9x<" 

jr 1/Ю 
661. j sh2x dx 66s. f —— 665. 

Vi —2' 25x' 
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Kasutades diferentsiaali märgi alla viimise võtet, 

arvutada järgmised integraalid. 

e2 4 
666e \ u h u  672e { xVx2 • 9 dx 

e о 

. [ 3ln2lp 2 dz 673. I (ex - 1)4 ex dx 

1 О 

/2 e 
j sin^u du 674. j 

667 

*l 

71/2 

668. 
0 И хл/l - ln2X 

от/2 л/2 

669. I cos X sin2! dx 675» [ ~\j cos x - cos^x' dx 
о -jt/2 

1 л/2 

j сЬ*х 676. j cos5x sin 2x dx 

о о 

31 

671 

31/4 p эт/2 
1 + tan x , c-nn f sin 2x dx • j  «7.  I  ̂  7" 

0 2cos x + 7sin x 

Kasutades muutuja vahetust, arvutada järgmised integ

raalid. 

? 1 

678- f 682. 
о 1 

680 

f V5T dx P 
* 77  ̂ 6S5. j 

2 

( dx r" 
• l T^TŽ 684. j 

x2 + 4x + 5 

dx 

V? 
2' + 4x - x 

dx 

1 +Yl + 2x 

f x dx Z Tn 
685- jV2-x2d* 

V21 
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эт/2 
686. I ; + Ш-оs x 687. { -==&===, 

о -0,5 л/8 + 2х - x 

Arvutada järgmised integraalid. 

688. j -5 2х 698. [ -SÏâE-
^ x2 - 3х + 2 У Jo 1 + ex 

Л/2 

689. 699. f 

6 Л 4x - 9 

7 я л/4 

690. sin4" f dx 700. f dx 

о J cos^c 

ln2 
1 

. I xVx2 + 9' dx 703. j 

x 

о 
dx 

-1 1 + ̂/1 + x' 

691. j -\/ ex - V dx 701. j" -~5Г~ 
dx 

о 'l 

Г / 2* ^/2 

692. j V4 - x dx 702. I - .d£-

о о л/l - ~'2' 

4 

693. 

"о 

-1  ̂

694. J JJ 704. f x dx 
Л 8 - 2x - x I , 

-2»5 V5 + 4x 

r - 1пЗ x 

695. [ 705. 1 " ex dx 

о Vх * 4 0 1 + 6 

f хЗ^ "/2 
x 

696. j —g - 7О6. ( Sin^X"\/c0S x' 
' X + 1 J 
о 'о о 

л/3 

697. 

л/6 

V71 Г 4 V ' 7 
1 cot t dt 707. Г x^dx 

1/6 -к Л/c^TTr 

-105-



2 эт/; 

j x2ln x dx ?14. j 

эт/2 

708. I x^ln x dx Til-. sin x сое x dx 

1 о 

jt/4 1 
, i~_ IP 

709 - " (V^x 4- x? dx 71C. f . tan X_dx 
J
0 J0 1 + 2tan x 

Jr/4 4 
7Ю. ( x sx? x dx Tl6. 'л/|х| dx 

J cospx 4 
о 1 

^ / 21 ^ 
711. j I x dx 717. j Jcos^xIsln x dx 

'1 x 0 

0 / Ф JT 
f h 21 r 

712. j dx 718. J И - 2sin x!dx 

1/V? x 

2 JT/3 

713. I a r c t a n ^  ' •  ( л  " ^ I x l  +  l t a n  x |  ) d x  

-2 25 + x -31/4 

Järgmistes ülesannetes arvutada integraal 
b 

j f(x) dx 

antud funktsioonist f(x), võttes integreerimislõiguks [ai 

funktsiooni f(x) määramispiirkonna. 

\ 7?, kui -1 $ x $ 0 
720. f(x) = { p 

^ x , kui 0<X5:1. 

eos x , kui - 5$ï<0 

721. f(x) = I 1 - x2, kui Osx<1, 

ln x , kui 1çi$e. 

aresin x, kui |x|^1, 

arctan x, kui 1 с (xl«-^. 

a r e s i n | x I ,  k u i  | x | = s 1 ,  

arctan x, kui 1 < |x|s= л/з\ 

-104— 

722. f(x) = 

725. f(x) = 



f aresin x, koi |x| ̂ 1, 
724. f(x) = 

[ arctan x, kui 1 < x e . 

725. f(x) = V - !xl'+ a res in (x -

726. f(x) = ln(1 • x) • arccos(x - 0,1). 

I 4  
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III.P Ä R A T U D INTEGRAALID 

§ 1. Tõkestamata funktsiooni integraal 

I. Kui funktsioon f(x) on integreeruv lõigu [a,b] 

(a < b) igas osalõigus [a,c] (c < b) ja on tõkestamata punkti 

b ümbruses (joon. 1), siis funktsiooni f(x) integraal 

lõigus [a,b] defineeritakse 

võrdusega 

b с 

j f (x)dx = lim j f(x)dx,(1) 

a c"* b~ а 

eeldusel, et piirväärtus pa

remal eksisteerib ja on lõp-

Joon. 1 lik. 

II. Kui funktsioon f(x) on integreeruv lõigu [a,b] 

(a < b) igas osalõigus [c,b] (a< c) ja on tõkestamata punkti 

a ümbruses (joon. 2), siis 

funktsiooni f (x) integraal 

lõigus [_a,b] defineeritakse 

võrdusega 
b 

(f(x)dx = lim ( f(x)dx, (2) 
i  c — a +  i  Joon. 2 

eeldusel, et piirväärtus paremal eksisteerib ja on lõplik« 

III. Kui funktsioon f(x) on tõkestamata lõigu [a,b] 
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sisemise punkti 1 ümbruses, siis defineeritakse 

b 1 b 

j f(x)dx = j f(x)dx • j f(x)dx, (3) 
a a Ï 

kus integraalid paremal on määratud vastavalt definitsioo

nidega I ja II. 

17. Kui funktsioon f(x) on tõkestamata lõigu [®»b~i 

punktide Lj, I2,..., 1^ ümbruses, kusjuures 

а $ :ц < i2 < ... < lk< b, 

siis jaotatakse lõik [a,b] suvaliselt osalõikudeks punkti

dega , C2« ...,0^ nii, et igasse osalõiku 

M * ГЦ ïC2J » • • • * jek_/| ,b] 

jääks vaid üks punkt 1^ (1$i<k), ja defineeritakse 
b c2 b 

j f(x)dx = j f(x)dx + j f(x)dx + ... •<• j f(x)dx, 

a a C1 ck-1 

kus integraalid paremal on määratud definitsioonidega I, II 

ja III. 

Kui näiteks funktsioon f(x) on tõkestamata vaid lõigu 

[a,b] mõlema otspunkti a ja b ümbruses, siis integraal 

b с b 

jf(x)dx = j f(x)dx + j f(x)dx, (4-) 

aa с 

kus с on mingi väärtus a ja b vahel, aga integraalid pare

mal on määratud vastavalt definitsioonidega II ja I. 

Valemitega (1) ja (2) defineeritud integraale nimeta

takse päratuteks integraalideks ehk tõkestamata funktsioo

ni integraalideks. Kui piirväärtus võrduse (1) paremalpoo-

lel eksisteerib ja on lõplik, siis öeldakse, et päratu in
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tegraal (1) koondub« muudel juhtudel öeldakse, et ta hajub, 

Samasugused mõisted defineeritakse ka integraali (2) kohta. 

Integraalide (1) - (3) arvutamisel kasutatakse järgmi

si valemeid. 

Kui funktsioonil f(x) on olemas algfunktsioon F(x) 

piirkonnas [a,b), siis päratu integraal (1) arvutatakse 

valemiga 

ь (x)dx = F(x) b-
Kui funktsioonil f(x) on olemas 

piirkonnas (a,bj, siis päratu integraal 

valemiga 

\ f(x)dx = F(x) 

(5) 

algfunktsioon F(x) 

(2) arvutatakse 

(6) 

Kui funktsioonil f (x) on olemas algf unktsioon F(x) 

piirkonnas X = ^[a,c), (с,bj j , siis päratu integraal (3) 

arvutatakse valemiga 

j f(x)dx = F(x) * P(x) (7) 
c + 

Kui funktsioon F(x) on pidev lõigus fa,bj , siis arvu

tusvalemid (5), (6) ja (7) taanduvad kujule 

j f(x)dx = F(x) (8) 

/limane valem ^8) laiendab Newton — Leibnizi valemi 

tõkestamata funktsiooni integraalile. 

Päratute integraalide (1), (2) ja (3) korral kehtivad 
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aditiivsuse, lineaarsuse ja monotoonsuse omadused. Päratu

te integraalide arvutamisel algfunktsiooni F(x) leidmiseks 

kasutatakse ka ositi integreerimist ja muutuja vahetust. 

Näide 1. Arvutada päratu integraal 

1 

j  ln x dx. 
о 

Lahendus. Integraalialune funktsioon on pidev piir

konnas (0,1] ja on tõkestamata punkti а = 0 ümbruses. See

ga vaadeldav funktsioon on integreeruv igas osalõigus 

[c,l] С [0,1] . Et funktsioonil f(x) = In x on olemas ka 

algf unktsioon F(x) = xlnx-x piirkonnas (0,1], siis 

võime kasutada arvutusvalemit (6). Seega 
1 

fin x dx = (x ln x - x) 

ï 
= -1 - lim x ln x = -1. 

o+ x-»o+ 
о 
Näide 2. Arvutada integraal 

e 
f dx 

X -Л /ln X1 

1/e 

Lahendus. Tegemist on päratu integraaliga funktsioo

nist f(x), mis on tõkestamata integreerimislõigu [i/e,ej 

sisemises punktis 1=1. Ülejäänud punktides, s.o. piir

konnas X = {[1/е,1),(1 ,e]j , on f(x) pidev. Valemi (7) põh

jal saame e 

3 /—5-1 

1/e x ~V л 1/e 

= I (0 - 1) + I (1 - 0) = 0. 

Et vaadeldaval juhul on algfunktsioon 

dx ( ЦЦ = i -{J Щ2 x 
Aj ln X ATjln X 

1-

4 + 4 ~\J ln2 x 

1/e 

e 

1 + 
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•Z 3 / 2-1 

F(x) = £ "Vln x 

pidev integreerimislõigus [l/e, e] , siis võime valemi (?) 

asemel kasutada valemit (8), mis otsekohe annab 

e 3, , 
^ \ л/ ln2x 

1/e x Д/ln x' 

Näide 3« Arvutada integraal 

= ^  (1 -  1)  = 0,  
1/e 

о 

Î1 1 " -g exp(- -) dx. 

-1 x 

Lahendus^ Tegemist on päratu integraaliga funktsioo

nist f(x), mis on pidev piirkonnas (0,1J ja on tõkestamata 

ülemise raja b = 0 ümbruses. Valemi (6) põhjal saame 

f exp(- i) dx = [ exp(- ̂ )d(- 1) = exp(- 1) 
J] x J\ 

= lim exp(- —) - e = 
x' 00 

x-»o-

Näide 4» Arvutada integraal 

2 

J = j f(x)dx, 

kus 

f(x) = 
1/V1 -  X 2 ,  kui Хб[0,1), 

л/2 , kui хе[1,2] . 

Lahendus^ Funktsioon f(x) on pidev piirkondades ^0,1 ) 

ja [l,2j, on tõkestamata punkti 1=1 ümbruses, kuigi sel

les punktis 1 = 1 on tal lõplik väärtus. Et funktsiooni 

f(x) algfunktsioon 
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F(x) = 
aresin x, kui xe [0,1 ), 

JTX/2 , kui xe [l, 2] 

on pidev integreerimislõigus [o,2], siis võime kasutada 

valemit (8). Saame 

J = F(x) 
2 
= JT - aresin 0 = JT . 

о 

Ülesanded. 

Arvutada järgmised integraalid või veenduda nende 

hajuvuses. 
1 1/2 
dx 753- I dx 

J j X In X 
о 0 

2 1 

728. ( ~ /7з? ^ ^ 1 
29. 

X J X ln X 
-1 о 

1 1/2 

f ? ©• i 7^5 
о о 

3 л/2 

730. ( ——4 736. ( cot x dx 
)o сПГ^ )o 

1 1 

731. f É2— 737. f arccot^x ̂  

iovm? I ^7^ 

732. 

1 
( dx 

-1 -FI~Z X' 
F 

Arvutada päratud integraalid järgmistest funktsiooni

dest, võttes integreeriinislõiguks funktsiooni määramispiir-

konna. 
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738. f(x) = 

f aresin x kui xefo,1), 

эт
2/8, kai хс[1,3] . 

739. f(x) = < 

(1 • x2)-^/arctan^ 

1 

, koi x € [И,0), 

kui x s 0 , 
arctan 8 

740. f (x) = 
tan x, kui x € [0, JT/2), 

tan 1, kui x € (JT/2, JT] . 

1 4- x, kui xe[-2, -l] , 

741. f(x) = { ln(1 + x), ktd xc (-1,0], 

2(1 - x) + 1/Vx1, kui x € (0,1] . 

§ 2. Tõkestamata funktsioonide integraalide 

koonduv us tunnused. 

Sageli on vaja ainult kindlaks teha, kas päratu integ

raal koondub või hajub, kusjuures päratut integraali ennast 

ei ole tarvis arvutada. Selleks kasutatakse päratute integ

raalide võrdluslauseid ja koonduvustunnuseid. 

Olgu funktsioonid f(x) ja g(x) integreeruvad igas osa

lõigus [a,c] с [а,Ъ] , kus a < b, ning tõkestamata punkti b 

ümbruses. 

Esimene võrdlu3lause. Kui raja b ümbruses kehtib võrra

tus 

OSf(x)$g(x), 

siis integraali 
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b 

I g(x) dx (G) 
a 

koonduvusest järeldub Integraali 

b 

j  f(x) dx (y) 
a 

koonduvus* teiselt poolt, integraali (F) hajuvusest järel

dab integraali (G) hajuvus, 

T-3ine võrdlus lause « Kui raja b ümbruses on 

f(x)=s 0 ja g(x) > О 

ning on olemas lõplik piirväärtus 

11а1Ш = м>0' 
х-* b-

siis integraalid (F) ja (G) üheaegselt koonduvad või haju

vad. 

Analoogilised võrdluslaosed kehtivad ka alumise raja 

a jaoks. 

Kui päratu integraal funktsioonist jf(x)} koondab 

siis ka päratu integraal funktsioonist f(x) koondub. 

Kui päratu integraal funktsioonist |£00| koondub, 

siis öeldakse, et päratu integraal funktsioonist f(x) 

koondub absoluutselt, Koonduvat integraali, ais ei koondu 

absoluutselt, nimetatakse tingimisi koonduvaks. 

Kui f(x)^ 0, siis kirjutised 

b b 
f (x) dx < oo ja j f (x) dx = oo 

а а 

tähendavad vastavalt, et päratu integraal koondub ja hajub. 

15 
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Näiteks päratu integraal 

e 

f dx 
J _ Jrr. 

koondub (vt.1 näide 2) ning integraalialune funktsioon on 

Praktikas teise vördluslause rakendamisel on küllalt 

näidata ekvivalentsust 

vaadeldavas piirprotsessis. 

Sageli on integraali koonduvuse või hajuvuse üle kerge 

otsustada järgmise ко оnd uv us t un nnss abil. 

Koonduvus tunnus. Olgu f (x)^ 0 ja tõkestamata punkti 

1 G jafb] ümbruses. Kui leiduvad arvud к ja M, et protsessis 

x— 1 

siis integraal 

lõigus (1,ej positiivne, siis võime kirjutada 
e 

f(x)~ Mg(x) 

j f(x)dx 
а 

koondub, kui k<1, ja hajub, kui k=t1. 

Näide 5» Näidata integraali 
1 

koondavast. 
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Lahendus^ Integraalialune funktsioon on pidev igas osa

lõigus (0,cj с [0,1] ja on tõkestamata punkti b = 1 ümbrusec. 

Et kehtib võrratus 

-х/Г- x2' -/"1 - x2 

ja 
1 
f dx 

V1 - x2' 

< oo 

siis esimese võrdluslause põhjal 
1 
f sin x 

oV"1 - x2' 

dx < oo 

Näide 6.-Näidata integraali 
1 
f dx 

koonduv ust. 

Lahendus^. Inbegraalialune funktsioon on tõkestamata 

punkti b = 1 ümbruses. Piirprotsessis x-»1- aga on 

1 1 1 1 

]>j\ _ x4-' Л/ (1 x2)(1 + x)(1 - x)' Д/"? V1 - x' 

Ui 

1 

i 
Seega koonduv us tunnuse põhjal 

1 
dx 

о - x4 

sest к = 1/3 <1. 

Näide 7« Otsustada, kas integraal 
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1 1 

f (JûkLi-2 + a retail 
-1 I 3 fj ,ЛТ? Г 

Ц7 VET 

koondub või hajub. 

Lahendus_. Siin integreeritav funktsioon on tõkestamata 

punkti 1=0 ümbruses. Kuna protsessis x—»0 on 

0$ 3x2 + 2 + Varetan^x _ 2 » o(1) + + o(x^5) _ 

\j y?' ~\fx X2̂  |xP 2̂ 

_  2  *  0 ( 1 )  .  1  •  0 ( 1 )  . .  2  
- :,2>3 * lxf/1ö ~ -pTT* 

siis koonduvastunnuse põhjal päratu integraal koondub, sest 

к = 2/3 <1 • ч 

Näide 8. Näidata, et integraal 
1 

( arc t ад (Sü + 2) ̂  

л/ГТ? -1 

absoluutselt koondub. 

Lahend us_. Integraalial une funktsioon on pidev v enamikus 

(-1*1) de tõkestamata rajades а = -1 ja b = 1. St kehtib 

võrratus 

0 I arcfcan( 5x -»2)1 r JT _Д 

л/l - 3? 2 лЛ 

ja 

1 
1 

dx с oo$ l - i  

-Ч/ГГ? 

siis esimese võrdloslaose põhjal 
1 

( IszstasL&j^i dx<: „ 

-1 Vi -12' 
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mis ütleb, et vaadeldav integraal koondub absoluutselt. 

ülesanded. 

Haidata jär gada fee integraalide koonduvast, abselaut-

selt koondavast või hajuvast. 
2 

742. [ -3—££ 749. Î $4.1 dx 

i J. V? 
? 1 3 

(74& \ x 750, Ï Mâ-±,VEl dx 

и ^ 

1 1 

744Î isi. dx 751. ( 

i ^ ' iviT? 

(#4%) ( x ̂  752. ( 

2-V^x - 2)(зПс) I Д/(1 - г2)' 

746. f ——— 753. f ——— dz. 
»v'(x~^~3K4 rg j ^ 
? .-»г 

747, — 754. fmSoLž ete 
0 1 - x2 + 2-  » x2 JV»~™x 

1 1 

?48. ( — , 755. f T'X 
2 J,<3 -4V'^? i ^-5ï? 

g 3« Lõpmatute rabadega integraalid 

Kui funktsioon f(x) ©n integreeruv igas lõigus [a,e] „ 

kas oa, ja eksisteerib lõplik piirväärtus 

с 

lis 
с-*» °® а 

с 

j f(x) dx, 
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siis seda piirväärtust nimetatakse funktsiooni f(x) para

taks integraaliks rajast a ra.jani 00 ning kirj utauaLse 

00 с 

1 f(x) dx = lim j f(x) dx. (9) 

а c_ooa 

Kui funktsioon f(x) en integreeruv igas lõigus [_c, b], 

kus с < b ja eksisteerib lõplik piirväärtus 

b 

lia [ f(x) dx, 

siis seda piirväärtust nimetatakse funktsiooni f(x) pära

tuks integraaliks rajast - oo ra.jani b ning kirjutatakse 

b b 

j f(x) dx = lim j f(x) dx. (10) 
-oo C-» — OO с 

Integraale (9) ja (10) nimetatakse ka lõpmatute raja

dega integraalideks « 

Mõlema lõpmatu rajaga päratu integraal defineeritakse 

järgmise võrdusega 
00 с oo 

1 f(x) dx = f f(x) dx + f f(x) dx, (11) 

— oo — oo С 

kus с on suvaline arv. 

Kui piirväärtus võrduse (9) paremal poolel eksisteerib 

ja on lõplik, siis öeldakse, et päratu integraal (9) koon

dub, muudel juhtudel öeldakse, et ta hajub. Samasugused 

mõisted defineeritakse ka integraali (10) kohta. 

Kui funktsioonil f(x) on olemas algfunktsioon F(x) 

igas lõplikus loigus [_a»c] ja eksisteerib lõplik piirväär

tus 
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F(oo) = liia F(x), 
X-* О» 

(12) 

siis päratu integraali (9) arvutamiseks kehtib valem 

f(x) dx = F(x) (13) 

Kui funktsioonil f(x) on olemas algfunktsioon F(x) 

igas lõplikus lõigus Гс,ь], ja eksisteerib lõplik piirväär

tus 

F(-oo) = lim F(x), (14) 
X-* — oo 

siis päratu integraali (Ю) arvutamiseks kehtib valem 

f(x) dx = F(x) (15) 

Kui funktsioonil f(x) on olemas algfunktsioon F(x) 

igas lõplikus lõigus, ja eksisteerivad lõplikud piirväärtu

sed (12) ja (14), siis päratu integraali (11) arvutamiseks 

kehtib valem 
oo 

f(x) dx = F(x) (16) 

Valemid (13), (15) ja (16) üldistavad Newton-Leibni-

zi valemi lõpmatute rajadega integraalidele. 

Päratute integraalide (9), (10) ja (11) korral kehti

vad aditiivsuse, lineaarsuse ja monotoonsuse omadused. Pä

ratute integraalide arvutamisel algfunktsiooni F(x) leid

miseks kasutatakse ka ositi integreerimist ja muutuja vahe

tust . 
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Mida 9« Arvutada päratu integraal 

Cti 

I 
CÖ 

+ 1 
"~^5 41 • 

Lahendus* Integre eritav funktsioon on pidev ja seega 

integreeruv igaa lõigus [l»e] » kus c> 1 • Seega valemi (13) 

põhjal 

j dx = j (™2- + x"5) dx = (- - - --i^) 

= о - (- ̂ ) = ̂ . 
4 4 

Näide 10. Arvutada päratu integraal 

00 
f dx 

• (2x - 3)2 

Lahendus. Integreeritav funktsioon on pidev kõikjal 

vahemikus (-00, «0) ja seega integreeruv igas lõplikus lõi

gus. Seega 

Г1 /-f* " T <2* - 3) |~ 1 [a - (- *)] = 
-V • сгх - 3)2 г j-< lo2 [г г J 2 

Näide 11 « Arvutada päratu integraal 

j _? <1 + x2)arccet^xj ̂  

Lahendus^ Lineaarsuse omaduse rakendamiseks uurime 

osade 

\ Ц, j dx 

1 x (1 + x Jarccot^x 

koonduvust. 
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Esimene integraal koondub, sest 

op 

"5 = j dx _ 1 
00 

=  1 .  
1 

Valemi (1$) põhjal 
©o oo 
i dx f d arccot x 
^ (1 + x2)arccot2x J arccot^x 

1 
1 ОС 

8TCC0t X 
= OO 

eest arccot 1 = ja lim arccot x = 0. 
х-*- oo 

Seega teine integraal hajub. Järelikult näites antud 

integraal hajub. 

Näide 12. Arvutada päratu integraal 

oo 

J = ( (1 — — . . • ~яг") dx. 
V (1 + x')arccot*Sc 

Lah8n_d_us. Arvestades näite 11 lahendust, näeme, et 

r I dx dx = oo ja ) 2~ 
о (1 + x )arccot x 

Siin me ei saa kasutada lineaarsuse omadust ja järeldada 

siit, et näiteks antud integraal hajub. Integraali arvuta

miseks leiame algfunktsiooni 

F(x) = x 
arccot x 

piirväärtuse, kui x-*- oo . Teostades muutuja vahetuse 

x = 1/u, saame 

I6 
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lim F(x) = lim (1 - arccoUTTïïJ3 s 

X-*-»9 U-» 0 + 

- lim (- - arctan 
u-*- o-f 

, . arctan u - u 
"„IL ̂  u arc tan u U-* 0 + 

U - 4- + o(u^) - u 
= lim —2—— — = 
u-»o+ u 

= lim j- Г + o(u) j = О, 
u-* o+L J 

sest protsessis а -»0 on arctan u~ u j* Taylori valemi 
3 

põhjal punkti u = 0 ümbruses on arctan u = u - + o(u^). 

Seega valemi (13) põhjal 

J = F(x) °° = 0 - (0 - §-) = 

о 

Ülesanded. 

Arvutada järgmised integraalid või veenduda nende ha

juvuses, 
oo 

756 •1-4? <76?. f ž 1 Ч-/ -L x • 4x • — oo 

oo OO 

757. f 5| 761. f žLj_l 
I Х  X  

oo 

758. I « ^ Г xe"x2dx • Ь e Г 
о 

oo oo 

759. ( •  — 7 6 3 .  I  « " ^ d x ,  c L  >  о  
J 1 x ' 

о 
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со 

764. \ 

2 

qp 

dx 

X ln^x 

765 

766 

f dx 

со 

f x dx 

• j 7TT 
о 

767. î -i-S-
J x + 1 
• oo 

OO 
768, f -7—Ž3L_ 

J  x +  2 x  *  
— oo 
qp 

769. j dx 

OO 

770. j  x sin x dx 
о 

op 

77I • j e'*41 ™ oos ̂ Sx dx, c<> 0 

774. 

о 

CJO 

772. 1 .-V? e dx 

0 

T 773« \ sin x dx 
о 

со 
f arctan 

J TT:" dx 

§4» Lõpmatute rajadega integraalide oon-

duvastunnused 

Analoogiliselt tõkestamata funktsiooni integraal 

kehtivad järgmised päratute integraalide võrdlusleu eu 

nendest järelduvad koonduvustunnused. 

Olgu funktsioonid f(x) ja g(x) integreeruvad ig - s ic 

g us fa, с j , kus c>a. 

fisimene võrdluslause. Kui raja 00 ümbruses (vahe^L 

kus (c,00), alates teatavast c>a) Kehtib võrratus 

0 < f(x) < g(x) , 

siis integraali 
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j g(x) dx (G) 

a 

koonduvusest järeldub integraali 
со 

j f(x) dx (F) 

a 

koonduvus; teiselt poolt, integraali (?) hajuvusest järel

dub integraali (G) hajuvus. 

Teine võrdluslause. Kui raja oo ümbruses on 

f(x)> 0 ja g(x)> 0 

ning eksisteerib lõplik piirväärtus 

§M = M>0-
siis integraalid (F) ja (G) üheaegselt koonduvad või haju

vad. 

Analoogilised võrdluslaused kehtivad ka integraalide 

b 

f(x) dx (17) 

jaoks. 

Kui päratu integraal funktsioonist |f(x)| koondub, 

siis ka päratu integraal funktsioonist f(x) koondub. 

Analoogiliselt tõkestamata funktsiooni integraaliga 

kasutatakse absoluutse ja tingimisi koonduvuse mõisteid 

ning sümboleid < oo ja = <x> mittenegatiivse funktsiooni 

päratu integraali vastavalt koonduvuse ja hajuvuse tähis

tamiseks. 

Praktikas teise võrdluslause rakendamisel on küllalt 
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näidata ekvivalentsust 

f(x)~Mg(x) 

vaadeldavas piirprotsessis. 

Sageli on päratu integraali koonduvuse või hajuvuse 

üle kerge otsustada järgmise koonduvustunnuse abil. 

Koonduv us tunnus« Olgu f(x)^0 ülemise raja oo ümbru

ses. Kui leiduvad arvud к ja M$ et protsessis x* <*> 

siis integraal (F) koondub, kui k>1, ja hajub, kui k<1. 

Analoogiline tunnus kehtib ka integraali (1?) jaoks. 

Näide Otsustada, kas integraal 

oo 

1 

koondub või hajub. 

L a h e n d E t  v a h e m i k u s  [1,OO) on integraalialune 

funktsioon pidev ja kehtib võrratus 

siis esimese võrdluslause põhjal 

oo 

1 

Näide 14. Otsustada integraali 

j e""x sin 5x dx 
1 

"x sin 3x dx 
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koonduvuse vile. 

Lahendus• St vahemikus [l # °°) on integraalialune funkt

sioon pidev ja kehtib võrratus 

je~x sin^x!5 e" , 

siis esimese võrdluslause põhjal näites vaadeldav integraal 

koondub absoluutselt. 

Näide 15. Otsustada, kas integraal 

f X arctan x J ^ • 2 x * ?
d *  

koondub või hajub. 

Lahendus^. Siin integraalialune funktsioon on vahemikus 

[O,oo) mittenegatiivne ja pidev. Kuna protsessis x-*-oo on 

x arc tan x _ x Ürr/2 + o(1 Д. jr 

х- + 2x + 3 ~ 2Г [1 4-0(13 2 

1 

x 

siis koonduvustunnuse põhjal päratu integraal koondub, sest 

к = 2>1. 

Ülesanded. 

Näidata järgmiste integraalide koonduvust või hajuvusfc. 

00 00 

775 
• oo 
( TT~2 778. F -J* 
Jo®<X * M + , -

776. f —ž-äž-— 779e [ VF_dx 
i <1 * X)2 \ (1 + x)5 
о 
oo 

777. j -7^=, 780. Г-£JÜL 
2 x/l + x £ + 1 
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781 • ( (*b:Lw 783• ï x arctan x dx 
о x ' о </ 1 * x 

op 

782 . ( dx 784. { —55L™™ 

1 1 x2 - 1 + 2 Vx2 - 1 

Otsustada, kas järgmised integraalid koonduvad abso

luutselt või tingimisi. 

785*. SSSJLäž 788'. f ein x2 te 
1 V5T J 
f âtiLA_£E 789'. 1°2^ï dx 786. 
о о 

787. [ £°â-£*S 790. farctan^ ̂  
i n /  L 1  •  * »  
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IV. INTEGRAAL ARVUTUSE 

R A K E N D U S I  

§ 1 e  Tasandilise kujundi pindala arvutamine 

Mõötuvate tasapinnaliste kujundite pindalade arvutamisel 

kasutatakse järgmisi pindala omadusi. Olgu kujundite K, 

ka Kg pindalad vastavalt S, S/j ja S^« 

1® Monotoonsus. Kui K^crKg» siis S^< S^. 

2° Aditlivsus. Kui kujund К jaotub osadeks K^ ja K2, 

millel pole ühiseid sisepunkte, siis 

1. Olgu funktsioon f(x)JO pidev lõigus [a,b] . Siia 

S s S/j + Sp. 

kõvertrapets, mis on piiratud (vt. joon. 3) vasakult ja 

7 paremalt vastavalt sirgete

ga x = a ja x = b ning alt 

x-teljega ja ülalt kõvera

ga y = f(x), on mõõtuv ja 

tema pindala S on arvutatav 

valemiga 
x 

О а b b 

Joon.,3 
S e j  f(x) dx. (1) 

a 
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2. Olgu lõigul ja,bj funktsioonid f(x) ja g(x) pidevad 

Joon. 4 

ning g(x)$ f(x). Siis kõver-

trapets, mis on piiratud (vt. 

joon. 4) vasakult ja paremalt 

vastavalt sirgetega x = a ja 

x = Ъ ning alt kõveraga у = 

= g(x) ja ülalt kõveraga 

у = f(x), on mõõtuv ja tema 

pindala S on arvutatav valemi

ga 

S = j  [f(x) - g(x)J dx, (2)  

3. Olgu funktsioon h(y)^0 pidev lõigus (ctdj. Siis 

kõvertrapets, mis on piiratud 

(vt. joon. 5) alt ja ülalt 

vastavalt sirgetega у = с ja 

у = d ning vasakult y-teljega 

ja paremalt kõveraga x = h(y), 

on mõõtuv ja tema pindala S 

on arvutatav valemiga 

(3) 

Joon. 5 

= i h(y) dy-

4. Olgu funktsioon r(«f)^0 pidev lõigus [°*» £j «Siis 

sektor, mis on piiratud (vt. joon. 6) kiirtega \p s <* 

ja y? = ß ning kõveraga, r = r( y? ), on mõõtuv ja te»e 

pindala S on arvutatav valemiga 

17 
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S = \ j Г2( if ) d<p (4) 

Joon. 6 

5. Kui tasapinnalist kujundit saab jaotada lõplikuks 

arvuks kõvertrapetsiteks, siis see kujund on mõõtuv ja adi-

tiivsuse omaduse põhjal 

tema pindala S on võrdne 

üksikute kõvertrapetsite 

pindalade summaga. Näiteks 

joonisel 7 antud kujund 

on jaotatav kolmeks sõver-

trapetsiks, mille pind

alad S^, S,, ja 3^ on 
О 

Joon. 7 

arvutatavad valemiga (2). Seega Kujundi pindala 

— S/t "4" sn + s 3* 

6. Kui kõvertrapets on sümmeetriline y-telje suhtes 

Joon. 8 

Ъ x 

1 30-

(vt. joon. 8), s.t. ta ол 

piiratud vasakult ja pare

malt vastavalt sirgetega 

x = -b ja x = b ning 

ülalt ja alt vastavalt 

kõveratega у - f(x) ja 



У = g(x), kus f(x) õa g(x) pidevad 

siis tema pindala 

paarisf unktsioon- d, 

S = 2 \ |f(x) - g(x)j dx. (5) 

Kui aga kõvertrapets on sümmeetriline x-telje suhtes 

msm 

Joon. 9 

(vt. joon. 9)» e.t. ta on 

piiratud vasakult ja paremalt 

vastavalt sirgetega x = a ja 

x = b ning ülalt ja alt vas

tavalt kõveratega y = f(x) 

ja y = -f(x), kus f(x on 

pidev, siis tema pindala 

S = 2 j f(x) dx. 

a 

(6) 

Näide 1 » Leida kujundi pindala, mis on piiratud joon

tega y = x2 ja y^ = x. 

Lahendus^ Jooniselt 10 on näha, et vaadeldav kujund on 

c kõvertrapets, mis on mõõtuv 

funktsioonide y = x2 ja y =V5? 

pidevuse tõttu, ja tema pind

ala S on arvutatav valemiga 

(2). Integraali ülemise raja 

määramiseks tuleb loida joon

te lõikepunkti Г abstsiss, 

ning 

Joon. Ю 

mis osutub võrdseks 1-ga. Antud juhul f(x) =-\f5c1 

g(x) = x . Seega otsitav pindala valemi (2) põhjal on 
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=  j   - x2)dx = 2 v2 -xr 
Т Х  - Т  

2 1 
5 - 5 

1 

Г 

Näide 2. Leida joonega 

(x2 + y2)5 = 2?x2y2 

piiratud kujundi pindala. 

Lahendus^ Minnes üle polaarkoordinaatidele, зааше 

joone võrrandiks 

r = ^-л/З1 sin 2<p . 

Seega vaadeldav joon, nn. neljaleheline roos (vt. joon.11 ), 

on pidev ja temaga piiratud kujund on seepärast mõõtuv. 

St kujund on sümmeet

riline koordinaattelgede 

ja koordinaatide alguspunk

ti suhtes, siis pindala 

aditiivsuse omaduse tõttu 

on küllalt arvutada kujundi 

selle osa pindala, mis asub 

koordinaatteljestikus esi

meses veerandis. Kujundi 

Joon. 11 kogu pindala S on siis neli 

korda suurem. Seega valemi (4) põhjal 

5 jr 
7 2 

S = 4--£ ( Щ- sin22ipd<p = -^2 j -^(1 - eos 4i^)d = 

о •> 

sin 4^ = Tf-JT. 
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Ülesanded. 

Leida pindalad, aie on piiratud järgmiete joontega. 

791, y = 2x - x2, x + y * 0 

792. y = j log x|, y = 0, x =0,1, x = Ю 

X2 V2 

795- 15 *5? = 1 а о 

794. у2 = х2(а2 - x2) 

? ДвЗ 
795. х- = 4ау, у = * (а> О) 

х^ + 4а 

796. x2 + у2 = 4рх, у2 = 2рх 

797® У = x2ln x, у = О 

798. (у - arc в in x)*1 = x - x2 

799« r = a(1 + cos ip) (kardioid) 

800. r s a a in 3ip (ko lae lehe line roos) 

801. r = 2a(2 + cos ip) 

802. (x2 + y2)2 - a2*2 - b2y2 s 0 

803. (x2 • y2)2 = a2(x2 - y2) (Bernoulli lemniskaat) 

304. (x2 • y2)5 = 4a2 xy(x2 - y2) 

805» x = a cos^t, y=a sin^fc 

806. x a 2a cos t - a cos 2t$ y = 2a sin t - a sin 2t 

d07. r =V1 ~ t2, if= arc s in t + -y1 - t2 
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Lahendada järgmised ülesanded. 

808. Leida selle kujundi pindala, mis on piiratud joo

nega x2y2 = 4(x — 1 ) ja selle joone käänupunkte läbiva sir

gega. 

809» Leida selle kujundi pindala, mis on piiratud joo

nega у = sin^x + cos-x ja x-fcelje selle lõiguga, mis ühen

dab selle joone kahte järjestikust lõikepunkti x-feeljega. 

810. Leida selle kujundi pindala, mis on piiratud tsük-

loidi 

x = a(t - sin t), у = a(1 - eos t) 

ühe kaare ja x»teljega. 

Leida kujundite pindalad, mis on piiratud järgmiste 

joontega ja nende asümptootidega. 

811*. (1 + x2)y = 1 

812. y = x exp(»x~/2) 

2 
813*. У = x2e~:: 

814. xy2 = 8 - 4x 

АИ Ц •a e~ — 8.5. 7 - x 

§ 2» Keha ruumala a^ufcami ne 

Hõõtuvate kehade ruumalade arvutamisel kasutatakse 

järgmisi ruumala omadusi, Olgu kehade Ks 1Ц ja K0 ruumalad 

vastavalt VF V* ja V-, 

16 Monotoonsus. Kui K^aK2t siis V^l0, 

2° Adltlivaus. Kui keha К jaotub osadeks K* ja 
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millel pole ühiseid aisepunkte, siis 

V = v1 + v2 

1• Olga keha piiratud tasanditega x = a ja ï = b(vt, 

Joon.12 
joon. 12) š Vaatleme keha lõikeid tasanditega, ais on ris

ti x-teljega. Kohal x vôetud lõike pindala tähistame S(x) 

abil. Eeldame, et iga kahe lõike korral ühe projektsioon 

teisele asetseb täielikult selle sees (vt. joon. 12). Kui 

S(x) on pidev funktsioon oma maäramispiirkonnas [a$b], 

siis vaadeldava kujundi ruumala 7 on arvutatav valemiga 

4 = S(x)dx. (7) 
J 
a 

2. Olgu joon AB lõigus a,bi pideva funktsiooni f(x) 

Joon.13 

graafik. Vaatleme 

pöördkeha, iiis tekib 

kõvertrapets! abBA 

pöörlemisel ümber x-

telje (vt. joon. 13)• 

See pöördkeha on mõõ

tuv ja tema ruumala V 

on arvutatav valemiga 
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V = я j f2(x)dx. (8) 

3. Olgu jooned AB ja CD vaatavalt lõlgue [a,b] pide

vate funkte ioonide 

f(x) da g(x) graa

fikud, kus 

О ç g(x)îg f (x). 

Vaatleme pöördkeha 

aie tekib kõver-

trapetsi CDBA 

pöörlemisel ümber 

Joon. 14 x-tel.je (vt. joon. 

14). See pöördkeha on mõõtuv ja tema ruumala V on arvuta-

tav valemiga 

г ̂  
= л j |f~(x) - g2(x)| dx, (9) 

4. Olgu joon AB lõigus [a,bj pideva funktsiooni 

Joon,15 

f(x) graafik. Vaatle

me pöördkehat mis te

kib kõvertrapets! abBA 

pöörlemisel ümber y-

telje (vt. joon« 15)« 

See pöördkeha on mõõ

tuv ja tema ruumala V 

on arvutatav valemiga 
b 

V = 2JT lxf(x)dx. (10) 
аГЫ 
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Näide 3. Leida püramiidi ruumala V, kui püramiidi 

põhja pindala on S ja kõrgus h ning püramiidi tip о pro

jektsioon püramiidi põhjale asetseb viimase sees. 

Lahendus^ Paigutame püramiidi nii, et tema põhi aset

seks yz-tasandil ja 

tipp oleke x-telje 

positiivsel poolel 

(vt. joon. 16). Vaat

leme püramiidi lõi

keid, mis on risti 

põhjaga. Kohal x võe-

Joon. 16 tud lõike pindala 

tähistama S(x) abil. Vaadeldaval juhul iga kahe lõike 

korral ühe projektsioon teisele asetseb täielikult selle 

sees. 

Nagu teada geomeetriast, võrdub püramiidi kahe rist-

lõike pindala suhe nende kauguste (püramiidi tipust) suh

te ruuduga. Seega 

S(x) _lh - x\c 

kust 

S(x) = -Ду (x — h) ' « 
h 

fit S(x) on lõigus [о,h j pidev funktsioon, siis valemi (7) 

põhjal saame 

V » ! (x - h) 2dx = -гЦ (x - h) 
h l 3 b 

= «r Sh. 

18 
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Näide 4« Leida tüvikoonuse ruumala V, kui tüvikoonuse 

põhjade raadiused on R ja r ning kõrgus on h. 

Lahendus_. Tüvikoonus tekib hariliku trapetsi abBA 

Joon« I? 

Seega valemi (8) põhjal 

h 

pöörlemisel ümber x-telje 

(vt. joon. 17)« Leiame 

sirge AB võrrandi 

7 = mx + c« 

x Saame m = tan <* = ft ^ 5, 

с = г. 

v я л {(R h Гх * r)2dx = r) ( R h Г<х * 

= - r) (R3 - r5) = -f-(R2 • Rr + r2). 

Näide 5» Leida keha ruumala, mis tekib kõveraga y = 

= sin x, kus X = [0,тт] , 

ja sirgega у = О piiratud 

kujundi pöörlemisel ümber 

y-telje. 

Lahendus^ Et kõver 

к x у = sin x on pidev, siis 

Joon. 18 tekkiv kujund on mõõtuv, 

Kasutades valemit (Ю), saame (vt. joon. 18) 

jr 

= 2 JT j x sin x dx = 2 JT (sin x - x cos x) 

= 2 ( JT - о) = 2 JT . 

л 
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Ülesande lahendamiseks võib kasutada ka valemit (9)» 

lugedes integreerimismuutojaks y, kuid lahenduskäik on 

pikem. Tuleb lahendada y = sin x muutuja x suhtes, arves

tades, et y e (o,1j . Saame lahenditeks (vt. joon. 18) 

x = g(y) = arcsin y, kui x e 

x = f (y) = JT - a rea in y, kui x € JJÇ-, JtJ . 

Valemi (9) põhjal 
1 

V = л ( [f2(y) - g^y)] dy = 

0 

1 

= JT j jjC JT — arcsin y)2 - arcsln^j dy = 

о 

1 

E JR 2 J ( JT - 2a res in y)dy = 

» л^ - 2 JT 2(Y arcsin y +V1 -У ) 

= jt3 - 2Л2(^- - 1) = 2л2. 

Ülesanded. 

Leida nende kehade ruumalad, mis on piiratud järgmis

te pindadega, 

816. =1,*= —x, z = О 
a^ b а 

a b c  

2 2 2 
818. —g * ̂5 • ~5 = 1 » z ~ c, z = —с 

a b c  
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819. x2 + T2 = a2, y2 + a2 = a2 

p p p p 2 2 
820 e x* + + 'IT = a t x + jr = az 

821. s2 = b(a - x), x2 + = &x 

Leida nende tcehs.de ruumalad, aia tekivad järgmiste 

joontega piiratad kujundite pöörleaisel ümber x-telje. 

822. 7 = sin x (0< x $ л ), 7 = 0 

823. *7=4, 7=0, x = 1, x = 4 

828. 7 = arcsin x, 7 = 0, x = 1 

829*. 7 = e"X (0< x« oo), 7 = 0 

830. Leida Ic era ruumala, kui kera raadi шв on r. 

831. Leida kera segmendi ruumala, kui kera raadius 

on r ja segmendi kõrgus on h. 

832. Leida kera sektori ruumala, kui kera raadius on 

г ja sektorit moodustava koonuse kõrgus on h. 

Leida nende kehade ruumalad, mis tekivad Järgmiste 

joontega piiratud kujundite pöörleaisel ümber 7-telje. 

824. x2 - X7 • T2 = a2 

825. 7 = b(f)2, 7 = b|$| 

826. y = x2, y2 = x 

827. (x - 4)72 = x(x - 3), 7=0 

834. 72 + x - 4 = 0, x = 0 
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335* У2 = (x • 4)5, x s О 

836. Vx1 • Vy' = -y/i1, x « 0, y = 0 

337» x = a eis^t, y я Ъ cos^t (0« *< 2л ) 

f x a a(fc - ein t), 
338» \ (0«*<2эт), y = 0 

I y s a(1 - сое t), 

839*. On antud kujund, als polaarkoordinaatidee on 

aääratud seostega 

05 S <p ̂  ß ̂ тг 

Oçrç r( ip ). 

Tõestada, et selle kujundi pöörlemisel ümber polaertelje 

tekkinud keha ruumala on^ 

7 a [ r^(p )sin y>d%> . 

ei 
840. Leida selle keha ruumala, sie tekib kujundi 

0$ 2л , 0sr$a(1 + cos<f>) pöörlemisel ümber 

a) polaartelje, 

b) sirge r eos s -

841*. Leida joonega (x2 + y2)2 = a2(x2 - y2) piiratud 

kujundi pöörlemisel ümber 

a) x-telje, b) y-telje, e) sirge x » y 

tekkinud keha ruumala. 

§ 3. Joone kaare pikkas 

Sirgeetuva tasapinnalise joone kaare pikkuse arvutami

sel kasutatakse järgmisi kaare pikkuse omadusi. Olgu 
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joone kaarte AB, A1B1 ja А^Ь;> pikkused vaetavalt s, ja 

s2* 

1*# Monotoonaue. Kui kaar on kaare osa, 

siis 

®1 $ e2* 

2* Aditiivaos« Koi kaar AB jaotub kaheks kaareke, 

A-iBn ja A2
B2* elle 

1, Olge funktsioonil y(x) olemas pidev tuletis 

у ® = уЧх) lõigus [a,b]. Siis joon 

У » y(x), kus ašxšb, 

on sirgestov ja teaa pikkus s on arvutatav valemiga 

e = (V1 • У*2' (11) 

2« Olgu funktsioonidel x(t) ja y(t) pidevad tuletised 

x a x(t) ja y = y(t) lõigus [d ,/3] • Siis joon 

fx = x(t), 
J kus otçt<ô, 
j y = y(t), p' 

on sirgestuv ja tema pikkus s on arvutatav valemiga 
/3 

e * j Vi2 • y2' dt. (12) 
ct 

3» Olgu funktsioonil r(y) olemas pidev tuletis 

r = r(y>) lõigus • Siis joon, mille võrrand polaar-

koordinaatides on 

? = r( y> ), kus <* $ (p ç j3, 

on sirgestuv ja tema pikkus s on arvutatav valemiga 
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-H т • та d if. (13) 

Haide в» Leida joone (nn* poolkuuppar&booli) 

У2 = §(* - 1)J 

selle osa pikkus, mis asub parabooli y2 = j sees. 

Lahendus^« Diferentseerides joone võrrandi mõlemat 

Joon. 19 

poolt x järgi, saame 

2yy» = 2(x - 1)2, 

kust 

у 

Joone ja parabooli lõi

kepunktide (vt* joon. 

19) leidmiseks вааве 

võrrandi 

|(X - 1)3 - f. 

kust x = 2. 

2 Arvutades y' , saame 

у.г = ü-ü!, ?<» -1?! „ â(,. 1), 
yd 2(x - 1)5 2 

kust näeme, et tuletis y' on pidev lõigus (l ,2] , Seega on 

vaadeldav joon sirgestuv. Valemi (11) põhjal, kasutades 

kaare pikkuse aditiivsust, saame 

a = 2 - 1)' dx = |(|V| - 1). 
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Bälde 7» beide kardioidi 

(x2 + y2)2 - 2ax(x2 * y2) = &У 

pikkus s» 

Lahend98^ Valsai (13) rakendamiseks avaldame kardi-

oidi võrrandi polaarkoordinaatides. Seoste r = r соs y?, 

y = г sin y? tõttu 

r* - 2ar^ cos V = a2r2 sin2y? 

ehk 
? 2 2 
r - 2ar eos y? - a sin y?. 

2 2 Liites nüüd võrrandi aõleaale poolele а сое у?, saame 

(r - a cos ̂ >)2 = а2, 

kust 

r = а(1 + cos »p). 

St tuletis 

r = -a sin ip 

on pidev lõigus [Ь,2эт] , siis kardioid on sirgestuv. Ar-

vntaae 

Vr2 • i~ = &V(1 * cos <^)2 + sin2«^?™1 = a>2 * 2 eos J = 

= 2a j eos ! « 

Eardioidi võrranditest naemet et k&rdioid on sümaeetrili-
uA I ,— .  

4> ne x-telje suhtes (vfc. joon. 20). 

Seega, kasutades kaare pikkuse 

aditiivsoat* saeme valemi (13) 

Joon»20 

s= 2 j 2a|co9^|d^ -



•- 4a j coe4§- dy? = 8a elar^- i = 8a. 

о 

842* Leida ringjoone pikkus, mille raadius OD Г. 

843. Leida joone 9У2 = 4(3 - x)-' kaare pikkus selle 

joone ja y-telje lõikepunktide vahel. 

Leida järgmiste joonte puhul kaare pikkused märgitud 

punktide vahel. 

844a y = 2jixyx2 - 1 - ln(x +Vx2 - 1} : , зц = 1, 

x0 = a + 1 

845. y = In x1 = as Xp = b 
e — 1 

846. y s 1 - la eos x, x^ = O, x2 = jr-

12 1 84?. x = ф - ̂ln y, y1 x 1, y2 = e 

848# y = a ch |, x1 = 0, x2 = b 

849» y" = x' = 0» x2 = ̂ a 

Leida järgmiste joonte pikkused. 

850. x2̂  + = a2>/̂  (astroid) 
2 * 2 

851. x = ~ cos5t, y = ̂ 7 sin5t, c1 = «Г - b" (ellipsi 
evoluot) 

852. x = a(t - sin t), y = a(1 - eos t) (Os te 2л ) 

853. r = аy> (0$ <pè 2л ) (Arhioedese spiraal4; 

854 . 8r - 1 + сое ip (kardioid̂  

855* r = s si»? -^r-

856. r e a th 4|- (Ot 21, ) 



857. P = 2<г + ?) C1s г<3) 

858. у гд/х - x2' + a rc a in vi 

859» (у - arcsin х)^ = 1 - х2 

x 

860*. у = f\£õe~~t dt 
-л/2 

861. Leida hüperboolse spiraali ry? = 1 kaare pikkus 

punktide (2, *y) ja (2^, 2) vahel. 

862. Leida kõvera r p = 2 suurisa kaare pikkus, mis 

asetseb kiirte ^ ja y> = ̂  vahel. 

865. Leida logaritmilise spiraali 

r = ae"*3 -

kaare pikkus, mis asetseb ringis r = a. 

864. Arvutada joone 

x = I sop dz, j = j Sif-Ï dz 
kaare pikkus nullpunkti ja selle lähima punkti vahel, kus 

puutuja on vertikaalne. 

865» Tõestada, et joone y = sin x ühele perioodile 

vastava kaare pikkus on võrdne ellipsi pikkusega, kui ellip

si poolteljed onVžT ja 1. 

§ 4. Pöördpinna pindala 

Asetsegu xy-fcasandil sirget с mittelõikav sirgestuv 

Joon. AB. Joone punktid M = (x,y) asetsegu joonest с kau-
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Joon. 21 

pindala S on arvutatav valemiga 

gusel 

h = h(s), 3 € [O,L](14), 

kus s on muutuva kaare 

AM pikkus (vt. joon. 21) 

ja L on joone AB pikkus« 

Siis joone AB pöörle

misel ümber sirge с 

tekkinud pöördpinna 

S = 2 jr |h(s)ds. (15) 

t e [c*,/3] (16) 

1. Kui sirge с on x-telg ja joon AB on antud para-

meetriliste võrranditega 

j X s x(t), 

I  У = y( t) ,  

kus punktile A vastab parameetri t väärtus o( ja punktile 

В väärtus /3 ning funktsioonidel (16) on olemas pidevad 

tuletised x=x(t) ja y=y(t)» siis valem (15) esitub kujul 
ß 

S = 2тг I  Ул/х x2 + у2 dt. (1?) 

2. Kui sirge с on x-telg ja joon AB on antud võrran

diga 

У = y(x), xç[a+b]t (18) 

kus punktile A vastab argumendi x väärtus a ja punktile В 

väärtus b ning funktsioonil (18) on olemas pidev tuletis 

y' = y'(x), siis valem (15) esitub kujul 
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b 

3 = 2TT j yV1 * У*2' dx* C19) 

а V 

5# Kol sirge с on polaartelg ja joon AB on antud 

polaarkoordinaatides võrrandiga 

с - с( V ), «j» € [et, {f\ (20) 

kus punktile A vaatab väärtus c< ja punktile В väär

tus /3 ning funktsioonil (20) on olemas pidev tuletis 

r = r( ), siis valem (15) esitub kujul 
в 

S = 2TT r sin + r2 dç? . (21) 

ot 

Näide 8» Leida tsükloidi ühe kaare pöörlemisel ümber 

x-telje tekkinud pinna pindala. 

Lahendus» Tsükloidi ühe kaare võrrandid parameetrili

sel kujul on 

(x = a(t - sin t), 
0$ t $ 2 JT • 

y = a(1 - eos t), 

St tuletised 

f x = a(1 - eos t), 
{ . 6 * [0.2зг] 
^y = a sin fc, 

on pidevad, siis pöördpinna pindala arvutamisel võime ka

sutada valemit (1?)• Selleks arvutame 

"Vx2 + y2' =Va2(1 - eos t)2 +• a2ain2t* = 

= аv'1 - 2 eos t + eoa~t > sin2t = 

= a\^(1 - eos t)' = a-\Asin2 ^ = 

= 2a sin 4 dt, 



kuna antud juhul sin 0« Seega 
2jt 

S = 2л 1 a(1 - cos t)2a ein ̂  dt a 

s 4л a 

2л 

а  f 2sin^ -I dt = 8jг 
2л 

a2 j (1 - cos"1- -psinJjdt = 

2л 

= 8 л а" 

= Зла 

j с: 

i l  
I О 

2Л 

sin 4 dt -и 2 cos 2 t d cos 4 y= 

2 cos 

2 л 2 

• ̂ cos^ 

о 

64 2 =  т л а ,  

ffäide 9* Leida Bernoulli leimiskaadi 

(x2 + y2)2 = a2(x2 - y2) 

pöörlemisel ümber x-telje tekkinud pinna pindala, 

Lahendus, Nagu võrrandist näha, on leanisk&at sümmeet

riline koordinaattelgede suhtes (vt, joon, 22), Seepärast 

võime piirduda lemniskaadi osaga, kus xsy^O, Kogu lam-

niskaadi päärlemisel ümber x-teljs tekkinud pöördpinna 

pindala S on aiis kaks korda suurem lemniskaadi vaadeldava 

osa pöörlemisel tekkinud pinna pindalast. Minnes üle po-

learkoordinaatidele, saame lemniskaadi vaadeldava osa 

võrrandiks 

r2 = а" сое 2 <p , <p€ Г0*"?"] > 

sest selles lõigus on 

eos 2^>5e 0, Diferentseeridos 

võrrandi mõlemat poolt <p 

järgi9 saame 

2rr - -2a28in 2 
z 
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kust 

L
2 

г 
г = - 4"-s in 2 <p 

Et tuletis г on pidev, siie lemniskaat on sirgestuv eõver. 

Valemi (21) rakendamiseks arvestan®» et 

r2 • г2 e r2 + sin2 2 <p = -^(r4 + a4 sin2 2 y) = 
г г 

s  — e o s 2  2 ) С  +  s i n 2  2 < р )  =  
г г 

Seega 

ЗГ/4- -
1 f 
2 S ж 27) ! г Sin у? ~ d<р = 

О 

JT/4 

= 2ла2 i sinpdp s -2ота2 cosf 

о 

= -2JT а2(^ - 1)=ла2(2 -У2), 

зг/4 

kost 

S = 2л а2(2 -V?). 

ülesanded. 

Leida järgmiste joonte pöörlemisel ümber x—telje tek«= 

kinud pindade pindalad, 

866. y2 = 2x, 0< x< | 

867. 3y - = 0, 0$isa 

868. y s ach f, 0«iça 

869. У = tan X, 0^ xc 
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370. x2 + (y - Ъ)2 = a2, (b£ a) 

871. x2̂  * y2/3 = a2/3 

872. X s e^sin t, y = e* coe t, 0<t<-^-

Leida järgmiste joonte pöörlemisel ümber y-telje tek

kinud pindade pindalad. 

873. Зг2 + 4y2 = 12 

fc2 t? 
874. X = 4 - 4Y-, у = у- (piirduda osaga, mis jääb 

Icoordinaattelgedega lõikepunktide vahele). 

875» X = a(t - sin t), у = a(1 - eos t), 0« tc 2xr 

876. Leida kardioidi r = a(1 • eos p) pöörlemisel 

ümber polaartelje tekkinud pöördpinna pindala. 

877* Leida selle pinna pindala, mis tekib joone 
2 2 r = a cos 2<p pöörlemisel 

a) ümber polaartelje, 

b) ümber telje f> = 

c) ümber telje у = 

878* Tsükloidi üks kaar pöörleb ümber oma sümmeetria

tel je. Leida tekkinud pöördpinna pindala. 

879. Astroid X = a coe't, y = a sin^t pöörleb ümber 

sirge y = X. Leida tekkinud pöördpinna pindala. 

880*. Joone y = e-x (x^ 0) lõpmatu pikkusega kaar 

pöörleb ümber x-telje. Leida tekkinud lõpmatu pinna pindala. 

881. Joon X = cos t * In tan •£» у = sin t pöörleb üm

ber x-telje. Leida tekkinud lõpmatu pinna pindala. 
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g 5. Маввкеакае koordinaadid 

Olgu funktsioonid x(s), y(s), f(x), g(x) pidevad vaa

deldavates piirkondades. 

1® Ühtlase joontihedusega materiaalse joone 

x = x(s), y = y(s) (Ocs^L),/ 

kas par&aeetriks s on kaare pikkus, sasskeskae koordinaadid 

(f I4 ) avalduvad valeaitega 
L L 

I s! j x(s)ds9 rç « J j y(s)ds. 
e о 

2® Papp - Gaidini I teoreeat joone pöörlemisel teda 

aittelõlkuva telje ümber tekkinud pöördkeha pindala võrdub 

selle joone pikkuse ja joone masskeskae poolt moodustatud 

ringjoone pikkuse korrutisega. 

3* Ühtlase pindtihedusega materiaalse tasandilise ku

jundi 

a ^ x < s b ,  g ( x ) ç y < f ( x )  

aasskeskae koordinaadid (|  , r j  )  a v a l d u v a d  valemitega 

b b _ 

I = g" j x[f(x) - g(x)]dx, Г|= ̂  j [f2(x) - g2(x)jdx, 

а а 

kus S on kujundi pindala» 

4® Papp - Guldini II teoreem; tasandilise kujundi 

pöörlemisel toda mittelõikava telje ümber tekkinud pöörd-

keha ruumala võrdub selle kujundi, pindala ja kujundi mass-

keekae poolt moodustatud ringjoone pikkuse korrutisega. 
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Ülesanded 

Leida järgmiste joonte masskeskmee. 

882. x2 + y2 = аг> y^O 

883. x2' ̂ + y^Z = a2^ » У5: 0 

884. X = a(t ~ a in t), у = aCi - cos t), 0* t с 2 j? 

885. X = a cos^t, y = a sin^t, Oc te y-

886. f = a^ , ^ jr 

887. a(1 -f cos <,p), 0 ̂  f ЭТ 

Leida järgmiste joontega piiratud kujundite masskesk-

med. 

888. y = 2̂ - x2', y — 0 

889. VšT + /у1 = Vâ1» 7 = 0, X = О 

890. S? + 21 = 1, у = О, X = О 
а 

891. у = sin X (0$х$37), у = О 

2 Я 4 
892. у = ах/ - X 

893. X = a(t - sin t), у = a(1 » сое t) (05 t С 2 JT),  

у = О 

894. X - a cos-^tg у = a sin^fc, у = О, х = О 

895» Korrapärane kuusnurk pöörleb ühe külje ümber 

Leida selliselt tekkinud keha ruumala. 

896. Astroid pöörleb ümber sirge, mis läbib astroid 

kahte naabertippu. Laida tekkinud keha ruumala ja pindala 

-15:-



897» Ruut pöörleb tippu läbiva sirge üaber, koejuu

res ruut ja sirge asuvad ühes tasapinnas. Milline peab 

õlena sirge ja rauda vastastikune asend, et tekkinud ke

ha ruunala oleks suurin? 

898. Eelmise ülesande küsimus kolmnurga kohta. 

§ 6. Määratud integraali füüsi

kalisi rakendusi 

Et mingit suurust Q saaks leida määratud integraali 

abil lõigus [a,b] , peab Q kujutama endast teatavat funkt

siooni lõigu [°<9/3]c l®?*1 suhtes, s.t, 

Q = 

ja õlena editiivne, s.o. 

Q(a,b) = Q(a,c) *Q(c,b), 

kus о on suvaline arv lõigust [a,b] . Niisugusteks aditiiv-

seteks suurusteks Q on kõvertrapetsi pindala. joone 

kaare pikkus, pöördpinna pindala, läbitud tee pikkus, mass, 

jõu toimel tehtud töö jne. 

Tähistame 

AQ = Q(x,x + дх). 

Kui leidub lõigus [a,o] integreeruv funktsioon f(x), 

nii et kehtib seos 

ÛQ = f (x) £x + 04 , (22) 

kus d on protsessis Дх-*0 kõrgemat järku lõpmata väike, 

kui дх, s.o. oi = o(Ax), siis 

b 

Q = j f(x)dx. (23) 

а 
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Seosest (22) on näha, et 

Д<3 ft* f(x) Дх, 

kusjuures viga cx = o( Дх), ja et funktsiooni 

Q(x) = Q(a,x) 

diferentsiaal dQ avaldub kujul 

dQ = f(x)dx# 

Materiaalse punkti M s (x,y), eiille mass on af 

staatilised momendid koordinaattelgede suhtes on vastavalt 

2 
s ay ja Qy = mx, inertsimomemdid - vastavalt - my 

ja Iy = mx2. 

Näide 1Q. Leida ringi inertsimoment diameetri suhtes, 

kui selle ringi pindtihedus f - 1 . 

Lahendus,. Sümmeetria tõttu on inertsimomendid kõikide 

diameetrite suhtes võrdsed. Olgu ringi raadius r. Valime 

y-fceljeks vaadeldava diameetri. Seega tuleb meil leida 

inertsimoment y-telje suhtes. Et ring on sümmeetriline 

koordinaattelgede suhtes, siis ringi inertsimoment y-telje 

se viga on kõrgemat järku lõpmata väike Дх suhtes. Olgu 

riba kauguseks y-teljest x. Sel juhul vaadeldava riba punk

tide kaugused y-teljest erinevad suurusest x mitte rohkem 

Vaatleme üht ribakesx; laiusega 

Дх (vt. joon. 23). Selle riba 

mass on ligikaudu y-дх, kus

juures selle ligikaudse võrdu-

neljakordse inertsimomendiga. 

suhtes võrdub koordinaattasandi 

esimeses veerandis asuva osa 

Joon. 23 
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kui Л x võrra. Seega vaadeldava riba inertsimomeilt ./-tel

je suhtes on ligikaudu võrdne suurusega 

"ТДХ, 

ic us juures viga siin on kõrgemat järku lõpmata väike, võrrel

des suurusega дх. 

Seega saame, et 

J - 4 x^y dx = 4- 1 х2д/r2 - X2' dx. 

о 

Pehea muutuja vahetuse x = г sin saame, et 

n/2 
J •- 4 i r^sin^Vr cos «pr cos v d f = 
у ; 

0 

т/2 n/2 

- 4гм I 3in"^cos~<p d •<? = r-4- ( sin^2 d = 

о ) 

n/2 

~ rf I ^("1 - cos 4-4>)d i> = 

о 

t/2 
'I ii f 1 I 1 а 

= -5Г ! V* ~ £ 3in 4f j - T-JT Г ' 

Maide "11. Leida nöö, aida on vaja teha vedru Kokku

surumisel a ühiku võrra. 

Lahendus ̂ '/6 tame <—cei/je vedru ко kk us ur ori se -suunas 

0 , 
*7 ning koordinaatide alguspunktiks 0 

'edru vaba otsa lähteasendi (vt. joon. 

/astavalt Hooke ' i seadusele зп 

•'ixendatav jõud võrdeline -cokkusuru-

ud vahemiku pikkusega, з. t. z' = ox. 
* / / % / / / / /  

'ООП.M 
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Vedru vaba otsa aur ümiseks punktist x punkti x +дх on 

tarvis teha tööd ligikaudu cx дх, kui Дх on taillait 

väike. £ogu töö hulk on seega 
a 

W - ! cx dx = с 
X2 

T 

• а 

Näide 12> Kui suurt tööd on vaja teha silindrikvvinlise 

. põhja raadius r ning kõrgus h) paagi veest tühjaks pumpa

miseks, kui paak on asetatud ühe

le põhjale» 

Lahendusл Valime x-telje, nagu 

on näidatud joonisel 25. Veekihi 

(paksus on Дх ja asub sügavusel 

x) väljapumpamiseks paagist on 

teda vaja tõsta kõrgusele x, Joon.25 
2 

3,t. teha tööd ( JT г дх)х ühiku võrra. Seega kogu tZ'6 hulk 
h ix Q 

? ? T 
Я = j JT Г Х dx = л r —-7 

Jlesanded. 

1 ̂  2, 2 =  J T  r h .  

Järgmistes ülesannetes loeme kujundi joon- või pind-

vineduse võrdseks ühega. 

899» Leida lõigu AB (pikkus on 1)inertsimoment telje 

suhtes, mis asub lõiguga AB ühes tasandis ning mille kau

gus punktides A ja В on vastavalt a ja b. 

900. Arvutada kesknurgale « vastava ringjoone (raa

dius on r) kaare inertsimoment selle kaare üht otspunkti 

läbiva diameetri suhtes. Milline on inertsimoment « = 2 n  
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korral? 

9Q1 • Leida ringjoone inertsimoment telje suhtes, aie 

asub ringjoonega ühes tasandis ning ei lõika seda ringjoont. 

902. Leida ellipsi = 1 esimeses veerandis asu-
a b 

va osa staatiline moment x-telje suhtes. 

903e Leida joontega y = —-—5 ja y = x2 piiratud ku-
1 • X*~ 

j undi staatiline moment x-telje suhtes. 
1 904-» Sama у = sin x ja y = -j korral. 

905. Saaa y = x2 ja y = л/а? korrale 

906. Leida kolmnurga staatiline ja inertsimoment alase 

suhtes. 
,2 2 

907. Leida ellipsiga —jy + = 1 piiratud kujundi 
a b 

staatilised ja inertsimomendid koordinaattelgede suhtes. 

908, Keha liigub kiirusega v =лЛ + t Leida esi-

sese 10 sek jooksul läbitud tee pikkus. 

909. Harmoonilisel võnkumisel mööda x-telge liigub ke

ha kiirusega 

_ _ dx _ 2T! /2 J T  t . X  
v <ÏS ~ T~ co8C"f— + f0)t 

kus t on aeg, T võnkeperioods <p0 - algfaas. Leide keha 

asend ajaaoaendil t?, kui on teada, et ajamomendil t^ asub 

ta punktis x = Xyj. 

9Ю. Millise jõuga mõjub ühtlase tihedusega materiaal

ne rcng&s (aase - M, raadius - й) materiaalsele punktile С 

(вазе - в), kui see punkt asub rõnga keskpunkti läbival 
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ning rõnga tasapinnaga ristuval sirgel ning asub rõnga kesk

punktist kaugusel a? 

911. Millise jõuga mõjub materiaalne joon y = |x| + 1 

joontihedusega ç materiaalsele punktile massiga a, mis 

asub koordinaatide alguses? 

912. Cheopsi püramiidi mõõtmed on ligikaudu järgmised: 

kõrgus h = 140 a, põhja (ruut) serv 230 m. Tema ehitamisel 

kasutatud kivi erikaal on ligikaudu 2,5 Leida töö, 

ais tehti püramiidi ehitamisel raskusjõu ületamiseks * 

913. Leida töö, mida on vaja teha paraboolse reservu

aari (vt. joon. 26) tüh

jakspumpamisel veest. Ol

gu a = 0,75 a. b = 1,2 m 

ja H = 1 m» 

914. Ristkülikukujuline plaat (mõõtmed A = 50 OB ja 
-1 

b = 40 cm) pöörleb konstantse nurkkiirusega ca = 3 

ümber külje а. Leida plaadi kineetiline energia, kui plaa

di paksus on d = 0,3 cm ja tihedus f = 8 
с дг' 

915. Leida jõud, millega vesi aurab võrdhaarse trapet

si kujulisele tammile, teades, et ülemine alus а = 6,4 m, 

alumine b =: 4,2 m ning kõrgus H = 3 ш. 

Joon. 26 
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916. Ristkülikukujaline nõu on täidetud võrdees kogus

tes vee ja õliga (viimase erikaal on kaks korda kergeni vee 
1 

oinast). Tõestada, et rõhk igale seinale väheneb e võrra, 

kui vesi asendada õliga. (Arvestada, et vesi pole segunenud 

õliga). 

917. Kera (erikaal 1) asetseb vees selliselt, et ta 

puutub veepinda. Leida töö, mis on vaja teha selle kera 

väljatõmbamiseks veest. 

918t Poolkerakujulise reservuaari (raadius R = 4) cm) 
о 

põhja tekkis auk pindalaga S = 0,2 cm . Kui kiiresti jook

seb see reservuaar veest tühjaks? 

919*. Keha temperatuuriga 25° asetatakse termoataati, 

milles on konstantne temperatuur 0°.. Millise aja jooksul 

jähtub keha 10e-ni, kui teame, et 20e-ni jahtub ta 20 min 

jooksul? 

920. Keha$, mille temperatuur oli 30°, jahtus 0°-se 

temperatuuriga termostaadis 30 min jooksul 22,5°-ni. Mil

line on keha temperatuur 3 tundi pärast katse algust? 

921". Millise kujuga peaks olema reservuaar, mis kuju

tab endast pöördkeha, et vedeliku kahanemine temas välja-

jooksmiael oleks ühtlane? 



V. R Б A D 

§ 1. Arvrea koonduvas 

1• Rea koondavas ja ввида. Olga anted rida 
oo 

JC «n e u0 + ̂  ••••• u- . (1) 
Пес 

Reast (1) avaldist nimetatakse selle rea üldliik

meks. 

Jada {•»)• t u e  

— £. (n = Oflf »«*)) S„ = ZL—I Uv. (n = 0,1 ,...), (2) 
k=c 

nimetatakse rea (1) osasämmade Jadaks 

Osasummade jada (2) abil võime rea (1 ) liikmed aval

dada kuju) 

ti s Б « uo о* 

Uq = Bt, - (n = 1 »2, eee)» 

Arvu S nimetatakse rea (1) sцдцдаks. kui eksis

teerib piirväärttis 

lim Sr> = Se (3) 

ja kirjutatakse; 
CS* 

S ̂ = ö * D=C 

Kui S oa lõplik, siis öeldakse, et rida (1) koondub 

summaks S. Kui piirväärtus (3) ei eksisteeri või ou 

2I 
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lõpmatu, s.t. osas uinmade jada (2) ei koondu, siis öeldak

se, et rida (1) haЛ ab. 

Kui rida (1) koondub, siis koondub iga n = 0,1,,.. 

korral ka rida 

8 3 
n k=n+1 *•' 

mida nimetatakse rea (1) .jääki il kae ka. Rida (1) koondub 

parajasti siie, kui mingi n korral koondub tema jääkliige 

(4). 

Kui rida (1) koondub, siis kehtib võrdus 

S = Sa • «П 
тИ rip* 

lim Вд = О. 

Oo 09 

Rea samma lineaarsus. Kui read У ' u ja x . v 
n=o n=o 

koonduvad vastavalt summadeks U ja 7, siis mis tahes arvude 

Л ja yO. korral koondub ka rida У°[ ( Л *yU vn) 

summaks AU • /iV, s.t. kehtib võrdus 

(A + и V ) - л °П • yA 53 V 
n=o z n=o / n=o 

Näide 1» Leida rea 
OO 
У 1 

Ù â^n-+TJ 

osasummade jada ja summa. 

Lahendus,. Esitame rea üldliikme 

°n = n(.n + i j 

kujul 

u - А - в 
Si n n+~T * 

z: Uu. (4) 
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Saasas (näiteks aääraaata kordajate meetodiga) A = В = 1. 

Seega osaaämmad 

sn = ̂  \= 4 - г4т) • 

• (1 - J) • 4 - J) • Cj - J) ... • 4 - 5-7-т) = 

= 1 "" n f " ' 

kust rea в шипа 

S « lia (1 - n^T} = 1 • 

ülesanded. 

Leida järgaiste ridade osasuaaade jadad ja suaaad. 
°°[ 00 

922. (3n - 2)(3n t 1)' 928. ("V^i+2' - 2-/П+1' • V2) 

oc oo /-5 
T" 1 V n -Vn -

901 ТЖГЛ71ЯТ5Т 929. ^^==T 

924' S^n4-JT 95°-

901 £ (Sn * 1)l2a + 7) 9511 

926. Й 211 + 1 932. 5Z n 
n=l n (n + 1 )d n=c 

927. ZZ — y j - g 933. ZU n2 

n=o (2n +1) (2n + 3) n=o 

Leida readt kui nende osasuaaade jadad iga n = 0,1,... 

korral on järgaised. 

934. Sn = ln(n + 2) 935. Sn =sjn + 2' 
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936. Sn =H4 *0. Sn'^T2 

937. Sa =. *1. Sa = ̂ n(n • 1)(2n • 1) 

958. Sa = n + 1 >»2. 3n = jafeägtü] 

®9. sa = i=l^ 

lasubades rea summa lineaarsust, arvutada: 

943. ZL, 
П: 
fij\ • i=l^ 
a=1 !_3 a2 

*S 
a=1 

1 (-1)a + 1! 

\ °° ) Z 5_ 2 \ r~! -1 /• zl \П] 

944. / Xon " -.n' ^46. / , —г + k~ ' * -  I  
——T 2 9 -ГХ ЭП -Л A=O J=O !„2 > J „ 

^ *n 2a 1 2nJT 

945. ž_, ̂  n W ~-r cos -=£JL 
a=o 6n i=1 2я 

2. ̂ ea üldised koonduv ust annused. Selleks ее ?ida 

(1) oleks koonduv, on tarvilik, et 

lim = 0. *>) 

Seepärast rea (1) koonduvuse uurimisel tuleb kõige

pealt kontrollida tingimust (5). Kui tingimus (5) ei ole 

täidetud, siis rida (1) on hajuv. Kui aga tingimus (5) on 

täidetud, siis sellest veel ei järeldu, et rida (1) oa 

koonduv. Sel korral tuleb edasi kasutada teisi koonduvus-

tunnuseid. 

Cauchy kriteerium. Rida (1) koondub parajasti siis, 

kui iga arvu £ > 0 korral leidub arv N = N(£ ), et 

|VH + *W *•••* ua+p|<*- • 

iga naturaalarvu p puhul, kui n> N. 
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Jlesanded. 

urida järgmiste ridade koondurust, kasutades rea 

<oonduvuse tarvilikku tunnust ja Cauchy kriteeriumi. 

<48. FZ c-1 )a 955* ZZ San 

<49, 

^50. 

a~o n=o 

с VЮ-' 0' =»56. >_ (-1)a 

x=1 a=o 

oo 

",/аТЖ-. Q57. g ^ 
-( /9n - n 5/1 ~^ -o. - In n 

°51. 2_ 3-4^, 458*. 
n 

ОСЯ* , „ 
so - - ' ^ n 

»o .1 

1=0 a= 
л52. z_j (n -л/а - а * 1) 959. ^2n) 1 

а*л 

•53*.  ̂ 4 >60. 
a=1 n a=*2 \ j ln ri 

954. 2° tan 
а=1 

JT 
^n+i 

§ 2. Positiivsed arvread 

1 • Positiivsete ridade võrdluelaused. Rida (1 ) nimeta

takse positiivseks«, kui üldliige u^ 0 iga n = 0,1,... 

korral. Positiivne rida (1) koondub parajasti siis, kui 

:ema osasummade jada (2) on tõkestatud, s.c. leidub arv 

M>0, et iga a = 0,1,... korral 

a 
^ IL < M < 00 ' 
>=0 
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Seepärast, kel positiivne rida O) ea koondav, siis kirju-

tatakse 
OO 

«»n< 00 » 
n=o 

kui aga on hajuv, siis kirjutatakse 

°n = 00 * 
n=o 

Positiivsete ridade esimene võrdluslaose» Kui ridade 

"2 Un CV) 
naO 

3a 

£ V (V) 
n=o 

korral mingist indeksist alates kehtib võrratus 

W 

sile rea (V) koonduvusest järeldub rea (U) koonduvus ning 

rea (U) hajuvusest järeldub rea (V) hajuvus. 

Positiivsete ridade teine võrdluslaaso. Koi positiivse

te ridade (ü) ja (V) puhul oa 

V* Cvn 
nir^i konstendl C>0 korral, siis need r^ad koondavad või 

hajevad ühteaegu. t 

Nende võrdluslausete abil saane ühe rea koonduvust või 

hajuvast kindlaks teha, kai võrrelda seda rida teise posi

tiivse reaga, mille koonduvus või hajuvas on teada. Prak

tikas võrreldakse uuritavat rida kõige sagedamini geomeet

rilise või harmoonilise reaga« 

Geomeetriline rida 
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12 r c
u 

n=o 

koondub, kui |q| < 1, ja hajub, koi |qj 5И. Harmooniline rida 

S00 ± в У" 1 

n* e (n + 1)ti 

koondub, kui oC > 1, ja hajub, kui ct < 1 (vt. näide 5). 

Näide 2. Uurida rea 

! arccot ( JT + n) sin 
n=o 2Г 

koondurust. 

Lahendus. Vaadeldav rida on koonduv esimese võrdluslau

se põhjal, sest iga n korral 

2 1 ^ 
0 < arccot ( Jt • n) sin ~ < л ~ я л M 

2Г ' 2Г . 

ning geomeetriline rida ' (1/2)a< oo . 
n=o 

Näide 3. Uurida rea 

OO 1Л. 
y* n ̂  arc tan (3 • x n; 

n=1 Vn4- + 2n - sin n 

koondurust. 

Lahend us_. Vaade Idar rida on hajuv teise võrdloslause 

põhjal, sest 

n arctan(3 + * n) _ n(j * 

+ 2n - sin n' п2л/Г7^) 

= [1 + o(1)][ir + o(1)]e = § ÏÏ + T" ÏÏ» 

ning harmooniline rida r = 00 • 
n 
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Ülesanded. 

Kasutades rõrdlaslaneeid, teha kindlaks, millised 

järgmleteet ridadest koondavad või hajuvad. 

oo ^ oo 

961. 23 7 —в 972. 5Z (1 - eos |) 
n=o (n • 2)3 n^1 n 

962. £ 973. £ tan-^4 
aSl n2(n • 1)2 ^ n^TT 

965• S /ä л — 97». Ед/уз: 
V» •*• 2В • coe( JT n) n=0 V n • 1 

964« 5 2 975. Z_j arcein -Sr-
n=i1 n • n - 1 „-t vir 

^/1 • B2i 

п=И n • n - 1 п=и 

965. S( ' * ̂  976. 2_' are tan 
n=o\2 * л ' n=1 n 2е 

966 
n= 

. S (Vn - V^l1) 977. >_ ln(1 +./|) 
n" ' n="' v E 

967. b/t TT -Vn - 1) 97e. V in2(i +̂ |) 

sr—i «* < а - Г~Z 
968. 2_. i C-VB * П • 1 -Va2 - » - 1) 

n=1 

^ t о, 

969. 2_j 2е sin Д 979.. 23 ln5(1 + л/~) 
n=o 3 ^ 

970« J_ 2й tan 960. >_ ln(1 + sin 4g) 
a=c 

. £ 971 * Slaf- 981. Vbooai 
ne<1 n=3 
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982. XJ log С* +Vn*ï - Vn?- 983. Z ! 1̂11 д 

n=C n=r 

984. 53 (2n) ^ Ind + ain -i^-) 
11= i Ю' 

^ arctan(2 +JI n) <VW V-1 

985. L-. - ' в - In"»— 990• 

986. £-4- 991. £-И— 
П=1 n n=1 D - In г 

987 . £ •*> У?" 992. 
Si ="*• Ь- в 

988. £ -g * 993. £ ̂  
n=1 в +• aia ̂  n=i n 

989. Г 2££^ti> 994. £ ~ 
n= n=2 1e ь 

995. 4 ' fnpr) log(1+arcsin 
n=? » 

996. ^ , r—• arc tan ln(1 + arc ein 4r 
VF N 

2« Cauchy. D8Alembert*l .ja Baabe tunnused* Poeltiivee 

rea (ü) korral tähistame 

П UL 
c„ =vv cn =-^-. \ - n O - V -

ûauchv tunnus, Kui eksiateerib (lõplik või lõpmatu) 

piirväärtut 

ÜE Cr = Cv 

siis rida (U) koondub, kui 0$?C<1, ja hajub, kui C>1. 

D9AIeiaberfr 'i tronue. Hui eksisteerib (lõplik või lõp

22 
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mata) piirväärtus 
lim Dn = D, 

siis rida (ü) koondub, kui 0^D<1, ja hajub, kui D>1. 

Raabe tunnus» Kui eksisteerib (lõplik või lõpmatu) 

piirväärtus 

lim Rjj = Rf 

siis rida (U) koondub, kui R> 1, ja hajub, kui R< 1. 

Näide 4« Milliste parameetri a> 0 väärtuste puhul 

koondub ja milliste puhul hajub rida 

S (riMn-n=o 1 

Lahendus A Rakendades Cauchy tunnust, saame 

r - an _ a 

n n + 1 Л + —* 
n 

kust 

С = a. 

Seega vaadeldav rida koondub, kui а<1, ja hajub kui a>1. 

Kui aga а = 1, siis С = 1 , ja Cauchy tunnus vastust ei 

anna. Sel korral rida hajub, sest rea iildliige ei rahulda 

koonduvuse tarvilikku tingimust, kuna 

M^) ' 7TTïp~^ * °* 
^ n ) 

Näide 5. Milliste parameetri а> О väärtuste puhul 

koondub ja milliste korral hajub rida 

£ i2n_z1Jll a* 
n=1 ä* (2n + 1)2 ' 

kus (2n - 1)1! = 1*3*5*... -(2n - 1). 
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Lahendus,. Et rea üldliige sisaldab faktoriaale, siis 

on loomulik rakendada D'Alembert'1 tunnust. Saame 

3 e C2n • 1)ЦаЕ^ nl(2n • D2 _ 2n + 1 (2n + Л ) 2  
6  

n (n + 1)!(2n + УУ (2n - 1)Иап = n + 1 (2n + ЗГ ' 

kust 

D = 2a. 

1 
Seega vaadeldav rida koondab juhal a<^ ja hajub juhul 

Л <! 

&> Kui а = -»у, siis D s 1, ja D'Alembert'i tunnusega ei 

saa otsustada rea koonduvuse iile. Sel korral aga rea üld

liige 

» _ C2n-1)l> 1 1 (2П-РИ 1 s  

^ nt 2й (2n + 1)2 (2a)II (2n+1)2 

2_< 2—.<_•—. 
2*4* #2n (2n + 1) (2n + 1) (n • 1) 

ja aeega esimese võrdlus la use põhjal rida ^u^ koondub, 

(a7l)' 
eest harmooniline rida > и < oo 

i/nvn^ 

и 
Viimasel juhul, s.t. juhal P = võise rakendada ka 

Raabe tunnust. Tõepoolest, sel korral 
? 2 

D - 2a + 1 (2n + 1)* 1 _ 2n + 1 /2n • 1 \ _ 
n~ n + 1 (2n + 2~2n + 2\2n+3/~ 

= <1 - 2DTT)(' * 2n24 3)2 = 

= (1 - — ) И - — + l—g 
2n + 2 L 2n + 3 (2n + 3) . 

_ y, 1 4 ,1 
Pr, 4. ? ~ õ "T + • 2n + 2 2n + 3 n 

Seega 

-I7I-



*n = °<1 - V = ^гг-5 • * °Ф 

aing 

X = 2 = Lim R_ = i + 2 >1. 

Kokkuvõtt ea vaadeldav rida koondub, kui a$ ч^, ;ja 

1 
hajub, kui a> 7. 

•Jiesanded. 

Kasutades Cauchy või D'Alembert'i tunnust otsustada, 

millised järgmistest ridadest koonduvad ja millised haju

vad. 
oo *o 

± £] 1 / n l 
n=1 

997. 

1002. 
n=o 2n 

àt
21 ,,J05- isi 5Г if) 

— 7 ~ггн '006. >3 2~n С^-т 
n=o (n 1) ^ a 

999- Sîk 'w- § <1-ï,n" 

OO д '"'йЯК' oo О 

1000. g (5^) ,„08. E 5-n (ä-J-V 

1001 ' Ы ТЖГТУТ -009. ZJ 2"n 

XZS-±-l '01°* Zü oArCSin 2, o(> 0 

loo?. ZZ(2+~ra л0ii. i2n_z_L2ii 
Q=1 OÏ1 3n n! 

1004 e / , T ' ^ )l » /• I /~Yl 1 4> '» n + ' ) i  ̂ТЕГТТТГ Г^ПJ ÏÎ" " 
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101?. ^ W",t (|)Û 1015. 2^~""57? 
H5f (2n > 1)It V" K=o Г2п^ f 1VV 

V1 
1014. ^ ̂йШ_ (if 

n +1)!П2' a=?< (2n 

Kasufcad.es Raabe tunnust otsustada, kas järgmised cead 

koonduvad või hajuvad. 
а 

1016. --s....j л/пТ < -
n=1 k=1 2 + V'F 

(f[7- ïïrrr^r:-(b + n) ö>0) 

1018*. Evffl TT 
n=2 šc=2 -\/k + 3' - 2 

g <»>2) 

Kasutades rea koonduvuse tarvilikku tingimust >) 

näidatap et järgmised piirväärtused on võrdsed nulliga. 

Ю20. iim £ Ю22. iim -^1— 
# (ni)2 

021 » l ia *023. lia 

5. Integraaltünnus. Kui rea (U) liikmed avalduvad 

kujul u^ = f(n), kus funktsioon f(x)> 0 monotoonselt ka-

aaneb poollõigus Са»°°)» aiie rida (U) koondub parajasti 

siis, kui päratu integraal 

' f (x) dx < 00 , 
а 

Kui rida (U) koondub integraalt usinuse põhjal, siis 
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rea (и) jääkliikae 

Rn = 5_u VL^ 
n k=u+1 * 

jaoks kehtib hinnang 

Rfc < ; f(x) dx. 

n 

Näide 6» Milliste parameetri =<>0 väärtuste puhul 

köoodtib rida 
OO А .j i 
y ""n . 1x 5 1 
, n (1 + SJ -[-pr 
n= I n 

Hinnata rea jääkli.tget. 

Lahendas. Et 

1*1 » »•=• 
С • а)"*5 -ттг ' В • о(1)Яе * o(1)] • 

_ * o(-s)~ e 
n n n 

siis teise võrdluslaase põhjal vaadeldav rida koondab para

jasti siis, kui harmooniline rida 

2 -i 
ü=': a 

koondab. Viinane rid?: integraaltannuse põhjal koondub para

jasti sile, kui 
oe 

J vot 
1 x 

koondub. Teades (vt. peatükk III ülesanne nr, 758)» et 

00 , 

1 « ::: kui e( > 1 $ 

= oo I kui o( .$ 1 . 
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saamegi, et vaadeldav rida koondab parajasti siis, kui 

c( > 1. 

Jääb hinnata jääkliiget 

= £ (к > 1)1 (1 t ̂ )k .1, 
k=n+1 к к 

1 k 

koi o< > 1. St (к + 1)1 = exp 2S^tU<5 ja (1 + ̂ ) <3, 

alla juhul & > 1 on 
oo oc 

R < 9  - ^ $ 9  '  ä g  „  
n k=nt1 t 'n I 

и 2 1, i 
1 - «  7** 

\ n 

Ülesanded. 

Kasutades integraaltunnust otsustada, millised järg

nevatest ridadest koondavad ja millised hajuvad. Koonduvuse 

korral hinnata ka jääkliiget. 

1024. 53 1 m 1026. 5Z ~-
n=2 n Inna n=2 n In n 

1025. ZZ ̂ П+Ч)1п(п-И) Ю27. 23 — 1 ^ -
n=1 4 J 4 J n=3 n ln n ln ln n 

Mitu liiget tuleb võtta järgmistes ridades, et saa

da rea summa veaga alla 0,001. 
OO oo 

1028. ŽZ X 1029. 53 —г sin — 
n=1 n n=1 ln (n+1) n 
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1031 » X —Г— ln(1 + -) 
S-— 1 п? С r« *1 ri 1030. > —- 'У?'» y> 7 5, .. 
n^i l n  Cn+1) 

Otsuskadat millised järgmjbstesfc ridadest koonduvad 

ja millised hajuvad. 

10Î2. £ 1 1040. ÉV^27 

n=1 n D=0 V n +2 

1033. Z"_J Ž-J-AzD— 1041. У , ln'4 cos°' ( JT/n) 
n=o 2 n=2 

1034. >" n tan 1042. -1 ln £-±~ 
nHo 2 n=2 Vn n - 1 

1035. >T n2 sin 5L 1043. £ тХ'''-fàn I ^ 
H=õ 5n 

n=1 ? ••• Q4-n 5/ 

^ oc 
1036. 2_, 1044. У Jn2 - 2n + 3 » 008 n 

n=2 nVn n=o 2n4 + 3n + 4 
Oo 

юз?. !.. sln -г 1045. Z ~™ 
n=2 In^n 4e n=1 г 

n 

00 00 

1038. У_ -Д- ln(1 + 5) 1046, 5Z — , 
n=? IE E ' n=3 n ID n In A ln n 

1039. Z_ -4r sin 2-
n=1 n n 

§ 3• Suvalised arvrsar 

1. Vahelduvate märkidega read. Riot« 

zZ' (-1)V а , a > ü (6) 
n=o 

nimetataks* vahelduvate märkidega rea 
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1« Leibnigi с manus > Vahelduvate märkidega rida (6> 

koondub, kui £»n läheneb monotoonselt nullile. 

Kui vahelduvate märkidega reas (6) suurus &r läheneb 

monotoonselt nullile, siis tema jääkliikme 

= 2Ž m)1 

k=n+1 

jaoks kehtib hinnang 

lRn! c &n+1* 

2. Ridade absoluutne .ja tingimisi koonduvus. 

S«n 
n=o 

nimetatakse absoluutselt koonduvaks, kui rea 

absoluutväärtustest moodustatud rida 

5Z !%! 

(7) 

Rida 

(1) 

liikmete 

(8) 
n=o 

on koonduv. 

Kui rida (8) koondub, siis ka rida (1) koondub, s.t. 

iga absoluutselt koonduv rida on koonduv. 

Kui rida (1) koondub absoluutselt ja rea (1) summa 

on U, siis öeldakse, et rida (1) koondub absoluutselt sum

maks ü. Rea (8) summa võib olla erinev arvust U. 

Kui rida (1) koondub, aga rida (8) hajub, siis rida 

(1) nimetatakse tingimisi koonduvaks, s.t. koonduvat rida, 

ais ei koondu absoluutselt, nimetatakse tingimisi koon

duvaks. 

Rea (1) absoluutse koonduvuse näitamiseks võime kasu

tada positiivsete ridade koonduvustunnuseid, sest (8) on 

23 
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positiivne rida. Kui aga rida (8) hajub, siie sellest veel 

ei järeldu, et rida (1) hajub, sest ta võib osutuda tin

gimisi koonduvaks* Seepärast rea (1) hajuvuse näitamiseks 

ei saa kasutada positiivsete ridade koonduvustunnuseid, 

näiteks Raabe tunnust ja integraaltunnust. Küll 83a saame 

kasutada Cauchy ja D'Alembert'i tunnuseid, kui viimastes 

Cn ja Dn asemel võtta 

' Viv ia Dn • 

Näide 7. Kas rida 

•Wi 

"n 

"И15 

on absoluutselt või fcingimisi koonduv. Hinnata rea jääk-

liiget. 

Lahendus^ Kuna vaadeldav rida on vahelduvate märki

dega rida, siis tähistades 

näeme, et 

а - I - 1 

n "" : n ln ni ~ n ln n 

a ^ a и —• 0. n n-t-1 

Leibnizi tunnuse põhjal vaadeldav rida koondub. Võrratu-

sesfc (7) saame tema jääkliikme 

"»"kSl 

jaoks hinnangu 

nH Tn + 'IjlnU + 'I) • 

Vaadeldav rida aga ei koondu absoluutselt, sest integraal-
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tunnuse abil saam*, et 
00 oo 

1 dx I d In X , , ! l 4 = J ч = In In X = Oo . 
'2 X In X 2 In X |2 

Näide 8« Milliste parameetri a väärtuste puhul koon

dub absoluutselt rida ^ 

£ (aVn) n  .  
n=o (n + 1)1 

Lahendus,* Et rakendada D'Alembert'i tunnust, arv utame 

D. , laln+1V(n + -I)"1' (D • 1): = 
n (n + 2)1 lal^Vn^ 

kust D* = lim DJ. = |a|« 0~\fe = 0<1. Seega vaadeldav rida 

koondub absoluutselt iga a korral. 

Näide 9. Milliste parameetri a väärtuste puhul koon

dub absoluutselt rida 00 n s: 
n=o 

Lahendus.. Et 

D* = jain*4n • Vn*"\ EL, = |a|/n + 1\n 
= 

n (n+1)l laln nn i n I 
= I а I (1 +l)n —_|a|e, 

siis D'Alembert'i tunnuse põhjal rida (9) koondub absoluut

selt, kui |a| < ̂  ja hajub, kui |a|>~. Kui aga la |= 

1 1 s,t. а = - või а = - siis rea (9) üldliige on 

«n - (tDn (Sf HT . 

kust 
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IV -lit A 
Kasutades Stirling! valemit 

д 
nî ~ V2тг a [Sj , 

saame 

. . л ,пЛ _ 1 /П\а 1 Л. 

^ V 4®' VäÕTn I e{ ~-/2эт Yn9 

ning teise võrdluslause põhjal on rida \—1 jo^j hajuv, 

oo il=:C) 

зазt harmooniline rida / , = со » Seega rida (9) juhul 
n=1 Va 

a - X on hajuv* sest siis :u^; = Kuna ] 0 da 

|2atlL y =2 fi * 1)% 1 e =i3 
I ua I n e \ n/ 9 3 

siis 

!«nl» l"atl| * 
со 

Leibniz! tunnuse põh.j&l on rida % ju&ul a =.- -
a=o a 

koonduv. 

Kokkuvõttes гаате, et rida (9) on absoluutselt koonduv, 

Л Ч 
kui I a I < on tingimisi koondav, kui a = - on hajuv 9  kui 

;al> - või a = J, 

ülesanded. 

Millised järgmistest ridadest absoluutselt koonduvad, 

millised tingimisi koonduvad ja aillised hajuvad? 

1W7- 5 (-1)a": "049. £ 

°° [ oo 
1048. 23 (-1)п""1 » 1050. z , cos ä.a 

a=1 (2n - 1)2 n?l nvn 
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oo 

V3 
1051 

•052, 2 <-1)a H-f 

C-1) 

C-1) 

asi 

-50 

I 
Л—0 

00 

"060. 2_j C-1)B 

n-o 

00 _ 

.061. 2_u f аТТ/ 
n=o 

OO 

1053» 

1054. 

•"055. 

> (.i)= -i_ 
1=1 а 5 

10621 У" (-^a 

Eï2Vn 4 (-1)a 

„ 2 
а-1 n 

n 
n-l 

00 „ 
7- 1 + a2" 

~~пГ™ 

ос 

« 
1063. £ 

1064. 

а=> 

Cs» 

n=1 

со 

(2a <- 1)' 

&a arcsia S-

1056. c-1)a -4z 1065. zZ (-1)a[va • (-1)a! 
a=1 V a n?l 

£X> 
1057. lj а * 0,-1,-2,... 

aso 

Ю58. S (-1)a (^V^f 1066. £ (-1)a 

a 

1059t ' У. у )a 

jti a - la а ( 
106?. \ ' /- „хП а •» 1 1 

3. kidade xorrafcaalae э Ridade (В) ja (V) Ca achy korra

liseks nimetatakse rida 
Co 

2D v сю) 
as© 

kae 
а 

*= = ^'ssS^-i 

ja kirjutatakse 

n 

£ 

£•» E n=o n=0 

Jauchy teoreem. Sui read (U) ja (V) kooaduvad absoluut

а ™ {—) rsxi' a=o 
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selt vastavalt summadeks U ja V, siis nende ridade Cauchy 

korrutis (Ю) koondub absoluutselt summaks ff = UV. 

Näide 10. Leida ridade 

00-, 2n+1 °°, 2n 
S(a) = 2 (-1)П da C(a) = g <-1)n faîJT 

Cauchy korrutis. Milliste parameetri a väärtuste korral 

Cauchy korrutis koondub absoluutselt? 

__Laiiendus. Mõlema antud rea korral on P* — D* = 0 <1 

ja D'Alembert'i tunnuse põhjal mõlemad read koonduvad abso

luutselt parameetri a iga väärtuse korral. Seega Cauchy teo

reemi põhjal nende ridade Cauchy korrutis koondub absoluut

selt iga a korral. Leiame Cauchy korrutise. Siin 

rw 2n-2k+1 2k 
Wn = ("1) (2n - 2k + 1JÎ ("1) ТЖУТ = 

_ f ихП 2n*1 V 1 
-  4  '  a  ^  l i t i  -  5 k ) ! ( 2 k )f -

_ , „а а2"-*-1 V1 (2n • 1)t 
- ( - 1 )  rSE-TTJÎ ^ (2n • 1 - 2t)l(2k)l 

; а2п+/ У" /2n*'1! 
' ) Т25ПНГТГ \ 2fc / * 

Arvestades Newtoni binoomvalemit 

(u + v)n = zZ- (k) un"4H: 

k=o 

ja et selles paariskohcadel asuvate kordajate я имя võrdub 

paarit ukohtade1 asuvate kordajate summaga, siis seosest 

(1 + 1)2nt1 
z 22n*1 

k=o ^ k ' 

S £1ШИ{ 
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ч a •> /2п+1\ p2n+1 
2-—I j / = —ч—• 
£=о I 2к / * 

Seega on 

M)n (2a)2n+1 

wn - C2n f ̂  ) ! 

ning kehtib valem 

2 S(a) C(a) = S(2a). 

ülesanded 

Näidata, et kehtivad järgmised võrduaed. 

(oo \ oo 
22 qn = 22 Cn + 1)qn, |q| < 1 
n=o n=o 

oo oo n 

ices. С 5r-E 
n=o n=o 

Näidata, et kehtivad järgmised võrdused parameetrite 

a ja b iga väärtuse korral, kus C(a) ja S(a) on antud 

näites 10. 

an 

Ю70. E(a)-E(b) = E(a + b), kus E(a) = ) , gy 
n=o 

1071*. 2 C2(a) = 1 • C(2a) 

1072. 2 S2(a) = 1 - C(2a) 

1073. S2(a) + C2(a) = 1 

1074. Näidata, et rida 

£ c-1)"1 

n=1 У"п 

on tingimisi koonduv ja tema Cauchy ruut, s.o. rea Cauchy 

korrutis iseendaga, on hajuv rida. 
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1075» Mäidafc&i, et zwd 
^ , n , n-1 1 

1 - 2—4 (4> je 1 *2_J ф С2 * -нтг) 
n=1 П=1 2^ 

hajuvad, aga nende Cauchy korrutis on absoluutselt koonduv 

rida. 

§ 4. Iunktsionaal.jadad ,1a f unktsionaalread 

Jada 

(tntoj, (ii) 

mille elemendid on mingil hulgal määratud funktsioonid 

fn(x), nimetatakse f unktsionaal.jadakg. 

Kui iga X € X korral eksisteerib 

Ilm f (x) = f(x), 
П-*-оо 

siis funktsiooni f(x) nimetatakse funktsionaaljada (11) 

oiirfonktslooniLs ja hulka X selle jada keenjuvuspiir

konnaks . Sel korral hulks X loetakse piirfunktsiooni f(x) 

määramispiirkonnad. 

Öeldakse, et funktsionaaljada (11) koondab ühtlasalt 

Piirkonnas X funktsiooniks f(x), kui iga arvu L > 0 kor

ral leidub arv N = N(£ ), sfe iga n> N korral kehtib võr

ratus 

|f(x) - fn(x)|< t 

kõikide x e X puhul, s » t. sõltumata punkti x € X valikult. 

Rida 

ž_, (12) 
n=o 
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Bille liikmed o^Cx) on mingil hulgal määratud, funktsioonid, 

nimetatakse funktsionaalreaks. Funktsionaaljada {Sß(x)j , 

kae 
n 

S (x) = %•(*)* 
k=o 

nimetatakse funktsionaalrea (12) osaswmade Jadaks» 

Kui iga xeX korral funktsionaalrida (12) koondab susi

maks S(x), s.t. ^ 

YZ «J*) = s(%), 
n=o 

ehk 

lia S Cx) = S(x), 
n— oo 

siis funktsiooni S(x) nimetatakse funktsionaalrea (12) sum

maks ja hulka X selle rea koond uv as piirkonnaks « Sel korral 

haik X loetakse funktsionaalrea (12) sumina S(x) määramis-

piirkonnaks « 

öeldakse, et funktsionaalrida (12) koondub ühtlaseit 

piirkonnas X summaks S(x), kui iga arvu £ > 0 korral lei-

deb arv N = N(£ ), et iga n> M korral f unktsionaalrea jääk-

liige 

*n(x> = ^(x) 
k=n*1 

rahuldab võrratust jnn(x)i< t iga xeX puhul, s»t. sõltu-

oata punkti xt X valikust. 

Seega funktsionaalrida koondub ühtlaselt piirkonnas X 

parajasti siis, kui selle rea jääkliige R^x) koondub üht

laselt nulliks piirkonnas X* 

24 
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Weiers trassi t|rnr'US » Kui f unktsionaalreas (^2) on 

|Un(x)|^ cn iga x € X korral 

ja arvrida ^ 

/~ cQ koondub, 
n=0 

siis see funktsionaalrida (12) koondub ühtlaselt (ja ab

soluutselt) piirkonnas X. 

Praktikas osutub sageli sobivaks võtta Cd = sup (u^x)). 

Haide 11. Leida funktsionaalrea 

yn 

n=1 (1 +x ) 

koonduvuspiirkond X ja piirkond A, kus ta koondub absoluut

selt, ning rea summa S(x). 

Lahendus.. Vaadeldav rida on geomeetriline rida tegu

riga 

_ _ 2x 
q Й 2 

1 + УГ 

Seega on see rida absoluutselt koonduv, kui 

_2hçl c1 
1 + 

ehk 

(1 - |x|)2> 0, 

ja hajuv teistes punktides. 

Seega X = A = {(-oo,-1 ),(-1,1),(1, œ)] . Rea summa on 

2x 

sm = 1 + = §Ï— = _ 
1 1 + x2 - 2x (1- )2 

1 + X 

Vastavalt definitsioonile on funktsiooni S(x) määramispiir-
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konnaks hulk X = {(-oo,-1),(-1,l),(1,o©)J, 

Ülesanded» 

Teha kindlaks, millised Järgmistest ridadest on funkt-

sionaalread ja millised mitte. 

1076. V 1079. У" 4л/1пП|С0В  ̂
Ы (n + 1)l šä *V 1+1 

1077. У arceln(mc) 1080. £ — ln la t 
<ï-—f n= 1 n$ n! n=o 

oo 
1078- Е^тт? n=o 

Leida järgmiste fonktsionaalridade koonduvusplirkonnad 

X, piirkonnad A, kus nad koonduvad absoluutselt, ning sum

mad S(x), lugedes 0° = 1. 

1081. V"1 1085. V" -3 
èo С"1 • ̂)П ^ ̂ n=o 

1082. x2* 1086. У 1qQx 

n=0 n=1 

oo °° 

1083. y (_2x)n Ю87. 2_! совПх 

n=ö n=o 

1084. g (X "̂ )П 

n=o 2 

Leida järgmiste f unktsionaalridade koonduvuspiirkonnad 

X ja piirkonnad A, kus nad koonduvad absoluutselt. 
oo n OO 

1088. \ —* 1089 • ^ n л 
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1090. 1097. £ -A-(-*-)" 
Sl a1 ^ n l2i »1У 

1091. У1 - 1098. 
'r-i n(x • 1)n Ы (2n + 2)1Ц1 • z*/ "(* • 1> Sîi 

"«• 1о": £«b 

'«• £r*=; 

o=> , , . n oo n 

109,. Erf^ 1101 • Етг 
n=1 n + x a=1 ' * 

2n 

1095. 1102. 
^ n + I yl™ П • 1/ 1° 

1096. p g ' 
f-S iriiTn a=£ 

Näide 12» Leida piirkond A, kos funktsionaaljada 

fn(x) а"\у^2 • (n=1,2,...) 

koondub ühtlaselt. 

Lahendus. Antud jada piirfunktsioon on 

f (x) = lim-x/x2 + n"2 = |x|. 
n 

Et iga x € (-oo, oo) puhul 

f (x) - f(x) =Vx2 + n~2 - IXj = n-2 

Vr2 - -2 „ x • n • |x| 

1 

n V^x2 + V + n|x| n 
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siie vaetavalt igale £ > 0 on 

jfn(x) - f(x)|< £ 

A 
niipea, kui n>N * 4.Bt H ei sõltu kohast xc (-00,00), siie 

antud jada koondab ühtlaselt kogu arvteljel (-<», o°), 

Näide 13* Kae funktsionaaljada 

fn(x) 2nx 
1 TT? 

koondub ühtlaeelt lõigus X = |0,1]T 

Lahendus*. Antud jada piirfunkteioon on 

f(x) = lis Щ-j = 0. 
n 1 * n^x 

Et vaadeldav funktsionaaljada koondоке ühtlaeelt lõigee X, 

peab iga £ > 0 korral leiduma indeks M = Я( £ ) selline, 

et kehtiks võrratus 

2nx 

ehk 

iV*>l =|tnM -fWl °ТТТТ'£ 

ix2n2 - 2xn + £ > 0 

iga пз= N korral, sõltumata arvu x € X valikust. Lahendades 

viimase võrratuse, saame г ̂  1 korral 

n>X .Vx2 - th£, 1 +У1 --i!' Tõi n<1 - t2cO. 
DX £X £X 

Seega on 

N = 1 - £2' 
гх 

Saadud N 4 0(1) punkti x = 0 ümbruses, sest 

lim N = +00, 
x-> o+ 
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Seega vaadeldav funktsionaaljada koondub lõigul X mitte-

ühtlaselt. 

Sama tulemuse saame ka funktsioonide 

fn(x) - f(x) = fn(x) 

globaalsete ekstreemumite leidmisega. Et viimased võivad 

esineda vaid funktsiooni kriitilistes punktides, siis ar-

vutame tuletise 

— f (x) = МЧ * 7, ^ - ffl = 0. 
dx (1 + nS:2)2 (1 • n x2)2 

Seega funktsioonil fn(x) on olemas vahemikus (0,1) üke 

kriitiline (statsionaarne) punkt x = —, kus 

2n 1 

гвФ — " 1* 
bn2-l 

n 

Järelikult lõigus X 

|fn(x) - o|^£ , kui £$1. 

Ülesanded. 

Kas järgmised funktsionaaljadad koonduvad ühtlaselt 

piirkonnas X? 

1103. fn(x) = x11, X = [0,4/5] 

1104» fn(x) sx11, X = [0,1] 

1105. fn(x) = Xe - x31*1, X = [0,1] 

1106. fn(x) =з~"п» x = (0$°°) 
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1107. fa(x) H- , x = [0,1] 
1 + П + X 

1108. f_(x) = —2nx
? n, X = [1, 0 0 )  

1 + n X 

1109. fa(x) = n(V x + J -л/х), X = (0,00) 

1110. fn(x) = sig DX, X = (-o»,<») 

1 1 1 1 .  fa(x) = sin 2, x = (-oo, 0 0 )  

1112. fn(x) = ain X = [-10,20) 

Näide 14. Näidata, et funktsionaalrida 

£ —jfcuî— 
n=1 n + x + sin 2x 

on ühtlaselt koonduv hulgas X = (-00,00). Kas see rida 

koondub absoluutselt? 

Lahendus^ Antud rida Leibnizi tunnuse põhjal koondub 

hulgas X, sest üldliikme absoluutväärtus 

(-1) П  

2 
n + x + sin 2x 

1 1 

3 ~-n + x + sin 2x 

ning läheneb nullile monotoonselt. Et harmooniline rida 

У 1 
~ hajub, siis teise võrdluslause põhjal vaadeldav 

rida ei koondu absoluutselt ühegi xe X korral. Seega ei 

ole ühtlase koonduvuse uurimiseks Weierstrassi tunnus 

rakendatav. Et vaadeldav funktsionaalrida on iga x korral 

vahelduvate märkidega, siis võrratuse (7) põhjal 

Rn«| = 
(-1)" 

к + x^ + sin 2x k=n+1 
—75 

n + 1 + x -fr sin 2x 
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1 £ < — < £ f 
П X II 

kai n>ï ж 2. Bfc К ei sõite muutujast xc X, siis vaadeldav 

rida on ühtlaeelt koond trr kogu arvteljel X, 

Maide 45, Leida piirkond A, kus funktsionaalrida 

Z 
sin nx 

n=3 nr + jr + aresin ™ 

koondub absoluutselt, ja piirkond G, kus ta koondub ühtla

selt* 

Lahendus. St võrretes 

+ л >* 
ein nx 

arcsin » 

1 1 

kehtib iga x korral, mil on määra t od arc sin siis Weiers-

trassi tonnose põhjal hulk A = G koosneb nendest punktidest 

x, mille korral 

Sl«1* 
Et n ž 3 $ a iie võrratus kehtib, kui |x|<3. Seega A = G = 

= [-3,3] . 

ülesanded. 

Leida piirkonnad A, kus järgmised f unktsionaalread 

koonduvad absoluutselt, ja piirkonnad G, kus nad koonduvad 

ühtlaselt» 

1113. ̂ T] 1114. Г cos.,rg 

n=1 ' n=i a-
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arctan nx 1115. arcta: 

n=o 

00 

E 

1124. 

1116. 
n=o + arccos x 

m?, 
°° n2 arccot nx 

n=1 

OO 
1118. У —-4. 

n2[l • (nx) j 

QO z 2 2v 
1119. У" exP^-" x 

5Й nVS-

V2-. 1 
1120. > '"-n • n •• , 

* g4x) 

kus g määramispiirkond on X 

00 . .n-1 
1121. \ 

Z-
n=1 x + n 

1122. 5Z, * 
n=o n arccot x 

1123. > ' 
n + 

Xüil 

n=2 arcain — ni 

<T 1 ' " лП— 1 

^ZP] x + n - In n 

1125. у 

1=21 

I- n -

2n sin3^ 

n=1 

Оо 
1126. V1  

1127. 

sin nx 

4 2' 
n + X 

arcsin(2x/n)cos ^ 

sin x 

•\ : arc si: 
E^-7 n=3 

1128. У" ^) D  

л/п + arccos(x/n) 

1129. Y2 
(n + x)(n + 1 + x) 

00 

1130. V - sia " 

ài (n * Iх!) 

1131 • S arctan m 'm 
' n + x + 1 n=o 

00 

1152. >J in 
n=2 

1+-1^.(1+l)x 

nln n X 

Funktsionaalrea summal on järgmised omadused. 

1) Kui funktsionaalrea (12) liikmed un(x) on pidevad 

funktsioonid piirkonnas X ja funktsionaalrida (12) koondub 

ühtlaselt selles piirkonnas, siis tema piirfunktsioon 

f(x) on pidev funktsioon piirkonnas X, s.t. iga aeX kor

ral kehtib võrdus 

25 
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11* u_(x) = ZZ Ha Vx) = ^ Va)e 

x-»a n=o n=o х-»- a 11=0 

2) Kui funktsionaalrea (12) liikmed ^(x) on integree

ruvad funktsioonid lõigus [a,b] ja funktsionaalrida (12) koon

dab ühtlaselt selles lõigus eummaks S(x), siis kehtib 

võrdus 
b w b 
j S(x) dx = j u^x) dx 

n=o а 

ehk 

ь ~ 
j £ °=(x> ** " Tl I ™n(x) 

a n=o n=o а 

s.t. ühtlaselt koonduvat funktsionaalrida võib integree

rida liikmeti. 

3) Kui funktsionaalrida (12) koondub lõigus [a,b] eum

maks S(x) ja tema liikmetel uQ(x) on olemas pidevad tule

tised ul(x), kusjuures funktsionaalrida 

2 -i(x) 

n=o 

koondub ühtlaselt lõigus [~a,bj , siis selles lõigus kehtib 

võrdus 
00 

s»(x) = U^(x) 

n=o 

ehk 

n=o n=o 

s.t. koonduvat funktsionaalrida võib liikmeti diferentsee

rida, kui tulemus on ühtlaselt koonduv. 
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Analoogilised teoreemid kehtivad ka funktsionaaljada 

(11) ja tema piirfunkteiooni f (x) kohta. 

Ülesanded. 

Näidata, et järgmised funktsioonid on pidevad oma 

määramispiirkonnas. 

°° eos nx 

5n 

arcsin — 

1133. f(%) = £ 
n=1 

1154. f(x) = ^ «2|22JÏÏ< 
n=o n * 1 

OO л 

1135. f(x) = V — 7-

1136. f(x) = у arccos n * л 

n=o 2 

Arvutada järgmised piirväärtused. 

1137. 11- £ 1158. 11. £ рГх 
X^° n=1 ^ °+ n=1 ^ 

1139. lim Г 
X«*-0> ^P\ n(n + 1) 

1140. lim V1 4 aretan 2 * 1 

x-^i+ 2 1 -

arct&n S 

2 + ln n 

1141. lim V 4 arccot sln n 

x* 2- £-u 3n x - 2 n=o 

0° И лй 
1142. lim S —л— arccot — 

x-e-3- rzp n - ln n 3 -n=2 
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1143*. lim V" ±—-*-
x-° ̂ 1 n + x 

1144. Leida funktsiooni 

t(x) = У- -g-J 
—^ 4n • sin x n= I 

maksimaalne väärtus. 

1145. Leida funktsiooni 

ecx) = £ -5 2 
—^ n • 3n - 1 + COS X 

minimaalne väärtus. 

1146. Leida funktsiooni 

f(x) = у — arccos1̂  

globaalsed ekstreemumid. 

1147. Leida funktsiooni 

f (X) - £ 
^ 'arcsinl x| *n+'' 

globaalsed skstreemumid. 

Arvutada järgmised integraalid. 

1d3 00 2 ^ 
1148. I V" ne-nx dx 1151. f 2—- dx 

i L h  \  
f 00 1 /̂2 с» 

114-9. j \ —— (1 + n)xndx II52I f УЧ-п sin nx 
0 55o 3 о  ̂ 2n 

•JT СО 1 

1150. ( fi 2 * П,Г ̂  1153. f V—dx 
о n=o 5 ь n?1 (П 

+ x) 

dx 
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Näidata, et järgmiste funktsioonide tuletised on pi

devad kogu määramispiirkonnas. 

1154. 5 °  ,  — a r c c o t  -  1* 1 5 6 .  Z_ —4 + ln x) 
n=1 nVn1 n n=1 n x n 

1155. £ s444 
n 

Xl n=o 

Leida järgmiste funktsioonide tuletised punktis x = 0. 

00 n+1 x 
1157. arccos —— 

Z—: 2 n+1 „ 2 n=o 

1158. 4 -— arcsin — 
^ 1 * * 1  

§ 5. Astmeread 

F unkta ionaalrida 
со 
У a x0, = ал + алХ + ... + £L.x + ... (13) Z-J п о ™1 "п 
п=о 

ehk üldisemalt 

4 a
n(x - а)П = a0+ a^(x - a)+ ... + aQ(x - a) + ... (14) 

n=o 

nimetatakse astmereaks. Arve aQ nimetatakse astmerea kor

da,jaiks , a on mingi arv. 

Iga astmerea korral leidub selline R, kus Q^R 0», 

et astmerida (13) koondub absoluutselt, kui |x| <• R. ja 

hajub, kui |x| > R; rida (14) aga koondub absoluutselt, kui 

|x - a|<R, ja hajub, kui |x - a| > R. 

Vahemikke (-R,R) ja (a - R, а + R) nimetatakse vasta

valt astmeridade (13) ja (14) koonduvusvahemikeks ja suu-
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rast R koonduvusraadiuseks. Koonduvusvahemike otspunktides 

võib astmerida koonduda tingimisi, koonduda absoluutselt 

või hajuda. 

Kehtib Cauchy - Hadamardi valem 

в = 05) 
lii aup-YjaJ 

Astmerea (13) ja (14) koonduvusraadiuse määramiseks 

võib kasutada järgmisi lihtsamaid valemeid. 

1. Kui an 4 0, siis koondav us raadi us 

R = lim 
a n 

*n+1 

06) 

või 

R ä lim p ' (17) 
n-~ VKf 

eeldusel, et vaadeldav piirväärtus (lõplik või lõpmatu) on 

olemas. 

Sageli leitakse koonduvusraadiuse määramiseks enne 

koondavusvahemik, kasutades positiivsete ridade koonduvus-

tunnuseid. 

Haide 16. Leida astmerea 

£ (IГ n=o 

koonduvusraadias R, koonduvuspiirkond X ja piirkond A, kus 

ta koondub absoluutselt. 

Lahendus^ Antud reas on ainult paaritud x astmed, 

seega paaris astmete kordajad on võrdsed nulliga. Järeli-
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kolt valemeid (16) ja (17) kasutada ei saa. Koonduvusraa-

diuse määramiseks kasutame Cauchy - Hadamard'i valemit 

(15). 

Et antud juhul a?r| = 0, siis 

l i m  s u p  =  H m  s u p  ^ \ J \ =  
n-*- oo П* oo 

= li. n/M- yr 1 = 1 
n-»oo V n+1 e e 

ning Cauchy - Hadamard'i valemi põhjal on 

R — e. 

Seega vaadeldav astme rida koondub absoluutselt koond ttvus-

vahemikus (-e,e) ja hajub, kui |x| > e. Uurime, kuidas 

vaadeldav astmerida käitub koonduvusvahemiku otspunktides 

x = e ja x = -e. Kui x = e, siis saame arvrea 

mis hajub esimese võrdluslause põhjal, sest 

ln(n + 1) „ 1 V" 1 _ 
n + 1  n  +  1  '  — 1  n  •  "1 ~  *  

Kui x = -e, siis saame arvrea 

_ y ln(n .1) 

mis eelneva põhjal on hajuv. Seega X = A = (-e,e). 

Antud astmerea koonduvusraadiuse võime määrata veel 

teisiti, leides enne koonduvusvahemiku positiivsete rida

de koonduvustunnuste abil. Näiteks D'Alembert'i tunnuse 

abil saame 
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D» - ln(n * 2) 
û ~ n + 2 

x 2ntî „ ̂  1 ,„ЛП*1 

n t 1 je 

ln(n + 1) 

2 1 X 
2 X 

2 e e 

Seega rida koondub, kui |x| <. e, ja hajub, kui |x| > e. 

Järelikult R = e. 

Näide 17» Leida astmerea 

Eln(n + 1 ) /X - 2)r 

n + 1 ( ~~TÖ / n=o 1 

koonduvus raadius R, koond uv uspi irkond X ja piirkond A, kus 

ta koondub absoluutselt. 

Lahendus.. Vaadeldavas astme reas on kõik kordajad nul

list erinevad, seega võime rakendada R leidmiseks valemit 

(17). Saame 

J1/ ln(n + 1) ' 1 _ 1 
lia V —Tö - T5> 

n^a~ oo 

kust 

R = Ю. 

Seega vaadeldav astmerlda koondub absoluutselt koonduvus-

va he mi kus 

(2 - H, 2 + R) = (-8,12) 

ja hajub, kui jx — 2j > Ю. Uurime, kuidas vaadeldav astme-

rida käitub koonduvusvahemiku otspunktides x = -8 ja x = 

= 12. Kui x = 12, siis saame arvrea 
OO 

ln( n + 1) 
'  п Г П  =  0 0  '  

n=o 

Kui aga x = -8, siis saame arvrea 
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E M)n 

a=o 

sis koondnb(tiagielei) Leibnizi tannuse põhjal. Kokkuvõt

tes oleme saanud, et 

X s [-8,12), A a (-8,12). 

Ülesanded « 

Leida järgmiste astBerldade koond uvusraadius R, koon™ 

dovuapiirkond X ja piirkond A, kus nad koonduvad absoluut

selt. 

00 00 n 

1162 

1159. 53?-^ 1167. 53 n4^ (*) 
n=o n=o 

1160. f] (-2x)B 1168. 2<п*1)1хП 

n=o n=o 

1161. fS-v 1169. 3^ 

a=o n=1 

£(i)n 1170. E(^r)211̂  
B=1 n=1 

1163. 2^ 2n(x + 2)n 1171. Г (ах) \.их;П 

n=0 K=cT 

1164. y^1 J_ (x - j)n 1172. V 2 
2-J 10111 4* (= + 1)" 
n=o n=o 

00 

1155. >3 (-1)» 1175. X 2Ž 
n-o n=l n 

1166. 2 ̂  ®E 117*. Ё П 
n=0 n=1 
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1175- £тЗп4^т 1183. Z Ах - Зу 

n=o 

oo 

n=1 

1176. У (-1)n ~ 1184. у (x + 5)211-1 

 ̂ til n * 

1177. у 2Пх2П 1185e £ ̂Чг 
n=o 

oo 

n=1 

,2n 

1178. "186« У] (n Л?пН • 1) 
n=1 n=1 

1179. У (Чг-f^ 1187« £ <x * §>" 
' У i a У (n * 1)ln2(n * 1) 

lZX2 

1180е 5Z (n^r) ̂  1188е (1 * (x ~ 2)П 
n="o n= 

. oo „ 2П -2B. , П _ 

1181. (-->)" (гД 1)1 1189- Z^tf) ̂ 
n=0 n=1 

О" _ „2П+1 

1182e 23 ("1) (2n > 1)!! 
n=o 

Aatmerida (13) i mille koond uvusraadi us on R, koondub 

ühtlaselt igas lõigus [-r,r], kus r<R. 

A'stmerea (1?) summa f(x) on pidev funktsioon tema 

koonduvusvahemiкus (-R,R). 

Astmerida (1)) võib igas lõigus j o,x], kus x e(-R,R), 

liikmeti integreerida, kusjuures 

x ^ 

I f(t) dt ^ —Sa,, г**1 (18) 

о n=o 

Astmerida (1)) võib koonduvusvahemiku (-R,R) igas 
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punktis x liikmeti diferentseerida, kusjuures 

êr f(l) = £ n an x0"1 • 09) 
n=1 

Astmeridade (13)» (18) ja (19) koonduvusraadiused on 

võrdsed. 

Sama kehtib ka astmerea (14) korral. 

Abeli lemma. Kui astmerida (13) koondub koonduvusva-

hemiku parempoolses otspunktis x = R (vastavalt vasakpool

ees otspunktis x = -R), siis selle astmerea summa f(x) on 

vasakult pidev kohal x = R, s.t. 

f(S-) = g V 
n=o 

(vastavalt paremalt pidev kohal x = -R, s.t. 

f(-R+) = )] (-1)па^ ), 

n=o 

Näide 18. Leida astmerea 

£ x 4n 

^ n(4n-lj 

summa f(x). 

Lahendus. Kuna 

d2 4n x 
|Ln—1 > 

d /х \ 4n-2 = 4 — -J = 4 X , 
dx V 4n - 1 dx2 n(4n - 1). 

siis võime leida f(x) sel teel, et integreerime liikmeti 

2 korda geomeetriliselt rida 

£ *4n-2 = 
n=1 1-  

lõigus [p,x] cz (-1,1)e mille tegur q = x4 ja koonduv us -
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raadius R = 1, Kuna astmerea integreerimisel tema koon

duv us raadios ei muutu, siis rea integreerimisel saase 
^ 00 °q ? . _ ^5® 4n- '1 

J У x4n"2 dx 3 У j x dx s 2_J ln"="T = 
О n=1 n-1 О П=1 

ja tema aurns integreerimisel saame 

g(x) = f dx = ! j-1 (—-— * --1— } » - ——gldx = 
)  1 - /  J  L 4  Л 1  +  x  1  -  x  /  2  1 +  x  _  
о о 

S 2 In 1 * .% - 2 8ТС С&П X» 
4  1 -   2  

Arvestades, et 

x4n f х4аИ »f V^x4n"1, 
f(x) s XZ п(2Гп™ТУ a 4 /L ) 4n - 1  0 s 4j Z_ulto^Tdx= 

n=1 n=1 о О П—1 

S 4 g(x) dx, 

*0 

siis iga x б (—1,1 ) korral аааже 
x 

f (x) = I [ln(1 • x) - ln(1 - x) - 2 arc tan xjdx = 
о 

= f [(1 + x)la(1 -4- x) - x] - [-(1 - x)ln(1-x)-x]-

- 2 |x arctan x - Z ln(1 + x2)]jj = 

= (1 -S- X) ln(1 4- ) + (1 - x)ln(1 ~ x) -

- 2x arctan x + ln(1 + x2). 

Antud astmerida on aga koonduv (absoluutselt) lõigus 

X = (J-1»1] • Seepärast on f(x) Abeli lemma põhjal (ühepool

selt) pidev ka koonduvusvahemiku (-1,1) otspunktides 

x = -1 ja x = 1, ning kokkuvõttes saame 
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f(x) = [(1 + x)ln(1 + X )  + (1 - x)ln(1 - x)]-

- 2x arctan x ln(1 + x2) 

määramispiirkonnaga X - f-1,1] . 

Haids 19. Leida astmerea 

XI (n + 2)x2n+1 

n=o 
smuaa f(x). 

Lahendus». Et vaadeldava аабшегяа koond uvusraadi as 

R s 1, siis iga xe (-1,1) korral on ^ 

13 <2n + г)*231*1 = 2f (x) - 2 У~! x2**1 = 
П-:0 n-G 

= 2f(x) - —^-w3 

1 - X 

Seega on vaja leide astaarea 

J (2B • a)!20*1 

n=o 

auna g(x)• Seda võime leida geomeetrilise rea 
^ x2n+2 

n=c 

liikaefci diferentseerisise teel, seat 
x 2n+1 f с 
(2n + 2)x te = i2"*2, 

Kuna 

n^O TlXi 

2x(1 - x2) - X2(-2X) 2x 

(1 - X )  (1 - X 2 ) 2  

siis 

f (x) s 2- g(x) + —m = 2 * + 1 g g = X^2 * ^ 
2 1-  1-  (1 - X ) (1 - X ) 
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määramispiirlconnaga X = (-1 ,1) • 

Ülesanded. 

Leida järgmiste astmeridade summad, 

1190. 
00 

z»-1 

n=1. 

1191. £ (-1)n(n + 1)^ 
n=o 

1192. 
» ̂ 1 

Z_, n + 1 
n=o 

1193. 
n=o 

1194. 

n-o 

1195. V"1 n(n - 1 )x~"2 

n=2 

1196. У (-1)nn(n - 1)*» 
n=2 

„ л _Пт1 

ид?, x (И) 
m + i; 

n=1 

— л  _ 2 n  
1198. (-1)"- n(; ̂  

n=1 

00 v2n+1 

1199. 3V (-1)ПЗГПГ 
n=o 

oo __2n+1 
12°°. ^ In + T 

n=o 

Kasutades eelmiste ülesannete vastuseid, leida järg

miste arvridade summad. 

1201 • 1204' У si£rf-'-
n=o n=o p 

oo _ „ ^2° , и хП-1 
1202. V-(.I)* А 1205. Х^еИ-^7 

П=0 ~ n=1 

г. 1 , n 1206. f-ЛШ 
n=o ( n  +  12n + 1 
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§ 6. Funktsioonide arendamine asemereaks 

Kui iga x e X = (a - R, a + R) korral on 

f(x) = y an(x - a)n, 
n=o 

siis öeldakse, et f(x) on vahemikus X arendatav aetmereake 

(14). Istmereaks (14) saab arendada ainult niisugust 

funktsiooni f(x), millel on olemas igat järku tuletised 

vahemikus X. 

Kui funktsioon on arendatav astmereaks (14), sii? sel

le rea kordajad avalduvad f(x) kaudu valemiga (kus 

01 = 1) 

* an = £т f(n)(a) (n = 0,1,,..) (20) 

Arve (20) nimetatakse funktsiooni f(x) Taylori kordaja

teks, 

Astmerida, mille kordajad on antud valemiga (20), 

s.t* astmerida 

jr (x - .)», (21) 

a=o 

nimetatakse funktsiooni f(x) Taylori reaks. Kui a = 0, 

siis saame rea 

xn, (22) 
n=o 

mida nimetatakse funktsiooni f(x) Maclaurini reaks. 

Vahemikus X igat järku diferentseeruv funktsioon 

f(x) on arendatav Taylori reaks (21) selles vahemikus pa

rajasti siis, kui f(x) Taylori valemi jääkliige 
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rahuldab vahemikus X tingis;ust 

lia <* д(х) = 0« 
n-*-°o 

Seega, kui funktsioon f(x) on arendatav aetmereake 

(14) (vaatavalt (15)) vahemikus X, siis see astmerida on 

f(x) faylori rida (vaetavalt Maclaurini rida). Seepärast 

funktsiooni arendamiseks astmereaks võime kordajate (20) 

arvutamise asemel sageli kasutada tuntud aatmeridu, mil

lest liitmj.se, korrutamise, liikmeti »diferentseerimise 

ja integreerimise jne. teel saame vaadeldava funktsiooni 

astmerea» Heiteks, näidetes 1? ja 18 on selliseks tuntud 

aetmereake võetud geomeetriline rida. 

Tuntuimad astmeread on järgmised: 

(23) 

sin x (24) 

cos * * 53 (-1)B têr (25) 
П=Ф 

(1 + x)6* = yn(pxu = 1 • Xn,(26) 
n=0 n=1 

(28) 
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kusjuures astmeridadel (23), (24) ja (25) on koonduvus

raadi us R soo, binoomreal (26), geomeetrilisel real (27) 

ja ridadel (28) ja (29) on R = 1. 

Näide__20. Arendada funktsioon arc s in z Mac laarini 

reaks. 

Lahendus.. Arvestame, et 

arcsin x = j dt 

о Vi - t2 

Valemi (26) põhjal (võttes oi s  -  ̂  ja x = -t c) on 

1 

V1 ~ n=o 

. = y (-0.5) (.t2}n = 
.2' 

= 1 + f] •; -?n (~ j)<-)•••(- tan 

n=1 ni 

= 1 + 
ni 

y 1-î-...-(2n - 1) t2n 
/—I 9n -, 
n=1 2 nl 

= У1 (aa - DII t2n 

iä <2n>11 

kus (-1)11 = 1. Et astmerea (26) koond uvusraadi us R = 1, 

siis iga xe (-1,1) korral võime saadud astmerida liikmeti 

integreerida,, Seega iga x e (-1,1 ) korral on 
x _ 

„2n+1 
I )  

arcsln x = У ? t2nat = ̂ ._!^uUlL-
~i <2с>11 о g^(2n)i!(2n • Г 

Saadud astmerida on aga koonduv (absoluutselt) ka punkti

des x = ± 1, kuna sel korral on tegemist arvreaga 
OO 

ào çÂmïÀ'ï":) ' 

Selle rea. jaoks on 
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D = (2n + 1)11 (2n)ll(2n + 1) _ 2n + 1 2n + 1 
n ~ (2n + 2)ll(2n + 3) (2n - 1)11 2n + 2 2n + 3 

= (2B * D2 „ 
(2n + 2)(2n + 3) 

Rn = n(1 * V = n 

2(n + 1)(2n + 3) 

1 _ 
(2n + 2)(2n * 3) 

(4n2+10n+6-4n2-4n-1) = 

+ 5) »2 > 1 , 
2(n + 1)(2n + 3) 2 

siis Raabe tunnuse põhjal on rida koonduv. Abeli lemma 

põhjal jääb saadud reaksarendus kehtima ka punktides 

x = ± 1. Seega iga x € [-1,1 j korral on 

, V—I (2n - 1)11 2n+1 arcsin x = *= < x 
Z I / Л t I / 

Näide 2'l. Arvutada 

— (2n)11(2n • 1) 

lim 2(tan x - sin x) - x3 > 

о x'5 

Lahendus.. Arendame lugeja Taylori valemi põhjal kuni 

astmeni x^ jääkliikmega Peano kujus. Seda on kerge teha 

valemite (24) ja (25) põhjal, kust punkti x = О ümbruses 

saame 

x5 *5 г 
sin x = x —+ о(x ) j 

2 4 
eos x = 1 _ 2L- + |_ + 0(x5) 

ning jagades leiame 

r3 
t a n x = ï + y + ^ x ^  +  o C x 5 ) .  
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Järelikult 

lim 2(tanx - sinx) - x5 = 
x^ X-*- 0 

liu 
x-^ о 

>[§" *%- * О Cx5)] - X5 

-5 

= li* 
х-»- о 

+ o(x^) 
_— 

= iir0 [ï* o(1)] = *• 

Näide 22« Arvutada integraal 

V2 
f âàajs dx 

täpsusega kuni 10 • 

Lahendus.. Integraalialose funktsiooni võime asendada 

funktsiooniga 

Г sin x 

f(x) = 
x » 

1 .  

kui x / 0, 

kui x = 0, 

mis on pidev ka punktis x = 0. Valemist (24) saame 

f(x) = 33 <-1>n 
,2n 

n=o (2n + 1)i 

Et viimase astmerea koonduvusraadius R = oo , siis võime 

teda liikmeti integreerida igas vahemikus. Seega 

1/2 oo V2 
j  f(x)dx = y;  (-i) n  j  

,2n 

n=o 

OO 

(2n + 1)! 
dx = 

- Z <-1>n ,2n+1 

n=o 

= Z (-1)П 

n=o 

(2n • 1 )I(2n + 1) 

1 

(2n + 1 ) J(2n + 1)2 
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Saame 

ao = i = 0,5 

Зл = 

= 

313«2̂  ~ 6-3'8 144 
= — = 0,00694 

2 5Î5-2P 120-5-32 32-600 

Kuna saadud rida on vahelduvate märkidega, siis valemi (7) 

põhjal näeme, et juba a^dO-"^. Seega 

1/2 
3ig x dx = 0,5 - 0,00694 ± Ю""4 = 0,49306 ± Ю"4. 

Arvutatud integraali täpsust võime teisiti 

ka Taylori valemi jääkliikme kaudu Lagrange11 või 

iuj ui. 

Ülesanded. 

hinnata 

Cauchy 

Olgu 

<p(x) , [ exp(-x~2), kui x 4 0, 

[ 0, kui x = 0. 

Kas järgmised funktsioonid f(x) on arendatavad Taylori 

reaks punkti x = a ümbruses? 

1207» f(x) = cp(x) + sin x, а = 0 

1208. f (x) = tp(x) + ln(1 + x), a = 0 

1209* f (x) = <p(x - 1) + ln x, a = 1 

1210. f (x) = ij?(x - 1) + ln x, a = 2 

Leida järgmiste funktsioonide f(x) Maclaurini rea (22) 

osasurnma kuni astmeni x^ kaasa arvatud. 
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1211, f(x) = (1 + x)x 1215. f(x) = —1 
1 _ — —^ X - X 

1212« f(x) = ln(1 + ex) 1216. f (x) = — 
1 + x • x^ 

1213. f(x) = tan x I2l7t f(x) = arctan^x 

1214. f(x) = th x 1218*. f(x) = * x) 
/* 

I2I9*. f(x) = <: 

1220*. f(x) = ; 

r ^ 
— - cotx, iE ui x / 0, 

0, tui x = 0 

00 X21 

Z_, 
n=o 

Arendada järgmised funktsioonid Taylori reaks punkti 

x = a ümbruses. 

1221. f(x) = ~, а = 2 1224. f(x) =cos ich x, а = 0 

1222. f(x) = ln x, а = 1 1225. f(x) = sin а = 2 

1223. f(x) = exsin x, а = 0 

1226. f(x) = log(1 +х), а = 0 

Järgmised funktsioonid f(x) arendada Maclaurini 

reaks, kasutades valemeid (23) - (29) ja määrata nende 

koonduvusraadiused R. 

1227. f(x) = e2̂  1232. f(x) = cos2x 

_x
2 

1228. f(x) = e x 1233. f(x) = a 

1229. f(x) = sin ̂  1234*. f(x) = (x - tanx)cos x 

1230. f(x) = eos 2x 1235. f (x) = sh x 

1231. f(x) = sin2x 1236. f(x) = eh x 
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1237. f(x) = 5 1245. f(x) = x ln(1 • x) 
(1 - x)2 

Q 
1238. f(x) = Ц *'x 1246. f(x) = ln(1 + |) 

1239. f(x) = —1 * \ 1247. f(x) = ln(8 • x) 
(1 - *У 

1240. f(x) = g 2 x 1248* f(x) = InO+x+x2«5) 

1241. f(x) = ч 1 , 1249. f (x) = —-
V1 - 3x 

1242. f(x) = —-2-Z-žS—— 1250. f(x) = VÎ * x^ 
6 - 5x + 

3 / 1 
1243. f(x) = « 12 " g 1251. f(x) =V27 - x5 

6 - 5x + x^ 

X2 
1244. f(x) = — 1252. f(x) = * m, 

(1 - x) (1 - x ) Л/1 - x 

1253. f(x) = ln[(1 + x)1« + ln[(1 - x)1™x_, 

1254. f(x) = (1 + x)e"* - (1- x)ex 

' ̂55. /' «x _ ^ 
I kui x 4 0, 

f(x) s { 
i 1 $ kui x - 0 
V w 

, ahje $ kai x 4 0, 

f(x) = I X 

I 1, kui x = 0 

Järgmised funktsioonid f(x) arendada Maсlaurin! 

reaks, integreerides tuletist f®(x)f ja määrata nende 

koonduvusraadius R, 

1257. f(x) = arsh x 1258. f(x) = arth x 

1259. f(x) = x arctan x - ln(1 + x2) 
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1260. f(x) = arcсos x 

1261. f (x) - x arccos x —^1 - x2 

1262. f(x) = x arcsin x +-*/l - x2' 

1263*. f(x) = x arsh x - Vi f- x2'. 

Järgmised funktsioonid f(x) arendada Taylori reaks 

Taylori kordajaid arvufcamata ja määrata koonduvusraadius R. 

1264. f(x) = ln + 2arctan x 

1265. f(x) = 2x arctan x - ln(1 • X2 

1266. f(x) = . „ л x 
sin -jp 1267. f(x) = ln(2 - x) 

1268. f(x) - cos(x - 3) 1269*. f(x) = ain(1 - x3) 

1270. 

1272. 

f(x) 

f(x) 

arctan(2 - x) 

f atn_t dt 

0 

1271. f(x) 
3x 

x^ - 3x + 2 

1275. f(x) = ln|x| - 1 Щ. 
1 

fc dt 

1274. 

1275. 

f(x) 

f(x) 

= хдД - X2 - 4 

I dt + ln |x| 

arcsin 45 

1276. f(x) 

x 

= I exp(-t<")dt 

x о 

1277. f (x) = f dt 1278. f(x) = fV1 + 

о "V1 - fc4 0 

x 
1279. f(x) = f arctan t dt 
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X 

1280e f (x) = exp x2 • j exp(-t2)dt 

о 

Laida järgmiste astmeridade eunmad» 

Ä n 2n-$-2 
1281, 2_, 12x11 1289. > (-1) 

n=1 n=c 

. °° I * oo ,„2n+1 
1282. у (-1)n""'(n - I)!31 1290, (-1) ХЖ-Г57Т 

n=1 . n=o 

128). Г; n(n - 1)** 1291, 

n=2 n=o 

1284. 2 (-1)°(n » 1)V 1292. У ̂5=^ x" 
n=o n=c 

1285. 2("1>B5H^ r  12951 Ê:-l)nI%^1;jî'^2a*'1 

П—О n=o 

1286. 7] (И)»-1 g^U- 1294. 
.. .... T 

п=И n=o 

1287. £ (-1)" #5 1295. 
n=o n=o 

И^ПР ч22-1 x11 и̂ ог- V2-1/ ИлП (2n—$) Î1 _2n 
1288. ^ , ТпТТГГ 1296, ^M) -^X2aШ X 

n=c n=o 

Kasutades valemit (20), arvutada fvn''(a), 

1297. f(x) = —n = 6, a s О 
1 * x 

1298. £(x) = x n = 5, a = 0 
1 + x 

1299» f(x) - x "V1 + x, n = 4, a = 0 

О , 
15ОО. f(x) = x V1 + x, n = 5, a = 0 
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1301. f(x) - x4ex, n = 10, a = 0 

1J02. f(x) = xV, n = 10, a = 1 

1303. f(x) = x2 sin x, n = 7, a = 0 

1304. f(x) = x2 ain x, n = 7, a = 3 

Kasutades Taylori rida, arvutada järgmised piirväär

tused. 

^f0 % 'aÜ&nV0 1506- Ц.кк'1,^-г 

1J07*. Ilm * * мЧ,1 • 
х-* о x sin x 

1308. lim M1 + * + *2) • ln(1 - x • x2) 
х-»- о (ex - 1)tan x 

1309. lim j x - x2ln(1 + h] 13Ю. lim (coA - ̂L) 
X—-0O- J X-»0 X 

1311. lim - -L) 1312. lim f Л ~ 2g°°S X ) 
x,-» о \ x x > х-*- о V x x'sin x / 

Arvutada ligikaudu järgmised integraalid täpsusega «. 

1 2 л/4 

1313. j e""x dx, * = Ю"5 1317. f cog x dx, ots Ю™4 

0 jt/6 

1/4 2 1/2 
1314. ( е~и dx, Ы. = Ю"5 1318. I dx •. о< = 10"4 

' ' yC ~~4 0 о "v1 + x 

t - 1 X 
1315. j ex dx, <* = Ю" 5  1319. j ~ dx, <* = Ю™ 5  

2 1/Ю 

1 0,2 
1516. j sip ta> _ = 10-5 1520. j « = Ю-' 

о * 0,1 
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1/2 1 
1321. [ eslnx dx, <x = Ю"4 1326. I Xх dx, o( = Ю"5 

о о 

JT/6 1/2 

1322. j -д/с08 x'dx, <x = Ю"5 1327. f аГС^1п X dx, 

О О o( s 10~^ 

1/2 
1323. j" arc*an x dx, oC= Ю~5 

0 

1 1 

1324. ( соа x2 dx, ы= Ю-5 1328. | cos Ух dx, 

о о с( = Ю"4 

1/4 

1325. j ln(1 +Vx)dx, bL= Ю"5 

о 

§ 7. Fourier* read 

Olgu funktsioon f(x) kas määratud vahemikus 

või perioodiline perioodiga 2л. Funktsionaalrida 

— • (a eos nx + ain nx) 
2 z I П П 

n=1 

nimetatakse funktsiooni f(x) trigonomeetriliseks Fourier1 

reaks vahemikus (-л,л) ja kirjutatakse 

f(x)~—£ + ̂  (ancos nx + bnsin nx), (30) 
2 n=1 

kui kordajad ja bn on määratud valemitega 
л 

an = Ji { f(x)cos nx dx (n=0,1,...), 
-JT 

JI (31) 

5n = 5F \ f(x)si sin nx dx (n=1,2,...). 
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Kordajaid a^ ja bn nimetatakse funktsiooni f 

Fourier' kordajaiks. 

Igal absoluutselt integreeruval funktsioonil f(x) on 

olemas trigonomeetriline Fourier' rida, kusjuures f(x) 

võib olla ka tõkestamata. 

Kui funktsiooni f(x) on vaja esitada Fourier* reana 

mingis teises vahemikus (а, а+2л" ), siis kordajate jaoks 

kehtivad samad valemid, kuid integreerimislõiк on siis 

[а, а+2л] . 

Kui F(X) on paarisfunktsioon vahemikus (-JT , JT) ,siia 

а 
f(x)~Tj2 + ̂  ancos D*» (32) 

. n=1 
kus 

JT 

a
n ~ £ I f(x)cos nx dx (n=0,1,...). (33) 

liida (32) nimetatakse funktsiooni f koosinusreaies. 

Kui f(x) on paaritu funktsioon vahemikus (-ЗГ ,ar )» 

siis ^ 

f (x) ~ bnsin nx, (34) 
n=1 

kus 
JT 

b = — ( f(x)sin nx dx (n=1,2,•.•). (55) 
n л j 

0 

Rida (34) nimetatakse funktsiooni f siinusreaks« 

Dirichlet* teoreem. Kui absoluutselt integreeruv 

funktsioon f(x) on perioodiline perioodiga 2 л, siis igas 

punktis x, kus on olemas lõplikud ühepoolsed t uletised 
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f1(x*) ja f'(х-), koondub funktsiooni f(x) Fourier' rida 

summaks 

S(x) = t(.*-K 

Erijuhul, kui f(x) on pidev punktis x, siis S(x) = f(x)e 

Teoreem kehtib ka juhul, kui f(x) pole perioodiline, 

aga on määratud lõigul C-JTiJT]e Viimasel juhul punktides 

x = - JT ja x = JT on 

5(Л ) = S(-Л ) = X 

Kui funktsioon f(x) on määratud vaid lõigus i.O,xj , 

siis saab funktsiooni f(x) arendada Fourier' reaks sel 

teel, et arendame Fourier' ritta poollõigus (-л,л] selli

se absoluutselt integreeruva funktsiooni g(x), mille kor

ral g(x) = f(x) lõigus [o,JTJ . Valides 

ff(x), kui x € [о,л], 
g(x) = \ 

[f(-x), kui x 6 [- л,0] , 

saame paarisfunktsiooni lõigus Г-л,л] ja tema Fourier' 

rida tuleb koosinusrida (32), mille kordajad arvutatakse 

valemiga (33)« Valides 

f(x), kui x £ [o,Jt], 
g(x) = , r -, 

-f(-x), kui xe|_-jrfOj, 

saame paaritu funktsiooni lõigus [-л ,л] ja tema Fourier* 

rida tuleb siinusrida (34), mille kordajad arvutatakse 

valemiga (35). 

Kui f(x) on antud lõigus [-Т,Т] või on perioodiline 

perioodiga 2T, siis tema Fourier* rida tuleb kujul 

-г » E *£* * bnsin (36) 
n=1 
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kue 
T 

an = Ç ; f(*)cO0 dx (n=0,1,...), 
-T 

T 
Ъа = ? ( f(x)8in^îdx (n=1,2,...). 

-T 

^ea (36) koonduvuse uurimisel kasutatakse Diricàlet' 

teoreemile analoogilist teoreemi. 

Funktsiooni f(x) nimetatakse integreeruva ruudiga 

funktsiooniks lõigus [a.b]. kui korraga on olemas (hari

likud või päratud) Riemanni integraalid 
b с 

f(x) dx ja ! f2(x) dx. 

а ä 

Kui f(x) on integreeruva ruuduga funktsioon lõigus 

-JT,Л], siis Fourier' kordajate ruutude rida on koonduv, 

S.t, V t о о 
V- (a; >b2)<oo, 

n=1 

ning kehtib Parsevali võrdus 

T * H (aa * bi> = 3T j t2W dx. 
n=1 -Л 

Kui 

Ui (I*J + |bnl)< °°> 
n=1 

siis Fourier' rida (26) koondub absoluutselt ja ühtlaselt 

kogu arvteljel (-oo, <x>). 

Järgmine tunnus võimaldab otsustada Fourier' rea 

ühtlase koonduvuse üle mitte Fourier* kordajate kaudu, 
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vaid funktsiooni f(x) omaduste põhjal. 

Ühtlase koonduv ase tunnus. Kui lõigus f*л »Jr] pideval 

funktsioonil on f (-л) = f(JT) ja eksisteerib integreeruva 

ruuduga tuletis f*(x), siis funktsiooni f(x) Fourier' rida 

(50) koondub lõigus [-JT,JT] absoluutselt ja ühtlaselt 

funktsiooniks f(x). 

Funktsiooni f(x) Fourier* rida (50) võib igas lõigue 

|j0,x j с [-л fjrj liikmeti Integreerida, kusjuures tulemus 

on ühtlaselt koonduv rida lõigus -Л ,JT] ning kehtib 

võrdus 

X a oo 

j f(t)dt —^ x = ein nx S cos nx). 
О П=1 

(siin võrduse parem pool on vasakul oleva funktsiooni 

Fourier* rida). 

Näide 25. Arendada funktsioon 

( 0, kui 0« xch, 
f(x) = 

[_x - h, kui h< xc л, 

Fourier* siinusreaks ja koosinusreaks ning uurida nende 

koonduvust. Leida arvridade 

y]-X=12L Ja 

n=1 (2n - 1) у 0s 

summad. 

Lahendusj5_ Et arendada f(x) Fourier* siinusreaks (54), 

loeme ta lõigus [-•JT,JTJ paarituks funktsiooniks. Giis 

an = 0 ja valemit (55) saame 
JT 

bn = ~ j (x - h) sin nx dx = 

h 
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_ 2 
л 

_ 2 

-(x - h) со* nx 
_ л 

• a ( 
n ; cos nx dx 

-( JT - h) coaanJT- + —2 sin nx 
II 

« I !<-1> n+1 Л - h sin nh 

Et f(x) on pidev lõigus [о,л] ja f'(x) = О, kui O^x^h, 

f'(x) = 1, kui h < x$ л f ning f*(h-) = 0, f'Ch+) = 1, 

siis lõigus |0,л] on Dirichlet' teoreemi põhjal tema Fou

rier' rida koonduv ja 

f(x) =2 V Г(-1)°*1 -Л^Л - liSjSöl 
n=1 n j 

sin nx. 

Võttes siin h = 0, saame funktsiooni f(x) - x jaoks 

koonduva Fourier' rea 

-*z>> 
n=1 

n+1 sin nx 
n ' 

Valides x = -j}-, saame 

л _ 
T 

= 2 У (-1) n+1 
sm 

ПЛ 

T 

n=1 

= 2 2k-1 +1 sln(2k - 1 )"T" V-1 (-1)1 
E с-1)2" ü k - - i  = 2  L  
n=1 n=1 

kust 
00 к „ _Г 

- 1 - T* 
V] С-Ч)1- - " 

n=1 

Kuna f(x) = x on pidev ja järelikult integreeruva ruudu

ga, siis Parsevali võrduse põhjal 
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oo 7 x 

n=1 n -Б 5jT 

л 2 2 
= ̂  jr # 

о 

kust 

V1 1 - JT 
2_J T2 5Г* 
n=1 n 

Bt arendada funktsioon f(x) Fourier* koosinusreaks 

(32), loeme ta lõigus [-л,л] paarisfunktsiooniks. Siis 

b = О ja valemi (33) põhjal saame n = 1,2,... 

«П 

л 

# )<* -
korral 

h)cos nx dx = 

_ 2 
" л 

(x - h) sin nx Г - 1  n J 

* 1 

sin nx dx I = 

eos nx 
л n 

л = Г(-
л n L 

h 

•1)n - cos n h! 

da 

.Л- \ (x - h)dx = = i_£LzJÙl, 
Л 

Et f (x) on pidev, fC-л) = f(jr ) ja f*(x) on integreeruva 

ruuduga funktsioon, siis f(x) Fourier' rida koondub 

funktsiooniks f(x) lõigus [о,л] absoluutselt ja ühtlaselt. 

Seega 

«x, . . J. 
n=1 

- cos nia g cos nx« 

Ülesanded. 

Arendada järgmised funktsioonid Fourier* reaks 

uurida nende koonduvust. 

da 
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1329! f(x) 

1330. 

f(x) 

f(x) 

1331. 

1332. 

1333. fCx) 

1334. f(x) 

sgn X, vahemikus Г- jt f  л ) 

f 1, kui - л sc x<0, 

j 3 , kui О < X < тт 

f 2, kui OÇxcT; 

\ О, kui T< xc 2T 

I' X, kui - JT < x< О, 

f(x) = 2, kui X = 0, 

3x, kui 0 < x < 7 1  

x, koi -JT < x Jr 

= x, kui 0 $ X« 2 JT 

1335. f(x) = 37g" x vahemikus (0,2Jr) 

^2~ x vahemikus (-J T ,  Л )  1336. f(x) 

1337Î f(x) = I x I lõigus Г-тг, JT] 

1338. f(x) = |x| vahemikus (-T,T) 

1339. f(x) = x2 lõigus 

1340. f(x) = x2 vahemikus j 0,2 JT) 

1341. f(x) = vahemikus [-JT, л) 

1342. f(x) = x^ vahemikus (0,2JT) 

1343. f(x) = ex - 1 vahemikus (0,2JT ) 

1344. f(x) = e2" vahemikus (-JT , JT ) 

1345. f(x) = ex vahemikus (-T,T) 

1346. f(x) = eos JT x vahemikus (-JT, JT) 

1347. f(x) = sinJTx vahemikus (-JT, JT) 

1346. f(x) S sin лх vahemikus (0,2 JT) 

1349. f(x) = JT ̂  vahemikus (-JT, JT) 
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1350š f (x) = x sin x vahemikus (- jt , тг ) 

1351. f(x) = ch x vahemikus (-л, JT) 

1352. f(x) = sh x vahemikus (-JT, л) 

1353. f(x) = (л2 - x2)2 lõigus [-CTT.JT] 

Arendada järgmised perioodilised funktsioonid Fourier' 

reaks ja uurida nende koonduvust. 

1354*. f(x) = j sin x j 1359. f (x) = X -• H 

1355. f(x) = j eos x j 136О. f(x) = ln |ein|| 

1356. f (x) = sgn eos x 1361. f(x) = ln !cos \ I 

1357. f (x) = arcsin(sin x)l362t f (x) = ln tan || 

1358. f(x) = arcsin(cos X) 

Arendada järgmised funktsioonid Fourier' koosinus-

reaks lõigus |0,л] ja uurida nende koonduvust. 

1363. f(x) = 1 1369. f(x) = x eos x 

1364. f(x) = sin x I37O. f(x) = x( л - x) 

1365. f(x) = x 1371. f(x) = -ln(2 sin |) 

1366. f(x) = лf X 1372. f(x) = —ln(sin |) 

1367. f(x) = Л l2* 137З. f(x) = ln(2 eos |) 

1368Î f(x) = sin л x 1374*. f (x) = ̂  In cot £ 

Arendada järgmised funktsioonid Fourier' siinusreaks 

lõigus [0,л] ja uurida nende koonduvust. 

1375. f(x) = 1 1378. f(x) = JT ^ 2x 

1376. f(x) = eos x 1379. f(x) = x2 

1377. f(x) = eos лх 138О. f(x) = x(л - x) 
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1381. f (x) = ch x 1382. f(x) = -x cos x 

1383. f j£, kui 0$x^-j-, 

f(x) = ( 1, kui 

л ~ x, kui $ JT 

Leida järgmiste arvridade summad. 
ч°° oo 

1384*. V (-1)n-1 1388. V1 Jç 
n=1 n fel n 

1385*. У"" ? 1389. У"  ̂ J ОТ. _ -bi (2n-1)-= - • <2n-1)b 

1386*. <'~'l'l° ; 1390. У] ~B 
Ù <2n - 1>* У n5 

1387-. Г 1=1^ 

n=1 n 

1391. Integreerides funktsiooni f(x) = x Fourier* rida 

(vt. näide 23), leida funktsioonide x2, x5 ja x4 Fourier* 

read vahemikus (- Л F JT ) . 

1392. Koostada Parsevali võrdus funktsiooni 

1, kui I x I <- a, 

0, kui a< I x I < л » 

laoks ning leida arvridade 
00 ? 00 2 
у sin ^na у cos ^na , 

n=1 n n=1 n 

summad. 

f(x) = 
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V A S T U S E D  

I peatükk 

§  1 .  

1. 4^+C. 2. |x5/2+4x+C. 2« |x5/2+C. 4. ̂|x 5/8+C. 

5. -(53c+Vx)+C. 6. ^+x+C. 2- 4,10x0»85-

3. x- 4 -21n|X|-t^x' /5+C. o. x- ~f21n|x| +2Ç——+C. 10. -|x+C. 

11. * c. 12. £x2*'5 „ ̂x14/5 + Ce n. p/2 + 

+Х+С, Kasutada valemit (a+b)(a-b) = a2-b2. 

I4.a2x- |a4/5x5/3 â2Z3x7/3„ 

16. tirÄ+C- 22» ex-lnlx|- +C. 18. 5X /£)% 
_ ШГ5 5xV? — ln 5_ln 513У 

+C. 12. ̂ e;x+ln 2-x+C. 20. x+2ex+le^x+C. 21. -

- X£Õ'g+ln'^'fC* 22* sin x+3cos x+C. 2^. -cosOç+x)+C. 

24. sin(^;+x)>C. 2£. ̂ x- -^sin x+C. 26. |x - |sin x-

-2x sin2 ^+C. 2^. x c o s «  -sin x+C. 28. tan x+C. 29. ̂ x+ 

+ -^tan x+C. ̂ 0. -tan x—cot x+C. £1. -cot x-x+C. 

32. x exp tan 2-2 tan x-2x+C. 22* fcan x_cot x-4x+C. 

34. ̂arcsin x+C. 2x- ^arcsin x+C. £6. x-arctan x+ 

^ __3 
+C. YL* ln) x| + 2 arctan x+C. ^8. -x+arctan x+C. 22., x-

-2arctan x+C. 40. x sh 2-ch x+C. 4l_. sh x+C. 42. ̂ x+|sh x+ 

+C. Kasutada valemit 2ch2(x/2) = 1+ch x. 4£. ̂ x- ̂ sh x+C. 
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Kasutada valemit 2sh^(V2)=ch x-1. 44, x-th x-tC. Kasutada 

valemit 1-th^x = l/ch^. 45. x-cth x+C. Kasutada valemit 

cth2x-1 = 1/Sh2x. 46. th x+C. 42. 1x4th x+c- Ü§- th x-

-cth x+C. 4£. -2 cth 2x*C. 

§ 2. 

50. coA t с. taA t c- žš- 2л/ГТ? t c-

55. -cot(2 + ln x) + C. 54. esin x + C. 55. - arCgin x + C. 

5ê. - * c- 52« lni*2 - 5x + з\* c. 5§. t|(x4+1)V5+ 

+ C. 52«- 7<1 - x2)5/2 + с. 60. 2-у/Зх2 - 5x + 6 + Cc 

61. ln(ex+ln 3)+C. 62. ̂ In(e2x44)+C. 65. lnC^-cos^+C. 

64. In Iln x|+C. 65. - *~"+C» 66. - +C. 
— ^ 2arcsin x ~~ ŝln 

67. - -^cos'x+C. 68. sin e'*+C. 69. -2-Jcoe^ +cos2x+C. 

20. ̂exp x5̂ . 21. laiTT2*C- 22. а"^";УХ<с. 22. ie"^-

-Vl-x2,+C. 2ft* arc^an *+C. 25« arccob x'C* 2§* -lnlcos x| + 

+C. 2Ze ln|sin x|+C. 2S» -2-/1-x2- |arcsin 2̂x+C. 

79. a res in x--J%õ?+C. 80. arc tan ex-tC. 81. 2~J?+ch x+C. 

1 ti. f -v-^X Л13 1 1 
82. i(1+th x) +C. 83. ̂ —+C. 84. - у — jr+C. 
— 4 13 — Ь (2x-3) 

85.-5 (7-x)4/5+C. 86.- 1-/5^40. 8^. ̂ln|2x-7|+C. 

88. lln|ax+b|+C. 83. ̂  sin 3x+C. 20. -cos(x-4)+C. 

21. - ̂ sin(1-2x)+C. 22. - ̂cot(2x-5)+C. 95. - ̂tan(2-5x) + 

1 о x сЗх+ln 2 
+C. 2Ž. ̂ tan(3x- ̂ )+C. 2Ž. - ̂e X +C. 2§- P $ln 5 
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97 • т^а resin 4х+С. ̂ 8. arc s in ~+C. 22« ^a resin ^-tC. 

100. ̂ arctan 3x+C. 1Q1. -~arctan^yE+C. 102. ̂ arctan(5x+1 ) + 

+C. 103« -^arcsin(2x-3)+C. 104. arcsin(x-2)+C. Juure all 

eraldada täisruut. 103» ^aresin^* 1̂ +C. 106. ̂ arcsin^p^+C 

107. f+Sl4 2x+C. 108. I - S1g 2x+C. 109. -cot|+C. 

110. tan|+C. 111. tan(|j-^)+C. 112. tan(|+J)+C. 

ИЗ » arc s in ln x+C. 114. ̂ (tan x-3)^^+C. 115. 3aresin x+ 

+7л/1 -x2+C. 116. In In In x+C. II?« 2cos x-3cot x- - . 

118. 2tan|-x+C. 119. 2tan(^4^)-x+C. 120. ̂ tan^x+C. 

121. ln(2+sin 2x)+C. 122. cô x - ln|cos x|+C. 12^. x -

- —' щ 1 . 124. 2Vcos xf^°T x —1 ) +C. 123. tan x+4tan^x+ 
3sin5x v 5 / 

+C. Asendada 1/cos^x = 1+tancx. 126. - cos x - Scot x+C. 
3sin5x 5 

127. ̂ tan^x+ln|eos x|+C. 128. ̂tan'x-tan x+x+C.Võtta dtanx, 

129. aresin x-i/l-x2+C. I30. iyln(x2+9)- ̂ arctan^r+C, 

131. Jarctan22x+C. 1^2. -e"x- Ja'^+C. 222« ^(8х5+27)'|/5 + 

+C. 134. 2arctanVx,+C. Teisendada, et oleks dVx*. 

133. cos^+C. 136. -2-/1 -x2- ̂(aresin x)^^2+C. 

137. - ̂ j-i/l-9x2+(arccos 3x)^j+C. 138. aresin x+^=^,+C. 

139» x+ln(x ~+1 ) +C . 140. — дп — ла+ ~ Gö+C* 
~~ 97(1-x)" 49(1-x)yti 99(1-x)" 

Kasutada võrdust x2 = (1-x)2-2(1-x)+1. 141. ̂  

.e 

99(1-

+C. Kasutada võrdust x = 1/3-(1-3x)/3. 
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Hi2. arc s ivMj~+C. г<£. ̂ sin x^+C. 144. ̂ (1+e5x)3+C. 
•V51 

2f£. - ̂ cot 9x+C. 146. ytan 7x+C. 142. 2(exp^-cosVx)+C. 

^arcsii^ - IVa2-x2+C. 14£. aarcslnVx'+C. 148. 

1^0. - ̂ arcsin|+C. 151. - ̂ Ln 

152. -a^âS!*c. 

V2+V2+x2 +c. 
VU-*)5 aV(a-x)3 

54. -ln 
V2-

V2x+-/ic4+1 
~~T 

-_1 

1Ž2. 2 

+c. 155. ге^+с. 1^6. г^5^1-

+c. 

-2arctanVe^-1 +C. 1££. lnš-^l+c. 1^8. ̂ r(3ex-f4)-V(eX-1 )5'+C. 

2^9. - ̂ aresin2 -^+C. 160. ||х5/Ч-1п(1 + А/?)] +C. 

arcs in x+C. •"'61. ^|(4x+3)(x-1)4/5+C. 162. XV X̂"4 

-3l-\/x2-4 -2arccos ||| +C. 164. -v" +C. 165. •-^ v̂4-x2+ 

+2arcsin^+C. 166.\Л-^_д/fQx~) + C. 167. ̂ ln2tan x+C. 

§ 3. 

168. sin x-xcos x+C. 169. xsin x+cos x+C. 170« xâ  ̂x -

- 2x̂ cos 2x+C. 121. ̂ i^"8cos 3x+-Ž2L_^§2£±Žsin 3x+C. 

172. - 2x̂ ~1cos 2x-^sin 2x+C. 173. x ch x-sh x+C. 

174. ?x̂ 2sh 3x- ̂ ch 3x+C. 125. (12X2-96)COS|+ 

+(2x5-48x)sin 5+c. 226. -(x+i)e"x+c. 2ZZ* " 27х*2'6 5X401 

2 
178. -2(x2+x+4)e_x'/2+C. 179. ax(— 1—7~~) +C • 

ln a ln a ln-^a 

180. x(ln x—1 ) +C. 181. — —w(21n x+1 ) +C. 182. x(ln x — 
2 4X 2 3 

-21n x+2) +C. 183. X g" ln(x—1 )— X 42X+C • ^84. (-^-+3x)ln 2x-
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- fü -31+0. 18ž. . ̂2-

x°<+1 1 p 
186. -—-pj.(ln х- +C. 187« x ln(x +1)+2arctan x-2x+C. 

188. xaretail х- £ln(1+x2)+C. 189. ̂ ^-aretan х- Зу+С. 

222e ^(x4~1)arccot x+ т^-|+С.222* xarcsln x+-/l -x2+C. 

192. x ln(x+^/ü?)--/l +x2+C. 193. х- i^-lxb^l+C. 

194. ̂ r^fln2!- ̂ln x-*|)+C. 195. - ̂(ln2x+21n x+2)+C. 

ex " 
196. iC. Integreerida ositi, võttee u=xe . 

122. gia 2X-2CO« 2x0x ĉ< ̂  со» 2x+2ain 2хе|х+с> 

1_22. "28ln ?13?CC" ?>e"2x4C. 200. ?8ia ?x-2e°s ?xp-2x4C> 

201. 2«1» a/2g4c- *Vx^ 202s -4sin 3/2-2C0S V20-x^ 

e3x 
203 о ^»^(ein 2x-5coa 2x)+C . 204. -x cet x+ln j sin x|+C. 

205. x * - —tan x+C. 206. š(ein ln х-соя ln x)+C. 
2cos^ 2 p 

207. x/2(cos ln x+ein ln x)+C. 208. xtan x- ̂y-+ln |cosx |+C. 

-,1- - л 1 *л p 
209. ̂ -*+^xein 2x+gco« 2x+C« 2lQ. g(2x -l2x-eos 2x+6sin 2x-

2 
-2xeis 2x)+C. 211. liiieinxj™(x+2)cot x- 4- -2x+C. 

1 2 1 p 4 и p 
212. ̂ r+zrx-sin 2x+7tXces 2x- ̂ sin 2x+C. 213« xarcsin^K+ 

+2areein x-\/l-x^-2x+C. 214. arc tan x) '-xsretan x+ 

4*ln(1 +x2)+C. 215« 1+x2arctan x~ln(x+ V1 +x^) +Cc 

216. In j ein x|- xeofc х- y+Cc 217. ̂ ^(Эаха^-Заш 2x+2)+Cc 

218. 2c 08 2x-e in 2x+1 )+C» 219« 6 (x-2 ) s inVx'+2 Vxf 6-х) с os V$+ 
+U, 220. 3 [(2-̂ Vx̂ )cos Д/х+2 -3/x1 sin -̂ /x̂ -C. 
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221. 2eVÏ(Vï-1)4C. 222. 2(ceevS'+VSEBi3iv5E)+C. 

222. (x-1)ln(1i.VS)- 5=2^. 224. ̂ -De^+C. 

225. ̂ arotaa х- ̂ ~+gl*(1-MC2)««. 226. б^х^чАзл *• 

•2lm(1+x2)-6acarctaa x-2x^arcta& x] *C. 227. la(|x|/\/l *x?)~ 

1 1 s 
- ̂aretas х- ̂arofcaua^x+C. Kasutada rõrduat laö+x^-x2, 

228. 2^£ 4̂1la|l„x2|4<;e 22â# „ Ç1-x)exp areta» ,|g> 

V*~x" 2-y/i«2' 

220. n^lSSL^ÈSâJE^. 251. 2eV$(r2
1^-5x2420x^-60x+ 

2 Vi-«2 öX2 

•120V5C+120)*C. 232. ^-(x6*5x446ac2*6)+C. 255. J(2x+ 

+2V30iln 2vT-*cea 2V5c)4C. 254. ^(2x-2Vx+2' ala 2Vx*2-

-coa 2>tiEiŽ)+C. 235. ^2£2®ЛД1а|1^l^c. 2^6. arocoalçl-
"г г / ЗГ о 1 — ' * I 

-VI-X2 2 n xl 

§ 4. 

259. 5!» 
(х-И )(x+3) 

žäl. Inj > <У>5 
(x<-3)c 

L28 

237. ln( J x+11 /д/2x+1 ) +C. 238. 1п|х-2|+1п|х+5|"»С. 

4C. 240. ^In|(x-2)2V2X+1']+C. 

-tC, 242. x+g 1b|x|- %1ü!x-2 r 

•^§la|x-3| *C* 255# ln| 2x-11 -61n|2x-3| +51a|2x-5|+C. 
^ / 51. 

244. 5Ç+la!140. 245. »^Iaj3x+l| + 

^|ln|2x-3|- jln|x|*C. 246. ^ - ̂ +3x4jla|x-l| - ̂ la|x*2|* 

+C. 247. ^x*ln|x|- i|^lnj2x~lj - f^lnj 2X+11 +C. 

30 
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|x-yg 
+-l-LA +C. 

I X+V? 2V? x+V^ 
+C • 249 • j x^—1 ; +C » 

252. lnjхТг! +xllT+Ce 552* х+т!*0, 2^4' la!x*"2i~ 

- ——т+ —-—2+C. 255. 2 ln||4|- jf 2̂ —*0» 256. ̂  -
3(x-2)^ 2(x-2) 4 ,**2' x2+6x+8 21 

- §ln|x|+201n|x-3|- ̂ lnjx-2|+C. 257. 41а|§Й| J^"6 +C. 
|X~c:i x -3x+2 

258. »y+la j x+11+C. 259. х̂ +1дУ^х Ixf^ ̂  l0* 

260. ̂ ln |x2+2x-2 j - ̂-In jx+1 j +C. Eelnevalt teha muutuja vahe

tus u=sx2+2x-2. 261. - 'flnjfigi * 262* ̂ ÄrctÄn x+ 

+^ln '<s,»,..+c. 263. ̂ la|^||- -^arctan x+C. 

264. 1п(|х|Д/х2+1)+С. 265. ̂ ln-^LL^-larcfcan â£=2.K:. 
Ь x2-x+1 V? VT 

266. yln |fg11 , ) »#rctan S™̂ +C. 267. In —+ 
5 t/x+X+1 ̂  ^ —- 'x ' 

+ijarctan +C» ^68. ^ +la 1 —arctan x+C. 
d 2 2 Vx +1 

1 x4 1 1 
262- Zln 7—7;2;"'g"T" ™ 2*rctan X+C. 270. - -Г-* -arctan(x-2) + 

(x+1)*(x*+1) л х~г-

+C. 221. ̂ln|x+l| - Jln(x2+1 )- jr 222. In 

^arctan § - ̂ arctan ž^i+C. 225. ̂  -2x- |+21n(x2+2x+2)-

-2arotan(x+1 )+C. 274. vln 2—arctan - —~-+C. Lahutada 
x —x+1 2V31 хл/31 

niaetaja teguriteka, kasutades võrduefc x4+x2+1 =(x2+1 )2-x2. 

^ j -- /р1  ̂ pl 

2Z5* ~2 1 « -jv^rctan - • -w+C. Lahutada nimetaja tegu-
X—XV 2+1 1-  

riteks, kasutades võrdust x'4- +1 = (x2 +1 )2-2x2. 
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2Z§» -j-2ž^iž^larctanx+-gare tan x^+C. Kasutada võrduet 

xG+1 =(x2+1 )5-?x4-3x2. 277. ^ÛxîlâlÀrctan x+C. 
eCx^+l)12 8 

278. x ж + -iarctan f+C. 279. ^ + ï *+ 
18C9+X2) 54 5 21б(х2+9) 36(зГ+9р 

• 1 irctan —+C. 280. >—arctan(x+1 )+C. 
3 2(x +2x+2) 2 648 

Ж. —Гагеfcan x+1. Ž<x+1> . -JSi3E£21 
648L 3 Xc+2X+10 (Х2+2Х+Ю)2 

•С. 282. 

2x+1 2x+1 4 2x+1 +•—»—aretan "•' • tC. 283. ч д» t- • • -ц» • ' cure tan •• • 
4VST V21 6(х2+х+1)с 3(xSx+1) 3V? VF 

fC • 

»1 
+2х+2 4(х2+2Х+2)2 

••С. 285. ^e^ctanCx+1)-284. |jarctan(x+1)+| ^ 

- ft^+lS* 286. »jilnlxl- Tj4ln(x2+1 ) +Jywln(x2+4)-
8(x +2x+2) " ^ Б 288 

'™ *C. 282. žzl. -InIx+11 +lln(1 +x2)+C. 

288. 

24(x 44) 

tan x+C. 289 
8 ( x + l  )  8  

x + x + 2  

x^+15X . 1 • %*•—•ч*' — 
2l6(x^+9) 648 

?—rg1 aietan —+C. 

290. -
8(х-1)(х+1Г 16 

5 

+C. 222. torctan(x+1)+C 
x +2X+2 

| 2 .  — — " * x »  i -ln < arc tan x+C. 293« - 12х *^Xg1 -
- 4(x-1)(x2+1) 4 x +*1 4 ^(x^-x^) 

61nj^*C. 224. -g-l Ü2Ž« ^T2! .IS * 
' x x (x +1 ) 4(х<иг 

+ ^-aretan x+C. 

297, - "*ž2 - Sparet an x+C. 
8x(x +1 ) 8 

2-  , Xn(.xU2) _ J K̂tm J«.. 

4(i2*2) 2 4v5" vT 

3(x +1) 

- rir "'"Ä«-ж-
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301. - 2? ^ .  — - a r e t a n  ~  -  a r c t a n ( x + 2 ) + C .  
8(x*4)(x-*4x+5) 16 2 

302. a+2b+3c=0. 303« pc +ra=2qb» 304» Arvestada, et 

u=1+(a-b)/(x+b). 505. -Lf- —L+§+l51njt|-20t-3t2-2t5 + 
218? * 2td t 2 

4 -- 2 
^OS tafTij « 306. ^•36— "^5 -31a 111 ) I kus t 

307« (— ~t+"^ — '•**—201n 111 +l5t-3t&-^7)-fC, kus t=ž—ž, 
3t5 t2 t 5 x"2 

§ 5« 

308« 2^-2ln(1+v5cD+C« 309» |t4- |t2- |lnjt-l| +^ln(t2+t+2). 

- -iZarctan Щ~~+С, kus t=Д/2+x'. 31Q. 7 Vxï? +Cs 

SVT1 VF 5 

£ü* -^VŽ^TT 8̂"*8" kua а="^тк-

212. - C. 512. ̂  Л/ |î|*c. Hit. in 
(i»Vï)10 

'd^- ̂2 i * - 3  5 / 5 - 8  4 / &  

>6 $J?+4Q Ц/Я+3ln(1+ 1-̂ )̂ ln(̂ - 1-^/?+2)-

- iZlarctan 2 316. ^ln • g - ?X 7-—r -
V71 V7  ̂ — 4 (1+6VÎ)2(1-6V?+2 W 

^-arctan 317. 1 * - -—J-—+C. 
2V7 V71 (1+^V2) 1+A/5P 

3^8. 4»" lln j u+1 j -friln(u2-u+1 )- ̂ žeretan —~r+C. kus 
_____ vT 

*=лГШ§- 529. eg(x+1)3/2'- J(x+1)V5+y(x+1)7/6- ̂ (x+1 ) + 

4(х+1)5/б- J(x+i)2/5]*c. 520. - 2Vli5! - m aÊlSil 
5 x -\£x+ïVi 

321 « - -^СЗ^Ох+вх2) VxCI-xy+larcsinVx'+C, (0< x<1). 

+C. 
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122.-/Загсtan - lin ^^g iC ,  ku s  z  =</^ i l  
V5 2 1-z+z2 v x 

(̂ -2)HSfl'̂ °* **• 3(44̂ т|и)<с. 

kus t=V2x--l'. 12g. з|(|Й)3/5- л|(|^.),/г
+C. 526. I (|гг)1/3 

Г iSZ. ц|«^| -^5»c. 528. 2-5!^ 

Д 1 л  - — k u s  z = x +  л / х 2 + х + 1 .  3 2 9 .  £ * + f  y x 2 - 1 -  r l n i x +  
2 |2Z+1K ^ г -

J — •• у I 

+ Vx2-'1 |*С» 550. In!~1 j-2arctan z+C, kus z=l±Ûz^EzE_. 

551. тГх^+д/^х2"1)3 I"*0« 332. —In -^Й^+1п(т+ vAn ) +C. 
5L J 2V2" л/2+2х+х 

^ " :^cbõ ~ i<^?+ зН-2!-•rož4"1K 

Ž2Ž' 111 St - -peretan ^f,c, kus u=vi2*2i-t4. 

-75*1 +2z 

>/5*-1—2z 
fC, kus z=-x+JxC\+xj, 355« 2(?"4z)g ч-^ln 

5(1-z-z ) 5t/5^ 

336. yi+x+x2+-ln 1>2x+27lW c> 337# x=[-1,l]. 
: 2 (2+X+2V1 •x+x j — 

338. X=(-1,1]. 559. X=(-1,1] . 540. X=[-1,1). 541. X={[-1,0) 

(0,1]] . 545. ln j 2x+2 +2 д/ x2 +2x-1 ' | +C. 544. -aresin 

545. iln 18x44+4ЛУ4Х2*4Х-5 I+C. 546. -^ln 4x-6+2V^У2x2-6x+5 
2 I v ' — I 

+C. 547. -arcsin(5-2x)+C. 148. --aresin Itj^+C. 14£. Arves-
, , V3 , 

tada, et (xk~ V ax2+bx+e) '=рк(х)/л/ах +bx+e, kus pfc(x) on 

к astme polünoom, ja võtta Р(х) = Л *• ^ , ck^k x̂̂  ' 
k=1 , 

mingid kordajad. 550. x-^Jx2-2x^-5ln(x-1 +-Jx2-2x+5) +0. 

c,_ on 
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/ 1 2 
351. 14a re s in 2^1 - ̂Ох-^л/З-гх-х* +C„ 352. - лЧ+5*+2х % 

*-xA*2x-x2-4arc8in ̂ £+0. 353. x2-^»20 -$1п(х»2» 
V2* ^ 

+ У?+4х5)+С. 554. (y- - ̂ +37)V^2+4x+3-b6La| X+2+ 

+-Jx244x+3 j +C. 555. |(x-1 )Л/Х2-2Х-1-1П|x-1 + Ух2-2х-1 j +C. 

556. (у- - ̂+g)^/x2+2x+2+|ln(x+1 +-\/x2+2x+2) +C• 

357. ̂ (x- -и—Lni V3x2-3x+1 4У (2х-1 ) ! +C. 
3 "" 8V5 ' 

žžä- (т* - ̂>л/ x2+1 •^1п(х+лД2+1) +C. 359. (x~+5x+56) * 

* V-x2-4x-7*11 21n jх-г+ух2-^«? i+C.-560. (Ç. - 2gl*2|x -

- ̂4i)Vх2+4х+5+Д^1п(х+2+Vx2+4X+5) +C. 

562. In — lxi iC. 563. arcs in ~+C. £64» - — x 
2»Х»2-УS2+X+1 Хл'- V*f 

4„4 j«, _ J_ln|x.W6Çai1^ 
I 2"' . YÎ5 ! 2x~3 

5šš- ̂ ^1 - •re*««!11 žti-C- isz-

•С Ф 

- iln V2 

*л/Р+2х-1 + 3 Inj x+1 + -y/x2+2x-1 j - йДп! XV2 + Y*2*2*"1l+C. s I ! x-1 ! 

Arvestada, et x^ + x - 1 = (x2+ x + 2)(x - 1) + 1. 

л/~2+ »2x~r2 
i-x +C» Üä« ̂ (x»1)x 

370. v'X2 +2X-4+5a rc sin >ln x+1 + 'y*x2+2x—141 +C« 

371.1s I x + 1 + V?+2x+4j- -Lin «2 

x-vX2+2x*4 +C. 572 > 4a(cp+bq) = 8a2r+5b% kui a/-Q. 
ГГ 1 

375. arc с os -^-+C. 374e » -Lin 2bS±2,uà-±l *<;, 
x+1 V? x-1 
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'+1 + -Ух4+Зх2+1 
•»С. 375. 21a. j 2 2L 

376. la ; z^x3.^2-^. +c. 522. -Ща  

xln 7 * +3^ « ̂ arctanJ^p+C. 22§. 21a '-*+2V*2+*tl 

-/x+1-xv? 23 "V 

+ln: 2X+1+2- +C. 579« 2yx2 +X+1 Л/5с>С. 

§ 6. 

£81. 3!*ln 

x^i 

380. |xVx+^x V x54^|x2 -v'x+lx^+^^x2 Vx^-tC. 

èbr ж; ̂ (̂ -1)-
- т1п,д//(х2+1 )2+ д/x2+1 +1 j+žerctan £—/ ^ 

L J -Уз 

Ж» в Vo«3)8- 5 Vc^x5)5'^- ž§4. ̂ in 7~~5 -

1 . 2u+1 arctan 
5Г2~ V+1 

(u-1) 
/и 4: 1 +x +x ^ц-t* i ~ , -y X + « 10r I-, V I tx 

—Tr" » U = ~ * ^§2* T ~%r-4 v " -/3 Vя+x -x V3 
1 _ , 4/Î +X4 „ 1 1 +x - --arctan v + C .  386. 

x 2 Vü 2̂ 

587. ̂ x"12(x4+1 )5 + C. 388. ̂  "зУ— + Ce 

389. - - —±Й*^_4С. 390.3arctan Vx 
8 x^+x3)275 — ^ ^ (1+ </xD 

391 » ~ ~ —Y- w+C. 592* 6("w ™ +t3—t)+Ct kus t =-/l+^/5? < 
2 (</x+1)2 

•j? ^ , ß 3 
''93. -л^+^—i-t^+t+C, kus t= v̂'x2—1. 594. — ^y~+t+C, kus 

+C. 

; = . 395. ig - ̂ t7+|t5-^-fC, kUS t=V
ZX2+1 . 

' 1 

~ g" • 397.лу'х +"i+C. 398. ^ 

xb 8 "2 

.J2 t +102 t +10 1̂п|ЪЁ|4С, kus t= 

48(1-^)^*192 (1-t2)^ 384 1-fcd 768 M+t 
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399. l(t- 4)Л. kos 6=1/Щ. 400. |i-T 
2 3 V7 9(t3-1 )3 162(t3-1 )2 

*-2~ln -^-erc tan 
243 1+t+t z  8+Л7  

401 

40J. -laretto - ̂ ?,c. w. * 
V? 

-In -> <«»-~arctan kue t—i /—r1. 
5 1+t+t2 8+VT VT V x3 

. Jln - 1 402. £(4v£V 

- -In n-f-1 
xvT 
1 
——aietan w 

4w. " а 
2(jrVt) 

' Л ?  

6  ̂z-, " -V? 
- — iy£s irj 

5 —T<j-*5 

kos u= 

405. 12 *C, kus u=1 •*• д/х'<= 

406. ^д/<х4х2)3- -Mr— y>-^2*gln(^+ д/йх) kui х> О, 

407. 
2(*p+1) 

- —In - "^arctan ^Szl+c, kue 2-aV .  
* z2-s*1 2 VF x 

408. ^(x4+1)^+C. 409. (^x3- |x)V^4ln(x+yKl)^. 

410. ̂ ±̂ 2*lŽin 
&х~ч/1 -fx' 8 

Vi ч-х-1 

лА+Х+1 
*С. 411. In 

2 

УгхТГ-т 

л/2х+1Ч1 

yaž+r 
•С о 

£12» -~*С. £&. -In ДД2±1+ 2-*retan ̂ Uc, fcas 
6 z+1 12 E--S+1 2V^ zv^ 

kus z= -\/l+x6'. 4l4. бЦх275^ i / 2^x1/5+x1/6  +la|^/x-1| ] +c. 

413« In *c. 416. -llnb^=fi 
(д/xVI)6 W ivSE+B+Vb 

ÜZ» 2(^/5-1 )3/2*o. 418. 5: [Jv6 

*c< 

•2x 

415. 5 

CV6 

I« 

+c. 

^vOT^^+2x^. 419. SX^Z °~4x^7 2+1 Sx1 

-21 arc tan x1/64€, 420. |z5-2z5+3z-.C, kus z=^+Д/ас^ё 

421. -z+|S3- к на Z=-/1«X2. 422. |z4- |z9*C, kua 

z= V1"4* ižže "ТГ1пItžrb iarctan kus t«"У23^*1, 
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 ̂ yfKkœ t=y9*-

ÜŽŽ* r=|, kus k=t1,+2,... »34. r=2k+1 või r=2k-

k=0,±1 ,±2, 455. iga г korral. »36. r=k või r=k+£, 

k=0,±1,±2, 457. r=0,±1,±2, 436. r=|, k=±1, ±2 või r=^^[ 

k=0,±1,±2 , 459. r=|, k=±1s±2, või r^l^, k=0,±1,±2. 

440. r=k või r=k- k=0,±1,±2. 441. r=k või r=| -k, 

k=0»±1,±2, 

§ 7. 

442. »jt<50S3X(3COS2X-5)+C. 443. - gC0S42x+C. 

444. C09̂ 2x - C0| ̂+С. 445. ln|tan(^-+|)| +C. 446. ln|tan|| + 

"T 
2sin x 

1 

-+C. 

449. -rKtan2x-cot2x)+21n tan|xj+C, 450. tan x+^sin 2x- ̂ x+C, 

451. -ilnifcan §1- co8 j -+C« 452. £^Ц^-1п |tan(-+2-) I+C. 
^ 1 21 25^^ гсоз^х 2 I 2 4 I 

455.. 3in g +2 ч-in j tan(ž+-40 I +C. 454. tan x+*tan5x+C. 
4cos x 8 cos x 1 7 

455, - 1 
? -21njsin xj+C. 456. » Jcot4x+C. 

d 2sin£Sc 

45?. 45g. x„ 1 ot5x«ot *.C. 
5tan x ^ 

459. ̂ tan^x- ̂ fcan^-ln jcos x|+C. 460. x- ycot7x+^cot5x-

л -7 л Л Л —с os тг 
- wcot̂ x-rcofc x+C. 461. • ' чт-t-C. 462. -In :—r + 
5 cos 6 (1 +cos хУ 

3i 
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•̂ ln(2+coe x)+C. 463» 2?cot Ц - ̂cofc3 ~y*C* 464. gini 

3̂ _ Isin x-1 I „ ,.rr- 1 _ i sin x-5 i .л, „сг li- 1-cos 2fc 
- Т^НГТ+Ч"!40' Üä» ï^lsin х-П I 32Se 2ln cos 2t 

+C. 467. Jln|4r||̂ -|i+ ̂ ain xcos x+C. 468. ̂arctan(2tar̂ ) 

+C. 462» g tan x+glnj tan xj+C. 470. jarctan 2Ž.an̂ V̂ '*Jt' +c. 

471. 4™" - gin j tan f l+C. 422. cos x(c»s x-sin *1 _ 
Sain*" x/2 1 1 

- 4-lnjcos x-sin XJ+C. 473. ln g , x"^' - -
^л/ t&nTc+tan x+1 

- "^arctan 2 t f t a  X*1-+C. 474. - wfcofc x+--arctan(-^™--) j +C. 
3 V31 2L V21 V51 J 

42So ln|l+tan f l+C. 426. 25X- ^|ln|tan x+2|f x+g) -

- ̂ lnjcos xj+C. 477. X- -—prctan —+C. 

1Z8. lin fô»s^  x]'C- Ж* ^tan(^)+C. 
>, 3tan*+1 

480. arctan(1+tan ^)+C. 481. -^rctan ——~—+C. 

482. itan x+—arctan(-\/2tan x)+C. 4 8 3 .  — a r c t a n  x  -
- 2 2V21 2V? V21 

- 2-cot x+C. 484. ^ln jfcan(^+*p j +C. 485. In| (tan 3y - 5)* 

: (tan j -3) I +C. 486. -—arctan ̂ p-S+ç. »87. * 

xln 2tan х+З-л/^З 

2tan X+3+VÏ3 

1 
+C. 488# •pin tan x—5 , Q дао _ 1 

Tisr* l+ c- i§2. 2V? 

*ln 7^ - 8lD 231 t 0. 490. -laretan (V21 tan x) t C. 
V2 + sin 2x V21 

421. «х- Н̂ аГх/̂ Ь. »[71пЬС08 х*81п X|*T7X« 

493. arctan(tan2x)+C. 494. - ç(C0| 4x+cos 2x)+C. 

11 11 
495. - gcos 4x- »I^cos 6x+C. 496. ̂ sin 5x+^sin x+C. 
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Ä9Z. ism 3x- ̂ eia 7х+С. даа. 22|_SE _ £2̂ +0. 

Ü22e si?ö^X " 3±5^2^- +c» 502« |sin 5|+3sin §+c. 

Ж- |cos I - ̂ cos x+C. sin 2^ixcg e  2bi C .  503. 

~ S in^^ t+  ^+C. 504. y(2x+sin 2x+2 sin 4x+^ein 6x)+C« 

505. ^cos 7x- ̂jcos^x- ̂ COSX+C. 506. ^cos 6x- f^coe 4x-

- ycos 2x40. 507. 2fge*Jtt I2x+ygein 8x- ^sin 2x+C. 

22â* f - l^cos " *[l| cos 7gig|cos "^*C. 

509. - тщсов Hx+^gcos 5X- JCOS ЗХ+С. 5Ю. •̂»SL̂ G4 xi e|^6 xi 

+а I ̂ §ff^+C. 511. - »f|cos 2x-»^|cos 4х-»тщсое 6x -

- -5-cos Sx-tsy^008  12X+C. 513» - ̂  - ̂ ln|sin x+2coe x|+C. 

514. ^+^ln|ßsin х+Зсов x J 40. 515. ^x+^ln|5cos x+ 

+2зin x j+C. 5I60 Щх- »ĵ lnj2sin x+3cos xj+C. 

518. -^arctan ta*jy^+lni 2+cos x| +C. 
V̂ x̂ 2 ' 

519 e -22arctan Д1п| 3+2sin xj+C. 520. x-tari*+C„ 
" V5" 2 1  ̂

521. I - ̂fcan(| - §)- ̂lnCVl'+sin x+cos x)+C. 2̂2. -x+tan x+ 

+c-~̂ +C. 2ŠŽ» Iх" ilnj 3sin x+ttoos x-2| + 

+ 4=,m 
5V211 

j7+^C2tan x/2-1 ) 

V7-V51(2tan x/2-1 ) 
+C. 524. - -^+^ln| ein x-2cos x+ 

I 5tan §+1 о * j 
+3 - |arctan -—5-^—+C. £2£. >jfr- ^ln|2cos x-3sin x+ 

+4|Ärctan ÜSL̂ =Ž+c. 
! vT vi 
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II peatükk 

§  1 .  

Ь2-а2 л0/, с,с ™ 1022 
5s-. 522. 19/3. £26. е̂ -1. ̂ 22. 

521- dTT' 5Î0. 255/1. Kasutada valemit 3̂- |"n<g*1 ) 
k=1 L 2 

Valida xfe nii, et nad moodustaksid geomeetrilise progres-

/ I Sl] siooni. 532. ln 2. 533. -1. Kasutada valemit Ž_j sin kx= 

=  ̂ sin 534. 2. 538. Kasutada teoreemi: kui to
sin I 2 

kestatud funktsioonil on loenduv hulk katkevuspunkte, siis 

on ta integreeruv (vt. Kangro, Mafcem. analüüs, I osa, 

1965, lk. 363). 539. vt. juhist ülesandele 538. 542. Näi

data, et f(x) ei ole integreeruv juba lõigul [0,1/2] . 

544. JVÜX te. 545. j 546. J —Mz, 5äZ. ± f -Щ-. 
О о 1+x о л/4-x О COS X 

552« 552- -Г7Г- 550. 1= 2. 551. 

§ 2. 

553. positiivne. 554. negatiivne. 555. negatiivne. 

556. negatiivne. 557« positiivne. 558. negatiivne. 559. po

sitiivsed, esimene. 560. positiivsed, teine. 561. positiiv

sed, teine. 562. positiivsed, esimene. 563« positiivsed, 

esimene. 564. negatiivsed, teine. 565. positiivsed, esi

mene. 566. positiivsed, esimene. 567. positiivsed, esimene. 

568. positiivsed, teine. 569. negatiivsed, teine. 570. po

sitiivsed, esimene. £21« positiivsed, teine. ££2. positiiv-
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sed, teine. 573. esimene positiivne, teine negatiivne; esi

mene. 2exp(- J)« 2e2. (e2-1 )exp(1-e2) $ J « 

 ̂e~2(ê -1). л2/72 -Д/З̂  Л2/48. 577. лУ1Ч 2J$ m/?. 

2Z§* 2л < 9Ĵ  4л . 579. 1 $ J< V2*. £80. VŽ4 л 2v£. 
 ̂ -ЮО . -100 /=—, 

5£Le —200 $J$' 1 0 0  •  5 § 2 *  0 <  ( у 5 3 т  -  v - Ž ^ - )  .  

2 * 3 • 586. »2,77. 587« чл p. 

588. aresin ~-š 

§ 3. 

5§2- 520. 521. -V̂ . 52S- - ib;-Л/1 +X+X X ХД Л 

593. xe~x. 524. 21n22+4ln(2x)+ln2x, 5 9 5 .  3 l n  x .  
2Vx 

2 
597« (sin x-cos X)COS(JI sin̂ ). ̂ 8. —G,- £̂LG .̂ 

599. у' = -e"y2cosx2 . 600. y' = ** \n fc. 601. -t 2  . 
t2 

602« -3» -5 . 603. —11 2V? ® -̂e"*3. 604. ̂  eos 1, ̂ cos —j. 

605. y" s т̂ у' (—-+—»r+ — »5 ). Teise tuletise leidmisel 
2  x  x - i  x ^ + 2  x ^ + 7  _ — — I  >  

kasutada logaritmimist. 606. у" = Щдj*>x *2  ̂й?) x 
 ̂V arccos x 

•zf 2x 8x7 2x .5 \ 607. у" -
I 2 ~ ТПТ ) 2£Z* У - arccos x 
x +2 x -3 yl-x arccos x x 

, 1 Rx4 - , 1 x rnn ŝinx , sin x. 
+2cot x̂ —•••• -n, ). 608« x (—-—+ 

2(x-?-42) л/1-x arccos x 

+cos xln x). 609» 2x2x(2x ln x+2x+1). 61Q. (x2+'l)£j"n x x 

* [cos xln(x2+1 ) I j* sin xl. 611.. maksimum kohal x = e. 
L  x + 1  J  

612. maksimum kohal x = (2k+1 )л . 

miinimum kohal x = 2km , к = 1,2,... 
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615. asksiatm kohal x = 2 miinina» kehal x « 0« 

614« maksimum kohal x = 1 c 615. miinimum kohal x * — ^ ' e 

616. miinimum kohal x * -\/l* ŽlZ* kumer vahemikes 

(0,1) ja (1,e), nõgus vahemikus (е»со)» kohal 

x я e on käänupankt e  618. nõgus vahemikus (1, °°). 619» ku

mer vahemikus (0,2), nõgus piirkonnas{(-1,0),(2,oo)J , kää

nupunktid kohtadel x = 0, x = 2. 620. kumer vahemikus 

C2+j/^?,1)t nõgus piirkonnas |(2p, , (1,°°)J, 

käänapunktid kohtadel x = x = 1. 622. 1. 623« 1. 

624. 1. 625. 1/3. 626. 1. 

I 4. 

627. 7/3. 628. 100/3. 62̂ . ln 4+|. 6̂ 0. ̂ Xn|. 

631« 1- 632. -f-0 6^» л „ 624. th(ln 3)~th(ls 2) = L 

635» 636. -ln 5. 637. л. 638. Ŝ narctan 639. 1. 

640» 6. 641. -arctg 642. 9§« 645. е- J. 644, 

645. ЗГ » 646. 0. 647о 0 . 648 . 28,8 . 64̂ . 0. 

Š20. 2JT . ggl. —+Щ . 6£2« 3(ln 12-1), 52. f- -

654. 1- 655. » 'Kasutada valemit (7). 656. -2тг . 

1 5 
657« -g(a +1 ). Rakendada valemit (6) kaks korda ja lahendada 

saadud võrrand integraali suhtes, 658. Щ, 659. » f* 

660. 661 < h 2зг — 662. 665. —12» 664. ipp. 

665. 666« ln 2« 667. 1—eos 1. 668. I?» 669. 

670. aretan ln 2. 672. Зэ|» 673. , 
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ŠZŽ* §21» S2§. 677. 628. 4 -2 ln?. 

622« 1 ~ ln4. 680. 35ri -521n 3. 681. la-i - -^-arcfcwP^ŠL 
p v59 ~ 

682. arc tan 683. -J-. 684. 2-ln 2 . 685. -4?e 

~?rctan -Д» 68?. ^U. 688.6ln |. 689. 690. Зл/8. 

621- 2» JT/2. 622. Jr/3+̂ /2. S2Ž. 28a|. 6̂ . - ̂ln 3. 

62^. ^ln l^s. 626. 622. 62§e in(i+e). 

622. " T2ln 5« 222« J- 221» 702.^/2. 703.5(ln 2- ^). 

22i« 17» 705. in J. 206. 222» 6. 208. -|in 2-

222. Vf- Jin(2+̂ ). 220. - J. 711 с V?- -|*in äüE. 

232. t|. 231« 0. 221* 5. 215- ^in 1' 716. 6. 222» 2* 

218. 4V?-̂ - 212» 2Ü4121 2* 220. 221« §• 222. o. 

222« л-2. £2*. * (Щ - J)- т&й 2. 2i£. jr+Vf1»̂ . -

726. 2,Un 2,1-0,1ln 0,1-2+л . 

III peatükk 

8 1. 

727 a 2. 728. hajub. 729. hajub. 730. hajub. 221» */2. 

732. л . 733. hajub. 734. hajub. 735. 1/ln 2. 736. hajub. 

737. 3 я 2/32. 738. 3JT2/8. 739. 3-%ÎV4. 740. hajub. 

741. 7/2.  
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§ 2. 

742. hajub. koondub. £44. koondub. Arvestada, et 

lnx = 0(x""1/4). 24£. koondub. £46. koondub. £42« koondub. 

748. koondub. 749. koondub absoluutselt. 750. koondub ab

soluutselt. 751. koondub. 752. hajub. 753. koondub. Kohal 

x=0 on kõrvaldatav katkevus. 754. koondub. 755. hajub. 

§ 3. 

756. hajub. 252« 1- 758. 1/(k-1) juhul k> 1; hajub 

juhul k«1. 252« л • 2Š2' Л A/51. 2ŠÜ- hajub. 262. 1/2. 

765. 1/et . 2§4. 1/ln 2. 765« 2. 2§6. hajub. £67« hajub, 

768. л . £62« hajub. 222* hajub. TH* */(0i2+ p2). TH* 2. 

773, hajub. 221« Jr2/8. 

§ 4. 

£££• koondub. 776. hajub. 772» koondub. 7*78. koon

dub. 779« koondub. 780. koondub. 781. hajub. 785» koondub. 

2§^» hajub. 784. koondub^785. koondub tingimisi» Kasutada 

võrratust leos x eos x. Koonduvuse näitamiseks integreerida 

ositi (dv = cosxdx). 786. koondub tingimisi. 787. koondub 

absoluutselt. 788. koondub tingimisi. Teha muutuja vahetus 
p  

x = t. 789» hajub. Integreerimispiirkond jaotada osadeks 

(О, 1Г) ja (тс ,cx>). 790. hajub. 
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IV peatükk 

§  1 .  

221e *»5* 222« 9*9-8,1log ел*6,38. 795. irab. 

224» 4a2/). 225« »2(2JT-4/5). 226« 2лр2+1бр2/5 ja 2JT p2-. 

-1бр2/3. 222» V9. 228. л/4. 222- Зл a2/2. 800. ла2/4. 

801, 18л а2 . 802. л(а2+Ь2)/2. 805. а2. 804. а2. 

805» Зла2/8. 806. 6л а 2. 807. л/4. 808. 8(V1+2/V5-

™arctanVÜ27V?). 802. 5V2/3. 810. Зла2. 811. л. Et 

vaadeldav kujund on tõkestamata ja sümmeetriline y-telje 

suhtes, siis tuleb algul leida kujundi osa.pindala, kui 

0<x<h,ning siis minna piirile h— со . Sellega tõkestamata 

kujundi pindala leidmine taandatakse päratu integraali ar

vutamisele. 812. 2. 815. У5Г/2. Kasutada võrdust 

T 
Jexp(-x2)dx = s/W/2. SH. 4л . 815. Зл а2. 
о 

§ 2. 

•816. 2abc/3« 812* 4 л abc/3» 818. 8 л abc/3. 

819. 16а3/3. 820. 2а3(3л ~4)/9* 821. 16а2-/ёьУ15. 822.л'72. 

823. 12зт.824. 22ла3/9. 82£. 4лаЬ^/15« 826. 3л/Ю. 

827. л(15-161п2)/2. 828. л(л2-8)/4. 82$. л/2. Võrdl. 

märkust ülesandele 811. 830« 4лг3/3» 831. .(г—h/3). 

832 . 2лг2(г-Ь)/3» 833. 4ла2Ь/3 . 834. 2'л /15« 

835« 11731 /2. 8^6« ла3/15. §22- 32ла2Ь/Ю5« 838. 6я^ -
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839« Kasutada valemit (9), minnes üle polaarkoordinaatidele. 

840.a) 8ле̂ /3; b) 13л-2а̂ /4. 841 « а) л â  ! VŽ1 1п(1 + У?)-

-2/3 |/4; b) c) jŷ â /4. Minna üle polaarkoordi-

naatidele. Juhul c) võtta uueks polaarteljeke sirge y=ac# 

§ 3. 

842» 2лг. Kasutada valemit (12). 843» 28/3» 

844. a(a+2)/2. 845. ln [(€*-•"*)/(•*-•"*)] . 846. ln tanŽg= 

= ln(V?+1). 842,. (62+1)/4. 848. a sh 84̂ . 4a(1+3̂ ln|). 

350. 6a. 85I. 4(a5-b5)/(ab). 8̂ 2. 8a. 8̂ . ладА+4л̂  + 

+ | 1п(2л +л/1+4л 2). 8̂ 4. 1. 855. Зл a/2. 856. а(2л -th л). 

357. 2-Ю,51п 3. 858. 2. 859. 8. 860. 4. Veenduda, et joon 

on määratud, kui — JT ̂  2x< л . 861. л/]Г/2+1п(1,5+-у5Г/2). 

*862. 5/6+21n 1,5. 863. aVl+m2/m. 864. 1п(л/2). 

§ 4. 

866. 14Л/з. 862. JrCVcü̂ -IVe. 868. ла2(зЬ 2* 

+2)/2. 863. * [(Л/51- У?)fin ̂  V2+1 ^̂ ]. 870. 4 л2аЬ. 

871« 12ла2/5. 822. 2лл/2Хел -2)/5. 873. 2 л (4+3In 3). 

824. 29,6 л. 875. 1бл2а2. 826. 32ла2/5. 822. а) 2 л а2(2-

Ь) 2л а2л/21; с) 4л а2; kasutada valemit (15), kus 

h =|y-x|/V2' = (x-y)/V?. 82§. 8 л а2(л —4/3). Valemis (15) 

võtta h(t) = îta- X. 879. 3л a^Vg-l)/5. 880. л | V2+ln(1 + 

h л/2?)]. Vt. märkus ülesandele 811. 881. S - Ц-п. 
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8 5. 

SŠŠ" (О. 7Г>- SS2» <0. I»). 884. (31 а, |а). 885.(la. 

f.). 886. (. I atlg., I ̂ â g). 882. <*., !•). 

888- (0, $[). 882- Cf. |). SS- <£. 821. (f., -g-). 

822. (|a, 0). 22Ž. ( jr., |a). 224. (ffîL., ÇfëL.). 

895. 826. rr̂ t?, 6V?Jiâ t 897. Sirge peab olema 

risti ruudu diagonaaliga. 8g8. Sirge peab olema risti medi

aaniga, 

§ 6. 

899. (a2+ab+b2)/3. 900. 0,5r̂ (ot -sin <xcoe o(); лг̂ . 

901 » зтг̂ +2 л rb2e kua r on ringjoone raadius ja b on kesk-

2 
punkti kauges teljest. 902.  ̂ arc s in е., kus e on ellip

si ekscsentrilisus. 903. 904. »vg,V'f« 905 . 3/20. 

906. ah2/6, ah?/l2, kus a on kolmnurga alas ning h on kõr

gus. 90?* 6L = 0 = 0, Jx = этаЬ5/4, Jy = JT a5b/4. 
~fc 2jrtn 

303. «23,7 m. 292. x2 = з̂ +sinC T 
g* <f0)-sin(—m—• f0). 

910. Ma 911. 2kmp . 912. <*1,63 Ю1 'kGm. 

VW? X 2 
21Д. ̂ |ab H2 = 240 kGm. 214. ab *И,16 kGm. 

9156 22,2 t. 517. 4этг4/3. 918. **1 t 6 min 53 Torri-

celli valemi põhjal v «V̂ gS» kus h on vedeliku samba kõr

gus, g - raskuskiirendus. 22Se 9̂2 31111 Newtoni seaduse 
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põhjal on jahfc«mise kiirus võrdeline keha ja ümbritseva 

keskkonna temperat aaride vahega. 920. »5°« 921. Nõu peab 

olem» tekkinud joone y = Cx" pöörlemisel ümber y-telje. 

Vt. Ülesande 918 juhist. 

V peatükk 

§ 1. 

1 1 и 
2Ž2. Sn = 3(1- ̂ ST), S = 7. 92Ž- Sn = 2<1-

1 „ 1/<5 1 1 1 1 1 X Q 11 
S = •£. 224. Sn = 3(1+5+7 - n+T *" n+3 " ïï̂ }' b = T5-

222- sn = S(144~ " "2ÏÏ+5 " 5 = Щ* 

926. Sn = 1-(n+1)""2, S = 1. 22Z. 8Sn = 1-(2n+3)~2, S = 1/8. 

228. Sn S = -1. â2â. Sn = 8=1-

Rea iildliige esitada kahe murru vahena. 

22°- sn = s = ̂ _,|х|<1. 222. sn = |[i-(- 5)11], 

S = |. 2£2. Sa = 2i§±ll, S =00 . Щ. s n  = n(n+1 )(2n+1 )/6 ?  

3 =00 . 224. V l n  |±2. 2^.-/2+ zLj (vrT^-Vn^). 

 ̂ N=0 " «L, N  ̂

2ÏS- 5 5ГН7ГГ- 2ÎZ- 1- датгг- 228. £ 1. 

222- 1+ Ц 252- 2 SŽi- t n5l n=1 _(n-1) -f-2 n +2j 
1 1 

77 r-

941. '' n2. 24g. 23 n5- 252- 2/3. 244. 17/2.  2Ž2- 7/2.  
n=o n=o 

946. 11/4 . 2ftZ- -2/7. Veenduda, et } , -J- eos = 
00 ' n=1 2  ̂

= ̂  (" 2 pibs " J pFTr*-̂ )- 2Ž§. hajub. 252- bajub. 

9£0. hajub. 251- hajub. 22Š- hajub. 252« hajub. Cauchy 
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kriteeriumis võtta p=n. 2^4» hajub. hajub. Kasutada 

ülesannet 953 ja võrratust tan x > x, kui 0<x < Л/2. 

9£6. hdjub. 2^2* hajub. 958. hajub. Kasutada ülesannet 953 

ja võrratust ln n<n. 222» hajub. 260. hajub. 

§ 2. 

961. koondub. 962. koondub. 963. hajub. 964. koondab. 

965» koondub. 966. hajub. 967. koondub. 968. hajub. 

969. koondub. 970. koondub. 2Zle bajub. 222« koondab. 

22Ž» hajub. 974. koondub. 975» hajub. 976. koondab. 977. ha

jub. 978« hajub. 979. koondub. 980. koondab. 981. koondab. 

982. hajub. 983. koondub. 984. koondab. 985. hajub. 986. ha

jub. 987. hajub. 988. koondub. 989» koondab. 990» koondab. 

Kasutada seost In n = 0(n6) iga £>0 korral. 991. koondub. 

992. koondub, kui 1/2. 993. koondub, kui <*>1. 994. ha

jub iga d korral» 995» koondub. 996. hajub. 997« koondub. 

998. koondub. 999.koondub. 1000. koondub. 1QQ1. koondub. 

2002. koondub. 1Q03. koondub. 1Q04. koondub iga o< korral. 

1005. koondub. 1006. hajub. 1Q07. koondub. 1008. koondub. 

1002«. koondub. 1010. koondub o< < 1 korral, hajub c(^1 

korral. 1Q11. koondub. Ю12. koondub. 1Q13. koondub. 

1Q14. hajub. 1015. koondub. 1016. koondub. Ю17. koondub, 

kui a>b > 1 . 1018. hajub, nD = (2+Vn+^Vn+l', ®n = 

1 
+0(1). 1Q19» koondub, kui p> 2. 1024. koondub, с j—. 

1Q25. hajub. 1026. koondub o( > 1 korral, hajub « 1 

korral, R < 1 , я . Ю27. koondub juhul o<>1 ,  ha-
^ ( <x —1 ) ln n ~^ 

jub juhul « « 1 ,  R n 6 -  ^ . 1  .  1 0 2 8 -  N > 1 0 0 0 .  
П (o< -1)111 ln П 
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1029. N> e1°. 1Q30. N>23. Ю31. N> e25. Ю32. koondub. 

1033. koondub. 1Q34. koondub. 1035« koondub. ЮЗв. koondub 

iga o< korrai.1037. koondub. 1038. koondub. Ю39. koondab, 

kui <=t> 0» 1-040. koondub. 1041. koondub, kui <X > 1/2. 

1042. koondub. 1Q43. koondub. 1044. hajub. 1Q45. koondub, 

kui 2p> 3- 1046. kui e*>1 koondub iga (b korral; koi 

« =1, koondub p >1 korral ja hajub 8̂$ 1 korral; kui cx <1 

hajub iga  ̂korral. 

§ 3. 

1047. koondub tingimisi. 1048« koondub absoluutselt » 

1049. koondub tingimisi. ̂ 050. koondub absoluutselt. 

1Q51. koondub tingiaisi. 1052« hajub. 1Q53. koondub abso

luutselt. 1054. koondub absoluutselt. 1Q55» koondub abso

luutselt iga a korral. 1056. hajub. 1Q57. koondab tingimi

si iga a korral. 1058. koondub absoluutselt. 1059. koondub 

tingiaisi-. Kasutada võrratust ln(1-j1/n) <1. 1050» koondub 

tingimisi. 1061. koondub absoluutselt, kui |a| < 1. 

1062« hajub. Kasutada võrdust —^  •  = ( — 1  ) n ( - ~ ' ' ~ )  - 7  *  vET+(-1) n-1 'I+Vri n+' 

1063. koondub absoluutselt, kui | a;<1/2. 1064, koondub abso

luutselt, kui Ia|<1; koondub tingimisi, kui а = -1, 1Q65. 

koondub absoluutselt, kui cx <C—2; koondub tingimisi, kui 

-2<d<-1. Esitada üldliige kujul (-1 )nney/2(1 +izll-)6" ча jja_ 

* ? n 

sutada valemit (1+x) -- 1 +o(x + 0(x ). 1066» hajub, 1Q67.ha.iub. 

1071. Arvestada, et 2U (2£) = 22r , kui n> 0. 

'  §  4 .  

IÖZ6. ei. ГЫ22- da, 10̂ 8, ja. igZ|. ja. 108Ut ei. 
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2081. X = A =  (-00,00), s(x) S (1+x2)/x, S(0) =0.10d2€ X = A 

= (-1,1), S(x) = 1/(1-x2). 108£. X = A = (- ̂ ), 3(x) = 

= V(1+2x). 1084. X = A = (1,5), S(x)= 1/(5-x)o 1QS5. X = 

= A ={(-oo,-1)(1,oo)|,g(x) s V(x-1). 1086. X = A = (1/e, e) 

S(x) = (1-ln x)~1ln x. 1087. X = A = (kJT,(k*1) jr), kue 

к = 0,±1,±2,...; S(x) = 1/(1 —cos x). 1088. X = A =[-1,l] . 

1089. X = A = (-oo. oo). 1Q90. X = A a (1. oo). 1QQ1. X = 

={(_oo,-2]t(0,oo)), A ={(-co,-2),(0, <»)}* 1092. X = A = 

=(-oosoo). 1Q93. X = A =(-2, oo). 1094. X = (-oo,<x>), A = 0. 

1095. X = (-00, 00)\(o,-1,-2,...}; A = 0. 1096. X = A = 

= (-»0,00). 1097. X = A ={(-oo,-1),(- ,̂oo)j, 1098. ' X= A = 

= (-00,00). 2222• X = A = {(-0o, 0 ) , ( 0 , ° ° ) } ,  k u i  | a ^ >  1. Stirlin-
N. 

gi valemi põhjal Vn Eraldi vaadelda x=0, |a|=1, |a|<1. 

1100. X = A = (1.00).1101. X = A =](-«=,-1),(-1,1)(1,oo)J. 

1102. X ={(-00,-1], [1,00)), A ={(-oo,-1), [1, 00)J, HPS. da* 

1104. ei. 1105. ja. 1106. ja. 1107. ja. 1108. ja, 1409. ei 

1110. ja. 1111. ei. 1112. ja. 1113. A = G = (-co t»oo)V 

1114. A = G = (-00,00). 1115. A = G = (-00,00). -A » 

= G =[-1,1] . 1117. A = G = (-00,00). 1118. A = G = (-00,00 

III9. A = G = (-00,00). 1120. A = G = X. 1121 « A = Ъ% 

G = (-00,00). 1122. A = 0, G = (-00,00). 1123. A = 0, 

ü = f-2,2] . 1124« A = 0, G = [a, 00) iga a<0 korral. 

1125. A = G = [кя - JT/6, к rt + тт/б] , kus к = О, ±1, ±2, • . . . 

1126. А = G = (- 00, 00). 1127» А = G = [-3/2, З/2]. 

1128. А = 0, G = [-1,1] - 1129. А = (-oo,oo)\{-1,-2, . . . j .  

G = [а,00)\(-1,-2,...} iga а<0 korral. 2252е А = G = 

= (—00,00). 1131.» А = G = (- о°, оо). 
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1222. A = {(-°°,-1),(0, oo)}, G = ((-oo,-1- £] , (0, oo)J iga 

l > 0 korral. 1137« 0. 1138, 1. 1139. JT/2. 1140. - JT. 

1141. 0. 1142, 0. 1143. ln 2. Kasutada valem (28) lk. 208. 

1144. 1/2. 1145. 11/18. 1146. max f(x) = f(-1) = JT/(4-JT), 

min f(x) = f(1) = 0«, 1147. max f(x)= f(±1) = on /(2e- JT ), 

min f(x) = f(0) = 0. 1148. 1/2. 1149 . 6. 1150. 5л/2. 

1151 « 1/3. 1152. (5л -2)/Ю. Arvestada, et У ' 2~псоэДД- = 
oo П=0 

.ж 2Z (-1/4)2ia«1* HŽZ* -2. nä§*1« 
k=0 

§ 5« 

22žä- в = V3, X = À = (-1/3,1/3).  1160. в = 1/2, 

X = А = (-1/2,1/2). 1161. R = 5, x = А = (-5,5). 

1162. R =оо , X = А = (-oo, о»). 1163. R = 1/2, X = À = 

= (-5/2,-3/2). 2164. R = Ю, X = А = (-7,13). 1165. В = 1, 

X =(-1,1] , А = (-1,1). 1166. В = 4, X = А = (-4,4). 

1167. В = Ю, X = [-10,10), А = (-Ю,Ю). 1168. В = О, 

x =А = {О}. 1162. в = 1, X = А = [-1,1] . 2220. в = 4, 

X = А = (-4,4). 2221. R = о, X = А = (О). 2122. R = 1, 

X = А = [-1,1] . 11.73. в = 1, kui а > 1, siis X = А =[-1,1 j t 

kui ü< с 1, siis X = [-1,1), А = (-1,1). 1174. R = 00 , 

X = А = ( - 0 0 , 0 0 ) .  1175 .  В = oo , X = А = ( - 0 0 , 0 0 ) .  

2126. R = 1; kui ос > 1, siis X = â = F-1,1] , kui 0< =* < 1, 

siis X = (-1,1] , A = (-1,1). 1177. R = 1/V21, X = A = 

= (-1/V2, 1/л/2). 212§. В = 1/e, X я [-1 /e, 1 /e), 

А = (-1/e,1/e). 1179. В = 1/e, X = А = (-1/e,1/e). 

• * R = e, X = A = v—e, e). jj_8l. R — 00 , X = А = со, oo), 

2 1 § 2 .  R  =  0 0  ,  X  =  А  =  ( - 0 0 ,  0 0 ) .  - i  1 8 3 .  R  =  О ,  X  =  А  = 3 .  
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Ц84. E г 2, ï s A s (-7,-3). 1185. a = в, X » à . (-e,e). 

Ц86. ЕИ.ЬЬ (-2,0). 1187. H = 1, Z = Д =[-3,-1]. 

21§§* B = 1/e, X = A = (2-1/e,2+1/e). 1189c R = 1, Ж = 

= [~ 1» 1)s A = (-1,1). 1120. (1- )"2, X = (-1,1). 1191. (1 + 

•x)-2, X = (-1,1). 1122* -lû(1-x), X = [-1,1). 1125. (2-

-x)~ InO-x), X = [1,3),S(2)=1.11^„ x"1In(1+x), X = (-1,1], 

S(0)=1. 1122* 2(1-хГ3, X = (-1,1). 1126. 2Х 2(1+ХГ 5, X = 

=(- 1» 1).ll2Z« (1+x)ln(1*x)«x, X a [-1,1] . 1128. x~2(1+x2)x 

xln(1+x2)-x2, X = [-1,1], S(0)=0. 1199. arotaa x, X a[-1,l] . 

120Ç. arfck x, X = (-1,1). 12012. 1202. -2/9. 1203 » 31n|. 

1204. 5/32. 120^. 21n 2-1. 1206. jt/4. 

§ 6. 

1207. el. 1208. ei. 1209. al. 12Ю. ja. 1211. 1+x 2-

-x 5/2+5x 4/6-3X 5/4. 1212. In 2+ V2 + x 2/8-x'Vl92 e  1213. x* 

+X 5/5+2X 5/15. 1214. X-X 5/3+2X 5/15. 1215. 1+x+2x 2+3x 5  + 

+5X 4+8X 5. 1216. 1-X+X 5/6-X 4/24. 1217. x 2-2x 4/3. Kasu

tada valemit (29)» võttes jääkliikme Peano kujul o(x^). 

1218. x-(1+1/2)x2+(1+1/2+1/3)x^-(1+1/2+1/3+1/4)х4+(1+1/2+ 

+1/3+1/4+1/5)x^. Kasutada valemit (28). 1219. а/3+х^/45+ 

•2x^/945. Kasutada valemeid (24) ja (25)• 1220. 1- /2-

-x2/12-x^/24-1gx4/720-3x^/160. Arvutada jagatis 1/(1+x/2+ 

+X3/3+X4/4+X5/5+...). 1221. <-1)n 

ižsg. 5<-i)n-1 12a. 

1224. £ (-1)°" ГЩ^ТХ4(П"1). 122Ž- XZ '-1)П (f-)2** 
a=n ' n=o 

00 00 j« 

^х-г)2*. 1226. 1/ln Ю Y1 (-1)n*1 x11/11« lüZ* XZ 
—— näi nao 
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R = oo . 1̂ 28. 

• 2ь>С),'s=~-̂ -S (-1)а^R=-

2251* 2 ̂  (-1)a"' ̂ rr. 8 -•»• n=1 

1222. 14 Ç н̂ ?2", , 1Я1. £ 
Hsl 4 n=o 

, H HOO . 1222« 2-, <-1)Пх 
ni n=o 

,2n 

oo л 

R = oo . 1234. > (-1)n x231* , Й = oo . Kasutada 

. , 2n+1 
valemeid (24) ja (25)» 2̂35. / > '  1  *  ®  a  0 0  •  

Ve-! 2n  ̂Ä 
1226. Z_J Tiiïn» R = 00 • 222Z. Z_u Cn+I)*32, a , 1. 

rizû  ̂ ' n=n n=o 

. žZ z21"1« a = 1. 1239. У] (n+i)̂ , a = 1. 
пИо n̂  

n A xn 
-,8 = 3. 1240. YZ ~f+T> Й = 2. 1241. 

n=o 2̂  n=o p 

1S42- &2»H' 8 = 2- 2242- £ (i-i)xn' 8 = 2-

1245. \ g 8 = 1.1=45. Г 
oO n 

а = 1. 1246. ̂  (-1)пИ -2~, а - 2. 1247. ln 8+ 

• 5 (-i)"1 a~ »•i24e- ç т̂г-'kus a== 

= (-1)n+1* ß+(-1)n] (-1)̂  , В = 1. Kasutada samasust 

1+x+x2«̂  = (1+x)(1+x2). 1249. У~! 3V+1, В = 

1250. 1* fZ <-1)n ШН' x2n+2> R • 1- 1251. 3 * 
oo n~ 

• 13 (-1)а в , 3. 
n=1 ni з 
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2SŽS- £ z2n*2- * = 1- 12ŽŽ. £ Htèr;. s = 1-
00 „2n+1 П" 

-̂ e 4  ̂М+туг» E so° • 122г* 1 + ZJi (n̂ )p R = <*>. 

l̂ e XSTTJI' s a«». 125£. M)b ̂ TÔ TsfiSTrj' 

Ä _2n+I Ä , an 
R = 1. 1258. g ̂r, H - 1. 1^22. ̂  M)n žrs^r' 

^^»t-ErÄry^.in. 
OO 2д 

22Él* 1 kos (-1)11 = 1; в = 1. 

1262- 2_j' r̂» E = 1- 22§2- X] C-1)n {̂ }rrx 

x In *4 » R = 1. Kuna f'(x) = arA xt siis tuleb f(x) saami-

n=o 

c2n+2 

seks kaks korda integreerida f''(t) = (1+t2)"0*^ lõigus 

;0,x c(-1»1)» kasutades binoorcvalemit (26). 
v2^ J*n+1 Ä „ _2n+2 

5Н7Г' K e 1* 2262« 2_, (-1) XSTTRnTTJ» 

o£_ 2n+1 3_ 
в = 1. 1266. (-1)= -j-g — I2"' , в .oo . 

n=õ 4<in* ( 2n+1 ) J 
v̂ f_i 2̂» _ ,x2n 

1262 
п=И n2 n5T п2 __ п=̂  4 ' 

£n sin(4̂ 1) ,п 
(-1)n -g , В =оо . Kasutada 

vale'iit Bin(a-b) = sin a cos b-cos a sin b. 

1270. £ (-1)5"1 (Xgif*1. В = 1. ISI. 3 £ (1- ̂ x". n=o 
oo, 2n*1 

R = 1. IŠZŠ* 2-, (-1)n Т̂ ИТГЗЕТГУГ» R ж 00 • 
oo n=0 oo 2n 

122Ž* i ž_j (-1 )*хаЬтЕ + 2 ̂  ("1) TSõTTn' 8 n= 
Qg> 

1274. rîWniUn+1) x2D>5 B „ 2. 
225 Äi (an*)»KÄO)!*»-^ (2n+2) 
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v°° i  л  n —S~ — Jbl<- ' 

225- ̂  5Jn - ̂  Slf 8 " 00 • 2iZŠ- 2_, (-1) HITSiTTT. 

г> _ „ л~,„ _. С2П-1Ш X4n*1 „ _ „ 
R - 00 » 1ŽZ2* x+ Z_̂  (2n)H 4n+1 » й - .. 

12ZS. X+ 2__, (-1)n"1 "̂ 2n)j7f̂ +'| ; '»Hai. 

S. „2N+1 V°° I 2̂11*1 / л \ К N 

(-1) 7̂'8 •1- 3M- Ъ k=0 ̂ Ф. 

-2 
S =00 . 1281. --—л, X « (-1,1). 1282. - X 4, Î = (-1,1). 

— (1- )2 "—" (1*хГ 

1283 . 2Z" ч, X = (-1,1). 1284. ——-7, X = (-1,1). 
*—* (1-х)̂  — eux:-5 

1285. SE£|â5JE juhal x / 0 ja 1 juhul x = О; X = [-1,1]. 

1286. x"MUx^ juhul x / 0 ja 1 juhul x = 0; X = (-1,1]. 

x 
1287. x- ln(1+x), X = (-1,1] . 1288. 2~ juhul x >6 0 ja 1 

juhul x = 0. 1289» x2-x ein x. 1290. 1"°°a x juhul x А 0 ja 0 

juhul x = 0. 1291. X = (-1,1] . 1292. 2-V^-x, 
Vl+x 

X « [-1,1] . 1293. x/V1 +x2, X =pl ,1] . 1294. 2x- -

- iin(x+Vl*?), X = [-1,1] . 1295. -™=̂  1296. 2-л/1«2, 
л/1-x 

X » [-1,1] . 1222. 0. 1228. 1. 129$. -3/32. 1200. 7/128. 

1301. 1/6! 1302. 8501 e/101 1/51 1304. Щ eos 3-

1305. 0. I3O6. -oo. 1307.1/6. Kasutada seost ein x~x, kui 

x-*0. 13О6. 1. 1309. 1/2. 13Ю. -2/3. 1311. -1/3. 1312. 00 . 

1313. 0,747. 1314. 0,24488. 1315. 2,835. 1316. 0,946. 

1222- 0,3230. 15I8. 0,4971. 1319. 3,518. 1̂ 20. 32,831. 

IŽÜ« 0,6449. 1222. 0,511. 1З2З. 0,488. 1324. 0,905. 
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1325. 0,072. 1326. 0,783. 1327. 0,507. 1328. 0,764. 

§ 7. 
oo 

1329. koondub antud funktsiooniks 

f(x) . Koonduvus järeldub Dirichlet1 teoreeaist. 1330. 2 -#• 

- -# £ toondub. 1221. 1- •# £атг< 

xsin(2a+1 ) koondub» 1332. < 
oo ™ n^ (2n+1) 

+ 4 Ç (-Dn+1 koondub. 15̂ . 2 Г] (-1)»*1 Sâf-H, 
n~ oo n=^ OO 

koondub.1334» Jt- 2 Ç koondub. 1335. 

n+1 sin ax koondub. 1336» -2^ - Ž_J (-1)114-1 slg ax, koondub. 1337» f- -
H=i 

- ~ S> „?^®x§n+ -koondub absoluutselt ja ühtlaselt. Kasu-
л H»õ> (2n+1) 

T 4T tada ühtlase koonduvuse tunnust. 1338. ̂  

» cos IgaffiT.g 
> ———.—i-w , koondub absoluutselt ja ühtlaselt. 
nEo (2n+1 ) 

2 2̂-! 
1539. -5- + 4 / j (-1)n koondub absoluutselt ja üht-
" > nei n 

laselt. 1240. ^^4 ZJ C°°g°I X3 8lg Ш. koondub. 

1341. ,) [ (-1)n (1| - ~-)sin nx, koondub. 1342. 2JT̂ + 

+4 /У ŽĴ cos nx«̂ "2â  - -ein nx, koondub. 1343. \̂ s+ 

+ YZ p0S g1 - koondub. 1244» -~-shJi ̂  • 

+ Й ^"*1 ^r" cos nx-n sin nx)], koondub. 1345. sh ï j J • 
n=1 1+П' ПТ7-У . DjtX 
eo T COS ЛП Sin ̂  

+2 Л (~1)n —2 2 2 
551 T +n 37 ' 
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У ' (-1)11 -3L£jž& 5ž f koondub absoluutselt ja üht la-
L п=Я зт-n J 

selt, 1347. C-1)n B-Bä̂ ySŽ, koondub. 
&5T от r'-n™ 

1^45, —^£L_. +  2 sinjr ŝiaJT2cos nx+ncos jr2sin nx), 
2JT4" n=I JT -n 

p p '4\П^ 
koondVB. 1349« I JT *4  ̂ — eos nx, koondub absoluut-

1 V2-1 Z  ̂ ЛП+1 
eeli ja ühtlaselt « IggO. 1- -gcos x*2 > ̂ —eos nx, 

a=c n «1 

koondab absoluutselt ja ühtlaselt. 1351. iLlŽLJL !̂  + 

* x (-1)n SS&^E j, koondub absoluutselt ja ühtlaselt. 
»5: 1+E- J 

".Î52. 2-tiUl Ç (-1)»-1 KtiUE, toona*. 322. 4 А 
J1 nsH 1*n  ̂

00 

-46 (~1)a koondub absoluutselt ja ühtlaselt. 
n-' в. 

1354. j - I £ SSS^S# koondub piirkonnas (-00,0c) 

absoluutselt ja ühtlaselt» Arendada Fourier* reaks (36), 

arvestades, et f(x) on pa&slsfunktsioon perioodiga зт . 

2355е jNr^^pè"^ eos koondub ühtlaselt ja abso

luutselt. 1556. I p (-1)E 2ÄĴ £i2, koondub. 

135?. ~ 5 . —-sin(2n-t-1 )xs koondab ühtlaselt ja abso~ 
5^F (2n+1)Ä 

luutaelt. 1358. ~ ; -r,°.fl. •nSa.%').APc
} koondub ühtlaselt 5a ab-

n=c (2a+1)c 

ealsmUelt. 1359. ̂  - J 2^ g17**, koondab. 1j2§Q. -ln 2-

- zL^j koondub funktsiooniks f(::) piirkocaas 
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J JT t0),(Q, ЭТ] J . hajub kohal X = 0. 1561. -ln 2+ 

+ 2_^ koondub funktsiooniks f(x) vaheraikns 

(-JT , JT ), hajuv punktides x = ± JR • 1362. -2 > 

koondub funktsiooniks f (x) piirkormas ((- л t0),(0, jt )j. 

Punktides x = О, x = ± JT hajub. Kasutada ülesannete 1)60 
ОС 

Ja 1561 »aetuseid. I56J. 1. 1564. # - f 

koondub absoluutselt ja ühtlaselt» 1365» JT/2 -

- — / ! Я08С2п"'Iх koondub absoluutselt ja ühtlaselt. 
л rSl (2n-1) 

^366. XZ; с°в(2п-1_Ух^ koondub absoluutselt ja ühtlaselt. 
n=1 (2n-1 ) . 

1367. « _ «2ЯL ~3±l2ïf koondub absoluutselt ja ühtlaselt. 
n=o (2n+1) 

1368. ——*5 ain^ '+ У ̂  g 2 sin1" ^ g eos nx? koon-" 

dub absoluutselt ja ühtlaselt. Arvestada, et sir (ая/2+1) = 

* sin̂ (n7T/2-t). 2369. - ̂fScos х- 4g *% сое 2nx, 
я d пУ» (4n -1 ) 

2 •• oo 
koondub absoluutselt ja ühtlaselt. 1370. -4 / eo,g^l 

n*1 n 

koondub absoluutselt ja ühtlaselt. 1371. ) ̂ C°n kooib-

dub vahemikus (0, JT] , hajub punktis x = 0. 1372. ln 2+ 

+ / ££|J5že koondub vahemikus (0,^] , hajub punktis x=0. 
n=1 

1373. T~\ (-1 )П-Л c°e DI, koondub vahemikus [0, JT ), hajuv 
n=1 n 

punktis x = л . 1374. У~] C°2$\+Ĵ t koondub vahemikus 

-263-



(0$ Jr ), hajub punktides x = 0 ja x =n • Kasutada ülesannete 

I37I ja 1373 vastuseid. 1375. f 2 *̂ п7Г"̂ » koondub. 
00 J n=o 

1376«. S / • —§— sin 2nx, koondab, 
эт njf 4?-* 

1377. i ein nx, koondub. 

"Lr * -л „ 2 
lž28* 5 stn̂ > koondub. 2222. i Ẑ |(-i)n*1 ~* 

+ 4 R-1 )B»1_ß sin nx« koondub. 1380. § sin(2n+1)x^ 
nr J n=© f2n*1) 

koosdub ühtlaselt ja absoluutselt. 1381. | zL 1-^-1) eh л g 
00 1 - 1 +n 

< 1'iln Ж, tCOOBdüb. 1382a *;Oin 1+2 у , (-1 )r ~ -~£-Gln ПХ, 

koondub« 1383. žV£ £r=M̂ 42ž . 3M6â±aï\kooadab 
, л SA-CL '-(en-t-l)̂  2 (6n+5) J 

absoluutselt ja ühtlaselt. 1384. -4̂ . Kasutada ülesande 

1339 vastust. 1385. -3-. Kasutada ülesande 1365» 1366, 
3 

1337 või 1339 vastust. 1386. Kasutada ülesande 1380 

vastust või ülesannete 1379 je 1336 vastuseid. 1387. ̂ '|q . 

Kasutada ülesande 1353 vastust. 1388. 1389. ̂ 5. 

2ž2äe 2̂̂ 0* 1521 • ® ̂ —+4 2l_j (=»1)a ceâ nx 

Is = 2 Я'2 Zj (-i)a*1 Sâ̂ Bti2 5 (-1)П"5М--; x* = 5 Л 

*8*2 £ (-1)= £2äÄ« £ 1=241" ,0. ax> 1392, а2 * 
Ä nai а П=1 л* 

SÎ2LS2., *2-?*äžž£ . 
Ääl аг 2 ti 




	Sisukord
	Eessõna
	Trigonomeetrilised valemid
	I Määramata intrgraal
	§ 1. Vahetu integreerimine
	§ 2. Muutujate vahetus
	§ 3. Ositi integreerimine
	§ 4. Ratsionaalfunktsiooni integreerimine
	§ 5. Mõnede mitteratsionaalsete funktsioonide 
integreerimine. Integraalide ratsionaliseerimine
	§ 6. Diferentsiaalbinoomi integгeerimine
	§ 7. Trigonomeetriliste funktsioonide integreerimine
	II Määratud integraal
	§ 1. Määratud integraali mõiste ja olemasolu
	§ 2. Integreeruvate funktsioonide omadused
	§ 3. Määratud integraal raja funktsioonina
	§ 4. Määratud integraali arvutamine
	III Päratud integraalid
	§ 1. Tõkestamata funktsiooni integraal
	§ 2. Tõkestamata funktsioonide integraalide koonduvus tunnused
	§ 3. Lõpmatute rajadega integraalid
	§ 4. Lõpmatute rajadega integraalide koonduvustunnused
	IV Integraalarvutuse rakendusi
	§ 1. Tasandilise kujundi pindala arvutamine
	§ 2. Keha ruumala arvutamine
	§ 3. Joone kaare pikkus
	§ 4. Pöördpinna pindala
	§ 5. Masskeskme koordinaadid
	§ 6. Määratud integraali füüsikalisi rakendusi
	V Read
	§ 1. Arvrea koonduvus
	§ 2. Positiivsed arvread
	§ 3. Suvalised arvread
	§ 4. Funktsionaaljadad ja funktsionaalread
	§ 5. Astmeread
	§ 6. Funktsioonide arendamine astmereaks
	§ 7. Fourier´ read
	Vastused

