TARTU ULIKOOL
LOODUS- JA TAPPISTEADUSTE VALDKOND
MATEMAATIKA JA STATISTIKA INSTITUUT

Erko Olumets
Kumerusruumid
Matemaatika
Bakalaureuset66 (9 EAP)

Juhendaja: PhD Ulo Reimaa

TARTU 2024



KUMERUSRUUMID
Bakalaureuset66

Erko Olumets

Liihikokkuvote

Bakalauruset6os uuritakse kumerusruume, mis on kumeruse moistet iildista-
vad algebralised struktuurid. Peamise tulemusena naidatakse samavaarsust
erinevate aksiomaatiliste kirjelduste vahel. Rakendusena kasutatakse iiht ak-
siomaatilistest kirjeldustest vabade kumerusruumide defineerimiseks.
CERCS teaduseriala: P120 Arvuteooria, viljateooria, algebraline geomeet-
ria, algebra, riithmateooria.

Marksonad: Algebra, kumerus, kumerusruum.

CONVEX SPACES
Bachelor thesis
Erko Olumets

Abstract
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Sissejuhatus

Kumerusruumi, kui eraldiseisva algebralise struktuurini on joudnud mitmed erine-
vad matemaatikud: (Stone, 1949), (Neumann, 1970), (Flood, 1981), (Fritz, 2015).
Abstraktne kumerusruumi definitsioon on motiveeritud kumerate tehete ja kume-

ruse kui operatsiooni iildistamisest.

Kéesolev t66 pohineb peamiselt Tobias Fritzi artiklil “Convex Spaces I: Defini-
tion and Examples” ja kasutame antud t66s toodud kumerusruumi moistet. Selle
moistega analoogilisi struktuure tuntakse ka nimede kumer hulk (convez set) ja

bariitsentriline algebra (barycentric algebra) all.

Esimeses peatiikis tuuakse vélja kumerusruumi definitsioon, néited kumerusruumi-
dest ja moisted naidete moistmiseks. Teises peatiikis esitatakse multiaarse kume-
rusruumi definitsioon ja t66 pohitulemusena naidatakse, kuidas binaarseid tehteid
laiendada korgema aarsusega teheteks ja kuidas karakteriseerida korgema aarsusega

tehteid aksiomaatiliselt. Kolmas peatiikk on vabadest kumerusruumidest.

Originaalse osana defineeritakse multiaarne kumerusruum ja naidatakse selle sa-

mavadrsust varasema kumerusruumi definitsiooniga.

Lugejalt eeldatakse algteadmisi algebrast kursuse Algebra I tasemel (vektorruumi,
homomorfismi, alamruumide moéisted) ning moénede niidete moistmiseks moningast

kokkupuudet funktsionaalanaliiiisiga.



1 Definitsioonid ja moisted
Selles peatiikis defineeritakse t66s vaja minevad definitsioonid ja moisted ning so-
nastatakse abitulemused.

Definitsioon 1.1. (Kaarli, 1989) Kui n on téisarv n > 0, siis n-aarseks tehteks

hulgal A nimetatakse funktsiooni
A" — A.

Definitsioon 1.2. (Kaarli, 1989) Algebraline struktuur (universaalalgebra mot-

tes) on hulk A koos tehete perega hulgal A.

Naéide 1.3. Vektorruumi iile reaalarvude saame anda algebralise struktuurina, kui

maaratleme tehted

AxA—= A, (vy)—a+y, (litmine)
A=A, z+— —zx, (vastandelemendi votmine)
{x} > A, x>0, (nullelement)

ning lisaks iga reaalarvu A € R korral tehte
A=A, = x. (skalaariga A korrutamine)

Seega, vektorruumi algebralises esituses on 16pmatult palju tehteid.

1.1 Kumerusruum

Analoogiliselt vektorruumile, on ka kumerusruumil 16pmatult palju tehteid. See
tahendab, et iga A € [0, 1] korral on meil tehe, mida saame interpreteerida kumera

kombinatsiooni votmise operatsioonina.

Definitsioon 1.4. (Fritz, 2015) Hulka C' nimetatakse kumerusruumiks, kui on

defineeritud kujutuste pere

cen:CxC—C, Ael0,1]

nii, et



C1l. ceo(z,y) =y iga x,y € C korral;
C2. ccy(x,z) =z iga x € C korral;
C3. cea(x,y) = cer-n(y,x) iga z,y € C korral;

C4. cex(eeu(w,y), 2) = ces(x, cea(y, 2)), iga x,y, z € C korral, kus

AL = p)
A=A, =4 1=’
meelevaldne, kui A =p=1.

kui Ay # 1;

Markus 1.5. Definitsioonis 1.4 toodud tingimustest C1-C4 raskides titleme ka C1
kohta tihikseadus, C2 kohta idempotentsus, C3 kohta parameetriline kommutatiivsus

ja C4 kohta parameetriline assotsiatiivsus.

Miirkus 1.6. Vaatame 1.4 C4 juhtu kui A = 1. Kuna A = Ap ja A, p € [0, 1], siis
A=1 parajasti siis, kui A = pu = 1.

cex(eeu(x,y), 2) = ceo(z, ceu(x,y)) (1.4 C3 ehk parameetriline kommutatiivsus)

= ccu(x,y) (1.4 C1 ehk tihikseadus)
= cco(y, x) (parameetriline kommutatiivsus)
=z (ithikseadus)
cex(x, cep(y, 2)) = ceoleea(y, 2), ) (parameetriline kommutatiivsus)
=z (thikseadus)

Seega ccy(ceu(,y), z) = cc;(w, ccq(y, 2)) ja fi on juhul A = 1 suvaline.

Naiide 1.7. (Fritz, 2015) Iga vektorruum iile R on kumerusruum.

Sel juhul defineerime kujutuste pere tehted vektorruumis V iile R:
Ve,y e V, VA€ [0,1]: cex(z,y) =z + (1 =Ny

ehk defineerime kumerusruumi tehted vektorruumi liitmistehtest.



Kontrollime kumerusruumi definitsiooni jargi:

=z + A1 —py+(1-N)z

=y + 7m0 =N D

A1 — 1- 2
:)\;m:+(1—)\u)< f_AZ)erl_Mz)

M1—p) D VTE o S C VI

M 1-X
sest 1-A\p + 1-Ap — 1-A\p 1=

Sarnaselt vektorruumidele ja teistele algebralistele struktuuridele saab kumerus-
ruumide vahel vaadata kujutusi ning alamhulki. Toome jargnevalt vilja kumerus-

ruumi homomorfismi ja alamkumerusruumi definitsioonid ning moéned néited.

Definitsioon 1.8. (Fritz, 2015) Olgu C ja C’ kumerusruumid. Kujutust f : C' —
C’ nimetatakse kumerusruumide homomorfismiks, kui iga A € [0,1] ja z,y € C

korral

fleex(z,y)) = cen(f (@), f(y))

ehk f siilitab iga kumera kombinatsiooni votmise operatsiooni.

Niide 1.9. Olgu V, V'’ vektorruumid iile R ja f: V — V'’ vektorruumide homo-
morfism. Naite 1.7 jargi on iga vektorruum {iile R kumerusruum. Naitame, et iga
selline vektorruumide vaheline homomorfism on ka neile vektorruumidele vastava-
te kumerusruumide homomorfism. Olgu z,y € V ja A € [0, 1]. Siis vektorruumi

homomorfismi definitsiooni jargi:

fOx+ (1 =Ay) = fF(Az) + f((1 = Ny) = Af (@) + (1= N f(y).

Kumerusruumi V' tehtest ccy(z,y) = Az + (1 — A\)y saame

fleex(z,y)) = fFAz + (1 = Ny) = Af(z) + (1 = A f(y) = cex(f(2), f()),

jarelikult on kujutus f: V — V' kumerusruumide homomorfism.



Definitsioon 1.10. (Oja ja Oja, 1991) Olgu V vektorruum. Vektorruumi V' alam-
hulka A C V nimetatakse kumeraks, kui iga z1,2z9 € A ja A € [0,1] korral
Ary + (1= N)zg € A

Definitsioon 1.11. Kumerusruumi C alamhulka A nimetame alamkumerus-
ruumiks, kui mistahes z,y € A ja A € [0, 1] korral ccy(x,y) € A ehk A on kinnine

koigi kumerate kombinatsioonide votmise operatsioonide suhtes.

Naiide 1.12. Olgu V vektorruum iile R ja A vektorruumi V kumer alamhulk.

Naite 1.7 jargi on V kumerusruum.

Olgu z,y € A ja A € [0,1]. V kui kumerusruumi tehtest saame, et ccy(z,y) =
Az + (1 — M)y ning sellest, et A on V kumer alamhulk saame, et A\x + (1 —\)y € A
ehk cey(z,y) € A.

Jarelikult on vektorruumi V kumer alamhulk A kumerusruumi V alamkumerus-

ruum.

1.2 Geomeetrilised kumerusruumid

Definitsioon 1.13. (Fritz, 2015) Kumerusruumi C' nimetatakse geomeetriliseks

kumerusruumiks, kui ta on mingisuguse vektorruumi kumer alamhulk.

Definitsioon 1.14. (Oja ja Oja, 1991) Funktsiooni f : X — R kandjaks nimeta-
takse lahtehulga X elemente, mille korral on funktsiooni f vddrtus nullist erinev,
tahistatakse

supp(f) = {z € X : f(z) # 0}.

Definitsioon 1.15. (Fritz, 2015) Olgu X hulk, siis nimetatakse simpleksiks iile
X-i hulka
Ax := {f : X — [0,1] | funktsiooni f kandja on loplik ja Z fz) = 1} .
zeX

Niide 1.16. Olgu X hulk, siis simpleks Ay on vektorruumi R kumer alamhulk.

Siis néite 1.12 jérgi on Ax geomeetriline kumerusruum.

Naide 1.17. (Fritz, 2015) Olgu (E, ||z||) normeeritud ruum. Siis tihikkera

Bi={zcE: |z <1}



on E kumer alamhulk ja seega alamkumerusruum (néide 1.12) vektorruumis E.

Jarelikult on iga normeeritud ruumi tihikkera geomeetriline kumerusruum.

Jargnevalt toome moned néited mittegeomeetrilistest kumerusruumidest.

Definitsioon 1.18. (Kilp, 1998) Olgu (X, <) osaliselt jirjestatud hulk. Oeldak-
se, et X on alumine (iilemine) poolvore kui igal kahel hulga X elemendil on

alumine ({ilemine) raja z Ay (z V y).

Kéesolevas t60s, kui pole 6eldud teisiti, motleme poolvore all alumist poolvore.

Naide 1.19. (Fritz, 2015) Olgu X poolvore. Defineerime kumerusruumi tehte alu-
mise raja leidmise kaudu, kui A € (0, 1), siis ccy(z,y) =z Ay ning kui A € {0, 1},
siis kumerusruumi aksioomide jargi cco(z,y) = y ja cei(x,y) = ceo(y,z) = x.
Vahetu kontroll néitab, et selline kumera tehte defineerimine on kumerusruumi
aksioomidega (definitsioon 1.4 C1-C4) kooskolas.

Definitsioon 1.20. (Fritz, 2015) Kumerusruumi C' nimetatakse kombinatoor-

seks, kui iga z,y € C korral on funktsioonid kujul
(0,1) = C, A cenzx,y)

konstantsed. Voib néidata, et kumerusruumi tehe ccy(z,y) on iga A € (0,1) korral

on A suhtes konstantne, siis on see kumerusruum néites 1.19 toodud kujul.

Naite 1.19 jargi saame igat alumist poolvore vaadelda kumerusruumina. Toome

moned naited.

Niide 1.21. Olgu X hulk ja P(X) hulga X koigi alamhulkade hulk. Hulk P(X)
koos iihisosa leidmise operatisiooniga on poolvore, iga Y, Y’ € P(X) korral
YAY =Y NY’ (hulga P(X) viahim element on tiihi hulk). Naite 1.19 jargi
defineerides saame, et P(X) on kumerusruum koos tehetega ccy (Y, Y') =Y NY’,
kui A € (0,1).

Naide 1.22. Olgu V vektorruum iile R ja Sub(V') vektorruumi V' koigi alamruumi-
de hulk. Sarnaselt néitele 1.21 on Sub(V) poolvore, kus kahe alamruumi alumine

raja on nende ihisosa.

Samuti saame vaadata hulka Conv(V'), mis on vektorruumi V' kéigi kumerate alam-
hulkade hulk. Ka Conv(V') on poolvore, kus kahe alamhulga alumine raja on nende
iithisosa. Seega néite 1.19 ja néite 1.12 jargi on Conv(V') koos iihisosa operatsiooniga

kumerusruum, mille elemendid on kumerusruumi V' alamkumerusruumid.



Vektorruumi V koigi kumerate alamhulkade hulgal saab defineerida kumerusruumi

ka kumerusruumi V tehte kaudu.

Naide 1.23. (Fritz, 2015) Olgu V vektorruum iile R ja Conv(V'), mis on vektor-
ruumi V' koigi kumerate alamhulkade hulk. Kahe kumera alamhulga C7, Cy kumera

kombinatsiooni saame anda iga A € [0, 1] korral nii:
CC)\(Cl,CQ) = {CC,\(Cl,Cg) ’ c1 € Cl,CQ S CQ}

Sellise konstruktsiooniga kumerusruum ei ole geomeetriline ega kombinatoorne ku-

merusruuin.



2 N-aarsed kumerad kombinatsioonid

Definitsioon 1.4 annab meile kumerusruumi moiste koos binaarsete tehetega. Kuna
praktikas on tihtipeale tarvis kasutada ka suurema aarsusega kumeraid kombinat-
sioone, defineerime kumerusruumi, kus tehete pere moodustab koikide voimalike
n-aarsete tehete hulk. Selle peatiiki eesmérk on néidata multiaarse kumerusruumi

vastavust definitsioonile 1.4.

Definitsioon 2.1. Multiaarseks kumerusruumiks nimetame hulka C koos te-
hetega
Crn, tC" = C) (21, 2p) = c( Mz, ..o Ay,

mis on antud iga n € {1,2,3,...} ja Ai,..., A\, € [0,1], Y%, N = 1 korral ja

rahuldavad tingimusi:

C1. Iga x1,...,x, € C korral, kui leidub selline i € {1,...,n}, et \; = 1, siis

> A =0jac(hz, ... Anzy) = 250
j=1
i

C2. Iga z € C korral

c(Mhiz, ..., \pz) = 2.
C3. Iga x1,...,x, € C ja iga bijektsiooni o hulgal {1,...,n} korral
C(A1T1, -+ s AaZn) = €(Ao(1)To(1)s - - - 5 Aa(n) To(n))-
C4. Igaxi,...,Zn,y1,...,Yn € C korral

cN-c(p1z1, -y onTn)s H1YLs - - - s AmYm) = CALITL, « oy ATy, MY, - -+ s AmYm)-

Markus 2.2. Multiaarse kumerusruumi aksioomidest jareldub, et unaarsel juhul
tahendab tehe c(Ax) = z (unaarsel juhul alati A = 1) multiaarse kumerusruumi

elemendi z samasusfunktsiooni.

Mairkus 2.3. Multiaarse kumerusruumi tehete jaoks kasutame kahte erinevat kuju:
S (T, xn) = c( Mz, . Apy).

10



Vasakul pool vordusmaérki olevat kuju ehk tehet c koos indeksitega kasutame kui
tahame rohutada, millised on tehtet dra maéaaravad kordajad. Parempoolset kuju
kasutame kui tahame, et oleks lihtsam néha, millistele hulga elementidele kujutuse

kordajad vastavad.

Lause 2.4. Olgu C multiaarne kumerusruum (def. 2.1). Siis kehtivad vdiited:

1. Olgun>2, A\i,..., , €[0,1] ja > | X\i = 1. Kui leidub i € {1,...,n} nii,
et \j =0, siis iga x1,...,T, € C korral kehtib vordus

C>\1u~~-,)\i—1u>\i7)\i+17-~7>\n ($17 AR 7:’671) = c>\17~-~u>\i—17/\i+17~-~u>\n (xl) MR xn)~

2. Olgun >2, Ai,...,\p € (0,1) ja >0y \i =1, sits iga z1,...,2, € C korral
kehtib vordus

c( Mz, ..., Anxp) = c(p - c(v1xy, V2T2, . o, Up—1Zn—1), AnTn),
. . i
kusjuures pp =1 — X\, v1,...,Vp—1 € [0,1] ja v; = D YEEw

igai€{l,...,n— 1} korral.

Toestus. Kehtigu lause esimese osa eeldused, siis

CA Lo A 1A Nt 5o AR (3?17 sy L1, Ty Tjg 15 - - - xn) =
= CAL A A i 1 At Ly An (T Tiy o ooy T 1, Tig 1, - v Ty)
= C/\17._.7)\i_17)\i+17...7)\n (Cl,O(l‘la :Ei), ey Li—1, Lj41y - - - ,xn).

Siin esimene vordus kehtib definitsiooni 2.1 tingimuse C3 tottu ja teine vordus
sama definitsiooni tingimuse C4 tottu. Definitsiooni 2.1 tingimusest C1 saame, et

ci10(x1, ;) = 1 ehk oleme néidanud, et

CALAim 1A A4 1 A (331, sy Ti—1y Ly Lig1s - - - ,.’L‘n) =
= CA N1 it A (CLO(T1, ), oo i1, Tig 1, - -, Ty)
= CAL Nt ity A (TLy - oy T 1, T 1 v - -5 Ty

Niiiid kehtigu lause teise osa eeldused, siis definitsiooni 2.1 tingimuse C4 jirgi

A1 A9
Ma1e o Anzn) = [ (O + A , s A
c( M1, ... Anp) C<( 1+ Q)C()\1+)\2I1 )\1+)\29E2> 3T3 x )

11



Kuna A1, A2 # 0 eelduse jérgi, siis saame nende summaga jagada, samuti kehtib
A1 A2
PYES PR VES T

saame, et

= 1 ehk tehe ¢ (M)\TlAle’ /\IATQ)Q.TQ) on korrektne. Analoogiliselt

A
(A1, AnZn) = (AL + A2 + A3) - c(m1m,

A2 - A3
A+ X+ Ag 2’)\1—1-)\2—1—)\3

X3)y AMT4y -« oy AnTn).

Kordame selliselt kordajate kokkuvotmist kuni A\,_1-ni, kaasa arvatud, siis saame

vorduse

A1

c(/\lxl,...,)\nxn) = C(()\l +~-~+>\n—1) 'C(Al_{_ A 1:61,..

*

An—l
~1), A .
Al + ...+ )\n_lxn 1)7 nl‘n)
Olgu nuudu == A]_'i‘...‘i‘)\n_]_ ehkﬂ == 1—)\nja v, = ﬁ, lga’l €
{1,...,n — 1} korral. Oleme nédidanud, et
c(Mz1, ..y Anxn) = c(p - c(1m1, V2X2, . o, Up—1Tpn—1), AnTn)- d

Jareldus 2.5. Olgu C hulk. Kui hulk C koos tehete perega cy, ., ja hulk C
koos tehete perega c/>\1,.'.,>\n on multiaarsed kumerusruumid (def. 2.1) ning cx, x, =
)\, x, 190 M, A2 € [0, 1], korral, kus A1 + A2 = 1, siis langevad kokku ka nende

kumerusruumide suurema aarsusega tehted.
Toestus. Olgun > 2, A\1,...,\, € [0,1] ja z1,...,2, € C. Tahame niidata, et

Carodn (T15 o xp) = cl)\l’“',)\n (X1, Tp)- (2.4)

Kui kordajate A, ..., A, hulgas on iilimalt kaks nullist erinevat kordajat Ay ja A,
siis saame kasutada lause 2.4 esimest vdidet ning saame, et cy, . (T1,...,2n) =
cei(Tk, ) ja ey, (T1,...,70) = ¢} (w, 7;) ehk vOrdus 2.4 jéreldub lause 2.4

esimesest vaitest.

Seega eeldame, et kordajate Aq1,..., A, hulgas on vihemalt kolm nullist erinevat

kordajat, olgu need Ag,,..., Ag;, kus 3 < j < n. Kordajad Ay, ..., A, taidavad

12



lause 2.4 teise vaite eeldusi ehk

oy ooy (Thrs -+ Th;) = €1ong ay (€ My (Thys oo Thy_y )y Thy )
T=y, 7 Ty
/
Cxir o i (‘rku ?xkj) =C1_x, ’)\kj( Moy Aki_q (mku ceey Ty 1)’xkj)'
1—X A Y
k. kj
Kui j = 3, siis eelduse jargi
o
C Ay Akg ($k17$k2) =C Ay Moy (:L‘kl,:L‘kQ).
Moy F Ay Moy Ty Moy Frhg Ny Ty

Kui j > 3, siis kasutame lause 2.4 teist vaidet, kuni koik sisemised tehted on
binaarsed. Eelduse tottu koik nii saadud binaarsed tehted vorduvad ja seega iga

sellise j korral

o
C/\kp“-v)‘kj (xkl, cee ,xkj) = C)‘k17~~~7/\kj (:Ekl, N ,ijj).
Lause 2.4 esimesest viitest saame, et cy, .z, (Z1,...,2,) = C>\k1,~~,)\kv($k17 ey Ts)
J
jach, (@1, m) = clx\kl,...,/\k.(xkl’ ..., xg;), millest jéreldub, et vordus (2.4)
J
kehtib. O

Teoreem 2.6. Olgu C hulk. Kui hulk C koos tehetega ccy, A € [0,1] on kumerus-
ruum (def. 1.4), siis leidub parajasti ks tingimust cy, n, = ccy, rahuldav tehete

pere Cx, . x.,Ai € [0,1],>°. A =1, mis annab multiaarse kumerusruums (def. 2.1).

Olgu C kumerusruum definitsiooni 1.4 mottes. Defineerime teoreemi 2.6 toesta-
miseks sobiva tehete pere. Defineerime koigepealt 2-aarse ja 3-aarse tehte defi-
nitsiooni 1.4 kaudu ning iteratiivselt induktsiooniga jargnevad aarsused. Kuigi 3-
aarsete tehete eeskiri on n-aarsete tehetega analoogiline, siis toome selle eraldi vilja,
et ndidata, kuidas binaarsetest tehetest koostatakse suuremaid aarsusi. Unaarsel
juhul on tehe iiheselt méaratud definitsiooni 2.1 aksioomidest, seega vaatame suu-

rema aarsusega tehteid.

Baas.

1. Kui n=2, siis defineerime pere 2-aarsed tehted definitsiooni 1.4 kaudu.

Iga A1 € ]0,1], A2 =1 — Ay, 21,22 € C korral olgu
Ca o (1, 22) == cey, (21, 22). (2a)

13



Siin saame justkui kordaja Ag “dra kaotada”, sest binaarse tehte korral maé-
rab iiks kordaja ka teise.
2. Kui n=3, siis defineerime 3-aarsed tehted binaarsete tehete kaudu.

Iga A1, A2, A3 € [0, 1], Z?:l A = 1, 21, 29,23 € C korral, kui A\; + Ao # 0,

siis olgu

C/\1,)\2,)\3 (1'1,332,1’3) = C)\1+/\2,)\3 (C A1 Ao ($17$2)5$3) (Zb)
A1FA27 A1 +A2

ja kui A1 + A9 = 0, siis
Cap o N (T1, T2, 23) 1= co \, (21, 3). (2¢)

Kuna esimene kordaja on juhul A; + A2 = 0 defineerides 0, siis ei loe, millise C
elemendi me votame esimesele kohale, aga et seal mingi element peab olema,
siis sobib selleks ka néaiteks z1. Samamoodi kiditume ka suuremate aarsuste

korral.

Samm. Olgu n > 3 ja koik tehted kuni (n — 1)-aarsuseni defineeritud, siis definee-
rime n-aarse tehte (n — 1)-aarse tehte kaudu.

Iga Ai,..., A\, € [0,1], >0 A =1, 21,...,2, € C korral, kui A\; + Ag # 0, siis
olgu

Cai oA (B1, 22, Tn) = € fdo g, (€ 0 29 (21,%2),23,...,2,) (2d)
Ar+A27 A1 +Ag

ja kui A; + A9 = 0, siis

Cai o, (1, @2, -0, Tn) 1= Coxg, A\, (21,23, .- Tp). (2e)

Niiiid kui oleme defineerinud induktiivselt n-aarsed tehted binaarse kumerusruu-
mi definitsiooni jérgi, nditame, et selline tehete pere rahuldab ka definitsiooni 2.1
tingimusi.

Teoreemi 2.6 toestamiseks toestame enne eraldi lemma 2.7 ja lause 2.9 tingimuse C1
ehk iihikseaduse 2- ja 3-aarsete tehete jaoks ning tingimuse C3 ehk parameetrilise
kommutatiivsuse koikide aarsuste korral. Parameetrilise kommutatiivsuse seaduse
eraldi toestamine voimaldab esitada teoreemi 2.6 toestuse lithemalt, aga kuna selle
tingimuse toestamiseks on vaja ka 2- ja 3-aarsete tehete iihikseadust, siis toestame

need laused antud jérjekorras.
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Lemma 2.7 (Uhikseadus). Defineeritud tehete pere (2a-2e) 2- ja 3-aarsed tehted
rahuldavad definitsiooni 2.1 tingimust C1.

Toestus. Olgu C' kumerusruum definitsiooni 1.4 jargi. Tahame néaidata, et definit-
siooni 1.4 tehtest defineeritud 2- ja 3-aarsete tehted tididavad tingimust C1 definit-

siooni 2.1 mottes.

Seega peame néitama, et juhul kui {iks kumera tehte kordajatest on 1, siis vordub

tehe sellele kordajale vastava C' elemendiga.

1. Olgu z1,29 € C' ja A1 = 0, Ao = 1. Kasutame varem defineeritud tehet binaarsel
juhul:

Ca \, (T, 22) = cen, (21, 22) = cco(z1, 22) = X2,

kus esimese vorduse jaoks kasutame vordust (2a) ja viimane vordus kehtib definit-

siooni 1.4 C1 ehk kumerusruumi tihikseaduse tottu.

Kui A\; = 1, Ay = 0, siis
Ca o (71, T2) = cey, (w1, 72) = ce1y, (w2, 71) = ceo(w2, 21) = 771,
kus teine vordus kehtib definitsiooni 1.4 C3 ehk kumerusruumi parameetrilise kom-

mutatiivsuse jargi ja viimane vordus kehtib sama definitsiooni {ihikseaduse tottu.

2. Olgu x1,xs, 3 € C. Vaatame labi koik kolm erinevat juhtu A1, Ao, A3 védrtuste

jaoks.

Esiteks, kui A\; = 1, A =0, A3 = 0, siis:

Cay do s (T1, T2, 73) = CA1+A2,A3(CA M g (z1,22),73) (2b)
1 2 1 2

= ci0(c1,0(z1,22), 23) M =1, A=X3=0)

= ccy(cer(z1,x2), x3) (2a

= cco(x3, cep(xa, 1)) (def. 1.4 C3
= cco(xs, x1) (def. 1.4 C1

)
)
)
= 1. (def. 1.4 C1)
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Teiseks, kui A\; =0, Ao =1 ja A3 = 0, siis

C)\l,)\z,)\g (xla x2, .'173) — C)\1+/\2,)\3 (C A1 Ao (1'1, 1'2)’ 1'3) (Qb)
A1 +A2 7 A1+

= c1,0(co,1(z1,22), x3) (A=1, A1 =X3=0)
= ccy(ceo(x1, x2), T3) (2a)
= cco(x3, ceo(x1, 22)) (def. 1.4 C3)
= cco(x3, x2) (def. 1.4 C1)
= z9. (def. 1.4 C1)

Viimaseks, juhul kui Ay = Ao =0 ja A3 = 1, siis

Car oz (21, T2, 3) = €o 3, (21, 23) = ccp(x1, 23) = 23,

kus esimene vordus tuleb sellest, kuidas on defineeritud 3-aarne tehe kui
AM=X=0 <2C). O

Mairkus 2.8. Lause 2.9 toestuses ei lahe meil vaja n-aarse tehte teisi tingimusi,
vaid saame iga aarsuse juures toestada parameetrilise kommutatiivsuse toetudes
binaarse tehte tingimustele. See tuleb meile teoreemi 2.6 toestamisel kasuks, ku-
na saame kordajaid vabalt ringi liigutada, ilma, et toetuksime teistele n-aarsuse

tingimustele.

Lause 2.9 (Parameetriline kommutatiivsus). Defineeritud tehete pere (2a-2¢) ra-
huldab definitsiooni 2.1 tingimust C8.

Toestus. Olgu C' kumerusruum definitsiooni 1.4 jargi. Toestame kasutades tugevat

matemaatilist induktsiooni, baasjuhtudeks on 2-aarsed ja 3-aarsed tehted.

Baas.

1. Olgu 1,9 € Cja A1, A2 € [0,1] nii, et A\;+Ag = 1. Kasutame varem defineeritud

tehet binaarsel juhul:

C/\l,)\g (1'171'2) = CC)\, (l’l,iUQ) = CC1—)\ (172,1’1) — C/\Q,)\l (.132,2?1),

kus teine vordus kehtib kumerusruumi definitsioon 1.4 parameetrilise kommuta-

tiivsuse tottu.
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2. Olgu 1,229,253 € C ja A1, A2, Ag € [0, 1] nii, et A\; + Ao + A3 = 1.

Kui kaks kordajatest on A1, Az, A3 on nullid, siis eelduse A1 + Ao + A3 = 1 tottu
on kolmas kordaja 1. Kui A;, A2 = 0 ja A3 = 1, siis 3-aarse tehte iihikseaduse
(lemma 2.7) tottu:

Car oz (T1, T2, 23) = €01 (21, T2, 23) = 3,

millest saame lemmas 2.7 toestatud {ihikseadust tagurpidi kasutades, et

C)\1,>\2,>\3 (171,1'2,@'3) =3
= C,\l,,\g,,\g(iﬁ1,i€3,x2
:c)\g,)\g, 1\Z3, T2, 21

= Cx3,A1,03( 22,21,

)

A (3 x1)

= Cxy 0 0o (23,71, @2)
As (T2, 21, 23)

( )

= Cxy,A3,01 (T3, T2, T1
ehk kuna kordajad A; ja Ao on nullid, siis ei loe kordajate jarjekord ning iga toodud

tehe on vordne z3-ga. Ulejadnud kahe juhu, kus A\; = 1 voi Ay = 1, tdestused on

analoogilised.

Eeldame niiiid, et vihemalt kaks kordajat kolmikust A1, Ao, A3 on nullist erinevad.
Kasutame (2b) defineeritud tehet 3-aarsel juhul:

C,\17)\2)\3(:C1,$2,5L‘3) :c>\1+>\2,>\3(c A Ao (xla$2)7$3) (Qb)
A1+X2 7 A1+ Ao

=Cr+a0s(C 2y a (x9,21),x3) (ind. baasi 1.)
PYESPEPYED S

= Cy 0 0 (T2, 21, 23), (2b)

kus esimene vordus kehtib tehte definitsiooni tottu, teine vordus 2-aarse tehte kom-

mutatiivsuse tottu ja kolmas vordus jélle tehte definitsioonist.

Kuna teatud kombinatsioonide saamiseks peame kasutama kumerusruumi definit-
siooni 1.4 jargi tingimust C4, siis on peame kasutama seda kuidas on tehete pere

2-aarsed tehted defineeritud, et parameetrilist assotsiatiivsust rakendada.
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Caods (1,22, 23) = Cajpaons (€2 ay (21,72),23)
A1+A2 T A +A2

= C)\37)\1+)\2(1‘3,C A A2 (x17x2))
A1+A27 A1 +Ag

= ceng (23,002 (21, 72))
YRR

= cCr4as(cC 2y (x3,71),22)
X +A3

:C>\1+>\3,>\2(c A3 A (1'371'1)7372)
A1+HA37 A1+A3

= c>\37>\17>\2($37$17$2)-

Samu omadusi kasutame ka iilejaénud kolme kombinatsiooni jaoks:

CA3,M 1,22 (1'371'1’332) = Ch3+A1,22 (C A3 A1 (-’ES, 1:1)71'2)
A3+A17 A3 +A

= Ch3+A1,\1 (C M A3 (7317 .7}3), $2)
X3+A1’AgtAq

= Cxy s (71, 73, T2);

Cados (T1,22,23) = Cxjaxong(C A an (21,22),23)
PYESVED PED Y

= C3, A1+ A2 ($37 C X A (x% xl))
A1+A2 7 A1+ Ao

:CCM(xS»CC Ag ($2v$1))
A1+A2

:CCA3+>\2(CC A3 (333a1‘2)a$1)
X531 Ao

=Crtan (€ 23 ay (73,72),71)
Az+A2 7 Az+Ag

= Cxgho\ (73, T2, 71);

C/\3,>\2,>\1(x37x27371) :C/\3+)\27/\1(c A3 ro (w3, 22), 1)
A3+A2 7 A3+ Ao

:C>\3+>\2,>\1(C Ay A3 (x2a$3)7$1)
A3+A2 7 Az +Ag

= Caps,0 (T2, T3, 71).

(2b)

(ind. baasi 1.)
(2a)

(def. 1.4 C4)
(2a)

(2b)

(2b)
(ind. baasi 1.)

(2b)
(2b)

(ind. baasi 1.)
(2a)
(def. 1.4 C4)

(2a)

(ind. baasi 1.)

(2b)

Samm. Kehtigu tingimus C3 igal k-aarsusel, kus 3 < k < n, n € N. TGestame, et

siis kehtib parameetriline kommutatiivsus ka (n-+1)-aarse tehte puhul.

Olgu T1,T2,T3, ..., Tn; Tntl € CJ& )‘17 s

s Ant1 € [0, 1] nil, et Ay +...+ X \pp1 = 1.

Peame néitama, et kui valime 4,5 € {1,...,n + 1} nii, et ¢ # j, siis iga sellise i ja
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J korral kehtib vordus
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Vaatame induktiivselt defineeritud (n + 1)-aarse tehte kuju:

C)\1,>\2,...,>\n+1 (xla T2y 71:n+1) —

:C,\1+A2,...,,\n+1(0 A1 Ag ($1,$2),$37---,$n+1)-
A1+A2 7 A1+ Ao

Vaatame 1abi koik juhud erinevate indeksite ¢ ja j valimiseks. Eeldame iildisust

kitsendamata, et 7 < j.

1. Olgu ¢ =1, j = 2. Siis parameetriline kommutatiivsus tuleb otse sellest, kui-

das tehe on defineeritud ja 2-aarse tehte parameetrilisest kommutatiivsusest:

Chitdzredni1 (€ 0 ap (@1,22),03,.. ., Tpt1) =
A1+A2 7 A1+ Ao

= Cahoy et (€ 2o N (x9,21), 23,000 Tpg1) (ind. baasi 1.)
A1+X2 7 A1+ Ao

= C)\Q,)\l,...7>\n+1 ('1"27 L1, X3y ,$n+1). (Qd)

2. Olguie{3,....n+ 1} jaj € {3,...,n+ 1}. Siis saame kasutades n-aarse

tehte parameetrilist kommutatiivsust éra vahetada A; ja A;:

C)\l,/\g,...,/\n+1 (xly T2y 7xn+1) ==
= CALHA2,23, A — 1, A0 A i 1o s A — 1A, A Gk 1oy Anp 1

(C A A2 (xlax2)7x37"'7xi—1axiaxi+1)~'-7xj—17xj7xj—1v'-‘7ajn+l)
A1+X2 7 A1+ Ao

= O A28, M- 1A A 1y A — 1AL A 1y An 1

(C A1 Ao (ZCl, l'Q), T3y Ti—1, .Tj, Lit1y--- ,ZL‘j_l, T, a:j_l, e ,$n+1).
PN ESYESYEDY

3. Olgui=1jaje{3,...,n+1}. Koigepealt viime tehte n-aarseks kasuta-
des tehte definitsiooni (2d), siis saame kasutades n-aarse tehte parameetrilist
kommutatiivsust dra vahetada A3 ja A;, et teha kordajatest A1, A2, A; 3-aarne

tehe, et saaksime hiljem kasutada 3-aarse tehte parameetrilist kommutatiiv-
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sust:

c)\1,)\2,...,>\n+1 (:L‘la T2y« 7mn+l) —

= CALHA2,23, 0 - 1,25, 541 Ang 1

(C Al A2 ($1,$2),$3,...,1'j_1,.%'j,1'j+1,...,$n+1)
A1tA2 7 A1 +Ag

= CA14+A2,25 50— 1,28, X 4 1, An g1

(C A A2 (1U1,1U2),13j,...,$]’_1,CC3,.’E]'+1,...,$n+1)
A1+A2 7 A1+

= CAr+ A2+ 25,20, A — 1,23, 4 1o A 1 (C SRR Aj
PYESTEDVEPYED PED W

(€ a xn (@1,®2),25), %4 .., Tj—1, X3, Tjq1,- -+, Tnt1)
A1tA2 7 A1+A2

= CAL A2+, A, A — 1,28, M 1o s Ant 1

(¢ N N, (T, me,25), 040 L1, 23, T4, - Tl
PYEDPES VAP FED TS VED FES PES W

Kasutame saadud 3-aarse tehte parameetrilist kommutatiivsust ja vahetame

dra A\j ning A1 ning viime esimese tehte tagasi binaarseks:

CAL X225, A, A5 - 1,283,054 1500 An g1

(C A Ao Aj (xl,xg,xj),x4...,xj_l,x3,:cj+1,...,xn+1) =
M AFX2 X A X FX O A Ao A

BRSO SED UL VI VIID VIS DV S D v

(C Aj Ao Ap (xj,$2,l‘1),$4...,xj_1,1‘3,$j+1,...,$n+1)
M FX2 X A X FX 0 A Ao A

= CN+A2, 20,5005 - 1,23, A4 150 An g 1

(c Aj Ao (T5,02), 01,24 -+, Tj_1,T3, Tj 415+ Tpipl)-
Aa+Xj 7 Ao +A

Niiiid kasutame uuesti n-aarse tehte parameetrilist kommutatiivsust ehk in-

duktsiooni sammu eeldust ning saame tehte, kus A1 ja A; on vahetatud:

CX 22,210,050 = 1,A3,05 41,0, An 41

(¢ 5, a, (mj,22), 21,04 .., 251,03, Tj41, ..., Tpy1) =
/\2+Aj’)\2+)\j

EOVED VDY I VIR VIS FIDV N I W

(¢ » 5, (mj,22),m3,m4...,25 1,21,%j41,...,%n41)
A2+Aj 7)\2+)\j
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= c)\j»)\27/\3:)\47~~~,)\j717)\j7/\j+1’~~-7)\n+1(xj7 L2, X35 T4+ - Tj—1, L1, Ljt1, - - - 7xn+1)-

Eelnevaga analoogiline juht on siis kui ¢ = 2, selle toestuses kasutame sama-
moodi koigepealt parameetrilist kommutatiivsust n-aarse ning siis 3-aarse

tehte jaoks.

Kui peaks juhtuma, et A1 = A2 = 0 ja me ei saa nende summaga labi jaga-
da, siis eelneva toestuse asemel kasutame seda, kuidas tehe on defineeritud
nende kahe kordaja vordumisel nulliga (2e). Sel juhul kehtib parameetriline

kommutatiivsus otse induktsiooni eeldusest, sest siis

C)\1u>\27~-~,>\n+1 (x17 €2, ... 7xn+1) = CO,)\3,...,)\TL+1 (xlv 3, ... 7$n+1)

ehk saadud tehe on n-aarne.

Oleme nididanud, et saame (n + 1)-aarse tehte puhul &ra vahetada mistahes
kaks kordajat ning seega on (n+ 1)-aarse tehte jaoks tdidetud parameetrilise

kommutatiivsuse tingimus.

Kuna oleme ndidanud, et kehtivad induktsiooni baas ja samm, siis antud tehete pere

rahuldab definitsiooni 2.1 C3 tingimust ehk parameetrilist kommutatiivsust. O

Teoreemi 2.6 toestus. Defineeritud tehete pere (2a-2e) iihesus on toestatud jérel-

duses

musi.

2.5. Toestame, et defineeritud tehete pere rahuldab definitsiooni 2.1 tingi-

Olgu C kumerusruum definitsiooni 1.4 jargi. Kasutame lause toestamiseks

tugevat matemaatilist induktsiooni iile n € {2, 3,4, ...}, baasjuhtudeks on 2-aarsed
ja 3-aarsed tehted.

Tingimuse C4 toestamisel motleme tehte n-aarsuse all sisemise tehte aarsust.

Baas.

1. Olgu n = 1. Kontrollime tingimusi C1-C4 2-aarsete tehete jaoks.

C1. Kumerusruumi tthikseadus on toestatud lemmas 2.7.

C2. Olgu z € C ja A1, A2 € [0,1] nii, et A\; + Ay = 1. Kasutame defineeritud tehet

binaarsel juhul:

ca (T, 7) = cey, (2, 2) = =,

siin viimane vordus kehtib definitsiooni 1.4 C2 ehk kumerusruumi idempotentsuse

tottu.

21



C3. Parameetriline kommutatiivsus on toestatud lauses 2.9.

C4. Olgu x1,x9 € C ja p1, pg € [0,1] nii, et pg + po = 1. Toestame tingimuse C4
kasutades induktsiooni iile m-i, definitsiooni 2.1 tingimuse C4 mottes.
Baas. Baasjuhuks on m = 1. Olgu y; € C ja A\j, A2 € [0,1], A1 + A2 = 1.

Kui A1 = 1 = 1, siis defineeritud tehete pere 2-aarsed tehted rahuldavad tingimust
C4, sest cxy z, (Cpy i (71, 72),y1) = 71 ja
CA1p1, A1 12,2 (w1, 22,91) = 01,0,0(161,962, Y1) = 1.

Eeldame, et iilimalt iiks kahest kordajast A1, ;1 on vordne iihega. Siis

CA1, )\ (Cul,pz (w1,22),91) = cey, (Ccm (71,72),91) (2a)
= cCnp, (%1, CCr -y (T2, 91))- (1.4 C4)
1=Apq

Sisemise tehte kordaja saame viia alternatiivsele kujule

A(1— ) _ A1p2 e
T—Xipn A+ Xe—XApr Ape+ A

Kasutades parameetrilist kommutatiivsust saame:

CCx1 1 (‘rhcch(lﬂq) (332, yl)) = CCl—X (Cch(lﬂtl) (x% yl)v xl)‘
1=A1m 1=Apy

Viime kordajad sobivale kujule, et saaksime kasutada tehte definitsiooni ja seejérel

3-aarse tehte parameetrilist kommutatiivsust:

ccl—)\lyl (CC>\1(1*H1> (1'2, yl); xl) - cc}\lyg—‘y—)\g (CC A p9 (1172, ?/1); $1)

1-XAppy A1pgt+Ag
= Cxypiat Ao A1 a1 (€ Auo ry (w2, y1),21) (2a)
Niro+ag NiAaFAz
= Cypip Ao A (225 Y1, 1) (2b)
= Coyp Mo e (T1, T2, Y1) (lause 2.9)

Oleme néidanud, et

c)\l,)\g (C;u,p,z (1131, 332), yl) - C/\1,LL1,>\1,L12,)\2 (‘rly 2, yl)

Samm. Kehtigu defineeritud tehete pere 2-aarsete tehete jaoks tingimus C4 kui
m =k — 1, kus k > 3. Naitame induktsiooni sammu toestamiseks, et tingimus C4

kehtib ka siis, kui m = k.
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Olgu Y1,---, Yk € C, M,... ;)\k+1 S [0, 1], Zi':—ll A= 1.

Peame induktsiooni sammu toestamiseks naitama, et

Ch1, 22, Akt (CMLMQ ('xlv $2), Yty .- 7yk) =

= Chypr Apz Az Aot (T15 T2, Y1, -+ -5 k)

Kui g1 = 0, siis tihelt poolt

C)\1,)\2,...,>\k+1 (C/n,ug (331) .’L’Q), Yy 7yk) =
= Cx\p ar g (€0,1(21,72), Y15 - - Uk (1 =0,pu2=1— 1)
= Cx\p gy egr (T2, Y15+ Uk, (lemma 2.7)

teiselt poolt, aga

C\q 111, M1 12,2200, M ot 1 (1, 22,91, - . 7yk) =
= COA gy Nopt (T1, 2, Y1, -+ 5 Yk) (1 =1,p2=1)
= CO+>\1,)\2,...,)\;€+1(C0£\170?_7}\1(%1,%2)7(@17-~7yk) (2d)
= Cxy Aoy her (€0,1(T1,%2), 915+, Uk)
= c/\l,)\27__.7>\k+1(m2, Yly- ooy Yk)- (lemma 2.7)

Toestus, et tingimus kehtib kui g2 = 0 on analoogiline.

Eeldame niitid, et A\; + A2 # 0 ja pug, po # 0. Alustame vorduse vasakult poolt ja

kasutame seda kuidas antud tehete pere on defineeritud (2d):

C)\1,>\2,‘..,>\k+1(clt1,u2 (xla .%'2), Y, .- ,yk) =

= C)\1+)\2,)\3...,)\k+1 (C A A2 (Cu1,u2 (IL’l, .’172), yl)v Y2,. .. 7yk)
A1+A2 7 A1 +Ag

Vaatame eraldi sisemist tehet ja kasutame sellel induktsiooni baasis toestatut:

C a o (Cpup(®1,%2),91) = Couy nue _ag (21, 72,91) (ind. baas)
PPESPD PRy PYES D P Rl S
=C x  aup A (Y1,T2,21) (lause 2.9)

A1+HA2 7 A1+ 7 A1+ A

= Cagtrm A (€ Mus (Y1, 22),71).
A1tz TArHA2 Ao tArug T AotArug
(ind. baas)
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Paneme sisemise tehte tagasi algsesse kujusse ja kasutame induktsiooni sammu

eeldust:
CAL, A2, A k41 (CMLNQ (331’ x2)7 Y, - .. ayk) =
= Chi+A2, 23, k11 (C/\2+A1u2 A (C Ao A B2 (yla $2), le), Y2, -, yk)
A1t TArH+A AgtAipg’ Ao+Aiug

= Coa+ A2, M\ 11,28 A k11 (C Ao ST (y17 .1‘2), T1,Y2y .- 7yk)'
Ag+A1pg’ Ag+Agpg

(ind. sammu eeldus)

Viimaseks, kasutame tehete pere definitsiooni ja parameetrilist kommutatiivsust:

Co o At (Cpp o (T1,2), Y15 -+ Yk) =
= ChytArpa ALt Ase A s (G Ao aus (Y1,22), 1, Y2, - -, Uk)
AgF+Arpg’ Ag+Arpo
= Chy AipzAp1Ase A s (U1 T2, T1, Y2, -+ -5 Yk ) (2d)
= CA1N17A1“2’A27A3._.7Ak+1 (1‘1, T2,Y1,Y2,-- -, yk). (lause 2.9)

Oleme néidanud, et tingimus C4 kehtib, kui A;+ A2 # 0. Eeldame niiiid, et A1 +Xg =

0, siis tehete pere definitsioonist (2e) saame, et

C)q,)\g,)\g,...,)\k_;,_l (C,LLl,,uz (':El’ $2)7 Y1,Y92,-- -, yk) =

- C)\h)\37~~~7>\k+1(c#1,#2 (1'1, .%'2), Y2, .- 7yk)a

mis induktsiooni sammu eelduse pohjal rahuldab tingimust C4.

Oleme toestanud induktsiooni baasi ja sammu ning seega toestanud, et tingimus
C4 kehtib defineeritud 2-aarsete tehete jaoks.

2. Olgu n = 3. Kontrollime tingimusi C1-C4 3-aarsete tehete jaoks.
C1. Kumerusruumi iithikseadus on toestatud lemmas 2.7.

C2. Olgu z € C ja A1, A2, A3 € [0, 1] nii, et A\; + A2+ A3 = 1. Kasutame defineeritud

tehet binaarsel juhul:

C)\11>\27)\3(1:,$,:L’) :C>\1+>\27>\3(c A A2 (x,x),a:) (Qb)
Ar+A27 A1 +Ag

= Cr 40,05 (T, T) (ind. baasi 1.)
= Chi+X2 (.CE, .%') (23)
= z. (def. 1.4 C2)
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Kui Ay = Ao = 0, siis ei saa me jagada ldbi nende summaga, tehete pere definit-

sioonist (2¢) ja lemmast 2.7 saame
Chi e (T, 7,2) = co 1 (2, ) = .

C3. Parameetriline kommutatiivsus on toestatud lauses 2.9.

C4. Olgu x1, 22,23, Y1, - -, Ym € C ja A1y oy Ang1, pi1, pi2, pi3 € [0, 1] nii,
et A1+ ...+ Ant1 =1 ja pu1 + p2 + u3 = 1. Peame néitama, et

C)\1,)\2,...,)\m+1 (C/L1,M2,u3 (ﬂfl, x2, x?))v Y, .- 7ym) =

= C/\1M17>\1M27>\1M37>\27---7>\m+1 (:El; ZT2,T3,Y1y--- 7ym)

Kui p11 + po = 0, siis

Co Aar At (Cpn s (T1, 2, 3), Y1, -+« Ym) =
= Cxy A2 At (€0,0,1 (71, T2, 23), Y1, - - -, Um)
= CAp g A1 (T35 Y15+ Ym)- (lemma, 2.7)

Teiseltpoolt, aga

Cou it Mz A 3, A2 e At (Z1, T2, T3, Y15 -+ oy Ym) =
= C0,0 M M2, At (L1, T2, T3, Y1y -+ -, Ym)
= CA1,0,0,A2,.... Am41 (3,21, 2, Y15+ - Ym) (lause 2.9)
= CAL0 N2 A1 (€1,0(23, 1), T2, Y1, - -, Ym) (2d)
= CA10A2s At (T35 T2, Y15 - -+ s Yim) (lemma 2.7)
= CAy Moy At (€1,0(23, 22), Y1, -, Ym) (2d)
= Cx\p oA (T35 Y15 - Ym). (lemma 2.7)

Eeldame niiiid, et p1 + o # 0. Siis saame nende summaga 1dbi jagada, kasutame
3-aarse tehte definitsiooni (2b)

CAL A2, Ama1 (Cm,uz,us (xla Z2, x3)7 Yty - 7ym) =

= Cx1, 22, Amt1 (Cu1+u2,u3 (C Bl K2 (1‘1, x?)a $3)7 Y1, .. 7ym)-
p1tp2’ pytpg

Niiiid saame kasutada juba induktsiooni baasi jooksul toestatud C4 tingimust 2-
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aarse tehte jaoks:

CAL A2, Ama1 (C/L1+H27u3 (C K1 ,“72(1‘1’ $2), J53)a Yty oy ym) =
H1t+re’ p1tpe

=C C_m 1) T1,22),T3,Y1,.-.
At (p1+p2),A 113,22, ,>\m+1( u1+u2’u1+u2( ) )7 » Y1, 7ym)

= Coypr Az A 3 A2 At (T15 T2, T3, YLy - - 5 Yrm)-

Samm. Kehtigu tehete pere jaoks definitsiooni tingimused C1-C4 igal n-aarsusel,
kus 3 < k < n, n € N. Toestame, et siis kehtivad antud tingimused ka (n+ 1)-aarse
tehte puhul.

C3. Parameetriline kommutatiivsus on toestatud lauses 2.9.

C1.Olgu z1,...,2p41 € Cning i € {1,...,n+1},7 # j nii, et \; = 1. Siisiga j €
{1,...,n+1},j # i korral \; = 0. Kasutame (n + 1)-aarse tehte kommutatiivsust:

CoL A2y Ay Ansd (L1, T2y ooy Ty ooy Ty 1) =
= C>\i,>\2,---7/\1,---7)\n+1 (l‘i, L2yeeeyLlyenn 7$n+1)~
Niiiid kasutame defineeritud pere tehet ja viime (n + 1)-aarse tehte n-aarseks:
C)\i,>\2,...,>\1,...7)\n+1 ('m’ia TL2yeeeyTlyenn 7:B’n+1) —
= C)\i+/\2,~..7>\1,m,)\n+1(c Ag A2 (xiv xQ)a ceey Ty e 75511—&—1)'
Ait+A2 7 A +Ao

Kasutame siin dra binaarse tehte C1 tingimust ja seda, et A; + Ao = A;:

C N (mi,x2) = cro(wi, x2) = co1(x2, 7)) = ceoxe, x5) = x;.
Ai+A2 7 A+

Seega saame niiiid kasutada n-aarse tehte C1 tingimust

CAit A2, AL, An gl (C A Ao (ﬂfi, $2), sy Ty e 7$n+1) =
AjFA2 T A+ Ao

= CAjy At (Tis ooy Tl ooy Ty 1) = 4

C2. Olgu z € C ja A1,..., Ap41 € [0,1] nii, et Ay + ... + A\p41 = 1. Kasutame
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varem defineeritud tehet binaarsel juhul:

CALLA2,23, Ang1 (IL‘, Ly T, ... ax) = CA14+-X2,23,.., 0t 1 (C A1 Ao (l’, {L‘), Tyon. ,1’)
PYED PED e v

- C>\1+)\2,>\3,...,)\n+1 (.’,U, x? ey x) = ZU,
siin viimane vordus kehtib, kuna induktsiooni sammu eelduse pohjal rahuldavad
n-aarsed tehted tingimust C2.

Kui A1 = A2 = 0, ei saa me jagada ldbi nende summaga, sel juhul tehte definitsiooni

jargi ja induktsiooni sammu eelduse pohjal saame:
CAL A2 A3 st (T Ty Ty oo T) = €O Ny, Ay (2,0, .., @) = T

C4.0lgu =1, ..., Tpt1,Y1s -+ Ym € Cja Ary ooy A1, o1y - -+ fint1 € [0, 1] nii,
et M+ ...+ A1 =1japu +...4+ ppt1 = 1. Peame naitama, et

CAL A2, At (CM17-~~,Mn+1(x1a cee 7xn+1)7 Y1, .- - 7ym> =

= C>\1H/17---7)\1Nn+17>\27---7>\m+1 (xla ey Tn415Y1, - - - 7ym)

Kui gy 4 pe = 0, siis on tingimuse C4 toestus analoogiline baasijuhu n = 3 toestu-
sega, kus p1 + p2 = 0.

Eeldame, et @y + ug # 0. Siis

CA1, 22,0 Amt1 (CN17M21H37---7N71+1 (xlv X2, X3y - 7$n+1)7 Yty - - aym) =

= A At (Cpin bz gis o1 (€1 w2 (21,22), 23, -+, Tnt1), Y1y -+ 5 Ym)-
w1tpe’ pytug

Induktsiooni eelduse kohaselt kehtib tingimus C4 iga n-aarse tehte jaoks, seega

CAL A2, Amp1 (CM1+M27M3y~--7ﬂn+1 (C a1 12 (‘Tlv x2)7 x3,... ’xn-l—l)a Y1, .- 7ym) =
u1tpg’ pytpg

= CXq (1 4+42) A 3 5o M 4152200, Amt 1 (cm’f&w ,Ml?u2 (xl, xg), L35+ Tn4+15Y1s - - - 7ym>

(ind. sammu eeldus)

= C)\lul1>\1M27>\1H‘37---7>\1un+17>\21---7>\m+1 (1“17 L2y XL3yeveyIn41yY1y--- 7ym) (Zd)

Kuna oleme naidanud, et kehtivad induktsiooni baas ja samm, siis antud tehete

pere rahuldab definitsiooni 2.1 tingimusi C1-C4. O
Toestatud teoreem 2.6 annab meile eeskirja binaarsest kumerusruumist n-aarsete
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tehetega kumerusruumi koostamiseks. Vastupidine konstruktsioon on toodud jarg-

nevas teoreemis.

Teoreem 2.10. Olgu C' hulk. Kui hulk C' koos tehetega cy, . ., \i € [0,1],
YA = 1 on multiaarne kumerusruum (def. 2.1), siis tehete pere ccy = cx1-»,
A € [0,1] annab kumerusruumi (def. 1.4).

Toestus. Kontrollime definitsiooni 1.4 tingimusi C1-C4.

Cl1. Olgu z,y € C, cco(z,y) = co1(z,y) = y.

C2.Olguz € C, A € [0,1], cex(z,z) = cp1-a(z, ) = .

C3. Olgu z,y € C, A € [0,1], cea(w,y) = ex1-a(,y) = c1-an(y, ) = cc1-a(y, ©).
C4. Olgu z,y,z € C, A\, € [0,1], A = Au. Eeldame, et A # 1

cex(eeu(z,y), 2) = ex-a (cpi—p(z,y), 2)

= CauA(1-p)1-x (2,9, 2) (def. 2.1 C4)
= CA(1—p),1—\Au (y,2,) (def. 2.1 C3)
= CA(1—p)+1-AAp <C>\(1M) 1-A (y,z),x) (def. 2.1 C4)
T—p 1—Ap
= Chp,l-Au <x,cm_u) 1 (v, z)) (def. 2.1 C3)
1—Ap "1—=Ap

= CCxp (xv CCA1—p) (ya Z)>
1—Ap
= CCy (:Ua CCﬁ(y, Z)) ;

kus i = Af%\z) Kui A = 1, siis vastavalt mérkuse 1.6 jargi

cex(ceu(w,y), 2) = ces(x, cca(y, 2)). O

Teoreemid 2.6 ja 2.10 annavad koos voimaluse minna iihest kumerusruumi de-
finitsioonist iile teisele ja vastupidi, kasutades antud teoreemides toodud eeskir-
ju. On lihtne ndha, et need on iiksteise podrdoperatsioonid. Samuti, kui kujutus
f : C — C' on kumerusruumide homomorfism, siis on ta ka C,C’ vastavate mul-

tiaarsete kumerusruumide homomorfism ja ka vastupidi.

Definitsioon 2.11. Olgu C ja C’ multiaarsed kumerusruumid. Kujutust f: C —

C’ nimetame multiaarsete kumerusruumide homomorfismiks, kuiiga \1,...,\, €
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[0,1], > ;i =1jaxy,...,z, € C korral

fleenyan(@is o wn)) = conn, (F(21), s f(2n))

Definitsioon 2.12. Multiaarse kumerusruumi C alamhulka A nimetame alam-
kumerusruumiks, kui mistahes z1,...,z, € AjaAi,..., A\, € [0,1], >0 A =1

korral ccy, .z, (21,...,2n) € A ehk A on kinnine koigi kumerate kombinatsioonide

n

votmise operatsioonide suhtes.

Jargnevalt toome néited, kuidas ndevad vélja esimese peatiiki kumerusruumi néai-

dete korral nende kumerusruumide n-aarsed tehted.

Naide 2.13. Niite 1.7 jargi on iga vektorruum iile R on kumerusruum definitsioo-
ni 1.4 mottes. Olgu V' vektorruum, kus kumerusruumi tehe on defineeritud l&bi

vektorruumi V liitmistehte:
VA€ [0,1]: cexn(z,y) = Az + (1 — A)y. (2.9)

Defineerime tehted iga n € {1,2,3,...} korral
n
VAL, ..., Ay € [0, 1], Z A= 1: C)\1,...,)\n($17 e ,xn) = M2+ ..+ AT,
i=1

On lihtne kontrollida, et sellised tehted rahuldavad definitsiooni 2.1 tingimusi C1-
C4. Kuna cy, ), = ccy,, siis teoreemi 2.6 jargi on see ainuke viis, kuidas defineerida

tehtele 2.9 vastav multiaarne kumerusruum.

Niide 2.14. Niite 1.16 jérgi on vektorruumi R* kumer alamhulk simpleks Ax
kumerusruum definitsiooni 1.4 jérgi. Niite 2.13 jirgi on R multiaarne kumerus-

ruum koos funktsioonide punktiviisiliselt liitmise tehtega:
n
VAL LA €[003 N =10 eaan (1o fu) = ALfu o Anfe
i=1

Simpleks Ay on multiaarse kumerusruumi RX alamkumerusruum, kuna ta on

kinnine antud tehte suhtes.

Naiide 2.15. Olgu X poolvorest konstrueeritud kumerusruum néite 1.19 pchjal.
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Vastavad n-aarsed tehted multiaarse kumerusruumi jaoks esituvad jargnevalt:

n
VAL, .., A\ € (0, H’Z)‘i =1: ¢y, (@, Tn) =2 A A Dy,
i=1
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3 Vaba kumerusruum hulgal

Selles peatiikis defineerime vaba kumerusruumi kasutades lineaaralgebrast tutta-
vaid moisteid. Kumerusruum n-aarse tehtega voimaldab meil vaadata ka baasi
moistet.
Definitsioon 3.1. Hulka X C C nimetame multiaarse kumerusruumi C' baasiks
kui iga ¢ € C korral leiduvad (jarjestuse tdpsuseni) unikaalsed Aj, ..., A, € (0, 1],
n € {1,2,3,...} (kus ), \; = 1) ja paarikaupa erinevad elemendid ey, ... ,e, € X
nii, et

c=cx, (€1, en).
Definitsioon 3.2. Multiaarset kumerusruumi nimetatakse vabaks kui temas lei-
dub baas.

Soovime toestada, et Ax on vaba kumerusruum ning saame hulgast X konstruee-

rida kumerusruumi Ax baasi. Selleks defineerime hulga X “sisestuse” hulka A x:
0: X > Ax, TV by,
kus d;: X — [0, 1] on defineeritud skeemiga

1, kuiz=y;
0, kuiz#y.

6x(y) =

Kuna iga f € Ax korral on supp(f) loplik, siis saame esitada kujutuse f funkt-

sioonide d, ,z € supp(f) punktiviisilise summana:
[= Z f(x)ds.
z€supp(f)

Lause 3.3. Olgu X hulk. Siis simpleks Ax (def. 1.15) on vaba multiaarne kume-

rusruum.

Toestus. Naite 2.14 jargi on Ax multiaarne kumerusruum. Néitame, et hulk B :=

{6z | © € X} on kumerusruumi Ax baas.

Olgu f € Ax. Tahistades supp(f) = {x1,...,zn}, kus z1,...,x, on paarikaupa

erinevad, saame esitada kujutuse f kujul:

f = f(xl)éwl T+ f(a:n)éxn = Cf(acl),...,f(:vn)(dww s 75$n) (31)
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Olgu niitid Ai,..., A\ € (0,1], m e {1,2,3,...}, >, A\; = 1 ja paarikaupa erine-
vad Oy, ..., 0y, € B, sellised, et f =cy, . A.(0y,-..,0y,). Niitame, et see esitus

langeb (elementide {x1,...,z,} imberjirjestuse tédpsuseni), kokku esitusega (3.1).

Vaatame funktsiooni f kohal y;, siis

f(yl) = C)\1,---,)\m(5y1a . 75ym)(yl)
= Aléyl(yi) + ...+ N0 Z(yl) + ...+ )\méym(yi)
=A-04+...+XN-1+...4+ 2,0
=\

Eelviimane vordus kehtib seetottu, et y1,...,y, on paarikaupa erinevad, kuna
kujutused 6y, ,...,d,,, on paarikaupa erinevad. Kuna iga y; korral f(y;) = A\ #
0, siis y; € supp(f). Olgu y € supp(f), nditame, et y € {y1,...,ym}. Oletame
vastuviiteliselt, et y & {y1,...,Ym}, siis

FW) =exam (Oyrs -5 0y, (Y)
= Aoy, (¥) + ... 4+ Ay, (y)
=A-04+...+Xp-0
—0,

mis on vastuolus sellega, et y € supp(f). Jarelikult supp(f) = {y1,...,ym}, mis-
tottu n = m ja f = C)\1,4..,)\m(5y1a e ,(5ym) = Cf(xl)pn,f(l'n)(axl’ ...,0z,), mis on
(baasielementide timberjérjestamise tdpsuseni) vordne punktis 3.1 toodud esituse-
ga. Jarelikult oleme naidanud, et ndutud esitus on iihene ning B on kumerusruumi
Ax baas. O
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Kokkuvote

Selles bakalaureuset66s vaadeldi kumerusruume ja toodi néiteid erinevatest teis-
test algebralistest struktuuridest, millel saab defineerida tehete pere, mis annab
kumerusruumi. Defineeriti n-aarse tehtega kumerusruum binaarse tehtega kume-
rusruumi kaudu ning toestati, kuidas iihest definitsioonist teise definitsiooni tehteid

moodustada ja vastupidi.

Kui sel teemal uurimistood jatkata, siis jargmine samm oleks sonastada vaba ku-
merusruumi universaalomadus ning anda ka kolmas kumerusruumi definitsioon ka-

sutades vaba kumerusruumi konstruktsiooni.

Veel oleks voimalik uurida lahteartiklis véilja toodud viidet, et iga kumerusruum
esitub geomeetrilist tiilipi kumerusruumide poolvorena ning arendada seoseid ku-

merusruumide, normeeritud ruumide ja meetriliste ruumide vahel.
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