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Pinged ja deformastioonid plaatide teoorias

Kaéesolevas bakalaureusetoos tutvutakse pideva keskkonna mehaanika aluste, plaatide ja
koorikute pohimoistetega. T606 esimeses pooles defineeritakse pinged, siirded ja deformat-
sioonid koos tasakaaluvorranditega, teises pooles uuritakse elastse tala deformeerumist
ristkoormuse korral.

Mérksonad: pingekomponent, normaalpinge, tangensiaalpinge, lineaardeformatsioon, sii-
re, nurkdeformatsioon, ohuke plaat, tildistatud pinged, membraanjoud, paindemoment, ta-

la, plaat

Stresses and deformations in plate theory

This bachelor’s thesis introduces the reader to the basics of continuum mechanics and
the princible terminology of plates and shells. In the first half of the thesis we define
stress, displacement and deformation with equilibrium eqations and in the second half we
examine deformation of elastic beam subjected to transverse loads.

Keywords: stress component, normal stress, shear stress, linear deformation, angular de-
formation, displacement, thin plate, generalized stress, membrane force, bending moment,

beam, plate
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Sissejuhatus

Ohukeseseinalised talad, plaadid ja koorikud on viga olulised konstruktsioonielemendid.
Lennunduse ja kosmonautika areng on tanu volgu just komposiitmaterjalidest valmistatud
ohukeste koorikute kasutamisele. Nendel elementidel on suur tugevus ja jédikus vorreldes
sama kaaluga homogeensete konstruktsiooni elementidega.

Antud t66s tutvutakse pideva keskkonna mehaanika aluste ja plaatide ning koorikute
pohimoistetega.

T66 esimeses peatiikis on defineeritud pingete, siirete ja deformatsioonide moisted. Siin on
esitatud ka tasakaaluvorrandid. Need on diferentsiaalvorrandid, mida peavad rahuldama
pingekomponendid vaadeldava keha igas punktis.

Teises peatiikis uuritakse elastse tala deformeerumist ristkoormuse korral. Talade defor-
meerumist uuritakse erinevate kinnitusviiside korral. Vaatluse alla voetakse ka veel mit-
tekonstantse ristloikega vabalt toetatud tala. T66 16ppeb optimiseerimisiilesandega mit-

tekonstantse ristloikega konsooltala korral.



I Moisted ja terminoloogia

Selles peatiikis defineerime koik t66s kasutatavad olulisemad moisted, mis on seotud ta-
lade, plaatide ja koorikute deformeerumisega.

Pinge moju tagajirjel iga keha deformeerub. Elastne keha on defineeritud kui keha, mis
taastab oma kuju peale pinge eemaldamist. Seevastu plastsest materjalist keha ei taasta

oma kuju peale pinge eemaldamist.

1.1 Pinge moiste

Definitsioon 1.1. Kui osake liigub deformatsiooni kdigus punktist Py punkti P; siis

—
vektorit Py P; nimetatakse siirdeks.

Vilisjoududeks nimetatakse joude, mis mojutavad kas keha igat punkti voi tema vélis-
pinda. Niiteks raskusjoud mojub igale keha punktile, pindjoud aga keha pinnal. Valisjoud
vastandub sisejoule Newtoni 3. seaduse alusel, mis iitleb, et sisejoud tekivad kehas vastan-

damaks kehale mdojuvaid vélisjoude.

Definitsioon 1.2. Pingevektoriks tasapinnal, mille normaalvektor on v, nimetatakse

piirvaartust ?
AP, _,
i = 1.1
dim e =T (1.1)

kus ?V on sellel tasandil mojuv jouvektor, S on pinnatiiki pindala ning ?,, on antud

punkti pingevektor.

Uurime pingevektoreid 16pmatult viikese risttahuka tahkudel (vt joonist 1). Mérgime éra,

et vastastahule mojuvad sama suurusega aga vastandmaérgilised joud.



TfHsz
Txz Tyz
dz N TfT o,
0 dy

Joonis 1: Risttahukale mojuvad pingekomponendid

Definitsioon 1.3. Tahuga ristsuunalist pingevektorit o nimetatakse normaalpingeks.

Pingevektori indeks néitab, mis tahul ja mis suunaline on normaalpinge. Néiteks kui meil

on normaalpinge o, siis on ta z-telje suunaline normaalpinge.

Definitsioon 1.4. Koordinaattahul asetsevat, normaalpingega risti olevat pingevektorit

7 nimetatakse tangensiaalpingeks.

Sarnaselt normaalpingega néitab tangensiaalpinge indeks tema asukohta ja suunda: esi-
mene indeks néitab, millise normaalvektoriga on tangensiaalpinge risti, ja teine indeks,
mis suunaline ta on antud tahul. Néiteks, kui meil on tangensiaalpinge 7,,, siis on ta risti

normaalpingega o, ja y-telje suunaline.

1.2 Pinged kaldpinnal

Olgu antud l6pmatult véikeste mootmetega tetraeeder, mis on médratud nelja punkti

poolt: telgede alguspunkt O, z-teljel asuv punkt A, y-teljel asuv punkt B ja z-teljel asuv



punkt C' (vt joonist 2). Kuna meil on tegu lopmatult véikeste mootmetega objektiga,
siis ka loikude OA, OB ja OC' pikkused on I6pmata véikesed, tdhistame need pikkused

vastavalt dz, dy ja dz.
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Joonis 2: Pinged kaldpinnal

Kaldpindsele objektile mojuvad vilisjoud on jouvektor
B, = (P, P, P.) (1.2)
ja massijoud
F=(xY.2), (1.3)

Igale tahule mojuvad ka sisejoud, mis koosnevad normaalpingevektorist o, mis on risti
tahuga, ja kahest tangensiaalpingevektorist 7, mis on suunatud moééda oma tahku (vt
joonist 2).

Defineerime iihikvektori, mis ristub kaldpinnaga punktis P:

7 = (I,m,n). (1.4)



Kuna tegemist on iihikvektoriga, siis 12 +m? + n? = 1. Nurgad iihikvektori ja telgede

vahel tdhistame vastavalt ¢1, p2 ja 3.

P2 B y

Joonis 3: Kaldpinna ABC' normaal

Téhistame korguse OP = h (vt joonist 3). Projekteerides korguse h z-teljele saame, et

h = dx cos ¢y. (1.5)

Téhistame leitud projektsiooni ldx. Analoogselt projekteerime korguse h teljele y (vt
joonist 4). Siit tuleneb, et
h = dy cos . (1.6)

dy

Joonis 4: Kérguse h projektsioon y-teljele



Seda projektsiooni tédhistame mdy. Veel kord kasutame eelnevat meetodit, et projekteerida

h teljele z. Nii saame vorduse

h = dz cos ps3. (1.7)

Siin téhistame projektsiooni z-teljele kui ndz. Kasutame leitud projektsioone ja uuritava

objekti ruumala

1
dV = ghSasc. (1.8)

et leida, kuidas kaldpinnale ABC m&juvad sisejoud. Projekteerime tahud, mis on risti
telgedega, kaldtahule, kasutades ruumala valemit (1.8). Projekteerides tahu, mis toetub

x-teljele, kasutades seost (1.5), saame, et

AV = %dF = ldz. (1.9)

Projekteerime tahu, mis toetub y-teljele, kaldpinnale ABC'. Kui kasutada seost (1.6), siis

saame tulemuseks, et

h
v = ng = mdy. (1.10)
Analoogiliselt saame, et
dV = ng = ndz. (1.11)

1.3 Staatika - joudude tasakaal

_>
Olgu meil joudude siisteem Fi, ..., F,,. Mehaanikast on teada, et joudude siisteemi tasa-

kaalu korral Z?l = 0. Valemist (1.3) jareldub, et (vt [4])
i=1

zn:?i —0, zn:? —0, i? —0. (1.12)

Uurime tasakaalu z-teljel. Jouvektori ?V projektsioon z-teljele on p,. Kuna tangensiaal-

pinged 7, ja 7. on risti z-teljega siis nende projektsioonid on vordsed nulliga. Seega



saame valemi (1.12) pohjal vilja kirjutada jargmise vorduse:
Pz - dF — Oy * SOBC’ — Tyz * SOAC — Tag * SOAB + XdV =0. (113)

Kuna tasakaal peab kehtima ka siis, kui modtmed ldhenevad nullile ehk dz — 0, siis
saame, et

Po =05 L+ Ty -m~+Ty-n . (1.14)
Analoogselt z-teljega saame leida ka jouvektorite projektsioonid y- ja z-teljel. Seega jou-
vektorite projektsioonid on jargmised:

p
meOm'l+Tyx'm+sz'na

Dy = Tay - L+ 0y -m~+ Ty -, (1.15)

Pr=Tge L+ Ty -m~+o,-n.
\

1.4 Tasakaaluvorrandid

Kehale mojuvate vilisjoudude tulemusena toimuvad kehas deformatsioonid. Pingete pro-

jektsioonid telgedel on vilja toodud tabelis 1:

z-telje suunalisel tahul | y-telje suunalisel tahul | z-telje suunalisel tahul
x-telje sihis + 90, dx + 8Tymd + 0Tz dz
- Oz Tyx Tz
. o] o Tx g TZ
y-telje sihis Toy + ny dx oy + 8_yydy Toy + 8;’ dz
87' 87' 80’
_teli ihi - :):zd : yzd . zd
z-telje sihis T, +8w X Ty+ay Y a—{—az z

Tabel 1: Pingekomponendid vastavalt tahule ja suunale

Tabelis 1 mérgitud pingevektoritele on juurde liidetud juurdekasv vastava telje suunas.
Juurdekasvud on graafiliselt kujutatud joonisel 5.

Juurdekasvu arvestame juurde ainult tahkudel, mis asuvad telje positiivses suunas. See-
ga vastastahkudel on pingevektor vastassuunaline ja juurdekasvuta. Kuna koik kehale

mojuvad joud on tasakaalus, siis saame leida tahkude kaupa nendele mojuvad joud. Uuri-

10



o,+(d0,/0z)dz
T4yt (01,,/02)dz
ﬁzx"' (91,/02) 0,7
T
Tyx Xy
L‘\K sz T z+(aTy£ay)dy
Ty T b+ (OTx/OX)dX oy+(80, IBy)dy
dT,,/0x)d
0, +H(OP,/0x)dx ﬂ Ty/OX)dx Ty*|(OT/0y)dy
1 y
zy /TZX

Joonis 5: Pingekomponendid risttahuka tahkudel

me pingeseisundit z-teljega ristuval tahul, kus dydz, dxdz ja dxdy on vastavalt z-, y- ja

z-telgedega ristuvate tahkude pindalad. Projekteerides koik sisejoud z-teljele saame, et

(00 + oda)dydz — opdydz 4 (Tye + 7,,dy)drdz — Typdrdz 116)

+ (Tow + 71 d2)dzdy — Topdxdy + XdV = 0.

Toimides analoogselt ka teiste tahkudega saame vorrandid, mida nimetatakse tasakaa-

luvorranditeks:
.
Oy + Ty + 7oy + X =0,
Thy T 0, + 7L, +Y =0, (1.17)
\T;Z—FTZ;Z—FOIZ—FZ:O.
Momendid

Vaatleme pingete poolt tekitatud momente.

11



Definitsioon 1.5. Jou ? poolt tekitatud momendiks punkti O suhtes nimetatakse vek-
torit

%
Mo=7xF, (1.18)
kus 7 on jou rakenduspunkti kohavektor.

Momendi telje suhtes saame, kui projekteerime jouvektori tasandile, mis on risti teljega,
ja korrutame seda joudlaga, mis on risti nii jouvektori projektsiooniga kui ka teljega. See
tdhendab, et kui jouvektori projektsioon tasandil 7 on ?,T ning joudlg h, siis moment
M, = £F;, - h, kus momendi mérk valitakse soltuvalt sellest, kas moment tekitab pocrde
vastu- voi péaripdeva. Lepime kokku, et vastupéevase liikumise korral on mérk positiivne
ja paripdeva puhul negatiivne.

Momentide summa z-telje suhtes tuleb:

OTay dz dz 0Ty dy dy
—(Tay + 9 d:v)dydz? + Txydyd27 + (Ter + 5 d:p)dyd,z7 — dedeE
+(7y> + %dy)dmdzdy — Ty dedydy — (T, + %dz)dxdydz + Toydrdydz
(1.19)
doy, dz dz do, dy dy
—(oy + a—ydy)da:dz; + O'ydl'd27 — (0, + P dz)dxdy; — azdxdy7
+FdV - hyp = 0.

Teame eelnevalt, et dV = dxdydz ning, et 7,.dy*dz = 0 ja 7,,dr*dy = 0, mis tuleneb
sellest, et nende vastastahud on risti z-teljega. Seega on nende joudlad risti. Kuna tasakaal

d
peab sédilima, kui moéotmed ldhenevad nullile, siis sellest jareldub, et kui ?m — 0 ja

d
EZ — 0, siis ka F'dV hp — 0, mis annab meile vorduse

Tyz = Tay- (1.20)

Vordsustades nulliga momentide summa y- ja z-telje suhtes ndeme, et 7., = 7,, ja 7y, =

Tay-

12



1.5 Siirded ja deformatsioonid

Definitsioon 1.6. Siirdevektoriks nimetatakse vektorit (u, v, w), mis kirjeldab mingi mas-
si osakese litkkumist punktist A punkti A;. Siin z-telje suunalist liitkumist véljendab suurus

u, y-teljele vastab suurus v ja z-teljele w.

Deformatsioonid

Selles alapeatiikis toome sisse kaks erinevat deformatsiooni vormi.

1. Lineaarsed deformatsioonid
Lineaarseks deformatsiooniks nimetatakse iihe dimensioonilise keha, néiteks varda,
pikenemist, kus meil on teada varda pikkus /g enne deformatsiooni ja péarast defor-

matsiooni [ = [y + Al. Varda suhteliseks pikenemiseks nimetatakse jagatist € = .

(vt [1)). 0

2. Nurkdeformatsioonid
Nurkdeformatsiooniks nimetatakse tédisnurkse elemendi nurga muutust deformat-

siooni kéigus.

Uurime moélemaid deformatsiooni vorme:

1. Olgu meil element xy-tasandil, millel toimub lineaarne deformatsioon. Tasandi alg-
positsioon on ABCD ja pérast deformatsiooni on A’B'C’'D’ (vt joonist 6). Kirjeldame
punkti D’ siiret: olgu punkt D”, mis viljendab siirde DD’ x-telje sihilist liikumist. Seega
DD" = u + %dm, kus voime juurdekasvu edaspidiselt mérkida 8_§dx = A,u. Siirdel

DD’ toimuv y-telje sihiline liikumine véljendub 1abi pikkuse v. Analoogia pohjal saame

arvutada iilejadnud nelinurga tippude koordinaadid. Need on

Al(u,v),
B'(u,v + ?dy),
, audy o (1.21)
C(U’—f—% xvv_’_a_y y)a
, ou
D'(u+ 8_xdx’ v).

13



— — B’ C'
Bll
AyV
B C
dy
I _AI D'
AU
“l 4 | <
d X
A u D Dll

dx

Joonis 6: Lineaarne deformatsioon

Elemendi suhtelist pikenemist viljendavad deformatsiooni lineaarsed komponendid ¢,, €,

ja e,. Néiteks x-teljega paralleelse elemendi algne pikkus on AD = dx ja pikenemise saame

kirjutada kujul
A'D'— AD =u + @dx — u. (1.22)
Ox
Seega
ou
L 1.23
€0 = 5 (1.23)
Analoogselt saame leida kaik iilejadinud lineaarsed komponendid (vt [2], [5] ja [6])
([ Ou
Ex = gxa
v
£y = By (1.24)
ow
€, = —
\ 0z

2. Olgu meil xy-tasapinnal nelinurk ABC D, millel kuju peale deformatsiooni on AB'C’D’

(vt joonist 7).

14



Definitsioon 1.7. Olgu z- ja y-teljega paraleelsed 16igud. Nurkdeformatsiooniks v, ni-

metatakse vastavate 16ikude vahelise nurga muutust.

c
B B! C
-/
B
dy D'
a B,
/ /] .
A dx D
Joonis 7: Nurkdeformatsioon
Joonise 7 pohjal voime kirjutada, et
ou
t = —. 1.25
an 3 By ( )

Viikeste nurkade korral on nurk ja tema tangens ligikaudu vordsed. Seega saame punkti

B’ koordinaatideks

Ju
B'(=—dy, dy). 1.26
( oy y) (1.26)
Analoogselt saame vilja kirjutada, et
v
= — 1.27
62 0%’ ( )
millest tuleneb, et punkti D" koordinaadid on
ov
D'(dx, —dx). 1.28
(d, 52dr) (1.25)
Seega saame, et nurkdeformatsioon ,, avaldub kujul
Yoy = Bl + ﬁ2- (129)

15



Toimides analoogselt eelnevale lahenduskéigule leiame nurkdeformatsioonid teistel koor-

dinaattasanditel (vt [5] ja [6]):

(o o
Ty = 5y T or
ou Ow

-4 1.30

Tz = g + ox’ ( )
R
(v T 52 oy’

Valemeid (1.24) ja (1.30) nimetatakse Cauchy valemiteks.

16



II Tala paine

2.1 Ohuke plaat ja Kirchhoffi hiipoteesid

Viimase poolesaja aasta jooksul on lennunduses, kosmonautikas ja mujalgi viga laial-
daselt kasutatud chukeseseinalisi konstruktsioonielemente — plaate ja koorikuid. Gustav
Kirchhoff (1824-1884) oli saksa fiiiisik, kelle hiipoteeside tulemusena on véimalik vaadelda
kolmedimensioonilist plaati kahedimensioonilisena.

Ohukeseseinaliseks plaadiks nimetatakse piistsilindrilist keha, mille korgus on viike vor-
reldes teiste mootmetega. Uldreeglina on korgus sama keha igas punktis. Talade, plaa-
tide ja koorikute pinge-deformatsiooniseisundi médramisel on olulisel kohal Kirchhoffi
hiipoteesid.

Siin kohal toome need hiipoteesid vélja (vt [2], [5]-[8]):

1. Tga plaadi element, mis on risti keskpinnaga enne deformatsiooni, jaab risti kesk-
pinnaga ka peale deformatsiooni. Keskpinnaks nimetatakse pinda, mis asub vordsel
korgusel plaadi otspindadest ning on alati tasapind. Seda hiipoteesi nimetatakse ka

sirgete normaalide hiipoteesiks.

2. Plaadi kesktasand ei veni vélja ega tombu kokku, mis tdhendab, et toimub ainult

paine ehk puhas paine. Seega siirded u|z—g = 0 ja v|z—¢ = 0.

3. Plaadi iiksikute kihtide vahel puudub surve voi tomme, plaadi kihid ei ldhene

iiksteisele ega kaugene iiksteisest. Seega komponent €, = 0.

17



2.2 Deformatsioonid plaadis

Eelnevas négime, et lineaarsed deformatsiooni komponendid on omavahel seotud vorduse

(1.24) jargi. Nurkdeformatsioonid on esitatavad kujul

ou Ov
Yoy = 0_y + F
ou Ow

Yoz = §+%7 (2.1)
_ v ow
T T 5 dy’

Kasutades Kirchhoffi hiipoteese ja Cauchy valemeid (1.24) ning (1.30), saame plaatide

korral
B
xr — 612 bl
0*w
5y = —Za—yz, (22)

5 0%w
oy = —22 .
Ty 0x 0y

Nieme, et koik deformatsiooni komponendid avalduvad siirde w kaudu ehk ldbipainde

kaudu.

2.3 Uldistatud pinged

Olgu meil plaadi paksus ehk téiskorgus h. Toome sisse ka membraanjoud, mida defineerime

jargmiselt (vt [5] ja [6]):

=
I
[Nl

VIS o>

=
I
\\ |\

Q
g

.
N
o
)

SIS
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Sarnaselt defineerime ka momendid (vt [5] ja [6]):

n
ning M,, = [?, Tsyzdz. Momente ja membraanjoude nimetatakse iildistatud pingeteks.
2

2.4 Hooke’i seadus

Iga 16pmata chukese tala kihi jaoks saab rakendada Hooke’i seadust vottes niitid arvesse

elemendi laiuse b. Uhe kihi korral (vt [5]-[7])
0, =F ¢, (2.6)

kus E on Young’i moodul, mis niitab materjali elastsust (mida viiksem elastsus, seda
suurem on £ vaartus).
Uldistatud Hooke'i seadusest lihtuvalt, kus N, = N, saame, et

2w [

|

Votame kasutusse tala telje koveruse s¢, mis avaldub kujul

Peale valemi (2.7) integreerimist saame, et

N =0. (2.9)

19



Analoogiliselt saame momendile valemi:

_ —FEbsxh?

M
12

Votame kasutusse tala ristloike inertsimomendi 7, mis on defineeritud valemiga

3
=%
12

Uldistatud Hooke’i seadus niieb vilja jargmiselt:

N =0,

M=—-FE-1I- 3.

2.5 Tala tasakaaluvorrandid

(2.10)

(2.11)

(2.12)

Selles alapeatiikis tuletame talale tasakaaluvorrandid. Uldistatud joudude siisteemi kuu-

luvad jargmised suurused: moment ehk paindemoment M,, membraanjoud N, 16ikejoud

@ ja valisjoud p (jaotatud koormuse intensiivsus). Uldistatud joudude siisteem peab ole-

ma tasakaalus. Igal joul on juurdekasv ning vastassuunaline ja piirolukorras vordne joud.

Koik erinevad kihid, mis on paralleelsed piirkihiga, painduvad temaga analoogselt. Olgu

z-telg tala telje suunaline. Kuna laius b taandub l6ppkokkuvottes vorrandidest vilja, vaat-

leme laiust b iihiksuurusena. Koik joud mojuvad iihel tasandil. Joonisel 8 on vilja toodud

element iildistatud joudude siisteemiga. Tasapinnaliste joudude siisteem lubab meil vaa-

delda tasakaalu natukene teisiti vorreldes ruumiliste joudude siisteemiga. Tasapinnaline

joudude siisteem on tasakaalus, kui on tédidetud jargmised tingimused:

ZXZ- =0,
ZZZ» =0,

20
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Pdx

M M+dM

N ___—__TX N+dN

Q+dQ

dx

Joonis &: Tala element

Joudude projektsioonide summa z-telje sihis annab
—~N+ N +dN =0. (2.14)
Vertikaalsihis mojub talale l1oikejoud ja jaotatud ristkoormus. Seetottu
—Q+Q +dQ + pdx = 0. (2.15)
: . _ : e de .
Paindemomendi leidmiseks votame teadmiseks, et 16ikejou ola pikkus on > mistottu
dx , dz
—M+M+dM—Q~7—(Q+Qd:c)~7:0. (2.16)
Kuna piirolukorras dx — 0, siis

= 0. (2.17)

21



Vorduste (2.14), (2.15) ja (2.17) pohjal saame, et

N =0,
M =—Q
Tulemusest (2.18) jareldub, et
M = —p. (2.19)

2.6 Rajatingimused

Vaatame tala erinevaid kinnitusviise. Lepime kokku, et kui ei ole 6eldud teisiti, siis koor-
dinaatide alguspunkt on vasakpoolses kinnituskohas. Seejuures z-telg on tala keskjoonel
ja z-telg on suunaga alla ja risti x-teljega. Uurime kolme erinevat tala kinnitusviisi: vabalt

toetatud tala; jdigalt kinnitatud tala; konsooltala.

Vabalt toetatud tala

Vaba toetus takistab vertikaalset litkumist, aga ei takista paindumist (vt joonist 9).
Sisejoudude moment on tala otstes null ehk M (0) =0 ja M(l) = 0.

Lébipaine ehk z-telje sihiline siire on ka null ehk w(0) = 0 ja w(l) = 0.

Vaba toetuse korral on tala keskel 16ikejoud null ehk kui tala pikkus on [, siis Q(%) = 0.

0 I
| | ——>x

Joonis 9: Vabalt toetatud tala

Jaigalt toetatud tala

Mbolemast otsast jaigalt kinnitatud tala korral on z-telje sihiline siire taas null ehk w(0) = 0

ja w(l) =0 (vt joonist 10).
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Joonis 10: Jaigalt kinnitatud tala

Konsooltala

Niiiid on takistatud vertikaalne liikkumine ainult iihes otsas ehk w(0) = 0, M(l) = 0 ja
Q(l) =0 (vt joonist 11).

.

Joonis 11: Konsooltala

2.7 Pingete ja momentide jaotused

Uurime, kuidas kaituvad sisejoud talades eelmises alapeatiikis tutvustatud kinnitusviiside

korral. Olgu talale rakendatud iihtlane ristkoormus, mis on konstantne keha igas punktis.

Vabalt toestatud tala

%HHHI)HHH

/2

- Sx

Joonis 12: Vabalt toetatud tala iihtlaselt jaotatud koormuse all
Kasutame vorrandeid (2.18), mille pohjal

Q =—p-x + 017
o (2.20)
M:—T+Clx+02~
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Vottes arvesse kinnitusviisi omadusi M (0) = 0, M () = 0 ja Q(0) = 0, saame konstanti-
deks

Cy =0,
o (2.21)
Cl == 5

Varem leitud tulemuste (2.21) ja (2.20) ning kinnitusviisi omaduste pohjal saame leida

momendi M jargmisel viisil:

M= (2.22)

Leiame momendi M, kui koordinaatide alguspunkt asub tala keskel. Antud juhul me

teame, et 16ikejoud on tala keskpunktis null ehk Q(0) = 0. Seega saame, et
Q = —pzr + By. (2.23)

Kasutame teadmist, et 1oikejoud tala keskpunktis on null, millest tulenevalt saame, et

B, = 0. Kasutades jélle tulemust (2.18) jouame valemini

M= —%’ﬁ + B, (2.24)

Kui meie koordinaatide alguspunkt on tala keskel, siis kehtib vastavalt kinnitusviisi oma-
2

l
dustele M (£%) = 0 ning seega B, = % Niiiid

P 9 5
M = - — . 2.25
5 (1: + 4> (2.25)
Momendid (2.22) ja (2.25) peavad olema vordsed, sest nad kirjeldavad tépselt sama mo-
menti. Teeme kontrolli: vétame tulemuse (2.22) ja rakendame seda punktis . Selles punk-
tis peab tulemus (2.22) olema vordne tulemuse (2.25) vadrtusega punktis 0. Tulemuseks

Saalme

My = g : g = M(0). (2.26)
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Konsooltala

Kasutame tulemusest (2.18). Alustame valemist

Q=-p-x+Ch (2.27)

Kinnitusviisi omadusest Q(I) = 0 saame jareldada, et C; = pl. Seega

Q = —px + pl. (2.28)

Kasutame tulemust (2.18), mis annab, et

2

M= —% + pla + Cy. (2.29)
pl2
Kinnitusviisi omadusest M (I) = 0 saame jareldada, et Cy = -5 Seega
_ P 2
M = —5(1‘ — )% (2.30)

2.8 Lé&abipainded

Vaatleme eelnevalt mainitud kinnitusviiside korral konstantse ristloikega talasid. Kasu-
tame tulemusi (2.12), (2.17) ja (2.19), kus votame tuletisi = jargi deformeerumata talas.

Eeldame ka, et vaadeldav tala ei murdu, ehk w'(0) = 0.

Vabalt toetatud tala

A2 ¢¢¢¢¢$j$$¢¢¢¢ '/2%)(
AR | STTTTI7

Joonis 13: Vabalt toetatud tala ldbipaine

Olgu p talale mojuv iihtlane koormus, mis mdjub tala igale punktile. Koordinaatide

alguspunktiks votame tala keskpunkti. Kinnitusviisile omaselt kehtivad ka omadused
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M(ié) =0ja M'(0) =0, w(j:%) = 0. Nagu eelmises alapeatiikis

M" =p,
(2.31)
M' = pr + C;.
Kuna M'(0) = 0, siis C} = 0. Integreerides veel iiks kord tulemust (2.31) saame, et
72
M =po +Ca. (2.32)
l2
Kinnitusviisi omadustest tuleneb, et M (%) = 0 ning seega Cy = Py
Kuna
M= —EIu" (2.33)
SIS 2
"no__ _L 2 T
Yo ( v 4)’
. (2.34)
(2PN
2EI\ 3 ' 4 ’
Eelduse kohaselt w'(0) = 0, millest jareldub, et C3 = 0. Seega
4 g2
p x = 4
- _ _Z 4 . 2.
2E'I< 12+8:E>—|—C4 (2.35)
Teame, et w(L) = 0. Sellest jireldub, et Cy = —opl” nin
& W) =5 ! T BRapr M
p 224, ., Hplt
_ _ 2 oy 2.
v 16EI( 5 T T SEr (2:36)

Vaatame maksimaalset ldbipainet keskpunktis ehk punktis w(0) = wy. Valemi (2.36)
pohjal
5plt
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-If 2

T

¢ X

Joonis 14: Jaigalt kinnitatud tala {ihtlase jaotatud koormusega all

Jaigalt kinnitatud tala

Analoogselt vabalt toetatud talaga votame jiigalt kinnitatud tala keskpunkti koordinaa-
tide alguspunktiks. Talale majub iihtlane koormus p. Kasutame vorrandit (2.19), mida

integreerides jouame tulemuseni

M// =D,
M' = —pz + Oy, (2.38)
M = —gxz +C.

Kuna M’(0) = 0 siis Cy = 0. Edasi kasutame tulemust (2.12). Siit saame, et

n_ P2 C

2E1 EI’

b 2 C (2.39)
!/

w=opr 3 BT

Kinnitusviisi omadustest jareldub, et w’(0) = 0, seega C; = 0. Kuna w’ (%) = 0, siis

l2
C = ];—4. (2.40)

Integreerides saame leida ldbipainde w:

o
P.2_B 2.0 (2.41)

Kasutades veel kord omadusi, mis tulenevad antud kinnitusviisist tala otspunktis w(é) =

0, saame konstandiks C'
_ ol
© 384E1

2 (2.42)
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Seega saame labipainde 16plikuks kujuks

p P2
S iy SR, 2.43
Y Vol (x > 16 (243)

Siit ndeme, et ldbipaine on jaigalt kinnitatud tala korral seda véiksem, mida suurem on
materjali elastsusmoodul vo6i tala paksus h, nagu voisime oletada. Vaatame ka labipainet
keskpunktis ehk w(0) = wy korral. Seose (2.43) pohjal

_ ol
© 384ET°

Wo (2.44)

Konsooltala

Tala on koormatud kontsentreeritud koormusega P vabal otsal, mis tdhendab et Q(1) =
P. Veel eeldame, et talale ei moju iihtlane koormus p, mis tasakaaluvorrandite kohaselt
tdhendab, et M"” = 0. Otsitavad on paindemoment M ja ldbipaine w igas 16ikes.

Kuna

M =Q(l) =P, (2.45)

siis

M = Pz + Cy. (2.46)

Vastavalt kinnitusviisi omadustele on paindemoment otspunktis vordne nulliga, mis tdhen-

dab, et M(l) = 0, mille tottu Cy; = —PI. Seega

M= P(z—1). (2.47)

Kasutades valemit (2.12) saame, et

M = —EIuw". (2.48)
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Integreerides (2.48) saame leida ldbipainde

r P (.’L‘ B l)2

2

Pl
Eelduse kohaselt w'(0) = 0, seetdttu Cy = SET" Asendades Cy valemisse (2.49) ning

integreerides veel iiks kord, saame tulemuseks

P (x-=1013 PP

=——" Cs. 2.50
YTTE 6 T2El" TR (2:50)
3
Kinnitusviisi omadusest w(0) = 0 saab jareldada, et C5 = i ning
w = —i((x—l)?’—Ble—i—l?’) (2.51)
6E1 ' '

Lébipainde valem néitab, et mida tugevam on materjal ehk mida suurem on E vaértus,
seda véiksem on ldbipaine. Seda kinnitavad ka argipdevased kogemused. Kasutades kok-
kulepitud véértust inertsimomendil (2.11), vaatleme, milline on labipaine tala otspunktis

ehk wy = w(l) (vt joonist 15). Seose (2.51) pohjal

4P
-~ Ebh3’

wo (2.52)

Joonis 15: Konsooltala lédbipaine
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2.9 Astmelise ristloikega konsooltala

Vaatame koonsooltala, mis ei ole konstantse ristldikega iga = € (0,1) korral (vt joonist

16).

o___r__ _ q—————:————«»%x

Joonis 16: Astmelise ristkoikega konsooltala

Olgu iiksikjoud P rakendatud tala vabale otsale. Otsitavateks on paindemoment M ja
labipaine w igas loikes. Olgu talas punktis a aste. Seejuures on x < a korral korgus
h = hg ja korgus on h = hq, kui x > a. Kérgus muutub punktis a hiippeliselt. Selleks, et
tala ei murduks, eeldatakse w’(0) = 0. Konsooltalade omadustest on teada, et M(l) =0
ja w(0) = 0. Kuna tala on muutuva korgusega, siis kdrgusest soltuvad muutujad tuleb
vastavalt kohandada. Inertsimoment (2.11) saab kaks vaartust: I = Iy, kui # < a, ning

I = I, kui x > a. Seejuures

3
fo= % (2.53)
o} '
T
Hooke’i seadusest jareldub, et kdverus s soltub tala ristloike korgusest, kuna s = —%.

Tulemuse (2.47) pohjal M = P(x — l). Seega tuleb koverust vaadelda eraldi kahes piir-

konnas. See tidhendab, et ldbipainde teine tuletis avaldub kujul

P .
—, kui z €[0,a),
w'=—(z-1)- E]go (2.54)

—, kui .
BL ui x € (a,l]
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Integreerides valemit (2.54) parameetri x jargi saame, et

iy 2
N <£L’_ — lx) —|—Cl, kui z € [O,a)7
W — 4 Bl \ 2 (2.55)
—P [a? '
i (5 - lx) + By, kui @ € (a,1),
1
ja
—P /23 2
- (x_ _ lx_> + Cix + Cy, kui z € [0, a),
wed Eo\6 2 (2.56)
—P [z x?
oA (E - 17> + Biz + By, kui x € (a,l].
1

Punktis a kehtivad jirgmised pidevuse tingimused: w'(a—) = w'(a+) ja w(a—) = w(a+).

Neid kasutades saame vordused:

a? P a® P
(L)t =— (% —la) = +B
(2 “) Bl ¢ (2 “> EL OV

3 la?\ P 3 la®?\ P
—(a——i)—‘FOla—i—Cz:—(a——i)ﬁ‘i‘Bla—FBg.
1

(2.57)

Téanu sellele, et w'(0) = 0 ja w(0) = 0 saame, et C; = 0 ja Cy = 0. Leiame integreerimis-

konstandid piirkonnas = € (a,!]. Vorduste (2.57) pohjal

a? P P
B =2 s
! <2 a><11 fo)’
a®  la? P P
Bo=(-L 4+ ) (—-2).
0 < 3+2)(11 10)

Seega saame piirkonniti kaks erinevat labipainet. Piirkonnas = € [0, a] nédeb ldbipaine vilja

(2.58)

jargmiselt:

wiz) = -+ <”3—3 _ @) | (2.59)

Piirkonnas x € [a,[] on libipaine jargmise kujuga:

P (23 Ix? P P a? a®  la?
R Z_ @ Rl 2.
w(@) I (6 2 ) " (11 IO) {(2 la)x 3" 2} (260

Kontrollime, kas molema piirkonna lédbipaine annab punktis a sama tulemuse. Lahenedes
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punktile a paremalt, saame tulemuseks

P [(a® la? P P a®  la? P [(a® la?
S [ IR — ) ===, (2.61)
I\ 6 2 I, I 6 2 Iy \ 6 2

mis kattub tulemusega, kui laheneda punktile a vasakult. Uurime maksimaalset ldbipainet

ehk ldbipainet punktis I, kus wy = w(l). Valemi (2.60) pohjal

3 1 1 , a?

Sarnaselt eelmiste uuritud maksimaalsete ldbipainetega on ka siin néha, et kui rakendatud

koormus P on vordne nulliga, siis on ka ldbipaine vordne nulliga.

2.10 Tiikiti konstantse paksusega tala; iihtlane rist-
koormus

Uurime otstest vabalt toetatud tala, millele mojub iihtlaselt jaotatud koormus p.

P

RN EEEREN
. |

R

Joonis 17: Tiikiti konstantse paksusega tala

Osutub, et niitid on moistlik votta koordinaatide alguspunktiks tala keskpunkt. Votame
korgused hg ja hi, kus hg > h;. Aste asub punktis x = a. Tala kogu pikkus on 2! ja tala
osa, kus korgus on hg, on pikkuselt 2a. Eeldame, et w’(0) = 0 ning M’(0) = 0. Leiame
momendid kasutades omadusi M'(0) =0 ja M(l) = 0.

Tasakaaluvorrandit (2.19) integreerides jouame tulemuseni

M/ = —pr + Cl)
) (2.63)
M = —%+Cll'+02,
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kus (', C5 on integreerimiskonstandid.

Kuna M'(0) = 0, siis C} = 0.
2

Kasutades omadust M (l) = 0, saame, et Cy = %, millest tulenevalt

N[:—S(Q—P) (2.64)

Leiame ldbipainde analoogselt eelmises alapeatiikis leitud ldbipaindele, kasutades eelne-

vaid tulemusi (2.12) ja tahistust (2.53). Arvestades valemit (2.64) voime kirjutada, et

" p(xQ B l2)
= ———" 2.65

kus I = Iy kui x < aja I = I, kui z > a.

Integreerides ldbipainet (2.65) z jargi saame, et

3 Ag, kui z € [0,a),
w= gt (Do) o 0 (2.66)
By, kui z € (a,l].

Analoogselt, kui x < a, siis I = Iy ja kui > a, siis [ = I;.
Kasutades eeldust w’(0) = 0 n#eme, et Ay = 0. Kuna punktis a peab ldbipaine olema

pidev, siis peab kehtima vordus

3 3
p a 2 p a 2
- T pe) =  _Pa) + By, 2,67
2ET, (3 a) 2EL (3 “) P (2.67)

3
p (a 9 1 1
By=or= (5 —la)|—++—+). 2.
0 2E(3 a)( 10+11> (2.68)

Integreerime taas parameetri = jargi. See annab jérgmise tulemuse:

Seega

4 Ay, kui z € [0,a),
w = —4241 <:% - l2x2) + ' 0. (2.69)
By + By, kui z € (a,l],

kus I = Iy, kui z < a, ja I = I, kui z > a.
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Saame kasutada omadust w(l) = 0, mille kohaselt

5plt pl (a® 1 1
B, = — ey o). 2.
1= "o4pr, Top 3 e A (2.70)

Kasutame asjaolu, et punktis a peavad molemas piirkonnas saadud ldbipained olema

vordsed. Seega jouame vorduseni

p 1 1\ [a* PPa* ot 5, @l 514
P O O S C S B U 2.71
! QEKIO 11) (12 R Y T (2.71)

Leiame maksimaalse ldbipainde tala keskpunktis wy = w(0). Ndeme tulemusest (2.69), et

wOZAl.

2.11 Tala optimiseerimine

Kui talal on mittekonstantne ldbiloige, siis tekib kiisimus, milline on materjali jaotus talas,
mille korral tala saavutaks vihima ldbipainde antud materjali hulga korral. Seda teemat
uuritakse tala optimiseerimise teoorias. Huvi pakuvad ka iilesanded, kus antakse ette ma-
terjali hulk, ning on vaja leida tala modtmed, millele vastaks minimaalne ldbipaine (vt
[3]). Alternatiivne juhtum on see, kui antakse ette minimaalne libipaine, ning on vaja
leida sellele vastav materjali jaotus ja kogus.

Teeme seda labi néiteiilesande, kui meil on esimest tiiiipi iilesande piistitus. Uurime kon-
sooltala, mille paksusel on iiks aste. Olgu materjali kogus fikseeritud ja piiiiame leida

minimaalse lédbipainde. Astmelise ristloikega tala korral on ruumala voimalik leida valemi

V = blhoa + hi(l — a)] (2.72)

abil. Fikseerime ruumala, vottes V' = V.. Lébipaindeks kasutame tulemust (2.62) ehk

valemit
P(l—a)?®* P [, , al
_ _ ay . 2.
wo 3ET, +E[0 (l a—la”+ 3 (2.73)
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Leidmaks minimaalset labipainet kasutame laiendatud Lagrange funktsiooni kordajatega

Jo=J+ ANV =W, (2.74)
kus J = wq. Nii saame, et
J—P<l_a>3+ P l2a—la2—|—a—3 + A ha+h<l—a)—E (2.75)
" 3EL El, 3 o b '

Ulesande lihtsustamiseks fikseerime hg. Seega otsitavateks on moodud hy ja a. Ekstree-
mumi tarvilike tingimuste kohaselt
0J, P(l —a)? P

=— 2 -2l B+ Aho — hy] = 2.
aa Efl +E10( CL+(I)+ [0 1] 0, ( 76)

dJ. _ P(l—a)* 0L
oh,  3EI}  0Oh

+A(l—a)=0. (2.77)

Siit saame arvutada, et

P(l—a)® 3bh?

A= SED T (2.78)
Arvestades valemit (2.78), saab vorrand (2.77) kuju
P(l —a)? L P (I—a)?+ P(l—a)®* 3bh? (ho — ha] = 0 (2.79)
ElL El, 3pr2 12 70
o - P(l - a)?
Jagades molemaid pooli labi murruga — 5 saame, et
L L M gy =0 (2.80)
LI, 122t YT '
Korrutades 1abi konstandiga [; jouame vorrandini
1+]1+bh%(h h) =0 (2.81)
Iy 12,0 ° YT '
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Téhistuse (2.53) kohaselt saame, et

bh3  hg
~14+-—=+—=1=0. 2.82
LRI (2.82)
s hy N .
Téahistades v = - saame vorrandi
0
1
14+ +=-—1=0. (2.83)
Y

Vorrandi (2.83) lahend annab meile korguste suhte. Suhte y abil leiame punkti a asukoht,
kasutades valemit (2.72):

v

Siit saame, et
a = ——"ob (2.85)
1=y
See tahendab, et meil on olemas eeskiri, kuidas leida minimaalsele ldbipaindele vastava

ithe astmega konsooltala mootmed fikseeritud materjali koguse korral.
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