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Erste Folge. Der Punct und die Linie.

{In diesem Cursus wird die »grade Linie« schlechthin dwch »Linie«
bezeichnet.)

& :

Die Lage eines Punects in' der Ebene durch Coordmaten
u bestimmen.

Man nimmt in der Ebene zwei feste Linien wx, w ¥, an.
Diese Linien heifsen die Coordinatenaxen, oder die Awve der %
und die Axve der y. Ihr Durchschnittspunct i ist der Anfangs-
punct der Coordinaten. 1hr Winkel ist entweder ein rechter
Winkel, in welchem Falle sie rechiwinklige Axen heifsen;
oder er ist ein spitzer oder stumpfer Winkel, in welchem Falle
sie schiefwinklige Axen heifsen. ‘ 3

Es sey nun die Lage eines Puncts a in der Ebene der Axen
zu bestimmen. Man ziehe durch ¢ mit der Axe der y eine
Parallellinie, welche die Axe der x in d schueidet, und mit der
Axe der x eine Parallellinie, welche die Axe der y in d’ schnei-
det. Alsdann heifst der Abschnitt wd = d’a = x die Abscisse,
‘und der Abschnitt wd’ = da = y die Ordinate_des Puncts a.
Beide Abschnitte gemeinschaftlich heifsen die Coordinaten von a.

Durch die beiden Coordinaten ist die Lage des Puncts a in
der Ebene der Axen vollstindig bestimmt. Denn wenn man
vom Anfangspunct w aus,*auf die Axe der x einen Abschnitt,
welcher der gegebenen Abscisse gleich ist, und auf die Axe
der y einen Abschnitt, welcher der gegebenen Ordinate gleich
ist, aufsetzt, und durch die Endpuncte dieser Abschnitte Pa-
rallellinien mit den entsprechenden Axen zieht, so konnen diese
Parallellinien einander nur in einem einzigen Punkte schneiden.
Dieser Durchschnittspunct ist der zu bestimmende Punct a.

Auf jeder Axe setzt man, vom Anfangspunct w aus genom-
men, eine gewisse Richtung fest, welche man den positiven

Theil der Axe nennt. Die entgegengesetzte Richtung heifst als-
1 *
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dann der negative Theil. - Es seyen also wx, wy, die positiven
Theile der entspreckenden Axen, so sind die den Richtungen
wx, wy, entgegengesetzten die negativen Theile. Die positiven
Coordinaten werden also nach den Richtungen wx, wy, auf-
gesetzt, die negativen Coordinaten aber nach der entgegen-
gesetzten Richtung,

Der vom Anfangspunct w nach dem Puncte a genommene
Abschnitt wa = z heilst die Leitlinie (Radius vector). Die
Winkel, welche die Leitlinie mit den positiven Theilen der
Axen bildet, heifsen die Positionswinkel, nimlich xwa — P,
ywa =p". Diese Winkel werden von ¢ bis 36¢° im Umfange
herum, oder von o bis 180° im positiven Halbkreise, von 0
bis — 180° im entgegengesetzten Halbkreise gezidhlt. Beim
Winkel p geht die positive Richtung vom positiven Theile der
Axe der x zum positiven Theile der Axe der y. Beim Winkel r
geht die positive Richtung vom positiven Theile der Axe der y
zuw positiven Theile der Axe der x. Der Winkel, welchen
die positiven Theile der beiden Axen mit einander bilden, heifst
der Ordinatenwinkel, xwy =— w. Es ist also immer :

P+P =w oder p+)p = 360° 4 m.

Die Grofsen z, p, p', heifsen die polaren Coordinatan des
-Puncts a. Die Trigonometrie giebt folgende Gleichungen :

2D ==y . S
zZ.cosp = x-+y.cosw
z.s8np = x.sinw

’
zZ.cosp = y+x.cosw

2=t 2x.y.cosw 4 y*
L zasinif(p—p) = (y—x)sinYw
z.c0s%,(p—p) = (y+ x) cosYw

Jede Linie hat in zwei bestimmten Puncten zwei verschie-
dene Positionswinkel gegen dic Axen. Man erkennt sie, wenn
man durch beide Puncte Parallellinien mit den positiven Thei-
len der Axen zieht. Der Unterschied dieser Positionswinkel
ist daher immer gleich 180°. 'Wenn also der Punct a, gesehen
aus w, mit den Axen der x, y, die Positionswinkel p, p’, bildet,
so bildet der Punct w, gesehen aus a, mit den Axen der x, s
die Positionswinkel 180° 4 p und 180° 4 r. ;

Beispiel.
5% y w sinw  cosw
175t pey o a8 e




y—x —0,74036 z.sinp = 92
sin %, w 9,65052 z,..cosp = 23,9
z . sinlg (p—p') — 0,39088 z.sin P = 13,6
e z.cosp — 21,7
i +zx 148458 z sin p 0,96379
cos 4w  9,95155 «- 0
/e peic z cos p 1,37840

z.cos'p(p—p)  1,40639
tg%, (p— p’) — 8,98449

sin ', (p — p') — 8,98247

cOos 1/2 P®—1r) 9,99798

tgp 958539
sin p 9,55539
cos p 9,97000
z 1,40840

et . 1,40841 o
5 1 b V9 g z sin p’ 1,13354
12 p— p') = — 5 30,7 Z COS I)' 1,33646
@+p) = _26 339 tg p 9,79708
I,:' & grl) i,g sin p' 9,72514
b n gt y cos p 9,92806

z 1,40840

Transformation der Coordinaten, wenn die gleichnamigen
Axen parallel sind.

Das primitive Axensystem sey xwy, und die Coordinaten
eines Puncts a in diesem System seyen wb — x, ba =1y.
Es soll derselbe Punct a auf ein secundires Axensystem x'w'y’
bezogen werden, wobei angenommen wird, dafs die gleich-
namigen Axen parallel seyen, namlich »’« mit wx, und w'y’
mit wy. Die Coordinaten des secundiren Anfangspuncts w’,
bezogen auf den primitiven Anfangspunct w seyen wc = g,
¢w' = d. Die Coordinaten des Puncts a im secundiiren System
seyen w' & = 2’ und ¥'a=y’. Man hat alsdann die Gleichungen

A== X d Y=y —2d
X . g y =y%+4+4d

‘Wenn also in einer Gleichung die auf das primitive Axen-
system bezogenen Coordinaten x, y, durch die auf das secun-
dire Axensystem bezogenen Coordinaten ersetzt werden sollen,
so mufs man iiberall ' - a statt x, und y’' - o statt y setzen.

3.

Aus den Coordinaten xweier Puncte, die Lage dieser

Puncte zu bestimmen. .

_ Diese Puncte seyen a, b; ihre Coordinaten a, a' und b, ¥';
ihre Leitlinien 4, B, ihre Positionswinkel p, p’ und ¢, ¢,
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so ist (IX. 1.)

A.sinp = o sinw Bisin q = b sinw

A.cosp = a-d . cosw BYLeos ¢ == b L b Feos w

A w-si=p-———a-sin B.singd = b.sinw

A .cosp = d 4 a cosw B.cosqd = V5. cosw
AT =ad® -+ 9244 cosw + da

B> = 0>+ 2b¥ cosw + b¥
Um die Lage des Puncts b gegen a zu bestimmen, zieht man
(IX. 2.) die Coordinaten des Puncts a von den gleichnamigen

Coordinaten des Puncts b ab. Dann sey die Leitlinie ab — C,
ihre Positionswinkel r, ', so ist:

C.sinr = (V —d).sinw

GOSN b—a+ (¥ —d) cosw

C.sinr = (b—a) sinw

ComCos v dery + (b —a) cosw
C=(0—ay+2(0—a) @ — @) cosw + (V' — o')*

Die innern Winkel des Awab sind

awb = g—p = P—q
wab = 180°—r4p = 180° 4 v — p
G P = 4§ =T
Aus den obigen Gleichungen folgt noch : :
A4.B.sing.cosp = a.V. sinw 4 d' . ¥ sinw cosw
A.B.sinp.cosq = da .b. sinw 4+ a . ¥ sinw. cosw

Bezeichnet man den Inhalt des Awab durch F , SO ist
2F =4 .Bsin(qg—p) = 4.B. sin (pf — ¢)
Setzt magi also?. @, W — o ®hs h
SO dstis , HR A e R =h S Bn

Die Grofse a. b’ — o' b = h heifst daher die Areale der
beiden Puncte a, b.

Beispiel.
a d b 4 w
Bd, 182, 576 oh; 48
A4 .sinp — 25:6 4B, SMHG =—iwny G simal ==k.96,4
A . cosp = 102,25 B . cosqg = 96; Ciliedswi—=\wnig 0
hoizr5395 e 182453273574

Fl==ivao84
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25,6 .. 1,40824 52 1,71600 26,4 1,42160
102,2  2,00945 96 1,98227 — 6,2 — 0,79239
tgp 9,39879 tg ¢ 9,73373 tgr — 0,62921
sinp 9,38558 sing 9,67786 sin r 9,98834
A RO 66 B 2,03814 G, 1,43326
A== 10536 B — 109,18 Co— 27 448 x
g = 28°26,6 p = 14° 3,8 r = 103° 13,0
PE=lre 180 ¢ =0 08i:26;6
awb = 14 22,8 r =103 13, abw = 74 46,4
wab =— 90 50,8
4.

Aus den Coordinaten dreier Puncte, die Lage dieser
Puncte 2u bestimmen.

Die Puncte seyen a,b,c; ihre Coordinaten seyen g, b, ¢, und
a,¥,c; die Seiten des N\ abcseyen bc=—= 4, ca= 2B, ab=C;
ihre Positionswinkel gegen die Axen seyen p, p'; ¢, ¢; 1,7,
so dafs p+p =g+ ¢ =r-4 1 =w. so hat man (IX.3.)
die Gleichungen:

A.sin p=(-bV) sinw A .sin p'=(c-b) sinw
A.cosp=c-b+4 (¢-b)cosw A.cosp' = ~-b - (c-b)cosw
B.sin g=(d'-¢)sinw B.sin ¢ = (a-c)sinw
B.cosq=—a—-c+{ad-)cosw B.cosq =d - -(a—c)cosw
C.sin r=(-d)sinw C .sin ¥ = (b~a) sinw
C.cosr=b-a-+ (¥'=d)cosw C.cosr’'=0b'~a' | (b—a)cosw

Die Winkel des A abc sind:

a = —180°+ g—r = —180°+ 1 —¢
b= 180 4 r—p=..180°+p —7¢
c= 180°+p—qg= 180°+ 4 —/

Die Arealen je zweier Puncte sind:
Gob'—a.b=h, V&=V .c==f, ¢.a —c.a=8
Der Inhalt der durch je zwei Leitlinien im Anfangspunct
gebildeten Dreiecke ist alsdann:
wha =/ h.sinw; wac=1g.sinw; —wcb="%f.sinw
Bezeichnet man also den Inhalt des A abc durch F, und
die Summe der Arealen je zweier Puncte, welche die Areale

der drei Puncte heilst, durch P; n#mlich

fodt 874 b=t P,
oder a .V —d.b4b.d—V.ctc.d—cia=P"
SO ist o P = P aew



* Fiir diese Areale P erg

~ Ausdriicke:

"u'v"u"u't:"u

& (e

Beispiel.

b v & c’

geben sich leicht auch noch folgende

)+ b (¢ — a) + c (@ = b)
a’(c—b)+b’(a—c)+c(b~a)
(@b 4b.¢Fc.dy—(@.b+¥. c+4¢. a)
=(—a) (¢ —d) —
._(c-—b)(a—b)—(c—-b')(a—b)
=(@—) ¥ —¢) — (@ —¢)(b— o)

¥ —d)(c—a)

a a
L e
A.sinp =— 1779
A.cosp == 10,6
A.sin p = 12,8
2 S el

7,2 — 0,85733
10,6 1,02531

tgp —9,83202

Sl p — 9,74964

A 1,10769

13, 24, 29,
B.sinyg = 13,6
B cosq —=— 1,8
B sin { = — g5
B tosq%— 98
13,6 1,13354

1,8 — 0,25527

tg ¢ — 0,87827
sin ¢ 9,99623

B 1,13731

15,

w

53 7.8
C.sinr —=— 64
Co€osT <= <% 8,8
C.sinrf=— 39
C.cos’' = — 104

6,4 — 0,80618
8,8 — 0,94448

tgr 9,86170
sinr — 9,76951
¢ 1,03667

12,8  1,10721
0,6 9,77815
tgp'  1,32906
sinp’ 9,99959
A 1,10769

A = 12,814
P =—34"11,2
o 87 196
i~ S RO

— 180

9= 97 324
=T = 143 584
a = 61 30,8

f= —5s01,

9,6 — 0,98227
9,8 0,99123

tgqd — 9,99104 tgr' 948812
sin ¢ — 9,8449¢ sinr 946848
B 1,13731 o 1,03667
B.==43 7y Lot 0. 98¢
gyic== s 0902004 r = — 143°58,4
qd = — 44 24,6 re=: 197 62
Wis= %53 .7,8 PR = 53 o%8
180 180°
r==— 143 58,4 P=— 34 11,2
= 34 11,2 —gq—— 97 32,4
b=z 70 12,8 C= 48 16,4
8§ =673, h=—=—38, P = 164
Tl S G

3,2 — 0,50515
10,4 — 1,01703




5.

Aus den Coordinaten einer Reihe von Punclen, welche
ein Vieleck bilden, die Lage dieser Puncte zu bestimmen.

Die gegebenen Puncte seyen a,b, ¢, d, f, g, h. Ihre Coordi-
naten seyen mit denselben Buchstaben bezeichnet. Wenn es
nur auf die gegenseitige Lage dieser Puncte ankommt, so wihlt
man einen derselben zum Anfangspunct, indem man (IX. 2.) die
Coordinaten dieses Puncts von den gleichnamigen Coordinaten
der iibrigen Puncte abzieht. Mann berechnet sodann die Lage
der itbrigen Puncte gegen diesen neuen Anfangspunct nach IX. 1.

Der Inhalt der im Anfangspunct durch die Leitlinien je zweier
auf einander folgenden Puncte gebildeten Dreiecke ist:
wab = Y, (a. ¥ —d.b)sinw, wbc =14, (.c —V.c)sinw
wed = Y4 (c.d—¢ . d)sinw, wdf = Y, (d.f — d&.f)sinw
wfg = % (f.-&d—f'.-8sinw, wgh=— Y, (3. ¥ —g.h)sinw
wha = Y, (h.d — K . a)sinw.

Die algebraische Summe aller dieser Dreiecke giebt den
Inhalt der ganzen Figur — F. Die algebraische Summe P
der Arealen je zweier auf einander folgenden Puncte, vom
ersten bis wieder zum ersten zuriick, heifst die Areale der
ganzen Figur. Also wenn:

P = @bV —d. )+ @G.c—b.0)F(c.d —¢.d)

+@.f—=d.N+(8=f-9+@.I—g.h
G+ (.d—1N.a).

so 1ist 9 e — P s

Die Areale lifst sich noch auf verschiedene andre Formen
bringen, z. B.

P = (a.V+b.dtc.dtd.f'+f.8d+g.H+h.d)
—(@.bFbV.cH+c.d+d.f+f.g+g.h+H.a)

R I O G R R e SR R
+fg—d)+st <=f)+h(—g).

P = d(h—b) +b@—0 + ¢@p—d) + ¢ (c—f)
+fd—g)+g(f—H+HE—9.

P = (atb)(F—a)+ (o) (¢ —b) + (c+d) (@ —C)
+ (@) (= &)+ (f+8) (€ —1) + (g +7) ({—g)
4+ (h+4a) (@ —F) . j

P o= (d¥)(@—b) + ¢+¢) b—) +(C+d) (c—d)
+ (@ f)d—H+ '+ F—8) +E+ ) (g~
+ (W +d)(h—a) . ’



10

Dieselbe Arcale- ergiebt sich auch
Puncte zum Anfangspunct annimmt ,
selben von den gleichnamigen Coord

abzieht.

, indem man einen der
und die Coordinaten des-
inaten der iibrigen Puncte

78

a

Z. B. fiir den Punct a als Anfangspunct ist :

(0 —ay (') = (3 — a) (c— a)

+ile—a) (—d) — (¢ —a) @—a)
T {@=a) (f—d) — (@ —a) (f=a)
TN = ay (i (g
T @)W —d) — (¢—d) (n—13)

Beispiel.

o biui phosprel manghlige

PO ighagiol sitaning

13, 15, 17, 24,-29, 32, 34

~
=

V=319 a.b= 955

Sr
g
&
i
o

b . c 5 ; 696
Cigicl. 725 ¢.d 1088
d.f’ 612 d.f 1025
f.g, S5 4 8 A6
Sea s Soaeh s
5 i Y el G 65
3566 4057

4057 SE6T \P=="191
3566 385 sinw=—¢,8
P=1491 =491 F=— 196,4

Die Abstinde ab, ac; ad u.s.

ihre Positionswinkel

w. seyen = }
gegen die Axen = p, p’; ¢, q

» 25, 41, 18, 26, 23, 20, 5; 53°7,8

(b—a)y(¢—d) = ¢s

(c—a)y(d—4d) 160
(d—a) (f'—d) 63
(f—0)(g—a) 292
B—a(W—d) —130

385

(t'—d)(c—a) = 144

(c'——a:) (d—a) 357
(95 4) (Fre-g) - 288
frra)iz—~q) . ag
(g —d) (h—a) 56

876

7’ ’
£ ,d" msow.,
;
S o5 B,

SO ist :
b'.sin p =.79 . sin 9=136 d’. sin el B
b”. cosp Wa L -c\Codg “ngn 4T Sulh iy
b". sin P e )8 i q', 1288 L Wil r 16,8
b'.cos P (Pl i 6dbs q 2,6 d°. cosr 29,
f’.osin s = 24 g, sin + = 6,4 h’ Sk o ===
fl.coss 208 g cost 178 . cos u 1
flosins 294 g, sin L, 104 K. sin u 5,6
fi-coss 198  g. cost 16i8—"\h(idov . ~— 538
P, = 37°27,0 q = 27°26,0 r = 16 30,3 '
P = 15 40,8 4§ = 25 41,8 Flvi) 36575
S = 4 36,3 I = 19 46,6 u =277 7,5
e Li==33 019 <5136 0,3
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Vo= 11,841 bhaoe== "I0:A0 . . AdwesE; 304

¢ = 29,520 cad = 10 557 Acadiesy 788

d’ = 28,160 daf = 11 540 Adaf= 868

J = 129,896 fag =—15 103 Afag=—740

8 = 18,916 gah = 102 39,1 Agah= 744

h" = s,062 F ' = 1964
6.

Transformation rechtwinkliger Coordinaten.

Das primitive Axensystem sey xwy ; die Coordinaten eines
Puncts a in diesem System seyen wb=x, ba=1y. Das
secundiire Axensystem sey x' w y . Die Coordinaten dessel-
ben Puncts a in diesem System seyen w'd' = x, b'a =y’ .
Die Coordinaten des secunddren Anfangspuncts im primitiven
System seyen wc=—a, cw' = d. Die Coordinaten des pri-
mitiven Anfangspuncts im secundiiren System seyen —w’ ¢’ =1,
— ¢w=10". Der Positionswinkel der Axe der x" gegen die
Axe der x, sey = p, so ist der Positionswinkel der Axe der y’
gegen die Axe der y, gleich —p. Die geometrische Betrach-
tung zeigt die nachstehenden Gleichungen an:

x = a 4 x'.cosp — y .sinp

y = d 4 x'.sinp -+ y.cosp
b — —a.cosp—ad.sinp, b = a.sinp—d'.cosp
a = —b.cosp+b.sinp, @ = —b.sinp—10.cosp

X = b 4 x.cosp + y sinp

y = b — x .sinp 4 y.cosp

Die beiden ersten Gleichungen wendet man an, ‘wenn man
einen Ausdruck, welcher die Coordinaten eines beliebigen
Puncts in einem primitiven System enthalt, in einen andern
umzuwandeln hat, welcher denselben Punct in Coordinaten
eéines secundiaren Systems darstellt. Durch die beiden letzten
Gleichungen berechnet man aus gegebenen Coordinaten eines

}’uncts im primitiven System, die Coordinaten desselben Puncts
im secundérem System.

Beispiel.
a a x y p
35 14 54 11 3728
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x: -+ 1,73239 @ . . 1,54407 x cos p 1,63205 = 42,86
y 1,04139 a 1,14613 y sin p 0,82551 = — 6,69
cosp 9,89966 cosp 9,89966 a 35
sin p 9,78412 sin p 9,78412 ol L s
x: sinp 1,51651 = 392,848 a.cosp 1,44373 = 27,78
Yy cosp 0,94105 8,731 a sin p 0,93025 8,516
a 14 b = — 36,296
Y = 55,579 a.sinp 1,32819 = 21,290
a cosp 1,04579 — 11,112
b = 10,178
Probe.
x 1,85229 X .CO0sp 1,75195 — 56,488
¥ 1,74491 Y =St pU62000 — S 38 {8
cos p 9,89966 b =—36,296
sin p 9,78412 e
x .sinp 1,63641 =— — 43,292
y.cosp 1,64457 = 44,113
whh s 0 10,478
. Y=oy

78

Transformation rechtwinkliger Coordinaten in schief-
winklige.

Das rechtwmklige System sey xwjy. Die Coordinaten
eines beliebigen Puncts a seyen in diesem System wb — x,
ba — y; im schiefwinkligen System aber, welches mit dem
rechtwinkligen einerlei Anfangspunct hat, und dessen schiefer
Ordinatenwinkel = w ist, seyen die Coordinaten desselben
Puncts a wb' = x', b'a = y'.

Wenn nun beide Systeme einerlei Axe der x haben, so ist
4y g £ oy

x—y .cotw, y T

. sinw

x cos w

i
‘Wenn aber beide Systeme einerlei Axe der y haben, seo ist
y iy ¥ ceobw,
g :

. Sin w
x

sin w

— X

X

At GO Y%



13
S.

Transformation schiefwinkliger Coordinaten.

Das primitive System sey xwy, das secundire System
sey x'w’'y’. Im primitiven System seyen die Coordinaten eines
beliebigen Puncts @ wb — x, ba = y, die Coordinaten des
secundiren Anfangspuncts we = a, cw = ¢ . Im secundi-
ren System seyen die Coordinaten von ¢ w'd' = ', ba =1/,
die ,Coordinaten des primitiven Anfangspuncts — we —=b,
=G R ;

Man bezieht immer drei Axen auf die vierte, fallet also Lothe
von den entsprechenden Puncten auf diese vierte Axe. Das
von dem letzten Puncte gefillte Loth ist gleich der Summe der
Producte der einzelnen Coordinaten mit den Sinus der Winkel,
welche die ihnen parallelen Axen mit der vierten Axe bilden.
Um die Winkel auf die kiirzeste Art anzuzeigen, darf man nur
die beiden Zeichen der Axen neben einander setzen. Z. B. die
‘Winkel der Axen der x, der x', der y/, mit der Axe der y,
werden angezeigt durch yx, yx', yy u s.w. Die Winkel
werden nach einerlei Richtung von 0 bis 360° genommen. Die
Sinus der Winkel zwischen 180° und 360° haben ein negatives
Vorzeichen. Hierdurch ergeben sich folgende Gleichungen :

x.sinyx = a.sinyx 4 x’.sin yx + y.sin yy’
y.sinxy = d.sin xy 4 x'.sin x 2" 4 3. sin xy
x.sin y'x' = b.sin y'x' 4 x .sin y'x 4y osinyy

y'.sin &y = b'.sin ¥y’ 4 x.sin x'x + y .sin ¥’y
sinyx 4 b sinyx 4 b:sinyy = o
.sinxy 4 b.sinxx 4 . sin xy
.sin y'x' 4 a.sin y'x 4 a'.sin yy
. ’ ’ ’ . ’ * . ’
.sinxy -+ a sinxx 4 a sinxy

&, 8

0

A

Sy o

Beispiel.

a ke Yo
3% 43 57 , 72

yx=65°30" xy=—065°30" yx = 31°15 x'y'=328°45

yX==43 15, x¥'=22 45 yx = 53.30 xx=. 2215
’ 7 7 ’

Yy =12 0 %y =5330 ¥y =348 0 _xy =316 45
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a.siny'x a.sin x'x
B _ 49,585 ° - o —. — 23,357
sin y' x sin x'y
a.siny’ a'.sin x°
_'____;Y__?_’ R, 239 -———-,—l b= 2 56,794
sin y’ x sin "y
b = — 32,352 b ==yt 334370
x.siny'x x.sin ¥'x -
—.—“—f}—,— = 88,322 —rreeih Tm e 443604
sin y' x sin x'y
7 .siny 7. sin x°
sin y" x sin x'y
b = — 32,352 b = — 33,437
T = 27,115 ¥ = 20,055
Probe.
b.sinyx b.sin xx
'—.‘——X—- —=—=5==124;360 b et 13,462
sin y x sin xy
b\ sin yy’ b sin xy”
——.—‘i = — 7,640 ——'*y- = — 29,538
sin y x ; sin xy
a — e 5 a = — 43,
X . sinyx x . sin xx”
e e e > 20,418 U o 11,283
sin y x sin xy
“ ¥y .sinyy’ ‘. sin xy’
L—ﬂ' = 4,582 ‘Y—.'—l == 17,717
sin y x ,sin xy
a = 3 ad == 43,
x = 57, X = 72,

9.

Die Lage eines Puncts ist durch eine unbestimmie Glei-
chung des ersten Grades xwischen parallelen Ordinaten einer
beliebigen durch diesen Punct gezogenen Linie gegeben.

Das Axensystem sey xwy . Auf der Axe der x seyen die
Puncte b, ¢, d, durch ihre Abscissen wb =10, wc—=c, wd=ad,
bestimmt. Durch diese Puncte seyen Parallellinien mit der
Axe der y gezogen, und es sey der Punct a durch seine Ordi-
nate ba = @ bestimmt. Man ziehe durch den Punct a eine
beliebige Linie, welche die Parallellinie in u, v, schneidet,
-und es seyen die parallelen Ordinaten cu — u, dy — v.
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Man ziche afg der Axe der x parallel, so ist A afu ~ agv,
also LT”2 — e = , woraus die Gleichung folgt:
¢ —a a—d
(@a—dDut(c—ayv+a@d—0 = o
Man wiihle die Grofsen 4, 4, 47, so dals

A.d(c—d)+4.(a—d) = o
A.a'(d-—-c)’—‘-{—A" (@=c) =0

so hat die gefundene Gleichung die allgemeine Form

AuddiviAa =o

Hier heifsen 4, 4°, die Parameter, und 4" die Distantiale.
. Umgekehbrt, miissen alle Linien, deren parallele Ordinaten u, v,
eine Gleichung von der angezeigten Form befriedigen, durch
einen gegebenen, d.h. durch 4, 4, 4°, bestimmbaren Punct a
gehen, oder diesem Puncte umschrieben seyn.

Denn wenn diese Gleichung fiir v =0, den Werth u = c,
und fiir u = o den Werth v= d liefert, so ist:
A+ A =0, AdF 4 =o0
A : A’
A —= — — A = — —
G d
Sefzt man diese Werthe von 4, A, in die gegebene Glei-
chung, so fallt 4" heraus, und man erhilt

uw + (4 1
=i —_ — g,
c d
v tEL ¢ u ; S
oder — = e N
d c c (it

Man setze auf ‘die Parallellinien von den Puncten ¢, d, aus,
die Abschnitte ch — ¢, dk = d’, nach den ihren Vorzeichen
entsprechenden Richtungen, so schneiden die Linien ck, dh,
einander in einem bestimmten Puncte a. Man setze auf diesel-
ben Parallellinien die Abschnitte u, v, nach den entsprechenden
Richtungen. Man ziehe au, welche die Parallellinie dk in v’

: ko’ cu u
schneiden mag, so st —o = . iviAbenib et
o ch dk ch &
kv’ T kv” :
e S S Eo o < Kololich oeht
z Ty % 5

die Linie au durch den Punct v. Folglich geht auch die
Linie v durch den bestimmten Punct a.
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Um die Lage des Puncts a aus den Parametern 4, A4 und
der Distantiale 4” zu bestimmen, so geben die obigen Glei-
chungen folgende Werthe : 4

(A4 A4)d + 4" = o
A+ A)a=A.c+ A4.d
A+ Ad)(@a—c)=A{@d—c), A+ A)(d—a)=A4({d—0)
! @ iS¢ n 3 A
T g U

Wenn die Parameter 4, 4, gleich und entgegengesetzt sind,
so liegt dér Punct a im Unendlichen, d. h. alle Linien, welche
der Gleichung 4 (u — v) 4+ 4" = o entsprechen, sind einan-
der parallel.

Beispiel.
c d A A/ A/I
5 o 3%-% s 2 — 150
Hierans ¢ = 30, ¢. =ML, =i, . d =6
10.

Die Lage eines Puncts ist durch eine unbestimmte Qlei-
chung des ersten Grades xwischen den reciproken Werthen
der Coordinaten einer beliebigen durch diesen Punct gezoge-
nen Linie in einem beliebigen Avensystem, gegeben.

Das Axensystem sey xwy , die Coordinaten des Puncts «
seyen wb — ca = a, ba =wc=a . Durch den Punct a
sey eine beliebige Linie gezogen, welche die Axen in u, v,
schneidet. Die Abschnitte wu = u, wv = ¢, heilsen die
Coordinaten der Linie. Die Quotienten —1-, -1—, sind also

~ u v
die reciproken Werthe der Coordinaten. Es folgt aber aus der
Aehnlichkeit der Dreiecke vca, vwu, die Proportion

’
a V—a

AT
und hieraus die Gleichung:
a a
— 4+ — =1 = o0
u v
oder (swe-idas A -ﬁ—i-i—{-A":::o
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Umgekehrt miissen alle Linien, deren Coordinaten eine
Gleichung von der angezeigten Form befriedigen, durch einen
gegehenen, d. h. aus den Grofsen 4, A, A’, bestimmbaren
Punct a gehen, oder demselben umschrieben seyn.

Denn man nehme in dieser Gleichung u unendlich grofs an,
s0 verschwindet das erste Glied. Der entsprechende 'Werth
von ¢ sey = o . - Man nehme ¢ unendlich grofs an, so ver-
schwindet das zweite Glied. Der entsprechende Werth von u

A ,, A 5
sey — a. Man hat also 7+A =G0 7"1"/1 =o.
. ( 3

Man setze die Werthe von a, , in die gegebene Gleichung,

’

. . < a a
so fallt 4" heraus, und es ist — 4+ — — 1 = o, oder
uw v
a v—a o ;
I — . Man nehme wb —a¢, wc—a , Wu=u,

u v
wv = v, so ist cv = v —a’. Man ziehe ca parallel mit wuy,
YT 4 . et a’
, aber vermoge der Gleichung =—,
14 u

)

ol
so 1st — =
v g

also ca — a. Also sind die Abschnitte ca, wb, parallél und
gleich, also auch die Abschnitte ba, wc, parallel und gleich.
Also ist die Linie uv einem gegebenen Punct a umschrieben.

Die Gleichung lafst sich noch auf eine andre Form bringen.
Fs seyen auf den Axen der x, y, gegebene Puncte d, f, 'deren
Coordinaten wd = d; wf — f seyen. Man setze du = u/,
fo=1V, sodals u—u' =d, v—¢ =f. Aus der obigen
Gleichung

o + % -1 = o0
; a u—u v—0
wird also — . +-a-. —1 — o
d u i (2
Warry U Qoo a a
oder Sr o 8 ade gl AL asE S 18
d u + F G d f

oder M . = 3 Mo o M =io

i v S

Siche Chasles Geschichte der Geometric, deutsch von

Sohncke, Halle 1839. Note IIL iiber dic Porismen des
Euklid. 'S, 280. Zweites Porisma.

Pauckers Geometrie. =
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’

riateaifandl s ; i
Hier sind r B die Verhiltnisse der Abstinde des
" .

Durchschnitts auf jeder ‘Axe von einem festen Puncte und vom
Anfangspuncte der Coordinaten. Die Factoren M , M, heifsen
die Massen, und die Producte der Massen mit den Verhiltnissen
heifsen die Momente der Verhsltnisse. Die Gleichung lifst sich
also als Satz so aussprechen:

Wenn zwei geneigte Aven wvon einer Linie so durch-
schnitten werden, dafs die Summe der Momente der Ver-
hiiltnisse der Abschnitte gegen einen JSesten Punct auf jeder
Awve und gegen den Anfangspunct, einer gegebenen Grifse
gleich ist, so ist die Linie einem gegebenen Puncte um-
schrieben.

11.

Die Gleichung einer Linie ist eine unbestimmie Gleichung
des ersten Grades zwischen den Coordinaten eines beliebigen
Puncts der Linie.

Das Axensystem xwy werde von den parallelen Linien 4, B,
ind,d" und g, g, geschnitten. Die Coordinaten dieser Puncte
seyen ebenfalls d, d’, g, g'. In der Linie 4 sey ein unbestimm-
ter Punct x, dessen Coordinaten wl= x,k |y — y. - Die
Achnlichkeit der Dreiecke xid, dwd , 8wg, giebt die Pro-
portionen :

d—x d

= 5
e

FODL f
bder, & o ey —-p N
Die Gleichung der Linie 4 hat also die Form
A.x+ 4.y + 4" = o
Die Factoren 4, 4, der Coordinaten x, y, heifsen die
Parameter. Die Grofse 4" heifst die Distantiale. Eine
Linie B, welche der 4 parallel ist, und die Axen so schneidet,
dafs ihre Coordinaten g, g, den Parametern A4, A" gleich sind,
* bildet mit dem Anfangspunct w ein Dreieck wgg, welches das
characteristische Dreiecl: heifst.

?

, 12.

Jede unbestimmie Gleichung des ersten Grades xwischen
swei verdnderlichen Grifsen, ist die Gleichung einer Linie.

Die gegebene Gleichung sey 4x 4 4. y+ A4 =o,
WO x, y, Linien bedeuten sollen.
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Man wihle drei beliebige Linien a, b, ¢, setze dieselben
an die Stelle von x in die gegebene Gleichung, und bestimme:
aus derselben die entsprechenden Werthe von y, welche @, ¥, ¢,
seyn mogen. Man hat also folgende Gleichungen:

A.a 3 A.d4+ 4

='o0

A e ge Rogy =%

. Ad.c + 4.¢ 1+ 4 =9

woraus folgt A4 (b —a) + A @ —da) = o

A(c—ua) + A (—d) = o

hieraus (b —a) ((—d) — (b'—d)(c—a) = o
oder By Tt
b—a c—a

Man mache in einem beliebigen Axensystem xwy die Ab-
schnitte wl — a, wm = b, wn—=c, wo=4d, wp=1»,
wq = ¢, ziehe durch die Puncte I, m, n, und o, p, g, Paralle-
len mit den entsprechenden Axen. Diese Parallelen mogen
einander in den Puncten a, b, ¢, schneiden. Wenn nun die
Linie la von den Linien pb, gc, inr,s, geschnitten wird,

so ist ar =d — b, as=d —c, br=0>b—a, cs=c—a,
Loy = . . ar as

also ist, vermoge der obigen Proportion TSR T Aber
cs

arb—=asc=w, also (IL.62.) A arb ~ asc, also abr — acs,
also liegen die Puncte a, b, ¢, in einer Linie.

Jeder Punct ¢, dessen Coordinaten die gegebene Gleichung
befriedigen, liegt also mit zwei festen Puncten a, b, dessen
Coordinaten die gegebene Gleichung befriedigen, in einer
Linie.  Folglich entspricht jede Gleichung von der Form
Ax + A .y + A” = o, eier Linie.

Beispiel.
Diyc Gleichung sey 7 x 4+ 25y — 150 = o. Man setze
x == g ="3 %0 it y = & =75,16
x=b=4 - -.y=b =488
e U e G -y:CIZZL,GO
alse 2 0 o 98y o e 098 Mk
b—~—a CCe—a

5%
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13.

In der Gleichung einer Linie sind die Parameler den
Cosinus der Positionswinkel des vom Anfangspunct anf die
Linie gefiillten Loths proportionirt, die Distantiale aber
ist diesem Lothe selbst proportionirt. , :

Die Coordinaten eines beliebigen Puncts der Linie dd’
seyen wl— x; lx = y. Das vom Anfangspunct auf die
Linie dd' gefillte Loth sey wh = I, die Positionswinkel des-
selben gegen die Axen seyen diwh — p, dwh — p/, so dafs
p+ p = w. Man fille Ik senkrecht auf wh, so ist
ke kh — L Wk — [ ecos P B == A ees g,
‘Hieraus folgt die Gleichung

j cosp.x 4+ cosp .y —1 = o

Vergleicht man sie mit der Gleichung

d.xr+ A .y + A" =0

soist A:A4 : A" = cosp:cosp :1.

14.
Die Lage einer Linie gegen die Axven aus ihrer Glei-
chung su berechnen.

Die Gleichung der Linie sey

A. x4+ 4.y + 4 = o
Die Coordinaten der Linie auf den Axen findet man durch
die Gleichungen, welche man durch Annahme von y — o

und x = o erhalt
A d 0 =0 S B e
Man nehme eine Grofse D so an, dafs
. cosp=t A7 D codpy =40 Pl A

so ist (IX. 13.) das vom Anfangspunct auf die Linie gefillte
Loth = I, die Winkel p, p’, sind die Positionswinkel dessel-
ben gegen die Axen, sodafs p 4+ p = w, also p = w—p"
p = w—p. Hieraus folgt:

CcOsp — cosp . cosw — sinp . sinw
cosp — cosp . cosw — sinp . sinw
.sinw .sinp = A— A . cosw
.sinw .sinp = A —4 . cosw

.2sindw.sinj(p —p = A—4
.2cosiw.cosi(p—p) =A+4

D*. sinw sinp . cosp = A (A— A" . cosw)
D2, sinw.sinp .cosp = A'(A'—A4 . cosw)
D?* sin?w = A*—24 . 4. cosw+ A'*

elelele
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Hieraus ergiebt sich, dafs D der Durchmesser des um-
schrichenen Kreises des characteristischen Dreiecks ist, in
welchem die Seiten 4, A den Ordinatenwinkel w einschliefsen.
Daher heifst die Grofse D die Diametrale der Linie. Man hat
hoch d.cosp = d.cosp = 1, also ;

Dl wtad cdd Di. = A od;
Der Abschnitt der Linie zwischen den Axen sey = §, so ist
S.cosp = d.sinw, S.cosp = d.sinw
S.4 =D déaw. S.4 =D.d snm

S.A.A = —A'.D.snw
S.4A.4A.1 = A". A .sinw
Beispiel,
A AL A" w
7, — 25, 150 53°7,8

cotiw 030103 A—A 150515 A+ A —1,25527
A— 4 1,50515 sing(p—p)—9,98347 ¢0s 3(p—p) 943255
44 4 — 1,25527 siniw 9,65052 €OS 2w 995155

tg X (p-p)-0,55091 2 0,30103 "2 0,30103
i -p=- 74°17,5 D — 1,57013 D — 1,57014
1(P+p)= 26 33,9 A 1,84510 A4 — 1,39794
P= — 47 4: 43",_6" cosp — 9,27497 cosp  9,82780
p..=—. 100, 51,4 D — 1,57013 D — 1,57014
D — 1,57013 d .. 077815 D = — 37,164
b 2,17609 sinw  9,90309 + S — — 25,484
1.. 0,60596 cosp — 927497 | = 4,0361
S — 440627 L. 006
d — — 23
15.

~ Wenn die Areale xweier Linien gleich Null ist, so sind
die Linien identisch oder parallel, je nachdem die Distantia-
le_ndden Parametern proportionirt oder nicht proportionirt
sind. :

Die Gleichungen zweier Linien 4, B, seyen
A.. . Ax+ A .y + 4 = o
BT R ¥R p

Der Unterschied der Producte der wechselnamigen Para-

‘n?lqr der beiden Gleichungen heifst die. Areale der beiden
teen, niamlich :
As Bl A 4 Bratesantl
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Die Coordinaten der Linien seyen, bei der Linie 4 d und @,
bei der Linie B g und g, so ist (IX.14.)

A.d+ 4 = o A.d + A4 = o
B.g+ B =g B.gd+ B —=o
Esseynun A.B—A4.B = o 0derf——£=0

. 7 s B
so ist auch d.g —d.g = o, oder i—ﬁn T U
d g

Also sind die Linien 4, B, entweder identisch oder parallel
(IL 56.). Welches von beiden der Fall sey, entscheidet sich
darnach, ob die Puncte d, g, zusammenfallen oder nicht. Es
istaber . . A.B'.d — B.A'.g—o0
XA . B.d— B . A" g=o

Wenn also die drei Gleichungen statt finden
AB—A.B=o0, A.B"—B.A"=0, A B—B.4"=o
so sind die Linien identisch. Wenn aber blofs die erste der
Gleichungen statt findet, die andern aber nicht, so sind die
Linien parallel
- Linien sind also parallel, wenn in ihren Gleichungen die -
gleichnamigen Parameter gleich oder proportionirt sind, die
Distantialen aber den Parametern nicht proportionirt sind.

‘Wenn eine Linie einer gegebenen parallel seyn soll, so ist
das Verhdltnifs der Parameter ihrer Gleichung gegeben.

16.

Die Gleichung einer Linie zu finden, welche durch einen
gegebenen Punct gehen, oder demselben umschrieben seyn soll.

Die gesuchte Gleichung sey 4.x + 4.y + A" = o.
Die Coordinaten des gegebenen Puncts seyen ¢, a’. Da dieser
Punct in der Linie liegen, oder dieser Linic eingeschrieben seyn
soll, so mufs die Gleichung der Linie durch die Coordinaten
des Puncts befriedigt werden.

Man hat also . . A.a4 A'.d + 4

— 0
aberauch . . . . A. x4+ 4. y+4"=o0
asoist . . . A@G—a)+A(@y—d)=o
oder . . A.x+A.y—A.a—A.d =o

Dieses ist die gesuchte Gleichung. Die Lage der Linie ist
also nicht vollig bestimmt, d. h. es giebt unzihlig viele Linien,

N
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welche einem und demselben gegebenen Puncte umschrieben
sind.  Fiir y = o sey x = u; nnd firx =0 €Y% R4
so ist:
Au—a) — A.d =0, A@—d)—d.a=a
Eliminirt man hieraus A4, A4, so ist
oW dmnd . B = EencibiEnce

a .
Oder,...—t-l—+———1:0
u v
welche Gleichung mit der in IX. 10. iibereinstimmt.

17. :

Die Gleichung einer Linie su finden, welche einem ge-
gebenen Punct wmschrieben, und einer gegebenen Linie
parallel sey.

Die Gleichung der gegebenen Linie sey
Ax + 4.y + 4 = o
50 ist die Gleichung der gesuchten Parallellinie (IX. 15.)
Ad.x + A'.y + B = o
Die Coordinaten des gegebenen Puncts a seyen a, d
so ist (IX. 16.)
. A.a—*—/l'.a’-{-B" ey
Die Gleichung der gesuchten Parallellinie ist also
Axr+ Ay — d.a— A'.d = o

Beispiel.
a ad A A i
ot B b divres Sy —— 8
Die gesuchte Gleichung ist 6 x — 2y — 30 = o
18.

Die Gleichung einer Linie su finden, welche durch zwei
gegebene Puncte gehen soll. )
Dic Coordinaten der gegebenen Puncte ¢, b, scyen a, b
und ¢, b'. Die Gleichung der gesuchten Linie sey
Ax + Ay A =0
s0 mufs sie durch die beiden Puncte a, b, befriedigt werden.
ieraus folgen die Gleichungen
Ad.a+ 4.d + A
A.b+ 4.0V + 4

o
o

I
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Aus diesen beiden Gleichungen kénnen die Grofsen 4, 4, 4",
bestimmt werden. Bezeichnet man nimlich die Areale der hei.
den Puncte a, b, durch h (IX.3.), a.b’ — a'.b = h, so findet
man aus jenen Gleichungen durch Elimination die folgenden:

A+ 47,0 — a)son o X, hjeuf o(a —b)=o0

Bestimmt man hieraus 4, A4, durch 4", und setzt man

diese, Werthe in die angenommene Gleichung
A.x + 4.y + 4" = o

so fallt 4" heraus, und man erhilt fiir die gesuchte Gleichung

folgende Formen:

@—=x+G—ay+h=o
oder (@ —d)x4OG—a)y+a.b—d.b=o
oder . (a'—¥)(x —a)+ Gb—a)y(y—d) =0
oder . (@—8)(x—8)+ (b—a)(y—b) = o
oder . (r—=a)(y—=b)—(x—b)(y—d) = o

Beispiel.
a a s - b
5 9 11 13

Die gesuchte Gleichung ist 2x — 3y + 17 = o

19.

Die Coordinaten des Durchschnitispuncts oder der Col-
lineation xweier Linien sind diejenigen, welche die Glei-
chungen beider Linien befriedigen.

/ ‘Wenn man in die Gleichung einer Linie, statt der Grifsen Rt

Werthe einsetzt, welche die Gleichung befriedigen, d.h. welche
bewirken, dafs alle’ Theile der Gleichung einander aufheben,
so sind diese Werthe Coordinaten eines in dieser Linie liegen-
den’oder ihr eingeschriebenen Puncts. - Die Gleichung sey z.B.
2% — 3y 4 2 = o, so wird sie durch folgende zusam-
mengehdrige Werthe von x, y, befriedigt:
X=F, y=A5 =9, y=45; x=12, y= 3;
X =3, y="2% ¥ =4; y=133{" waw. J

Je zwei zusammengehrige Werthe sind also die Coordina-

ten eines Puncts, welcher der Linie eingeschricben ist, die
durch jene Gleichung dargestellt wird. .

Die Gleichungen zweier Linien 4, B, seyen
Ax + Ay 4+ A" = o Bx +By + B = o
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»

‘Wenn also diese Linien cinander in einem Puncte a schnei-
den, dessen Coordinaten wl = a, la = d' sind, so miissen
die Gleichungen beider Linien durch x = a, y = d befrie-
digt werden, weil der Punct a, dessen Coordinaten sie sind,
in beiden Linien liegt. Umgekehrt, miissen die Werthe x = a,
y = d/, welche die Gleichungen beider Linien befriedigen,
Coordinaten eines beiden Linien zugleich eingeschriebenen
Puncts seyn, welcher daher ihr Durchschnittspunct oder ihre
Collineation ist. Die Gleichungen seyen z. B.

G reis @yioRaiGimmiodl , PR deiilys i T 0
Nimmt man hier x = 14, y = 1§ an, so ist
gR == U1, ¥ = 50, also 6x — 2y — 6 — o
2x = 31, 3y = sk, also 2x —3y +2=o0

Diese Werthe von x = 14 und y = 15, befriedigen also
beide Gleichungen, und sind mithin die Coordinaten der
Collineation der diesen Gleichungen entsprechenden Linien.
Setzt man in die Gleichungen beider Linien A4, B, einen
Werth von x ein, welcher nicht die Abscisse der Collinea-
tion a ist, etwa x = wk, so werden die beiden den Glei-
chungen von A, B, entsprechenden Ordinaten y = ke,
y = kh, verschieden seyn. Eben so, wenn man fiic ¥ in
beide Gleichungen einen Werth einsetzt, welcher nicht die
Ordinate der Collineation a ist, etwa y = wf, so werden
die beiden in den Gleichungen von 4, B, diesen ‘Werth ent-
sprechenden Abscissen x = fb, x = fh, verschieden seyn.

Hieraus ergiebt sich folgendes Verfahren: Man nehme in .
den beiden Gleichungen, sowohl die beiden x, als auch die
beiden y einander gleich an, und bestimme durch Elimination
von y den Werth von x, durch Elimination von x den Werth
von y. Diese beiden Werthe von x, y, sind die Coordinaten
der Collineation dieser beiden Linien. Die Gleichungen der
Linien seyen also:

A.x—{-A’.y—}-A":o B.x+B'.y+B":0

Bezeichnet man die Areale der beiden Linien (IX, 15.)
durch 4.8 — A .B — H, so erhilt man fiir die Coordi-
naten a, @, der Collineation folgende Gleichungen:

Ha + A".B — 4. B "= o
Hd 4+ A.B"— A4'"B = o

Wenn dic Areale H — o ist, so findet also kein Durch-
schnitt statt, d.h. die Linien , B, sind identisch oder pa-
allel, wie schon (IX.15.) bewiesen wurde. \
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Man kann die Coordinaten der Collineation auch durch die
Coordinaten der Linien, nimlich durch d, d und g, g, be-
stimmen. Denn da (IX. 14.)

i saleste 1043 zmoely A.d 4+ A
B.g+ B = o B g g B
so erhilt man die Gleic’hungen:

—Deti—t—o (2= 8)ersi-
(= Detsmr=o (4= Dersa=.

Wenn man die Gleichungen, bei ungesinderten Parametern
und Distantialen, auf einen andern Ordinatenwinkel bezicht,
so werden die Coordinaten der Collineation dadurch nicht
geindert.

Die Lage eines Puncts ist durch die Gleichungen der beiden
Linien, denen er eingeschrieben ist, bestimmt. Denn da er
sich in der Collineation beider Linien befindet, und zwei Linien
nur eine einzige Collineation haben, so findet man aus ihren
Gleichungen durch Elimination auch nur einfache Werthe fiir
die Coordinaten dieses Puncts. Indefs ist es nicht jmmer
‘nothig, diese Elimination wirklich vorzunehmen, Man kann
es vorziehen, die Linien aus ihren Glcichungcn geometrisch
zu verzeichnen, um in ihrem Durchschnitt den verlangten Punct
zu erhalten, wodurch die Auflosung der Aufgabe meist ein-
facher und eleganter ausfillt.

I

20.

Wenn die Summe der Producte der Parameter und
Distantialen dreier Linien mit denselben Factoren, jede
JSiir sich gleich Null ist, so sind die Linien collinear.
Umgelkelrt, wenn die Linien collinear sind s 80 sind diese
Summen gleich Null.

Linien heifsen némlich collinear, wenn sie dureh einen und
denselben Punct gehen, oder diesem Punct umschrieben sind.
Dieser Punct heifst ihre Collineation.

Die Gleichungen dreier Linien 4, B, C, seyen

Ax 4+ Ay + A" =0, Bx + By + B = o
C.x 4+ C.y +C" =o

Es seyen ferner h, k, I, drei Factoren von der Beschaffen-
heit, dafs: :
hordosy ko B Arils Q=6 Rodli b b, B Pl =0

hod” + kB + 1.0 = o
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Es seyen endlich m, m, die Coordinaten der Collineation
der Linien A4, B, so befriedigen sie die Gleichungen:
Am+A.m+ 4 =0, Bm+B.m+B =o
Also befriedigen sie auch die Gleichungen:
hodAm4+h.Am +h.A"—=o0, k.Bm+kBm + kB —o
Also befriedigen sie auch dic Summe dieser Gleichungen,
nimlich :
(hA +kBym+ (h. A +k.BYm +hAd" + kB = o
Vermoge der Annahme ist aber:

hAd 4+ kB = —1C, hd + kB = —1.C
hA” 4+ k. Bi= =1.C
Also befriedigen die Coordinaten m, m/, auch die Gleichung :

el G i o ol e, G SR
Also befriedigen sie auch die Gleichung: ‘
oy 0 W o ab N sk £
Also (IX. 19.) ist die Linie C den Linien A4, B, collinear.
Nimmt man umgekehrt an, dafs die Linien 4, B, C, col-

linear seyen, und dafs m, m’, die Coordinaten ihrer Collinea-
tion sind, so ist

Am4Ad.m + 4 =0, Bm+B.m+B =o
C.m+4+C.m4C =0

Hieraus folgen die beiden Gleichungen:

(h.A+Ek.B)m + (h.d +kB)Ym + hd’"+kB" = o
l.cm41.Cm +1.C" =o

Es seyen nun h, k, I so bestimmt, dafs

hAd+kB+1.C=0, hd' +k.B+1.0 =0
so folgt aus der Addition jener beiden Gleichungen, dafs auch
h.A” 4+ kB4 1.C" = o seyn miisse.

Mit Hiilfe dieses Satzes, welchen zuerst Lamé (examen des
différentes méthodes pour resoudre les problémes de Géométrie.
Paris 1818. p. 28) aufgestellt hat, kann man aus den Gleichun-
gen zweier Linien die Gleichung einer collinearen Linie finden,
indem man die gleichnamigen Parameter und Distantialen jener
Gleichungen auf beliebige Art durch Addition oder Subtraction
verbindet.

Beispiel.

Die Gleichungen zweier Linien seyen

3x+sy+7=0, 4x+7.y+9=o0
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Die Coordinaten ihrer Collineation sind x = — 4, yEE 1.
Durch Addition oder Subtraction findet man die Gleichungen
7x+ 12y +16 =0, x+2y4+2=o0
+ Man kann aber auch zwei belichige Factoren, z.B. h — 2,
k = 7, wiihlen, mit diesen jene beiden Gleichungen multipli-
ciren, und dann addiren oder subtrahiren, so erhilt man:
34x + 59y + 77 = o 22x 4+ 39y +49 = o

Alle diese Gleichungen gehéren collinearen Linien an, da
sic durch x = — 4, y =1, befriedigt werden.

21.

Wenn die Summe dreier Factoren gleich Null ist, und
die Summe der Producte dieser Factoren mit den gleich-
namigen Coordinaten dreier Puncte, jede fiir sich, gleich
Null ist, so sind diese drei Puncte collinear. Umgekehrt,
wenn diese drei Puncte collinear sind, so sind jene Summen
gleich Null.

Puncte heifsen collinear, wenn sie in einer und derselben
Linie liegen, oder dieser Linie eingeschrieben sind. Die Coor-
dinaten dreier Puncte a, b, c, seyen a; avy b ShoiEes e L RE
seyen ferner I, k, I, drei Factoren von der Beschaffenheit, dafs

htktl=o, Hhadkbt+l,c=o0
hod k.0 1.6 = o

Endlich sey 4.x + 4'.y + 4" = o die Gleichung der

Linie, in welcher die Puncte g, b, liegen, so ist
Aot d.d+A"=0 Ab+A V44" =o0

Multiplicirt man mit k&, k, so ist auch:

Ahat A hd + 4'h =0 A.kbF AV + Ak = o

Also ist auch durch Summirung:

A(ha+k0) + 4 (hd + k) 4 A" (h+k) = o

Vermoge der Bedingung ist aber:
ha 4+ kb= —1l.c hd +k.b/ = —1.¢ hdbk = —1

Also ist 4.l.c + A.1.d + A".1 = a

Also auch 4.¢c + 4.¢ + 4" = o

Also (IX. 12.) sind die Puncte a, 5, ¢, collinear.

Nimmt man umgekehrt an, dafs die Puncte a, b, ¢, collinear
seyen, so sey die Gleichung ihrer Linie Ax+ 4.y + 4" =o.
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Man hat also die Gleichungen
AaF A d¥+A =0 A4A.b e g e
Hoe oA A=
Hieraus folgen die beiden Gleichungen:
Aha+k.0) + A (hd + kb)) + A (h+k = o
Adueil i d & W aeio

Es seyen nun h, k, ! so bestimmt, dafs

ha -t kb f lec=—= o ha - Ko 3 lc. 20
so folgt aus der Addition jener beiden Gleichungen, dafs auch
h 4 k-4 1 = o seyn miisse.

22.

Wenn die Puncte collinear sind, so ist die Areale thres
Systems gleich Null. Umgekehrt, wenn diese Areale gleich
Null ist, so sind die drei Puncte collinear.

" Die drei Puncte seyen a, b, ¢; ihre Coordinaten seyen
oy iy B e die Puncte seyen collinear, und die Glei-
chung ihrer Linie sey Ax + Ay + 4" = o, so folgen
hieraus die Gleichungen: : A

Adat+ A.d+ 4 =0 4d.b + A+ A =o

d et dic+ 4 =0
Die Arealen je zweier Puncte seyen
A9 ash == /S : b.d —b.c — ?
c.ada —c.a = g

Eliminirt man 4’ aus den obigen Gleichungen, so erhilt man
A.f—{—A".(c'—b'):o, A.g+ A" (@d—c)=o
AhF A" —d)=o
Es ist aber (¢ —0) + (@—¢) + ('—d) = o

also ist auch f 4+ 8 + h = o Wder P- =20

wo P — a.b.—a.b+ b.d —b.c+ c.d —ca
Man nehme umgekehrt an, dafs f 4 g+ = o sey.

Es ist aber

fia+g.bdhic = (bd—Dbo)a + (cd—ca)b + (ab'—dd)c

fd4gb4hc = @c=bo)d4 (cd—ca)b'+ (ab'—d'b)c
In beiden Gleichungen sind die Summen der Glieder rechts

offenbar gleich Null. ‘Man hat also folgende drei Gleichungen:
f+s+h=0, fat+gb+thec=o0

f.d +gb Fhd =o ‘
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Also (IX. 21.) sind die Puncte a, b, ¢, collinear. Aus den
obigen Ausdriicken der Arealen je zweier Puncte folgt noch:

fH+es+h = F=Da 4 (c—bd + f
f+8+h = (C'—a’)b+(“_c)b,+g

f+g+nh (@—b)ec+ b—a)c + h
Durch Division mit f, g, h, folgt hieraus:
b?c.a+c7b.a,+l dmws
c'—a'.b +a—-—c.b, +‘1 o
8 8
s=t +b—a.c' +1=o0

h e

Es sey also die Gleichung der Linie, in welcher die Puncte
a, b, c, liegen: Ax+4 Ay 4+ A" = o, so sind aus A"
die Parameter 4, 4', durch folgende Gleichungen gegeben:

R mbatey et o D oot
8 h
N N it i
g h
Beispiel.
a a b v c ¢

Ly i Blas SRES S 95 PN RT, IR

h = 175 — 465 = — 290 , [ = 240 — 675 = — 435
8§ = 837— 112 =725 :

also P —= f 4 g 4+ h = o, also die Puncte a, b, ¢ collinear.

Aber f=—= —3.145, § = 5.145, h = — 2.145. Seizt
man also 4" = — 145, so ist die Gleichung der Linie:

3% + 4y — 145 = o .

23.

Wenn drei Linien collinear sind, so ist die Areale ihres
Systems gleich Null. Umgekehrt, wenn diese Areale gleich
Null ist, so sind die drei Linien collinear:

Die Gleichungen dreier Linien A4, B, C, seyen
Ax + Ay 4+ 4" = o, Bx + By + B = o

Cx +-Cy 4+ " = o
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. Die Arealen je zweier Linien (IX. 15.) sind
AR IFY g e S gL T, tA— e
Die Coordinaten der Collineation der drei Linien, seyen
m, m/, so ist vermoge der Voraussetzung ‘
Am 4+ Am 4+ A" = o, Bm 4 Bm' + B’ = o
Com Cim 4 €= o
Eliminirt man die Grofse m’ aus diesen Gleichungen, so ist
Fm4+BC—BC =0 G.m+C4d—-CAd"=o
Hndd B4 B =ae
Multiplicirt man mit 4", B, C”, so ist:
F.A'.m + A'B'C — A’BC" = o
GB'm + B'CA — B'CA" o
EHtm 4 A B = CAB, = 0
Addirt man diese Gleichungen, so heben sich die nicht
mit m behafteten Glieder von selbst auf, also ist.
F. A" m++ 6.B.m 4+ H.C'.m = o
also-idt “ P22 F. Ak G B - HuC . =350
Diese aus den Parametern und Distantialen der drei Linien
symmeirisch zusammengesetzte Grofse P heifst die Areale der

drei Linien. Wem also die Linien collinear sind, so ist ihre
Areale P = o .

Multiplicirt man die obigen Werthe der Arealen je zweier
Linien, némlich
AB —4B—=H, BC—BC=F, C4~CAd =G
mit 4;B,C, und A, B, C, soist
FA — ABC — ABC, GB = BCcA — BCA
- HC = CAB — CAB
FAd — ABC w=AdA'BC.;GB = BCA — BCA
HC = CAB — CAB
Hier heben sich die Glieder rechts bei der Addition von

selbst auf, man hat also immer, die Linien mogen collinear
seyn, oder nicht, die Gleichungen:

F.A+G.B+H.C=0 F.A+G.B4+H.C

Nimmt man also an, dafs noch iiberdiefs die Areale P = o
sey, so ist

o

|

POH RGB!  HT V%
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Die Parameter und Distantialen erfilllen alsdann die in
IX. 20. aufgestellte Bedm"ung, und die Linien sind also colli-

near.
Die Bedingung wird offenbar erfiillt, wemn es zwei Grisfsen
m, m’, von der Beschaffenheit giebt, dafs
Am—}-d'm—{-d*—o Bm—{-B'm'—{—B":
Cm4C'm + " =
Denn wenn man diese Gleichungen mit F G, H muliipli-
cirt, und dann addirt, so ist
(FA—{-—GB—{—HC)m 4+ (FA'4+ GB' + HC)m'
$ FA" LGB i HO
Da, wie oben gefunden wurde, die Factoren von m, m’,
von selbst immer == o sind, so mufs auch FA" + GB’ HC”
=0 eyl
Die Coordinaten der Collineation m der drei Linien sind
also durch folgende Gleichungen gegeben:
F.m4B'C—BC'=0 Gm4-CA—-CAL" —o
H.m+ A’"B — A'B" — o
F.m+4+BC—~B'C=0, G.mM+4+C. 4"—C'4—o
Hm+4+ AB' —A’"B = o
‘Wenn drei collineare Linien durch drei bestimmte Puncte
a, b, ¢, gehen, so miissen sich ihre Gleichungen auf folgende
Form brm"en lassen:
(@ —m)x + (m—a)y + a.m' —d.m
O—=m)x + m—by +b.m' —¥Vm
C—m)x + m—c)y + c.m —c.m

l

Beispiel.

Die Gleichungen der drei Linien seyen

A ...27x 4+ 16y — 1000 =

B...15x 4 25y — 1000 = o

C ... 7x 4 31y — 1000 =
tier shad™ o= B0 == ¢ 2 . {000 dbe
P = (F4+ G+ H)A". Aber F =20, G—= —1795
H — 435. Also P = o, also die Linien collinear.

(C—B) 4" = —6000 (B—C)A" = — 38000

also 29. M — 600 = o0 29.mM' — 800. = o
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24.

Wenn die Summe der Producte der gleichnamigen
Parameter, dividirt mit der Summe der Producte der
wechselnamigen Parameter den Cosinus des Ordinatenwin-
kels giebt, so haben die Linien eine senkrechte Lage
&gegen einander.

Die Gleichungen der Linien A, B, seyen

Ax+ 4.y 4"=0o Bx+4 By + B =o

Die vom Anfangspunct der Coordinaten auf die Linien £, B,
gefallten Lothe I, n, bilden mit den Axen die Positionswinkel

PP und ¢q,q, sodafs p+p = ¢+ ¢ = w. Dann sind
die Gleichungen der Linien auch:

cosp.x 4 cosp.y—Il=o0 co0sq.x -t cosqg.y—n=o
Die Diametralen der Parameter der Linien 4, B, seyen

D, E, so ist (IX.14.)

D.cosp="A; D cosp== o

D.sinw.sinpg = A—A.cosw, Dsinwsinp = A'—A.cosw

E.cosq — B, E.cosq = B

Esinw.sing = B— B cosw, Esinwsing = B'— Bcosw
Bilden nun die Linien A, B, einen rechten Winkel gegen

einander, so ist g—p — p'— ¢ = 90°
also sing — cosp, €o0sq = —smp,
sing = —cosp’, cosq = sinp’ . Hieraus folgt:
Esinw. 4 = D(B — Bcosw),
Esinw 4 = — D (B — B cos w)
D.sinw.B = — E (A — A4 cosw)

Dsinw. B = E (A — A cosw)
Die Bedingung der rechtwinkligen Lage ist also

B ___ Ad—Adcosw ik =k B'— Bcosw
B A osw. g R R eos w

Essey /. B+ 4. B—=K A.B+A.B=L,
S0 folgt aus jenen beiden Gleichungen die Bedingung der
rechtwinkligen Lage:
A. B+ A.B
A.B+ 4. B

Pauckers Geometrie. -

K—©L . cosw = o oder cosw —
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Man hat ferner allgemein:
D?.sin’*w = A*— 244 cosw + 4>
E?. sin*w — B>*— 9 B.B cosw -+ B?
und die Areale der beiden Linien ist
H=—4.B— 4B
fiir die senkrechte Lage ist also
H—= D.E.sinw
Umgekehrt liafst sich beweisen, dafs wenn die Parameter
der beiden Linien die obige Bedingungsgleichung befriedigen,
die Linien einander rechtwinklig schneiden. Man nehme auf
der Axe der x einen beliebigen Punct ¢ an, ziehe aus demselben
die ca, cb, den Linien 4, B, parallel, und bezeichne die
Coordinaten wa, wbd, wc, durch a, b, ¢, so ist
Ac=4d.a, “B.c= B.b
Hieraus folgt:
A.B.& = 4.B.a.b, (4. B4 4.B). .t
A.B'.c’: ABa, A.B.c=4.B.b
(AB 4+ 4B).» = 4B (a 4+ b)c
A

Es sey nun cos w =

so ist auch cos w

also (a+-b)c.cosw =a.b4c.c =a.b 4 c%sin*w + 2 costw
also (c.cosw —d) (¢ —c.cosw) — c*.sin*w
Man fille aus dem Puncte ¢ auf die Axe der y das Loth cd,

s0 ist
c.sinw=—1cd, c.cosw—b—=1">bd, a—c.cosw — ad
Also ist bdd.ad = cd.cd, also ist ach — 9¢°.
‘Wenn di¢ gegebene Gleichung einer Linie 4x 4 4.y + 4"
= o ist, so kann man also nach dem Vorhergehenden die
Gleichung der senkrechten Linie speciell auf folgende Art
bezeichnen:
(A —Acosw)x —(Ad— A cosw)y + B = o
Denn alsdann ist
B=4d—Acosw, —B — 44— 4 cosw
ao . . A.B+ 4. B = (4.4 =~ 4.4)cosw
ABA+A.B = 4.4 == #;4

also  cos w =
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In diesem speciellen Falle ist die Diametrale der Parameter
der senkrechten Linie; E = — D . sin w, und die Arecale
der beiden Linien: H =— — D2 . sin?w

Beispiel.
W =="53°7.9 oS W = 0,6
A...3x — 4y + 4" B...29x + 27y + B" = o
Hier ist

A.B 4+ A4 B = 87 —108 = —21
A.B 4+ A.B — 84 — 116 — — 35
A.B+ A B -
also R 2l = 0,6 = cosw

also schneiden die Linien einander rechtwinklig.

25.

Der Sinus des Winkels zweier Linien ist der Areale
oder dem Werth der Paramelergleichung fiir die parallele
Lage proportionirt. ,

Der Cosinus dieses Winkels ist dem Werth der Para-
metergleichung fiir die senkrechte Lage proportionirt.

Die Gleichungen der Linien seyen:

Adx + Ay + 4 = o Br By 4 B.= o

Die vom Anfangspunct der Coordinaten auf die Linien 4, B,
gefallten Lothe I, n, bilden mit den Axen die Positionswinkel
p,p und ¢, ¢, sodafs p4p = ¢+ ¢ = w. Die Dia-
metralen der Parameter der Linien seyen D, E, so ist (IX.14.):
D.cosp== A4, D.cosp = A .

Dsinw.sinp' —= 4 —A'.cosw, Dsinw.sinp = 4 —A4.cosw
D*.sin*w = A2—2A. A .cosw- A
E.cosq= B, E.cosq = B
E sinw singd =— B— B cosw, E sinwsing=— B — B cosw
E*sin*w — B*—2B.B.cosw -+ B*®
Hieraus folgt: '

D.E.sinw.sinp.cosq = A.B—Ad.B.cosw
D.E sinw.cosp.sing = A.B'—A.B.cosw
D-E.sinzw.cosq.cosp = .4, B.sin*w

D sin%w . sin ¢ . sin p (4 — A cos w) (B'= B cosw)
3*
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Der Winkel der Linien 4, B, ist aber gleich deny Winkel
der Lothe 1, n, also gleich g—p. Auch ist
sin (—p) = sin g.cosp — co0sq.sinp
€0s (q—p) = c0sq.cosp - sin g.sinp.
Setzt man also die Areale
AB—-~A.B=H wd A.B+ 4.B =K
A.B 4+ 4.B=1L
so erhilt man
D.E.sm*w sin(¢g—p) = H.sinw
D.E.sin’w.cos(q—p) = K—L.cosw
g ( 3 e H.sinw
s 27 K—L.cosw
Die Parametergleichung fiir die parallele Lage war aber
(IX.15.) H = o; und fiir die rechtwinklige Lage (IX. 24.)
K—L.cosw = o, daher heifsen die Grofsen H und
K —L.cosw die Werthe der Parametergleichungen fiir die
senkrechte und parallele Lage. Aus diesem allgemeinen Satze .
kann man also auch die beiden speciellen Sitze IX. 15. 24.
ableiten, indem fir H = o auch sin (¢q— py==,05 a0
q—p =o und fir K— L.cos w = o auch cos(¢g—p)=o
also ¢ —p = + 90° wird.
Fiir die Berechnung des Winkels ¢ — p sind aber folgende
Gleichungen bequemer (IX. 14.):

D.2sin swsini(p—p = A4 — 4
D.2.cos3w.cos3(p'—p) = A4+ A
E.2 sin jw.sini((—¢q) = B — B
E .2 cos 3w cos 3i(d—q9 = B+ B
3¢P—p) —3(@—9 = q—p

Beispiel.
w=53°7,8; sinw = 0,8; cosw = 0,6
Ad..6x — a2y — =9 B..2x —3y +2=o0
g H:.:—14 K — 138 L — — 22
H.31n»r{=—11,2 K—L.cosw = 31,2
B(g—p) = — 333
112 . . 2,04922 cot3zw 0,30103 cotgw’ 0,30103
312 . . 249415 A — A 0,90309 B — B’ 0,69897
g (9-p)-9,55507 A4 A 0,60206 B+B-0
q-p=-19°44,8 82(P-p)0,60206 183(g-7)~1,00000
2(p—p) = 75°57,8
3(0—9) = 95 42,6
q=—pP = — 19 44,8
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26.

Aus der Gleichung eciner Linie die &leichung einer

andern xu jfinden, welche mit ihr einen gegebenen Winkel
bildet.

Die Gleichungen der Linien seyen
Adx + Ay + A4"=o0o Bx + By + B"= o
Die vom Anfangspunct auf diese Linien gefillten Lothe

bilden mit den Axen dle Positionswinkel p, p’ und ¢, ¢, so

dafs p4-p' =g+ ¢ =w. Der gegebene Winkel der
Linien sey ¢ = ¢—p = p'— ¢, so ist

€Osqg = cosc cosp — sinp sinc
cosq = cosc.cosp - sinp.sinc
Die Diametralen der Parameter der Linien .4, B, seyen D, E,
so ist (IX. 14.)

E.cosq= B, Ecos¢ =B, D.cosp= .4, D.cosp= A
D.sinw sinp = 4 — A4 .cosw, Dsinw sinp’ = A ~.A'.cosw
Hieraus folgt: ;
Dsnw.B
¥
Dsinw. B
i

oder
D sinw.B
E

_——D'SI%W'B = A.sin(w—c) + A.sinc

Setzt man also
AB — /B —=H, AB+ AB = K, AB 4+ AB =1L
80 ist die gesuchte Parametergleichung
B[4 sn(w—c) + Asinc] = B [Asm(w—l—c)—fl smc]
oder H.sinw cos¢c — (K— L.cosw) sinc = o

= 4 sinw cosc — (A — 4 cosw) sinc

= A'.sinw.cosc+H (4 — A .cosw)sinc

= Ad.sin(w+¢c) — A.sinc_

Beispiel.
A... 6x — 2y —6 = 0
S LA w-c = 33°23,0
¢ == — 19 44,8 w—2c = 72 526
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A — 0,30103 A 0,77815
sin (w-c) 9,98031 sin (w-+c¢) 9,74055
~ 0,28134 == — 1,941/ 0,51870 =—  3,3014
4 0,77815 A — 0,30103
simc — 9,52874 sin ¢ — 9,52874
— 0,30689 = — 2,0272 9,82977 = — 0,6757
— 3,9386 2,6257
I)
also -B; ST T A —2
: B 3,9386 .
27

Das von . einem Puncte auf éine Linie gefillte Loth,
ist gleich dem Werth, welchen die Gleichung der Linie
Siir die Coordinaten des gegebenen Puncts annimmi, divi-
dirt mit der Diametrale der Qleichung.

Die Gleichung der Linie sey Ax + Ay 4+ 4" — o,
ibre Diametrale = D, das vom Anfangspuncte der Coordi-
naten auf die Linie A gefillle Loth — I’ so ist (IX. 14.)
D.lI' = — A". Die Coordinaten des gegebenen Puncts g
seyen a, a', so ist die Gleichung der dem Punct « umschrie-
benen, der Linie  parallelen Linie (IX. 17.)

Ax 4+ Ay — 4d.a— 4.d = o

Das vom Anfangspunct auf diese Parallellinie gefillte Loth
sey = 1", soist(IX.14.) D.I" = A.a 4 4.2

Das vom gegebenen Puncte a auf die Linie 4 gefallte Loth
sey = 1. Liegen nun beide Linien, nimlich 4 und ihre Pa-
rallele auf einerlei Seite des Anfangspuncts, soist ] — 1" — [,
Setzt man daher: ;

Ao+ A.d + 4 =M
soist D.l =M.

Hier ist M der Werth der Gleichung von £ fiir den
Punct a, d.h. der Werth, den die algebraische Summe aller
auf eine Seite gebrachten Glieder fiir den Fall annimmt , WO
¥ = a, y = da gesetzt wird, .

Es seyen also die Gleichungen zweier Parallellinien
Ax + Ay + 4" = o, Adx + Ay + A" = o
so ist ihr Abstand gleich dem Unterschied ‘der Distantialen,
dividirt mit der Djametrale, nimlich

= AH e A/”
= D
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‘Wenn das vom Puncte a auf die Linie A gefillte Loth,
diese Linie in dem Puncte b schneidet, dessen Coordinaten b, b’
seyen, so hat man, wenn B die Gleichung der Senkrechten
ist, nach IX. 24.

B = A — A.cosw — B — 4— A cosw
B.a+B.d+ B =o B.ob}+B.V B —=o

Nach IX.19.: 4.B—4.B=H .

Hb+ A" B—4.B" =0 HYV4+A4.B'—A4'B=o0

Hieraus folgt:

Hp—a)+ B(d.atd) — A B.a+B) =
Hp —a)y— B(d'.a+ 4) + 4 (Bd + B") =

Setzt man also (IX.27) A.a + A.d + 4° =

soist Hb—a)4+B. M=o, Hl —d)—B.M=o0

aber (IX.24.) H = — D*.sin’*w
also D?sin’w (b—a) — — (d — A4 cosw). M
Disin?w (' —a) = — (A — A.cosw) M

Das vom Anfangspunct auf die Linie 4 gefallte Loth bilde
mit den Axen die Positionswinkel p, p’, soist (IX. 14.)

D.sinwsinp = A — A cosw, Dsinwsinp = A —Adcosw
also . . D.sihw(p—a) = — M.sinp’
; CD.sinw(@® —d) = — M.sinp
Beispiel.
a d A AI A’ w
6, o 8 T 25, ¢ —+140, 53° 7,8
M = 105 + 200 — 150 = 155
T osin iy — 49 — 210 -+ 625 = 464
D.sinw = 4¥ 29, D = 5F29
464([1,— a) == 8w155" === 1840
464 (b —a) = — 20,8.155 — — 3224
55
o LUy po
5-Y29
28.

. Von einem gegebenen Puncte an eine gegebene Linie
¢ine andre Linie unter einem gegebenen Winkel xu iehen.

Die Coordinaten des gegebenen Puncis a seyen a, @', die
Gleichung der gegebenen Linie 4 sey Ax + Ay 4+ A4 = o,
ihre Djametrale — D, die Gleichung der gesuchten Linic B
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sey Bx 4+ B'y + B" — o, ihre Diametrale — E . Die
vom Anfangspunct auf die Linien A4, B, gefillten Lothe 1, n,
bilden mit den Axen dic Winkel p, p’ und ¢, ¢, 'so dafs
P+pr =944 = w . Der Winkel der Linien 4, B,
némlich ¢ —p = p’'— ¢’ ist gegeben, auch sind p, p’, gege-
ben, also sind auch ¢, ¢, gegeben. Aber B = E. cos ¢
B = E.cosq. Also ist das Verhalnifs der Parameter
B _ cosg
Y
Parameter, z. B. B, beliebig annehmen. Also ist auch der
andre Parameter B’ gegeben. Es ist aber, weil die Linie B
durch den Punct a gehen soll, B.a+4 Ba' 4+ B = o,
alsd ist auch B” gegeben.

‘Wenn die Linien 4, B, einander in dem Puncte b, dessen
Coordinaten b, b sind, schneiden, so ist der Abstand der
Puncte ¥, I geich b iciag. o M v

uncte a, b, gleic S g Ty e wenn
M= Ada+ 4d+ 4". Aber (IX.25.)
H = D.E sinw sit(q —p),
E.sinw. M
H

Um die Coordinaten des Puncts b, néamlich b, 5" zu bestim-
men, so ist die Areale H = A B — A'B gegeben. Man hat
also die Gleichungen:

H.a— A.Ba 4+ AB.a — o
H.d — A.Bd + AB.d = o
Nach IX. 19. hat man aber auch die Gleichungen:
Hb+ AB — AB" = o
Hb+ A.B'— A'B = o
Hieraus folgen die Gleichungen:
H(bp—0a) + B (da + A) — 4 (Ba + B)
H@W —d)— B(Ad+ A) + A Bd+ B
Aber Ba -+ Bd + B’ — o, also:
Hb—a) + B.M = 0o, H@GP—d)—B.M = o
: Beispiel.
a d A A A w
185 v B - o G B rma s, ;83 0,8
q—p = —19°44,8

gegeben. Man kann nun einen der beiden

also der Abstand ab —

I
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cotfw 0,30103 4 ¢ 2
A— A" 090309 Hieraus folgt o RS
A4 4 0,60206 Man nimmt B=2, soist B = —3
tg 1 (p'—p) 0,60206 B = —30+24=—6
3(-p)= 75°57;8 Also die Gleichung der Linie B ist
I(p+p)= 26°33,9 RE e B Y B P P
p = —49 23,9 H= —18+4 = — 14
g-p = —19 448 M = 90—16—6 = 68
g = —69 87 —14(1{—0,)——204::0, b=}
w= 53 7,8 —14@0—d)—136=0, V=—%
§= 122165 A—.A4 090309 D ..096470
cosg ~ 9,55146 sinz(p—p) 9,98684 sin (94— p) 9,52874
cos g — 9,72753  sinzw 9,65052 M 1,83251
B Pt D 096470 :
ab = 21,83
29.

Den Abstand eines gegebenen Puncts von dem Durch-
sehnitt sweier gegebenen Linien zu bestimmen.

Die Coordinaten des gegebenen Puncts a seyen a, a; die
Gleichungen der gegebenen Linien 4, B, seyen .

AxF+ Ay + 4" =o, Bx+By+B =o

Die Coordinaten des Durchschnitts b der Linien A4, B,
seyen b, b'. Die Diametralen dieser Linien seyen D, E, die
vom Anfangspunct auf die Linien 4, B, geféllten Lothe bilden
mit den Axen die Positionswinkel p, p” und ¢, ¢, so dafs
pt+r=q+qd=w. Der Neigungswinkel der Linien
A, B, ist also = ¢—p . Man hat also (IX. 25.)

Desin?w — A2—2.A4.4.cosw+ A%
E*sin®w — B*—2B.B .cosw- B®
AB—A.B=H, AB+A4.B=K
A B+ 4.B=1L

D.E.sin*w.sin (4 —P) H.sinw
D.E.sin*w.cos(qg—Pp) K—L.cosw

|

. Die Werthe der Gleichunge A, B, fiir den gegebenen
Punct a seyen M, N, so ist (IX. 28.

dao+ A4.d+ 4 =M

Bi:r 0 dcxw =N
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Man ziehe aus dem Puncte @ mit den Linien 4 , B, die
parallelen Abschnitte ac, ad, bis an die Linien B,
so ist (IX. 28.)

H.ad = E.sinw.M, H.ac— D.sinw.N

In dem Parallelogramm acbd, sind ab, cd, die Diagonal-
linien, also ist: :

ab® = ac® —9ac.ad.cos (g —p) + ad?
ad®* = ac®+ 2ac.ad.cos(q—p) + ad?-

Verbindet man diese Gleichungen mit den obigen, so
ergiebt sich: :

H’ ab* = D*sm’*w.N* — 2 MN (K~ L cosw) + E*sin%p. M2
H?, ¢d®* = D*sin’*w.N* 4+ 2 MN(K— L cosw) - E?sin’w.M>

Beispiel. '
a o8 et ~aip HeooBb —
R B o e e i P ok SUGE M
H=—18+44 = —12 K =12 4+ 6 = 18,
L — —18—4 — — 22 K—L.cosw = 31,2
M—=90—16—6 =68, N 3

[ = 30—24 42 =38
D2 sin’*w = 36 4+ 14,4 4- 4 = 54,4 :
7,2 +

B2 sin*w = 4 + 9= 909
14*.ab® = 3481,6 — 33945,6 - 934048 — 62940,8
14%. cd® = 3481,6 4 33945,6 -+ 93404,8 = 130832
also ab = 17,92 cd = 25,836
30.

Eine Linie aus ihren Durchschnitten auf den Axen xu
verseichnen.

Die Gleichung der Linie 4 sey Ax 4+ A'y + 4" — o :
ihre Coordinaten auf den Axen seyen d, d, so hat man (1X. 14.)
A.d+ 4" =0, A'.d+ 4" =o. Die Verzeichnung
dieser Gleichungen hat keine Schwierigkeit, wenn die Para-
meter und die Distantiale 4, 4, A", einfache Grofsen sind.

: Beispiel.

Die gegebene Gleichung sey:

e e BT EE—
wo a, d, r, Linien bedeuten.

Man trage aus dem Anfangspunct auf die Axen der «, y,
die Abschnitte wf — a, wf — da’, hestimme mittelst eines
Kreises vom Halbmesser r auf denselben Axen die Abschnitte
wd, wd, so dals wf.wd = wf. wd = r*, so sind die
Kxuncte d, d, die Durchschnitispuncte der Linie 4 anf den

(218 :
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31.
Eine Linie aus ihrer Gleichung durch die Puncte der
gleichen Coordinaten zu verzeichnen.

Die Gleichung der Linie £ sey dx 4 A’y + A4’
Man verzeichne die Gleichung (4 + A4') a + A"
indem man auf den Axen die Abschnitte wf = wf —
nimmt, durch die Puncte f, f', Parallellinien mit den Axen
zicht, welche einander in a schneiden, so ist a ein Punct der
Linie A4, weil die Gleichung von 4 durch x = y = « be-
friedigt wird. Man verzeichne ferner die Gleichung (A—A).b
4+ A4’ — o, indem man auf den Axen die Abschnitte
wg — —wg = b nimmt, durch die Puncte g, g’ Parallel-
linien mit den Axen zielit, welche einander in & schneiden,
so ist & ein Punct der Linie 4, weil die Gleichung von A
durch x = — y = b befriedigt wird. Durch die Puncte q, b,
ist die Linie 4 gegeben.

0.
o,

N

32,
Eine Linie xu verseichnen, deren Gleichung aus zwei
einfachen Theilen besteht.

Die Gleichung der Linie 4 sey:

h(Bx+ By +B) + k(Cx+Cy+C) = o
Man verzeichne zwei Linien B, C, deren Gleichungen

Bx+By+B =o Cx -Gy Pl o
Man verzeichne zwei Linien B, ¢, deren Gleichungen

Bx+B'y‘+B"+-{—-:0 C'x-l-C’y‘—}-C”-—%:o

Die Linien B, B, und C, ', sind (IX. 15.) parallel, die
Linien 4, B, ¢, und 4, B, C', sind (IX. 20.) collinear. Wenn
also a, b, die Durchschnitte von B, C, und B/, C’, sind, so sind
a, b, Puncte der Linie A. Da der Werth der Grofse p beliebig
ist, so lassen sich durch Ab#nderung desselben beliebig viele
Puncte von 4 verzeichnen.

Anders.

Man verzeichne zwei Linien B, C', deren Gleichungen
‘B b Byt B =0, Cx+Cy+C =0
und zwei Linien B, ¢, deren Gleichungen

B.x+B'.y+B"+% e Cx+0',y+0"+—l;?:=o



44

Die Linien B, B’ und C, ¢, sind (IX. 15.) parallel. Die
Linien 4, B, C, sind (IX. 24.) collinear. Die Linien B, ¢’
und B, C, sind (IX. 24.) ciner Linic D collinear, deren
Gleichung:

h(Bx + B.y + B") + ECx+Cy+0) F+p = o

Wenn also die Puncte a, 5, ¢, die Collineationen von
B,C; B,C’; B,C; sind, so geht die Linie D durch die
Puncte b, ¢, und ist (IX. 15.) der Linie . parallel. Man darf
also nur durch a eine Parallellinie mit ¢ ziehen , um die
Linie 4 zu erhalten,

33.

Eine Linie xu verseichnen, deren Gleichung aus drei
oder mehreren einfachen Theilen besteht.

Die Gleichung der Linie 4 sey:
h(Bx+By+B")+k(Cx+Cy+C")+I(Dx4D'y+ DY =0

Man verzeichne die Linien B, C, D, und B, C’, D', deren
Gleichungen :

B..Bx+By+4+B'=o0 B..Bx+FEy +B"+%=o

~

C..Cx+Cy+4+C"=o0 C"..C'x+C'y+O"—_=o

-

D..Dx+Dy+D'=0 D..Dx+Dy+4+D —P —

~I

Die Gleichungen dreier Linien F, G, H, seyen
F...h(Bx+ By + B") + k(Cx +Cy + =5
G...h(Bx+ By + B") + 1 (Dx +D’y+D") =i
H..k(Cx+Cy+C) + I(Dx+Dy+D)—p=o
s0 ist ¥ sowohl den Linien B, C, als den Linien B, C', colli-
near; G sowohl den Linien B, D, als den Linien B, g £
collinear, und H sowohl den Linien C, D’ als den Linien o )
collinear. Also ist die Linie F durch die Verbindung der
Collineationen von B, C, und B/, ¢, die Linie G durch die
Verbindung der Collineationen von B, D und B, D', und die
Linie H durch die Verbindung der Collineationen von C, D
und C, D, gegeben. Aber die Linien 4, F,D; A4, G, ¢
und 4, H, B, sind collinear. Also ist die Linie 4 durch,
Verbindung der Collineationen von F, D, von G, C, und H, B
gegeben. -



Die Grofse p ist beliebig anzunchmen.

Die Gleichung der Linie 4 sey:
h(Bx+ By +B) +k@Cx+Cy+C) . . . . - .
. 4 I(Dx+ Dy + D) + m(Ex+Ey+E)=o

Man verzeichne die Linien B, C, D, E und B, C, D, E,
deren Gleichungen:

B..Bx+By+ B =o B’,;Bx+B’y+B"+%=O
c..0x+Cy+C'=0 C..Cx +C'y+C"-—-—I;—:o

D..Dx+ Dy+D'=o D'..Dx+D'y+D”-—.I;_=o

E.Ex+Ey+E =o E'..Ex-}—E'y.{_E”_%:o

Die Gleichungen von vier Linien F, G, H, K, seyen
F..h(Bx+By+B) ¥ kCx+Cy+C) . . . .
R R i i it
G..h(Bx+ By+B) + k(Cx+Cy $.03 .
G o TR e e
H.h(Bx+By+B) +1@Px+Dy+D) . :
e g o S B g A ey et B ) = 0
K. k@Cx+Cy+C) +1(Dx+Dy+D)H. . . .
S0 g T e T B g P

Die Verbindungslinie der Collineationen von B, C'; und B/, C,
schneidet die D in einem Puncte der F. Die Verbindungs-
linie der Collineationen von B, D; und B/, D, schneidet die C'-
in einem zweiten Puncte der F. Also ist die Linie F gegeben.

Die Verbindungslinte der Collineationen von B, C; und
B, C, schneidet die E in einem Puncte der G. Die Verbin-
dungslinie der Collineationen der B, E, und B, E/, schneidet
die C in einem zweiten Puncte der G, Also ist die Linie G
gegeben.

_ Die Verbindungslinie der Collineationen von B, D, und
B, D', schneidet die E in einem Puncte der H. Die Ver-
bindungslinie der Collineationen von B, E und B, E schneidet
die D in einem zweiten Puncte der H. Also ist die Linie H
gegeben.

" Die Verbindungslinie der Collineationen von C, D’ und
C', D, schneidet dic E in cinem Puncte der XK. Die Ver-
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bindungslinie der Collineationen von C, E' und C', E, schneidet
die D in einem zweiten Puncte der K. Also ist die Linie K
gegeben.

Die Linien 4, F, E; A, G, D; _4 E5.C s A B, Smd
collinear. Also smd dle vier Lo]lmeatmnen von F E G, D;
H, C; K, B'; Puncte der Linie £ .

Die Grofse p kann beliebig angenommen werden.

Beispiel.

5QxF3y—18)+6(Gx+2y—27) . :
+8(3v——73—9)+9(4x+5y—8)—0

oder A...100x 4 16y — 396 = o
Man nehme p =— 360 an, und setze also
B..2x + 3y —18=o0 B..2x + 3y + 58 =0
C..5xF+2y—27=0 C..5x 42y —87 =0
D..3x —7y — 9=o0 D.3x —7y — 54 =—o0
E..4x 4 5y — 8=0 E. 4x -+ 5y —48=o0
BCu B,C...40x 4 27y — 252 - = o
Y B SRS S A M x- = b6y — 72-—'0
BDu B,D ..34x — 41y — 162 — o
(5 e e 30x 4 12y — 162 = o
aus beiden F ... 64x — 29y — 394 — o
B,Cu B,C...40x 4+ 27y — 252 = o
TR BEX e G5y - 73 == D
B, E u. BE... 46x + 6Oy — 162 —= o
G e 30x -+ 12y — 162 — o
aus beiden G ... 76x + 72y — 324 — o
B,Du B,D ..34x — 41y — 162 = o
OB T g6 - gt S0y 2=
B,Eu B,E ..46x 4+ 60y — 162 — o
- b el 24x — 56y — 72 = o0
aus beiden H ..70x 4+ 4y — 234 — o
C,D uC,D ..50%x — 44y — 504 = o
B e 36x + 45y - 72 — o
D,E u D,E..60x — 11y — 504 = o0
G e e 30x 4 12y — 162 = o
aus beiden X...90x + y — 666 = o




- £ 64x — 29y 324 = o
B 36x + 45y 72::92
o SRS T ks 396 = o)
G . 76 x - 4Ly 324:02
D ... 2x — 56y 70—
A ...100x -+ 16y 396 o —= 5
H . 70x + 4y T =20
C ... 30x 4+ 12y 1621 — 10
A Y- 16y 506 -<229¢
yaeRR . e e 666 — o
B < 10x + 15y o746 = o
A ...100x + 16y S )

collinear.

collinear.

collinear.

collinear.

47
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Zweite Folge. Der Kreis.

34.

Die Summe der Quadrate der Coordinaten weniger dem
Quadrate des Halbmessers, gleich Null gesetxst; giebt die
Gleichung des Kreises fiir rechtwinklige Coordinaten vom
Mittelpunct.

Durch den Mittelpunct m sey ein beliebiger Durchmesser
als Axe der x gezogen. Aus einem beliebigen Puncte b des
Kreises sey auf diesen Durchmesser ein Loth ¢ gefillt. Man
setze mc=1x, cb=y, mb=r, so giebt der Satz II 4s.
die Gleichung des Kreises:

Xyt —rt=0

Diese Gleichung wird befriedigt durch y = 0, x = + r;
welches anzeigt, dafs der Kreis die Axe der x in zwei Puncten
schneidet, welche auf entgegengesetzten Seiten des Mittelpuncts
den gleichen Abstand = r von demselben haben.

Die Gleichung wird befriedigt durch x = o, y = + r;
welches anzeigt, dafs der Kreis die Axe der y in zwei Puncten
schneidet, welche auf entgegengesetzten Seiten des Mittelpuncts
den gleichen Abstand — r von demselben haben.

Die Gleichung giebt y = + ¥7r* — x%, welches anzeigt,
dafs jedem Werthe von x zwei gleiche und entgegengesetzte
Werthe von y entsprechen.

Die Gleichung giebt x — -+ Fr?> —y*, welches anzeigt,
dafs jedem Werthe von y zwei gleiche nnd entgegengesetzte
Werthe von x gehoren.

Hieraus folgt, dafs die durch den Mittelpunct gehenden
Axen den Kreis in vier einander deckende Quadranten theilen.
Da in der Gleichung die Coordinaten x, y, vertauscht werden
konnen, so decken diese Quadranten einander auch dannm,
wenn man die Axe der x auf die Axe der y bringt.

‘Wenn man die Gleichung auf folgende Form bringt:

Y=+ x)(r—x)=o
so erhalt man den Satz: Idie Ordinate ist die mittlere Pro-
portionallinie zwischen den Abschnitten des Durchmessers.
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35.

Die Summe der Quadrate der Coordinaten weniger dem
Product des Durchmessers mit der Abscisse, gleich Null ge-
setzt, giebt die Gleichung des Kreises JSiir recliwinklige
Coordinaten vom Endpunct des Burchmessers.

In die. Gleichung IX. 34 setzt man x — r statt x, so
ergiebt sich:
(x—1)2Fy>’—1* =o0
oder x* 4+ y2 — 27 . x = o0
oder y* — x . (2r — x) = o0

Diese Gleichung spricht den Saiz aus: Die vom Endpunct
des Durchmessers nach einem beliebigen Puncle des Kreises
gexogene Sehne ist die miltlere Proportionallinie 2wischen
dem Durchmesser und dem Nebenabschnitt desselben.

Setzt man y == x.tgp, y = (2r — x).1g ¢, so folgt aus
der obigen Gleichung diese:

tgp . Agg-= 1) 0
OULLE . o 4% A} 7] =50

welches den Satz giebt: Der auf dem Durchmesser ruhende
Umfangswinkel ist ein rechter Winkel.

Derselbe Satz ergiebt sieh, auch, wenn man die Gleichung

auf folgende Form bringt: ;
T ey Qe —ar=o
welche besagt: Die Summe der Quadrate der von einem
Puncte des Kreises nach den Endpuncten des Durchmessers
gexogenen Sehnen ist gleich dem Quadrate des Durch-
messers.
36.

Die Summe der Producte der auf den Axen genommenen
Abschnitte gleich Null geselzt, giebt die Gleichung des Krei-
ses fiir rechtwinklige Coordinaten vom Endpunct der Sehne.

In flie Gleichung IX. 34 setzt man x — m statt x, und
Y — m statt y, so erhilt man

(r—my  (y—m ) — 12 =0
aber auch S S e A Rkl £ 3510
Ao Sy x2+y2——2m.x—2m'.y_:0
oders} fasah 4 x(zm——x)—%—y(Qm'——'y)ZO
__ Hier sind m, m/, die Coordinaten des Mittelpuncts m.
Die Gleichung wird befriedigt durch x = 0, y = 03 ferner

el '
durch y — 9 m, y = o; ferner durch y = 2m, x = o0; wel-

Dt :
Payckers Geometrie.

E=N
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ches besagt, dafs die beiden durch einen Punct des Kreises
senkrecht auf cinander gezogenmen Sehnen, durch die vom
Mittelpunct gefillten Lothe halbirt werden.

Die Form x (em— %) —y(y —2m') = o
: " oder we.ca = cb.de = wg.gf
besagt: Zawei rechtwinklige Sehnen wa, db, theilen einander
in Abschnitte, deren Producte gleich sind.
Sl 4. 1
TH — o
driickt aus, dafs die auf der Sehne wd ruhkenden Umfangs-
winkel einander gleich sind.

Die Form o= oder g wbec — ig cad
¥

Die Form —% __ — J oder tgwdc — tgbac
y—2am 2m—x

driickt aus, dafs die auf der Sehne wb ruhenden Umfangs-
winkel einander gleich sind u.s. w. :
Die Form -ri, = y2(x Ehein at)
m e @ )
oder tg 2 wma = g (wbe 4 abe)
driickt aus, dafs der auf der Sehne wa rukende Umfangs-
winkel wba die Hilfte des Centralwinkels ist. ‘

37.

Die GQleichung des Kreises auf einen belicbigen Anfangs-
punct fuir rechtwinklige Coordinaten xu beziehen.

In die Gleichung IX. 34. setzt man x —m statt x und y —m’

statt y, so erhilt man
(x—my + (y=m) —r* =0

oder xz-i--yz-—me-——Qm'y + m? 4 m2—r:=—o0

Diese Gleichung wird befriedigt durch x=m, y —m'==+ r;
und durch y =m’, x —m' = + r. Folglich entspricht der
Abscisse m + r, nur ein einziger Werth der Ordinate; und
der Ordinate m' + r nur ein einziger Werth der Abscisse.
Diese Puncte bezeichnen die Grenzen des Kreises in den Rich-
tungen der Axen. Denn fir (y — m)* > r2 ist (x —m)* .
negativ, also x unméglich. Eben so, fiir (x — m)? > r? ist
(y — m’)* negativ, also y unméglich. Innerhalb dieser Gren-
zen entsprechen jeder Abscisse zwei Ordinaten, und jeder
Ordinate zwei Abscissen. Denn die Gleichung giebt:

= i o] e AR
y=m -+ rrz-—(x-'_m)z, = r'rz—(y—-m)2
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38.

Die Summe der Quadrate der Coordinaten nebst dem
doppelien Product derselben mit dem Cosinus des Ordinaten-
winkels weniger dem Quadrat des Halbmessers, gleich Null
gesetzt, giebt die allgemeine Gleichung des Kreises fiir Coor
dinaten vom Mittelpunct.

In die Gleichung IX. 34. setzt man nach 1X.7. y sin w statt y,
und x + y cos w statt x, so erhilt man fiir den Ordinaten-
winkel w die Gleichung:

(x + y cos w)? & y% . sin’w — e
0der: s e X2 B xteosi ok ¥ S
OB Ol )1, =g . v 0 4k wieghe LN 5
oder (v Fycosw)x 4 (y 4 xcosw)y — 23
Hier gehiren jeder Abscisse x zwei Ordinaten y und y
namlich : ~ : ‘
y .= — ¥ COs W B A R

-_—7

1

o 0-< 0

’

B == == XX OB W — RO

. sin 2w

Eben so gehoren jeder Ordinate y zwei Abscissen x und «,
némlich: ;

x = — ycos wF ¥r¥ — y* . sin’w
X = — y €0S I — Y2 — y2. sin’w

Hieraus folgt :
955 cos W oy A Y=, ¥y ooy

Il

aberiagch . . . ¥ 4 2xyecosw 4 yr —'r"
’
also .-..y’.y+l‘2_—x2-_—_:0
’
x.x +r2—y*=o0

Dieses giebt den Satz: Fiir jede Abscisse ist das Product
der beiden Ordinaten, wnd fiir jede Ordinate ist das Product
der beiden Abscissen vom Ordinatenwinkel unabhingig, also
unverinderlich. Auf allen collinearen Linien b5’ ist also das
Product der beiden von der gemeinschaftlichen Collineation ¢
zum Kreise genommenen Abschnitte bc.cb’ eine unverinder-
liche Grifse, welche die Pofens des Kreises fiir diese Collinea-
tion ¢ heifst (VII, 2. 42.).

Wenn die Collineation ¢ innerhalb des Kreises liegt, so ist
diese Potenz negativ, d.h. die Abschnitte cb, ¢b’ haben eine
entgegengesetzte Richtung. Wenn aber die Collineation ¢
aufserhalb des Kreises liegt, so ist die Potenz positiv; d. h. die
beiden Abschnitte ¢b, cb’ haben einerlei Richtung.

4 ¥*
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: 39.

Das Product eines Factors mit dem Quadrat der Leit-
linie, und der Werth der Gleichung einer Linie, beide
rusammen gleich Null gesetzt; geben die allgemeine Glei-
chung des Kreises fiir einen belicbigen Anfangspunct.

In die Gleichung IX. 38. setze man x — m statt x, und
y — m’ statt y ;- wo m, m’, die Coordinaten des Mittelpuncts m
sind, so erhilt man die allgemeine Gleichung:
(e —m) F 2 (x—m) (y—m) cosw 4 (y—m)2 —r* = o
oder x* -4 2xy cosw + ¥* — 2(m 4 micosw)x .. ...

—a(m' Fm.cosw)y +m*>+ 2m.m’.cosw 4+ m*—r*=o

Die vom: Anfangspunct nach einem beliebigen Punct des

* Kreises, und nach dem Mittelpunct gezogenen Leitlinien seyen

wb =— z, wm — . Die letzte bilde mit den Axen die Posi-
tionswinkel p, p’, so dafs p 4 p" = w. Die allgemeinste
Gleiching des Kreises wird ‘also.diese Form haben :

ol ae HFoo A AN 022 — o

WO raeiZed Foind « Toie ANCEOSEE: 4. &7
—-g — m4m.cosw = l.cosp
A ; : ;
sty J+ m.cosw — l.cosp
Y _A:: 12— p?
Chiw;
40.

Die Polargleichung des Kreises xu finden.

Es sey w ein fester Punct oder Pol, um welchen sich die
Leitlinie wb — z dreht, und dabei mit der festen Mittelpuncts-
linie wm =1 einen Winkel mwd — u bildet. Das Dreieck
wmb giebt (VL 28.) die Gleichung:

RS ie e e  =— T —

Da diese Gleichung vom zweiten Grade ist, so zeigt sie an,
dafs im Allgemeinen jede Linie den Kreis in zwei Puncten b, b,
schneidet. = Die beiden Wurzeln dieser Gleichung, nimlich
z und 2, entsprechen folgenden Bedingungen:

z b2l cos8 = 05 o cemaile el p2 ——ig
oder oz =:1.cosu - | T

’

Zi—1.¢co0s u—¥r*—1I?.sin%u
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Das Product der Wurzeln z. 2 = [> — r? ist yom Winkel
unabhingig, also fiir denselben Pol w unveranderlich, und
heifst (IX. 38.) die Potenz des Puncts w gegen den Kreis. Aus
diesér Gleichung lassen sich nachstehende Folgerungen ziehen:

1) Wemn der Pol w innerhalb des Kreises liegt, also I T
ist, so hat die Leitlinie 2 fiir jeden Winkel u zwei reelle
Werthe. Sie hat einen grofsten und kleinsten Werth z—1+ r,
wenn die Leitlinie mit ‘der Mittelpunctslinie zusammenfillt, also
1w — o ist: und zwei mittlere Werthe z =+ }'r* — I, wenn
die Leitlinie auf der Axe senkrecht, also u == 90° ist.

2) Wenn der Pol in einem Puncte des Krefsumfangs an-
genommen wird, also I =r ist, so hat man die Gleichung:
2. 2. c080 == O,00exT 2/ 2T, COSU = O

Die Leitlinie hat alsdann fiir jeden Winkel u nur einen
Werth z = 2r.cosu, und fir u = 90°ist z=o. Hieraus
folgt der Satz: Die Beriihrungslinie ist auf dem Halbmesser
des Berithrungspuncts senkrecht. ;

3) Wenn der Pol w ausserhalb des Kreises liegt, also I D> 1
ist, so hat die Leitlinie fiir jeden Winkel u nur so lange zwei

- 2
reelle Werthe, als sin®u nicht grofser als —:-2- ist. Sie hat

einen grofsten und kleinsten Werth z— 1[0+ r, wenn sie mit
der Mittelpunctslinie zusammenfillt, also u = o ist. Sie hat

zwei gleiche mittlere: Werthe z = ¥ 1> — r*; ‘wenn sin u

»

; ; :
= .';_2. und ist alsdann die Berithrungslinie des Kreises. Sie

Z
: i < r .
hat zwei unmdigliche Werthe, wemn sin =0 = ist. Aber

auch alsdann bleibt die Potent; d.h. das Product der beiden
unmaoglichen Werthe von z, moglich, und ist =1 —r".

41.

Aus den Coordinaten des Mittelpuncts und Beriihrungs-
puuncts die Gleichung der Berithrungslinie xu JSinden.

Die Coordinaten des Mittelpuncts m seyen m, m’, die des
Berﬁhrungspuncts b seyen b, b, die Beriihrungslinie B ist
(IX. 40.) auf dem Halbmesser mb senkrecht.. Das vom An-
fangspunct w auf dic Linie B gefallte Loth bilde mit den Axen
die Winkel p, p, so dals p + p = w. _Die Coordinaten
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eines beliebigen Puncts x der Linie B seyen x, y, so ist die
Gleichung der Berithrungslinie B folgende :

, cosp(x —m) 4+ cosp . (y —m) —r=o
oder . . . B(xe=m) 4 By —m)—r®t—
Hier ist: 2
B=r.cosp=0bt—m+ () —m)cosw
B=r.cos pP=0>b—m 4+ (b — m) cos w
B(b—m 4+ B @@ —m) —r>=o

B— B . cosw=rsinp sinw= (b — m)snw

B —B.cosw = r sinp sin w = (b — m') sin 2w

D’sin’w:.—Bz-—gBB'cosw+B'2=r?.sin2w

also die Diametrale D — r

Die Coordinaten eines beliebigen Puncts a welcher nicht
in der Linie B liegt, seyen a, o', das vom Puncte a auf die
Linie B gefillte Loth = I, der Werth der obigen Gleichung
fir den Punct a sey M, so dafs

B@—m) 4+ B (@—m)—r2=M
soist (IX. 27) r. Il=M

Beispiel.
a a b e w
264 Ay 620 12T hilars 2LmicIAei S
B=3+ sie~¢, B =5+ 18=68
" =18 + 34 =52, B.m= 102, B .m = 1495
also die Gleichung der Beriihrungslinie
B . . 6x + 68.y — 3036 =

= 0
oder 15x + 17 .y — 759 = o
M= 15.25 -+ 17 . 41 — 759 — 313
P SRS e by
| &7
42.

Die Beriihrungspuncte und die Gleichungen der beiden
Beriihrungstinien xu bestimmen, wenn die letztern einer ge-
&ebenen Linie parallel seyn sollen.

Die Gleichung der Beriibrungslinie ist (IX. 41.)
€osp (x=m) + €osp (y —m) —r = o

i
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Wenn dieselbe ciner gegebenen Linie A parallel seyn soll,
deren Gleichung Ax + 4'. y == o und deren Diametrale = D
ist, so ist die Gleichung der Berithrungslinie

A@x—m)+ A(y—m)F D.r =0
wo ‘D.cosp = 4, D,eosp =&
a4 : *
i Soiitgeg {pi—=
ATA gz’ —p)

Alsdann hat man fir die Coordinaten der Beriihrungs-

puncte :

cot 3w

4 r.sinp = (V' —m) sinw, ;t_rsinp'::(b-—-m) sin w
Beispiel.
m m A A w
om0 SR
cot 3w 0,30103 A 146240  sinp 9,58247
4—4 030103 cosp 9,96568 sin p’ 9,70739
A+ 4 1,74819 D 149672 | snw 6,90309
i@ —p) 885387 T '1,4'“3'1"36 9,67938
i —p = & 51 «cos P’ 9,93465 9,80430
3¢ 4 p) =26 339 D 1,49671 0,47795
p’ = 30 39,0 D — 31,385 il
pE=EIR TES

B .5 029 ot Wy 5 1087 + 314,385.7. = ©
b= 17 & 0,63723 .7, b == 22 ¥ 047796.F

: 43.
Die GQleichung der harmonischen Polare zu finden.
Jeder Punct kann in Beziehung auf einen Kreis als Pol

angesehen werden. Man verbindet ‘den Mitte]punct mit dem
Pol, und nimmt auf dieser Linie einen zweiten Punct, welcher
del_‘ harmonische Pol des erstern heifst, wenn beide auf einerlei
Seite des' Mittelpuncts so liegen, dafs das Rechteck ihrer
Abstinde vom Mittelpunct dem Quadrat des” Halbmessers
gleich ist. Zicht man durch den harmonischen Pol eine auf
die Mittelpunctslinie senkrechte Linic, s0 heifst sie die har-
monische Polare.

Es sey a der Pol, b sein harmonischer Pol, ma = k,
mb =1, also k.l = r>. "Wenn ciner dieser Pole aufser-
hall des Kreiscs liegt, so liegt der andere innerhalb des Kreises.

\
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Durch die Puncte a, b, seyen die Linien 4, B, senkrecht auf die
Mittelpunctslinie gezogen, s6 ist B die harmonische Polare des
Pols @, und 4 die harmonische Polare des Pols 5. Eben so
hat jede Linie 4 ihren harmonischen Pol 4, und jede Linie B
ihren harmonischen Pol a.
~ Wenn der Pol ausserhalb des Kreises liegt, so beriihren
die von ihm an den Kreis gezogenen Beriihrungslinien, den
Kreis in den Puncten f. 8, in welchen seine harmonische
Polare den Kreis schneidet. '
Wenn der Pol imerhalb des Kreises liegt, so schneidet
- seine Senkrechte den Kreis in den beiden Puncten fs 8, wo
die von seinem harmonischen Pol an den Kreis gezogenen
Beriihrungslinien den Kreis beriihren.
- Wenn die Linie ma mit den Axen der x, y, die Positions-
winkel p, p’, bildet, so dafs p 4+ p" = w, so sind die Glei-
chungen der Linien A4, B, folgende: : :
c0sp (x —m) + cosp (y —m) — k
cosp(x=—m) 4 cosp (y —m’) — I
oder, wenn man sie mit k multiplicirt
: A A(x—m) + A(y—m) — k> = o
B... . Ax—m)+ A(y—m) —r2 — o
Die Parameter 4, A’, sind durch die Coordinaten des
Pols a gegeben, nimlich: : :
A =rk.cosp =a—m 4 (d—m)cosw
A =rk.cosp =d—m + (a—m)cosw
Diese Parameter konnen aber auch durch die Coordinaten
des harmonischen Pols b bestimmt werden, denn es ist
r

l 2
b—m = T\(a—m) = F(a—-m)

I I

o
o

phes prfrila : (a—m) L (d—m)
YA ¢ o
Setzt man also: : y
B = b—m + () —m) cosw
B = b—m + (b—m) cosw
s0 sind die Gleichungen der Linien 4, B, folgende:
A4...B(x—m) + B(y—m) —1r* = o
B...B(x—m) + B (y—m) —1* = o
Die Linie A4 hingt also eben so von dem harmonischen Pol &
ab, wie die harmonische Polare B von dem Pole a. Also ist
die Linie 4 die harmonische Polare des harmonischen Pols 5 .
Wenn der Pol ¢ im Umfange des Kreises liegt, so ist
kB =1=r. Alsdann fallen die Puncte «, b, und die Linien
4, B, zusammen, und ihre Gleichungen werden mit derjeni-
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gen der Berithrungslinie (IX. 41.) identisch. Die Berihrungs-
linie ist also die harmonische Polare des Beriihrungspuncts.
Man hat noch folgende Gleichungen: :
A@—m) + A (d—m) —F
B{G—m) + Bl —m) < I
A@G—m) 4+ 4 (b’—m') = p®
B(e—m) + B(@—m) —r* :
A— A cosw = (a—m)sin®w, A — Acosw=(ad—m)sin’w
B— B cosw=— (b —m)sin*», B —Bcosw=(b —m’) sin%w
A2 — 9 A Acosw + A? = K .sin’w
B: — 2B.Bcosw -} B* = 1®.sin’w
Also sind , I, die Diametralen der Parameter 4, A'und B, B'.
Von einem belicbigen Puncte ¢, dessen Coordinaten c, ¢
seyen, sey auf die harmonische Polare B des Puncts a ein Loth
cd — n gefallet, welches dieselbe in einem Puncte d schnei-
det, dessen Coordinaten d, d, seyen. Der Werth der Glei-
chung der harmonischen Polare B fiir den Punct ¢ sey —= M,
so dafs* A(c—m) + A(—m) —1* = M
so ist (IX. 27.),
k. (c—d)= (a—m) M, B—d)y=(@@—m)M, k.n=M

Beispiel.

INIRIR!

r
a a m m r? w .

GREN HET g, ST 5T 53°7,8
A4 =8+ 11,4 = 194 A = 19 + 4,8 = 23,8
B = 194.8 + 23,8.19 = 607,4 > = gorz-52 = 44517
b=17 4 520 .8 = 17,6849, b =22+ 5% - 19 = 23,6266
A.m+4 A.m = 19,4.17 + 23,8.22 = 8534 ‘
Am 4 A'm 4 B = 1460,8; Am+ Am +4r1° = 9054
Die Gleichungen der Linien 4, B, sind also

A...194.x + 238.y — 14608
B...19%.x + 238.y — 9054

44.
Die_Beriihrungssehne eines Puncts ist die harmonische
Polare desselben. :

Eine Linie berithre den Kreis in einem Puncte f, dessen
Coordinaten_f, ', seyen, so ist ihre Gleichung (IX. 41.)

(B@—m+ B(y—m)—r = o
WO Bz fe-m 4 (f ~m?)cosw, B =f—m + (f—m)cosw

1Rl
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‘Wenn diese Linie durch den Punct a geht, dessen Coordi-
naten a, a, sind, so wird ihre Gleichung durch x = a, y =«
befriedigt, also ist .

Ba—m) 4+ B(d—m') — r* = a

Setzt man nun
d=a—m-+(@—m)cosw, A =d—m'+ (a—m)cosw
so ist B(a—m)+ B (d—m) = A(f—m) + A (f—m)
also ... A(f—m) + A(f —m) —r> = o

‘Wenn eine zweite Linie den Kreis in dem Puncte g beriihrt,
dessen Coordinaten g, g’ sind, so ist aus gleichem Grunde:

A(g—m) + A (g —m) — 2 = o

Aber eine Linie, welche durch die Puncte f, g, geht, in
welchen die beiden aus dem Puncte a an den Kreis gezogenen
Beriihrungslinien denselben beriihren, heilst die Beriihrungs-
sehne des Puncts a. lhre Gleichung wird alse seyn

Ax—m) + A (y—m) —r*> = o
da diese Gleichung sowohl durch x = f, y = f’, als auch
durch x = g, y = g, befriedigt wird. Diese Gleichung
gehort aber auch der harmonischen Polare des Puncts a an
(IX. 43.). Also ist die Beriihrungssehne des Punets a mit der
harmonischen Polare dieses Puncts a identisch.

45.
An einem Kreise die Coordinaten der beiden Beriihrungs-
puncte, welche einem gegebenen dufsern Puncte; oder die

Coordinaten der beiden Durchschnittspuncte, welche einer
gegebenen schneidenden Linie entsprechen, zu bestimmen.

Diese beiden Forderungen entsprechen einer und derselben
Aufgabe. Denn es sey ein Punct a aufserhalb des Kreises ge-
geben, aus welchem an denselben die Berithrungslinien af, a g,
gezogen werden, so lifst sich zu a als Pol die harmonische
Polare B finden, welche den Kreis in den Puncten f, g,
schneidet (IX. 44.). Umgekehrt, wenn eine in f, g, schnei-
dende Linie B gegeben ist, so lifst sich ihr harmonischer
Pol a bestimmen, und die aus demselben gezogenen Linien
af, ag, werden den Kreis beriihren.

Es sey also zuerst aufserhalb des Kreises der Punct a ge-
geben, dessen Coordinaten q, o', seyen, und die Linie ma =k
bilde mit den Axen die Winkel p, p’, so dafs p +p = w,
so hat man die '‘Gleichungen:

k.sinp = (d —m)sinw, *ksinp = (ea— m)sinw
a—m — (@ —m)
¢~ 4 @ —a

\

woraus tgi(p'—p) = tgiw.
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Hierdurch lassen sich p, p’, k, bestimmen.
' Der harmonische Pol von a éey b, dessen Coordinaten b, 5"
__Der Winkel, welchen die Halbmesser mf, mg, mit der Linic
ma bilden, sey = ¢, so ist:
K, COSC — Fus Bl —o 1" ,
l.sinp = (¥ —m)sinw , l.sinp = (b — m)sinw
rsin(p 4 ¢) = (f —m)sinw, r.sin(p—e¢) = (f—m)sinw
rsin (p — ¢) = (g —m)sinw, rsin(p + ) = (E—m)sinw
Hierdurch sind die Coordinaten der Puncte b, f, g, bestimmt.

Beispiel.
a a m m r w
80 M55 AT a8, 53778
a—m—(@d—m) = 15— 23 = —8
‘@ —m-=+ d—m = 15+ 23 = 38
tgzw 9,69897 a—m 1,17609
8 — 0,90309 sinwl 9,90309
38 1,57978 sinp 9,54546
tg X (p'— p) — 9,02228 : k - 1,53372
1 —p) — 6° 0,55 P AL Lo
I +p) 26339 cosc  9,42052
o= (2 15 _ll e T
ot S 20 ———— 0,47167
e —— 74 43,9 sin w
pP+c = 107 1835 ginp . 9,7:410
P—c¢ = —54 10,55 sinp _9,54546
P—c. = —42 945 - b—m 0,01713
P o= "«96i47,25 b—m 020277
§8. 0= WIHes = r
» 1,05115
b = 18,040 IRl
g = 28202 sin (p + ©) 9,97988
= 32,11 : sin (pf — ) — 9,90892
b = 23,595 sin (p — €) — 9,82683
g = {4,449 sin (p' 4 ©) 9,99815
: ff—m  1,03103
f—m — 0,96007
g —m — 0,87798

el 1,04930
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Es sey zweitens eine Linie B 0eveben welche den Kreis
durchschneidet.  Thre Gleichung sey Ax + Ak id =
und ihre Diametrale sey =— D . Das vom Mittelpunct auf dle
Linie B geféllte Loth =1, bilde it den Axen die Winkelp, p’,
so dafs p+p = w, so hat man die Gleichungen:

D, geosip =53l e s conp =—d 7% Db.l:.-—A"
fs%(P'—P)zcotéW-%%%, %-——-co_sb

l.sinp = (¥’ —m)sinw  l.sinp = (b—m)smw

rsin(p4c¢) = (f —m)sinw, rsin(p/—c) = (f—m)sinw
rsin(p—c¢) = (§—m)sinw, rsin(p'4c) = (g—m)sinw

Beispiel. .
m m> =4 a4 A7 r w
ddno" 2hnin T =I5 GROS W SR 2 g

cot-}w ~0,30103 : A .. 084510
A4 1,50515 cosp — 9,27497
A+ A4 — 1,25527 1,), —-1,57013

tg,(p —p) — 0,55091 — A" — 217609
i -P) = — 74 17,5 I 0,60596
I +p = 26 33,9 r 0,90309

p = —. 47 43,6 cos ¢ 9,70287
D, =100 51,4 sinw  9,90309

C = 59 42,1 l

L 2 ' - 0,70287
ptg = 160 33,5 ~ inoi ’

Il; e —121 23’; : sinp’ — 9,86920
ATy ’ i 9,992
e e g =\ 010

Fi= 7500 5 b—m — 0,57207

= 7 e 2
U L= 43767 — 958503
$fex {078 ' L 1,00000
" — 257329 : : sm wo -
{/ = 26,955 sin (p -+ ©) 952225
g = 28,581 sin (p' — ¢) — 9,97959

sin (p — ¢) 9,81829
sin(p'+¢)  9,31699
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46.

Die Gleichung der Beriihrungslinie xu Jinden. welche
von einem gegebenen Punct an den Kreis gexogen wird.

Die Coordinaten des Mittelpuncts m und des gegebenen
Puncts a seyen m, m’ und g, @’; der Abschiitt me = k. Die
Gleichungen der -aus a nach dem Mittelpunct m und senkrecht
dagegen gezogenen Linien sind (IX. 18. 43.)

it (a'—m')(x—m)-——(a——m)(y—m') =
4 ... A(x—m) F+ A4 (y—m) —F =o
wo A= a—m -+ (¢ —m)cosw, A'=d—m'+ (a—m)cosw

Da die Beriihrungslinie af oder ag durch den Punct a
gehen soll, so ist sie den Linien am und 4 collinear. Ihre
Gleichung ist also (IX.?20.)

A.(x—-m)—’A.,(y—n‘ll)—k2 R e e -
+ h[(d—m)(x—m) — (a—m)(y—m)] =0
wo h ein”zu bestimmender Factor ist.

Die Diametralen der Parameter der Gleichungen von am
und A4, séyen D, E; dic Werthe, welche diese Gleichungen
annehmen, wenn man statt x, y, die Coordinaten des Beriih-
rungspuncts setzt, seyen M, N; auch seyen u, v, die vom
Berithrungspunct auf die Linien am, A, gefillten Lothe, so
ist (IX.27.) D.u = M, E.v = N. Vermoge der obigen

Gleichung ist aber auch ; »
L B oMo — 0 also E.v+h.D.u=o

Da 'die Linien am, 4, einander rechtwinklig schneiden;

so ist (IX. 24.) E = — D.smw, also
808w vet chi U = o
Setzf man k . cosc = T, . §0-ist ¢ = u .fgc

Hieraus folgt also h = tgc . sinw. Die gesuchte Glei-
chung der Beriihrungslinie ist also :

ARy SO Gy Sy e p U E s S L s
+ tgc.sinw [(d —m) (x—m) — (@—m)(y—m)] = o
~Vermoge des doppelten Vorzeichens erhilt man hiedurch
die- Gleichungen' beider Berithrungslinien af, ag.
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Beispiel  (IX. 43.).

a a m B LS w
R85 o dhis A ATh 192 Rein B Lo dBiahs
S dil, A =—538 ke gng. FP.. r S RREy
k* —r* 2,74461
r* . 14,71600
tg *c  1,02816
fgec - 0,51430
sinw ~ 9,90309
h 0,41739
a—m 1,27875
a—m 0,90309
h(d—m) 1,69614
h(a —m) 1,32048

4 194 4, 238
h(d —=m) + 49,675 h (a—m) T 20916
69,075 : 2,884
— 30,275 i 44,716
m —= 17 m = 22
m . 69,075 = 1174,27 m . 30,275 =— 514,67
m. 2,884 = . 63,45 m,., 44,716 — .. 983,75
k= — b i (R
= 1845,12 ' = 1076,48
Die Gleichungen der beiden Beriihrungslinien sind also
ag ... 69075.x 4 2,884.y — 184512 — o

af ... =30275.x + 44,716 .y — 107648 = o
Die Coordinaten der Beriihrungspuncte f, g, findet man
nach IX. 45. , : '
JJ = 93613, f = 30,411, 8. = 26,008, & = 16,842
Diese Coordinaten, so wie die Coordinaten von a, befrie-
digen die gefundenen Gleichungen.

; 47.
Die Gleichung der Potenzlinie eines Puncts gegen einen
Kreis zu Jinden, ,
Die Coordinaten des Mittelpuncts m, eines gegebenen
Pungts a, und eines verédnderlichen Puncts x, seyen m, m';
a,a; x,y. Wenn der Punct x dic Eigenschaft haben soll,
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dafs die von ihm-an den Kreis gezogene Beriihrende seinem
Abstande vom festen Puncte a gleich sey, oder dafs die Potenz
des Puncts v gegen den Kreis, dem Quadrat des Abstandes a x
gleich sey, so heilst die Linie C, welcher der Punct » ein-
geschricben ist, die Potenzlinie des Puncts a gegen den
Kreis (VL 43.). Dic Bedingung ist also:

mx® —ax®* —r® — o

Hier ist (IX.3.), wenn ma = k

mx? = (x—m)* 4 2(x—m) (y — m) cos w ~+ (y —m)?
ax? = (x—a)* 4 2(x=—ua) (y—d)cosw+ (y—a)?

k2 = (a—m)* +2(@a—m)(d— m) cosw + (a'—m')*

Setzt man also (IX. 43.) ‘
A—a—m (@ —m)cosw, 4'=d —m + (¢ —m) cosw
so erhalt man fiir die Potenzlinie C die Gleichnng

9 d.(x—m 4+ 24 (y—m) =K —1rt=o

Die Gleichung der harmonischen Polare B des Puncts «
gegen den Kreis ist (IX. 43.)
! A(x—m)+A'(y—m')—r2=0

Die Potenzlinie € ist also (IX. 15.) der harmonischen Po-
lare B parallel, also senkrecht auf der Mittelpunctslinie ma.
Auch ist (IX.43.) :

4* —2A . A cosw + A=k .sincw
Diec Diametralen der Gleichungen von B und C sind also

k und 2k; die Werthe dieser Gleichungen fiir x=m, y = m,
sind r? und k* 4 r2, folglich sind (IX. 27.) die Abstande

. 1 ; k_g ¢
dieser Linien vom Mittelpunct gleich %— und j-k B

2
2k 43 —}- . Also liegen der Punct g, seine harmonische

Polare B, und seine Potenzlinie € auf einerlei Seite des Mit-
telpuncts m, und die Potenzlinie C halbirt den Abstand des
Puncts a von seiner harmonischen Polare B. :

~ Setzt man den Abstand des Mittelpuncts vom Anfangspunct
wm = I, und versetzt man den Punct a2 m den Anfangspunct

w, so dafs a = o, d = o, so ist die Gleichung der Potenz-
linie des Anfangspuncts w gegen den Kreis folgende:

—a2(m -+ meosw)x —2(m F meosw)y +1*—r* =0
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Einen Kreis aus sciner Gleichung xu bestimmen.

Die Coordinaten des Mittelpuncts m seyen m, m’, die Mit-
telpunctslinic wm = [ bilde mit den Axen der x, y, die
Positionswinkel p, p’, so dals p 4+ p" = w sey. Die allge-
meine Gleichung des Kreises ist (1X. 39.).

2d4x + 24y + 47 + C.z2? = o

W6 . o2t = T IR ealcs of
A = — C.(m+ m cos w) = — C.1l.cosp
A = —0C.(m+ mcécosw)=—C.1l.cosp

A= C (B )

Die Potenzlinie 4 und harmonische Polare B des Anfangs-
puncts w gegen den Kreis schneiden die Mittelpunctslinie wm
_in den Puncten a, b, deren Coordinaten a, ' und b, b, seyen.
‘Die Gleichungen dieser Linien sind (IX. 47. 43.).
A .. —2(m4m cosw)x—2(m' +mcosw)y +1*—r* = o
B .. —(m+4 mcosw)x —(m 4mcosw)y+1>—r2 =

Die Gleichung des Kreises besteht also aus einem linedren
Theil 2 4x + 24’y 4+ 4”7 und einem quadratischen Theil
C.. 22 Der lineire Theil ist der Werth der Gleichung der
Potenzlinie des Anfangspuncts gegen den Kreis.

Man verzeichne also eine Linie 4, deren Gleichung
24x + 24’y + 4" =o0

nach IX. 30. — 33. Das vom Anfangspunct w auf die Linie 4
gefallte Loth giebt den Punct a. In dieser Linie wa liegt

der Mittelpunct m.

Di 4= —C.l.cosp, A = — C.1l.cosp,
so nehme man auf den Axen der «x, y, die Abschnitte
we — — %, wd = — %, errichte in ¢, d, Lothe auf

die Axen. Diese Lothe schneiden einander in dem Mittel-
punct m. Man nehme in der Richtung wa den Punct 5 so
an, dafs wb — 2wa sey, so ist der Punct b der harmoni-
sche Pol des Anfangspuncts gegen den Kreis.

Die Potenz des Anfangspuncts gegen den Kreis ist I* —r?

’”

¥ Wenn. also diese Grofse %-— e g T g
(IX. 35. 36.) der Anfangspunct der Coordinaten im Umfange
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des Kreises. Wenn die Grofse ‘%— positiv ist, so liegt der

Anfangspuhct aufserhalb des Kreises. Alsdann mufs noch

”

aufserdem ‘%— < 1% seyn. Setzt man dic zu den Parame-

tern A4, A, gehorige Diametrale =— D, so ist
=D ees P — C 1 Conep
abo T = — € =1, also
D2 sin%w = A* — 244 cosw -+ A*=1C*.1* 'sh*w

Es entsprechen also nicht alle Gleichungen, welche die
Form ,
S Ay do 24y de g 4 €.t = b
einer Kreisgleichung haben, auch wirklich einem Kreise, son-
dern es mufs
A% — 244 cosw + A’ — A4".C.sin’w
eine positive Grofse seyn.

‘Wenn in diesem Falle die Grofse 4”. C positiv ist, so wird
der Kreis die Axen der x oder y, schneiden, beriihren, oder
gar nicht treffen, je nachdem Ya". C kleiner, gleich, oder
grofser 4 oder A4’ ist. -

‘Wenn aber die Potenz %— negativ ist, so ist r® < 1%,

also liegt der Anfangspunct innerhalb des Kreises. Sind nun
die Puncte m, b, auf oben angezeigte Art bestimmt worden,
s0 beschreibt man iiber mb als Durchmesser einen Kreis, wel-
cher von dem in w auf mb errichteten Loth in zwei Punc-
ten f, g, geschnitten wird, welche Puncle des verlangten
Kreises sind.

Die Berechnung geschieht nach folgenden Formeln:

4= D.cosp, A = D.cosp, D= —C.l
s 200 quis. 4 idgl
tgé(P—P) b wani w1
m.sinw = l.sinp’, m .sinw = l.sinp

Ist nun 4" . C positiv und kleiner als D*, 80 ist
A".C = D*.sin?q, r=1.cosq _
b.sinw = I.sin%g.sinp” &' sinw = l.sin’¢.sinp
g e s b

- . 5 5
Pauckers Geometrie. %
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Fiir die etwanigen Durchschnitte auf den Axen ist:
A.sin2u = A .sin2u = —C.l.sing = D.sing
¥ =1. g e, k=l ang. o0tk
y = l.sing.tgu’, y = l.sing.cotu

Wenn 4”.C negativ ist, so hat man:
- A O IP WY T==7F.,c0bq
b.sinw = —1.1g%¢.sinp’, b.sinw = —1I.1g%.sinp
a=13%b o=ty
A.tgau= A.igau = —C.l.tgqg = D.igq
Fiir die Durchschnitte auf den Axen ist dann:

x=1l.1gq.tgu, x = —l.1gq.cotu
= l.tgq.tgu’, y = —l.tgq.cotu

Erstes Beispiel.
154x 4 150y — 6000 — 2®> = o = 83°7.8

”

A=271 A =7 A = —6000, C=—1

Das Maximum von 4” ist hier = 7225. Da ¥ 4". C
> A4 und > 4', so schneidet der Krsis keine der beiden
Axen.

cotFw 0,30103 D 192042 -A.C 3,77815
A— A’ 030103 SHElt B 77,459 1,88907
A+ A" 218184 1 1,92042 D 1,92942
g3 (p'—p) 8,42022 smw 9,90309 sing 9,95965
N g =T Rt —
(P —p)= 1°30,4 [ cosq 9,61466
IG+p)=26339 Top 02633 I 1,92942
P'=28 43 sinp 9,67264 v 1,54408

P =953 %0 smp  9,62688 1
A 1,88649 O R T o
cosp 9,95707 m  1,65321 sine. 905981
A4 1,87506 1=
€osp 9,94564 MmM=—50|b=41,522 o

e m= 45 |b'=3737 SDP 967264

D 1,92942 g a=20:76 sinp  9,62638
r =35|d=18,68 b 1,61828

b 1,57252



Zweites Beispiel.

154x 4+ 150y — 5781 — 2*> = o W3 58088
A7.C 3760600 - BDdng tANEey ¥ = 38
76,033 1,88100 4 1,88649  x = 64,835
D 1,92942 sin2u 9,99451 x = 89,164
sing 995158 tgu 9,93081
cosq 9,65036 l.sing 1,88100
[ 1,92942 X 1,81181
r 1,57978 X 1,95019
Drittes Beispiel.

154 F 150y — 4725 — 22 =0 w = 53°78
A4”.C 367440 D.sing 1,83720 X 1,62636
68,74 1,83720 A, 1,88649 x  2,04804

D 192942 A 1,87506 ¥y 1,65323
sin q 9,90778 S%n 214’ 9,95071 D 2,02117
o8 g m 5111?u 9,96214 S 42,30

I 1,00042  !-smg 1,83720 x = 111,70

—_— tgu 9,78916 ¥y = 45
r"__ 1;%9897 tgu  9,81603 ¥ = 105

Viertes Beispiel.
450% F 150y — 2f = o " = 53778

Der Kreis geht durch den Anfangspunct.
esie v =iugd 88 il pors R 50

Fiinftes Beispiel.

154% + 150y + 2775 — 2> = 0w = 53°78
~A4".C 344326 - D.tgq 1,72163 *  1,24205-
1,72163 : A, 1,88649 xe 023491
D 1,92942 A 1,87506 ¥, 1,22145
tgq  9,79221 tg2u 9,83514 . 1,281
€os g 9,92942 g M‘Z_ X = — 16,295
I 1,92942 ’-t‘%q 172163 ¥ =" 170,295
— it 9
r 2,00000 tgi:, 3’233‘;5 Y, = = 16,652
¥ Ton & P ¥y = 166,652
5 %
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49.

Die Gleichung der Beriihrungslinie zweier Kreise xu
Jinden.

Die Mittelpuncte der Kreise seyen a, b, ihre Coordinaten
a,d und b, b’ ; ihre Halbmesser r, s. Die Linie G berithre
die Kreise in den Puncten d, f, deren Coordinaten d, d’ und
f> [’ seyen, und schneide die Mittelpunctslinie in dem Puncte c,
dessen Coordinaten c, ¢ seyen. Dieser Punct ¢ heifst der dehn-
lichkeitspunct und theilt die Mittelpunctslinie im Verhéltnifs der
Halbmesser (VIIL 1.). Man hat also fiir den dufsern Achnlich-
keitspunct

: r ’ ’ ’ ’ r
—_—a = (a—1D). i —_—a = —0b).
c—a (a i e c—a (a ) dese
c—b = (a—=0). £ Pl = ab). :

s—r s—r

Fiir den innern Aehnlichkeitspunct nimmt man r negativ,
und hat also

r _/__ ’ g ,_/ r
c—a_—(a—b).s+r, ¢—ad = —(a b)'s-{-r

§ 5 ’ ’ ' S
— = — s e ) = G
c—b=(a—10) s (a=10) =

Die Gleichung der Mittelpunctslinie H ist (IX. 18.)
(@—=0b)x — (a—b)y + a.b' —d.b = o
oder v niai i x v WLk 4 =0

Die 'Gleichung einer durch den Punct ¢ senkrecht auf a b
gezogenen Linie K sey

B.x 4+ B.y + B" = o :
so ist (IX. 24.) wenn der Abstand der Mittelpuncte ab = k
B=a—b+ (@—b)cosw, B = a—0b 4 (a—b)cosw
B.c+4+ B.d + B =0, B(a—b)+B(@—b) =~
Man hat also fiir den #ufsern' Aehnlichkeitspunct

— B = B.a + B.d + k. <

S=r
s

odk, o, = B = Badeseh Bov & B

S =T
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Fiir den innern Achnlichkeitspunct hat man

-—B”: B.a B’,a'—-kl, r
T s+

oder dogpia ' i N e ey
s4r

Man falle von den Mittelpuncten a, b, auf die Berithrungs-
linie G Lothe, welche dieselben in d, f schneiden, und setze
den Winkel cad = cbf = c, so ist fiir den dufsern Achn-
lichkeitspunct
§—T r

B k

Die Gleichung der Beriihrungslinie G ist also nach IX. 46.,
wenn I = tgc.sinw . :

Bx + By + B + h(4x 4 FHod)="0

Wenn die Mittelpunctslinie H mit den Axen die Winkelp, p,
bildet, so dals p 4+ p = w, so ist fiir die vier Beriihrungs-
linien, die beiden #ufsern und die beiden innern: ;

ks Sinp'_—_(a’-— b)sinw, k. sinp':(a:—b)sinw
cdufs.  rsin(p-¢)=(d-d)sinw, rsin (p'+c)=(d-a)sinw
aufs. r.sin(p+c)=(d—a)sinw, rsin (p'—c) = (d—a) sinw
.inp, —-r.sin(p—¢)= (d/—— a)sinw, —rsim(p+c) = (d—a)éinw
i, —r.sin(p+c) = (@~ d)sinw, —rsin(p-c)=(d-a)sinw

s

Cose L= fiir den innern cosc =

PR -

Die Gleichungen der harmonischen Polaren D, F des
Achnlichkeitspuncts ¢ gegen die Kreise a, b, sind

suls. A.P. D...Bx +By—Ba—Bd —r(s—=r)=o

juls A.P. F...Bx + By —B.b—B.b'—s(s—r) =0
inn. A.P. D....Bx 1 By—Ba—Bd+r(s+trn) =o
N AP TP .. B+ B'y’—B.b—B’b’—s(s+r) = o0
" Beispiel. -
a oL b Wy =5 w
iF 59 L30 ‘f°0R —5P 5378
A4=d=0 =13, A ”A"'i—""fb—d %

A | —ry

R = ab'(-—-a'b‘.rz. — 502
B = 256 — 2496 - 169 = 1754
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E* 2,24403 ko 1,12202
ko 1,12202 sinw . 9,90309
S—r 0,47712 k
S +r 0,84510 sin w 1,21893

cos ¢ 9,35510 a—b 1,11394
cos ¢ 9,72308 a—b—1,20412

¢ = 76 54,45 sin P, 989501
€ — 58 ‘5,57 sinp — 9,98519
P = 128 15,3
P=—175 1,5

B=—82 B =34

—B'=—114,8 + 68 +116,933..
—B =—246 -+ 23,84 292,333..
—-B’-———114s+68 — 50,114..
— B _-—246 +238+125,-85..

tgc  0,63345
tgc  0,20578
“sinw  9,90309

h 0,53654
h  0,10887
A 1,11394
A,' 1,20412
A" —2,70070

44,718 1,65048
55,038 1,74066
1726,8 — 3,23724
16,706 1,22281
20,558 1,31299
645,02 — 2,80957

also dufs. B"=—-70,133

inn, B"=— 96,914

Die Gleichungen der Berithrungslinien sind also :

aufsere :

—8,2x-3,4y — 70,133 + (44,718 x-} 55,038y — 1726,8) — o

innere :

—s 2434y -+ 96,914 -+ (16,/06x +20,558 y — 645,02) = o

oder reducirt :

_ aufs, erste 36,518.x -~ 58,438 .y — 1796,93 =
» ZWeite — 52,018 .x — 51,638 .y -+ 1656,67 =

O

o

o

.. inn.;erste 8,506 x |- 23,958.y ~— 548,106 = o
» (Zweite == 24,906.x — 17,158.y + 741,934= 0

' D1e Coordmaten der Berithrungspuncte sind :

“auls, erste d = 14,0778
SR
dufs. zweite d = 12,8276
]R3 9 d, - 18793.7
mp. erste d = 14,7323
» ” d, == 17;6484
inn. zweite d = 15,8219
» DOV S=dCad 19,768

b e e T e T P

2

.S

I R I

~

30,1945
11,8813
27,0689
4,3425
28,1693
12,879
25,4452
-6,309
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50,
Die Gleichung der Durchschnittslinie oder Potenzlinie
sweier Kreise su finden.

Die Coordinaten der Mittelpuncte a, b, seyen a, d', und
b, ¥, die Halbmesser der Kreise seyen r, s, s0 sind die
Gleichungen der Kreise ( IX. 39.). .

—0Adx —2dy + 12 —1*F 22=0
..._QBx—-QB'y-}-n’—s“—{-z’::o
WO . .. . 2= 4 qxycoswyt

A a -} dacosw, A d 4 a.cosw .
B b+ b cosw, B b 4 b.cosw .

2= g2 0 ad coswa?, nl==bie 2bb cosw - b

Der Unterschied dieser Gleichungen ist die: Gleichung der
Potenzlinie C, nimlich . o o

2 0.0k 6@ 0 o 4.
wo . C A-—B—.:.a-'b—{—(a'—-,b')cosw.
=4 —B=d—"b+ (a —0b)cosw
C":—.—:P—-n“—}—s’—r2 . :
odet "=C@+b +C (@ +b) + s*— 7"
Denn die Linien 4, B, deren Gleichungen
—9Ax—2 Ay +P—r"=0, —aBy—2B.y+nt—s’=o

sind. (IX. 47. 48.) die Potenzlinien des Anfangspuncts gegen
die Kreise a, b. Die aus einem Puncte von A an den Kreis a
gezogene Berithrende ist also dem Abstande dieses Puncts vom
Anfangspunct gleich. Eben so ist die aus einem Puncte von
B an den Kreis b gezogene Beriihrende dem Abstande dieses
Puncts vom Anfangspunct gleich. ~ Folglich sind die aus der
Collineation von 4, B, an die Kreise a, b, gezogenen Beriih-
renden einander gleich, also ist diese Collineation ein Punct der
Potenglinie beider Kreise. Aber die Linien 4, B, C sind
(IX. 20) collinear. Folglich ist ein Punct von C in der Potenz-

glnig der beiden Kreise. Die Gleichung der Mittelpunctslinie
ist

7

I
Il

|
Il

l

(@ ~=b)x — (@—=b)y + a.b — g .= 9
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Die Linie C ist (IX. 24.) auf der Linie H senkrecht. Die
Potenzlinie mufs cbenfalls (VIIL 43.) auf der Mittelpunctslinie
H senkrecht seyn. Folglich ist die Linie C die Potenzlinie
der beiden Kreise.

Es sey der Abstand der Mittelpuncte ab — k, soist
B=(a—0b*+ 2 @—b) (@d—"b)cos w + (d —b)2,
also ist 5-1:_w gleich der Diametrale der Gleichung von H,

und 2k ‘gleich der Diametrale der Gleichung von C, also
sind die vom Anfangspunct auf die Linien H, C, gefillten Lothe

(dX. 27.) gleich (ach —: pgar und gleich ﬂgk— :

Die(Gleicliungen der harmonischen Polaren der Aehnlich-
keitspuncte der Kreise a, b, gegen diese Kreise sind (IX. 49.).

dufs. AP. D...Cx + Cy—Ca—Cd —r G—r)=o0
Gufs. AP F...0x 4 Cy —Cub— €iBsis (s—=r) =0
imn. A.P. D...Cx + Cy —Ca—Cd Fir(s+1r)=o
inn. A.P. F..Cx+Cy—Co—Cb—=s@s+r)=o0o

Die Diametrale dieser Gleichungen ist = %, Die Summe
der Distantialen in den Gleichungen der Polaren jedes Aehn-
lichkeitspuncts ist=—=C (a 4-4) 4+ ¢ (@' + b') + s* —r2 =",
Also ist die Summe der Lothe, welche vom Anfangspunct auf
die beiden Polaren jedes Aehnlichkeitspuncts gefillet werden

’r

= CT Folglich halbirt die Potenzlinie den Abstand der

Polaren des iufsern Aehnlichkeitspuncts unll den Abstand
der Polaren des innern Aehnlichkeitspuncts.



Aufgaben.

Consiructionen des ersten Grades.

51. .a.x = b.b - (Siche Cursus IIL 51.).

Man mache mn = a, mo = b, £ mop = mno, so ist

mP —— e
52. a.x = b.c (siche C. V. 11.).

Man ziehe mn — a senkrecht auf op, mo=05, mp=—c,

o4q senkrecht auf np, soist mg = x
53. (a + b) y=—a.c, oder x+y=¢, b.x=ua.y

(siehe VIIL 1.). Man zieche op /A mn, mn=a, op=-+b,

mo = ¢, soist mqg = x, 09 =Y
54 —d . W == ptadgt, ey = siat =

‘Wenn 2a > b, so ziche man no senkrecht auf mun,
mache mn = b, mo = 2a, np=2a, s0ist mp —=x
op=y, und Zp=g=2m

BE 0 = ) — O

Wemn b > a4 ¢, sonehmeman mn =¢, no=uq
op senkrecht auf mo, mp = b, halbire np in ¢, errichte
in ¢ auf np das Loth ¢r, soist mr = x. :

Man kann auch nt senkrecht auf so ziechen, st = ¢,
su =— b, nehmen, tu in v halbiren, und in v auf tu
das Loth vw ziehen, soist sw — x.

56, 2q.x = a® } b2, 8.y = &—b.

Man errichte mn = b senkrecht auf mo, mache mo = a,
halbire no in p, errichte in p auf no das Loth pg, so
istng—=x, mg=y-.

57, 9a.x — a® -+ *—c*, 2a. y=a =04

Wem b + ¢ >a und b—c o+ a, so mache man
mo=—a, mn=25, on=c, falle np senkrecht auf mo,
soist mp = x, op=y. '

Wenn aber b 4 ¢ < a oder b—c > ¢, so mache man
mo=—ua, mn=c, mp lothrecht auf mo, und np = 5,
ziche op, halbire op in g, errichte in g auf op das
Loth ¢r, so ist pr = x, mr = y.

2
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58.

(m+myx=a.m+b.m,(m+m)y=d.mFb.m

Man nehmeve =4, wiecch, wf—=&, wg=7"

59.

theile cd, fg, in h, k, so dafs £ = i = % ziehe

durch h, k, hlAwy, klAwx, so schneiden sie ein-
ander in einem Puncte ! der Linie ab, und es ist wh—x,
wk = y. Die Puncte h, k, 1, heifsen die Schwerpuncte
der Linien cd, fg, ab, fir die Massen m, m’.
m4+m+m).x=am4b.m 4+c.m’
m4m4+m).y=dm+b.m+c.m’

oder den Massenschwerpunct eines Dreiecks zu finden.

Man nchme auf der Axe der x die Abscissen wa = a,

wb = b, wc = ¢, auf der Ase der y die Ordinaten

wa = d, wb =¥, we = ¢. Man theile auf der
Asxe der » den Abschnitt ab in p, so dafs =% = |
b—p m
q e e ml'

und den Abschnitt pc in ¢, so dafs

g—c m4m’
so ist p der Massenschwerpunct von ab, und ¢ der Massen-
schwerpunct von p¢, und man hat (m+4m)p=a.m+b.m
und (m4+m' 4+ m)yg=m+ m)p 4+ c.m’ also g=x
Eben so verfahre man auf der Axe der Ordinaten,

‘Wenn man nun durch die auf den Axen bestimmten Massen-

schwerpuncte Parallelen mit den Axen zieht, so schneiden
die Parallelen von p, p’, einander in dem Massenschwer-
punct der Seite ab, und die Parallelen von ¢, ¢, einander
in dem Massenschwerpunct der Diagonallinie pc, wel-
cher auch der Massenschwerpunct des Dreiecks abc ist.

Oder man zithe durch den Dreieckspunct ¢ die Linie

ch A ck A abund nehme ch = ab.;m— ék:ab.—"l

verbinde ak, bh, welche emander unMassenschwerpunct q
schneiden. .

Nimmt man ch==ck=ab, so schneiden ak, bh ¢inander

im geometrischen Schwerpunct q. (V. 13 — 16.)
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60. (n4m4m’'tm)x=a.m+tb. m4c.m'4d.m"”
m4+mtm'+m)y=dm+ Vom'4c.m'4+d.m”
Oder den Massenschwerpunct eines Vierecks zu bestimmen.
Man nehme auf der Axe der x die Abscissen q, b, ¢, d, auf der
Axe der y die Ordinaten @', 5, ¢, d'.  Auf der Axe der x be-
stimme man der Reihe nach die Massenschwerpuncte s, ¢, u,

so dafs

" e

slia . om hems o TR u—t __ m

b—s m c—t mdm d—u mtm4m’
so ist (m+m’).s:__—a.m+b.m',(m+m’+m”)t.——_
(m+m’)s+c.m", m+4m+m 4+ m)u=

(m+m Fm’)t+ d-imdty alsopu == .
Eben so verfahre man auf der Axe der y. Durch die auf den

Axen bestimmten Massenschwerpuncte ziehe man Paralle-
len mit den Axen, so schneiden sie einander in dem Mas-
senschwerpunct ¢ des Vierecks abcd.
Oder man ziehe in dem Viereck ab cd die ck ™ ad, cl/™ab,
fo-m dg -‘m

bestimme die Puncte f, 8, so dafs %f =—; e
und die Puncte n, p, so dafs ;:-: AT 5P =
so ist (m + m + m’ 4 m”).an = ab.m 4 ak.m’
und (m 4 m - m’ m”y.ap = ad.m"” + al.m’.

Zicht man also durch n, p, Parallelen mit ad, ab, so
schneiden sie einander in dem Massenschwerpunct ¢ des
Vierecks abcd.

- Halbirt man bk in f, dl in g, ¢f in n, agin p, sO ist ¢
der geometrische Schwerpunct des Vierecks abcd und
des' Parallelogramms afgh. ' »

61, (m+4m...) x = a.m+b ST o3
m4m...).y = d.m4b.m... ,
Oder den Massenschwerpunct eines Vielecks zu finden.
Man nchme auf der Axe der x, die Abschnitte a,b, ¢, d, f.. .,
auf der Axe der y die Abschuitte o, ¥, ¢, d, f..., als



Coordinaten der Winkelpuncte des Vielecks a b cdf.
Man bestimme auf jeder Axe der Reihe nach die Schwer-
punete i, p, F, 5. ., 50 dals

s e i e e S "

b—p m’c—q ma4m’ d—r mFmA+m
u. S.» W.

’ ’ ’ ’ ’ ” ’ ’ 7y

p—a _ m qg—p  m r—q m

Y R e v b T & . 7 g 7 77

b—p m’ ¢—q m4m’ d—r  m+mFm
S Wi

so erhilt man der Reihe nach die Gleichungen :

m+m)p = a.m + b.m

(m+m tmyg = (m4m)p + c.m’

m4m4m'4+m)r = m+m +m)yq+d.m”
e, By . W,

m4m)p = d.m + v'.m

(m4-m+m)qg = (m4m)p + ¢.m"

mAm+m'+m"yr = m4m+m)qd +d.m”
)

Man ziehe durch den letzten auf jeder Axe bestimmten
Schwerpunct Parallelen mit den Axen, so schneiden sie
cinander in dem Massenschwerpunct des Vielecks. ~ Die
Coordinaten dieses Schwerpuncts sind x und y .

Um den geometrischen Schwerpunct zu erhalten, fiir wel-
chen m = m' = m" = m"”. . . &= 1 ist, kann man auch
auf folgende Art verfahren: Man ziehe 6! A = ac,
In ™~ = ad, no™A = af w.s.w,: Man nehme } ab,
3al, 3an, fao us w., so erhilt man die geometri-
schen Schwerpuncte der Linie ab, des Dreiecks abc,
des Vierecks abcd, des Fiinfecks abcdf u.s.w.

62. (a® 4 b*).x =.a*.c',  (a®+ ) .yi=.0*.¢

Man nehme mn ='¢; beschreibe iiber mn das A mon,
- — = %, halbire mn in p, mache £ mog =

nop, 60 ist mg = x, ng=1y.

" so dafs
b A
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Oder man nehme mn = ¢, beschreibe iiber mn das A mon,
mo a ‘
so dafs —— =— —, mache £ nmp — mon, ziche
mn b
np ~ mo, verbinde op welche die mn in ¢ schneidet,

so ist mq — x, nqg =¥

63. (a.b+c.d)x =a.b.f, (a.b +w. Dy =w.d.F
Man mache mn — f, nehme den Punct o und die Rich-
tung om beliebig an, bestimme den Punct p so dafs
pr '/

== -a—, und den Punct r so dafs — — — )

op c rn d
verbinde or, welche die mn in ¢ schneidet, so ist (V.22.)
Mg 5= x5 N g

Oder man beschreibe iiber mn = f e¢in beliebiges Dreieck

om

mpn, theile mp in o so dafs =22 = —a—, theile pn in r
op c®
pr b 3 .
sodals —— == < verbinde mr, no, welche einander
rn

in s schneiden, ziehe ps welche die mn in g schneidet,
so ist (V. 25.) mqg = x, Nqg =Y.



Constructionen des zweiten Grades.

64. x* = a® 4 52, y? = a®* —b*

65. x* = a® + b & + & + f*

06, v — a. b siehe T 50

67. n.x*=m.a*, wo m,n, ganze Zahlen sind. Siche III. 63,

B8, ot et Sl Rase oyt =g b B2 g g g
Siehe V.8, 9.

69. (c+d).x®» = a*.c 4 *.d — c.d(c+ d). Siche
V. 10.11.12.

70. a.b (4 &2 —2*) = c.d(a® + P*—[f?)

Man mache mn=f, mo=1a, no=1b%, po=c¢, qgo=d,

S0t pa. =ix;

} siehe II. 45.

=

=

P E I ol i R
Wem (b + ¢ — a)? < 4.b.c, so nehme man
mn:mo :np = a:b:c, beschreibe iiber mn einen
Halbkreis, errichte die Lothe 0o¢, pr, mache ms — mg,
Wy v, ro s s=x, ms—Yy, I§ = %,

(7 Bl S L
Man mache mn =— a, beschreibe iiber mn einen Halb-
kreis, mache das Loth po = fa, so ist mo = «,
RO =y
i= c?
73- a.?—b.—?:(a—'b).m ;
Man ‘mache ma=a, mb=14§, cdemgy dfs=7g.
und A ma, ziehe af, bf, welche die md in g, h,
schneiden. Es seyen gk, il parallel cd und gk = «,

Rlts soista.%:a—}-d, b.-f—::b—{.d,

2 2 d2
also a._‘x_z. —b.—;—z— = (a—b) (1 — a—.—b):(a—b),m

2 2
C [4
peeT 2 s 2 3 —
Z.B. Wemn b = 3a, d* = 3d?, soxstz?—-_z-._.;.

&
Siebe VIIL s.
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74. 5.x* = a* | b*

Man mache bf = fk = b, fh = fm = }b, beschreibe
iiber fk einen Halbkreis, trage darin ma = % a, mache
ad = a, ziehe af, bd, welche cinander in ¢ schneiden,
s0.isto. — 90°und eg =— ¥

. % -« ¥ =B.C, &y — y =8O
Man errichte iiber ab = 4, die Lothe af = B, bk = C
nach einerlei Richtung, beschreibe iiber fk als Durch-
messer einen Kreis, welcher die ab in d sehneidet, so ist
ad = x, bd = y.
Quadr. Gleichung der tsten Art. Siche VIIL 23.
76, x* — A.x = B.C, y*+ 4.y = B.C
Man errichte iiber ab = A, die Lothe af = B, bk = C
nach entgegengesetzter Richtung, beschreibe iiber fk als
Durchmesser einen Kreis, welcher die ab in d schneidet,
s0 ist ad = x, bd = ¥
Quadr. Gleichung der 2ten Art. Siehe VIIL 24.

7. 24 rx=rt, ¥y —rx = r*
x die Seite, y die Diagonallinie des Zchnecks, fiir den
Halbmesser r. Siehe V. 41. 42.
ab=r, abf=190°% bf—=fg=3r, a8= ad — x. Beschreibt
man iiber ab einen Halbkreis, undmachtman bc=ad =x,
so ist cd senkrechtauf ab, und cd:bc="bc:ac=uac:ab.

78. x* — N.(a + x)®. Siche VIIL 40.

9. x* = E.(a+ ). Siche VIL41.

80. (a4 +)° — E.(b+x) = ¢. Siche VIIL 42,

81. (a4 x) + (b + %)° = . Siche VIIL 43.

82, (a4 %) = N.(b + %* — N.c. Siche VIIL 44,
83, (a4 x)?—d? = N.(b + 2)*—N.¢. Siche VIIL 46.
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Zur Uebung im Gebrauch der Coordinaten.

84.
Gegeben ab = a, Winkel abc = b, Linge bc = 1.
Man theile 7 in mehrere gleiche Theile; und bestimme die recht-
winkligen Coordinaten der Theilpuncte fiir den Anfangspunct a.

85.
Gegeben fiir den Anfangspunct a die rechtwinkligen Coor-
dinaten von b und ¢, namlich &, " und ¢, ¢. Man berechne

hieraus die Linge und Lage der Linie b c, theile sie in mehrere
gleiche Theile, und bestimme die Coordinaten der Theilpuncte.

86.

Gegeben ab = a, Winkel abc = b, Linge bc =L
Man theile ! in mehrere gleiche Theile, und bestimme die
Coordinaten der Theilpuncte fiir den Anfangspunct a und den
Ordinatenwinkel bac — w.

87.

Gegeben fiir den Anfangspunct a die rechtwinkligen Coor-
dinaten des Puncts b, nimlich &, b. Mit dem Halbmesser
ab = r beschreibe man einen Bogen b¢ = [ von gegebener
Linge, theile denselben in mehrere gleiche Theile, und be-
stimme die rechtwinkligen Coordinaten der Theilpuncte.

88. #

Gegeben ab = b, und fiir den Anfangspunct a die recht-
winkligen Coordinaten von c, namlich ¢, ¢. Man theile die
Linien bc, ca, in mehrere gleiche Theile, bestimme die

Coordinaten der Theilpuncte, und hieraus die Linge und Lage
der Transversallinien 11, 22, 33, 44, 55, 66 W.s.W.

89. :

Gegeben ab = b, und fiir den Anfangspunct ¢ die recht-
winkligen Coordinaten ¢, ¢ und d, d'. Man theile ab, cd,
in f, g, nach gegebenem Verhiltnifs, berechne die Coordina-
ten von g, und hieraus die Linge und Lage der Transversal-
linie fg.

90. _

Gegeben ab = b, und fiir den Anfangspunct a die recht-
winkligen Coordinaten ¢, ¢'. - Man halbire die Winkel des
Dreiecks abc durch ad, bf, cg, und bestimme die Coordina-
ten der Puncte d, f, 8. ‘
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91.

Gegeben ab = ac = r im Quadranten, und auf ab die
Abscisse ad = d. Man theile den Quadrantbogen in mehrere
gleiche Theile, bestimme die Coordinaten der Theilpuncte, die
Linge und Lage der von ¢ nach den Theilpuncten gezogenen
Leitlinien, und die Sectoren welche je zwei Leitlinien mit dem
Zwischenbogen bilden.

92.

Gegeben ab = b, und fiir den Anfangspunct a die recht-
winkligen Coordinaten ¢, ¢’.  Man theile die Linien bc, ca
nach gegebenem Verhilinifs in d, f, und berechne die Coor-
dinaten d, d', und f, f', und den Inhalt des A edf.

93.

Gegeben ab = b und,{iir den Anfangspunct a die recht-
winkligen Coordinaten ¢, ¢ und d, d. Man bestimme hieraus
die Seciten und Diagonallinien des Vierecks abcd, und den
Inhalt der Dreiecke abc, acd, abd, bed.

94.

Gegeben die rechtwinkligen Coordinaten a, a; b, b .
Man theile die Linien bc, ca, ab, in d, f, g, nach gegebe-
nem Verhilinifs, und bestimme hieraus die Coordinaten d, d’;
fo f's g &; undden Inhalt der Dreiecke abec, dfg.

95.

Gegeben der Halbmesser — r, und die Positionswinkel
der Halbmesser ma, mb, mc gegen die Axe der x. Man be-
rechne hieraus die rechtwinkligen Coordinaten gegen den Mit-

telpunct m_als Anfangspunct, a, a ; b, b'; ¢, ¢; und dann
die Seiten, Winkel und den Inhalt des A abec.
96. :

Gegeben der Winkel w, und die rechtwinkligen Coordi-
naten wb, ba. Man berechne hieraus die rechtwinkligen
Coordinaten wc, ca. .

9%

Gegeben der ‘Winkel w und die schiefwinkligen Coordina-
ten wbh, ba. Man berechne hieraus die rechtwinkligen Coor-
dinaten ‘e, ca. } v

- 98. .

Gegeben ab, ad, cd, wf, af, w§, ag.  Man berechne
hieraus die rechtwinklingen Coordinaten a, e St e N
6

Pauckers Geometrie.
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: 99.
Gegeben wa — a, wb — b'." Man bestimme hieraus die
Gleichung der Linie ‘ab fiir den Ordinatenwinkel 1.
100.

Gegeben wa — a, und die rechtwinkligen Coordinaten b, 5",
Man bestimme hieraus die Gleichungen der Linien wb, ab.

o1.

Gegeben die rechtw. Coordinaten wa = —a, wb = b,
wc = ¢, Man bestimme hieraus die Gleichungen der Linien
ac, be.

102.

Gegeben ab — b, und fiir den Anfangspunct « die recht-
winkligen Coordinaten ¢, ¢. Man theile ¢ in mehrere gleiche
Theile, und bestimme die Gleichungen der durch die Theil-
puncte mit ca gezogenen Parallellinien.

103.
Gegeben ab = b, und fiir den Anfangspunct a die recht-
winkligen Coordinaten ¢, ¢’ und d, d’. Man theile bc in

mehrere gleiche Theile, und bestimme die Gleichungen der
durch die Theilpuncte mit cd, da, gezogenen Parallellinien.

104,
Gegeben ab = b und fiir den Anfangspunct e die recht-

winkligen Coordinaten ¢, ¢ und d, d’. Man bestimme hieraus
die Coordinaten der Collineationen f, g, I.
105.

Gegeben ab — b, und fiir den Anfangspunct a die recht-
winkligen Coordinaten f, f*. Man theile die Seiten bf, fa,
nach gleichem Verhiltnils, und bestimme die Coordinaten ¢, ¢
und d, d', so dafs ¢ = d’, ferner die Gleichungen der Li-
nien ac, bd, hieraus die Coordinaten ihrer Collineation g, g';
aus f, f und g, g', die Gleichung der Linie fg, hieraus
endlich die Collineation derselben auf der Grundlinie in &,

wo K = o; so mufs k = ] seyn.
SRR BT 106.
Fiir rechtw. Coordinaten und den Anfangspunct g, sind
gegeben: ga — —a, gb = b, g¢c = ¢. Man bestimme

hieraus die Gleichungen der auf bc, ca, senkrechten Linien
ad, gf, und die Coordinaten ihrer Collineation m, wo
m = o; W' = por -,
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107.
Die Seiten bc; ca, ab, sind in d, f, g, halbirt. ~Man
nehme g zum Anfangspunct; gb, gc, als Axen der x, y,

gb=10,, ga = —10, gc = c, bestimme hieraus die Glei-
chungen der Linien ad, bc, und die Coordinaten ihrer Colli-
neation m, wo m = o, m = gm.

108.

~'Die Seiten bc, ca, ab, sind in d, f, g, halbirt, und in
den Halbirungspuncten auf die Sciten Lothe dd’, ff’, g&
errichtet. Man nehme g zum Anfangspunct, gb, gg als Axen

dérix) y; gb'="d, "ga’'= —1b, ol k= HEEE IO
bestimme hieraus die Gleichungen der Linien dd’, ff’, und
die Coordinaten ibrer Collineation m, wo m =— o, m = gm.

Ferner, wenn D der Durchmesser des umschricbenen Kreises,
F der Inhalt des Dreiecks abc, so beweise man hieraus die

bekannten Ausdriicke:
P, M @b hetea i s Ny
16 F? = 2(ca®ab®* + ab® bc* 4 bct.ca®)
— (bc* + ca* 4 ab?)
109.

In dem Dreieck abc seyen die Winkel a, b, ¢, durch die
Linien ad, bf, cg, halbirt, welche cinander in m schneiden.
Auf diesen seyen Senkrechte errichtet, welche einander in
n, o, p, und die Seiten b¢, ca, ab in D, F, G schneiden,
so sind (V. 19 — 23.), m der Mittelpunct des innern einge-
schriebenen Kreises, n, o, p die Mittelpuncte der dufsern ein-
geschriebenen Kreise und die Puncte D, F, G, collinear.
Nun sey fiir den Anfangspunct a gegeben ab = b, und die
rechtwinckligen Coordinaten ¢, ¢. Hieraus bestimme man die
Coordinaten der Puncte d, f, g, D, ¥, &, m, n, o, p,
die Gleichungen der Linien ad, bf, cg, aD,; bF, ¢G. Die
Ordinaten m’, n, o, p geben auch die vier Halbmesser der
Kreise.

7 Beispiel.
b — A, ot == 00 SC =2,

Die Gleichungen sind: :
von ad.... ¥ — 2y =0, von bf...3y+2y-= 42=o0
von cg..7x—4y—15=0, vonaD ..... e e
von b F..2x—3y— 8=—0, Vol cG=A4x+7y —120=0

Die Coordinaten sind: .

me=3, m=13; 0= 16 R &= 8
0= — 12, o= 24, p=1, p==—2.
6 *
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. 110.

Im Dreiecke abc seyen vom Mittelpuncte m des umschrie-
benen Kreises auf die Seiten die Lothe md, mf, mg, und
aus den Ecken die senkrechten Diagonallinien ah, bk, cl,
gefillt, deren Collineation n ist (V.17.). Man ziehe am,
welche den Kreis in u schneidet, so sind bu, cu, auf ab, ca,
senkrecht, also ¢nbu ein Parallelogramm, also ¢n = bu
— o me, by = cu == 2 mf, an =2 md,,; Alsggliegt
der geometrische Schwerpunct des Dreiecks a, b, ¢, als
Collineation der Linien ad, bf, cg, (V. 13.) in der Linie mn.
Beschreibt man iiber mn als Durchmesser einen Kreis, welcher
die Diagonallinien in r, s, 7, schneidet, und verldngert man mn,
welche die Seiten bc, ca, ab, in o, p, ¢, schneidet, so ist
Aapq ~ nts, Abgo ~ nrt, Ncop ~ nst.

Hiernach lLifst sich leicht folgende Aufgabe auflosen: Fiir
den Anfangspunct a seyen gegeben die rechtw. Coordinaten
ab =15, und al = ¢, lc = ¢. Man bestimme die Glei-
chung der Linie mn, und die Puncte, in welchen sie die Seiten
und Axen schneidet. Die Gleichung ist:
[3co—c)—cc]x+ (b—209cy + (ccFd—bb)c =0

- Beispiel. *
D B e 0,67 € e 1152

Die Gleichung ist:

73x + 336y — 660 — o

Hieraus lassen sich noch mannigfache Beziehungen zwischen
den Abschnitten der Linic mn auf den Seiten des Dreiecks
herleiten.

111.
 Fiir den Anfangspunct a, gegeben die rechtw. Coordina-
ten ab = b, und ¢, ¢. Man bestimme die Gleichung einer
Linie ad, welche von den Lothen bd, ¢f, nach gegebenem
Verhiiltnifs geschnitten wird, so dafs -E;— — N. Man nehme
a
: b :
nimlich % — N, und ziehe ad senkrecht auf cg.
a
112.

Aus den Seiten eines Dreiecks und den reehiw. Coor-
dinaten xweier Winkelpuncte, die rechtw. Coordinaten des
dritten Winkelpuncts zu finden. '

Im A abc seyen gegeben bc — K, ca = L, ab = M,
ad = A db = B, dc = + H.”  Die Coordinaten der
Puncte a, b, namlich a, " und 4, b, seyen gegeben, die
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Coordinaten ¢, ¢ seyen zu bestimmen.  Der Positionswinkel
der Linie ab gegen die Axe der x sey =1, so ist

== A cos T RNy g e AL wn [ H cast
b—a = M.cosl, b—d — M.sinl ..

Hicraus folgt:

M.a+A.(b—a)FH.() —a)

M.c'=M
M. =M. d+A4.(0=d)y+H.(b—a)
oder. M.c. = A.b + B.a+ Hi(d—1)

M. = A.V4+B.d+H.(b—a)
oder '
aM?.c = ([* 4 M*—K?).b +(K* 4 MP—L?).a + 4 F.(d—0)
2IV12.c':(L2+1\12—K2).6'-}—(K2+M2—L2).a'j_AF. ®—a)
Beispiel.
a T bede R AR et dR
9053 780, 18250831, i3 71438 15 84 .

Hieraus ¢ = 33,44 oder ¢ = 20
¢ — 33,92 . oder ¢ — 16
113.

. Aus dem Verzeichnisse der Liangen und Breiten der Grenz-
puncie von Kurland -(VI. Aufg. 82.) berechne man nach der
daselbst angezeigten Methode die Abstinde vom Meridian und
Perpendikel von Mitau auf der Oberfliche einer Kugel, deren
Grade dem Breitengrad von Mitau = 104,3627 Werst gleich
sind. Man denke sich nun diese sphirischen Bogen als grade
Linien auf eine Ebenc ausgebreitet, nehme den Punct von
Mitau als Anfangspunct der Coordinaten, den nordlichen
Meridian von Mitau als positiven Theil der Axe der x, die
Ostlinie als positiven Theil der Axe der y an. Das hier
folgende Verzeichnifs enthalt die auf diese Weise sphérisch
berechneten Werthe von x = Abstand vom Perpendikel von
Mitau, y = Abstand vom Meridian von Mitau, r = kiirze-
ster Abstand von Mitau auf der Kugel, u= Azimuth oder Posi-
tionswinkel des Orts, von Norden iiber Osten im Umfange
herum gezahlt. Aus den als gradlinig angenommenen ‘Werthen
von x,y, ist in der letzten Columne der doppelte Inhalt des
ebenen Dreiecks angegeben, welches Mitau mit je zwei benach-
barten Grenzpuncten bildet, nach der Formel x.y — x'.y.
Dieser Inhalt kann natiirlich nicht ganz genau mit der Flache -
r.r.sin (' — w) iibereinstimmen, weil die Werthe von r und «
sphirisch berechnet sind.



Azimuth. | Werst. | Werst. Werst. Q. Werst.
u e % b

‘Libau . . .. 1265°36,24{156,97 [—12,034]—156,51 7684,2
.Felixberg . . 1285 58,7 140,58 | 38,706{—135,15 6072,5
Windau . . |303 12,44(145,82 | 79,87 |—122,00 9172,8
Domesnes . 1331 40,29(131,99 | 116,19 |— 62,63 887,9
Angern . . . |337 22,33| 67,747| 62,532|— 26,065 | 1136,5
Peterhof . . | 37 5,1 | 19,427] 15,498 11,715 314,1
Brambergshof| 58 48,75| 43,675 22,617 37,363 | 1856,6
Friedrichstadt| 92 0,17| 77,653|— 2,714] 77,607 730,9
Jakobstadt . | 96 21,11124,10 |—13,732| 123,34 7209,2
Diinaburg . 115 10,73]179,96 |—76,582| 162,86 |—3244,9
‘Warnowicz |110 36,92|226,69 |—79,85 249,17 6704,0

Ilgen . ... [118 56,23]204,29 |—98,878] 178,78 | 1390,0
Egipten . . . [121 8,93|176,46 |—91,298] 151,01 |—1760,1

Subbat . .. [117 9,78(143,38 |—65,468| 127,57 |— 650,1
Ellern. . . . {114 56,24{116,72 {—49,218] 105,83 342,8
Schonberg . |117 45,51} 59,743|—27,826] 52,868 | 1254,4
Sessau . .. |179 32,25| 23,83 |—23,829 0,1924 550,7

Grenzhof . . [221 55,68| 34,278|—25,502[— 22,004 | 1389,2
Essern ... |253 5,64| 78,308|—22,774|— 74,927 712,9
Gramsden . |257 14,27[126,02 |—27,843|—122,91 |—4702,0
Polangen . . (244 43,76({172,21 |—73,531|—155,72 9634,0
Libau . . . . {265 36,24[156,97 |—12,034|—156,51

Summa 46685,6

Inhalt [0 Werst 23343
It. VIL 47. sphirisch berechnet 23351

- 114.

Aus den Coordinaten der Winkelpuncte eines Dreiecks
die Gleichungen der Seiten zu finden.

Fiir einen beliebigen Anfangspunct und Ordinatenwinkel
seyen die Coordinaten der Winkelpuncte a, a'; b, 5’5 ¢, ¢;
die Gegenseiten 4, B, C, so ist :

A...0—=DNx+(c—by+b.c—b.c

.B...(c'-—a')x—{—(a—c)y-l—c.a'——c’.a—::_(1))
Cio.(@d—=b)x 4+ (b—a)y +a.b—d.b =0

Beispiel. a il 2o1Blovill nolosg
: 10, AL a0, LU, 8

A 3x 11y — 120 = o

B ..—5x — 8y - 138 = o

c 2x — 3y + 13 = o
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115.
Aus den Gleichungen der Seiten eines Dreiecks die
Coordinaten der Winkelpuncte zu finden.

Die Gleichungen seyen:
A...Ax + 4y + 4
BB ByER
C...Cx +Cy + C"

Man selze:

BC—BC=F, cA—CA=6G, AB—AB=H
<o hat man fiir die Coordinaten der Durchschnittspuncte
folgende Gleichungen: :

7

I

HicA'B—4B" =0 ‘H.c+ AB"— A'B = o
oA B"C'—-B,'C" —o F.d+BC'—BC =0
@l et sl G A =n'e Gsb H-CA - 4. 30

Beispiel.
< A..;7x+8y—9 0
B i 8oty W9== 0, op 0 v 9%t WY ——A25= 0
Hieraus a = 8, Qo= =5 3 %
b—=13, b=—1li c==—1, (=

2.

i 116.
Aus den Abstinden der Seiten eines Dreiecks vom .
Anfangspunct der Coordinaten, und ihren Positionswinkeln
gegen die Axen, die Gleichungen der Seiten zu finden.
Die vom Anfangspunct auf die Seiten bc, ca, ab, ge-
fillten Lothe seyen k, I, 1, die Positionswinkel dieser Lothe
gegen die Axen der x, y, seyen p, P g, q; ryr, so dals
p+p'_—:q+q'=r+r e =7 50CISE
AL s

cosp.x -+ cosp.y —k = o
B...cosq.x + cosqg.y —1 = o
C ...COST.x 4 €OST .y — nn = 0

117.

Aus den Coordinaten der Winkelpuncte eines Dreiecks
die . Gleichungen der durch die Winkelpuncte auf die
Glegenseiten senkrecht gexogenen. Diagonallinien xu Sinden.

In der Gleichung der Seite b¢ sind die Parameter (IX.114.)
Y — ¢ und ¢c—b. Die Gleichung einer auf b¢ senkrechten
Linic hat also (IX. 24.) die Parameter :

c—b 4 (€—b)cosw = s
ud ¢—b + (x—b) cesw 5w 8
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Soll diese Linie durch den Punct a gehen, so ist die
Distantiale ihrer Gleichung (IX. 16) = — s.a — s". 4.
Setzt man also : »
c—b4(—b)cosw=3s —bJ(c—b)cosw =
a—cH+(@—c)cosw =1t d—c+(a—c)cosw =7
b—a4 (' —d)cosw=u b—ad 4 (b—ue)cosw =1
so sind die Gleichungen der senkrechten Diagonallinien folgende:

A six Fosivie seaaisia
B...t.x +1t.y —t.b—1.0 0
C.o,oux + .y —uc—u.c o

Hierist: 1) s4+t+u=o0 D s+tr4+u=o0

‘Wenn (IX. 4.) die Areale ab'—a'b+bc—bctcad—ca=P
s0 ist , ; :
s.adt.b4u.c=—P.cosw, s5.a Ft.b'Fu.c =P.cosw
also 3) s.ad-t.bdu.ctsa Ftb Fu.d =o

Also sind (IX. 20.) die Diagonallinien 4, B, C, collinear.

118.

Aus den Coordinaten der Winkelpuncte ecines Dreiecks
und den Positionswinkeln ihrer Seiten, die Gleichungen
der durch die Winkelpuncte auf die Gegenseiten senkrecht
gexogenen Diagonallinien zu finden.

Die Positionswinkel der vom Anfangspunct auf die Seiten
bc, ca, ab, gezogenen Lothe gegen die Axen der x, y, seyen
P> P3 g,4; 1,1 sodals p+-p=qg+d=r+r=w,
-so_sind die Parameter der Gleichung von bc¢ (IX. 13.) den
‘Werthen von cos p, cos p’, also die Parameter der Gleichung
der auf ihr senkrechten Diagonallinie (IX. 24.) den Werthen
von sin p und — sin p’ proportionirt. Die Gleichungen die-
ser senkrechten Diagonallinien sind also

’

0

1l

4...sinp.x—sinp .y —a.sinp+d.sinp = o
B...sing.y—sing.y—b.sing4 0 .sing = o
C...sinr.x —sinr'.y—c.sinr4¢ .sinr = o

119.

Aus den Coordinaten der Winkelpuncte eines Dreiecks
die Coordinaten der Collineation der durch die Winkelpuncte
auf die Gegenseiten senkrecht gexogenen Diagonallinien xu

Jinden.
Da (IX. 117.) diese Diagonallinien collinear sind, so findet

man die Coordinaten ihrer Collineation m aus den Gleichungen
zweier Diagonallinien nach IX. 17.
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A4 ...5x F+ sy —sa—5sd. 0
B...tx Fty—1tb—10¥ o
(st —s)ym — sta 4 s'tb + St —a)=o
(st —s)m — st'’b 4 std 4 st (a —b)=o0
Um diese Ausdriicke zu vereinfachen, bemerke man, dafs
sich in den Producten st und st die beiden Glieder
(@a—c¢) (c—b) cosw, und (a'— ) (€ —b) cosw,
gegenseitig aufheben. Folglich ist:
Pt = [(d —¢)(c—b) — (a— ) (¢ — )] sinw,
Es ist aber (IX. 4.) die Areale der drei Puncte a, b, c,
P=(d—¢) (=B — (a—9) (¢ —F)
dl50” st s = B s
Ferner ist:
statstbFs (O —d)
—stfa+stbFst [W—(—a)cosw]
t a(s cosw—s) + sb(t—tcosw) st
—fa(c—b) sin*w s b(a—¢) sin’w + el
(s 4 ) ab sin®w—s'bcsin*w—tcasin’w 4 s
—uwabsin*w—sbcsin®w—tcasin®w 4 st u
Auf dieselbe Art erhalt man
—stb 4 sta st (a—b)
— st Fstad fst[(6—a)cosw—u]
sb (tcosw—1) + ta (s —scosw)—stu
—sb' (d — ¢)sin’w 4 tad (¢ — ) sin?w —stu
— (s 1) d' b sin’*w + sb ¢ sin?w 4 tcd sin®w—stu
wa b sin?w 4 sb¢sin?*w 4 tca sin*w—stu
Setzt man also
abu + bes 4 catl ="
(lz'{z'zlz 4+ ¥cés + cdt = Q, soist
st
L+ Q=0

stu
P.m 4+ — -
sin *w sin %w

Hat man hieraus m, m’, bestimmt, so werden die Glei-
chungen seyn (IX. 23.) ?
A

i

(IR

RN

— 0 — o, P.m —

™~

i (d=m)x + (m—a)y + am —dm = o
B....(b'—m')x+(m—b)y+bm:-—b'm=o
C....—=m)x+ m—0cy +cm —cm = o

' . Beispiel.

a a b b c c w
10 ity Ak st 1alenit @5 A8t B3, 9358
5 ==19,2 t = —5 u = —42
S=86. Lz 0% WEEt3s
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Acv.n 92x 436y — 1316 = d
B e i==senid 2y e 333 = o
C...—42x —38 y + 984 =0
stu y stu
L SR T o Y = 3013
R il sin 2w 1s
Q = 2236 Q= —249
also 31.m — 2277 = o, 31.m — 550§ = 0O
120.

 Aus den Coordinaten der Winkelpuncte eines Dreiecks,
die Gleichungen der die Seiten senkrecht halbirenden Linien
su finden. : :

Dic Coordinaten der Mitte von bc seyen d, d', so mufs .
die Gleichung jeder die Seite b ¢ halbirenden Linie durch
x = d, y = d befriedigt werden. Aber d = § (b + o),
d = 1 (§ 4+ ), also mufs diese Gleichung auch durch
9x = b+4c, und 2y = b - ¢ befriedigt werden.

Wenn also s, t, u und s, ¢, «, dieselbe Bedeutung wie
in IX. 117. haben, so sind die Gleichungen der die Seiten
be, ca, ab, senkrecht halbirenden Linien folgende:

A...2sx+2sy—s(b+0) —s@ +) =0

B...2tx+2ty—t(c+a —t(c+a)=o

C...2ux+2y—u(@+b) —u'@+b)=o0

Bezeichnet man die Abstinde der Puncte a, b, ¢, vom An-
fangspunct der Coordinaten durch 4, B, C, so ist

A — a®* 4+ d* + 2aa cos w

B — b 4 b2 4 2bd cos w

C2 — .+ .c2h 2¢c cos w
Jene Gleichungen werden also seyn:

A...25s.x + 25.y + BB —C* = o
B i%t.x + 2ty F C¥— Afizs o
C...2u.x 4 2u.y + 4> — B> = o

Hier sind die Summen der Parameter und Distantialen jede
fiir sich gleich Null, also (IX. 20.) die Linien-collinear.

121.

Aus den Coordinaten der Winkelpuncte eines Dreiecks
den Mittelpunct des umschriebenen Kreises zu finden.

Dieser Mittelpuuct ist die Collineation der die drei Seiten
senkrecht halbirenden Linien. Man findet also die Coordinaten
m, m dieses Mittelpuncts aus den Gleichungen zweier dieser
Linien nach X, 17.
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o
o

Ao 500 2ty 4 BB=C?
B.asie Dtukidh 28y v O el
Man erbilt also:
2(st —sym + A*.5 4 Bt — C2(s 4 1)
(st —snym — A*.s — B>.t 4 C* (s 4 1)
Aber (IX. 117) s+t4u=o0, s+ +u =0
(IX.119.) st — s't = P.sin’w
Setzt man also :
A.s + Bt + Ctou =
A2 s+ B+ C*u = R, soist

i

(1]
o

Il 1l

2P.m _—— = o0 2P.m — =10
oE sin 2w ’ in 2

Oder setzt man: ;

Beispiel.
e A L w
10115 1 %508 6753718
Y ='—— 5 B e
e 0,2 U= — 3,8
353 B = M50 Cc: =
.. 184 x 4 T2y — 2840 =
e e Ay 366 =— 0
S e sl B B U
31 R’ = 163,28 R = — 548,56
R

= 255% e = — 857%
et sin 2w 3

sin %
also 62m — 857F = o  62m — 2555 = 0
— 4,275

o e =t SR e

€. e Euha T %

' sin *w b sin 2w
S'—= 857 8§ = — 8614, also ebenfalls :

st u 3 stu
ey S = —857F, —5— — S = — 2553
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1122

Aus den Coordinaten der Winkelpunete eines Dreiecks
die Gleichungen der durch diese Puncte gexogenen und die
Gegenseiten halbirenden Diagonallinien zu finden.

Die Gegenseite des Puncts a ist bc, die Coordinaten ihrer
Mitte seyen d, d’, soist 2d = b 4 c, 2d = b+ ¢, 'Die
Gleichung der Linie ad hat also (IX. 18.) die Parameter

d—d oder 24 —3d = 24" —b—=¢
d—a oder 2d—2a =b-+c¢c—2a
Setzt man also e +b+c=3m, d b+ =
so sind diese Parameter auch
3¢ —ad —b—c =3d —3m oder d —m
und e+ b4+ c— 3¢ =3m—3a oder m—a
; Hieraus folgen sofort dxe Gleichungen der drei halbirenden
Dxagonalhmen
A (a-—-m)r (m—a)y + am— adm = o
o (. ——m)x + (m—by + bm—bm = o

C e (=m)x + (M—0)y + cm—cm = o

Hieraus folgt (IX. 23.) dafs die drei Diagonallinien collinear
sind, und dafs m, m’, die Coordinaten ihrer Collineation sind.
Diese Collineation ist also (IX. 59.) der geometrische Schwer-
punct des Dreiecks.

Beispiel.
a a b b, i &
Trndy C ol PRI TR ol
3 35 800 =5 98 CBGES L2, m — 83
A i TEIE BN e~ A0E =6
Dow b % Ll —ias =g
C..—8x — 19y 1 258 = o

123.

Aus den Coordinaten der Winkelpuncte eines Dreiecks
die Coordinaten der Mittelpuncte der vier eingeschriebenen
Kreise zu finden.

Die Lingen der Seiten des Dreiecks abc seyen bc — 4,
ca=— B, ab—=C. Die Diagonallinie welche den Winkel «
halbirt, schneide die Geg genseite bc in einem Puncte, dessen
Coordmaten d, d seyen, soist (V.19.)

B@a=p) = C(c—d)
Bld—b) = C(—d)
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Hieraus: (B4+0)d = Bb+4Cc
(B4 CO)d = By 4 C¢
Die Gleichung der Diagonallinie ad hat also (IX. 18.) die
Parameter— v : g
#.id- oder "B ©) & o A B @) &
4% o ader SeBAY (S Al ICH MG
oder diese Parameter sind -
(B 4—€) a-—L1 (B &)
and . . . (Bb + Co) — (B +.C)a
oder (A+ B4 0 a — (Ad + BbY 4 CO¢)
und Aa+Bb+Cec—(A+B+C)a
Bestimmt man also zwei Grifsen m, m so dafs
Aa+ Bb +Cc =4+ B+ CO)m
Ag LB Cc —atd B oym
so sind die Parameter der Gleichung der Diagonallinie ad
(A+ B4 C)(d—m) oder o—m
und . . (A+B+C)(m—a) oder m—a
Also sind die Gleichungen der drei die Winkel a, b, c;-
halbirenden Diagonallinien
A .. (@—m)yx+t+Mm—a)y -+ am —dm = o
B...0—m)x+m—by4bm—bm=o0
c...(—m)x+Mm—0cy+em—cm=o
Diese Linien sind also (IX. 23.) collinear, die Coordina-
ten ihrer Collineation sind m, m’, und diese Collineation ist
(V. 6. 7. 21.) der Mittelpunct des eingeschriebenen Kreises.
Das von dieser Collineation auf eine der drei Seiten des Drei-
ecks, gefillle Loth ist der Halbmesser des eingeschriebenen
Kreises. Diesen Halbmesser = r findet man nach IX. 27.
Die Gleichung der Seite bc ist (IX. 114.)
b —d)yx + (c—by +bd—10ec = o
Der Werth dieser Gleichung fir x =m, y = m sey = M,
S0 ist ‘ ;
’ M= —c)ym- (c—bym b —1bc
Aber  (A4+B+C0)m=4da+ Bb+Cc
(A+B+C)m=Ad+ Bb+C¢
Also (A+B+OM=(@G—c)(Ae+ Bb+Co)
- (c—=b(Add 4 Bb 4 C¢)
F @ =bc) (A+B+0)
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Hier heben sich rechts die mit B, C, behafteten Glieder
auf, also
A4+ B4+ C).M = A(ab —d b+ bd —bc+icd -——ca)
odler . . . (A4+B+0C.M=A.P.

Die Diametrale der Gleichung der Linie ¢ sey — D, und
der P051t10nswmkel des auf bc gefallttn Loths gegen die A\e %

pr
sey = p, so ist (IX: 14) D = o ;
Da A die Linge der Linie bc¢ bezeichnet, so ist
A.cos p = (' —<) sinw, also D = .A
sin w

Aber (IX. 27) D.r = M und Psinw = 2 F, wo F den
Inhalt des A abc bezeichnet (IX. 4.).
Man hat also fiir den Halbmesser des eingeschrieben Krei-
ses die Gleichung
A4+ B+Cr =P.sihnw=2F
Indem man in den vorstehenden Gleichungen jede der drei
Seiten des Dreiecks positiv oder negativ annimmt, erhilt man

_vier Systeme collinearer Linien, also auch vier Collmeatm-
nen m, n, o, p, welche die Mltte]punctc der vier eingeschrie-

benen Krelse sind.
Diese vier Systeme sind:
Aa +Bb +Cc = A+ B+ C)m
Ad+ Bl + 0= A+ B+Om
9oF = Psinw = (44 B+ O)r

A...d—mYx+m—a)y+aem —dm =o

B .. —m)rd meby b T =%
LC .. .—=m)xF(m—0y +cm —¢m =
—A.a‘—}—VB‘.b-}-C‘:c:(——VA—{-B—}-C)n

—A.dF+ BV FC.d =(—A+B4+0O)rn

9F = Psinw = (—A4A+BF+0O)r
.. (@—=n)x 4+ (n—a)y +an —d'n
(=) F (n=by+on—bn
(=) x + (n—)y + cn—cn

o

I

QAxh




A.a—B.b 4+C.c =(A—B+0C).o
Ad =BV +C.c = A—B+0).0
9F = Psinw = (A—B4+0).r'

A...(@d—0d)xF+(o—a)y+a.0—d.o=
i - .(b'—o')x-{—(o—b)y—{—b.o'—-b’.o:
C...1=dix F@=c)yF'c.o—¢.0 =
Bligag Flp 8 bye 2o YA Bwd) .y
Ad+B.bV—C.d =AF+B—-0)p
2oF = P.sinw = (4+ B—0C).r"
A'...(a'—p')x+(p--a)y+a.p'—-a'.p:
B ...(b'-p')x+(p———b)y+b.p'—-b.p':
C...(—pP)x+@=—9y+ec.p—c.p=
Beispiel.
a G bl bee O F T w
A ) Ber 5k & 53718
e B=="56 , e = i
P —="2350 Peinpics 0 == P9588
Ao =— 7650 A.d = 4500
PEbi-=8 ' 560 Bybi=5. 2809
e = 408 L0 2 90
amn oder 4 . 158 + y — 7200=—= o
bmo oder B . x- 7y — 360 = o
cmp oder C . x + y — 90 = o
aop oder A . 5% +9y.— 890 = o
bpn oder B . 2% + y — 70 = o
cno oder C . X e Y= 80 == O
me=i 45 mo==— 45 B} 18
n = 50 n =-—30 ¥ oo 66
gz 445 g ey rhse 48
p =—20 P e e 1
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124.

Aus den Gleichungen der Seiten eines Parallelogramms
die Gleichungen der Diagonallinien xu finden.

Die Gleichungen der auf einander folgenden Seiten seyen:

o nodx oAy LAl —p
B TR tE P RSEEE SR =
Citiih dip By g —
Do B BYTR —

Da die Gegenseiten 4, C und B, D, parallel sind, so
sind ihre gleichnamigen Parameter gleich angenommen wor-
den (IX. 15.), und nur die Distantialen sind verschieden.

Die Diagonallinie E geht durch die Collineationen von 4, B
und von C, D, sie ist also sowohl den Linien 4, B als auch
den Linien C, D, collinear. Die Gleichung der Diagonal-
linie E ist also (IX. 20.) :
sowohl h(Adx+ Ay + A" )+ k(Bx+By+B')=o
alsauch h(Ax+ Ay 4+ A7)+ k(Bx+ By -+ B") = o
wo die Factoren I, k, so bestimmt werden miissen, dafs

hid” kB = h A"+ b B
dafs also k(A" — A4") = k(B —B")

Demnach ist die Gleichung der Diagonallinie E
(B-B")(Ax+Ay+A)—(A-A4")Y(Bx+By+B)=o

Aus gleichem Grunde ist die Gleichung der mit B, ¢
und D, A, collinearen Diagonallinie F'

(B'-B")(Ax+ Ay+ 4+ (A-A")(Bx+By+B)=o
Beispiel.
2x + 3y — 18
bx 4 2y — U7
2x 4+ 3y + 54
5% 42y — 87
BB e g0, L AT = 33000156
E...480x 4 324y —3024—0 oder 40 x + 27y — 252 =0
F—240% + 36y -+ 5184=—0 oder 20x — 3y —432=0
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