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Liihikokkuvote

Bakalaureuset6s késitletakse antud funktsiooni lahendamist interpoleerivate
kuupsplainide abil. T66s tuletatakse interpoleeriva kuupsplaini esitus kolme
erinevat tiiilipi rajatingimuste komplekti korral. Too6s saadud tulemusi illust-
reeritakse kahe néite abil.
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juhtimine (automaatjuhtimisteooria).
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INTERPOLATING CUBIC SPLINES

Tobias Toomas Peterson

Abstract

This bachelor’s thesis examines the approximation of a given function using
interpolating cubic splines. The thesis derives the representation of an inter-
polating cubic spline for three different types of boundary conditions. The
obtained results are illustrated with two examples.

CERCS research specialisation: P170 Computer science, numerical analy-
sis, systems, control
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Sissejuhatus

Funktsioonide lahendamine on arvutusmatemaatikas oluline iilesanne. Para-
tamatu vajadus funktsioonide lihendamiseks tekib niiteks tabelina antud
funktsioonidega opereerimisel. Sel korral arvutatakse funktsiooni vadrtused
tabelis mitteesinevatel kohtadel teda ldhendava funktsiooni vaartustena. Tih-
ti kasutatakse 16plikul 16igul [a, b] médratud funktsiooni y = f(x) ldhenda-
miseks poliinoome, niiteks astmefunktsioone 1, z, 22, .. .. Liihikese 16igu kor-
ral onnestub sel teel funktsioonil f leida héaid ldhendeid juba iisna madala
astme poliinoomidena, pika loigu korral ei pruugi sellisel viisil saada rahul-

davaid tulemusi [1].

Seetottu jaotatakse 16ik [a, b] sageli védiksemateks osaloikudeks punktide a =

g < 11 < ... < x, = b abil ja seejirel lahendatakse funktsiooni f igal
osaloigul [z;_q1,2;] (1 = 1,...,n) mingi poliilnoomiga. Nii moodustub teatav
tiikiti poliinomiaalne ldhend, mis voib iildiselt jaotuspunktides xy, ..., 2,1

olla katkev. Selliseid ldhendeid nimetatakse splainideks [2].

Kéesolevas t60s kisitletakse moningaid kiisimusi, mis on seotud funktsiooni
f ldhendamisega kuupsplainiga. Tépsemalt vaadeldakse sellise splaini S3(x)
konstrueerimist, mis igal osaloigul [x;_1,2;] (i =1,...,n) on kuuppoliinoom
ning mis kogu 16igul [a, b] on kaks korda pidevalt diferentseeruv. Veel nou-
takse, et S3(z) rahuldab interpolatsioonitingimusi S3(z;) = fi, i = 0,...,n,
kus fo, ..., f, on etteantud arvud. Selliseid splaine nimetatakse interpoleeri-

vateks kuupsplainideks.

Bakalaureusetos leitakse interpoleeriva kuupsplaini S3(x) esitus splaini esi-
mese tuletise vaartuste m; = S5(z;) (i = 0,...,n) kaudu ja kolme tiitipi
lisatingimuste (mida nimetatakse rajatingimusteks) korral. T66s naidatakse,

et suurused my, ..., m, ja seega ka interpoleeriva splaini S3(z) avaldis on



koigi kolme rajatingimuste komplekti juhul {iheselt maaratud.

T66 viimases osas on toodud raamatus [3] saadud tulemus 16igul [a, b] ne-
li korda pidevalt diferentseeruva funktsiooni f védrtusi f; = f(z;) (i =
0,...,n) interpoleeriva kuupsplaini S5 vea kohta ning esitatud kaks originaal-

set néidet (koos kommentaaridega) t66s saadud tulemuste illustreerimiseks.



1 Abitulemused

Olgu R = (=00, 00) reaalarvude hulk ja N = {1, 2, ...} naturaalarvude hulk.

Definitsioon 1. Olgu n € N, n > 2, ja olgu

a1 Q12 - Qip

Ap1 Gp2 - Adpp

kus a;; € R. Oeldakse, et maatriksi A peadiagonaal domineerib ridade kaupa,

kui

n

Z|aij|<|aii|a t=1,...,n.

i=1
i

See tdhendab, et maatriksi A igas reas on peadiagonaali elemendi absoluut-

vaartus suurem sama rea iilejaanud elementide absoluutvaartuste summast.

Lemma 1. Olgu n € N, n > 2, ja olgu A = (a;;);';—; ruutmaatriks. Kui

maatriksi A peadiagonaal domineerib ridade kaupa, siis tema determinant:
det A # 0.

Toestus. Oletame vastuvéiteliselt, et det A = 0. Vaatleme vorrandisiisteemi

Ax =0,

kus otsitavaks on vektor



X1

X2

Tn

Et det A = 0, siis leidub nullist erinev vektor (z1,...,z,)’ nii, et Az = 0.
Valime indeksi £ nii, et

|zk| = max |x;| > 0.
1<i<n

Kirjutades Az = 0 lahti kui diagonaali ja muude elementide summana, saame

n

ApepTi + E Al = 0
Jj=1
Gk

ehk

n

Akl — — E Q.
j=1
J#k

Sellest jareldub, et

n

n
] 6] < lawg] 2] < | D lawg| | .

j=1 j=1
i#k i#k

Kuna |zg| > 0, saame
n
| < lawl,
Jj=1
ik
mis on vastuolus eeldusega, et peadiagonaal domineerib ridade kaupa. Seega

det A # 0. m



2 Kuupsplaini moiste
Olgu n > 3 fikseeritud téisarv ning olgu 16igul [a, b] antud vork
A, ={xo,x1,..., T a =129 <z <-+- <z, =}, (1)

mis méadrab 16igu [a,b] jaotuse osaldikudes [z;_1,2;], @ = 1,...,n. Olgu
C*|a, b] 16igus [a, b] k-korda (k > 0) pidevalt diferentseeruvate funktsioonide
hulk. Seejuures k = 0 korral kirjutame C°[a,b] = Cla, b].

Definitsioon 2. Vorgule (1) vastavat funktsiooni S5 = S5, : [a,0] =& R

nimetatakse kuupsplainiks (edaspidi ka splainiks), kui
1. igal osaloigul [z;_1,2;] (i =1,...,n) on S; iilimalt kuuppoliinoom, s.t

(4) (%)

Ss(x) =¢y + ¢ ) )

(x—2i)+ey (w—2i0) +¢ (x —20) (2

kus x € [x;_1, ;] ja c(()i), cgi), cg), cg) € R;

2. Sy € C?a, b].

Vorgu A, punkte zg, ..., x, nimetatakse splaini S3 solmedeks. Definitsiooni

2 esimesest tingimusest jareldub, et kuupsplaini maaravad kordajad

Cg'i)7 izl?"'?”? j:07172737 (3>

kokku 4n parameetrit. Kuna igal osaldigul [x;_1,2;] (i =1,...,n) on S3 kui
kuuppoliinoom lopmata palju kordi diferentseeruv, siis tingimus S3 € C?[a, b]
tdhendab, et funktsioonid S;, S} ja S§ on 16igul [a, b] pidevad, mis seab igas
sisesolmes x1,...,r,_1 splainile 3 tingimust, mis kitsendavad parameetrite

(3) valikut:



e n — 1 kitsendust splaini S5 pidevuse jaoks (S3 € Cla, b]),
e n — 1 kitsendust S3 esimese tuletise pidevuse jaoks (S5 € Ca, b)),

e n — 1 kitsendust S; teise tuletise pidevuse jaoks (S5 € Cla, b]).

Kokkuvottes tekib 3(n — 1) tingimust, mis kitsendavad parameetrite (3) va-

likut. Nii sisaldab kuupsplain iildiselt

dn—-3(n—1)=n+3

vaba parameetrit. Nende parameetrite madramiseks seatakse sageli tingimu-

sed, et splain interpoleeriks solmedes xg, 1, ..., x, etteantud vaartuseid
anfla"'afn e R.

Arvud fy, f1, ..., fa voivad olla néiteks mingi funktsiooni f = f(x) vééartused

punktides x = z;,: =0,1,...,n.

Niisiis splaini S3 méaramiseks nouamegi, et oleksid taidetud interpolatsioo-
nitingimused

53(1:2) :fia 2.:0’17"'7717 (4)

kus fo, f1,- .., fn on etteantud arvud. Interpolatsioonitingimusi (4) rahulda-
vaid splaine S3 nimetatakse interpoleerivateks kuupsplainideks. Kuna kuupsplai-
ni S3 médravate parameetrite arv on n + 3, tuleb interpoleeriva kuupsplaini
S; iiheseks leidmiseks lisada tingimustele (4) veel kaks tingimust. Tavali-
selt on lisatingimused seotud 16igu [a, b] otspunktidega voi nendele ldhedaste
punktidega ja seetottu nimetatakse neid rajatingimusteks. Néaiteks voib ra-
jatingimustena nouda, et splaini S3 esimese tuletise vddrtused 16igu [a, b]

otspunktides a ja b oleksid vordsed etteantud arvudega ayq, 3;:



5(a) =g,  S5(b) = By (5)

Analoogiliselt voib rajatingimustes nouda, et splaini S3 teise tuletise vaértu-

sed 16igu [a, b] otspunktides oleksid vordsed etteantud arvudega ay ja Sa:

Sy(a) = as,  S3(b) = Ba. (6)
Kuna vorgu A,, sisesolmedes x4, ..., x, 1 voivad splaini S3 kolmandat jér-

ku tuletised olla katkevad, siis voib 'rajatingimusena’ nouda S3 kolmanda

tuletise pidevust darmistes sisesolmedes 1 ja x,_1:
Sy (x1 —0) = 85 (z1 +0),  S5'(2p-1—0) =8 (o1 +0).  (7)
Siin ja edaspidi

Sy'(x; — 0) = lim Sy'(z), Sy (x; +0) = lim Sy'(z), i=1,....,n—L
w<z; w>w;



3 Interpoleeriva kuupsplaini konstrueerimine

Olgu antud vork A,, solmedega a = g < x1 < --- < x, = b ja olgu

hi =T — Ti—1, 2:1,,n (8)

Otsime vaartusi fy, f1,..., fn interpoleerivat kuupsplaini S3(z), mis 16igul
[x;_1, ;] avaldub kujul (2), kus

c(()), cgl), cg), c:(,f) on tundmatud kordajad. Siis iga ¢ = 1,...,n korral

Sy(z) = ol (m - my) + 3c§i)(x —xi1)%, T € [, 3],

Sg(l’) = 208) + 6Ci())z) (l‘ - xi—l) S [Il'i_l, ZL’Z]

T&histame

Siis
S (ZEZ 1) fz 1, 53(%‘) = fi7 Sé(%—l) =Mm;—1, Sé(l‘z) = my,

millest jareldub, et

(0)
co V= fi1, cp =M.

Lisaks saame
mi—1h; + C;i)hzz + C:(ai)hg) = fi— fi-1,

2cgi)hi + SCg)hf = m; — M.

10



kus cg) ja cg) on otsitavad. Lahendades viimase vorrandisiisteemi, saame

Cg) ! (3(fi — fi—1) — hi(2m—1 + mi)>,

TR

o = %(hz‘(mi—l +m;) = 2(fi — fz'—l))-

Seega saame kuupsplaini S3(z) igal osaléigul [z;_1,2;] (i = 1,...,n) esitada

kujul

Ss(x) = fic1 +mu_a(x — 25-1)

1
+ _2<3(fi — fiz1) — hi(Cm—q + mz))(x — 2 )
h;
1
+ ﬁ(hi(mifl +m;) = 2(fi — fi—l)) (z —z-1)°, T € [Ti1, i),
(9)
Diferentseerimise abil leiame esitusest (9), et * € [z;_1,2;] (i = 1,...,n)

korral

Sy(x) =m_1 + %(3(fi — fiz1) — hi(Cm—q + mz)) (x —2-1)
' (10)

+ % (hi(mi—l +m;) —2(f; — fi71)> (z — 21_1)>2

i

ning

11



4 Pidevustingimused

Veendume koigepealt, et esituse (9) abil defineeritud funktsioon S3 on pide-
valt diferentseeruv 16igus [a, b]. Valemist (9) on néha, et funktsioon S3 on
igal osaloigul [z;_1,2;] (i = 1,...,n) kuuppoliinoom, seega sellel osaligul ka
pidevalt diferentseeruv. Jarelikult on vaja kontrollida vaid funktsiooni S3 ja

Si pidevust sisesolmedes z;, i = 1,...,n — 1.

Seosest (9) jareldub iga i =1,...,n — 1 korral, et

Ss(x; — 0) = fim1 +mi_1h; + <3(fz — fiz1) — ha(2m,—q + mz))
+ (hi(mi—l +my;) — 2(fi — fi—l))
~ /.

Analoogiliselt saame iga 1 = 1,...,n — 1 korral, et

+ %ﬂ(?’(ﬁﬂ — fi) = higa(2m; + mi.i,_]_))(xi — xi)Q
+ WH (hi—i—l(mi + mﬁ-l) — 2<f¢+1 — fl)> (xz — l‘i)3
= fi

Seega
Sg(C(IZ—O):fZ:Sg(IZ—i—O), izl,...,n—l.

Jarelikult on S3 pidev 16igul [a, b].

Kontrollime funktsiooni S} pidevust vorgu sisesolmedes x;, ¢ = 1,...,n —
1. Selleks piisab néidata, et iga sisesolme z; korral vasak- ja parempoolne

piirvaartus langeb kokku.

12



Seosest (10) jareldub iga i =1,...,n — 1 korral, et

S5l = 0) = mics + 5 (300 = ficn) = (2mics ) (= i)

+ %(hi(mi—l +m;) —2(f;i — fi_1)> (25 — 2i-1)?

=m;—1+ }%(B(fz — fiz1) = hi(2mi—y + mz)) (12)

+ }%(hi(mil +m;) —2(fi — fwl))

=m,;.
Analoogiliselt saame iga 1 = 1,...,n — 1 korral, et

2
Sy(i +0) = h2+1 ( (fix1 = fi) = hixa(2m; + m,-+1)> (zi — )

3

+ —
Wi

(Besami+ i) = 2(fiss = f) )@= )*  (13)

= m;.

Seega,

Jarelikult on S pidev 16igul [a, b].

Niisiis oleme saanud, et valemiga (9) méaaratud funktsiooni S3 korral S3 €
Clla, b]. Selleks, et kehtiks S3 € C?[a, b], tuleb nouda Ss teise tuletise pidevust

sisesolmedes, s.t peab kehtima

Sy (x; —0) = S5 (x; +0), i=1,...,n—1 (14)

13



Kasutades teise tuletise esitust (11), saame

§3(ri—0) = o (3(F — fir) = ha(2miy +m)

6
+ E(hi(mi—l +m;) — 2(f; — fz‘—l)) (2, — @)
2
=5z <3(fi — fic1) = hi(2m; 1 + mz)) (15)
6 2 i — Ji—
_I._ h_l (m’L—l _|_ mz> — ('fh—z'fl)>
6(fi — fi_ 2
_ U . fio) | (i + 2m;)
Analoogiliselt leiame
1 2
Sy (z; +0) = 2 (3(fi+1 — fi) — hiy1(2m; + mi+1)>
il
+ T (hiJrl(mi +mip1) = 2(fir1 — fz)) (@ — ;)
i1
16)
9 (
= ——(3(fix1 — fi) = hiza(2m; + mipq)
6(fir1 — fi)
= — 2m; i+1)-
hiiq hi+1( mi + Mit1)
Asendades need avaldised tingimusse (14), saame iga ¢ = 1,...,n — 1 korral
vorduse
6(fi — fi-1) 2 6(fir1 — [i) 2
_h—ZZ —+ h—i(mi—l —+ 2mz> = h?—H — hH_l (sz + mi+1)
ehk
2 6(fi — fi-1) = 6(fix1 — fi)
h_z'(mi_l +2mi) + Piya (2mi +mip) = h; " hi '

14



Korrutades viimase saadud vorduse molemad pooled 1dbi teguriga

hihiiy
2(hi + hit1)’

jouame jargmise lineaarse vorrandisiisteemini suuruste my, ..., m,, suhtes:
I , 3h:h: . L f
i+1 mi_ 1 +2m7, + 7 Mg = i1 fz éfz 1 + fz+12 fz ’
]’LZ' + hi+1 hz + hi+1 hz + hi+1 hz hi-i—l

kusi=1,...,n— 1.

Kuna otsitavaid mg, my,...,m, on kokku n + 1, kuid vorrandeid (17) on
kokku ainult n — 1, siis ei piisa neist veel suuruste my, ..., m, iiheseks méaéa-
ramiseks. Seetottu tuleb lisada kaks taiendavat vorrandit. Selleks voime ka-

sutada iihte rajatingimustest (5)—(7).

15



5 Interpoleeriva kuupsplaini olemasolu ja tihe-

Sus

Selleks, et kirjutada vorrandid (17) kompaktsemal kujul, t&dhistame

it h;
T 7 1 T 7 1 Z:17 ,TL—]., 18
hi + hiya a hi + hig (18)
di:3/\im+3uiu, i=1,...,n—1. (19)

hi hit1

Siis saame vorrandid (17) esitada kujul

)\imi,l—l—Qmi—l—uimiH :di, 1= 1,...,7’L— 1. (20)
milles my, ..., m, on otsitavad. Kuna siisteemi (20) vorrandite arv on n —

1. Nendest iiksi ei piisa tundmatute my, ... m, leidmiseks. Seetottu lisame

vorranditele (20) kaks vorrandit, mille saame rajatingimusest (5) voi (6) voi
(7).

Kui kasutada rajatingimusi (5), siis saame vordused

a; = mo = S3(a), B = m, = S5(b). (21)

Seostest (20) ja (21) jareldub, et rajatingimuste (5) korral saame suuruste

mo, . .., My leidmiseks n+ 1 vorrandist koosneva lineaarse algebralise vorran-

16



disiisteemi kujul

;

mo = o,
Aimy_1 + 2my; + pimyy = d;, 1=1,...,n—1, (22)
mn, = P,
.
kus A;, p; ja d; on antud seostega (18) ja (19) ning my, ..., m, on otsitavad.

Stisteemi (22) voib esitada ka maatrikskujul

1 0 0 0 0

mo (03]
/\1 2 1251 0 0

my dy
0 X 2

= (23)
Hn—2 0
Mp—1 dnfl

0 0 An—1 2 Hn—1

my, 61
0 0 O 0 1

Seosest (18) on néha, et siisteemi (23) maatriks on domineeriva peadiago-

naaliga.

Kui kasutada rajatingimusi (6) ja seoseid (15)—(16), saame

S(a) = %(3(]01 ~ Jo) — ha(2mg + ) = a

ehk
— ash
2m0—|—m1 = 3f1h1f0 — 22 1.
Analoogiliselt leiame
6(fn — fre 2
Sy(b) = U = fu) th ) + h_(mn—l +2m,,) = B2

17



ehk
fn_fn—l Bth
h, 2

Mp_1+2m, =3

Koos vorranditega (20) saame siisteemi

(
Ji—fo el
2 =3 -
myo + my hl 9 3
)\imi,1 —|—2mz+ulml+1 :di, 1= 1,...,71— 1, (24)
fn — fn—l ﬁth
n— 2my, =3 )
\m 1+ 2m hn + 9
kus \;, i; ja d; on antud seostega (18) ja (19) ning my, ..., m, on otsitavad.

Siisteemi (24) maatrikskuju on jargmine:

3f1 — fo - azhy
2 1 0 0 - 0 Mo » 5
/\1 2 1251 0 cee 0 ma d1
0 )\2 2 175 mo B dg
0 T 0 )\n—l 2 Hn—1 myp— dn—l

fn - fnfl B2hn
o --- 0 0 1 2 My, 3

2

(25)

Ka siisteemi (25) maatriks on domineeriva peadiagonaaliga.

Vaatleme niiiid rajatingimusi (7). Valemist (9) saame z € [z;_1, x;] korral

Sy'(z) = %(hi(mil +m;) —2(fi — fH))-

i

Seega punkti x; korral

SY(xy —0) = %(M(mo +my) —2(f1 — fo))

18



ning
Sé"(xl + O) :3 (hz(ml + MQ) — 2(f2 f1)> .

Rajatingimuses (7) esimesest seosest saame seega vorduse

hi(mo +mi) —2(f1 — fo) — ha(ma +myo) —2(f2 — f1)
3 s '

Korrutades selle vorduse molemad pooled libi teguriga h2h3, saame

hgmo + (hg - h%)ml — h%mg = (3,

kus
hi
o =2 < (fr = fo) — h—(fz - f1)) :
2
Seega,
az  hi—h? h?
M=zt g Tt

Punkti x,_; korral leiame, et

a1 = 0= g (o mncs 4 mas) 20001 1)

ning
S/,/(xn 1 + 0) h63 (hn(mn—l + mn) - 2(fn - fn—l))-

Rajatingimuses (7) teine seos annab seega vorduse

hn—1<mn—2 + mn—l) - 2<fn—1 - fn—?) o hn(mn—l + mn) - 2(fn - fn—l) )

h_ h3

n

Korrutades selle vorduse molemad pooled libi teguriga h2 | h2, saame

h nMn—2 + (h h )mnfl i 1My = B37

19
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kus

2 h2
&ZQ(hnUwrﬁ#ﬁ— ”%n—nAQ.

hn—l hn
Seega,
hn hy — his Bs
e 0
Asendades mg avaldise (26) esimesse vorrandisse
A1mg + 2my + pima = dy
vorranditest (20), saame
h h ~
(1 —+ h—:> mq + h—:mg = dl,
kus
~ h2 h1(2h1 + 3h2> Q3
dy=——7——fH—fo)+ 7 (fo—fi) =di — ————
Asendades m,, avaldise (27) viimasesse sisevorrandisse
)\n—lmn—Q + 2my, 1 + Mp—11Mp, = dn—la
saame
hn, hn, ~
hn—lmn72 + (1 + hn_l) Mp—1 = dn*17

kus

~ hn(3hp—1 + 2hy, P

dn—l - ( ! >(fn—1 - fn—2) + ! (fn - fn—l)

h2_ (hyp—1+ hy) Py (Py—1 + hy)
B3

hn—l(hn—l + hn) .

= dn—l +

20



Seega jouame tundmatute mq, ..., m,_; suhtes vorrandisiisteemini

( h h ~
(1+h_;> ml—i-h—;mg :dl,

Aimyi—1 + 2my; + pimig . = d;, 1=2,...,n— 2,

I I ~
—My_o + (]_ + ) mp—1 = dn—h
\ hn—l

mille maatrikskuju on jargmine:

hi ~

1+4— — 0 e 0

+ ho  hs my d;
A2 2 pe : Mo do

0 )\3 2 . 0 ms = d3

- Hn—2 . .

h h ~

0 o0 " 1 n My dy—

hn—l * hn—l ' '

Siisteemi (29) maatriksi puhul kehtivad jargmised vorratused:

hi  h
14 = > 2
+ Iy > Iy

2>)\Z—|—,uZ:1, 1=2,...,n—2,

I, I,
>

1 .
* hn—l hn— 1

Seega on vorrandististeem (29) domineeriva peadiagonaaliga.

(28)

(29)

Kokkuvottes on siisteemide (23) ja (25) maatriksid domineeriva peadiagonaa-

liga. Jarelikult on need siisteemid iiheselt lahenduvad ning suurused my, . . .

Jmn

rajatingimuste (5) ja (6) korral itheselt méératud. Rajatingimuse (7) puhul

on siisteemi (29) maatriks domineeriva peadiagonaaliga, mistottu on suuru-

sed mq,...,m,_1 Uheselt madratud. Seejirel avalduvad mg ja m, valemite
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(26) ja (27) kaudu, mistottu on koik suurused my, ..., m, lheselt méadra-
tud. Me ndeme, et koigi kolme rajatingimuste juhul (5)—(7) saame suurused
mo, ... My, leida ning asendada valemisse (9). Seega saame valemi (9) abil
tiheselt médrata kuupsplaini S3, mis rahuldab interpolatsioonitingimusi (4)

ja vastavaid rajatingimusi.
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6 Interpolatsiooniviga ja naited

Eespool konstrueerisime etteantud funktsioonile f interpoleeriva kuupsplaini
S3. Jargmine teoreem iseloomustab interpoleerimisviga S3(z) — f(x) ning
néitab, kuidas vea suurus soltub vorgu sammust h (teoreemi toestuse voib

leida raamatust [3]).

Teoreem 1. Olgu S3(x) vorquga A, (vt. (1)) seotud kuupsplain, mis interpo-
leerib funktsiooni f € C*a,b] ja rahuldab dihte rajatingimuste komplektidest
(5), (6) voi (7). Siis kehtib hinnang

5
Sa(z) — < —pt @) 30
max |Sy(e) — f(@)] < gg7h" max |fP()], (30)
kus
b—a
h = , n €N, n > 3.
n

Mirkus 1. Hinnangus (30) olevat konstanti z2; ei saa vihendada [3].

6.1 Naited

Jérgnevalt vaatleme funktsiooni f € C%[a,b] interpoleeriva kuupsplaini Ss

kditumist rajatingimuste (5)—(7) korral.

Votame 16igul [a, b] iihtlase vorgu A,, punktidega

b_
vi=a+ih, i=01,...,n, h=-—2 n>3 (31
n

Iga valitud n korral konstrueerime kuupsplaini S5 = S3(z), mis interpoleerib

funktsiooni f vdartusi vorgu (31) solmedes:

53($2):f(x2)7 7::0,1,...,7’1,.

23



Splaini S3 {iheseks méa#dramiseks kasutame iihte eespool kirjeldatud rajatin-

gimustest (5)—(7). Rajatingimuse (5) korral méératakse S3 tingimustel:

S3(a) = f'(a),  Sy(b) = f'(b). (32)

Analoogiliselt saab leida interpoleeriva kuupsplaini S rajatingimuse (6) kor-

ral, kus

S3(a) = f"(a),  S5(b) = f"(b). (33)

Moénevorra teistsugune voimalus on kasutada rajatingimust (7), kus noutakse

S3 kolmanda tuletise pidevust darmistes sisesolmedes:

Sé"(a:l —-0) = Sé”(a:l +0), Sg’(xn_l —-0) = Sé"(a:n_l +0). (34)
Suuruse

max [S3(z) — f(z)]

z€[a,b]

ligikaudseks leidmiseks arvutame

& = max. 1S3(zjk) — f(x)l, (35)
P=1 0
kus
h ‘
xjk:xj_l—i—kl—o, 7=1,...,n, kE=1,...,10.

Suurus ¢, annab ligikaudse interpoleerimisvea S3(z) — f(x) jaoks 16igul [a, b].

Lisaks arvutame suhted
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Vaatleme hinnangut (30). Kui n/2 asemel kasutada n, siis vorgu samm vé-

heneb kaks korda. Kui n korral on vorgu samm

b b— a’
n
siis n/2 korral on vastav samm
b—
L —on,
n/2

Seega on hinnangu (30) parempoolne avaldis n/2 korral

5
— (2h)* (4)
384( ) ;g[gflg]\f ()]

ning n korral

5
— pt (4) )
38" Jax | ()]

Nende avaldiste suhe on

551 (2h)" maxpepa | f ()] _ (20)*

=2 e
g1 1! maxpe(ap | fO ()] ht

Seega peaks ©,, vaartus n kasvades lahenema arvule 16.

Naide 1. Vaatleme funktsiooni

Funktsioon f kuulub ruumi C* [%, 3}, mistottu saab selle funktsiooni korral

rakendada teoreemis 1 toodud veahinnangut. Selle funktsiooni esimesed neli
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tuletist on

f’(SL’) — _i f”(l‘) — z f”’(a:) _ _E f(4)(:c) _ =

)
1'2

Olgu loigul [%, 3} antud iihtlane vork

2, =024ih, i=0,1,....,n, h= iy
n

Konstrueerime kuupsplaini S5 = S3(x), mis interpoleerib funktsiooni f(z) =
1 /2 vadrtusi vorgu solmedes. Vaatleme koiki kolme rajatingimust. Kasutame

(32), et médrata funktsiooni esimese tuletise vadrtused:

1
502)=f(02)= -5, $@=F@=—5 6
Teiseks kasutame (33), et méédrata funktsiooni teise tuletise vadrtused:

2
S2(0,2) = £7(0,2) = 250, SE(3) = f"(3) = 77 (38)
Lopuks kasutame (34), et nouda splaini kolmanda tuletise pidevust punkti-
des x; ja x, 1. Joonistel 1-3 on kujutatud funktsiooni f(z) = 1/x ja seda

interpoleeriva kuupsplaini graafikud kolme erineva rajatingimuse korral.

Vea arvutamiseks kasutame suurust e,, mis on defineeritud valemiga (35),
ning jérjestikuste vigade suhteid ©,,, mis on defineeritud valemiga (36). Tu-

lemused on esitatud tabelites 1.

Tabelitest 1 on ndha, et vorgu tihendamisel viga viheneb koigi kolme raja-

tingimuse korral. Suhted ©,, kasvavad ja ldhevad arvule 16 ldhemale.
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5 ===+ Antud funktsioon
= Kuupsplain
® Solmed

T T T T T T
0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0

Joonis 1: Funktsioon f(z) = L (punktiiriga) ja seda interpoleeriv kuupsplain
(tume joon) rajatingimuste (37) korral.

5 ==+ Antud funktsioon
= Kuupsplain
® Solmed

0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0

Joonis 2: Funktsioon f(z) = 1 (punktiiriga) ja seda interpoleeriv kuupsplain
(tume joon) rajatingimuste (38) korral.
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Tabel 1: Funktsiooni f(x) = 1/z interpoleerimisvead erinevate rajatingimus-
te korral.

Rajatingimused (37) Rajatingimused (38)

n En O, n En O,

8 2,7801-107! — 8 9,2841-107! —
16 | 4,8918-1072 | 5,68 16 | 1,3693-10"% | 6,78
32 | 5,9549-1073 | 8,21 32 | 1,5219-1072 | 9,00
64 | 5,3396-10"* | 11,15 64 | 1,3183-1073 | 11,54
128 | 3,9438-107° | 13,54 128 | 9,6793-107° | 13,62
256 | 2,6458-1076 | 14,91 256 | 6,5161-1076 | 14,85
512 | 1,7039-10~7 | 15,53 512 | 4,2142-1077 | 15,46
1024 | 1,0790-107% | 15,79 1024 | 2,6766-107% | 15,74
2048 | 6,7851-10710 | 15,90 2048 | 1,6860-107Y | 15,88
4096 | 4,2530-10711 | 15,95 4096 | 1,0578 10710 | 15,94

Rajatingimused (34)

n En O,
8 3,5498 - 101 —
16 | 1,0700-10~% | 3,32
32 | 2,1264-1072 | 5,03
64 | 2,8542-1073 | 7,45
128 | 2,8385-10~* | 10,06
256 | 2,2917-107° | 12,39
512 | 1,6387-1076 | 13,99
1024 | 1,0973-1077 | 14,93
2048 | 7,1023-107° | 15,45
4096 | 4,5176 - 10719 | 15,72
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==+ Antud funktsioon
—— Kuupsplain
® Solmed

T T T T T
0.5 1.0 15 2.0 25 3.0

Joonis 3: Funktsioon f(z) = 1 (punktiiriga) ja seda interpoleeriv kuupsplain
(tume joon) rajatingimuste (34) korral.

Naide 2. Vaatleme funktsiooni
f(z) = sin(5z) + cos(2z), x € [0, 27].
See funktsioon kuulub ruumi C*[0, 27]. Selle esimesed neli tuletist on
f'(x) = 5cos(bzr) — 2sin(2x),

f"(x) = —25sin(5x) — 4 cos(2x),
" (x) = —125cos(5x) + 8sin(2z),

F(z) = 625sin(5z) + 16 cos(2z).
Olgu 16igul [0, 27| antud iihtlane vork

z;=ih, i=0,1,....,n, h=—.
n
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Konstrueerime kuupsplaini S3 = S3(z), mis interpoleerib funktsiooni f(x) =
sin(bx) + cos(2zx) vddrtusi vorgu solmedes. Kasutame (32), et méérata funkt-

siooni esimese tuletise vaartused:

SH0) = F(0) =5,  Sh2m) = f(2m) = 5. (39)

Teiseks kasutame (33), et méadrata otspunktides funktsiooni teise tuletise

vaartused:

S(0) = J'(0) = —4,  S4(2m) = f'(27) = —4. (40)

Lopuks kasutame (34), et nouda splaini kolmanda tuletise pidevust punktides
x1 ja xp_q. Joonistel 4-6 on kujutatud funktsiooni f(z) = sin(5z) + cos(2x)
ja vastava interpoleeriva kuupsplaini graafikud kolme erineva rajatingimuse

korral.

2.0 A
=+ Antud funktsioon

: ;o —— Kuupsplain
154 /o L ® Solmed

1.01
0.5 1
0.0 A

—0.54

~1.04

~1.54

—2.0

Joonis 4: Funktsioon f(z) = sin(5x) + cos(2z) (punktiiriga) ja seda interpo-
leeriv kuupsplain (tume joon) rajatingimuste (39) korral.
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2.04
=+ Antud funktsioon

o s = Kuupsplain
154 o L ® Soimed

1.0
0.5 A
0.0

—0.54

~1.0

~1.5

—2.01

Joonis 5: Funktsioon f(z) = sin(5z) + cos(2x) (punktiiriga) ja seda interpo-
leeriv kuupsplain (tume joon) rajatingimuste (40) korral.

2.0
-+ Antud funktsioon

R ) = Kuupsplain
154 P I % ® Sdimed

1.01
0.5 1
0.0 A

—0.5

~1.01

~1.54

—2.0

Joonis 6: Funktsioon f(z) = sin(5z) + cos(2x) (punktiiriga) ja seda interpo-
leeriv kuupsplain (tume joon) rajatingimuste (34) korral.
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Vea arvutamiseks kasutame suurust ,, mis on defineeritud valemiga (35),
ning jérjestikuste vigade suhteid ©,,, mis on defineeritud valemiga (36). Tu-

lemused on esitatud tabelites 2.

Tabel 2: Funktsiooni f(z) = sin(5x) + cos(2z) interpoleerimisvead erinevate
rajatingimuste korral.

Rajatingimused (39) Rajatingimused (40)

n En o, n En o,

8 1,6687 - 10° — 8 1,6715 - 10° —
16 | 8,9790-1072 | 18,58 16 | 8,6950-1072 | 19,22
32 | 3,3300-1073 | 26,96 32 | 3,0888-1073 | 28,15
64 | 1,6227-10"* | 20,52 64 | 1,6177-10~* | 19,09
128 | 9,7848-1076 | 16,58 128 | 9,7850-107% | 16,53
256 | 6,0686 - 10~7 | 16,12 256 | 6,0686 - 1077 | 16,12
512 | 3,7876 - 1078 | 16,02 512 | 3,7876 - 10~% | 16,02
1024 | 2,3664 - 1079 | 16,01 1024 | 2,3664 - 1079 | 16,01

Rajatingimused (34)

n 87’1, en
8 2,1967 - 10° —
16 | 3,3445-107' | 6,57
32 |2,2602-1072 | 14,80
64 | 8,3280-107* | 27,14
128 | 2,8189-107° | 29,54
256 | 9,6927- 1077 | 29,08
512 | 3,7876 - 108 | 25,59
1024 | 2,3664 - 1079 | 16,01

Tabelitest 2 on néha, et vorgu tihendamisel viga viaheneb koigi kolme ra-
jatingimuse korral. Kuna funktsioon vongub 16igul [0, 27] kiiresti, soltuvad
suhted O, viikeste n vaidrtuste korral tugevalt sellest, kui hésti vorgu sol-
med funktsiooni vonkumist tabavad. Tabelist on samuti nédha, et ©,, 1aheneb

arvule 16.
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Kokkuvote

Too6s kasitleti interpoleerivaid kuupsplaine ning nende iilesehitust etteantud

vorgu ja interpolatsioonitingimuste pohjal.

Esmalt defineeriti kuupsplain kui osaloikudel kuuppoliinoom, millel on pi-
dev esimene ja teine tuletis. Seejarel tuletati kuupsplaini esitus osaloikudel
ning naidati, kuidas pidevuse tingimustest saadakse lineaarne vorrandisiis-

teem kuupsplaini parameetrite madramiseks.

Vaadeldi kolme erinevat rajatingimust: esimese tuletise viartuste etteand-
mist otspunktides, teise tuletise vaartuste etteandmist ning kolmanda tuletise
pidevuse tingimusi darmistes sisesolmedes. Iga rajatingimuse korral tuletati
vastav lineaarvorrandisiisteem ja néidati, et siisteemid on iiheselt lahenduvad

ning vastav interpoleeriv kuupsplain eksisteerib.

Lisaks kasitleti kuupsplaini interpoleerimisvea hinnangut. Arvutuslikes néi-
detes uuriti, kuidas kuupsplain ldhendab erinevaid funktsioone ning esitati

kuupsplaini ja funktsiooni erinevus ehk viga.

T66 tulemusena saadi iilevaade sellest, kuidas interpoleerivat kuupsplaini esi-
tada, millistel tingimustel on see iiheselt méaratud ning millise suurusjiarguga

on interpoleerimisviga.
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Lisa 1. Kood

Programmi fail spline.py on interaktiivne: kasutaja sisestab kdsureal funkt-
siooni, vahemiku, n arvu, rajatingimuse ning veauuringu parameetrid. Prog-

ramm arvutab interpoleeriva kuupsplaini, vea ning salvestab tulemused (joo-

N

nis ja vaartuste tabeli) eraldi kausta.

#.venv source

from datetime import datetime

from pathlib import Path

import matplotlib

import numpy as np

matplotlib.use ("Agg")

import matplotlib.pyplot as plt

PUNKTE_OSALOIGUS = 10
ARVAVALDISE_NIMED = {"pi": np.pi, "e": np.e}

def arvuta_arvavaldis (avaldis):
avaldis = avaldis.strip().replace(",", ".")
return float(eval(avaldis, {"__builtins__": {3}},

ARVAVALDISE_NIMED))

def loe_ujuk(tekst):
while True:
try:
return arvuta_arvavaldis (input (tekst).strip())

except (
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39

40

NameError,
SyntaxError,
TypeError,
ValueError,
ZeroDivisionError,

OverflowError,

print ("Sisesta arv voi avaldis, naiteks 0.2, pi

voi 2xpi.")

def loe_taisarv_min(tekst, miinimum):
while True:
try:
vaartus = int(input(tekst).strip())
except ValueError:
print ("Sisesta taisarv.")

continue

if vaartus >= miinimum:

return vaartus

print (f"Sisesta arv vahemalt {miinimuml}.")

def loe_tingimus():

print O)

print ("Vali rajatingimus:")

print ("1 - esimese tuletise tingimus")

print ("2 - teise tuletise tingimus")

print ("3 - kolmanda tuletise pidevus punktides x1 ja x_(n
-1
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valik = input("Sinu valik (1/2/3): ").stripQ

if valik == "1":
return {
"tyyp " 1’
"alpha": loe_ujuk("Sisesta alpha

"beta": loe_ujuk("Sisesta beta =

}
if valik == "2":
return {
"tyyp": 2,
"alpha": loe_ujuk("Sisesta alpha
"beta": loe_ujuk("Sisesta beta =
}

return {"tyyp": 3, "alpha": None, "beta":

def arvuta_funktsioon(avaldis, x):
X = np.asarray(x, dtype=float)

lubatud = {

np": np,

"x": o x,

"sin": np.sin,
"cos": mnp.cos,

"tan": np.tan,
np.exp,
np.log,
sqrt": np.sqrt,
"abs": np.abs,

"pi": np.pi,

with np.errstate(all="ignore"):
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90 y = eval(avaldis, {"__builtins__": {}}, lubatud)

o1 y = np.asarray(y, dtype=float)

93 if y.shape == ():
94 return np.full_like(x, float(y), dtype=float)

96 return np.broadcast_to(y, x.shape).astype(float)
97
98

90 |def lahenda_m(f, h, lam, muu, d, tingimus):

100 n = len(h)

101

102 if tingimus["tyyp"]l == 1:

103 A = np.zeros((n + 1, n + 1), dtype=float)
104 b = np.zeros(n + 1, dtype=float)

105 A[O, 0] = 1.0
106 Al-1, -1] = 1.0
107 b[0] = tingimus["alpha"]

108 b[-1] = tingimus["beta"]

110 for i in range(l, n):

111 Afi, i - 1] = lam[i - 1]
112 Afi, il = 2.0

113 Ali, i + 1] = muuli - 1]
114 b[i]l = 4[i - 1]

115

116 return np.linalg.solve(A, b), {}

118 if tingimus["tyyp"] == 2:

119 A = np.zeros((n + 1, n + 1), dtype=float)
20 b = np.zeros(n + 1, dtype=float)

121 Af0, 0]
122 Afo, 1]

2.0
1.0
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149

150

Al-1, -2]

I
-
o

Al-1, -1]

]
N
o

b[0] = 3.0 * (£[1] - £[0]) / h[0] - tingimus(["alpha"]
* h[0] / 2.0
b[-1] = 3.0 * (£f[-1] - f[-2]) / h[-1] + tingimus["
beta"] * h[-1] / 2.0

for i in range(l, n):
A[i, i - 1] = lam[i - 1]
Afi, i1 = 2.0
Ali, i + 1] = muuli - 1]
b[i]l = d[i - 1]

return np.linalg.solve(A, b), {}

hi

h [0]

h2 h[1]

hnl = h[-2]
hn = h[-1]

alpha3 = 2.0 *x ((h2**2 / h1) * (£[1] - £[0]) - (hixx2 /
h2) * (£[2] - £[11))

beta3 = 2.0 * ((hn**2 / hn1l) *x (£[-2] - £[-3]1) - (hnlx*x2
/ hn) * (£[-1]1 - £[-2]1))

di_tilde

d[0] - alpha3 / (h2 * (h1 + h2))

dn_tilde d[-1] + beta3 / (hnl * (hnl + hn))

B = np.zeros((n - 1, n - 1), dtype=float)
¢ = np.zeros(n - 1, dtype=float)
B[O, 0] = 1.0 + hl / h2

B[O, 1] hi / h2
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160

161

162

163

164

165

166

169

c[0] = di_tilde

for i in range(2, n - 1):
rida = i - 1
Bl[rida, rida - 1] = laml[i
Bl[rida, rida] = 2.0
Blrida, rida + 1] = muuli
clridal = d[i - 1]

B[-1, -2] = hn / hni

B[-1, -1] = 1.0 + hn / hnil

c[-1] = dn_tilde

sisemised = np.linalg.solve(B,
m = np.zeros(n + 1,
m[1:n] = sisemised
m[0] = alpha3 / h2**2 -
+ (h1*%2 / h2**2) * m[2]
m[-1] =

hnl**2) * m[-2] -

lisa = {

"alpha3": alpha3,
"beta3d3": betald,
"dl_tilde": di_tilde,
"dn_tilde": dn_tilde,
}

return m, lisa

def arvuta_splain_solmedest(x, f,
n = len(x) -1
h = np.diff(x)

40

((h2*x%x2 -

(hn**2 / hnil*%x2) * m[-

- 1]

- 1]

c)

dtype=float)

h1**2) / h2x*x*2) * m[1]

3] + ((hn**2 - hnl*xx2) /

beta3 / hnl*x*2

tingimus):




189

190

191

192

193

194

195

208

209

210

lam

muu

m,

h[1:1 / (h[:-11 + h[1:1)

h[:-1]1 / (h[:-1]1 + h[1:]1)

3.0 * lam * (f[1:-1] - £[:-21) / h[:-1] + 3.0 * muu *
(£[2:1 - £[1:-11) / h[1:]

lisa = lahenda_m(f, h, lam, muu, d, tingimus)

koef = np.zeros((n, 4), dtype=float)

for

i in range(n):

delta = f[i + 1] - f[i]
koef [i, 0] = f[i]

m[i]

koef[i, 2] = (3.0 * delta - h([i] * (2.0 * m[i] + m[i

koef [i, 1]

+ 11)) / h[i]l *x 2
koef[i, 3] = (h[i] * (m[i] + m[i + 1]) - 2.0 * delta)
/ h[i] **x 3

return {

a": float(x[0]),
"pb": float(x[-1]1),

"muu

"d": d,

"m": m,

"koef": koef,
"tingimus": tingimus,

"lisa": lisa,
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def arvuta_splain_funktsioonist(avaldis, a, b, n, tingimus):

x = np.linspace(a, b, n + 1)

f = arvuta_funktsioon(avaldis, x)

andmed = arvuta_splain_solmedest(x, f, tingimus)
andmed ["avaldis"] = avaldis

return andmed

def splain_vaartus(xv, x_solmed, koef):
indeks = np.searchsorted(x_solmed, xv, side="right")

np.clip(indeks, 0, len(x_solmed) - 2)

indeks
dx = xv - x_solmed[indeks]
return (

koef [indeks, O]

+ koef[indeks, 1] * dx

+ koef[indeks, 2] * dx*x*2

+ koef [indeks, 3] * dx**3

def koosta_veapunktid(x_solmed, punkte_osaloigus=
PUNKTE_OSALOIGUS):
osaloigud = []
for algus, lopp in zip(x_solmed[:-1], x_solmed([1:]):
samm = (lopp - algus) / punkte_osaloigus
osaloigud.append(algus + samm * np.arange (1,
punkte_osaloigus + 1, dtype=float))

return np.concatenate (osaloigud)

def arvuta_diskreetne_viga(andmed, avaldis, punkte_osaloigus=

PUNKTE_OSALOIGUS):

42




veapunktid = koosta_veapunktid (andmed["x"

punkte_osaloigus)

splain = splain_vaartus (veapunktid, andmed["x"], andmed["
koef"])
tapsed = arvuta_funktsioon(avaldis, veapunktid)

return float (np.max(np.abs(splain - tapsed)))

def arvuta_veauuring(avaldis, a, b, tingimus, n_vaartused):
tulemused = []

eelmine_epsilon = None

for n in n_vaartused:
andmed = arvuta_splain_funktsioonist(avaldis, a, b, n

, tingimus)

epsilon_n = arvuta_diskreetne_viga(andmed, avaldis)

theta_n = None

if eelmine_epsilon is not None and epsilon_n != 0.0:
theta_n = eelmine_epsilon / epsilon_n

eelmine_epsilon = epsilon_n

tulemused . append(

{
"n": n,
"h": float(andmed["h"][0]) if np.allclose(
andmed ["h"], andmed["h"][0]) else None,
"epsilon_n": epsilon_n,
"theta_n": theta_n,
}

return tulemused
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289

290

291

def

def

vorminda (x) :

return f"{float(x):.12g}"

salvesta_tulemused (andmed) :
kaust = Path(__file__) .resolve().parent / "valjund" /
datetime.now () .strftime ("%Y%m%d_%H%AM%AS")

kaust .mkdir (parents=True, exist_ok=True)

txt_fail = kaust / "tulemused.txt"
png_fail = kaust / "graafik.png"
read = []

read. append ("Kuupsplaini arvutus")
read.append ("===================")
read.append (f"Funktsioon: {andmed[’avaldis’]}")
read. append (f"Vahemik: [{vorminda(andmed[’a’])}, {
vorminda (andmed [’b’])}]1")
read.append (f"Alamvahemike arv n: {andmed[’n’]}")
if np.allclose(andmed["h"], andmed["h"][0]):
read.append (f"Vorgu samm h = {vorminda (andmed[’h
>1L01D ")
else:
read.append ("Sammud h_i:")
for i in range (andmed["n"]):
read.append (f"h_{i+1} = {vorminda(andmed[’h’][i])
L)
read.append ("")
read.append ("Solmed ja vaartused")
read.append (" ----------—-----—---- ")
for i in range (andmed["n"] + 1):

read.append (
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301

302

303

304

305

306

307

308

309

310

312

313

314

=
o

316

317

318

319

320

329

330

331

332

frx_{i} {vorminda (andmed [’x?][i]) 2}, "

frf_{i}

{vorminda (andmed [’f*][i]) 2}, "
f"m_{i} = {vorminda(andmed[’m’][i])}"

read.append ("")
read.append ("Sisevaartused lambda_i, mu_i, d_i")
read.append (" —----- - oo ")
for i in range(andmed["n"] - 1):
read .append(
fri o= {i+1}: "
f"lambda_{i+1} = {vorminda(andmed[’lam’][i])}, "
f'"mu_{i+1} = {vorminda(andmed[’muu’][i]l)}, "

frd_{i+1} = {vorminda (andmed[’d>][i])}"

read.append ("")
read.append ("Kuuppolunoomide kordajad")
read.append (" ---------—---—-- - ")
for i in range(andmed["n"]):
cO, cl, c2, c3 = andmed["koef"][i]
read. append (
frix_{i}, =x_{i+1}] : "
f"cO = {vorminda(cO)}, "

f"cl = {vorminda(cl1)}, "

f"c2 = {vorminda(c2)}, "
f"c3 = {vorminda(c3)}"
)
if andmed["tingimus"]["tyyp"] == 3:

read.append ("")
read.append ("Kolmanda tuletise tingimuse

lisavaartused")
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333 read.append (" ------ - - - oo
")

334 read.append(f"alpha_3 = {vorminda(andmed[’lisa’][’
alpha3’])}")

335 read.append (f"beta_3 = {vorminda(andmed[’lisa’][’
beta3’1)}")

336 read.append(f"d_tilde_1 = {vorminda(andmed[’lisa’][’
di_tilde’1)}")

337 read.append (f"d_tilde_(n-1) = {vorminda(andmed[’lisa

’J[’dn_tilde’1)}")

339 read.append("")

340 n_loend = ", ".join(str(n) for n in andmed["
veauuringu_n_vaartused"])

341 read. append (f"Veauuring fikseeritud vdrkudel: {n_loend}")
342 read.append ("-" * len(read[-1]))

343 read.append("n | h | epsilon_n | Theta_n")

344 for rida in andmed["veauuring"]:

345 theta = "--" if rida["theta_n"] is None else vorminda

(rida["theta_n"])

346 h_vaartus = "--" if rida["h"] is None else vorminda(
rida["h"])

347 read.append(

348 f"{ridal’n’]} | {h_vaartus} | {vorminda(ridal’

epsilon_n’])} | {thetal}"

351 txt_fail.write_text("\n".join(read), encoding="utf-8")

353 xp = np.linspace(andmed["a"], andmed["b"], 1000)

354 sp = splain_vaartus(xp, andmed["x"], andmed["koef"])

356 plt.figure(figsize=(10, 6))
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N|

360

361

362

364

365

366

367

368

369

370

def

yp = arvuta_funktsioon(andmed["avaldis"], xp)

plt.plot(xp, yp, "k:", linewidth=2, label="Antud
funktsioon")

plt.plot(xp, sp, "b-", linewidth=2, label="Kuupsplain")

plt.plot (andmed["x"], andmed["f"], "ro", label="S&dlmed")

plt.grid(True, alpha=0.3)

plt.xlabel ("x"

plt.ylabel ("y")

plt.legend )

plt.tight_layout ()

plt.savefig(png_fail, dpi=200)

plt.close ()

return kaust, txt_fail, png_fail

prindi_luhidalt (andmed, kaust, txt_fail, png_fail):
print O

print ("Arvutus valmis.")

print (f"Valjundkaust: {kaust}")

print ()

print ("Peamised vaartused:")

for i in range(andmed["n"] + 1):

print(
f"x_{i} = {vorminda(andmed[’x’][i])}, "
f"f_{i} = {vorminda(andmed[’£°]1[il)}, "
f'm_{i} = {vorminda(andmed[’m’][i])}"
)
print O)
print (f"epsilon_n = {vorminda(andmed[’epsilon_n’])2}")

print ("Theta_n uuring on salvestatud tekstifaili.")
print O)

print (f"Tekstifail: {txt_fail.name}")
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389

390

391

392

393

394

395

396

400

401

102

103

404

405

106

407

108

109

410

411

413

414

def

print (f"Graafik: {png_fail.namel}")

main () :
print ("programm")

print O)

avaldis = input("Sisesta funktsioon f(x), nditeks sin(x)
+ x**%x2: ") .strip()
a = loe_ujuk("Sisesta vahemiku algus a: ")
b = loe_ujuk("Sisesta vahemiku lopp b: ")
n = loe_taisarv_min("Sisesta alamvahemike arv n (n >= 3):
", 3)
tingimus = loe_tingimus ()
algne_n = loe_taisarv_min("Sisesta veauuringu algne n: ",
3)
veauuringu_n_arv = loe_taisarv_min("Mitu n v&d&drtust
veauuringusse arvutada? ", 1)
veauuringu_n_vaartused = tuple(algne_n * 2*xi for i in

range (veauuringu_n_arv))

andmed = arvuta_splain_funktsioonist(avaldis, a, b, n,
tingimus)
andmed ["epsilon_n"] = arvuta_diskreetne_viga (andmed,
andmed ["avaldis"])
andmed ["veauuring"] = arvuta_veauuring(
andmed ["avaldis"],
andmed ["a"
andmed ["b"],
andmed ["tingimus"],
veauuringu_n_vaartused,
)

andmed ["veauuringu_n_vaartused"] = veauuringu_n_vaartused
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kaust, txt_fail, png_fail =

prindi_luhidalt (andmed, kaust,

return O

__main__

txt_fail,

salvesta_tulemused (andmed)

png_fail)
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