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Eessdna

"Anallltilise geomeetria praktikum” I-1V on koostatud
eeskatt TRU matemaatikateaduskonna vajadusi arvestades ning
on méeldud kasutamiseks koos O.Lumiste ja K.Ariva dpikuga
"Anallltiline geomeetria”. Suur osa sellest on kasutatav ka
teistes teaduskondades, kus Opitakse analiuitilist geomeet-
riat iseseisva ainena v0i kOrgema matemaatika osana. Lihtsa-
mad Ulesanded sobivad kasutamiseks tdiendava materjalina
keskkooli matemaatika tundides, eriti aga matemaatika ringis.

Varem ilmunud "Analuitilise geomeetria praktikumi” 1| osa
(1978) sisaldab valiku ulesandeid vektoralgebra, Il osa -
sirgete ja tasandite (1975) ja IlIl osa teist jarku joonte

kohta (1980). Kaesolev, 1V osa sisaldab valiku llesandeid
teist jarku pindade kohta.

Ulesannete kogu kasutamist lihtsustavad vajaliku teoree-
tilise materjali luhiesitused ja nditellesanded paragrahvide
vOi punkti Uksikute ainelGikude ees, aga samuti népunéited
tilesannete vastuste juures.

"Analtutilise geomeetria praktikumi" koikides osades
kehtib jargmine kokkulepe: kui Ulesande tingimustes ei ole
nimetatud reeperit, siis eeldatakse, et antud reeper on
ristreeper.



12. peatikk

SPAA R. POORI) PIND

A1, Sfaar

Sfaariks nimetatakse fikseeritud punktist (sfaari kesk-
punktist) vordsetel kaugustel asuvate punktide hulka ruu-
mis. Kui X (x) on sfaari suvaline punkt ja C(c) sfaari
keskpunkt (tsenter), siis sfaari vektorvorrand on

(x - 2)2 = R2, (12.1)
kus R on sfaari raadius
ning x ja € vastavalt
punktide X ja Ckohavek-
torid (joon 12.1). Eri-
juhul, kui valitud reeper
on ristreeper (ortonor-
meeritud reeper) ja
X(x,y,z), C(a,b,c), siis
sfaari vdérrand (12.1) on

x-a)y2+ (y-b)2+ (z--c)2=RrR2. (12.2)
Sfaari vorrandit (12.1) nimetatakse sfaari kanooniliseks
vlérrandiks.

Erijuhul, kui reeperi alguspunkt asub sféari keskpunk-
tis, saame sféari normaalvorrandi

x2 + v+ 22 R2. (12.3)

Avades voOrrandis (12.2) sulud ja arvestades, et vorrandit
vOib labi korrutada suvalise nullist erineva arvuga, saame

sfaari uldvorrandi
X2t & z2 + 2aldx + 2a24y + 28347 4 a44 = 0

(12.4)
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Osutub, et dldine ruutvorrand kolmest muutujast
a1x” + 4225 + amy * 2al2xy + 2atxz + 2a2yz + 2aidx +

+ 2a24y + 2a34z + a44

maarab sfaari, kui ruutudega liikmete kordajad on  vdrdsed
ja erinevad nullist (s.t. an = a, a”" d0) ning vérran-
dis ei esine tundmatute korrutistega liikmeid (s.t. apdyy
= agg = @8 = 0).1

Kui pinna vorrand F(x,y,z) = 0 on pinna suvalise punk-
ti koordinaatide suhtes n-astme polunoom, siis pinda nime-
tatakse n-.jarku algebraliseks pinnaks. Seega sfaar on teist
jéarku algebraline pind.

Kui reeperi alguspunkt asub sfaari keskpunktis, sils
sfaari parameetrilised vdrrandid on

X ss R cos u 00s v,
Y=R sin u cos v, (12.5)
Vz = R sin v, |z
kus parameetrid u ja
v on geograafilised
koordinaadid: u -
geograafiline laius,
v - geograafiline
pikkus, R - sfaari
raadius, (vt. joon.
12.2) 0* u < 2ft,
- £ R> O.

Toepoolest, ol-
gu sfaari suvalise
punkti  X(X,y,z)
projektsioon Joon. 12.2

188 tuvalt vérrandi kgrdajatgst voib vaadeldud vdrrand
mgarﬁtg ka imaginaarse sfaari. Vorrand maarab reaalse sfaa-
ri, kui

- 44 « ¢ (2i>2 + £1A>* > O
11 ‘22 33
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xy-tasandile punkt M(x,y,0), siis tdisnurksest kolmnurgast
OMN (vt. joon. 12.2) avaldame

X = OM cos u,

yva OM sinu
ja taisnurksest.kolmnurgast QXM saame OM - R cos v, z =
=1IM = R sin v. Asendades OM avaldise x ja yavaldistesse,
saamegi vorrandi (12.5). Parameetrilised vdrrandid on sama-
vaarsed sfaari vektorvdrrandiga

x * R(cos u cos vt sin u cos v, sin v). (12.6)

lgale parameetrite paarile (u,v) vastab sfaaril parajasti
uks punkt.

Sfaari puutu.laks sfaari punktis >0 (0,y0,r0) nimetatak-
se sirget (l6ikaja piirasendit), millel on sfaariga kaks
tuhtivat 1dikepunkti. Sfaadri puutujatasandiks tema punktis
X0 nimetatakse tasandit, millel asuvad kdik punkti X0 labi-
vad sfaari puutujad.

Sfaari puutujatasandi vorrandi saame nn. poolitiasen-
dusvdéttegal. Kui X000, M ,a0) on sfaari punkt (puute-
punkt), siis sfaari (12.2) puutujatasandi vdrrandiks on

(x0 - a)(x -a) + (YO - b)(y - b) + (z¢c - ¢)(z - ©) -&%7)

ja sfaari (12.4) puutujatasandi vorrandiks

an XoX + a”“yoy + a”ZoZ + au (X + X,,) + a24(y + y0) +
=6t (z + z0) + * 0. (12.8)

Erijuhul, kui reeperi alguspunkt asub sfaari keskpunktis,

on sfaari (12.3) puutujatasandi vdrrandiks

*ox + Ya@¥+ s0z sAR2. (12.9)

Sfaari puutu.lakoonua .la polaartasand

Kui valjaspool sfaari asuvast punktist RoEGTeMo80) <m
tommatud kdik vdimalikud puutujad sfaarile, siis saadud

1 Poolitiasendusvote seisab selles, et pooled tundmatud

pinna vorrandis tuleb asgndada_puutepunkti vastavate koor-
dinaatidega, s.t. teha vorrandisse asendused x —> XoX;

y2-~y0y; z -> z0z, 2x- X + X<,, 2Xxy X+ xy0 jne.
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puutujad moodustavad

poordkoonuse, mida ni-

metatakse aféari__ 2 M “©

tujakoonuseks tipuga

PO. Kui afadar on maa-

ratud normaalvdrrandi-

ga (12.3), siis sfaari

puutujakoonuse tipuga

Pe vbrrandiks oa

(x.x + y0y + *o* -

- H2)2 - (X2 + y2 +

+ *2 - R2)(X2+ y +.

+ 22 - R2) , 0 (12.10)

Sfaari puutujakoonus

tipuga FO puutub sfaari

mdoda ringjoont, mille

poolt madratud tasan-

dit (vt. joon. 12.3.

tasand ck) nimetatakse

punkti PO polaartaaan- Joon.12.3
diks.antud sfaari suhtes ja punkti PO polaartasandi poolu-
seks. Kui punkt PO asub sféaaril, siis tema polaartasand la-
bib poolust ja on sféari puutujatasandiks antud punktis.
Punkti PO(Xq,yD»z,) polaartasandi vdrrand normaalvdrrandiga
(12.3) maaratud sfaari suhtes on

XoX + yOy + z0z = R .
Kui sfaar on méédratud kanoonilise voOrrandiga (12.2), sils
punkti polaartasandi vodrrand on
(xe - a)(x - a) + (ye - b)(y - b) +
+ Uo ““0)(z - 0) R2 (12.10)

Punkti potents sfaari suhtes. Radikaaltasand.
radikaaltelg .la radikaaltsenter

Kui punkti Pg(x0,y0,z0) labiv sirge ldikab sfaari (12.2)
Jpunktides P* ja Pg, mille kaugused punktist PO on vastavalt
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41 ja d2, siis nende kauguste korrutis d~dg on konstantne
iga sellise sirge korral. Seda arvu nimetatakse punkti P,
potentsiks antud sfdari suhtes. Punkti potents sfaari (12.2)
suhtes on
p =dnd? = (io - a)2 + (YO - b)2 + (20 - ©2 - R2 (12.11)
P P
ehk p=d -R,

kus d on punkti PO kaugus sfaari keskpunktist. Seega, kui
punkt on valjaspool sfaari, siis punkti potents antud sfaa-
ri suhtes on positiivne ja vOrdub antud punktist sfaarile
tommatud puutuja loigu (antud punktist puutepunktini) pik-
kuse ruuduga. Kui punkt on sfaaril, siis punkti potents
sfaari suhtes on null. Nende punktide hulk ruumis, mille
potentsid kahe sfaari suhtes on vordsed, osutub tasandiks,
mida nimetatakse nende sfaaride radikaaltasandiks (ehk po-
tentstasandiks). Kui sfaarid ldikuvad, siis radikaaltasand
on sfadride lIdikeringjoonega méaratud tasand. Radikaalta-
sand on risti sfaaride kesksirgega (sfdaride keskpunkte
thendava sirgega).

Kolme antud sfaari korral tekib kolm radikaaltasandit,
mis I6ikuvad modda sirget, mida nimetatakse nende sfaaride
radikaa.ltel.leks (ehk potentssirgeks). Radikaaltelg on risti
sfaaride kesktasandiga (keskpunktide poolt mddratud tasan-
diga).

Nelja antud sfaari korral tekib neli radikaaltelge, mis
I8ikuvad kdik tGhes punktis. Seda punkti nimetatakse antud
sfaaride radikaaltsentriks ehk radikaalpunktiks (ehk po-
tentspunktiks) .

sfaarini x +y + z = 4.

Lahendus. Otsitavaks kauguseks on l6igu AB pikkus, kus
Bon antud punkti A ja sfaari keskpunkti Cilhendava sirge
AC ja f&ari l1dikepunkt (vt. joon.12.4). C(0,0,0), =
= (2,-6,3),

(x 2t,
J y= -6t, ( sirge AC vorrandid ),
Iz =3t}
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(2t)2 + (-6t)2 + (3t)2*
= 4, 49t2 =4, t = *2-,

’T* 7A*
B2(" 7* "T* “ 7K otsi-
tav punkt B.= Bg, kuna
{AB2I< JabY| - TS =
= y(10,-30,15) » SS2 =
(- f+2)2+ (1] -6)2+
+ (-J + 3)2 1(100+
900 + 225) = LIyv% =

5.
Vastus. Punkti A li-
him kaugus sfaarini on
5 pikkusuhikut. Joonis 12.4

+

Naide 2. Leida antud ringjoone

x-4)2+ (y-7)2+ (z+ 1)2 » 36,

3x+y-z-9 =0
keskpunkt ja raadius.

Lahendus. Ringjoon on antud sfadri ja tasandi loikejoo-
nena. Ringjoone keskpunkti Q v@ime leida kui sfaari kesk-
punktist 0(4,7,-1) ldiketasandile tdmmatud ristsirge ja
Idiketasandi I8ikepunkti. Ristsirge vorrandeist X = 3t + 4,
y=1t+ 7, z- -t -1 asendame l6iketasandi vdrrandisse,
saades 3(3t + 4) + (t + 7) - (-t -1) - 9 « 0. Siit saa-
me leida ldikepunkti parameetri t = -1. Ringjoone keskpunkt
on.Q(l,6,0) (vt. joon. 12.4).

Ringjoone raadiuse r saame arvutada téisnurksest kolm-
nurgast, mille kaatetiteks on otsitava ringjoone raadius r
ja ldiketasandi kaugus d sfaari keskpunktist, hipotenuusiks
on sfadri raadius R. Seega

d=z112+7+1-91 . VTi,
VO + 1+ 1 Vil

r2- RrR2 - T 36 - 11 = 25,

r =5,



Vastus. Antud ringjoone keakpunkt on Q(1,6,0) ja raadius
r = 5.

Haide 3« Koostada vdrrandid tasanditele, mis puutuvad
sfaari x + y2 + z2 = 9 ja on paralleelsed tasandiga x +
+ 2y - 2z + 15 » 0.

Lahendus. Kui puutepunktiks on punkt X0(x0,y0,z0), siis
antud sfaari puutujatasandi voOrrandi saame poolitiasendus-
vOottega (vt. valem 12.9): x0Ox + yOy + zQz = 9. Otsime puutu-
jatasandeid, mis on paralleelsed antud tasandiga. Seega vas-
tavate tundmatute kordajad tasandite vorrandites peavad ole-

ma vordelised 7ealB selle punkt X0 on sfaari
punkt, s*t. x* + yf + zf = 9. Saime kolm vdrrandit kolme

tundmatu Xo,y0,z0 leidmiseks. Esimesest kahest vlrrandist
saame y0 = 2x0, z0 = -2x0, mis asendame kolmandasse vorran-

disse, saame 9xf - 9, x2 = 1. Jarelikult x0 = £1, yQ= =,
zQ = +2 ning otsitavad puutepunktid on M0(1,2,-2) ja
ME(-1,-2,2). Otsitavate puutujatasandite vorrandid on x +

+ 2y -2z =9 ja -x -2y + 2z - 9 ehk vottes kokku, saame x +
+y-2z = £9.

Nain 4.ﬁoostada sfadri vorrand, kui sfaar l&abib ring-
joont x + Yy - 11 =0, z = 0 ja puutub tasandit x + y+ z -
-5 = 0.

Lahendus. Otsitava sfaari keskpunkt asub kindlasti sir-
gel, mis labib antud ringjoone keskpunkti ja on risti ring-
joone tasandiga. Antud juhul on selleks z-telg (x = 0, y= 0),
sest antud ringjoon on saadud poédrdsilindri Idikamisel Xy-
tasandiga. Seega, sfédri keskpunktiks on punkt C(0,0,z0).
Leiame sfaari keskpunkti kauguse antud tasandist, mis lles-
ande tingimuste tdttu peab olema vdrdne sfadri raadiusega

R = *2a ~ Sl millest R2 = TJIl. Kuna sfaar labib an-

tud ringjoont, siis iga ringjoong punkt asub sfaari kesk-
punktist kaugusel R. Leiame vabalt valitud ringjoone punkti
A(0,11,0) kauguse sfaari keskpunktist: CA = (0,11,-z0), R =
= AC2 = 11 + z2. Seega, Y =11 + z2 ehk z2 + 5z0+ 4=
= 0, millest z0 = -1, 70 = -4. Jarelikult, R2 = 12, R2 = 27.
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Antud {lesande tingimusi rahuldavad kaks sféa?f:’% + ); +
+ (z+1)2 =12 jJax2+y2+ (z+ 4)2 =

Néaide 5. Koostada sfaari vektorvorrand, kui sfaari kesk-
punkt on punktis C(x0) ja sfaar labib reeperi alguspunkti.

Lahendus. Sfaariks nimetatakse punktide hulka ruumis,
mis asuvad sfdari tsentrist konstantsel kaugusel R. Olgu
X(x) sféari suvaline punkt. Siis CX2* R2 ehk (x - x0)2 = R2

Kuna reeperl alguspunkt on sfaarl punkt, siis R = |0C|= 1x0]
ehk S Asendades leitud R vairtuse sfaarl vorrandlsse
saame (x - x0) = ehk x“- 2xx0= 0, millest x(x - ZQb) =

1. Sfaar. Ringjoon

12.1. Koostada sfaari vodrrand, Kkui

1) sfaari keskpunkt asub reeperi alguspunktis ja sfaari
raadius on 9;

2) sfaari keskpunkt asub punktis C(5,-3,7) ja raadius on
2;

3) sfaari keskpunkt asub punktis C(4,-4,-2) ja sfaar la-
bib reeperi alguspunkti”®

4) sfaari keskpunkt asub punktis C(3,-2,1) ja sfaar la-
bib punkti A(2,-1,-3);

5) punktid A(2,-1,-3) ja B(4,1,-3) on otsitava sfaari
lihe diameetri otspunktideks;

6) sfaari keskpunkt asub tasandil 2 x+y-z+3=0 ja
sfaar labib punkte 17(3,1,-3), 12(-2,4,1) ja M.j(-5t0,0).

12*2. Maarata punktide M (2,-3,6), M2(0,7,0), M3(3,2,-4),
M4(2,4,-5), M~(3,-4,-5), Mg(2,6,-5) asend sfaari x2 + y2 +
+ z2 = 49 suhtes.

12.3. Maarata punktide A(3,0,4), B(3.5,0), C(3,4,4),
D(5,4,6) asend sfadri (x - 1)2 + (y + 2) + (z - 1)2 « 49
suhtes. Kirjeldada selle sfaari asendit antud reeperi suh-
tes.

12«4» Maarata punkti A(2,-1,3) asend jargmiste sfaaride
suhtes:



D (x-3+ Y+ 12+ (z - 1)2 « 4

2) (x + 14)2 + (- 11)2 + <z + 12)2 =, 625;
) (x-6)2+ (y- 12+ (z-2)2- 25;

4) x2 + y2 + a2- 4x + 6y - 8z + 22 * O»

5) x2 + y2+ z2 - x + 3y - 2z -3 *0.

12.5. Kontrollida, millised punktidest 17(3,4,-4),
M2(-3,2,4), M33(-1,-4,4), 14~(2,3,-3) asuvad ringjoonel
J(x-1)2+y2+ z2 - 36,
ly + z a0.

Kirjeldada, milliste pindade I6ikejoonena on maaratud antud
ringjoon.

) ) O O O ) )
12.6. Leida sfaaril x + y + z =9 punktid, mille
1) abstsiss on 1 ja ordinaat 2;
2) abstsiss on 2 ja ordinaat 5;
3) abstsiss on 2 ja aplikaat 2;
4) ordinaat on 2 ja aplikaat 4.
12.7. Leida ringjoonel
fx2 + y2 + z2 * 49,
Ix2 + y2 + z2 - 4z - 25 * 0
punktid, mille 1) abstsiss on 3; 2) ordinaat on 2; 3) apli-
kaat on 8.
12.8. Leida kolme pinna x2 + y2 + z2 * 49, y- 3 * 0,
z + 6 * 0 ldikepunktid.

12.9. Kontrollida, millised antud kdveratest labivad

reeperi alguspunkti. Iseloomustada geomeetriliselt neid ko-
veraid:
1) fx2 + y2 + z2 - 2z =10,

{v -0
2) f(x -3)2+ ¥+ 1)2+ (z-2)2 - 25,

X x + ymo;
NFf (x - 1)2+ (y+2)2+ (z+ 2)2-=09,

x - z AA0.

12.10« Leida sfaari (x - a)2 + (y - b)2 + (z - ¢c)2 = R2
ja x-telje 1dikepunktid.
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12.11. Arvutada punkti A lihim kaugus antud aféarini:
1) A9]-4,**3), x2 + y2 + a2 + 14x - 16y - 24a + 241 » 0;
2) A(1,-1,3), x2 + y + a2 - 6x + 4y - 10a - 62 * 0.
12.12. Koostada sfaari vorrand, kui sfaari keskpunkt
asub punktis C(2t3,-1) ja sfaar Ioikab sirgest
(5x - 4y + 3a + 20 - O,
\.3x -4y+z-8 =0
valja 16igu, mille pikkus on 16.
12.13. Leida sfaari keskpunkt ja raadius:
1) (x -3)2+ (y+ 2)2+ (a-5)2 - 16;
2) (x+ 1)2+ (y-3)2+ a2 -09;
3) x2 + y2 + a2 - 4x - 2y + 2a - 19 - 0;
4) X2 + y2 + a2 - 6z mQ;
5) x2 + y2 + a2 + 20y - 0.

12.14. Leida sfaari raadius ja keskpunkt, kui sfaari
vorrand on
1) x2 +y2+ 22 -2x + 4y - 4z - 7 - 0;
2) x2 + y2 + z2 - 12x + 4y - 6z s O;
3) x2 + y2 YHz2 + 8x » 0;
4) x2 + y2 + 22 - 2x + 4y - 6z - 22 » O;
5 x2 + y2 + z2 - 6z - 7 mO0;
6) x2 + y2 + z2 - 6x + 10 = 0;
7) X2 +y2 + z2 - 4x + 12y - 2z + 41 »0;
8) 36x2 + 36y2 + 36z2 - 36x + 24y - 72z - 95 - O.

12.15. Leida sfaari (x - a)2 + (y - b)2 + @a- ©O2 = H2
keskpunkti kaugus tasandist Ax + By + Ca + D mO0.

12.16. Koostada sfaari (x - a)2 + (y - b)2+ (@a - ¢)2 «
mr2 keskpunktist tasandile Ax+By+Cz+Da0 tdmmatud
normaali vdrrand.

12.17. Koostada parameetrilised vorrandid sirgele, mil-
Ielcgsub tasandiga 5x-y+2z-17»0 ristuv sfaari x2 +
+y +tz + 2x-6y+z-11=»0 diameeter.

12.18. Koostada sirge kanoonilised vorrandid, kui sirgel
asub sirgega x = 2t - 1, y= -3t +5, z * 4t + 7 paralleelne
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sfaari x2 +y2+z2 -x+3y+z-13»0 diameeter.

12.19« Koostada tetraeedri umber joonestatud sfaari vdr-
rand, kui tetraeedri uks tipp asub reeperi alguspunktis ja
tilejdanud tippudeks on punktid A(2,0,0), B(0,5,0) ja C(0,0,3).

12.20« Koostada sfaari vorrand, kui sfaar labib nelja
punkti:
1) 0(¢0,0,0), A(2,0,0), B(1,1,0), C(1,0,-1);
2) 1~(1,-2,-1), M2(-5,10,-1), M3(4,1,11), M4(-8,-2,-2).

12.21. Leida sfaari keskpunkt Q ja raadius E, kui reepe-
ri alguspunkt ja punktid A(1,3,0), B(0,0,-4) ja C(4,0,0) on
sfaari punktid.

12.22. Leida ringjoone
xR +y + 22 - E2,
@x + By +Cz +D « 0
keskpunkt.

12«23. Leida ringjoone raadius ja keskpunkt:
DIKX-3)2+ Y+ 2)2+ (z- 1)2 - 100,
L2x-2y-z + 9 =0.
2) /x2 + y2 + 22 - 12x + 4y - 6z + 24 * 0,
12x,+ 2y + z + 1 » 0.
12.24. Koostada sfaaride
2x2 + 2y + 222 + 3x - 2y + z - 5« 0,
x2 + ); + z2 -x +3y-2z+1=0K
Idikejoonega madratud tasandi vorrand.

12.25. Leida ringjoone keskpunkt ja raadius:

1) fx2 + y2 + z2 = 49,
\X2 + Y + 22 - 4z - 25 * 0;
) Fx+ 12+ (y+2)2+ (z-2)2 =36,
Lx2 + (y + 2)2 + (z - 1)2 = 25.
12 .26« Sfaari keskpunkt asub reeperi alguspunktis ja
raadius on 3« Koostada sféari ja xz-tasandi ldikejoone vor-
rand.
12.27. Sfaari, mille keskpunkt asub reeperi alguspunktis
ja raadius on 5, ld8igatakse tasandiga, mis on paralleelne xz-
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tasandiga, l0ikab y-telje negatiivset pooltelge ja asub xz-
tasandist kaha Uhiku kangusel. Koostada antud sfaari ja
tasandi ldikejoone vorrandid.

12.28. Sfaari keskpunkt asub punktis C(5,-2,1) ja sfaari
raadius on 13. Koostada sfaari ja yz-tasandi ldikejoone vdr-
randid.

12.29. Koostada ringjoone vdrrandid, kui ringjoon labib
kolme antud punkti 17(3,-1,-2), 17(1,1,-2) ja M3(-1,3,0),
vaadeldes ringjoont kui sfaari ja tasandi I8ikejoont.

12.30. Punktid A(3,-2,5) ja B(-1,6,-3) on ringjoone uhe
diameetri otspunktid. Ringjoon labib punkti C(1,-4,1). Koos-
tada ringjoone vdrrandid.

12.31. Punkt C(1,-1,-2) on ringjoone keskpunkt. Ringjoon
I6ikab sirgest
[2x - y+ 2z - 12 = 0,
Ux -7y-z+6-0
vaija 8 Uhiku pikkuse 1digu. Koostada antud ringjoone vor-
randid. %

12.32. Sfaaril (x - 1)2 + (y+ 2)2 + (z - 3)2 a25 lei-
da punkt M1, mis on lahim tasandile 3x - 4z + 19 * 0. Leida
punkti kaugus d antud tasandist.

12.33. Maarata tasandite
1) 2x + 2y + z + 2 a0,
2) 2x+ 2y+ z + 5 =»0,
3) 2x + 2y + z + 11 * O
asendid sfaari (x - 1)2 + (Y - 2)2 + (z - 4)2 - 25 a0 suh-
tes.
12.34. Selgitada, kuidas asub tasand sfaari suhtes:
1) z =3, X2+ y2+ 22 - 6x+ 2y - 10z + 22 a0;
D) y=1, x2+ ¥ + 22+ 4x -2y - 6z + 14 = Q
) X a5, X2+ M + 272 -2Xx+ 4y - 22 - 4 = 0.

12.35. Selgitada, kuidas asub sirge sfaari suhtes:
Dx=-2t+2, y=3t-X,z=1t-2,

x? +y 24224 x - 4y - 3z + A = 0;
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X2 + y2 + & - 4x - 6y + 2z - 67
3) x- y+ 2* - 12 30,

I2x-4y-8 + 6s0,

X2 + Yy + a2 - 2x + 2y + 4z - 43 = 0.

1"
o

12.36. Koostada sfaari vdrrand, kui sfaar labib punkti
A(0,-3»1) ja lIdikab xy-tasandit m6d6da ringjoont x2 + y2= 16,
z al.

12.37. Koostada sfaari vdrrand, kui sfaar labib reeperi
alguspunkti ja ringjoont:
1) jx2 + y2 + z2 - 25,
L2x - 3j + 5a - 5 - 0;
DFf(x - 12+ (y - 2)2 + (z + 2)2 = 49,
12x + 2y - a+ 4 m0.

12.38. Koostada sfaari vorrand, kui sfaar labib punkti

ja ringjoont:

1) M(7,-3,1), J(x - 3)2+ (y - 4)2 + z2 = 36,
\dx+y-*z-9 = 0;

2) m(1,-2,0), J(x+ 1)2+ (y - 2)2 + (z - 2)2 = 49,
t,2x+2y-z + 4=»0;

3) P(2,-1,1), fi2 +y2+ z2 -2x + 3y -6z -5-0,
[5x + 2y - z - 3 - 0.

12.39. Koostada sfaari vOrrand, kui sfaar labib kahte

ringjoont:
X2 + z2 * 25, fx2 + z2 = 16,
Y« 2; I yv- 3;

2) fx2 + y2 * 9, J X2 + y2 325,
lz aQ Z » 2.

12.40. Koostada kahe antud sfaari l6ikejoone vdrrand,
kui uhe sfaari keskpunkt asub reeperi alguspunktis ja raa-
dius on 6, teise sfaari keskpunkt aga punktis C(1,7-2,2) ja
raadius on 5. Selgitada, kas ldikejooneks on reaalne kover.

12.41. Leida sfaéri x2 + y2 + z2.= 100 ja tasandi z a8
Idikejoone projektsioon xy-tasandile.



12_.42. Leida ringjoone
f(x -3)2+ (y-7I+ (z+ 1)2 = 25,
I 2x - y- 22 - 10 =0
projektsioon xz-tasandile.

12.43. Leida ringjoone
f(x+ 12+ (y+ 2)2+ (&a- 2)2 s 36,
1x2+ (y+2)2+ (a-1)2 =25
projektsioon 1) xy-tasandile; 2) xz-tasandile; 3) yz-tasan-
dile.

12.44 . Sfaari keskpunkt asub reeperi alguspunktis ja
sfaari raadius on 5. Koostada sfaari parameetrilised vdrran-
did ja vektorvdrrand.

12.45. Leida sfaari x * 6(cos u cos v, sin u cos v,sin v)
ja sirge x » A A I6ikepunktid.

2. Sfaari puutujatasand

12.46. Punkt Xo(Xo,ye,z0) on sfaari punkt. Toestada, et
sfaari x + y2 + z a R2 puutujatasandi vdrrandiks punktis
10 on xOx + yOy + z0z R ja sfaari (x - a)2 + (y - b)2 +
+ (z - €)2 -R2 puutujatasandi vorrandiks punktis Xe on
Xo - a)y(x -a) + (yp - b)(y - b) + (z0 - 0)(z - ¢) =R2.

12.47. Koostada sfaari x2 + y2 + z2 = 49 puutujatasandi
vOrrand, teades, et puutujatasand labib punkti M(6,-3, -2).

12.48. Koostada sfaari puutujatasandi vdrrand, kui puu-
tujatasand labib punkti XO:
1) (x-3)2+ v- D2+ (z+ 2)2 * 24, X0(-1,3,0);
2) x-12+ v+ 3)2+ (z-2)2 a9, Xe(7,-1,5).

12.49. Leida sfaari (x + 2)2 + (Y- 1)2 + (z + 5)2 * 49
puutujatasandid, mis labivad sfaari ja sirge x » 3t - 5,
7 m5t - 11, z a -4t + 9 Idikepunkte.

12.50. Leida sfaari
Ix a 6cos u cos v,
J Y a68in u COS V,
[r a 6sin v
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puutujatasandid, mis labivad sfaari ja sirge x =~ %
I6ikepunkte.

12_.51. Koostada sfaari
x = 8(cos u cos v, sin u cos v, sin v) puutujatasandi vor-
rand sfaari punktis, mis vastab parameetri vaartustele
D u=v--Fi
2)us f,va-]|.

12.52. Leida sfaari (x - 2)2 + (y + 1)2 + (z - 3)2 =3
puutujatasandid, mis labivad sfaari ja sirge =Jp- =
= z-2 " 1dikepunkte. Selgitada, miks need puutujatasandid
on paralleelsed,

12.53. Koostada sfaari vorrand, kui sfaari keskpunkt
asub punktis C(6,-8,3) ja sfaar puutub z-telge.

12.54. Koostada sfaari vorrand, kui sfaari keskpunkt
asub punktis Cja sfaar puutub tasandit:
O C(0,0,0), 16x - 15y - 12z + 75 = 0;
2) C(1,4,-7), 6x + 6y - 7z + 42 = 0;
3) €C(3,-5,-2), 2x - y-3z + 11 =0.

12.55. Leida sfaari x2 + y2 + z2 * R? puutujatasandi
I6ikepunktid reeperitelgedega, kui puutepunkt on >0 (O M ,ro).

12.56. Sfaar raadiusega R = 3 puutub kolme reeperitasan-
dit. Leida sféari keskpunkt, kui ta asub 1) teises, 2) vii-
endas, 3) kuuendas, 4) seitsmendas, 5) kaheksandas kaheksan-
dikus.

12.57. Leida sfaari keskpunkt ja raadius, kui sfaar la-
bib punkti P(4,-1,-1) ja puutub kdiki kolme reeperitasandit.

12.58. Koostada sfaari vorrand, kui sfaari raadius on R
ja kui ta puutub kdiki reeperitasandeid.

12.59. Leida tarvilikud ja piisavad tingimused selleks,
et tasand Ax + By + Cz + D =m0 oleks sfaari x2 + y2 + z2 «
- R2 puutujatasandiks. Eeldades, et leitud tingimused on
taidetud, leida puutepunkti koordinaadid.
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12.60. Togstad%, et tasand 2x - 6y + 3z - 49 = 0 on
sfaari x + Y + z =4 puutujatasand. Leida puutepunkt.

12.61. Millise a vaartuse korral tasand x + y+ z = a
puutub sfaari x2 + >; + 22 =127

12.62. Koostada tasandiga Ax + By + Cz + D_= 0 paralleel-
sete sfaari (x -a) + (y-b) + (z-c) =R puutujata-
sandite vdrrandid.

12.63. Koostada vodrrandid tasanditele, mis puutuvad
sfaari ja on paralleelsed tassndiga:
D) (x-3)2+ (y+ 2)2+ (z - 1)2 - 25,
4x + 3z - 17 » 0O;
2) (X -4)2+ 2+ (z - 2)2 » 225,
10x - 11y - 2z + 3 = 0.
12.64. Koostada vdrrandid tasanditele, mis puutuvad

sfaari ja on risti sirgega:
W2 s v+ 22 =45 Xojt = M San?,

2) (x-3)2+ (y+ 2)2+ (z-1)2 = 36, fx . 4t + 1,
J Y* 3t - 3,
iz = -1.

12.65. Sfaari raadius on 3 ja sfaar puutub tasandit
Xx+2y+2z+3=0 punktis M(1,1,-3). Koostada sfaari vor-
rand.

12.66. Koostada sfaari vdrrand, kui sfaar puutub kahte
paralleelset tasandit 6x - 3y - 2z - 35 = 0, 6x - 3y -
- 2z + 63 = 0, kusjuures ihte neist punktis MA(5f-11).

12.67. Leida sfaari raadius, kui sfdar puutub tasandeid
3x + 2y - 6z - 15 =0, 3x + 2y - 6z + 55 = 0.
12.68. Sfaari keskpunkt asub punktis 0(4,5,-»2) ja sfaar

X +y +2z -4x - 12y + 36 = 0 puutub otsitavat sfaari
seestpoolt. Koostada sfaari vorrand.
12.69. Sfaari keskpunkt asub sirgel
f2x+4y-z-7 =0,
44 + 5y + z - 14 = 0
ja sfaar puutub tasandeid x + 2%y - 2z - 2 = 0, X + 2y -
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- 2z + 4 m0. Koostada sfaari vdrrand,

12.70. Leida sfaari (x - a)2 + (y - b)2+ (z - 0)2 =7r2
ja sirge x * x« + It, wy» y0+mt, z * z0 + nt puutumise
tarvilik ja piisav tingimus.

12.71. Leida tarvilikud ja piisavad tingimused selleks,
et sirge
Xx =x0+ It, y=y0+mt, z s2az0 + nt
ja sfaar
(x-a)2+ (y-0b2+ (z-c)2 RE
1) ei omaks Uhiseid punkte,

2) ldikuksid.
12.72. Leida sfaégi vorrand, kui sfaar puutub sirget
Z -
"y s5'ha - - )
punktis P1 (1,-4,6) ja sirget
(s0)
punktis P2 (4,-3»2).

12.73. Leida sfaari (x + 5)2 + (y - 8)2 + (z + 1)2 = 16
puutujatasandid, mis labivad x-telge.

12.74. Leida sfaari (x - a)2 + (y - b)2 + (z - ¢)2 » R2
puutujatasandid, mis labivad sirget x mx* + It, y*yl +
+mt, z a zj + nt.

12.75. Leida sfaari x2 + y2 + z2 - 10x + 2y + 26z - 113*
> 0 puutujatasandid, mis on paralleelsed sirgetega

5-9-Z, 2-j-L s£-£12, U -Z. =L+J. .7 g_S.

12.76. Toestada, et l&abi sirge
8x - 11y + 8z - 30 a O,
X -¥YyY-2z ao,
voib asetada kaks tasandit, mis puutuvad sfaari
X2 + y2+ 22 + 2x - 6y + 4z - 15 » 0.
Koostada nende puutujatasandite vdrrandid.

12.77. Toestada, et labi sirge x + 6 Y+ 3 z+ 1

ei ole vdimalik panna tasandit, mis puutuks sfaari
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X2 + N2 + 22 - bx+ 2 - 4% + 4 « 0.

12.78. Toestada, et labi sirge i a 4t + 4, ym3t + 1,
ZC§ tt; %Dvﬁib panna ainult uhe tasandi, mis puutub sfaari
X +YyY +2z -2Xx+ 6y + 22+ 8 =0.
Koostada selle tasandi vorrand.
12.7~. Koostada sfaari vorrand, kui sfaar labib ringjoont
X2 +y2+ 22 ~3x+ 6y+ 2z -5%*0,
-2y -22+1»0
ja puutub tasandit 2x + 2y + z - 7 mO,

12.80. Koostada kahte Idikuvat sirget

x » x1 + Ljt, ja /X - Xg + 12t,
y» yl + ajt, Y. y2 + ',
Lz mzx + njt, lz>7z2 + n2t,

1g+mf+ng-lf 13 + rfy+ nd =

puutuvate sfaaride keskpunktide hulga vdrrand.

12.81. Koostada punktist fo(*o,Yo%o) sfaari x2 + y2 +
+ z - R puutujatasanditele tdmmatud ristsirgete alus-
punktide hulga voérrand.
Markus. Tasandi ristsirge aluspunktiks nimetatakse tasan-
di ja ristsirge ldikepunkti.
12.82. Koostada sirgete hulga vorrandid,kui sirged puutu-
vad sfaari x“ +y + z° a 1 ja ldikavad kahte antud sirget:
ix * 1, ja x = -1,
ly mo {z BO.

3. Sfaari vektorvorrand

12.83. Leida sfaari x2 - 2x(21 + J + 3E) = 35 keskpunkt
ja raadius.

12.84. Millisel lisatingimusel vektorvorrand x2 + 25m +
+ c= 0 maarab sfaari? Leida sfaari keskpunkt ja raadius.

12.85. Veenduda, et vdrrand x2 - x(5 + B + &b =0 méa-
rab sfaari, ning leida sfaari keskpunkt ja raadius.
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12.86, On antud kaka punkti A(a) ja B(B)- Leida punktide
hulk ruumis, mille punktideet loik AB on n&htav tadisnurga
all.

12.87« Selgitada antud vdrrandite geomeetriline sisu:
1) x + 8x2 + 12 *0;
2) x2 - 1258) - Io»a<= 125.

12.88. Teades sfaari vektorvdlrandit (§ - §0)2 «ER f tu-
letada sfaari kanooniline vorrand.

12.89. Milliseid tingimusi rahuldavad ringjoone punktide
kohavektorid, kui ringjoon asub xy-tasandil, ringjoone kesk-
punktiks on punkt C(31) ja ringjoone raadius on 57

_ *

12.90. Leida sirge x - ta ja sfaari x2 = R2 I6ikepunktid;
arvutada loikepunktide koordinaadid tingimusel, et a =(1,m,nj.

12.91. Leida sirge x = xj + tad ja sfaari (x - xj)2 =
I1dikepunktide kohavektorid.

12.92. Leida tarV|I|kud Ja pllgavad tingimused Selleks,
et tasand Xn = cja sfaar (x - x0)

1) ei omaks Uhiseid punkte;

2) puutuksid;

3) ldikuksid.

12.93. Otsitava sfaari raadius on R, sfaari keskpunkt
asub sirgel x « &1+ td ja ta puutub tasandit xn = o. Koos-
tada sfaari vorrand.

12.94. Tasand 3$n = cloikab sfaari (x - x0) = % mooda
ringjoont. Leida ringjoone raadius.

12.95. Koostada sfaari (X - §O§2 R puutujatasandi
vOrrand sféari punktis Mq (" 0)e

12.96. Koostada sfaari x> = R puutujatasandite vorran-
did, kui need tasandid on paralleelsed tasandiga rn + D = 0.
Kirjutada need vorrandid ka koordinaatkujul (n * (A B,C)JL

2
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4* Punkti potents sfaari suhtes.
Radikaaltasand, radikaaltelg, radikaalpunkt

12.97. Leida reeperi alguspunkti ning punktide P"(0,2,3)
ja P2(5,1,“4) potentsid sfaari 2x2 + 2y2 + 2z2 + X - y+
+ 2z - 7 « 0 suhtes.

12.98. Leida sfaaride
x-5)+ (V-3)2+ (z+ 12=09,
X -T7)2+y2+ (z-2)2 al6
radikaaltasand.

12.99. Leida sfaaride
X2 +y + 22 -2x =0,
X2 +y2+ 22 - 2x+ 4y - 52 » 0
radikaaltasand.

12.100. Koostada kahe antud sfaari (x-xj) aR”"ja
(x - Xg) * h| vradikaaltasandi vorrand.

12.101. Sirgel, mis labib reeperi alguspunkti ja punkti
A(1,1,1), leida punkt, mille potentsid sfaaride
(x-2)2+ (y-5)2+2z2-1,
x-4)2+ (y-3)2+ (zb)2+2=0
suhtes on vordsed.

12.102. Toestada, et kolme sfaari radikaaltasandid kuu-
luvad tUhte Idikuvate tasandite kimpu. (Kimbu telge nimeta-
takse radikaalteljeks ehk potentssirgeks).

12.103. Leida punktide hulk, mille potentsid kolme antud
sfaari suhtes
x6+y6+z6+lﬂx—2y+21=0,
X +y +z +4y-6z+7=0,
X2 +y2+ 22+ 2x -8 +8 =0
on vordsed. Kontrollida, kas kolme sfaari radikaaltelg on
risti sfaaride keskpunktide poolt mddratud tasandiga.

12.104. Koostada kolme sfaari (X - 1 )2 =R2f1i =1,2,3
radikaaltelje vérrandid.
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12.105« Toestada, et nelja sfaari kuus radlkaaltelge kuu-
luvad Uhte sirgete sidumisse. (Sidumi keskpunkti nimetatakse
nelja antud sfaari radikaalpunktiks ehk radikaaltsentriks).

12.106. Leida nelja antud sfaari (x - x~2 = R2, 1 =
_ 1»2,3,4 radikaalpunkt.

12.107. Leida sfaar, mis on risti nelja sféariga:
X2 + y2V z 2 * 9,
(x+5)2+ (Y- 1)2+ (z + 2)2 = 53,
x+ 1)2+y2+ (z+ 3)2 - 39,
x2 + Y+ 1)2+ (z - 2)2 * 10.

5. Mitmesuguseid ulesandeid

12.108. Leida punktide hulk, mille iga punkti kauguste
ruutude summa fikseeritud punktideni P?A(-a*0,0) ja
oa konstant 4a2.

12.109. Kuubi tipud on A(-a,-a,-a), B(a,-a,-a),
C(-a,a,-a) ja D(a,a,a). Leida punktide hulk, mille iga punkti
kauguste ruutude summa antud kuubi tahkudeni on konstant 8a”.

12.110. Toestada, et kui sirge labib punkti PO ja Idikab
sfadri punktides P1 ja Pg, siis sfdari puutujatasandid neis
punktides ldikuvad mddda sirget, mis asub punkti PO radikaal-
tasandil.

12.111. Koostada punktis M(3,5,1) poolituvate qféari
x-1r + (y-4)2+ (z+ 1)2 =
k66lude hulga vérrand.

12L112' Koos}?da puRKti 3C<synrm) labivate sxaéri
X +y +2z -R » 0 koolude keskpunktide hulga vdrrand.

12. 11§ Koosgada punkti P(-R,0,0) labivate sfaarl

x" + )/ + z * R koolude keskpunktide hulga vorrand.

12.114. Labi punkti Xo(xo.y0,Zo) on tommatud sftaari
x-B + Y-b)2+ (z- © saAR kodlud. Koostada vdrrand
punktide hulgale, millesse kuuluvad vaadeldud sfaari koo6-
lude keskpunktid.
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12.115. Leida airgete sidumi S1 sirgete Idikepunktid
vastavalt sirgetega ristuvate ja tasandite sidumisse S2 kuu-
luvate tasanditega. Toestada, et sama punktide hulga saame,
kui leiame tasandite sidumi Sg tasandite Idikepunktid tasan-
ditega ristuvate ja sirgete sidumiese S1 kuuluvate sirgetega.

12.11,6. Sfaari x2 + y2 + z2 sAR2 ja tasandite kimbu
JYA X + + 0N + 0N+ ,M(A2x + B2y + C2z + Dg) =0
tasandite ldikejooned moodustavad ringjoonte parve. Koostada
tekkinud ringjoonte parve ringjoonte keskpunktide hulga vor-
randid.

12.117. On antud kaks sfaari

xX=-mj) + (y 7’n")2 + (z - PI1)2 = Rj.

(x -=m2)2 + (y - n2)2 + (z - p2)2 = R2*
mis ldikuvad md6dda tasandil ¢, asuvat ringjoont. Toestada,
et antud sfaaride ldikejoont l&biva iga sfaari vorrandi jJa
samuti tasandi ¢t vdrrandi vO8ib saada vOrrandist

Jr< -m,)2 + (y -n.,)2+ (z - P-j)2 - R2] + wd[C<+ m2)?

+ (y -n2)2+ (z - p2)2 - R2]WO

sobiva arvude J1 ja p valikuga.

12.118. Koostada punktist A(3*2,2) sfaari x2 + y2 + z2=
Al mggha ringjoont x2 ty  +tz 2 =1, 2x+ 2y +z -1 sO
puutuvatele tasanditele tdmmatud ristsirgete aluspunktide
hulga v@rrand.

Markus. Tasandi ristsirge aluspunktiks nimetatakse ta-
sandi ja ristsirge l6ikepunkti.

12.119. Tasandid puutuvad sfaari (x-1)2 + (y - 2)2 +
+ (z+1) -9*0 mbdda sfadari ja tasandi x +y+z-2=0
Idikejoont. Koostada reeperi alguspunktist vaadeldud tasan-
ditele tommatud ristsirgete aluspunktide hulga vdrrandid.

12.120. Toestada, et kolme paarikaupa ldikuvat sirget
puutuvate sféaaride keskpunktide hulk on kahe teist jarku
pinna ldikejoon.

12.121. Mitmest parameetrist soltub sfaaride parv, mille
iga sfaar
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1) labib antud punkti,

2) labib kahte antud punkti,

3) labib kolme antud punkti,

4) puutub antud sirget,

5) puutub antud tasandit,

6) puutub antud tasandit ja raadius on R,
7) omab tsentrit antud tasandil,

8) omab tsentrit antud ringjoonel,

9) labib antud ringjoont?

12.122. Tasand Ax+By+Cz+Da0 Idikab sfaari
x-a +(y-b2+(z-c) m=mR
Milline on tarvilik ja piisav tingimus selleks, et punkt
X0 (x0»O*z0) asuks antud tasandi poolt antud sfaarist valja-
I6igatud véiksemas segmendis ?

12.123. Toestada, et uldjuhul eksisteerib kaheksa erine-
vat sfdari, mis puutuvad nelja paarikaupa l6ikuvat sirget.

12.124. Leida kolme antud tasandit puutuvate sfaaride

keskpunktide hulk.

12.125. Inversiooniks antud sfaari x2 +y 2 +z 2 -R 2 =0

suhtes nimetatakse ruumi teisendust, mille korral ruumi iga-
le punktile X(x,y,z) seatakse vastavusse ruumi punkt

X A(x1,y",z»), mis kuulub kiirele 0X ja mille korral 1digud
0X ja O0X" rahuldavad tingimust OX*0X" = R2. Leida punktide X
ja X Tkoordinaatide vaheline s6ltuvus toodud inversiooni
korral.

12.126. Leida pind, milleks teiseneb sfaar
X2 + y2 + z2 - 2ax + 2by - 2cz =0
|ﬂvershoon|0korr%I sfaari ®
X + Yy + 2z =R suhtes (vt. eelnev (llesanne).

12.127. Leida pind, milleks teiseneb tasand Ax + By +
+ Cz + D = 0 inversiooni korral sfaari x2 + y2 + z2 = R2
suhtes.

12.128. Milliseks pinnaks teiseneb tasand xn * cinver-

- = - [0}
siooni korral sfaari r = R suhtes?

- 26 -



12.129. Milliseks pinnaks teiseneb sféar x2 - 2nx = 0
inversiooni korral sf&&ri x2 = R2 suhtes ?

12.130. Milliseks pinnaks teiseneb sfaar (x - x0)2 * a2
inversiooni korral sfaari x2 = R2 suhtes ?

12.131. Sfaari stereograafiliseks projektsiooniks nime-
tatakse projektsiooni sfaari suvalisest punktist S punktiga
S diametraalses punktis voetud sfaari puutujatasandile
(projektsioonltasandile). Toestada, et stereograafilise
projektsiooni korral ringjoonele sfaaril vastavad ringjooned
Jja sirged projektsioonitasandil.

12.132. Milline teisendus stereograafilise projektsiooni
tasandil vastab sfaari peegelkujutusele sfaari diametraalta-
sandil?

£2. Poordpind

Olgu xy-tasandil antud mingi kdver
P(x,y) =0, z * 0. (12.12)

Selle kdvera poorle-
misel Umber xy-tasan-
dil voetud mingi sir-
ge nn. poordetel.le
tekib podrdpind.
Podrdpinna 16iget
telge l&biva tasan-
diga nimetatakse me-

ridiaaniks ja l0iget
teljega ristuva ta-
sandiga - parallee-

liks. Kui poorlevaks
kdveraks (12.12) on
sirge voi teist jar-
ku kdver ja viimasel
Juhul poordetel jeks
poorleva kdvera sim- Joonis 12.5.
meetriatelg, siis podrdpinnaks on teist jarku pind (kvadrik).
Olgu podrdpind saadud kdvera (12.12) poorlemisel Umber y-
telje. votame sellel pinnal suvalise punkti X\x,ytz) ja 10i-
kame pinda punkti X lébiva y-teljega ristuva tasandiga.Pinna

ja  tasandi Idikejnoneks (paralleeliks) on ringjoon, mille
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keskpunkt on C(0,y,0). Ringjoone raadius on Cl »/x2 + z2 .

Raadius on aga sama, mis xy-tasandil voetud joone F(x,y) « O
ja voetud paralleeli ldikepunktis Q. Seega voiae joone vor-
randis x asendada avaldisega "Vx + z . Saame vdrrandi

F(£Vx2 + z2,y) - 0. (12.13)

Seda vdrrandit rahuldavad niid pd6rdpinnal asuva mistahes
punkti koordinaadid. Jarelikult maarab vorrand (12.13)
p6ordpinna, mis saadakse xy-tasandil asuva kdvera poorlemi-
sel Umber y-telje. Seega, et saada pdordpinna vorrandit, kui
selle pinna moodustab xy-tasandil asuv kdver poérlemisel (m-
ber y-tel.le. tuleb loone vdrrandis teha asendus

X (12.14)
Et saada pddrdpinna vorrandit, kui selle pinna moodustab xy-
tasandil asuv kover péorlemisel Umber x-telje. tuleb  joone
vOrrandis teha asendus

N 3 o+ *2 . (12.15)

Naide 6. xy-tasandil asuv sirge x ma poddrleb Umber y-
telje. Tekkinud pddérdsilindri vOrrand on+Yx2 + z2 J a  ehk
x2+ 22 = &£.

Naide 7. xy-tasandil asuv sirge y - kx poorleb timber

y-telje. Kasutades asendust (12.14), saame pddrdkoonuse vor-
randi

ehk Yy =JkVx2 + z2
,2 - *2(x2 + ,2).

Naide 8. Sirge y= kx, z = 0 poorleb Umber x-telje. Ku-
na sirge asub xy-tasandil, siis saame poédrdkoonuse vorrandi,
kui kasutame asendust (12.15)

t\fy2 » ;2 _
52 Zz_kévz
YV +z =kV.
Naide 9. xy-tasandil asuv ringjoon x% + )} *"4 poorleb
Uimber x-telje. Koostada tekkinud pd6rdpinna vdrrand. Kasuta-

des asendust
Yov ¥,
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saame ringjoone poorlemisel tekkinud sfaari vorrandi
X2 + y2 + z2 - 4.

12.133. Koostada sirge Y= 4, z »0 podrlemisel uUmber
z-telje tekkinud p&drdpinna vérrand. Kirjeldada tekkinud
pinda.

12.134. Sirge z+2y-2=0, 1»0 pdéorleb Umber z-tel-
je. Koostada tekkinud p66rdpinna vdrrand. Teha joonis.

12.135. Koostada ellipsi ~r +~» 1, z » 0 poorlemisel
timber 1) x-telje; 2) y-telje atekktoud p66rdpinna vodrrand.

12.136. Koostada ellipsi » 1, x m0 pdorle-

misel umber y-telje tekkinud p66rdpinna vorrand.

12.137. Ellips pooltelgedega 5 ja 3 pdorleb Umber suure-
ma telje, mis Uhtib y-teljega. Ellipsi keskpunkt asub reepe-
ri alguspunktis. Koostada tekkinu% pinna2v6rrand.

12.138. Koostada hiiperbooli —j - Eﬂ , V* 0 poorlemi-
a

sel umber 1) z-telje, 2) x-telje tekkinud pddrdpinna vdr-
rand.

12.139. Hiperbool poolteljega 3 ja 4 poorleb Umber ima-
ginaarse telje, mis Uhtib z-teljega. Hiperbooli keskpunkt
Ghtib reeperi alguspunktiga. Koostada hiiperbooli pddérilemi-
sel tekkinud pddrdpinna vorrand. Teha joonis.

12.140. Kahe paralleelse sirge vaheline kaugus on 2
thikut. Uks paralleelsest sirgest poorleb imber teise.Koos-
tada tekkinud pddrdpinna vorrand.

12.141. xy-tasandil asuv kdver y= f(x) poéorleb Um-
ber x-telje. Koostada tekkinud pddrdpinna vérrand.

12.142. Tdestada, et pind, mis moodustatakse kodvera
vfi(x,z) > Q, y= 0 podrlemisel umber z-telje, méaratakse
vorrandiga

1"
o

(- Vx2 +y2, 2)
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13. peatiikk

ELLIPSOID

Ellipsoidiks (reaalseks) nimetatakse pinda, mis teatava“"
ortonormeeritud reeperi korral méddratakse vdrrandiga
2 2 2

W ba " <1
Vorrandit (13*1) nimetatakse ellipsoidz kan%oniliseks vOr-

s 1le (13.1)

randiks, Kui xy-tasandil asuv ellips * No=1, z=0 (vt.
3oon. 13.1) poorleb umber y-telje, saime poordpinna
2 2 2

# 2 2

N
ehk T F s

mida nimetatakse pddrd-
ellipsoidiks. Podrdel-
lipsoidi erijuhuks a>
Ab korral on sfaar,
mille vorrand on x2 +
+y +* *a. Kui
podrdellipsoidi suruda
kokku (venitada) x-tel-
je sihis, saadakse el-
lipsoid (13.1). Ellip-
soid on kinnine pind, Joonis 13.1
mis asub risttahukas killgedega 2a, 2b ja 2c. Suurusi a,b ja
cellipsoidi vorrandis (13.1) nimetatakse ellipsoidi pool-
telgedeks. Kui ellipsoidi poolteljed on erinevad, siis raa-
gitakse ka kolmeteljelisest ellipsoidist ning tema suurest,
keskmisest ja vaikesest poolteljest.

Pinda, mille korral eksisteerib ainult uks keskpunkt
(tsenter), nimetatakse tsentraalseks pinnaks. Ellipsoid on
tsentraalne pind. Kui ellipsoidi vdrrandil on kanooniline
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kuju (13.1), siis reeper on valitud jargmiselt: reeperi al-
guspunkt on ellipsoidi keskpunktis, reeperitelgedeks on el-
lipsoidi summeetriateljed (neid on kolm) ja reeperitasandi-
teks on ellipsoidi simmeetriatasandid (ka kolm) (vt. joon.
13.1).

Ellipsoidi loikejooni tema summeetriatasanditega nimeta-
takse ellipsoidi peaellipsiteks. Pinna summeetriatelgi nime-
tatakse pinna telgedeks. Ellipsoidi ldikejooned tasanditega
on ellipsid, mis erijuhul voivad osutuda ringjoonteks. EI-
lipsoidi 1dige tasandiga v0ib koosneda ka ainult Uhest punk-
tist (kui tasand on ellipsoidi puutujatasand). Pinna l6ike-
punkte slmmeetriatelgedega nimetatakse pinna tippudeks. EI-
lipsoidil on 6 tippu.

Ellipsoidi parameet-
rilised vdrrandid on
fx a a cos u cos v,

J ye b sin u cos v, (13.2)

V.Z = C Sin V,

kus parameetriteks on

nurgad u a / KOX1 ja

v a X X (vt. joon.

13.2), 0 u < 24,

- € v< . El-

lipsoidi parameetrili-

sed vOrrandid on sama-

vaarsed ellipsoidi

vektorvorrandiga Joonis 13.2.
x a (a cos u cos v, b sinu cos v, csin v). (13.3)

Ellipsoidi diameetriks nimetatakse sirget, millel asu-
vad ellipsoidi paralleelsete tasandite Idigetena tekkinud
ellipsite keskpunktid. Ellipsoidi diameetertasandiks nime-
tatakse tasandit, millel asuvad ellipsoidi paralleelsete
kodlude keskpunktid. Ellipsoidi diameetri maaramiseks tuleb
fikseerida mingi riht (paralleelsete tasandite Uhine riht)
ning diameetertaaandi maaramiseks mingi siht (paralleelsete
sirgete Uhine siht). Ellipsoidi (13.1) diameetri vdrrand on
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______ w Y a-Z_ (13.4)

kus m* (AB#YO on paralleelsete ldiketasandite normaalvek-
tor ja a, b, oellipsoid! poolteljed. Ellipsoidi kdéik dia-
meetrid labivad ellipsoidi keskpunkti. Kui ellipsoidi paral-
leelsete kodlude slhivektor on 1 = (I,m,n), siis ellipsoidi
diaaeetertasandi vdrrand on

nz

7
Diameetrit, mis on saadud ellipsoidi I6ikamisel tasanditega,
mis on paralleelsed mingi diameetertasandiga, nimetatakse
selle diameetertasandi kaasdiameetriks.

Diameetertasandit, mis on saadud ellipsoidi Idikamisel
sirgetega, mis on paralleelsed mingi diameetriga, nimetatak-
se selle diameetri kaasdiameetertasandiks. Seega, ellipsoidi
diameetrile (13.4)
vaetava kaasdiameet-
tertasandi vorrand
on
Ax + By + Cz a O.

Ellipsoidi diameeter-
tasandi (13*5) kaas-
diameetri vorrandid on

(13.7)
Ellipsoidi puutujata-
Bandiks tema punktis
loXowYo?20) nimeta- Joonis 13.3
takse tasandit, millel asuvad kéik punkti X0 labivad el-
lipsoidi puutujad. Ellipsoidi (13.1) puutujatasandi vdrrand
tema punktis XO0(x0,y0tzo) saadakse kergesti nn. poolitiasen-
dusvottegal’ellipsoidi virrandist

1 + an + BP

\ C

0. (13.5)

Naide 1. Koostada ruumi selliste punktide hulga /X~
vorrand, kus selle hulga iga punkti X korral kauguste summa

Vt. sfaari puutujatasand.
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kahe antud ruumi punktini P, ja P2 on vOrdne konstandiga 2a,
kusjuures a> O ja 2a on suurem punktide ja ?2 vahelisest
kaugusest.

Lahendus« Kuna reeperi valik on vaba, siis on llesande
lahendamist vdimalik tunduyalt lihtsustada ortonormeeritud
reeperi sobiva valiku teel. Valime z-teljeks sirge ?2Pj
(telje positiivseks suunaks vektori suuna) ja  asetame
reeperi alguspunkti 18igu P.~ fceskpuaJrti» Kui I N EENC»
siis P"0.0.-c), P2(0f0,c) ja otsitavate punktide hulga vor-
rand on DKT|] + IPIX1 = 2a. mis valitud reeperi korral koor-
dinaatldes saab kuju Y1 + ¥ + (z+ © +\Jx + y+(z -¢)=
= 2a. Lihtsustamiseks viime teise ruutliikme paremale, vdta-

a ~cz=avi +y + (z-0)
Vottes veel kord ruutu ja koondades samased liikmed, saame

al- ¢ aVv + (a2 - 02)*2 . a2(a2 - c2>.

Kuna eelduse kohaselt Eg - >0, saame
2 2 2
ycC +7N-T7 + -~ *1.
a- c a - c a

Otsitav punktihulk on pddrdellipsoid, mille pddrdeteljeks on
sirge P1P2.

1. Ellipsoid. Ellipsoidi 18iked

13.1. Toestada, et vdrrand

X sa(a cos u cos v, b sin u cos v, Csin v)
on ellipsoidi vektorvorrand ja vorrandid

fX = a cos u cos v,

Jj » b sin u cos v,

Vz = csin v
on ellipsoidi parameetrilised vdérrandid. Millised kdverad
maaratakse vdrranditega u = gonst ia v = const?

13.2. Leida ellipsoidi + f- = 1 ja sirge *~ 4 =
= Njy-= = -mig  1dikepunktid.
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13*3. Leida tarvilik ja piisav tingimus selleks, et punkt
2 2 2
Xe(x0ty0,s0) asuks ellipsoidi —« + L* + -*e = 1 sisepiirkonnas.
a t Cc
13.4. Leida tarvilik ja piisav tingimus selleks, et ta-

sand Ax + By + Cz + D sa0 Idikaks ellipsoidi

252
b5 ¥ B s 2

13«5» Leida ellipsoidi * n = 1 pealoiked (ldi-
ked simmeetriatasanditega), t;pud ga poglteljed.

13.6. Uurida ellipsoidi "+ + Y%m = 1 I0ikeid tasan-
. _ a a c .
ditega, mis on paralleelsed reeperitasanditega.

13.7« Naidata, et paralleelsed tasandid ldikavad ellip-
soidi mooda samaseid ellipseid.

Markus. Kahte ellipsit nimetatakse sarnaseks, kui nende
vastavad poolteljed on vdrdelised.

2 2 2
13.8. Ellipsoidi +ijp+ |JL =1 On l0igatud xz-tasan-

diga ja tasandiga, mis asub xz-tasandist kahe Uhiku kaugusel.
Leida ldikejoontena tekkinud ellipsite telgede suhted.

1~ . Kontrollida, et tasand x - 2 » 0 loikab ellipsoidi

+ 2+ 21 mooda ellipsit. Leida Idikejoonena tekkinud
ellipsi poolteljed ja tipud. ) )
13.10. Leida ellipsoidi » + + 1 ja tasandi

Ax + By + Cz + D = 0 18ikejoSne k~skpufikt.

13.11. Leida ellipsoidi x2 + 4y2 + 16z2 = 16 ja tasandi
X + 4z - 4 = 0 loikejoone keskpunkt.
2

2 2
13.12. Leida ellipsoidi yj + £°“+ yy =l ja tasandi
2x - 3y + 4z - 11 s 0 loikejoone keskpunkt. 2 2 2

13.13. Leida tasand, mis ldikab ellipsoidi
= 1 mooda ellipsit, mille keskpunkt asub punktig Xolgo,yOféo;.
Punkt Xo asub antud ellipsoidi sisepiirkonnas.

13.14. Pdhjendada, et antud kdver
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X -2a0o
on ellips ning leida tema poolteljed ja tipud.

13.15. Teha kindlaks, milline kover on ellipsoidi +

2 2
+YyY =1 ja tasandi 2x - 3y + 4z - 11 » 0 loikejoon.

Leida loikejoone keskpunkt.

13.16. Leida ellipsoidi x2 + 4y2 + 16z2 »16 ja tasandi
X + 4z - 4 = 0 loikejoone projektsioon xy-tasandile.

13.17. Toestada, et kui ellips pooltelgedega u ja v

sawameelﬁﬁaﬁdi A =1, a> b>c”™ 0, ja te-
) o a b nc. .
ma tsentrit labiva tasandi l6ikejoonena, siis a”™ u”™ b >

> Vv> cC.
13.18. Leida kolme pinna x2 + y2 + (z - 2)2 = 5, x2 +
y2 +z =9 jay-2 =0 I8ikepunktid.

13.19. Toest%da, gt ku; tasand Ax+By+Cz+D*0 I06i-

kab ellipsoidi * n = 1, siis vérrand
a b c
z;' 22 2 1 (A B c D) = 0
J+ 2- + = _ _ X(Ax + By + Cz + =
a bd O

maarab iga X korral ellipsoidi, mille teljed on paralleel-
sed antud ellipsoidi telgedega ning mis l&bib antud ellipsoi-
di ja tasandi ldikejoont.

13.20. Koostada ruumi sellise punktihulga vdrrand, mille
iga punkti kauguste summa kahe antud punktini P1 ja P2 on 2a,
a> 0:

1) F.,(0,0,-4), P2(0,0,4), 2a = 10;

2) PO.-3.0), F2(0,3,0), 2a = 8;

3) PJ1-5,0,0), Pp(5*0,0), 2a = 16.
2 2 2
13.21» On antud ellipsoid + 3 + § ja tasand
-+~ + - = 0. Leida selline ellipsoid, mis labib antud el-

lipsoidi ja tasandi ldikejoont, mille teljed on paralleelsed
antud ellipsoidi telgedega ja mille poolteljed on poole pi-



kemad antud ellipsoidi pooltelgedest.

13.22. Leida Belline ellipsoid, mille teljed uhtivad
reeperitelgedega ja mis I6ikab xz- ning yz-tasandit mddda
koveraid

2 2
ja " + 16
v-0 X ao .

1 1

13.23« Ellipaoidi telj|d Uhtivad reeperitelgedega ja

ellipsoid labib-ellipait g + ““l» z = 0 ning punkti
M(1,2, V23). Koostada ellipsoidi vorrand,
13.24. Koostada ellipsoidi vorrand, kui ellipsoidi tel-

jed Uhtivad reeperitelgedega, ellipsoid labib ringjoont
X2 + y2+ z2 »9, z Wx ja punkti M(3,1,1).

13.25. Ellipsoidi tipud on (0,0,6) ja C2(0,0,-2) ning
xy-tasand l6ikab ellipsoidi m6dda ringjoont, mille raadius
on 3« Koostada ellipsoidi vorrand,

13.26. Leida kdik tasandid, mis l6ikavad ellipsoidi
2 2 2
—5+-I§I+—n:1 (a> b > 0)
a: bL
mooda ringjoont.
13.27. Toestada, et iga kaks ringjoont, mis on saadud
ellipsoidi ldikamisel kahe mitteparalleelse tasandiga, asu-
vad dhel sfaaril.

13.28. Leida kahe antud ellipsoidi
2 2 2 2 2

2
4 M ct7 "1 3a pH +& +E& ““1
I16ikejoon, kui a> b,
2 2 2
13.29. TOestada, et uldise ellipsoidi -w + +-mr=1

- 2 2 2 a ,b C

vO0ib saada ellipsi 2- + =1, z « 0 poorlemisel Um-
a " c*

ber x-telje ja sellele jargneval ruumi kokkusurumisel z-tel-
je sihis.
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2. Ellipsoidi diameetrid ja diameetertasandid

13.30. Leida sirge, millel asuvad ellipsoidi -E Y2y
a

52 b
+ “A =1 ja tasandiga Ax + By + Cz = 0 paralleelsete Idike-
c
joonte keskpunktid. 2 2
~13.31. Leida sirge, millel asuvad ellipsoidi +
+ * 1 ja tasandiga x - z = 0 paralleelsete tasandite loi-
kejoonte keskpunktid.
2 2 2
13.32. Leida ellipsoidi - 1 sellised dia-
meetertasandid, mis ldikavad Eeda gﬁﬁdazringjooni.
13.33. Leida ellipsoidi + y Al diameetri ~ =

=N Aa-j kaasdiameetertasand ja diameetertasandi 3x - 5y +
+ 2z = 0 kaasdiameeter.

13.34. Ellipsoidi X2 y2  z2 A1l diameetertasand poo*

litab vektoriga as1(2,1,2) paralleelsed ellipsoidi kddlud.
Koostada diameetertasandi vdrrand.
2 2 2
13 35 Tdestada, et ellipsoidi * N sl korral
] i b 4
sihi s ;1(I,m,n) poolt maaratud dlameetertasandl vorrand on

Ix .my .
s ki &+—W'0
a

»2
13.36. Leida ellipsoidi E XQ+.* 1, a> b> g
b e
diameetrid, millel asuvad ellupsoudl I6ikeringjoonte kesk-

punktid.
N13.37. Leida sirged, millel asuvad ellipsoidi ﬁ%‘+ X2 +
+ ]- a1l kddlud poolituvad punktis A(2,1,-1).
13.38. Koostada sirgete hulga vOrrand, kui on teada, et

2 2
hulga sirgetel asuvad ellipsoidi * + Z_ + * ,» 1 kddlud

poolituvad punktis X;(xl,yj,zljfa b ¢

2 13]39. Koostada punkti Xo(x0,y0,z0) labivate ellipsoidi
T +bT + T =1 kodlude keskpunktide hulga vorrand,

a c
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13.40« Koostada vOrrandiga " n ~No- 1 -

_a b c_ i
- X(Ax + By + Cz + D) =0 maaratud ellipsoidide keskpunkti-
de hulga vorrand, kui X on antud ellipsoidide parve para-
meeter.

3. Mitmesuguseid ulesandeid

13.41. Shaarini’ +"y2 v 22 » R? puutujatasandid 1fikavad

ellipsoidi b N~ =1 m66da ellipseid. Koostada saadud
a c n
ellipsite keskpunktide hulga voérrand.
13.42. Toestada, et pooluse XoCxojyo”o) korral ellip-

soidi N5 + 7Zn + , 1 polaartasandi vdrrandiks on )%31= +
a2 b2 &
+ Za? + ag, = 1.
b C
2 2 2

13.43. Koostada ellipsoidi * n ~ = 1 polaartasan-
di vorrand, kui pooluseks on punkt X0(8,-5,8).

13.4]. Leida ellipsoidi

1) % +hhS5ct b = 1*

2) X2 + 2y2 + 322 =1
Idikamisel paralleelsete tasanditega

1) Ax + By + Cz + X =0,

2)x+y+z+ J1 =0
tekkinud Id8ikeellipsite summeetriatelgede poolt moodustatud
pinna voérrand (s1 on reaalarv).

13.45. Leida ellipsoidi vorrand, kui reeperi alguspunkt
on ellipsoidi keskpunktis, x- ja y-telg asuvad tasandil, mis
labib ellipsoidi keskpunkti ja ldikab teda mddda ringjoont,

ning z-telg asub xy-tasandi poolt maaratud diameetril.
2 z2

13.46. Toestada, et ellipsoidi -j + g + --5 = 1 iga kol-
C

a
me punkti korral, mille kohavektorid on paarikaupa risti,
kohayektorite pikkuste ruutude pddrdvaartuste summa on kons-
tant.
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13.47. Mocda liikumatut ellipsit » +-»»1,x»0 li-
=

bisevad deformeeruva ellipsi kaks tippu niif:et libisemises

oleva deformeeruva ellipsi tasand jaab kogu protsessi valtel
ristuvaks y-teljega ja pooltelgede suhe on konstantne ning
vOrdub Koostada libiseva ellipsi poolt kirjeldatud pinna

vdrrand.
2 2 2
13.48. Toestada, et ellipsoidi -jr +b’\ 2+ °2=11; c<bc<
a c
< a keskpunkti l&bib parajasti kaks tasandit, mis ldikavad
antud ellipsoidi mddda ringjoont.

13.49. Toestada, et erinevate pooltelgedega (a> b > c¢)
ellipsoidil on tdpselt kolm summeetriatasandit.

13.50. Koostada pinna vdrrand, kui pind on saadud sféaa-
rist x + y2 + z2 a?25 ruumi Uhtlasel kokkusurumisel moonde-
teguriga r risti yz-tasandiga.

~13.51. Leida pind, milleks teiseneb ellipsoid ﬁi + V24

+ jg = 1 kolme ihtlase kokkusurumise tulemusena reeperitasan-
dite suhtes, kui moondetegurid on xy-tasandi suhtes XZ-
tasandi suhtes N ja yz-tasandi suhtes

13.52. Ruumi Uhtlasel kokkusurumisel moondeteguritega cu
ja g, vastavalt xy- ja xz—tagandizsuhtgs sfaar x2 + y2 + z 3
3 25 teiseneb ellipsoidiks + 7N + f* = le |Leida moondete-
gurid.

13.53. Tahistame ellipsi keskpunkti vdhimat ja suurimat

kaugust elligsini vastavalt r ja R. Tdestada, et ellipsoidi

+*2 31 (@>b > 9 kdigi Idikeellipsite korral r
a b am i ) i
minimaalne vaartus on c, R maksimaalne vaartus on aj r maksi-

maalne vaartus ja R minimaalne vaartus on vdrdsed ning vordu-
vad ellipsoidi keskmise poolteljega b.
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14. peatukk

HOPERBOLOID

1. Ohekattene huperboloid

Cihekatteseks hiperboloidiks nimetatakse pinda, mis kind-

la ristreeperi valiku korral maaratakse vdrrandiga
a W & 1, (14.1)
kus & b ja con positiivsed
konstandid. Vdrrandit (14.1)
nimetatakse Uhekattese hi-
perboloidi kanooniliseks vdr-
randiks ja valitud reeperit
kanooniliseks reeperiks. Kui
yé—tas%ndil asuv hiperbool
elg - —£ = 1 poorleb umber z-
c

b
telje (vt. podrdpind), saame

uhekattese "0drdhuperboloidl

bd FBE T e T

millest omakorda kokkusuru-

misel (venitamisel) x-telje

sihis saame uhekattese hi-

perboloidi (14.1). Uhekatte-

ne huperboloid on tsentraal-

ne pind kolme summeetriata-

sandiga ja kolme simmeetria-

tel jega. Summeetriatelgl ni-

metatakse uhekattese hiiper-

boloidi telgedeks. Valitud Joonis 14.1
kanoonilise ristreeperi korral, mil uhekattese hiiperboloidi
vorrandil on kuju (14.1)» on reeperitelgedeks valitud pinna
teljed ja reeperi alguspunktiks on uhekattese hiperboloidi

- 40 -



keskpunkt (tsenter) ning reeperitasanditeks tema simmeetria-
tasandid. Kaks telge ldikavad pinda ja maaravad tema neli
tippu, kolmas telg pinda ei Idika. Joonisel 14.1 on mitte-
loikavaks teljeks z-telg. Vastavalt sellele, kas telg ldikab
Uihekattest hiuperboloidi vdi mitte, kdneldakse kas reaal- voi
imaginaarteljest. Suurusi a ja b vdrrandis (14.1) nimetatak-
se reaalpooltelgedeks. suurust cimaginaarpooltel.ieks. £Jhe-
kattese hiperboloidi I0ikeid simmeetriatasanditega nimeta-
takse pealdigeteks. Loikamisel tasanditega X * 0 ja y=0
saame l0igeteks hiuperboolid, mida nimetatakse peahiperbooli-
deks, ning tasandiga z = 0 ellipsi, mida nimetatakse kael-
ellipsiks. Kaelellipsi pooltelgedeks on iUhekattese hiperbo-
loidi reaalpoolteljed (vt. joon. 14.1). Ldigates lhekattest
hiperboloidi tasandiga z = t, saame ldikejoonena ellipsi
pooltelgedega Vil

Kui t muutub vahemikus
(-00 , + 00), siis loike-
na saadud ellipsi pool-
teljed muutuvad, kuid
jaavad vordelisteks kael-
ellipsi pooltelgedega a
ja b. Seega vdime Uhekat-
test hiperboloidi vaadel-
da kui pinda, mis saadakse
deformeeruva ellipsi lii-
kumisel ndnda, et ellipsi
tipud kulgﬁvad gﬁﬁda hu-

perboole » Nz 1 ja

b c
ellipsi tasand jaab kogu

liikumise valtel paral-
leelseks xy-tasandiga.
Selliselt liikuv deformee- Joonis 14.2.
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ruv ellips jaab sarnaseks xy-tasandil asuva kaelellipsiga
(vt. Joon. 14.2).
Ohekattese hiiperboloidiga (14.1) seotud koonust

b R3°
nimetatakse Uhekattese hiperboloidi asimptootiliBeks koonu-
seks (vt. Joon. 14.2). Ohekattene hiperboloid asub oma
asumptootilise koonuse valispiirkonnas. Ohekattese hiiperbo-
loidi 10ige tasandiga, mis on paralleelne asimptootilise
koonuse ihe ja ainult (he moodustajaga, on parabool.

Pinda nimetatakse lanpinnaks, kui ta saadakse sirge lii-
kumisel ruumis. Kui leidub sirgete hulk, mille iga sirge
asub antud pinnal, kusjuures pinna iga punkti labib parajas-
ti Uks sirge sellest hulgast, siis seda sirgete hulka nime-
tatakse antud pinna sirg.ioonsete moodustajate parveks. Veen-
dume, et Uhekattene hiperboloid on joonpind. Olgu Uhekattene
hiperboloid maaratud vorrandiga (14.1) ja olgu punkt
X0(x0,y0fZ0) pinna punkt

(14.2)

a b -« -u
Otsime sirgeid, mis labivad antud punkti X0 ja asuvad pinnal.
Kdik punkti XO labivad sirged on esitatavad vdrranditega

Jjx = 1t + x0,
jy >nmnt + yo0, (14.3)
(z = nt + 2Q,

kus I = (I,m,n) on sirge sihivektor. Et sirge on pinnal, siis

sirge iga punkti koordinaadid peavad rahuldama pinna vGrran-
dit
liz +2*%q> (mt »yQ)2 (nt + Za)2~ 1
b2 c2

ehk

,12
\T2

Kuna punkt XO on pinna punkt, siis saadud vérrandi vabaliige
on null. Et sirge on pinnal, siis saadud ruutvérrand peab
olema samaselt rahuldatud sirge iga punkti korral, jareli-
kult, vorrandi kordajad peavad olema nullid. Saame kahest Li~
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nea&rsest vorrandist koosneva ruutvorrandisusteemi pinna
sirgjoonsete moodustajate sihivektorite leidmiseks:

i2 m2 n2 n
] Eg +'52 : c o
M-fir. -

A c
Kuna sirge sihivektor s madratakse kordaja té&psusega, sils
saadud susteem mdérab kaks sihivektorit.

Jarelikult, thekat-

tese huperboloidi igat
punkti labib parajasti
kaks sirgjoonset moo-
dustajat. Uhekattesel
huperboloidil asuvate
sirgete hulk koosneb
kahest sirgjoonsete
moodustajeite parvest
(vt. joon, 14.3). Sis-
teemi (14.4) esimesest
vorrandist jareldub, et
n ~ 0, sest vastasel
korral oleksid sihivek- Joonis 14.3.
tori kd8ik koordinaadid nullid. Kuna sihivektor madratakse
kordaja tapsusega, siis vOtame n = cja silsteem (14.4) omab
kuju

(14.4)

12  f2 n
a b
(14.4»)
-if<+
a ?-

Kui valida 1 = a sin® jam = b cos ~ , siis esimene vor-
rand on rahuldatud. Asendades sisteemi (14.4*) teise voOrran-
disse, viies esimese liikme paremale ja vdttes ruutu, saame
ruutvorrandi sin 4§ maaramiseks:
- - 2 v2
Isin2™ - 2 sin
B sing )

0,

millest
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o4 - B.c B

a b
Seega, uhekattese hiiperboloidi punkti >0(<,,y0,z0) labivate
sirgjoonsete moodustajate sihivektorite 1" ja s2 koordinaa-

did on

m-b( & 1 <1*.5>

I » . «* ¢ *)
a b

ning sirgjoonsete moodustajate parameetrilisteks vorrandi-
teks on

y - »(M** Ymm)*+ *>e (14-6)
1,.° (~+ ~) t+ 0o.

Margime, et numbriliste Ulesannete korral on lihtsam leida
sirgjoonsete moodustajate sihivektorid vahetult silisteemist
(14.4), kui hakata tuletatud kohmakaid valemeid meeles pidama.
Sirgjoonsete moodustajate parameetrilised vdrrandid vdime
saada ka pinna vdrrandist jargmise riuhmitamise ja parametri-
seerimise vottega. Uhekattelise hiperboloidi voérrandist

4 -4-1 -4 ek (J+13JCI-D)=6 14, +1)
a ¢ b

saame sirgete paarid
ff+ f-ud + {>.

lu(] - > m1 - f <14J7)
ja
it , TG -D,
N -TF). 1+

kus u ja v on suvalised parameetrid. Vaadeldud sirged asuvad
tihekattesel hiperboloidil, sest kui punkti koordinaadid ra-
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huldavad sirge vérrandit, siis rahuldavad nad ka hiperboloi-
di vorrandit. Voérrandid (14.6) ja (14.7) on lhekattese hi-
perboloidi sirg.loonsete moodustajate parvede vdrrandid.

Naide 1. Hiperbool pooltelgedega 3 ja 4 podérleb Umber
oma imaginaartelje, mis Uhtib z-teljega. Hiperbooli kesk-
punkt asub reeperi alguspunktis. Koostada hiliperbooli pddrle-
misel tekkinud p6drdpinna vérrand.

Lahendus, yz-tasandil asuva hiperbooli vérrandiks on

x = 0.
Kasutades p6drdpinna korral tuntud asendust y tlfy2 mx2
saame hUperboolirﬁfrlemisel tekkinud pddrdhiperboloidi vor-

Naide 2. Leida pinna *? - §%*- %2 = -1 sirgjoonsed moo-

dustajad, mis labivad punkti Xo(-6,2,4)

Lahendus. Veendume, et punkt X, on pinna punkt. On tea-
da, et labi iga pinna punkti kulgeb kaks sirgjoonset moodus-
tajat. Vaatame kaht vdimalust llesande lahendamiseks:

1) Olesande vahetuks lahendamiseks koostame punkti Xo
labivate sirgete kimbu vdrrandid * E 5 -X = 2> mA ehk
fx = 1t - 6, M n

=mt + 2,

I e nt + 4.

Eraldame kimbust valja sirged, mis asuvad pinnal. Kuna sirg-
joonne moodustaja asub kogu ulatuses pinnal, siis tema kdi-
kide punktide koordinaadid peavad rahuldama pinna vérrandit.
Asendades sirge parameetrilised vorrandid pinna vlrrandisse

.th_l_~ @il 2)%——’\ m= -1, peab pinna vorrand

olema samaselt rahuldatud iga parameetri t vaartuse korral.
Jarelikult, parameetri t suhtes saadud ruutvdrrandis

(412 - 9m2 - 9n2)t2 - 12(41 + 3m + 6n)t = 0 kdik kordajad
peavad olema nullid:

|"412 - 9m2 - 9n2 = O,

t41 + 3m + 6n = 0.
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Teisest voOrrandist leitud 1 = asendame esimesse,
2 o o

saame 4 f- 21s +JelJ - 9m2 - 9n = 0 ehk (3m - 4n)m * 0.

Seega, ml =10, 1j = - E n ja m2 = f n, 12 « - gin. Kuna

sihivektor mdaratakse nullist erineva kordaja tapsusega,siis

vOime sihivektori koordinaatidest (he valida vabalt (ulesan-

de tingimustega kdige paremini sobiva nullist erineva arvu).

Votame vastavalt n® = 2 ja n2 = 6, saades sirgjoonsete moo-
dustajate sihivektoriteks 1 = (-3,0,2), 12 = (-15,8,6) ja

kanoonilisteks vdrranditeks = ¢ ja
X+6 Yy-2 z -4
= =" *
2) Kasutame sirgjoonsete moodustajate parameetrilisi vor-
randeid (14.7)
($ +3$*»(8+1). f5+F._TE-1)
\u(f-3 =f -1, W8 -{) . (f+ 1)

ja leiame parameetrite u ja v vaartused tingimustest, et
punkt X0 asub pinnal. Esimene sisteem

J - \ = u(f£ + 1),
Lu(- Ao,
annab u = - j. Analoogiliselt leiame teisest sisteemist v =

= -1. Asendades leitud u ja v parve vdrrandisse, saamegi ot-
sitavate sirgjoonsete moodustajate vOrrandid

f2x + 3y + z+ 2 =0, J2x + 3y + 3z - 6 =0,

\2x - ¥+ 9z - 18 = 0 [2x - 3y + 3z + 6 = 0.
Teisendades leitud vdrrandid kanoonilisele kujule, saame

LI

e 2LT =~ = .
Leitud vdrrandid thtivad toepoolest 1. juhul saadud vdrrandi-
tega.
. M n L. y2 2
Naide 3. Koostada uhekattese huperboloidi -—£=1

o
kaelellipsi punkti Xo(xQ,yo,0) labivate sirgjoonsete moo-

dustajate vorrandid.
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Lahendus. Lahtume slsteemist (14.4). Sisteemi esimesest
vorrandist jéareldub, et n t 0, kuna n = 0 korral jéareldub,
etm =1 s 0 ja moodustaja sihivektor oleks nullvektor. Ku-
na sihivektor maaratakse kordaja tapsusega, siis v@ime vot-
ta n = cja kuna X0 on kaelellipsi punkt, siis z0 = 0 ning
slisteem (14.4) lihtsustub

12 + m2

7 + 1=

a
Esitame kaelellipsi vdrrandid parameetrilisel kujul. Siis
Xj = a cos x, = b sin”™ ja siusteemi teisest vorrandist
saame
=l t a-fa'f. . Oehk Leasx- » - a_]asjf_, *;
siit

U ™T
Asendades sil i esTh 3 i lei X2

3 ades sus}eeml esimesse vorrandisse, leiame

sin“~ cos A - sin ~ cos ja

latasinr»
m =+ b cos w .
Jarelikult, kaelellipsi punkti X1 labivate sirgjoonsete moo-
dustajate sihivektoriteks on
il = (a sin Vv, -b cos V%, ©),
S2 = (-asini b cos c).
Soovides elimineerida parameetrit®sisaldavad sin  ja cos "
avaldame nad valemeist x1 = a cos"f, y|] = b sin” ,Seega,
kaelellipsi punkti X1 labivate sirgjoonsete moodustajate si-
hivektoriteks on I11= (]*1, - £]I, ¢) ja 12 = (- ~1 , £]h, ©).
Uhekattese huperboloidi kaelellipsi punkti (x1,y",0) labi-
vate sirgjoonsete moodustajate vdrrandid on
b(x ~ X1) a(y-y-,) z b(x-x1) a(y-yl) z
aNj = -bxl =c; -ayl = bEj c*
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1. Uhekattese hiiperboloidi vérrand. Loiked

14.1. Koostada hiperbooli 12 _ 5%’ 1,y =0 pooriemisel
a c
umber z-telje tekkiva pinna vorrand.
2 2
_N

2
14.2. Toestada, et vdrrandiga “T + =1 atud

Uhekattese hiperboloidi voib saada_hUperbooIi b - Br 1,
n

z = 0 pooriemisel Umber z-telje Ja jargneval ruumi kokkusu-

rumisel (venitamisel) yz-tasandi suhtes.

14_.3. Toestada, et Uhekattese hiuperboloidi 16ige tasan-
diga, mis on paralleelne tema asiUmptootilise koonuse Uhe ja
ainult Uhe moodustajaga, on parabool.

14.4_ Uurida Uhekattese hiuperboloidi y2 + Shz—— 22 81 ja

tasandi 4x - 3y - 12z - 6 =0 [l8ikejoont, projekteerides
selle reeperitasanditele.

14.5. gﬁhjegdadaé et tasand z + 1 = 0 I0ikab Uhekattest

hiperboloidi yg —~ ¢ 8% =1 mddda huperbooli, ja leida
16ikejoone poolteljed ning tipud. 5 5 5

14.6. Maarata Uhekattese hiuperboloidi rp + f—f” = 1
jJa tasandi x = 5 l10ikejoone tilp, poolteljed ja keskpunkt
(kui see leidub). ) , £

14.7. Leida Uhekattese hiperboloidi jg + -§ =1
16ikejooned reeperitasandite ja viimastega paralleelsete ta-
sanditega, mis asuvad reeperitasanditest mélemale poole 1,
2, 3, 4 ja 5 Uhiku kaugusel. Joonestada kdigi nende [10ike-
joonte projektsioonid vastavatele reeperitasanditele.

14_.8. Toestada, et Uhekattese hiuperboloidi ja tema
asumptootiJise koonuse puutujatasandi 18ikejoone projektsi-
oon kaelellipsi tasandile puutub kaelellipsit.

14.9. Koostada sirgehulga vorrand, kui hulga sirged 15i-
kuvad sirgetega
fx a 1, oa JX =-1,

(z

1
o



14_.10. Koostada Uhekattese podrdhiperboloidi parameetri-
lised vlrrandid.

14.11. Koostada Uhekattese hiperboloidi parameetrilised
vorrandid ja vektorvorrand, vottes parameeterjoonteks sirg-
Joonsed moodustajad.

14.12. Leida punktihulk, mille iga punkti kauguste suhe
kahe antud kiivsirgeni on jaav suurus K; K >f1.

2 . Uhekattese hiperboloidi sirgjoonsed moodustajad

2 2 2
14_.13. Leida pinna s 1 sirgjoonsed moodus-

tajad, mis labivad punkti A6 ,2,8)-

14.14. Leida pinna x2 + y2 m 2(z2 +1) punkti Q(1,1,0)
labivad sirgjoonaed moodustajad.

2 2 2
14_.15. Leida Uhekattese huperboloidi N—H1

punkti A(4,3»2) l&bivad sirgjoonsed moodustajad.-

14.16. Leida (hekattese hMperboloidi X + y2 -2 >

suvaliselt fikseeritud punkti labivate sirgjoonsete moodus-

tajate vaheline nurk.
2 2

2
14.17. Leida Uhekattese huperboloidi N—« 1l
sirgjoonsed moodustajad, mis on paralleelsed tasandiga
6X + 4y + 3z - 17 = 0.

14.18. Toestada, et tasand 4x - 5y - 10z - 20 = O 18ikab

uhekattest hiperboloidi A2 VZ 22 - i5Bda sirgjoonseid

moodustajaid. Koostada nende sirgjoonsete moodustajate VvOr-
randid.
14.19. Toestada, et suvaline tasand, mis labib Uhekatte-

se huperboloidi sirgjoonset moodustajat, 10ikab pinda veel
mddda teist sirgjoonset moodustajat teisest parvest.

14.20 . foiekattene huperboloid on mdaratud parameetrilis-
te vOrranditega X =u 00S Vv, y=USivv, z= -uU2 - 1.
Maarata parameetrite u ja v vaheline s6ltuvus sirgjoonsete
moodustajate korral.
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14.21. Koostada (hekattese hiperboloidi ~ YV - &€= 1

kaelellipsi punkti *e(xo,yof0) labivate sirgjoonsete moodus-
tajate parameetrillsed vOrrandid, kusjuures
Xo - a cos .
yo = b sIn™o,
20 « 0,08 F<2x .
14.22. Leida, millise nurga all 18ikab uhekattese hi-

perboloidi X2 + y2 - 22 a1 suvaline sirgjoonne moodustaja
kaelellipsit.

14.23. Uhekattese hilperboloidi sirgjoonsed moodustajad
projekteeritakse kaelellipsi tasandile. Kuidas asuvad nende
projektsioonid kaelellipsi suhtes.

14.24. Toestada, et uhekattese hiperboloidi ** X? -

2 ab

- 1 sirgjoonsed moodustajad projekteeruvad reeperita-
c n

sandile vastavate pealoigete puutujateks.

14.25. Toestada, et uhekattese hiperboloidi X2 V2 _

- 4§ * 1 sirgjoonsete moodustajate projektsioonid xz-tasan-
dile (2)n pegh[]perbooli

J 75 + Fe= 1>
Uu =o
puutujateks ja on antud Uhekattese huperboloidi ja xz-tasan-
di 18ikejoonteks.
14.26. Toestada, et Uhekattese pdordhiperboloidi  Vvdib
saada sirge poorlemisel Umber telje, mis ei asu antud sirge-
ga samal tasandil. 5 5 )

14.27. Leida lihekattese hiiperboloidi 2 *E)T) —C? =1

punkti X0(x0» Yo»20) labivate sirgjoonsete moodustajate si-
hivektorid.

] o S X2y
14.28. Leida Uhekattese hiperboloidi { + =1
punkti Xo(9,0,0) labivate sirgjoonsete moodustajate sihi-

2,2

vektorid.
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2 2 2

14.29. Leida uUhekattese huperboloidi © /t;" \ =1
a c
kaelellipsil mitte asuvat punkti X"x«,,y0,z0) labivate sirg-

Joonsete moodustajate 18ikepunktid kaelellipsiga.

14_.30. Toestada, et Uhekattese hiperboloidi sama parve
kaks erinevat sirgjoonset moodustajat on kiivsirged.

14_31. Toestada, et Uhekattese hiuperboloidi iga kaks
sirgjoonset moodustajat erinevatest parvedest asuvad Uhei.
tasandil ja on paralleelsed parajasti siis,kui nad 1&bivad
kaelellipsi diameetri otspunkte.

14.32. Toestada, et Uhekattese hiperboloidi Uhes sirg-
Joonsete moodustajate parves ei leidu kolme sirget, mis
oleksid paralleelsed Uhise tasandiga.

2, Kahekattene hiperboloid

Kahekatteseks huperboloidiks nimetatakse pinda, mis kind-
la ristreeperi valiku korral mdaratakse vorrandiga

a b
Kui yz—tagandi% asuv hi-
perbool =1

c bd }
poorleb umber z-telje,

saame kahekattese pdord-

htperboloidi:
gy
%T - B7 - 57 =1 (4.9

(vt. joon. 14.4). Teos-

tades kokkusurumise (ve-

nituse) x-telje sihis,

saame kahekattese hiper-

boloidi virrandi

z2

s §22 -, 2130410

mis erineb vlrrandist

(14 8) ainult tahistuse Joonis 14.4.
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poolest, v6rrangi (13*9) gﬁib kirjutada ka kujul

N2+ - ™Mr* -1 (14.11)

a b c

Uurime kahekattest hiperboloidi, lahtudes vorrandist

(14.11). Kahekattene hiperboloid on tsentraalne pind, kolme
simmeetriatasandi ja kolme simmeetriateljega - pinnateljega.
Vorrandi (14.11) korral on summeetriateljed ja simmeetriata-
sandid valitud vastavalt reeperitelgedeks ja -tasanditeks.
Pinnatelgedest ainult Uku I8ikab pinda, mistdttu tippe on
ainult kaks ja reaaltelgi iUks (z-telg). Loikejoonteks reaal-
telge labivate sUmmeetriatasanditega on peahtperboolid. L&i-
ked tasanditega, mis on paralleelsed reaaltelge labivate
simmeetriatasanditega, on omavahel sarnased hiperboolid.Loi-
ge reaalteljega ristuva tasandiga on kas ellips, Uks punkt
(hiiperboloidi tipp) voi tihihulk. Reaalteljega ristuv  sim-
meetriatasand kahekattest hiperboloidi ei 10ika. Temast ka-
hele poole j&ab uuritava pinna kaks omavahel Idikumatut osa
- selle pinna kaks katet (vt. joon. 14.4). Kahekattese hi-
perboloidi (14.11) asiUmptooti-
Ilne koonus (vt. joon. 14.5)
maaratakse vorrandiga

2 2 2
-Z7=0, Q4.12)
a b

Kahekattene huperboloid asub
oma asumptootilise koonuse si-
sepiirkonnas. Kahekattese hi-
perboloidi 13ige tasandiga,

mis on paralleelne asimptooti-
lise koonuse the ja ainult Uhe
moodustajaga, on parabool. Kui
Uhe- ja kahekattene podrdhuper-
boloid on saadud kaashiperboo-
lide poorlemisel, siis on neil
Uhine asUmptootiline koonus.
Samasugune on olukord Uhe- ja
kahekattese hiuperboloidiga, kui Joonis 14.51
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nende teljed Uhtivad ning Uhe reaalpooltelg on teise imagi-
naarpooltelj eks.

Huperboloidi (Uhekattese vOi kahekattese) diameetriks
(mitteasumptootilise sihiga) nimetatakse sirget, millel
asuvad hiperboloidi paralleelldigetena tekkinud tsentraalse-
te teist jérku kdverate keskpunktid. lga huperboloidi dia-
meeter labib pinna keskpunkti. Huperboloidi paralleelsete
koolude keskpunktid asuvad tasandil, mida nimetatakse hiper-
boloidi diameetertasandiks. Huperboloidi diameetertasandiks
on iga hUperboIoid; kesl;punk12:i 1ébiv tasand. Hiperboloidide

(14.13)
a b c
diameetrid maaratakse vOrranditega
x o, _Z_ = (14.14)

ha ' B* Co
kus n a (A,B,C) on paralleelsete 16iketasandite normaali si-
hivektor ja diameetertasandid maaratakse vOrranditega

2 b e =0 (14.15)
kus 5 = (I,m,n) on paralleelsete kddlude sihivektor.

Hiperboloidi diameetri kaasdiameetertasandiks (ehk dia-
meetriga konjugeeritud diameetertasandiks) nimetatakse dia-
meetertasandit, millel asuvad antud diameetriga paralleelse-
te pinnakdblude keskpunktid.

Hiperboloidi diameetertasandi kaasdiameetriks (ehk dia-
meetertasandiga konjugeeritud diameetriks) nimetatakse dia-
meetrit, mis labib diameetertasandiga paralleelsete tasandi-
te I0ikena tekkinud teiat jarku kdverate keskpunkte. Hiper-
boloidide (14.13) diameetri (14 .14) kaasdiameetertasandi
vOrrand on

AX+By-Cz=0 (14.16)
ja diameetertasandi (14 .15) kaasdiameetri vorrandid on
4.17

Sihti s = (1,m,n) nimetatakse antud teist jarku pinna pea-
sihiks. kui selle sihi kaasdiameetertasand on risti  antud
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sihiga. Peasihi kaasdiameetertasandit nimetatakse antud pin-
na peadiameetertasandiks ja ta Uhtib pinna simmeetriatasan-
diga.-

Naide 4. Leida xy-tasandiga pargllee;sed ;:asandid, mis
16ikavad kahekattest hiuperboloidi » = -1 modda
kéveraid, mille poolteljed on kaks korda pikemad vastava
pealdike pooltelgedest.

Lahendus. PealBikeks
Xy-tasandiga on huperbool

yf X2 n
b T2 “ 1»
z=0

reaalpoolteljega a = "6

ja imaginaarpoolteljega

b=23 (vt. joon. 14.6).

Loigates antud pinda xy-

tasandiga paralleelse @ -—-——————- - X —
tasandiga z = h, saame

if?2 “f"+7 = "le
\z = h
ehk
ult i2
()
h Joonis 14.6.

Saadud -Ioikeh[]perbooli poolteljed on a” =\J*h2 + 9), b* =
=y~(h2 + 9). Kooskélas llesande tingimustega a* = 2a, b" =
= 2b ehk a»2 = 2, b'2 = 4b2- Asendades a»> ja b", saame
1(h2 + 9) 24, h2 + 9 - 36, millest h2 * 27, h * - 3Y3.

Kontrolliks arvutame b»2 =27 + 9) - 4*12 = 415 * 2b. See-
ga leidub kaks tasandit, mis on paralleelsed xy-tasandiga ja
rahuldavad Ulesande eeldust.



1. Kahekattene huperboloid
14.33. Leida yz-tasandiga paralleelsed tasandid, ais
2 2

2
I16ikavad kahekattest hiperboloidi * -1 mdoda
kéveraid, mille poolteljed on kaks korda pikemad vaetava
pealdike pooltelgedest.

14.34. Leida reeperitasanditega parglleelseg tasazndid,

mis 18ikavad kahekattest huperboloidi N— =-1
mddda kdveraid, mille poolteljed on poole pikemad vastava
pealdike pooltelgedest.

2 2 2
14_35. Maarata antud pinna N—= -1 ja sirge
—-u * [fy-l= = vastastikune asend. Leida pinna ja

sirge 16ikepunktid, kui need leiduvad.

14.36. Uurida, milliseid kdveraid on vdimalik saada
1) Uhekattese huperboloidi,
2) kahekattese hiperboloidi Idikamisel suvalise tasandi-

(o=

14.37. Teha kindlaks, millise m vaartuse korral tasand
X +mz -1 =0 18ikab kahekattest huperboloidi 1) mddda el-
lipsit, 2) mdoda huperbooli.

14_38. Leida kahekattese huperboloidi X2 V2 _ 2
jJasirge * 4~ =Y F2 - —{ 1 I6ikepunktid.

14.39. Leida tarvilik ja piisav tingimus selleks, et
pgnkt %(o(xoz,yo ,Z0) oleks kahekattese hiperboloidi

- ~2 = - 3isepunkt.

b C _n N _ 2 2 2
14.40. Toestada, et vorrandiga n AN = -1 maara-
& n a VAN > 2 2
tud kahekattese hiperboloidi voib saada hiuperbooli —£ ---5=

= 11 Y = 0 poorlemisel umber z-telje ja seejargsel fuumia
kokkusurumisel (venitamisel) xz-tasandi suhtes.

14.41. Koostada ruumi punktihulga Jxj vorrand, kui iga
punkti X kauguste vahe absoluutvaartus kahe fikseeritud
ruumi punktini P1 ja P2 on vOrdne konstandiga 2a, kusjuures
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0 <a<\ F\g.

14_42. Leida punktihulk, mille iga punkti kauguste vahe
absoluutvaartus kahe fikseeritud punktini P*(0,-5,0) ja
Y2 (°»5#0) on vOrdne arvuga 6 -

14.43. Koostada kahekattese pdordhiperboloidi para-

meetrilised virrandid Ja vektorvorrand.
14 .44 . Koostada kahekattese hiperboloidi parameetrilised
vOrrandid ja vektorvorrand.

2. Huperboolide dlameetrld ja diameetertasandid
2

14.45. Arvutada pinna ’\ + 3— - = 1 kdolu pikkus
punkti A(4,- ~ ) labival diameetril.

14.46. Koostada sirgega x = g™ 4 — paralleelsete
Uhekattese huperboloidi u A 1 kédlude keskpunkti-

de hulga vdrrand.

14 .47 . Koostada sirgega
Frx+3y-2*»0,
\X +2z-3 a0
paralleelsete kahekattese hiperboloidi keskpunktide hulga

vorrand. 5 5 )
14.48. Leida Uhekattese hiuperboloidi Tp + *— TS =

diameetertacand, millel asub punkti A(6,2,8) labiv pinna
sirgjoonne moodustaja.- 5 5 5
14.49. Koostada Uhekattese hiperboloidi 'JP+ TE 7 87 = 1
diameetertasandi 5x + 4y - 4z = 0 kaasdiameetr; vﬁrgand. )
14.50. Koostada kahekattese hiperboloidi - + g- - g— 4
A -1 diameetertasandi x - 2j « 0 kaasdiameetri virrand.
14_51. Koostada Uhekattese hiperboloidi X2 N2_ %2 “1
diameetri £ A X = -* kaasdiameetertasandi vorrand.
14_52« Koostada kahekattese hiiperboloidi x2 Y 2 722
p -1 diameetri f kaasdiameetertasandi vOrrand*
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14_.53. Parve tasandid puutuvad sfadri x2 + y2 + z2 » 1
mddda sfadri ja tasandi x +y +z -1 =0 loikejoont. Koos-
tada antud parve tasanditega konjugeeritud diameetrite hui-

ga vlrrand pinna x2 +y -2z =1 korral.
2 2

2
14 .54 . Uhekattest huperboloidi =1 on lGi-?
gatud tasandiga 3x - 4z = 0 paralleelsete tasanditega. Kas
tekkiv tasandiparv mdarab hiperboloidi diameetri? Maarata
parve tasandi ja antud pinna loikejoone tilp.

14_.55. Koostada punkti 1M(.x0ty0tz0) labivatel sirgetel
asuvate Uhekattese hiperboloidi x + y2 - s2 » c kdblude
keskpunktide hulga vdrrand.

3. Mitmesuguseid Ulesandeid
14.;6. Tgesta%a, et niil Uhe- kuil ka kahekattese huperbo-

loidi 7 b N - 1 korral leidub pargjasti kolm  sum-
a c
meetriatasandit (a > b).

14.57. Leida ringjoorzle raazolius,2 kui ringjoon asub  Uhe-

kattesel hiuperboloidil +t— z =1 ja puutub kaelellip-
sit.

14.58. Paarikaupa ristuvatest tasanditest moodustatud
kolmetahulise nurga tahud puutuvad 1) Uhekattest hiperboloi-
di, 2) kahekattest hiperboloidi. Toestada, et selliste kolme-
tahuliste nurkade tipud kirjeldavad sfaari, mille keskpunkt
uhtib pinna keskpunktiga.

14.59. Koostada sirgete hulga vorrand, kui hulga sirged
labivad teist jarku pinna keskpunkti ja el oma pinnaga re-
aalseid ega imaginaarseid 18ikepunkte.

14_.60. Koostada pinna vorrand, mille kirjeldab sirge

libisemisel mddda kolme antud sirget N a X—£1 * ,
*RmanN=y ,N= =j, millest Ukski paar ei *su
uhel tasandil.
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15 peatikk

PARABOLOID

~1. Elliptiline paraboloid

Elliptiliseks paraboloidiks nimetatakse pinda, mis tea-
tud kenoonilise ortonormeeritud reeperi korral madratakse
vorrandiga

2z (>0, qg> 0) a5.1)

Vorrandit (15.1) nimetatakse
elliptilise paraboloidi ka-
nooniliseks vOrrandiks. Kui
ya-tasandil asuv parabool

E * 2P

X, S 0

poorleb Umber z-telje  (sUm-

meetriatel je), siis tekkinud

pdordpinna vbérrand on  (vt.

poordpind) x +y = 2pz.

Saadud p&drdpinda nimetatak-

se elliptiliseks podrdparabo-

loidiks (vt. joon. 15.1). El- Joonis 15.1.
liptilise paraboloidi saame kergesti elliptilisest poordpa-
raboloidist ruumi kokkusurumisel (venitamisel) kas x- vOi y-
telje sihis.

Elliptilise paraboloidi 18igeteks tasanditega on ellip-
sid voi paraboolid. Elliptiline paraboloid on mittetsent-
raalne pind, tal on kaks simmeetriatasandit, Uks siUmmeetria-
telg ja iUks tipp- Kui elliptiline paraboloid on madratud
vorrandiga (15.1), siis xz- ja yz-tasanditeks on pinna sim-
meetriatasandid ja z-teljeks pinna simmeetriatelg, nn. pinna
telg ning reeperi alguspunkt asub pinna tipus (pinna 18ike-
punktis simmeetriateljega).
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5 Naide 1. Teist .larku pind on madratud vidrrandiga
2 "2

r +f
gemist?

Lahendus. Antud pind on elliptiline paraboloid. Joonise
tegemiseks leiame kdigepealt 106iked reeperitasanditega.
Loige yz-tasandiga on parabool

fEQ - 9z,
X -0,
mille tipp on reeperi algus-
punktis, teljeks on z-telf 5*

parameeter p = 4,5.
Loige xz-tasandiga on pa-

z. Teha pinna joonis. Millise pinnaga on meil te-

rabool
x2 = 4z,
vy =0

mille teljeks on z-telg, tipp
asub reeperi alguspunktis ja
parameeter p = 2. xy-tasand on

antud pinna puutujatasandiks Joonis 15.2.
pinna tipus. Loige xy-tasandiga paralleelse tasandiga z - h
on ellips

i"7E + =1;

Iz = h%

mille poolteljed on a = A}, b = $Uuy . Leitud loikejoontest
on kullalt pinna joonise tegemiseks (vt. joon. 15.2).

1. Elliptiline paraboloid

15.1. Leida kbvera

X2 + y2 -z=0,

Ix-z-1=0
projektsioon xy-tasandil. Milliste pindade 18ikena on tekki-
nud antud kover?

15.2. Millise m vaartuse korral tasand x + my - 2 =0
16ikab elliptilist paraboloidi
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jemy modda ellipsit, 2) adoda parabooli?

15.3» Leida elliptilise paraboloidi y2 + *2 » i ja ta-
sandi x + 2y - z * 0 18ikejoone projektsioonid reeperitasan-
ditele.

2 2

15.4« Leida elliptilise paraboloidi z » pealdi-
ked ja pealoigetega paralleelsete 18igete ristprojektsioonid
reeperitasanditele~

15.5« Toestada, et p&drdparaboloidi ja tema pddrdetelge
16ikava tasandi 18ikejoone projektsioon tasandil, mis on
risti pdordeteijega, on ringjoon.

15.6. Leida tarvilik ja piisav tingimus sellek% et2
punkt ~o(Xo,y0»Z0) asuks elliptilise paraboloidi *
=2z (p> 0, q> 0) sees.

15.7. Leida elliptilise paraboloidi 62 +V2 2
(P> 0» g > 0) sisepunkti Xo(Xo»Y0»20) labiv tasand, mis
16ikab pinda m6dda ellipsit, keskpunktiga punktis k.

15.8. Leida elliptilise paraboloidi Xz, }'g » z punktid,
mida labivad puutujatasandid on paralleelsed paraboloidi
ringjoonsete Idigete tasanditega.

15.9. Millised teist jarku jooned saadakse elliptilise
paraboloidi Idikamisel vabalt vbetud tasandiga™?

15.10. Parabool, mille tipp asub reeperi alguspunktis ja
teljeks on z-telg, pddrleb umber oma telje. Koostada tekkiva

péordpinna vorrand. 5 5
15.11« Toestada, et vOrrandiga — + ‘= = 2z maaratud

elliptilise paraboloidi vdib saada parabooli x2 = 2pz, y » 0
poorlemisel umber z-telje ja seejargsel ruumi kokkusurumisel
z-telje sihis.

15.12. Pinna punktid asuvad vordsel kaugusel fikseeritud
tasandist ja temal mittea3uvast fikseeritud punktist. Koos-
tada selle pinna vbrrand.



15»13. Leida sellise sfadriparve keskpunktide hulga vor-
rand, kui parve iga sfadr puutub xy-tasandit ja sfaari
x2 + y2 + a? * a2.

15.14. Mooda yz-tasandil antud liikumatut parabooli
y2 = 2ga libiseb teise muutumatu kujuga parabooli tipp. Lii-
kuva parabooli parameeter on p ja ta liigub nii, et paraboo-
li tasand on kogu liikumise valtel risti y-teljega ja para-
booli telg on paralleelne z-teljega. Koostada liikuva para-
booli poolt kirjeldatud pinna vorrand,

2. Huperboolne paraboloid

Huperboolseks paraboloidiks nimetatakse pinda, mis tea-
tud kanoonilise ortonormeeritud reeperi korral mdaratakse
vOrrandiga

2 _¥x2a @>o0,q>0) (5.2)

vorrandit (15.2) nimetatakse huperboolse paraboloidi kanoo-
niliseks vorrandiks.

Joonis 15.4.
HUperboolsed paraboloidid on ainukesed teist jarku pinnad,
mille hulgas ei leidu p&drdpindu. Huperboolne paraboloid on
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mittetsentraalne pind, tal on kaks sUmmeetriatasandit, uks
simmeetriatelg ja Uks tipp. Viionast nimetatakse pinna krii-
tiliseks punktiks. HUperboolse paraboloidi 16igeteks tasan-
diga on 16ikuvad sirged, paraboolid vdi hiuperboolid.

HUperboolne paraboloid on joonpind, mille kirjeldab sir-
ge liikumisel ruumis. HUperboolsel paraboloidil on kaks par-
ve sirgjoonseid moodustajaid.

Osutub, et hiperboolse paraboloidi iga punkti labib pa-
rajasti kaks sirgjoonset moodustajat.

Olgu Xo(Xo,y0 ,z0) hiperboolse paraboloidi suvaline punkt
jJa s suvaline seda punkti 18biv sirge, mille sihivektoriks
on vektor 5 = (I,m,n) ja mis mdaratakse parameetriliste vor-
randitega
{Xa It + x0,

)y =mt + y0,

" ant + Z0.

Selleks, et sirge s asuks taielikult pinnal, on tarvilik ja
piisav, et sirge jazpinna 16ikepunktide leidmisel saadud

ruutvérrand (]— ~“)t2 + 2@SpT ™ - n)t = 0 parameetri t
suhtes oleks samaselt rahuldatud, s.t. kdik kordajad peavad
olema nullid:

LI2 - E‘Z » 0,
p q
_M _n o
p q
Avaldame saadud slUsteemi esimesest vOrrandist m - £ 1 Ja
asendades teise Vvorrandisse, saame n = (4% + 1.

oy - - - _ - Mg
Kuna sihivektori koordinaatidest uhe voib valida va%alt,
siis antud juhul voétame 1 aVp* . Sihivektori 1 koordinaati-
de jaoks saame kaks vaartuste slsteemi:

Za)
“ < Vv?2 1 ( -
L1 1 *1 Vo vq
Ja
Ip :m2 :n2=Vvp < (-Vg) 8 + T ™e
d d * Vp Vq

Seega, huperboolse paraboloidi iga punkti X0 labib kaks sirg-
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Joonset moodustajat, mis madratakse vOrranditega. Hiperbool-
se paraboloidi (15.2) punkti Xo(xe,y0»z0) labivate sirgjoon-
sete moodustajate vorrandid on

@153

Z— . u3d-zp (15.4)
p -2

Markame, et kdik sirgjoonsed moodustajad (15.3) on paralleel-

Labi Uuperboolse paraboloidi iga punkti kulgeb tépselt
uks sirgjoonne moodustaja kummastki sirgjoonsete moodustaja-
te parvest.

lga kaks erinevatesse parvedesse kuuluvat sirgjoonset
moodustajat I8ikuvad. lIga kaks samasse parve kuuluvat sirg-
Joonset moodustajat on Kiivsirged.

Hiperboolse paraboloidi vdime saada Uhe parabooli liiku-
misel ruumis paralleelselt iseendaga ja tipuga mddda  teist
parabooli (vt. ndide 2).

Paraboloidide (15.1) ja (15.2) (nii nagu kdigi teist
jarku pindade) paralleelsete kddlude keskpunktid asuvad ta-
sandil, mida nimetatakse antud pinna diameetertasandiks,
tapsemalt antud kdblude sihi kaasdiameetertasandiks (ehk
ké6lude sihiga konjugeeritud diameetertasandiks ehk koolu
sihile vastavaks diameetertasandiks).

Olgu paralleelsete kddlude sihivektor s = (I,m,n). ElI-
liptilise paraboloidi (15.1) korral eeldatakse, et antud
siht ei ole kollineaame paraboloidi teljega. Hiperboolse
paraboloidi (15.2) korral eeldatakse, et antud siht ei ole
paralleelne tasanditega

X+ = 0. (15.5)
Vip



Paralleelsete koolude poolt maaratud diameetertasandi vor-
rand elliptilise paraboloidi korral on

if+5*-a (15.6)
Ja huperboolse paraboloidi korral
1Z -SE . n. @s.7n

Paraboloidide korral kdik diameetertasandid on paralleelsed
paraboloidi teljega.

Teist jarku pinna diameetriks nimetatakse sirget, millel
asuvad pinna tsentraalsete paralleelldigete keskpunktid. Kui
n = (AfB,C), C 550 on paralleelsete loiketasandite normaali
sihivektor, siis tasandite parve poolt maaratud diameetri
vorrand elliptilise paraboloidi korral on

x- -J2 , = -£8§- (15.8)
Ja hiperboolse paraboloidi korral
X=-U ,y= . d5.9)

Selleks, et tasand 10ikaks paraboloidi médda tsentraalset ko-
verat (reaalset vOi imaginaarset), on tarvilik ja piisav, et
tasand 18ikaks paraboloidi telge.

Elliptilise paraboloidi (15»1) korral leidub k™ks parve
paralleelseid tasandeid, ais ldikavad seda paraboloidi m&d-
da ringjooni, s,t. elliptilisel paraboloidil leidub kaks
parve ringjooni. Vaadeldud paralleelsete tasandite parved
maaratakse vodrranditega

*le—<r Y+ \Xfg B+ tfp -0, t<Egda,

kus t on muutuv reaalne parve parameeter.
Kui p * q, siis need parved Uhtivad.
Kalde 2, Teist jarku pind on maaratud vdrrandiga y -
- X2 51 8z. Teha joonist Millise pinna maarab antud vorrand?
Lahendus. Pind on vdrdhaame hiperboolne parabjjloid.
Joonise tegemiseks leiame pinna 10iked reeperitasaiditega.
Loige yz-tasandiga x * 0 on parabool y2 =8z, x =0, mille
simmeetriateljeks on z-telg, telje positiivne suund Uhtib z-
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telje positiivse

suunaga ja para-

meeter p = 4 (vt

joon. 15.5). LOi-

ge xz-taaandiga

y2= 0 on parabool

X =-8z,y =0,

mille suimmeetria-

teljeks on z-telg

ja telje positiiv-

ne suund Uhtib z-

telje negatiivse

suunaga. Loige xb-

tasandiga paral-

leelse tasandiga Joonis 15.5.

y = h on parabool, mille simmeetriatelg on paralleelne z-
teljega, telje positiivne suund Uhtib z-telje ﬂ%gatiivse

suunaga ja parabooli tipp asub punktis Xo(h,0,9-). Seega, an-
tud vordhaarse hiperboolse paraboloidi kirjeldab parabool

x2 - 8z+h 2 y =h [Iiikumisel ruumis nii, et tema tasand
Jadb kogu liikumise valtel paralleelseks yz-tasandiga ja pa-
rabooli tipp Me libiseb médda xz-tasandil olevat parabooli
y2 = 8z, x =0. Liikuvate paraboolide parve parameetriks on

h (loiketasandi kaugus xz-tasandist -00<h <«>).

Haide 3. Toestada, et hiperboolse paraboloidi rz. J- =

A 2z voime saada parabooli liikumisel ruumis jargmiselt:
liikuva parabooli tipp liigub modda teist parabooli, Biiku-
va parabooli telg on igal liikumise momendil vastassuunali-
ne liikumatu parabooli teljega ja liikuva parabooli tasand
on risti liikumatu parabooli tasandiga ning liikuva paraboo-
li tasandid moodustavad paralleelsete tasandite kimbu. Teha
joonis juhul, kui p =4, g » 2.

Toestus. Uurime pinna 10ikeid tasandiga. Loige yz-tasan-
diga X = 0 on parabool



q=0,

mille telje positiivne suund Uhtib z-telje negatiivse suuna-
ga ja mille parameeter on q (vt. joon. 15.5). Loige xz-ta-
sandiga y = 0 on parabool

(15.10)

(15.11)
»
y =0,
mille telje positiivne suund Uhtib z-telje positiivse suuna-
ga ja parameeter on p. Paraboolide (15.10)ja (15.11) tasandid
on risti ja paraboolide teljed vastassuunalised.
Loiked tasanditega y = h on kongruentsed paraboolid

h2
+ 2q)» (15.12)

Y =b,
mille tasand on paralleelne xz-tasandiga (s.t. parabooli
(15.11) tasandiga), telje suund Uhtib z-telje positiivse suu-
naga ja tipp asub punktis Q0 ,h,rlZ\)f mis on parabooli (15.10)
punkt. Seega, toepoolest, antud hiperboolset paraboloidi
kirjeldab parabool (15.12) kirjeldatud liikumisel médda para-
booli (15.10V Joonise 15.5 korral p = q = 4.

1. Uhekattene hl'JperboIoid2

15.15. Leida huperboolse paraboloidi ~— =2z ja
sirge = 2 jog- I0ikepunktid.

15.16. Toestada, et huperboolsel paraboloidil ei leidu
elliptilisi 16ikeid. n 2

1b.17. Leida huperboolse paraboloidi =y pealdi-

ked. Teha joonis.

15.18. Joonestada hiperboolse paraboloidi * - y?| =z
pealbdiked ja peatelgedega paralleelsete 18igete projektsioo-

nid reepertasandile.
15.19. Veenduda, et tasand y + 6 = 0 Idikab hiperboolset

2 2 nl
paraboloidi ~— = 6z mddda parabooli. Leida loikeparaboo-
li parameeter ja tipp.
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15.20. Millist koverat mdoda I6ikab tasand 3x - 3Y +
+ 4z + 2 = 0 huperboolset paraboloidi x2_ 3;2 = y? Tsent-
raalse 10ikejoone korral leida [18ikejoone keskpunkt*

15.21. Toestada, et vOrrand z = xy maarab hiperboolse
paraboloidi.

15.22. Toestada, et hiperboolse paraboloidi parameetri-
listeks vorranditeks on

P> 0, >0

kus u ja v on suvalised reaalarvud. Millised kdverad maara-
vad vOrrandid u = const ja v = const

2. Paraboloidide diameetertasandid ja diameetrid
15.23. Koostada elliptilise paraboloidi X% V2 » 2z

(@> 0, g> 0) ldikamisel paralleelsete tasanditega Ax +
+By +Cz + X= 0 (-00<X<+00, C i 0) tekkinud [Idigete

keskpunktide vorrand. 5 5

15 .24 . leida huperboolse paraboloidi "— =2z
(> 0, g> 0) Idikamisel paralleelsete tasanditega Ax +
+By +Cz+A =0 (-00<n<.00,C"0) tekkinud 18igete

keskpunktide vorrand. 5 5

15.25. Toestada, et elliptilise paraboloidi 3 2z
(> 0, g> 0) Idikamisel kahe kaasdiameetertaSandiga tekki-
nud I8ikeparaboolide parameetrid p* ja ¢ rahuldavad seost
p* +ql =p+ g

Markus. Kahte diameetertasandit nimetatakse kaasdiamee-
tertasanditeks, kui kumbki l&bib teise kaasdiameetzrit- 5

15.26. Toestada, et hiuperboolse paraboloidi ~ =2z
16ikamisel kahe kaasdiameetertaeandiga I8ikeparaboolide pa-
rameetrid p* ja g rahuldavad seost p* - Q> = p - Q.
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15*27« Toestada, et hiperboolse paraboloidi j—= 2z
(@” 0, g> 0) Idikamisel kahe ristuva diameetertasandiga
16ikeparaboolide parameetrid pl ja q° rahuldavad seost

1 111
F “qU'=SP~q~*

3. Huperboolse paraboloidi sirgjoonsed moodustajad

15.28. Veenduda, et punkt M(1,3*-1) asub hiperboolsel
paraboloidil 4x“ - z° - y. Koostada punkti M labivate sirg-
Joonsete moodustajate vorrandid.

15.29. Veenduda, et punkt A(-2,0,1) asub huperboolsel

paraboloidil X2— =Vz_ Leida punkti A labivate sirgjoon-
sete moodustajate vaheline teravnurk.

2 2
15.30. Leida hiuperboolse paraboloidi ~ = z punkti
A(6,-1,2) labivad sirgjoonsed moodustajad.

15.31. On antud huperboolne paraboloid x> -2 =2 Ja
Uks tema puutujatasanditest: 10x - 2y - z - 21 =0. Koostada
sirgete, mida médda puutujatasand loikab antud pinda, kanoo-
nilised vorrandid.

15.32. Toestada, et tasand 2x-12y-z+16 =0 I8ikab
hliperboolset paraboloidi X - 4y = 2z mooda sirgjoonseid
moodustajaid. Koostada nende sirgjoonsete moodustajate vOr-

randid, 5 5
15.33. Leida paraboloidi = z sirgjoonsed moodus-

tajad, mis on paralleelsed tasandiga 3x + 2y - 4z _ 0.

15.34. Koostada hiperboolse paraboloidi x2 - y2 >2z
ristuvate sirgjoonsete moodustajate I8ikepunktide hulga vor-

rand. 5 5

15.35. Koostada hiuperboolse paraboloidi N— =2z
ristuvate sirgjoonsete moodustajate I8ikpunktide hulga vor-
rand.

15.36. TOestada, et suvaline tasand, mis 1&bib huperbool-
se paraboloidi sirgjoonset moodustajat ega ole paralleelne
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aelle pinna teljega, labib veel hiperboolse paraboloidi
teist sirgjoonset moodustajat, kusjuures see tasand on pinna
puutujatasandiks vaadeldud sirgjoonsete moodustajate 18ike-
punktis.

15.37. Leida huperboolse paraboloidi gg— ¥|2— =2z
(> 0, g> 0) sirgjoonsete moodustajate projektsioonid xy-
tasandil. 5 5

15.38. Toestada, et pinna ~— =2z (>0, g> 0)
sirgjoonsete mo%dustajate projektsioonid xz-tasandile puutu-
vad parabooli X = 2pz, y = 0.

15.39. Uurida, kuidas asuvad hiperboolse paraboloidi

X2 X2 -4 sirgjoonsete moodustajate projektsioonid reepe-
ritasanditel piima pealdigete suhtes.

15.40. Leida hiperboolse paraboloidi sirgjoonsete moo-
dustajate projektsioonid pinna tippu labivale puutujatasan-
dile.

15.41. Toestada, et hiperboolse paraboloidi sirgjoonse
moodustaja projektsioon hiperboloidi tippu labival puutuja-
tasandil on paralleelne vaadeldud puutujatasandil asuva
sirgjoonse moodustajaga.-

15.42. Toestada, et hiperboolse paraboloidi iga kaks
sirgjoonset moodustajat 1) erinevatest parvedest I8ikuvad;
2) Uhest ja samast parvest on kiivsirged.

15.43. Toestada, et hiperboolse paraboloidi tippu 1&biv
pinna iga puutuja poolitab sirgjoonse moodustaja I6igu, mis
jaab selle pinna kahe stimmeetriatasandi vahele.

15.44. Koostada sellise sirgehulga vorrand, kus hulga

2 2
iga sirge labib paraboloidi + = z ainUit tema tipus
jJa seejuures ei ole tema puutujaks.

15.45. Kahel kiivsirgel on vbetud vOrdsete vahemikega
Uksteisele jargnevad punktid: sirgel a punktid 1,2,3,...,
sirgel a* punktid 1,,2,,3,>... Toestada, et sirged
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11*,22»,33"*44" , asuvad Uhel ja samal hiperboolsel para-
boloidil. Sellel omadusel p&hineb hiperboolse paraboloidi
niitmudeli konstruktsioon.

4. Mitmesuguseid Ulesandeid

15.46. Leida ruumi punktihulk, mille iga punkt asub
vordsel kaugusel kahest antud kiivsirgest*

15.47. Koostada kahest antud sirgest xxi = 0 ja
ix {A+J3 »-1+J vordsetel kaugustel asuvate punktide
hulga voBrrand vektor- ja koordinaatkujul.

15«48. Koostada punktihulga vorrand, kui hulga iga punk-
ti kauguste suhe kahe antud kiivsirgeni on etteantud arv p.

15*49« Leida hiperboolse paraboloidi vorrand, kui reepe-
ri alguspunkt asub pinna suvalises punktis Xq, x- ja y-tel-
jeks on punkti X© labivad sirgjoonsed moodustajad ja z-telg
on paralleelne paraboloidi teljega.

15.50« Leida punkti XoiXotYotzo) l&biva paraboloidi

— Z—= 2z selline I0iketasand, mis annab 18ikeks tsent-
raalse kdvera keskpunktiga punktis Xq-

15.51. Koostada sirge liikumisel ruumis Kkirjeldatud joon-
pinna vorrand, kui liikuv sirge toetub paraboolidele
fy2 = 2x, Ja (z2 = -2x,
\z =0 \y =0

ning jadb kogu liikumise valtel paralleelseks tasandiga
y-z=0.

15.52. Sirge libiseb mooda sirgeid X ~ ¢ =¥ =2-7
N=%-g$e= - paralleelselt tasandiga 2x + 3y - 5 = 0.
Koostada tekkiva joonpinna vorrand.

15.53. Paralleelselt iseendaga libiseb parabool x2 = 2pz,

y = 0 oma tipuga mooda teist parabooli yp =

Koostada tekkinud pinna vorrand.

-2z, X _ 0.
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15*54. Toestada, et Ukskdik millised kolm antud tasandi-
ga paralleelset paarikaupa kiivat sirget me ka ei votaks,
alati on antud sirgeid l8ikavate sirgete punktide hulk hi-
perboolne paraboloid.

15.55. Mddda kahte eirgat - g - =" -—-—g%+Ja ™ »

-g— liiguvad kaks punkti Uhesuguse konstantse
kiirusega, nad labivad samaaegselt xy-tasandi, kuid Uks alt
tles, teine Ulalt alla. Koostada pinna virrand, mille Kir-
jeldab sirge, mis Uhendab kahte kirjeldatud liikuvat punkti.

15.56. Paarikaupa ristuvatest tasanditest moodustatud
kolmetahulise nurga tasandid puudutavad elliptilist parabo-
loidi. Toestada, et selliste kolmetahuliste nurkade tipud
madravad elliptilise paraboloidi teljega ristuva tasandi.

15.57. Paarikaupa ristuvatest tasanditest moodustatud
kolmetahulise nurga tasandid puudutavad hiperboolset parabo-
loidi. Toestada, et selliste kolmetahuliste nurkade tipud
maaravad hiperboolse paraboloidi teljega ristuva tasandi.
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16. peatiukk

KOONUS. SILINDER
~. Koonus

1 Podrdkoonus. Ruumi koigi selliste punktide X hulka,
mille punktide korral antud punktist S suunduvad vektorid ST
moodustavad antud sihi vektoritega antud nurga nimeta-
takse podrdkoonuseks (joon. 16.1.). Punkti S nimetatakse
koonuse tipuks, punkti S labivat, antud sihiga sirget - tel-
jeks (poordeteljeks). Podrd-
koonust voib vaadelda kui
poordpinda (vBi joonpinda),
mille Kirjeldab koonuse tip-
pu labiv sirge poorlemisel
Umber koonuse telje. Sirgeid,
milledest podrdkoonus koos-
neb, nimetatakse koonuse
sirgjoonseteks moodustajateks
ehk lihtsalt moodustajateks.

Tipp jagab podrdkoonuse  ka-
heks osaks, nn. katteks. Olgu
p&ordkoonuse suvalise punkti

X ja koonuse tipu S kohavek-

torid vastavalt x =(X,y,2),

§ = (Xo,y0*20) ja telje sihi-

Uhikvektor ~ = (I,m,n), siis Joon. 16.1.
koonuse vektorvorrand omab kuju — -;X——~ : = cosd
- S
ehk
X - 95)]2 - (x - a)2co321. = 0. @6.1)

P&6rdkoonuse vorrand ei sdltu telje sihivektori suuna vali-
kust. P&6rdkoonuse vorrand (16.1) on ristreeperi korral kir-
Jutatav kujul
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[1(x - x0) + my - y0) + n(z - z0)]2 -

-[(x - x0)2 + (y - y0)2 + (z - z0)2J cos2x = 0, (16.2)
Poordkoonuse vorrand (16*2) on eriti lihtne, kui riatreeper
on valitud selliselt, et podrdkoonuse tipp on reeperi algus-
punktiks 0(0,0,0) ja poordeteljeks on z-telg (sihivektor Sle,
E = (0,0,1)). Kirjeldatud reeperi valiku korral pddrdkoonu-
ae vorrand (16.2) omab kuju

X2 +y2 - z2tan2a =0. (16 .3)
Tahistades tann. = K, Ssaame

X2 +y2 - k2z2 =0
ehk

X2+ Y2 _ 7250,

K Kr
Vorrandit nimetatakae poordkoonuse kanooniliaeks vorrandiks.

Potrdkoonuse 18iget tasandiga, mis ei 1abi k-nonuse tippu,

nimetatakse koonuseloikeks (joon. 16.2-4). Podrdkoonuse 18i-
keks poodrdeteljega ristuva tasandiga z = h on ringjoon, mil-
le keskpunkt asub z-teljel ja raadius on R = jh tancX).

2. Koonus. Koonuoeks ehk kooniliseks pinnaka nimetatakae

pinda, mille kirjeldab liikuv eirge (moodustaja). labides
kogu liikumise valtel kindlat punkti S (koonuse tippu) ja
16igatea mingit kbverat (Juhtjoont).

Kui koonuae juhtjooneks L on reaalne mittelagunev teist
jarku kdver ja koonuse tipp S ei asu juhtjoone tasandil,siis
sirgete hulk, mille sirged thendavad punkti S juhtjoone koi-
kide punktidega, on teist jarku koonus (médratakse ruutvor-
randiga). Te;st jgirku I;oonuse kanooniline vdrrand on

E;z +b'\ 2C—— 2=0. 6.9
Teist jarku koonuse erijuhuks on potordkoonus. Kui yz-tasan-
dil asuv sirge
-1 =0.
X =0
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poorleb umber z-telje (vt.
joon. 16.2), siis tekkinud

pddrdkoonuse vdrrand on
vt. podrdpind
¢ 2 poo2 P 2

Bt o -7

Uldise teist jarku

koonuse (16 .4) vOime saada
pdordkoonusest ruumi kokku-

surumisel x-telje sihis:

X-1X, Y=Y, B- 2
Teist jarku koonusel

(16.4) on kolm summeetria-
tasandit, kolm summeetria-
telge ja tks  simmeetrla-

keskpunkt (koonuse tipp)-

Koonuse teljeks on simmeet-
riatelg, mida labivad sim- Joonis 16.2.

meetriatasandid ldikavad

Joonis 1b.3«

koonust rohkem kui Uhes punktis.
Teist jarku koonuse I0iked tel-

ge labivate tasanditega on 16ikuva-
te sirgete paarid, teljega 16ikuva-
te tasanditega aga ellipsid, para-
boolid vdi hiperboolid. Loige ta-
sandiga, mis Idikab koonuse icdiki
moodustajaid, on ellips (vt. joon.
16.2). Loige tasandiga, mis on pa-
ralleelne parajasti Uhe moodustaja-
ga, on parabool (vt. joonis 16.3).
Teist jarku koonuse 18ige tasandi-
ga, mis on paralleelne parajasti
kahe moodustajaga, on hiperbool
(vt. joonis 16.4). Koonust, mille
iga moodustaja on antud pinna
puutujaks, nimetatakse antud
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pinna puutujakoonuseks. Artnd
pinna puutujakoonuseid on 16p-
mata palju.

Naide 1. Koonuse tipp
asub punktis S(a,b,c) ja koo-
nuse juhtjoone vorrandid on

f..xy. 2 ao,
4<W >=0.

Koostada koonuse vorrand.
Lahendus, olgu X(xfy,z)
koonuse juhtjoone suvaline
punkt ja P(X,Y,Z) punktiga X
ja S maaratud koonuse moodus-
taja suvaline punkt. Otsitava

koonuse moodustaja vorrandid
omavad kuju

X -a
X - a
Elimineerides vorrandisistee- Joonis 16.4.

mist (16.5) ja (16.6), mis koosneb neljast vorrandist, juht-
Joone punkti koordinaadid x,y,z, saamegi otsitava koonuse
vorrandi .

Markus. Kui koonuse tipp asub reeperi alguspunktis, siis
koonus maaratakse homogeense vOrrandiga.-

Naide 2. Koostada koonuse vorrand, kui koonuse tipp asub
reeperi alguspunktis ja juhtjoon on maaratud vorrandisistee-
miga

Zry2+ @Z-52 9,

z =4.

Lahendus. Olgu P(X,Y,Z) juhtjoone punkti X(X,y,z) labiva

koonuse moodustaja suvaline punkt. Siis koonuse moodustaja

vorrandid on L_i_mh - Elimineerides voOrrandisiisteemist

fx2 +y2 - (z-5)2=9,

Zz =4,
X Y
VXZVY :
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jJuhtjoone punkti X koordinaadid X, y, z, saamegi otsitava

koonuse vorrandi X2 + y2 - %3 =0.

Markus. Elimineerimine on lihtne, kui teisendada moodus-
taja vorrandid parameetrilisele kujule ja korrutada pinna,
vorrandit parameetri ruuduga.-

Naide 3. Koostada teist jarku pinna F(X,y,z) = 0 puutu-
Jakoonuse vdrrand, kui koonuse tipp asub punktis S(a,b,c).
Lahendus. Otsitava koonuse moodustaja kanoonilised vor-
randid on 2 T—a -yz=b >Z T*bmillest saamne parameetrili-
sed vorrandid
ix _It+a,
y amt + b, 16.7)

z=nt + c.
Kuna iga otsitava koonuse moodustaja on antud pinna puutujaks,
siis moodustaja omab pinnaga kaks thtivat 18ikepunkti. Asen-
dades moodustaja parameetrilised vorrandid pinna vlrrandisse,
saame parameetri t suhtes ruutvdrrandi

At2 +Bt + Calo, (16.8)
mis peab Ulesande eelduste jargi omama kaks uhtivat lahendit.
Jarelikult, vorrandi diskriminant peab olema null:

B2 - 4AC = O.. (16.9)
Elimineerides siUsteemist (16.7),(16-9) moodustaja sihiveKto-
ri koordinaadid 1, m, n ja puutepunkti parameetri t, saame-
gi otsitava puutujakoonuse vorrandi. Meenutame veel, et moo-
dustaja sihivektori koordinaatidest Uhe voib alati valida
vabalt (sobiv nullist erinev arv, naiteks Uks), sest sihi-
vektorit vdib alati korrutada nullist erineva arvuga.

Markus. Kui huvitab ka puutujakoonuse moodustaja ja pinna
puutepunkt, siis selle parame%tri lelame vorrandist 8),
arvestades seost (16.9) t =- mgj. Asendades leitud t vaartuse
moodustaja parameetrilistesse vOrranditesse, saamegi otsitava
puutepunkti .

Naide 4. Koostada reeperi alguspunkti labivate sfaari

X -5)2+ (y+1)2+ 22 a 16 puutujate hulga vorrand.
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Lahendus. lga sirge, mis labib reeperi alguspunkti, vOib
esitada vOrranditega T =m =n z“"N y=mt, z=nt.
Kuna sirge puutub sfaari, siis sirgel on sfaariga kaks Uh-
tivat 16ikepunkti (puutepunkti). jarelikult, vBrrandieustesm
(sirge vorrand pluss sfaari vorrand) peab omama kaks reaal-
set ja uhtivat lahendit, s«t. susteemi lahendamisel tekkiva
ruutvorrandi (It - 52 + (mt + 1)2 + ("2 - 16 diskrimi*-
nant peab olema vordne nulliga. See ongi tingimus, mida
peavad rahuldama pultuja sihivektori koordinaadid:

(2 +m2 + n2) - 2(51 - mt + 10 =0,
O = (51 -m)2 - 1012 + m2 + n2).

Jarelikult, (G1 - m)2 - 1012 + m2 + n2) = 0.

Asendades viimases vOrduses 1 ja n nende avaldistega moodus-
taja vorrandist 1 m=~, n » " ja korrutades saadud
vorrandit t2, saamegi otsitava puutujate hulga vorrandi

Gx - y)2 - 10(x2 + y2 + 22) =0. Otsitav puutujate hulk on
koonus, mida nimetatakse sfaari puutujakoonuseks.

1. Koonus

16.1. Pdordkoonuse tipp asub reeperi alguspunktis, z-
telg on koonuse teljeks ja punkt M(3,-4,7) on koonuse punkt.
Koostada koonuse vorrand,

16.2. Koostada pddrdkoonuse vorrand, kui koonuse tipp
asub punktis S, koonuse telg on parallefclns vektoriga 5
ning moodustaja ja telje vaheline nurk on VX
1D S(x0.y0,20), i = (@,b.0)f y,s 2) 5(1,2,3), e»
=QR2,1). N=-f=— .

16.3. Leida koonuse 1) x2 + y2 =272, 2) X2 + y2 - y- »0
pdordetelje ja moodustaja vaheline nurk,

16.4. Sirge —4-2 =~ 7 poorleb umber x-telje. Koos-
tada sirge poorilemisel tekkinud pinna virrand.

16.5. Hulga sirged lébivad punkti A(3,0,5) ja moodusta-
vad xy-tasandiga nurga -f- , Koostada sirgete hulga VvoOr-
rand.
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16.6. Koostada koonuse vorrand, kui koonuse tipp asub
punktis S(1,2,4) ja koonuse moodustajad moodustavad tasandi-
ga 2x + 2y + z = 0 nurga 45°.

16.7. Leida koonuse X% + y2 _ 2 =0 moodustajate ja ta-
sandi 5x + 10y - 11z =0 vaheline teravnurk.

16.8. Koostada koonuse vdrrand, kui koonuse tipp asub
punktis S(Xo,y0,z0) ja koonuse moodustajad 18ikavad tasandit
ax+by+cz +d=0nurga p all.

16.9. Koostada koonuse vbrrand, kui koonuse tipp asub
reeperi alguspunktis ja juhtjoon on maaratud vorrandislstee-

miga
2)fx2 , Z2 . f2 2
DN +7 =17
\lz = ¢, =m)D [x = a.

16.10. Koostada koonuse vorrand, kui koonuse tipp asub
reeperi alguspunktis ja juhtjoon on maaratud vorrandisistee-
miga
(X2 -2z+1 =0,

\y-z+1=0.

16.11. Pdordkoonuse tipp asub reeperi alguspunktis, Y-
telg on pddrdkoonuse teljeks, pddrdetelje ja moodustaja va-
heline nurk on 60°. Koostada p&drdkoonuse vorrand.

16.12. Koostada p&drdkoonuse vorrand, kui pddrdkoonuse
moodustajateks on reeperiteljed.

16.13. Koostada podrdkoonuse vorrand, kui tema tipp asub
punktis S(1,2,3), pddrdetelg on risti tasandiga 2x + 2y -
- z+ 1 =0 ning pddrdetelje ja moodustaja vaheline nurk on
30°.

16.14. Koostada esimeses ja seitsmendas oktandis asuva
pddrdkoonuse vorrand, kui x- ja y-telg on koonuse moodusta-
jateks, aga z-telg moodustab koonuse pd8rdeteljega nurga

16.15. Podrdkoonuse juhtjooneks on xy-tasandil asuv
ringjnon raadiusega r. Koonuse telg on risti juhtjoone ta-
sandiga, tipp asub z-teljel ja tipu kaugus juhtjoone tasan-
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dist on h« Koostada potrdkoonuse vorrand. Teha joonis.

16.16. Podrdkoonuse juhtjooneks on ringjoon raadiusega
5, pdordetelg on risti juhtjoone tasandiga ja tipp asub
juhtjoonest 7 Uhiku kaugusel. Koostada pdordkoonuse vorrand.

16.17. Koostada koonuse vorrand, kui on antud koonuse
tipp S ja juhtjoone vdrrandid:
2 -2
1) 0,0,0 ja wil, Zz«O0;
a b

2) (3,-1,2) jJax2 ¢y2 -2z2 -1, X -y + z*=0;

3 S"-3,0,0) Ja3x2 +6y2 -1 a0, x+y+z*1
16.18. Koostada punktist S(4,0,-3) ellipsit

AN 1

ZE

projekteeriva koonuse vorrand.

16.19. Koostada koonuse vorrand, kui koonuse tipp asub
punktis S(2,3t6), xy-tasand I8ikab otsitavat koonust méoda
ellipsit, mille teljed on paralleelsed x- ja y-telgedega ja
ellips puutub reeperitelgi.

16.20. Sirge labib punkti S(0,b,0) ja libiseb m68da hi-
perbooli

r2 =2 1
7 7 =17
ly m0*

Koostada liikuva sirge poolt kirjeldatud koonuse vdrrand.
16.21. Sirge labib punkti A(0,0,2) ja libiseb médda hi-

1.

Koostada liikuva sirge poolt kirjeldatud koonuse vdrrand.

16.22. Koostada koonuse vorrand, kui koonuse tipp asub
punktis S(0,0,a) ja juhtjooneks on hiuperbool 2xy = a2, z *0.

16.23. xy-tasandil asuva parabooli tipp on reeperi al-
guspunktis, parabooli teljeks on x-telg ja telije suunaks x-
telje positiivne suund, parameeter p s 2. Koostada koonuse
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vorrand, kui koonuse tipp asub punktis S(0,0,8) ja juhtjoo-
neks on kirjeldatud parabool.

16.24. Koostada koonuse vdrrand, kui koonuse tipp asub
punktis 3(0,0,p) ja juhtjooneks en parabool y2 m 2px, z m O.

16«25. Koonuse tipp asub punktis C(0,0,2R) ja koonus l1&-
bib ringjoont
™2 +y2 + z2 = 2Rz,
\ax + by + cz + d = 0.
Koostada koonuse virrana.

16.26. Podrdkoonuse teljeks on sirge * ~ 2
ja tipp asub yz-tasandil. Koostada koonuse vdrrand,

teades, et punkt M(1,1,- *) asub Bﬁérdléoonugel.

16.27. Toestaaa, et koonuse " b ~ =0 suvaline
c
normaal loikab koonuse telge*

16.28. Toestada, et koormb, mille tipp asub pddrdparabo-
loiai meridiaanloike fookuses ja juhtjooneks on sama pdord-
paraboloidi suvaline tasandiline 16ige, on pd&drdkoonus.
Markus. Podrdplana meridiaanloikeks nimetatakse pinna 18iget
p&ordetelge labiva tasandiga.

16.29. Toestada, et vdrrand z = xy maarab koonuse, tipu-
ga reeperi alguspunktis.

16.30. TOestada, et koonuselbiked paralleelsete tasandi-
tega on sarnased. (Valja arvatud koonuse 18iked tippu labi-
vate tasanditega, mille korral teist jarku kdverad kiduvad
kas sirgete paariks vOi punktiks.)

16.31. Toestada, et teist jarku koonus, mille tipp asub
reeperi alguspunktis ja mille juhtjooneks on kdver f(x,y) =
=0, i=1, maaratakse homogeense vorrandiga. Vaadeldud koo-
nuse kdik punktid, valja arvatud reeperi alguspunkt, rahul-
davad vorrandit f(, ) = 0.

2, Puutujakoonus

16.32. Koostada sfaari (x—+ 2)2 =+ (y - D2+ z- 3
9 puutujakoonuse vorrand, kui koonuse tipp asub reeperi
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alguspunktis.

16.33. Leida sfaari x% 24 z’2 a R2 puutujakoonuse
vorrand, kui koonuse tipp asub ptmktis C(0,0,c), c > r.

16.34. Koonuse tipp asub punktis S(5*0,0) ja koonuse
moodustajad puutuvad sfaari
D x2+y2+22=1,
2) X2 +y2+ 272 =9.
Koostada koonuse vorrand.

16.35. Leida sfaari (X - a)2 + (y - b)2 - (s - ¢)2 =R2
puutujakoonuse vorrand, koonuse tipp on S(xo,ye,z0).

16.36. Koonus puutub sfaari, mille raadius on 6 ja kesk-
punkt asub punktis C(0,4,1)« Koonuse tipp asub punktis
S(8,0,0). Koostada koonuse vdrrand.

16.37.MKoonuse tipp agub punktis S(Xo,y0,z0) ja koonus
puutub si%ari X~ +y+ 2z~ =R« Millises suhtes jagab ring-
joon, mida médda koonus puutub sfaari, sfaari pinda?
2 2
16.38. Koostada punkti S(5,1,0) labivate pinna = + g- +

. = 1 puutujate hulga v6rranc\li ) 5
16.39. Koostada ellipsoidi © - =1 puutujakoo-

nuse vOrrand, kui koonuse tipp asub punktis S(6,0,0)«
16.40. Koonuse tipp asub punktis $"3j0;0,5) “Ja koonuse

kdik moodustajad puutuvad ellipsoidi +J~a Koos-
tada koonuse vorrand.

2 2 2
16.41. Toestada, et ellipsoidi —n + + —> = 1 puutu-
a cd
Jakoonuse volrrand on
N Do,
kui koonuse tipp on punktis S(Xo,y0,z0)
2

16 .42, Koostada Uhekattese huperboloidi +%— z =1
puutujate hulga alamhulga vorrand, kui alamhulga sirged moo-
dustavad reeperitelgede sihivektoritega virdsed nurgad.
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16,43« Koostada koonuse vdrrand, kui koozius puutub kah-
te antud sfaari

JX2 +y2 +*2 - 4»0,
\x2 +y2+ (Z-3)2-1,,0.
*
16*44« Koostada ellipsoidi x2 ;2 2 » 1 puutujakoo-
* & (]
nuse vorrand, kui koonuse tipp asub ellipsoidi valispunktis
S(xe,y-tz0),

16,45c Koostada koonuse vorrand, kui koonuse tipp asub
punktis S(Xo,y%,s#)zja kgonus on Uhekattese vOi kahekattese
hiperboloidi » bA n i 1 puutujakoonuseks.
a c
16.46, Sirgete hulga sirged ldbivad teist jarku pinna
keskpunkti ega oma teist jarku pinnaga Uhtegi Uhist reaal-
set 16ikepunkti# Koostada sirgete hulga vdrrand,

216,47« Punkt 3(x0,y0#ze) on elliptilise paraboloidi +

+*¥e=2% p> 0, q> 0,valine punkt. Koostada teist jarku
koonuse vOrrand, kui koonuse tipp asub punktis S ja koonus
on antud elliptilise paraboloidi puutujakoonuseks. Koostada
punkti S pola&rtaaacdi vorrand antud elliptilise paraboloi-
di suhtes.

Markus» Punkti S polaartasandiks antud teist jarku pinna
suhtes nimetatakse tasandit, millel asub antud pinna ja an-
tud pinna puutujakoonuse puutepunktid, kui puutujakoonuse
tipp asub autud punktis,

16.48. Koostada podrdkoonuse vOrrand, kui koonus puutub
xz- Ja yz-tasandeid mddda x- ja y-telge.

16.49. Pddrdkoonus puutub esimeses ja seitsmendas oktan-
dis koiki koime reeperitasandit. Koostada podrdkoonuse vor-
rand>

8§82, Silinder

Silindriks afk silindriliseks pinnaks nimetatakse joon-
pinda, mille kirjeldab sirge(silindri moodustaja) liikumisel
ruumis, jaddes kogu liikumise valtel paralleelseks mingi fik-
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seeritud sirgega ja lfigates
kogu liikumise valtel mingit
kindlat kéverat (. juht.joort).

lga joont, mis asub sl-
lindril, nimetatakse silind-
ri juhtjooneks, kui silindri
iga moodustaja 18ikab seda
joont Uhes ja ainult Uhes
punktis. Juhtjoont nimetatak-
se tasandiliseks juhtjooneks,
kui ta on silindri ja mingi
tasandi loikejoon. Silindrit
vOime defineerida kui algebra«
list pinda, mille vOrrand so-
biva reeperi korral ei sisal-
da Uhte muutujatest Xx,y,S.
laiteks f(x,y> = 0 (ei sisal-
da muutujat z2)*

Kui silindri juhtjooneks L
on reaalne mittelaguv teist Joonis 16.5
jarku kéver ja moodustaja si-
hivektor 5 ei ole paralleelne
Juhtjoone tasandiga, siis
juhtjoone L kdiki punkte labi-
vate ja vektoriga s paralleel-
sete sirgete hulk on teist
jarku silinder. Teist jarku
silindreid (madaratakse ruut-
vorrandiga) on kolae tulpi ja
nende kanoonilised vorrandid
on vastavalt:
1D elliptiline silinder (vt.
joon* 16.5 ):

wl

1; (16.10)

2) hc™jrboolne silinder (vt.
joon. 16.4): Joonis 16.6



3) paraboolne ailinder (vt.
joon216-7):

J  « 2px.
Elliptilise silindri eriju-
huka on pdordsilinder. Podrd-
silindri Toise kergesti saada
sirge poodrilemisel umber enda-
ga paralleelse telje (rt.
podrdpind). Kui podrdsilindri
telg on paralleelne s-teljega,
siis pddrdsilinder 18ikab xy-
tasandit mddda ringjoont. Kui
aelle ringjoone keskpunkt asub
punktis C(a,b,0) ja ringjoone
raadius on r, siis pdordsilind-
ri vdrrand on

xX-a2e (y-b)2-r2 O

gaide 5. Silindri juhtjoo-
neks on kover
CF,(x.y-x) - 0, (16>13)
tr2(x,y,2) . 0

Ja silindri moodustaja on pa-
ralleelne vektoriga S =
a (I,m,n). Koostada silindri
vorrand.
Lahendus. 1) Otsitava si-
lindri moodustaja vorrandid on
X-x Y-y

(16.12)

Joonis 16.8
(16.14)

kus X(x,y,z) on juhtjoone suvaline punkt ja P(l,Y,Z) on moo-
dustaja suvaline punkt (vt. joon. 16*7). Elimineerides nel-
jJast vorrandist koosnevast siUsteemist (16.13) ja (16.14) si-
hivektori koordinaadid I,m,n, saamegi otsitava silindri vOr-

randi»



Markus, Ulesande lahendamine lihtaustub, kui teisendada
moodustaja voOrrandid (16.14) parameetrilisele kujule.
Haide 6, Koostada silindri vorrand, kui silindri juht-
Jooneks on kdver
fl2 - 72 - 25,
\z =0
Jja moodustajad on paralleelsed y- ja z-telje vahelise nurga
poolteljega. Teha joonis*
Lahendus, y- ja z-telje vaheline nurgapoolitaja moodus-
tab reeperitelgedega vastavalt olL» 90°, paf = 45«
(vt. joon. 16.9). Vaadeldava nurgapoolitaja sihivektoriks on

Joonis 16. 9

85



a = (cosci,cos ft,cosr). Kuna cos™ = cos 90° =0, cos B =
= cos/-* coe 45e =1 , siis aa (0,M-.w) §J@O,1.1)* See-
ga, otsitava silindri moodustaja sihivektoriks voib votta
)\/elctiri S 3 I40,1,1)”“ Silindri mooduatajaks on "
Zy-

n T - S - S
- _y L. Elimineerime juhtjoone ja moodustaja vOrran-

ditest x,y,z. Avaldame z =0, y =Y - Z, X - X ja asendame
jJuhtjoone esimesse vOrrandisse, saamegi otaitava silindri
vorrandi X2 - (Y - 2)2 » 25 ehk X2 - Y2 - Z2 + 2YZ - 25 = 0.

Naide 7. Koostada silindri vorrand, kui silindri moodus-
taja on paralleelne sirgega x y ~ g =" 3a juhtjooneks
on kdver y2 = 4x, z = 0.

Lahendus« Moodustaja parameetrilised vorrandid on X =
=t+X, Y=2t+y, Zs 3t + z« Tundmatute X, vy, z ja t
elimineerimiseks avaldame moodustaja vOrranditest x, y, z ja
asendame juhtjoone vorranditesse
T - 20)2 = 4(X » D),

\Z - 3t = 0;
viimasest vorrandist t s j Z ja otsitava silindri virrand on
& -1 2)2*4(X - j2) ehk 9Y2 - 12YZ + 472 - 36X - 12Z = 0.

Haide 8» Kooatada silindri vorrand, kui silindri koik

moodustajad puutuvad teist jarku pinda

F(x,y,z2) * 0 (16,15)
(s«t* .on antud pinna puutujasilindriks) ja ailindri moodus-
taja on paralleelne vektoriga I a Cl»m,n)*

Lahendus* Maarame otsitava ailindri moodustaja kanooni-
liste vOrranditega x§ = * , millest saame
parameetrilised vorrandid

fx * It + %o,

iy emt + yO,

(Z ant + Z0.
Kuna ailindri moodustaja puutub antud piada, siia moodustaja
ja antud pind peavad omama kaht Uhtivat 16ikepunkti. Asenda-
des sirge parameetrilised vorrandid pinna vorrandisse, saame
parameetri t suhtes vOrrandi At2 + Bt + C « 0. Et slUsteemil
oleks kaks uUhtivat lahendit, peab vOrrandi diskriminant ole-
ma vOrdne nulliga:
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B - 4AC 0 0. (16.17)

Eliraineerides siUsteemist (16.16-17) moodustaja suvaliselt
Ffikseeritud punkti X0 koordinaadid Xq ,y0»Z0,saamegi otsitava
silindri virrandi.

Markus. Kuna punkti X< valik soodustajal on suhteliselt
vaba, siis vlime vitta punkti X cae koordinaadi vabalt ette.
Naiteks kui moodustaja ei ole paralleelne xy-tasandiga, voi-*
me vOtta ze» 0, s.t. moodustajat maaravaks punktiks on voetud
antud moodustaja ja xy-tasandi 18ikepunkt.

Haide 9. Koostada sfaari x2 + y2 + z2 = 1 puutujasillndri
vorrand, kui silindri moodustaja moodustab vérdsed nurgad
koigi kolme reeperiteljega«

Lahendus. 1) Olgu PM ot-
sitava puutujasilindri suva-
line moodustaja, kus P(X,Y,2)
on moodustaja suvaline punkt
Jja M(x,y,z) moodustaja ja si-
lindri puutepunkt, s.t_.x“ +
+y~ + 22 -1=0 (vt. joon.

16.10) .Moodustaja sihivekto-
riks vOib votta vektori
s = (1,1,1) ja moodustaja
vorrandid on
X=t+x, Y=t+y,
Z=t+ z (16.18)
Sirge PM ja sfaari 10ike-
punktide parameetrite leid-
mise ruutvorrand on
32+ 2t(x +y +.,2) s 0, Joon. 16.10
kust t1 - 0, 2 =3 (X +y + 2) =0. Et sirge oleks s%gri
puutujaks, peab t1 = €2 =0, s.t.x + y + z = 0. Seega, Si-
lindri juhtjoone virrandid on

X2 +y?+ A g (16.19)

X+y+z=0.
Elimineerides suUsteemist (16.18-19) juhtjoone punkti M koor-
dinaadid ja parameetri t, saamegi silindri vOrrandi
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2X2 + 2Y2 + 272 - 2XY - 2XZ - 2YZ - 3 = 0.

2) Kuna x, yf z vOrrandites (16.16) on sfaari punkti

koordinaadid, siis

X-D2+ Y -1DH2+ Z-1)2=0.
Et silindri moodustaja oleks sfadrile puutujaks, peab saadud
ruutvorrandil olema kaks Uhtivat lahendit, s.t. vOrrandi
diskriminant peab olema null:

X+Y+2)2-3(X2+Y2+22) . 0.
Saadud vorrand ongi silindri vbrrand, sest punkt P on si-
lindri suvaline punkt.

1« Silinder

16.50. Koostada podrdsilindri vorrand, kui teljeks on
sirge Xx *t, y *2t+ 1, a = -2t - 3 ja punkt S(1,-2,1)
asub podrdsilindril.

16.51. Podrdsilindri podrdeteljeks on sirge x = 3t + 1,
y = -2t -2, z =t + 2 ja poordsilinder labib punkti
S(2,-1tl). Koostada poddrdsilindri vorrand.

16.52. Koostada silindri vorrand, kui silinder labib k&-
verat
fx -2+ (y+3)2+ (a-2)2«25,
[ xX+y- a+ 2«0
ja tema moodustaja on 1) paralleelne x-teljega; 2) paralleel
ne sirgega X =y, 2Z > C.

16.53. Koostada silindri vorrand, kui silindri moodusta-
ja on paralleelne vektoriga T = (2,-3*4) ja juhtjooneks on
kdver x2 + y2 m 9, am 1.

16.54. Podrdsilindri juhtjooneks on ringjoon raadiusega
R m 8.Leida antud podrdsilindri ja tasandi I&ikejoonena tek-
kinud ellipsi poolteljed, kui Idiketasandi ja silindri poor-
detelje vaheline nurk on



16-55. Podrdsilindri juhtjooneks on ringjoon raadiusega
R s f3. Taadeldud pdordeilindri Idige tasandiga ~ on el-
lips, mille suure* pooltelg a - 2. Leida pdordeilindri telje
ja tasandi d. raheline nurk*

16.56. Koostada silindri vorrand, kui silindri jahtjoo-
neks on ringjoon
2 +y2* 25,
0
ja moodustaja sihivektor 1 = (I,m,n) on maaratud suhtega
1 :m:nab:3:2
o o _ A _p 0
16.57. Silindri juhtjooneks on kover x - J- + * , X
» 2# ja moodustaja on risti juhtjoone tasandiga« Koostada

silindri vorrand.

16.58. Koostada silindri vdrrand, kui silindri juhtjoo-
neks on kgver X~ -y »z, x+y+ z =0 jamoodustaja on
risti juhtjoone tasandiga«

16.59. Koostada silindri vorrand, kui silinder on ring-
joont
IxX2+ (Y +2)2+ (- 12 =25,
IX2 + y2 + *2 - 16
ortogonaalselt

1) xy-tasandile,

2) xz-tasandile,

3) yz-tasandile projekteerivaks silindriks.

16.60, Leida silinder, mis projekteerib kdvera

X2 +y2+ 3yz - 2x+ 3z -3 *0,
{y -z+1a0
xx-tasandile (paralleelselt y-teljega). Leida antud kdvera
projektsioon xz-tasandile«

16«61. Koostada silindri vOrrand, kui silindri moodusta-
ja on paralleelne sirgega x - y « z ja juhtjoone maarah vir-
randis»steem

Jx2+y2+ 2z2m1,
IXx +y+z = O
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16.62. On antud kola sirget: X «y =z, X+ 1=y*x-
-1 jax-1my + 11zm2, Koostada antud sirgeid labiva
podrdsilindri vorrand«

2. Puutujasilinder

1_?_.63. Koostada teist jarku silincziri vgrrang, kui silind-
ri moodustaja* puutuvad ellipsoidi +JL +5- =1 ja si-
lindri soodustaja sihivektoriks on vgktorbg * (I,m,n).

16.64.- T(")estada2 et Si Ie&du sellist pdbrdsilindrit, mis
oleks ellipsoidi ;erb . a1l (s™b >c) pnutujasilind-
riks.

16.65. Koostada sfaari x2 . y2 + 22 * 1 puutujasilindri

vOrrand, kui silindri moodustajad on risti tasandiga X + y -
-2z - 5»0.

16.66. Koostada sfadri x2 + y2 + z2 - 2x + 4y + 2z - 3 =
= 0 puutujasilindri vlirrand, teades, et silindri moodustaja
on paralleelne sirgega x =2t -3, y=-t+7, zm -2t +5.

16.67. Koostada silindri vorrand, kui silinder on kahe
sftaari

puutujasilindriks.

Koostada silindri vorrand, kui silindri moodusta-
jad puutuvad sfaare

-2+ (yY-2)2+ (z+ 2)2- 36,
X2 ¢ y2 + z2 - 36.

Koostada 1) Uhekattese, 2) kahekattese huperboloi-

di + b 1 puutujasilindri vorrand, kui moodusta-
a e

ja on paralleelne vektoriga & = (I,m,n). Eeldatakse, et vek-
toriga a maaratud siht ei ole pinna asumptootiline siht.



16.70. Koostada silindri vorrand, kui silindri moodusta-

ja on paralleelne vektoriga 1 = (I,m,n) ja silinder on el-

v2

liptilise paraboloidi iz, > 2z puutujasilinder.

3« Mitmesuguseid Ulesandeid

16.71» Toestada, et kui pddrdparaboloid ja podrdsilinder
16ikuvad ja nende pdordeteljed on paralleelsed, siis nad
16ikuvad mddda ellipsit. Saadud ellipsi suurem telg asub ta-
sandil ot, mis labib pddrdsilindri ja p&drdparaboloid! telgi,
vaiksem telg on risti tasandiga cX.

16.72. Koostada koonuse x2 + y2 - z2 = 0 kd6lude  kesk-
punktide hulga vdrrand eeldusel, et sirged, millel asuvad
vaadeldavad kdblud, labivad punkti So(xe,yO,zO).

+y -2z s unii, ex j.oxJeejooe igax puaucxi xaoivaa Kummagi
koonuse moodustajad on omavahel risti. Leida loikejoone vOr-
rand.

16.75. On antud pddrdsilinder (a - §)2 «02 ja sirge X e
= i0 + Et. Leida tarvilikud ja piisavad tingimused selleks,
et sirge
1) ei I8ikuks silindriga,

2) 18ikaks silindrit,
3 puutuks silindrit,
4) oleks antud silindri moodustaja.

16.76. On antud pgo-rdkoonus (9(3’6)p = a2;2 coszn,(a: const).
Millised on tarvilikud ja piisavad tingimused selleks, et
sirge x = x0 + tB
1) ei I8ikuks koonusega,

2) labiks koonuse tippu,
3) oleks koonuse moodustajaks,
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4) 18ikaks koonust,
5) oleks koonuse puutujaks ?

16.77» Milline on tarvilik ja piisav tingimus selleks,
et punkt X"Cz™) asuks podrdkoonuse (ax)2 = a2x2cos2A\ (oC =
- const) sees.

16»78. Koostada podrdkoonuse pddrdetelje vorrand, kui
koonuse tipp asub punktis Xo(x0) ja kolme koonuse moodustaja
sihivektorid on x*,x2, x*. Koostada ka p&drdkoonuse vorrand*

16*79» Toestada, et kui silindri moodustajad on paral-
leelsed sirgegad ® J = (n 1 0) ja juhtsirgeks on xy-ta-
sandil asuv kéver <"(%y) > 0, z = 0, siis silindri vorrand
on kujuga f(z -3 z, y -S 2 =0*

10*80* Mitmest parameetrist soltub kdigi podrdkoonuste
hulk ruumis?

16.81. Mitmest parameetrist soltub kdigi podordsilindrite
hulk ruumis?

16.82. Mitmest parameetrist soltub kdigi pdordsilindrite
hulk ruumis, kui
1) pdordsilindrid on antud sfaari puutujasilindrid,

2) poordsilindrite raadiused on vordsed,
3) pddrdsilindritel on sama pdordetelg,
4) pdordsilindrid labivad antud sirget.

16*83* Toestada, et iga kolme muutujaga homogeenne teise
astme vOrrand madrab koonuse, tipuga reeperi alguspunktis, vOi
reeperi alguspunkti labivate tasandite paari*

16*84* Toestada, et iga elliptilise silindri korral lei-
dub selline tasand oC; mis Idikab elliptilist silindrit moo-
da ringjoont*

16*85* Leida sirge, mie labib punkti A(»1,2) ja Idikab
pinda - s2 = 1 Uhes punktis.
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teist jlrku pihdade
FUOUTUJATASASD 1ID

Teist jarku pinna puutujatasandiks pinna punktis k;, ni-
metatakse tasandit, millel asuvad kdik punkti Zo labivad
pinna puutujad. Puutujatasandi ja pinna Uhist pmakti nime-
tatakse puutepunktiks.

Koigi teist jarku pindade korral puutepunktis

saadakse pinna puutujatasandi vorrand nn, pooli-
tiasendusvottega.

Poolitiaeendusvote seisneb selles, et pinna vorrandis
tuleb igast liidetarast pooled tundmatutest asendada puuts-
punkti vaatavate koordinaatidega, a.t. teha vOrrandisse
asendused:

X2-* XoX, y2-* J07i s2-*z0z, 2X X + XO0» 2y -*y + yet

2i 2+ 1, 2xy XoY + xjot X XgqZ + xae, 2yx *»
yz + yz0.

2 2 2
Ellipsoidi +£ al 7.1
sT bd ol

puutujatasandi vorrand pinna punktis *(x"Yo0.x,) on

a * %dz +Hr - 1* <1?7*2>
HuperboI0|d|de + 5 a7*3)
puutujatasandi vorrand pinna punktls lo on vastavalt
iaf+ laz-2ftfa *= le 17.4)
ad bz cz
Paraboloidi%e
z- tJC 5 2z a7*5)
a bz

puutujatasandi vdrrandid punktis lo on vastavalt
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2g£+ Z51 = z + z0. 17.6)

Kui punkt k, on pinna suraline punkt, siis vOrrandid (17*2),
(17.4) Ja (17*6) maaravad vastavalt ellipsoidide, hiperbo-
loidide ja paraboloidide puutujatasendite parred.

laide 1. Koostada punkti 1(5.4,-3) lébiva Uhekattese hi-

perboloidi ~ N - {J- = 1 puutujatasandi vOrrand»

Lahendus. Punkti A koordinaadid rahuldavad pinna vorran-
dit» Jarelikult punkt A on otsitava tasandi ja antud pinna
puuteponkt. Kasutades vorrandit (17.4), saame l -
- m 1 ehk 12x - 15y + 20z - 60 m O.

Kﬁde 2. Leida ellipsoidi ég—+ Ve . z2 a 1 puutujatasan-
did, mis on paralleelsed tasandiga 2y + z - 5 = O.
Lahendus. Otsime ellipsoidi puutujatasandite parvest

+ z0z a 1 valja tasandid, mis on paralleelsed an-
tud tasandiga. Kaks tasandit on paralleelsed parajasti siis,
kui tundmatute kordajad on verdelieedi*

millest saame %, * 0, ye = 12ze. Kuna puutepunkt XO0(xe,yofZo)
asub ka ellipsoidil, siis tema koordinaadid peavad rahuldama

ellipsoidi vOrrandit + *f e 1. millest z0 = £ Seega

puutepunktide koordinaadid on X~O»”»”) ja X* = (OF- -
Asendades leitud puutepunktide koordinaadid puutujatasandite
parve vorrandisse, saamegi otsitavate puutujatasandite vor-
randid 12y + 6z + 30 = O.

~ Lahenduse kaigus tasandite normaalvektorite suhete
korral esines meil nuljiga Ja?amine_ Sihivektori uks (voi
ka kaks)”koordinaat! v0|vad olla vabalt nullidx Siin midagi
korrast &ara el ole. Meenutame, et seda tuleb tolgendada

jargmiseltt suhe ™ on madramatus ja on vOrdne iga arvuga.

Selleks, et kehtiks seos » = f» Peab esimene suhe olema
Siit 1* =0 ja Xo * O.
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x2 X2 2
17.1. Koostada ellipsoidi + 751 puutujatasandi

vOrrand, kui puutujatasand 1abib punkti A(3»2t5).
17.2. Toestada, et tasand 4x - 3y + 12z - 54 * 0 on el-
2 2

2
lipsoidi + “ 3 1 Puutujatasand. Leida puutepunkti
koordinaadid.
17,3* Toestada, et kui puutepunktiks on punkt
2 2 2
xo(x0,y0,20), siis ellipsoidi  + E’j + =1 puutujata-
a c
sandi vOrrand on 3 1le
a b c 5 5
N7.4. Toestada, et uUhekattese hiuperboloidi » -
- 2- A 1 puutujatasandi vdrrand on + - HE. »1

cl _ an b* cd
kui puutepunktiks on X0 (x0>y0,z0).

17.5. Koostada kahekattest hiperboloidi
= -1 punktis M(-6,2.6) puutuva tasandi vorrand.

X2 X2_j_2'

217.6. Toestada, et kahekattese hiperboloidi 52 - Z’% -
. L> 1, puutujatasandi vorrand on - ZeZ - «1F
wa puutepunktiks on X0(xo0,y0 ,z0), a boc

17.7. Leida koonuse % *% - z2 a 0 puutujatasandid,

mis labivad punkti A(4,-6,4).

17.8. Toestada, et koonuse *? + ¥2 - 4% e 0 puutujata-
sandi vOrrand on a Jtr) Z"ZC— a ao, kuicuheks puutepunk-
tiks on Xo(xo,y0,z0).

17.9. Koostada punkti A(9,3,18) labiva elliptilise pa-
raboloidl §7g“+ y2 = 2z puutujatasandi vOrrand.

17.10. Téestada, et elliptilise paraboloidi p‘2‘ +

= 2z puutujatasandi vorrand on + Z0Z = z + zG, kui
puutepunktiks on X0(x0,y0,z0). Q
2 2
17.11. Koostada huperboolse paraboloidi j—- a2z

puutujatasandi vorrand, kui puutujatasand labib punkti
Xo(7,-5,1).
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17.12. Toestada, et hiperboolse paraboloidi —j - =2z

puutujatasandi vOrrand on s z + 20, kui puutepunk-
tiks on punkt Xo(x0,y0,z0).
17.13. Kontrollida, kas sirge wm-8 = 1y 2=Fy on

hﬁperboloidi X2 V2 _ z2 =1 puutujaks. Jaatava vastuse

korral leida puutepunkt.

17.14_ Maarata, millise m vadrtuse korral tasand x - 2y-
2 2

2
-2z +mc O puutub ellipsoidi yu + = id

17.15. Elliptilise paraboloidi = 2z puutujata-
sandi normaalvektoriks on n = (2,-1,-2). Koostada selle
puutujatasandi vorrand.

2 2
17.16. Toestada, et kahekattesel hiperboloidil 5- + i—
* -~

_AZ - -1 on tasandiga 5x + 2z + 5 = 0 ainult uks uhine
punkt. Leida selle punkti koordinaadid.

17.17. Toestada, et tasand 2x - 2y -z - 10 =0 on el-
liptilise —paraboloidi §2 + §2 = 2y puutujatasandike. Leida
puutepunkt.

2 2
17.18. Koostada ellipsoidi ¢gp- + + y- = 1 normaali
vorrandid, kui normaal labib punkti XO(—2,1,— i),
2 2 2 n

2

17.19. Leida ellipsoidi + b + = 1 PuutuJatasan-
did, ais on paralleelsed tasandiga 2x + 2y- 3z = 0-

17.20. Leida ellipsoidi 4x2 + 16y2 + 822 = 1 puutuja-
tasandid, mis on paralleelsed tasandiga x- 2y+ 2z + 17 =
= 0. Arvutada leitud puutujatasandite vaheline kaugus.

17.21. Leida paraboloidi ﬁ +V2 =2 puvitujatasandid,

mis on paralleelsed tasandiga X -y - 2z s O*
2 2 2
17.22. Toestada, et koonuse = 0 puutu-
) . «C _bd c* )
Jatasand tema suvalises punktis labib koonuse tippu.

17.23. Milliseid tingimusi peavad rahuldama ellipsoidi

2 2 2
£ +JC + a 1 poolteljed, et ellipsoidi kdik normaalid

a b Cc



labiksid reeperi alguspunkti ?2 5

2
17«24» Leida ellipsoidil —» 3 1 punktid, mida
n. & b c
labivad pinnanormaalid Idikavad z-telge.

17*25» Leida silindri %2 + V2 1 sellise puutujatasandi
vorrand, mille kahe esimese telgldigu (X- ja y-teljel) suhe
on5 s 4. ) )

17%26. Toestada, et silindri 2_ - 2= = 1 kbik normaalid
on paralleelsed uhe ja sama tasangiga.e

17.27. Toestada, et teist jarku pinna iga kaks puutuja-
tasandit, mille puutepunktid asuvad selle pinna mingil dia-
meetril, on paralleelsed, ja vastupidi, teist jarku pinna
iga kahe omavahel paralleelse puutujatasandi puutepunktid
asuvad selle pinna mingil diameetril.

17.28. Leida tarvilik ja piisav tingimus selleks, et
tasand Ax+By+Cz+D=0 puutuks ellipsoidi
X2 v2 Z2
&7 bb*cr 12 = 1*

17»29. Milliseid tingimusi peavad rahuldama tasandi
vOrrandi Ax+By+Cz+D=0 kordajad, selleks et tasand
pLZJutukszl) tsentraalset pinda; 2) paraboloidi

5p t $5 =

17«30. Koostada sfaaride keskpunktide hulga vOrrand,
kui sfadrid puutuvad xy-tasandit ja sfadri x2 + y2 + z2 a
=a2.

17.31. Leida sfaari x2 + y2 + z2 = 1 selliste diameet-
rite hulk, mille diameetrid on konjugeeritud kéverate
x2 + y2 —22 =1, X +y+z=1 punkte labivate pinna
x2 + y 2. z2%1 puutujatasanditega.

17.32. Leida Uhekattese hiiperboloidi ** XZ— 7% « 1
puutujatasandid, mis labivad antud sirget:
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X
b

Selgitada, kuidas need sirged asuvad antud pinna suhtes.

2 2,2
17.33«Leida kahekattede huperboloidi +4— .1
puutujatasandid, mis labivad sirget y = OH z = 1« Leida
puutepunktid.

Kuidas peab asuma sirge teist jarku pinna

D
a» g}‘)]
2 2p € aq
suhtes, et labi tema saaks panna kaks erinevat ja reaalset
antud pinna puutujatasandit ?

17.35« Toestada, et Uhekattese hiuperboloidi iga puutuja-
té&sand 16ikab pinda mddda sirgjoonseid moodustajaid.

17.36. Koostada hiperboolse paraboloidi x2 - X—% = -
tema puutujatasandi 10x - 2y - z - 21 O 1Bikesirgete vor-
randid.

17.37. Toestada, et iga tasandi korral, mis on paral-
leelne kahekattese hiperboloidi suvalise puutujatasandiga,
kehtib Uks jargmistest viimalustest:
1D ei 16ika antud pinda,

2) omab pinnaga Uhe Uhise punkti (puutujatasand),

3) 16ikab pinda mdoda ellipsit. ) 5
17.33. Koostada ellipsoidi ’[; AN =1 puutujata-
a c
sandite ja ellipsoidi keskpunktist puutujatasanditele lange-

tatud risteirgete I6ikepunk5ide gulgazvﬁrrand- 5

17.39. Ellipsoidil 1) + X; +/N s lf 2 z-
+jJ—1=0 leida punktid,a midg labivad puutujatasandid
on ellipsoidi keskpunktist vdrdsel kaugusel d.

17.40. Ellipsoid liigub nii, et puutub kogu aeg kolme

vastastikku ristuvat tasandit. Koostada liikuva ellipsoidi
keskpunktide hulga vOrrand.
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17*41» Ristuvatest tasanditest moodustatud kolmetahulise
nurga tasandid puutuvad ellipsoidi. Koostada koigi selliste
kolmetahuliste nurkade tippude vOrrand.

17.42. Pinﬁa X 2y y * 2z puutujatasandid l8ikavad sfaa-

ri X +y2+ z2 - 1= 0. Koostada loikejoonte keskpunktide
hulga virrand.

17*43. Ohekattese hiiperboloidi asumptootilise koonuse
puutujatasand I6ikab ortogonaalselt ellipsoidi. Toestada, et
16ikejooneks oleva ellipsi pindala ei sdltu puutujatasandi
valikust. 2

2
17.44. Koostada paraboloidi + ‘J- a 2z kdikvoimalike

kolme vastastikku ristuva puutujatasandi 18ikepunktide hulga
vorrand.

17.45_ Toestada, et iga tasandi korral, mis on paral-
leelne elliptilise paraboloidi suvalise puutujatasandiga,
kehtib Uks jargmistest voimalustest:

1 ei I8ika antud pinda,
2) puutub antud pinda,
3) 16ikab pinda mddda eélipzsit.2
17.46. Ellipsoidi © = 1 sisse on joonestatud

) L aMMb "o i} i}
kuup je kuubi sisse sfaar. Toestada, et iga tasand, mis on

maaratud ellipsoidi kolme sellise punktiga, mille raadius-
vektorid on paarikaupa risti, on Ulalnimetatud sfaari puu-
tujatasandiks.
17.47. Toestada, et kdik tasandid, mis labivad ellipsoi-
b

z2
di —* + + —k = 1 kolme paari kaupa kaasdiameetri kolme

otsPunktP, pufituvad ellipsoidi X2 V2 22

a b c
tasandite puutepunktid teise eIIipsoiEiga on esimese ellip-
soidi ja vastava tasandi 18ikejoone keskpunktiks.

i , kusjuures

17.48. Ellipsoid poorleb Umber oma keskpunkti nii, et
puutub kogu aeg etteantud tasandit. Leida ellipsoidil punk-
tid, mis saavad margitud liikumisel olla puutepunktideks ja
leida kbver, mille kirjeldab puutepunkt etteantud tasandil.
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TEIST JIRKU PINDADE ULDINE TEOORIA

£1* Teilet jarku pinna Uldvdrrand. Reeperinihe.
Keskpunkt

1. Teist jarku pinna uldvdrrand. Teist _jarku pinnaks ehk
kvadrikuks kolmemd&tmelises ruumis nimetatakse pinda, mille
iga punkti 1 koordinaadid xfy, z,leituna mingi reeperi
|o,ey 8y, e} suntes, rahuldavad vorrandit®

arx? + a22y? + arz? + 2al2xy + 2a”xz + 2a2’yz + 2a”x +

+ 2a24y + 2a”z + a™ = 0. 8.1
YOrraudit (18.1) nimetatakse teist jarku pinna tldvdrrandlks.
Kui vorrandi (18.1) vasakut poolt tdhistada F(X,y,z), siis
saame teist jarku pinna vorrandi kirjutada lihidalt
F(x,y,z) a 0. Teist jarku pinna uUldvorrandi (18.1) kordaja-
test moodustatud maatrikseid

! Tihti thistatakse punkti 1 koordinaate (.% ),
mistottu teist jarku pinna UldvBrrand saab kuju all(xlg +

+ a22(x2)2 + a33(x3)2 + 2al2x1x2 + 2al3x1x3 + 2a23x2x3 +
+ 2au x1 + 2a24x2 + 2a34x3 + ad44 = 0. (18.1%)

Kasutades Einsteini summeerimiskokkulepet, on viimane vOr-
rand kirjutatav

O, XAXE- O; 1,2,3,4
ehk ‘

arNJX1IN + 2aMx* + a4 = 0, 1,j,-.- » 1,2,3, (18.1H)
kusjuures tuleb nduda a”» &vot ja x* = 1. Ruutvormi F =

= a” x*xP nimetatakse teist jarku pinda (18.1) maaravaks
ruutvormiks ja ruutvormi ¢ - a”~x3 teist -Jaku Pinna

ruutlllkmete ruutvormlks.
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n al2 a13 aMf
12 a2 a23 a4
13 a23 a33 a4

all al2 ai13
al2z a2 a23
) 14 a24 a34 a44. _ _a13 az3 _a32_’> _
nimetatakse vastavalt teist jarku pinna maatriksiks ja ta
vorrandi ruutliikmet* maatriksiks. Maatriksi 1 determinant!

41 al2 a13 al4

qm 12 °ge a23 a4
13 a23 a33 a4

nimetatakse teist JUa'\rkuzf)linna34 aisfgzrliminandiks Jja maatriksi
B determinant!

a1 319 33

al2 a2 a23

%3 93 Ay
teist jarku pinna ruutliikmete diskriminandiks™

Kuna kaesolevas peatukis vaatleme ainult teist jarku

pindu, siis teksti lihtsustamiseks kirjutame teist jarku
pinna asemel pind. Teist jarku pind tarvitaae ainult teoo-
riaosades, kui tahame mdnda reeglit voi omadust tépsemalt
valja tuua.

2.Reeperinihe. Tehes reeperinihke (rooplukke), 1&-
heme reeperilt 10,2n,&2.,&” P ule uuele reeperile
\0*,51882,53}. Kui uue reeperi alguspunkti 0" koordinaa-
te vana ruumi suhtes téhistada x*,y",z",siis teist jéarku

1 D- ~rminandid £ ja & sailitavad marki reeperi
teisendamisel, olgugi et kordajad a” teist jarku pinna
uldvlrrandis (18.1) muutuvad. Seega on A ja <T margi
sailitamise mdttes teist jarku pinna invariandid. Rist-
reeperite koi~ral [1 ja 6 on koguni muutumatud. Invari-
ante /. ja S nimetatakse teist jarku pinna ortogonaal-
aeteks invariantideks.
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pinna aldvdrrand (18.1) teiseneb kujulel

a X2 + a22j2 # a3zzZ2 + 2al2Xy + 2a.,3XZ + 2a23Yad +

+ 2PxIX + 2FylY + 2PBEZ + 2P Q, (18.2)
kus
2 2 2 _

2> * g -1 + a22yf + a33z* * 2ai2x,yt + 2a”xfzt
2a23y»z» + 2au x» + 2a24y* + 2a23z° + ad4,
all* + al?2y» + al3z* + al41 (18.3)
aj2x" + a22™ + a23z + a24! i
al3» + a23y” + a33Z. + a™.

+

Pz,

Valemis (18.2) on punkti X koordinaate uue reeperi suhtes
tahistatud (X,Y,2). Seega reeperinihke korral pinna ulld-
vorrandi ruutliikmete kordajad ei muutu, kull aga muutuvad
lineaarliikmete kordajad ja vabaliige. Lineaarliikmete kor-
dajateks uues vorrandis (18.2) on pinna esialgse uUldvorran-
di(18.1) vasaku poole F(X,y,z) osatuletised vastava muutuja
jargi vbetuna kohal 0*(x",y",z*):

Kasutades indekstahistusi ja Einsteini lUhendatud sum-
meerimiskokkulepet, saame vOrrandid (18.2-3) kirjutada ku-

mul giJXiX’“ + 2P M1+ 2P» =0, (18.2»)
kus

2P» axr.x"b"P
ja

F . (18.3»)
xX»

kus o*(x*l,%"»)&/\) on uue reeperi alguspunkt ning punkti X
koordnaadid uue reeperi suhtes on (X1,!2,13). Teist jarku
pinna keskpunkti C(Xo,X2,XY) koordinaadid leitakse vOrran-
disUsteenmist

aijx2 *aia 9 (18.47)
mille voib luhidalt kirjutada ka kujul
F,=0, 18.4"")

102



. . 3t’.rvy>e , , =
X ax 3 (VY%
Ir(x».y .«"1
3z

ning vabaliige 27 = F(X",y",Z%)«

3. Keskpunkt. Teist jarku pinna keskpunktiks nimetatak-
se pinna sUmmeetriakeskpunkti. Pinna keskpunkti
C(x0,y0tz0) koordinaadid leitakse vorrandisisteemist

-11*0 + aiz2y0 + alz*o + ai™ - O»
alz2xo + ~2270 + a2 + a24 = 8.4
3P0 + a23Yo + a33ro + »34 3 O*
mille kordajateks on pinna maatriksi esimese kolme rea ele-
mendid. Kuna pinna keskpunkti C koordinaadid muudavad nul-

liks P. Py0 ja F,Z,0 , Siis pinna keskpunkti maarava sustee-

mi saame lUhidalt kirjutada ka kujul (VOrdle seosed (18*%3))

n4
8.4

Pinna keskpunktide arv on vdrdne siUsteemi (18.4) lahendite
arvuga.

D Kui £ £ 0, siis susteemil on ainult Uks lahend. Sel
korral on teist jérku pinnal (18.1) ka ainult Uks keskpunkt
(tsenter). Pinda, millel on ainult Uks keskpunkt, nimeta-
takse tsentraalseks pinnaks. Tsentraalse pinna keskpunkti
C(x0,ye,z0) koordinaatide leidmiseks vorrandislisteemist
(18.4) voOib kasutada naiteks Crameri valemeid, mille koha-
selt

z
T - Yo , (18.5)
kus 4 7
j-al4 al2 a13 1an -al4 ai3
O s™ | 24 a2 g f Dy — 1*12 "a24 a23
m‘a34 a3 a33 lal3 -a34 a33
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all al2 -al14
Dz - al2 a22 -a24
al3 az23 —*34
Tsentraalseteks teist jarku pindadeks on ellipsoidid, hiper-
boloidid ja koonus*

2) Kui S - O, siis vlrrandiststeemil (18.4) lahend puu-
dub vdi on lahendeid enam kui Uks.

Pindu, mille korral kas keskpunkti ei eksisteeri v0i on
neid rohkem kui Uks, nimetatakse mittetsentraalseteks pinda-
deks.

Teist jarku mittetsentraalne pind on keskpunktita, kui
sisteemil (18.4) puudub lahend, s.t. r < r* (vt. Ki*oneckeri-
Capelli teoreeml). Selliseid pindu nimetatakse keskpunktita
pindadeks. Keskpunktita teist jérku pindadeks on paraboloidid
(4 4 0, s =0) ja paraboolne silinder (A =0. ~ » 0).

Teist jarku mittetsentraalsel pinnal on enam kui Uks
keskpunkt, kui sisteem (18.4) on kooskbélas (r=r*, r<rn).Sel
korral on teist jarku pinnal I8pmata palju keskpunkte, mis
r » r* » 2 korral moodustavad sirge jar = r" =1 korral
tasandi. Esimesel juhul siisteem (18.4) koosneb kahest, tei-
sel juhul ainult Uhest sBltumatust vorrandist. Sellisteks
teist jarku pindadeks on elliptilised ja hiperboolsed si-
lindrid, 10ikuvate tasandite paarid (r 8 2) ning paralleel-
sete tasandite paarid (r » 1).

Kui teist jarku pinnal eksisteerib keskpunkt, siis ree-
peri alguspunkti kandmisel reeperinihkega pinna keskpunkti,
pinna teisendatud uUldvdrrand ei sisalda lineaarliikmeid:

anl + 221272 + 2anXZ + 282™Z +
+ 2F° = 0.(18.6)

IKroneckeri-Capelli teoreem. Lineaarne vorrandiststeem
on lahenduv parajasti siis, kui silsteemi maatriksi astak r
on vOrdne susteemi laiendatud maatriksi astakuga r*. Seejuu-
res on lineaarsel vorrandisiisteemil ainult Uks lahend para-
Jasti siis, kui r = n, kus n on tundmatute arv siUsteemis
(vt. Li}, Ik. 69).
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Tsentraalse teist jarku pinna korral vorrandi (18.6) vaba-
liige avaldub lahtevorrandi (18.1) kordajate kaudu jargmi-
selt:

2F°=N- 8.7
Kokkuvottes, kui .tsentraalse teist jarku pinna korral ree-
peri alguspunkt asub pinna keskpunktis, siis pinna vorran-
dil on kuju
anZ + a22y2 + a3 22 J2XY + 28" jXZ m 2a2°YZ +

+ = 0. (18.8)

Kidunud teist jarku pinnaks nimetatakse pinda, mille korral
4 =0. (18.9)

Sellisteks pindadeks on koonused, silindrid ja tasandite
paarid. Kui slsteemi

5

allx + al2y + al3* + al4
al2X + a22y + a23* + a24 = °» (18.10)
al3x + a23y + a332 + a34 = O»
N4x + a24y + a34z + ad4 e O
maatriksi ja laiendatud maatriksi astakud rahuldavad tingi-
must r = r* a 3* siis vorrand (18.1) maarab koonuse, mille
tipuks (keskpunktiks) on siisteemi (18.10) lahend.

(0]

18.1. Millise kuju omandab pinna vOrrand x2+ 2y2 + z2 -
- 4xy - 2xz + 6yz +10x-5=0, kui reeperi alguspunkt
kanda punkti O* (-1,1,2)7?

18.2. Milliseks teiseneb pinna vorrand x2 + 5y2 + 4z2 +
+ 4xy - 4xz - 2yz - 2x - 10y + 4z = 0, kui reeperi algus-
punkt kanda punkti 0*(3,0,1)?

18.3. Leida pinna X2 + y2 + z2 + 2xy + 6xz - 2yz + 2X -
- 6y - 2z = 0 keskpunkt. Milliseks teiseneb pinna vorrand,
kui reeperi alguspunkt kanda pinna keskpunkti?

18.4. Milliseks teiseneb pinna vérrand x2 - 14y2 +
+ 10z - 4xy + 6xz - 24yz + 2x + 20y + 8z - 9 = 0, kui ree-
peri alguspunkt kanda pinna keskpunkti?
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18»5. Kasutades reeperi alguspunkti nihet, lihtsustada
jargmiste tsentraalsete teist jarku pindade virrandeid:

D X2+ 2y2 + 222 + 2xy - 2X - 4y - 4z =0,

2D y2 +3xy +xz2+ 2yz+3x+ 2y =0,

D X2+ 2y2 -z22+2Xx -4y + 2z + 1=0.

18.6. Leida antud pinna keskpunkt ja madrata keskpunkti-
de arvu jargi pinna tuup:

D 4x2 + 2y2 + 1272 - 4xy + 12xz + 8yz + 14x - 10y + 7=0,

2) 5x2 + 9y2 + 9z2 - 12xy - 6yz + 12x - 36z = O,

3 5x2 + 2y2 + 222 - 2Xy + 2xz - dyz - 4y - 4z + 4 = 0,

D X2 - 2y2 + 72 - 4xz + 6yz - 8 + 10y = O,

5) 4x2+ y2 + 922 - 4xy + 12xz - 6yz + 8x - 4y + 12z- 50,

6) X2 + 4y2 + 522 + 4xy - 12x + 6y - 9 = 0O,

7)) 3X2 +2y2 - 2xz +4yz - 4x -8 -8 =0,

8) X2 + 25y2 + 922 - 10xy + 6xz - 30yz - 2x - 2~ = 0.

18.7. Veenduda, et vOrrand 2x2 + 4y2 - z2 - 8xy + 8X -
- 8y + 4 = 0 mddrab reaalse koonuse ja leida tema keskpunkt.

18.8. Milliseks teiseneb pinna vlrrand 4xy ®m4xz - 4y -
- 4z - 1 =0, kui reeperi alguspunkt kanda pinna keskpunkti.
Kas antud pinnal eksisteerib Uheselt maaratud keskpunkt?

18.9. Sfaarid raadiusega R l1dikavad ellipsoidi X2 + ?y2+

+ 3z -1=0 mddda ringjooni. Koostada nende sfédtride kesk-
punktide hulga vdrrand.

18.10. Leida teist jarku pinna uldvorrand, kui pinna
keskpunktiks on punkt C(x0,y0,z0).

18.11. Leida paraboloidi A.(A.,x + B.,y + C_.jO2 +
+ (A2x + B2y + C2z)2 = Aye + By + C"z + D3 tipp, kui funkt-
sioonid f1 =A™ + By + C.,z, 2 = A2 + B2y + C2z ja ™ =
= Ayc + BMy + C”*z on lineaarselt sodltumatud.
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2. Teist jéarku pinna tulbi ja asendi madramine
invariantide abil

1* Pinna tulp. Teist jérku pinna ortogonaalseks invari-
andiksl nimetatakse avaldist pinna Uldvdrrandi kordajatest,
mis el muutu Uleminekul Uhelt ristreeperilt teisele. Aval-
disi vOrrandi kordajatest, mis jaavad invariantseks ainult
ristreeperi poorde korral, nimetatakse ortogonaalseteks
poolinvarlantideks (ehk semiinvariantideks).

Teist jarku pinna, mis on maaratud mingi ristreeperi
suhtes vbrrandiga (18.1), ortogonaalseteks invariantideks on

all al2 al13 al4d aii al2 a13
al2 a2 a2 an S-  ai2 a2 ax
al3 a3 *33 a3 al3d aZ2z3 a33

"ald a4 a4 asd

1J=a1 + Bgg, + a33,

wo - lan a2 taii als| + a22 a23
1al2 a2 lal3 a3  a23 a33
takse vorrandit
Ib - NE | =0 -(18.11)
ehk Uksikasjalikult
all~* al2 al3
al2 a22” X =0, (18.11%
al3 a3 a33"A
mis on J1 suhtes kuupvorrand;
N3 - 1,2+ 12X -J =0. (18.12)

Kuna karakteristliku vorrandi kordajateks on ortogonaal-
sed invariandid, siis on karakteristlik vorrand, aga jare-
likult ka vorrandi lahendid Aj, N2 g (omavaartused)
teist jarku pinna ortogonaalseteks invariantideks. Kuil meid

*Kuna kdesolevas peatilkis vaatleme ainult ortogonaal-
seid invariante, siis teksti lihtsustamise huvides tarvita-
me termini "ortogonaalne invariant” asemel "invariant™.

107



huvitab ainult teist jarku pinna tiup ega huvita kanoonili-
ne vorrand, siis ei ole meil vajadust karakteristliku vOr-
randi lahendamiseks. Piisab taielikult, kui médrame vOrran-
di (18.12) lahendite arvu ja margid (vt, tabelid 1-7)»
Kui teist jarku pind on tsentraalne, siis maatriksi A aatak
on 3 ning karakteristlikul vorrandil on kolm nullist erine-
vat lahendit, muudel juhtudel aga véhem. Positiivsete ja
negatiivsete lahendite arvu saame maddrata vorrandi (18,12)
vasaku poole kuju jargi, kasutades Descartes®i margireeglit!
Teist jarku piima ortogonaalseteks poolinvariantideks
on

€N 14 Gy B4 33 34j

*14 <44 P4 adt B4 asl
all al2 al4 all al3 14 2 a3 a4
K3-  a12 a2 a4 ' a3 a m 43 33 aM
al4 a24 ad4 ald a3 M4 S 4 ad4
Kui 0 ja &. 0, siis on K3 ortogonaalne invariant, kui
a- S K3 - 0, siis ka Kg on reeperinihke suhtes or-

togonaalne invariant. Kaeutades ortogonaalseid invariante,
on lihtne mdarata uldvbrrandiga (18,1) antud teist jérku
pinna tuupi, Ortogonaalsete invariantide [ ja &' jargi ja-
gatakse teist jarku pinnad kbigepealt nelja pohiklassi (ta-
bel 1), Tabelid 2-7 annavad teist jarku pindade pohiklasside
detailsema jaotuse. Seejuures tabelites mark VOi ta-
histab vaadeldava suuruse marki.

Descartes™i margireegel, Reaalsete kordajatega polunoo-

mi f(xX) > aOxr -1 .. +an, aR "~ 0 positiivsete
lahendite arv, loetud vastavalt iga lahendi kordsusele, vor-
dub margimuutude arvuga selle vorrandi kordajate jadas
adaj,--,,an voi on sellest paarisarvu virra vaiksem. Nega-
tiivsete lahendite arvu leidmiseks tuleb Descartes™i margi-
reeglit rakendada polinoomile f(-x) (vt. £13» 325).
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Tabel 1. Teist jarku pindade pdhiklassid

Kadumata teist Kadunud _teist
Nimetus jarku pinnad jarku pinnad
A 40 A=0
Tsentraalsed Ellipsoidid, Koonused
teist jarku &i 0 hiperboloidid
pinnad
Mittetsent- Paraboloidid Silindrid,
raalsed teist o =0 tasand_te
jarku pinnad paarid-

Tabel 2. Ellipsoidid ja huperboloidid (4 i 0, S+ 0)

n *3 ol Nimetus

+ + + + Reaalne ellipsoid

+ + + + Imaginaarne ellipsoid
+ + + + ohekattene hiperboloid
F + + Kahekattene hiperboloid

Tabel 3. Paraboloidid (4 *0, <=0, N14=0)

n2 Nimetus
+ o+ Elliptiline paraboloid
15 4+ Huperboolne paraboloid
Tabel 4. Koonused (4 =0, S*f 0)
N1 X2 p» Nimetus
+ + + Koonus
_ f . + Imaginaarne koonus
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Tabel 5. Silindrid ja tasandite paarid (A » 0, g= 0)

i2+0 4 - 0
Elliptiline VvSi Paraboolne silinder
K3 *0 huperboolne
silinder.
Loikuvate K2 ~0 k2 =0
= U Wotod LA X o
paarid Paralleelsete Uhtivate ta

tasandite paa- sandite
rid paarid

Tabel 6. Elliptilised ja huperboolsed silindrid
(Lws=0,12+0,k3i0, N13=0)

*1 N2 Nimetus
47%
ot + Elliptiline silinder
+ + + Imaginaarne elliptiline silinder
E+ - *0 Huperboolne silinder
Tabel 7. LOikuvate tasandite paarid
(ft = 4 =K3ao, 12 0, xj=0
x5 %D Nimetus
+ I Léikuvate tasandite paar
+ +

Imaginaarsete l0ikuvate tasandite
paar
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Nr.

10.

11.

12.

13.

14.

Tabel 8. Teist jarku pindade kanoonilised ja
peaaegu kanoonilised vorrandid ortogonaalsete
invariantide kaudu

Nimetus

Ellipsoid

| inaarne
eT??psoid

Uhekattene
huperboloid

Kahekattene
huperboloid

Koonus

Imaginaarne
koonus

Elliptiline
paraboloid
Huperboolne
paraboloid

Elliptiline
silinder

Imaginaarsete
161 »

sirpjete paar
Paraboolne
silinder

Kanooni line
vorrand
1 =1
7 7~ 7
> v A
<1
7 V4
1240 » 1
7 7 7
X2 Y2 z2 _,
7 7
XN + A zn -0
7 7
X2 Y2 zy 50
7 7
= 22
+EAD
p
X2 27
p q
- Y2 1
7
Xy y2 1
7 +7 =
Y2 1
7
X¥ Yy 0
7 "7 =
Xs + = 0
7
X2 = 2pY
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Nr, Nimetus Kgnooniline Peaaegjj kanoo-

vorrand line vOrrand

5. g Paralleelsete X2 -a24a0

3 tasandite paar
16. =8 Imaginaarsete X2+aS =0 12X2 + k2=0

O paralleelsete

=T8T tasandite paar
17. f§§ Untivate tasan- X2 = 0

SI8  dite paar

Reeperit, milles teist jarku pinna vorrandil on kanooni-
line kuju, nimetatakse antud pinna kanooniliseks reeperiks.
Viimasest tabelist ndeme, et koigi tsentraalsete teist jar-
ku pindade vorrandid (tabelis klassid 1-6) saab kanoonilise
reeperi korral esitada samaaegselt Uhise vOrrandiga.

anxX2 + anY2 + a*322 + al =0
ehk invariantide kaudu

NX2 + *2Y2 + N3Z22 +~- =0, (18.13)

millest on kerge saada juba kanoonilist vdrrandit. Analoogi-
liselt saab paraboloidid (klassid 7-8) maarata vorrandiga

anX2 + af2Y2 + 2a$4Z2 = 0
Vv5i [————-

ANX2+ *2Y2i 2y--A - Z=0; (18.1%

elliptilised ja huperboolsed silindrid ning Idikuvate tasan-
dite paarid (klassid 9 13) vdrrandiga

aj,!2 ¢ aJjy2 + ajl4 =0
ehk g
N,X2 + ~2Y2 + . 0; (18.15)
paraboolse silindri (klass 14) vorrandiga

aj.X2 + 2ak Y =0

ehk
X2 t2 Y = 0; (18.16)
H



paralleelsete tasandite paarid (klassid 15 - 16) vérrandiga

«"n*2 ¢ *'44 - o

ehk
I2X2 + K2 - 0 (18.17)
ja uhtivate tasandite paari (klass 17) vorrandiga
12-0 (18.18)

Himetame teist jarku pindade vOrrandeid (18.13-18) teist
jarku pindade peaaegu kanoonilisteks vorranditeks.

2. Teist jarku pinna asend. Selleks et mddrata pinna
asendit antud ristreeperi suhtes, milles on antud pinna vor-
rand, on vaja leida pinna kanoonilise reeperi alguspunkt 0"
jJa reeperitelgede sihivektorid, milledeke on pinna peasihi-
lised vektorid. Pinna peasihilisteks vektoriteks on ruut-
liikmete maatriksi B omavaartustele (pinna omavaartustele)
vastavad omavektorid (vt. ruutvormid [1j, Ik. 446). Pinna
omavaartused leitakse pinna karakteristlikust vorrandist
(18.11*) voi 18.12). Pinna omavaartusele ~ vastava oma-
vektori 5 a (1,m,n) koordinaadid leitakse vdrrandisiUsteemist
(CW* k. 370):

(@ - nNH)i1+al2n + a™~n =0,

j a2l + (@22 - 1 )m+ a”n =0, (8.19)

(al3l + a2y + (@33 - 1 )n =0.

SUsteemi homogeensuse tottu on pinna omavektorid maaratud
nullist erineva kordaja tépsusega. Seega saab alati vajaduse
korral valida sellised kordajad, et saadavad omavektorid
oleksid tihikvektorid. Pinna erinevatele omavaartustele vas-
tavad omavektorid on ortogonaalaed (kui simmeetrilise tei-
senduse erinevate omavaartuste vastavad omavektorid (vt. [1j
Ik. 434)). P&drdpinna korral on kaks omavaartust vordsed ja
pdordetelje sihivektoriks on erinevale omavairtusele vastav
omavektor .

Kui pinnal eksisteerib keskpunkt (keskpunkt ei pea oleme
Uheselt madratud), siis kanoonilise reeperi alguepunktiks O
vOetakse pinna mistahes keskpunkt. Pinna keskpunkti koordi-
naadid leitakse slUsteemist (18.4). Kui pinnal eksisteerib
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keskpunktidest koosnev sirge, siis see sirge osutub pinna
teljeks.

Teist jarku pinna (18.1) korral sihi 1 = (I,m,n) kaas-
diaaeetertasandi vOrrand on

1o, + ij + nP, » 0. (18.20;

Pinna peasihtide kaasdiaaeetertasanditeks on pinna summeet-
riatasandid.

Selgitaae pinna asendi ja kanoonilise reeperi maaramist
ldhemalt pinna tuupide kaupa.

Tsentraalsete pindade korral (tabel 8, klassid 1-6)
on kanoonilise reeperi alguspunktiks pinna keskpunkt ja ree-
peritelgedeks pinna teljed.

Paraboloidide (elliptilise paraboloidi vdi hiperboolse
paraboloidi, tabel 8, klassid 7-8) peaaegu kanooniline
vOrrand oaab kuju (18.14), kus N1 ja N2 on karakteristli-
ku vBrrandi nullist erinevad lahendid. Paraboloidi telje si-
hivektoriks suunaga pinna ndgususe poole on vektor

palr@l.A2,An),
kus Aj, A2, A" on jérgeaddda determinandi [I elementide
ald* az24* a34 alStbralised taiendid:

i al2 13 a4 L all a3 al4
Al - - a2 a3 a2 2 F 412 azm a2
A23 ax3 a4 al3 a33 a4

all a2 &

al2 a2 %

al3 a3 *

Paraboloidi tipp madratakse vorrandislsteemist

an x + al2y + al3z + au al2x + a22y + a23Z + a24
= Tj = t2

—12———2r . ,-B——— 21, (18.21)
3

an x2 + a22y2 + a33*2 + 2al2xy + 2al;xz + 2a23yz +
V. *2au X + 2824y + 2a3+z + a44 w O.
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Kanoonilise reeperi saamiseks tuleb reeperi alguspunktiks
votta pinna tipp, reeperirektoriteks I* ja 3* nullist erine-
vatele omavaartustele A, ja vastavad normeeritud oma-
vektorid ja vektoriks 2" pinna ndgususe poole suunatud telje
sihivektor
27 = -1- p.
Ipl

Elliptilise ja huperboolse silindri ning 18ikuvate ta-
sandite paari kanoonilise reeperi saamiseks viiakse reeperi
alguspunkt keskpunktide sirge (pinna telje) mistahes punkti,
r-teljeks valitakse pinna telg, x- ja y-telgede sihithikvek-
toriteks I* ja J° on nullist erinevatele omavaartustele
ja vastavad normeeritud omavektorid.

Selleks et maarata paraboolse silindri asendit (tabel 8,
klass 15), on piisav, kui teada

1) silindri moodustajaga paralleelset sammeetriatasandit;

2) silindri puutujatasandit, mis on risti selle summeet-
riatasandiga;

3) vektorit, mis on risti vaadeldud puutujatasandiga ja
suunatud silindri nbgusase poole.

Kui paraboolne silinder on maaratud uldvdrrandiga (18.22°
siis tema vOrrandi vdib umber Kirjutada kujul

2
(cnx + f*y + + 2al4x + 2a2"y + 2a”z + 0 (18.23)
ehk
(cCx + (by + -m)2 - NR2(T<N- ald)x + 2(mfi - *24~ +

+ 2(mif + a24)z + m2 - a~J =0,

Paraboolse silindri moodustajaga paralleelse summeetriata-
sandi vorrand on

0.X+ py + fz +m =0, (18.24)
kus
w ,:i.f* ,dpilL
S+ 2+ F
Tasand
2{ma - ald)x + 2(mfo - a2™)y + 2(m™ - *34)2 + m? -

-aMse0 @s.
on paraboolse silindri puutujatasand, mis on risti leitud
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summeetriatasandiga; vektor

- ah» fix o oAgx - »34) (18.26)
on rieti leitud puutujatasandlga ja suunatud pinna ndgususe
poole*

Kui teist jarku pinna uldvdrrand (18.1) méérab tasandite
paari, siis tasandite asendi madramiseks on raja teada ta-
sandite vorrandeid eraldi. Feed vorrandid me saame, kui ja-
game vorrandi (18,1) vasaku poole mingil viisil lineaartegu-
rite korrutiseks. Selleks et teist jarku pinna uldvdrrand
(18*1) médrake tasandite paari, on tarvilik ja piisav, et
maatriksi

na(nT

1 a1 al2 a13 al4
al2 a22 gy az4
ai3 a23 a33 a34
al 224 a34 a44
astak oleks 2 i 1.
Vorrandi vasaku poole esitamiseks korrutisena kasutatak-
se Lagrange™i meetodit (vt. fI”» Ik* 118).

-

3. Reeperi teisendusvalemid. Olgu kolmemd&tmelises ruu-

mis antud kaks reeperit R a (0,el,62,63}, mida nimetame va-
naks reeperiks, ja R* =70,,e,e2,e"j, mida nimetame uueks
reeperiks, kusjuures uue reeperi alguspunkt ja baasivektorid
avalduvad vana reeperi kaudu jargmiselt:
@l = (li“mni)
0 (a* b»C 0, Gy Jpep” .20y
03 a (l3»T3»MN3)*
Olgu ruumi suvalise punkti 1 koordinaadid vana reeperi
suhtes (X,Yy,z) ja uue reeperi suhtes (x*,y",z»), siis punkti
X uued ja vanad koordinaadid on seotud valemitegal

1 Kasutades maatrikssumboolikat, saab baasvektorite
muutujate teisendusvalemid anda lihtsalt ja meeldejaaval ku-
Jul. Tahistame
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X * Inx« +127*+ 13** + a»,
Jy » + *2¥» + nB*° + b», (18.28)
[Z a NJX + 1Y + a3** + C*»

X*
B» X*a r

*»

eile uued baasvektorid vanade baasvektorite kaud» avalduvad

E* a CT E (18.27%)
ja punkti vanad koordinaadid uuta koordinaatide kaudu
1 -CI-, (18.28%)

kue CTon maatriksi C transponeeritud maatriks (vt. [1]. Ik.
348)» Kasutades indekstahistust ja Einsteini suasaeerimisjcok-
kulepet, saame valemid (18.27* - 28%) kirjutada umber jJarg-

nevalt: L
o] = al s4, i,j a1,2,3 as.z2rm
ehk uksikasjalikult

jli - °151 + °?52 ¢ °1S3

e = + CgSg + c|s3 (18.27*%)
lez ~ WPy O3+ e
x1 = Cjx*1 & a*1 (18.28-)

ehk Uksikasjalikult
(x1 = c]x*1 + Cjx*2 + C\x"> + a\
X2 = C2*1 + C2x*2 + C2X"3 + a2, (18.28*")
DB = C3x*1 + C3x"2 + C3x*3 + a3,

kus punkti X koordinaadid vana reeperi suhtes on (x1 % ,xl),
uue reeperi suhtes (x'l,>g ,x*&) ja uue reeperi alguspunkti

vanad koordinaadid on (@~ ,a ,aJ).
Maatriks

2

€= w 3 "'?3

a B 3

on koordinaatide teisendusmaatriks .
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|as maatriksit

1 W1 ne a3

vnl n2 >
mille veergude elementideks on uute baasivektorite koordi-
naadid raual baasil, nimetatakse koordinaatide teisendus-
maatriksiks. Koordinaatide teisendusmaatriks on regulaar-
maatriks, s. t.

det BCH ~O.

Kui reeper [6*.ej ,(E.eiif on pinna (18.1) kanooniline
reeper, siis vorrandid (18.28) on pinna punkti koordinaatide
teisendusvalemid Uleminekul Uldvorrandilt kanoonilisele vor-
randile. Asendades X,y,z valemitest (18.28) pinna uldvorran-
disse (18.1), saame pinna kanoonilise vOrrandi. Kanoonilise
vorrandi leidmist kahel teel (ortogonaalsete invariantide
abil ja reeperiteisenduste teel) vOib kasutada arvutuste
Oigsuse kontrollimiseks.

Naide 1. Haarata pinna tiip ja asend, kui pind on teatud
ristreeperi suhtes maaratud vorrandiga
X2 + By? + S2+ 2xy + 6XZ + 2yz - 2X + By + 27 = 0.
Leida pinna kanooniline reeper.
Lahendus. Leiame
1 1 3-1

11 3
1513 _3>0 §-= 15 1 $8-36t 0.
31 1 1 s 11

1 3 10

Pind on kidumata tsentraalne pind, seega kas ellipsoid voi
hiperboloid (vt. tabel 1). Seetdttu on meil ette teada, et
tema karakteristlikul vorrandil on kolm lahendit.
Kuna
1+5 +1
O = O,

siis karakteristlik vdrrand on praegu kujuga
*3_7n2+3%ele

Kasutades Descartes*i margireeglit, leiame, et pinnal on kaks

118



positiivset ja uks negatiivne lahend. Kuna siis
pind on Uhekattene huperboloid. Karakteristliku vorrandi la-

hendite a3 ™2 =6ja a -2 abil saane Uhekattese
hiperboloidi peaaegu kanoonilise vorrandi (vt. 18.13)
n-"2 + + *0

ehk antud juhul
312 + 6Y2 - 272 - 1 =.0.
Jarelikult, pinna kanooniline vorrand on

. ¢ - 0 o ?2 0"
seejuures
a=-4r ,b=-r- , c*-4= .
\Tn \[r
Pinna asendi maaramiseks leiame sisteemist (18*4)
~x+y+3-1=0,
e X+5y+z+3=0,
X+y+z+1 =0

pinna keskpunkti, milleks on C(- ! =J). SuUsteemist
(18.19)
@-3)n +ml+ 3~ =0,
- G-3ym+ M =0,
A, +m, + (1 -3nj*0

madrame X-telje sihivektori dj = @, m, n,}= Saame

= (1,-1,1). Siin e on omavaartustele A, = 3 vastav
omavektor. Analoogiliselt leiame Bf » (1,2,1) ja e =
= (1,0,-1), mis on vastavalt Y-telje ja Z-telje sihivektorid.
Kuna omavektorid on madratud kordaja tapsusega, siis peale
normeerimist saame pinna kanoonilise reeperi sihivektorid

I = 4=- (1,-1.0, v =-4r (.2,1), B =§[|2_(1,0,-1)-

Kerge on kontrollida, et saadud vektorid on tdepoolest risti,
nagu oige lahenduse korral peabki olema.
Pinna kanooniliseks reeperiks on {0 " , j*,E"}, kus

0" =Cning 1=~ e o =7l-r u_.
Yell 1 o] 2
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Naideh2i Maarata antud pinna
2X +2y +3 +4xy+ 22Xz + 2yz - 4X + By - 2z +
+3
tiip ja asend.
Lahendas. Antud pinna korral
2 2 1-2 )
2213 _ 15, g= 2 2
11 3-1 11
2 3-1 3
Seega,pind on paraboloid (vt. tabel 1). Invariantide
I,L=2+2+3=17,
12=12 2+ 12 1l + 12 1 =10
d 12 2 n 3 7 3
abil saaae karakteristliku vorrandi

w =
o

n3 - 7712+ 101 . 0,
mille lahendid on
n, =2, n2 > 5~ ° 0.
Seega, antud pind on elliptiline paraboloid (vt. tabel
3). Kasutades vdrrandit (18.14)» saame elliptilise parabo-
loidi vlrrandiks

22 +5Y2 - 2\-=1l Z=0.
Jarelikult, antud elliptilise paraboloidi kanooniline vOr-

rand on 27, seejuures p

AR \12
Paraboloidi telje sihivektoriks suunaga ndgususe poole
on vektor p (vt. seosed (18.20-21)).
2 1 -2 2 1 -2 2
-7 -2 1 3 2 1 3 -2 2 3
V 1 3 -1 « 1 3 -1 . 1 1 1
- 7(25,-25,0)tt (1.-1.0).
I-telje sihivektori «1 * (®.i,,”") leiane siUsteemist
re —-2)1, + 2m + n, » 0,

2v2 4 N



kust 11 * 1, m1 * 1, nl = -2 ja jarelikult,Z-telje sihivek-
toriks on el a (1,1,-2). Analoogiliselt leiame slsteemist
f(2 - 512+ 2m2 + n2 a O,
212 + 2m2 + n2 a 0,
ll2+m2+ @-5n2ao0
Y-telje sihivektori ®2 = (1,1,1). Tipu koordinaadid maarame
vOrrandisisteemist (18.22), mis antud juhul omab kuju

fir t = 2% =*+.1+3Z-11
W + 2y + 322+ Axy + D2+ Y7 —4X+6Y-2Xx+3=0

VOi
2X+2y+z-2=-(X+2y+z+ 3,
mx + y+3z-1 =0,
22+ 2P + 322 4 hxy + Dz + 2yz - Ax + By - 22 + 3 » 0,
kust leiame tipu O»(- £>. Pinna kanooniliseks ree-
periks on Jo * ,J* , kus 0* on pinna tipp ning 1"a r— ®™

Naide 3. Madrata antud pinna
5x + 2y +522 -4xy - 2xz - 4yz + 10X -4y - 22+ 4 =0
tiip ja asend.

Lahendus. Antud pinna korral

O a & a 0. Jarelikult, vaadeldud pind on kas silinder
VvOi tasandite paar (vt. tabel 1). Pinna tulbi tépsemaks maa-
ramiseks kasutame tabeleid 5 ja 6 ning arvutame selleks 12 a
=36, 11 al12 jaK3=- 36.

Kuna 12 A O ja KM ~ 0, siis on pind kas elliptiline Voi
hiperboolne silinder (vt. tabel 5). Karakteristliku vOrran-
di A3 - 12712 + 36/1 a o lahenditeks on =N2,6 jJa
X aa 0. Kuna ~ 0, siis pind on elliptiline silinder

(vt. tabel 6). Et g1 a n 2, siis antud pind on podrdsllin-
der , mille peaaegu kahooniline vorrand on (vt. valem
(18.15)) 6x2 + 6y - 1 = 0.
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tfiimaaest saame eilindri kanoonilise vgrrandi x2 + y?
Pdordeilindri raadius on £ < Silindri telg, mia on keskpunk-
tideet koosnev sirge, maaratakse vorrandisusteemist

Ch5% -2y -x+5 -0,

1-2x ¢ 2y -2s -2 , 0,

I x-2y+*+1-0,
mis sisaldab kaks s6ltumatut virrandit.

Haide 4. Maarata antud pinna

X +y +4% + Xy +4dK+4yz -6s+1*0
tllp ja aaend.

Lahendus, 4 m s. m 0. Jarelikult, pind on kidunud mitte-
teentraalne pind, a.t. kas ailinder vOi taeandite paar (Vt.
tabel 1). Invariantide Ig * 0, L, » 6 ja

1 1 2 0 1 2 o0
1 1 4 -3 2 4-3 -18
GB -
0 O 3 1 0 -3 1

abil eaame, et vOrrand aaarab paraboolae silindri (vt. tabel
5). Otsime paraboolae ailindri vOrrandit kujul » 2pY ehk
peaaegu kanoonilisel kujul aJ.,X2 - 2a&4dy 0. Lahtudes viima-
sest vOrrandist, Kkirjutame uuesti vaija invariandid

alt 0 O 1
K3» O 0] a2 4
lo a4 0 24

saame vorrandi kordajate a;; ja a'4 suhtes

g -,

* *
Qega’\ = 9 an

Asendades a” ja a” peaaegu kanoonilisse vlrrandisse,
saame 6X2 -2 /3 Y = 0. Seega, otsitava paraboolse silindri
kanooniline vorrand on X2 » — — Y.

Markus, Kanoonilise vorraadi oleksime saanud ka vahetult
valemist (18.16). Me aga naitasime ka teise vahetu lahendami-
se vOimaluse. Pinna asendi mddramiseks kasutame valemeid
(18.22-26). Pinna vorrandi kujuat (vt. 18.22)

X+y+2)2-62+1=0
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saame <X = =1, » 2, m=-1.

Paraboolse silindri moodustajaga paralleelse summeetria«—
tasandi vOrrand on x + y + 2z - 1 = 0 ning teotage ristuva
puutujatasandi virrand on X + y - z * 0, Leitud puutujata-
sandiga ristuvaks Ja pinna ndgususe poole suunatud vektoriks
onnsa (-1,-1,2)*

Naide 5. Maarata antud pinna

y +2Xy+ 4xz +2yz -4x -2y a0
tilp ja asend™

Lahendus. Kuna

o 1 2 -2

1 1 1 -1
A- 2 1 o o 30 S = 1 1 1

-2 -1 0 0
siis pind on kidunud mittetsentraalne pind, seega kas silin-
der vOi tasandite paca® (vt* tabel 1). Leides invariandid

o 1 -2 o B £ 1 1 4
3 1 1 4 + 2 0 0 + 1 0 O
2 414 0 2 0 O -10 0

310 1 4+ 4o 5y & 11 11 3-6,
11 1 i2 & 3

saame teada, et tegemist on I8ikuvate tasandite paariga (vt.
tabel 5). Edasi tuleb veel selgitada, kas meil on tegemist
reaalsete I8ikuvate tasandite paariga vdi imaginaarsete
16ikuvate tasandite paariga. Pinna karakteristlik vOrrand on
A3 - >2-61 =0, sest I1 * 1, siit /1, 33, \ =22

ja Aj = o. Seega,pind on reaalsete l0ikuvate tasandite paar.
Selleks et leida nende tasandite vOrrandeid, jagame vOrrandi
vasaku poole lineaartegurite korrutiseks lLagrangeli meeto-
dil). Kui rUuhmitamine ei ole lihtne, leiame tasandite 18i-
kesirge kui keskpunktidest koosneva sirge sisteemist

r y+2z2-230,

nx+y+ z-130,

L2x +y+ z - 1=0Q.
Kuna slUsteemi astak on 2, siis valime siisteemist kaks line-
aarselt sOltumatut voOrrandit. Votame esimese ja kolmanda
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vOrrandi kui suhteliselt lihtsamad:
r y+2z-2,0,
2x+y -z-1»0-e
Leiame slsteemi kuuluvate tasandite normaalvektorite
51 a (0,1,2),
a2 = (2,1,
abil loikesirge sihivektori n1X n2 = (-2,4,-2) §@.,-2,1).
Loikesirge Uheks punktiks on 0(0,0,1). Tasandite loikesirge
vOrrand on

Xo Y =2zpl.

Tasandite 16plikuks maaramiseks on piisav, kui leida kummal-
gi tasandil punkt, mis ei asu loikesirgel. Naiteks punkt
A(0,2,0) rahuldab pinna virrandit ega asu loikesirgel. Maa-
rame tasandi vektoritega T = (0,2,-1) ja I = (1,-2,1)
ning punktiga C. Seega normaalvektoriks on s n X = (0,1,2)
ja tasandi vorrandiks y + 2z - z 4 0. B(1,-2,0) on pinna
punkt, mis ei kuulu tasandile «e- Analoogiliselt tasandi n
Jjuhuga saame tasandi (@ VOrrandiks 2x + y = 0. Tasandite ot
ja p virrandid vdime katte saada kimbust A4y + 2z - 2)+
+ v&x+y -1 =0, mille teljeks on tasandite loike-
sirge, madrates parameetrid M ja nii, et antud pinna
vorrand oleks rahuldatud.

Vastus. Antud vorrand méarab reaalsete ldikuvate tasan-
dite paari, mille vBrrandid ony + 2 - 2a 0 ja2x +y a O.

1. Pinna tudp
18.12. Kasutades invariante, médrata antud pinna tiip:
X2 - 2y2 - 4xy - 8xz + 6y - 5 = 0.
18.13. Maarata jargmiste pindade tilbid:
1) 3x2+y2-22+ 6xz -4y =0,
D) 2X2 +y2+ 322 -4yz + 2x - 6z + 1 =0,
D x2+ 2y2 +322+ 2x -4y - 122+ 8 =0,
4) 4x2 - 922 + 2xz - 8x - 4y + 36z - 32 - O,
5) 4x2 + 2y2 + 722 - 4xy - 2yz - 2y + 2z - 4 = 0.
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18,14._ Millise /.. vaartuse korral vorrand x2 + 3y2 +
+2xz2 +2Xyz-2x-8y-2z-3»0 maarab koonuse?

18.15« Maarata X ja p nii, et vérrand x2 - y2 + 322 +
+ (X + yuy)2 -1 =0 maaraks podrdsilindri.

18.16« Leida tingimus, mille korral virrand a(x2 + 2yz)+
+ by + 2@) + c(22 + 2xy) A 1 mdérab pdordpinna.

18.17. TOestada, et vorrand y2 + (22 - 22)(1 - +
+ 21xz - 2x = 0 madarab pddrdpinna. Koostada p&drdetel je
vorrand.

18.18. Maarata kordaja K nii, et koonus x2 - 2xy + kz° »
= 0 oleks pddrdkoonue. Leida pddrdetelg.

18.19. Uurida pinna x2 + @m2 + 1)(y2 + z2) - 2xy - 2xz-
- 2yz - 2n + 3n - 1 = 0 muutumist Hltuvalt parameetri m
muutumisest -oo<m< + 0«?.

18.20. Teisendada antud paraboloidi vBrrand 2x2 + 10y2 o
-2z + 12xy + 8yz + 12x + 4y + 8z - 1 =0 lihtsamale kujule.
Leida pinna peasihid,

18.21. Lihtsustada antud pinna vbrrand 2C + 2y2 + 32% +
+4xy + 2x2 + 2yz - 4X + 6y - 2z + 3 4 0.

18.22. Selgitada, millised jargmistest vorranditest maa-
ravad koonuse, silindri vdi tasandite paari:
1) 9%2 - 4y2 - 9122 + 18xz - 40 yz - 36 = O,
2) X2+ 2y2 + 322 -6z + 3 *0,
3) 2x2 - 322 + 4xy - Bxz + 2yz - 8 - 12y + 17z +6=0,
4 x2 - 522+ 3xy +2yz - 7Xx -6y -2z + 10 =0,
5 X2 + 2y2 + 472 - 2xy - 4dyz + 2X - 2y - 4 >0,
6) X2 + 3y2 + 8x2 + 2xy + 8yz - 4x + 8z + 6 = 0.
18.23. Madrata teist jarku pinna tilp:
D 6x2 + 9y2 + z2 + 6xy _ 4xz = QF
2) 4x2 - 2y2 - 1272 + 4xy + 12yz = 0,
D X -3y2+ 4z - 2yz =0,
2 % +ay® + 27 —axy + 2z - 4yz = 0,
5 4x2 + 2y2 + 1022 - 4xy + 12xz - 8yz = 0.
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18.24» Lihtsustada jargmiste pindade vOrrandid. Maarata
pinna tiup:
1) 6X2 - 2y2 + 622 + 4xz + 8Xx.- 4y -8z + 1 * 0,
2) X2 - 2y2 + 22+ 4xy - 8xz - 4yz - 14X - 4y + 14z + 16 = O,
D x2+y +52-6xy+ 2z -2y -4x +8y - 12z + 14 =0,
4) 4x2 + Bby2 + 6*2 - 4xy + 4yz + AX + 6y + 4z - 27 » O,
5) 2x2 + 5y2 + 222 - 2xy - 4xz + 2yz + 2x - 10y - 2z - 1 = 0.

2. Lagrange*i meetod

18.25» Kasutades Lagrange*i taisruutudeks teisendamise
meetodit, maarata iga jargmise virrandiga maaratud pinna
tllp:
1D 4x2 + 6y2 + 422 + 4xz - 8y - 4z + 3 >0,

2) X2 + by2 + 22 + 2xy + 6xz + 2yz - 2x + 6y - 10z = O,

I x2+y -322-2xy -6xz -6yz+ 2x+ 2y + 4z =0,

D X2 -2y2 + 722+ 4xy - 8z - 4yz - 14x - 4y + 14z +16=0,
5) 22 +y2+ 222 - 2xy - 2yz + X -4y - 3z +2alo,

6)x2— + 2"+ 4xy - 1I0xz + 4yz +xXx+y-2z=0,

7) 2x2 +y2 + 222 - 2xy - 2yz + 4x - 2y = 0,

8) x2—2§2+ Z2 + 4xy - 10xz + 4yz + 2x + 4y - 10z -1=0,
) X2 +y° +4Z° + 2xy + Axz + dyz - 6z + 1 =0,

10) 4xy + 2x + 4y - 62 - 3 s O,

1) xy + x2 +yz + 2x + 2y - 2z = 0.

18.26, Kasutades Lagrangd4*i meetodit, pbhjendada, et
jargmised vorrandid maaravad tasandite paarid. Leida tasan-
dite vorrandid ja maarata tasandite vastastikune asend igal
toodud juhul:

D y2+ 2xXy + 4xz + 2yz - 4X - 2y » O,
2) X2 + 4y2 + 922 - 4xy + 6xz - 12yz -x+2y-3z-6=0,
3 3x2 - 4y2 + 372 + 4xy + 10xz - 4yz + 6x - 20y - 14z -24»0,
4D 5x2 + 4y2 + 322 + OxXy + 8xz + Tyz + IX + 6y + 5z + 2 = 0O,
5) 4x2 + 49y2 + z2 - 28xy + 4xz - 14yz + 8x - 28y + 4z + K0,
6) 16x2 + 9y2 + 100z2 + 24xy + 80xz + 60yz + 56X + 42y +

+ 140z + 49 * 0.
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3. Pinna tudp ja asend

18«27» Leida pinna kanooniline vlrrand ja maarata asend:
D X2+ 5y2+ 22+ 2xy+ 6xz +2yz - 2x + 6y + 2z 30,
2) 2x2+¥2+222—2xy+2yx+4x—2y20,
D XC 4y + 42 1 oy + dxz + dyz - 6a + 1 »0,
D 42+ 9y2 + a2 - 12xy + 4xz - 6ya + 4x - 6y + 2a - 5 « O,
5) 7x2 + 6y2 + 5a2 - 4xy - 4ya - 6x - 24y + 18a + 30 = O,
6) X2+ 2y2 -ba2 + 2xy - 2X -4y -4a+2*0,
7)x2—2y¥+a2+4xy—8xa—4yz—14x—4y+l4z+l6*0,
8 2x2 + 2y2 + 3a2 + 4xy + 2xz + 2ya - X + 6y - 2a + 3 m O,
9 2x2 + 5y2 + 282 - 2xy - 4xz + 2ya + 2x - 10y - 2a - 1 m O,
10) x> + 5y> + a2 + 2xy + 6xa + 2ya - 2x + 6y + 2a « O,
11) 5x2 + 2y2 + 582 - 4xy - 2xa - 4yz + 10x - 4y - 2a + 4 *0,
12) x2 - 2y2 + 22 + 4xy - 10xz + 4dya + 2x + 4y - 10z - 1 » O,
13) 5x2 - y2 + a2+ 4xy + 6xa + 2x + 4y + 6a - 8 « 0O,
14) 2x2 + 10y2 - 2a2 + 12xy + 8ya + 12x + 4y + 8a - 1 » O.

18,28, Leida antud pinna 7x2 + 6y2 + 5a2 - 4xy - 4yz -
- 6X - 24y + 18z + 30 a O kanooniline vdrrand. Leida koordi-
naatide teisendusvalemid.

18,29» Maarata pinna tilp ja asend, kasutades reeperi-
teisendust voi liikmete rihmitamist Lagrange’i meetodil:
D z=2x2 - 4y2 - 6x + 8y + 1,

2) zax2+ 3y2 -6y + 1,

D x2+2y2 -322+ 2x+ 4y - 62 =0,

4 X2+ 2xy +y2-2z2=0,

5 z2 F3x + 4y + 5,

6) z3x2+2xy+y +1,

7 22 =x2 + 2xy +y2 + 1,

8 x2+ 4y2 + 922 - 6x + 8y - 18z - 14 = 0O,
9 2xy +z2-2a+1=0,

10) x2 +y2 - 22 -2xy+2z-1a0,

11) x2 + 4y2 - z2 - 10x - 16y + 6z + 16 3 O,
1) 2xy + 2x + 2y + 2z - 1 =0,

13) 3x2 + 6x -8y + 62z - 7 =0,

14 x2 +y2 + 222 + 2xy + 4z = 0,

15) 3x2 + 3y2 + 322 - 6z + 4y - 1 =0,
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16) 3x2 + 3Y2 - 6r + 4y - 1 =0,
17) 3x2 + 3Y2 - 322 - 6x + 4y + 4z + 3 =0,
18) 4x2 - y2 - 4x + 4y - 3 = 0.

18.30. Teisendada antud pinna vorrand 5x2 + 8y2 + 5z2 +
+ 4xy - 8xz + 4yz - 27 m O lihtsamale kujule. Leida koordi-
naatide teisendusvalemid.

|3- Teist jarku pinna Idikumine sirgega.-
Asumptootilised sihid. Asumptoodid.
Sirgjoonsed moodustajad. Puutujatasand

Sirge

X It + Xof

Jy =mt + y0, (18.29)

[zant +z0
ja teist jarku pinna (18.1) I8ikepunktide leidmiseks asenda-
takse sirge parameetrilised vorrandid pinna vorrandisse,
mille tulemusena saadakse ruutvdrrand I8ikepunktide para-
meetrite leidmiseksl.

Et2 + 2Pt + G = 0, (18.30)

kus

1 Kasgtades indekstahistust, saame valemid (18.29-33)
esitada jargnevalt:

sirge x1 a4 + tsl ( = 1,2,3)
ja teist jarku pinna

ijxixJ + 2aidx+ + ad4 = 0
I0|k un |de parameetri leidmiseks saadakse ruutvorrand

E * auSls",
2f » a”xjs*1+ 4s1) + ransl, (18.31%)
S - aii4xZ + 2aidx) + add -

Sihti 5 a(4s ,B »sHnimetatakse pinna asumptootiliseks si-
hiks, kui

arsV - 0. (18.33%)
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2 2 2
E=anl + a22® + a33n + + + 2a23ln,(18.31)
P = alll2x0 + a22m2y0 + e .~2z0 + al2(ly,, + mx0) +

+ al3(1zG + nx0) + a23(mz0 + ny0) + a~l + a2™m + azdn»
G = allx2 + a22y2 + a33z2 + 2al12x0y0 + 2al3x0z0 + 2a23y0z0 +

+ 2aidxo + 2a24y0 + 2a34z0 + a”.

Kui E £ 0, siia sirge (18.29) 16ikab pinda (18.1) kahes
punktis (reaalses vOi imaginaarses). Tingimus E 4 O on sirge
(18.29) sihivektor! 5 * (I,m,n) koordinaatide vaheline tin-
gimus. Sel korral ka kdik antud sirgega paralleelsed sirged
16ikavad pinda kahes punktis.

lga sihti s = (I,m,n), mis rahuldab tingimust E ~ 0 ehk

a,.’ + a22n® + a33n® + 2al2Im + 2a~3In + 2a23mn ~ 0N(18.32)
nimetatakse teist jarku pinna (18.1) mitteasimptoptiliseks
sihiks.

Sihti 1 (1,m,n) nimetatakse pinna asumptootlliseks si-
hiks. kui E =01 s.t.

a,11% + a22n® + ax3n? + 2a~2Im + 2a,3In + 2a23mn = 0. (18.33)

Iga asumptootilise sihiga sirge kas

1) 16ikab pinda enam kui kahes punktis (l1dikepunktide
leidmise vorrand on samaselt rahuldatud, s. t. E = P * G =0).
Selliseid sirgeid nimetatakse pinna sirgjoonseteks moodusta-
Jateks!

2) 16ikab pinda thes punktis (E =0, P 7 0);

3) ei I0iku pinnaga (E=F =0, G /7 0).

Selliseid pinna keskpunkti labivaid asumptootilise sihiga
sirgeid, mis ei I8ika pinda, nimetatakse pinna asimBtooti-
deks. Pinna kdigi asiUmptootide hulk moodustab koonuse, mida
nimetatakse antud pinna asumptootiliseks koonuseks. Asimptoo-
tilised koonused on olemas Uhe- ja kahekattesel huperboloi-
dil.

Sirget, mis I0ikab pinda (18.1) kahes Uhtivas punktis,
nimetatakse antud pinna puutujaks antud punktis. Pinna ja
puutuja Uhist punkti nimetatakse puutepunktiks. Pinna (18.1)
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punkti XoC™aY0»20) labivad kdik puutujad asuvad tasandil,
mida nimetatakse pinna puutu.jatasandiks pinna punktis XO.
Pinna (18.1) puutujatasandi yorrandi pinna punktis X saame
kergesti pinna vorrandist nn. poolitiasendusvottegal:

a”XoX + a22¥oY + a33x0z + al2 0y + xyQ) + al3(x0z + xz,,) +
+ a23(0z + yz0) + ald(x + x0) + a24(y + v,,) + a23(z + zc) +
+ a” =0»mille samaste liikmete koondamisel saame

PXoX + ?YoY + PZoZ + ald*® + a2myo + a34z0 + ad4 m O
ehk Uksikasjalikult:

G&E™ + a™2y0 + anZo + ag)x + ( pXQ + a22yQ + a2”"z0 +
+ a24)y + (al3x0 + a23y0 + a33z0 + a34)z + (au X0 + az24y0 +
+ a34z0 + a44) « 0.

Sirget, mis labib pinna punkti Xg ja on risti punkti X0
18biva pinna puutujatasandiga, nimetatakse pinna punkti X
1ébivaks pinna normaaliks. Pinna normaali sihivektoriks on
vektor

1. Pinna ja sirge I8ikepunktid. Sirgjoonsed moodustajad

18.31. Leida pinna 4x2 + y2 + 9a2 + 5x2 - 3yz - 10x +
+ 12z + 4 a 0 16ikepunktid reeperitelgedega.

18.32. Leida pinna z2 + xy - yz - 5x >0 1&ikepunktid
sirgega.
18.33. Leida antud pinna 18ikepunktid sirgega:
1)5% + 92 + 922 - 12xy - 6xz + 12x - 362 = 0,5 =\
D X2 -2y2 + 272 -2xy +4xz -yz + 3x -52=0, =£ =3.
18.34. Milliseid tingimusi peavad rahuldama teist jarku
pinna uldvdrrandi kordajad, et abstsisstelg

1 Poolitiasendusvote seisneb selles, et pooled tundmatud
pinna vorrandis tuleb asendada puutepunkti vastavate koordi-
naatidega jargmiselt:

x2— - xOx, y2—» YoY» z2-~ z0z
2X=">x0 + x, 2y—»y0+Y, 2z—-*2zD + z,
2xy— *-x0y + xy0, 2xz-"xcz + xz0, 2yz=>yz0 + yO.
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1) puutuks pinda,

2) oleks astmptootilise sihiga sirge antud pinna suhtes,
3) oleks pinna astmptoodiks,

4) oleks sirgjoonne moodustaja,

5) ei omaks pinnaga reaalseid 18ikepunkte?

18.35. Millist kuju peab omama teist jarku pinna vorrand,
et
1D pind 106ikaks kdiki kolme reeperitelge,
2) koik kolm reeperitelge oleksid pinna astmptootideks?

18.36. Leida pinna x2 + y2 + z2 + 2xy - 2x2 - yz + 4x +
+ 3y * 5z + 4 * 0 sirgjoonsed moodustajad, mis labivad punk-
ti A(-1,-1,1),

18.37» Leida sirged, mis l&bivad reeperi alguspunkti ja
asuvad taielikult pinnal y2 + 3xy - zx + 2yz + 3x + 2y = 0.

18,38. Leida pinna x2 + y2 + 5z2 - 6xy - 2xz + 2yz - 12=
= 0 sirgjoonsed moodustajad, mis on paralleelsed sirgega

N

18,39« Leida pinna x2 + 3y2+ 3z2- 2xy - 2xz - 2yz -6 =0
suvalist punkti l&bivate sirgjoonsete moodustajate vOrrandid.
18.40. Leida pinna xy + xz+ x +y + 1 =0 sirgjoonsete
moodustajate vorrandid.
18.41. Leida pinna y2 - 2Xy - 4xz + 2yz - 4X + 2y - 1«0
sirgjoonsed moodustajad.
18.42. Koostada pinna vOrrand, kui on teada tema kolm
sirgjoonset moodustajat:
&y =0, Mrx =vy, Fx =0,
1z =0, tz = 1» \z=2
18.43. Leida Uhekattesel hiperboloidil punktid, mida la-
bivad sirgjoonsed moodustajad on risti. Leida leitud punkti
labiva pinna puutujatasandiga paralleelse tasandi ja pinna
16ikejoon.
18.44. Toestada, et teist jarku joonpinna suvalise moo-
dustaja punktides vdetud pinna normaalid moodustavad hiper-
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boolae paraboloidi™*
2. Asumptootilised sihid* Asumptoodid

18.45» Leida pir— Xy - xZ +yz - 2X+ 2y -3z -2=0
korral reeperi alguspunkti labivate astmptootiliste sihtide-
ga sirged.

18.46. Leida pinna 28 - y2 - 322 - Xy - Xz + 4yz + bx -
- 3y + 7 = 0 korral reeperi alguspunkti labivad asumptooti-
liste sihtidega sirged.

18.47. Leida sirged, mis labivad reeperi alguspunkti ja
18ikavad pinda x> +.2y° + 4z° - 2xy + 4yz + 5x-z + 3=*0
ainult Uhes punktis.

18.48. Leida pinna 2x2 + y2 + 2xy - 3x + z - 1 =0 kor-
ral punkti A(1,-1,3) laébivad asimptootiliste sihtidega sir-
ged.

18.49* Milliseid tingimusi peavad rahuldama sirge sihi-
vektori koordinaadid, et sirge olekc pinna
1D anx2 + a2y2 + a”z2 + 2al2xy + 2a”xz + 28&2"yz + 2a.Mx+

* 2a24y +22a34| * ad4 * 0>

a b
2 2

3, f. - . 2.
astmptootilise sihiga sirge ?

18.50* Millised sirgetest 1) 4— =8, 2| =

= ey-2*3)fF -4 s 3-rl1*HH-i -=F-
5) X AP’ = on astmptootilise sihiga pinna x2 -
- 4xy + 6yz + 2z - 5 = 0 korral?

18*51. Kas leidub sirgeid, mis oleksid_astimptootilise
sihiga antud pinna x~ + 4y - 32" - 4xy - <z + By + 3 =0
korral ja samal ajal oleksid risti z-teljega? Kas leidub an-
tud pinnal z-teljega ristuvaid sirgjoonseid moodustajaid?

18*52. Koostada pindade
D X2 +y2+ 22+ 2xXy+6xz -2yz+2X-6y-2x=0,
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2) 9x2 + 30y2 + 4%2 - 72x + 24z - 144 - O,
3D 2x2 +6y2 2722 +8xz -4x -8y +3»0
astmptootiliste koonuste vorrandid*

18*53« Uurida antud pinna x2 + 2y2 - 332 + 2xz - 2yz +
+ 4x a 0 asumptootilist koonust*

18,54» Leida koonuse 22 + 2xy + 2xz + 2yz » 0 moodusta-
jate vaheline suurim nurk ning koonuse telje ja reeperi tel-
gede vahelieed nurgad.

3* Puutujatasand. Normaal

18.55» Koostada antud pinna 5% - y2 + 22+ 4AXy + 6xz +
¢2X+4y+6z-8=0 puutujatasandi ja normaali vorrandid
punktis Xo0(0,-4,4).

18.56. Koostada antud pinna 4+ 5yp + 92p - 8x + 18z +
+ 12 a O puutujatasandi vorrand pinna punktis Xo(1f0,-
ning maarata pinna ja puutujatasandi 18ikejoone tilp.

18.57» Leida pinnal x2 + 5y2 - z2 - 4xz + 6x - 20y - 2z-
- 1 3 0 punktid, kus normaal on risti ordinaatteljega.

18.58. Leida tasandiga x + 2y + 7 = 0 paralleelsed pinna
4X + 6y + 4z + 4xz - 8y - 4z + 3 = 0 puutujatasandid.

18.59» Leida pinna 2x2 + 5y2 + 272 - 2xy + 6yz - 4x -
-y - 2z = 0 puutujatasandid, mis labivad sirget

Ja4x - by =0,
(z-1=0»

18.60. Leida pinna 5x2 - 8y2 + 522 + 6xz + 4x - 2z = 0

puutujatasandid, mis labivad ordinaattelge.

18.61. Millist kdverat mboda Idikab Uhekattest hiperbo-
loidi XT™ oy —Zﬁ 3 1 tema asﬁmptootilise koonuse puutuja-
tasandg c

18.62. Leida sirged, mis on paralleelsed z-teljega ja
puutuvad pinda x2 + 2y2 + 2z2 + 2xy - 2x - 4y - 4z + 2 3 0.
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18.63. Leida pinna x2 + 2y2 + 2a2 + 2xy - 2X - 4y -
- 4z + 2 a 0 puutujad, mis labivad reeperi alguspunkti.

18.64. Leida kover, mida mddda eelmises Ulesandes leitud
koonus puutub antud pinda. Leida tasand, millel asub puutu-
Jakoonuse ja pinna 18ikejoon.

18.65. Milliseid tingimusi peavad rahuldama teist jarku
pinna Uldvorrandi kordajad selleks, et pind puutuks reeperi-
tasandeid?

18.66. Toestada, et kui kaks tasandit puutuvad teist
Jarku koonust mddda moodustajaid, siis koonuse k&olud, mis
on paralleelsed nende tasandite l0ikesirgega, poolitatakse
tasandi poolt, mis l&bib vaadeldud moodustajaid.

4. Diameetrid ja dian‘etertasandid. Peasihid

@l teist jarku pind mdaratud ortonormeeritud reeperi
suhtes Uldvdrrandiga (18.1)
anx? + a22y + AYs + a2ty + 2arxz + 2a2yz +
+ 2anm X + 2a24y + 2a3’z + a44 = 0.
Fikseeritud sihiga s » (I,m,n) paralleelsete pinnak&dlude
keskpunktid asuvad tasandil, ipida nimetatakse selle sihi
ikaasdiameetertaaandiks. ta médratakse vOrrandiga
ifx + “Fy + nFz = 0 (18.35)
ehk Uksikasjalikult:

Mallx + al?y + al3z + al4) +

+ w@l2x + a2y t a23z + aad) +

+ In(@l3x + a23y + a33z + aj4) = 0.

Teist jarku piima kdik diameetertasandid labivad pinna kesk-
punkti.

Kahe erineva diameetertasandi I0ikesirget - keskpunkti
labivat sirget - nimetatakse diameetriks. Seejuures tasandi
(18.36) puhul diameetrit sihivektoriga s = (I,m,n) nimetatak-
s selle tasandi kaasdiameetriks. Uldiselt tasandi

AX +By +Cz+D=0
kaasdiameeter madratakse vOrranditega
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nj *al2*+an z* »14 , Hr* * a22* * a23g + a24 .
A B

mEl4x + at-y + a,,z + a

_ U 22

H . (18.37)
C

Pinna (18.1) kaasdiameetritekal nimetatakse kahte diameetrit,

millejat kumbki asub teise kaasdiameetertasandil.

Vektoreid s, = (, m],il,) ja s2 = (12,m2,n2) nimetame
kaasdihilisteks teist jarku pinna (18.1) suhtes, kui nende
vektdrite koordinaadid rahuldavad vorrandit

<aiixi + ai2ni + ai3niu a +
+ ;@2 + a2m + a23m)m2 +
+ @jIn + &M + avmmIg = ®» (18.38)

Ijeist jarku pinna (18.1) peasihiks nimetatakse sihti,
bis gn risti oma kaasdiameetertasandiga. Peasihtide kaasdia-
meete|rtasandeid nimetatakse pinna peadiameetertasanditeks.
Pimgj peatelgedeks (telgedeks) nimetatakse pinna peasihilisi
diameetreid.

£inna peasihtide leidmiseks tuleb lahendada kdigepealt
pinna karakteristlik vorrand 018.11). Sellel kuupvorrandil
im alati kolm reaalset lahendit, mis on maatriksi A omavaar-
tusteks. Need omavadrtused on reeglina erinevad. Vordsed
omavaartused on ainult podrdpinna korral. lgale omavaartuse-
le vastab maatriksi A omavektcg. mis madratakse slsteemist
(18.19). Pinna omavektorid on ipima peasihtide sihivektori-
teks.

Eui reeperiteljed on paralleelsed pinna peatelgedega,
piis ipima vorrandis ei esine puutujate korrutisega liikmeid.

18.67. Leida
1D sirge -] = 1,
£) x-telje,

3 y-telje,
D z-telje
kaasdiameetertasand pinna
2x2 + 5y2 + 822 + 2xy + 6xz + 12yz + 8x + 14y + 18z = 0
korral.
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18.68. Leida pinna
X2+ 9y2 + 2722 - 4xy - 6xz + 2yz + 8x - 1oy + 1 = O
selline diameeter, mis labib reeperi alguspunkti. Koostada
antud diameetri kaasdiameetertasandi vorrand.

18.69. Leida pinna
42 + 6y2 + 422 + 4xz - 8y -4z + 3 =0
diameetertasand, mis labib reeperi alguspunkti ja punkti
A(B,6,2). Maarata siht, mille kaasdiameetertasandiks on lei-
tud diameetertasand.

18.70« Leida pinna
6Xx2 + 9y2 + zZ2+ 6xy - 4xz -2y - 3=0
diameetertasand, mis on paralleelne tasandiga
X+3y-z+5=0.
Koostada otsitava diameetertasandi kaasdiameetri vorrand.

18.71. Leida pinna
X2+ 322 -oxy +8x +5=0
diameetertasandid, mis labivad sirget —§p% =" =Z y - .

18.72. Leida pinna
3X2 - 5y2 + 4xy - 6yz + X + 2y =0
korral y-telge ladbiva diameetertasandi ja tema kaassihi va-
helise nurga koosinus.

18.73. Leida kolme pinna
x22+y2+22—2x+4y— 1 =0,
3y +4xy -8z +62+5=0,
8x2 - 3y2 + 722 + 4xy - 9xz - 15 =0
Uhine diameetertasand.
18.74. On antud teist jarku pind
X2 - 2y2+ 322+ 4xz - 6yz+ 8 -22+3=0
ja Uks tema diameetertasand y - 2z + 9 = 0. Leida antud dia-
meetertasandiga ristuv kaasdiameetertasand.

18.75. On antud pind
y2 + 322 - 6xz + 12x + 5 = 0.
Leida kolm paarikaupa kaasdiameetertasandit, milledest Uks
1abib sirget — ~2 =~ ~ ~— n teine - reeperi alguspunk-
ti.
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18.76, Leida pinna
2X2 + 2y2 - 522 + 2Xy - 2X - 4y *4z + 2 =0
peasihid.
18.77. Leida pinna
TXTH+yYy + 527 -6Xy - 2x2 + 2yz - 6x + 6y — 6z +
+9=0
peateljed.
18.78. Leida pinna
X2 +y2 - 322 - 2xy - 6xz - 6yz + 2x + 2y + 4z =
peadiameetertasandid.
18.79. Leida pinna
X2+ 2y2 - 722 -2Xy - 2Xx2 - 2yz - 4x - 1 =0
diameetertasand, mis on paralleelne tasandiga x + y + z = 0.
18.80. Leida pinna
X2+ 2y2 - 722 - 2xXy M2xz - 2yz - 4x - 1 =0
diameetertasand, mis labib punkte 0(0,0,0), M(1,1,0). Leida
otsitava diameetertasandi kaasdiameetri slhivektor.

|
o

18.81. leida pinna
X -Xy+2yz+X-z=0
punkti A(1,1,1) labiv diameetertasand, mille kaasdiameeter
on paralleelne xy-tasandiga-

18.82. Leida tasandi x = 0 kaassihi sihivektor pinna z =
= xy korral.

18.83. Koostada pinna
X2+y2+ 22 -2yz -2x-y+ 1=0
diameetri x = 1, y = z kaasdiameetertasandi virrand.

18.84. Koostada pinna
4x2 + 6y2 + 422 + 4xz + 8y - 42+ 3 =0
korral y-teljega paralleelse diameetri vOrrand.

18.85. Koostada pinna
X2 + 2y2 - z2 - 2xy + 2xz - 2yz - 4x - 1 =0
diameetertasandi
X+y+z +1=0
kaasdiameetri vorrand.
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18.86. Leida pinna
2x2 + 5y2 + 822 + 2xy + 6xz + 12yz + 8x + 14y +
+ 18z = 0,
diameetertasand, mille kaassihi vektor & = (3,2,-5)=

"_8.87. Vaadeldakse kdikvoimalikke teist jarku pindu, mis
labivad antud tetraeedri kahte vastaskiilgede paari. Toestada,
et selliste pindade keskpunktid moodustavad sirge, mis labib
tetraeedri kolmanda vastaskilgede paari keskpunkti .

18.88. Naidata, et kahe teist jérku pinna teljed on paa-
rikaupa paralleelsed siis, kui pindade vorrandite ruutosa
kordajatest moodustatud maatriksid kommuteeruvad.

18.89. Toestada, et elliptilise paraboloidi korral tema
16iked mistahes kahe ristuva diameetertasandiga on sellised
paraboolid, mille parameetrite podrdvéartuste summa on kons-
tantne .

18.90. On antud teist jarku pind ja sirgesidum keskpunk-
tiga S(a,b,c). Sidumi iga sirge korral leitakse 18ikepunkt
tema kaasdiameetertasandiga. Leida tekkinud 18ikepunktide
hulk.

18.91e Toestada, et teist jarku pinna diameetertasandid,
mis vastavad tasandiga di paralleelsetele sihtidele, kas
16ikuvad médda mingit sirget S vdi on paralleelsed. Diamee-
tertasand, mis vastab sirgele S, on paralleelne tasandiga oi*

18.92. Leida teist jarku pinna

anx + a22y?2 + a33z2 + 2aldx + 2824y + 2a34z + a =0
diameetertasand, mis on sihi s = (I,m,n) kaasdiameeterta-

sandiks.

5. Teist jérku pindade tasandilised 18iked

Teist jarku pinna, mis on mdaratud Uldvbrrandiga
aj—p(z + a2y + drz + %aley + ra™xr + 2a2™yz + 2a”™x +
+ 2a24y + 2a34z + a44 >0,

I16ikamisel erinevate tasanditega
AX + By + Cz +D =0, kus A2 +B2+C2t1l,
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tekkinud 18igete uurimiseks saab moodustada terve rea orto-
gonaalseid invariante. Nendeks on

all al2 al3 al4 A

al2 a2 a23 a4 B
N = 13 a3 38 g3 C

ald a24 a4 asa D

A B S Do

0l a12 a13
F_ 12 22 23

3 23 R

B ¢
n ar A 1 a13 A a22 a23 B
J" n2 322 g 13 a33 0 a3 a33 c

al2 a14 A all a13 a14 A a22 *23 a24 B
6o a4 B al3 a33 a4 B a23 a33 a3 C
a24 asa © al4 a4 ada © a24 a34 ad4 D
B ¢ 0 AB € o B C D 0O

Loikekdvera kuju mdaramine ja kanoonilise vorrandi leidmine
invariantide /N\* I Kr

Jargi kui teist jarku kdvera uurimisel tasandil invariantide
4  Y# 11* K2 jargi. Nii naiteks teist jérku l8ikekovera
karakteristlik vorrand omab kuju

nz2-1x +<4 =o0, (18.39)
mis on saadud vlrrandist
aﬁli‘ -"h ajo a13 A
al2 a2 X a3 B =0
al3 az a33-\ C
A B C 0

Selleks et 16ikejoonena saadud teist jarku kdver oleks tsent-
raalne, on tarvilik ja piisav, et
o.
Tsentraalse 18ikejoone peaaegu kanooniline vdrrand on
X2+ x: Y2+ & =0, (18 40)
kus \ 1 ja X p on karakteristliku vorrandi (18.41) lahen-
did.
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Kui l18ikejoon on teentraalne, elis tema keskpunkti koor-
dinaadid leitakse siusteemist
"al 1V al2yc+ al3z,+ ald = At,

alox 4+ a22y'+ a23Z*+ a24 = Bt~ (18.42)
al3x + a23”™+ a33zp+ a4 = ct*

Ax + By + Cz + D = 0.
Léikejoone telgede sihivektorid 1 = (I,m,ri) méaratakse sis-
teemist
@G - X D1 +al2m + a-*n - AR =0,
al2l + (a22 ™ * )m + a23n * BP 3 °* (18.43)
aj™M + a23m + (@33 -\ )n -CR =0
Al + Bm + Cn = O,
kus A on karakteristliku vdérrandi (18.41) lahend. Kui 18i-

kejooneks on parabool, psiis vektor & A
Z ald al2 ail3 B all al4 ai13 5
8o a2 a23 al2z a24 a23
a34 a23 a33 ¢ al3 a34 a33 ¢
VD B c 09 A B c 0
all al2 al4 A
al2 a22 aza B
a13 323 433 ©

A B C 0
on paralleeln"e parabooli teljega ja on suunatud parabooli
négususe poole. Parabooli telg maddratakse voOrrandisusteemist
JAx + By + Cz + D = 0, (18.44)
(l(anh x + al2y + al3z + al4d) +
+ m(al2x + a2y + a23z + a4 +
+ n(a™x + a23y + a33z + a34) =0, +
kus 1, m, n madratakse silsteemist (18.43) ja i 1™, Pa-
rabooli tipu maarame kui parabooli telje ja pinna 18ikepunk-

ti.

18.93. Tasand oL [ldikab teist jarku koonust. Tasand
on paralleelne tasandiga <1 ja labib koonuse tippu. Toesta-
da, et

1) kui tasandil B ei ole koonusega teisi Uhiseid punk-
te peale tipu, siis tasand oi Idikab koonust médda ellip-
sit;
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2) kui tasand ~ [10ikab koonust modda kahte moodusta-
jat, siis tasand d. 18ikab koonust mdoda hiperbooli;
3) kui tasand puutub koonust, siis tasand 16ikab
koonust motda parabooli.
18.94. Leida ellipsoidi
X2 +y2+ 422 -1=0
ja tasandi x +y + z =0 loikejoonena saadud ellipsi pool-

teljed.
18.95. Leida parabooli
X2 + 2% + 22 + 4xy - 2xz - dyz + 2x - 62 = O,
X-z=0
parameeter .

18.96. 2Leida2pinn
X +5y +z +2Xy+ 22Xz + 2yz + 2X + 6y
ja tasandi x + 2y + z - 1 loikejoone keskpunkt.

+

R
1

o

18.97. Leida teist jarku pinna 1dikejoon tasandiga. Maa-
rata loikejoone tilp:
D 3x2 + 4y2 - 522 + 2xy - 3yz + 5x - 8 = 0,

Xy-tasand;

D) X2+ 322+ 2xy + dxz + 2yz + 5x - z - 1 =0,
yz-tasand;

3)x2+y2—2xy+ Byz +xz-x+ 3y-z=0
Xxz-tasand.

18.98. Uurida pinna
3y2 + 4z2 + 24x + 12y - 72z + 360
ja tasandi x -y + z = 1 18ikejoont.

18.99. Maarata tasandi 2X -y + z = 0 ja pinna
X2+ 5y2 + 722+ 2Xy + 6x2 + 2yz - X+ 6y + 22 =0
loikejoone tuup.
18.100. Uurida pinna ja tasandi Idikejoont:
1) X2 - 3y2 + z2 - 6xy + 2yz - 3y + z - 1 =0"
2x - 3y -z + 2 =0;
2) X2 +y2+ z2 -6x -2y +9 =0
X +y -2z -1=0.

141



18*101. Kas hiperboolse silindri
2 N 1

16ikamisel tasandiga
AX +By +Cz+D =0
vOib saada loikejooneks vordhaarse hiperbooli?

18.102. Leida tingimused, mille korral tasand
AX +By +Cz+D=0
16ikab Uldvlrrandiga antud teist jarku pinda mddda kahte
airget.
18.103. Toestada, et tasand x+y+2z + 5 = 0 loikab
pinda
22 -2Xy - 44X -2y+22-3=0
motda sirgete paari. Leida nende sirgete vOrrandid.
18.104. Lelda tasand, mis Iablb Bunkte AQO, —2 ,2) Ja
B(-1,0,0) ning I0ikab koonust x +y -2z=0 mooda parabooli .

18.105. Leida koik tasandid, mis labivad punkte A (0,-2,2)
ja B(-1,0,0) ja Idikavad koonust x2 + y2 - z2 = 0 médda el-
lipsit.

18.106. Lelda tasand mis Iablb sArget 2x = =2z ja
15ikab plnda 4x - y +z=0 mooda vordhaarset huperbooli.

18.107. Pinna
X2 - 2y2 + 722+ 4xy - 8xz - 4yz - 2Xx + 8y - 4z -
-2 =0
ja tasandi 10ikejoone keskpunkt asub reeperi alguspunktis.
Koostada l18iketasandi vorrand.

18.108. Leida silindri yp =2x ja tasandi X +y + z -
- 1=0 18ikejoone kanooniline vOrrand ja parameeter ning
maarata l6ikejoone asend antud reeperi suhtes.

18. 109* Leida e"lpSOIdI

______ x + ZyR +3 -1=0
ja tasandi 2x +y + z = 0 Idikejoone kanoconiline vdrrand.
Maarata kdvera asend.

18.110. Leida parabooli x2 + y2 - 222 -1=0, X+y-
-2z - 1 =0 telje vorrand.

142



18.111. Tasandiga y - z 3 0 paralleelsed tasandid 18ika-
vad pinda
y2 + 222 - 2x = 0
modda paraboole. Leida tasand, millel asuvad vaadeldud para-
boolide simmeetriateljed.

Ringjoonloiked

18.112. Millise kuju omab Uhekattese hiuperboloidi vor-
rand, kui xy-tasandiks votta tasand, mis labib reeperi al-
guspunkti ja on paralleelne ringjoonldike tasandiga ja z-
teljeks votta

1) xy-tasandi kaasdiameeter,

2) xy-tasandi normaal?

18.113. Millise kuju saab kahekattese huperboloidi vor-
rand, kui xy-tasandiks votta reeperi alguspunkti labiv ring-
joonloike tasandiga paralleelne tasand ja z-teljeks votta

1) xy-tasandi kaasdiameeter,

2) xy-tasandi normaal?

18.114» Leida tasandid, rais 18ikavad pinda

22+y 22 Fxy-xz-2x=0
modda ringjooni -

18.115« Leida tasand, mis labib punkti A(0,-1,3) ja 16i-
kab ellipsoidi

X2+ 3y2 + 1272 - 2x - 12y - 72z + 109 = O
modda ringjoont.
2
18.116. Leida pinna z + 6xy = 1 ringjoonldigete tasandid.

18.117» Koostada ellipsoidi
X2 + 2y2 + 222+ 2xy -2Xx-4y+4z+2=0
ringjoonldigete keskpunktide hulga vorrand.
18.118, Leida tasand, mis labib punkti M(-1,-1,-1) ja
16ikab pinda
x2+y2+22+2xy+x+2y+2230
mdbda ringjoont.

143



18.119. Konstantse raadiusega sfaarid I6ikavad ellipti-
list paraboloidi mboda ringjooni. Koostada saadud ringjoon-
te keskpunktide hulga vorrand.

18.120. Koostada silindri vorrand, kui silinder labib
ringjoont x2 + y2 - 1 = 0, z = 0 ja punkti A(0,1,1) ning
mille korral leiduvad ristuvatel tasanditel asuvad ringjoon-
loiked.

18.121. Toestada, et tasand x - y = 0 loikab elliptilist
paraboloidi

2y2 + z2 - 2% =0

mdoéda ringjoont ja leida selle ringjoone raadius.

18.122. Leida tasandid, mis

Dg +y ‘232:1'
Dp g =
» 7.
Dg +y ff;*_l,
z2 0.

D7 vy 7 -
mdoda ringjooni .

18.123. Tasandid labivad teist jarku pinna
1) & Hbbcr7 =1°
2 2 2

a b c
keskpunkti ja ldikavad teist jarku pinda médda ringjoont.
Leida I8ikeringjoonte raadiused.

18.124. Leida tasandid, mis ldikavad hiUperboolset para-
boloidi o 2

b*-g -2

moédda vordhaarset hiperbooli.
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18.125« Leida tasandid, mis ld0ikavad koonust
2 Wb2c~7 3°
médda vdrdhaarset hiperbooli.

18.126« Toestada, et kui kahe teist jarku pinna 18ike-
punktide hulk sisaldab teist jarku kdéverat, siis ulejaanud
16ikepunktide hulk (kui see ei ole tuhi) on ka teist jarku

kdver.

18.127. Toestada, et labi kolme teist jarku kdvera, mil-
le tasandid ei labi Uhist sirget ja kui kdverad paarikaupa
omavad kaks Uhist punkti, kusjuures Ukski nendest punktidest
ei kuulu korraga kolmele vaadeldud kdverale, vdib panna
teist jarku pinna ja sealjuures ainult uhe.

18.128. Leida ellipsoidi
2 2 2

2 HE c+rt*-1
kahe mitteparalleelse ringjoonldike tasandi vaheline nurk.
Millise tingimuse korral need ringjoonldigete tasandid on
vastastikku risti.

6. Teist jarku pinna vérrandi koostamine
1. Pinna vdrrandi koostamine

18.129. Koostada kahest antud sirgest

X -1 z X -1 zZ
13y1 =2; T:%’/- “h

vOrdsel kaugusel asuvate punktide hulga vdrrand. Iseloomus-
tada saadud punktihulka geomeetriliselt,

18.130. Koostada z-teljest ja sirgest x = 1, y = z vOrd-
sel kaugusel olevate ja z-teljega mitte Uhel tasandil asuva-
te punktide hulga vorrand. Iseloomustada saadud punktihulka

geomeetriliselt.

18.131. Leida sirgetest
Y = kx, y = -kx,

zZ = C; z = -C
vordsel kaugusel asuvate punktide hulga vdrrand.
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18.132. Koostada pinna vorrand, kui on teada pinna Uks
punkt x2(2,o,-1), keskpunkt C(0,0,-1) ja pinna ning xy-ta-
sandj loikejoon x - 4xy“-1 =0, z = 0.

18.133. Koostada poodrdkoonuse vdrrand, kui koonus puutub
Xxz- ja yz-tasandeid vastavalt moédda x- ja y-telge.

18.134. Koostada teist jarku pinna vorrand, kui pind
loikab reeperitasandeid mdééda huperboole
xalO,yz=a y=0,xz=b; z=0, xy = c.

18.135. Koostada teist jarku koonuse vérrand, kui koonus
131kab yz-tasandit mooda ringjoont x.= O,y~ +z° = 2ry ja
cz-tasandit mooda parabooli y = 0, z - 2px = 0.

18.136. Koostada teist jarku koonuse vorrand, kui koonus
labib ringjooni
x =0, y2+ z2 - 2oy = 0;
y 30, x2 + z2 - 2ax 3 0.

18.137. Koostada teist jarku pinna vorrand, kui pind loi-
kab xy-tasandit médda sirgete paari, xz- ja yz-tasandit mdo-
da ringjoont raadiusega r, puutub z-telge reeperi alguspunk-
tis. Loikeringjoonte keskpunktid asuvad positiivsetel pool-
tasanditel.

18.138. Koostada teist jarku pinna vorrand, kui pind
16ikab xy-tasandit médda ringjoont
x2 +y2 - 12x - 18y + 32 =0,2z=0
ja’xz-"ning yz-tasandeid mboda paraboole, mille teljed on
paralleelsed ja samasuunalised z-telje sihivektoriga, kus-
juures xz-tasandil asuva parabooli parameeter on 1.

18.139. Koostada podrdparaboloidi vdrrand, kui parabo-

loid labib ringjoont
x -z=0,x2+vy2+2z2-2-2230
Jja punkti A(1,1,0).

18.140. Koostada teist jarku pinna vorrand, kui pind la-
bib z-telge ja l1dikab reeperitasandeid xy-tasandit médda
ringjoont raadiusega v, puutub y-telge reeperi alguspunktis;
xz-tasandit modda sirget, mille telgldigud on vdrdsed ja
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positiivsed; yz-tasandit mboda sirget, rais moodustab y- ja
z-telje positiivsete pooltelgedega vOrdsed nurgad.

18.141. Koostada paraboloidi vOrrand, kui paraboloid la-
bib sirgeid
j*-0, ja (Y20=*
1z=2 \z=-2

ja punktid A(0,1,-1) ning B(1,-1,0) on paraboloidi punktid.

18.142. Leida kolme ringjoont
x2+y2=1,2z=0;
x2 +y2=38,z=1;
x2+y2=5,2z=2

labiva teist jarku pinna vorrand.

18.143. Teist jarku pinna keskpunkt asub punktis
C(0,0,-1), pind labib punkti A(2,0,-1) ja Idikab xy-tasandit
mooda kdverat x2 - 4xy - 1 =0, z = 0. Koostada pinna vor-
rand.

18.144. Milline on Uhekattese huperboloidi vorrand, kui
reeperi alguspunktiks valida pinna punkt XQ, x- ja y-teljeks
antud punkti labivad pinna sirgjoonsed moodustajad ja z-tel-
jeks xy-tasandi kaasdiameeter?

18.145. Koostada hiperboolse paraboloidi vorrand, viéttes
reeperi alguspunktiks pinna mingi punkti XQ, x- ja y-teljeks
punkti XO labivad sirgjoonsed moodustajad ja z-teljeks punk-
ti XQ labiva pinna diameetri.

18.146. Milline on kahekattese huperboloidi vorrand, Kkui
reeperi alguspunktiks valida suvaliselt fikseeritud pinna
punkt O, x- ja y-teljeks kaks sirget, mis asuvad pinna punk-
tis O voetud pinna puutujatasandil ja on kaassihilised pinna
loike suhtes, mis on saadud pinna lIdikamisel vaadeldud puu-
tujatasandiga suvalise paralleelse tasandiga, ja z-teljeka
valida punkti O labiv pinna diameeter?

18.147. Tasandid

X+y+z-1 =0, x+y-2z =0, x-y+1 =0
on ellipsoidi simmeetriatasanditeks, ellipsoidi suur telg
asub esimese ja teise tasandi ldikejoonel ja ta pikkus on 8,
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keskmine telg asub esimese ja kolmanda tasandi loikejoonel
ja ta pikkus on 4, vaike telg asub teise ja kolmanda tasandi
loikejoonel ja ta pikkus on 8. Koostada ellipsoidi vérrand.

18.148. Tasandid
x+y+z=0,2i-y-2z-2a0,y-z +130
on teist j&rku pinna summeetriatasanditeks ja punktid
A(1,0,0), B(1,1,-1) ja 0(0,-1,0) on pinna punktid. Koostada
teist jarku pinna vorrand.
18.149. Tasandid
x+y+z=0,2-y-2z=0,y-2z+1 =0
on teist jarku pinna summeetriatasanditeks ja punktid
0(0,0,0), A(1,0,0), B(1,1,-1) on pinna punktid. Koostada
pinna vdrrand.

18.150. Koostada paraboloidi vOrrand, kui paraboloid la-

bib ringjoont
X +y?=r?,2 =0
ja ta telg on paralleelne vektoriga s = (I,m,n).

18.151« Leida pinna vorrand, kui pind kirjeldatakse muu-
tuva ringjoone liikumisel, nii et ringjoone tasand jaab kogu
liikumise valtel paralleelseks tasandiga x + y = 0 ning see
ringjoon loikab kogu aeg x- ja y-telge ja sirget y = x, z =
= a.

18.152. Koostada teist jarku pindade keskpunktide hulga
vorrand, kui vaadeldavad pinnad labivad antud ellipsit ja
kahte antud punkti, mis on sUimmeetrilised antud ellipsi ta-
sandi suhtes.

18.153. Koostada kolme antud sirget
(x +y -z-1=0, Ex ~zZ m 0, -
\2x -Y + 2z -1¢=o; + =mo |
16ikavate sirgete hulga vérrand.
18.154. Oldvorrandiga antud teist jarku pinna igale puu-
tujatasandile on témmatud reeperi alguspunktist ristsirge.
Koostada puutujatasandite ja vaadeldud ristsirgete I08ikepunk-

tide hulga vdrrand.
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18.155» Ristuvate tasandite paari tasanditest esimene
tasand 18bib sirget ¥y = kx, r n c ja teine sirgety » -at,
z = -c. Koostada sellise omadusega tasandlpaaride tasandite
loikesirge poolt moodustatud pinna vOrrand.

18.156. Kolm vastastikku ristuvat ja uhises punktie iZgi-
kuvat sirget 18ikavad parabooli
y2 = 2px, z = 0.
Leida selliste sirgekolmikute Uhise I8ikepunkti poolt Kirjel-
datud pinna vlrrand.

2. Teist jarku pindade uldisi omadusi

18.157. Toestada, et iga teist jarku reaalse pinna vaib
maarata voérrandiga
aﬂ2+x@2+ nz? 4 20z a0,
kusjuures moned kordajatest X,, 3.2» Xj ja b vdivad olla
nullid. Avaldada kordaja b pinna invariantide kaudu juhul,
kui pind on tsentraalne.

18.158. Vdrrand

4 Voo mipy *V* =0 .
maarab teist jarku pinna peatasandi, mis vastab karakterist-
liku vOrrandi lahendile X = N1/~ ja tema normeeritud omavek-
torile al = @.,>»mj,n.,). Leida antud tasandi vOrrandit nor-

meeriv tegur.

18.159» Millise kuju omab reaalse mittekidunud teist
jarku pinna uldvérrand F(x,y,z) = 0, kui xy-tasandiks vétta
pinna mingi puutujatasand, puutepunkt vodtta reeperi algus-
punktiks ja x- ja y-telje sihivektoriks votta xy-tasandiga
paralleelsel tasandil asuva ldikekdvera peasihilised vekto-
rid ?

18.160. Leida uldvdrrandiga maaratud ellipsoidi ruumala.

18.161. Teist jarku pinna uldvOérrand maarab ellipsoidi.
Milliste punktide koordinaadid rahuldavad tingimust

F(x,y,z) - -j- a Oi
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18.162. Ellipsoid on antud uldvdrrandiga* Mis toimub el-
lipsoidiga, kui pidevalt muuta vorrandi vabaliiget?

18.163. Toestada, et pind K
F(x,¥,2) -{*2[(x - )2+ (y -b)2+ (z - c)2J]+ -43 =0

koosneb kahest tasandist, mis Idikavad ellipsoidi F()!,3y,z) =
= 0 moédda ringjoont ja labivad ellipsoidi keskpunkti. Siin
72 on ellipsoidi F(x,y,z) = 0 karakteristliku vOrrandi kesk-
mine lahend, C (a,b,c) - tema keskpunkt, o ja ~ - ellip-
soidi invariandid.
18.164. Toestada, et kui vorrand
arx? + a22y® + anz? + 2al2xy + 2a27yz + 2aM Xz +
4 2au X + 2a24y + 2a34z + ad4 = 0
maarab hiperboloidi, siis vorrand
arx? + a22y2 +anz?+ 2al2xy + 2a,"xz + 2a23yz +
* 2al4x + 2a2dy + =f
maarab tema asumptootilise koonuse.

18.165. Milline on tarvilik ja piisav tingimus selleks,
et kahel erineval hiperboloidil on Uhine asiUmptootiline koo-
nus ?

18*1%(3‘_- TeisE -iarku Binna uldvdrrand
anx” + a2y” + anz” + 2a.,Xy + 2a2’yz + 2al3xz +
+2au X + 2a24y + 2a34z + ad4 * °n

maarab Uhekattese hiuperboloidi. Millise pinna mdarab uus vor-
rand, mille me saame antud vOrrandist, asendades vabaliikme
add suurusega b44?

18.167. Teist jarku piima Uldvorrand maarab hiperboloidi .
Leida tarvilik ja piisav tingimus selleks, et punkt
x0(x0»y0»zo) asuks hiperboloidi ja tema asumptootilise koonu-
se vahel.

18.163« Millist kdverat modda I8ikab Uhekattese hiperbo-
loidi puutujatasand tema asuUmptootilist koonust ?

18.169. Millist kdverat mooda 16ikab kahekattese hiiper-
boloidi puutujatasand tema asUmptootilist koonust ?

18.170. Millised on tarvilikud ja piisavad tingimused
selleks, et teist jarku pinna Uldvorrand mééraks
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1) pddrdsilindri,
2) podrdkoonuse,
3) sfaari?

18,171. Teist jérku pinna uldvorrand F(X,y,z) = 0 maarab
elliptilise silindri. Milline on tarvilik ja piisav tingimus
selleks, et punktXo(x0,y0,z0) asuks silindri sees?

18.1i72, Teist jarku pinna tGldvorrand maarab elliptilise
silindri. Mis toimub pinnaga, kui
1) muuta vabaliiget,

2) muuta lineaarliikmete kordajaid?

18.173. Lahendada eelnev Ulesanne juhul, kui pinna uld-
vOrrand méérab paraboolse silindri,

18.174. Milline on tarvilik ja piisav tingimus selleks,
et punkt ~0(x0,y0,z0) asuks uldvorrandiga antud elliptilise
vOi huperboolse silindri teljel?

18.175. Teist jarku pinna uldvorrand F(X,y,z) = 0 maarab
huperboolse silindri. Millise pinna madrab vorrand

F(x,y,z —Kd -0
*2
18.176. Teist jéarku pinna uldvorrand F(X,y,z) = 0 madrab
paralleelsete tasandite paari. Leida tarvilikud ja piisavad
tingimused selleks, et punktX0(x0,y,,,zQ) asuks antud tasan-
dite vahel.

18.177. Teist jarku pinna Gldvorrand maarab paralleelse-
te tasandite paari. Leida tasanditevaheline kaugus.

18.178. Millistel tingimustel teist jarku pinna uldvor-
rand madrab ristuvate tasandite paari?

18.179. Teist jarku pinna udldvorrand F(X,y,z) = 0 mdarab
16ikuvate, kuid mitte ristuvate tasandite paari. Milline on
tarvilik ja piisav tingimus selleks, et punkt x0 (x0,y0,zQ)
asuks nende tasandite poolt moodustatud teravnurgas?

18.180. Teist jarku pinna uldvorrand F(X,y,z) = 0 méddrab
I6ikuvate tasandite paari. Leida nende tasandite vahelise
nurga tangens.
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Vastused
12. peatukk
IR

12.1. D x2+y2+2z2 .82 X-52+ ¢+ 32+ (z-7)2*
—4; D X-4D2+ Y+ +@+2D2»36;4) x-3)2+

+ Y+ 2)\+ z-12=18; 5 X-3D2+<y+ 1)+ (z 1)=
*21j6) (1 -2+ (y+2)2+ (z-3)2=>49. 12.2. Punktid
ILjVg - asuvad sfaaril, punktid W ja Mg on sfaari sise-
punktid ja punkt Mj sfaari valispunkt. Markus. Sfaari punk-
tid rahuldavad sfaari vorrandit, sfadri sisepunktide korral
punkti kaugus sfaari keskpunktist on vaiksem kui sfaari raa-
dius. Kui punkt on sfaari valispunkt, siis ta kaugus sfaari
keskpunktist on suurem kui raadius. 12.3«A, D - sisemised,
B - valine, C on sfaari punkt. Sfaari keskpunkt asetseb punk-
tis Q(1,-2,1) ja sfaari raadius on 7. 12.4. 1) Sfaari valis-
piirkonnas; 2) ja 5) sfaaril; 3) ja 4) sfaari sisepiirkoimas.
12,5_Punktid Mj ja W™ asuvad antud ringjoonel, M2 ja W el
asu ringjoonel. Ringjoon on saadud sfaari 1&ikamisel tasandi-
ga. 12.6. 1) (1,2,2) ja (1,2,-2); 2) ja 4) antud pinnal sel-
list punkti ei leidu; 3) (2,1,2) ja (2,-1,2). 12.7. D
G,2,6) ja (3,-2,6); 2 (3,2,6) ja (-3,2,6); 3) antud ring-
joonel selliseid punkte ei eksisteeri. 12.8. (2,3,-6),
(-2,3,-6). 12.9. KOvera puhul 1) ja 3) labivad reeperi al-
guspunkti. Koik kdverad on ringjooned, mis on saadud sfaari
I6ikamisel tasandiga. 12.10. i =a iy rR2 ~b -cC

12.11. 1) 21; 23 Y. 12.12. x-2)2+ (y-3)2+ (z+ 1) =
=289. 12.13. 1) C(3,-2,5)»r = 4; 2) C(-1,3,0), r = 3; 3
c(2,1,-1), r = 5; 4 C(,0,3), r =3; 5 C(,-10,0), r =10.
12.14. ) R =4, C([1,2,2); 2) R =7, C®6,-2,3); 3) R =4,
a(-4,0,0); H R » 6, C(1,-2,3); 5 R =4, C0,0,3); 6) ima-
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ginaarme sfaar, kuna R =V“157) R = 0, ainult uks reaalne
punkt C(2,-6,1); 8) R = 2, C(*,- A,1). 12.15.d =
Aa +Bb +Cc +D (&) X-a_y-b_z-c

= Va2 B2 +¢c2 * B ~ o o'xL ]
12.17. x=5t -1, y=-t+ 3, z=2t - 0,5. 12.18. —

12.19. x-1D2+ (y-D2+

= 3™. Markus. Koik tetraeedri tipud peavad rahuldama sfaari
vorrandit (x - a)2 +(y-b)2 +(z-c)2 - R2. Nii saare 4
vorrandit nelja tundmatu a, b, c ja R leidmiseks. 12.20.
Dx2+y2+22-2x=0; 2) X+ 2)2+ (y-42+ (z - 52=
=8l. 12.21. Q(2,1,-2), R =3. 12.22.T- 5

\ A +B +C
- :&5_1_%2_1-_&» “ Kﬁ_l_’éz_lncv - 12t2?* 1> C(-1,2,3), R = 8.
Markus. Vt. ndide nr. 2; 2) Clj, ~ , -D, r = 3. 12.24_ 5x-
-8 +5z2-7=0. 12.25. C(0,0,6), r = /75 . Markus. Kui
lahutada esimesest vOrrandist teine, taandub Ulesanne juhule,
kus ringjoon on maaratud sfaari ja tasandi loikejoonena x2 +
+y2+ z2 =49, z = 6. Edasi vt. naide nr. 2; 2) C(\,-2,- 7)),

r . 1 ><2+y2+22:9,y:0.

+y2"+ z2=25y+2=0. 12.28. (x -5)2+ Y+ 2)2+

+ (z - 1)2 =169, x = 0. 12.29. (x - 2)2 + y2 +(z - 3)2 =
=27, x+y -2=0.12.30. (x - 1)2+ (v -2)2+ (- 1)2 =
=36, 2x -z -1 =0. 12.31. (x - 1)2 + (y + 1)2 + (Z +2)2=
=65, 18x - 22y + 5z - 30 m 0. 12.32* M, (-2,-2,7), d 3.
12.33. 1) Loikab; 2) puutub punktis (- °,- ™N; 3 el 16i-
ka, 12.34. 1) Tasand ja sfaar Idikuvad; 2) tasand on antud
sfaari puutujatasand; 3) tasandil ja sfaaril ei ole thiseid
punkte. 12.35. 1) Sirge ldikab sfaari; 2) sirge ja sfaar ei
oma thiseid punkte; 3) sirgf on sfaari puutujaks. 12.36.

x +y +(z+3) =25. Markus. Otsitava sfairi keskpur}kt
peab asuma z-teljel (tasandilise loike keskpunkti labival
I8iketasandi normaalil), seetdttu otsitava sfaari vorrand
omab kuju x~ + y~ + (z - ¢)” =R, mis sisaldab ainult para-
meetreid C ja R. Kuna sfaari I0ige tasandiga z = 0 annab an-
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tud ringjoone, siis R? = 16 + ¢’ . Edasi Jaab ainult arvesta-
da, et punkt A on sfaari punkt. 12,37. N y2 + 2 - 10x
+15>/—2§220; 2D X +y2+ 72+ 22X + 16¥—62:O. 12.38.
D x“+y~+z" - 14x - 10y + 2z + 7 = 0. Markus. Otsitav
sfRr kuulub kimpu X2 + y2 + 22 6x - 8y o+ A(UX +y =
-z -9 =0. Parameetri /1 vaartuse leiame tingimusest, et
sfaar 1abib antud punkti. 2) x2 + y2 + z2 + 27x + 2ly - ~z+
+10=0; ) x2+y2+ 722+ 13x - 9y + 9z - 14 = 0. 12.39.
Dx2+ (Y+2)2+22=41; 2) x2+y2+ 22 - 10z - 9 =0.
12.40->I§Z+y2+ 22 =36, X-1D2+ (y+ 22+ (%—232:
=25. Loikejooneks on reaalne ringjoon. 12.41. x +y =36.
12.42_ Ellips 5x2 + 522 - 8xz - 74x + 70z + 274 = 0; y = O.
12.43. 1) 8x2 + 4y2 - 36x + 16y -3 =0, z=0; 2) X - 2z -
-7=0,y=0; 3 42 +8z2 + 16y + 20z - 31 =0, x ~ 0.
12.44. x =5 cosucos v, y *5sinucosv, z=5siny ehk
X = 5(cos u cos v, sin u cos v, sin v). 12.45. W(2,4,-4),
Mo(—2.—4.4).2 Magkys- Antud sfaari kanoonilipe vorrand  omab
kuju X~ +y + z7 = 36. Teisendame sirge vorrandi parameet;-
rilisele kujule x=t, y=2t, z= -2t ja leiame 108ikepunk-
tide parameetri 9t2 = 36, t = i 2. Asendades parameetri sir-
ge parameetrilistesse vOrranditesse, saamegi otsitavad punk-
tid. 12.47.6x -3y -2z -49 =0.1248.11) 2x-y-z + 5=
=0; 2 6x+2y +322 -5 -0. 12.49.3x -2y + 6z - 11 =0,
6x + 3y + 2z - 30 =0. 12.50. 2x + 4y - 4z = - 6. 12.51.
D2X+2383y+MNM3z=64; ) x+FSY + 2z - 16VT = 0.
12.52. x-y+2z-3=0ja x-y+ 2z - 15 = 0. Markus.
LAikepunkti leidmiseks on soovitav teisendada sirge vorrand
parameetrilisele kujule. Edasi on lihtne kasutada sfaari
puutujatasandi Uldvdrrandit (12.9). 12.53. (X - 6)2 +
+ (Y+8)2+ (z-3)2=100. 12.54. IYx2+y2+ 22 =9; 2)
X-D2+ Y-D2+ z+72=121; 3) X - 32+ (y + 52+
2 2 2

+ (@ + 2)2 = 6. 12.55. Px(f-,0,0), Py(0.”-,0), P2(0,0,— ).
12.56. 1)(=3,3,3); 2) (3,3,-3); 3) (-3,3,-3); 4)(-3,-3,-3)i
5 (3,-3,-3) 12.57. C(3,-3,3), R - 3. 12"58. (x+ R) +
+ (WtR)2+ @ iR2=R2.12.50.R2(A2 +B +C )-D
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op2 a2

puutepunkt Zo(- -4, - M;rkus. Otsitava tingimuse
saame, valjendades analudtiliselt, et sfaari keskpunkti kau-
gus tasandist on vordne sfaari raadiusega. 12.60. (2,-6,3).
12.61. a=+ 6. 12.62.A(x -a) +B(y - b) + C(z - © -

i RVVa2 +B2+C2 =0. 12.63. 1) 4x+ 3z - 40 = 0,

4x+ 3z + 10 = 0. Markus. Otsitava tasandi
vBrrand omab kuju 4x + 3z + D = 0. Vabaliige mdaratakse tin-
ginustest, et puutujatasand asub sfaari keskpunktist
0(3,-2,1) raadiuse kaugusel. Antud juhul r = 5. Vordusest
12+ 2 B =1i 5 saare D1 = 10, DO = -40. 2) 10x - 11y -
VI6 + 9 1 2

- 22+ 189 =0, 10x - 11y - 2z - 261 = 0. 12.64. 1) 2x +
+ 2y — z — 15= 0. Markus. Antud sirge sihivektor on otsita-
va tasandi normaalvektoriks, s. t. tasandi vorrandi voime
votta kujul 2x+2y-z+D=0. Vabaliikme leiame tingimu-
sest, et puutujatasand asub sfaari keskpunktist 0(0,0,0)

RE2

raadiuse kaugusel, r = 5. n T =-5,D =25 2) 4x+
+ 4 +
3y+24 0, &Xx+3y-36=0. 126 X-2)2+ (y-3)2t
@+ 9jax2+ (y+ 1)2+ (z+ 5r- 9. 12.66.

X+ D2+ -2+ (z-1)2=49. 12.67. R = 5. 12.68.
X-D2+ Y -52+ (z+ 2)2 =25. Markus. Otsitava sfaari
raadius R = r + d, kus r on antud sfaari raadius ja d on
keskpunktidevaheline kaugus. 12.69. (x + 1)2 + (y - 3)2

+@-3)2=1 N =
a-xc b-y0j b-y0 c-z0 ¢z a-x0 12.71. 1D
1 m 1 m inL 1
b-yl c-z1 2 a-X a-x
1 1PV o 4 m 4y,

2) 18ikuvad, kui osas 1) toodud seostes mark > asendada
margiga < . 12.72. X+ 52+ (y - 3)2 + z =121. Markus.
Otsitava sfadri keskpunkt asub kolme tasandi 16ikepunktis.
Kaks tasandit on risti puutujatega (s™) ja (s2) ning labivad
vastavalt puutepunkte Ja P2. Kolmas tasand on risti puu-
tepunkte P ja P8 Uhendava loiguga ning labib loigu P.,P2
keskpunkti. 12.73. 3y + 4z =0, 5y - 12z = 0. Markus. X-
telge labiv tasandi vbrrand on By + Cz = 0. Tuleb leida kor-
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dajad B ja C tingimusest, et tasandi kaugus sfaari keskpunk-
tist C(-5,8,-1) oleks v6rdn§-sféari raadiusegablg =4, s.t.
otsitavate kordajate suhe maaratakse seosest

i by. czi n lo”
12.74. x
L1 YYD 1275 4x + 6y + 5z - 108 = O,

4x + 6y + 5z + 205 = 0. 12.76. 2x - 3y +
+4z -10=0, 3x -4y +22-10=0. 12.78. X -y - z -
-2=00. 12.79. x2+y2+ 22 - 2x+ 4y - 4 =0 ja x2 +y2

+ 22 BB77118 u _ 188 . 12.80. I*=*1 Y-YN
2 J h 11
+171 z-2\ zzh o xex” X2 y-y2
Imi nll 40 5 ph, e w
ly—wy2 z-z2 Z-22 X-X2

= 12.81. fx(x - x0) +
+ 1 m2 n21 + o C )

+y({y - Yo) + z(z - Z0)]2 = R[(X - x0)2 + (y - YOo) +
+ (z - z0)2]. 12.82. x2 - 2yz = 1. 12.83. Keskpunkti koha-
vektor c =2+ J+ 3, R=7. 12.84. n 2> ¢, C(-n), R =

=\jni2 - ¢ . 12.85.C(—fi= ), R Ir .| 12.86. x2 -
-x(@+B) + & = 0. 12.87. 1) Sfaar keskpunktiga C(4Ic) ja
raadiusega R = 2; 2) sfaar raadiusega R = 15, keskpunktiga
C(6J + 8Io). 12.88. (x - x0)2 + (y - y0)2 + (z - z0)2 = R2.
12.89. x2 - 6xx = 16, xE = 0. Markus. Esimene vorrand méarab
sfaari raadiusega 5 ja keskpunktiga C, teine on xy-tasandi

vBrrand. 12.90. X, = R ma; x2 — ”H; XN = M J
a a
Rm Rn
1 c2 - y2 « "yl
y Bmn?

= -Z1. 12.91. X, + -4 af-4(x1 - x0) i ~R242 -[&(xL - x0)p.
12.92. 1) (Gn - c A Ran2; 2) (O - )2 = Ran2s

¢’ xnn F§|n 2
GOn -0) <Rn . 12.93. X - Xl - a ———— — —————— ) =R

12.94. /1% (X””F‘ZC)' 12.95. (x - ~0)(0 - ) = 0.
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12.96.S§- - R =0, -3- + R=0; AbN1 B?+Cz. -R .0,
" n Va2 & B2 + 02
AX tBy +Cz +r A 0. 12.97. -7i 23; 73. 12.98. 4x - 6y +

+ 6z - 11 =0. 12.99. 4y - 5z = 0. 12.100. 2., - xX2)x =
=-R2+i2+ r| -r]. 12.101. (», fJ). 12.103. Radi-
kaaltelg (5x -3y + 3z + 7 =0,

I2x - 4y - 2z + 1 =0.
12.104. 2(< - x2)x = -R2 + r] + xX» = xF, 2jJ - xXM)x =

= -Rj + RR+ xj - xR, 12.106. Radikaaltsentri raadiusvektor

M R-557" <HL -R? - -*2*3 24 + (H3 -»? + *7?-

=3>F2f4 + (R4 ” RL + *1 “ *4=2?3” kua |1 ” *2 *
-x3 =Ty xn -x4d=74_ 12.107. (x - ir + (Yywd) +
+ (z - 3 =17. Markus. Otsitava sfadri keskpunktiks on nel-
ja antud sféari radikaaltsenter, s.t. punktfille korral puu-
tuja loigud, mis on tdmmatud antud punktist kéigile neljale
sfadrile, on sama piké&?ega- lgalks nendest puutuja 18ikudest
on vordne otsitava sfaari raadiusega. 12.108. x' + ()J/ z -
=a2. 12.109. x2 +y2 +z2 =a2. 12.111. 2x +y + 2z - 13=
= 0. 12.112. sfaar x(x - x0) + y(y - yc) + z(z - zc) =0.
12.113. sfaar x2 + y2 + Rx = 0. 12.114._ Sfaar (x - a)(x-x0)+
+ (v - b))y -y0)+ (Z-0)(z - 2z0)=0. 12.115. Sfaar, mil-
3N . « R N~ ________
iAT Ul B1 ull
142 U2] b2 5
kus u™ 5 AMX + BYY -C*z 4+ DJg» u2 = A2X + B2Y +

W w

+C2z+D2. 12.118. x - 32+ (Yy-2)2+ (z - 2)2 =

S -x-2z, @&+ 2y+2z-12)2»5- X -x. 12.119. X + Yy +
+z2=0, 92 + y2+ z2) = fx(x - 1) + y(y - 2) + z(z +3)]?
12.121¢ 1) 3; 2)2;3)1;4) 3; 5 3; 6) 2; 7)3; 8 2; 9) 1.
12.122. (X0 -a + (MQ -Db)2 + (z0 - c)2< R , (Aa+ Bb +
+Cc + D)(AX0 + ByO + Cz0 + D) < 0. 12.124_. + (Ajx + By +
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+Crz +D.,)=- (AgX+ Bgy + C2z + D2) =t (&% + B-y +
+ Cz + DY) (neli sirget), mill] korral A2 +2B? + C? = 1

(i =1,2.39). 12.125. X = -g'Rgx g . y* - " fz,=
2 ty +z X +y +z

=<J%Z4y e 12.126. 2ax + 2by + 2cz - R2 = 0. 12.127.
x+y+z

X222+ (pX+8y+8 2R2=0. 12.128. SFa4r x2 -
- Xn =0. 12.129. nx =
=\ R2 (tasand). 12.130.

SFasr (a2 - x2)x2+ 2xOxR2 - Rd=
» 0. 12.133.y2 + z2 = 16 -

pédrdsilinder. 12.134.

zx2R+y2 -2 =0

ehk 4x2 + 4y2 - z2 + 2z -
-4=0. Poordkoonus, mil-
le tipp asub punktis
C(0,0,2) (vt. joon. 12.6 ).

1%7 b =

+ D
2u
—1 2)***/\{_‘-
v2

+

+

9

.
12.136. é
’

Joonis 12.6.

12F177» £ +2 2+ 2
1.2%138. D) \ n \ =1 uhekattene pdSrdhiperboloid;
2 2a 2a c
2)=~-nn-"=~ = 1 kahekattene poordhuperboloid. 12.139.
a c c
2 } 2 2
Markus. Juhtjoone vdrrand on Te
x =0,

kui juhtjoone tasand on valitud yz-tasandiks (vt. joon.14.1).

Asendus y— X2 +y2 . 12.140. X2 + y2 = 4. Markus.
Ulesanne lihtsustub tunduvalt sobiva reeperi valikuga. Vali-
me sirgete poolt madratud tasandi yz-tasandiks ja sirge,
mille umber toimub pdorlemine, valime z-teljeks. Siis teise
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antud sirge vorrand ony a 2, x = 0. Edasi asendus y —
A 1IN 1 y2 | 12.141. y2 + a2 =[F(X)]2.

13* peatikk
ELLIPSOID
2 2 2
13.2. P (2,-3,0), P2(0,0,2). 13.3. +b*rr+ < 1. 13.4.
a c
2, 2 2 2 5 Ll - S
aA T+ b B + D . 1JUZ. Summeetriatasandid Uhtivad
reeperifasanfltega. Koik loiked on ellips|d. Lgige xy-tasan-
diga:  +7€° =\, z’= 0; xz-tasandiga: =1, y = 0;
yz-tasandiga: I» x=0. Tipud: (0,0,0),

A2(-6,0,0), B.,(0,4,0), B2(0,-4,0), C1(0,0,3), C2(0,0,-3).
Poolteljedza = 6, b =4, c= 3. 13.6. Loiked tasanditega z=
=h, h< b on ringjooned. Loiked tasanditega x = h (voi y =
= hy*h < a (h< b), on omavahel sarnased ellipsid. Antud el-
lipsoid on podrdellipsoid, mille podrdeteljeks on z-telg.
Markus. Kahte ellipsit nimetatakse sarnasteks, kui nende
vastavad poolteljed on vordelised. 13.8. &: &~ =c - c* =
a3 :\/T. 13.9. Teljed: 3 jaVT; tipud A™r, 3,0),
A2(2.-3,0), B ,(2,0,V3), B2(2,0,-1/3). 13.10.

K— > 57 CﬁC—P“, kus fi = aA ;bzﬁ I CZEZ
13.11. Q(2,0,£)- 13.12. Ellips, keskpunkt (2,-1,1). Markus.
Kbvera keskpunktiks nimetatakse pinna simmeetriakeskpunkti.
13.13. b4* ; * m + Myj + = 0. 13.14.

a o ch

3,VT; (@,3,0), (2,-3,0), (2,0,V3), (2,0,-/D« 13.15. EI-
lips, Q(2,-1,1) - ellipsi keskpunkt. 13.16. Ellips.
j/'\x2 + 2y2 - 4;( 8 13.18. (1,2,2), (-1,2,2). 13.20.

1} 2 D 2 2 2 2 2
Y-+  +85 -1;2)y-+"~ +J-» 1} + "l
arkua. Vt. naide 1. 13.21. Eaka ellipaoidi +

vtpr u £to02 . s X2 .z2 .22 “a:



+ X ac = 0, kue 3 on absoluutvadartuselt Uhest vaiksem suva-
line reaalarv. 13»28. Loikejoon koosneb kahest ellipsist.

13.30. Diameeter =-A- =-5- . 13.31.5 =41, ¥y = 0.
aA B cC 4 ~1b

13.32. I6x + 13z = 0. 13.33«x -z -0, 8 ==£ “fr 13.34.
32x + 9y + 72z = 0. 13.36. Kaks diameetrit x = a2 - b2 t,

y =0, z=- cMR2~ c2 t. 13.37. Selliseid sirgeid on 10p-
matult palju ja koik nad asuvad tasandil 288x + 225y - 400z-

- 1 = 0. Markus. Otsitav sirge maaratakse vOrrandisils-

teemiga X ~2=Y m=2-L-1. otsitavateks on sirge sihivek-
tori koordinaadid m ja n. Sirge ja ellipsoidi 18ikepunktide

leidniseks tuleb lahendada vorrandisiisteem, mis koosneb el-
lipsoidi ja sirge vorrandist. Avaldades sirge vOrrandist X
jJja y, asendades ellipsi vOrrandisse ja arvestades veel lisa-

egldusg, et kool poolitub punktis A, s.t.
2+ z
2 -—— = -1, saame m ja n maaramiseks ainult uhe seose

228m + 225n - 400 = 0, mida peavad rahuldama sirge sihivekto-
ri koordinaadid. Elimineerides m ja n sUsteemist, mis koos-
neb viimati saadud seosest ja sirge vorrandist, saamegi ot-
sitavate sirgete hulea - taaandi vOrrandi.

-2z -2DQy - X)) + X - 3DQy - X) =0 ehk x + 2- 20)y-



—2(6 —23V3)§ =0, x+ @2+ 2/3)y - (6 + 3\6)z = 0. 13.45.
b + 77 3 1. 13.47. Markus. Liikuv ellips (vt. joon.

a c

13.4) méaratakse

tasandil y = d

vorrandiga
2 . _
(na)2 (Xo)- ?
ky = d.

Pooltelje Jic pikkus

mis on arvutatud Iii-
kumatu ellipsi vorran-
dist y = d korral.

Saame X P2 -d2

Seega igal tasandil

y »d liikuva eglips; Joonis 13»4.

vorrandiks on =r i EZ =1- Otsitava pinna vorrandi
s

saame kui suuruse d loeme muutuvaks. Jarelikult viimases
vorrandis tuleb d asendada muutujaga y, mille tulemusena
sgameg; ots;tava pinna vorrandi

b = 1. 13.48. Toestus. Eelmise llesande oth.ial
a
vOime vaita, et kui eksisteerib tasand, mis 18bib ellipsoidi
keskpunkti ja 10ikab ellipsoidi mddda ringjoont, siis 10ike-
joone raadius on b. Vaatame sfaari, mille keskpunkt asub
rgeper_i2 alggspunktis ja raadius on b x~ + +7z =b ehk

7’ . ) = 1. Lahutades sfaari vorrandist ellipsoidi
vorrandi, saame (1 1 Y- —1N22 o kuna
c< b <a, siis .:‘Lg\_lz: 0, J1_|,——?>y> 0/.\ Tahistame 1

1 =A%, & Bl _ 92 saam€ A% - c?2% =0. Jarefikult,

a C
vOrrand maarab tasandite paari AX + Cz = 0 JaAx - Cx =0
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14. peatikk
HUPERBOLOIDID

uil. = 1. 14.4. Otsitav joon koosneb kahest

18ikepunktiga Q(6,-2,2) I8ikuvast sirgest, s.t. antud tasand
puutub pinda antud punktis. 14.5.a =4, b =3, (4,0,-1),
(-4,0,-1). 14.6. Huperbool, reaalpooltelg c =4 imaginaar-
pooltelg b = keskpunkt C(5,0,0), reaaltelg on paralleelne
z-teljega, imaginaartelg y-teljega. 14.7. Vt. joon. 14.7.
D Ioikejoongd xyétesandiga paralleelsete tasanditega:

z =0,

3Fefc =1

2 2
z==1,

B 2
Z«x 2, n +h--

2 y2
2=%3 77,51

2) loikejooned xz-tasandiga pa-
ralleelsete tasagditega:

X A
y = 0,1 35 « ¢ =
+ a2 s
Y 1, 135
+ X2
y 2, o7 _ -
o+ 4x2 4z
y 3 rc «~T -
+ 4 Xg‘ -
y » 3S - -
A+ ax2 | 4z
y S,- g ¥JI- =

Joonis 14*8
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3) loikejooned yz-ta-
sandiga paralleelsete
tasanditega:

X=% fe " T~ =1;

X*#2»rfe "1 =1

li N2
X = £3, ° =1

2 2

X =24 fo " HF=1

"9

Joonis 14.9
Je-w =%

X = t6* “ P =0, _
14.9» thekattene hipérboloid x@ ¥ 2yz =1. 14*10« x =
=@chucosv, achusinv, chv). 14*11. x = a

_ _~uv -1
y=by,,yv Z=cU+v . Vektorvorrand x =

U iLV laquv +1), b(v - U), c(uv - DI* 14*12* Uhekattene
z-8 X ~ 6

hiperboloid. 14x13 X -6 Yy -2
M a3

+ F= i ~~ndanr N~ -1 -~=0. 14.16.

Kui antud pinna sirgjoonsete moodustajate parvede vOrrandid
on antud kujul ¢x - z=u@ -Yy) jJja x-z=vQ@ +Yy),

\u(x +2 =1+y vixX+2)=1-vy,
siis cos 9 = 1 "1} Z3 _z
@+ DY +D o=
X 2~ = 14_18.t>r_+ 2z 0, (2X - 5z = Qj
» 5 =0; Ly =4 =0.
14.20u cos v + -1 =c@ + u sinv),
cucosv - /u -1)=1=+u sinv.
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14*21.rx =a(cos + tsintf), rx - alcos k- tsin” ),
y mb(sin - tcosw), Jyab(sin®+ tcos ),
z = cth 1z = ct.

14.22. 45°. 14.23. On kaelaellipsi puutujad. 14.24. Markus.
Otsitavate projektsioonide vBrrandeid on mugav leida, kasu-

tades teist jarku kdvera ja sirge puutumise tingimust.
zn — Yn Yd Zn + Xg

14.27.5 * (l,m,n), kus 1=a-— N , A

1]
«%‘:
I
|
SR
o]

2
n=cehk 1=a@@f. + |a), m=DbCgle-+ &), n=c(” +
d

< o
1l

14.28. 5 = (0,*4,1). 14*29. X =% CZ» g (= Je. - |gSa),
20 N 2 N
=ﬂ°[“c; at’- z=*T{ -8 @ g 4>- HNiil- 1%
= - 6. 14*34. Kaks xy-tasandiga paralleelset tasandit vy
= 1 */I8 ja kaks yz-tasandiga paralleelset tasandit x - -
xy-tasandiga paralleelseid tasandeid ei ole vaja vaadelda,
kuna vastav pealBige on imaginaarne. 14*35. Sirge on pinna
puutuja. Puutepunkt Q(4,2,9). 14*36. 1) Ellips, hiperbool,
parabool, kaks Idikuvat sirget, kaks paralleelset sirget; 2)
ellips, hiperbool, punkt, imaginaarne kbéver. 14.37* 1)
m;i < /22 2) Iml< 1. 14.38. Puutepunkt P(9 4,2). 14.39.

+ Xg - < -1. 14.41. Kahekattene poordhuperbolmd

=a sh u cos v,
=ashusinyv,
& = ch u.
X = (@shucosv, ashusinv, c shu).
14.44. TX =a cos u tan v,
y =b sin u tan v,
2= coS v c
X = (@acos u tanv, b sinu tan v, — ). 14*45.1 =1 .
14.46. Diameetertasand X + 4y - 3z = 0* 14.47. Diameeterta-
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sand 6x - 9y + 4z 3 0. 14.48. Kaks diameetertasandit: 4x -
- 32 30 jadx+ 8y -5z s 0, kuna 1abi punkti A kulgeb kaks
pinna sirgjoonset moodustajat

= = Kumbki otsitavatest diameetertasandi-
test on maaratud pinna keskpunktiga 0(0,0,0) ja uhega sirg-
jJoonsetest moodustajatest. 14.49. N 3/~ -y| . 14.50.y _
= =8§ e 1451.3x+6y -4z =0. 14.52. 3X + 6y - 4z =
* % 14.53. Xy -yz - zx _ 0 (koonus). 14.54. Antud tasan-
dite parv huperboloidi diameetrit ei mdara,kuna loikejoonteks
on mittetsentraalsed kbéverad - paraboolid. 14.55. x(X -Xo)+
+ Y “Yo) -z(z -20)30. 14.57.r = . Markus. An-
tud pinna ringjoonsete l8igete tasandid on paralleelsed abst-
sissteljega ja maaratakse parameetrit k sisaldavate vorrandi-
tega y — 3z 3 k. Ringjoonsed loiked vdivad puutuda kaelellip-
sit ainult siis, kui ta 1&bib Uhte tema tippu, mis asub y-
teljel, s. t. 1&bib punkti B~N(0f-2,0) voi B2(0,2,0). Vasta-
vad parameetri vaartused on k 3 - 2. Koik neli ringjoont,mis
rahuldavad Ullesande tingimusi, asuvad kahel tasandil y - 3>
= -2 ja koigi raadiused on vOrdsed. Raadiuse arvutamiseks
leiame kdigepealt vastava loike keskpunkti fprojekteerime ta
xz-tasandile). 14.58. Markus. Toestuseks on piisav naidata,
et kdik podrdparaboloidi sirgjoonsed moodustajad moodustavad
vOrdsed nurgad poordeteljega (z-teljega) ja et iga sirgjoon-
se moodustaja lihimat kaugust pddrdeteljest mdddetakse kael-
ellipsi (x2 + y2 3 a2, z 3 0) vastavat raadiust mooda ja
suuruselt on ta vordne selle raadiusega. Voib ka vahetult
tuletada pinna vorrandi kui sirge podrlemisel tekkinud pinna
kui poordetelg gi asgtse g\ntud sirgega samal tasan-

14.59. Ellipsoidi = 1 korral otsitava sir-

ge hulgaks on imaginaarng kooRus °l<%+*\b@ + —g‘?r:O, s. ©
a
reaalseid sirgeid, mig rahuldaksid Ulesande tingimusi, ei

2 2
leidu; hiperboloidi S+~ -~ 3 + i1 korral saame Uhe ja
o] pa pb c

X Vi _Zx =0, mille moodustajad on pinna

sama koonuse
. _.a Seg c - - . -
asumptootideks. a koonust nimetatakse pinna asumptootili-
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seks koonuseks. Markus. Ulesandest jareldub, et ellipsoidil
el ole reaalseid astmptoote. Mdlemal huperboloidil on 18pma-
ta palju asimptoote ja astumptootiline koonus, mille tipp
asub pinna keskpunktis. 14.70. Uhekattene hiperboloid

2+ y? - 72 = 1 Markus. Sirge libisemine maaratakse vOr-
randitega x * =Y b =y. Selle sirge ja antud sirgete
16ikumise tingimused annavad kolm virrandit, mis seovad pa-
rameetreid a,b,m ja n. Elimineeerides need neli parameetrit
saadud kolmest seosest ja kahest sirge vorrandist, saamegi
otsitava pinna vorrandi.

15> peatikk
PARABOLOID
2

15.1. X + y2 - x + 1 = 0. Antud kover on elliptilise para-
boloidi ja tasandi I8ikejoon. 15.2. 1)m”~O0jam”™ -7 »
Jjuhul m = - j - ellips kidub punktiks; 2) m = 0. 15.3. Pro-
jektsioon 1) xy-tasandile x2 + 4xy + by2 - x =0, z=0; 2)
Xz- tasandile x2 - 2xz + 522 - 4x = 0 y = 0; 3) yz-tasandile
y +z +2y-z=0, x=0. 15.4. L0|ge Xy-taeandiga
O(O,O,O)O; xz-tasandiga Xx = 4z (parabool), y =0; yz-tasan-
diga y = 2z (parabool), x = 0, xy-tasandiga paralleelsete
I?igetcza projektsioonid xy-tasandile on ellipsid

ATN+~E=1» z =0, kus h on I8iketasandi z = h kaugus Xxy-
tasandist. xz-tasandiga (yz-tasandiga) paralleelsete 10igete
projektsioonid vastavalt xz-tasandile (yz—tasandile)zon ga—
rab™olidt x2 = 4z - 2h2 (Y2 = 2z - 0,5h2). 15.6. 2= + ™ <

<220. 15.7. f*x - x0) + &4y -y0) =2z - z0. 15.8.

@©,-1,d ja ©0,1,/y. 15.9. Ellips, parabool, punkt. 15.10.
X2 +y =2pz. 15.12. Podrdparaboloid. 15.13-x2 + y¥ =

N
= ap - 2az. 15.14. Elliptiline paraboloid z = 2 + 2 voi
hiperboolne paraboloid z = » ~  sbltuvalt sellest, kas

liikumatu ja liikuva parabooli teljed on sama- vdi vastas-
suunalised. Markus. Koostame liikuva parabooli vOrrandi. Sel*
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leks viime sisse abi-
parameetri d - liiku-
va parabooli tasandi
kaugus xz-tasandist.
Parabooli tipu (Ij(gordi—

naadid on (0,d,”)

(vt. joon. 15.5) ja

parabooli vorrand 2

y=d, X2 =~2p(z -")-

Elimineerides nendest

vOrranditest abiparameet-

rid, saamegi otsitava

pinna vorrandi, 15.15.

P,(4,1,3). 15.172 Loi-

ge xy-tasandiga x“~ = 4y,

z = 0 on parabool. LO&i-

keks xz-tasandiga on Joonis
kaks 18ikuvat sirget x - z =0, y=0jax+
Loige yz-tasandiga on parabool z = -4v_15.1
15.20, Hiperbool. Keskpunkt (1,-1,-2), 15.23

m-50. 1225-*--P _Y- 28. F . JIp. =271,
f = N=72 "™ . 15.29. arccoa 15.30. ~ ] 4=m
=2 N o= =g* " . 15.31. Sirgjoonsed moodustajad

X-5_wy-4_z-2
T 14

15,32. |2x-12y-z+16=0, J2x - 12y - z+ 16 =0,

X -2y+4=0; 1 X+ 2y -8=0.
15.33. X = 2 4 g fr2=£ , Markus, Uks
parv sirgjoonseid moodustajaid madratakse sUsteemiga ~ " =
=k, k(™ - D = z. Viime kanoonilisele kujule x g 2k =
= ydI- =r . Parameetri K madrame tingimusest, et sirge on
paralleelne antud tasandiga. 15.34. 1) x -y =0, =00;
2 x+y=0, z=0. 15.35. Huperbool z -a-r*. 3L -Z_=
=q-p Quhul p © @, juhul p = g kaks 18ikuvat sil)rgetq

(sirgjoonset moodustajat) z =0, Xx =y jJaz =0, X = -y
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(z=0, [z=0.
15*39* Sirgjoonsete moodustajate projektsioonid puudutavad
paraboolset 18iget xz- ja yz-tasandil, aga xy-tasandil moo-
dustavad paralleelsete sirgete kimbud, mis on paralleelsed
kahe sirgega, milleks laguneb pinna ja xy-tasandi loikejoon.
15.40* Kaks Uheparameetrilist paralleelsete sirgete parve.
15.44. Molemal paraboloidil on Uksainus tipp.- Reeptzeri a;gus—

punkt. Otsitav sirge hulk madratakse vorrandiga fjj “ =
= 0. Elliptilise paraboloidi korral on sirge hulgaks kaks
imaginaarset tasandit, mis I8ikuvad mooda z-telge, s.t.
z-telpc on ainus reaalne sirge, mis rahuldab llesande tingi-
musi. Huperboolse paraboloidi korral otsitavaks sirgehulgaks
on kaks reaal3et tasandit, mis samuti 18ikuvad mooda z-tel-

ge. Kumbki tasand a0, — —-x =o0 labib
. 2p 2q . 2p 2q .
Xy-tasandil asuvast pinna kahest sirgjooneest moodustajast

thte. 15.46. HUperbdolne paraboloid.

1547 | x X 1] == |xx(i +jJ) +1-0] ehk x2 - y2 -

- 2xy -4z + 2 =0, s. t. otsitavate punktide hulk on hiuper-
boolne paraboloid. 15.48. Uhekattene hiiperboloid (p ¢ 1)
vOi hiperboolne paraboloid (p = 1). 15.49» z =-/Ixy, kus

N~ o. 15.50. SKX - x0) - (y - yO) =z - z0. 1551,
72 - y2 + 2x = 0 - hiuperboolne paraboloid. 15.52. Huperbool-

ne paraboloid A V? Markus. Joonpinna moodustaja

9—{+a. A = 2 H‘*‘— rahuldab kolme tingimust: loikab kah-
te antud sirget ja on paralleelne antud tasandiga. Eliminee-
rides saadud kolmest tingimusest moodustaja sihivektori
koordinaatide suhted (s. t. andes Uhe koordinaatidest va-
balt ette, elimineerime llejadnud kaks), saame Uhe vOrrandi,
mida rahuldavad moodustaja suvalise punkti M(a,b,c) koordi-
naadid. See ongi otsitava pinna vorrand. Pinna vOrrandi saa-
miseks muutujatest x, y ja z tuleb a,2b ja2c asendada vasta-,
vait muutujatega x, y ja z. 15.53« |— df" " 2z*



Huperboolne paraboloid x2—y 2a z. Markus« Leiame kahe Iii*
kuva punkti asendid xy-tasandil. Need on (1,- £50) ja
(-1,~,0) ja votame need punktid liikuvate punktide algasen-
diteks liikumise algmomendil. Oletame, et mddda esimest sir-
get punkt tduseb (loeme positiivseks suunaks”™aga mddda teist
sirget langeb (loeme negatiivseks suunaks). Siis on sirgete
vOrrandid mugavam Umber Kirjutada kujul —
- —————— - = ehk parameetriliselt
“ M~ m 21 - t.
t - rft 1y “~ +2»
Iz = 2tr
Nels vOrrandites parameetrid t ja t on vordelised punktide
kaugustega algasendist. Ulesande eelduste jargi need kaugu-
sed on vOrdsed igal liikumise momendil. Peale selle mGlema
sirge korral — = =i ,—pL—--- = 1. Seega
i/12 +n2 - a2 7 VI2**2*%»2 1
vOib oletada, et t = t.. Liikuvaid punkte l&biva sirge Vvor-
rand momendil t on N ~1=Yd w2, . Eli-
mineerides saadud virranditest parameetri t, saamegi otsita-
va pinna vorrandi.

16. peatikk

KOONUS. SILINDER
2 2 2

16.1. ~ n N =0. 16.2. 1) [a(x - Xg) + b(y - y0O) +
+ c(z - z20)2 = (@2 +"b2 + c2)[(x - x0)2 + (y - yO)2 +
+ (z - z0)2Jcos <« Markua. Kasutada koonuse telje ja moodus-

taja SX vahelise nurga leidmise valemit, kusjuures X(X,Yy,a)
on koonuse suvaline punkt. 2) 11x2 + 11ly2 + 23?2 - 32xy +
+ 16xz + 16yz - 6x - 60y - 186z + 342 = 0. 16.3. 1)

N = "N« Markus. Ulesande lahendamiseks vdib 18igata koonust
telge labiva tasandiga, nditeks xz-tasandiga ja leida telje
ja loikesirge vaheline nurk. vOib kasutada valmis valemit
= arctan © . Viimasel juhul tuleb tfestada toodud valem.
16.4. Koonus 40(x - 2)2 - 9y2 - 9z2 = 0. Markus. Antud sirge
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16ikab x-telge punktis C(2,010). Jarelikult, otsitav podrd-
pind on pddrdkoonus tipuga C. Moodustaja sihivektori koordi-
naate siduva tingimuse saame nbudest, et kogu poorlemise
valtel jaab podrdetelje ja moodustaja vaheline nurk vdrdseks
antud sirge ja x-telje vahelise nurgaga. 16.5. Koonus
x-3)2+y -(@-52=0. 166.x2+y + 722 - 16xy -
-8xz - 8yz + 62x + 44y - 32z - 11 =0. 16.7. are cos V|jL-
16.8. fa(x - Xo) + b(y - y0) + c(z - z0)] - [(x - X0)2 +
+ (y - )’032 + %2 - 20)23*§a2 +2b2 +2c2) Sin2A =20. 16.9.p
1)’\n+*’\ -N-=0; 2) "2 - +72=0; 3 ~"2 +

bl b ch a b* ¢ ad b2 c2
=0. 16.10. x2 +y2 - z2=0. 16.11. x2 - 3y2 + z2 = O.
16.12. xy + xz + yz = 0 (koonus asub esimeses ja seitsmendas
oktandis); xy + xz - yz = 0 (teine ja kaheksas oktant); Xy -
- xz -yz =0 (kolmas ja viies oktant); xy - xz + yz =0
(neljas ja kuues oktant). Markus. Koonuse moodustajaks vOib
votta ringjoone, mis Idikab kdiki kolme reeperiteljega ja
asub suvalisel tasandil, mis moodustab reeperitasandiga
vOrdsed nurgad. Naiteks ringjoon, mis eraldab reeperitelge-
desB 16igud pikkusega a, on antud sUsteemiga X2 + y2+ z2 m
—a,Xx+y+z-a. Kui X(X,y,z) on juhtjoone suvaline
punkt ja P(X,Y,Z2) punkti X labiva moodustaja suvaline punkt
siis vaadeldud koonuse moodustaja OX vorrand on = = =Y =z
voi X = xt, Y =yt, Zs zt. Elimineerides vOrrandististeemist,
mis koosneb juhtjoone ja moodustaja virrandist, juhtjoone
punkti X koordinaadid, saamegi otsitava koonuse vorrandi.
Elimineerimine on lihtne, kui korrutada juhtjoone esimest
vOrrandit 12 ja teist parameetriga t ()2 + (Y2 + (zH)2=
, @2, xt+yt+zt=at, siit X2+ Y2+ 22= (X+Y + 2)2
ehk XY + XZ + YX = 0. 16.13. 27Rx - 1)2 + (y- 2)2 + (z-3)%
=4(2x+ 2y -z -3)2. 16.14. z + 2xXy + 2 Xz + 2 /2 yz=

2 2 ee?
3 0. 16.15. Kaks koonust - m%/ - - = 0. (v/t. joon.

2 2 r k
16.10). 16.16. -— ~ -—= 0. Markus. Antud ulesande
korral on reeperi valik vaba. Sobiv reeperi valik lihtsustab
tunduvalt lahendust. Valime juhtjoone tasandi xy-tasandiks
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jJa koonuse pdordetelje z-tel-
Jeks. Valitud reeperi korral
on juhtjoone vorrand x2 +
+y2 =25, z=0 ja tipu
koordinaadid on (0,0, -7).

1}? + b2 "~ a
0; 2) 3x2 - by2 + 7z2 -
- 6xy + 10xz - 2yz - 4X + 4y-
_ 4z +4=0;3) X2+ 1232 ¢
+ 23z2 - 18xy - 22xz + S0yz +
+ 18x - 54y - 66z + 27 = O.
1618. 18y2 + 50z2 + 75xz +
+ 225x - 450 = 0. Markus, An-
tud ellips on otsitava koonu-
se juhtjooneks ja antud punkt
koonuse tipuks, 16»19«

K522 5D 2 - 92

- 0.

Joonis 16.10 } ;2

U-212 ~2 -0, 16.22. 2xy = (z - )

+ xz - 8x = 0. Markus.Juhtjoone vorrandidony = 4x, z m O.
Esimene vOimalus: moodustaja vorrand on £ =8 = z - 2. Moo-
dustaja sihivektori koordinaatide vaheline seos = -1
Teine vdimalus. Kui M(X,y,z) on juhtjoone suvaline punkt ja
PCX,Y,2) on punkti M l&biva koonuse moodustaja suvaline
punkt, siis moodustaja vorrandid on X = xt, Y =yt, Z - 8 =
= t(z - 8). Viimasest seosest t - - J-Z + 1, ja korrutades
Jjuhtjoone esimest vOrrandit parameetri ruuduga, (yt)2 *

= 4(xb)t,ja asendades yt, xt parameetrilistest virranditest
Ja arvestades leitud parameetri t vaartust, saamegi vastuses
toodud koonuse vorrandi. 16.24. Y2 + 2X(Z - p) =0. Markus.
Moodustaja vBrrandidX = xt, Y =yt, Z - p = t(z - p)- Korru-
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tades juhtjoone vBrrandeid t2, saame (yt)2- 2(xO)pt, z = u.

Asendades parameetrilistest vorranditest xt, yx, pt, saamegi
toodud koonuse vOrrandi. 16.25. X2 +Y2 +(Z-2R) . (Z- 2R+
¢ al + bY+cZ + d- 2cR) - 0. 16.26. 35x2 + 35y2 - 5272 -

- 232xy - 116xz + lleyz + 232x - 70y - 116z + 35 = 0. 16.27.
Markus. Koonuse normaali vorrandid koonuse suvalises punktis
R(X0»Y0»20) on — aY¥ ”~0="'"m Zp. Koonuse teljeks on

a b c
z-telg, s.t. sirge # ~ =y _ Kerge on kontrollida, et an-
tud sirged I8ikuvad. 16.32. x2 +24y2 - 472 + 4Axy + 12xz -

-6z 0. 16.33.x2+y2- g) 2 @" -0 16.34.

D (X-5)2-24@2 +22) =0, 2) %2 - 16y2 - 1622 - 90X +
+225 a0. 16.35. [(X0 - a)(x -a) + (yc - b)(y - b) +

+ (@ - o)z - ¢)]2 - [(x. - a)2+y0 - b)2 + (0 - )I-[(x -
—a) * (y - b)2+ @ - ©)2 - r2)j= 0. 16.36. 19x2 - 29y -

- 44z~ ~ 64xy - l6xz + 8yz - 304x + 512y + 128z + 1216 = O*

J2 2 2
16.37. ;951, t,[a-t.z' —-[I  16.38. Koonus: 10(x - 5)2 +
X

+ + 729 +R
+20(x - 5)(j - 1) - 34¢y - 1)2 - 5522 - 0. 16.39.

>+ ¥& + F—1n 7 1)2 = °»  16>40« 4x2 - 15y2 -
- 622 - 12xz - 36X + 24z + 66 a 0. 16.42. Silinder:

2 - 22+ 2x -2y -2 +4(y -2 -7=0. 16.43.
Koonus: 8(x2 +y") - (@ - 6)" a0. Teine puutujakoonus kidub
kaheks Uhtivaks tasandiks z » 2.

punkt S on hiuperboloidi keskpunkt, siis puutujakoonuse iga
moodustaja puutub pinda 18pmata kauges punktis, s.t. on an-
tud pinna astmptoodiks, ja puutujakoonus osutub pinna asimp-
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toptiliseks koonuseks. 16.46. Ellipsoidi +N o+
a b2 2

korral reaalseid lUlesande tingimusi rahuldavaid sirgeid ei
2 2 2
eksisteeri, saame Imaginaarse koonuse =w+*w + :.2/: 1. HO-
a b2 ¢
2 2 2
perboloidide - 2y =-1 korral saame mélemal juhul

2 *2 $2 c
koonuse —jr + ’t;Z —5 =0, mis on antud pinna astmptootili-
a c

seks koonuseks (vt. eelnev llesanne). Markus. Antud tlesan-
dest jareldub, et ellipsoidil ei eksisteeri reaalseid asimp-
toote, hiperboolidel on Idpmata palju asimptoote, mis moodua-
tavad asimptootilise koonuse. 16.47. ~2 +”~ -—bl @ $ -

- 220) - (-~ + m- 7z - ze)2 - 0. Punkti S, polaarilaaan-

di vOrrand on P~ + -z + ze.

16.48. z2 = + 2xy. 16.49. X2 + y2 + z2 - 2xy-

-2xz - 2yz a0. 16.50. 82 + 5y2 + 5a2 - 4xy * 4xz + 8y* +
+ 16x + 14y + 22z - 39 = 0. 16.51. 5x2 + 10y + 13*2 +

+ 12xy - 6xz + dyz + 26x + 20y - 38z + 3 =0. 16.52. 1)
2y2 + 222 - 2yz + 12y - 10z -3 =0; 2) x-y)2 + 32 -
-8 -y) -8z -26a0. 16.53. 16x2 + 16y2 + 1322 - 16xz+
+ 24yz +.16x - 24y - 26z - 131 = 0. 16.54.16, 8. 16.55.
60°. 16.56. Markus. Olgu X(X,Yy,z) juhtjoone suvaliselt fik-
seeritud punkt ja P(X,Y,Z2) punkti X 1abiv silindri moodusta-
ja suvaline punkt, siis moodustaja vorrand on * ~

=ZE£* ehk x » X -5t, y =Y -3t, z=2Z - 2t. Kuna X on
juhtjoone punkt, siis viimased seosed rahuldavad juhtjoone
vorrandit (X - 5€)2 + (Y - 3t)2 =25, Z - 2t - 0 ehk

X-82)2+ (Y-\2)2=25. 16.57. (x + 32)2 + 25y2 -
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-10(2x+ z2) =0. 16.58.X2 -y2 -2z +2yz+ X +Yy - 2z
0. 1659. D x2+5y -8y -12=0, 2) 4x2 + 522 + 4z -
60 »0, 3 2y -z-2x0. 16.60. Silinder (x i 1)2 +

+ 4a2 x 4, ristprojektsioon xz-tasandile (X - 1)2 + 4z2 = 4,
yx0. 16.61.x +y2+ 22 -Xxy -xz -yz - 1,5x%x0. 16.62.
(A0x - By - 5z + 2)2 + (-bx + 10y - 5z + 11)2 + (&x + By -

- 10z + 13)2 x 294. Markus. Silindri juhtjooneks on iga
ringjoon, mis asetseb antud sirgetega ristuval tasandil ja
18bib selle tasandi é'a antud sirgete I0ikepunkte. 16.63.

X 29,,¥v,) m> . n°\ /lx,mg,nzél;
AR S A A

C*

16.65. 5x2 + By2 + 272 - 2xy + 4xz + 4dyz -6=0.
16.%6.5x0+8y+52 + 4xy + 8xz - 4yz + 6x + 4y - 6z - 63k
= U.16.67. 12 + 4y2+ 522 - 4xy - 125 « 0. 16.68.
X.£x£2p 22)2+ﬁ. - 2Z)2 +u + 2x + Ll -2B)2

.36. ims.

a b c a b c
-(JS +5F-B5 )2.0. 1601 0. 9 & F--2*,(iieal) .

T @2+ f2“n)2m* 16«T2. XCx - X0>+ y(y - y0) -

-2z(z - z,) x0. 16.73. Otsitav I0ikejoon on antud koonuse
Ja sfaari x(x - x0) + y(y - y0) + z(z - z0) x O Idikepunkti-
de hulk. 16.75. Tahistame p = £(En B) x (& x X0)J2 -
-c2(x B)2. D) p>0; ) p< 0; ) P=0, axb6~0; 9
ax Bx 0, (a*r0)2 =c2. 16.76. Tahistame p x

X J(@B)2 - a2b2cos2#/y -[(@0) - a2x2 cosaC -

- (B)(Gx0) - a2(x0E)cos2a)2. 1) p > 0; 2) x0*B =0 3)
*ox * .0, (@)2 x a2b2cos”™ ;4 p < 0; 5 (ab)2 -

X a2b2cos2 ;4 P< 0; 5 (@B)2 - a2b2cos2q. f o, p=0.
16.77. (Bx1)Z < a2x2cos2(X . 16.78. TeNje vorrand; x = X0 +

L X B
+ —1 -T-A). Koonuse vdrrand:
1x31
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x,1 b gl XN

kus x on koonuse suvalise punkti raadiusvektor ja reeperi
alguspunkt asetseb koonuse tipus. 16.80» 6. 16.81» 5»

16.82. 1)2: 2) 4: 3) 1: 4) 2. 16.85. Selliseid sirgeid

on I6pmatu palju. Nende hulk on koonus A+ Oyl - -
- (z - 2)2 = 0. Sirged on koonuse moodustajad.

17. peatikk
TEIST JARKU PINDADE PUUTUJATASAND ID

17.1. 10x + 15y + 6z - 90 = 0. 17.2. (6,-2,2). 17.5. 4x -
- 12y + 92 - 6 =0. 17.7. X - 2y - 4z = 0. Markus. Otsitav
tasand puutub koonust mddda antud punkti l8bivat moodustajat.
17.9. 3x+3y-2z-184a0. 17.11.x -y -z -1=0. 17.13.
Puutepunkt P(9,4,2). 17.14. m =+ 18. 17.15.2x -y - 2z -
-4 =0. 17.16. (3,0,-10). 17.17. (9,5,-2). 17.18» =

—y3p a2l . 17.19. 2x + 2y - 3z - 12 = 0. Markus. Puu-

tepunktide koordinaatide leidmiseks arvestame, et pinna puu-
tujatasand + €. = 1 ja antud tasand on paralleel-

sed, s.t. vastavate muutujate kordajad on vordelised. Kuna
puutepunkt asub ellipsoidil, siis puutepunkti koordinaadid
rahuldavad ellipsoidi vorrandit. 17.20.x - 2y + 2z - 1 = 0;
X—-—2y+ 22+ 1=0; 17.21. x-y-2z-2=0. 17.22.
Markus. Koonuse suvalises punktis 10(x0,y0,z0)voetud normaali
vorrand on* Ea =Y ¥ Yg = z—d -z° ja koonuse teljeks on z-

%
a b c
telgJ =g =y . Saadud kaks sirget I6ikuvad. 17.23. a=b =

2
= c s.t. ellipsoid on sfaar 17.24 Pealbigete x =0, +
b

+ A2 1 jay=0, s + 2 =1 kOik punktid. 17.25. 4x +
a c

+ 5y - 40 = 0. Markus. Antud silindri kdik puutujatasandid

on paralleelsed z-teljega. 17.26. Markus. TOestada, et antud



silindri kdik normaalid on risti silindri moodustajaga. Ja-
relikult on siis normaalid paralleelsed moodustajatega ris-
tuva tasandiga. 17.28. a2A + b2B2 + c2C2 =D2. 17.29. a)
A2a2 + B2b2 = C2c « i D2; b) A2p + B2qg = 2CD. 17.30. X2 +
+y2 = a2 i 2az - kaks pddrdparaboloidi. 17.31. z + Xy -
-xz-yz=0. 17.32. ) x -3z =0, 3x - 2y - 3z - 18 = 0;
sirge I0ikab pinda kahes reaalses punktis; 2) selliseid
reaalseid puutujatasandeid ei leidu; sirgel ja tasandil ei
ole reaalseid I8ikepunkte; 3) x - 2y - 3z - 6 = 0; sirge puu-
tub pinda ja labi tema on v@imalik panna ainult Uhe puutuja-
tasandi. 17.33. V'IBey -2z + 2 a0 ja /B ey + 2z - 2 » 0;
©, 2«1B,16) ja (0,-2/715,16). 17.34. Ellipsoidi, kahekattese
hiuperboloidi ja elliptilise paraboloidi korral ei tohi sirge
I6igata pinda reaalsetes punktides. Uhekattese hiiperboloidi
Ja huperboolse paraboloidi korral peab sirge 16ikama pinda
kahes erinevas punktis. 17.36. x-5_ -4 z-21

X -5 /\\/5_ 4 z |:l__ZI'.

Markus. VUig leida antud puu-
tujatasandi ja antud pinna puutepunkti Puutujatasand
punktis k¢ 18ikab pinda m6dda punkti XO labivaid sirgjoonseid
moodustajaid. 17.38. (2+ y2 + z2)2 = a2x2 + b2y2 + c2z2.

17.39. Antud ellipsoidi ja ellipsoidi 5- + ZZ + 2-e _L_iQi-
a b* o d

kejoon. 17.40. Sfaar x2 + y2 + z2 = a2 + b2 + c2. 17*41.
X2 *y2 + k¥zZ - 1, kus K A 0. 17.42. (2 + y2)(L + 22) +
+ 2z3 a 0. o b
Markus. Pinna x + y = 2z puutujatasand pinna punktis
Xo(Xo»70»Zo) 18ikab sfaari méoda sirgjoont, keskpunktiga
QX,y,2), kus x = FtfVT* ¥ = fefVr» 2 =" ™ Vii”
mastest X0 = - §, yD= - F, ze = - gg-+~T 5 kuna x2 + y2 = 220,
siis peale asendust saamegi toodud keskpunktide hulga vorran-
di. 17.44. Tasand z + P-j-A = 0. 17.48. Kui ellipsoid on
maaratud kanoonilise vdrrandiga (13.1) ja tasand vOrrandiga
x2= p,i) = ?onst, siz’s pj)lo'zdi vorrand (-)n o
2. +Z.+£.al( 2-+Z0 +z =1 ning herpoloidi vOr-
a b C a4 p
rand on
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p° -2 by P2

p= py -b pz

p py pz - c*

Herpoloid on teist jarku kdver. Markus. See Ulesanne leiab
rakendamist kdva keha mehaanikas, kui kéva keha liigub inertr-
si toimel Umber pUsipunkti. Puutepunktid ellipsoidil moodus-
tavad kdvera, mida nimetatakse poloidiks. puutepunktid ette-
antud tasandil moodustavad kOvera, mida nimetatakse herpploi-

diks.

18. peatikk
TEIST JARKU PINDADE ULDINE TEOORIA

18.U X + 2y2 + 22 - 4xy - 2Xi + Byz + 20y + 12z + 12 m 0.
18.2. X2 + 5P + 4z° + &4y - 4xz - 2yz -1-0. 18.3.
CO.1.-D); x24Y2 + 22 +2xy + 6xz - 2yz <1 = 0. 18.4.
x2- 14y2 + 10z° 4xy + 6xz - 24yz -5=0. 18.5.x2 + 2y2+
+ 222+ 22Xy -4 0; 2 y2+ 3xy +xz + 2yz + 0,8 =0; 3
X2+ 2y2 - 22 -1»0. 18.6. 1) (-1,~,0); tsentraalne pind,
O N 0; 2) keskpunktidest koosnev sirge: ~ 2 0;
kidunud teist jarku pind; 3) keskpunkti ei eksisteeri 0,
<T = 0, paraboloid; 4) 0~.3,~), A 0, tsentraalne pind;

5) keskpunktidest koosnev tasand: 2x -y + 3z + 2 « 0, paral-
leelsete tasandite paar; 6) keskpunkti ei eksisteeri, A £ 0,
paraboloid; 7) (0,2,-2), /1 =0, koonus; 8) keskpunkti ei ekf
sisteeri, A =0, 6= 0, paraboolne silinder. 18.7. 1m0,
tipp S(0,1,0). Et tegemist on reaalse koonusega, naitab kas
voi naiteks see, et tema loige xz-tasandiga on hiperbool
2X2 - 22+ 8 +4 =0, ywo0. 18.8.41Y + 4XZ - 1 » 0, kesk-
punktide sirge X 1, y At -t. 18.9. 2x -6z 1-
- 2R2, y s 0. Kui R A 1 siis hiperbool; kui R = o siis

kaks sirget. 18.10. all va - 202 + a22(Y “ Yo) +
+ a33(z - z0)2 + 2a12(x - x0)(y - y0) + 2a2"(y - y0)(z - z0)+
+ 2a31(@z - zc)(x - x0) + a s 0. 18.11

a B O Al a, C,

X ® - y = -
Al ‘e
5
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(ru,X I'Ip!)(n-x n ) "> ank?rp % u, nl)
’) A= _(l

2A(r|1Xn2) | 2/1(, X n2)"
kusjuures n+ » (A.pB*.CY), i = 1,2,3, D3 +N<*"
18.12. Kahekattene hiuperboloid. Markus. [fa -16, £a 32.
Jarelikult, meil on tegemist kidumata tsentraalse teist jarku
pinnaga, s.t. pind vdib olla ellipsoid v8i hiperboloid (vt.
tabel 1). Edasiseks pinna tuubi tapsustamiseks leilame pinna
karakteristliku vorrandi (18.12). Kuna I- = -1, b, = -22,
siis karakteristlik vBrrand on AN + wm» - 22]1 - 32 =0.
Ainult pinna tuubi mdaramiseks, kui el nduta kanoonilist vor-
randit, ei ole meil vaja karakteristlikku vorrandit lahenda-
da. Piisab, kui mddrame lahendite mdrgid. Lahendite markide
maaramiseks kasutame Descartes™i margi reeglit« Antud juhul
on karakteristliku vorrandi kordajate jada margid:+ + — ,
s.t. meil on uks margimuut (teise ja kolmanda kordaja vahel).
Kuna antud juhul on karakteristlikul vorrandil kolm reaalla-
hendit (ellipsoid vBi hiperboloid), siis karakteristlikul
vorrandil on Uks positiivne ja kaks negatiivset lahendit.

Suhe on negatiivne. Kasutades tabelit 2 saame, et pind
on kahekattene hiperboloid. 18.13« 1) Uhekattene hiiperbo-
loid. Markus, g~ 0, 0, karakteristlikul vorrandil

B - 2AN - 31 + 4 =0 on kaks positiivset ja Uks negatiiv-
ne lahend, &< 0; 2) kahekattene huperboloid. Markus. 1 ~ O,
S +0, -"™0; karakteristlikul vorrandil 7? - 6 A2 + 7/1 +
+ 2 a 0 on kaks positiivset ja Uks negatiivne lahend; 3) el-
lipsoid. Markus, g ~ O, 0, -y<0. Koik karakteristli-
ku vorrandi — 6A2+ 11A — 6 a o lahendid on positiiv—
sed> 4) hiuperboolne paraboloid. Markus. A~ 0, 6= 0,

AT > 0, Ag<o, A3> 0. 5) Elliptiline silinder. Mar-
kus. A ad a0, A,>0, A2>0, N13= 0. Piisab ka,
kui lefame, et A = < a 0 ja pinna ja xy-tasandi 18ikejoo-
neks 4x2 + 2y2 - 4xy - 2y - 4 =0, z = 0 on reaalne ellip-
soid. 18.14. A a -2. 18.15. 1= - 1; K==+ /2 . Markus.



Parameetrid maarame tingimusest

18.16. ab + bc + ac

lahend n2 - 1 18.18, Kaks koonust 2x - 2y +

+ (1 £ W )z2 =0, Uhe koonuse podrdetelg z = 0, (+ Vb)x -
- 2y = 0, teise koonuse podrdetelg z =0, (1 - ¥Y>»)x - 2y a 0
18.19. 1)-o0o<m < -1 korral pind on ellipsoid; 2) m »-1
korral  elliptiline silinder; 3) -1 < m< i korral Uhekat-
tene huperboloid; 4) m = § korral koonus; 5) £< m< 1 kor-
ral kahekattene huperboloid; 6) m = 1 korral kaks ima-
ginaarset lI6ikuvat tasandit; 7) m > 1 korral ellipsoid.
1R.20. 14x2 - 4y2 — » 0. Markus. Karakteristliku vor-
Tandi lahendid:  * 14, N2« '3 = °* Peasihid: el -
= (2,4,), e2 = (1,-1,2), 4 = (-3,1,2). Paraboloidi peaaegu

kanooniline vdrrand on ~x2 + JI>Y2 “ 2~ * = 0.

18.21. Elliptiline paraboloid. 2x2 + 5y2 - 52 z = 0. Mar-
kus. Vt. eelneva iilesande markust. 18.22. 1) HUperboolne
silinder. 2) Imaginaarne koonus O tlpB S$(0,0,0), Idige
xy-tasandiga on imaginaarne ellips x +2y+3=0,2z=0.
3) Reaalsete l18ikuvate tasandite paar,loiXesirge X 3
zNJ. I , (A . 0. xy-tasand I6ikab pinda mooda kahte re-
aalset I6ikuvat sirget 2x2 + 4xy - 8x - 12y + 6 a Ob 4) Koo-
nus, keskpunkt (koonuse tipp) S(2,1,4)» A * 0, yz-tasand
16ikab pinda méoda hiperbooli).5) Elliptiline silinder (4 »0*
keskpunkti ei eksisteeri, xz-tasand 18ikab pinda médda reaal-
set ellipsit x2 + 422 + 2x - 4 = 0, y a 0). 6) Imaginaarsete
tasandite paar, mis l0ikuvad méoda reaalset sirget x-y ? a
a a (Loige suvalise tasandiga, mis ei 1dbi antud
sirget, 16ikab pinda métda kahte imaginaarset sirget). 18.23F
1) Imaginaarne koonus tipuga reeperi alguspurktisi 2) Kaks
16ikuvat tasandit, Loikesirge j = -/ = 3) Koonus tipuga
reeperi alguspunktis. 4) Ohtuvate tasaniite paar. 5) Imagi-
naarsete tasandite paar. 18.24. 1) ohekattene hiperboloid
4 +8y -222 -5a0 (Al =4, *2 -8» *3 «"2. kesk-
punkt O(-1,-1,1))% 2) Poordkoonus x2 + y2 - 2z2 ao (1 a
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Aal2a-3, A 6, keskpunkt 0(1,1,-1)." 3) Kahekattene
hiperboloid 3x2 + 6y2 - 222 + 6 2 0 ( =3, N2 »6, A
- 2, =6). 4 Ellipsoid 2x2 + 5y2 + 822 - 2 =0 (11 4
a2, N2a5, J, .8, keskpunkt C(-1,-1,0). 5) Elliptiline
silinder x2 + 2y - 2 qa o, =3, "»6, ~ = Q KeBK-
sirge y A Y-y-1 « j . Kandes reeperi alguspunkti kesksirge
Uhte punkti, nditeks punkti C(0,1,0), siis 2» = -6). 18.25.
) Ellipsoid; 2) uUhekattene hiuperboloid; 3) kahekattene hi-
perboloid; 4) koonus; 5) elliptiline paraboloid; 6) hiper-
boolne paraboloid; 7) elliptiline silinder; 8) huperboolne
silinder; 9) paraboolne silinder; 10) hiperboolne paraboloid;
1) Uhekattene hiperboloid. 18.26. 1), 3), 4) I0ikuvad ta-
sandid, 2),5) paralleelsed tasandid, 6) Uhtuvate tasandite
paar. Tasandite Vorrandid: 1) 2x+y a0, y+ 2z - 2 =0; 2)
Il -2y +32+2a0, x-2y+32-3=0; ) x+2y+3z+
+4=0, 33X -2y+z-6*0; 4)x+y+z+1 a0, 5x+ 4y+
+32+2a0; 52x-7y+z+3»0, X-7y+z+ 1=0;
6)N(4x + 3y + 10z + 7)2 = 0. 18.27. 1) thekattene hiperboloid

-A-2+ ,T N -7337 - ”ekeakpunkt (- -8, s ka-

VT VS vt

noonillae reeperi uhikvektorid e =( 3

m~fc® il""Ps- *3“(jJ b =W "2 si-

linder — !22—— + —§2 a 1, summeetriatelg x = t,y = 2 + 2t,

’ 1 11

za -1 - t, x-telje sihivektor e, a (- , Y-

1 /3 M3 K5

telje sihivektor 5« “ ("' 0, — 3)P*raboolne silinder
j < 0 =)

612 - 2/~-3Y ® 0. 4) Paralleelsete tasandite paar 2x - 3y +
+z8a-1+/6 .5) Ellipsoid -J% + J* + Z° = 1 keskpunkt

@,2,-1), er A H» e3*“(E N,M).6)Kahekat-
tene hiperboloid®- + —" = 1» keskpunkt (O, 1,-7), el a
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= (/P /P 0)”°2 n 0"~ “(0,0,1>*7)
PO6rdkoonus X2 + Y2 - 272 m 0, tipp 3(1,1,-1), telje sihi-
_\rlgkto)l}zs =(2,1,-2). 8) Elliptiline paraboloid

= 2Z. Telje sihi uhikvektor, suunaga ndgususe poolel

2/2 /2
1

(TQ , ——'}; , 0), teljega ristuvate peal8igete peasihilised
vektorid U = (1,1,~2),v = (1,1,1), tipp S(- ily.- -9
Elliptiline silinder *& + y— = 1, A(0,1,0) - punkt silindri
teljel, | = (1,0,1) silindri telje sihivektor, teljega ris-
tuvate 18igete peasihilised vektorid u m (1,1,-1), v »
* (-1,2,1). 10) Ohekattene hiperboloid -ip + * 1,
| F ?
tipp 0* (- I, ™, telgede sihtide Uhikvektorid
_, 1 1 11°Ff t1 2 1\
=(~/T W ~/j b 2S{w *w "W 3"
=( 0,- 11) P&drdsilinder X2 + Y2 = -4-, telje
K2 /2 ©
vorrand 5x - 2y - z+ 5=0; x -y + z+ 1 =0. 12) Huper-
boolne silinder 12 - Y2 = telje vorrand x + 2y - 5z + 1 *
=0, x-y+z+1 =0. Pealbike reaaltelje sihivektor e|] =
=C _. 0, — -m, imaginaartelje sihivektor e~ =
Vi yr 4
=( =z -f— K »r—r-):- 13) sHuperboolnec pavabolobdupv = ..... -]
FS Vs M3

q= tipp s<’ 39» " TK* 357”» paraboloidi ja XZ-ta-

sandi 18ikena tekkinud parabooli telje sihivektor u =

= (1,2,-3), rais maarab ka telje positiivse suuna, X-telje

sihivektor e, = (4,1,2), Y-telje sihivektor e2 » (-1,2,1),
14) Huperboolne paraboloid 7X2 - 2Y2 - = o. Tipp

/14

s’ ” $ibm> T/N). X- ja Y-telgede sihivektorid vasta-

valt é§ = (2,4,1), i2s (1,-1,2). Vektor I = (-3,1,2) on
Buunatud modda paraboloidi telge suunaga vaiksema parameet-
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riga pealdike poole (0°XZ-tasandiga). 18.28. Ellipsoid X2 +
+ 2Y2 + 322 -2-0. Markus. Teisendusvalemite leidmiseks
leiame kdigepealt pinna keskpunkti C(1,2,-1), mille votame
uue reeperi alguspunktiks. Uue reeperi telgedeks votame pin-
na teljed (s.t. uue reeperi vektoriteks votame pinna peasi-
hilised vektorid). Piima karakteristliku vorrandi lahendi-
teks on Al =3, *2 *6, A 9 ja lahenditele vastavad
peasihilised vektorid on el = (1,2,2), 62 = (2,1,-2), e »
= (2,-2,1). Uue ja vana reeperi vektorlte vahellsed nurgad
on COS~ a1 COS =3* 0083\1 3» Cos**2—3*coSP2
- COSy-2> = < 8~ cosan = |_] COS (s2 m —_] cos “ 3*

Koordinaatide teisendusvalemid x ="~X+ 2Y + 22 + 1, y =
O<fX+Y -2 +2, 2="(2X - 2Y + 2) - 1. Pinna lihtsai-
ma (kanoonilise) voOrrandi saamiseks ei ole vaja teisendusva-
lemeid. Karakteristliku vorrandi lahendid , Ag, 3" an-
navad ruutliikmete kordajad, vabaliikme saame, kuil asendame
keskpunkti koordinaadid pinna vlrrandisse 2F0 = -6. 18.29.
1) Huperboolne paraboloid Z = 2X - 4Y, tipp S, 1, iDi 2)
elliptiline paraboloid Z = X2 + 3Y2, tipp S(0,1,-2); 3) koo-
nus X2 + Y2 - 322 0 0, tipp S(-1,-1,-1); 4) tasandite paar
X + Yy * z»0; 5 paraboolne silinder Z = 5X; 6) paraboolne

silinder Z 3 2X22 1)) r21uperboolne silinder 722 - 2X2 =1; 8)
ellipsoid » + jj-+ j- * 1, keskpunkt 0(3,-1,1); 9) koonus

X2 - Y2 + 72 - 0; 10) tasandite paar X - Y * (Z-1 )»0;

1) Uhekattene huperboloid X2 Xz 22 - q keskpunkt
C(5,2,3); 12) huperboolne paraboloid X2 - Y2 * 27; 13) pa-
raboolne silinder 3X2 - 10Y = O0: 14) u6drdsilinder X2 + Z =
=1; 15) sfaar x - 1)2 + (T+M )2 ¢ 22 = 7) pbordkoo-
nus Y2 - ZZ = 0; 18) tasandite paar (X - 1) - (Y - 2) =
> 0. 18.30. X2 + Y2 = 3. Markus. Kuna antud pind on  pddrd-
pind, siis on maaratud Uheselt ainult Uks peasiht ja nimelt
see, mis vastab omavaartusele /1= 0. Votame selle peasihi
reeperi Z-telje sihiks e3 = (2,-1,2). X-ja Y-telje sihivekto-
riteks Vlime votta suvalised vastastikku ristuvad ja leitud
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sihiga ristuvad vektorid. Kui naiteks votta e* » (1t0,-1)
ja siis koordinaatide teisendusvalemid on x =

X+Y+21/Z a4 - V22 BX+ Y+ 2122

3 VS 3|2 * 3Yy2

Reeperi alguspunkt jaab muutmata, kuna kesksirge § “ =8
labib reeperi alguspunkti. 18.31. x-teljega: (2,0,0),
A2("™0,0); y-teljega pinnal reaalseid 18ikepunkte ei ole; z-
telg puutub pinda punktis 0(0,0,- ). 18.32. M1(1,2,3) jJa
M2(2,-1,-4). Markus. LOikepunktide leidmine on lihtne, kui
teisendada eelnevalt sirge vorrand parameetrilisele kujule:
-y=Yy~r=2z19 =t millest x = —t, y=3t+ 5 z=

=7t + 10. 18.33. 1) Sirge on pinnal; 2) sirge puutub pinda
punktis Q(-3t0,0). 18.34« a2 - a-"a”™ a 0: 2) a™ =0; 3J)

all =ald4 =0; 4 all =ald =a44 =0; 5 ald " allad < °*
Markus. Ulesanne taandub Iquutvﬁrrandi aﬁxz + 2a14x ta,, .

= 0 uwurimisele. Viimase vorrandi me saame teist jarku pinna
Uldvdrrandist, vottes y =0 ja z = 0. 18.35. 1) a”xy +

+ a23yz + a-"xz = 0; 2) 2a”xy + ra™xr + 2a23yz + a”™ = 0.

18.36. z-1=0, x+y-z+3=0jax-z+2=0, XxX+y+
+ 2 =0. 18.37. z-telg ja sirge Markus. Ree-
peri alguspunkti labiva iga sirge vorrandi voib esitada ku-
Jul x = It, y =mt, z =nt. Kul sirge asub pinnal, siis sir-
ge ja pinna I8ikepunktide leidmise vOrrand peab olema sama-
sus, s.t. kOik kordajad peavad olema nullid. Saadud seostest
madrame sirge sihivektori koordinaadid 1, m, n. Meenutame,
et sihivektor mdaratakse kordaja tapsusega. 18.38.

* n =F=zr 3» *~gmn faTT- otaite-
vad sirged voib esitada virrandiga g-a =Y Fb =2J 0 ehk
X=2t+a, y=t+b, z=-t+ c. Kuna sirge asub pinnal,
siis peab sirge ja pinna 18ikepunktide leidmise vdrrand ole-
ma samasus. Sirget médrava punkti A(a,b,c) koordinaatidest
Uhe vBib valida suhteliselt vabalt, sest sirget vdib maarata
Ukskdik millise tema punkti abil. vottes naiteks c = 0, t&-
hendab, et rae votame punktiks A sirge ja xy-tasandi 18ike-
punkti. 18.39. x -y -z =2k(VT+y -2), kx -y -2 =
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(] - Y+ 2z 18,40» Uks parvix =u, u(y +z)=-x-y -
-1, teine pary:y + Z=v, vx=-x-y-1. 18,41,

ux +Zfl)ay-X+z2+2, XxX+z+1 muly -x + 2).
18.42. xz + yz - 2y 1 0. 18.43. Otsitava omadusega punktide

se huperboloidi 18ikejoon. Tasandid, mis on paralleelsed
nendes punktides vdetud puutujatasandiga, Idikavad pinda
mddda vordhaarseid huperboole. 18.44. Markus. Votta z-tel-
Jeks joonpinna moodustaja, mille punktidest on vbetud pinna
normaalid. 18.45. Sirgete hulk on koonus 2xy - xz + yz = 0.
18.46. Tasandite paar 2x+y-3z=0jax-y+z=0.
18.47. Ainult Uks sirge Markus. Asumptootiline
koonus lagub imaginaarsete tasandite paariks, mis 18ikuvad
mddda reaalset sirget. 18.48. Leidub ainult Uks llesan
tingimusi rahuldav sirge x a1, y = -1. 18.49. 1) a™m +
+ agzno ; a’\p0 + 2al2nm + 2a2™p + ra™pT = 0; 2) -2 +
a

+Sj - -0; 35 “* f - 1B.50. 1), 4, 5 on astmptoo-
tilise sihiga; 2) ja 3) - ei ole. 18.51. Koik vektoriga S >
* (2,1,0) paralleelsed sirged. Sirgjoonsed moodustajad *

-f --5-~ ja eNsz”™2 #18.52. 1) Koonus (X -

-2+ -2+ @+ D2+ 2XK-1DY -D -2y - D +
+ 1D +6(x- 1)z + 1) *0; 2 maginaarne koonus 9(x - 4)p+
+ 36y2 + 4(z + 3)2 « 0; 3) koonus (X + )2 + 3(y - M2 +

+ @Z--D2+ 4 +™MN(z -7 wO. 18.53. Asumptootiline
koonus on reaalne mittelaguv teist jarku koonus. 18.54. 1)
y .13°; 2@ = @=60°, f=45°. 18.55. 5x + 6y + 7z -
—4»0; F» 18.56. 3z 4-2 = 0. Loikejooneks
on imaginaarsete sirgete paar. 18.57. M*-1,2 + I5%1) ja
M2(-1, 2 - B5%,1D). 18.58.x + 2y - 2 =0 jax + 2y = 0. Mar-
kus. Antud pinna puutujatasandi vdrrand pinna punktis
~o(Xo,y0,z0) on (4x0 + 2z20)x + (BY0 - 4y + (X0 + 420 - 2)z+
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+ (-4y0 - 2z0 + 3) = 0. Puutepunkti MO koordinaadid madra-
takse tingimustest, et 1) puutujatasand on-paralleelne an-
tud tasandiga, s*t. vastavate tundmatute kordajad on vorde-
lised ehk =621 g4 ,2x0+ 420 - 2 » 0. 18.59.
4x - By - 2z + 2 = 0. Markus. Antud sirget l18biva iga tasan-
di vOrrandi vOib esitada kujul 4x - 5y + A(z - 1) «O#
Ulesande lahendamiseks tuleb leida ainult parameeter /1, mil-
le korral see tasand puutub pinda, s.t. mille korral vdrran-
di kordajad oleksid vordelised pinna puutujatasandi Uldvor-
randi (18.35) vastavate kordajatega. Labi antud sirge voib
panna ainult Uhe puutujatasandi, kuna antud sirge on pinna
puutuja. 18.60. 2x - z = 0. Markus. Kui puutujatasand 1&bib
ordinaattelge, siis tema vOrrandis ordinaadi kordaja ja va-
baliige peavad olema vordsed nulliga ( yQ = 0, 2x0 - z0= 0).
Saadud vorranditest ja pinna vOrrandist (puutepunkt on pinna
punkt) leiame puutepunkti MO(0,y0,z0) koordinaadid. 18.61.
Modda kahte sirgjoonset moodustajat. 18.62. Elliptiline si-
linder x° + 2y2 + 2xy - 2x - 4y = 0. Markis, z-teljega pa-
ralleelsed sirged mdaratakse vorrandiga X = a, y = b.  Kuna
vaadeldud sirge puutub pinda, siis pinnaga 18ikepunktide
leidnise ruutvorrandi diskriminant peab olema null, s.t.

a2 + 2b2 + 2ab - 2a - 4b = 0. Elimineerides parameetrid a ja
b saadud vc”)r[l]'andist ja moodustaja vﬁrg’andist, saamegi otsi-
tava pinna vorrandi. 18.63. Koonus X - 4xz - 8yz * 0. Mar-
kus. Iga reeperi alguspunkti labiva sirge vorrandi vOib esi-
tada kujul x = Iz, y =mz. Selleks et sirge oleks pinna puu-
tujaks, peab ta pinnaga omama kaks Uhtuvat I8ikepunkti;(12 +
+2m2 + 2Im + 2)z2 - 2(L + 2m + 2)z +2=0, s.t. saadud
ruutvorrandi determinant peab olema null: A = -b2 + 41 +

+ 8m = 0. Elimineerides saadud vOrrandist ja sirge vOrrandi-
test sihivektori koordinaadid 1 ja m, saame otsitava koonuse
vorrandi. 18.64. Loikejoon on ellips 3x2 + 8xy + 8y2 - 4x-
-8 s0, x+2y+2z-2=0, Idiketasand x + 2y + 2z - 2 =
= 0. Markus. Selleks et leida puutujakoonuse ja pinna puute-
punkte, lahendame koos koonuse moodustaja (x = Iz, y = mz)
Ja pinna vlrrandi. Puutepunkti aplikaadi jaoks saame  ruut-
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vorrandi (12 + 2m2 + 2Im + 2)z2 - 2(1 + 2m + 2)z +2=0,
kast vorrandi lahendite vOrdsuse tottu saame
za @imw 2-____ = Elimineerides saadud vOrrandist ja
1 +2m +2Im+ 2
moodustaja vorranditest parameetrid 1 ja m, saame vOrrandi,
mida rahuldavad puutepunktid« koordinaadid x2 + 2y2 + 2xy +
+ 222 - X - 2y - 2z 3 0. Puutepunktidest koosnev kdver asub
lahtepinnal ja saadud pinnal. Saadud vorrandite ruutliikmete
osad Uhtivad. Lahutades esimesest vorrandist teise, saame
tasandi VvOrrandi x+2y+2z-2=0, mis ldbib otsitavat
kBverat. Seega, puutepunktidest koosnev kdyer on tasandiline
kover Ja teda voib vaadelda kui koonuse X - 4xz - 8yz = 0
Ja tasandi x+2y+2z-2=0 voi kui selle tasandi ja si-
lindri, mis projekteerib selle kévera koordinaattasandile,

IGikejoont. 18.65. 491 412 L14

al2 a2 a4 ~ 0.

al4d a4 as4d
Markus. Otsitav tingimus on samavaarne pinna ja tasandi 10i-
kejoone sirgete paariks lagumise tingimusega. 18.66. Markus.
Koostada koonuse vorrand reeperi suhtes, mille teljed Uhti-
vad puutujatasandite puutujasirgetega ja nende endi Idike-
sirgega. 18.67. 1) 7x + 17y + 19z + 19 = 0; 2) 2X + y + 3z+
+4=0; 3P x+5L5y+6z2+7=0; 49 3x+ 6y+8+9=0.
Markus. Kasutada vorrandit (18.36}. Kui k&dlud on paralleelsed
x-teljega, siis sihivektoriks on I * (1,0,0), ja kasutades
vOrrandit (18.36), saame, et x-telje kaasdiameetertasandi
vorrand on F, = 0. 18.68. xzy=z; X - 2y + 1 =0. Markus.
Otsitava diameetri (sirge) maaravad reeperi alguspunkt ja
pinna keskpunkt. 18.69. 2x - 2y + 3z = 0; s = (1,-2,4).
Markus. Leiame pinna keskpunkti C. Diameetertasand on nuid
maaratud kolme punktiga O, A ja C. Otsitava sihivektori koor-
dinaadid saame leitud diameetertasandi ja diameetertasandi
uldvlrrandi kordajate vordelisuse tingimusest. Selle tlesan-
de lahendamisel voib kasutada ka pinna diameetertasandite
kimbu vBrrandit ja mdarata parameeter tingimustest, et otsi-
tav diameetertasand labib kahte antud punkti. Sel meetodil
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lahendamisel ei ole vaja leida pinna keskpunkti. 18,70.
2 2

1
x+3-z-1=0 %37 . 1857 o7k —

- BV+ 37z + 4 - 0. 18.72. 00s « —3& E -Markua.Otsitava
7 *
diameetertasandi vérrand on x - 6z = 0, tema kaassihi sihi-»

vektor on i = (1,-2,4). 18.73. 2x+y + 4z =0. 18.74.

Ix - 28y - 14z -8=0. Markus. lga diameetertasand omab
I6pmata palju kaasdiameetertasandeid:nendeks on kdik tasan-
didj mis labivad tema kaasdiameetrit. 18.75. 3x - 5y - 6 =
=0;x-z=0jabx -y -10=0. 18.76. = 0,0,1),

e2 = (1,1,0), = (1,-1,0). Markus. Karakteristliku vdrran-
di lahendid on Xj =5, 12 =3, N3 = l= Esimene peasiht
on paralleelne z-teljega, teine ja kolmas poolitavad x- ja
y-telje vahelised nurgad. 18.77» * ¥~ y N =% ;

2-y-1 = 2-=A=J* L, Markus. Leia-
me pinna keskpunkti C(1,-1,1) ja peasihid. Karakteristliku
vlBrrandi lahendid on =-2, N2e3, = 6. Pinna

teljed on keskpunkti labivad peasihilised sirged. 18.78.x -
-y=0; x+y-2z=0; 3x+3Y+6z-2=0. Markus. Ka-
rakteristliku vorrandi lahendid on =2, 92=3, N3 =
= -6, peasihid e, = (-1,1,0), e2 = (,1,-1), er = (0 .,1.2).
Peadiameetertasanditeks on peasihtide kaasdiameetertasandid.
18.79. x+y+z=0 18.80x-y-z=0, (0,0,1),
18.81. 4x -y - 4z + 1 =0. 18.82. (0,1,0). 18.83.Y = h.
18.84.3x +1=0, 3z-2=0. 18.85. zm 1, 2x - 3y = 0.
18.86. 7x + 17y + 19z + 19 = 0. 18.87. Markus. Koostada
pinna vbrrand reeperi suhtes, mille telgedeks on antud tetra-
eedri Uhest tipust ladhtuvad kolm serva. 18.88. Markus, Tar-
vilikkus. Olgu A ja B teist jarku pindade ruutosa maatriksid.
Leiduvad ortogonaalsed teisendused, mis teisendavad mdlema
pinna maatriksid diagonaalkujudele /1 ja Kui C on baasi-
teisenduse maatriks, siis C’IAC =1 , C”1BC =yu , kust AB =
= CNlykC'"1, BA = CyM/IC"1. Kuna Ty* - yvi34 , siis AB = BA.
18.89. Markus. Koostame elliptilise paraboloidi vorrandi
Jargmise ristreeperi suhtes: z-teljeks votame ristuvate dia-
meetertasandite 10ikesirge, Uhe margitud tasanditest loeme
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xz- ja teise yz-tasandiks. Sellise reeperi korral pinna vor«
randil on kuju 2z 51 ajjx’ + 2al2xy + a22y - Siit -

qall + a22 s N9 18.90. Teist jarku pind (x - @)Fx +
+ (y -b)Fy + (z - c)Fa a 0, kui 2F(X,y,z) 8 0 on antud pin-
na vorrand. 18.92. 1 (a”z + an) + w(a,2 +a2 +
+ ® @z + 84)=0* 18.94«a=1,b = . 18.95» p =

a ftT « 18*%96. (0,0,1). 18.97. 1) Ellips 3X2 + 4y2 + 2xy+
+5x -8=0,z=0; 2 hiperbool 322+ 2yz -z-1=0,

x =0» 3) kaks sirget x +z=0fy =0 jax-1=0,y =
A 0. 18.98. Ellips* Markus. Koostame vaadeldavat kdverat
yz-tasandile projekteeriva silindri vorrandi 3y2 + 4z2 +

+ 3by - 96z + 384 A 0. Saadud silindri 18ikejooneks yz-ta-
sandiga on ellips. Jarelikult, vaadeldav silinder on ellipti-
line silinder ja joon, mida ta projekteerib, on ellips. 18.99.
Hiperbool. 18.100. 1) LOikuvate sirgete paarj 2) imaginaar-
ne teist jarku kdver. 18.101. Selline 168ige leidub, kui

vorrandi —E)% A2 1 - korral leiduvad sellised la-
a "

b_ a
et A2 +B2< |
18.102. all al2 ai13 14

al2 a2 ax m
al3 6e axs 4
A14 %24 834 *44
18.103. x+y+2z+5= 0, x+ (31 N >»-5i25=0.
18.104. 4x - 3y - 5z + 4 2 0. Markus. Otsitav tasand on pa-
ralleelne koonuse puutujatasandiga. 18.105.2x +y + 2 +
+ (Y+2 =0kui n<- 18.106. x -y +
+ (2 il/7)(2x - 2) a 0. Markus. Maarata vastastikku ristu-
vad asumptootilised sihid. 18.107. x - 4y + 2z = 0. Markus.
Otsitaval tasandil asuvad pinna kddlud, mis labivad rgeperi
alguspunkti ja poolituvad selles. 18.108. Parabool y =
a ;éJJ—X, narameeter p s 2— , parabooli teljed 2x + 1 a 0,

X+y+z-—1=0, tipp (@,- 2» parabooli telje sihivek-
tor suunaga parabooli ndgususe poole (1,0,-1). 18.109»
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ru /™ X2+ ?2i\TWl r2 -1=0. Keskpunkt asub reeperi

alguspunktis, peasihtide sihivektorid on (V33 + 15, -12 -
-4 ¥33, -18 + 2 53). (15 + ¥33, 12-4 18+2 /33).
18.110. x ="+t ,y=2+t, 2al +t 18.111.y + 2z «
=0. 18.112. 1) x2+y -K222s 4, 2)™2 + F + Az2 +
+ 2E£xz + 2Fyz - 1 a 0; siin kusjuures 0.4 -2
vOi 1 +2A - F2 - /2 < o. 18.113. 1) x2 + y2 - K2B2 «
A-1; 2 x2+y2+ Az2 + 2]ixz + 22yz +1=0, kus <<
o« 2Vi 1+2A -/ - @£ 0. 18.114. x -
- =0,x+y-z- /n =0. 18.115. 2x + 3 /?*z m 9 Y5,
3Rz-2x=9/2. 18.116.x - 3-2 Jy+ n =0, kus
N onreaalarv. 18.117.z+1 =0,x+2y -2 =0 jaz+
+1 a0, 3x+4y -4=0. 18.118. x+14a0, y+1a0.

22*U2- - % P2 + 7 - 2<T * nl«r - 0o - 0 - pa-

rabool. Markus. Koostada pindade parve vorrand

ne + -2z - G-0)2+ Y- )2+ (- )2 -
-R2]a0janduda, et [ = £ » 12 a90. 18.120. x2 +y2 +
+ 221 Bxz -yz -1 _ 0. Markus. Tingimusest [1 = <f =0
jareldub, et a~ - a2® - a”™ a0, a2™ » 0. Kuna silinder
l4bib antud ringjoont, siis silindri virrand on x2 + y2 -

- 1+ a33z2 + 2al3xz + ra”yr * 0. See pind 18ikab sfaari

X2 + y2 + z2 - 1 =0 modda kahte ringjoont. 18.121.R =

= fl\lz'— . 18.122. Tasar}dzid, mis I6ikav_a£21 teigt jJarku
i
pindu médda ringjooni; 1) Y~ ~— x*aYb -o0o z+7”ac ©
b1 ~T? 0/.2 =« n
=0,
kus p4< 15 2 i ANY+AN z+ P-PI/3N a0,

kus N <\ ehk+ j/P. 2Ny +z+ N(p -qg mo, A<Jj 3)
cVa-Db2 y-bMa +c2z+ > a0 sualise ~ vaar-

z + =0,

tuse korral; 4) = y *— a
afiTT? a/zlZz
kus (> 1; 55 c a2 -b2y+b Ka2+c2z +D =0, kus
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D KO 18.123. 1) Keskmine pooltelg b; 2) kui a > b, siis
K aa, kui b> atsiis H=Db. 18.124. Tasand Ax + BY + Cz +
+D»0,A% + B> +C% =1 1dikab huperboolset paraboloidi
mddda vordhaarset hiperbooli, kui C ~ 0, pA2 - gB2 +

+ -2 «0,D+1y (- C. 18.125. Tas%ndAx+By

+ Cz + D 9 0 maaratakse tingimustega A’ + =1,
C2c2< A2a2 + B2b2, D2 + C2c2 - A2a2 - B2b2 t 0. A2(-1 - -4)+
b c
+ B2(-i— 1) + C2(-i- + -4*) 3 x Lahend eksis-
a c a b

teerib, kui b > c Vi a> c. 18.126. Markus. Votta tasan-
diks, millel asub teist jarku kdver, xy-tasand. 18.127.
Markus. Votta antud teist jarku kdverate tasandid reeperita-

sandlteks. 18.128. t« Pl « =+ 2-—-N" n”
b @ + cr)- 2aV1

tasandid on risti, kui b2(@2 + c2) - 2a2¢c2 = 0. 18.129.

31x2 - 51y2 + 20z - 26xy + 60xz + 20yz + 26x + 102y - 20z -
- 51 3 0. LOikuvate tasandite paar l0ikesirgega, mis labib
antud sirgete 18ikepunkti ja on risti nendega. 18.130. HU-
perboolne paraboloid y2 + 2yz ~z2+4x-2=0. 18.131.

kxy + (R + 1)cz = 0. 18.132.x2 + 322 - 4xy + 6z - 1 3 Q
18.133. z2 3 QCxy. 18.134. fZ + f2-+ 3 1. 18.135.y2 +

+ 22+ Fxy - 2px - 2ry 3 0. 18.136. X2 + y2 + 722 +

+ ? 2xy - 2az - 2by 3 0. 18.137. Elliptiline silinder
X+y-r)2+2z23r2. 18.138. x2 +y2 - 12x - 18y - 2z +
+ 32 30. 18.139. x2+ 2y2 + 22 + 2xz - 3x - 52 = 0. Mar-
kus. Eelnevalt koostada paraboloidi vBrrand uues reeperis,
mille korral x*y»-tasand Uhtib tasandiga x - z = 0. 18.140.
x0+py + Xz -yz -2rx 30. 18.141. z7 + 3xz - yz + 6X +
+2y-430jJjaz2-2xy+ 22 -yz+4x+ 2y -4s0.
18.142. Elliptiline paraboloid x2 + y2 - 2z - 1 »0. 18.143.
X + 322 -4xy + 6z - 13 0. 18.144.xy - %z2 =0, ®b. & 0.
18.145. 2a,2XY + 2a24z = x_ 3a y-telje kuuluvusest
pinnale jareldub, et a,, = a”™ = a2 = a2 = a™™ 3 0; kuna
diameeter (z-telg) on xy-tasandiga kaassihiline, siis a,™ =
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0. Paraboloidi korral a” * 0. 18,146« 2z

23
+4 - 4 - 18HEL- Yr - Ao
2
+ -y—i'mm=» 4. 18,148. x + y+ zil »0 - kake pe-

ralleelset tasandit, 18,149, Uhekattene hiiperboloid
AX+ Yy +2)2-32X-y-2)2+ (Y- z+ 1)2 « 1. 18.150.
X2 +y2+ (12 + m2)22 - 21xz —2myz+2aé‘4z —r2ﬂ0ta3j4‘+

72 - 2xy - az + X +y)2»0. 18.152.

5151,

on antud ellipsi vdorrand ja A(<*. , G, W), B(-<*,-Fi on
kaks antud punkti, 18.153« 4x2 +y - z2 = 1.
all al2 al3 14
al2 Sg2 ax p4
al3 a2 a33 3 0.
ald a4 a3 ad4 , —<X2 + Y2 * *2>
X Yy z -(X2 +n z2) 0
iBtiaz» 2X2 - y2 + <2 (k2 - 1c2. 18.156. y* +
2 _ 1 .
x. 18.157. b = K_A_ 18.158. | J-8U5S.
J 1

lux + a22y + a33z + 2al3xz + 2a2™yz + 2a™z = O, 18,160.

VvV = 7V -aj R Mar;us. gui ellipsoid on maaratud kanoonilise
2 ~

voérrandiga Tt A s 1, siis ruumala V = 4 TOabc.
a o~ 3

18.161. Ellipsoidi keskpunkti koordinaadid. 18.162. Kui-

a44 = ad44 “ *"» siis saame voOrrandi, mida rahuldavad ainult
antud ellipsoidi keskpunkti koordinaadid, a” muutumisel
thele poole arvust a” saame antud ellipsoidiga homo-
teetsed ellipsoidid, muutumisel teisele poole naidatud arvust
saame imaginaarsed ellipsoidid. Markus. Homoteetiaks nimeta-
takse teisendust, mille korral igale ruumipunktile M seatak-
se vastavusse punkt M* nii, et $S"= k £H, kus S on fikseeri-
tud punkt, nn. homoteetia keskpunkt (tsenter), k nullist eri-
nev konstant., mida nimetatakse homoteetia koefitsiendiks. Ho-
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moteetia mddratakse tsentriga S ja vastavate punktide paari-
ga ning tihistatakse H(3,A,A*). Homoteetia on erijuht afiin-
sest teisendusest, mille korral eksisteerib ainult uks pisi-
punkt. Homoteetia erijuht on sarnasusteisendusest. 18,163«
Markus. Tasandipaar, mille tasandid labivad ellipsoidi kesk-
punkti ja Idikavad teda mooda ringjoont, on antav reeperi
suhtes, mille telgedeks on ellipsoidi teljed vbrrandiga

a, - -2 2"V 21=0 NI + N2Y1 + 1371+

+ -£-) - L\(xF +y2+ 2z2) + —-j-J =0. 18,165. Kui hiuper-
boloidide vOrrandite kdik vastavad kordajad, valja arvatud
vaba liige, on vOrdelised. 18.166. Tahistame Q = + b -
-a*. Q> 0, -y-> 0Vdi Q < 0, -Jj— < O -Uhekattene hi-
perboloid; Q < 0, -y- > 0Vvdi Q > O, < 0 - kahekat-
tene hiperboloid; Q = 0 korral asumptootiline koonus. 18.167.
Asendades punkti X0 koordinaadid vorrandi vasakusse poolde,
siis saadud avaldis peab olema arvude O ja ‘v~ vahel.
18.168. Mddda hiperbooli. 18.169. Mooda ellipsit. 18.170.
Dnn=0, 12=4» HKB<0; 2 4 =0, VvOi 127 0
ja kaks karakteristliku vorrandi lahendit on vordsed; 3) A<
<0, 312*1?. 27 =1g. 18.171. 1, =2P(x0,y0,20) < O.
18.172. 1) sUmmeetriatelg sailib, uued silindrid on homo-
teetilised esialgsega; 2) simmeetriatelg nihkub paralleel-
selt iseendaga, uus silinder on samane esialgsega. 18.173.
1) Silindri parameeter ei muutu, toimub ainult silindri
rodplike nbgususe poole ja moodustaja sihis; 2) muutub para-
meeter ja muutub moodustaja siht. 18.174. Asetades punkti
Xa koordinaadid silindri Uldvdrrandi vasakusse poolde, peab

A , w
vasak pool olema vordne suurusega 18.175. Kaks asump-
tootilist tasandit. 18.176. 2F(x0,y@,z0)*I- < 0. 18.177«

dWw2-]—. 18.178. & *5 al, «kK3 "0, 12 0.

18,179« b, * 2P(X0,y0,20) < 0. 18,180» tanctl>2 = + N
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