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ФОРМАЛЬНЫЙ ВЫВОД ТАВТ0Л01МЧНЫХ ВЫСКАЗЫВАНИЙ 

В ПСЕДЦОБУЛЕВЫХ АЛГЕБРАХ

А. Таутс 

Кафедра математического анализа

В данной статье рассматриваются бесконечные формулы 
исчисления предикатов, имеющие сколь угодно высокие порядки. 
Рассуздения основываются на теории типов. Бесконечность фор­
мул заключается в использовании бесконечных конъюнкций и 
дизъюнкций, предикаты могут также иметь бесконечное множест­
во аргументных мест. Кроме того, кванторы можно применить 
сразу и к бесконечным семействам переменных, которые могут к 
тому же иметь разные типы. Точные определения понятий типа, 
формулы, высказывания, терма, переменной и константы приве­
дены в [2].

Для интерпретации бесконечных высказываний в статье при­
меняются модели, где роль значений истинности играют элемен­
ты некоторой псевдобулевой алгебры. Как известно, псевдобу- 
левы алгебры применяются обычно для моделирования интуицио­
нистской логики. Хотя логику, рассматриваемую в данной ста­
тье, нельзя назвать интуиционистской, так как бесконечные вы­
ражения считаются актуально существующими, но моделирование 
этих бесконечных выражений вполне аналогично моделированию 
конечных выражений интуиционистской логики. Последнее описа­
но многими авторами, например Бертолини [з]. Моделирование, 
используемое в данной статье, получается естественным обоб­
щением упомянутых моделирований на бесконечные высказывания. 
Такое обобщение оказывается возможным, если интуиционистскую 
логику интерпретировать с классической точки зрения.

Точное определение моделирования дано в конце статьи[2]. 
Понятия модели, интерпретации, нормальности и исчисления на­
до в данной статье понимать так, как они определены в [2] для 
полных псевдобулевых алгебр на страницах 17-19.

Это позволяет нам определить и понятие тавтологичного 
высказывания. А именно, высказывание будем называть тавтоло-



гичным. есля при любой нормальиой модели, позволяющей интер­
претировать данное высказывание 1т.е. содержащей объекты 
требуемых типов) и при любой интерпретации констант данного 
высказывания в этой модели значение истинности высказывания 
оказывается наибольшим элементом данной псевдобулевой алге­
бры.

I. Подстановка

Будем определять подстановку как операцию, ставящую фор­
муле а-, семейству переменных <Х ^£ J> , не содер­
жащихся в У- связанно, и семейству термов < ; о е 3 > , 
где при каждом ь е J тип терма <х0 совпадает с типом пе- - 
ременной х'и , в соответствие̂некоторую формулу

=■ j "И

При этом требуется, чтобы связанные переменные формулы & 
не содержались в термах a'u , J , ни свободно, ни свя­
занно ,атакже, чтобы связанные переменные любого из термов 

J} не содержались ни в ai , ни в остальных тер­
мах этого семейства. Впрочем, здесь мы будем предполагать, 
что формула и терм в сущности не изменятся , если связан­

ную переменную везде заменить некоторой новой, так что ука­

занное требование можно всегда выполнить, переименовывая в 
случае необходимости связанные переменные.

Так как каждая переменная , а также терм а\ имеют 
некоторый определенный тип, то вместе с каждой подстановкой 
будет определен и некоторый конкретный тип < &. : о е 3> 

где каждый аи ct J , - тип переменной х ', а также тер­
ма . Этот тип < сс'и :  ̂6 ] > будем для краткости называть 
типом подстановки. Итак, тип подстановки всегда неэлемен­
тарный.

Чтобы определить подстановку, нам нужно понятие внеш­
него вхождения терма в формулу. Будем называть внешними 
вхождениями термов в формулу такие вхождения ее термов, ко­
торые не содержатся в составе других термов. Для краткости 
будем в дальнейшем говорить о внешних термах формулы, пони­
мая под этим внешние вхождения термов формулы.
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Определим темерь подстановку, применяя индукцию по типу.
1. Пусть тип подстановки <<ч : с t J > такой, что каждый 

< , “ 3 , - элементарйый тип. Тогда каждый . it J t
- терм элементарного типа, следовательно, константа или пе­
ременная. Тогда пусть Ф полутадется из st заменой всех 
вхождений переменных 4 ,  i< е j ( в формуле соответст­
вующими термами л0 , в частном случае, если J пусто, то 

это означает, что з>» ,
2.Цусть теперь подстановка имеет такой типе<4 - что 

для всех не элементарных типов ^  J из данного семей­
ства подстановка типад уже определена. Для определения 
подстановки типа < :  с t j> применяем индукцию по рангу 
формулы ?! .
2Л.Пусть л - формула ранга 0.Тогда *д не содержит термов и 

переменные в ней имеют тип < >. Если некоторая переменная 
сеЗ имеет вхождение в , то а,' имеет ввд А < >1\, а вхожде­
ния переменного *1 находятся только в подформулах вида 
■х̂ < > . Тогда ф получается из а заменой каждой подформу­
лы вида *1 < >, с t- J на формулу У 
2.2.Предположим теперь, что -:v - такая формула, что для всех 

формул меньшего ранга подстановка типа <а'': llO> уже опреде­
лена. Тогда пусть 0 получается в резултате двух шагов.

2.2.а) На первом шаге подстановки заменяем вхождения 
переменных х  [ , с t J , во внешних термах формулы я • Каж­
дый такой терм или является термом элементарного типа, или 
имеет ввд d < ^ 7где ранг формулы ^ меньше
ранга формулы' . Внешний терм элементарного типа, имею­
щий вид х  \ t с < J » заменяется термом с< \ . Во внешних тер­
мах вида d / 'J ; »j t х, > ^ формула ц заменяется форму­
лой d

<  ̂и >
( * 

ч-х*, : \/t ] >
которую, по предположению, мы можем считать определенной. 
Формулу, полученную таким образом в результате первого шага, 
обозначаем через «а(.

2.2.6) В ходе второго шага заменяем в формуле те
вхождения переменных, х' * с О » которые имеются вне термов. 
Если переменная x 't te J . имеет тип fejj, то терм а[
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должен иметь вид где каждая z'f$ Jt \* - пере­
менная типа a  j • Каждое вхождение этой переменной эс4' не 
в термы, имеется в подформуле вида о:4'<Ц ;
где каждое Ц , jt, - терм типа &*{. Теперь эта подформула 
заменяется формулой

jj *„ •

Последнюю формулу можно считать Определенной, так как под­

становка типа 5 \ ь К  > уже определена. Резуль­
тат всех этих замен и обозначим через ® .

Цусть si - формула, a : о € J > и <ч : 1,6 J > 

такие семейства переменных и термов, при которых подстанов­
ка термов сь0 j l<c J , вместо х'и допустима . Предположим, 
что в 91 нет свободных переменных, отличных от х ;̂ t в J. 
а в тегмах etl, t * j , нет свободных переменных. Так как из 
определения подстановки индукцией по типу подстановки и ран­
гу формулы 21 вытекает, что ® в качестве свободных пере­
менных может содержать лишь свободные переменные формулы 

“Л , отличные от .х'̂ , u t j , и свободные переменные тер­
мов , и е j , то в данном случае Ф окажется высказыва­

нием.
Цусть а7 - высказывание, полученное из * заменой 

переменных , с с J. на константы соответствующих
типов. Цусть з» - нормальная модель и f интерпретаций 
всех констант формулы 91 и термов & L, ь <t J , в модели 

24 . Тогда f является интерпретацией всех констант вы­
сказывания ® , также и всех констант высказывания у.' , 

отличных от с>1, c e l .

Индукцией по типу подстановки и рангу формулы до­
казывается что интерпретацию У* можно расширить до такой 
интерпретации . оггоецелгущой и на константах С' , с~ з. 
что имеет, место равенство

A.f (Ф) * A ' t ' W )  , (1)

Здесь следующая: если - константа
элементарного типа, то пусть jf'foi) * f , а если
аЛ имеет вид j < г f * Л. > , то пусть

f ' (со) равняется таксист объекту , существующему
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из-за нормальности модели а*? , что л* есть наибольший 
элемент псевдобулевой алгебры и <. \ JL>* совпа­
дает с Я?,

Интуитивно этот результат вполне естественен, так как 
значением для каждого с ̂  . 6 1 3 , считается тот объект,ко­
торый соответствует терму ci \ при интерпретации у' . Ра­
венство (I) выражает тот факт, что результат подстановки 
содержательно оказывается высказыванием, которое получается 
из формулы и , если значения переменных х\ a  J фик­
сировать как значения термов сх \ .

Из описанного результата вытекает, что высказывание ъ } 

полученное подстановкой, не может при интерпретации f  иметь 
таких значений истинности, которые высказывание *2Г не мо­
жет принимать при продолжениях интерпретации у. это позво­
ляет нам оценить значения истинности результата подстановки 
при помощи значений истинности некоторого более простого вы­
сказывания %■' . Например, если последнее высказывание тав­
тологично, то и результат подстановки должен быть тавтоло­
гичным. Таким же образом, если значение истинности высказы­
вания oi' при всяком расширении интерпретации у» удовлет­
воряет некоторому условию, которое, может быть, зависит от 
у? , во не от способа его расширения, то и результат под­

становки должен удовлетворять этому условию. Таким условием 
может быть свойство быть больше или меньше некоторого эле­
мента, зависящего от У” . Отмеченное обстоятельство позво­
ляет применять подстановку в дедуктивных системах.

2. Дедуктивная система

Чтобы дать дедуктивную систему, приведем ряд записей, 
содержащих латинские буквы J , х , с и Р , готические 
буквы и 2* , греческие буквы ч ,  ̂ , L , ^ f £ 
и х, , логические символы л . v . -* ,

9 9 9 I * Ч 9
> » V  * 3 и d , а. еще символы е.

* * * * ) I >
o t i ,  } U и ’ * Kpüi»iü них, каждая запись содержит и
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черту. Эти записи мы будем называть правилами вывода и они
имеют следующий вид

у яз в \> : Л* I- зз ; \) h и
°' /V h “Н

А .

2. а)

3.а)

>  <л4*«, * /«.f-'ö

и №  } h &  ц t— %1/4 Н-а
Ч j- -il "3 О) / ц (_ tg

✓ 7

4-а) -г  ---------- б)

5-> б)
6-а) -Н-РТf ^ T Z T W »  V

7  V t  € J  : /U U { < )  н  К  ; /ч U h- < _____________________

Если * - шожество высказываний некоторой сигнатуры, 
а 51 - высказывание той же сигнатуры, то запись /< h~l 
будем называть секвенцией данной сигнатуры. Секвенцией с при­
ложением, мы будем называть секвенцию вместе с некоторым мно­
жеством констант той же сигнатуры. Эти константы деогут в сек­
венции как встречаться, так и не.встречаться. В дальнейшем мы 
будем всегда предполагать, что всякая секвенция снабжена не­
которым приложением.

Запись, состоящая из черты, множества секвенций некото­
рой сигнатуры над чертой и одной секвенции той же сигнатуры 
под чертой, мы будем называть применением некоторого конкрет­
ного правила вывода в данной сигнатуре, если эту запись мож­
но получить .из данного правила вывода заменой букв ч и  ̂
на некоторые множества высказываний, а ^ и si - на форму­
лы данной сигнатуры. Приложения секвенции в применении прави­
ла могут быть различными. При этом в правиле о. запись V еу 

а в правилах 1. а), 2. б) и 7. запись Vt-€ J означает, что 
в применениях соответствующих правил на этом месте будет соот-
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ветствуадее множество секвенций; это множество может быть 
бесконечным или конечным, в том числе и пустым. Записи 

и € л в правилах 5., 6. и 7. 
означают, что в применениях на этом месте должны быть се­
мейства выражений. В применениях правил 1.6) и 2.а) высказы­
вание "2lic, должно быть одним из высказываний ^ , t* <= J ■
В применениях правил 5.а) и 6.6) высказывание должно
быть получено из формулы я путем замены переменных 
■xi , u £ J , некоторыми константами а!6 соответ­
ствующих типов, попарно различными и не содержащимися в 

уи , '21 и ^ . В применениях правил 5.6) и 6.а> выс­
казывание должно быть получено подстановкой в формулу 
^ вместо переменных эс'ь. te J. термов а[ f о е J , 

не содержащих свободных переменных и содержащих из констант 
только элементы приложения секвенции fit-у  • В применениях 

правила 7. при каждом t€ J формулы и «j, должны 
иметь одинаковый тип &  о , выражения t
должны быть термами некоторых типов , а р должно
быть константой типа *' ^ '■ \* *■>. Высказы­
вания ^  и 55 и должны быть получены из формул %  
и соответственно заменой в них переменных ,
^ € Jj, , в обеих одними и теми же константами f
^  , отличными друг от друга и не содержащимися в 

м , Sl„ и
Кроме того, должно быть выполнено следующее условие : 

если над чертой имеется константа некоторого элементарного 
типа, то под чертой тоже имеется константа того же ткиа; 
при этом учитываются и константы в приложениях. Это условие 
не касается констант t о i J # в правилах 5.а) и
6.6) в секвенциях, содержащих и конставтл1̂ ,^,/^

в правиле 7. во всех секвенциях над чертой,а также не касает­
ся тех констант в приложениях названных секвенций, которые 
имеют тип некоторой переменной соответственно пере­

менной X ̂  , 4tJ , <£ е Jc «•

Класс секвенций некоторой сигнатуры назовем замкнутым 
относительно вывода, если любое применение в данной сигнату­
ре правила вывода, имеющее над чертой только секвенции дан­
ного класса, шее! и иод чертой секвенцию данного класса. 
Секвенцию называем выводимой, если она содержится в любом
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классе секвенций» замкнутом о'йгхштелъно вывода и содержа­
щем все секвенции ввда /ч н ^ , где « & /< „ Выска­
зывание назовем выводимым s если секвенция г si с пус­
тим приложением вишодша*

Чтобы решить проблему: являются ж все выводимые вне.
называния тавтологичными., нам понадобятся некоторые вспомо­
гательные результаты,

3. Расширение сигнатуры модели

Цусть у нас имеется некоторая нормальная модель сл л в 
некоторой сигнатуре £_0 » Цусть теперь имеется некото­
рая другая, более обширная сигнатура )Z, 8 т*е« сигнатура, 
содержащая все типы сигнатуры и еще добавочные типы» 
Ставим себе задачу, расширить модель ari0 до нормальной 
модели в сигнатуре Z.,T.e. построить нормальную мо­
дель ш  в сигнатуре ZL такую, что для каждого типа OÜ 

в £ в сохраняется класс о («О из са также сох­
раняется о* и <ъ\ сь0 : и е J> для каждого О (&'J .

Чтобы расширить модель ®10 до некоторой модели ш  

в сигнатуре ZL , надо определить классы О (&■) для 
типов o/'fc £  \ £  ö, а также надо определить оТ и 
а <  ̂s J > при а fr О (aJ )

Прежде всего определим оператор 'С , ставящий кавдо- 
асу не элементарному типу сю е £  \ £* в соответствие 
некоторый тип Г. в . Определение индуктивно „

Цусть а/- < ^6 J > 6 £  \ L* и пусть для тех 
сь ь е \ У-о , о <ь J „ которые неэлементарны, уже фикси­

ровано значение t [cJ'ji £  о а Тогда 't (а.") определ­
яется как, семейство, получаемое из семейства с̂-<съ’1: с<=3_>

в результате опускания всех элементарных типов o'.eZ \ 
и замены неэлементарных типов о,"с<= 2\ 1~0 на t c^'L). Типы 
oc.'’€Z0 остаются в семействе неизменным®.

_ ( И !
Теперь переходим к определению классов О для
€ X  \ Х-о • Если о!‘ есть элементарный тип, то 

о [oJl) считаем одноэлементным, а для его единственного 
элемента со значение со считаем равным наибольшему эле­
менту нашей псевдобулевой алгебры» Если л есть не эле­
ментарный тип, то класс О определяется как класс, 
находящийся во взаимно-однозначном соответствии с классом
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0 ( t (a"))f а значение а* для кадцого л« 0(сс") считается 
равным значению Ь* для соответствующего Ь- е 0(t(<%,")).

Остается определить сс < at:tеJ>,где аеО/о‘) и 
Цусть а"= <«/'; «-<= Тогда ff а*; = < 4%: с е где J e  7 и 
есть или at или ? (а-0. Индексы сеЗ\/соответствуют элекв- 

тарным типам л''<е £  \ £0. Теперь классы семейств < а.«,: t е 

где a te ör^i), и <̂ :г.еЗ>, где 0 (Ь ? ) , находятся 
во взаимно однозначном соответствии, так как для се У' такое 
соответствие между классами 0(oft) и О (& с) уже фиксиро­
вано, а при L с 3\У' классы <9("at) одноэлементные.

Цусть объекту си соответствует объект ^ из класса
О [X (a"J); а семейству < <4 : t е J > соответствует
 ̂̂  ; се 3 > . Тогда a,<au : u € J >* считаем равным 
f < ̂  : с е J > ф Последнее значение истинности существу­

ет, так как тип объекта & совпадает с семейством типов 
объектов К ) »-6 V . Кроме того, так как ^  J > ^
1 , ТО л  < ; t* J>* * ** Л(Лч,о *4 ^ 
так как л = &* t ДЛя се У имеет место о.* = ^  , 

а для о G J \ J значение а/и является наибольшим 
элементом нашей псевдобулевой алгебры.

IfycTb теперь ос1' * < < 4 : l t 3 >  ̂ есть некоторый тип 
сигнатуры Z . Цусть со е О (cl j , а <ccL: се J > 

и <. 4-с : t е J> _ такие семейства объектов, что a,, е öfa") 

ж bt £ О {cl") при съ 0. Цусть при каждом таком i, где асФ frLl 

тип о'1 имеет вид <х'̂  г >i €. >.
Проверим неравенство:

<Г~-? < X  ‘ ; ̂  € Jt < ск. < et ̂  : о € J >* 4— *

4— » cc < , с e J >* . (2)

Конечно, проверять надо только в таком случае, если
Ä"e £ так как из а"е L 0 вытекает <  е £<, при сеЭ.а также

и х г 6 ПРИ 'le Jc, и неравенство (2) имеет место
в модели -rsi«.

Пусть объекту а соответствует объект Ь- из класса 
Ort1 Сa."jje Цусть семействам <«,<.: сеи
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< £j, : t- e J > соответствуют семейства < с,: t <l У> и
<. : ь e ^ > соответственно* Тогда \  1 t0 имеет 

место в точности тогда, когда се j' и * При та­
ких ь каждому семейству < jt > соответствует
семейство ^ : *[,fc J L >. По определению имеет
место сц, <■ : 1 € Ч >* * ^ г : \ € Jl >* е

%*■ 9 <А'С<у»\, : ^  ; также
й- < a»t с fe J > s ^ < Си * с- € J У* и л, < : I, е J > * Ä

# V *= у < : u fc J > . а так как неравенство

имеет место, то имеет место и (2).
Следовательно, мы получили некоторую модель з>г. Яв­

ляется ли эта модель нормальной?
Цусть у нас имеется некоторый класс констант и перемен­

ных сигнатуры L  и пусть фиксировано отображение у * 
ставящее каждой такой константе (переменной) данного класса, 
тип л которой неэлементарный и принадлежит £  N 210, 

в соответствие некоторую константу ( переменную ) типа 
яг (о.") ) не принадлежащую данному классу, притом так,
что образы разных констант (переменных) при отображении f  

не совпадают. Тогда ставим каждой формуле 51, содержащей 
только константы и переменные данного класса, в соответст­
вие формулу “У у » полученную таким образом, что в 
константы и переменные, тип которых принадлежит I. \ I ö/ 
или опускаются, если тип элементарный, или заменяются их 
образами при у в противоположном случае.

Дальше, для любой интерпретации f констант данного 
класса в модели зл определим интерпретацию ( или
f [у] ), область определения которой опять получается из 
области определения ^ опусканием или заменой на их образы 
при у всех констант с типами иэ X. ̂  £  о в зависимости от 
того, является ли тип константы элементарным или нет. Интер­
претация ^ С V -1 определяется следующим образом. Если тип 
константы oJ принадлежит Ир, то (о.] * f  [<*'),

В противоположной случае (Y (а )) 3 ^  > где -■ есть 
тот объект из ш О , который соответствует
f (a'j * а,е о {^) .

Ив определения вытекает, что если f есть интерпре-



тация высказывания *'• в *зя, то есть интерпрета­
ции высказывания 21 у в

Теперь исследуем, какое будет значение a V 2U ■

Будем сравнивать значения А (̂21) и A*L>J(^y). 

Цусть ^ имеет вид Р < > , где Р - константа , 
тип которой - пустое семейство. Тогда А̂ (51) = f (i’j< f  

Так как тип Р принадлежит £ 0» то и
s£r -а  . Но тогда A*CvJ( * f y (pj ч =

»A'fl»)*
Так как (4,*,Jf * (aibJf , Ä

= M ^ ) f  » («-*•* и j.-najy * -» «y
то из справедливости равенства А ̂  J = An  rJ {ff y j 

для каждого для ‘2l и ^  следует выполненность
этого равенства для Äj\, vu » я *  и -i -ЗД.

Цусть теперь а имеет вид v х'ь ; ь-« J > 23 .

■Тогда по определению А^ I *  ’ - \ Xl : t € h  IЛ t, x t 
— *■ a^ / j) , где обозначает конъюнкцию по
всевозможным семействам объектов , имеющих типы пе­
ременных х‘и , u  J’ далее <аз' есть высказывание,получен­
ное из -8 подстановкой вместо х'4 некоторых констант а', 

не содержащихся в ^ а есть интерпретация выска­
зывания 3} в сужении модели 91 объектами , с ь J t 

являющаяся таким продолжением для ^ , что 'f' \<хс) - х.  ̂

при всех о к з .

По определению, 51 f имеет вид _ у с V u : ^  3 > 45 ̂  
где J1 с J . Чтобы найти A^LVr>J [ я’ч/) t нам надо 

прежде всего найти С33* Г полученное из aV  подстанов­
кой некоторых констант вместо переменных , 6 & J' в 
Без ограничения общности мы можем предполагать, что в качест­
ве С® у)'можно взять з'у . Как известно, семейства объек­
тов ; ь* J‘> , имеющих типы переменных  ̂с , J' t и 
семейства объектов < х, : u t J > , имеющих типы переменных х'

г u ><- fcj , находятся во взаимно однозначном соответст­
вии. Следовательно, если некоторое семейство Ъ
дает продолжение у  интерпретации то соответствую̂
щее семейство < 4L ■ L е дает продолжение 'fr интер­
претации Кроме того л_ j <  , так
как для о1 Т имеет место х* = y*l t а для 

L t J \ J значение x L есть наибольший элемент нашей 
псевдобулевой алгебры. Значит, , полученное из ^
сужением объектами и v , и е У , основывается на той же
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псевдобелевой алгебре, что и зя’., получениез из зя суже­
нием объектами х 0 , ь е 3 . Кроме того, та часть модели 

да', которая касается только сигнатуры 2_0 совпадает с 
, т.е. отношение медлу ал' и W  аналогично отно­

шению между -Ti'o и зк .

Если мы предположим, что при каждой f ’ имеет место 
A * W )  = А ™ ^  ), ТО J «

В случае, если 21 имеет вщ з<jc[: cel > , то по 
определению А ^(^) » Vcx ;̂ иОМ1? (аг) ; где

<x t: it J ^  и Q3•' имеют прежнее значение. Тогда 
имеет вдц 3 <ус: te У> ей здесь мы можем в качест­
ве l '-23̂ ) взять 23̂  , здесь также имеется взаим­
но однозначное соответствие между семействами < x.t :  ̂е J > 
и 3 > 9 задащими и соответственно.
Значит, если предполагать равенство A^\iV) = 

для каждого то получаем

Теперь по определению формулы получим» что равенство 

A'fL4'J isi у j = A^(-i) имеет место для всех высказываний 

21 ранга 0.
Предположим, что это равенство имеет место для всех 

высказываний, ранг которых меньше некоторого определенного 
ординала \ * Дусть теперь 21 - формула» ранг которой 
меньше \ . Пусть -1'" - высказывание, полученное из 21 
подстановкой констант, не содержащихся в 21, вместо сво­
бодных переменных. Как и раньше, мы можем взять ъ у в ро­
ли высказывания* полученного из 21^ подстановкой констант 
вместо свободных переменных. Если <. ̂  '• > и
<хь: te .] > - семейства свободных переменных формул
21 у и 21 соответственно, то в силу нормальности модели' 

в ней для каждой интерпретации у* существует та­
кой объект а,, что ^  с yl '■ <- * .]'> к&к истинностная 
функция совпадает с 91 /  „ Б частном случае ©то тлеет
место и тогда, когда в роли il будет fy , где f 
есть интерпретация формулы 2* в эи .» Пусть f' - про­
должение f на новые константы, прибавленные в чл * По
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предда*:ожешш аддукции А ̂  ^ А  ̂ L yJ (а у ) • йс

значения и явзштс& значениями фудяцки
«•ffVJ 
*f *
Пусть тинами формул ?!- а а у соответственно яшй»гся 

с«-' и T(6i"J .. тогда со е О * ЗСак
известно, в о (л."/ существует объект I , соответст­
вующий объекту ct . Семейства значений переменяна 
xl, , t-6 .). и , чь Jf , находятся во взаимно
однозначном соответствии и к < Ч •’ J> * ö-<^ : ̂ р i:/ 
в каадом случае. Поэтому £ < xt: t е J >

-- a ^ £¥Jt ^ ; се J) = 51*1*,,: it 3) .

Это значит„ что объект ^ является объектом, требуемым в 
определении нормальности для формулы а и интерпретации 

if а Следовательно, at является ~ норшльной для 
всех \г < \ , А именно, если а - формула ранга

< \ t & <f •» её интерпретация в ЭД 9 то объект, 
определяемый в з» через есть тот объект, который

 ̂С С/
соответствует объекту, определяемому через а у   ̂ в
$)tv .

йслд теперь взять высказывание * Р< ̂  ■. ,.в ]> 

ранга I s то А (̂и } - f (Р) < <ч; о б J >* , где

 ̂* J. суть объекты, указанные определением нормальное-* 
тж для термов <4 ,  ̂-- 3 • Но,как известно, это значе­
ние не изменяется, если заменить на объект, соот- 
ветствувдий ему в » а семейство < я и: 5 > 
заменить соответствующим семейством* Но как раз в этом слу­
чае мы и получаем а**|, как это вытекает из про­
цедуры, приведенной выше для нахождения объектов, требуемых 
в определений’нормальности. Значит» равенство A ^ a j  =
- а ^ 1 J имеет место и для высказываний ранга \ .

По индукции доказывается, что это равенство имеет мес­
то для всех высказываний,» Из этого вытекает, что - 
нормальная модель»

Итак, мы доказали, что всякую нормальную модель можно 
расширить ДО НОВОЙ нормальной модели, путем дщбятиг̂ття- 
произвольной совокупности типов. Следовательно, если у нас 
имеется применение некоторого правила вывода и для секвен­
ции под чертой есть нормальная модель ш 0 t то эту модель 
можно расширить до нормальной модели эд , содержащей и 
все типы, имеющиеся над чертой. При этом сохраняется её от­

-15-



ношение к секвенции под чертой.
Отметим, что в нормальной модели класс О (а,) мо­

жет быть пустым только в случае элементарного типа сС1, 

так как в случае не элементарного а!1 для любой формулы 51 
типа а" и любой ее интерпретации ^ в определении нормаль­
ности требуется существование объекта леО (a’'J в Значит, 

в случае, если над чертой нет констант такого элементарного 
типа, константы которого под чертой отсутствовают, то и лю­
бую интерпретацию if® секвенции под чертой в эх0 можно 
расширить до интерпретации f секвенций над чертой в ЭД, 
ЗДесь модель ®  и интерпретация ^ называются моделью и 
интерпретацией данной секвенции соответственно, если все ти­
пы секвенции имеются в сигнатуре модели зя и если 
является интерпретацией всех констант секвенции шесте с её 
приложением.

4. Проекция

Перейдем к следующей проблеме. Цусть М есть пол­
ная псевдобулева алгебра и пусть A t М . Как извест­

но, МИ) - (& ; й * Л } тоже является псевдобулевой 
алгеброй (см. [I]). Для каждого С ь W  определим проек­
цию элемента С в М (А) , равную С /\ л , Если 
Се М(Л), то, конечно» проекция элемента С совпа­
дает с самым С.

Рассмотрим, как проектирование связано с порцдксм и ло­
гическими операциями. Если Ö , С с М и & 4 С , то 
ft А А 4 С А Л . Значит, проектирование сохраняет поря­
док, может оыть, нестрого г так как между проекциями может 
иметь место равенство, если между в и С имеет место стро­
гое неравенство»

Цусть теперь { ft L. ; t е П „ семейство элементов из 
М . В случае непустого Л имеет место (Аи̂ч)л ^ ~
- /\ (ft А А) . Правую сторону этого равенства можно рас­
сматривать как конъюнкцию в смысле 14[А) элементов 
Ви А А • В случае пустого J имеет место 

А = А .Но так как в этом случае множество 
элементов А А пустое, то их конъюнкция в смысле 
псевдобулевой алгебры М  И )  равняется А , Итак , б 

обоих случаях проекция конъюнкции элементов , - & 3 , 
совпадает с конынкцией их проекций, если эту последнюю
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конъюнкцию рассматривать в смысле псевдобулевой алгебры
М\Д).

Значение выражения Vu (ftAA) не зависит от того,
рассматривать дизъюнкцию в |v| или в М(А) . Сравним 

значение этого выражения с А/ЦЧ, &«,)• При каждом
u  е 1 имеет место д д ß.o 4 А А(Ч fb0 )
Значит, (А Л ßt) 4 А Л I Vu öb ) , с другой стороны 

для каждого . е J имеет место А А £> ̂  4 
4 (А А ß j .  Значит, 6^ 4 А -» Ч (АЛ 6 0 j . из-за 

произвольности Co £ J отсюда вытекает Ч 6^ 4 
4 А —» Vu С А Л ß J, следовательно, и A A(VU6 J  
4 (A A ß j  . Итак, А-А ß„J - \/с (А А ßc j , т%е# 

проекция дизъюнкции элементов Йч , te равняется дизъ­
юнкции их проекций. Последнюю дизъюнкцию можно рассмат­
ривать в смысле псевдобулевой алгебры (VI (А) .

Цусть теперь ft, С. е М в ^  проекциями являются 
6 ДА и С ДА соответственно. Импликацией этих элемен­
тов в смысле М(А) является [ (6 А А) — *
—* (САА)]АА (cm.[I]). Обозначим этот элемент через 
£ . Очевидно, Е i А . Так как £ А В А # то 
Е Л ß - ЕЛ 16 а А) = L I & Л А) — »• С С Л А ) 1 Д (ß Л А) 4 
^ С Л А £ С . Значит, £ £ ft — у С и t 4 (ft — * С) А А.

С другой стороны (6 — * С) А А £ А . Креме того , 
Ц& —  ̂С) А А 3 А (ßA А) - П & — ’ CJ Л й.] Л А 4 
$ С Л А , Значит, ( ft С ) Л А 4 (б Л А) —* (С Л А) • 

Следовательно, имеет место и (,й ̂ r с J/\А  ̂Е .
Итак, мы получили (6 — * С)Л А = Е t т.е. t 

является проекцией элемента 6 » С или, иначе говоря, 
проекция импликации элементов 1о и С равняется имплика­
ции их проекций, если эту последнюю импликацию понимать в 
смысле псевдобулевой алгебры (vl(A) .

Проекцией наибольшего элемента в /VI является А , а 
проекцией наименьшего элемента - он сам. Они являются со­
ответственно наибольшим и наименьшим элементом в fv| (/\),

Так как отрицание элемента 6 определяется импликаци­
ей и наименшим элементом, то проекция элемента ~< 6 как 
проекция импликации равняется, учитывая доказанное, импли­
кации в смысле М (ft) проекций этих элементов, т.е. про­
екция элемента ft равна отрицанию элемента 

I?) /\ А в смысле псевдобулевой алгебры М (А)
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Аналогично доказывается, что проовдк елемента b*~> t 

равняется эквивалентности в смысле И (д) элементов 0 Л А
к С Д А .

Итак, мы доказали, что проектирование сохраняет все ло­
гические операции в том смысле, что проекция результата опе­
рации равняется элементу, который мы получим, если в псевдо­
булевой алгебре М lA) сделаем такую же операцию с 
проекциями аргументов.

Пусть у нас имеется модель ад , основывающаяся на 
псевдобулевой алгебре М . При сужении модели як на 

М (Aj , как известно, (см. [2]) все значения а* и
Ъ заменяются их проекциями. Известное из [2J

неравенство

' W v ' H У
<■ (а, < £ч•- L 6 ) > * л. < W : Lе J > , обязательное для каж­

дой модели, при этом сохраняет силу в М (А) , так как 
проектирование сохраняет все операции и порядок.

Полученную модель с основой М IAJ мы будем обозна­
чать через эй (А).

Пусть у нас имеется некоторая интерпретация *f> в моде­

ли -24. Тогда * является интерпретацией в модели так как 
объекты в этих моделях одинаковые,а наибольший элемент псев­
добулевой алгебры М проектируется в наибольший элемент 
псевдобулевой алгебры Н(Д). Будем обозначать f , как интер­
претацию в 2Я(А), через -еСА] или .

теперь сравнивать значения A*(-i) к
А (а) для всех высказываний з» . Если ^ состоит 
только из константы Р типа < > . то а^м (сД) -
- I?) < >* = Ч1 (Р) <. /ДА = А̂('З) Л А это значит ,

С А ] \
что в этом случае А (<J1 j являетоя проекцией элемен­
та А (51) в М [А) . А так как проектирование 
сохраняет логические операции, то из этого вытекает анало­
гичное свойство для всех высказываний 21 ранга о , не 
содержащих кванторов»

Цусть теперь имеет вид V < x'j: ь е J > ^ щ
3 < : с t .] > ^ . Обозначим через ъ ' высказывание, по­
лученное жз ъ заменой переменных х'с , ь е j; констан­
тами аД , не содержащимися в ^ . Цусть пробега­
ет все такие продолжения отображения ^ , при которых 
значениями it .1 , являются любые объекты а,
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соответствуй*« тжпов из модели эк . Каждое ®ако© f ' 
рассматривается как интерпретация в модели а»' с ос­

новой М', полученной из зи сужением семейством объек­
тов с <4 : и € 3 > (см.[2]). При каждом у' обозначш че­
рва А/ элемент А А (,Ди дЛ). Предположим, что при 
каждом у- имеет место следующее утверждение:
А*^а I1»') есть проекция в м'(А') элемента

’) . Здесь И'(Д)есть множество (б : 6 $ А'̂  которую 

. ми можем рассматривать как часть псевдобулевой алгебры М' , 
а ^ £ A1 J есть if' как интерпретация в модели ЗД'̂А ) , 
имеющей основу W ЧА') «. Но, кроме того, если взять конъ­
юнкцию в смысле /М (А) элементов лс /\ А „то, как 
известно, получше ('\аи /I А - А' f поэтому м’(а') 
можно рассматривать как часть псевдобулевой алгебры
М [А-) , а ?я'{А') - как модель, полученная из (А; 

сужением элементами <я̂ , e. J .
' Д случае, если ямеет вид V <-4; u ž J > -3 » * то 
A H>LftJ :A) будет, по определению А̂. С Ли («яГ*.АЛ) --»■

—» a1L/ J (*-'/) ] , где все логические операции , кроме 
и* Л А , рассматриваются в смысле модели зл (А).

Во, по предположению a/4"*- { =  А* ( ?/)/'. а' = А* [*&) А А А 
А ( a,*t ) - А ̂  ( -'О А А , так как А* 1 i
4 д̂ а* . Итак, выраазние для A l U1 (-<.! мы получим 
жз выражения А̂* L U V 4  ) ~* г значение ко­
торого есть ] , заменяя \ и А' [

т. проекциями и рассматривая все логические операции в 
смысле псевдобулевой алгебры М (А) Л Но так как проек­
тирование сохраняет все операции, то A'f^ Р ) есть 
проекция элемента Ам \":L] в М (А) .

.В случае, если ъ имеет вид 3 < -х'ь : о fc J > ■?! ( то 
А *kAj (_4i) будет, доопределению vy А  ̂̂  Ча</)

(здесь дизъюнкцию» по определению, надо понимать в смысле 
И И), но ,дизъюнкция в смысле М имеет такое же зна­

чение). Значит, a t А J f -jt ) - V̂ » [ A^ ( ъ j A A j ~

= Vtü С aA^'J л a a (A, <  )J = vy f  **'(*') Л A ] ,

• f ' i  + f [ A1
так как A ) £ A u <*„ . Следовательно, A Г'Ч-
= l4vy А+ !^))/\А, которое, является
проекцией А “ (';l J в IV! ( А)

Итак, мы показали, что утверждение о совпадении значе­
ния истинности высказывания при с проекцией в A1(Aj его
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значения истинности при у' (для любой модели ад , интер­
претации '/ и элемента А ) переносится с высказывания на 
высказывания и 3 Из

этого вытекает правильность данного утверждения для всех вы­
сказываний ранга О .

Цусть теперь  ̂ - такой ординал, что утверждение 
имеет место для всех высказываний, ранг которых меньше £ - 
Цусть теперь - высказывание ранга £ имеющее вид
р <■ ; t, t  J > . J

В таком случае каждое оСь , есть терм ранга 
\ . Цусть f - интерпретация, а - fl?) и

а.0 = *{(«/„) для тех с , при которых а!0 есть
константа элементарного типа* Если «л, есть терм вида 
d < : % е К > ) , то в роли как извест­
но, будет такой объект, что Как истин­
ностная функция совпадает с '»J . Но так как 
формула ранга ^  < % , то высказывание а*'и , по­
лученное из заменой переменных константами, - выска­
зывание ранга fi, . Значит, для него утверждение имеет
место, т.е. при переходе от ^ к значение заменяет­
ся его пхюекцией в М(Aj , Но это же имеет место и для 

значений истинностной функции <4 < : *И ^ > при 
переходе от модели рл к ш [А) . Следовательно, истин­
ностные функции i4 LA] и ^ Л А 
совпадают в ^  (А) . Следовательно, в модели miß) 

мы можем в качестве объектов сц, взять те же объекты, что 
и в модели эд . Но это значит̂ что есть 
значение истинности отношения а/<ли-. t-fe J> в (AJ , 
т.е. А с̂аз (‘1) = ^  <4 ; v е Л А - А (щ)л а. I

Следовательно, утверждение имеет место и для указанно­
го высказывания si . Но учитывая то, что уже известно для 
логических операций и кванторов, ны видим, что доказанное 
утверждение переносится на все высказывания ранга fc . 
Значит, для любого высказывания ^ имеет место А ^ч ^,1 - 
» А̂ (̂МЛ А .

5. Тавтологичность выводимых высказываний

Вернемся теперь к проверке тавтологичности выводимых 
высказываний. Цусть /‘ - некоторое множество высказываний, 
a o’ - некоторая интерпретация всех высказываний ^ £ м
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в некоторой нормальной модели ai. Тогда мы будем через 
А ) обозначать конъюнкцию элементов А ( ̂ ) по

всем *  6 и •
Цусть ,и •" 121 - некоторая секвенция. Цусть <f 

некоторая ее интерпретация в нормальной модели зд . 

Будем говорить, что f удовлетворяет секвенции ^  v- ъ „ 
если А̂ (/<) 4 А^(^) •

Мы будем говорить, что некоторое правило вывода сохран­
яет некоторое свойство секвенций, если всякое его приме­
нение, имеющее над чертой только секвенции с данным 
свойством, имеет и под чертой секвенцию с данным свойством. 
Иначе можно это выразить и так: если секвенция под чертой в 
некотором применении данного правила не имеет этого свойст­
ва, то и некоторая имеющаяся над чертой секвенция не 
имеет данного свойства.

Непосредственно из определения вытекает, что если неко­
торое свойство сохраняется всеми правилами вывода, то класс 
всех секвенций, имеющих данное свойство, замкнут относитель­
но вывода.

Теперь проверим/ чт0 правила вывода сохраняют следую­
щее свойство: лю*ая интерпретация в любой нормальной мо­
дели данной секвенции удовлетворяет этой секвенции.

Цусть у нас имеется применение правила О., имеющее

ВВД V ̂  6 и : /л н 33; У i- 91
/I г- %

Предположим, что у нас имеется нормальная модель <зл и 
интерпретация f секвенции М ъ Б ал . Так как 
все элементарные типы констант, имеющихся над чертой, встре­
чаются и под чертой как типы некоторых констант, то модель 
W  может быть расширена и интерпретация \Р продолжена 
так, чтобы они стали моделью и интерпретацией всех секвенций 
над чертой. Поэтому без ограничения общности можем предпола­
гать, что ач и являются таковыми уже с самого начала. 
Если у удовлетворяет всем секвенциям; над чертой, то для 
каждого ® ^ имеет место А41 {/*) Š А ^ ( ^ ) . Кроме 
того имеет место А ^) £ А * i. I . но тогда
А4 {/*) i £ А ) и интерпретация удовлет­

воряет секвенции <- *я . Поэтому правило о сохран­
яет указанное свойство,

Цусть у нас теперь имеется применение правила I.a),
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шетеевд
Л <- л„ а,.

Предположим, что у нас имеется нормальная модель ад 
и интерпретация f секвенции /< i~ ли в ад.
Тогда f является и интерпретацией для всех секвенций 

, w fe 3, (или её можно продолжить до такой на юс 
приложения). Если if удовлетворяет всем этим.секванцшш, 
то для каждого \,t 3 имеет место аЛ/<) 4 А .
Но тогда А*(/<)  ̂л̂, = а* (Лс s*J и следовательно,
f удовлетворяет секвенции . Значит, прави­
ло 1а) сохраняет указанное свойство. Отметим, что этому не 
мешает и обстоятельство, что J может быть пустым. Б этом 
случае над чертой нет секвенций,

Цусть имеется применение правила 1.6), имеющее вид
М h Ли j- 

и *" ^
Дусть имеется нормальная модель ад и интерпретация f 

секвенции хи в Как и при правиле С. мы мо­
жем без ограничения общности предполагать, что а» i f 
являются соответственно моделью и интерпретацией секвенции 
/■< h . Если у удовлетворяет этой секвенции ,

то A^l/*) $ А*(,л  ̂5it) - A u A^Sij <• и, следова­

тельно, f удовлетворяет секвенции /4 г- ^ . Значит, 
правило 16) сохраняет указанное свойство.

Рассмотрим некоторое применение правила 2а), имеющее вид 
и )-
М К ̂  о

Цусть У - интерпретация секвенции /< 

в некоторой нормальной модели ад. Тогда f является и 
интерпретацией секвенции /< j- 21 . Цусть f удов­
летворяет секвенции /и |_ 1511* . Тогда А ̂  (/*) £
Š ^ ^ t) - А* (V/,, и! . Получим, что f

удовлетворяет секвенции z4 i~ Vu л t » Итак, правило 2а) 
сохраняет указанное свойство.

Рассмотрим некоторое применение правила 26), имеющее вид 

и Vbt'-i-'“ И М  ■- ̂
м I- с*

Цусть ад - нормальная модель и пусть ^ - интер­
претация секвенции Z4 ^ в ад « Как и выше, мы мо­
жем без ограничения общности предполагать, что ч7 являет­
ся интерпретацией всех секвенций над чертой. Если f
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удовлетворяет всем этим секвенциям, то при каждой с е J 

имеет место А^(/>и{^^\) i .A 'f (^ )} Тжбв

А*[ЧК) S А^ {^ )  » Следовательно, A ^ ^ J  $

с ^ { / * )  — * А^0Й) . Из этого вытекает, что A^lVt^w)®
* X  A*l*t) ̂  А*(/<) — *’A*C®K Отметим, что в случае пусто­
го множества J это выполняется тривиально, так как 
аЛ  ̂ ) равняется в этом случае наименьшему элементу 
нашей псевдобулевой алгебры.

Из подученного неравенства вытекает А
А А ̂  ) š А̂ (^ J .Но так как f  , по предположению, 
удовлетворяет секвенции /* , то AY (д) &
£ A*(Vi,OJv) и, следовательно, _ А*( vu ЗД*.) Л А^(/') =
1  A^l/*) . Поэтому A**l/*U А4'^ ) , Т.е. f удовлет­
воряет секвенции у  ^ . Значит, правило 26) сохраняет 
указанное свойство.

Цусть теперь у нас имеется некоторое применение правила 
За), имеющее вид

ми {*)*- ъ 
/* t— ii — »

Пусть ^ есть некоторая интерпретация секвенции /< >- *1 —1г 
— > 1' в некоторой нормальной модели . Тогда
можно предполагать, что V9 является и интерпретацией сек­
венции /* и {* j г . Если f удовлетворяет этой 
секвенции, то а̂(Л4 )) А*М"* ) # т#е,
А.Ц.М) Л А^ I 'Ч ^ { т- ), д0 'ГОГДа А^(/Н ) £
^ А ̂  '1) — *• А*1®) = А ^-^и , следовательно, ^ удов - 

летворяет секвенции ^ ь- "i <> . Следовательно, пра­
вило За) сохраняет указанное свойство.

Рассмотрим теперь произвольное применение правила 36) , 
имеющее вид

ч 01 ; м н я ~г у

I—

Пусть ч есть интерпретация секвенции МI- и
в некоторой нормальной модели, Ьез ограничения общности 
можно предполагать, что ^ является и интерпретацией обеих 
секвенций над чертой. Если f  им удовлетворяет , то
A f (/*) £ А*(«) и А * { /*) 4 -
=. а З̂!) ) . Но в этом случае А  ̂(;м ) ^

4 А* l«j/\ LA^('1) -л* A^[^)l -S ( и, следовательно; 
f удовлетворяет секвенции м г я э Следовательно , 

правило 36) сохраняет указанное свойство.
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Рассмотрим теперь произвольное применение правила 4а) , 
имеющее вид

м. и {а} н эд - ^ и Н- л %_______
/л I- -I sa

Цусть зк — нормальная модель и f - интерпретация 
секвенции ^ Ь -» а в 9W . Без ограничения общности 
можно предполагать, что является интерпретацией и для 
обеих секвенций над чертой* Если f им обеим удовлетворяет,
ТО А*\М и  { * ) )  $  ^  { * )  И ^
£ А (̂ -i«j = -> A.* У j . Но в этом случае A'f ( )  Л 

д А*(*) = А?( /М и {ъ )) 4 А*(®М -» Af^  J . Так как пра­
вая сторона неравенства есть наименьший элемент псевдобуле­
вой алгебры, то таким же является и левая сторона. Не если 
А̂ (/с) л А'*’('&) есть наименьший элемент псевдобулевой 
алгебры, то , по определению операции отрицания, имеет место 
А̂ (м) £ -ч А^(^) =■ (-1 ) и, следовательно, у удов­
летворяет секвенции /< /- -i а . Значит, правило 4а) 
сохраняет указанное свойство.

Пусть теперь у нас имеется некоторое применение правила 
46), имеющее вид

я I- ~1 * 
н и<«*- к ,

Цусть - нормальная модель и ^  - интерпретация 
секвенции в а». Можно предполагать,
ччго ^ является и интерпретацией секвенции /\ (г л '-i . 
Цусть vf удовлетворяет секвенции /< *21. Тогда

А » I t i 1 •• __ . _ __
д 1 ju) <: а ^ A (9l Jл Но в этом случае
А* ) ) = А (л) А А является наимень­

шим элементом нашей псевдобулевой алгебр! и неравенство 
А^ (/* U "*j ) $ А* {V) имеет место, т.е. ^ удовлет­
воряет секвенции U {** ) t- £ • Значит, правило 46) 
сохраняет указанное свойство.

Цусть у нас имеется применение правила 5а), имеющее вид

. где
высказывание •1' получено из формулы заменой переменных 
x'u . u t J ; константами со u , не содержащимися в /< и 
•:i и отличными друг от друга. Цусть теперь - нормаль­

ная модель и f —  интерпретация секвенции 
u j_ у < х' ; и с j ^ чл в . Если класс семейств

3,) где сц fc о ( ,  а ^  V - тип
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'переменной x'u , пуст , то А*( V < -х': 1 3 > 21) 
является наибольшим элементом нашей псевдобулевой алгебры 
и f удовлетворяет секвенции /< h V < : с е J > , 
Рассмотрим случай, когда класс семейств < <я,и: J> ( a t £
£ о (л") # не пуст . Если для каждого такого семейства 
объектов имеете место olu -г*?['&') ,

где <{' есть такое продолжение интерпретации f , что 

'-f' 1<*Л) * Oyv » рассматриваемое как интерпретация в модели 
-я?' , подученной из ал сужением объектами <К̂ u  J ,
ТО

A*(/Os САс ‘('К) -»• A*'(ai')) = AV < x u : сеЪ*)

и ^ удовлетворяет секвенции ьу <х„: и ] > -а.

А если, наоборот, существует такое семейство объектов
<.0/̂ : о £ 3 > > что А̂ С/̂ ) 4 А̂со* — *A*(2i'j не име­

ет места,то не имеет места и А (̂/0 а (^*4)$ A^(^J. Но 
А ^)л есть проекция элемента А* [/<) в а»' и по­
этому совпадает с А*'

а^ / о Га м *')
воряет секвенции /ч ь- *'. Отметим, что если в приложе­
нии секвенции /< ь ̂ 7 имеются некоторые добавочные конс­
танты, то надо продолжить и на эти константы. Это воз­
можно, так как для каждой такой константы элементарного ти­
па или существует константа того же типа под чертой, или 
эта константа принадлежит типу oJ’L , но о [<х\.) ,
по предположению, не пуст.

Итак, правило 5а) сохраняет указанное свойство*
Цусть у нас имеется применение правила 56), имеющее вид 

А k V  <xl : J > Я

где к' получено из формулы Ql подстановкой термов о!>„ , 
не содержащих переменных, вместо , otj  „ Цусть
<4-u :ofcj> _ семейство констант, попарно различных и 

не содержащихся в Л и , имеющих типы переменных 
t t  J . Цусть -1 ’ - высказывание, полученное из

формулы 9» заменой переменных х' о е J , константами

Предположим, что у нас имеется нормальная модель ам и 
интерпретация f секвенции .и к в а»г . Как и рань­
ше, можно предполагать, что ^ является интерпретацией 
секвенции над чертой. Так как все константы термов ,
ь̂З , принадлежат приложению секвенции t- , то
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vf являете» ж жтерпретацией для каждого терма а ) u i X  
даже если «Л, в явно не встречается. Как известно, 
существует такое продолжение интерпретации <■?, что 

( 'й1') . Учитывая, что ^ ))*

есть наибольший элемент псевдобулевой алгебры, получим, что 

АГК ) =\,?'0'J A '< (Y < K :
Значит, A ^ V  < jc[ : i,t ] > « ^ A^ ( '*') , Если у удов­

летворяет секвенции над чертой, то А (/*) Š
4 А*̂ (V < *  о '■ tt J ? '1) ̂  А'^(^/) , Значит,

удовлетворяет секвенции под чертой. Итак, правило 56) сох­
раняет указанное свойство.

Цусть имеется применение правила 6а), имеющее вид 
__ ______л ___________

/л I- i < «и : <-€ J > 'Л
где 'л' получено из & таким же образом, как в предыдущем 
случае, т.е. подстановкой термов а'и вместо ■*/ t ы  J . 
Цусть ^  - нормальная модель и f - интерпретация секвен­
ции /л н 3 < х'и. ■ L<= в зя . Как и раньше, можно пред­

полагать, что vf является интерпретацией для к . 

а также и для всех термов «/„ , u  j независимо от же 
явного существования в , Пусть семействе констант
< : w £ j > f высказывание ^  ж интерпретация <f 

такие же, как в предыдущем случае. Опять *
= Д^('1/) . Если f удовлетворяет секвенции к t- 
ТО А̂(/<) $ А̂ (ч*1') , значит А̂ I,*) 4 А'*' ( *1") 4 

Так как Ли t Ч’ЧС'1,,))* есть наибольший элемент нашей 
псевдобулевой алгебры, то *f' является интерпретацией 
высказывания в sw, а ) является дизьюнк“
тивным членом в выражении, определяющем значение
а ̂ (3 < х'ь : u fe 3 > ) . Следовательно. * 4  ш У) 5 
А (̂ 3 < х\ : ut 3 > 'I ) • Значит; а  ^ (м V s 
š A ^ ( 3 < x „ : u € j > S i j H у удовлетворяет секвенции 

/< I— з < и : и t J > а . Итак, правило 6 а) сохраняет
указанное свойство.

Цусть имеется некоторое применение правила 6 б), имею­
щее вад

t- э <x'u : ) |j
М  V

где высказывание ^  получено из формулы “Я заменой пере­
менных Xj,, и 6 3. попарно различными константами «/,, # 
не содержащимися в д, 31 и .
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Цусть - нормальная модель и f - интерпретация 
секвенции /л н- * в • Как и раньше, мы можем без ог­
раничения общности предполагать, что ^ является интерпре­
тацией и для секвенции ^  1-3 < x't: Ъ si, но, может быть, 
не для секвенции м и t- ъ , так как «' может со­
держать константы таких элементарных типов, которвх в роли 
типов константы под чертой нет. Предположим, что <f удов­
летворяет секвенции A»-3<x/ :otj>^i, т.е.

J>«

Если класс семейств < <xu : u fc J > , где е о (а\ ) 
а аЛ, ( - тип переменней х'и , пуст, то значение 
А (3 <*'(,: ьь Ъъ) является наименьшим элементом нашей псевдо­
булевой алгебрн, а так как А*(д) ̂  А*(Э < х[ j с t j> а) ; 

то таким же является и А I/4) • В этом случае А*(/«М
* I*») и ^ удовлетворяет секвенции 7U v— ^ .

Цусть теперь класс семейств <о.и : и е J > , 
fc о и) , не пуст. Для каждого такого семейства по­

дучим такое продолжение f '' интерпретации , что 
i 1 (at) = CLy , где Г рассматривается как интерпре­

тация в сужение ЭД' модели зя объектами <*е J . 

Если при каждом таком семействе о («Cj , 
имеет место A*(/*J А А*(*') i А^Г»), то А̂ (Sl ) 4 
^ AV ) ,  — * A* W  • Но тогда A M  з < х'0: ь- € J > а ) =•
=  V r  A *  I « ' )  *  A / ( / < ) - A f ^ J  И  A f ( 3 < < ^ €  J > « ) A A V >

S A^('M. . Но так как A*l/*) * <JCt-: ^  3lJ» 
to A^( 3 < it,: bbJ> 'U л А*{/л)я (/*) и# следовательно ,

А (/я) £ A*f(*0. Значит, в этом случае f удовлет­
воряет секвенции »- ® •

Если же, наоборот, существует семейство < л,,; w « J>, 
сц,* О , такое, что а*!/«) л *
4 А̂  j не имеет места, то А1 С/4) л a i«0 л 

а ( а* ) 4 А4 ) л (л„ а* ) тоже не имеет места, так 
как прибавленный конъюнктивный член a* а* На левой 
стороне больше или равен А^(ч0  . Но А (̂̂ ) л
л ( a v a  u) и А̂( я) л ( a v л, с) являются проекциями эле­
ментов А*(/*) h a ^ i ^ J  в зн' и поэтому равняются 
соответственно а‘̂I /-*) и а** 1^) • Поэтому
А  ̂(/*) Л А  ̂(:i') & А1* (V ) не ииеет места в модели 

и интерпретация f' не удовлетворяет секвенции 
^  и •( “ii'lf »- к , Как и в случае правила 5 а), f ' про-
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додается на приложение этой секвенции.
Итак, мы получили, что правило 6 ö) сохраняет указанное 

свойство.
Наконец, пусть у нас имеется применение правила 7, 

имеющее вид

V о 6 J : м ; /* и { < )  -  < _____________
/4 и < Р < d <. X 1 \ : \ € Х> 'Л „ : Ok J, : * е Ä> i н

l-p<d< 3C'J£ Ju> ̂  : ut J( <у If fe Jfc>;

гдо при каждом с- € j высказывания ^  и "’1 получены 
из -liy и соответственно заменой переменных je ̂ ,

^ € Je г константами ^ , отличными друг
от друга и не содержащимися в высказываниях под чертой. Для 
краткости будем обозначать два высказывания под чертой, на­
чинающиеся с Р , через и "Р2 соответственно • 

Цусть теперь ®i - нормальная модель и f - интер­
претация секвенции /< с 14 • Предположим, что 
vf не удовлетворяет этой секвенции. Это значит , что 
А̂(/*) А А (̂Т,,) * А* Не имеет места. Но в этом 
случае не имеет места и А I/O  £ А*(ГР.,) - *  A ^ t ^ z )  , 
а также £ A ^ ( T j  ♦— » A^(T>J. Правая сторона пос­
леднего неравенства равна элементу £ * f IP) <.<4 
€ *>%-* ЦГ)<к‘ ̂  J, И *>*
где (соответственно lu ) при u  J есть тот
объект, при котором а»„ < х% ; *1 е К > (соответственно

) совпадаете 91 и (соответ­
ственно с * о ), а ~ ^ ,) при  ̂fe -к .Но 

элемент F = Ли, л1х'г-г*̂  1*4 < 4
V—» : *j, ь Л, ž t . Следовательно,
Alf (/* j £ F тоже не имеет места. Следовательно, долж­
ны существовать такие с. е J и семейство < <̂Ч : \ е Л > 
что А1? [/*) -£ а* ? А, < ̂  ’’ % 6 Я/ > не имеет
места. В этом случае либо А \h) 4 ^  ̂  4  
-»£ы<а/Ч> ’ ДЛ* либо А ■ (/*) ̂  ̂  <а  ̂: *[, fe A.* ■J, € к>

не шеет места. Следовательно, одно из неравенств, или

А*Ы А Ч < <Ц, •• ̂  € Л >* £ £  * <4 ; t ™
A+ (/-0 Л ^  .1 >* 4 ■ Iе K> не имеет мес­
та. Цусть як' - модель, полученная из сужением объек­
тами , I* J*; a f / ~ интерпретация в модели 
•di', являющаяся таким продолжением интерпретациий f ,

- 28-



что f' ) s при . Тогда из опре­
деления объектов ж ^  следует, что имеют место 

равенства А?'(*') = и0 < си; i1 j4 >* ж â '( ) - 
гК 4 t J^>? Следовательно, одно жз
неравенств. А*(/*)л А^' ( J ^ A^'i^'J или А̂/О Л  

Л A *’ ^ A f ’ <Х ) н® ямеет места, Еслж в
этом неравенстве А ,̂и) заменить на аЛ/< ) А {^\<х\ *)1 
то это не меняет положения, так как А  ̂(у/«,) и 

(231) ^  оба меньше чем • Но А̂(/*) Л
А ( съ̂*) есть проекция элемента А̂ (/*) в зя' и 

поэтому равняется {./*) . Но это значит, что либо
д-Л/Ол 4 А *4*'*. ) , либо аЛЛ) а а ^О  *
£ а  ̂(.̂  t) не имеет места, т.е. f ' не удовлетворяет или 
секвенции ум U •( 'L \ I- ̂  „ f ила секвенции
/< t/ ■{ ъ'с) *- a't . Опять может быть продолжена и 

на приложение этой секвенции. Итак, правило 7. сохраняет 
указанное свойство.

Таким образом, мы доказали, что все правила вывода сох­
раняют указанное свойство, т.е. класс всех секвенций с ука­
занным свойством замкнут относительно вывода. Кроме того , 
этот класс содержит все секвенции вида и **i , где 
*1 € /л . Следовательно, любая выводимая секвенция имеет 

данное свойство, т.е. если ^ с- выводима, то при 
любой интерпретации ^ этой секвенции в некоторой нормаль­
ной модели имеет место A ̂  IЛ) 5Г А Н’Ч -1 J •

Наконец, если - выводимое высказывание, то, по оп­
ределению, I- -> с пустым приложением - выводимая секвенция. 
Следовательно, при любой интерпретации if высказывания ^ 
в любой нормальной модели эм имеет место А*(д») £
$ А̂ ( a j . А так как А̂  [Ф) - наибольший элемент 
данной псевдобулевой алгебры, то А  ̂(, ч~‘ j такой же. 
Итак, чп тавтологично»
Всякое выводимое высказывание 
тавтологично. Обратное пока открыто.
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Pseudo-Boole'i algebrate tautoloogiliste 

valemite formaalne tuletus

A. Taute

R e s ü m e e

Artiklis esitatakse deduktiivne süsteem lõpmatute va­

lemite jaoks. Tõestatakse, et kõik selle süsteemi abil tu­

letatud valemid on tautoloogilised, 8.t. nende interpretee­

rimine pseudo-Boole'i algebrate abil artiklis [2] näidatud 

viisil annab alati antud pseudo-Boole'i algebra maksimaalse 

elemendi.

Die formale Deduktion der tautologischen 

Formeln in pseudo-Booleschen Algebren 

A.Tauts

Z u s a m m e n f a s s  u n g

In dem Artikel wird ein deduktives System für unendli­

che Formeln vorgelegt. Es wird bewiesen, da f>> alle durch 

dieses System ableitbaren Formeln taucologisch sind, d.h. 

ihr Interpretieren mittels pseudo—Booleschen Algebren auf 

die in dem Artikel [2] gezeigte Weise gibt immer das maxi­

male Element der gegebenen pseudo-Booleschen Algebra.
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ОДНОСТОРОННИЕ ИДИШ СЙШЕТРИЧЕСКИХ

ШЛИКАТЕГОРИЙ
Э. Реди 

Кафедра алгебры и геометрии

Рассматриваемые в настоящей работе поликатегории типа 
JZ являются обобщениями полугрупп, идущими в другом нап­

равлении, чем системы Менгера [13]. Идея пользования бинар­
ных операций для исследования суперпозиций многоместных 
функций принадлежит Мальцеву £7]. Операции этой
статьи в частном случае J - { 1) совпадают операциями 
1, т , . -. Белоусова 12J. Суперпозиция Артамонова [1] 
также близка к суперпозиции, получающейся при помощи опера­
ций 71А ■ ■1 •

Идеалы полугрупп преобразований [3], идеалы симметри­
ческих оперативов [9], а также идеалы -полугрупп ([II ,
12]) и идеалы систем Менгера ([4]) уже исследовались.

После приведения основных понятий исследуются односто­
ронние идеалы слабо полных полиграфов. Далее исследу­
ются сперва левые, затем строгие правые и правые идеалы 
симметрических поликатегорий типа &  над слабо полным по­
лиграфом.

Левым идеалам симметрической поликатегории соответству­
ют семейства множеств функций со своеобразным свойством вклю­
чения. Правым и строгим правым идеалам симметрической по­
ликатегории соответствуют системы эквивалентностей, замкну­
тые относительно надэквивалентностей специальных прямых 
произведений эквивалентностей системы. Установлено, в каких 
условиях такие соответствия являются взаимно однозначными.

Можно считать, что все односторонние идеалы симаетри- 
ческих поликатегорий над слабо полным полиграфом найдены.

1. Основные понятия

Цусть (J,J) - полиграф (понятие введено Я̂В.Хионом̂О]) 
над непустым множеством У, т.е, <Р + $  &  3  *U  J*' ( J  _
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объединение декартовых степеней множества J ). Элементы 
подмножества J>п. обозначаются через [Ц,
• • -, Uw ; j  ) и называются т.-мерными гранями для J . 
При этом набор ‘л* ) называется началом этой грани,
а элемент j - её концом.

Определим частичные бинарные операции 'Z4)%lr .. в пол­
ном полиграфе .7 ) следующим образом: если вторым сом­
ножителем является -̂мерная грань [J,, • ■ * }(jr- ; if> > о ), 

то применимы операции к? , если только первый
сомножитель имеет концом /?,*•■, <//’ соответственно, и

i i , , . . . » j * * - » ? *"v/’

Мы допускаем и случай nv =о , т.в.

( j«  ) л *  (ji я ( / ';  ‘ ' V « / ^  У.у^»' * "  '<//’ »“ V *

Полиграф (J' ,7 ) назовем зг-замкнутым полиграфом, 
если для любых , (i1t •- ^  ,• '•
их произведение ij\, • ■ ■ , > -1 , ч г • *, ,/«, " • v/’ .

Замечание* 2СЛИ j = с то получаем обычный

граф, для которого X-замкнутость совпадает с транзитив­
ностью (18]).

В дальнейшем предполагаем, что все рассматриваемые по­
лиграфы -̂замкнуты, хотя будем называть их просто поли­
графами.

Поликатегорией типа ^  над полиграфом (3  J ) назы­

вается набор

4 = р;/.С. Я),' У /»V ; /
если
I. Каждой грани {'■ц" ' L/n̂ )€J  взаимно однозначно сопос­
тавлено непустое множество ... ~ О-мерной грани

( j ))• 4. ic/«
II. Для всякого и всяких <̂ /°, ° fc % .  ■. t'», одно­
значно определено произведение

^  jt V  с 4 ■ . , Ч ■ ■ • ’ 'Л ■
4u/

III. £ри для всяких ае,Яц...^

^  с е \ { ' выполняется равенство коммутатив­
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ности1
. л и* л » АЛ

iOjC (/^тс ß>) * t'fi' С̂Я-Х- с)ь (2)

JJUL ^  ^
1У. Для любых ^i/O, ^ V ,  <* €^... w ,  -‘̂ /  ое\ ‘ 4.v 
выполняется равенство ассоциативности

.м __4Г __ U. * V-, ._iTv
|(ЯХ */7L С * I ™  О), (3)

Мы назовем эти системы пояикатегориями типа €  , что­
бы отличить их от поликатегорий, определенных Я.В.Хионом[lOj; 
которые можно называть поликатегориями типа <*£ . Вели мы го­
ворим просто поликатегория, то понимаем под этим поликатего­
рию типа &  .

Пример_1. Цусть даны система непустых множеств М »
- и полиграф ( 7 ^  ). Для всякой грани
(■  • • / ^  / d ) € J  рассматриваем полные функции из декарто­
ва произведения * - * * ̂  с*, в .Л7 . Множество 
всех таких фунщий обозначим через . Значение
функции е. ̂ п р и  аргументах л*6 • * •, ̂  6 
обозначим через а . Длл декартова произведения
введем обозначение

jt{. > в /у- л ■" а м* ,

Операции ^ ,Jl-, * • • определим следующш̂ образом: для лю­
бых ^  * /» (f> °Л , ct & f f 4* , , 4-е f . произве-

, —“ I f f  , </}•'* î»v <f ’ Л ”Л А/ V С J . ; ; . . тЯИЯдение ^  ji ч - - такая функция, что
х, . - ^  (в* % 1 »4Ц . • - х, (^ ... хив(̂а j Д4)

для всякого набора (Д|У Ч1,... ' . ■ .
Обозначим 4 v -Jp

- j {J4i ;c ^  = W>J> 4, ■ ^

Предложение £Л. Система (Ml , ̂  J J является по­
ликатегорией, называемой ^ -симметрической поликатегорией 
над (J4i • t JJ .

Доказательство. Множества ^  и операции %■*
х2] ... определены так, что требования I и И выполнены.

* Здесь и в дальнейшем будем применять обозначение л? + if ~ 4 - 
. Множество *V“ натуральных чисел относительно операции 

® является коммутативной полугруппой. На множестве Ла-Л/’б'О 
операция ® является частичной, она не определена, если О
является пторым элементом.
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Пусть С<<1ГС>Ь , '

с 6 4, "-4^ произвольные. Тогда имеем
• # /И»© t““ i

°4 * ’ • L б'Я (aJC °ji s

= Л") ' ■ ‘ -*>. + </■-.* ' ' ' Xm,QV+f> -1 ' Х<ы*рт CJ~

- V "  Xb-№*"-xv«c,K w x«+r-i(***r'-‘ К"*?,.р~&)*-н91г+1>-“Хпф(>Льс 

и

Xf • ■ > З-гП&р&Ъ (tot &)] =

= Л», ii- х и^  (Х** • - > ^  с\ j хм +/П, • < • X^ ^ е у •»

~ a< ''JL*-nX4”'JLue«va)X4^-''X^ir.z(XÄvefr.-. Хт.9̂ гр-^Хт9г*р"Лжфр9$

ДЛЯ ВСЯКОГО Х ^ в ^ ф/г/, ) £  ц  - Wv4^+r bf-yi “ У/>*ы“'А-

Значит, частичная коммутативность имеет место.

Цусть tt £ -г*.V <xt-Pju . , . ,

с е “V  произвольные. Тогда

С(аЛи1)Я Cj

* J<-1 • •'■Xr.1L-X*.. Vtf/neüf®'1, <kliJv+ тфр хт*/>&ь-с

- %\ •• • —  ̂м+г-г̂ы#»"’”xu*'v'i+\-iCi)JLb0V-hn"'Л1/&тер*̂ \-*п1*1>
*'Лн <̂лехс-

■= Зц ' ' ' *̂  ►<'■-1 (̂44* ** ■ ' ' \|®ГЧ-/И -<t̂l/ Л<в> Г>/Н. ''̂ ■ЛЦФрб'Ь ̂  JC С J —

- _ и® |Л , I/' I 7
= ЭЦ --. Л. . [Ь'ЛОИ1 Mgрфъ 1 J

ДЛЯ ВСЯКОГО (Л /̂ •■■' JCm#pä»'v)tA<,/fc,r  • ' ■ уч -1 *1 • ■ - ' "  ^  •
Следовательно, равенство ассоциативности тоже имеет место 
и (Я:; 16 з) является поликатегорией.

Пршер_2_. Всякий полиграф можно рассматривать
как тривиальную поликатегорик}, если для всякой грани 

(-/>• •/ ̂ i</ ) t J  взять -{(ч, ••-, U i j ) }  и опе­

рации определить по (I). Полиграфы можно считать симметричес- 
кими поликатегориями на системе одноэлементных множеств,по­
этому выполнение аксиом III, И в них следует из £.1.

Под(поли)категорией пшшкатегории -4 
называется такая поликатегория ß * р, /, # 1... :^ лг; ;

что
1) U', JJ подполиграф полиграфа P,Ji , т.е.

и j'& J О J' , v . . . . . .
2) при всякой (ч,---, >J ) е J >
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3) для любых tL i.p, at ^  ; t't. jp 
а.Л £с- üj. -ju-i V'^ywV/*'

Подкатегория в называется левым̂идеалом пожкатегории
Л , если для любых иьр (р*о), аьЛ* . Ьелз.... ■

V  ‘ *»ц ' </* .у/*
имеем ^

аЛ  б /3, ...^ с,--* Ц/̂ , - - у/>

Подкатегория в называется строгим правым идеалом по­
ликатегории 4 , если для любых s- р (̂ >о ’ ,

«с ^“ » ^ •• v/> имеемЦ "  Vi (7,1/'
— Аг а А . •Ci ■'l' С ••‘JU'I Ч ' •' *г»туи-м ' ' ’j4f> .

Подсистема ß (выполнены условия 1) и 2)) называется 
правым идеалом поликатегории А , если

L h 71 L • JJ<=

для любых ^ ‘■ с'л' - , , *■ e *ji "yp . В даль­

нейшем будем обозначать ,
i.,Z< ...lf.TSc,.l;Z1ik Z  [■■ (5)

Поликатегория, которая является одновременно левым и 
(строгим) правым идеалами поликатегории Д называется (стро­
гим) двусторонним идеалом поликатегории Д .

Идеалы тривиальной поликатегорш будем называть идеала­
ми соответствующего полиграфа.

Заменим, что в произвольной поликатегории 4 =
= (.7 у А ^ ^ . ^ % )  произведению элементов соответствует 
произведение наборов индексов как̂граней полиграфа, т.е. для 
всяких <-> if3, а 6 4vv , произведению
иУС^ соответствует произведение

( Ч ' ’ ‘ ' ^  J1“ ^  (<■» I " ’ Ji*1 ̂  ! ~ Lj * ■ "' Ju">. S . .l*h I Ju *1 > 'Jp > I

Из этого следует, что если *э в('-7?. 7' (?r i является
левым, (строгим) правым или (строгим) двусторонним идеалом 
поликатегории -4 = р у, } , то (J 1') яв­
ляется соответственно левым, (строгим) правым или (строгим) 
двусторонним идеалом полиграфа (J: 1 ) . Верно и обратное, 
если [ l ' j 1) является левым, (строгим) правым или (строгим) 
двусторонним идеалом полиграфа ' .1, ]) , то система
1 / ”7 ̂ 7; тг )
h - I ^  ' 11 ■ г является соответственно левым, (ст­
рогим) правым или (строгим) двусторонним идеалом поликатего-
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рии А ” (7- ], £̂4..сы , ~) . Значит, для того, чтобы ха­

рактеризовать все идеалы какой-то поликатегории, надо найти 
все идеалы соответствующего полиграфа.

2. Левые идеалы слабо полных полиграфов

Нахождение всех идеалов произвольного полиграфа не яв­
ляется легкой задачей. Но для некоторых полиграфов идеалы 
получаются просто. Например, для слабо полных полиграфов . 

Полиграф (J, J) называется слабо полным, если
Множество

?U) J) JS/ol Jnvf Ф} (6)

называется спектром полиграфа (JjJ) •
Предложение 2.1. Слабо полный полиграф вполне опреде­

ляется множеством J и спектр«* Я . Он содежит все на­
боры из 3 , размерности которых содержатся в Р.

ДРМзательство.. Цусть + Ф, т.е. существует хотя
бы одна грань <ц;. ••, ч*,; j)* • Тогда для любой гра­
ни имеем

(it; 1«№ ,Л(Ч) - • l\-

Следовательно, либо 1™,' ft и не принадлежит £(1, JA, 
либо ^  £ Р(3}J) и j 'rv+l . Слабо полный полиграф 
над J со спектром '? обозначим через [Р; 3J .

Предложение 2.2. Спектр слабо полного полиграфа являет­
ся подполугруппой в [X, ®) или совпадает с одним из мно­

жеств {о,*})
к̂а̂телсьство. Цусть (3; слабо полный полиграф 

ж Р ( 3 , д> .Тогда 1 * З п "  , 7 * } Г <

и обязательно существуют грани [Ц, • • ■, ь* iju ) , 
уп ..., jf,; 4.) (u. tp) , к которым применима операция

и • . «,
b) s У t) • • • )jx-t ih >' ■ ‘ > "" I )̂) (7) 

т.е. rrv&pt P(bJ) и является подполугруппой
[К ; ®) .

Спектром полиграфа (J. 3 О У) является множество 
По предложению 2.1 нет иных слабо полных полиграфов с этим 
спектром.

Цусть 0,1V е Р[3, j), *v > 1 . Тогда ПО (7) при т, = о 

получаем
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.*(0#*)...)) = I e pp. 1) t
I I J

А из 2, m^6tP Ü ) 1) следует 
/tv © 2. « т 4 € P(J; j)

Следовательно, из o,>v e P(3ij)f ̂  ,j следует P(J}])-JVe.
В общем не является подполугруппой {К, 9):

хотя грани размерностей ^  ж р to существуют, может не 
оказаться граней, к которым применимы операции. Например, 
пусть J * ) ь i , J »{(:; t), * у; *Ь (L>L) (<-,j; *)>lj,sH 
(j J  , U  5 . Спектр Я( J. J )* {i,L У не является «-под­

полугруппой, так как 2 » * *з4 •
Из предложений 2.1 и 2.2 следует, что существуют толь­

ко два слабо полных полиграфа с О-мерными гранями: (J, 
и (Р, 3) .В этих полиграфах идеалы, состоящие только из 
0-мерных граней, назовем тривиальными, остальные нетриви­
альными.

Предложение 2.3. Все (Л, 3') (где ф f У с 3 произ­
вольное) являются тривиальными левыми идеалами полиграфов 
U> зи!г) И и , J).

Утверждение следует из того, что 0-мерная грань не мо­
жет быть правым сомножителем.

Предложение 2.4. Единственным тривиальным правым идеа­
лом полиграфов (J)^j и p j J ü J * )  является Р,3). 
Этот идеал является даже двустронним.

|рказаганьство_. Из равенства

—  1 w ; 4) = (4),

верного при любой (Ц, • ■ - >ч*; k >6 J {̂ >o)t следует, что
(j; V является правьм идеалом в 3) . По предложению

2.3 (J, J ) есть также левый идеал. Единственность следует
из того, что если (I) принадлежит правому идеалу, то в
силу , (

{i)K4(i, * 1&)

для любого 4 fc Л правый идеал содержит все О-мерные гра­
ни.

Для (J , J О У) понятия правого (двустороннего) идеала 
и строгого правого (строгого двустороннего) идеала совпа­
дают.

Предложение 2.5. Собственный строгий правый идеал пол­
ного полиграфа ( J) не содержит О-мерных граней. Пол­
ный полиграф (J( J) не имеет тривиальных строгих правых, а,
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следовательно, я тривиальных строгих двусторонних идеалов.
Доказательство̂ Предположим, что строгий правый идеал 

\Э\'У) содержит О-мерную грань (L) . Для произвольной 
грани (ц,; ч*; j )  t l  и грань (i, ч, j)± j  . В си­
лу требования строгого правого идеала, ха (ije /  следует

(I,j7t1 (<.; ц, «ž . '*•/ ) - (н, "•/

Значит, ^ = Õ ж совпадает с (J, j; .
Для исследования левых идеалов введем обозначения: че­

рез fi\k) (Jp(fc)) обозначим множество всех ( а-мерных) 
граней множества 7 , которые имеют концом элемент £. , 
а через 0 ^  (£) обозначим множество

Г  > J  - Гл ( 4 } = {(i,, ■ ■ ln ; i  Ц сч,..., 4. и П  (8 )

Цусть задан слабо полный полиграф ' Р  3) , Выберем 
произвольное непустое подмножество 3* Я 3 и для каждого 
К С по одному идеалу в . Обозначим

« 4 - Ц ;  & (г J * }  Ш
3 V * A , P ) i U  и  (9)

^ fc У
Теорема 2.6. Все полиграфы oi. Pjj являются

левыми идеалами слабо полного полиграфа ( Р ; J у «Все левые 
идеалы без О-мерных граней в ( JJ имеют такой вид.

Дрказатежство.. Цусть задана пара (J, J(3*,*C, Pj) 

Сперва убедимся в том, что \Э Р)) содержится в
(р. 3) » В силу того, что J С J и с Р при каждом

k t j *  • ш е т  4
и и , Г  и  j  IM - - U J  .

I* « 4  te-J я tt ne '
По предложению 2Л слабо полный полиграф (J ; Jj состоит 
только из всех граней всех размерностей из ?

Покажем, что [J, 7 {^xlX,Pjj является левым идеалом в
( Р; 1) . Цусть <я- <//v t с [ji / ■' ,'jjp; <: j t с. j 9 
c J  { 3*r P ) и ' Ц , w ;  1 <£■ if P  ■ -> I , /п> с Я про­

извольные. Тогда A t: JT и ч с «С . По предположению ^  
есть идеал в (Р, & т.е. из -*v е Р г £ f a *<?.) следует 
^  ф [I t 4  . Тогда по формуле (9) !/, ■■■ . j u - ■ ■ 
.-■..jt, Ь) £ J  (3* £ Р) и произведение

1 и1,..., з-л1 I jv IJZ [ j I, - - ,ji>; £} - (./j , ■ " -J“ ■' • 11 / ' ‘ . 'л' 'Jh‘1 * ,jj>; £ ̂

принадлежит • в СИЛУ произвольности этих граней
мы показали, что 'J. удовлетворяет требованию
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левого идеала.
Наоборот, пусть (У, j ) произвольный левый идеал без 

0-мерных граней полиграфа (Я; Jj . Положим

fwft}, 4
Каждое *■ Ф при кь J* и является идеалом в I ̂  &) 
В самом деле, пусть Р t<lk, ™  t Р [р, *о) произвольные.
Тогда существует , • • • ; &)€ ̂  (к) . По предложению
2.1 полиграф (Р) 3 > содержит при nvt Р все грани из
3 'v w 'f, в частности 1ч , • ■ ■ # ) < Тогда по условию 

левого идеала

(ч / "  'Jr )

Следовательно, r,v *p-i = m  e f> t
По выбору к (6 fc имеем

? Ч4. 7'<*>; 4 . u  j ]'«(4; - . 4 . Ukt Э <J kt 3 £fc-7 c ^
Убедимся и в обратном включении. Если р £ J
произвольные, то (£.)*- <р и содержит хотя бы одну грань 

(/</■•-,</> ; i ) . Так как [3', ] ‘} не содержит 0-мерных 
граней, то р *■о „По определению слабо полный полиграф 
[Р1 3) содержит J" . Следовательно, по требованию ле­
вого идеала

(■ч,) < I к' ■ • ■ (у ф) ■Jr
принадлежит ]р [к) для произвольных СЛ) ■ ■., у ь ^ . 
Значит, О'0 (кj c jp (i.) и J с J 1 . Полученное 
равенство J *  J  (J*, </r P) завершает доказательство теоремы.

Следствие 2.7. Все графы (J, J * (где ф -ф

f .7 с. J произвольное) и только они являются левыми 

идеалами в Ц З2-).
Доказатель̂тш. Спектром полиграфа (3 1") является 

множество -(I). Поэтому £ = { i }  для любого 4 е 7* . 
Следовательно, ^

Утверждение является частным случаем теоремы 2.6.
Следствие 2.8. Нетривиальными левыми идеалами в ;̂7, Зо 

и ,]- ) являются все полиграфы (3 ^ и  <; 3 \ 0, )> (ще
0 *  3; с j* с 3 произвольные) и только они.

«Цоказательсхво* Спектром полиграфа (3 f f и JZJ являет­
ся множество [с, {) , а идеалами в (К, у} tf y являются
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[о ) и {о. О  . Если считать Лк а i°, у) при ž t if 
и при , то J *Ü (Jx ji) =

- V .J* J., {ot l}) • Следовательно, по теорме 2.6 все 
{X являются левыми идеалами в (J, 0 и Г )

Цусть [o', 7 ! произвольный левый идеал в (J, J и Ĵ J . 
Из для произвольного Le 3 'следует

т.е, ji для подходящего и J, <9 Jc - J * . Зна­
чит, произвольный левый идеал имеет указанный вид.

Демма 2.9. Частичная полугруппа Мб. t?j не содержит 
собственных левых идеалов, кроме тривиального идеала i'01 .

Доказательство. Множество является левым идеалом
в силу того, чтр операция не определена, если 0 является вто­
рым элементом. Если левый идеал с£ содержит m, ̂  о 9 Т0 
при ИЗ Ъф 1 =-гъ >-1-1-П; для ВСЯКОГО 4- £

следует X  - . Если л -> ̂  , то

С'6>(... ■) = I в -X.
) раз

Лемма доказана.
Введем обозначения

jit) - J  3(Ji) * U  3 d -). (io)
' П\ШС ' С t •/; _

Следствие 2.10. Все полиграфы (J Jj uJlJ.,)) (где 
fp t  J1 ^ J , 7, с J \ J1 произвольные) и только они явля­
ются нетривиальными левыми идеалами полного полиграфа fJ, Jj.

ДоказательствоА В доказательстве теоремы 2.6 мы пользо­
вались собственно только тем фактом, что все являют­
ся левыми идеалами в ' Р 9 ) . Если считать - Лс при 
4= Ji и при k-bJz и 7*^ ],, и , то 

7 и 7(J-) -1{J* £■ л-1 и по те°Реме 2.6 полиграфы 
(7 7, являются левыми идеалами в (7, т")

' Если (7' Т) произвольный левый идеал в (0,.]! , то 

из (/, , • - 7»> Ч Ö * О ДЛЯ любых .TV с V сг .7

следует (ч, ), lj* ), - ■ ■, U,;* J , откуда получим

'■Ч)' '> J* |Л"*' ■' [j11 "  '■■!?■ = I‘r - *■ • Ä)fc/

т.е. ~j'(k) * J (к) как только ё J  X ) ± i ! t)) . Значит, 
(7' ]'l имеет указанный вид, если считать Д = /<- е7| 7 /4; -

- {Г*0.}} и 7, *■ { 4  е J/ 7 VfeJ = J с'̂/) .

-40-



3. Правые и строгие правые идеалы слабо 

полных полиграфов

Множество J образует относительно операции

( Ч  ;  • , L>n ) (Ji ) * ' • ujp ) Ä  ^  , '  ' ‘j 1 , ■ ' ' ,Jp )

полугруппу. Если одноэлементные наборы (ij отождествить со 
соответствующими элементами i <=. J  , то 7 является сво­
бодной полугруппой со системой образующих 7

Спектром Р(Х) подмножества X <= 7 считаем спектр 
полиграфа [J.X) (не обязательно ж -замкнутого), т.е.
Р[Х ) * 7 (7 X) (см. (6)).

Пусть р > 2 есть натуральное число. Непустое подмно­
жество X  £ 7 называется p-идеалом в 7 , если из

(1] Г Ч :̂ ) е Х  следует

ijü •'' Vju-|)K "•> J'"  ‘ ’> 'U;j’<H/ • • )t X (11)

ДЛЯ ВСЯКИХ i p. J1I ■ ,jf> £ J

Пусть г  произвольное подмножество в Л‘э . Подмножест­
во X  с .7 называется 9 -идеалом в 7 , если оно являет­
ся p-идеалом для каждого о ,> I из Р  »

Лемма 3.1. При 2е Р Я-ддеалами в У  являются все 
двусторонние идеалы свободной полугруппы J и только они.

Доказательство. Цусть X  с J является двусторонним 
Идеалом свободной полугрушш и р г. г произвольное из Р , 
Тогда для любого (ц, X  и любых /7; • л,, ...
. .., ; с Т произведение ) * - ■ {j« -i)( ч 4n)(ju J) .., 

ij ) 6 X  * т.е* -X является. p-идеалом при любом 
P ^ i  из Я.

Пусть X  является р-идеалом и 2 t Р , Тогда из 
' и,. • •., ч, )gX  по (И) следует {,/< )(ч, ■- ^  )£ X  и i'^r"
* - • 1 ̂  ) C/i ) t Я’ для любых образующих jwt е 7 
Тогда для любого ’ , • - • ,ip j е J имеем ^ ,, * - j (ч > • ■ ■, -

= У1)■ • * 11™ )е хи(Ч• • ' ' >'‘'•44V )• ■ • Ы **
Для'произвольного полиграфа [7, J ) обозначим через 

(-7, J) множество всех начал граней из ^ т.е.

Je (7, ij (12)
^ 4 %

* Теорема 3.2. Если X есть P -идеал свободной полугруп­
пы 7 и 7;л I +1 s Р , то (J,XOJ является строгим пра­
вым идеалом полиграфа ' Л 7 j . Если (J 7 'j произвольный
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строгий правый идеал без нульмерных граней в (Р/ J) , то 
Л =• X  является 9-идеалом в J , Р(Х ) * - 1 с Р

и (Jj/j = (3, к « Р ) .
Доказательство̂ Цусть X есть P-идеал в 7 и 

Р{Х)-п <= Р . Множество ^  a J состоит только из гра­
ней, размерности которых принадлежат ? . По предложению

2.1 полиграф (Р; 0) состоит из всевозможных таких граней. 
Значит, < (Я; 0) ,

Покажем, что [3, X *  3) является строгим правым идеалом 
в (Р; 1 ). . Возьмем произвольные (•'*,•■•/ ̂ ; у« ) бХх j t 

и из .Тогда
(£,,..t̂ v ] е X  и p t P  . Если д=-7 , то 

(чу ~Р[J-1) = (ч, • и; 4 JC *7 .

Если ^ г , то по условию (II)

(у I;'-- V </&-•/ /Ч , * " / ‘УП-̂-м f ‘ * л//5 ̂ ̂  X

и по определению операции -л"04

(Š, •• •, hn.'ijb.lfi (ji / * " ijp I k)- iji, •* 7 'J? >

Значит, (J, X  * J) является строгим правым идеалом. Заметим, 
что (Э,ХхЗ) не содержит О-мерных граней.

Цусть (?', J'j есть произвольный строгий правый идеал без 
0-мерных граней в (Р, 3) . Образуем X ■=■ х  [ j 'j ') . Тогда 
PfXj-H-a P U 'j 'i S  Р . Докажем, что (jj j ’) » (3, J<> j) . По 
опеределению X  получим; что J ' <- X  * J . Берем произ­
вольный / Ск ; 4; е ■* * 7 »тогда ( ч , " - / ‘т ) е Х  и 
по определению X  существует j е J такой, что

J' . Так как (jjk ) e ( p ’ j )  (по опре­
делению слабо полного полиграфа), то

(if } • • • ; jj ) К (j ■ k.) - ( Ч ) , k ) Ь J  .

Мы получили обратное включение ^ ЛН 7 ;. Значит, 
j ’= X x J  И З1 = J , т.е. [J1, J ’} » Р, Л A 3) .

Проверим, что X  есть Р  -идеал. Цусть { ч , ' ■ ■Р'-т ) о,

€ X , * /V ž 2. из Р  произвольные и взяты любые J u "  '

. -.,jp £ 3 и ^  '#/3 • в силу - (3, -к* Jj имеем 
( w r - ) S ^ )  € 7'; а по предложению 2.1  имеем , • *

• • • ,ь у 4 J £ ) Щ>и л®00“ е J • . ТогДа по ус­
ловию строгого правого идеала
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и по построению X. начало этой грани принадлежит X  . Это 
означает

1 ^>^-4) “ ' ф ) ln>)(j4-4 (//Jt

Значит, является -̂идеалом в i .
^Следствие 3.3. Все графы (3 ,3** 3) (где cf> ̂

± 3 <г 3 любое) и только они являются правыми идеала­
ми в (3, 1“) .

Дш̂ательстао. Любое непустое подмножество J
является {'if,-идеалом в 3 , так как условие (11) отпада­
ет, И P(3*J +  1 » {* Jr .

Следствие 3.4. Все графы (C7,-7*Ajj и (J, JU iJ*x7)) 

(где 0 1*= 3*Я- J произвольное) и только они являются нетри­
виальными правыми идеалами в [З .З и З ") .

Доказательство. Любое ф * J является -идеа­
лом в 3 . Поэтому для идеалов без нульмерных граней утвер­
ждение является • частным случаем теоремы 3.2. Отметим, что 
если из правого идеала (з\У) Я 13, J U 3 Z) выбросить все 
О-мерные грани, то получится снова правый идеал (J*, ), 

имеющий по следствию 3.3 вид (7/ 3** 3) . Если Ф ,
то существует \1) 6 J' . Так как [i,j )ь 3е , то 
[I j Z 1 (i ,j ) - (-j ) е для всякого J  ь 3 . Значит,
i' = j и - {3, 3 и13\jj).

Следствие 3.5. Все полиграфы (3 ,Х  Л 3) # где X  дву­
сторонний идеал свободной полугруппы J , и только они явля­
ются собственными строгими правыми идеалами полного полигра­
фа 7 , 3 ] .

Доказательство̂ Пусть J  J,j') произвольный собственный 
строгий правый идеал в [3, 3 ) .По предложению 2.5 идеал 
(J ',J ') не может содержать 0-мерных граней. Из 2. t 

по лемме 3.1 следует, что -̂-идеалами в 3 являются точ­
но все двусторонние идеалы свободной полугруппы 3 , Значит, 
утверждение вытекает из теоремы 3.2.

Для исследования правых идеалов введем следующие понятия. 
Цусть р >, L есть натуральное число. Непустое_подмножество
X  С 3 ( называется р-подполугруппой в 3 t если из 

, lfm ), ■■ ■ > всегда следует

t •" • j uî 1' ■' > bfi ’ ‘ '■■'> ^ ̂  (13)

Заметим, что 2-подполутруппами в 3 являются точно все под­
полугруппы свободной полугруппы 3 . Цусть Р  <с Л'. . Не-
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пустое подмножество F t J называется Я-подполугруп­
пой в 7 , если X является р -подполугруппой для лю­
бого р ž I из Р  .

Лемма 3,6. Если 1 е Р } то Я-подполутруппами в 
J  . являются точно все подполугруппы свободной полугруппы 
J  .

Теорема 3.7. Если X  является Я-подполугруппой сво­
бодной полугруппы j и Р(Х1 + /1<̂ Р  »то ( J,X л J) являет­
ся правым идеалом в (Я; Jj . Наоборот, если р' J') являем­
ся правым идеалом без нульмерных граней в ( -,э, 7 ) , то X- 

а я. (o',?■) является -̂подполугруппой в J  ,
p ( - * ) i " 1  С Р  И \ 3 ' , J ' )  ~ ( J  Jt +  J j  .

_2о|̂задельствр, Цусть J является Я-подполугруппой 
в V и Р(*) + 1 с Я . пара (J, содержится в
(Р ; 3) так как по предложению 2 .1 (Я, -7; содержит все 
грани, размерности которых принадлежат У  , в. X  л 0 сос­
тоит только из граней, размерности которых принадлежат 
? (Х )  + 1 й Р  .

Покажем, что [3, X х 3) является правым идеалом. Цусть 
заданы любые [ 1 ц [^p-'if^p'tjp^X^J , k. ^ э 

и ре Р (р > о ) , т.е. е х  .
Если а> -1 , то для всякого к е. 7 имеем (сП/-

Jl1 (j4 , k )  ~  ( 4 1 I t/*V, ' 6
Если p ^ 2 , то no (13)

* ■ * * j с X
(41 j • • - / Lim, I I Lpi I py

и ' 1 * . ‘"f 1 I . ; «
(Ц-1, " '/ >(fi ) Jl- • • * (y/,v" / f J p ) jL / " ' ' (fr* I ) "

~ (4l, ■ ' *4*1., < •"/ V’1/ ' ‘ ' ' ^ ,np / & ) & X  * J.

Значит, (J X* является правым идеалам. Заметим, что 

(3; X  * 3) не содержит 0-мерных граней.
Пусть ) произвольный правый идеал без О-мерных

граней в ( Я Jj . Образуем -К-Je (O', j ') . Тогда P(7£)t 

■+1 = и равенство [31, V ) ~ [ 3, к * д) до­
кажем аналогично теореме 3.2.

Осталось показать, что .7< является 9-подполугруппой 
в 3 . Цгсть (Л,, t ̂
из Я» произвольные. В силу равенства j ‘) - (3; X  * J) 

для любых и) ' tjj> ̂  ̂  имеем l 4 i / / j t )i ( ^ p i  > " ’
■ ' ’ /ifhytdp) <= 7 . Поскольку p£ P  , ТО (//,'■
• • • * if, ) &■) С (Р ; J ) . Тогда по условию правого идеала
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=■ ( 4 1 ,  V •' c1"l1 > ■• * / lf>\ ; ‘ • ' ) y i*y , , k ) L ' j '  
и \ 1̂1) ‘ i > p̂i I I  ̂̂  ^  • Значит • ЯВЛЯ6Т*“
ся 9 -подполугруппой в „7 .

Следствие 3.8. Нетривиальными правыми идеалами полного 
полиграфа (J. Т) являются все полиграфы (0.3O J j  и (J.

Э ü(X* 0 ]; где JC является подполугруппой свободной 
полугруппы 5 , и только они.

Доказательство. Если из произвольного идеала С V/J' )  

полиграфа (э, -7 j выбросить все 0-мерные грани, то получим 
опять правый идеал полиграфа (3 , 3 )  . Значит, по теореме 
3.7 и лемме 3.6 все (̂ ,'Х'* 1) , где X подполугруппа в 

j , и только они являются правыми идеалами без 0-мерных 
граней в Р, 3) . Следовательно, (3,, J ,\JZ) тоже имеет 
такой вид. Из ( '̂ ) t 'Jl следует, в силу (С ■ J ) е 0г) что 
при любом у е J выполняется

( u }./L (с ) - (у j fc f

т.е. Jj = J . Значит, произвольный правый идеал с нуль­
мерными гранями имеет вид ' 3/ J и (х л v) j , где X  под­
полугруппа в У

Покажем также обратное. Цусть задан полиграф 
где X произвольная подполугруппа в J . Пусть (j., •• •,#; М*
€ 3 \ Jf числа pf< ... 4* р + о и взяты произвольные 
элементы J

'' v/v*' / ̂ Ч1/ “' ' '1 J pJ у p s  1 /' ''
Тогда Si, -
Имеем

ijpi *** ‘ " 

'(jp)^ (jl/* f ̂ ) * Off/* "/ /

Рассматриваемое произведение при ^ равно f 4 Д j ; '
а при v> o  принадлежит Jt' д J , ибо ...

• 4 • / 4* /' ‘ 'j ' w n j  £  , так как /  - подполу­

группа в 3 . Следовательно, ( Ji J ü [X a J)J является пра­
вым идеалом в (j Jj.

4. Левые идеалы симметрических поликатегорий 

Напомним некоторые общеизвестные понятия. Цусть
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произвольная. Образом функции а. называется
множество

М* 3**1 ■»•*»,%; K - ‘v * ^ eyV ' 0 -

Эквивалентность fa на , определенная прави­
лом; ta, , - ■ v J»») fc, (jrf/' •■,**) тогда и только тогда, когда

г1 *•' * « * • # •■ •>* * /  
называется эквивалентностью, индуцированной функцией л.'.

Класс эквивалентности по _р , содержащий набор х̂7)" * 
...у г,«,;, обозначим через Г-х», . Через
^а~‘# обозначим полный прообраз элемента yt Mj , т.е.

уС1 = ■• • / **) С Л;,.. lxr .. х ^ * у},
-■f ^

Явно, * 0, если ^ € Мои . Все элементы из у, а. 

называются прообразами элемента у при а .

Кардинальное число ^(а) ~ ityy/t>Ct \ «/ /vl«J называвт- 
ся рангом функции о. .

Свяжем с каждой функцией множества производных функций 
следующим образом. Цусть •*"€- ... ;р , и = f*, и ±  р  . Фик­
сируем произвольный набор /.. . •, it и 

обозначим через '•')%<***, j функцию, определенную 
формулой

(Iй 4 Уи*’пл' ‘ ■ ■'>/}и 9ryl̂  sfr"

для любого '̂ 4, i^utAv) * * '*$•**?)bjMji :‘у»-ум*s»"̂y» Каж-
дое * ; J«.►*) есть элемент Б .
Множество всех функций ^ > “ '>%**#/* ) , получающихся
при данном и всевозможных / _1‘'/ j 6

обозначим через •■/U(Vl (£j . Множество
является̂подмножеством в •

При * с-' будет ^   ̂ .k.

Лемма 4.L Для данных функций* е fy-'jr • ^ е

fc -jj, • ■ •;« -* ч» - ■ • 4пм *' • V  существует такая функция
с е а ,'J что

и " *' ̂  . м
(15)

тогда и только тогда, когда

ги „ М £ Г и , 1 * } .  (к)

Д<шазател£>ст1Ю, Предположим сперва, что такое о су-
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шествует. Тогда С t шГ Пусть &  = ̂ (*i,*• ■, ** )

произвольная функция из 7 ^  /И . Тогда

'ž' - • " 7 -  V  • ■

#*<■<" **vc)j

дам всякого ( р г " ' У « ч > ^ > - - т*е*

; ^  (Л1 t "  ‘ * чХя1 .) “ Cv" (*1 ' ' ' ° ̂ ■
Так как а (х4 — :ио) € (aj, то включение (1б) имеет
место.

Наоборот, пусть даны «. и и выполнено (16). Дяя 
каждой функции а7 £ /!,,/«) выберем по одному элементу 
г С Л, так, что <*, = л ̂  ) . Построенное отображе­
ние обозначим через f  , т.е. положим <л} f = £ . Тогда

a'f^f J = -a,. (17)

Для построения о берем произвольный (-* v  ’'' Х/н е̂ J%  • - > L 
и образуем функцию V  ( )  ь J~Um (&) .В силу

-'чп - ~JU-1 (и ) , к функции ^ Iх ■ • ■ , х*\) применимо 
^ , Положим

Х1 \,с *m)Jf (18)

для всякого (х 1 , • ■ ■ I *■*)£ с̂, • •• ̂  • Проверим, удовлет­
воряет ли с равенству (16):

Vf • • • У»*р 1С*гМа.)ш^ • (Ju -

“ $  ‘ ‘ ‘ c’l (tSJ 

У'*"1 с/и*л1 ‘

ДЛЯ ВСЯКОГО { / ' ' ' I ^ ^  ■ • 'Ju-1 S  * ̂ (ju  *4 ' * Y/*
Цусть даны система непустых множеств N=(Ai^;ufe j) и 

слабо полный полиграф (Я 7 > . Симметрическую поликате— 
горию над и Jj обозначим через
vf (J4j ; t€ JJ , если С $  Р  .
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Обозначим через >£> ( X ) множество всех подмножеств 
множества X  , а через |Х| мощность множества X . Наимень­
шее кардинальное число , для которого с^> (М ц  при 
всех ь t J, будем называть весом системы ; i£J) .

Цусть заданы 3 и £ € .7*^
где каждое есть идеал в ['**]&)•

Семейство ^

f = ̂ ;V • • • ■ - V f t 4 /  * fc ^
называется £ -семейством над ( /v/( Р- , если

_
2) Ij I f для всякого j € * 'cf £Г/

3) из

*n, € г и (̂ j С J всегда следует

4̂ 2.1 * Ju-i 4 * - -"Jfr-'i ^  y/w4—  bjj*u"jfl4.

В дальнейшем все О-местные функции из У (it  J] 

отождествляем с выделенными ими элементами из множества 
j((t , т.е. ~ Поэтому при и ь JL ,

<* t Л- - Г  ' имеем a'(y)=ijcx и Т,л {«)_ = 
ž|2 е I ± Ма. Значит, множество ># 
является подмножеством в ß  ( М t ) •

Предложение 4.2. t-семействами над { NT { » Jj являются 
системы множеств F ={'Т^р (А,) ife. е J*} где фрЛ 3 и каждое 

Т* замкнуто относительно взятия подмножеств, и только они.
Доказательство. Цусть F = {.-Г*/£ £ является С -се­

мейством над (/Ч;{^ 7] . Тогда ’ £ ß(/*J -f3 {М^),

Множество содержит для любого Я ^ та­
кую функцию Г ЧТО (например, положим

^ при ^ t, Jfc и ^4^ *£ при у £ Л * где 
'ž фиксированный элемент из X  ). Цусть i с j £ 7  

произвольное. Образуем * и применим к 7~ и ^  
третье требование -̂семейства. Получим, что - V V -
- =• л принадлежит у- ̂  т.е. F замкнуто отно­
сительно взятия подмножеств.

Наоборот, пусть <=. ft 1 £ £ ^ } замкну­
то относительно взятия подмножеств. Тогда первое, и второе 
требования С -семейства выполнены. При Те г ^  ,
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^ c & из (&) й. 5 следует 7^ (^jfc * Б силу 

замкнутости относительно взятия подмножеств. Значит, F* 
является -6 -семейством над ( М * {*}, ̂  j .

Теорема 4.3. Существует взаимно однозначное соответст­
вие медцу левыми идеалами поликатегории [Mj j i£  7J и 
между всеми £ -семействами над (М ; Р, J) ,

Доказате̂ас̂в̂ Цусть F является £ -семейством ндц 

( М ■ jP’ 1) • Положим̂ ^

1 {а1 **иф " V - r «  " к ' и V>i

m H l p *  А,  Р ) , ^ - ф ( Г ) , 1 С ) .  (19)

Покажем, что 6 (pj является левым идеалом. Цусть

c t  ^ C т‘̂ ' Р' ^ Р  произволь­
ные. Тогда по (19) /„(«it ;«„•"> и в силу
яг е ^ по предложению 2 .1 ^ ц, .■., ^ £ (Р; J) . 
Значит, функция ^ = о£р а ■> _в̂сиду леммы 4.1, удовлетво­
ряет условию V,. ( ■ 6 ̂  ,f... L ^ t ...i и no 
третьему свойству С-семейства Х л ^ Щ * > ,

*" * • Te^epb no 
построению (19) функций 4  ^ ^  ̂  ., *4 ^ +,.. ̂  (h) и 
В (i~ J является левым идеалом. •

Наоборот, пусть & - ( ̂ /J 1/ w JL' есть левый 
идеал в У L4l ; ^*3) . Тогда fa1, } 1) является левым иде­
алом в (*?: 3) и по теореме 2.6 имеет вдц (J,7 ( 7* Pj) , 
где =4 -T,(3ltj l(kjji k с J*}, J*=-{ kbJ[J!(k)^ <fy% Положим

p (ÕJ (go)
Тогда для всякого 7«. 7^ , , ■у̂и~у«-м-* (ß) имеем 
■Гг 0~, (*J, где « 6 Jb i. . и !TI £

- I -Kl - й „ Проверим и последнее свойство: пусть
с 1/э. Lc у &

t j- ( -'«»и ( ̂ ) ~ >/ /  ̂ т.е.
~ - K i ( a ) . где ль -‘ju-iju+i'- ‘jp (по построению 
(20)). По предложению 2.1 из л\ 6 Р следует (ч,
■ - - , 1 ̂  i J ) £ ( 3) - Значит, функции а и ^  удовлет­
воряют условиям леммы 4.1 к существует функция с- t 

тш̂ая, что ^ ~ oz а . Но, в силу требования
Чу,

левого
щгеала, Р>- ... ц _ ,лг ,^м .. ' . Теперь по построению
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(20) даключаем.̂что ^ ^  • Ц/а*< • - (в), • • -

’■ ■/ (&). Значит, F{b)

является семейством над (М t Р ' '3) *
.Из дослеггнего рассуждения при /w«? ,

jfи вытекает, что всякий ле­
вый 'идеал содержит вместе с функцией ч;/*,,«-
все функции в из такие Г что .wty*
~ %Li[<x') • Из этого следует взаимная однозначность пост­
роенного соответствия.

Следствие 4.4. Существует взаимно однозначное соответст­
вие между всеми левыми идеалами симметрической категории 

(ЛС ; J] и между всеми системами подмножеств ~
- { T Lc p  (Ии JIL. € Л } замкнутыми относительно взятия подмно­

жеств.
Доказательство. По предложению 4,2 утверждение является 

частным случаем теоремы 4.3»
Следствие 4.5. Существует взаимно однозначное соответ­

ствие между всеми левыми идеалами симметрической полугруппы 
f  ( М } и между всеми множествами подмножеств множества 
М » замкнутыми относительно взятия подмножеств.

До̂затеж-ствол Частный случай следствия 4»4 при J-/<■}. 
у̂сть заданы подмножество J, с 3 и -G-аемейство ̂ -

"VP *u ̂  У// ^ e  ̂ над i/v/; Л'с; 3) и
произвольное 1 t 0 При n  >о образуем

[F J по формуле (i9h Если s то вы­
бираем тшс, что Гс ß<j ( t для всякого

Та . Если >' £ Jz t то выбираем I Fj,l Q -Н,-

произвольно. Положим

б ’а:л ) *(J, i u j ( j j ,

Теорема 4.6. Бее поликатегории вида б (rJ;v}; где 0*'Хс], 

f}j - £-семейство над (.IV1; Ak / 3) и X t J \ д1 

произвольное, и только они являются левыми идеалами, не сос­
тоящими только из 0-местных функций, полной симметрической 
доликатегории Jj ; <, ь J j e

До!̂ате̂ство. Цусть Ö » (3 J № .,. ̂ , л J произволь­
ный левый идеал, не состоящий только из 0-местных функций, 
в ^  [Mi ; L £ J) . Тогда по следствию 2.10 левый идеал 
U', T'J ~[3, 3L U3( 3,)) .Построим F(R>) по формулам (20).
В нашем случае /4 =-/4 для каждого к ь. 3.} t Аналогично
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доказательству теоремы 4.3 проверяется, что (*(б) я̂вляет­
ся -̂семейством над (М } М0 • 1) . Цусть Т~€ %  (Ъ) 

произвольное. По формулам (20) у » («J =Мя для некото­

рого а € (it  Jj -По требованию левого идеала
- уа. € ß

для всякого у € = / с. Значит, £ ß **. Сле­
довательно, 6 имеет указанный вид.

Проверка того, что Ъ ( F ) является левым идеалом, точ­
но такая же как в теореме 4.3, так как нульместная функция 
не может быть вторым сомножителем, а третье свойство б-се­
мейства применимо и при ту - о . Выбор /3Ä (F j при

4  t 01 гарантирует, что при всяких ^  = / с, а 6 
(F) (т.е. Ma = j~G. "f . ) имеем

5. Строгие правые идеалы симметрических 
поликатегорий

Цусть , •" / f v - эквивалентности соответствен­
но на множествах Х* , * • ■ , , Их декартовым произведе­

нием называется эквивалентность л ’** л J4 на -Я, х ^  
определенная правилом:
[xit • ■ (fi Л * “X pv) * ••, тогда и только тогда, ког­
да

•Х<М ’/ '"'■x^ ^ U n' (21)

Через обозначим эквивалентность равенства на Kj.

Дрма 5.1. Для данных <я€
^ ц • • * Чп̂«* *» ■ * jf существует в ^  ; <■ £
такая функция о , что

°  ( 22) 
тогда и только тогда, когда * " ’ , ft > ̂  € /} Ä

V - * " ' '  4 (23)

Доказательство.. Предположим, что для данных а. ж к' 

такая функция с существует. Тогда из (л1г ■ --, x )VK j уС( (xf,--*

' * • > ,xv*v ) шеи из х....ос* a *'■ *'«, tv следует

W< - V  •• ' fr ̂  Л»' *' ^  £
= ‘' " *тц)̂и+1 " '%j>c ~
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■и tji ‘ ''У'*'”* "" ’̂ 1' С/

9 $л-“ Я*ч* '’ • " "3? ^

ДЛЯ ВСЯКОГО (^ 1 , ^ч“,'̂ и*п ' " 1 $ р ) £  •* J v - i j u -ч “ ур.. Зна­
чит, (23) имеет место.

Наоборот, пусть для а и выполнено (23). На под­
множестве ® 6 MJ i • • - j p  I (г /Чес} определим 
функцию С при помощи формулы

■*-ju-1 где (а,,-*, *«)«̂ <*/(24)
т.е. х, X/v«. для любого («^ " ■ , £ { > )

Проверим корректность этого определения. Пусть выбран 
другой прообраз рс{; ■* • / *!и j t ̂  *, Тогда (л,; ,
• - ) f a  ( х \ ,  •-*, ̂  ) и ДЛЯ ВСЯКОГО ( 1̂, •• ч 2 * - 1 , у и ч , —

*'•,%{>)€ имеем

(̂ 1) *">Уи'1/хч, ***» *«*, ’"'Ц р “х V мЛ ̂ л V*+< х

Оттуда, в силу (23), получим

т.е. "
р - . ^ ч х ,  " j/«-» *< — $>*•

и значение функции определено однозначно для любого на­
бора из . На дополнении . •. •» \ £) определим о 
произвольно. Для любого , • * ■ , ) fe

£^.,.^Ц ...Ц и+«-*-# имеем по W) и (24), что

<Л*“С atyM — '"<?"V с “

Значит, равенство (22) выполнено.
Черев Ь (Л) обозначим множество всех эквивалентнос­

тей на множестве X  .
Цусть даны слабо полный полиграф (Я; , Я-идеал 

^  в 1 , где Я(Я j -И £  Р f и система множеств М -
* (Л|;; IbJ) с весом ^ . Семейство множеств

£ iwv "a *,•••, Чп)̂ ** j*

называется строгим v -семейством над У) , если

1) l,V - - 4n/yi<$. ЛЯ® воякой

2) дом любых Р< t ̂  * t̂ v , />€ Р (р > о ) ,
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?i * ? £ ̂ »• ju -1 ч • ■ ’ • * -jf> ' • Следовательно, выполнено
и второе условие строгого v -семейства над (М ; Р- J) .

Наоборот, пусть дано строгое v -семейство над (M/P-J)

t *{ I (ч t" ‘ , bn ) X*)-

Положим

4 - J P > 6 K - J W  (27) 

По конструкции ß[£ j не содержит нульместных функций.
Покажем, что Ц(5) является строгим правым идеалом 

в f  (& i ) t-fe Jj. Пусть a £  е е ,
и<р>' (р ?о) произвольные! Тогда ^  ^

%ir .. и по лемме 5Л эквивалентность ин­
дуцированная функцией £ = 1 1 удовлетворяет условию 
(25). Имеем еше iMj,,„:и.л ЦМ1.> ̂  /f*/ 4 ^  . 
Следовательно, р, 4 &  , > ' и по (27) по-
лучаем Я, {ef . этим мы убедились в
том, что /3 (£J является строгим правым идеалом в 
f?(M c ) U  jj ,

Взаимная однозначность построенного соответствия выте­
кает из следующего свойства строгого правого идеала 
ß ж (j X х J поликатегории i l it 3) : из

л е ^  ' * £ 7 следует,
что Д содержит все функции ^  такие,
что pt, -ра .В самом деле, по определению (Я- 3j 
содержит грань (j> &) , а из этого и из fi =■ fk по 
лемме 5Л (при  ̂получим,что и,
следовательно, ^

б. Правые идеалы симметрических поликатегорий

Для исследования правых идеалов сформулируем следующую 

лемму. >
. Демма 6Л. Для .данных л, <= *->, а/> е

t t  . ■ существует в f-j (Mc L&У
* * *‘7'“»  j* Р d

такая функция с , что
о,? /с4 - - - су, jz ' c  - (28)

тогда и только тогда, когда ^ ) bJ  и

fcu * ' х |су - У^, 2̂ 9 )

Доказате̂ствог Если
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''' 'У̂  ̂  /L л *•' ) ~

- (*11 Л~? Ui ) (Xfyl * ‘ ' *рг*р ар}С> “

= '1 * ’ $ртрар}с ~

~( у« “  .Of-jr/t ! - fr • -

Из этого следует, что равенство (28) влечет за собой включе­
ние (29).

Наоборот, если удовлетворено (29), то можем определить 
функцию С' сперва на подмножестве

следующим образом:
V* У*

• ' jfp С “ Х И ' ■ ’ *1*1, ' j "/>1 ' "  Х/>'уу> /

-/
где (-у, г --, *-рмр) е ^ а р ъ Корректность

этого определения можно вывести из (29) аналогично тому, как 
было сделано в доказательстве леммы 5.1.

На дополнении • ■ \jf 4 ̂  определим с произвольно* 
Равенство (28) проверяется непосредственной подстановкой» 

Цусть даны система множеств ; it JJ с весом <f , 
слабо полный полиграф (Я/ J) , а также !?~подполугруп~ 
па X  в Ь Taj;, что Р[3<) tl Q Р, Семейство мно­
жеств

- )! (*1, ’“/ 1#и ) 4 ̂  } 

называется 1—семейством над (м , Я; Jj если
1) ДЛЯ ВСЯКОГО f C i i t - . l *  ,

2)даш

j>e ’i (H in ...Y y )

и из

[f, X - X fr) с ^  < I (30)

следует ft* —

Теорема 6.2. Существует взаимно однозначное соответст­
вие медцу всеми правыми идеалами без нульместных функций в

тогда
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1̂А'"Х>*,А̂ Л л V~̂ ’ (25)
следует * * ,̂ a*1 ̂

Теорема 5.2. Существует взаимно однозначное соответст­
вие между всеми строгими правыми идеалами без нульместных 
функций поликатегории f ^ L c; t £ и между всеш строги­
ми ‘г'-семействами над •

Доказательство. Пусть 5 - (-7; ]; ̂ 4, ..^н ; # ) произ­
вольный строгий правый идеал без нульместных функций в 
f  i € J ) . Тогда (O', J 1) является строгим правым 
идеалом без 0-мерных граней в (‘Р; Jj и по теореме 3.2 имеет 

вид ( 3’,/j') * ( Л 3  л ̂  ’ где х  ~ ^  ^ ) является 
Р-идеалом в J . Положим

4 , . . . ^ ^  - { ? «  f ' K “e" v  - w i fcJA

£ »■( iHy- V"» )€ (26)

Покажем, что t (Õ) является строгим г-семейст­
вом над [И Пусть f>e 
произвольные. Тогда f* для некоторой 

<а, t . (l c  и, в силу Afa С >(! , имеем 

ч ‘
Значит, первое условие вьшолняется.

Цусть теперь ^ € , Р £ ^  (р > о ) и

ffc Ž (/Ч’т. • yu -1 ч  • W «  +i“ Jjr) произвольные эквивалентности, 
удовлетворяющие (25). Тогда f, = f.л для некоторой

А * 3|- в силу 1 ‘IV ~ > - v - - W « M - y /Л-Ч
и определения веса й , существует такое te  J , что ^
V е /-̂ 4 1 . Значит, в X t существует подмножество 
мощности Ч/ . Следовательно, существует взаимно однознач­
ное отображение у множества /У I 

на М' . Построим функцию \  по прави- 
ЛУ •

з-» ■" 9р ̂  ä (L ) • -1 Чп̂Л f I у

ДЛЯ ВСЯКОГО V̂-l I *' *' ̂ «pi елу г -"I- " ,if> - В силу
взаимной однозначности Y , имеем ^  = р . Так как вы­
полняется (25) и р t Р, то применима лемма 5.1 и функ­
ция ̂  представима в виде £ - f где с t 

fc ■ • iu -4jj им •• \ь ’ Поскольку В строгий правый 
вдейл, то ‘Ч- е и по (26) имеем

• • •/и-( с| ■ lm lu + 1 ••■/>/*
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[М;Р; JI
йр̂затежство. Пусть ß - -6 ff... ̂ , ЯJ ггроиз- 

вольный правый идеал без 0-местных функций в f  jiH' • ’<= jj. 

Тогда (J;, J'J правый вдеал без О-мерных граней в (Я;7; 
и по теореме 3.7 он имеет вид 1 где

является -̂подполугруппой в J .Пост­
роим £ (в j по формулам (26). Тогда первое требование 

v -семейства для £ [&) выполняется.
Проверим второе условие. Пусть у* € •

КР, - ГУ. рер lp >о) I ре 4
такие, что удовлетворено (30). В силу неравенства
I -Мц,,. .. ̂.у, /у I < ^  и определения веса получим (также, 
как в теореме 5.2), что существует взаимно однозначное ото­
бражение у  множества J% "  ' t f на некоторое 
подмножество множества при подходящем L е J . 
Построим функцию с по правилу

-*-]1 ' ‘' x prv\p ^  хр'у'р ] у .
Аналогично теореме 5.2 (только с применением леммы 6.Г 
вместо леммы 5.1) получим, что - arJifc } где

fr - ;) Чр - fey.- По требованию правого идеала принад­

лежит ИП0^ 6) ? €
Наоборот, пусть дано '̂-семейство 

£®{Ьц-" ̂  I } над . . Построим /Э(£)
по формулами (27). Цусть • (£)..., < ,̂6

и и 41 4*1 и г
с/у? . (Е) n fP  t t f  • произвольные. Тогда

W4  * “  ’ 1 Г I л ii ’ ' ip
функция ар к  о 4 по лемме 6 .1 удовлетворяет
включению (усцл ' ‘ • х ^ . Кроме того,

- I ММ 4 1Л*1 <С1

Так как ^ 4  I v W " '  f V *  Ц* — *<y> 10 Jt
удовлетворяет условиям (30) и по второму требованию ■г-се­

мейства т»е* ^  * 
Значит, В (£) является правым идеалом в f )~'(j4i ' i £ 3 ) .

Взаимная однозначность построенного соответствия дока­
зывается аналогично теореме 5.2, только с использованием 
леммы 6Л вместо 5.1. А это возможно, так как при о = <•<■* 1 

они совпадают. ,
Демгла 6.3. Все системы множеств ь « \ ^  ‘г. ЬIЯ„) j ̂е J, 

где j,cj и каждое к замкнуто относительно взятия над-

J) и мевду всеми v-семействами над



До]̂атшЕьство_. Все такие системы являются г--семей­
ствами над (М; }; 7) , так как первое условие выполняет­
ся автоматически и второе условие выполняется в силу замк- 
нутности относительно взятии надэквивалентн остей. Наоборот, 
если В ={ ti) I £ J'i У является г-семейством над 
(,'VJ • { 1 }; J)} то для любых р, е ^  и JO вы- 

полненые условия второго требования. Следовательно, 
и система £ замкнута относительно взятия надэквивалент- 
ностей.

Следствие 6.4. Существует взаимно однозначное соответ­
ствие между всеми правыми идеалами симметрической категории 

Шо ; I fe J) и всеми системами множеств Е e { k  £

(it J,3- где каждое l i  замкнуто относительно взятия над- 
эквивалентностей.

Дока̂тефствр, По лемме 6.3 это утвервдение является 
частным случаем теоремы 6.2 при /"О.

Следствие 6.5. Существует взаимно однозначное соответ­
ствие между всеми правыми идеалами симметрической полугруп- 
пы У (М ) и мевду всеми множествами эквивалентностей над 
№ , замкнутыми относительно взятия надэквивалентностей,

5оказатеда>ство. Частный случай следствия 6.4 при 

7 * { i' ) .
Предложение 6.6. В полной симметрической поликатегории 

(Mi • leJJ существует взаимно однозначное соответствие 
между всеми нетривиальными правыми идеалами, содержащими 
нульместные функции, и между всеми -̂семействами над

Доказательство. Цусть в = {3\ J \ ,к ) правый
идеал с G-местными функциями, но не состоящийся только из 
0-местных функций. Тогда { J ;J правый идеал (притом 
l'0 ф } в (J, J) и по следствию 3.8 имеет вид Р', JJ- 

'= (J, J U (Л х JjJj где является
подполугруппой свободной полугруппы J .

Если из 6 выбросить все О-местные функции, то полу­
ченная система

ß'-(j X * J , &  . • , ТЧ4 ' I • <-vn 1

является тоже правым идеалом в L ^ ^ ) и по тео-
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реме 6.2 ему соответствует взаимно однозначно г-семейст­
во над (М; К ]  3) , построенное по (26).

Отметим, что если правый идеал ß в A  [Mi; I е J) 

содержит 0-местную функцию ^ t Mi , то 5 содержит все 
О-местные функции ( б отмечает все элементы множеств 

, ке 3 ). В с|мом деле, по определению (Р ■ Jj со­
держит ( С ■ к) и обязательно содержит для любых 
г е , -4 е О такую функцию а е / * , что чо. * г.. 
Тогда по требованию правого идеала

Значит, для любого ^  J .

Следовательно, из правого идеала без 0-местных функций 
можно получить снова правый идеал только тогда, когда при­
соединяем все нульместные функции над (Mi ; L € J j . 

Покажем, что из произвольного правого идеала & = 

z ( J/ К к Jt нульместных функций в Õ «= Ь
получим при помощи такого присоединения снова правый идеал 
в :Pj (J\ ) i е J) . Ify-сть e>' * (3, J U (Хл e(f...
где Jbu.= M i для всякого, üej. Возьмем произвольные

е V м' 5 J% + < i " ’' е \ С1 >

*1> € MJf>' с е Ж "к Ь>0) * фУнкция

1з44Я,4...'ЛцЧя!*‘а1 ,«-№■-ЛрлЪ (3£)

принадлежит i, • При С * О из•fl vrtl̂

или из

x ii ’ ‘ 'X-imfi finfh * ’ * / * V  " х1лц 

следует по (3£) и (4), что

-it, о(̂ -f •” JC1r*la4)C*‘l>1 + 1 "* •••

= ‘^ H ( ^ r *‘̂ S j « •'*̂ -f
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т.е. (Хц; - • • > ) •'-JX £1 ) т • • » ff (̂ И/ • • vjM,> ‘ * ’/ fo) • ■ '/^V 
Поскольку F('i; является -семейством над (M; j; , 
то ,<>*, принадлежит F( и &  принадлежит

А- ...* .
При t«o имеем

Значит, б7 является правым идеалом в /j Й£ ^  J) .
Следствие 6.7. Существует взаимно однозначное соответ­

ствие между всеми нетривиальными правыми идеалами, содержа­
щими 0-местные функции, в fj0 jz (Mc ; 6 б Jj и между всеми 
системами эквивалентностей над [М^ ; I е J) , замкнутыми от­
носительно взятия надэквивалентностей.

До1̂з_ательство. Если 0 - (3; Ju(3f ^ } ж )

правый идеал в , И; ;  ̂* J) , то 
В' - (J, J< * J) В{ , -л) снова правый идеал. Также как в 
предложении 6.6 получим, что Мj, для всякого 
и что из произвольного правого идеала б' получим снова 
правый идеал, если присоединяем все 0-местные функции над 
[Мь ; üt Jj , т.е. если образуем 

й -- (j, Ju V ,*J ), ei
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Поступило
22 II 1973

SÜMMEETRILISTE POLt) KATEGOORIA TE ÜHEPOOLSED IDEAALID 

E.Redi 

R e s ü m e e

Toos on antud Я  tuupi polükategooriate definitsioon 

ja näidatud, et koigi mitmekohaliste funktsioonide kogum 

üle antud hulkade süsteemi moodustab polükategooria, mida 

nimetame sümmeetriliseks polukategooriaks. sümmeetriliste 

polükategooriate vasakpoolsetele ideaalidele on vastavusse 

seatud omapäras9 sisalduvuse omadusega funktsioonide pe­

red. Sümmeetriliste polükategooriate parempoolsetele ja 

rangetele parempoolsetele ideaalidele on seatud vastavusse 

teatud ekvivalentside pered, mis on kinnised antud pere 

ekvivalentside spetsiaalseid otsekorrutisi sisaldavate ek­

vivalentside suhtes. Toos on leitud tingimused, millal 

sellised vastavused on üksühesed. Uurimise kaigus on lei­

tud kolgi nõrgalt kinniste polügraafide kõik ühepoolsed 

ideaalid.

EINSEITIGE IDEALE DER SYMMETRISCHEN POLYKATEGORIEN 

E.Redi

Z u s a m m e n f a s s  u n g

In der Arbeit sind Polykategorien definiert. Es ist 

bewiesen, daß mehrdimensionale Punktionen auf einem Sy-
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stem von Mengen unter Komposition (4) eine Polykategorie 

bilden* Diese Polykategorie nennen wir symmetrische Poly­

kategorie. Symmetrische Polykategorie auf dem System von 

einelementigen Mengen nennen wir Polygraphe. Alle einsei­

tigen Ideale der schwach vollständigen Polygraphen sind ge­

funden.

Allen Linksidealen der symmetrischen Polykategorien 

ordnen wir eindeutig Funktlpnenfamllien zu, die besondere 

Inklusionseigenschaft haben« Allen Rechtsidealen and allen 

strengen Rechtsidealen der symmetrischen Polykategorien ord­

nen wir eindeutig Äquivalenzfamilien zu. Solche Äquivalenz- 

familien enthalten alle Äquivalenze, die besondere direkte 

Produkte von Äquivalenzen dieser Familie enthalten.
Es ist erklärt, wann solche Zuordnungen eineindeutig

sind.

-61-



О СИММЕТРИЧЕСКИХ ПОЛИКОЛЬЦОИДАХ
Э» Реди 

Кафедра алгебры и геометрии

Суперпозицию многоместных функций, отображающих декар­
товы степени непустого множества в это же множество, ис­

следовали многие математики. Например, регулярную суперпо­

зицию рассматривали Менгер IJL3], Уитлок [14], Глускин [3] к 

др.
Дяя абстрактного исследования регулярном суперпозиции 

многоместных функций над системой непустых алгебр, т. е* 
функций, отображающих прямые произведения алгебр ( мо­

жет быть* разных) в новую алгебру , й.В.Хион [lo] ввел поня­

тие поликольцоида.

С другой стороны, рассматривались суперпозиции много­

местных функции, при которых число мест функций увеличивает­

ся. Менгер [13] рассматривал подстановку функций вместо всех 
аргументов некоторой функции без отождествления аргументов» 

Мальцев [5] исследовал подстановку функции, вместо первого 

аргумента другой, при этом он рассматривал еще некоторые опе­

рации. Белоусов [2] и Чупона [II] пользовались серией бинар­
ных операций, отвечающих подстановке функции вместо соот­

ветствующего аргумента другой.
В настоящей работе определены поликольцоиды типа К , 

которые приспособлены для исследования такой суперпозиции 

многоместных функций над системой множеств, при которой 

функция подставлена вместо одного аргумента другой.
Во втором параграфе доказано отсутствие строгих дву­

сторонних идеалов в полном симметрическом поликольцоиде и 
найдены все двусторонние идеалы этого поликольцоида. В 

третьем параграфе доказано, что эти идеалы являются плотно 
вложенными и дана абстрактная характеристика симметрического 

поликольцоида над рефлексивным полиграфом.
В последнем параграфе доказано, что все изоморфизмы
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симметрического поликольцоида над рефлексивным полиграфом 
на другой симметрический поликольцоид являются внутренними. 
Затем указано строение группы автоморфизмов симметрического 
поликольцоида.

§ I. Определения и понятия

Цусть (3^) - ( ic-замкнутый) полиграф (С?] ), и
& - сигнатура (см, С 4j стр. 62). Значение операции 
со е 51^ ( 1 )  на элементах <ь1} •••, сц обозначим через

^  . Элемент, выделенный ö-арной операцией 9 , 
обозначим через о*.

Для кортежей элементов введем короткие обозначения
(ч J * '• /̂ гг)) если *т''̂ *v;

l"V - Ф, если ttv 4 Л,.(V *

Если кортеж получается из двух так, что они пишутся 
подряд (как произведение в свободной полугруппе), то исполь­
зуем обозначения

1}Т > К)z У'* > ]*• у • • •»j“ I ^ 1' *'*' ̂  ̂
Аналогично обозначаются и кортежи, составленные из больше­
го числа кусков.

Поликольцоидом типа £ над (  ̂> J I и 52 называется
набор

л =

если
1)каждой грани (Цп) ^/j)€ J взаимно однознач­
но соответствует Й-алгебра iL  l ... н* ( ^  -
О-мерной грани (j )), ч  1

2) операция я** применима ко всяким элементам сьеМ*,
Л-р} j <. и- < р и произведение

 ̂л;«-!:1* j
</1 ’ <}»

3) для bcjjkhx lo е t cu * , fa....
. t Jt-p , H  W' £/> выполняется равенство дистрибутивнос­
ти - kJ

aJCH(£ffc) - X  > (1)v t- £/
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x гУЬ Л4) если через и.р обозначен элемент алгебры Л -if ,
ввделенный операцией v>€ , то для любого a t , 

t р имеем равенство

а х *  oft - 0; «•/ i*», р , (2)
л ^  ^

5)при ^U/ < -V для всяких А ;nw ' ̂
се А, ̂  выполняется равенство частичной коммутативности 

' « л ^ х Г с .)  ,  (з)

6) дош любых съе »♦'V , 4  е 4 ^  , с ,е £ ^ ъ  , **4 f>,
*r L- ч/ выполняется равенство ассоциативности4

(a,9c4jjc^c * аихлг'г~1 № г*) * (4)

Зашчание_1. Мы применяем (как и для поликатегорий в 
) название поликолцоид типа £, чтобы отличить эти 

системы от поликольцоццов, определенных Я.В.Хионом [10] • В 
этой работе термин поликольцоид означает поликольцоид типа 
£ .

Замечание̂ 2, Поликолъцонцы вида (J, J , -Af^, , тс) 
совпадают с поликатегориями из Г 7 J .

Набор Л -Р', Т, ? Q , %) называется подсисте­
мой поликольцоида Д/- (J, 7 , ^ . если J' с J , 

j'c J П J' (где J'sÜ ],rv 1 ) и &{у является 
подалгеброй в для'ъвсякого | } <ь J'.

Подсистема А называется подкольцовдом ̂поликольцоида 
А , если для любых ^ б ^  € ft • р , и, 4 р
произведение

^7С\ € S ' .

Ji
Подсистема •£> называется̂левым идеалом поликольцоида 

А , если для любых <*> е , &-£ ß-/» » ^  i р
произведение

а.7Си& £ 3-4-1- ; Р •
J  ̂  ̂̂

Подсистема Л называется строгим правда идеалом п̂оли- 
кольцоида А» если для любых # Л-q ,
/ю 4 р произведение

&jCua, € Sb-u-i i "  ;r • 
h  л du1

Подсистема fb называется правым идеалом поликольцоида 

•4 5„ если для всяких ^  -*4^,, ••• > € ^  ..̂  ,

а, 6 А;Р произведение
<1 1 -64-



Подсистема, являющаяся одновременно левым я (строгим) 
правым идеалами поликольцоида k , называется (стропм) 
двусторонним идеале« в Л ,

npmiep_I_. Для любого ('я -замкнутого) полиграфа P i J )  

соответствующую тривиальную поликатегорию (C7J) 7^(з) *

* Р> ]) ̂ 7 , &) можно рассматривать как поликольцовд при 
любой сигнатуре Q , если определить во множествах 3~<С = 
-{(1 7 ij)} операции из Q  обычным для одноэлементна ал­
гебр образом.

Пршер_2. Цусть U^i; l€ J) есть система Л-алгебр 
и - полиграф. Введем следующие обозначения

с{- -{(1 7 ; * - р I V >  с/*{{*,)>IЛ/ ) ,

где
Определим операции следующим образом:

I j t ä ;  (5)

$ 7  - l-T; o J , j )  (6)

(Li i - lj* i-7> ь) (7)

ДЛЯ любых X>, , ... ,*л€

uj € (л/ * i j f t причем 0- является эле­
ментом алгебры Я; , выделенным операцией i/..

Предложение I. Набор С^(Мц ie JJ - (J, ; 52, я) 
является поликольцоидом, называемым 1 -сингулярным поли­
кольцоидом над (Я;,; le J) ,

йрш̂ахельство. Сперва проверим дистрибутивность.
Цусть
(•'v ̂  1) произвольные. Тогда имеем, что

(»'7; х> ^ ,хМ,[^Т ; з 1

для любых ( ч ;  j«.) , (if; fcjfe Значит, равенство (I) 
удовлетворяется в C-j (/Ч; **- € J j.

-65-
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По определениям (6) и (7) имеем, что

(С; t)*yr\i.? ,jX,; o[ ,k)-. ,

т.е. равенство (2) выполняется для всяких xtÄj4  ц и $ р  
Для проверки частичной коммутативности берем произволь­

ные хе
Тогда по (7) имеем, что

(i' 1 , х ,  fc-u. )Ji/ Lу  f  j JJ) kv.)ivv'(£1 ; * ,6 ) j  - 

(b7;x, IU K“(C', ll t(*

= lk<, Li 7 a , M e

= yf , ̂  I \ С i ^ u ^ i  * ,L) *

- I j / i  J '  + *L l s  ; x i С ) х м'(45'; г ,  t  j j

тве. в CjtMj,,; ItJ) имеет место равенство (3)«

Цусть, наконец, х t Л. с г е J4£ »
u  ̂  4 |з , f 4 <т.4 ̂  произвольные. Тогда по*(7) имеем, что

Li-T; =

= (]Г‘л7

= i C ' j r ’i s ,  *, *> *

* 1C; *.j->5r“*r',Cy?i

т.е» равенство ассоциативности выполняется в CjHi; ^  jj. 
Предложение доказано.
Пример _3. Цусть Jj * ^  ; *-е JJ есть -̂симмет­

рическая поликатегория ( C7J ) над системой ( *<;; <̂г J ). 
Если все A L(>fe JJ суть -̂алгебры, то определим на каж-
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дом ((u4 jj)e j) операции из Я следующим образом:

= Z x ? al ’ (8)

= o*1
Л' °i*- °| (9)

(здесь x^a = x. *'• JC^a означает значение функции & при 
данных аргументах) для всяких <ч; л/Л е # ^  е 2 ^  
(п/И), >)fc jQ , (̂ Г)&̂ цХ. .х -,l(/Liyv- 
Как в [7], введем для декартова произведения обозначения

А a J4iz л •. • х («ь* и ,

Л : 0 я ф ■I г

Предложение 2. Набор ^  ^  (Л?, ; It Jj= f/-rv, Sl,'&) 
является поликольцоидом, называемым -̂симметрическим 
поликольцоидом над ; Le J).

Доказательство. По предложе шо 1.1 из L7J являет­
ся полшштегорией. Напомним, что операция Xй" определе­
на формулой̂-

-Х\, р (a-x ^  = л.̂ (х̂ а)Ха  ̂V (20)

ДЛЯ любых 0,6 f.C , S'6 'fjS ш •

Для проверки дистрибутивности берем произвольные

/л, , b'i, ~ ) 4v ̂  |* * i ̂ 40 4- p , fc Ял (1V * ̂ i ’
Тогда имеем, что

00 u-+ u.«»w M-ap J  . .
Xp1 1 ~0) X* iX * i ) tf)

-fx' V ^ a l x ^  t * f~ ^ х, Iх«. a,Xa+m 40)^ * °

для любого 0 £ jin . Следовательно, равенст­
во (1) выполняется.

Если cut Ä  й 6 £10 , 1 4 «• t р , (j'C ; 4 ) £
<= 7 произвольные, то

*лл „u-v>^ •«*-»; 1 М*Г
X1 {<X/:l Üj(\ ) X  ̂ C3Cu а')х̂ +̂ °Д (T;

 ̂13 t аботе ипе~зно обозначение >^фр - ^  r p~i Для всех на­

туральных чисел rvv^C( р>С.
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для всякого IхГ9р)ь 'l!Tj£+i . Значит, равенство 
(2) выполняется и fg является поликольцоидом. 

Предложение доказано.

§ 2« Идеалы

В данном, а также в следующем параграфе считаем 
(hi) ie J) фиксированной системой £ -алгебр. Поэтому ис­
пользуем обозначение iHj вместо fy [Л1 j L с J) в 

Для каждой ск, 6 введем обозначение

Ла/ = {-jfe I у = для некоторого

для образа функции а. Как обычно, мощность I «^1 на­
зовем рангом функции а,.

Цусть произвольное кардинальное число и цусть 
ur* W'(Mj) вес системы {Hi; ̂  Jj t т.е. «г являет­

ся минимальным кардинальным числом, удовлетворяющим усло­
вию i^i{< ^  для каждого 3 .

Введем обозначения

4 L * { a . t  f L \ \ Я а , \ < ч ) ^

Дредлояенде 3. Все ^  являются левыми идеалами 
поликатегории ^  . Если или бесконечное, то

является двусторонним идеалом поликольцоида

V До̂зательство̂ Для доказательства первой) утвержде­
ния берем произвольные Н-? , ae f^X , * ̂
^ р . Тогда /./Ч'И < ̂  I Покажем, что 1Я(азс*Ч)с
с М  . В самом деле, для любого сущест­
вует (,х7* Р) & Т1 I? j £н такой, 'что 
Тогда по (10) имеем

"'•Я, 4L/! «'«, 'U'®AV I „

Ы-Фпо/
Так кяк здесь ^ с*, е лу«, t то по (II) элемент 

о, £ И М [coTZ^i') С . Поэтому
|7Ч(а/Х̂Л Ž- 1МЦ < ̂

и 0/Хи̂ £ /£+» • Следовательно, ^  является
левым идеалом поликатегории ^  • При конечном ^ (̂>г)
множества И'м могут оказаться не замкнутыми относи-
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тельно операций кз SI , если + Ф для некоторого

^ * 1 * ii0;
Множество jAv состоит из всех константных функ­

ций, определенных на и принимающих значения в 
Ki . Постоянную функцию, имеющую значением Г А</ • 
обозначим в дальнейшем через (̂ ) .

с̂ть
f е и t Я, произвольные. Тогда имеем сле­
дуйте равенства

''' <='£ • • • Ц--у(> иЛ" ' Ч , • v-v.(/e)>№)

(13)

(»)* (м)
uJ . ’ ц1

(15)

Докажем сперва равенство (12). Для произвольного
(*м, xpm?>;) € A LiJ ... ̂  имеем по (10), что

ХН • • • х<лг/ -’Xpi--- *р«Ур £<£" ... ty Ж*- ■■ (frßPl] s

- L̂ -h C4I1... 4  ̂  L*ji)] ■ ■ ■ [у, ■ . • x p/y  cjf^... )J £ »

г #1 "'Ifp*' J'-pr" X p iy ^ '... ip y ijjii Z-).

Проверим еще и равенство (£3). Для этого применим 
левую сторону этого равенства к произвольному набору 

е Mj** . По (10) имеем

<#  i f , -

-Г-^г^Л>-
Значит, равенство (£3) выполняется. Равенство (14) 

является частным случаем равенства (13). Равенства (15) и 
(16) доказываются аналогично.
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Равенства (12), (-13), (15) и (16) показывают, что Vi 
является двусторонним идеалом поликольцоида jL . ‘ 

Грусть теперь ^ бесконечное кардинальное чисто. Заме­
тим, что

X ( 1 • • • а-,х' Ь) с С .Чя̂ х . -. л J ̂ , (17)

Б самом деле, для любого г е Л («vt1 . a-vrĉ J существует 
по (И) набор (л.ц .. Лл«V,) е М- : такой, что

'1 I I I 41 ' ' г 'nf>
2 s j .с у т ^ б - ) ■ ■ x-i,r,1a->) • •• (х/>." -х-ргу^р) &

Значит, *= -̂ сн, ■ ••! хр?' ■ <Г Л<*7* и
€ [Ла̂ * Лил? J 4, т.е. принадлежит образу ука­
занного декартого произведения при ^ .

Поэтому имеем для произвольных <ц £ ,

^  Й • что 
' Т- f’,np 'J;

I ><(сугЛ.. гЛ/рХ^Л £ I £J4c4.1 л ■ ,.жНех.-,\ Ъ | < I ■ а. Нскр j-

Ä I ̂  ч lvi -/k"'V I < Ч ■ (I - Я 
Следовательно, ... съртЛ, * . ,.ir,y .

При любом со’ fe (л* 1), , • > лл е имеем, что

I И [f аг}[ 1- |Яа,х • ■ - х I (18)
”27 ^

так как для всякого по (и) существует
набор (х7) ь я-у' такой, что

т.е,

с 4.
& v

Операция и) может склеивать некоторые наборы из Я«,, л< > - 
... х я,«,*, t поэтому получим неравенства

МЧГсц)! £ 1 ~ ... х Лих-̂( - Ил4! ■ ■

Если теперь cl, t , то I -На* I < ̂ - ..

■ • • > I ̂  I < t и

! ^ | . . - U w u  <1 -

т.е. II £ tym. . *
Отметим, что Ô .v. t iVU , так как по (9)

I JtO&j- I = л *-
Следовательно, при бесконечном ^ набор ^  являет- 
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ся двусторонним идеалом поликольцоида .
Лемма 4. Полный полиграф (J, V  не имеет нетривиаль­

ных собственных двусторонних идеалов и не имеет собствен­
ных строгих двусторонних идеалов.

Дш̂зательство, Если нетривиальный двусто­
ронний идеал ([ 7] ) в (J( J) , то существует такой _

^ /I , ЧТО ;j ) € ^  . Для любого (Д ; 4) в J 
по (I) из ik J имеем, что

; ч)х1(с2)зсг..(̂ )-ст[(-Т - (j?; fc).

По определению двустороннего̂ идеала это произведение при­
надлежит J 1. Значит, j ' - J и вдеал не является собст­
венным. f

Цусть } j  ) строгий , двусторонний (даже только 
строгий правый) идеал в [J) J) и известно, что (I) е 

<г 2° • Тогда Д®1 любого ( jf  / t J имеем

т.е. ~ 3 и идеал не является собственным.
Лемма доказана.
В дальнейшем запишем вместо i^ f f ) просто f 

i Ч j и назовем этот поликольцоид полным симметричес­
ким поликольцоидом (ранга ^ ) над (Jv ; ie J).

Идеалы, состоящие только из 0-местных функций, назовем 
тривиальными,остальные нетривиальными.

Теорема 5. Поликольцовд всех константных функций 
является наименьшим нетривиальным двусторонним идеалом по­
ликатегории а‘Р (1 4 v £ W 7 .

Доказательство. Цусть Л - (У, произволь­
ный нетривиальный двусторонний идеал псликатегории V  (£*■ v). 

В силу нетривиальности идеала Л для некоторого т->о су­

ществует такая грань C 'T ij) » что -М^= т.е. найдет­
ся а ‘'I ■* ..

Маша цель показать, что в этом случае У с  Л т.е. при 
произвольной грани yj*; i ) £  3 и произвольном элементе 
функция (2j€j^p . Возьмем произвольные 
Поскольку полиграф полный, то функции

Л ) , с “(зсг); ... , с . (а)

I«
принадлежат j . По требованиям правого и левого идеалов
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поликатегории для А • произведение

f  C jр (-*-,,J311 C z (OL̂ )J L  . .  • с^ 4 O /jx1 i . ^ ) y l j

= сfr « “■) к* Cj W  ̂  CU l>

принадлежит множеству A:f> . Значит, ^ . По пред­
ложению 3 V  является поликольцовдом в V , a vf 
является поликольцоидом лишь при W ,  или бесконечным
v. Теорема доказана.

Следствие. Поликатегория Ч  не содержит нетривиаль­
ных собственных двусторонних идеалов, но содержит нетри­
виальные минимальные левые идеалы.

Доказательство. Первое утверждение является частным 
случаем предыдущей теоремы.

Цусть fc- € J иге произвольные. Введем обозна­
чения . _

.  СЧ) = Р , Щ С { Т (1)К ),

где 3-(к) - в силу .равенства (13) все С(г) являют­
ся левыми идеалами поликатегории “У-

Из следствия 2.10 работы [7] вытекает, что все (3,1 (kJ) 

и только они являются минимальными нетривиальными левыми 
идеалами полного полиграфа (3,3) • Так как все С̂н l*) 
одноелементны, то из этого следует минимальность 1 левого 
идеала С-(г.). Следствие доказано.

Теперь обобщим этот результат для поликольцоидов над 
рефлексивным полиграфом С7 ].

Идеал Jb называется -̂идеалом поликольцоида Л*

- 4 J >к } * если все  ̂̂  111)11 любом 
(i~i j ) е j1 , т.е. полиграфе« для & является полиграф 

самого Л .
Теорема 6. Поликольцоид ^  является наименьшим 

правым (двусторонним) ^ -идеалом поликольцоида 
(чу i w') над рефлексивным (J? J ) .

йрказательство. Цусть J3 произвольный правый (двусто­
ронний) J -идеал поликольцоида и пусть (3 ,J) реф­
лексивен. Поскольку А 1 -идеал, то для любого t 
fe Т существует £ t . Наша цель показать, что 

с ibL .

Цусть 1  ̂<=. «м- произвольный. В силу рефлексивности 
полиграфа грань (■.; j) ь 7 и функция (ч) t . По

d " 0 rjn i з j



cf, (р = W e j  ly),

причем j ) ' принадлежит Jb как правому идеалу. Сле­
довательно, А . Подсистема L f., является по 
предложению 3 двусторонним идеалом в 1, (4 # )  , 
притом ^ -идеалом. ^

Теорема доказана.
Теорома 7. Поликольцоид ( v не со­

де пжит собственных строгих правых J -идеалов и строгих 
двусторонних вдеалов.

о̂щз̂ельство, Цусть Я> = > Л /л) строгий
правый 'I -идеал (строгий двусторонний вдеал) в Y  . Тог­
да ■» Л по определению 7 -идеала или по лемме 4. По­
скольку, все строгие правые (строгие двусторонние) идеалы 
являются правыми (двусторонними) идеалами, то по предыду­
щей теореме "'S с Sb

Цусть теперь & е , { 'ч ^  J произволь­
ные. Фиксируем какой-нибудь элемент 2  t МР и определим 
функцию &€ ^  (здесь ( j, j ; j ) е J' = 3 ) формулой

( х, если ч * * и а £ Л-б- ,

Я I i , если ^ * г или xe-Wj \

Тогда = МЬ и поэтому «ft
Поскольку ciiaj* Л* , (j) е ] ~ j '  и ß стро­

гий правый идеал, то произведение cM*) е f it*  . 

Кроме того, chtjx1 (£яг<*) - & , так как для любого 
<= К-*- имеем, что1 О 'j

х* £ctlz)Z4( i'X Ld j J - £ (x?
^C> Ц,

В силу произвольности элемента ^ t и грани
j мы заключаем, что Л «У 

Теорема доказана.

§ 3. Плотные вложения 

Цусть Л - ( J t ] , Al* , 52. зг ) и in = (3,j, А*«, &  , тс; по_ 
ликольцоиды с одними и теми же полиграфом (э,1) и сигна­
турой -21 . Гомоморфизмом поликольцоида в называется 
набор

ос -к, ; u7

(13) имеем
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■/■ 'V
где: I) J-о является таким взаимно однозначным отображением 
множества J на себя, что продолжение его до отображения 
множества J отображает 7 взаимно однозначно на себя ( -  
= 2 , причем Jb

2) -* /Ь{/м , где и = <-«<- для
являются гомоморфизмами ' А- алгебр т.е,

0.%\”= 0 4 ?  (23)
Ч -1 *" 1 

ДЛЯ любых Л1( ..-ДС 14 t ,

3) L
(24)

для всех а6 t 4 $ р*

Отметим, что можно дать более общее определение гомо­
морфизма поликолъцоидов, но в работе понадобятся только та­
кие гомоморфизмы.

Гомоморфизм <х> называется моно(эпи)морфизмом, если все 
отображения crf-j* ((I *  ■ j ) е J ) являются моно( эпи)морфизмами. 
Если се одновременно моно- и эпиморфизм, то <х называется 
изоморфизмом. Эндоморфизм и автоморфизм определяются обыч­
ным образом. Гомоморфная, не являющийся изоморфизмом, назы­
вается собственным, а собственный гомоморфизм, не являющий­
ся отображением в систему, состоящую из одноэлементных ал­
гебр, называется нетривиальным.

Рассмотрим класс всех поликольцоидов с фиксированны­
ми полиграфом (j;J ) и сигнатурой Q. , Обозначим этот 
класс через •

В целях упрощения следующих доказательств выведем из 
аксиом поликольцоида несколько формул. Соответствующее ут­
верждение сформулируем в виде следующей леммы.

Лемма 8. В произвольном поликольцоиде Л - (J, J , А.», Я) 
имеют место следующие равенства

- bfb [сьЯ Су) ' если  ̂4, и* с v* £ ,

I • и-(ГИ
с,) - (оЛГ , если (25)

AM ^iW c) - № [<vKf40) , если ^p4«'tprt) tr<v)(26)

К1*** )л:е • • , (27)
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если HÜi ь , 

(bzrü)~a1z\..[avti,. .^ ^ ty x ? ..a ^ jü , (28) 

если v;

где a,t’-̂ f*, дЬ, ссАл , ; &, e A** , (4 .< ... t).
u ^ i1' b  S </« ‘-да >

Л3 € Aj^ ... ( 3 * fr'j • »■* j *^®P ) £ty £ • - ( i s
Чи <'ü*Vj ' 9 3 Ч1",1’Ц

= j, ..., ir.i, r*j>...,,рвг) - любые элементы соответствующих мно­
жеств И t * i 1 + pi *■ ■ • - + Pt-f •

ЛР̂Ж̂ь̂тво̂ Первое равенство является равенством 
частичной коммутативности. Правая сторона равенства (25) 
(равенства (26)) удовлетворяет условиям применимости форму­
лы (4) (соответственно (3)). В результате получим левую 
сторону этого равенства. Следовательно, первые три равенства 
выполняются в любом поликодьцовде. с

Цусть d в Ä ' , ^ .. j if) (4 - V  • •»Ч Al) ,
1 & Ь 4 jp£, ) f i v i  V  произвольные И t - t  +f>.,+.. . + .

По выбору числа i7 имеем, что

< + pi * + t F'ir4)i

д.+ /%. S V + (*. + (p,к • ’+ ̂  )*b-h+*<Pt,+fi.

О- 1 * t'tPe-i <■ pi+ Pc-t *tpi4 ' r /V+ £нД 

Поэтому, повторно применяя (26), имеем

Жзс*[^я4{Ьгхгг" Cv%"c)] - ЦХ1 с.)] - .,. -

ь У Ъ ^ ' Ь А - ■ ■

Поскольку C$l'+l-i <A+pö , то к выражению в фигурных 
скобках применимо равенство (25). Значит, имеем

Л. Л,1' • ;6чх"'с) - (к< X* • • • {tftX*’-  ̂ ”

(<£л ' ’ ' “

t1
= ... (Mix ̂ )зсе... 1хтс\ ,

'т.е. равенство (27) выполняется в поликольцоиде А .
Цусть теперь з̂е ̂  4/>ч и = г,..., г о р) , е

£ А . 11 «Э fc А. _ (i = iг+р. ■ ■ , р*г) и л .р ' Се\>
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произвольные. Если г то применим сразу равенство
(25) (см* следующий абза ■). В случае vc  i/ будет

-sr + Р 4 р — <u/> + ‘V; ........Р & р + *” ч Р + Ъ

и мы можем V-V раь применить (26). Проде. зв это» имеем

<a/}Z* ■■■ (4̂  t] ~ jC *" lapn-iX <4K*
_-f Г * <r, *, Л -

К выражению в фжгурных скобках применим* равенство (25), 
поскольку чг*г . Аналогично мо*ем продолжать
до (25), пока перед квадратными скобками стоит я:1Г, ибо 

!/- ч <г+ р » По описанному методу получимi я

' V1  ̂ U 4T+I>~i ^  1 ‘‘iß

«,£*•.. Я '*Р * ii&v+p 7с‘ '■ГГС ('‘' 4V*

л- .г1..-Х̂ (ЛуХ’*« ■■ СЦ-4.П., )̂л '"4pev!

Значит, равенство (28) вытекает из аксиом полшсольцоида.

Отметим, что при Р ; - • • • - рп. ’ 1 равенство (27) при­
нимает для любого 4 $ t чс 'V ввд

■. v t \ ) = V^' ■' )л5... £ьтс с. (29)

Лемма доказана.
Теорема 9. Если (-,,j) рефлексивный полиграф, то для 

каддого Я £ Хл , содержаще-и в качестве пра­
вого (двустороннего) идеала, существует хчмсшо̂Тшшл поликоль- 
цовда 2) в Jj , являющийся тождественным на

Доказательству Пусть является правым (двусто­
ронним) идеалом в <Я с X j и пусть (7 , J ) рефлексивен. 
Тогда . при всяком J и "*.! с-
> ■ ■ ср е ^  ̂  для любых х, е мч. ■ • ■ ,* .м̂'. 
Поэтому для любого Ле произведение

4 L  ■1 Ьи ' с 1
Определим отображение л ;!̂ ,n/KjjK3 £ в ^  сле­

дующим образом: положим, что есть тождественное отобра­
жение множества J на себя и

* - > U U )  - * 7 LC^U,)rJ - . (xJJT-ci] (30)
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ДЛЯ всяких ci £ A v  , (О  е ) j  j  ) £ J.

Покажем, что каждое ос4 ̂  t является гомоморфизмом 
Л -алгебр. Пусть сС,; •. -, «^i } ^  <_ (*,* * W£S2<
произвольные. Тогда имеем 1

х, а Е Ч > *t»j (адх< I X V i)7̂ "  <£(**ix"-( I V 3  Л

= x " [ f a r  (к,)rJ... },-.
6 * ^  Is;

= £^rLoL4^)^---c^lxm)JU^] -
С Ч '-л (Зоу

- ^  ) (jj x i i£ ftz 'xi '? ) i>

x T w g fy )  - x?[c:\xi)K1. . .c £ f r J K Mo$]= jf iO $ J' 

для всякого c< '",(x7)£ Лс*> . Значит, условия (22) и (23) 
выполняются.

Докажем следующую вспомогательную формулу

eH (Xi/JC<... ci** (хЛ)зС'*|Гс!,'1х()я:<...&!Г'(гЛ)х"и]*^ t'rti v Ь1 ‘"Л

« er« (х,)*;<...е£ uw)*"* <3I>i'l Чп.
ДЛЯ любых (x7)<ZJ4: rtv (it >0. (Л ♦ Действительно, ми‘ ' *-« J u 4
имеем

1 ,v* J (Zfi I

= eL<(x/)7C " ' c0 *(А"1 ■ -i£*'{\JK<CLM(.xnt))K.nA] =*-1 h» От

- Lcl ̂ !; Vf) ] 7i■1... [ ■cf (xjjt' ix^)] Л  »
» * U*1 U.H (1y

Значит, формула (31) имеет место.
Покажем, что ос удовлетворяет и равенству (24). Цусть 

^  б £.р , I ,< a j р произвольные. Введем обозна­
чения 1  ̂1

СцЧ̂гЛ.. - а, (32)

С * “ Ä ^ (33)
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для произвольно фиксированного набора ) в
6 Мху* у* j lи . Тогда имеем

х д  хГ йГ '(V {“:) lC (V > )r ,

”  Х1 Iх и L‘4 ,  t •> •1 ’ (-4 © m ) Л %  j j\ ̂  ajp } *

Ц/

J I (U )

Ш)

.\<B p . ; tc «-< -nt&p . £
~ J 'JC, to)X /л.л pj — X. «•+■>; =

• 1 ' u ' a+mV^/ri3ij 1 0 “

* XT ) r4 Z  > - f jp b *  . ■ < £ l » W * 4 ]  ,~ ,

* х ^ ’% Х и[орх')к'--. СрдЖ* ■ c p x ^ ?iK^}\ .

Теперь преобразуем выражение з фигурных скобках следу­
ющим образом

лл uicj>()^ . cf tyJC"... J =J;

= c f i * , # ' . -§[*тФГ>*Кг ~v 

= cj] 1*1 )*-•• c[r (% 

.  c | ; ^ . .  Л ( Х ^ С.)х " - . < $ & * р > х Г % Ъ  

,  C?(X,)JC< ■ ■ [С* (Хи)Л’ . . c ! ^  j r  «.] %“  ., cjr I x ^ f f i c U  ß .} 

- ejjw*1-.. .. c£(*^ ..

= ГчЧ**)^- • ■ с П * и^ ' %  j г Л . ■ срлте>г)ж% ̂

= Щхи)*«. -• .- с р х ^ ^ п я ^ к

Вернемся к исходному выражению. Нами доказано, что

Заменив выражение в фигурных скобках по формуле, доказанной
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выше , получал

X1n&P[(ci1Ä ) jL Uldzop>j] s

- ХГ^‘(л,Х%) j f  j  

ДЛЯ ВСЯКОГО {XA*ty)6

Значит, равенство (24) выполняется и <*■ является го­
моморфизмом поликольцоидов«

Покажем, что оо является тождественным на ^
Цусть ле к произвольные. Тогда
имеем, что

* yjT'd' Л Ufa,) = ■хГ'съf f-1' 4! *
для всякого [х7) е „ Значит, * л и ос.

стянется тсществежшм на

Теорема доказана,,

Мы говоркм* что правый (двусторонний) вдеал ß  полж- 

кольцоцда л € является существенным правым (двусто­

ронний) идеалом в А , если всякий собственный гомоморфизм 

поликойьцовда А индуцирует собственна гомоморфизм на :Ь .
Мы говорим, что правый (двусторонний) идеал &  являет- 

ся плотно вложенным правым (двусторонним) идеале®« яоликоль- 
цоида А в классе 31 у , если

1) Л существенный идеал в Л ,
2) Л максимальный поликолыдоид из .%> , в котором 

Л является существенный! идеалом, т,е„ если’’полшеольцоид 
Ю е Jij содержит А в качестве собственного подполи-

кольцоида и Л в качестве идеала, то &  не является сущест­
венным в & *

Теорема 10» Если полиграф (-Ь J ) рефлексивен, то 
при ^ - L или при бесконечном ^ №) является плот­
но вложенным правым (двусторонним) вдеалом поликольцоида

h пДоказательство. По предложению 3 tyj при ^ = г или 
при бесконечном является двусторонним вдеалом в f j . 
Покажем, что существенен в iPj.
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Цусть л ■* (сц>, о j J ) является собственным
гомоморфизмом поликольцоида , . Тогда существуют 
(ч ; j) £ ~j и 0-^(0. <= f iy  такие, что «,<*,4*, »
* . Так как а , то для некоторого набора
1:<7) е К j*» имеем, что

J. = л?а f хГ̂ * 2. .

Возьмем (*,)£ ‘fr' с Г" (xm j е 1 f  ̂  , Здесь• if U/H
для всякого it j , поскольку (3,^ ) реф­

лексивен. Поэтому имеем

°t7 ij(K- - L < , ( x » j ' 4 r = (

- .. е£(Ju)K~a,J *ir  «(

= Гс? tt,)«.4 jx'. .. [с‘Г (Х„Н'Г]х*(Мъ) - 1 V  V  L W  * W  1 (1Н)

= [% (*'№ ■■ ■ с£ (ou)xM^J 4 *  =

- с{.7 (х.Г̂ )4? ~ .

Но (̂ ) ¥ c-L (х) . Значит, ограничение o-i* на
1 ̂  является собственным гомоморфизмом и cv индуци­

рует на собственный гомоморфизм, т.е. 
существенен в ^  .

Покажем, что ^  является максимальным поликольцоидом 
в Хт , в котором l'j-j существенен. Цусть Й€ ^  
такой, что ^  , S3 * ij и является пра­
вым (двусторонним) идеалом в S) .

По теореме 9 существует гомоморфизм ос; й ^ , 
являющийся тождественным на ^  . Здесь л. определяется 
формулой (30). Отображение л является тождественным на 
всем -j • Действительно, для любых о, е ,

M if и (ч j J ) e ] имеем, что

* х7 с / ) - ̂-Т̂ /
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Т.е* cud;!* - •
Так как <£f f  ^  , то при некотором 

существует 4, е 3j м, \ . Цусть Лл{̂ * «, е #,*, .
; с 4 Ь 4 1 __«* *

Имеем также лоЫ*%. »а- , но <х, * d .  Значит, <* являет­
ся собственным гомоморфизмом поликольцоида Š), индуцирую­
щим на P̂j- (даже на ) тождественный автоморфизм. По­
этому ^  не является существенным идеалом в «8 . Сле­
довательно, ^  является плотно вложенным правым (дву­
сторонним) идеалом в f j .

Теорема доказана.
Теорема И. Если (3, J) рефлексивный полиграф, то 

поликольцоид к Хд изоморфен поликольцоиду Л тог­
да и только тогда, когда 3  содержит плотно вложенный правый 
(двусторонний) идеал ß , изоморфный поликольцоиду ,
где ^ 3 1 или ^ бесконечно и ^ с и> .

ЙР̂за̂ельство, Необходимость вытекает из предыдущей 
теоремы.

Достаточность. Цусть йг содержит плотно вложенный пра­
вый (двусторонний) идеал В, изоморфный поликолы;овду 
где ^ - г. или ^  бесконечно (<j, < ̂  ). Для простоты за­
писей отождествим поликольцовды Jo и ^  .Тогда по тео­
реме 9 существует гомоморфизм а- из 8 в ^  , являющийся 
тождественным на ^  •

Если <*, не являлся бы мономорфизмом, то а. был бы 
собственным гомоморфизмом поликольцоида &, индуцирующим 
на тождественный автоморфизм. Но это противоречит то­
му, что /Ь » существенный правый идеал в Я .

Допустим, что ос не является эпиморфизмом, т.е. образ 
■$о ^ ^  . Так как л мономорфизм,то можем считать ^  
подполикольцоидом (притом собственным) в f j,. По теореме 
10 поликольцовд , но & является максимальным поликоль­
цоидом в Лу , в котором 'b'fj существенный правый (дву­
сторонний) идеал. Полученное противоречие со вторым условием 
плотной вложенности в & доказывает, что ос является
эпиморфизмом, тем самым даже изоморфизмом.

Теорема доказана.
Теорема 12. Поликольцоиды * и ’ Ст. изоморфны.
Доказательство.. Определим ос = , *** 

следующим ооразом; з-0 - тождественное отображение множест-

-81-
II



ва J на себя и

Ч г ^ ) ° ^ г = (34)

для всяко; °i.?  ^ l7 > (-L* ; i ) €,?-
Кавдое является гомоморфизмом Л-алгебр: для

любых г j е Mj , u) t £2^ (<г>, 1); ve 520 имеем

С lo i r  (#М г  foli?; £pj>s,

= f(4 i^'j)^X[ei' 'y<rh

ol#« L  = c<~(üf)AC > (I7;0f.ij= o!ieС 4  uy Г  ь 1 (Jt«v -Г«

Значит, кавдое <^1^ действительно является гомомор­
физмом 51-алгебр. Непосредственно видно, что каждое 

<*4-7 является моно- и эпиморфизмов
Покажем* что л, удовлетворяет равенству (24), f c  боя » 

ъжл € M l j j* f у i 4 u* i р шеем

Гс(̂ )Л (̂г)]<̂ Гъ̂  (7,;4 r ^ {(2)4 r ^ C ,  Sv 

шЙ “"VCij&:) £ > *)№  2 >J“№

■ 1 pj .
4

Следовательно, *, удовлетворяет равенству (24} и я,б~
ляетоя изоморфизмом дояикольцоща 2 А на С? «

,f •;/
Теорема, доказана»
Следствие. Если р7 J) рефлексивный полиграф» то по- 

лжольдоид Яб ^  изоморфен полжолыдоцду ^2 тогда ж 
только тогда, когда £5 содержит плотно вложенный*г класса 
*? правый (двусторонний:) идеал, изоморфный .

Это утверждение вытекает из теорем ТО и -Ti к дает абст­

рактную характеристику -̂сишетрических поликольцоцдов 
над рефлексивным (J, J ).

Too рема 13» Если (3/J) рефлексивный полиграф* то вся­

кий изоморфизм полйксшдоида ^  ) i€ г Я, ~~ I
шш б бесконечно и у <- *̂ (А) на поликольцозд 

I/ I
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[Я ; модно, и притом однозначно, продолжить до
изоморфизма поликольцоида Ий; V на поликольцоид

i .* .
Доказательстао. Цусть (* * ((Ь0,p i* ; К 

является изоморфизмом поликольцоида
на ̂  (Я , 1е 1) . Определим отображение jš поликольцоида

; V« 3; в ^  ("Я j I <= JJ следующим образом:

1) ~ f a i

2) х7’(л  ̂)--<[ 1оа{*ЫJ  х1 ^  j L.y

* ■ «£ M ä r t r i  os)

для всяких Л-fe ̂  j Я.'~ , ( ;  j) £ J ■ Зцесъ
oL (с̂.. ä<U ; (цр; J j f j ) определено формулой (30).

Каждое / %  является гомшорфизмом Ä -алгебр:
для всяких сц г -., °-*v £ i i y  , uJ £ Я*, *); и € Л0 имеем

,= / ? ( i £ a* K r V;.7} (й,

■ <{Г1 ^4 :лИ7^

» хТЦКрМ ,

' <ч ч'Ги, I/ ̂

для ВСЯКОГО (х7) fc Я .'7 .
Отображение р удовлетворяет условию (24). Действитель­

но, для всяких с̂ if-/* , it t 1 4 ̂  s p имеем

^ f j V 4 j b  " < Z j b ]fi}r>-7jS» r»>

= f(aa/“r* jzu l&a-f il) ] /2ь «-i. * • p - Ll ^  v M j i n m

7

Г '

Значит, p> является гомоморфизмом поликольцоидов. Так как
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по теореме 9 <х является о̂бщественным на 
то ]ь совпадает с (h на подкольцовде Ч l K ;  т.е.
р> является продолжением изоморфизма Л-

Из плотной вложенности ^  I ̂ч,; и е 3 j в (Я-ь / Lt 
а также [Я ; в ; U  JJ вытекает, аналогич­
но теореме 10, что /а является моно- и эпиморфизмом.

Покажем, что только тождественный автоморфизм поликоль­
цоида ^  iJil i j b b l )  индуцирует товдественный автоморфизм 
на подкольцовде U4 ■ I t J j , где ^ = 2. или <? бес­
конечно. Допустим, что автоморфизм f  • d"? ;j )a j )  

поликольцовда ^  JJ индуцирует на 
^  (y4L ; ьё j ) тождественный автоморфизм. Предположим 
от противного, что существуют J и 
такие, что ^ ^  #,т.е. для некоторого

имеем г («̂ 4«.) i  xfco = у . Тогда

c^7МHi* ^ W ) ■ В самом деле, в силу рефлексив­
ности [J, j) грань ^ fc J при всяком ItJ и поэ­
тому по предположению имеем, что

= 4 ?  ̂ » ^ { 7  s.;

ж К ; • icD x~ Ю  я',(‘т Ь )=

= er;u,)s’-cha.)Ä"(^.T ) ^

= - с'т(н) + ci-iy),

т.е. ^  не является тождественным на с *
Полученное противоречие с тем, что f  индуцирует на 
тождественный автоморфизм, показывает, что предположение 
ложно и £  является тождественным на всем ^g(J4 )  ЬьЗ).

Покажем теперь единственность продолжения fb . Допус­
тим, что изоморфизм S - {<$<> , • С ч '} j ) * ]) поликольцои­
да fa (Aj,; üe Jj на ^  {% ; u t 0 ) также индуцирует на 
^  j i t Jj изоморфизм ß  . Тогда автоморфизм ^ =

а у ^ 7  ij ̂  2  ̂> где <f° тождественное
отображение множества 3 на себя и

Н " ~ ^ 7 ^ 7 -  >
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является тождественным на iJ4i , i h V . Действительно, при 
любом Оу€ имеем

4

] ~ =(a'P<L?)(f>i*') ~CXj)

так как на (м > оба изоморфизма /ь{* и 0{*

совпадают с /ь{*. •
В силу доказанного выше из тождественности автомор­

физма г на ie  1) вытекает тождественность его 
на всем D . Поэтому /И*. - Лл для 
всякого Iч* / Л€ J и Л = сГ • Следовательно, fi 

является единственным продолжением изоморфизма ^ до изо­
морфизма поликольцоидов ^  (Лс /  ̂£ 3 J И ^  ; I 6 1).

Теорема доказана.

§ 4. Автоморфизмы

Цусть (/U ; Се J) и (Я ; ^  ^  - две системы 
алгебр. Изоморфизмом системы (Л: ; l е J) На систему 
(Я; • 11 J; называется набор I « ^ J I , где

взаимно однозначное отображение множества J на себя и каж­
дое j i является изоморфизмом Ä -алгебры Л: на Ц; (обоз­
начим ifo -* для всякого It 'J ). Изоморфизм назовем 
-̂изоморфизмом, если je является автоморфизмом полигра­

фа (Л])» т*е* продолжение j 0 на 7 , определенное фор­
мулой

( ; j)f* - (lT i j ‘) * j 4^! •

.является (взаимно однозначным) отображением множества ^ на 
себя. Ясно, что сохраняет произведения граней (см.(I)
из [7] ). Изоморфизм ( J-изоморфизм) системы на себя называ­
ется автоморфизмом ( 1 -автоморфизмом) системы.

Отметим, что веса (см. стр. 68 ) изоморфных между со­
бой систем алгебр являются равными.

Через "5 (Л, Р) обозначим множество всех изоморфизмов 
системы [М-i; i,e на (Я • J ) , а через 'S (74) - мно­
жество всех автоморфизмов системы ( ,  I ь Множество всех 
-̂-изоморфизмов системы , i t J) на (PL- j i t  3) обоз­

начим через ^2 i J° ̂ » а множество всех 7-автоморфиз­
мов системы (УЧ , I € J) обозначим через (/<J . Оп­
ределим умножение в ^ ̂ (А) следующим образом: для любых
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f- [fa -, f i ) «'fe V и I - Ць) ^  J) из (JU-) счи­
таем их произведением набор

ff ~ ( i°$l > f l "jv u l- A> (36)

Здесь и &  означают последовательное при­
менение отображений.

Лемма 14. Для каждой системы (/Ч .  ̂е 'J ) к каждого 
полиграфа P>J) -̂автоморфизмы этой системы образуют груп­
пу,

W  . т.е.Доказательство, .«Зсли f-■ ü'̂ i

? • ' ?  ■ то = W > 2 “ 3 ? 'и Ъ Я 'Л ■ то r W * W f r ml  'ЯМЛШ*, гг
отображает множество ] на своя ж ^  * %  Uu) » т„е. оп­
ределение (36) корректно. v

Умножение является ассоциативным* так как для любых 
ft J* &  (при обозначении L - " - й = ) по 
(36) имеем

( й ! ̂  f  f , f: ̂ е ̂  ̂  5- Щ » )ь в, ;u  ̂  *

* (f®(jA), f-,ty М ; Ч"/ ̂

в силу ассоциативности последовательного применения отобра­
жений.

Введем для тождественного автоморфизма обозначение ь ~
- U° ) U  ; ^  , где L , %i - тождественные отображения 
соответственно множеств J, Mi на себя. Непосредственная 
проверка показывает, что Ь является единицей в Jj~ (#)■

Для -̂автоморфизма обратным является -̂автомор­
физм (_̂Г. 7/ s где f? = • 0 самом де­
ле, 1^0 0̂ =1 ДЛЯ любого U  j  и X t f ^  j- =•-

- ) ( f ^=  х для любого х. ь Mi , Значит, (ана­
логично  ̂^ ) является тождественным отображением систе­

мы на себя.
Лемма доказана.
Цусть f e  “Ьд^М, Р) . Определим <*- if  j -

» («я» (j,)) di ( ;  (L-7;j j t j) на ^  следующим образом: 

ПОЛОЖИМ о с и

(37)

для всех {*•?) t: , o,t f£7 , (v? ;j >eJ-
Лемма 15. Если f€^(Jk,Pj, то ос(f j является

изоморфизмом поликольцоида Уд W i 1ь 7 / ка
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; L-e  ̂) , отображающим подкольцоиды Л (iU;16 
(где «j, < “̂ ) на ^  (Я / J) ■

о̂каз̂ельствр. Поскольку f e , P ) t то а (/У
является отображением поликольцовда fj(ÄijLeJ) в 
Покажем, что каждое является гомоморфизмом й-
алгебр. Дня всяких «^€ jp<j* , о>е 52„, ; ,
V t Й0 , в силу того, что j i  является изоморфизмом Q  - 

алгебр, имеем:

*7c t f o » 1 * и-*,fl’ )...(*.fi'm iif<ч
7 * r -7J no V-.' ' u)

-  I x ? L t < 4 f ) i 7 l -  

*■$(*■] 4*< fi, I • • • > ö& 'j *

, 0f f r o i P - x : o $ p

! «V v О / ? 1
да всякого \x i rV^ • Значит j л if У является го­
моморфизмом & -алгебр.

Покажем, , что л (/) удовлетворяет и условию (24}® 
Пусть , i £ a<p  произвольные. Тогда, в си­
лу вааившой однозначности fü 1) имеем, что

ГЛ1&Р
м f to,1

"■ [ [?-, ) •" L(х* f ц /"' • "-<ч«м ^  ' (хм©р ■q,,) «  f4 "

* L>1 £ " •  « M C > • ■ • » - f y .  * £  . ) • "  > %

-■ L(x-t{ ji)■" (Lxtv •-̂ <*(f)i*-'ifju)"- J&.] jr)

- x* f<,xu ^  +1 [W (f!jp] ̂  XT^

(i#>

для: всякого (э^О* Ручч-j^-^ , Следовательно,
°c (j.J является гомоморфизмам поликольцоидов.

Покажем, что каждое является мономорфизмом„
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Допустим, что для некоторых с̂Л-е щ  их образы совпа­
дают, т.е. при всяком (х?) е P-jf имеем

x(f){*]» Х ? [ . (38)

Поскольку каждое f i  (ie. J) является изоморфизмом на 
Я:/ , то для всякого существует один и

только сщин ( х 7 " такой, что
-4* -1

~ x f f Ц ) ‘' ‘ i У * = ' (39)

Поэтому имеем

уГъ ~ [(yTa/faJfj1 t%

- L K ^ { f ) { ^ ] f j  (fity l fj =U)

- ftj) • ■ • (:Xm£ )£] fj J f/£s, # V  *

для всякого Я/7 » т.е. о. = и oc(̂ )f«
является мономорфизмом. ;<

Покажем, что для всякой функции сое (Pj . сущест­
вует, прообраз при . Определим функцию л t 

t fjL (К) формулой

х 1 съ ^ [(л 1L )... (х,* ^ ) a J ̂  
для любого (х7)б ̂4 <̂*v . фушщия и является про­
образом для си . в самом деле, в силу взаимной однозначнос­
ти имеем

- к ttyfn )fõj • ■ -

для всякого lj7) & Я'7 .Следовательно, с* if) являет­
ся изоморфизмом поликольцоида ^  U4: , J) на 
f (Я) i-fc Jj Покажем, что изоморфизм M f) сохраняет 
ранг отображаемой функции. Для этого докажем, что 
отображает множество (образ функции <я>) на множество

) (образ функции О х ). С одной сто­
роны, имеем ( с  М (f l ly  ) . В самом деле, для
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любого j tMou существует (эс7) £ Ml* такой, что
• Поскольку ^ есть изоморфизм систем, то су­

ществует один и только один (**'7) £ Я'7 такай, что 

X, = X i'fi], Поэтому

П * *ЫФ-
Докажем и обратное включение. Для всякого у «

<■ существует (*'?) « Я/у такай, что

3 - * 7 ^  С(л4 fc,) • • • (*«,fim ) ft ■

Поэтоцу, с другой стороны, М [м-({^м.) с (Mo'lfj . Значит, 

[Ха,)& * А Так как взаимнооднозначно, то
|Я. (а/л(̂)|̂ )| - j jka-J и лШ отображает все 
V/jlÄt; Л j; на *Ра(Я;иэ).

Лемма доказана.
Изоморфизмы вида (f) назовем внутренними.
Теорема 16. Бели полиграф [ J , j ) рефлексивен, то все 

изоморфизмы поликольцоида  ̂€ J ) на поликольцоид
(Я ; i-fc 3) являются внутренними.
Доказательство. Цусть л * (л., *4«.; (î  ; j ) £ ̂ ) произ­

вольный изоморфизм поликольцоида (Л;, j ii: V на
и полиграф ( J , J )  рефлексивен. Изоморфизм отоб­

ражает все J-идеалы снова на -̂идеалы. Поэтоцу а, отоб­
ражает подкольцовд Zf'i l-Ki ; ie J) как наименьший пра­
вый (двустороний) J -иг̂еал (по теореме 5) на Lb J )- 

По формулам (15) и (16) соответствие е£(х)-*х являет­
ся изоморфизмом & -алгебры (М) на при всякой 

^ и при любой системе (.М-, ; 1 * 7 ) . Определим набор 
f = (-f0, f l ; U  следующим образом: положим f» -  <л0 и 

для всякого ^ е М: положим

<^' = г тогда и только тогда, когда -  Cji (*). (41)
По сказанному выше каждое f j является изоморфизмом О.- 
алгебры Aj на Я/ . Отметим, что поскольку -
«сц, и öl есть изоморфна« поликольцоидов с одним и тем же по­
лиграфом ( J / j )  • Значит, f е %  (М, Р)

Образуем теперь по формуле (37) изоморфизм са, (f,) . Тог­
да ограничения отображений ос и на (Л̂- üe Jy 
совпадают. В самом деле, если  ̂ ^  J
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произвольные и 2 = ̂  fj , то в силу рефлексивности по­
лиграфа (3, будет и имеем

4 ? й)1алч,ХЧУлР т
- (лл<и)7С*е|,(j£J-[axd^jZ1 ei,- W * c{/m-С*j;

а также

■ * Z = j Z 4 7 H)

для всякого (x7) £ Я/7 , т.е. с̂у

По теореме 13 всякий изоморфизм подкольцовда
на L (?L ■ Le J) можно, и притом однознач­

но, продолжить до изоморфизма поликольцоида ^  {^1 )ьеЗ) 

на (Я,;  ̂е J j . Поэтому л = л (f J •
Теорема доказана.
Следствие. Если (J ) ] ) рефлексивный полиграф,, то 

все автоморфизмы поликольцовда ^[К ' , Lfc 7J являются 
внутреннжьшо

ЙРМЗ̂едъство. Утверждение является частным случаем 
предыдущей теоремы«

Теорема 17. Если (Ji J) рефлексивный полиграф, то 
поликольцоиды ^  l-̂ L /  ̂е ) и ^ И:; (где
^,<^4 ) изоморфны тогда и только тогда,

когда *t = ̂  и системы ( ^ ;  ̂е -’у1 и L -
изоморфны.

Доказательство. Цусть ц, = ̂  и it ^
есть -̂изоморфизм системы на (Pc-i&J) .

Тогда образуем оЦ̂) по формуле (37). По лемме 15 aij.) 

является изоморфизмом поликольцовда на

Наоборот# пусть cl~U„i ; {ч )j) eJ ) изомор­
физм поликольцовда vî  }i,e на поликольцоид 
‘Ь'ЗЛЯ ; L € J ) . По теореме 13 изоморфизм подкольцовда

можно, и притом однозначно, продолжить 
до изоморфизма всего поликольцовда #j  ̂̂  J; на все 

( Р- ■ Ю ) . А по теореме 16 все изоморфизмы поликоль­
цовда (J4;; it]/ на &  I? ; ^  имеют вид ос -
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= ct-if) для подходящего J -изоморфизма / «(/«>; ~ji; 

системы (Mi; i t  J) на (/£; üe Jj . По лемме 15 
сохраняет ранги функций. Поэтому v - ̂  •

Теорема доказана.
Множество всех автоморфизмов поликольцоида & =

= j Q , K )  обозначим через '‘Ь(А) . Опреде­
лим на 1 Ь(А) умножение следующим образом: произведе­
нием автоморфизмов л. = (<*о ; оС£,п ; (õ7 j j ) и Ä 

= ;(l-7i j )€ J ) считаем автоморфизм

«ijj- fam, j ('С/ j Lfo). (42)

Лемма 18. Автоморфизмы всякого поликольцоида образуют 
группу. ’

Доказательство, Цусть Jt = (0. J , ,& ,ж ) произ­
вольный поликольцовд. Тождественный автоморфизм Ь *

тождественные
отображения соответственно множеств j  и на себя,
является единицей относительно умножения (42).

Умножение является ассоциативным: для всяких автомор­
физмов ^ ) ( Ь ) ^ по (42) имеем, что

[ек(ЬjjA = =

=  (<<0 l^c/cj , л (/^.Ж ̂ {„«j j (t, y j  ) k j  ) =

= »(4'7fi-7 ;(*-'?

Обратным для ex является автоморфизм

* * [ < £ , pi,* M'T • (43)
7

В самом,деле, o ^ 0f = ст01<х„ - v_> и для всякого
а <с A4* имеем

ч

аИч '^71 ,^/^Т  ̂ 7  -cLi/м ,
т.е. (аог'Д/« - у « , . Аналогично имеем л" а = t .v  ̂< * j и 
Следовательно, является группой.

Лемма доказана.
Теорема 19. Если полиграф (J; ,]) рефлексивен, то 

группы 'bj (М) и ) изоморфны.
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Докамтел̂ств̂ Соответствие f , где a if.)
определено формулой (37), является по лемме 15 отображением 
^  (М) в 'Ь ( )  , а по теореме 16 даже отображе­

нием на 'Ъ (^  ) . Покажем взаимную однозначность этого 
соответствия. Если f тМ и , то или

■j* * 2* , или yjj * jj для некоторых j  е J ,
^ £ /{.■ . Поэтому или ос0 (j '.) ф <*<,(£) или, в силу реф­

лексивности полиграфа (3,- J ) , шеем

jc[<j ц м ф  0- (р] fj • *■

*nr > i t*d n övx[4 Wip
ДЛЯ любого X k ß y .  Значит, <k(jj +  d . ( p  в обоих 
случаях. Следовательно, соответствие является взаимно одно­
значным.

Покажем, что это соответствие согласовано с умножением 
гомоморфизмов. Цусть f ,2 6 ^2 ̂  произвольные и
пусть cLtj) и л i p  построены по фор̂ле (37). Тог­
да имеем

zJMftO -ь~Ч10аЩ  ш
* { Ы ( чр',> * Щ р ) -

- Ий*.$ £ ]  • ■ Щ ]]Г й

* И* Зщ) ■ ■ ■ 7 =

для всякого (х7) 6 /<;/"? , где Значит,
л(̂ ) л (̂ J и рассматриваемое соответствие являет­
ся изоморфизмом группы ^ 2 ^ )  на ^  ) •

Теорема доказана.
Отметим, что если полиграф Р; слабо полный, 

т.е. J2’с J , то ^^(М) - . По работе [7]
известно, что в слабо полном полиграфе или ^  - Ф и™

= J . Поэтому любое взаимно однозначное отоб-
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ражение jo множества J на себя отображает все
0 * J«, - J * 4 на себя, т.е. JL . Следо­
вательно, все автоморфизмы системы [Mi ) Le Jj яв­
ляются автоморфизмами при любом слабо полней полигра­

фе Р,?).
Следствие. Если полиграф [pi j ) слабо полный, то 

группы (М) и Ч/ (^  j изоморфны.
Дов̂^̂отво. Утверждение следует, в силу сказанного 

выше, из предыдущей теоремы.
Исследуем группу *f(№) . Цри автоморфизме систе­

мы только изоморфные между собой Я. -алгебры могут отобра­
жаться друг на друга. Поэтому разобьем J на классы так, 
чтобы каждый класс состоял из индексов изоморфных между 
собой Я -алгебр M-L. Цусть <т есть соответствующая экви­
валентность на J, т.е.

Ur j тогда и только тогда, когда »

Элементы фактормножества 3/<Г обозначим через Я;
^  I У) . Через обозначим группу всех

автоморфизмов системы [Mi; ь € * ) .
Теорема 20. Группа является полным прямым

произведением групп iU ) , ле
Доказательство. Цусть f = произволь­

ный элемент из Ъ (М) . Обозначим через f А ограниче­
ние автоморфизма j  на систему (M i} i t  Л) , т.е.

/ = (/* у j i  ) f i  ~{l) (45) 

По сказанному раньше имеем Aj0 - Л , поэтому яв­
ляется автоморфизмом системы [М‘с j l eX ) . Построим со­
ответствие

{ if* ; At J/<r). (46)

Такие кортежи являются элементами полного прямого произве­
дения fl \  w

Л<£ J/f

Соответствие (46) является взаимно однозначным. Дейст­
вительно, если f jt с, , то или f0 Ф- йо или L ^

для некоторого j  ь У  .В первом случае j i  +■ <и для
некоторого Л & 7 / (Г .Во втором случае iÄ = fj ^

Ф Ъ - | j при J i  л . Поэтому в обоих случаях'
р * j* И кортежи (р ; At и 11<Г)

не равны.



пусть (f\- л«: 3l<f) - произвольный из /1
‘ Л <г 7/<Г

Образуем автоморфизм f- * (f*, j i  ■ id ?) , где jf* ~j f»' 

при j U  и h  ~ fj » если j t .л «По формуле 
(45)соответствие (46) сопоставляет так постронному авто­
морфизму выбранный нами кортеж. Значит, соответствие (46) 
является отображением на все полное произведение.

Покажем, что это соответствие является изоморфизмом 
групп. Для любых f  - ; U  Jy, Я =
из произведению ^  соответствует кортеж

л 6 Jj (Г) , где

= i t y fh y t- fä f ;  Lt*)[Z5) 

= (f и^ 0=; /У-

Значит, имеем

f l  ь е -Щ  -  ( f *  * * - V < r >

т.е. соответствие (46) согласовано с умножением.
Теорема доказана.
Цусть полиграф. Кортеж [f ; ле̂дг/

называется -̂кортежем,если объединение всех ото­
бражает ^ на себя.

Следствие. Группа *5̂  (-М является подгрутшой пол­
ного прямого произведения групп % (А), л fc J/<f, состоящей 

из всех '/~К0Ртеже̂*
к̂асательство,. Если т.е. если

fa  - 2 * то образом для •£- при (46) является -̂-кор­
теж. Верно и обратное, если нами выбран -̂кортеж

31 <1) , то его прообраз при (46) является J- 
автоморфизмом системы (-Mi ) i t 1} .

Исследуем теперь группу f^i . Цусть Ъ есть
группа автоморфизмов j2 -алгебры J%, где фиксирован­
ный индекс из Я . Цусть еще фиксированы изоморфизмы 
f- ; 71̂  juj для всякого j t л , причем ^  * ы , 
где ^  _ тождественный автоморфизм 52-алгебры .
Цусть Г есть группа всех подстановок множества X .
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Воспользуемся определением сплетения группы ij с груп­
пой Г , группой подстановок на множестве Л, приведенным 
в [б] стр. 100-101, Каждому йе Л сопоставляем эксемп- 
ляр группы Ъ и пусть Ъ есть.полное прямое произве­
дение всех этих 'Si. Элементы из 'Ъ обозначим через

, I , ■ -. »а через ь(1) обозначается значение 
а (как функции из в *3 ) в точке I . Тогда (полным) 
сплетением _ группы ^ с Г называется группа
всех пар c i t ^ , f £ Г1 относительно умножения

(£,?)(£,t) = (о.̂ “?), ?r), (47)

где

= fry?) ( j i * ) , (48)

для всех ä,, 4- £ ^ f, Г e Г.

Теорема 21, Группа является полным сплете­
нием группы автоморфизмов одной алгебры из системы 

(Я;,; L fe -А) с группой всех подстановок на множестве а .
Доказательство. Цусть  ̂ ) L fc произвольный

элемент из . Построим элемент j  £ ̂  следую-
щим образом: если обозначим через j' , то

№ ' Ь t/' {Jе
Определим отображение f  : (М) —,» 'ЬиКГ по фор­

муле

f f  ~ (f) f°) (50)

для всякого f fc %\ {-Iй) •
Покажем, что у является взаимно однозначным. Грусть 

f i | £ ^ A ^  такие, что ^   ̂̂  , т.е, 
и ^  , По определению равенства элементов прямого 
произведения имеем, что f Ь‘) = J ф , т.е. по (49) имеем 

fj f j/ » <jjj f j! для всякого j t A . Посколь­
ку все 'fj {j e л) изоморфизмы, то из последнего равен­
ства вытекает, что ^  ^  для всех je А . Значит,
£ - (£> , j-i;  ̂fe и 2 а I х) равны и f  яв­
ляется взаимно однозначным.

Покажем, что для любого (jj, f) t i) Г сущест­
вует прообраз при f . Построим автоморфизм f =
- ß ; J   ̂ следующим образом: положим, что
jj - ? и fj - -fj <j(j } f v  для ВСЯКОГО
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(здесь j '  я Mo ). Тогда j- отображается при у на пару 
(й у ) , Действительно,

так как по выбору (j е л ) имеем

h > s v ts ii t r  * ti ^
для всякого I £ Л . Значит, у является отображением на 
все *5 ̂ V I ,

Покажем, что у согласовано с произведением. Цусть 
f ~ f »  (J., л; произвольные из

^ А (М) • Тогда имеем

где

где 7

' ^ Aj-
Поэтому соответствующе пары равны и [fy)(^f)

для любых i , fl к *ЬЛ{М) , т.е. у является изоморфизмом
группы (Л) на сплетение ^ U^v Г.

Теорема доказана.
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SÜ MMEETRILISTEST POLÜRINGOIDIDEST 

E. Redi 

R e s ü m e e

Töös on antud R tüüpi polüringoidi definitsioon ja on 

näidatud, et kõigi mitmekohaliste funktsioonide kogum üle 

antud Q.-algebrate süsteemi ja üle (x-kinnise) polügraa- 

fi moodustab nn. sümmeetrilise polüringoidi.
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Sümmeetrilises polüringoidis üle täie liir u polügraafi 

puuduvad x*anged kahepoolsed ideaalid, kuid kahepoolsed ide­

aalid, on olemas. Osutub, et kõik leitud kahepoolsed ideaa­

lid on tihedalt sisestatud parempoolsed (kahepoolsed) ide­

aalid« Sae võimaldab anda sümmeetrilise polüringoidi abst­

raktse ise 1ооьша kus ei-

Töös on tõestatud, et sümmeetrilise polüringoidi kõik 

isomorfismid teisele sümmeetrilisele polüringoidile (üle 

sama refleksiivse polügraafi) on siseisomorfismid* Osutubf 

efe nõrgalt kinnise polügraafi korral on sümmeetrilise po­

lüringoidi automorfism isomorfne vastava Q.-algebrate 

süsteemi aufcomorfismirühmaga,, Selle rühma ehitus on kir­

jeldatud teoreemidega 20 ja 2XU

OBER SYMMETRISCHE POLYRINGOIDE 

E. Redl

Z u s a m m e n  f a s s  u n g 

Es sei O, ]j ein Polygraph, d<=h» "je J r. Ц, Eie-

mente aus ~ J П j'^bezelcbnen wir durch {'чц) und nen­

nen m-dimensionale Kanbena 

Wir nennen das System

А- u  ]Лг,ях1

ein Polyringoid auf 0,J) und 52L( wenn

1) zu allen Kanten ( 4  ;j) aus 1 eineindeutig £>-AI~

gebren zugeordnet sind (*U zu (i))ä
U1 5

2) die pai’tielle binäre Operation x U зи allen Ele­

menten l>t A %  («-i-р) anwendbar ist und das Pro'­
ll I fk 1

dukt zu .52-Algebra ä ^u-i.^.p gehört,
t < '-tjbr',

5) daraus^ dap alle Produkte definiert sind., die 

Gleichungen ('l<)-(4) folgen»

Im Satz 2 bewiesen wir, dap» mehrdimensionale Funk­

tionen auf einem System von Q -Algebren unter Operationen 

(8)~(10) ein sogenanntes symmetrisches Polyringold bilden,

-98-



Bir beschrieben (Sätze 5,5) einige zweiseitige Ideale 

einiger symmetrischen Polvringoide. Wenn das Polygraph (J,J ) 

reflexiv ist, d.h. für alle lO ,  so sind solche

Ideale dicht eingebettete zweiseitige Ideale (Satz 10). Der 

Satz 11 gibt eine abstrakte Beschreibung des symmetrischen 

Polyringoids auf einem reflexiven Ü,^) .

Wir bewiesen, daß alle Isomorphisms eines symmetri­
schen Polyringoids auf anderes symmetrische Polyringold auf 

demselben reflexiven Polygraph innere Isomorphisms sind 

(Satz 16). Die Sätze 20 und 21 beschrieben die Struktur der 

Automorphismengruppe eines beliebigen Systems von Q “Algeb­

ren und dadurch auch die Struktur der Automorphiemengroppe 

eines beliebigen symmetrichen Polyringoids auf einem re­

flexiven Polygraph.
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ПОЛУГРУППЫ ЭНДОМОРФИЗМОВ ДВУХ КЛАССОВ

МЕТАЦИКЛИЧЕСКИХ ГРУПП

П.Цуусемп 

Кафедра алгебры и геометрии

Строение полугрупп эндоморфизмов групп и связь между 
свойствами группы и ее полугруппы эндоморфизмов до сих пор 
мало исследованы .Для коммутативных групп рассмотрены неко­
торые вопросы такого рода, но в общем случае можно отметить 
лишь некоторые отдельные работы [ 5 , 6 ,  Ю1 * Например, 
в [10] для некоторого класса групп изучается полугруппа 
всех эндоморфизмов 7 переводящих нормальные делители в нор - 
мальные делители (подполугруппа в ЕпЛ G  ). Целью
данной статьи является описание полугруппы эндоморфизмов 
для двух классов некоммутативных групп (групп порядка р 
с двумя образующими и групп порядка , где р,<£ -
различные простые числа). Поскольку методика для нахожде­
ния полугрупп эндоморфизмов для этих двух классов групп 
одинакова, то в § 1 найдем некоторое удобное представление 
полугрупп эндоморфизмов для этих классов групп, а в § 2 и 
§ 3 детализируем полученные в § 1 результаты для обоих 
классов групп отдельно.

В работе будем придерживаться обозначений: ЕлЛ G, - 
полугруппа всех эндоморфизмов группы <д ; А иЛ G. - груп­
па всех автоморфизмов группы £р ж ^i Р ~ 1 У - 
кольцо вычетов п£ модулю р ) -£р - аддитивная группа 
кольца 2р ; - мультипликативная группа кольца £р;
(I, j ) - наибольший общий делитель целых чисел I
и j ; <с ̂  , * • • > а̂/ > - подгруппа, порожденная элемен­
тами ; J[x) ~ \ у £ ^ !%*** дая некото­
рого целого числа п, >о )  t где х - идемпотент полу­
группы Q ' -1© - совокупность всех отличных от 
нуля и единицы идемпотентов полугруппы !XI ~ 
мощность множества ; ос л ̂  - элемент прямого произ-
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ведения Рл Q, полугрупп Р и Q ;  F(fi) =

Все использованные факты теории чисел взяты из книг [I ], 
12] и [7]. Основой полугрупповых понятий взята книга [4].

§ 1. Полугруппа эндоморфизмов конечной 
метациклической группы

Напомним, что метациклической называется группа, кото­
рая является расширением циклической группы при помощи цик­
лической группы» Определяющие соотношения конечной метацик­
лической группы S даны в работе [9] и имеют вид:

а.* = = a.v , (i)

где для натуральных чисел *v, о , А/ и 'ь выполнены 
условия

(V = о {rvbOdt *- ) ) Ь 3 1 (w/Ô  Н/) , (’•'-'I) — о (rwci*')' 2̂)

Поскольку из соотношений (I) индукцией по j  получается 
равенство ■

auV , 3̂)

то каждый элемент группы G. можно записать в ввде U cl, 
где и j  £ {Ol 4, - - ‘ - 1 } .Мы будем рас -
сматривать только случай к- « О .

Цусть даны числа п-Лл>удовлетворяющие условиям (2) при 
к,-аЗсвду в этом параграфе через G обозначена метацикличео» 
кая группа с соответствующими определяющими соотношениями 

(•1). Рассмотрим множество пар И-{ ■ ] (-t , ic Легко про­
верить, что множество Н является группой относительно 
следующего закона умножения:

[Ь,4][<*, г ]  * [t+4*, ir+ä'v“ ' ] .  (За)

Для элементов [0,1] и [1,0] группы Н выполнены соотноше­
ния 7аналогичные соотнесениям (1), где L о (следует из 
правила (За)). По теореме Дика (см.[3], стр. 111) группа 
И изоморфна факторгруппе G, / ̂  для некоторого нормаль­
ного делителя N . Поскольку каждый элемент группы &  

выражается в ввде Ы cš , где je Lt Z ^  , то

I С  I 4  ^  “  I Hl ~ j d / N I . (Зв )

Из неравенства (Зв) следует,что N * { * } . Поэтому тажтта
элемент группы G выражается единственным образом в ука-
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занном виде &  сС . Нашей целью является определить 
полугруппу эндоморфизмов (Я. Поскольку каждый эле­
мент группы G. единственным образом выражается в виде 

b i лЛ , то каждый эндоморфизы Z группы G. однознач­
но определен образами . о х  и &С при помощи формулы 
( W a 1)х =■ (й:)/ (ojz )0 . Надо найти, как выбрать а/с и 

bz в данной группе так, чтобы мы получили эндоморфизм* 
Лемма 1.1с Отображение Z : G. — G, , заданное пра­

вилами СЧ/'ь - i-icb*' # g/t = , (4'tCbU')T - 
= (о/с)м' , является эндоморфизмов тогда и только 
тогда, когда

I (1 -г + • • * + = 01"*0<Ь *,) J j *  žO(nn,0(C Ь);

t  И + *«/пг -f • •« + 'l  ̂ ; 0  (waxC / J  ~ J  ̂  (>УУ/0С̂ ^ ]
I  + t,vm/ * (j + ’W  -*••'• + W  1)) (ivbOA »V ) .

Доказат&тство. Для доказательства леммы надо найти 
необходимые и достаточные условия для того, чтобы отображе­
ние Г сохраняло определяющие соотношения (I) группы £,
Т 0

"(йлГ=И, (И ^и , (4-гГ'(атН̂| - ( м Г -

При помощи математической индукции и формулы (3) можно 
убедиться, что в группе (л справедливы следующие законы:

/. t iw . и. V-, (1+и, г+дъ*'
( V сс ) (& а  J = * а  ,

= (frJo.T'- ^  ^  1 U -1

тогда и только тогда, когда »

,v/5 0'rw»M,
« д

Аналогично, (Ю  = 1 тогда и только тогда, когда

-Cm/ а 0 j &И + ... + V ^  ^

По формулам (3) и (5) равенство (AT)(fo:) - [^)[с^х)^ 

справедливо тогда и только тогда, когда
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• l i i i )

I ** + i^ t'ui4' -f L (■( +• W +■ “  • -t- г- i ■v ‘ 'j 
s 4- (X/ )

т»е. тогда и только тогда, когда
j » j v (»vuoöI 4), I г- IV" a Ы'г f С (l г и1 +... f ^ 11

Из полученных сравнений следует справё̂щвость ламш*
Теорема 1«2. Поаутруппа £ «./<£ 0. изоморфна полугруп­

пе А , где

К, \Ц£е bjji** € выполнены условия (4) J

и произведение в полугруппе А задано следувда правилом 
умножения:

/ 1 } \ (ь л' \ /t,(f+'ü+•*• +1,] ̂ 1
у  k j ^ l V /  = { + г.'Ч — + Zj'+m*»}. (g )

|ртзат̂ство* %сть эндоморфизм ь группы & за­
дан как и в леше 1.1. Тогда соответствие

r ~ - ( l  iv) (7)

осуществляет взаимно̂однозна̂ВГое соответствие между множес­
твами ЕлЖ, & и А (см» лемму 1Л}, Покажем, что соот­
ветствие (7} сохраняет произведениев Цусть еще

е д .

Тогда ал;'- У o', i-'- ̂  «ы - Й<х , -й « 

и по формулам (5) получше

йу ixt:'] - (аят)̂' = fgJа,и)т' - (Рт'}*1 («лг'/' * (Ь*'

• *■ ̂ r i,} •
,, fW+i,' ;•((tiyj'— t-г-} и ‘*Ь +?'t%+i4...<-)ei4i-1->) 

s: 4,(' “ Л

Аналогично , , , , j
- ^ ' r j ,l aui'U r4 ‘+.-. + ̂

Из двух последних равенств уже следует, что произведение
* определено на множестве 4 корректно, множество А 
является относительно произведения ö полугруппой и соот­
ветствие (7) задает изоморфизм между полугруппами Ь « 
и А . Теорема доказана,

В дальнейшем отождествим эндоморфизм г с соответ- 
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ствующей матрицей из Д

§ 2. Полугруппа эндоморфизмов некоммутативной 
группы порядка

Цусть в этом параграфе G. является некоммутативной 
группой порядка ря , тде р, \ - различите простые 
числа (р < ) .Из [8] (стр. 63) известно, что 6 яв­
ляется метациклической группой с параметрами

к. Ш о, *, S ̂  , А, *р . (8)

Там хе отмечается, что число р по существу должно быть 
порядком элемента г в группе .

Лемма 2.1. Полугруппа & изоморфна полугруппе
матриц

a-{US)>uU0ty k 4V " ‘ ^’ *fcfo}u

с правилом умножения

l i (8a)
Доказательс®2.. Для доказательства леммы надо решить 

систему (4) в случае (8) и применить теорему Я*2. Из второ­
го сравнения системы (4) получим сравнение j  ~ о ( р). 
Ввиду этого система сравнений (4) эквивалентна системе

j =  о(iwOcC^), w  S 1(1* v ^  ^)г0 (т Ос{^). (д)

Если г'*' 2 1 (ггъос\, ^ , то т  з о ("vöft р) (ведь р -

наименьшее натуральное число, при котором *Р * 1l'r0c<- 
и из системы (9) получим р£ а о и
. il з ), т#е# С s о (го/оД ̂  ) и

L s с (rrvoct ̂ ), так как г + \ ввиду некоммутатив-
ности группы <а.

Цусть ,vTV ̂  1 i"vOct̂ ) t Тве. с (fwocip) . Тог­

да третье сравнение системы (9) эквивалентно сравнению

Цч/'v-̂)l1+■l/nЧ..-+'̂ :rvlr ',,) = 0 

т.е. сравнению = 0 ^ ), которое по
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формулам (2) и (8) выполняется для каждого I * ^  . Ре­
шениями второго сравнения системы (9) являются:

а) о «О, "V € £р "V * 0 ;
б) т. * I 6 , I + 0.

Таким образом, найдены все решения системы (4) и тем 
самым определены матрицы, принадлежащие полугруппе А • 
Ввиду j - о «j' правило умножен» (6) примет вид

Леша доказана.
Следствие 2.2. Группа 6 состоит в точности из

матриц

-(!?), (ю)

где I, I € и ь # о .
Доказательство, По лемме 2.1, если учитывать соответст­

вие (7), подучим, что только в случае (10) элемент а. отоб­
ражается в неединичный элемент сС группы (Я . В этом 
случае элементы a li I, £ II - ^  и I II 1,1 Н ■ I  по­
рождают ввиду (и,̂ )Н всю группу G. и следовательно 
И 1,1 II е Aut &. Следствие доказано.

Следствие 2.3. Полугруппа ЕпЛ 6 является полугруп­
пой со внешне присоединенным нулем.

Это следует сразу из леммы 2.1.
Теорема 2.4. Группа Au,t G. задается следующими оп­

ределяющими соотношениями:

оЛ  - 1 , Л̂"1 ~ jj * ct* ,

где I - первообразный корень по модулю Следователь­
но, группа A ut Gi в данном случае тоже метациклична.

Дрмза̂е̂стао. Согласно следствию 2.2, автоморфизмами 
группы &  являются элементы II i , t II , где I, i € и 

I f 0 .Их умножение производится по формуле (8а), кото­
рая в данном случае имеет вид

lli,ill ■ Иi',1*li * Hü', U  + 1̂1. (II)

Обозначим ос = II i, 1 il и p-f|t,oi|, цце t 

первообразный корень по модулю Цри помощи формулы
(II) легко вывести, что
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J - n , a ,  р‘=и1,о«,

<*,(!> * pa.'*', f h ^ " 4 s i .

Значит, каждый элемент группы Au,t G. выражается единст­
венный образам в ввде ^иос , где <*€ 2. 4 и 

te 2^ • Отсвда получим равенство

Цусть группа & задается определяющими соотношениями

Iji-poi*. (13)

Из последней формулы при помощи индукции по Ь получим 
равенство

Ь I I №
A|J S р л ) (14)

откуда следует, что каждый элемент группы 0 выражается е 

ввде, ft1'*1 , ще 16 Z ж I  ь . Еще получим 
неравенство I õ i 4 ̂  - О . Поскольку в группе

АиЛ G. выполняются соотношения (13), то по теореме 
Дика группа А«* 6 изоморфна факторгруппе группы 6, 
т.е. (A*üfc&|$|b|# откуда по равенству (12) и по нера­
венству 16| € \ получим равенство I Awt G.! *
= f 6! . Значит, грушш Au,i б, и 2» изоморфны. Теорема 
доказана.

Цусть d - первообразный корень по модулю р и обоз­
начим

Поскольку

т =
О о
О 0

о о
о ^, ^

то эндоморфизмы т , , rPmj различны, но
т/>='Г.

Теорема 2.5. Совокупность всех ненулевых собственных 
эндоморфизмов грушш G. состоит из всевозможных произве-

« s-W Ъ I • %
дений вида ъ <* } где - -• * р - 1 > и

tfe 2^ , и является правой группой над циклической 
группой порядка р-* и q-элементным множеством. Для 
элементов тг, ^  и ß справедливы равенства

(15)TP = r. fbZ = Ъ(Ь = <*Г
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Дока̂тэдшстао* В справедливости равенств (15) можно 
убедиться непосредственной проверкой при помощи формулы ум­
ножения матриц. Так же получим

\ 11 01 ( 0 ° 1j°U *Г (16)

Если t W  » f где L, n* * О , г . , , р-i)/ и
l , i € I  , то по формуле (16) получим равенство с. — Гл/ 

и сравнение •
Zi/t + Ъ ■+... + >Ъ* ) - j  { 1 t ■V + + ъ ) (*J)dj ) .

Нискольку V ф 1 и i * г то полученное сравнение 
равносильно сравнению

L + ̂  1-... f ъ '*)■= j, I +-т/tг4 i)(iyuxî )/

т.е. сравнению•И/ »V
t (,*V -4) = -• )̂.

Нам известно, что *Г -ф о (*vo«l р) . Так как порядок числа t 
в t'n равен tv .получим неравенство

* I**' /г3 -4 * о [mod,

и равенство ^ = j  . Значит, количество ненулевых
собственных эндоморфизмов ввда равно ^ (р~<),

т.е. равно количеству ненулевых собственных эндоморфизмов 
группы & (следует из леммы 2.1 и из следствия 2.2). Фор­
мула (15а) следует из формул (15), ибо of'z“' = V й- 

Теперь формула (15а) показывает, что собственные ненулевые 
эндоморфизмы составляют правую группу (см. [4], стр. 314 ). 
Теорема доказана.

Следствие 2.6. Совокупность всех ненулевых эндоморфиз­
мов группы 6. образует полугруппу

ЕпЛ j ^ - Л o<"v*p-<y

с правилами умножения ^
(pV)(|3<l'*t/) » f>Jr ^



(17)

Доказательство следует сразу из следствия 2.3, из тео­
ремы 2.5 и из формул (14) и (15).

Следствие 2.7. Множество F16) образует : изоморфную 
с полугруппой * С полугруппу, где полугруппа С 
содержит ^ элементов и является полугруппой с правым ум­
ножением.

Данное следствие получается из последней формулы сис­
темы (17).

Следствие 2.8. Полугруппа Е ^  & является коммута­
тивной связкой вполне простых полугрупп {о}, Aw,t G. и 

F (G.) . Соответствующая факторполутруппа есть трехэле­
ментная цепь.

ДРШ§ательство. Подполугруппа (о) явно вполне проста,
6. также вполне проста, ибо является группой. Полугруп­

па F (G.) является по теореме 2.5 правой группой и поэтому 
полугруппой матричного типа над группой 2 ^ *  , где 
множество Г' имеет один, а множество Г ^ элементов и 
Р -матрица, состоящая из единиц (см. [4], стр. 278 )• 

Поэтому F (G) является вполне простой полугруппой.
Ясно, что -(ojf составляет отдельный класс связки и 

Au/t G. • F(Gl) с  F(&), F(&j-/M<*c F(G.j . Следствие
доказано.

Следствие 2.9. Полугруппа Е̂с*. <*. является вполне 
регулярной.

Утверждение следует из того, что ЕлЛ &  есть объе­
динение групп: {0^ и Au/t G. суть группы, a FIG.) есть 
по теореме 2.5 объединение групп (см.[41, стр. 424).

Следствие 2.10. Множество Jo является полугруппой 
и X -  С . Для каждого х & 30 множество J (>~} яв­
ляется группой и Л*) - ip-, •

Эти утверждения вытекают из следствия 2*7*

§ 3® Полугруппа эндоморфизмов некоммутативной 
метациклической группы порядка р‘

При простом р > 2. существует ровно две некоммутатив­
ные группы порядка р3 (см. [8], стр. 63). Одна из них 
метациклическая и задается определяющими соотношениями

ojf~ =1 fc'P - 4 J & о,, р  х. (X/ Г Р, (̂ 3)
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В данном параграфе найдем строение полугруппы эндомор­
физмов для группы G о определяющими соотноше­
ниями (18).

Теорема 3.1. Полугруппа ЕпА <Я изоморфна полугруппе 
матриц

с правилом умножения ,

ĵ£p /»vĴ  \̂ 'P̂ TV/ \ + )p nvm' / ' (£9)
Док̂ательство. Исходим из теоремы 1.2 и найдем все 

решения системы сравнений (4). В данном случае

А/ - р, *V3,p2') г ” 14 Р, ^

и система (4) принимает вид

1(4+J  + + a O ( ^ v o ^ p 2),

+ Л  +\Г(Г Л}) = о (пъосср1),

I  + üv"' » & W  t <'H + xi + ... + W P H rvvocLp*’). 2̂о)

Поскольку Ц, » р  ̂ , ТО = О̂ р t i [nvodp1) И

(+гЦ...+Лч)г 5 M f 1).

Поэтому из системы (20) получим сравнения

If' s 0 lhu><L|4'L)J

 ̂Cjf + -0 )у

8. t с + % t +^4- + Ljv. +i + ( w x L ^ ). 

Следовательно, система (20) эквивалентна системе

I  s õ (гъо&р), а 0[т,оЛр). (21)

Все решения системы (21) даются формулами:

Я) I  ж Lp, С# ̂  Ер, I я ^ор, ч с ̂ , т, еЪр;

2) I  ~ Ьр} IbCŽp, i *  Z f ,  *1 , * * • '! . (2ia)

Тем самым определены матрицы, из которых состоит полугруппа 
Д . Формулу (19) получим из формулы (6) такие как при 

упрощении системы (20)s учитывая только сравнение 
I  з о (ткзл.р j v теорема доказана,,

Следствие 3,2» Имеет место равенство
I Efvtfi (я! = 2.pL' -р3.
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йрказательствое Из теории чисел известно, что среди 
чисел 0)1,1, .-. , р1  ̂ существует р1- р чисел,
взамино простых с р“~ , Поэтому получим 

р^ + (р1 -f) PL 31 эндоморфизмов.
Следствие 3..3» Группа AuJcCk состоит шз матриц

где leipL, (ь,р) 3 i и 1, 1 ь i p } и только из жих. 
Доказательство. Пусть г е £• ¥Kj(Aj ̂  JJ

Ч Ш
где L/jf t) * £■>, т.е. имеем случай 1) формул (21а). 
Тогда по значению матрицы ат --- U  «,“Р и по формуле
(5) получим ■ )

(os) Г * (U aLP)P =• М а ?  V W  f * * •+ ̂  ;,

откуда ввиду v * р + 4 и формул (18) получим 

(o/ü/ =

т.е. эндоморфизм ^ отображает элемент порядка р" в 

элемент меньшего порядка и эндоморфизм t  не является 
автоморфизмом.

Цусть теперь имеет место случай 2),т.е.

где j, I € и и £ I p i, ( р) ~ 1 . Тогда =
* ßj cj' и 4-г - ico ? 0 Как и в первой части доказатель­
ства, получим .

(at?jP =
ввиду • Значит, для некоторого числа ^
имеет место равенство - аР . Тогда получим
равенство .

(К)‘ rtV/\ (22)

Если выбрать число I так, что i+ j  - о p ) j .
то при помощи формул (5) полутам, что ( J -(4вл)\8Ц)
^ ü (̂̂ '+|v.,y^l>)|jai.a 4^+3cl+̂ 1̂- аЗ̂ Р̂ для нек0Т0Р°Г0 числа 
и»- Из равенства (.1, j>) - L следует равенство (ии ;̂р)=1 и 

существует такое число -дг , что имеет место равенство

a s [ l k l V ^ -  (23)

Из равенств (22) и (23) следует, что элементы «х и
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порождают всю группу G . Значит, эндоморфизм v являет­
ся автоморфизмом. Следствие доказано.

Теорема 3.4. Группа A^t 6. задается образующими
а, р, j/, зг ж следующими определяющими соотношениями:

*Р = рР * уР = %Р ̂ = 4 , 7CV » ̂ДГj л ̂ * j/Ä j
3^'Vx = Л+, ctp-pA,

где t - первообразный корень по модулю рК
Доказательство. Обозначим через р и X

следующие автоморфизмы:

Л = (р<). r ( i  ').
»-('У?), * • # ? ) .

По формуле (19) можно убедиться, что имеют место равенства

-t М 0 \ J  М J \ Н+кР 0 )
Lp 1 / , J* = (б «»/, “V О 'I ) I

р </■ (24) 

Получаем также равенства
№1/ * ebßy-afioL) at-lta Ila., ßiS - i) ß;

<чР г ß>f ж ® .TüP  ̂s 1 • (25)

При помощи ивдукции no Õ выводим из равенств (25) равен­
ство осс * «Л̂<( , Поэтому каддый элемент из под­
группы <<х, (3,  ̂> , породненной элементами о., ^ и 

 ̂ , выражается в виде ^  , где i  f j , k £ •
Ввиду последней из формул (24) и единственности частного 
при делении на {v это представление единственно.

Цусть х е < тс > П <«., & , и>. Тогда *- - л*'- 

а <*с /2><j для некоторых чисел £ б Zp-i и
> j I ^ е р̂ • формул (24) получим теперь сравнение 

tkf ~ 1 + р ) .j]0 теореме Ферма (см. [2],стр. 47)ttst

Поэтому получим сравнение t^  в f a t4' (т̂Л. р j .которое 
имеет место лишь в случае 1~ о . Следовательно

4 и

<ТС>П< ос;^ ( р> » , (2б)

/+р 11 £ /t^ oi  ̂ ^ 
Р** (о  1], * 4  о Л, Л( ^  - U
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Is равенства (26) следует, что элементы грушш АсоЬ &  
вжда т с A<f при различных 1 е ;
L, j , 4 с £р различны« Количество элементов такого вида 
равно числу р3(р-0 , т.е, равно числу lAutG.1 . 
Значит,, каждый элемент грушш A^t Gl выражается в виде 
jcV'/biy .

Дли вывода последнего определяющего соотношения рас - 
смотрим сначала произведение р>тс . Найдутся такие

I t  i r , « ŠJ,* е ZP,. «О
[Мс = •rcV'/i/*' . (27)

Кз формул (24) и (19) вытекает ввиду сравнений
ЧТО

A L J' fc 1 ^ 0 \ Л('+Ърл)
‘(о j ° [ r  V s

s (A-fcip j i l )
“ I cp 4 / •

Теперь из равенств (24) и (27) получим систему сравнений

С = О, у fĉ1 s 1 (m̂ OöCp), 4pt^+jfftfy-O/z s {?('*0<t'p2‘)l (28)

которая имеет единственное решение. Из последнего сравнения 
получаем - t P s (htf)d>p*) ; от­
куда t*? г -Ll* Im^cCpJ e цо теореме Ферма ([2], стр.48) 

a -tP 5 •£ (rvU)«6p) J ПОЭТОМУ

t̂ s-fc (пы̂сСр) . Так как t по построению есть 
первообразный корень по модулю р2-, он является первооб­
разным и по модулю р (Cl], стр. 148). Поскольку о й.1 <.
< р-'1, то из t^s -fr (irbocLp) следует . Сис­

тема (28) принимает теперь вид

1-0, j t  В 1 (ifbOct р ) j k.h+(t~i)/z. - О (nvOfip), (,-*4,

т.е. вид

I а öj » 4 j j *  Vfc ) t = (4 ~ b) / it" j

где деление осуществено в поле £р . Обозначим ч-с = Vt. 
Значит, выполнено равенство

(SK -

Отсюда получим при помощи индукции для каждого натурального
I равенство

-112-



а при i * t ввиду ia-'f и у те * i> соотношение

жрлн * (bb[>li~1)/ž-. (29)

Цусть Н - группа с определяющими соотношениями (25) 
и (29). Из этих формул следует, что каждый элемент группы 
Н выражается в виде к V'/Wu^, где 
и L , j , t . * i o } т.е. / Ж £ р31р-<) . По теореме 
Дика группа А**Л <л изоморфна факторгруппе группы Н . 
Следовательно I И I г 1A ui (Я I = р3(р - ■< j и по неравен­

ству IHI & рл(р-1) ухе I Н I =• IА *<*-£ & I .Значит, 
группы Н и Aect G. изоморфны. Теорема доказана.

Теорема 3.5. Совокупность всех идемпотентов полугруппы 
E*vd Gi образует подполугруппу 3iU'{o,4} со внеш­

не присоединенными нулем и единицей. Полугруппа до изо­
морфна полугруппе N = {Cj(l  1 (j , i  е ) с правилом 
умножения

йрказательство. Среди автоморфизмов идемпотентом
является только тождественное отображение. Всякий собствен­
ный эндоморфизм имеет вид

f*f i  \
\tp т ) } (29а)

где i t j , I ,  т,е £р . Определим среди них идемпотенты 
из условия

откуда получим

j i » I, »bl»i,

Если m,. о , то также L »j * & * о и получим
нулевой эндоморфизм. Если m -1 ü , то *, * -f , j и
, I  - произвольные элементы из поля Zp , а I = j  I .
Мы определили множество X :

3. - { 1^4)1 i t » * , ) .

Поскольку
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то множество Ja образует подполугруппу в полугруппе
G. и соответствие

[j,Ü --- i4 ) (30)

задает изоморфизм между полугруппами N n  j0. Теорема 
доказала.

В дальнейшем отождествим соответствующие элементы при 
помощи соответствия (30).

Теорема 3.6. Совокупность всех нильпотентных элементов 
3(о) полугруппы £ î cL Q. состоит из элементов

(Äi),. г (31)
где i , } , £ € Z , является вдеалом в Е «/Я & и
образует изоморфную с полугруппой

К * {11^ »^ lll̂  j } полугруппу, где

И e II j^i0»0 • •

Доказательство. При помощи математической индукции и 
правила умножения (19) можно убедиться, что имеет место ра­
венство

А- I ' I „ А~£ : „

(32)

для каждого к г I  , Поскольку всякий собственный эн­
доморфизм 2 имеет вид (29а), то из формулы (32) видно, 
что для нильпотентности элемента у необходимо и достаточ­
но, что п\ •  о .Значит, множество J(°) состоит в 
точности из элементов вида (31). Из правила (19) следует, 
что J {о) является вдеалом полугруппы £ 6. и со­
ответствие

Цр о) )ll]

задает изоморфизм между полугруппами 3 (0) и К . Тео­
рема доказана.

Лемма 3.7. Если 1 ^1 ]б 3» , то =

• pip-1) и

к̂азательство. Множество J t t j  t И) состоит в 
точности из таких элементов
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\4p  f»v) }

для которых найдется такое 4 ^ 2  , что [j f i] . 

Последнее равенство ввиду равенств (32), (33) и значения 
обозначения [ j, ̂  J дает систецу сравнений

О з й
^ 6 ^  т jt {nod = j (r̂ ocL p);

Jm,*-'1 st(rtvOctp), = i t«v<5c( p) . (34)

Решим систему (34) при 4 ^ 2  .Из последнего сравнения 
следует, что м + о . Цусть т, ± о . Тогда сущест­
вует такое число 4 »г, что "\А s 1 (»*юД/>) .
Из остальных сравнений получим равенства

J $ =j r™ (35)

ввиду тА з \ [тх!сСр) . Таким образом, элемент х 
принадлежит множеству тогда и только тогда,
когда nv + о и выполнены условия (35). Отсвда следует 
также утверждение леммы о мощности. Лемма доказана.

Теорема 3.8. Множество J(x) является подполу­
группой для каадого идемпотента * полугруппы ЕнЛ G. , 

При * € Je полугруппа Jt*) изоморфна полугруппе 
L = а 25 , где -8 - полугруппа р-го пор­

ядка с нулевым умножением, 5) » { о, f , р' < } .
йрказат̂ьетжи Если ос а \ , то J  (1) = f\u.t £ 

и ЛО является подполугруппой. По теореме 3.6 множе­
ство J(o) является подполугруппой. Цусть теперь 
Cj , С J € Зо и у , * t 3(у, tj), Тогда по лемме 
3.7 найдутся такие с, т/, I', *\/е , что 
r>v. т/ f  О и

• öp bv I , (33)

Отсвда

И & р С ) ,  (36)

<37,

т.е. и множество ijj являет­
ся подполугруппой. Первая часть теоремы доказана.

Фиксируем [j , i  ] € J. и определим отображение
Т : — > L следодадш образом:
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i ж J £/JW •

i tjiiu, i Ф о ;

l  i *ot (38)

где l ,  n  £ Zp и о .По лемме 3.7 каждый эле­
мент из представляется формулой (36), т.е.
отображение Г определено на всем . Покажем,
что отображение Т является взаимно однозначным отображе­
нием на все L. . Отметим, что по определению полугруппы 
L имеет место IL | я р (р — 1) и по лемме 3.7 имеем 

| О (С j j t ]) t - р ( р -1) • Для проверки взаимной однознач­
ности отображения Т достаточно доказать, что каждый 
элемент полугруппы L имеет прообраз при этом отображении. 

Цусть rw х <i е L . Тогда гл, + о . Если
а » о , то по определению отображения Т будет

{f р /̂уь ) ^  ^ - »vvX^

и элемент ^  х о имеет прообраз. Если в + о , то в 
случае  ̂ имеем

В случае же <ч = j £/п/ имеем по третьему случаю формулы
(38) * *

( L p  С)т •и х у н -« * } -

Значит, элемент ^  имеет прообраз во всех случаях.
Ввиду леммы 3.7 эти прообразы являются действительно эле­
ментами из полугруппы . Взаимная однознач­
ность отображения "Г на все L доказана.

Покажем,наконец,что Т является изоморфизмом. Пусть 

y , * £ j ( C j , l ] )  и имеют место равенства (36). Тогда 
по формулам (37) и (38) получим с одной стороны равенство 
(^i)T = (rrvm/) х о . с другой стороны, по правилу
умножения в полугруппе L получим г_Т) »
= |rw*v'| х. о . Значит, отображение Т является изомор- 
физмом. Теорема доказана.

Теорема 3.9. Совокупность F (6) всех ненильпотент- 
ных собственных эндоморфизмов группы G. образует в

EtvciG. подполугруппу, изоморфную полугруппе L*J„, 
До̂̂ательств̂. Ввиду теоремы 3.6 множество F (Gij 
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состоит из элементов вида (29а), где nv * о . Отсвда 
следует по правилу (19), что F (6) является подполугруп­
пой в £ ̂  <£ •

Для вдемпотента х ь 30 обозначим через Тх изо­
морфизм Дх; — *. L » построенный в доказательстве 
теоремы 3.8. Определим отображение W  : F(G) — - L * 30 

следующим образом:
= (̂Тд.)лд., (39)

где у е 3 Iх-)• Ввиду конечности подполугруппы End G. 

для каждого ^ е ^(G.) существует единственный •*£ Je 
такой, что J (х) . Поэтому отображение W  опреде­
лено корректно. Поскольку множества J(x) ( х е  Jc) за­
дают разбиение на множестве F(&) , то сравнивая мощ­
ности множеств J(3c), J« и L , получим равенство 
{ F(6.)l - I L х Jc| = . Поэтому для доказатель - t 

ства взаимной однозначности отображения^ достаточно до­
казать, что каждый элемент из полугруппы L. * 30 имеет 
прообраз. Цусть е L . Тогда г fe L и ввиду 
изоморфизма Тх '• 3(л) — *■ L найдется такой ч е J(x) , 
что ш *- .Мы получим равенство ^ W  = (j тх ) ос =
= а. х. х , т.е. для произвольно выбранного элемента мно­
жества La Jo найдется прообраз. Следовательно, отобра­
жение W  является взаимно однозначным отображением на 
все L * Jo . Покажем, что отображение W  является изо­
морфизмом. Для этого возьмем произвольные элементы 

£■((*) . Тогда найдутся такие x f x 'e Jo , что 
^ 6 Л (*.) и y e  J(x') . Надо показать, что

fay‘)W = (yW)-(̂ W) ( ( y y ^ 'H j W W )  * («3,

т.е.

j j 'e  J(xx'), = ̂ т х )^'Тх,). (40)

Цусть JC = Lj, I ]  , и

v - l & p C ) .
Это можно предполагать в силу леммы 3.7. Отношение
^  £ Э(хх') следует из леммы 3.7, правила умножения 

идемпотентов и из равенства
, I l.W i twV I «VrW \

^  = V fW t W  p  ̂ j.
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Значит, отображение Тхх' применимо к элементу и и' и 
по формуле (38) получим ®

(М ',тхя' = X 0.
С другой стороны, » rvvx Ö И у '^ х ' ЯШ
некоторых 1}4'€ Z i . Ввиду (т/Х4 )[ел/ к й') ш 

» (>vvm/)x О получим равенство

Тл,).

Теорема доказана.
Теорема 3.9. показывает, что F (<Я) можно рассматри­

вать как полугруппу матричного типа (см.[4], стр. 278) над 
полугруппой L , где множества Г и Г' оба имеют р 
элементов и Р - матрица, состоящая из единиц.

Мы разбили полугруппу ЕпА G. в сумму попарно не­
пересекающих подполугрупп J(o) и FIG) , 
строение которых задано теоремами 3.4, 3.6, 3.8 и 3.9. Ос­
тается указать связь между этими подполугруппами, т.е. по 
какому правилу умножаются элементы разных компонент. Это 
происходит по формуле (19), которая задает обычное 
умножение матриц, если только один из сомножителей является 
собственным эндоморфизмом.

В отличие от некоммутативной группы порядка ,
у которой полугруппа эндоморфизмов вполне регулярна, полу­
группа ЕьЛ & не является регулярной.

Теорема ЗЛО. Регулярными элементами полугруппы
ЕаД & являются автоморфизмы, нулевой эндоморфизм и эн­

доморфизмы

и ,

где j ,-С, е žp и va,* О . Регулярные ненулевые 
собственные эндоморфизмы [j , t , m. ] образуют подполугруп­

пу с правилом умножения

[jt l ) ** J ‘ [j\ ] - [ j* ,  ^  > *vm' J • (41)

Ддказ_ателъство, Автоморфизмы и 0 являются регуляр­
ными. Цусть зс - регулярный собственный эндоморфизм, 

т.е. найдется такой Ч £ E^d (к , что Х УХ ~ х  • 

Тогда
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для некоторых значений параметров и

откуда получим

I =j-Gm/, j  * (j rYX/̂ l ^  ^  ̂  (42)

(равенства в поле ) • Если =• с> , то I » j  -
ш I  •  о и л = о . Цусть яг ̂  о . Тогда система 
(42) эквивалентна системе

/п/ » */т/ I » i V w  .

Наоборот, пусть х - собственный эндоморфизм, у которого 
т/ + о и ^ a//«v .Если выбрать m/* y»v , а 

параметры </, j' и £' произвольно, то х̂х = х 
и х является регулярным. Первая часть теоремы доказана. 
Второе утверждение теоремы следует сразу из правила умноже­
ния (19). Теорема доказана.
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Kahe metatsükliliste rühmade klassi 

endoisorfismipoolrühmad

P. Puusemp 

R e s ü m e e

Käesolevas artiklis uuritakse põhjalikult kahe mitte- 

kommutatiivsete metatsükliliste rühmade klassi endomorfismi- 

poolrühmi. Paragrahvis 2 antakse mittekommutatiivse p^ 

järku rühma 6 endomorfismipoolrühma £к̂С(я kirjeldus, 

kus j>, on erinevad algarvud. Vaadeldaval juhul on

poolrühm Ек/Х (* täielikult regulaarne ja lihtsa ehitu­

sega. Paragrahvis 3 leitakse määravate seostega (18) antud 

järku rühaa endomorfismipoolrühma ehitus ja tähtsamad 

omadused. Sel juhul on endomorfismipoolrühma ehitus keeru­

kas.

Die Endomorphismenhalbgruppen der metazyklischen 

Gruppen von zwei Arten 

P. Puusemp

Z u s a m m e n f a s s u n g

In dem vorliegenden Artikel untersuchen wir eingehend 

den Aufbau der Endomorphismenhalbgruppen der nichtabelschen 

metazyklischen Gruppen von zwei Arten. In § 2 geben wir die 

Beschreibung der Endomorphismenhalbgruppe £*/cV Gt für die 

Gruppe Gt von Ordnung p^, wo p und ^  die ver­

schiedenen Primzahlen sind. In diesem Fall ist die Halbgrup­

pe СллА* &  völlig regulär und hat einen sehr einfachen 

Aufbau. Im § 3 untersuchen wir aber wichtigste Eigenschaf­

ten der Endomorphismenhalbgruppen der Gruppen von Ordnung 

( p > 2- , p - eine Primzahl), die mit den defi­

nierenden Relationen (18) gegeben sind. In diesem Fall 

ist die Untersuchung des Aufbaus der Endomorphismenhalb­

gruppe kompliziert.



СВОБОДНЫЕ В СЕБЕ НИЛЫЮЛУГРУШЫ С ИЗОМОРФНЫМИ 

ШЛтУППАМК ЭНДОМОРФИЗМОВ

М.С.Трепетин 

Кафедра алгебры и геометрии

1. Теорию эндоморфизмов алгебр (моделей) принято 
считать частью общей теории о соответствиях (см.
[12], стр. 375} ̂ 4] стр. 41; [4] стр. 3). Здесь известны 
задачи - прямая: описать алгебру эндоморфизмов по некоторой 
исходной алгебре (модели), и - обратная: описать свойства 
алгебры (модели) по свойствам ее алгебры эндоморфизмов (см.
[25],стр. 47). Эти задачи затрагивались в ряде работ (см. 
[1,3-5,7,8Д0,15-17,19,20,26,28]). В нашей работе мы рас­
сматриваем их применительно к свободным в себе нильполугруп- 
пам.

2. Основные результаты статьи (в порядке их расположе­
ния) : а) доказано (§3), что полугруппу эндоморфизмов свобод­
ной в себе нижьполугруппы можно нормировать при помощи 
упорядоченной полугруппы, причем полугруппа эндоморфизмов 
свободной нильполугруппы допускает в точности одно подходя­
щее съ-естественное нормирование (см. определение 14 ).
б) Доказано (§4) с использованием результата а), что свобод­
ные в себе нильполугруппы с изоморфными полугруппами эндо- _ 
морфизмов либо изоморфны, либо антиизоморфны (этот резуль­
тат обобщает аннонсированные в [22,23] теоремы для нильпо- 
тентных - в кольцевом смысле - полугрупп).

3. Теорию полугрупп эндоморфизмов алгебр (моделей) на­
чали развивать Е.С.Ляпин и Л.М,Глускин (см. работы [7,8,15]} 
В дальнейшем ими и также Л.А.Скорняковым поставлены ряд 
вопросов (см. [17,24]), стимулирующих изучение эндоморфизмов 
алгебр (моделей) и, в частности, полугрупп. Б настоящей 
работе дается решение некоторых из поставленных в [17,25] 
проблем»

Определение I. Говорят, что полугруппа S свободна в
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себе, если она обладает таким порождающим множеством X , 
что всякое отображение Л —  S можно продолжить до эндо­
морфизма полугруппы S (см.[И], стр. 469).

В этом случае говорят, что X - система свободных 
образующих в S .

4. В статье приняты следующие обозначения:
S - полугруппа с нулем 0 .
/\ - произвольная система образующих полугруп­

пы 5 , называемая алфавитом (обычно ал­
фавит фиксирован).

(Р )  - подполугруппа полугруппы S  , порожден­
ная некоторым ее подмножеством Р, в 
частности, S - ,

_ слово /Щ~ , являющееся элемвнтом полугруп­
пы s » составлено из букв алфавита А.

X (Wj - множество всех букв слова W , называе­
мое носителем этого слова.

d.(ur)= - длина слова №  (т.е. число всех букв с
повторениями,содержащихся в слове № ).

О {*) - показатель нильпотентности элемента 
■) ь 5 , т.е. такое число рь{<

ЧТО А? а 0  f  б Р '1 ‘

Ь ) - полугруппа всех полных эндоморфизмов по­
лугруппы S .

Э С- свободные в себе нилъполугруппы.
50 =^ \ ^ -  множество всех неразложимых в ^ эле- 

^  ментов.
Р —  Q. по определению считаем Р равным Q..

5. Формулы в каждом параграфе нумеруюгся независимо. В 
ссылках на формулы из другого параграфа указываются номера 
параграфа и формулы (например, ссылка вида "см. (1.19)" оз­
начает: "см. условие (19) из § I"). В ссылках внутри пара­
графа указывается только номер формулы (например, "...ввиду
(6)..." означает: "ввиду условия (6) настоящего параграфа").

Одноэлементные множества отождествляются с самими эле­
ментами.

-Т22-



§ I. Некоторые свойства свободных в себе 
нильполугрупп и их идемпотентных 

эндоморфизмов

Определение 2 (см. [29]). Полугруппа 5 называется 
нилъполугруппой, если каждый ее элемент в некоторой степени 
равен нулю.

1. Цусть здесь и в дальнейшем (до конца статьи) 0  - 
свободная в себе нильполугруппа, отличная от нуля.

Ниже (см. лемму 4) устанавливается, что Q  обладает 
единственной системой свободных образующих, состоящей из 
элементов множества - Ф \ . Отсвда и из резуль­
татов для свободных в себе универсальных алгебр (см. [31]), 
следует, что ^ можно задать при помощи некоторого мно­
жества образующих и (конечной или бесконечной) совокупнос­
ти тождеств, включающей в себя тождество 5% ^ *  j11' ~
- 4/ V V (последнее, как известно, см. [20], задает многооб­
разие нильполугрупп класса »v) при некотором ъ ъ 2 •

2. В заметках [24,25] получен вид тождеств, которыми 
описываются свободные в себе нильпотентные полугруппы. 
Аналогично можно описывать нильподутруппы, свободные в себе. 
Здесь, по-видимому, интересной может оказаться проблема - 
описать структуру многоооразий нильполугрупп, которая могла 
бы служить темой отдельного исследования.

Предложение I. Существуют нильполугрушш, свободные в 
себе, не являющиеся нильпотентными.

Доказательство. Построим следующий пример. Цусть N - 
множество 1,2,... натуральных чисел и 6 « множество его 
непустых конечных подмножеств. Для всяких а, б' е в 
обычным образом задается их объединение a U ^  и пере­
сечение 6L П (у (как подмножеств из N ). На множестве 
С - б и О определим умножение, полагая

а * 0 - О-л =0*0 » О (д)

, j о. ü  ̂  , если <х Г\ & - ф

\ V , если а П f  ф . (2)

Замкнутость, однозначность/ассоциативность и коммутатив­
ность операции « в С - очевидны. Из определения операции̂ 
*на множестве б и 0 следует, что каждый элемент at  б 
однозначно с точностью до порядка множителей разлагается в



произведение чисел L € ос . Далее, из а  Па> + р для 
всякого а. € б и из (2) следует, что а о а, - о , 
Следовательно, С - нильполугруппа. В тс же время С не 
является нильпотентной полугруппой, т.е. С f О ни при 
одном А/ = 1,2,... . Действительно, произведение ?* 2.- -
• ..о/т‘ = {i,L  t"- ,**) принадлежит ß и ввиду 0 ф & являет­

ся ненулевым элементом полугруппа С * Мы хотим показать, 
что С свободна в себе и множество N* - всех одноэле­
ментных подмножеств множества N является свободной сис­
темой образующих в С .

То, что N * - система образующих полугруппы С ,- 
ясно. Покажем, что С свободна над N* . Цусть f - 
произвольное отображение вида /V* — ► С . Распростра­
ним f  на всем С , полагая ec f = f « ̂  f •... * f
ДЛЯ ВСЯКОГО а  » {  , 4l, ' • • , 4v )  и o f  = о  .

Покажем, что f - гомоморфное отображение. Из (1) и 
определения f следует, что (а* о) ^ - (О a  j f = о ~
= o f » a i{l= a f o o f  при любом
а £ С, Пусть а. ш { i ( ' iz ' • ■ - , 1Л ) t
& — ̂ ^ ̂ I ) * * * I ̂*,yv 3 * Если ск V Ь — О р то 
а Г\ I  *  Ф и пусть и = е а. г\ &  и тогда t-

же «..1 * 0 , то о. • £ » а и * * , • ", Ч, jt, ) , и
в этом случае (А* ̂ ^  * Ч f * • • - ° 6*vf ° j i  {*  • ■ ■ J = 
e (L., f»... - f e.. .'j«. fj - «fcff.Следовательно, - 

гомоморфное отображение, т.е. является эндоморфизмом полу­
группы С- . Ввиду произвольности f полугруппа С сво­
бодна в себе«

Лемма доказана.
Примечаете,. Ясно, что счетность /V в рассмотренном 

примере не существенна: в качестве N можно взять множество 
произвольной бесконечной мощности, а в качестве 3 - мно­
жество всех его конечных подмножеств. Цри этом рассуждения 
не меняются. Следовательно, существуют нилъполугрушш
произвольной бесконечной мощности,свободные в себе,не являю­
щиеся нильпотентннми.

Лемма т. Пусть -S есть нильполугруппа с двумя обра­
зующими (которые обозначим через х , ^ ) и удовлетворя­
ющая тождеству ^г = 0 . Тогда S нильпотентна класса 

Ь  <■ Ц и х  ̂  ос , - ее единственные эле­
менты длины 3 , которые могут быть отличны от нуля.



Доказательство. Пусть W  - некоторое слово, имеющее в 

алфавите А длину К ž Ц . Тогда Mt содержит
или х2, или у2 , или x y x y - {x y f , или
ух. ух. » (.̂х)г. Во всех случаях U/~ = ö введу тож­

дества \ ~ ° )  справедливого в .5. Следовательно, 
5 ^ * 0 .  Цусть ненулевое слово ^  имеет длину .3 . 

Тогда оо- не содержит ни лА ни у2 , равных нулю,
и, следовательно, имеет вид х-у*. или у х у  ,

Лемма доказана.
Ранее, см.[22], автором получена теорема об изоморфиз­

ме свободных коммутативных нильпотентных полугрупп, имеющих 
изоморфные полугруппы эндоморфизмов. В дальнейшем этот ре-̂ 
зультат был усилен и в [23] теорема об определяемости сфор­
мулировала для коммутативных нильпотентных полугрупп, сво­
бодных в себе. Здесь основные результаты заметок [22,23] об 
определяемости нильпотентных полугрупп их полугруппами эндо­
морфизмов обобщаются в двух направлениях. Во-первых, от ниль­
потентных полугрупп мы переходим к нильполугруппам, свобод­
ным в себе (такие существуют по предложению I), и, во-вторых, 
рассматриваемые нильполугруппы предполагаются не обязательно 
абелевыми.

Лемма 2 ([29], стр. 378), В нвльполугруппе Ь ни один 
отличный от нуля элемент не может быть своим собственным де­
лителем, т.е. если -х *  о, то равенства х - и-х , 

xs-dl'V' , х * <ххг ни при каких -сс, s -не­

возможны.
Лемма 3. Цусть А - свободное порождающее множество в 

59 о) . Тогда элементы А неразложимы в 55 .
Доказательство. Предположим противное, т.е. что нашлись 

sl е A f , у <= & ,  такие что * = ху ; выразим 
х у через элементы из А ♦ Цусть х * а/ •. * а •
У • • • ■ * £  . тогда * . «£ ... * £ « £  ... «£~ 
Отметим, что õ 4 ^ (ибо из о € А следовало бы, что 
каждый элемент S  является идемпотентным, и так как 0 - 
единственный вдемпотент нильполугруппы , то «© * о , 
что невозможно). Следовательно, £ О и из леммы 2 имеем

* Ф •
Цусть Н’ t  U (Я ) такое, что г f - i , 

для всех (требуемое f существует, поскольку
?! свободна над А ). Тогда £ = £ f  - ( .  - - a >  •

• хотя 2 + 0 . Полученное нротиво-



речие завершает доказательство.
Ал Множество = £) \ является единст­

венным свободным порождающим множеством полугруппы 3  .
Доказательство. Цусть М - произвольное свободное по­

рождающее множество в S) . Тогда в силу леммы 3 имеем 
М Я «0о • В свою очередь, множество %)с , состоящее из 
неразложимых элементов полугруппы $  , входит во всякое 
ее порождающее множество (ибо неразложимые элементы невос­
производимы за счет других элементов полугруппы $  ), т.е. 
8 0 Я М и, значит, $}0 - N1 . Ввиду произвольности 
М лемма доказана.

В дальнейшем мы фиксируем множество в качестве 
-’алфавита полугруппы &  .

3. Так как всякий эндоморфизм полугруппы &  однозначно 
определен его действием на множество образующих Д , то
в дальнейшем мы отождествляем эндоморфизмы полугруппы <$ 
с определяющими их отображением вида . Ввиду
этого и того, что <?!., - свободное порождающее множе­
ство, то всякое отображение вида Д, — »■ Ф есть эндомор­
физм полугруппы $  . Условимся также там, где это удоб­
но, эндоморфизмы полугруппы X) записывать как отображения 
вида ( ,  Я* е

4. цусть 52 - некоторое множество индексов, равномощ­
ное £Ой и такое, что - -(хл | л fc Q } • Считаем , что 
Хдэ6 Хд, для всех я,/« fe л * /ч . Так как - по­
рождает , то каждый элемент a t  Ä  можно записать 
в виде слова в алфавите J90 , т.е.

Л  - х а1 xxt ' * ‘ -*Л4 ) ^  1 L * 1‘ z> 1 ^ (3)
хде -6, , tt, - некоторые целые положительные числа.

Демма 5. I) Показатели нильпотентности элементов мно­
жества равны между собой. 2) Носители* равных неку­
левых слов в алфавите *)«, - совпадают.

Дотзательство. 1) Цусть а , ̂  4 . Цусть ^ - 
эндоморфизм, отображающий -X в и , f  - эндоморфизм, 
отображащий и в .х . Тогда о = o f  » х ?1 ^  -а 
. , откуда р(у) £ р(>~) . Аналогично получим
р(х) 6 р(%) . Следовательно, p t*) - р (J) для всех

т.е. множества леек о;укв1
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a . .
Этим первое утверждение леммы доказано.
2)Пусть vi * л ?  • - • х ** " некото­

рые ненулевые слова в алфавите 1, причем .
Предположим, что X  (агл) “ф. X [ v г. и  пусть jca 6 
t (v< )\ ̂ (»ji Цусть У - эндоморфизм Sb , определенный 
формулой хАу з 0 * я* f  * -V . <х е .Q \ Л . Так как 
все буквы слова неподвижны при действии у  , ибо 
ххФ X  iri ) ,  то V; S' » vi * Б свою очёредь,

^ » 000 хлЧ'в0 для
некоторого Л 6 { Л4 ( . . Лз У. Отсвда ö f= ^  = 

s irz f  « г* у - О , что невозможно. Следовательно,
0 и, значит, £ JC( Но V}

и rL - равноправны и, значит, аналогично получим 

X  (и) 9 £(*4); т.е. X(viJ - ОС ('Vi) .
Лемма доказана.
5. В силу 1) леммы 5 фиксируем далее число к f яв­

ляющееся показателем нильпотентности некоторого х (= 3 0. 
Ясно, что f>'%) я для всех у е £ с .

В силу 2) леммы 5 каждому элементу о *  <х € Б со­
поставляется однозначно определенное множество X  0я-J , 
являющееся носителем какой-нибудь записи этого элемента б 
алфавите $<? . Например, если а. записано,как в (3), то

I ь = (4)

Полагаем также Х(о) = ф .
Лемма 6. Цусть 0 ̂  f = f и * A f # о

для некоторого Л £ Ü2 . Тогда

= V (5)

м̂змельство. Допустим, что О f. хЛ  ̂ f  д.л г но 
хл fe X  [Х\ i j • Тогда хл f V“ для каких-то
с* Отсща AA f - ЛЛ f2 r. f *

что невозможно ввццу хЛ f f- о и леммы 2.

Лемма доказана.
Лемма 7. Цусть 6 =р f =* f1 е k (■») ( 0 + и>± &  f ;
€ X (и )̂/ ил * Хос ф f . Тогда

f O ; <|*(wjlk (6)

Дошзательстао̂ Поскольку ^  = для некоторых
$ + {о.,(г) с  % {J ф , то иг = W-f = {W-Xocч =
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» («.'f следовательно, у о ввиду
иг ^ о. Далее из последнего же равенства выводим 

JK(ur) = J C j ? ^ в силу лемш 5 и, значит, 
£(л*^ £ X(i*y). При этом поскольку ф л*. f 

то хл 4- % f J по лемме 6. Но €. X(i^) л Значит,
1Х(я*.Ч)1 < U  M l .

Лемма доказана.
ifomn Цусть S *  У * У1 с ž? j . Тогда

я„ л а„ f  + ^. (?)
Доказательстас, Допустим, что <£* П £>с ̂  ~  ф . Тог­

да Яв <f с «S *■ , Цусть О ^ до- £ jBe <f имеет носитель с 
наименьшим числом элементов среди всех ненулевых элементов 
множества Д f . Пусть осА ( J (иг) , Тогда w  = невоз­
можно, ибо Xj_ £ противоречит лемме 3. По той же при­
чине невозможно - зся f t Следовательно, Отсвда 
ввиду леммы 7 получим j Х(цr)f ,вопреки выбору иг .

Этим лемма доказана.
5. Цусть ч* е Ь lob) . Обозначим

3* - и{Х(а*<)| a i- (8)

Множество есть объединение носителей всех образов
образующих при эндоморфизме ^ » Оказывается, что, в слу­
чае, когда f идемпотент» совпадает с множе­
ством всех его инвариантных образующих.

Теорема I ,  фсть 0 * f —  <f*& & (£), Тогда
= < a , n ^ f >  О)

Зу = Г) 'f . (10)

SPl̂ JLaieJibCTBa. Установим сначала справедливость форму­
лы (9), а затем (10). Обозначим для краткости < 50с Л S)e f > 
через 6 . Так как Я. ̂  с й ̂  , то также
£с /1 £с s  Ä  f и 1Ъ < Ä f .
Допустим, что вопреки (9) выполнено ^ ß , и пусть
to- имеет носитель с наименьшим числом элементов среди всех 
элементов множества \ <3 • Очевидно, что
из-’ т? О (вввду О G в) • Цусть также я* е Д ( kpJ 
таково, что хл f ^ Ö (требуемое найдется
ибо если vf £ 6 для всех -V fe **• то
2

При выводе этой леммы мы используем некоторые рассуждения 
из доказательства леммы 2 работы U.OJ.
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к- s : в > » & , вопреки предположению). При
этом Лд, ?  иг t ибо из - иг € S jf следовяло
бы, ЧТО Xa. 't *• = ^  * ХЛ t б J ХОТЯ -X* f 4 б. 
Тот же вывод показывает, что х* ф •*«. f . Но тогда 
вввду ^ fc &  f \ & условие (6) приводит к противо­
речию с выбором W .

Следовательно, 1?^ = б ^  <йь П Зс f ) .
Покажем теперь справедливость условия (10). Пусть 

хЛ € &с n &  f . Тогда хч * хр f при неко­
тором /Ь . Отсвда

^  = = (И)

т.е. элементы из £<, П -йо 'f являются неподвижными 
точками эндоморфизма f . При этом для всех х е 
€ $ eflÄef из условий (II) и (8) следует -
= АДх* ̂ ) £ 3^, т.е. Ж* Л f с Jf # Чтобы 
показать обратное включение, учтем, что из -хл f € «£ f , 
условия (9) и леммы 5 вытекает Х (^ л  f Л ̂  *f . 
Следовательно, с Л f и равенство (10) дока­
зано .

Теорема также доказана.

§ 2. Простейшие эндоморфизмы свободных 
нильполугрупп

I. Цусть tV (üc?) - полугруппа всех частичных пре­
образований непустого множества S2. , см. [2]. Для произ­
вольного частичного преобразования a t  W  ( )  опре­
делим эндоморфизм f л, £ i ( **), положив

1хл, если определено и равно Л
V  у<ч - •( (1)

v С у если ха не определено

(здесь ^ I ß ft Si t -x̂  ( JLp fe t нуль 0 является нулем 
полугруппы ).

Произведение at- частичных преобразований 
сь( 6- G W  (-Q ) понимается в обычная смысле ([2], стр. 

21).
Лемма I. Справедлива формула

fa ?с - ?C4V ■ (2)

Доказательство̂ Цусть ос Л . Имеются 2 возмож­
ности: 1) а (аИ определено и равно л ; 2) л,(сц5-)
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не определено. В случае I) определено оса и равно f- 
прж каком-то t  £ &  • Определено также у-l и оно 

равно (Ь . Отсвда *ы. ( f a  ft,) * Х-f- ft- = *(Э = Ä*
В случае 2) либо ос а не определено и тогда хЛ ̂  %  -

О Р&, ~ 0 = х-ас fav * либо осел. определено к равно /- , 
но не определено. В последнем случае хЛ fÄ ^  =.
■=: f^ = о - • ' Таким образом* в обоих слу­
чаях ft ft = для всех с* € £1 0

Лемма доказана»
2. Частные случаи. Если о. - (здесь 

тождественное преобразование подмножества £  с 52. ), 
то обозначим

?а ~ “ ?г -

Легко видеть» что

?(!<) = n Ii )• (3)

Действительно, ^(2.) er ® n z ~
- r ~ 1

3. Обозначим через (£ ) частичное преобразование» 
определенное на подмножестве £ c Q  и переводящее его в
'j t ß  . Если Z. * **• (£ = Ä  ) > то обозначш 

f») t?(g)J через ( v > ( p ) )  .
Лемма 2. Для всяких & t (Ь, y-, <f e Q  справедливы

формулы

ff (.d, <Л , если ß> -
( Q f есш p (4)

l>(*JfK) = y(^}; (5)

U(a)\)(pj = iMp), (6)

?(*■,/*) tf(f)= ^  

Доказательстве),, Соотношения (4) - (7) докажем по порцд- 
ку. Сделаем это сперва для формулы (4). Допустим, что 

л * м.. Тогда

* { О , А " I О , ЛГ- ' А

Далее пусть Ъ ?  f  • Тогда

= *° ~ Х* 0 '
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Этим соотношение (4) доказано.

Формулы (5) и (6) очевидны, поскольку для всех Л t Q 
выполнено хл У (а.) у fa) - i> [и) и соответственно

хл^ Lfl) ~ v> (pj . Наконец, что­
бы проверить (7), заметим,что хЛ >> (<̂ ) = о -

при л *  л. и р («с, /ij V (ja) » хА ix/j*
- х̂ - • Отсвда, очевидно, следует справедли­
вость (7).

Левша доказана,
В силу леммы 2 полугруппа Ь ($) обладает подполу­

группой -{<> U, л)! ос,|2> е jj Ö матричных единиц. Эта по­

лугруппа хорошо известна в теории полугрупп (см., например, 
[16]).

Определение 3. Ненулевой цдемпотент р £ -S называ­
ется ортом, если для всякого j- - j*1 1 S удовлетворя­
ется условие

f f  = j3 * ff> ■=■ О, (8)

Через P- Я(5) обозначим множество всех ортов полугруп­
пы S .

4. Обозначим  ̂ , <*. €. Q t через ^U).
Из п. 3 следует, что

= i ^  *о ) ’ А£ 52 ч~' (9) 

Очевидно, что хл = хл (̂ос) для всех
j\ t £1 . Следовательно, р (ос) - идешотент в Ъ>(<&).

Лемма 3. Всякий орт полугруппы %> (£>) есть у (ы) 
при некотором х eS2 .

Доказательство̂ Цусть  ̂€ P(k(<®)) . Так как 
f = Ф 9  (по определению 3), то *  ф в си­
лу леммы Я.8. Допустим, что ХЛ е при некотором 
ct. е fl. Из (1.11) имеем ос*, f =• х<*. . Отсвда 

для всех Л  (: ß  N «. получим Х ^  р ^ (Л ) = ( A J  а
-  О ^ ЧХ*. - ■ U J ,  т.е. <^(-М -р ^ .Из условия 
(8) следует q(\)%  = G и, значит, хЛ^ -
= Лл. f (л > ? - о ■=■ о для всех \ ь -О. \ <* . Сле­
довательно, ^ > >̂(л) в силу (9).

Лемма доказана.
Лемма 4. Справедливы следующие предложения:

I) пусть a  ^ < x d> . Тогда 0ь^1*) =» О;
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2) для всяких с\, j*, fc Q  выполнено  ̂(% )  ̂(-< ) *

И #) У
3) тогда и только тогда ft % (&) р [■<), когда 
хЛ f 6 < JCoc > при каадом jv е .£> .

Доказательство. I) Так как &. *  ни при од-
ном пг - 1, - - , L ) то гх - ̂ чЛ 1г для подходящих 
<я, г  е % и 0 и Л f  о. . Отсвда

ар{*) - (хх-Хд̂у̂.) « ^И х Лук) г̂.л) » о

ввиду (9). Итак, 1) доказано.
2) Так как % (JÖ.) f -я) ^ % {je) у [#-,.*.) у с 

с fc(«0)fl*) и, в свою очередь, Ь (^)^(^) -
= , х) с & (-Ь)у(̂  , <) , то 2)

доказано.
3) Сначала пусть f t & (#) f (<*-] . Тогда

f » ty f (**J при некотором V G Ъ(&). Отсвда
^ <э (ocj = >  f1 («<.) в ^ f к) = ^ . Так Kaie J - 

= 0«. в силу (9) и (1.10), то

ХЛ^  =ХЛЧ>?К)€ Я f(oc) = П »* ^ U ) >  * <.ХЛ>

при каадом л € А . Напротив, пусть хл ft <• J4 >
для любого л ̂  Й . Тогда хЛ f * х  ̂л для под­
ходящего пгд-Г...,^ и

ÄL . и 1 I /И» 1
jg ■*(•(*) = - д* >

т.е. х ^ г (x.A «f) (.л) для всякого Л€ ^  .

Отсвда f = ^ftoc) t k (£)?<-°̂ . Утверждение 3) и лемма 
доказаны.

Лемма 5. При всяком a t  ^  эндоморфизм <̂ 1̂ ) 
является ортом полугруппы &(%)

До̂̂атеш>ство_. Предположим противное, т.е. что 
?U) £ Р{Ъ (#)) для некоторого л ь ^  . Тог­
да найдется такое ö f f ^ €%•№ ), что 

^ и £  е. Цусть
^ с А®1 подходящего л е й ,  Ясно,

что хл 'f ^  О . Более того, из 1) леммы 4 следует, что 
Xx'f € < x ~ > ; т.е. •'Чч f ) - х  ̂ . Отсвда, из 
хЛ f 6 &  f » <. Jvf *> и из леммы 1.5 получим хЛ г 3 f , 
т.е. -V 'f » х<ч . При этом из хч I *) = хА -
=  Х ^К Ц  И Хл ^!,ч! = с = Х ^ у ДЛЯ

со fe £2 \ «- вытекает s t ■<) = у . *.) ч . вопреки
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предположению.
Полученное противоречие завершает доказательство.
Лемма 6. В полугруппе Ь (<%J выполнены следующие 

условия:
1) множества Р(&(<#)) и { ̂  (<*-) | ̂  t £?]■ - совла­

дают.

2) эндоморфизмы, равнодействующие на множестве всех ортов 

полугруппы 100), - совпадают.
Доказательство. Утверждение 4) очевидно ввиду лемм Г> 

и 5. Цусть f , t  £ Ь (-5) и <j4°4 f - И t для всех 
л t £2 . Тогда оцд. ч = f {=<.) х* Отсюда 
f * 4-, ибо эти эндоморфизмы действуют одинаково на 

множестве образующих полугруппы % .
Лемма доказана.

Лемма 7* Цусть V = { t К /3)| t Q } U 0 - подполу­
группа полугруппы & («fc; , в которой
1) для каждого л a Q отображение есть орт

у Ь') полугруппы Ь (& ) ;
2) умножение элементов подчиняется правилу

( I U  6) # если 4 = а .
ZC&.ß) i  (f-ß)- [ Q f если а + f , (10)

Тогда - ft для любых .х, л fc .
(Другими словами, полугруппа k («Я) содержит в точнос­
ти одну подполугруппу матричных единиц, множество идемпотен- 
тов которой совпадает с совокупностью всех ортов полугруппы 

fc(«) ).

Лдгаадтелшртао, Мы хотим показать, что для всех . Л

н*.-* 1 * ( £  £*) * ? кд.) (At £?\~). (и) 
г

Так как г, (•<■. й > = t f U5> * Ь (fe> ? ф >, то из
2), 3) леммы 4 имеем с <*-*;>, т.е.
х* t (fx, л; - х.ъ'’ при некотором = f, -.., • 
Аналогично Ч'1 ̂ ■’ х) ~ для подходящего
п, ^ 1 ; . . . , к . Следовательно,

= = V it*-.»ti,> х-! - - 1 . <)«

Отсвда, из ^ и леммы 1.2 вытекает .v - 1 — -»-с. .
Учитывая (9), (10), получим



Таким образом, равенство (II) и лемма доказаны.
5. Введем обозначения. Полагаем

Г(«,ЛМ *  *Л)> « З ' а.’ ®

i u  = I (14

Лемма 8. 1) Для всяких *f, Ч" е 64,. справедливо усло̂
вие

<| _ 1̂ ^  ^ Y  . (15

2) Для всех лей, f fe &(■#) выполнено

? и,а) Ч» , ft*, а у). de

3) Удовлетворяется соотношение

К, * ?И  Й7

1ощ̂тельство_. 2) Цусть f . Н' fc U*. - Очевидно г 
.х̂Н? ~ Y * если ч’ - У * Напротив, пусть

У; л. е &  * Тогда ввиду .хА f Щ  о =лЛ Ч- 
при Л ц. SI \ <*. имеем х ̂  - х Ц* д.ш всех л в , 
Отсвда ^ * V  , и (15) доказано.

2) Действительно, по определению (13) имеем

f f c . a w - ß «  ^ ) « r  - ( f t  оА) = ? к а^ ,

что и требовалось показать,
3) Так как ft<*) - ( ^  ^Л) - fi0“*-*-*-), то при 

всяком V<= k(#J имеем £(<*) у » V) € "Uol , т.е.

? W  Ы ») с lUx ■ Напротив, пусть f t  . Тогда 
= ^(oi,a.J при некотором сь t £> . Отсвда пос­

кольку
f = f (а, <х) ■= f К, -х^) s р (сх; ха) f 3 f (18) 

то Uoi £ ? 1Л) Этим условие (17) и лемма доказа­
ны.

6. Обозначим для дальнейшего подмножество
f (ос) ЬШ )уС°0 через G^. Очевидно, (5̂  - подполугруппа.

Лемма 9. При всяком «* €. £2 подполугруппа сос­
тоит из 4. различных эндоморфизмов, имеющих вид

С  = ( ^ »  оА), k- (®)
Доказательство. Фиксируем некоторое ос t i2 . В силу-------------  А/ р

леммы 1.2 элементы хл, при ^  < »о, <.
различны (ибо один из них делитель другого). Тогда различ-
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ними же в силу ^ f^ fe Ц* и (15) будут эндомор­
физмы f lot, я.% ) » и $>(<*, при тех же 
nv и л/ , Далее заметим, что G* •= р(<*)&(■&) П 

Л Ъ(Я)?(<*) • Отсвда, из условия (17) и леммы 4 следует, 
что 6* исчерпывается эндоморфизмами вида ^(<*,*0, 
где а е < , To-есть, { fm I «v = ̂  , ... , 4  }^ ̂  *
С другой стороны, поскольку £ свободна в себе, то для. 
всякого т. =  ̂ ,£>*<•} 4. отображение 

vf - ? t<s л-оГ) € Ь (&) • ИРи этом из (14) и утвержде­
ния 3) лешш 4 получим f = /1 & (Я) £>(<*) = . 

Следовательно,

^  f ^  = 4, ...,1} . (20)

Лемма доказана.
Определение 4. Идемпотент ^ € S называется про­

ектором, если для всякого орта р € Р выполнено

ff = р V р£ = О . (21)

Например, правая единица (единица) полугруппы 5 (ес­
ли такая имеется) является проектором.

Через f  - Т  [5) обозначим множество всех проекто­
ров из S .

Лемма 10. Для всякой полугруппы «5 удовлетворяется 
условие _

P ( S )  Q 3 ~ (5 )  • (22)
Доказательство. Цусть р/̂  е Р ($ ) и рс^^р. 

Тогда Чр = о ввиду (8). Отсвда, из ^ ^ О и снова 
ввиду Условия (8) получим = о . Таким образом, для
всех ре P(S) либо /Ц = р , либо ~ О , т.е. 
^  - проектор по определению 4. Этим лемма доказана.

7. Пусть P (S ) л 6 Q  j  f  ß  ( £  - некоторое
непустое индексное множество, причем ри)Фр(^) ,е с л и  stfyS ).

Для всякого j- (: ̂ (S) обозначим

A f  = {Л  I  ß , г (23)

В дальнейшем для ортов полугруппы £($) используется индек- 
сирование, связанное с индексацией образующих полугруппы rj0 .

8. Напомним, что в согласии с обозначениями, приняты­
ми в п.2, имеет место следующая формула

СЛ)> > Л£ ß  4 ^  ' (24)
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Лемма £1. Для всякого £. с £2 элемент  ̂к £-) 
является проектором и, наоборот, всякий проектор 
Я € Ъ я) имеет вид ? (£) при £  = Лл €

До̂^̂ельство. Пусть £  <« S2 и <*• £ . Тогда 
из (3) и (24) имеем f (л) ? ) - f (°<- п Z ) = f . ес_ 
ли же г*. 4 '£. »то ^ (<% J у (. £) =■ ? («■ П £ J ~  Q 
Следовательно, f (Ei £ >"(&(«&)) в силу (24). Напротив, 
пусть я: - некоторый проектор. Тогда из (л) к  - % (<*■) 
следует ск € А %  ив этом случае по доказанное 

= . Если же $>(<*)тс + f(d) , то
у i <*.) 7Z - Q в силу (21). При этом <х ^ А уТ и 

fl.<)?lA.ic) = О . Таким образом, и р (A z ) 
равнодействуют на множестве Р (Ь  (&)) и, следовательно, 
совпадают по лемме 6.

Леша доказана.
Следствие 2. Множества £”( Ь(<£)) и {^(£)|£с

- совпадают.
Определение 5. Идемпотент называется мини­

мальной правой единицей элемента <4 е 5 , если 
Oti, * d и для всякого й = t 5 удовлетворяется 

условие
4 ̂  — й :— ) ^ •

9. Цусть i £ Ъ (£ ) . Обозначим

и  = { £  П (25)
Из лемш II следует, что ^  - проектор в полугруп­

пе & .
Теорема 1. Проектор ^  есть единственный в мно­

жестве У ( i  (<£)) элемент, являющийся минимальной правой 
единицей элемента ч1 t &(■&) . Для проектора минималь­
ная правая единица, являющаяся проектором, совпадает с нигл 

самим*
Доказательство. Второе предложение - очеввдно. Дейст­

вительно, пусть - проектор и Л- - его минимальная 
правая единица (являющаяся проектором). Тогда ясно, что 
Х Л * - п, . Далее, поскольку тс~ = JZ , то 
f jiz  -л* ввиду определения 5. Наконец, ввиду абеле­

вости (см. формулу (3)) получим К  - jl ' . Дока­
жем теперь первое утверждение.

Если t •-* О , то d0 = О ввиду (24), и других 
минимальных правых едштиц О не имеет. С другой стороны,



из (25) и (22) имеем fg * ¥(Ф) ~ в . Следовательно, 
для f * & утверждение теоремы справедливо.

Цусть f Ф О . Покажем, что проектор явля­
ется 1) правой, 2) минимальной, 3) единственной с условия­
ми 1), 2) единицей элемента f .

Обозначим А  о через £  . Из (24) и (25) сле­
дует, очевидно, что f(Z-) » . Свойство I)-3) дока­
жем по порядку*

1) Из (25) и (1.8) следует ~ • Следо­
вательно, буквы произвольной записи элемента f + о 
в алфивите <&<, являются неподвижными точками преобразова­
ния ^ (£. ) .Отсвда х* f - (xÄ у ) (£), а 6 Si. , Hf 

значит f = f ̂  (z. ). Таким образом, р (£ ) - пра­
вая единица f .

Цусть ' l  ~ ^  ~ некоторая правая единица для f. 
Так как у - х* %) t Sty *  < ̂  > , то 

JC (Оос ̂  ) £ Зг) в силу леммы 1.5. Следовательно,

т.е. Р[1 ) 1  « Ц Т )  и, значит, р (I) - минималь­
ная правая единица элемента <f ввиду определения 5.

3) Цусть ptX*) - проектор, являющийся, как и f (Z ) ,  
минимальной правой единицей элемента »f. Тогда из опре­
деления 5 имеем

f iz - ) * ?№ *Ж * )  = ? ( £ " П £ ) -

Лемма доказана.
Определение 6. Говорят, что полугруппа S удовлетвор­

яет условию I, если
1) полугруппа S обладает непустым множество»* ортов 

Р (5 )  ж ip {<*)1 Ь &  }г (£2. - некоторое индексное мно­
жество).

2) каждый элемент 4 £ S имеет в точности одну 
минимальную правую единицу, являющуюся проектором (который 
условимся обозначать символом f 4 ).

Из леммы .'3 и. теоремы Я следует, что, например, полу­
группа % ($) удовлетворяет условию I .

Цусть полугруппа S удовлетворяет условию I . Для 
всякого л € S обозначим
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X/j - X ^ ,  • (26)
В силу свойства 2), которым S обладает, множество 

ХЛ элементом d однозначно определено. Важность этого 
множества объясняется тем, что при изоморфизме 4 — 6* 
полугруппы S на какую-то полугруппу 5*,. множество 
_уЦ отображается взаимно однозначно на множество 

■* (см. ниже лемму 4.5).
Лемма 12. Для всякого f £ I (<#) выполнено

X f ~ { * J A € £ 2 ; хле ^}.  (27)

^ 1«̂ательство. Цусть . Тогда из (9) и
(25) получим

р(л)?че = р(л,лл)^ = - - fCM.

Отсвда и из (25) следует Л&Лр̂ * A f  < Если же
хЛ 4- 3 f , то хА ̂  = о ввиду (25), и в этом случае 
(̂л) ® , т.е. Ä ^ - Л  j  .

Следовательно, (27) и лемма доказаны.
Лемма 13. Цусть В *  f * f (°S а ) е # Тогда

Х̂(сх(с?.) "■/•М -*-л  ̂^  (28)

Х [ * ) = { х л 1 Л€Л^ос,а;}, (29)

ЙР̂змельство. Так как Xj.'f - лл <j(ac,a)~ о для
л 7* ̂  и Х { ° )  ~ </>, то из условия (1.8) получим

^  ~ (*-) .
Отсвда ввиду (27) имеем * { л I лл £ (л)}, чем 

равенство (28) доказано. В свою очередь, из (28), очевидно, 
вытекает (29),

Лемма доказана.

§ 3.Нормирование полугруппы Ъ № ) при 
помощи упорядоченной полугруппы К „

Определение 7 ([27], стр. 209). Полугруппа S называ­
ется линейно-упорядоченной (л.у.), если удовлетворяются ус­
ловия:

1. на S задано рефлексивное, транзитивное и антисим­
метричное отношение S ,

2 0 ДЛЯ ВСЯКИХ OL| 4 Ь либо со ^  ^  , либо

4* 4 с
Зе в S выполнено условие монотонности: из <х <k i-
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ГГЪОЦ, -

следует лс 4 U  и оо.  ̂ о & для всех с ь $
В этом случае будем говорить, что отношение $ являет­

ся линейным порядком в S .
1.Пусть HI - отрезок Мл,множества натуральных чисел. 

Определим для всяких *vf ь К их произведение форму­
лой

гък , если ftvw' < 'k-
4 , если *vn, ̂  k. (1)

Ассоциативность и коммутативность умножения в Ш  - 
очевидны.

Условимся, что линейный порядок на К совпадает с 
обычным порядком чисел 1,2,..., к . Указанное упорядочение 
является монотонным. Действительно, пусть т, , л, , 
р t К и . Тогда из (I) следует, что

р о п л /  * (YV  о р  < п . ’- р  3S р е  /V, если / ь р  £ 4- , И jOefrv ~
= 4 п̂«р =репх t если Л/р > 4  • Следовательно,
К - есть л.у. полугруппа.

Определение 8. Говорят,3 (см. [2б] ), что полугруппа 
$ (_ 9 о j нормирована при помощи упорядоченной полугруппы 
К , если всякому элементу о € 5 поставлен в соответ­

ствие элемент /V(<j) е К , причем удовлетворяются условия: 
Л/(<5) 4 N (° )  для всех d £ 5.

А*. /V(dtJ </V(ö)/V(ij для любых

Аь . Для всякого гь е К существует 3 fc S такое, что 
N[õ) ~ tv . Если условия определения 8 выполнены, то го­
ворят, что на полугруппе 5 задана норма А/.

2. Зададим на полугруппе I функцию , 
положив для всякого ^ £ ž? j

f»V £

Л/ 6СЛИ * * * * * *  >
л 1 если f 4 <• х<*. ) - (2)

Лемма I. функция /V«., -ß , заданная на полугруп­
пе k (*0) условием (2), является нормой.

к̂азате̂стврл Аксиома А, справедлива, поскольку 
k - наибольший элемент полугруппы « и Ч* ( -  £ 

ввиду хл 0 = 0 * **я . Аксиома Aj также выполнена
ввиду того, что 2) _ свободная полугруппа подходящего 
многообразия, и, следовательно, при каждом ^  г < отобра-

3 т,
На возможность использовать норму в работе указал Я.Хион.

-139-



жение fe ^  f можно продолжить до
эндоморфизма fVv полугруппы %> . Тогда /ЧЛ^)* ^  
Покажем, что аксиома Дг выполнена, Цусть f Ч* <= t (<£) 
и пусть сначала, х(Х/ f ) Ц' являются стехшшми ,

тс „ X* f - xj *  , x Ä !f = лГ при некоторых 
r*v *v £ 4.- Тогда ж xJP' я
- {x CN ;f’j^ = -^Лт/ . Следовательно,

f m,tb t если "V *г «с 4  

I &  , если ^  (3)

Цусть теперь .ха f шш х* У' (да оба они} не 

являются степенями -V • Тогда, по крайней мере* одно из 

или /V*. (V) равно k ввиду (2). При этом 

/V*. ('('}• AL I4') Ž Н*. [УУ) > поскольку /V«. (4f)e мЛ (Vj s
* 4 * Таким образом, /Ч* ¥) £ AU К) * /Ч* (ч*.) , и лемма 

доказана»

В дальнейшем для нормирования полугрупп эндоморфизмов 
свободных в себе нильподугрупп будут использоваться упоря­
доченные полугруппы вида .< - И, г, • > -; & ; aj к только та­

кого вида»
Определение 99 Норма /V*. , ос е -Q „ определен­

ная равенством (2) на полугруппе I- (8) при помощи упор я 
доченной полугруппы К , называется .̂-канонической.

Определение 10. НормированиеН полугруппы S при помощи 

некоторой полугруппы К называется р-правильным, где 
р к Р (S) , если N - изоморфизм р 5 р на К ,

Лемма 2. Цусть* как и прежде, л/Л/ & Q  , есть 
«-каноническая норма на полугруппе Žp (Ä ) . Тогда 

Л/Л является р («̂-правильной нормой.
Зоказатмщшо, Отметим, прежде всего, что /Ч* ото­

бражает (ЯЛ {- ¥ U) & (-5 j ? (°0) на К . Действительно, 
для всякого /ъ е К из f = (см, (2*18)) и
(f) следует N&l't) ~ ^ * Цусть, далее, m,f#v ь К . 
Тогда ввиду (I), как при т,п, ^ 4 * так и при

/ ftvfV <УЬ» Лу
& , имеем

Отсвда х* ̂  f* * •С"4' - Л-Л*"'
и» Nd ( ffH f^ J * '!>'«<’ N<x{'t'K.) ° N«. (f *) . Следователь­
но, /VÄ - гомоморфное отображение. Цусть ^  . 
Очевидно, что тогда пъ f. гь . При этом AU (  ̂ - 
» т, ф п, = N^i^)и, значит, /V«* есть изоморфизм подполу-
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группы на К .
Лемма доказана.
Определение II. Норма N на полугруппе S называется 

р -согласованной, р 6 Я(Ь̂  , если для всех з е S 
выполнено

N U )  = / V ( p < j j  - N l l p ) .  ( 4 )

Лемма 3. При всяком <*, 6 -9 норма N<x является 
 ̂(̂-согласованной.
Доказательство. Цусть ос е Ü2 . Из (29) имеем

?К! <f . Отсвда Ых(-Р) - NL ( f W  У) ввиду (2), 
Покажем, что Л(*, (S’J = /V«. (f ̂  (<*JJ . Если 
.Хоч f ё <: хЛ > , то, очевидно, (X* f ) ^  f ,

и в этом случае Л/Л ^ /V̂  I01-,)) . Допустим,что 
^ < Xot > , Тогда х* f * о и -

* О по. лемме 2.4. Отсвда /V( f f W )  - € « Но так­
же Ых К ) = 4 ВЕИДУ X* ч' ^ х ^ ни при одном 
гх, ■* 4, а, ..., к . Следовательно, лемма доказана.

Лемма 4. Пусть норма N на полугруппе Ъ>{3>) являет­
ся <?(4-правильной и  ̂U) -согласованной. Тогда

N  [ ? И ]  = 1. (5)
Дощзательство. Так как рЦ) е G a и /V действует 

гомоморфно на (ибо /V - изоморфизм £ л на К ),
то /V L f (<*) 3 = N L (л) ] m /V2, [ £ (otj ] , Следовательно, 

N L ? UJ] - идемпотент полугруппы К . Отсвда либо 
Л/С £(<*•)] = 4 7 либо /V [£(<*•).] - г̂.. Допустим, что 

N [ ¥ М ] * 4 . Тогда для всех f е из »
о( otjf , условий (4) и (I) имеем /V (4J =

*А/ Cf (ос) ]̂ = N[f(+)1 N (f) = 4 * N  (i) * k. , т.е.
- одноэлементная полугруппа. Но тогда из (̂оц) ,

[?е ^  имеем £(<*j ^ У , что невозможно, пос­

кольку X* ? ( °0 ~ «X*. * 0 • Остается признать, что 
N  Cf 1*)] = 4 .

Лемма доказана.
Определение 12 с Полугруппа называется €т-полугруп- 

пой, если выполнены условия:
1. S удовлетворяет условию I  ,
2. S содержит единственную подполугруппу

О матричных единиц ( Q - некоторое непустое
индексное множество), совокупность всех идемпотентов кото-
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рой совпадает с множеством всех ортов полугруппы & •
Из лемм 2.7 и 2.11 следует, что Ь>(%) является е- 

полугруппой.

Цусть S есть 6--полугруппа. Для всякого <х & q  
обозначим

еч** = {>(*).
Определение 13. Норма '/V на е-полутруппе S называ­

ется р<«*)-монотонной, если для всяких /*,^6 ^ 
из условий

f t A p p i o  (7)

следует

> N V- (8)
Даммя r . Норма Not^ <*.eQ , является р(я)-моно-

ТОННОЙ.
Доказательство. Цусть , >  е ^ (3), °с,/}. ̂  е 42 и для

o»»f, t - у » fl+ ißh  V f H )  /)( ^ * P W
условие (7) выполнено, т.е.

t 0, |Ар(л)«|>| ^ 2, fe A f (p ) f . (9)

Покажем, что для /V * NA и указанных 4, i , ^
, у C/i), гос<Г = fl*»**”) удовлетворяется условие (.8). 
Так как хА (<*., [b) -0 для всех л, 6 ч о~ , то 

из (9) следует № » Л*. 0, . Отсвда
д* f ^ ^  f *  о . Цусть xfi «f = х  ̂... х ^ 

для некоторых ^  4, >, * • Тогда

(10)
причем среди А;, могут быть равные. Так как f (/V'f t

4 ž> (ÄJ = Ufr, то из t2-29) и следует

jt. = f ^  ^  ~ {^11 *“ > *'л̂- 

Отсвда вввду (9) имеем S ~ х 0 для некоторого,
о = 1,1, , ъ , причем 5 г ввиду |Л ?(/»)*?

Переходим к непосредственной проверке условия (8). Из 
¥ р(у,<*) *• (//<*) и утверждений 2), 3) леммы 2.4

имеем 0

для некоторых ft = V , i - i. , л, .в частности, 

р (<*, Я «#-■-yi>,ocJ -  х ?  . Кроме того,
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Теперь, учитывая определение нормы N* (см. форму­
лу (2)) и условие (12), получим К/3) f Y f (j*-,*-)] -

- рл%1 г • • • т • Соответственно 
NÄ [?i'*, О V f  I//*)] »  р« . Так как .

«- = <,•••!*' и ^  ̂  г , то р^ + •. • + > p<j ,
Т в

ли Cf 1л,р) f *  f(//°0J > t

Таким образе»«, условие монотонности для нормы Л/*выполнено.
Лемма доказана.

Определение 14. Норма А/ на е-полугруппе 5 при
помощи упорядоченной полугруппы К * называется -естествен
ной, если она Р( «О-правильна, ры) -согласована, риилоно - 
тонна. ' f

Из лемм 2,3 и 5 следует, что норма А/л на полугруппе 
£(Х)) является -̂естественной.

Теорема 1. Пусть §5 - свободная в себе немоногенная 
нильполутруппа. Цусть , как и прежде, Ncl есть <х,-кано - 
ническая норма на полугруппе &> (<#) . Цусть, кроме то­
го, на полугруппе Ь>{&) задана л-естественная норма 

N . Тогда соответствующие нормирующие полугруппы и нор­
мы. совпадают (т.е. К - К* и л/л * /\|*" ).

Дртаза̂ежство. Так как N является ffct) -правиль­
ной нормой, то <ЯЛ = вввду определения 10. Отсвда 
и из леммы 2, примененной для «.-канонической нормы Ч*.} 
получим К = К* • Так как К = { i , - ■ ■ ,4 ) и 
К* • { 1) • “  f 4 *} , то 4 - | К Г* | К *4 = 4 *  и, сле­
довательно , к ~ К *  .

Обозначим (для краткости) /V* через N  . Покажем, что 
/\[ =5 . Предположим противное и пусть N K J  +

t N<*.1̂ ) для некоторого f е H<£J . Так как
и» следовательно, = 'fm.



при некотором /rv * 1, . . . ) 4. t то ввиду ^̂-согла­
сованности норм /V и А/Л получим

= A/(f) t /V'c^j - N* (f/rvj. (И)

Цусть С - наименьшее из тех ^  , для которых усло­
вие (13) выполнено. Так как N[9) = 4  = N#.(9) по аксио­
ме А4 и А/СрМ] - \ - A^Cpt«*)] по лемме 4, то 

I  + 11 k. . Цусть также N [ fz j * р . Так как 
N«. (ft) * -Cr и А/ (ft ) f N* (fj , то p + С . От­
свда fp f. ввиду леммы 2.9. Покажем, что р > I  . 
Предположим противное, т.е. что р < I  . Тогда ввиду вы­
бора I  имеем А/ (fp) * Ч*. (fp) * р » N (fx). Отсвда и из 
взаимной однозначности отображенияN" следует fp •= ^ , 

что невозможно. Следовательно, р > I  .
Норма А/ отображает G* на к , причем АЦ ^ )Ф  С. 

Следовательно, существует £ (лЛ , такое что NW'*.) =
- & . При этом »V < к , ибо из ^ = 4  следовало бы, 
что £  - Л/ (ffc,) » N{9) - /V(f* ) - I  , вопреки I *  L . 
Также, как и для р , устанавливается, что tv > L  .

Покажем теперь, что существование указанных эндоморфиз­
мов f«, и 'te, противоречит -монотонности 
нормы N . Цусть

& = аи. xs , /и Се t Л ) . л е Q  \ ■(/•, О*
^ * > I  \ X” л*- о I ' (14)

Из (2.16), (14), (2.18) имеем

у (<̂ , <*-) ^  * f  ( °S  ^  Ч ) ~ ^ *1))- р (*/ Л* ) ‘ ^-(15)
Так как f*, е  ̂1°0 &№) ? (л ̂ и ^ , то

<?(<*)?(<* I <*) г = ? (о̂ f»v f И - ^  т Ö . (16)

Таким образом, одно из условий в (7) при ö * ,
-fc. = *1 , /•*/&= ос выполнено.

Покажем, что и другие соотношения в (7) дал указанных 
4, ^ ) /а , ^  справедливы. Так как  ̂(ос, а)  ̂ , & - 
S ТО из (2.28) следует

Л УК«> ’< * 1 ‘ М  ‘ -1 (JVх' ’■* Ь О . (17)
Отсвда и из и (17) имеем

I 1^2.-
Наконец, из tf е Л?(л,а) и соотношений (16) и (18)-
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следует справедливость остальных условий (7). Так как норка 
N является ~ монотонной, то в К удовлетворяется
условие (8) для о *  q (ос, а), 4 a ̂  } ^  я р « <* , причем

поскольку k (Ä) является
е -полугруппой. Значит,

N  С у («*■) > rtC? С«-, Н]. (©)

Чтобы получить противоречие, заметим, что согласно (14) и 
(16),

N [ jK «fHfWJ = A/[f(«-,^a)fWj *w[yK^fW]*
= N [ 'f t ) «■/>,

Отсвда и из условия (19) имеем £ > /? , вопреки ^ р . 
Следовательно, условие (13) приводит к противоречию и, зна­
чит, для всех »f € S (Ä) выполнено Л/ К) - Л/Л (^J . 

Теорема доказана.

§4. Свободные в себе нильполу группы с изоморфными 
полугруппами эндоморфизмов.

I. В этом параграфе мы хотим показать, что свободные в 
себе нильполутруппы определяются своими полугруппами эндо­
морфизмов с точностью до изоморфизма или антиизоморфизма в 
классе всех свободных в себе нильполугрупп. Доказательство 
последнего утверждения основывается на единственности л- 
естественной нормы на полугруппе k tö) и леммах 1,2 (см. 
ниже).

Лемма I. Цусть на идеале , <*■ 6 ®  , операции 
(в ) и ( °i ) задаются формулами

f (a ,a )o  f iA 'b ) = у (<x# afj, (1)

(ос, î ) ^ (2)

Тогда группоид У (У, =(!<*, о,}) является по­
лугруппой, изоморфной (антиизоморной) полугруппе £> , при­
чем операции о и °f удовлетворяют условиям дистрибутив­
ности

[  ̂(<*, a  j о  ̂(л (£,)] ^ - f (* , л  J f  •  ̂(л , 4<j f ,
С f f K ' H J f  » f °j fl*, Й f •
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Доказательство, Покажем сначала, что группоид Y изо­
морфен . Так как умножение в JÖ однозначно и всвду оп­
ределено, то такова же операция « , заданная формулой 01) 
на идеале . Далее, из леммы 2.8 следует, что ото­
бражение 4*— * у (<х, fy)) 4-fcži .является взаимно однознач­
ным. Это же отображение и гомоморфно ввиду (I). Следователь­
но, У и й изоморфны, и У - полугруппа.

Аналогично устанавливается, что Yf - полугруппа, 
причем антиизоморфная полугруппе .

Чтобы показать дистрибутивность умножения относитель­
но операции »в /  , заметим, что для любых <х) (у е 3, 

fe % (Ä) выполнено

[ у (<*, <*) о f (a, f = у (а, (а * ) ? ) -

= j (o t ,  = f  (ос, а * ) «  f (o i,a  ) * • ? ( * , t j f .

Аналогично показывается дистрибутивность умножения* 
относительно операции \ в ^ .

Лемма доказана.
Лемма 2. Пусть iõ - немоногенная свободная в себе нипь- 

полугруппа и (о) - бинарная операция на ZL , удовлетворя­
ющая для всех <fe&(£)) и некоторых Г, Г «г $? условиям:

[?(<*,/') “ f f - ?К /-Н  « ? ^  (3)

<0 Ä ?(*. (4)

или условию (3) и условию

“ S ^ (5)

Тогда группоид У ~(Ц*, °) изоморфен (или антиизо- 
морфен) полугруппе &  .

Йрказатеш>ствол Сначала пусть имеет место условие (4), 
Возьмем некоторые е & . Цусть

7  о-i (6)

- эндоморфизм полугруппы &  . Тогда из (6), (3), (4), (1) 

и равенства ?(<*-,*) - ? (<*» хл ) Д®1 всех 
д t Q. следует

f(oi.rt) я f (рс, д.̂. i у (л, jcr f) а

® L? 1° ^)Ä e ?(<*■> -v ) f .

Отсвда, воспользовавшись формулой (I) и дистрибутив­
ностью умножения относительно операции с в Y  , по-



лучим

?(А,-Х<г)Н - 

~ ?fct, **Н  ° f K * , )  f -

* f К * * * ) • ?  U,*, О »

Ä  f (**, а,) о f(cLt l).

Следовательно, операции ( • ) и (• ) на идеале Ч0с -сов­
падают, и ввиду леммы 1 полугруппа 7 изоморфна JÖ .

Цусть далее ^ (<*.,/*• J ° f (ос, S) - £ 0=с, ■** } .
Тогда аналогично показывается, что

9(ot, Л,) i f (o t,^ ) = р(<Х, -X<f -X-jJ'f *  f (<*, £-*) = <4 fM j.

На этот раз Y изоморфна полугруппе Yj , т.е. анти- 
изоморфна полугруппе jö .

Лемма доказана.
2. Цусть здесь и в дальнейшем (до конца статьи) £  и 

С - свободные в себе нильполугруппы с изоморфными полу­
группами эндоморфизмов. Мы хотим показать, что либо <§Э 
изоморфна С , либо антиизоморфна ей. Прежде чем изложить 
основную идею доказательства, докажем несколько вспомога­
тельных лемм. Условимся ниже символом * обозначать неко­
торый изоморфизм полугруппы %> W  (или полугруппы 5 ) 
на полугруппу Ь(^) (соответственно S ), а символом 
v - обратный изоморфизм.

Лемма 3. При изоморфизмах "на" ортам соответствуют 
орты, проекторам- проекторы.

_5?казатель£тво. I) Цусть о t  P (S ) . Покажем, 

что р*Ч Р(Ь*) . Цусть f 5*} ■+ р* .
Тогда pf* + р в S и, следовательно, j-"р =. о 
ввиду (I.I). Отсвда fp* ~ О уже в полугруппе Ь*~ , и, 
значит, р* - орт полугруппы .

2) Цусть ^ - проектор в $ . Тогда для всякого 
р & Р или Pf * Р I или p i - о . Отсвда или
л*/* * ' * f '.iр f * Р или о j. * 0 . Так как р - произ­

вольный орт в 5 , то р* - произвольный орт (ввиду 1) в 
£ . Из определения 4 теперь следует, что f * ~  проек­

тор полугруппы S *.
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Лемма доказана.
Предложение I. Цусть, как и прежде, %>, С- - свобод­

ные в себе нильполу группы с изоморфными полугруппами эндо­
морфизмов. Тогда множества и С0 равномощны.

к̂азательство.По (2.9) и леммам 2.3 и 2.5 ортам полу­
группы % (ÄJ (&(С)) взаимно однозначно соответствуют 
элементы множества (соответственно С0 ). Обозначим
через дСсхГ образующий полугруппы С , который соответ­
ствует орту (<*) . Тогда f* (* ) » ?(<**) в 
силу обозначений п. 2.4. Цусть S2* - некоторое индексное 
множество, равномощное С0, так что &  * •{ зс̂ | А* € 
Напомним, что §Эв - { ̂  I а £ £2 } . Тогда в последова­
тельности

а — »• ^ (ос) — * — > Дос* — - <х*

все переходы взаимно однозначны.
Отсвда I Я \- |Я6| * ( Р ( Ъ > т )\-
причем определено "сквозное" отображение ос — * ( об­
ратное к нему обозначим через v , тве„ полагаем

-а <Х ) 9
Предложение доказано»
Следствие. Цусть 3  и С - свободные нильполутрушш5 

из которых одна является моногенной t причем полугруппы 
&(Л) и Ь ( изоморфны. Тогда и 6 изоморфны»

Действительно, в силу предложения i обе полугруппы 
являются монотонными. Так как порядок моногенной нильполу- 
группы совпадает с порядком ее полугруппы эндоморфизмов, то 
Ü& и С имеют одинаковый порядок и, следовательно, изо­

морфны.
Лемма 4. Для всяких € £2 удовлетворяется

условие

?*(<*,/»; = (7)

(напомним (см. п. 2.3), что

£>(«<*, А*) а (**■* а
5 \ X q* О у 1

Доказате̂ство. По лемме 3 множество Р (%  (ЯJ) 
при изоморфизме * отобразится на множество Р (Ь  (£-)) • 
Последнее в силу леммы 2.6 совпадает с множеством
I  <?Ы*)\ содержащемся в полугруппе
{о*[сх.,л)[ <л,д 0  матричных единиц. Отсвда
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и из леммы 2.7 вытекает справедливость соотношения

{y V. pi K/ 16 si) и в ’{fit-*,**)/f V t -  fi'Jue. (в)

Переходим к непосредственному доказательству равенства 
(7). Цусть <*, р €: #  и (̂ос.-р) * ? (<h* для
некоторых ^ -й . Так как ?*(«*,£) «
• f (р)]* = f(«*)f(r*, J*) <?((>>*) , то
ot* (в противнсиа случае из формулы (2.4)
следовало бы, что (<х, =• © t вопреки *

9 . Так как <*,,(3 - произвольны, то равенство
(7) и лемма доказаны.

Предложение 2. Цусть %  - полугруппа с нулевым умно­
жением, С - свободная в себе нильполугруппа и полугруппы 

% (Л) и & (О изоморфны. Тогда #  и С изоморфны
Доказательство. Ввиду условия полугруппа <8 состоит из 

некоторого непустого множества <80 неразложимых элементов 
и нуля, т.е. 21 * Й0 U  О • Всякое отображение 3  — »J0, 
сохраняющее нуль, является (ввиду ■* о ) эндоморфиз­
мом полугруппы . Следовательно, <8 - свободная в се­
бе нильполугруппа над $ с . Цусть ^ (л) € Р ( Ь  (Я )) и 
У 6 % {&), Тогда, либо лСл * * 0 , и в этом слу­

чае у КК «  = & , либо x ^ f  = *  О 
при некотором (ъ Я. , и в этом случае о (<*.) + - 
« f Iä/ ** - f (ot./ь).

Покажем, что в С выполнено тождество Ъ~ 0 • 
Предположим противное и пусть х ,̂ f- о при некото­
рых (одинаковых или различных) /■*, 5* е Я ̂  . Тогда 
«f * ^ (<**, Xjc* ^ Q. ПрИ этом, очевидно,

?((**■) Ч7 * f . Так как ?* (<*-*) У v » =
* (л, p) при некотором /3 е 52 , то £(<**, р*). 

Отсвда j y  хг* ^ X.* f = f ( * * , f i * ) - X p  ) во­
преки неразложимости .

Полученным противоречием доказано, что б - полугруп­
па с нулевым умножением. А так как J Ä . ! * ( Сс I - по 
предложению I и обе полугруппе с нулевым умножением, то они 
же и изоморфны.

Предложение доказано.
3. Далее предполагается, что &  (а, значит, и С ) 

не является ни полугруппой с нулевым умножением, ни моноген- 
ной нильполугруппой.
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Дцея наших последующих рассуждений заключается в сле­
дующем. Цусть ( а ) - операция, индуцированная на идеале 

операцией ( о) и отображением " * так что

* ? * ( * » -  ?*К О)

Поскольку отображение у (* ,л) — * Ч*(*,*-) является и 
взаимно однозначным и гомоморфныйввиду (9), то полугруппы 

У - (I U , *) и V *  * ( ; • ) - изоморфны. Можно по­
казать, что умножение в £(с) праводистрибутивно с операци­
ей S в 1C* .Если при этом выполнено условие

? ° у (Ä , &) ~ f (°* ) Лу* -*r* ) ) (10)
или

• ?*(*> О = у (<**, - V  JCA * ), (II)

то из леммы 2 будет следовать, что полугруппа У* изоморф­
на или антиизоморфна полугруппе С , с другой стороны, 
по построению полугруппа У *" изоморфна У . Последняя, в 
свою очередь, изоморфна & . Таким образом, доказатель­
ство предложения п. 2 свелось к проверке того, выполняется 
ли какое-нибудь из условий (10) или (II)? Проверка справед­
ливости одного из них, составляет содержание оставшихся 
лемм 5-13, к которым мы и переходим.

Обозначим

~ { л* i л ь j a € A f  ) . (12)

Лемма 5. Для всяких ^ * %№ ) выполнено

Asf* = A * i .
Доказательство. Цусть fö) и ^  его мини­

мальная правая ̂единица. Покажем, что ^  • Оче­
видно, что f   ̂ - правая единица f . Из леммы
3 следует также, что * I t  * Покажем минималь­
ность. Так как fa* f y -  ввиду определения 5,

то =__f f* ' Отсвда из минимальности
и абелевости J получим ff ff* -4у ,
т.е. ^  - /• • Но тогда ясно, что f vf = /f*- 
Цзперь ввиду леммы 3 имеем <̂(л) !*•{-<?№) в том и
только в том случае, когда fl fo» - у (<**,) .
Отсвда и из (2.13) следует »A* f

Лемма доказана.
Лемма 6. Для всяких d. е ^  выполнено, см. п.
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v * H  - V H  Ь л' 6 (I4)

Йрказатеш̂ствОд Очевидно, что f <5“) VU) * V(>;а) 
ввиду (2.7) для всех , S е Q  . Следовательно,

? (<Г*, <Г*) *>*Ы - ? для любых <**, f * ,  d \
Z Я  . Отсвда лЛ* ~ хл» f (л’*) и*(ос; «

= хл* { ( У )  4*) - Л*» . Следователь­
но, - j/ ( а * ) , что и требовалось показать.

4. Из (I) имеем 9 (а  , /.) в ^л, <Г) = f (. %)«
. Обозначим

V * ?(*/ ■** **) . (J5)

Из леммы 2.15 следует, что 

Л+ Ä {* I е 11д* +)} = (Л ! хЛ е J[(â  Х(Г>> = //, <f). (16)

Мы хотим показать, что

*Р*в ft4 *' Jt<|L* ) или f(**i xj-*xf*)(l'7)
Для этого воспользуемся тем, что порядок носителя слова

X/ и длина его выражаются одинаковым числом - 2. 
Отсвда, взяв эндоморфизм  ̂(а  ; ) * if iJ (а ) и, вос­
пользовавшись единственностью а *  - естественной нормы 

1\/Л* на полугруппе &(£) , выведем, что
= fl**, х <л* ) • Затем установим справедли­

вость одного из условий в (17).
Сначала докажем, что а , - каноническая норма 

полугруппы Ь (<&) при изоморфизме * переходит в 
а ̂-естественную норму полугруппы £> ( е )

Лемма 7. Цусть на полугруппе Ь ( t  ) задана функ­
ция N£ , определенная при каждом f t 1(C) фор­
мулой.

ы ' Н )  - лл(Г). т
Тогда N ;  является ti-естественной нормой по-

йоказата̂шзтво. То, что аксиомы А1 ~ А л для N* 
выполнены - почти очевидно. Действительно, пусть f; €. 

t Ь (с; . Тогда /\С ( ̂  J = /Voc ̂  0  < /V* (&) - 
~ N* О )  . Далее /V*(f t'J = N<KC [^ f ) vJ * N A ( * f V ^  

£ /\М'П  ('P V = С  ( ̂ ^  j - Наконец,
/М̂ отображает i ( С) на К , ибо /V* ( Ь * 

С К • Итак, N^-hO ■'. 1 OGlUiii .ü iiOJiJiMVMüI.: Ъ ( t )
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при помощи упорядоченной полугруппы К .
Из условий (3.4), (18) и леммы 3.3 вытекает, что

ЧГ К)= ЧЛП* /с (ffcjO- М«Г (ft-'H)
и аналогично - N* (4 Ц « ))  .
Следовательно, Л/,/ является fM -согласованным нормиро­

ванием полугруппы Ы &) при помощи полугруппы /( .
Покажем %№)-правильность, т.е. что N*

является изоморфизмом подполугруппы на К, . Обоз­
начим о(о<.*) (Ĉ )f I«.*) - через 6^* .Цусть
^  е G** . Тогда NŽ I*? Н*) = Ч**) .

Так как fг ^ * е и Л/с*. - изоморфизм 6^ на

к , то л£(f * ) -  - ЧГ(*)/С(ч-;.
Цри этом ли (^) Ä /Ч*. ф

ф A U ( ^  * Ч<Г ( >  если f f: Н1 . Значит,
Л|£ - изоморфизм подполугруппы на К , т.е.

является f (*J-правильной нормой.
Покажем уЦ-монотонность.
Цусть

■Г, 4**6 Ь(с), fK./s'irv'fU**,**)* в,
U  2, r fc7l?((J.; r . (19)

Покажем, что аналогичные (без звездочек) условия, см. 
(3.9), справедливы в &(<£) и Q  . Действительно, при­
меним отображение v (являющееся изоморфизмом на Ы с ) ) 
к соотношениям (19). Тогда у (<*, р; i  Ч* f J f1 © 
и <ft . Далее из (13) и (12) имеем

~ Л-9^*)^* "I*!-* ♦

Следовательно, J 1 ^ 1 • Теперь ввиду f W -
монотонности нормы /VU получим

• (20)

В свою очередь, из (18) и (7) аналогичное (со звездочками) 
соотношение вида (20) справедливо в % (£ ) .
Таким образом, j\£ является монотонной
и, следовательно, -̂естественной нормой.

Лемма доказана.
Лемма 8. Удовлетворяется условие:

Г* VI**) - V ) .  (21)
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Докамте̂ство, Цусть есть «Г-каноническое нормиро­

вание полугруппы Ь>{с) при помощи упорядоченной полу­
группы К*. Цусть, как и выше, N* есть норма на полу­
группе Ъ>(Ь) , определенная формулой (18). По лемме 7 
она л* - естественна. Тогда из теоремы 2.1 следует 

К - К * (т.е. 4 - б.* ) и /\1̂* ~ /V* . Сле­
довательно, для всякого f к &(cj имеем, см, (3.1),

* / nv , если ^ = V  / А

^  ^  ~ 1 4 » если V  ̂  ^ < ' * (22^

Отсвда из (18), (14), (15) и (22) получим

Л* С (■**)] » /*/л [ + V (<*л » С̂(л, ̂ t)j -

- г - n ; l ?(*'■, *;.)]. (23)

Теперь, чтобы вывести (21), покажем справедливость включе­
ния V K V ОО; у U *  х** ) е •

Так как V  € ? («*j k (<я;, то *t* « ? И V  . 
Кроме того, из формулы (25) инеем 9(<*) 55 {•*) •
Значит, У W (*) £ yW&(<#)f(<*) = . Тогда 
Ч'* V (<**] « £ (<**; k(C,)pU*)= . Наконец, из
леммы 2.13 следует (<**, х** ) £ . Так как

N* - /V #. действует взаимно однозначно на то
условие (JŠ) выполнено.

Лемма доказана.
Лемма 9. Цусть X  * Y W-, et(«W £ 3 . Тогда в С 

выполнено тождество

^  * ° А V  (24)
Доказате̂ство. Цусть 0- * х*« .. - (ь С )

некоторое слово длины h ас -С-j . Тогда из (14)

имеем ir\/(dS) * С*э£ Vf**)4* *••£*** ^(**Л *
А/ Д(И

■ - Хц' . Отсвда ввиду произвольности получим

Ха* = V  ? ̂  -V'1 * V  ^

Так как d(ur) >,$ , то из леммы 1.2 следует хД *
а 0 . Отсвда, поскольку С свободна в себе, то в ней 
справедливо тоадество ^L - о .

Лемма 10. Пусть X^ у*  Q  w  и Ъ *
Тогда



^̂зат&рство. Из (16) ,(43) ж (12) имеем А-^л -*•
= Г, - {/\  ̂  j* 0тсвда ввиду е Цл* и (2.29) по­
лучим

= {у ' V ) -  <26)
Из леммы 9 и условия этой леммы вытекает справедливость в 
С тоадества f z - с . Наконец, из Y*e о
и леммы 2.8 следует л** V* Ф Ö = О . Отсвда, учи­
тывая лемму 1.1, выводим (25).

1емма доказана,
Лемма К» 1§гсть л * х *̂ •+ ш

Тогда

fl'**, - V ^ p J  ф ?(<**, *«j* V 5 * (2?)

Доказательство̂ Предположим противноеP т„е6

f * K  -V Хд ) * ?(**, хг }

(случай (̂о^х^хр - Xj-* } » рассмат­
ривается аналогично). Цусть

^ я ( x-f x<f хх \
4 *$ ^  о ) (28)

(здесь и далее до конца доказательства леммы ;\ ь 
е <2\|«МР- ясно, что , ?(*)* -

и также ?<<}0 X *  = е>(/, 
.?(**) ** = & .Отсвда Хг  г* =.

* *V" ? Cr* Ja - **."■ Р ̂  I <^) = «**» и аналогично 
получим х̂уДА - о . . Следователь-

» • -  J .  ' 1  - »

Отсвда £(<**, ) * у (**/ )) *■

~ f ̂  / Х(5-* Xf*)X* - (̂л.,ХбХ )̂Х -

- L ~ ?*(**■> Х6 ) * ^  и

х*,* Х5*- - -V , вопреки условию.
Полученным противоречием лемма доказана.
Демма 12. Цусть /л е *^j, fU* х ,]}_

Тогда

X. [ХЛ//* ) а { x v̂ I x ö ̂  ■ (30)
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Дошзатежство. Отметим, прежде всего, что U -р- &. 
Действительно, если » 9 , то Хр  ~ о или
X.J* у.f.« - О . Отсвда поскольку д, * и - сво­

бодные образующие полугруппы С , то С - полугруппа с 
нулевым умножением, вопреки соглашению, принятому в п. 3.

Из yW » (̂о£.*)уЧ t у (<**) &{&'}- Ху* £ 

е (д. * л:̂ ; Xj* и леммы 2.13 имеем JL/j *

=. {А*|лл* € *Х(*Л* /0} * {/•*, . Отсвда ,из (12) и 
(13) получим _Лу< * = _Д_* - {  t  > \ * Из последнего 
равенства и из условия (2.29) выводим (30).

Лемма доказана.
Лемма 13. Выполнено условие

^ (Ч** ) V у — ^ [с< ( х̂-#. (31)

Доказатетаство. Предположим противное, т.е. ни одно 
из равенств в (31) не выполняется. Так как I X  (х^ z 
в силу (26), то Т*) ^ 5 и справедливо усло­
вие (25), Цусть для определенности «г * ла* у* =
= Хг* xff* Xjx (случай W- - х^г рассматривается 
аналогично ). Тогда иг+хг*хг* , х̂ * х^ и из 
лемм 11,12 вытекает справедливость в полугруппах & и С 
тождества f - 0 , а в &(£■) -условия (27). 
Цусть, далее,

* - ( £ * „  (32,

Тогда 0 + Y* - f(cL* Xf* oi.-* x̂ + ) - 
= fU * ,  ( Xf* Jt)) - ?(<*" V *  Обозначим
^ (ы*, jCju X^*) через и Хос/«* через ^  .

Ясно, что ум , ^  ф б( т  ф о .Из леммы 12 следует 
a  (vj » { ^  ( х  ̂} , и £ 2 .

Допустим сначала, что «4 (г) = l  . Если V" =
* , то из и fe Кц и леммы 2.7 имеем

Xff*") - У  - f («., х$ X j.) , вопреки
(27). Если же ir *■ , то из (2.7) следует

и Г * = /< . Применим к этому равенству 
эндоморфизм У*”, см. (28),(29). Тогда

(о., Х̂- Xjt j =. р (<*., X )(Xj- х )) Ä У i**-1 3-0 ) X  *

- pi**, 

Ж. (̂х ; ( о у ^  j(Х̂*А = у(л , Х  ̂Xj.t )}
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вопреки лемме II. Следовательно, Ж (г ) % 3 . При этом 
из г ?  О и следствия 1.2 вытекает - 3

Цусть для определенности V »  л:̂ jg- (в слу­
чае -о- = Of - рассуждения аналогичны).
Тогда ввиду и, следовательно, Ч'
имеем О - J b Y  • **[/< V j  * =

dl
~ e  w-, (33)

Из леммы 4 имеем

- X f a f i * *  *•*(**[?(**, O J * )  * Так как 
?(«*, = f (**, X r  jc * ) - /« в салу (32), то из

леммы 12 вытекает X(x-fXf) * x(-V/<) -
с i  x<r I x<t- ̂  •
Следовательно, d(x^x,¥) ^ 2 и л( .  Отсвда 
и из следствия 1.2 получим k^= ü , хотя ы  + о 
в силу (33).

Полученным противоречием лемма доказана.
Теорема (основной результат). Свободные в себе нильпо- 

лугруппы с изоморфными полугруппами эндоморфизмов, либо изо­
морфны, либо алтшз оморфны.

£ошзате®ство, Цусть «&, С - свободные в себе 
нильполугруппы, причем Ъ>(&) ~ % {£ ) • Покажем, что 
£Г или изоморфна С или антиизоморфна ей. Если ®  - мо- 

ногенная или с нулевым умножением полугруппа, то Л изоморф­
на С ввиду предложения 1 и следствия 1. Цусть, далее, & 
не является ни одной из этих двух полугрупп, т.е. 3  содер­
жит, по крайней мере, 2 различных образующих ( , 
причем ^  f о .

Цусть (0 ) - операция на идеале , определен­
ная условием (I), а ( ° ) - операция на идеале ь£ , 
индуцированная операцией ( « ) и некоторым изоморфизмом
■ + " полугрупп & 6#) и k (£ ) в так что выполнено 
условие (9). Тогда из леммы 4 следует <Н -
- ?(^ i r *j для всех ос, jteQ. Цусть 

^ к Ь (# ) • Ввиду леммы 1 имеем
0 K ^)]*f • (34>

Отсвда и из условия (7) следует
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?(<**,‘’’' i f ' 1 

“[yfclf) • ?(л:<г,]'(' = [f'K/-) • f’K  ~P* =

Следовательно, умножение дистрибутивно относитель­
но операции * в £(е) . Далее, из + о и у»
* (̂л, Xjt, х̂) * 0 следует у* + в , Отсвда в силу 

леммы 13 получим У* ж f (*■*» ) или Y *  *
^ >̂(ос*( *г ) . Наконец, из у * f (<х, xs ) =■
* ?(*iO и, следовательно, из <f* - ё 
i, (̂ос*, сГ*1,) вытекает, что операция (• ) на идеале

гС удовлетворяет либо условиям (3) и (4), либо усло­
виям (3) и (5), взятых со "звездочками". Но тогда по лемме
2 полугруппа , «J изоморфна или антиизоморфна по­
лугруппе С „ Теперь, поскольку полугруппы ( ЦЛ , 0 ) и 
( Ц J , ®) изоморфны и (Ц*., 0) изоморфна X) ( по

лемме 1), то теорема доказана.
В заключение выражаю благодарность Я.В.Хиону за руко­

водство работой.
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ISOMORFSETE ENDOMORFISMIPOOLHÜHMADEGA 

ISEENDAS VABAD ИILPOOLHÜ BMÄD 

U. Trepetin 

R e s ü m e e

Artikli põhitulemus: pealkirjas kirjeldatud omadusega 

poolrühmad on kas isomorfsed või antiisomorfsed.

FREE-IN-THEMSELF NILSEMIGROUPS

WITH ISOMORPHIC SEMIGROUPS OF ENDOMORPHISMS

M.S.Trepetin

S u m m а г у

The main result of the article is: free-in-themself 

nilsemigroups vith isomorphic semigroups of endomorphisms 

are either isomorphic or anti-isomorphic.
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ОПРЕДЕЛЯЕМОСТЬ МОНОГЕННЫХ НИЛЬПОЛУГРУПП
ИХ ПОЛУГРУППАМИ ЭНДОМОРФИЗМОВ

М.С. Трепетин 

Кафедра алгебры и геометрии

Предлагаемая заметка посвящена проблеме изоморфизма 
двух нильполугрупп1 с изоморфными полугруппами эндоморфиз­
мов.

В других ситуациях вопросы изоморфизма полугрупп 
(групп, алгебр, моделей) с изоморфными полугруппами ( по­
лукольцами, кольцами) эндоморфизмов ставились и исследова­
лись в алгебраической литературе (см.[з], стр. 41;[4,6];
[8], стр. 47). Тем не менее, в теории полугрупп интересую­
щие нас проблемы, исключая работы [1,9},не рассматривались

Прежде, чем перечислить основные результаты, дадим од­
но определение.

Говорят, что полугруппа S определяется в классе я 
полугрупп своей полугруппой эндоморфизмов Ь> ($ ) , если 
из того, что А- е *  и Ь ($ ) изоморфна к (А ) , 
следует, что £ изоморфна -А .

Основные результаты статьи (в порядке их расположения),
1.Найден ряд достаточных условий (теорема 1Л, пред­

ложения 2.1, 2.2), когда нильполугруппа оказывается нильпо- 
тентной.

2. Доказано (§2), что моногенная нильполугруппа опре­
деляется своей полугруппой эндоморфизмов в классе всех 
нильполугрупп, содержащих неразложимые элементы.

Показано также, что моногенная нильполугруппа опре­
деляется своей полугруппой эндоморфизмов в классе всех ru- 
абелевых полугрупп (т.е. удовлетворяющих тождеству
(fc и Л = при каком-нибудь натуральном п, £ 2.).

Н̂еопределяемые здесь и далее основные понятия теории полу

групп используются в обычном смысле, см. [з] ,
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§ 1. Вспомогательные результаты

Напомним некоторые известные в теории полугрупп понятия 
см., например,[3,10].

1.1. Цусть (здесь и в дальнейшем до конца статьи) S - 
полугруппа с нулем 0. Она называется нильполугруппой, если 
подходящая степень каждого её элемента равна нулю и кг- 
нильпотентной, если 5 • О Ь л (т.е. если произведе­
ние всяких А» элементов из S равно нулю, а среди произве­
дений, содержащих А, - I множитель, имеются ненулевые). 
Показателем нильпотентности элемента 6 t  S называется 
такое натуральное число р - р^) , что i t  * О + , 
Мы будем говорить также, что элемент <з является Ь- 
нильпотентным, если £.

Цроизвольное (фиксированное) подмножество А полугруп­
пы 5 назовем алфавитом, Нрже (до 1.3)» в качестве алфавита 
А возьмем множество всех элементов полугруппы 5 . Цро- 

извольная запись элемента яге S в алфавите А называ­
ется словом полугруппы 5. Графическое совпадение слов 

1агл , Щ обозначаем так: ^  s  .
Для всякого вещественного, числа <*. положим

]o i[ = гъсп, = . (*Д)

Докажем несколько вспомогательных лемм.
Лемма 1.1. Если S есть Аг-нильпотентная полугруппа, 

то она содержит, по крайней мере, ] (v/г[-1 различных
2-нильпотентных элементов.

Доказательство. Цусть S есть н̂ильпотентная полу­
группа. Покажем, что: I) каждый из её слоев ^  =
■=• \ при 1 $ J  < А/ не пуст,

2) слои <Žj , к * попарно не пересекаются,
3) элементы каждого слоя £■ при j  }  ] ^ f i [  являются 
2-нильпстентным и.

Отсвда, взяв в каждом из £• , j  J b/z. [ , 
по одному элементу, получим требуемый результат. ,

I) Предположим противное, т.е., что 5/ \ - Ф 
при каком-то j с А, . Тогда 5f c  , а пос­
кольку $it1 = S a 1- Sz Q S<>~1 ■ $ я $<J f то

iW = У 4 . Отсвда S L '1 = si ■ S V  -
- 5 ^  » О! вопреки тому, что S _< f. 0.

Следовательно, i  4 ^ при всех j <. (/ ,
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2) Так как при l< i * ̂  наполнено & \ 5^* с Si) «
= S<i~l S l  Q S $l  ~ 5 ™  и S ^ n  (Sl\ S : H j - ^ , то 
&* с\ Л.ь ~ ф .

3). Цусть 4 е при ^ ^ ]  b/i [ . Тогда
Jt У и <5 разлагается в произведение У множителей, 
а о1 - в произведение j  * j  s 2j ž 2. ] Ь/2.[ }  b  мно­
жителей, Значит , 4 2 = 0 ,

Лемма доказана.
Следствие. Если -̂нильпотентная полугруппа имеет /tv 

2- нилъпотентных элементов, то А Z г*+4 .
Оказывается, что утверждение следствия можно 

усилить. Мы покажем, что нильполугруппа, вмещая конечное 
число пг/ дванилыгатентных элементов, нильпотентна (и тогда 
непременно класса А/ ̂  + Л ). Доказательство послед­
него утверждения основано на исследовании нильполугрупп, не 
являющихся нильпотентными.

Если нильполугруппа S с ровно п\ дванильпотентными 
элементами не нильпотентна, то существует ненулевое произ­
ведение W- (слово от ненулевых элементов из S ) любой 
заданной длины. Мы построим из начальных отрезков слова 
такое ненулевое произведение - V * , которое содержит 
в качестве подслова 2 (/w + -i ) -ю степень еще одного на­
чального отрезка *j . Тогда ф. q и среди сте­
пеней у найдется гъ + 4 различных 2-нильпотентных эле­
ментов, что дает противоречие,

1,2. Длиной слова иг й S называется общее
число всех его букв. Символом (соответственно
< с) со ) для любых слова tee $ и числа I ь о обоз­
начим слово, полученное отбрасыванием I последних (первых) 
букв в слове to. Так, например, если ,
то

w<l>  аг ... , (1.2)

При этом считаем, что ( I  > - ф ( < i  >ч. ~ 0 ) , если
I  > Л (<*,) . Легко проверить, что

• V* «-• (1,3)
Условимся (ради краткости) обозначать 2 (*v + w) через »v.

Лемма Т.2. ([Ю], стр. 378), В нильподугруппе £ ни 
один отличный от нуля элемент не может быть своим делителем, 
т.е. равенства ос * ̂хлг , зс - ал., х * jc <г 
невозможны ни при каких ir t S , О + л € S .
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Лент 1.3. Если нильполугруппа 
нкдьпотентных элементов и слово

имеет ровно пь два-

0 fr «r4urt .., urcK} (1.4)

составленное из элементов полугруппы 5 , имеет длину 
d > (m, +2 )»г, то существуют последовательности - нату­

ральных чисел { i4, .. - / } , непустых слов 
{ . . . ,  ж К  ^  } И слов
так, что для любого «. * 4 ( г t ... # <v выполнено:

1°. f * HV+4 ;

2 .

для подходя—
щих натуральных с-* . - ' '

I ̂ )
8° 4 (iA * 4 

з° »4 -  .

Оршючание. Входящие в условия леммы элементы
“ ОИь подходящие начальные отрезки слова иг, 

причем свойство 9° означает, что все они делятся слева на

Дотазатгастао проведем индукцией по числу 4. По­
ложим и w = иг , - и/̂ , у* <р % Тогда усло­
вия 2°, 5° выполнены, а условие 4° справедливо ввиду выбора 
«.v и того, что (W-) > + »V •

Допустим, что последовательности л*.1*-*)
> 03103 и

строены и обладают свойствами I - 8 . Построим
чисел ухе по-

0 -  8° .  'q ■ - — —• -- - -------------------------- JK----  'ß ^  V f

4̂ и покажем, что условия 1° - 8° выполнены на 4 -том 
шаге.

Вввду индуктивного предположения, d (ч^-л ̂  >
> )(*,-£ + t j и, следовательно, ни одно из слов
ь « 4,г, , ** + 1
- L > (»w f 2)(/v - 4  j , 

непустыми будут слова

имеющих длину d̂  > {*b+i)[K-k+i)- 
непусто. Отсюда, вввду 7°,
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^ ( lH f “ 'л" ,Ч(1-5)
Более того, для любых с- -с У (& п  +*) слово 

, являясь собственным началом слова 
м.̂ ’̂ , отлично от него по лемме 1 .2.

Следовательно, множество { о j
состоит из попарно различных слов полугруппы 3 и, 
ввиду ( 77I £ , найдется I  *  ̂  + л такое, 
что (<yc(L4)i  i^y) # О . Для определенности возьмем наимень­
шее такое . Положим

^  \- (*■** ^  < * ^*6)

Так как < ^ 4) =  “Ч> (m'+iX'v"6‘*) " ‘Kl >
> (m,+2)(*,--&) , то условие 4° выполнено. Далее, в силу 
(1.5), имеем

= ■ ' (1‘7)
Таким образом, условия 1° - 8° на 1-том шаге выпол­

нены, а ввиду произвольности 4 5* 'V требуемые последова­
тельности { Ц, *•• > > чисел и { и ,0\ ... , ;
{ <̂а, слов построены.

Для завершения доказательства леммы заметим, что в силу 
(1.4), (1.6) выполнено:

fc- (1.8)О ( И. < *vj ,

^  = иг4ог4... ----(1 .9)

Поэтому можно выбрать

4 t - ' 1 "-}:■-“/ <1Л0)
Таким образом, условия 1° - 9° выполнены и лемма до­

казана.
Лемма 1.4. Для каждого натурального числа <'»v 

выполнено

(*.и)

Доказательство. Если * •f , то неравенство (1.11) 
справедливо ввиду 2̂  - Т = 15 > 12 = 2-2-3. Цусть 1( >/!)- 
наименьшее из тех чисел, для которых (1 .11) lj вьи олглется, 
т.е. £ 2.11 + 4)а + £) . так как Зг*1- 1 =
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s 2МИ>ги > г ((l- i)t i)([t- i) +1)ш1Щ,+1)} T0^

вычтя из первого неравенства второе, получим 3 2.l t <
< K l* * ) и 3 <. &+4 . Однако, последнее невозмож­
но, ибо, взяв сумму очевидных (при С ъ Z ) неравенств 

и 2 , получим 3■ц*-'1 > C + J.
Тем самым лемма доказана*

1.3°. Обозначим (см. (1.7) при 4 —  )

' 7 ^ K y K . s - r  (1Л2)
Тогда и/*4' '-=? . Условимся длину произвольного

подслова и, слова v  в алфавите У = (у,, • - •; jf*,) обоз­
начать через (М .

Заметим, что поскольку ^  ^  Jt * * М,
(см. лемму 1.3), то для произвольного слова и (относитель­
но системы образующих У ) найдется слово (относитель­
но системы образующих { у * , ) О У ), так что

#*
A.-V- ä Чу (С .

>  (1ЛЗ)

Действительно, если а * то можно
взять

Лемма 1.5. Существуют последовательность {v

• ■) г
Сл.)

} непустых слов в алфавите Y и последователь­
ность натуральных чисел ь ( ., -, L V такие что: 

1) (/'i-OJ = V* ;

2) 4 С < т/ Н для каждого к - 1 , .
3)

4)

3) trb't 3 ^ ö

4 > (wu+*)(«,-4 j ;

5) = (<л * ;
6) v tk,f</t >

Доказательство проведем индукцией по числу 4 . 
Полагаем v-LCJj s г . Тогда условия 1), 3) выполне­

ны ввиду сс<л ^ О . Условие 4) также справедливо, ибо 

d ( ^ 0jj = ДЛ~ 1 У " L ~i 2) » t b ( m  +  L ) .
Co] f&-<i »

Допустим, ЧТО { V” ( •. • , V  > y i , * / Д - W
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уже построены и обладают свойствами 1) - 6). Построим
д и установим справедливость условий I) - 6) на 

k.—том шаге. .
(.С J

По индуктивному предположению еС [v  )>(пь+1 )[ъ-к+1) 
. Следовательно, слово <j> г непусто

при каждом 1 & J  £ «V + 1 Так как для каждой пары
I  <. j  $ (*г +1 слово t-j> V отлично от слова

<«,>4**^"^ , ибо является его собственным концом, то 
элементы совокупности {<l> ir г ...,**•<} попар­
но различны. Цри этшя, ввиду | ТТ! с +1 , найдется 

j  - J l * . такое, что (<̂ fc > f. о .
Полагаем

<r[L} - [<.jk> . (1.14)

Покажем, что условия 3) - 6) выполнены. Так как

О * К ^> г * "’:
то условие 6) выполнено, причем * о , и, значит,
условие 3) тоже выполнено. Наконец, поскольку

причем - (<j* >/*'' - <it>( <Д.( + ■•'•/,>

* (<jk 4 + *,/<> , - 10 

условия 4), 5) выполнены.
Ввиду произвольности i, < л, лемма доказана.
Теорема 1.1. Если нильполугруппа содержит ровно ^  

дванильпотентных элементов, то она нильпотентна класса
(yj £ I  *1/ ■+ \ .

Дрк&датозаство̂.. Цусть 5 - нильполугруппа и 
TT*{d| t? ^  0 € 5, d** о}. причем I TT I = *vv . Пред­
положим, что вопреки утверждению полугруппа $ или I) не 
является А/-нильпотентной ни при одном А/= 2,3,..., 
или 2) является /ц-нильпотентной класса А/, > -г а .

Случай 2) сразу приводит к противоречию, так как при 
нем полугруппа Ь , ввиду леммы 1, содержит не менее

дванильпотентных элементов, вопреки
Л
Теорему I.I можно доказать также, воспользовавшись сильной 
теоремой 3 работы (II] и леммой I настоящей статьи. При - 
водимое эдесь доказательство строится на основе лемм 1.3,
1.5, представляющих самостоятельный интерес и дающих иной 
подход к рассматриваемой проблеме.
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|тг| - *v .
В случае I) полугруппа S содержит слова сколь угодно 

большой длины. Выберем слово иг* о длины Л (of) >
> 2.{г*+л)[г\+г.) и построим, воспользовавшись леммами 1.3,1.5, 
последовательности i  »4,1, , л. , не­
нулевых непустых слов, удовлетворяющих указанным там услови­
ям. Тогда v^ ' 1* (<п/> при а, * f 2 и 
подходящем Ъ< *L (V) , и поскольку ф 0 , то 
моногенная полугрушш < fa  > имеет порядок, не меньший 
а М . Отсвда ввиду леммы 1.1 полугруппа S содержит 
хотя бы ] (ъ  + <)/2[ ш ] [2*K+5)/ii >, + 1 элементов, 

нильпотентных класса 2, что невозможно.
Полученные в случаях I), 2) противоречия доказывают 

теорему.

§ 2. Определяемость моногенных нильполугрупп 

их полугруппами эндоморфизмов

В этом параграфе доказываются основные результаты 
статьи - определяемость моногенных нильполугрупп их полугруп­
пами эндоморфизмов в классе -я - всех нильполугрупп, со­
держащих неразложимые элементы (теорема 2.1) ив классе

■я - всех л,-абелевых, «г >, г , полугрупп, содер­
жащих неразложимые элементы (теорема 2.2).

Напомним, что S * { u v  ( u,, v* * 5 } . Обозначим 
5\ S“ через 5. . Очевидно, что ^  составляет 

совокупность всех неразложимых элементов полугруппы S . 
Цусть, как и прежде, 7Г есть множество всех 2-нильпотент- 
ных элементов полугруппы S .

Лемма 2.1. Цусть полугруппа 5 имеет Ох неразложимых 
элементов и подполугруппу ? порядка *п/ с нулевым умноже­
нием. Тогда 5 имеет, по крайней мере, тЛ эндоморфиз­
мов.

Доказатеш,ства, Цусть ^ - отображение вида — * Р 
и - продолжение f  на всю ь , где остальные эле­
менты из 5 отображаются в 0 , т.е.

r - i £ f «л)

Покажем, что - эндоморфизм полугруппы 5 . в
проверке нуждается лишь то, что ^  - гомоморфно. Пусть
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о,(Й  5 . Так как $0 ( 6 5“) , то (а*}{ ~
Также и (a.^Kb'f'") ~ о , ибо если л,(̂е bv , 

то ctf'1', i-vfv fe Р а поскольку Я - подполугруппа с нуле­
вым умножением, то * о . Если же {*■,£} t- 
с£ 50 , то или cifv или * (или оба они) равны 
нулю ввиду (2.1). Следовательно, (
= О для всех 5 и f t k ( S J .

Для завершения доказательства заметим, что существует 
*vv различных отображений f вида Ь0 — »- 9 , при­

чем 'f'v = у ̂  в силу (2.1) лишь тогда, когда f - f  .
Лемма доказана.
Следствие 2.1. Если нильполугруппа 6 имеет ъ нераз­

ложимых элементов и дванильпотентных элементов, то она 
имеет, по крайней мере, rw (дЛ- 1) -г 1 эндоморфизмов.

к̂азательство. Цусть d t  ТТ ,т.е. dz ~ о , 
Тогда {d,,о} - подполугруппа с нулевым умножением. По лемме 
2.1 полугруппа & (S) содержит множество эндо­
морфизмов, порождаемых различными отображениями ввда —* 
— ». {Я, о ) f причем |ЯЛ j = I Sc I = т/ . Так как 
Л л Л, 6> для ä  с е ТТ, Л Ф о , причем 
Iп ( - ,rv ; то % [ SJ содержит ^  различных комп­
лексов вида М./ .Но каждый из них содержит 9 . 
Следовательно, |&(5)| ^ +• 1 , и лемма дока­
зана.

Предложение 2.1. Нильполугруппа с неразложимыми элемен­
тами и с конечным числом эндоморфизмов - конечна.

Доказательство. Цусть S - нильполугруппа и ^  =
.  s \ + ф , i to ( s ) I <. oo , I S J  - Ч  I Ti i = »rv .

Так как I b ( Ь )) ^ м, (2?  - 1 ) + 1 , to nv и - 
конечны. Отсвда по теореме 1.1 полугруппа S является К- 
нильпотентной при i  ä 2»*v * f . Так как 5̂  являет­
ся системой образующих полугруппы s (cm.[7J, лемма 2.1), 
то (v + 1)^ служит, очевидно, верхней границей для поря­

дка £ .
Предложение доказано.
Деммя 2.2. Цусть Ал - моногенная нильполугруппа 

порядка 4 ^ 2 ,  т.е.

* Д *{х, -х2, •••, » х = ü V; (2.2)

тогда
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1) Множество и> (Д) есть полугруппа с внешне присоеди­
ненной единицей ь ,

2) Подполугруппа Ь*(Л) &  Ь является 
нильпотентной точно класса р , где р - показатель ниль­
потентности эндоморфизма 5̂  , отображающего каздый эле­
мент <х е А в его квадрат.

3) Эндоморфизм <Гг обладает наибольшим показателем 
нильпотентности среди всех элементов полугруппы Ь*(А).

4) Выполняется условие

U W J U z " 4’. (2>3)

5) Полугруппа Ъ(А) -абелева,
6) Полугруппа  ̂ (Aj имеет ровно два вдемпотента - 

Ь и 0 .
Доказательство. Так как эндоморфизм полугруппы А оп­

ределяется образом её образующего, то полугруппа %> (А) 
состоит, очевидно, из ä отображений, имеющих вид:

£. =  (£•) I (2.4)

причем умножаются элементы ^  так

сГ «Г ’ если < d
^  ' ö , если •v** ̂  4 , (2,5)

Утверждения 1) - 6) докажем по порядку,
1) Так как х ^ хл ни при одном ^ ь г. (иначе

гдГ'* хи' « • • • - = о , вопреки d ^ 2. ), то Ь t 4  
для тех же (в противном случае а - л, t, = л ~ х/1' 
при ^ Л 2. , что невозможно). Отсвда и ввиду (2,4) и(2.5) 
следует, что равенство L ^  4  , где или ,
или (или оба они) принадлежат Ь* М) (" 2» (А) \ ь ;,-
невозможно. Следовательно, Ь - внешне присоединена к 

%>* <-А1 и “ъ* (А ) -подполугруппа, к
2) Обозначил р (6^) через р »Так как 4'-^**° 

Л: 5s <£р ввиду (2.5) и p--Hotj^L . Далее, поскольку
для всяких 4  , . .., е £ * ('Я) выполнено ^  i 1  е

i ■* 4 t й , причем ' . . .-чу ъ zf* > d t то
8s* V -  *n.p ^  О , значит, Ž*fA) , ПО 

крайней мере, р-нильпотентна. Но она же нильпотентна 
точно класса о ввиду j= &

3) Так как показатель нильпотентности всякого
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€ %,*(&} не превосходит числа р - показателя нильпо­
тентности самой полугруппы Ь*(А) * то pfa) & о - 
»  р (4 ) • и» образом,

/>«/>(4) ' >rva* е е (2.7)

; Так как , , . , , г */,- »
. , . , (LM) .£паЛ . _ o' ri«UJ» > i G?Mj I fc,J 0 = 2 V  - 2

то условие (2,3) доказано*
5) Очевидно в силу (2*5),
6) Ввиду 1) ж 2) в полугруппе & М) все элементы» 

кроме 2/ у - нильпотентвнр причем & - <эе <е
Лемма доказана®
Леша 2,3» Если нильполугруппа S имеет неразложимые 

элементы ж $ [$) является абелевой шш&олугрушоЁ со 
шбякв присоединенной единицей,, то для кавдогс f  t ž»(Sj 
и ь выполняется

Sf  с S1« (2*8)

Д?Мзатшгьство.й Для V - © утверждение леммы верно, 
ибо S9 « о & S2, • Предположим, что* вопреки (2.8), для 
некоторого e t  f' 6 £ (S)\e выполнено 5 у П $* ^  Ф *
Так как S f  « (S„ ü Sz) у = 50 у U у , причем » 
Ä (S ц> f  с 5 " » T O  5e f  л 5o f  f » Цусть X  fc 5* 
и о f 4,6 5 таковы,, что л f s ь5 9 = о « Как 
установлено в ходе доказательства леммы 1.1, отображение

f, = (I oli ^ S" , является эндомор»»
физмом полугруппы S ( ибо {et, о ) - подполугруппа с 
нулевым умножением). Отсвда ввиду абелевости <р( Ь) 
имеем

d =(*4')'{d = * ( r  U )  - * ( \  f )  35 *f\ (2,9)

т.е. гС - неподвижная точка нильпотентного эндоморфизма 
f (отметим» что V - нильпотентен ввиду леммы 2,2 v 

того, что Y Ф Ь )• Цусть р = р №) • Тогда

О -  de * - d [ t r r i ) - № f )  Y ? '1 = - ’ * ■
• ■ ■ St - d  ( v  V  Р~^~4) e  ~  “-*с1уа4,

вопреки выбору ci Ф о ,
Полученное противоречие означает, что £у О Ь0 »jd, 

и следовательно, 5 f  Q SL •
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1 Леша доказана.
Лемма 2.4. Если для &-нильдотентной полугруппы 

5 наполнено ( & (ь) 1 = 2. , то $ — моногенная нильпо­
лугруппа порядка 2.

Доказательство, Во-первых, 5 ф о , ибо при s -  о 
получим I k (5JI « * , вопреки условию. Отсвда 5\ S2 Ф

^ и, следовательно, |S \ 5zi ^  ̂ .
Обозначим аннулятор полугруппы S через о (S) . 

Напомним [10], что

0(5) а {4| 4 € 5 , * 4 = 0 *  а0( (2.10)

Отметим, что 0 (5) £ о • Действительно, поскольку 
для всяких осе S , ^ е S*”1 выполнено »*, € 
е 5 ̂  * о » т° S 1 £ о (S) . Теперь, если
о (5) * О , то S -у = о , вопреки нильпотентности 
S в точности класса А/ . Следовательно, | о (3)| =»
* tro > г. . При этом, поскольку ° (5) есть полугруппа 

с нулевым умножением, то Ь ( содержит, по крайней 
мере, т У  эндоморфизмов (по лешсе 2.1) и, следователь­
но, т У  <- 2. . Отсвда, в силу п   ̂ 1  г имеем 4 
и = 2. .

Итак, S - моногенная (ввиду г = 1 ) нильполугруп­
па, причем 15) Z. .

Леша доказана.
Лемма 2.5. Если для А,-нильпотентной полугруппы 

S *  о ее полугруппа Ъ>{!>) удовлетворяет условию (2.8) 
и соотношению _

U ( b ) U  2 г , (2.11)

Т 0  / с 1 |/ fc(S)| £ г . (2.12)
Дрказадчжсхво. Так как S Ф 0 , то I ž> (s) I £ 2. . 

Если I&> (ь)| = 2 , то 4 * 2  по лемме 2.4#и в этом слу­
чае неравенство (2Л2) справедливо. Далее, пусть
(Ь(ь>! ^ з

Покажем, что р М  fwaoc { р {у J j
.Цусть y e . U (s) и p (V) - p . Пос­

кольку I t(s)l} 3 , то p z z  ввиду (2.11). Следо­
вательно,., р-1 Ф о , причем УР~1Ф 0 .

Известно С[7], лемма 2.1) , что множестве 
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$о(® -Ь ̂  $*) является в S системой образующих. Следо­
вательно, действует на Ьс ненулевым образом. 
Цусть * для подходящего а е 5С . Так как 

S1 , в силу условия (2.8), которому S удов­
летворяет, то г у  * для некоторых ^ fc S . 
Отсвда t у2, = l z f ) 4> - (o-rjo' = юу- е S'1 * 5г=г S2, . 
Следовательно, 0 #• г у/5-1 = г. (у - ̂Р~2) * (4 cfj е

е ~ vP"Jj - (5гу]^^3^ S^y^c-.-c ^2/>и, значит,
S1 * о . Но тогда̂ ввиду 5 ^ * 0  при ,

получим, что L > L?' , При этом, если zp< &  , 
то р ̂  А/ [ , см. (ТЛ). Если же Z? > L ,
то р > -tcjj, к, > р - 1 и снова, в силу (1.1), имеем 
р * J С , т.е. в обоих случаях р £ ] ^ L

Лемма доказана.
Мы хотим показать далее, что моногенная нильполугруп­

па А определяется своей полугруппой эндоморфизмов в 
классе нильполугрупп, имеющих неразложимые элементы. Мы по­
кажем также, что полугруппа А определяется своей полу­
группой эндоморфизмов в классе всех полугрупп, которые со­
держат неразложимые элементы и являются »v-абелевыми 

(т.е. удовлетворяют тождеству [%%)* ~ ) ПРИ
каком-нибудь л, г . (Ясно, что А принадлежит обоим 
классам).

Предложение 2.2. Если для нильполугруппы S с нераз­
ложимыми элементами выполнено условие Ь (Ь =  Ь> (А л ) t 
где A <3 - моногенная нильполугруппа порядка 4 , то $ 
является (v-нильпотентной полугруппой при некотором 

к, i L и при этом либо 5 3Ž. Ад , либо 5 имеет 
более одного неразложимого элемента, т.е.

I Ь \  Ь~ j 5 г . (2.13)

йоказащьство, Так как 1МЧ1 - 1 Ь (А б ) [~  
*/(<05, то S является k-ншгьпотентной полугруппой 
при некотором А/>2., вввду предложения 2Лг

Цусть, как и прежде, ! S \ Sz | =. Ч/ . Если v - 4 
то S - моногенная нильполугруппа, очевидно, порядка .
А поскольку порядок моногенной нильполугруппы полностью её 
определяет, то при выполнено S = А 0 . . Б
противном случае, т.е. когда >ъ * 4 » приходим к (2.13).

Предложение 2.2 доказано,
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Предложение 2.3. Цусть S есть Я-нильпотентная по­

лугруппа, причем

£(Ь )£:ШД  А, Л4' > 4«0). <2‘*4>

Тогда S - моногенная нильполугруппа.
Дрка§ательст1рл Предположим противное и пусть *v - 

~ I Ь0| + 1 , т.е. ъ }  г. . Далее, до конца доказатель- 
ства этого предложения, фиксируем А/, для которого 

5^ = 0 Ф 5я"1 «Мы хотим показать, что условие 
1 ^ 2  и лемма 2.6 (см.ниже) противоречат неравенству 

(2.12), справедливому для &($) ввиду лемм 2.3 и 2.4.
Предварительно заметим, что если А/ * z. , то 5 - 

полугруппа с нулевым умножением и IЬ (̂Л 2 I ,S Jv по 
лемме 2.1. Отсвда, поскольку ъ £ I  , то 15 1 5 3
и, следовательно. Ц [  $){ Ž в , С другой стороны,
1 & (5) | < - I . Следовательно »получено проти­

воречие, показывающее, что А/ *•£..
Далее, пусть L  > 3 . Соответствующие этапы расс­

мотрения этого случая заключены в леммах 2.6 - 2.8, к 
которым мы и переходим.

Лемма 2.6. Если А/-нильпотентная ^ .3) полу­
группа S имеет, по крайней мере, 2 неразложимых элемен­
тов, то

ЫЯЫА'Д + (2.15)

До̂зэтельство. В каждом из непустых (как установле­
но в ходе доказательства леммы 1.1) классов S<f \  S<i+1 
при j  }  ]Ь/г[ фиксируем элемент и- . Обозначим 
Ц - U  ctj и 0 . Так как для всяких I, j % ] К  /г. [ 

выполнено i+j ? 1] bjz [ ^ Uj f то для тех же i ,  i 
имеем ^  ttj 6 Su S<* * 5 с + / с 5 ^ *  о , т.е. ;- под­

полугруппа с нулевым умножением. Покажем, что |U| в 
]b ( i * Vif . Цусть L  - четно, т.е. к-1гл,ф
Тогда U - , ■ 'м u (̂-f I 0 ) ив этом случае
[ Ч j - fu ~[nv-i) = Ihv - о* + 1 *1^+1 W  + //if . Пусть 
1ъ - нечетно, т.е. к,  ̂ \ . Тогда Ц =

= { <■ ■) I им +L, ■ ■ ■ I °  } И ! ^ I - ^  " ,VV ~ *1 ~*К *■
- т, +• 1 ] kji *- {ji [ .

Пусть ф - совокупность всех отображений вида 
— * "W и Ф  всех эндоморфизмов, продолжающих 

различные f £ Ф  . Так как | } - | ср | =



- ]bji + //г [v ̂  + V* [\  то I + '!г.[1 . щщ

этом, поскольку А/^.3»то Son U - ф и поэтому 
эндоморфизм, тождественно действующий на S0 , не входит 
в Ф ~,

Значит, (2.15) и лемма доказаны.
Лемма 2.7. Для всяких чисел d > I  выполнено

1+]Л[<2<к. (2.16)

|,оказатедатвд, Так как J <к [ < i + d ввиду (1.1), 
то при <к >, I имеем f + Jctfc'f + 'f-/■*(£ 1<к.

Лемма доказана.
Лемма 2.8. Полугруппа 5 является моногенной.
Доказат.е̂£тво, Подставляя Ь  » 3, Ц, 5 в неравен­

ства (2.12) и (2.15), получим соответственно И ž \ b> {b)\ž 
^ 5 (при 4 * 3  ), Н Z 11 (s) I 2 Ю (при А, * If ),
2 > lk(s)l^40 (при А/=5), что невозможно.

Поэтому пусть далее > (о . Логарифмируя неравен­
ства (2.12) и (2.15) по основанию 2, получим

] top Ц  ъ1 оу\Ы Ь )\ }  tojtQbli-H/zl1**) (2.17)

1 -ь] lo p ] h  tl +Vi[[ > 1 + ] Ч * [ JlO jJb [ * 
loy ( ]Ц  + '/гf2 +4) > l bojL] L /г ■* {k [.

Однако,

1 + ]Io]*]4,/l + < 4 L [ [ < i b f t ] t e f VzC 
ввиду ] L[i * */1 [> 2 (при А/ > в ) и леммы 2.7.
Получается противоречие. Чтобы завершить доказательство, 
заметим, что вывод неравенства (2.15) основан на предполо­
жении « | £« [ £ 2 и V -нильпотентности S . Так 
как нильпотентность 5 не зависит от причем нера­
венство (2.12) тоже не зависит от *v , то полученное в 
(2.17) противоречие приводит к недопустимости условия 
1/ > 2. , т.е. $ - моногенная нильполугруппа.

Лемма доказана.
Теорема 2.1. Монотонные нильполу группы _ определяются 

своими поду группами эндоморфизмов в классе »  .

Доказательство, Цусть £ £ , & (S) «
S  i (А*) » см* (2.2). Тогда, по предложению 2.1, полу­
группа 5 является Аг-нильпотентной, а ввиду предложе­
ния 2.2, моногенной и, следовательно, изоморфной А̂ ,
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в силу того же предложения 2Д.
Теорема доказала»
Далее мы хотт установить определяемое ть моногенных 

ншЕьпсщугрупп в жжт&е % . Предварительно докажем од­
но предложение«

Лемма 2.9. Пусть полугруппа 5 является -̂абелевой 
при *v ̂  L и имеет неразложимые элементы, а Ь{Ь) 
нильполугруппа со внешне присоединенной единицей» Тогда 
5 является нильподугруппой.

Доказательство. Цусть условия лемяы выполнены« Фикси­
руем некоторое ž Z. , для которого в S справедливо 
тоадество ~ f "'ц,*'. Отображение $ \ Ь  -— *- С , 

ßy е S , является эндоморфизмом полугруппы $ с ибо 

(V  Л/, & е $) (а-̂ ) ̂  4*^* cl6- е (2*18) 

Должно быть cf f  Ь 1 i  - единичный эндоморфизм) , 
ибо иначе & = £-*4 $ L для всех S „ вопреки 

bL Ф ф »Но тогда сГ - нильпотентный эндоморфизм 
Цусть р*|0(̂ ) . Тогда 6f - 6?**= Р

и поэтому ^

tJ/*. ^
при каждом S , т.е. S - периодическая полу­
группа. Taxe как моногенная полугруппа с &> конечна» то 
она содержит идемпотент j,. Легко видеть, что для лю­
бого вдемпотента j  е 5 отображение : S — ^ 
является вдемпотентным эндоморфизмом полугруппы 5 . 
Тогда ^  является или нулем' или единицей в МЬ) .

Если f ̂ = Ь , то с *о Ь *с ^* ^  при лю­

бом о ь S , т.е. S - одноэлементна*. Но это проти­
воречит наличию неразложимых элементов в S . Значит, 

fr - © и S имеет только один идемпотент. Так 
как каждая моногенная подполугруппа < £; содержит идем­
потент, то f. лежит в пересечении всех моногенных под­
полугрупп. Поэтому j, перестановочен с каждым 4-fe Ь , 
т.е. лежит в центре $ .

Покажем, что j  есть нуль полугруппы S и, значит,
i t эг . Рассмотрим отображение f : S — * $ , 

определенное для любого S формулой =■
. Покажем, что £ есть вдемпотентный эндомор- 
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физм. Цусть й/>е S . Тогда la-t)f = ( ^ ) z s (Ä i)^ = 
~ a j - И  ж a y . by t значит, f е j,(S) .При этом 

= ('H')f - (4^К - f f1 = Ц  * Щ>и
любом b e  5 , т.е. J  ■= у 1 .Но тогда или f = t- 
или •? - 9 . Если f * t  ,то i- — ^ i =

=. ^  для всех i fc S , вопреки тому, что
S содержит неразложимые элемента. Следовательно, J  *
= б = f/ , а отсвда следует ~ » 4^, - ^ 

при любом'' £- е S ив силу центральности I " также

Лемма доказана.
Теорема 2.2. Моногенные нильполугруппы определяются 

своими полугруппами эндоморфизмов в классе всех rv-абе- 
левых, п, ^ Z * полугрупп, содержащих неразложимые 
элементы.

Доказательство. Цусть $ £ *л , Ъ(Ь) & &(А4) 
см. (2.2). Тогда S и & удовлетворяют условиям
леммы 2.9 и, следовательно, Se- эг . Црименяя теоре­
му 2.1, получим А4 * S , что и требовалось.

В заключение выражаю благодарность Я.В.Хиону за руко­
водство работой.
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MONOGEENSETE NILPOOLRÜHMADE DSFINEERITAVUS

NENDE ENDOMORFISMIPOOLRÜHMÄDE ABIL

М. Trepetin

R e s ü m e e

Olgu А , 5 ja Т lahutamatuid elemente sisaldavad

poolrühmad, kusjuures A ja $ on nllpoolrühroad ( А - 
monogeenne poolrühm), T  aga rahuldab samasust C%*1 —

— ^ ž d • Olgu poolrühmade А , S ja T  ®n-

domorfismide poolrühmad omavi.hel isomorfsed. Sel juhul on 

■m need poolrühmad ise osa vahel isomorfsed.

DETERMINABILITY OF M0N0GE1IC NILSEMIGROUPS

ВТ THEIR SEMIGROUPS OP ENDOMORPHISM

M.S.Trepetin 
S u и и а г j 

The mala result of the article ia: let A , S and 

T be certain semigroups containing indecomposable ele­

ments, where A  and S are nil-semigroups, A is monoge­

nic » and ‘ is a semigroup satisfying the identity 

я I ^ ^  2. . If the semigroups of endomorphisms

of semigroups A  , S and T are isomorphic, then the se­

migroups A , S and T are isomorphic as well.

23
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О ГОМОЛОГИЧЕСКОЙ КЛАССИФИКАЦИИ моноидов по 
СВОЙСТВАМ ИХ ЛЕВЫХ ИДЕАЛОВ

М. Кильп 

Кафедра алгебры и геометрии

Известно довольно много результатов, позволяющих су­
дить о свойствах кольца по свойствам модулей над ними» В 
последнее время появился ряд работ, посвященных изучению 
аналогичных вопросов в случае моновдов ([2j,[3],[5.]-[9]). 
Настоящая статья является продолжением исследований, нача­
тых в статьях [2],[3],[9] автора* Здесь дается описание 
моноидов, все (соответственно, все коБечнопороащешше, все 
главные) левые идеалы которых сильно плоские (проективные)» 
Некоторые шз результатов, касающиеся проективности* были 
известны раньше (см*[бj)«

Не определяемые в работе понятия из теорш полугрупп 
и теории категорий можно найти в книгах [4] к (ДО] соответ­
ственно в

Пусть 5 - моноид, т.е. полугруппа с единицей* Мао- 
жество М называется левым полигоном моноида 5 или ле­
вым S -полигоном, если для любых элементов н  S ж 
fw & М определено произведение аъ & N\ , причем

( 5, S i  ) пг e s1 (S£ n v )  И 4  т ,  •  т ,  для всех 5 ,( € 
е £ и т, L N * Аналогично определяются правые 
S —полигоны*

Цусть А - правый и М - левый полигоны моноида
S * В прямей произведении А * М множеств А и М 

следующим образом задаем отношение 9 : («-<, ̂ i JO (a£ ,
, где а,< , ai 6 f\ гъл ( *п,г 6 № } 

тогда и только тогда, когда найдется такая конечная цепоч­
ка пар из А х М , что первая пара цепочки совпадает с 
[ A i ' 4 ) , последняя - с (си ( ) 9 а переход от 

каждой пары цепочки к последующей осуществляется при помо­
щи переброоки элемента из 5 , т.е.,от пары (cl ь, ^  ) ,
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где я. е А . $ fc 5 , лл, 6 M j переходят к паре (<а; sm)
или наоборот. Отношение О оказывается отношением эквива­
лентности* Фактормножество (Ах /Ч)/ 0 называется тензор­
ным произведением А ®ь М полигонов Л и М •

Если левый S -полигон М зафиксировать, то 
оказывается функтором из категории всех правых £-полигонов 
в категорию множеств (см.[II], § 3). Мы будем говорить, что 
левый 5-полигон 1̂ является плоским, если функтор 

М сохраняет мономорфизмы.

Пусть теперь К - некоторая категория, А , в и С - 
объекты этой категории, а <*: д — » ß и ft, f- : 6 —? с ~ 
морфизмы этой категории. Говорят, что морфизм <*, является 
уравнителем морфизмов (Ь и , если ft =■ и из
того, что для некоторого морфизма А; — * б имеет
место равенство ,£<*■1 ~ ; следует существование 
единственного морфизма f : д; — * А такого, что

<*. a oi- 'f • Уравнитель, если он существует, оказывает­
ся монощрфизмсм (см„[£0]).

Пупгь заданы морфизмы ос : Д — * С и Л - ß — » С . 
Коммутативный квадрат

называется коуниверсальнш для морфизмов <*. u p ,  если 
из коммутативности квадрата

такого, что х1 и .В случае катего­
рии полигонов или категории множеств можно получить коуни- 
версальный квадрат для морфизмов а и ft следующим обр- 
зом: Р И 6 Д * б, <*(а) - ft (^ ) ) ,а и

совпадают с ограничениями на Р соответственно пер­
вой и второй проекций прямого произведения Ах 6 (см. LiQjj 

Будем говорить, что левый 5-полигон М является 
сильно плоским, если функтор ®s М сохраняет уравнители и 
коуниверсальные квадраты.
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Всякий сильно плоский полигон является плоскам. Силь­
ная плоскость, в свою очередь» следует из проективности 
(см.[3], п» 2)*

Для доказательства следующих теорем нам понадобятся 
два результата из [11] (первый из них мы цитирует! частичной 

Теорема А» Следующие свойства левого S -полигона М 
эквивалентны;

а) М сильно плоский.
б) Бели ьх «ity , где Щ и s, ̂  £ S , 

то тогда существуют * € М а 5' t * fc S такие, что
х = s'г 9 у ~ l  i  и 5 $ * — tt • кроме того, если 
х * « ; то можно выбрать $ * =. V *

Теорема В. Каждый левый конечнопороаденннШ сильно плос­
кий полигон является непересекавдимся обьеднненшм цикли­
ческих полигонов**

Предложение 1. Цусть $ - моновд ж a t  5 • Глав- 
ннй левый идеал Ь с является проективным тогда и толь­
ко тогда» когда существует такой элемент u. е S # что 

Uj с ~ с ж из равенства л с • € 5 ,

всегда следует равенство ~ ^ ̂  •
З̂зательстао. Достаточность* Цусть для элемента с 

существует элемент и. е $ с указанными овоДстоамв» Рас­
смотрим диаграмму левых $-полигонов

где У - эпиморфизм» Допшшим диагращу эпиморфизмом 
i l  : $ — * Sc , где Ти{'<) * с . Цусть, далее, у - 
такой гомоморфизм из $ в А .что v>(y0)) - f • 
Определим теперь отображение X ‘ $ с — *■ S , полагая 
X (se) * su для всех $ € S . Если с =
=г 52 с , то ^ (s-, с) * X Ui с j , так как 5,и»^и 

по условию. Значит, Л - действительно отображение. Ясно, 
что X - S-гомоморфизм. Цусть теперь sc - произволь­
ный элемент иэ 5с • Тогда VyX (sc) * i>tf> (s u) »
= vf(5u-cj = f(sc). Значит, главный левый вдеал

^ Определение циклического полигона см. в [5].

А---В
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Sc действительно проективен*
Не̂даюсть, Цусть St проективен. Рассмотрим диа- 

грамму
5с

4 5с
_

где х (О = с. Из проективности левого идеала 5 е,
следует существование такого гомоморфизма f : Sc-^S „ 
что Tt'f - 4§с . Цусть u = ‘f (с.) • Тогда
VLC - х (u) * jc f (с) ж iSc (c) = c e 

Цусть, далее, для элементов а, 4-е S имеет место равен­
ство еьс я 4>с, . Тогда

о. и. - a f  (с-) = [a-cJ = f (4-с) •» * .vu •

Предложение доказано»
Следствие 1« Главный левый идеал Sc моноида $ про­

ективен тогда и только тогда«, когда он как лешВ S-шшё” 
гон изоморфен левому главному идеалу с вдемпотентнш обра­
зующим̂

Цусть левый идеал Sc моноида S про­
ективен н “ элемент, обладающий свойствами* указанными 
в формулировке предложения I* Тогда из равенства и.с ic 
сл«щует, что ■ < «*. , т.е*,, то «. - идемпотент. 
Кровке того» левый вдеал So Езошрфев левдау идеалу Su 
Чтобы убедиться в этом, достаточно показать, что гомомор­
физм X в доказательстве предложения является мономорфиз­
мом. Но если X (*■? с ) * X ( с), $, ( 5г е S , то

ц = U , откуда (Sjujc =(5z u)c или Sl с *
* 5̂ с « Значит, X - действительно мономорфизм« Если же, 

наоборот, главный левый идеал изоморфен главному левому 
идеалу с вдемпотентнш образующим, то он, конечно, проектк- 
вен (как ретракт моноида S , рассматриваемого как левый 

S-полигон (см.[II], § 4))в 
Следствие 2.Все главные левые идеалы моноида 5 явля­

ются проективными тогда и только тогда, когда для произволь­
ного злемента с е S найдется такой элемент и t S , 
что tec s с и из равенства ас = к, где а К  S, 
всегда следует равенство ач * . При этом « и . 

Заметим, что утверждение предложения £ доказано, по
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существу, также и в работе [б]. Исходя из предложении 1„ 
авторсни в статье [9] доказана.

Теорема С. Если S - (не обязательно коммутативный) 
моноид, который разлагается в коммутативную связку полу­
групп с сокращением, то все главные левые идеалы моноида
S являются проективными тогда и только тоща, когда 5 

разлагается в коммутагивную связку моноидов с сокращением.
Следствие. Цусть S - кощутатввннй монозщ. Все глаа- 

ные идеалы моновда S являются проективный тоща я только 
тогда, когда моноид $ разлагается в связку моноидов с 
сокращением.

Как показывает следующий пример» в общем случае из 
проективности всех главных левых идеалов моновда S не 

следует, что моноид S разлагается в коммутативную связ­
ку полугрупп с сокращением. Более того, это не следует 

даже из проективности всех (и левых, и правых) идеалов* 
Пример. Цусть S = 1 US ' ,  где 5 1 - полугруп­

па с левой обратимостью, содержащая по крайней мере два 
вдемпотента. Тоща S шеет лишь один собственный левый 
идеал , который порождается любым своим идемпотентом. 
По следствию 1 к предложению 1 S 1 проективен* Полугруп­
па S' представляет из себя объединение своих непересекаю- 
щихся минимальных правых идеалов, которые являются группа­
ми (см. [4], стр. 315). Ясно, что тогда все собственные и 
правые идеалы моноида Ь тоже представляют из себя объе- 
динени я некоторого количества минимальных правых идеалов 
полугруппы S . Так как все они являются группами, то 
они имеют идемпотентные образующие и являются, следова­

тельно, проективными. Тогда, конечно, проективными явля­
ются и все их непересекающиеся объединения (см. [10]), т.е. 
все правые идеалы моноида S . С другой стороны, моноид
S не разлагается в коммутативную связ ку полугрупп с 

сокращением, так как каждая компонента такой связки мо­
жет содержать лишь один идемпотент, а в полугруппе S’ 
вдемпотентн образуют подполугруппу с левым умножением, 
откуда легко получается, что все вдемпотенты полугруппы 
S' должны лежать в одной компоненте.

Предложение 2. Все левые главные идеалы моновда $ 
являются сильно плоскими тогда и только тогда, когда из 
равенства где съ & с е  S , всегда
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следует существование такого элемента м £ Ь , что
(Л/О в О И С̂АЛу -̂СС.

.Дрвазвд&вддо* Необхо̂шость. Цусть имеет место 
равенство out * , где cLr (у, с е £> i Так как, 
по условию, вдеал сильно плоский, то из теоремы А 
следует существование таких элементов t € Ь я

4 е Sc , что с « tu. и л£ -* (уЬ . Так как
i £ Sc ( то найдется такой элемент v £ S ,

что £ * vc» • Цусть cc ~tv . Тогда с » £а «
* 'fcv'C- ~ СОС/ jj

a.u - a  (tv) ® (<xtjv » (4i)v - - 4-u,.
йо̂татошюсть. Цусть е £ 5 и г.,, е S с , 

причем ~ * где x t у е S . Пусть,
кроме того, г, »Stо и г.й « 5,/с для каких-то
5., 'с S „ Тогда (xs{)e, * {кь±)о и, по условиюг 

найдется такой элемент «- £ £> , что с = «.с, и
1.0.s,,)-u, - Из этого вытекает, что x(s,u.J-
« ^ (_Ь; сь] ( Ž. : - [ s , (х ) О И аг » ( S* it ) С *

Теперь из той не теоремы А вытекает, что левый вдеал
5 е сально плоский. Предложение доказано*

Заметим» что условие, фигурующее в формулировке пос­
леднего предложения, мало отличается от условия в форму­
лировке следствия 2 к предложению I. Следующий пример 
показывает, что существуют моноиды, все левые главные 
идеалы которых сильно плоские, но не проективнЕ«

Пример«, Цусть 51 - {1, <4 / • • • •» . у -
бесконечная полугруппа, где умножение задано следующим 
правилом: ^  = ь ^ хх̂к ^ а
5г _ { д.( л. ( ... , х ( ^ _ бесконечная моногенная полу­

группа. Цусть S ~ Si U S£ . Умножение элементов 
из S-, на элементы из Sz определим следующим образом: 
^ х* = x^s,, « х*' для всяких 5, е S ) и 
»V е N ( N - множество натуральных чисел). В резуль­
тате 5 оказывается коммутативном моноидом. Покажем, 
что все главные идеалы моноида S являются сильно плос­
кими. Если с £ S i , то идеал S с- даже проективен 
(см. следствие I к предложению I). Рассмотрим вдеал

S х™ , где гь е N . Тогда равенство 
где сь ^ t S , возможно лишь в случае, когда
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«/»&*, A* * V  для каких-то натуральные к и ^ .
В этом случав ах"* ix*-' - х  ̂ • Тоща душ е »̂ ще 
т , > к. , ту > Ь  , имеют место равенства a  e-̂v -

IS ^/w •*-■*• * Теперь из предложения
2 следует, что все главные идеалы моноида S сильно плос­
кие. Допустим, что моноид i является коммутативной связ­
кой моноидов 5Л j ос е I в Цусть х е 5^ дай какого- 
то *.ве I . Тоща 5^, а значит Яг .с 5* . 
Единицей полугруппы 5«.в , очевидно, должен служить 
один из элементов полугрушш 5^. Цусть этой единицей 
будет элемент 1Г , г ь N . Рассмотрим элемент
3 € N , ь > г . Так как Ч * Ч и х « х а ег и 
х принадлежат одной и той же компоненте, то я элементы 
<Ц ж х должнн принадлежать к одной и той же компоненте;

Значит, элемент ^ € • Отсвда следует, что компонен­
та Sd0 не является моноидом с сокращением. К такому же 
заключению мы придем и в предположении, что 1 является 
единицей компоненты 5Ло . Из следствия к теореме С 
вытекает теперь, что не все главные идеалы моноида 5 про- 
ективны.

Следующее предложение показывает, что все же во мно­
гих случаях из сильной плоскости всех левых главных идеа­
лов моновда следует их проективность*

Предложение 3. Цусть моноид $ разлагается в ксжцу- 
тативную связку полугрупп с сокращением* 5 - U ; t I, 
причем в полуструктуре I все цепи конечны. Все главные ле­
вые идеалы моновда 5 являются сильно плоскими тогда и 
только тогда, когда они являются проективными*

т̂затшшетво. Достамтаость вытекает жз того, что 
кдядяй проектжшшй полигон является сильно плоским (13]9 
лемма 3).

ge обходимое ть, В работе flj показано, что среди всех 
разложений моновда S в коммутативную связку полугрупп с 
сокращением имеется максимальное разложение , которое ха­
рактеризуется тем, что два элемента е и d из S попа­
дут в одну и ту же компоненту связки тоща и только тогда, 
когда для любых <ь, *= S из ^ = &■&, всегда следует 
Шс1 = bcL и наоборот. Ввиду максимальности этого раз­
ложения ясно, что и в полуструктуре, соответствующей этом? 
разложению, все цепи будут коневыми. Поэтому мн будем счи-



тать, что мы имеем дело именно с этим разложением. Если 
ас - наибольший элемент полуструктуры I , то, так как
5 - моноид, компонента S&o нашей связки содержит едини­

цу. Цусть теперь (Ь такой элемент, что все компонента , 
-Ял, <* € I, * > /3 , содержат едхнщн. Покажем, что тоща и 
компонента содержит единицу. Рассмотрим вначале
случай, когда ß непосредственно предшествует лишь одному 
элементу оО. Цусть d £ 5^ . Тогда найдутся такие эле­
менты о», k/ fc 5 , что ckjcL « b<L * но ае* Ф 
где в,Л - единица компоненты • По предложению 2 най­
дется такой элемент t $ , что ^4. - ж * «ut»
» . Цусть и, ь р J .Из равенства 
следует, что <Г ̂  ̂  • Вели /■ 2 Л , то из равенства 
а/со » 4а, вытекает равенство с ъ . Зна­
чит, 1Л. * /а . Следовательно, ^  - единица компоненты 

i/ь . Ъ случав, если р •=• c^oi^ ) <*.4 ,оса е J } где
компоненты So4i и 5Л̂ содержит единицы ^  и 
соответственно, элемент представляет из себя
единицу компоненты . Значит, моноид 5 является комму­
тативной связкой моновдов с сокращением и, согласно теореме 
С , все его главные левые идеалы проективны. Предложение 
доказано.

Предложение 4. Следующие свойства моноида S эквива­
лентны:

(1) все левые идеалы моноида 5 сильно плоские;
(2) все конечнопорожденные левые идеалы моновда 5 

сильно плоские;
(3) а) из равенства а. с * , где сц с € $

всегда следует существование такого элемента 
£ S , ЧТО и* С - С и ,

б) все конечнопорожденные левые идеалы моноида 5 
являются объединениями непересекавдихся главных 
левых идеалов моноида S ,

ДаштатшшстБО. Импликация (I) =>(2) очевидна. Лля 
доказательства импликации (2) ==> (3) отметим, что условие 
а) является следствием предложения 2, а условие б) - теоре­
мы В. Докажем импликацию (3) = > ( 2 )  . Из условия а) ввиду 
предложения 2 вытекает, что все главные левые идеалы моноида
5 сильно плоские. Так как по предложению 5.2 работы [И] 

каждое объединение непересекающихся сильно плоских полнго-
-185-
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нов является сильно плоским, то сильно плоскими являются и 

все конечнопоровденные левые идеалы моноида S . Докажем, 
наконец, импликацию (2) = 4>(1). Пусть I - произвольный 
левый вдеал моноида 5 , -х , у <=. [ и имеет место ра­
венство sjc t где s , t е 5 . Обозначим че­

рез J' левый вдеал, порозденный элементами х и к . По 

условию, левый идеал 7 сильно плоский. Из теоремы А выте­
кает тогда существование таких элементов s‘i ‘ <= 5 и 

£ <= *7 , ЧТО Л. - 5 ( k = t' * и 5 S 1 = 11 *»
Так как̂ -t £ Г ,то г t [ . Теперь из той же тео­
ремы А вытекает, что левый вдеал I является сильно плос­

ким. Предложение доказано.

Предложение 5. Цусть S - моноид. Все конечнопорож- 

денные левые идеалы моноида 5 являются проективными тогда 

и только тогда, когда (1) дли произвольного элемента 

с е S найдется такой элемент ^  € 5 , что с 

и из равенства = 4о , где сь <= S , всегда
следует ло- ■» &<с и (2) все конечнопоровденные левые иде­

алы моноида S являются объединениями его непересекающих- 

ся главных левых идеалов.
Дота̂тельство* Достаточность следует из следствия 2 

к предложению 1, так как, очевидно, объединение непересе- 
кающихся проективных полигонов всегда проективно, Докажем 

необходимость. Выполнение условия (I) является следствием 

предложения 1. Если все конечнопоровденные левые идеалы мо­

ноида 5 проективны, то они сильно плоские» Тогда, соглас­
но теореме В, все они являются объединениями непересекаю- 

щихся главных левых идеалов. Предложение доказано«
Заметим, что, исходя из других соображений утверждение? 

близкое к утверждению предложения 5, доказано в [6J*

Литература

I. Бурмистрович ИоЕв е Коммутативные связки по~- 
лугруш с сокращением, Сиб. матем. ж., 1965* 6, * 2,

284-299,
2» К к л ь п М., 0 плоски полигонах. 7ч. зад* Тартуск* 

ун-та®5 1970* 253. 66-72®

3. К z л ь п М., К гомологической классификации моновдов» 
Сиб. матем. ж., 1972„ 13, Ш 3, 578-586,.

- 186 -



4. Л я п и н Е.С., Полугруппы, Москва, -I960.
5. Скорняков Л, А,, 0 гомологической классификации

моноидов. Си<5. матем. ж., 1969, 10» # 5, 1139-1143,
6. D o r o f e e v a  М.Р., Hereditary and semihereditary

monoids. Semigroup Forum, 1972, 4, 301-511.

7. P e 1 1 e r E.H. and Gantos R.L., Indecomposable and

injective S-systems with zero. Math. Nachr., 1969, 41, 

37-48.
8. F e 1 1 e r E.H. and G a n t о s R.L., Completely injec­

tive semigroups. Расif. J, Math., 19&9» 21» 359-366.

9. К i 1 p M., Commutative monoids all of whose principal

ideals are projective. Semigroup Forum, 1973*334-339,

10. M i t c h e l l  B., Theory of categories. New-York-Lon-

don, 1965*
H . S t e n s t r ö m  B., Flatness and localization over mo­

noids. Math. Nachr., 1972, 315-334.
По ступило 
22 Iil 1973

MONOIDIDE HOMOLOOGILISEST KLASSIFIKATSIOONIST

NENDE VASAKPOOLSETE IDEAALIDE OMADUSTE JÄRGI 

M. Kilp 

R e s ü m e e

Artiklis antakse selliste monoidide kirjeldus, mille 

kõik (kõik lõplikult moodustatud, kõik ühe moodustajaga) va­

sakpoolsed ideaalid on tugevalt lamedad (projektiivsed).

ON HOMOLOGICAL CLASSIFICATION OF MONOIDS ВТ 

PROPERTIES OF THEIR LEFT IDEAIß 

M. Kilp 

S u m m a r y

Let 5 be a monoid. A set ivl is said to be a left 

S-polygon if for elements of M  is defined a left multip­

lication by elements of $ such that -
- $1 ( m  ) and 4 m, ■= for ац ( $ 

and € M 4 Right S -polygons are defined analogously.
Let 6 be a right S-polygon sind fvl a left S-po- 

lygon. On Cartesian product ft л M  we consider the smallest 

equivalence relation generated by S  for
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all s € S and 4- € M  . The set of classes of

this eqaivalence we define to be a tensor product 0 ® SM  

I of polygons & and M  .

A left S-polygon И is strongly flat if the functor 

<8̂  M  preserves equalizers and pullbacks. Every projective 

$ -polygon is strongly flat.

Proposition 2. All principal left ideals of a monoid 

S are strongly flat iff from coz, « & &  , 6-, c- fc C 
it follows that there exists U/ e S such that 00̂  - & 
and сь u* * ,

Proposition 4. The following properties of monoid 5 

are equivalent:

(1) all left ideals of S are strongly flat,

(2) all finitely generated left ideals of S are 

strongly flat;

(3) a) from » 4-a- , a',  ^ , c <ai ^ , it fol­

lows that there exists u- & £ such that 
cvo ш С/ and ~ t

b) all finitely generated left ideals of S are 
disjoint unions of principal left ideals of S .

Proposition 5: All finitely generated left ideals of 

monoid 5 are projective iff (1) for arbitrary c, e 5 
there exists ^  6 5 such that = c- and from

e\jO - i'O  t t i' £ S » it follows - ̂ -и. „
and (2) all finitely generated left ideals of «S are dis­

joint unions of principal left ideals of S •
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В. Фляйшер 
Кафедра алгебры и геометрии

Цусть S -моноид, т.е. полугруппа с единицей . 

Множество А, называется правым S -полигоном, если для 
кадцсго со е Л  и каждого элемента 4 из 6 определе­

но произведение , принадаежащее множеству А» при­
чем оО -f̂ Ö- и (л 4,) 4*. = ДЛЯ любого Л 4  А К 
любых и и 1г. из S , Понятие полигона, таким образом, 
является естественным аналогом в теории полугрупп понятия 
унитарного модуля над кольцом с единицей.

В теории колец большую роль играют кольца эндоморфиз­
мов свободных модулей. Известно, что полное кольцо эндомор­

физмов свободного Я -модуля с А/ образующими изоморфно 

полному кольцу матриц порядка над данным кольцом
£ . Изучению матричных колец, а также их мультипликатив­

ных полугрупп посвящен рад работ* Так, например, в работе 

[1] дана абстрактная характеристика мультипликативной полу­
группы матричного кольца над телом. В книге ([6], стр.24) 

показано, что матричное кольцо регулярно в том и толь­

ко в том случае, когда регулярно кольцо R .
В данной заметке изучается полугруппа эндоморфизмов 

свободного S-полигона. Вопрос об изучении этой полугруппы 
был поставлен профессором Л.А.Скорняковым в его докладе на 
I Всесоюзном алгебраическом коллоквиуме в г. Новосибирске. 
Автору об этом сообщил М.А. Кильп, который тогда распола­
гал прямым доказательством следствия из теоремы 4.Полугруп­
па эндоморфизмов свободного 5-полигона с  ̂ образующими, 
где *5 - произвольная мощность, изоморфна (теорема ̂опре­
деленной матричной полугруппе $<. • Оказывается (теорема 
4), что полугруппа 5. будет регулярной в том и только том 
случае, если полугруиш 5 регулярная и каждый правый 
вдеал полугруппы S , порожденный ^ образующими, где

ОБ ЭНДОМОРФИЗМА! СВОБОДНЫХ ПОЛИГОНОВ
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14? Ч $ % р является главным. Теорема 3 и лемма 5 дают 

абстрактную характеристику полугрупш . Заметим, что в 

случае, когда S = ̂  полугруппа изоморфна полугруппе 
всех преобразований множества мощности  ̂ •

Пусть S - моновд и пусть Л  и Й являются правыми 
S-полигонами. В дальнейшем будем говорить просто о *5- 

полигонах, имея в виду правые S-полигоны, Отображение f  
множества Д в множество 3 называется S -гомоморфизмом 

S -полигона А в S -полигон ß , если для произволь­

ных скч Л , зе S выполняется . 

Отсвда ясны определения $-эндоморфизмов, S-изомрфизмов 
и ь -автоморфизмов. Скажем̂ что 5 -полигон Л порождает­

ся своим подмножеством Л , если каждый элемент <*. ь А 
представим в виде <х =<*!$ , где <*,'£ Я  и з fc -$ 

Подмножество назовем, в этом случае, системой образую­

щих £-полигона к . Назовем S -полигон Л с систе­

мой образующих Д ® {<4 г свободным над Д , если 

всякое отображение множества д в произвольный $ -полигон 

й однозначно продолжается до $ -гомоморфизма S -поли­
гона Л в 5-полигон Jb.

Лемма I. Произвольный $-полигон А с системой обра­

зующих д Г является свободным над д тогда и 

только тогда, когда для произвольных € Д и
3. t fc S из равенства с5̂ ' = S jt следует 

и з » t •
До1Ш̂тельство, Необхрджость, Цусть & - свободный 

$-полигон с системой образующих Д ~ У . Пред­

положим, что для некоторых элементов J- е л и 
$ Ъ e. S выполняется равенство ^ t • Рас­

смотрим множество д/ ■* ̂  \ -.vft г, мощность которого равна 

мощности множества Д, Цусть X  : —*■ d l является 
взаимно-однозначным отображением множества ^ на д', Об­

разуем множество лГ, состоящее из всевозможных выражений 
ттдя з , где е Д и d t $ » причем эле­

менты вида 4' отождествим с элементами <$1 и 

считаем 4 « dj t , если ^ ^ • Опре­
деляя для каждого Д7 и произвольных 3) ̂  t Ь 

произведение -Ot следующим образш:
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превращаем множество $  в $-полигон. Так как Л -сво­

бодный S-полигон, то существует S-гомоморфизм тс' из 

А в £, являющийся продолжением отображения -л . 
Тогда

= 7C‘(Sj)i = 7 ü (^ )- t  = <5j4.

Ho i = Jj. -t , следовательно, ^ .0 - i . Пос­

леднее может выполняться, в силу наших построений,лишь тог­

да, когда I  с j  и о = t .

Достаточнооть, Цусть f - некоторое отображение мно­

жества д. а { Si в элементы произвольного S -по­

лигона Jb, Определим отображение f ' из 5 -полигона 

к  в S-полигон Ь следующим образом:

для произвольных 4  е л , 4 е S . Так как Л яв­

ляется системой образующих S -полигона Л - то отображе­
ние f ' определено на всем $-полигоне А. Ввиду одно- 

значности представления элементов из Л ь виде

з (Lfe J je bj отображение f' является однознач­
ным* Из равенств

4S) = f K J i 5

следует, что f  является S-гомоморфизмом и продолжением 

отображения

Цусть <+/ - некоторый S-гомоморфизм о -полигона 

I  в  S-полигон /5 , являющийся продолжением отоораже- 
ния у * Тогда

у (£.4) * г \h Ь * f 14) з - 5)

следовательно, У * * Лемма доказана®
Введем одну полугруппу, играющую в дальнейшем значи­

тельную роль® Цусть 1 * (j> произвольное множество и 
^ его мощность. Будем предполагать аксиому выбора спра­

ведливой для всех множеств. Тогда по тео̂ме Цермело каждое 
множество можно вполне упорядочить* Зафиксируем некоторую



вполне упорядоченность множества I . Теперь множество Г 

можно рассматривать, как множество индексов столбцов иди 
строк некоторых квадратных матриц порядка ^ . Обозначии 

через 5 ^  совокупность всевозможных квадратных матриц по­

рядка t » в которых в каждом столбце находится ровно по од­
ному элементу из 5. а на остальных местах стоит символ

О. В качестве умножения элементов из S ̂  возьмем обычное 

умножение матриц, полагая

 ̂О - 0 6 - О ̂ Ъ+О-О+Ъ - 6

для каждого ' U  S .

Лемма 2. Совокупность матриц 5^ является моноидом.

Дрказатежство. Ассоциативность умножения матриц - из 

Sw следует из ассоциативности обычного умножения матриц. 

Единицей полугруппы -Ŝ  является матрица £ , у которой 
все элементы главной диагонали равны 1$.

Полугруппу назовем матричной полугруппой порядка 

 ̂ над моноидом 5.

Теорема I. Полугруппа всех S -эндоморфизмов свобод­

ного 9 -полигона А с множестве»! образующих Д =

= , мощность которого равна ^ , изоморфна

матричной полугруппе
Доказательство̂. Цусть ^ является S -эндоморфизмом 

свободного S-полигона А» Из определения свободного 
S-полигона следует, что каждый Š-эндоморфизм X  мо­

жет быть задан образами элементов из Д. Цусть для неко­
торого L е Г ^ [6Ь) - 6^5 ; тогда обозначим эле­

мент j е I через f l  , а элемент j € S через

з... . . Таким образом, можно записать, что ддя каждого
' Л Т

Эндоморфизму f поставим в соответствие матрицу f порядка 
^ , в которой элемента д  ̂ стоят на местах (f ̂ ,

о ), т.е. на пересечении строки с индексом fo и столб­

ца с индексом и, а на остальных местах этой матрицы стоит 

символ 0. В каждом столбце матрицы р стоит ровно один 

элемент из S , так как у каждого образующего 
ровно один образ при S-эндоморфизме f. Следователь­

но, Ft bu и мы показали, что кадцому $ -эндомор­
физму S -модуля Л соответствует однозначно определен-
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нал матрица из .

Обратно, пусть матраца Fe S ,, . Тогда для каадого 

It I существует ровно один je X , такой, что на месте 

( j, , 13 в матрице F стоит элемент из 3, который мы обоз­

начим Положим f4<$L) * ^  Ли- * Тем саек 
получено отображение ^  множества Д в А , которое од­
нозначно может быть продолжено до £-эндоморфизма S -поли­

гона Л, Таким образе«, каадой матрице Ft S 4 соответ­
ствует единственный S-эндоморфизм f рассматриваемого 

$ -полигона 4  и, следовательно, это соответствие взаим- 
но-йянозвачное. Остается показать,, что это соответствие сох­

раняет операцию.
Пусть S-эндоморфизму f соответствует матриц*.

F -  (4^ ) в а £“Щдоморфизз*у У - матрица Ps (pjü). 
Обозрачш через Т - (t^) матрщу PF , т,е* дня каж­
дого € Г имеет место 

f

, , ecxß j S f f /

^  I ~ ’ j если j * f -f? i .

Тогда .для произвольного i. e I зштсишется

f 14) = y l ö̂ L ^

f t  \ r i 
= °ff L YffL) f’- ’ •* -’j/vf l u

следовательно, $-э̂яш?$таму  ̂̂  еос̂штотдует м»т~
УЧ».рица P Fе « Теорс.«вй доз»

Введем еже одат хгад̂ут̂.унят.» которая нам понадобится з 
дальнейшем. Яусть* как ж хшеадз, Г f yi - некоторое мно­
жество мощности ^ с а афикешюванн ой вполне упорядоченнос­
тью* Обозначим через \% совокупность всевозможных 

(k-м) -мерных векторов вида {<Т, ,., 3 \  , .,. )̂ feT ( 

на первом месте которых стоит некоторое отображение ~ <Г 
множества I в себя, а на остальных местах стоят элемента 
из S . Ддя произвольных элементов (cf,. - -, , • - К j. , 
hr, ... j - Ч г  из V, определим умножение:

ч ...^ , ч р )

Лемма 3. Множество Vt относительно операции (1) 

является полугруппой, изоморфной матричной полу груше S& *.
2рказательствр_. Докажем, что V& ж 5^ изоморфны, 

а из этого уже будет следовать |о, что - недуг дуди*

25



Цусть F = i'iji) - произвольная матрица из ^

Тогда для каждого 1^1 найдется единственный j  е I . 

такой, что на месте ( j  , Ь) в F стоит элемент из 5 . 

Положим j  » и тем самым у нас определено отображение 

<г множества I в себя. Поставим в соответствие матри­

це F элемент X (F) * (<Г, ..., öj, , € Vfe  ̂ в кото­
ром на первом месте стоит отображение <г, а на остальных 

местах стоят элементы из S матрицы F, упорядоченные 

соответственно упорядоченности номеров столбцов, в которых 

они находятся в матрице F , т.е. : для 

каждого le i  . Обратно, пусть (cr,...# ^  »•••);.tT е

- произвольный элемент. Определим соответствие X* сошста­
вив этому элементу матрицу F*(öji) * -Sj, в которой

j  , если j * <Г(Ц)

^  I 0 , если j *-04^ ,

Из способа построения соответствий X ш Х ‘ следуем, что

X (р) - F *

для проЕзвольинх F 6 5 | , {.o', ,.. , , • • Otti € •
Таким образом, X - взадашо-одноаиачное соответствие между

с И f)

J Цусть * F * , P* (p/i) - произвольные элемен­
та SS и пусть % (F) - \(Г) .. .; 4; , • - - ) L fe T

£ (PJ * (x,•..,p i • )* Через T = (tji) обозначим матри­
цу Г Р ж пусть I 1Т) - (Г, • •, -ii, • •) L g L , Тогда 
дж каждого <- 6 Г по определению рб будет

'-л л . - л Л » вояж i -] о‘зс(д,я,(и 1 ~ °5гсц) Pi *
^  I о , еслж * fv(i).

(I

следовательное пГ(1) * <Г5с(Ч ж , т.е.

.......4 « ,.,^  , . . . ) .e t -X{F)M P).
Лежэ, доказана«

В дальнейшем будем отождествлять элементы полугрупп 
С и Vfe и9 когда нам это будет удобно» матрицу F 

бзщем записывать« в ввде элемента X 0Г) «с ? где
^ - соответствие, определенное в доказательстве леммы 3» 

Цусть S - 1$ »т.е. S - одноэлементный моноид. 
Тогда для произвольных элементов •. -, 1Ь) • ,
(Г, ..., 1с, 1 -)L 6 j из Vf, „ согласно (1) , имеем
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V  " b i Л  I"')!, tl-

Отсвда видно, что в этом случае VV , а значит и 5^ , 

изоморфна полугруппе ©j всех отоорахений множества I 

в себя.

Рассмотрим абстрактную характеристику полугруппы S,. • 

Обозначим через , где 4 £ \  £ , совокупность

всех матриц из S*, в которых элементы из S находятся 
не более, чем в \  Строках, Через S* U.) , где

ф + 10 Q I , обозначим совокупность всех матриц из S^, 
в которых элементы из S находятся только в строках с ин­
дексами , принадлежащими 1в .

Декада 4. Множество матриц S ^  является двусторои- 

ним идеалом полугруппы ^  . Множество матриц 5^ (10) 

является правым идеалом полугруппы S^.

Лрказате̂ство» Матрицам из S£  соответствуют все­
возможные векторы из V| , первые координаты которых суть 
преобразования множества 31 в себя, не превосходящие ран­
гом мощность п . Из теории преобразований множеств извест­
но ([2], § 2.2), что совокупность таких преобразований об­
разует двусторонний цдеал полугруппы . Отсвда, при­

нимая во внимание правило (1), следует, что ЗУ 
двусторонний идеал полугруппы 5̂  . Второв утверждение 

леммы аналогично следует из таго факта, что совокупность 

преобразований множества I , при которых образ I со­
держится в 1й, является правым идеалом полугруппы ^

(•[2], § 2.2), Лемма доказана.

Преобразование множества I , отображающее все мно­
жество I в некоторый элемент I fe I обозначим через V:. 

Через 5^ обозначим совокупность всех матриц из ,
в которых все элементы из S находятся в одной строке я 
равны мевду собой.

Лемма 5. Совокупность матриц является левым
идеалом полугруппы , изоморфным прямому произведению 
полугруппы S и полугруппы с левым умножением мощности

Š • , 
й°Мз̂ельство.. Матрицам из S* соответствует мно­

жество векторов вида ( , где 1 ,

з - произвольные элементы, соответственно, из множеств 
I и S . Цусть X  = I х , ■ ..). ,
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Ä  “ W", . • •, b i  t у  ) l e l - произвольные элементы» соот­

ветственно, жз и * Тогда,/ согласно (I),

= ( %  > ■ ■ • > V -  )U 1" 1<Ч> • ■" J 4 х> - )и  г
Для каждого о с- Г выполняется &vk(i) - (Г(4) - vUfe)(«-J

т.вс o’ ~ ^(4) • Следовательно, АХ*
Ä **• > I й АДл .

Произвольный элемент X  =■ > х , ...)ит «ь 5[
формально можно записать в щде двумерного вектора

х) • Правило умножения элементов из » б

новых обозначениях» запишется в следующем виде:

Отсвда видно, что полугруппа 5^ изоморфна прямому 

произведению полугруппы S и полугруппы всех преобразований 
ранта I множества 2 • Последняя полугруппа является полу­

группой с левым умножением, так как для произвольных ее эле­
ментов ^  и vj имеет место равенство

V*. ̂  II)- Vk(j) - 4  » (i) 
для произвольного i fe I . Мощность этой полугруппы равна 
мощности множества I, т.е. | . Лемма доказана.

Элементы из S l будем» в дальнейшем, записывать в 
виде двумерных векторов. Дяя произвольных /
A »(or,..., a*» ••‘)Lfei из S* и JC* (v>t , х) из 5^ * 

их произведение запишется в следующем вице:

а-,,. ■ .)U I  (!»*., х). (fyy , a t x) (2)

Идеал (односторонний) J  полугруппы S называется 
плотно вложенным в S , если он удовлетворяет оледующм 
условиям:

а) всякий нетривиальный гомоморфизм (т •6t Н6 • ЯБЛРШЦИЙ̂ 
ся изоморфизмом) полугруппы S индуцирует нетривиальный 
гомоморфизм полугруппы J ;

б) если какая-нибудь полугруппа Т содержит S в ка­
честве собственной подполугруппы и J  является идеалом 
(соответственно односторонним) в Т , то для Т сущест­
вует нетривиальный гомоморфизм, индуцирующий изоморфизм 
полугруппы J .

-196-



Лемма 6. Цусть © - подполугруппа полугруппы S  ̂ , 
содержащая SL * Пусть, далее» некоторая полугруппа'’ <£ 
содержит © и <5̂  является левым вдеалом в 6 Тогда 

существует гомоморфизм полугруппы « в 5^ f индуцирую­

щий тождественный автоморфизм полугруппы © ,

Доказательство̂ Цусть с - произвольный элемент ga 
е . Построим соответствие if. еопеетавив элементу * неко­

торый элемент С и з  Su , так. чтобы 
это соответствие было гомоморфизмом полугруппы £ в , 
индуцирующим тождественный автоморфизм полугруппы © .

Для произвольного I € I элемент E i - { J l j ^  ) 
принадлежит 5«. , следовательно, с £ ь'1̂ . Это 

означает, что существуют элементы j  е I и ь S , та­
кие, что f £i =* [\Jj , <ч) . Положим т (Lj - j и эле­

мент c(v поставим на ( i t  1 ) - ое место искомого вектора 

С . Цроведя эту процедуру для каждого I  г I , получим 

элемент С * (r i • • • > с г,; .. <)u f из S ̂  , который поста­

вим в соответствие у элементу с . Из способа построения 

^ ясно, что это соответствие однозначно определено.

Покажем, что для произвольного элемента А -

- , <4?-J из полугруппы © справедливо (А) = А
Цусть vf (д) * ... f a.'L j. • t o  произвольного 16 X,

согласно (2),

Тогда, по построению элемента f (Aj , будет =
= <Г(̂) и &i = a i. Это означает, что f(4)_s_A.

Покажем, что ^ есть гомоморфизм полугруппы 6 в по­

лугруппу S» . Цусть -t, р - произвольные элементы
из с и f *")U I  , f t p ) -

ä (jC; • - • > fL ) • • ‘)-l€ j * Обозначим элемент ^  (tpj 

через 1<Г, •••> )•■»)•<, € r • Для произвольного i, ь I 
выполняется ^€

= ^(Ы 'Ммфрй)

= (4;ic(t))TC{4 pc) 

следовательно, ОД*'СТС(с) и pc, ддя
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i  {Ьр)*1-СК, - , t K ( i )p L r - - ) c b n W ilr>-
Лемма доказана.

Теорема 2. Левый идеал 5' является плотно вложенным 
в полугруппу S I .

Дшшзательство. а) Цусть ^ - нетривиальный гомомор­

физм полугрушш $. . Тогда найдется пара элементов 

"•) ® а ) • • • ) ) •' • ) ̂ е -J- из
5^ такая, что

А f ß ,  ^(A)»f(6j

и, значит, можно выбрать, по крайней мере, один элемент 

je I , такой, что либо <T(j) t ^ l i )  , либо си j  ̂  . 

Отсюда следует, что

Элементы AEj , ßtj принадлежат и

■f (* Е,-) - -f (А)f (Ej) ’ -f (б) f IE/! = (6 tj)

следовательно, f индуцирует нетривиальный гомоморфизм по­

лугруппы  ̂̂ •

б) Цусть полугруппа к содержит -Я в качестве 

собственной подполугруппы и ^  является левым идеалом 

полугруппы о- . Из леммы 6 вытекает существование гомомор­
физма ^ полугруппы <г в 5 и , при котором f( A ) - A  

для любого элемента А £ $ ̂  . Если с ~ какой-либо эле­

мент из 0 , не содержащийся в 5̂  и <f (с ) ь С & Ь' ̂  
то ^ ( с) - ^ (С ) и Ч’ ~ нетривиальный гомоморфизм ^ , 
индуцирующий изоморфизм на , в частности и на .

Теорема доказана.

Следствие. Идеал 5^ ( 1  $ 1/ \ ) является плотно 
вложенным в

4о1̂з̂елъств£. а) Всякий нетривиальный гомоморфизм 
полугруппы St , как это следует из теоремы 2, индуцирует 

нетривиальный гомоморфизм полугруппы S  ̂ , а, следова­

тельно, ввиду S| с Sj1 , и полугруппы S? •
б) Пусть с - полугруппа, содержащая в каче­

стве собственной подполугруппы, и 5 ^  является идеалом 

полугруппы ^ . Пусть <• - произвольный элемент из  ̂ , 

а ЭС*(Л,х) - произвольный элемент из Sk . Ввиду
-198- >
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того, что 

справедливо

•л = < ( ч * М '£*.)*

Элемент принадлежит , следовательно, и

с Et принадлежит Б,*1, , тогда «X  = (с 
принадлежит . Отсвда следует, что S' является

левым вдеалом полугруппы е . Из леммы 6 следует, что су­

ществует нетривиальный гомоморфизм полугруппы & , индуци­

рующий тождественный автоморфизм полугруппы $. , в 

частности, полугруппы $>У . Следствие доказано.
Теорема 3. Полугруппа изоморфна полугруппе 5^ 

тогда и только тогда, когда она содержит плотно вложенный 

левый вдеал, изоморфный Sl •
Ißl^j^eJibCTBOj, Необходшяость, Цусть ^ - изоморфизм 

полугруппы £ на Sc . Пользуясь определением ил®*но 
вложенного идеала* легко проверить, что у  (S L ) является 
плотно вложенным левым вдеалом полугруппы  ̂ «

Дрстатотаость* Цусть левый идеал t полугруппы ;i 
является плотно вложенным в с ж у - изоморфизм полугруп­
пы у на Si • Тогда изоморфизм можно продолжить 

до изоморфизма о/' всей полугруппы с на некоторую полугруп­
пу уЧ3 j" ‘ * содержащую $' = t ) = у ( v j в ка­
честве плотно вложенного левого идеала,, Из леммы в следует, 
что существует гомоморфизм у полугруппы £ ' в S* * ин­
дуцирующий тождественный автоморфизм на Sl , Из усло­
вия а) определения плотно вложенного идеала вытекает, 
f является изоморфизмом»

Следовательно e е ' изоморфна некоторой подполугруппе 
f ( /  = 6" * полугруппы * Допустим«, ЧТО 0- '* »

собственная подполугруппа . Так как <f (S ̂ ) = S ̂
является плотно вложенным левым идеалом полугруппы { с'.} =
- с " ив то же время левым вдеалом полугруппы S * * 
содержащей & \ то по условию б) определения плотно Сло­
женного идеала, должен существовать нетривиальный гомомор­
физм полугруппы 5^s индуциррощий изоморфизм на 5^ t 
Но это невозможно, так шк , по теореме 2, плотно 

вложен в St . Таким образом, ft'" * Su и отображе-
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ние f у1 является изоморфизмом полугрушш е на S ̂ • 
Теорема доказана.

Теорема 3 шесте с леммой 5 дают абстрактную характе­

ристику полугрушш S ̂  .

Как уже отмечалось, в случае, когда S * ls , полу­

группа 5* изоморфна полугруппе .Б этом случае 

полугруппа Si. совпадает с полугруппой всех преобразо­

ваний ранга 1 множества I и теорема 3 дает абстрактную 
характеристику полугруппы е , полученную Е.С.Лялиным 

в работе [4],
Рассмотрим условие регулярности матричной полугрушш

S ̂  . Напомним, что полугруппа S называется регуляр­

ной ( ’[3], стр. 104), если для каждого элемента 4 * S 
найдется элемент х е S # такой, что « <з

Теорема 4. Для того, чтобы полугруппа бшш. ре­
гулярной» необходимо н достаточно, чтобы полугруппа S 

была регулярной ж каждой правый идеал R полугрушш $ , 
поровденный %  элементами, где it? %  4 ^ , был глав»' 

ным.
Ф Ш И Ш М «  1!§.00^р||шшсть, Пусть 5 | - регуляр­

ная полугруппа э Рассмотрим, элемент
X  = ( £ , - "■ . J u l  ш.%?ткж S j ,  ще t- “  тож­
дественное преобразование множества 1 >, а х- - произ­
вольные элементы из' 5 „ Существует элемент :i -
* {(С%......м. ; : т из Ь-в такой, что> ■) ... t т ?
ft X- . л (т' 1м ! Ь, , х. . , j -ft л1 , *>•)
7 Ub i- V ‘ ’

Преобразуя левую часть равенства согласно (i), получим

X  УХ=[ъг ь )..., X l ' "'Hfci e

- j ХГ(1) ̂  "Лс1 1

Следовательно, ъ - ь ж }Ч ~ xi% ix i ~ Xž- *
Ввиду произвольности элемента x L , полугруппа S регу­
лярная.

Цусть R - правый идеал полугруппы Ь , поровденный 

\  элементами, где 14 \  t £ • Зафиксируем некоторое 
подмножество I«, множества I , мощность которого равна 

I  , ис его помощью пронумеруем образующие правого идеа­

ла Я . Цусть i0 ~ множество образующих правого 
идеала R . Зафиксируем некоторый элемент к е L  и 
пусть А , ^г").л элемент из S* , такой что
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j  k, , если о fc Го (<ji} если Le [0

^  l l , если l f [ 0 , ^  С 4S, если Lj. L.
Оуществует элемент У = ('с, ..., m i  ) ..,). т 113 ^  , 

такой, что АУА =А , т.е. L

(б̂б̂ .. •; a''csii) r(Cja l> • • (о1, • • •) a l) • • 'ĵ fep 

Из этого равенства следует, что сгг<г = <г и для каждого 
/ € Го выполняется

& = “j = a ^9') > y i  aj ”  °r(ti jt °-j ■
Поскольку J € I0 , то s'ij) * 4  , а псэтому
<Гт: <r (j ) - ̂  • Таким образом (Г отображает элемент 
'ta'(0 =õ(i) в элемент 4 . Из определения отображе­
ния °<г следует, что 'C'(k) принадлежит 10 . Поэтому

= fclM и ииеем %  = Jt ft ' 0тсвда сле~
дует, что все ^  лежат в правом идеале, порожденном эле­

ментом ^tik.)* т.е. этот элемент порождает весь % .
Зостато̂ость. Цусть полугруппа S удовлетворяет ус­

ловиям теоремы 4. Цусть X - (<г, ■ - -, -x-t - произ­

вольный элемент из 5^ . Построим элемент у - 
= ('С • •') %ь > • ■ ■ )• € I * такой, что -XУX  - X  .

Цусть j  - произвольный элемент из I . Через 

обозначим полный прообраз элемента J при преобразовании 
o' . Цусть теперь J - некоторый фиксированный элемент 

из I . Рассмотрим сначала случай I\ * Ф • Введу того, 
что мощность множества I• не превышает | , правый 
идеал полугруппы S, порожденный элементами 

является главным. Тогда существует х е S # такой{ что 
xS-^U j c ^ S  , Так как S содержит 4$, то
xtrxS . следовательно, найдется £ е ]• # такой,

что .Xfcj^S . В силу te L 7 будет cT(t) = J  . Поло­

жим гЫ * 4 . Заметим, что в силу i t  -х̂Ь найдется 
и S » что x fe з ^ х . Так как все xL е х ̂  при
4 , то найдутся ^  Ь , что Положим

. Тогда для каждого I  е Т • .

Вввду регулярности полугруппы S, существует
^  <= 6 , такой, что ^  . Элемент ^

поставим на (j + -<) -ое место искомого вектора )j . Такую 
процедуру проведем для кажпого j t I , где I 1  <f> . 

Цусть теперь для некоторого j е Г выполняется I - Ф
-201- ^
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Тоща положим % U) = j » Jj * •
Покажем, что XÜjJC » X  . Согласно (I),

ЭСУЛ =«п:<г,

Для произвольного L e i  обозначим <f(i) = j  , 'CG'tij = 
а 'ey) « t  .По построению имеем j =<r(k) * <Ггчг (l) , т.е* 

t f w U )  * » следовательно, err er = er . Элемент

^  был выбран так, что хк Ъ  x k~ x t 9 У8® ® ® ®  это 
равенство справа на ^ , получим

(1*.й Xt)li * =
Таким образом, для кажцого L t I выполняется -х. хи =
» где j= < r ( i ) ,  к * 'гсгы т.е. 

x ro-(i; x i = . Следовательно, ХЪХ » X  . Тео~ 
рема доказана.

Полугруппа S называется цепной справа, еслж все ев 
правые идеалы составляют цепь по включешш.

Лемма 7. Моноид S является цепным справа тогда и толь­
ко тогда, когда главные правые идеалы S составляют цепь по 
включению.

Дрказ_атеж.ство» очевидна„
Достаточность. Цусть R и R' правые идеалы моноида S 

ж ни один жз них не содержится в другом. Тогда существую?
S , также, что x t R } х. $ } R’, ч f R 

По предположению, либо x S  с о 5 f либо 4% 4 x 5  0 
Тогда либо хел5 TR' 3 либо | 6 ̂  S хб S R ,
что противоречит предположению.Леша доказана.

Следствие из теоремы 4, Полугруппа «ЬЛ6, где *v - про­
извольное натуральное число и ^ г f является регуляр­
ной тогда и только тогда„ когда 5 - регулярный цепной спра­
ва моноид.

|[ок̂ательствр̂ Для доказательства достаточно показать, 
что требование* чтобы каждый правый идеал R полугруппы 
порожденный trv образующими, где ^  , бкл главным,
равносильно требованию быть цепной справа полугруппой.

Предположим первое и пусть X, ̂  - произвольные эле­
менты из S . В силу Л/ >, 2 , .каждый & -порожденный 
правый идеал должен быть главным, следовательно, существует 
I  Ч S такой, что г S =■- x S u ^ S .  Так как S - моноцд, 
то ге г S , следовательно, либо г. е х S , либо
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2, t ^ S , Тогда, соответственно, либо jS £ ос5 f либо 

x S  с j S  . Таким образом главные правые идеалы полугруп­

пы Ь образуют по включению цепь. Отсюда, ввиду леммы 7, 

следует, что 5 - цепной справа моноид.

Обратно, пусть S - цепная справа полугруппа и R - 
правый идеал полугруппы S , порожденный элементами x i , 
..., x,w (m '^ »v ). Докажем индукцией по числу , что R - 

главный правый идеал. При nv = 1 утверждение ечевидно. 

Цусть правый идеал R ' , порожденный элементами

• ■ хт,-̂является главным* Это означает, что существует I  , 
1 <. и 4 ^ - 1, такой, что R' = S • Так как S - цепная

справа полугруппа, то либо -x^S’ с S , либо с х. $

В первом случае R » S t а во втором - R - 5 ; 

т.е. Я - главный правый идеал.

Цриведем пример регулярной цепной справа полугруппы, 
не удовлетворяющий условиям теоремы 4. Рассмотрим полугруп­

пу & , состоящую из всевозможных элементов вида е̂, где

- произвольное натуральное число, со следующим правилом 

умножения

Й-Л/ ^  ГУЛ/ ~  ^ A V  ~  rv v  ^  *

Каждый элемент полугруппы Ъ является идемпотентом, следо­
вательно, %> - регулярная полугруппа. Для произвольных эле­

ментов С'л/; 6 & выполняется:

= £*%- ^  & , если ^ ž w  )
Avt - ^  ž?, если »w с »V.

Отсвда следует, что %> - цепная справа полугруппа. Присое­

диним к полугруппе & внешним образом единицу I, Полугруп­

па = L 1 является регулярным моноидом, так как все 
элементы моноида £> - вдемпотенты. Моноид Ь' является 

цепным справа, так как любой правый идеал моноида %' либо 
содержится в , либо совпадает с ž/. Цравый идеал Ь 
моноида V порождается счетным числом образующих
• но не является главным, так как любое порож­
дает только правый идеал , • - •) у f  & . Следовательно, 
моноид V  является цепным справа, но не все его счетно- 
порозденные правые идеалы являются главными. Поэтому при 
счетном £ моноид не регулярен.

В заключение автор искренне благодарит доцента Я.В.Хио- 
на за руководство этой работой.
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Поступило
22 III IS73

VABADE POLÜGOONIDE EN DOMORP IS MI DES T.

V. Fljaiser 

R e s ü m e e

Olgu S monoid. Vaadeldakse ^-moodustajaga vaba 

polügooni endomorfismide poolrühma . Tõestatakse, et

poolrühm ос on isomorfne poolrühmaga Sg siis ja ainult 

siis, kui <Z sisaldab tihedalt sisestatud vasakpoolse ide­

aali, mis on isomorfne poolrühma S ja vasakpoolse korruta­
misega poolrühma (mille võimsus on £ ) otsekorrutisega« 

Poolrühm on regulaarne parajasti siis, kui poolrühm & 

on regulaarne ja iga poolrühma moodustajaga (1 n 4 § > 
parempoolne Ideaal on peaideaal.
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OH ENDOMORPHISMS OP FREE POLYGONS 

V. Fleischer 

S u m m a г у

Semigroup £ 5 of endomorphisms of a free polygon with 
^ generators over a monoid -S ( | an arbitrary cardinal 

number } is Investigated. An abstract characteristic for S| 

is given: a semigroup T  is isomorphic to iff £ con­

tains a densely imbedded left ideal isomorphic to direct pro­

duct of S and a left singular semigroup of cardinality | , 

We prove that is regular iff £> is regular and every 
right ideal with и generators [ 3 / га Principal.
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КОЛЬЦА, В КОТОРЫХ ВСЁ ПОДГРУППЫ АДДИТИВНОЙ 

ГРУППЫ ЯВЛЯЮТСЯ ПОДКОЛЩАМИ II

К. Каарли 

Кафедра алгебры и геометрии

Настоящая статья является продолжением работы г2], где 

было определено понятие Л-кольца, изучались Л-кольца, 

аддитивная группа которых является прямой суммой циклических 

групп и было дано описание Л-колец, ранг которых не мень­

ше 2, Неописанными остались, следовательно, Я-кольца ранга

1 и периодические Л-кольца. Этим классам и посвящается нас­

тоящая статья.
Напоминаем, что рассматриваются не обязательно ассоциа­

тивные кольца. Кольцо назовем периодическим, кольцом ранга 

•'v (см.[з], стр® 117) и т.д., если такова его аддитивная 

группа.
Ын будем пользоваться следующими обозначениями*

Lr - аддитивная группа кольца L ;
7 - кольцо классов вычетов по ;
/V

£_ « кольцо целых чисел;

(х, ч, * J - (X ^J г “ х ) - ассоциатор элементов зс ,

Ч/ . ^ ;
'j'(x) - порядок элемента cl грушш;
ai/i- - наибольший общий делитель рациональных чисел 

ю и ^  •
Приведем необходимые определения и результаты из [ 2 ]*
Определение. Кольцо L называется Л,-кольцом, если 

каздая подгруппа группы iS является надкольцом.

Имеют место следующие леммы.
ггр.ммя т. Кольцо L является А-кольцом тогда и толь­

ко тогда, когда для любых х, у t L  найдутся n е £,

так что л'«7 = + ^  .
Лемма 2. Подкольцо Л-кольца является Л-кольцом.
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Цусть И - абелева группа (все группы у нас записаны 
аддитивно) с экспонентой п> , ^  и р> - два гомоморфиз­
ма из Н в 2 ^  • Определим на h умножение формулой

осу S O i(y )x  + р> (I)

Это умножение дистрибутивно относительно сложения» а 
полученное кольцо является Л-кольцом, которое обозначим 
через (И, °S ßj•

Определение. Кольцо , допускающее представление в 
вице (И, А, Р) назовем нормальным Л-кольцом»

Определение. Локально нормальным называется л-кольцо, 
у которого все конечнопорожденные подкольца нормальны.

Дадим теперь некоторые достаточные условия нормальнос­
ти для примерных Л-колец.

Предложение Пусть L есть ̂-примарное л-кольцо, ад- 
джтжввая группа которого есть прямая суша циклических под­
групп с ограниченными в совокупности порядками. Кольцо i. 
нормально* если выполнено одно из следующих условий:

1) р * 1 ;
2) количество прямых слагаемых максимального порядка 

не разно двум«
Пршечаше* Ва самом деле в [2] доказаны утверждения» 

намного более общие«,
Лемма 3» Непериодическое Л-кольцо локально нормаль»

но,
йз этого легко следует
Предложение 2а Периодическая часть непериодического 

Л-кольца есть кольцо с нулевым умножением,,,
Пусть М “ абелева группа и /г - натуральное число,, 

которое делится на экспоненту группы Н а Через R (И ^) 
обозначим нормальное А-кольцо ) , где н'=
- { ь } i f }+ И, irf̂ j r(f-) = /v, a c*v и (Ъ определяются 
формулами

л. (/ос- +• £у- К ) “ L «с J С 1 ~ ^  ̂  ̂
ji (*.* + =[ 1 ] С

Нам понадобится еще следующя теоретико-числовая лемма 
(cM»L4i» стр„ 155).

Лемма 4 а, Если i1 f- ,lv, «4, * - • >аи. £ i э \  =
= (»wt 5i при всех Š } , то найдется ль? ,

4 / 1207-



так что f t i a u v̂ ocL J цри каадом I  .

§ i. О A -кольцах ранга 1.

L̂QOujge. замечания.. При изучения Л-колец ранга меньше 

двух возникают трудности ввиду того,что они, вообще говоря, 

не являются нормальными. Тем не менее верна

Лемма 1.1. Если L непериодическое Л-кольцо, то су­
ществует гомоморфизм у ; L f— > £ f такой, что хг= 
-jf (х.) х. при каадом х 6 L .

Примечание Если L нормально, р>) , то
можно взять и- ■& се -*- /?> , Действительно, по формуле (1) 

имеем
Х л'= ос(х )Х^ (5 (х )х  - (c\(Xj + /3(х))х - {°*1-(2>)[Х)Х .

Доказательство, Цусть К - периодическая часть кольца 
L . Для х € L \ К определим ^  (х) из условия jd 
~ /• (х) зс , а для остальных х положим j*- [я.) = ü » 
Существование /"(х) следует из того, что {л  j является 

подкольцом. Этим у- однозначно определен, остается прове­

рить условие гомоморфизма.

Рассмотрим подкольцо fj = {х , у, £ }  кольца L , где 

х, ^ произвольные, а г - элемент бесконечного порядка. 

Согласно лемме 3 подкольцо Н нормально, т.е. Ч ~ (Н ,0-, ß ) 
для подходящих (Ъ ' Н* —*- Z-*, Покажем, что ограни­
чение отображения на Н совпадает с гомоморфизмом

oi +■ •
Если ц. 6 Н П К , то ,

так как имеет конечный порядок и ос гр> есть гомомор­

физм в группу без кручения. Если к, ь И П (L  \ К ) ,то 
j<(u,)u  ̂о&  ̂ (о*.+■ p>)[u») , откуда £(«,)=■ (л- 
поскольку и, - элемент бесконечного порядка.

В силу х, Ч, х +ч е И теперь получаем /-(д = 

)(**£) + Р13)Я4*1Я) ГМ )* Посколь­
ку х и ^  были произвольные элементы t- , то явля­

ется гемоморфизмом.
В дальнейшем нам необходимо понятие -̂адического

числа ( Р - простое число).
Определение. Последовательность

! = -•)
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называется р-адическим числом, если

^ 6  2 ,  0 (3) 

а <;ьН ("ъоЛрЧ. (4)

Пршечание. Эти числа называются обычно -̂адическими 

целыми числами.
Определение, Суммой двух р -едических чисел 5 и t 

называется р-адическое число £ такое, что f 1 1 \ i =
= £\ (rrvod pL) . Аналогично определяется произведение 

р-адических чисел.
Относительно этих операций р-адические числа образу­

ют коммутативное ассоциативное кольцо, которое обозначим 

через *  .
Неотрицательное целое число /v называется нормой нену­

левого р -адического числа f и обозначается через «■>*( £) , 
если '' ' = " 0 »а |л,-и * 0 • Легко видеть, что̂ 
имеет место свойство =r wr(|j + • Через *

обозначим идеал кольца <а состоящий из тех р -адических 
чисел, нормы которых не меньше К • В силу определения я =
=<а . л = 0 . Полагая легко ви­

деть, что
[  0 , если л = О 

Я* ~ < £  если о < к <. оо

(. 4 . e c ™  к * 00 ‘

Элементы кольца * суть смежные классы кольца *  по 

идеалу Ä .К одному смежному классу относятся те р- 
адические числа, у которых к первых коэффициентов равны.

Всякое неотрицательное целое число однозначно предста­

вимо в ввде к(с)ч 
С - С] + + • . - t p J

где 0 6 Ос, < Р , i  ~ 1 (ь) . Сопоставим числу с
уР-адическое число ? (С) с компонентами

£ _ l ci fCzf> если I t b f c )
^  С б # если L z к. (с,).

л

1 Если область изменения индексов j) к ые указана, то 

они принимают все натуральные значения.
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Если с,<<2 , то определим
В факторкольце сопоставим числу с пмвжттй класс

Цусть (я - р-примарная абелева группа. Превратим 
G в левый я» -модуль, определяя для любых ос е 61 и 
f  е Si л

где р } 0 {х)т
kj С / \

Определение корректно, так как из р > f> * er {*.) вы­
текает ^  ^  [тЫ а (ос) j, Легко проверить, что все 
аксиомы -̂модуля выполняются. Нетрудно ввдеть, что

fw * s6JS  (5)

Леша 1.2. Цусть G - р-примарная абелева группа. 

Ядром «f-модуля 6  является идеал ft , где рк- экспо­
нента группы & •

Догаэдтельртво, Если р*- экспонента группы & , то 
р̂х. - 0 при любом х 6 (д. Значит, О при
любых f fe Я и X е G, , Следовательно * содерскит- 
ся в ядре модуля & •

С другой стороны, пусть f принадлежит ядру «-мо­

дуля 6 . Если экспонента р группы (Я конечна, то в 6 
найдется элемент л. порядка р*° . Из равенства |х »0 
подучаем £ е ^ , Если же экспонента группы 6  бес­

конечна, то для любого натурального к- найдется элемент х. 
порядка р*' f*'- г Тогда в &  имеются и элементы пор- 
ядка р*' (например р х ) и мы можем выбрать после­
довательность Xi такую, что & (*-с) -р . Равенства 

sei - О теперь дают, что £ £ О =• * О- Лемма 

доказана.
Если р** есть экспонента группы (д , то в сиду дока­

занной левАШ мы можем рассматривать G. как точный * - 
модуль. Кроме того, из (5) следует, что сх * С Ъ(£)1 х 
при любом -х е G, .

Цусть все простые числа упорядочены по возрастанию: 
р1 <. рг. < *" • При этом кольцо рс-адаческж£ чисел 

обозначим через , соответствующая вдеалы через

Я], , факторкольца через ^  ,
По известной теореме из теорин абелевых групп любая 

периодическая абелева группа Н разлагается в прямую сувду
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« - £ 4 ,
где Hi - /̂-примерная подгруппа в И .

Введем обозначения:
- экспонента группы Hi ;

- П и (полная прямая суша).
Примечание. Если Н-, -0 при некотором с # то 

^  =о? а следовательно и «/"'•о.
Каждому неотрицательному целому числу о сопоставим 

однозначно определенный элемент2 с*е с*»
- (Е i(c) JJr где [ ] есть элемент, отвечающий числу 
с в кольце Я.*4'.

Так как все прямые слагаемые Hi являются *  с »мо­
дулями, мы могем естественным образом определить действие 
кольца на группе Н . Именно, если «х *
( б Hi) есть элемент группы W , a jf = ( [ % ] )  

нринадаежшт 'З̂ , то положим

/УИспользуя факт, что каждое есть ST -модуль,
нетрудно показать, что Н является ^̂-модулем.

Леммя ,̂яг i-j является точным -модулем.
Дотзательство, Цусть элемент принадлежит ядру мо­

дуля Ц . Это значит, что ^ 4 = 0  при каждом 4  6 Н .
В частности, при каждом А/ е имеем [ ^ LJ А, * 
ъ-Ъ* L 9 О . Следовательно Г ? * ] принадлежит ядру 
31%модуля Hi • Так как ядром -модуля Hi по лем­
ме 1.2. является то й?8, -модуль точен. 
Из точности последнего модуля теперь следует L %с] s О • 
Так как индекс с был произволен, отсвда следует ^ =0 , 
Лемма доказана.

Рассмотрим гомоморфизм f группы Н на группу F . 
Тогда F тоже периодическая. Точнее, экспонента pi  ̂
каждой примаркой компоненты не больше так
как при любом х fe Н̂ имеем г ^ /7( f (xjj. Из
^  вытекает Я и stiLi Из этого мы заключаем, 
что является факторкольцом кольца 53« . Действи­
тельно, согласно второй теореме о гомоморфизмах имеем f =

- (? («;./ «Г )  =  £|к / < 1 1  (*i 7 * г | -  
----- *----

ь В дальнейшем обозначим f = Г € *'7 € -?1/'г‘г
а п п ^ - - )  = ([5:]]€’->н. _ш _ 1



Но последнее кольцо изоморфно кольцу
ъ Р   ̂ ® i v )ß так как ядро естественного гомо­
морфизма ^  н на П {‘A i/ s t i ' ')/ (^ ^  ) есть

П ( * r " / *  L >■
Следовательно мы можем рассматривать Г как '̂-модуль 
(см.[1]е стр. 14). Разумеется» последний модуль рее не обя­
зательно 'гочен.

Лемма 1.4« ЛккЗой эпиморфизм f : Н ~*~f являетет 
гомоморфизмом -модулей.

Доказательствоt Возьмем ■х - ~  ̂ t - "  + где

,-<г 1 * 1  ) * / > ? .  тогда - f ( L V J v
+ - y t f  ?Ä ]хп) - .

=• 5 f W +  •••+! <jM ( * '* ) ’ (Последнее равенство вер­
но потому, что f - целые числа). Далее, поскольку 
f (*L) € прж жаадом с в оЧ*с)£ , то 

*#> (xL) =[ t l] f («f) * Следовательно f (*<)+

/..'!•+ r  f ( « . j , f n f W

так как f (*J * f (x*) + • • - i V (*.*). Леша доказана0

2.0_ к̂ольцах jöhts 4 ?„йОДе|)№Ш̂элемента c_Ц^щлевш 
KEa^gaTpž^ Цусть ft -• периодическая абелева груша, ее £ ,
С »ö, f ^ V  Определим на группе { i ] 4- Н , где

& (1 )- оо , умножение формулой:?

(/Ц& + 4, J (>fcÄ& + j- (<1^^)^ **2. Š * ** % \> (6)

<1 * ь* - %*, «**, к~, & Z , /ч, 4* * ft,
Поскольку f-f является ^  ̂  -модулем, то это умножение 

дистрибутивно относительно сложения. Обозначим полученное 
кольцо через ß (ft, е , Ü J . ж

Лемма 1.5. Кольцо /? Ift ? i является Л-кольцом. 
ДоказатоФстао. Покажем» что выполнено условие леммы

1. Возьмем произвольные + H , х. - кг, + ̂  t
где I  е £ , А,, ̂  € Н . ify-сть

Ь, а ̂  + ■ • • + A/m f ^ + • • * f- . 

где Av = rtvOX \rr̂ (‘h)f
Покажем сначала, что существуют целые числа , &v 

также, что

• к  J i t  <Ч*А -«-• (7)
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Из правила умножения (6) получаем

f  KL = f r i ^ . ,  «$: s ' I f l i
Если обозначить

р.4  = ГГЬАХ [О[k l) , v ij lt i)
то

<*<- П Л

и аналогично , = ^ с. ̂  . Кроме того, равенство /. f V f

' r t i ' C i i J  шетй
м *£ = c (м <1л ‘ !-

Следовательно, условиям (7) будут удовлетворять числа а. ~
~  1 И + C t ^ ; гце (t - подходящее
целое "число.

Докажем теперь» что все числа ^  в (7) можно заменить 
одним числом я* , а числа. ^  - одним числом 4- * Приме­
ним лемму 4 к системе чисел { ai I 1  £  ̂š т , }  е Поскольку 
fc ° У /Э при I И Ĉ L = Си (rrvüci < } )
то найдется о. с Я такое, что а. =. сц (/ы?ЛpL при

любом I • Аналогично устанавливается существование такого 
Ь' € £ , ЧТО & = h  l'bodp- ) при любом I  , В си­

лу (7) имеем

^  = С [wad pcuj
при всех I . Значит , й/+^ = с [/nOel fi* ’1---рт ) . Мы мо­
жем предполагать, что а ~ с- . Если это не так, то 
заменим £  подходящим £ , сравнимым с £  по тЫр^^-р^] 
Так как о. * <*-i(нлаиСр̂ *) и делится
на Р J „ то при любом с . Ана­
логично при любом С . Теперь получаем,
пользуясь равенством t- - оь и предложением 2,

ху e(fct rh)(£b+p - (kCc)I f t  (Lt) + tc j *^
№ o)<l +

jrу y' si#\ *+ L
f к }  L^oi = (ulbjt, + l y  ah, + K . y

Ь~А V " t-л/
= k,b [съ t/CJ & + (£&-)L  + {k.b)4 ~ (a£)->L + (&k.)^ ,

По лемме I заключаем, что А? \н , с > 5 является
Л-кольцом.
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Леина 1.6. Пусть L *R(H) <rt V), L* = R(H\c'} S*% Кольца 
L и L' изоморфны тогда и только тогда, когда

1) Н ~ И (изоморфизм групп),

2) с, =
3)

Дрхшзательство. Достаточность очевидна. Докажем необхо­
димость* Из изоморфизма колец L и L} следует изоморфизм 
их аддитивных групп, а такие их периодических частей (лег­
ко ввдеть, что они суть соответственно Н и Н* )• По 
правилу умножения в R (Н, с t J ) мы получаем, что дан 
fce+Ä/eL ( к. t Z . Ь е Н ) будет

(ле/+Л//г. лес + A/j. (8)

Отсвда вытекает, что t * o  тогда и только тогда, когда 
квадраты всех элементов из L суть нули. Значит, с » о 
в том и только той случае, когда е/ - О . Бели с * о , 
то

С/ = />гйъ

Следовательно, с инвариантно относительно изоморфизмов, а 

это дает с - с' - (

Цусть f - изоморфизм L на L . Поскольку 4- - 

^ ее* .то (f («'Jj4 - е f («'j. Если f(& ) ~
~ k!c + L '  tv * Ц’) . ТО это равенство и (8) дают
к? - 4. ' Теперь, используя лещу 1.3, получаем для лю­

бого х е Н

С другой стороны, из х € Н следует '{№■)* 14 ’> 
откуда подучаем ,

f [хь)- f (л) {(xRb + t' )*'?(*)*''=? У IхX

Мы показали, что при любом -х. £ Н будет 
(f*- (̂х)~о. Если ас пробегает всю Н, то f (*) 

пробегает всю Н7 . Отсвда мы заключаем при помощи леммы 

1.2, что
Дадю T i7 Цусть L - непериодическое л-кольцо с 

периодической частью Н. Тогда существуют гомоморфизмы 
групп cf, £ : L f ; такие что при всех A ^ H ,z ^ L
будет А,* = (Г(г)^у/ - l {z )£ s . Кроме того, при 

любом г с £Л Н будет с? (£j ■+■ Ь (2) - с-*} где
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й'г •
Доказательство. Фиксируем 2 е L \ Н . Покажем,

что для каждого простого числа pi существуют такие элемен­

та Ü 1], СгЧ 6 470
Гг1'] А/-* г А/ (9)

при любом А/ € Н и

- Г?,:,!. ^ (ю)

Если они найдены. то определим <Г(г] =• '-(С *1]).
Ь(г)*г*'([111>-

Приступим к построению . ./̂-адических чисел

и . С * Hif *"Ь  из которых 
получаются нужные ( [ . Поскольку р^ есть
экспонента группы УУ£, то как в леыме 1.2, можно утверждать, 
что для каждого *-<*/£, t i в Hi найдется элемент 
порядка р{~* Мы получаем последовательность О -
- L0i к* , где ^  ддя лг ^ п-- , если
конечно.

Рассмотрим подкольца { г., к.̂л, 4/*. } , оде
4 < *~ < оэ . По лемме 3 все эти подкольца являются 

нормальными. Цусть &<. * ( / У1* )' Поскольку
О (г ) = , ТО otfc ( ; £  + — ** Д + при любом ^  . 
Определим.теперь последовательности fс ^  ; ^  , • •• j 
и следующим образом

= /*«. (ъ ) (п ъ о Л ^ }) 0 4 %^<Рс- (и)

Покажем, что последовательность ? есть рс -адичес- 
кое число и снежный класс L ^  ] удовлетворяет условиям 
(9). Так как есть элемент конечного порядка, а

- группа без кручения, то /э*. (^<-i) - /3c_f (£/*_,,) s p  
при каждом . В силу } £ £ 6 t-i имеем

/vt_4 г - Ф V i  +/V, ) г « **-* ( * ) *Vc-, •

С другой стороны, так как сравнения (11) выполняются и по
/»vcö6 1 из г.. 1 G.^ получаем

+̂ а*,

Из этих двух равенств мы заключаем



Последнее сравнение вместе с (11) дает, что £с является 

Л:-одическим числом. Действительно, выполнены условия 
(3) и (4).

Теперь покажем, что £ удовлетворяет условиям

(9). Возьмем произвольный b e  Hi и пусть (J'(ki)s. p:m '. 
Рассмотрим подкольцо G - \ü l К/jr , которое по лемме 

3 является нормальным, пусть G. - (£* <х, д|* Так как 
0"(2.) -оо , то опять получаем = О ,
откуда следует А*** = ос (г) /Ц, + г = .* (г)1^ Пос­

кольку мы, кроме того, имеем 4^ г = ^  А/** , то 2 
s (i){rvti>d ). Теперь получаем £̂«с<,(гД+-

t (b{(i)ž - <*, (г) *v - • Поскольку А/ имеет конеч­
ный порядок ,то £,,* = ^iv ̂  ^  * Так как

р % есть экспонента группы , это влечет /vi =

Is [   ̂J А/ , что и требовалось доказать.
Совершенно аналогично доказывается, что w есть 

адическое число и t  ^  при любом. _ /Се H i . Оста­
ется доказать равенство [ š uJ + 1^1 ~ LŠ(&) J * Пользуясь 
формулой (I) для кольца (д.̂ , мы получим Z. - (л* (г) f 
+ /Ч(г))£ , которое вместе с =. сг дает <xfc(aj* 
f" (г) = О, . Поскольку ?

pi**) , отсвда вытекает ^  =
= ci^w&pi ) . так как это имеет место для любого £-• , 

то согласно рпределению ри-адических. чисел теперь получаем

• П Ч - Ъ Ч -  f ! w J .
Этим о (а) и t(i) определены для г. t L \ И . 

Полагаем сТ(̂) * Ъ( для; Н и покажем, что отоб­
ражения (Г и Ь являются гомоморфизмами групп. Цусть 
X у £ L и £у t Н . Тогда

d(x^j b = - A/X ̂  = <f[x)h + f(<j)i=[4*)-hfy)]t
Здесь мы пользовались тем, что И является -̂-модулем. 
Так как этот модуль точен (лемма 1.2) и ^  произвольный 

элемент из Н , мы получаем 6 (х + у) - J(x) ), 

Аналогично доказывается гомоморфность отображения Ь , что 

и завершает доказательство.
Теорема 1Л. Цусть L - A -кольцо ранга 1 с периоди­

ческой частью Н , содержащее элемент, квадрат которого от­
личен от нуля. Тогда найдутся положительное целое число с 

и ? %  такие, что L - Я (Н( с-, $ ) . При этом
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& и Y  однозначно определены.
Доказательство. По лемме 1.1 существует гомоморфизм 

^  L + — *• Z + такой, что xz » £  (*)л при любом 

ос е L • По условию теоремы f  (\_+) ф. О . пусть ^ (W ) =
- с2 . Берем некоторый элемент е из (с) и 

обозначим - cf (^) , где сГ- гомоморфизм, определен­

ный в лемме 1.7. Докажем, что L - ß  (W  , о 5 ** Л

Так как (L^J ̂  О , из теоремы о гомоморфизмах

следует что факторгруппа [_*/<**>$“ - бесконечная цикли­
ческая группа. Тогда по известной теореме являет­
ся прямым слагаемым группы j_f, причем в качестве дополне­

ния можно взять {ь} (см.[з], стр. 120), значит LT«1
=  -{ž- J -+- М Л/

Покажем, что * Н . Поскольку И ~ периоди­
ческая группа, а £ f - без кручения, то Н е /- . 

Если допустить, что tctAyĵ  содержит еще элемент f' бес­
конечное порядка, то в силу {^} П } 3 0 это противо­

речит тому, что L имеет ранг 1. Следовательно 

^  = ff .
Возьмем теперь произвольные t L , у *  кль+ к,

ъ. *- ^ € £, ^  A/t //j и исследуем, как они умножа­

ются. По лемме 1.7 получаем
+ ) - [<.€)£ + к , ( r t \ ^ )  -+■ ^  я

= (fcXc ^ -f t  J { t )  h .

Поскольку в силу леммы 1.6 <f(̂ ) t  Ь(^) ~ f это умноже­
ние совпадает со введенным по формуле (6) умножением, а это 

дает изоморфизм L ~ R [ Н , £, %*)• Утверждение об един­
ственности следует из леммы 1.5. Теорема доказана.

Следующая теорема дает описание всех ассоциативных 

А-колец, которые содержат элементы с отличным от нуля 
квадратом.

Теорема 1.2. Кольцо L = R. (W, с,  ̂j ассоциативно 

тогда и только тогда, когда \  ( f1  * с* " I * )■ 
к̂азательство. Н§об£<урдюсть, Бели L ассоциативно, 

то при любом А/ е Н имеем ( ̂ , ь, ь j * О .Это озна­
чает, что

0 ^  (/v, «/ t ) - - k (c ^ )  = [\ *k jc  - A/(ceJ*
= - G (A/*J -- ( c*) La, * ~*li \ V t
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Поскольку А £ Н бил произвольным, то is леммы 1.2 сле­
дует - о.

МШШ&ШШШ Исходя is равенства q, до­
кажем ассоциативность кольца L • Учитывая линейность ас­
социатора, достаточно проверить выполнение условия 

[x,y,t) * 0  шшь ждя случаев, где элементы & либо 
принадлежат ^ , либо равны е. Кроме того, так как пе­
риодическая часть является идеалом с нулевым умножением 

кольца L » будет (о., а /-О,, если только два из элемен­
тов X,, у, ± принадлежат /-/ * Остается проверить ещё 

три случая.
I (X, * *)- -(* *1/J-А/ по доказательству необ­

ходимости.
II («/. */,&) - [dv)o » ^ - ! ( ̂ ) -

, , , = (<5Х -{Г г >'0.
III (&( €/ £/) - А/ - & (t/H/J с. 6 (oA/J - ̂  (e-Aj -

= ( о*- *£) *А, - ( ) А- = О.
Теорема доказана.

Анализируем, когда выполнено условие X  * 0
Введем множества 5’,. ~ { i  I *ч ш О ), £ Л {1/о < n,?t с
Ззя {11 = °° ̂  Л " 11 ! € V pi *4 5'. ^ - {Ч  L 5̂ , j * о}, 

Поскольку пря ьв 4  Шёем ш Л ̂  7 <н ^  в ка­
честве представителей в см̂шж класса̂, [tf] s m - 

но выбрать целые неотрвдат&шше чаола J с, < р.Л;
Цусть - р^яж»тзж норма*

Предложение £Ла .Зуойь, периодическая группа Н и на­

туральное число о ф щ скрош  (ш м  заданы samt зшога~ 
ства 3, - 7$ в Дш того, чтобы кольцо R (Н ^( >"7 ока­
залось ассоциативный* нужно f*~ (L } ^ ) €г,н выбрать так, 
чтобы

£) при С £ J3 и (\ п Зн} Г Y ] s0 , шш г!сJ *

*£№  , ,
2) при *• € ^Л JV вот L(4 flS#j^

$ Ub L ) ;

3) при t € J£ 4 (Jif U Jy) одно из чисел £ C , ‘i/ (пусть 

для определенности f ̂  ) удовлетворяет неравенству

<n (L К  ч) / г J , t õ ) < n l  5 cl i  h , (12)



л
где t; * w'i (c-j , причем, если itf- ( \ L) - , то 

^ * 6  (m&i p i'lL~ic'J- ^

JfeKareTftttCTBO, Неофсддрюс̂ Цусть . По

определению произведения в тогда

tTJl i r J  =о

при каадом I • Вели 1 1 J i , то в ому отсутствия де­
лителей нуля в (см.[з], стр. $92) отсвда следует либо

Г t L ] *0. либо [ ^ ]  = [ \{с)] . ,
Цусть теперь L ь J, fl j - . Если ^  не равно нулю,

то из

+ V  = с ir^odpC1) (.14)

в силу [  s (с,) J и 0^ $L следует ? * + V* = .
= Р’Л*'. Известно, что V* ( $с + ^ ^  ^  (Ц. 

причем строгое неравенство выполняется лишь в

случае ( у )  = Wi (Лс].. У нас ( f u + V )  * ^Цр?с}~
* n,i »а lf\), (*1/V < >4 * Следовательно,
uh ( £L) = иг;Л^ )* Согласно (13) имеем ^ u ^

^ V -  ( значит C[*i+4) / t j 4
£ Wi (f

Наконец рассмотрим случай  ̂£ \  х • Сравнение 

(14) означает, что при подходящем <с будет %*'?*£ *

- 6 +. «о̂*4  . Поскольку с f Jj , имеем Г $ (1)1ф °, 
значит (.О < . Так как , то мн
получаем ^ ( c j  * + . Следовательно,

П ( f <1^ = tcj >- ^  ^  **£ ( V 4  (̂ 4а) 

причем строгое неравенство выполняется лищь в случае

fĉt lV) • Рассмотрим два подслучая: а) ('f ̂  »

- < * iW , 6) f ^  1ч/j * .  ' .

а) Как и раньше, из (13) получаем [^ с п )/г ] 4 w i ( } L). 
С другой стороны, (14а) дает (cj ^ >J = f 1 у сле­

довательно (12) выполняется

б) В этом случае .(14а) обращается в равенство, пусть 

Axri [ \ L) ~ b'lWhk* Очеввдно, тоща (12) имеет 
место,

Если «**,( V )  а ̂  , то из (13) получаем

 ̂Обозначим v>1 (]f(Ci j - “'с (е')" 
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*£ £ CV j  a (? u) +  ̂  ̂ X)~kh4  значит

<  (*£) > *4 -t; . что равносильно сравнению ^  =
s 0 {rn<xi pr ° I , Учитывая (14), из этого следует

г * о (4г 'ь).
В частности, если I  е Зц , получаем  ̂̂  ~

= с. (m/обр*1) , 9 так как в этом случае *>£ («-J * О .Сле­
довательно С V J  * [ $ & ) ] •

lofiTgts^osT^*. Покажем, что из условий 1) * 3) след̂с v 
равенство (13)при каждом Ü . Тогда, в силу определения 

произведения в , будет £ *" *\* = О.
Если i  е J 1 , то (13) выполняется тривиально.

Если I  £ З3 и ( / 1  ) , то (13) выполняется, так как 
один из сомножителей равен нулю»

Если I  С Л и I ° * О , то, как при доказа­

тельстве необходимости, получаем [У~) ~ i&i i% u) <* Из 
неравенства С (»4 ̂ /г  ] < ^  теперь следует

- + (^) * 2. ** (!П  ̂  гГК+О/О ^ *4 .

Значит ^  в 0 рС1) И [ $ 1 j [ ]=0.

Наконец, рассмотрим случай I е k \  (fy  U J ? )  . Исс­
ледуем отдельно два под случая»

а) Если ̂  ($и) * то в силу р =
2 с pi L ") получаем (с  - =
s 0 (f*bOci Pi*'') т.е* [ f 1, J [% 1  “ Ö.

б) Если < tiV , то (12) дает ^  ( ^ J  »

> fK+'i)/^ • И0* 2 Раньше, из (14) заключаем к* (£cj - 

^ ^  ( V ) • Следовательно ^  «П, (.$•L) t  Cot ( V >
- X '}  ~ О « Предложение доказано

3._̂тео!в5утат1шше_ _лГкоад1а ранта,I.

Определение. Кольцо, в котором имеет место тождество 

тсь - о * называется антикоммутативным.
Не трудно ввдеть, что в непериодическом антикоммутатив- 

ном Я-кольце определенные выше гомоморфизмы 6 и ь свя­
заны соотношением <f+b*o . Оказывается, что на абе­
левой группе ранга 1 можно при помощи любого гомоморфизма 

<Г; & ( Ц-~ ъ tt ( Я - периодическая часть группы <з ) 
естественным образом определить структуру антшсоммутативно- 
го -̂кольца.

Известно, что всякая абелева группа без кручения ранга
1 изоморфна подгруппе аддитивной группы рациональных чисел
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й- (см. 13], стр. 176). Пусть а а { Л, S ‘ } С а  
соответствующая подгруппа для группы 6 ( И и фиксировав 

некоторый гомоморфизм f : G. -* А с ядром И * Выбе- 

рем теперь в кадцом смежном классе фактор-группы G. [ И 
по представителю 2А € ~ (̂“\) .'Еслж Я; /-< € .A s 

то имеет место равенство ^  ~ ), где
к-л 1/U - / л у /< £ £ . Следовательно в группе u  / Н т  
имеем равенство [z^J - ̂ Л /и ] * Ия этого следует
существование элементов 4" , с Н таких,, чтоЛ

Теорема 1.3. Цусть <Я - абелева группа ранга 1сперио- 
джческой частью Н, Цусть f гомоморфизм группы G в ад­
дитивную группу рациональных чисел с ядром I/ * Выберем 
для каждого Л е Л * f (6.J какой-нибудь прообраз 

аЛ Ž (я ’ • Положим V ^ * тог­
да справедливы следующие утверждения.

I Есж L еттжоммутативное Л-кольцо с аддитивной 
группой & 9 то существует такой гомоморфизм _ S  : .А -*•

— > * что при любых А у** 6 А, 5 / ̂  е н

(Ад + р  { +  Ь) = ^  + сГ[л) £  (Ю

где = сГUJ 4Л/А " *

II Любой гомоморфизм сГ : а  — ► ^ г/  определяет 
на (5, до формула (16) структуру антикомцутативного л—
кольца.«

III Гомоморфжзш J  и о>1 определяют ка изоморф­
ные кольца тогда и только тогда, когда существует такой ав­
томорфизм X грушш Q. , что cff = J'f ̂  .

Доказатедаство. I Из леммы 1.6 и антикоммутативности 
кольца L следует существование такого гомоморфизма
«Г; А ъ  ^  ) что при любых Л е У[ и я /v t U 
будет

13д ч' А, - cf (л; С,
hi±A+$) - - J(A) Aj. (£7)

Преобразуем произведение ) ( *-м  ̂ ) ß
используя (17). Учтем также, что « 0 и И -
кольцо с нулевым умножением,

(г.л + = v^/y 2-av/* + t‘
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(*sy>< + ty + ( V /Л +$)*as%M
- (*\Л ' S",A f(̂'/«/A +|Jli/. * ̂ ,fA  ) ~
- S (л)(А/Л)/л <• А,) - <fy<)(C,U,A = М.А(/<
II Цусть теперь задав произвольный гомоморфизм

/; А — *» Яц . Выведем сперва, что определенное формулой 

(16) умножение антикошутативно:
(гл + |Нг/̂  *• - (̂л)(А/Л)/„ +А,)-сГ[ f ) ( iy , iÄ +%)-=

- -Г^(/.)(4лл )̂-(Г(л)(Ал/, ̂ ) ]- - (* /.*С)(гл^ ) .

Для доказательства дистрибутивности исследуем сначала 

произведения jc 4, ^ , где я & ; Ьь Н - 
Цусть х~ + ̂  и q 6 /-f . Так как ^  о а * 
ш получаем '

л 4  в (*ЛГ +4/) в ^ U j ( ^ 0 - £ e +^/J-

<Г(л)4 = ,

Следовательно, при всех х е G. f Н , будет

хХ = (cTf (xjj 4, (is)

Аналогично показывается

f oe * ( 19)  

Покажем теперь, что если х, ̂  представляются в ви-

X  =• + ^/ ^ ~ l i i  + ^

[€ :£ & \ Й 1 fl, &, t  Н, С..Л t  £ ) / (20)
то их произведение выражается формулой

х  ̂= л^ ■+ (21)

Цусть

Х ж * *  + У '  (22)

где у, Ä, е Н • Тогда

л- ® гЛ\^ ^

^  - fcA(/6< +

Из (20) вытекает, что смежные классы а *« =ги^  
и аг ff = £ ^  + ff содержатся в •( & +• И }  . Посколь-
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ку наибольший общий делитель л я/а представляется в виде 
целочисленной линейной комбинации Лу/< =• г Л т- о м } то 

t H  e • Следовательно, при

подходящих ап/ е £  , j. ь Н имеем

V / *  * •

Подставляя (24) в (23), получаем

Л * + V / x f  + ^  л + j  /
£ = fcA,/tt*v'Ä ^ /< / + ^Л//1 +

Сравнивая (20) и (25), мы заключаем, что

^ ~ 'Чл .л* /* + ̂ х/л h ^  •
Используя (18), (19), (22) и (25)7 получаем
лС * ̂  = ( Л  (x i) ^  = <f*W ̂  " <̂ (Л  ̂а 

= < Г + ЬЛ/М ̂  Lj - S f t U s r f  + км * +£')*

* (*л,* + * f07V+tfu№ -s(/.)j', 127)

e другой стороны, в ежду (16) s (22)имеем
/

i-tF(x)h ™ S'(yu) (28)

Так как первое слагаемое в правой части (2?) равно
d'f^ л - сА/Л(л«)̂ • o{o)j.~Q 9 а второе равно ^л,/* * 
из (27) ж (28) следует (21).

3 сщ антикошутатжвности мы должны проверить лишь од­
ностороннюю дистрибутивность Цусть , ̂,?г - произвола,-“ 
нне злешкты из группы (Я . Так как группа &/Н иэо- 
морфЕа жодгррше жз Q  , она лошишй цшслична ж следова­
тельно существует *-v t (k\ Н такой, что при некоторых 

.4 ^  будет л =ы ^+^ #

£ г m/^U + ,

По формуле (21) получаем х-̂т - •+• , -*~£ —
■- х£ t Cj& и xl/j ■; ž) ~ х( / r ̂  -t it j  t так как

^ [ l  -biYvj (k+l)« Учитывая (18)' и (19 теперь по-
Щ'ЖЭШ

ZiAj-fZ) = JC(k+^j +

-223-

(24)

(25)

(26)



* X̂ j + JLi-,
Покажем, что подученное кольцо является л-кольцом. 

Цусть б 6, = Тогда по формулам
(23) г, ^  { ь-лчм } + Н • Разложение является пря­
мым, так как - элемент бесконечного порядка и поэ- 
тому { žav/^ } пересекается с Н по нулю. Из формулы 
(16) видно, что в. ■ (д с Н * Следовательно К является 
подкольцом. Кроме того, при любых К, С 6 £, 9,. ^  £ ff 
будет

= fc,cf(Av/*J А, - £cf (A\//iJ ̂  •

Значит, /<ог ^ (Ы /01 $*) у где §* - .пос­

кольку (Н , О, 'S*) является по лемме 1.5 Л-кольцом, 

то хf̂ t Таким образом, аддитивная группа 6 с

умножением, заданным формулой (16), является л-кольцом,

III Цусть гомоморфизмы о и <Г определяют на & 
изоморфные кольца. Тогда существует такой автоморфизм X 
группы (Я , который переводит первое произведение во вто­

рое, которое обозначим через " о ". в частности, при всех 

х fe (Я ■kj 6 И будет иметь место формула X (-Х Ь,) =
= X (*) е X [ Ь ) • Используя (18^ мы получаем из этого

XL S t M M  = [ S ’i ( x l x ) ) j x [ 4 .  (29)

Так как eff (х) € Ъ н , то из леммы 1-4 следует

X [ <54 Jj А; ] - (eff (х)) X (<Ч • Следовательно, мы можем 
(29) переписать в виде

[cT'ft*)- cffX(*)J Х ( Ч * 0 . (30)

Если А/ пробегает всю группу Н , то и X (<v) пробе­

гает всю группу Н • Поэтому из (30) и леммы 1.3 вытекает

f  f(x) = (T’f I  (*)• (31)

В силу произвольности х в G. из (31) следует £>% -
= s' i x .

Наоборот, если найдется такой автоморфизм X. группы 
<а , что «Pf - $ X ,то отсюда последовательно вы­

водим (31),(30) и (29), а это дает

= Х М ‘ X 14 (32)

при всех xfc Gi , А/ €l Н- .в силу антикоммутативности
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верно также

X (А/х) = X (A/J « X (*) • (33)

Еслж у  и г произвольные элементы из S , то пред­
ставим их, как и раньше, в ввде у-ж к,г + 1 t i  = lir+c,f 
где ь ,1  e j,, <$ € И . Тогда в силу (21) и& = wo 
и мы подучаем " "

X  « X (y jf + f i ) =  X lfö l + X- ( f t ) .  (34)

С другой стороны, поскольку X {у) % (г) + X ( f ) и

X (г] * £ £  М  + £ (^), опять в ему (21) подучаем

- z w  ° X ( 2)+ X ( f ) °X ( z ) . (35) 

Равенства (32) и (34) дают, что правые стороны (34) ж 

(35) равны, следовательно равны и левые стороны ж X пере­

водит первое произведение во второе» Теорема доказана.

Рассмотрим теперь вопрос о том, когда существует нену­
левой гомоморфизм А —

Определение. Характеристикой называется последователь­

ность z - (т*,) , вде каждое Тс либо целое неотрица­
тельное число, либо ЭО ф

Определение; Две характеристики г и <г называют эк­

вивалентными, если f г * <т? лишь при конечном числе 

таких i , что t i  f- Gl * cm , Классы эквивалент­
ности характеристик называют типами*

Будем писать ъ  s <г 9 если "ч - °1 при всех 
и . Легко видеть, что отношение " £ " является частичной 

упорядоченностью*

Цусть G. - абелева группа* Определим характеристику 
X (г) = (tl, (г)) элемента г е £  следующим образом:

1) если уравнение рх̂ = г разрешимо в <Я при 

всех натуральных то г- (а) » «  ;

2) если уравнение р? л • разрешимо в (я , а 

уравнение р Г *1 % * * У*® не разрешимо, то
Известно, что характеристики элементов абелевой группы 

без кручения ранга I составляют в точности один тип* Наобо­
рот, каждому типу соответствует некоторая такая группа (см* 
[3], стр.177).

Если >  - гомоморфизм абелевых групп, V  : А — ► 6  , 
то легко видеть, что при каждом г £ А будет т (а) ^
$ -г Жг )) .

-225-

29



Цусть S : Л — *• есть гомоморфизм ж S (а) =■
= %* - ( £ $с ] j • Обозначим дои любого L С 'f0 J * ^  ) • 
Тогда легко видеть, что вое сГс суть гомоморфизмы из А 

соответственно в •
Предложение 1.2. Ненулевой гомоморфизм д : А —*• 

— *> ъ* существует тогца и только тогда, когда

J  0(3*11 35)*0, где J - { L l 4  (л) * Л6 Л}.
Дрказате̂отвр*̂ Необщдгвюсть, Если i  в J 1 t то 

«аЛ- =. о , а следовательно .<Г ° = 0 • Значит, сГс мо­
жет быть ненулевым только в случае I  £ Jt Ü ]j *

Известно (ели [4], стр. 146), что уравнение *vx =
с. d + cl ь I , rbVpi - 1 ) имеет единственное та­

кое решение в целых числах, что 0 4 х < p>i . Из »то­

го следует, что каждый элемент группы 2.р* делится на 
любое целое число, которое взаимно просто с pL .

Покажем, что последнее свойство имеет место и для я i 
(кольца целых р--адических чисел). Понятно , что множест­

во oi L в Ü I  ̂€ ̂  L J“ является идеалом в . Из­
вестно (см.[з], стр. 192), что последовательностью 
<и1 э  '#* о • * • исчерпываются все ненулевые вдеа- 
лы кольца l2t i . Возьмем элемент 5 » (1, 7, •• •) 6 ^  . 
Тогда «v $ $ äг , так как uv * т  Ф 0 [ поЖрц ) № 
Следовательно m/5»- * , а это означает, что любой 
элемент кольца %  допускает представление в виде • 

Это представление единственно, так как из rrv% - о 
следует * О ( mod p0d }fr а в силу т> V рс ~ А 
ш t,j < pi это дает Kj =- 0 - .. .

Возьмем элемент j * -  ([ % L1] ^ с характе­
ристикой . r Q * j  -• (“ч ($*)) * Так как '
" [̂  [ i1/ ]) для любогс ^  ®  ,t , ‘го I делит­
ся на ^  тогда и только тогда, еслж каздое Схь] делится 
на » Из сказанного вше теперь легко вытекает, что

Ч(Г) - ^  (L П )  . 
Цусть Л € А такое, что 'ч (л) - «о пос­

кольку т (л) 6 'г (/(л)) , то X i [  S' [а)) » Tt 
Такш р̂̂-едэческим числом или шежшш классом по
frvod/ р~, который делится на любую степень числа pi , 
является только О, значит С 0 ] -<Л Поскольку ха­
рактеристики всех элементов из А эквивалентны, то из 

следует Т; (/*] * оо при ЛЮбОК *-с € Л .
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Но тогда <Г° - о . Следовательно, еслж сГ*> о , то 

t ь J  • Учитывая ваше первое замечание, получаем

Достаточность* Возьмем любое i. е. 7 П (J, U J3 ] и по­
кажем, что существует ненулевой гомоморфизм <Г ̂ : А -*• я/4 

Сначала установим, что любое число /<• £ Л записывается 

единственным образом в ввде ‘ /* =• (т/л ,)\е , где r>v( ru t 2, 
ъ  V pi = 1 ' дробь /»V /<v несократима и Л, - фиксирован­

ный элемент из Л. для которого 'Ci (л„) = о .

Существование л0 получается так: в силу с е J  имеем 
t;: (л) для произвольного л € А .Но тогда

xL (л.) * о , где ■*<, определяется из уравнения pL Л0 =• 
•=. Л (в противная случае было бы t l .(\ ) > ^  ).

Возьмем произвольное рациональное число /•< е А и 
запишем дробь /Я0 в ввде /̂»■v , где п, е *5 
т /п> •=■ j (это означает /< = ( )  A ü ) .  Покажем, что 
тогда ъ Vpi Я1 .

Рассуждая от противного, допустим <v = pi ^ . Тог­
да т,Ао - Pi [ ъ ‘/*) . Поскольку ^ м  € A  f получим 

(«гЯо) > о .С другой стороны, из несократимости дроби 
следует fiVnv - 4 , а это дает (см.[з]стр, 177)

Х-1 (irvXo) - "Ci ( ~ о , противоречие. Если еще =
- (*v/s j А0, где дробь ъ(л несократима, то отсутствие де­

лителей нуля в Я влечет т(л , - ъ/д t а несократимость 
обеих дробей дает т, - * 0 ;

Для задания гомоморфизма сГь; А — запишем 

любое /< € А в виде /И ■= При доказатель­

стве необходимости мы видели, что для любого L )] £ я г,to 
и целого числа̂. tv, где п,Урс, _ существует единствен­

ный L <=• Я, * так что “ Сл1. Поэтому можно оп­
ределить rt'V /W [   ̂] - гл, И ПОЛОЖИТЬ СГС(А0 ^w/*v ) —
= L 5 J •

Если . f'f] * О. , то сГс оказывается ненулевым, 
так как с*ь ( 1 (-I • л* ) - 4 ■ С if J = Ш . Покажем, что 

j~' является гомоморфизмом групп.
^  ( Л 6 » W * v  +  A o  v / j  ) =  сГ"(Ло l' V v /* '  +  ъ / 4  )) * ( ' » ' / * ' + W r ] ~

~ rrv/и, [}] + v/d [yj = ( р  (Л,  rw/»v I + с*4  (Aü ъ /1)

Ненулевым гемоморфизмом из А в. * н является теперь 
отображение <ПЛ) - (0, — • / Ö, сг (л), с?..̂ Цреддожешю до-
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казано.
Следующая теорема выясняет строение антикоммутативных 

ассоциативных Л-колец ранга 1. +

Теорема 1.4. Гомоморфизм /: Л — *■ определя­

ет на 6 ассоциативное кольцо тогда и только тогда, ког­

да /(л)г * 0 при каддом А £ А . Это условие вы­
полнено в том и только том случае, когда £  ̂~ О при 
1 £ J  /1 J j и для каадого L в J  П \  найдется л, £ А  
такое, что (Л„)-о и Щ  (/‘'(aJ) ̂  [(»ч +0/2].

йоказотедшство. Необходамость̂ Допустим, что L ассо­
циативно, . L + » G. и умножение определяется в L форму« 
лой (16). Тогда

о а -(€la äjJA/- <fM[<r(*)b] -
хде А/ 6 Н «В силу произвольности элемента А/1 И 
отсвда и из лешш 1.3 следует ^(л)" * 0.

Подученное условие равносильно тему, что S^(x)L- О 
при всех I ж я 4 Л . Если I е , то отсвда полу­

чаем о , так как в ^  отсутствуют делжтели нуля 
(см. [з], стр. 192). Пусть L e J  П J z . Поскольку 
то как и в доказательстве предложения 1.2 найдется 

л«е Л ; так что ZL (Xo) = 0» Так как S LCxf  - О 
при каадом л ,то, в частности, имеет место J4, (л*) =0, 

т.е. <fL(A0) 2 о (Wed! pi'4 ) ? а это влечёт

Дретатотаость. Покажем сначала, что кольцо L ассо­

циативно» если только «Г (л Jz = 0 при каадом л 6 Л . 
Поскольку группа YI ^ £ / Я локально циклична, ,то также 

как в теореме 1.3, получаем, что для любых *, ч, * £ <Я 
найдется е G.\ Н такой, что х, а 6 К {V } +■ Н t 
Легко вадеть, что К — ß (Н, 0,- сГ ff Ассоциативность коль­

ца К следует из теоремы 1.2, так как

Цусть J"*' * О при i z j n h  и для каадого

I е 7 Л \  найдется л0 е Л такое, что ^/я в)-о и 
с** (&1 [л0)) )  [[<*i + *)lL], Покажем, что тогда сГ̂л)* = о 

при всех L и *.еЛ. . Если i- ^ J  Л Рг. ü , 

то «то имеет место согласно предложению 1.2. Бели
i  ь 1 П h  »то сГ‘'(л)Л = о в силу предположения. Если
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L e -7 , то жз wi (сГ1/(л0)) > 1 [*1 +А)/£ ] следует

^  (ЛоТ s 0 ('П/оЛ pi ), Как показано в доказательстве

предложения 4.2, всякий элемент из Л  записывается в виде

\ , 'rvA v » где ^  * е 11 • Тоцда
£ ь[л)1'-ш <Гс(лв ГРу/г*)1 - Поскольку

*,l VpL ~ i , то сГ̂А) s о в . Теорема дока̂
зана.

§ 2. О периодических Л-кольцах

5 этом параграфе мы до некоторой стенени выясним 
отроение периодических л-колец.

Лемма 2Л. Периодическое кольцо является А-кольцом 
тогда и только тогда, когда все его примарные компоненты 
суть Л-кольца.

Доказательство* Необходимость следует из леммы 2. Дока­
жем достаточность. Цусть L  L- (прямая сумма ко­

лец), где L i - примерная компонента кольца L . Любые 

^ с L представимы в виде х = + * • •+ ост, у +
. . ! + ^  , цце -ч, е L i . Поскольку все L i являются 

л-кольцами, то при некоторых <с4 , ^ 1   ̂ Z имеем x̂ j;. =.

= <4 Ч + к  ̂  • Поскольку <т t*-i)\/<r(gi) = 1 при с +j} 
то системы чисел <г(х,, tr u,~) и ч , " ' /  Сп̂
удовлетворяют условиям леммы 4. Следовательно найдется 
такое, что а <4 o'frj) при всех ь • Аналогич­
н о  «мг«тгег»ч» г»дппйr><r T trm enw a ф я т т л т л  /С t  ŽL ^ T O

В силу леммы I L является л-кольцом.

Этим изучение периодических л-колец сводится к изу­
чению примарных Л-колец.

Лемма 2.2. Аддитивные порядки элементов примарного А- 

кольца с ненулевым умножением ограничены в совокупности.
Дрказатш>ство, Цусть L - р-примарное я—кольцо. 

Допустим, что порядки элементов группы L* не ограничены 

и покажем, что тогда L - кольцо с нулевым умножением.
Воэьмем произвольные х,  ̂ е. L и пусть р4 - 

s nvu. (>(*), в По предположению найдётся £ 6 L поряд­
ка р , где t i 1$ . Покажем, что в разложении группы 

Н J ,*■} в прямую сумму циклических подгрупп толь-
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ко одно прямое слагаемое имеет максимальный порядок, кото­

рый равен f> . Так как каждый элемент из Л имеет вид 

кд + ̂  + 5 то являетоя экспонентой группы 
Н . Кроме того, кавдый элемент и* порядка тр^ имеет 

вид и  - -*• L  t где и 4  6 { *, ̂  \ .

Цусть V - + L ' ~ другой элемент порядка р^ » В 
силу nrvvp> *'1 найдется L t И такое, что l '^ a ) - 
= /п/'а. . Следовательно +■ •* n^C^vi =

- A/d(^v;5t -f A/j . Поскольку /v’̂  /о , TO

( L )  n { *-}fö И подгруппы { « } и {*'j не могут одновре­
менно участвовать в прямом разложении группы j~l .

Теперь получаем в силу предложения I, что Н нормаль­
но. Цусть f-f ~ (ИГ, °S £>) * Исходя из того, что <х и (3- 
гомомор$изш из Н г в žpt и jV*л - р*] - О , легко 
доказать, что ly), fb[x)  ̂р . Следовательно,

+ Р> (x-)j = о . Лемма доказана.

Следствие 2Л. Аддитивная группе примарного Л-коль­

ца с ненулевым умножением разлагается в прямую сумму цик­
лических подгрупп с ограниченными в совокупности порядками* 

Дрказа2е-5ь̂.т10-* Утверждение непосредственно вытекает 
из леммы 2.2 и из следующей теоремы. Всякая примерная абе­
лева группа с ограниченными в совокупности порядками элемен­
тов разлагается в прямую сумму циклических подгрупп (см,[3] 
стр. 146).

Предложение 2.1. Если р Ф I , то р -примарное Л - 
кольцо нормально,

До̂т̂ельство. Ясно, что кольцо с нулевым умножением 
есть нормальное Л-кольцо. Если L есть -̂примерное

[p^r2) Л-кольцо о ненулевым умножением, то в силу след­
ствия 2.1 и предложения I кольцо L нормально.

Для любого простого числа р , натурального числа *v 
и кардинального числа у обозначим ~ R (  Н, рл)
(ом. стр. 2(/7) , где Н - прямая сумма f циклических 
групп порядка p ,v. Мы имеем целью показать, что любое 
/>-примарное (р ± 2.) Л-кольцо с ненулевым умножением 
изоморфно вкладывается в некоторое кольцо R (р,JV, ^ / , 
но на самом деле имеет место более общий факт«

Теорема 2.1. Нормальное Л'-кольцо L - (H,°s ̂)вкла- 
дывается изоморфно в кольцо Я (Н , ^ ) , где fi - экспо­

нента группы Н .



Доказательство. Определим нормальное ̂ % надкольцо 
L ' =. (МЧ'/j'j следующим образом. Н'= + {f) t И f щв 
&(&)= fr(f)~ fr » 'I’M' [*-] + <*■(-&) t
^(c€/ + Lj- ■+ 6j) = [ l ]  + ß (A/j (A/6 Li f L <*] ~ + {Ki) являются 

гомоморфизмами из И в £ ^ } как суммы гомоморфизмов.
Докажем, что Н можно представить в виде прямой сум­

мы абелевых групп И1 - •+■ 6 , где 6 кольцо с 
нулевым умножением. Положим 6 - fctv и про­
верим, что в. П {b, I } = О И (к + {*',£} = н' . Если 
x e ^ n f b j f }  « т.е. ocVxJ в с? 
то подучаем С ̂  ] я ] = 0 . Отсвда х * О . Дня 
любого х а Н1 имеем x-^.'(x)c+ß,(<K)f.+[x-at.'(x)i_
- (i'(x)f] . Здесь явно ».'(*)& + (b'(x)j. е {^,f} и
легко проверить, что <*.'[х~* (x)i - р>'(х)£)-= [ь'(х-<<'(*)<, - 
-fi'(x)j-)=0 .ПОЭТОМУ н'*{«',/’ К 6 • Если t
е G., то правило умножения имеет ввд *

(<о,С f Iff- + |i)(&a> Л'(с£^ *]}*)( bjli-
ft i f  4 <jl )+/$'(*><, I *  К 4  6 + + ^

=ibL(tC^ + +<̂i) + ̂ z.j'

Следовательно, l ’ —  ß (6 , <v j . Так как имеет мес­

то изоморфизм групп, (к -  И '/ {  ъ, {  - И и умно­

жение в ß (G, и,) определяется только аддитивной груп­
пой, то £ - ß (Н, *vj »

Теорема 2.2. Для любого р -примарного ( р * г. ) л - 
кольца L с ненулевым умножением найдется натуральное чис­

ло л и кардинальное число f 9 так что L изоморфно вклады­
вается Б ß (pv И/, j> )

__ ЙР̂затзльство̂ Б силу следствия 2Л имеем L * 

~Ž1 U i) а в силу предложения 2.1 L норкшьно. По 
следствию 2 d  существует p'v = w i x  (cr(ji)j i € sкото­

рое является экспонентой грушш L+ , так как L + порож­
дается элементами j-i „ Теорема 2.1 дает теперь, что L 
вкладывается изоморфно в кольцо R (Lf, р )̂ . Теорема 
будет доказана, если мы вложим R (Lf, р*) в R(p, V) 
где f ---|3/ .

Обозначим

£ (pi f) - + i f }  + "(чЬ



Так как порядки соответственно элементов г и г? , L и 

f  , f i н [ р У совпадают, то существуют изо­

морфизмы соответствующих групп,такие что , (ь) - & , 
Тогда отображение f, заданное формулой

± tZ l^ if i ) = f-A«.)-'- fi (*v^) =

=» p /o{ii))^ i
t J ^ ^

есть гомоморфизм группы ь? (L , p J в группу

К (Л ̂ f ) + • ^ö 1̂ 0 видеть, что ядро гомоморфизма f есть 
О , т.е. f - мономорфизм.

Чтобы проверить, сохраняет ли f умножение, вычислим 

по определению f и произведения в Rip ,*', f )
f (се- +Zjs ) ̂ (V £ + ̂  + } j =

-  IcJ (k l  +  Ü.* + 5Z. /orij-i /) &•, ̂  t jtz' i- y ~

= (ct +£fc>'- + )/>>(/;)! ■

С другой стороны, по определениям произведения в 

R (L* р*) и отображения f имеем

<p((fco +i f
а*? (*.' (*.t ̂  if i L i fi ) =
= vf ( ( +  iic'j +(^l ‘- ttr 'Jf  +У_ ((« - V  г Im! )рУ^фе^

так что f сохраняет умножение. Теорема доказана.
Автор благодарен Я.В.Хиону за постановку проблемы и 

помощь при оформлении статьи.
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RINGID, MILLE ADITIIVSE RÜHMA KÕIK 

ALAMRÜHMAD ON ALAMRINGID II 

K. Kaarli 

R e s ü m e e

Jätkatakse A-ringide uurimist, mida alustati töös

[2 ]. Ringi (üldiselt mitteassotsiatiivset) nimetame Лг-rin- 

giks, koi ta rahuldab pealkirjas toodud tingimust. Artiklis 

L2] kirjeldati A-rmgid, mille aditiivse rühma astak on 

vähemalt 2. Käesolevas töös kirjeldatakse täielikult Л- 

ringid,mille astak on 1. Sel juhul õnnestub saada ka assot­

siatiivsete A-ringide täielik kirjeldus. Viimases parag­

rahvis uuritakse perioodilisi Л-ringe.

RINGS IN WHICH ALL SUBGROUPS OF THE 

ADDITIVE GROUP ARE SUBRINGS II 

K. Kaarli 

S u m m a г у

The study of Л-rings begun in [2] is continued. A 

ring (not necessary associative) is said to be a л-ring, 

if it satisfies the property mentioned in the title . The 

Л-rings whose additive group has rank exceeding 1 were 

described in [2 ].In the present paper we give a description 

of the А-rings with rank 1. In this case the description 

of the associative A-rings is given too. In the last 

section the torsion Л-rings are investigated.

30
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ЗАМЕТКА О ПОЧТИ КОЛЬЦАХ С ЕДИНИЦЕЙ

К . Каарли 
Кафедра алгебры и геометрии

В работе [6j показано8 что конечная простая неабелева 

группа не может служить аддитивной группой почти кольца с 

единицей. Такое же утверждение доказано относительно конеч­
ной симметрической группы S„v , п, ^ о. Последний резуль­
тат обобщался в работе (8J. А именно, там доказано, что если 
аддитивная группа конечного почти кольца R с единицей имеет 
единственную нетривиальную инвариантную подгруппу, то

R = Zpz. . ( р - простое число), В настоящей работе дока­
зывается следующая теоремаs из которой эти результаты следу­
ют как частные случаие

Если нормальные делители аддитивной грушш конечного 

почти кольца с правой единицей образуют цепь, то R. = 2. ^ .

В последней части заметки рассмотрим проблем построе­

ния почти колец с единицей на прямой степени простой конеч­

ной группы»
1.Почти кольцам называется тройка ( R , *),* где 

(R, +) - группа (не обязательно кошутативная), (R,-) - 

полугруппа и выполняется закон дистрибутивности ъ (* + ̂ ) =
= 4,4 ■+ •v'b для любых Ъ, Jj.-fc е R .

Группа G, называется R. -модулем, если для любых

а е G. , R определено 9 г € ^  » так что 
4* (^)б и cjl^-rü) * + cji при всех ^ £ (я ,

6 € .

Почти кольца, а также модули над ними являются 52- 
группами, значит, имеет смысл говорить о соответствующих 
ядрах гомоморфизмов. Ядра почти кольцевых (R -модульных) 
гомоморфизмов называют идеалами почти кольца ( & -модуля).

R -модуль, возникающий при регулярном представлении 
почти кольца R, обозначим через . R  -подмодули мо­

дуля ßR называются правыми квазиидеалами почти кольца R •
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Идеалы модуля Rn называются правыми идеалами почти кольца

R*
Цусть S - подмножество в R , Обозначим A (S ) -

= R ; Sv« ОУ
Известна следующая лемма [7].

Лемма 1. A (S) является правым идеалом при любом 
множестве S . Если 5 правый квазиидеал, то А (S) явля­
ется идеалом в R .

Введем еще следующие обозначения:
Z. ( Ил, J - кольцо целых чисел (классов вычетов по мо­

дулю ft/);
ff (a j - порядок элемента грушш;
(vj~ правый здеал» порожденный элементом ъ ь R .

2* Нам понадобится следующая лемма, которая частично 

доказана в [6],

Лемма 2. Если аддитивная группа конечного почти кольца 

( R t . * ) с правбй единицей циклична, то R = 2. .
ibCTBO. Покажем, что правая единица ь являет­

ся образующим циклической группы (R, +]. Для этого доста­
точно показать, что ь имеет максимальный аддитивный поря­
док. Если е (t) я п/ , то при любом ь € R будет пл/ = -
* п/(о/ * ь) * *ъ *• rvb ■* 1  » о - о . Следовательно, ь 
является образующим. Каждый элемент ‘te. R записывается 
единственном образом , где е £*✓ . Ясно,
что отображение ^ ^ -г k v  есть изоморфтам
аддитивных групп. Покажем, что оно сохраняет и умножение

K-vO) - e f M  ̂ (oj.

Леша доказана.
Обозначим fr(y) < <*> У . Ясно,

что <0(RJ содержит вместе с числом п> все его делители. 
Следовательно <?(R) является полуструктурой относитель­
но взятия наибольшего общего делителя. Приступим к доказа­
тельству основной леммы.

Лемма 3. Структура J (R) правых идеалов почти коль­
ца R с правой единицей содержит подполуструктуру относи­
тельно взятия суммы, изоморфную полуструктуре <0(R)i

Дога̂тельство,. Цусть ь - правая единица почти коль­
ца R • Покажем, что отображение *f : 0(ß) — ► J(ß) ,



заданное формулой f  = 1 *ъь] ) есть искомое вложе­

ние.

Докажем сперва, что f переводит наибольший общий дели­
тель {i>v, fv] в правый идеал [We-] + [ivej „ Если /п- де­
лит Го, ТО еСТЬ А/ = ю/П/, с £ £ , то [*v^j - 

= [кт ,ь] с [*ve,j . значит f монотонно. Так как О'*',*) 
делит rrv Ж Пу , то

[ пге] + [и, о j С Ц/rv, уь)е.] . (£)

С другой стороны, по известной теореме ([11, теорема
137) найдутся jс,че £ , так что -xm. + w/v ■= 
Следовательно

(*v,n>)c = (**v + = х [»м ) + у {ъо )к[*м ]*[л*]}

что дает обратное включение для (1).

Остается показать, что f взаимно однозначно, Цусть 
f*v(*v € ®(f?) и чР(*'М - f (^) , то есть C^t] - 

= Гк-е-] . Возьмем такой t/ е R , что Тогда
О - <vu - *г,(’ие'/ ~ o-(n-t-) . Следовательно, ю-с & А ('>-) , 

а в силу леммы 1 А К) & J И) . Так как L ^ i  наимень­

ший правый вдеал, содержащий п-о, то [>&] с А (ъ)
Но тогда т с  £ J Я. A г что влечет 0 ■= ж
« пг (г-е/) = *п-т/ . Поскольку <r(v) * п/ с этим доказано, 

что trw делит А/ . Вполне аналогично доказывается» что 

делит nv t а это дает равенство wv *» *v » Лемма доказа­
на®

Теорема 1« Цусть почти кольцо R с правой единицей ь 
содержит правый вдеал S такой, что

1) Ь t 5 ;
2) для любого правого идеала Т из Т ^ 6 следует

S c T  i
3) правые идеалы, содержащие 5 , линейно упорядочены»
Тогда для всякого ь & R. нз с К) < о® следует,

что <г ('ъ) равен степени фиксированного простого числа р «
Доказательство. Согласно условиям 1) и 2) имеем S с 

с [^] . Допустим, что существует v е R , так что 

делится на различные простые числа о и а . Тогда подход­
ящие кратные элемента ъ будут соответственно элементами 
порядков р ш ^ . В силу леммы 3 правые вдеалы [р&] и 

[c^t] не могут быть сравнимы относительно включения. Не­
возможно, чтобы [р Ĵ и C ^ j  оба содержали S - это про-
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тиворечит условию 3). Если бы один из правых идеалов [рс] 
и [<j,c] содержался в S , а другой содержал S , то они 
оказались бы сравнимыми. Поэтому LpeJ с S. Но тог­

да [е-] * [lp,^)t] Ä Гр*] £ 5 , противоречие. Тео­
рема доказана«

Следствие I .  Если все правые идеалы почти кольца R об­
разуют цепь, то конечные порядки элементов из R являются 
степенями фиксированного простого числа р .

Д{®Й2а2е®дтю, В качестве S в теореме 1 следует взять

О, являющийся правым идеалом, как ядро тождественного авто­
морфизма.

Следствие 2. Если почти кольцо R. обладает двусторонним 

нулем и двусторонней единицей и в содержит наибольший соб­

ственный правый вдеал, то конечные порядки элементов из ß 

являются степенями фиксированного простого числа р.

Доказательств Проверим, что выполнены условия 1) - 3) 

теоремы 1. В качестве S возьмем наибольший собственный пра­

вый идеал. Тогда условия 2) и 3) выполнены. Остается пока­
зать, что ъ 4 S . Так как R имеет двусторонний нуль, 
то S является правым квазиидеалом (см. например, [3], стр. 
160). Но собственный правый квазшщеал не может содержать 
левой единицы*

Теорема 2. Если нормальные делители аддитивной группы 
конечного почти кольца R с правой единицей образуют цепь, 
то R a .

Зоказате̂ство. Поскольку подмножество цепи есть всег­

да цепь, то в силу следствия 1 группа {/?,+) является конечной 
р-группой. Так как нормальные делители группы (R,+j 

образуют цепь, то (Я, +) имеет единственный максимальный 
нормальны!! делитель Н.Возмём некоторый элемент Из­
вестно, что всякая собственная подгруппа конечной р-груп­
пы содержится в собственном нормальном делителе (см. [51, 

теорема 4.3.2). Следовательно, циклическая подгруппа, по­
рожденная элементом ъ, совпадает с R . Шше утверждение 
теперь следует из леммы 2.

3. Как уже было отмечено, не существует конечного поч­
ти кольца с единицей и с простой неабелевой аддитивной груп­

пой. (Это следует также из теоремы 2). Наша последняя теоре­

ма усалит этот результат в другом направлении. Сначала 
даем необходимые сведения о примитивных почти кольцах.
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Условимся, что в течение этого пункта С является дву­
сторонним нулем почти кольца R .

Модуль <3 R называется циклическим, если при некото­
ром а £ (я будет * (я . Модуль <д называется непри­
водимым, если он не содержит нетривиальных подмодулей. Мо­
дуль (л называется точным, если { ̂  | (я v =• О ) = О

Почти кольцо R называется примитивным, если оно облада­
ет точным неприводимым модулем.

Пусть груша Г действует слева на аддитивной группе 
(я . Пусть ? такая эквивалентность на £. , что из ду' 

следует для каадого f - Рассмотрим
множество всех отображений 'ь  '■ | на (я , удовлет­
воряющих условиям; 1) из 5 ? ^  следует чъ- с Ч, ;
2} i f p ’b f ̂ч) ; 3) Ру -О .

Следуя [4], обозначим указанное множество отображений 
через H om,r Q1 (Я /f; G. } . Введем в нем сложение и умноже- 

ние естественным образом, т.е. формулами: й^+1) "
• Множество Не^р̂ (6 

является почти кольцом, a G, точным Н отго(( 3 ,  Q ) —мо­
дулем относительно композиции [к, ь) — *. ^  .

Лемма 4. Цусть Г, G  и ^ взяты, как указано выше и 
R - Н</ягг 0 tfi/f, &). Если (д является циклическим £-моду­

лем, то (I' имеет праву® единицу тогда и только тогда, когда 
<5* * (отношение равенства на 6. ),

Доказательство, Если ^ , то Ho^ro {G./ î Cn)
содержит тождественное преобразование группы б 1, которое 
очевидно является единицей для R •

Цусть теперь R имеет правую единицу t . Так как R - 

модуль 6  циклический, то можно выбрать элемент а е G. , та­
кой что Имеем (дъ)с » j-v при всех 

« € Q,, ъ € R . Поскольку j R - G. , это означает, что 
е - тождественное преобразование на G.. Если теперь

м >т0 ? *  ? ' * • ' ? 'зна™  f *
= . Леша доказана.

Следующая теорема, дающая описание примитивных почти 
колец с условием минимальности для правых идеалов, является, 
весьма частным случаем результатов Полина (см. Ш,теорема 4), 

Теорема 3. пусть R - примитивное почти кольцо с усло­
вием минимальности для правых идеалов, не являющееся кольцом,
6 - его точный неприводимый модуль,Г*- группа R-автоморфиз-
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мов модуля Ci,  ̂ - f( -эквивалентность на G., т.е* 
тогда и только тогда, когда <р » при всех

ъ в (\ . Имеют место следующие утверждения.

1) Фактормножество 6 /̂  есть объединение конечного чис­

ла Г-орбит.
2) R ~ Но^Г0[ G./ ,̂G,).
3) Модуль Rß разлагается в прямую сумму конечного чис­

ла своих подмодулей, изоморфных модулю (* »
Следующая теорема дает описание примитивных почти колец 

с правой единицей и с условием минимальности для правых иде­

алов. Напоминаем, что автоморфизм называется регулярным, 

если он не имеет ненулевых неподвижных точек .Будем говорить, 

что Г есть группа регулярных автоморфизмов, если все нееди­
ничные автоморфизмы из Г* регулярны.

Теорема 4. Примитивное почти кольцо R о правой едини­
цей и с условием минимальности для правых идеалов. которое 
не является кольцом, изоморфно почти кольцу Н отГ0 (и . G.J, 
где F - регулярная группа автоморфизмов группы Q. •

Зф̂зате̂ство. В силу теоремы 3 

где Г - группа R -автоморфизмов точного неприводимого R- 

модуля Q  и ^ - R -эквивалентность на &. Согласно лем­
ме 3 из [4] Г является регулярной группой автоморфизмов, а 
лемма 4 дает, что  ̂- й а - Теорема доказана.

Обозначим через (6.) множество всех преобразова­
ний группы (6,-*■), сохраняющих О „ Имеет место равенст­

во Sв (<Я) ■ Нот, 0 CG., <д), где L - единичная группа ав­
томорфизмов группы ' £  , так как при Г = ь и  ̂» £1̂  

каждое сохраняющее 0 преобразование удовлетворяет условиям 
*) и 2).

Теперь мы готовы к доказательству следующей теоремы.

Теорема 5. Цусть £ - почти кольцо с правой единицей, 
(R,+ )£ * где <д простая конечная неабелева группа1. 
Если fv £ I (Я j -'1 f то »v *■ I <2.1 -'l и ß 3» Se (fi) .

Д9ка̂теш>£твр_. Легко проверить, что (5е С<Я)( =
«  G ,g,~1 • Действительно, подходящими прямыми слагаемыми 

будут правые идеалы » {*4 v £ $0 (<л), при ) ,

где 0  ̂ € G. . Цусть теперь п, - наименьшее такое нату­
ральное число, что существует почти кольцо R с правой еди- 
ницей З' и с аддитивной группой . Так как S0 С <Я)

1 Через õ"' обозначена ix-ая прямая степень группы 6*



имеет единицу, то г* существует и к/ 4 I <Я J Ч .

Покажем, что R не имеет нетривиальных идеалов. Цусть 
J - собственный идеал в R. По известной теореме ([33, 

стр. 48) СR , J является вполне приводимой группой, т.е. 

для каадого его нормального делителя А существует дополне­
ние в , так что Л -+* ß = R. . Следовательно существует 

нормальный делитель 1 так что J  + J  = R. . Нормальный 

делитель ^ вполне приводимой группы тоже вполне приводим 

([3], стр«47). Поскольку (%,+) - однородная вполне приво­
димая группа, то (R/Jj*) » J  является тоже прямой суммой 
изоморфных копий группы Gu Но идеал J  не содержит правой 
единицы и поэтому R / 3 есть почти кольцо с правой едини­

цей. Из минимальности ^  теперь следует R / J  = R t значит 
J  - О .

Возьмем минимальный правый квазивдеал S с R . в си­
лу леммы 1 имеем две возможности: А (S) - О или А (Ь ) »
* R . Поскольку # «го А (S j *■ 0 .

Всякий правый квазиидеал из R является R -модулем, a S 
будет неприводимым и в силу А (S ) =* О точным R-модулем. 

Поскольку (R,+) - неабелева группа, то & оказывается ко­
нечным примитивным почти кольцом, не являющимся кольцом. 
Согласно теореме 4 (\ изоморфно некоторому почти кольцу 
ß'* HonbrQ{Gf'G ) , где Г действует на регуляр­

ными автоморфизмами. f
Допустим, что Г неединичная группа. Тоцца С\ нильпо­

тентна С9]. Дальше, (£', +) тоже нильпотентна, так как в си­
лу теоремы 3 (%',+) есть прямая сумма изоморфных копий груп­

пы (Я7 (см. [2], стр. 387). С другой стороны, lR( +) не 

нильпотентна, так как она без центра. Действительно, центр 
прямой суммы равен прямой сумме центров прямых слагаемых 

([2], стр. 103). Но (R,*)* {R\+) и мы пришли к противоречию 
с предположением, что Г неединична.

Из Г * & следует R. * S0 (G/) . Как и раньше, 
можно убедиться, что (!>0 (G'j,+) * 1 1 . Так как (л изо­

морфно нормальному делителю вполне приводимой группы 
то u  ,t где некоторое натуральное число. Тогда 
(R', +] * ‘ единственности разложения вполне 

приводимой группы (Гз], стр. 51) получаем ~1) -
«  ь  (! (Я I к'~ 1 ) . Поскольку у нас было п, ž I <Я | - А , то

из последнего равенства следует ! и » [GМ . Следо-
-240-



вательно G' z 6 и R = S0(6) . Теорема доказана.

Примечание при корректуре

После передачи рукописи в редакцию автору стало известно 

о статье Криммеля [ю], где аналогичным путём доказывается ут­

верждение, близкое к теореме 2.
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ÜHIKUGA RINGOIDIDEST 

К. Kaarli 

R e s ü m e e

On hästi teada, et lõplik lihtne mittekommutatiivne 

rühm ei või olla ühikuga ringoidi aditiivseks rühmaks [6 ] . 

Käesolevas artiklis tõestatakse selle tulemuse kaks üldis­

tust.
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Teoreem 2. Kui parempoolse ühikuga lõpliku ringoidi R  

aditiivse rühma normaaljagajad on lineaarselt järjestatud, 

siis R = ~Zpа ( p - algarv).

Teoreem 5* Olgu <3 lõplik lihtne mittekommutatiivne 

rühm. Minimaalseks selliseks naturaalarvuks n, et eksistee- 

rib parempoolse ühikuga ringoid R aditiivsel rühmal (S 
(<Л П-is с, tseaste), on i&l - 1 . Seejuures R on isomorfn® 

rühma <S kõigi nulli säilitavate teisenduste ringoidiga.

A NOTE ON NEAR-RINGS WITH IDENTITY 

K. Kaarli 

S u m m a г у

It is well known that a finite simple non-abelian group 

cannot be the additive group of a near-ring with identity 

L 6J. In this note we give two generalizations of this re­

sult .

Theorem 2. If the lattice of the invariant subgroups 

of the additive group of a finite near-ring R  with right 

identity is a chain then R  - ~i. where p  is a prime.

Theorem 5« Let 6  be a finite simple non-abelian group» 

The least integer such that there exists a near-ring R  

with right identity on the additive group <S (the n.-th 

power of 6 ) is /<3/ - -/ . This near-ring is isomorphic to 

the near-ring of all mappings of 6 into itself preserving 

the zero.
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