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I jagu.

Taisarvud.
m—_—.

I peatiikk.

Loomuliku arvu (positiivse tdisarvu) maiste.
§ 1. Aritmeetika ainestik.

Aritmeetika on teadus arvudest, nende omadustest ja nen-
dega teostatavatest tehetest. Vastavalt sellele on tema pdhi-
lilesanneteks arvu moiste kindlaksmiiramine, selle maiste
arendamine ja arvudevaheliste seoste ning aritmeetiliste
tehete omaduste tundmadppimine.

Opetus arvust on tdnapieva matemaatika iiheks tdhtsai-
maks ja samuti ka raskeimaks peatiikiks. Kiesolevas raama-
tus on esitatud aritmeetika alused ainult pedagoogiliste oppe-
asutiste oppeprogrammi ulatuses, mistottu piirdume ainult
positiivsete tdisarvude ja murdarvude vaatlemisega. Ent nende
kiisimuste tdielik ja range kisitlus ulatub kaugelt iile kiesoleva
raamatu piiride. Erilist huvi pakub nende arvudevaheliste
seoste ja nende tehete omaduste tundmadppimine, mis ei ole
rakendatavad ainult mingil eriviisil valitud konkreetsetele
arvudele, vaid mis kehtivad ka mistahes arvude puhul. Nende
iildiste seoste tundmadppimiseks kasutatakse aritmeetikas
tahti ja nimelt tdhtede abil tdhistatakse mistahes arve. Niiteks
on vordus a-+ b=16 kehtiv ainult tihtede a ja b teatava
vddrtuse puhul, nditeks, kui ea=14 ja b=2; vordus
a+b=>+4 a on aga kehtiv mistahes a ja b viirtuse kor-
ral, muuhulgas ka siis, kui a==14 ja b=2. Jirelikult ei
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viljenda esimene vordus mingit arvude iihist omadust, kuna
teine aga viljendab koikide arvude iihist omadust ja nimelt
nditab, et summa ei muutu liidetavate jirjekorra muutumisel.

Edaspidi kasutame arvude iihiste aritmeetiliste omaduste
tundmaoppimisel téhti.

§ 2. Loomulikkude arvude rida ja selle omadused.

Positiivset tdisarvu nimetatakse aritmeetikas loomulikuks
arvuks ehk naturaalarvuks. Loomuliku arvu moiste tuleneb
tema eelkdivast ,hulga” maistest, s. 0. meid {imbritseva maa-
ilma tiksikute esemete kogumikust.

Igat loomulikku arvu Vvoib vaadelda teda moodustavate
iihtede hulgana (kogumikuna). Toepoolest selleks, et moodus-
tada mistahes hulka, voib. algul votta ainult {ihe elemendi.
Selle hulga elementide loendamise tulemusena saadakse loo-
mulik arv iiks. Lisades saadud hulgale veel iihe elemendi,
saame hulga, mille elementide arv viljendub loomuliku arvuga
iiks ja iiks ehk, mis on seesama, arvuga kaks. Lisades saa-
dud hulgale uuesti iihe elemendi, saame hulga, mille elemen-
tide arv viljendub arvuga iiks ja iiks ja iiks ehk arvuga
kolm jne.

Niiviisi v6ime koostada arvude rea (hullga)s 12,18, 45 o
lisades iga kord arvu iiks eelnevale arvule. Siirast rida nime-
tatakse loomulikkude arvude ehk naturaalarvude reaks. See
rida on I6pmatu, mis tidhendab, et olles joudnud rea mistahes
arvuni ja lisades sellele ithe, moodustub uus arv, mis otseselt
jdrgneb antud arvule,

Loomulikkude arvude rea elementide hulga iseidrasuseks
on elementide (arvude) asetsemine ranges jarjestuses, mis-
tottu on voéimalik kindlaks mairata, milline element jirgneb
teatavale elemendile, milline eelneb sellele ning milline on alg-
element. Seda ja selliseid hulki nimetatakse korraldatuiks
(jirjestatuiks). Niiteks on niisugusteks hulkadeks tihestiku
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tdhtede hulk, tahestikulisse jirjekorda asetatud antud klassi
opilaste hulk jms.

Esitatust jareldub, et loomulikkude arvude rea igal arvul
on selles reas kindel koht.

Seega saame loendamise protsessi tulemusena hulga voim-
sust iseloomustavate pohiarvude korval jirgarvu (ordinaal-
arvu), mis iseloomustab kohta (number), mida antud element
omab teatavas korraldatud (jarjestatud) hulgas. Jirgarvu
vaatekohast: a) kaks vordset arvu on loomulikkude arvude
rea iiks ja sama arv ja b) arv on kas vidiksem voi suurem
teisest arvust, olenedes sellest, kas ta eelneb voi jirgneb sel-
lele arvule.

Hulka nimetatakse Ioplikuks, kui on vo6imalik kindlaks
teha selle elementide arvu, seevastu pole aga voéimalik kind-
laks méairata lopmatu hulga elementide arvu. v

Jargmised aksioomid viljendavad loomulikkude arvude
rea omadusi:

1) iiks on arv;

2) igale arvule jirgneb otseselt iiksainus teine arv;

3) kaks arvu, milledele jirgneb iiks ja sama arv, on
vordsed;

4) iihele ei eelne iikski arv;

5) kui mingi omadus on kehtiv arvule iiks ja kui see éma-
dus, olles kehtiv mingi teise arvu kohta, jiib keh#tma
ka sellele arvule otseselt jirgnevale arvule, siis on see
omadus kehtiv loomulikkude arvude rea kéikide arvude
kohta.

Viimane aksioom viljendab tdieliku matemaatilise induktsiooni print-
siipi. Ta omab erilist tdhtsust aritmeetika iilesehitamisel jirgarvu teoo-
riale, sest loobudes sellest ei ole voimalik toestada iihe voi teise oma-
duse kehtivust IGpmatu loomulikkude arvude rea kdoikide arvude kohta.

Viiendast aksioomist loobudes me voime alati veenduda selles, et
antud arvul (nditeks 2 v6i 3) on mingi omadus, mida saab vahetult
kontrollida; kuid me ei saa tdestada, et see omadus on kehtiv kdikidele
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loomulikkudele arvudele, sest loomulikkude arvude rida on piiramatu
ja ei ole voimalik katsetada iga arvuga. Viiendale aksioomile pohjene-
vaid toestusi nimetatakse tdieliku induktsiooni meetodi toestusteks.
Arutlusi tédieliku induktsiooni meetodi abil tunnevad histi koik, kes on
tuttavad elementaaralgebraga. Selleks, et tdestada’ mone lause oigsust,
tehakse kindlaks, et see on Gige arvu iiks puhul; edasi niidatakse, et
see on Gige jdrgneva arvu (n-+ 1) kohta, eeldades selle oigsust eelneva
arvu (n) puhul. Pirast seda arutletakse nii: viide on Gige arvu 1 puhul,
jarelikult on ta kehtiv ka arvule 2, samuti arvule 3 jne, s. o. ta on
Gige 16pmatu loomulikkude arvude rea kgikide arvude kohta.

§ 3. Loendamise protsess.

Loomulikkude arvude reaga on seotud koha moiste: paigu-
tada mottes esemed teatavasse jarjekorda tahendab seada iiks
neist vastavusse arvuga 1 ja nimetada seda esimeseks;
siis seada teine ese vastavusse arvuga 2 ja nimetada seda
teiseks; edasi asetada uus ese vastavusse arvuga 3 ja
nimetada seda kolmandaks jne. Nii toimitaksegi loen-
damisel, seades jarjest esemeid vastavusse arvudega 1, 2, 3,
4 jne. Joudes hulga viimase elemendini ongi arv, millega
seatakse see vastavusse, hulga elementide arv. On ilmne,
et loendamise tulemus ei olene loendamise jirjekorrast. See
on loendamise aksioom. 7

Toepoolest, millises jarjekorras loendamisel me ka hulga
elemente ei votaks nende vastavusse seadmiseks loomulikkude
arvude rea arvudega, siis loendades hulga kdik elemendid, me
saame ikka antud hulgaga samase hulga.

Séddrane loendamise operatsioon kujunes vilja alles inim-
konna kultuuriarengy korgemal astmel.

Kaks hulka on vordvoimsad, kui nende hulkade elementide
vahel saab kindlaks teha liksithest vastavust, s. o niisugust
vastavust, mille puhul iihe hulga igale elemendile saab vasta-
vusse ‘sgada teise hulga {iheainsa elemend;j ja timberpodrdult,
igale teise hulga elemendile saah vastavusse seada esimese
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hulga {iheainsa elemendi. Kahe hulga vordvoimsuse hindami-
seks ei ole tingimata vajalik teostada loendamise operatsiooni:
piisab uuritavate hulkade elementide seadmisest iiksiihesesse
vastavusse ja teha sellest vastav jareldus. Me tegime ka
kindlaks, et koik kahe hulga voimsuse vordlemisel saadud
jareldused jaavad kehtima ka sel juhul, kui asendame iihe hul-
kadest mingi teise, temaga vordvoimsa hulgaga.

See asjaolu voimaldab meil aritmeetiliste operatsioonide
teostamisel kasutada teatavaid konkreetseid, varem tuntud
hulki: kéde sormi, kivikesi, takkeid, arvelaua nuppusid jne.,
mis antud juhul on teatavate vordvoimsate hulkade Kklassi
esindajaiks ja selles mottes konkreetseiks arvu asendajaiks.
Kuna vordvoimsate hulkade kogu klassi iseloomustab tegeli-
kult mingi sellesse klassi kuuluv hulk, siis on voimalik vor-
relda uuritavat konkreetset hulka teatava standardhulgaga t
(kde sormede hulk, kivikeste hulk, tdkete hulk, nuppude hulk
arvelaual jne.), tehes kindlaks uuritava hulga ja vordluseks
valitud standardhulga vahelise iiksiihese vastavuse. Vordvoim-
sate hulkade klasside konkreetsete esindajatena kasutatavate
standardhulkade valikul juhindutakse sageli puht praktilistest
kaalutlustest: kittesaadavusest, kogemustest, muutumatusest,
draopitavusest jne.

Niitena voiks olla standardhulk, mille elementideks on kée
sormed: poial, nimetissorm, keskmine, nimetu ja védikesorm.

On ilmne, et kui hulka iseloomustab sona ,,vaikesorm’, siis
see hulk kuulub vordvoimsate hulkade klassi, mida meie
kujutluses iseloomustab arv 5. Jérelikult tdhendatakse antud
juhul sonaga ,,vdikesorm” arvu 5. Sellised arvude nimetused,
mis iihtusid nende esemete nimetustega, mille abil toimus loen-
damine, ilmusid juba varajasel arenemisastmel.

1 Termin sfandardhulk on voetud raamatust 1. V. Arnold ,Teo-
reetiline aritmeetika”.



Ajajooksul kaotasid need nimetused jark-jargult oma esi-
algse tdhenduse ja neid hakati loendamisel kasutama ainult
loomulikkude arvude nimetustena.

Kultuuri arenedes oli inimestel iiha sagedamini vajadus
tundma oppida niisuguseid hulki, millede voimsus oli suurem
tarvitatavatest standardhulkade voimsusest. Praktiline vaja-
dus suure vdimsusega hulkade tundmadppimiseks selle ele-
mentide iiksiihesesse vastavusse seadmisega histituntud stan-
dardhulga efementidega viis uue standardhulga moodusta-
misele — Iopmatule loomulikkude arvude reale, mis kujutab
enesest - arvsiimbolite siisteemi, milles stimbolid jirgnevad
liksteisele ranges jirjestuses ja mida kasutatakse hulkade
voimsuste iseloomustamiseks ja vordlemiseks.

Loendamise protsess viis iiksiihese vastavuse kindlaks-
madramisele uuritava konkreetse hulga elementide ja loo-
mulikkude arvude rea arvude vahel, mis antud juhul on stan-
dardhulgaks, mille elementideks on loomulikud arvud.

Arenemise algastmeil seisis loendamise protsess uuritava
konkreetse hulga ja standardhulga iiksithese vastavuse kind-
laksméidramises.

Selle protsessi uurimine lirgrahvaste juures niitab, et
standardhulkadeks vgeti mingi hasti tuntud kindla kogumiku
osad, mida tarbekorral suurema voimsusega hulkade tundma-
Oppimise vajaduse tekkimisel jark-jargult laiendati.

Koige sagedamini olid niisuguse standardkogumiku ele-
mentideks iihe v6i ‘molema kde sormed, jalad, labajalg,
kiitinarnukk.

Standardhulga elementide jarjestuse muutumatus voimal-
dab loendamisel uuritavat hulka iseloomustada tarvitatava
standardhulga viimase elemend; nimetusega.

Selgitame seda jargneva naitega: olgu tarvis loendada
iihe klassi Gpilased. Rivistame nad ja alates arvust iiks nime-
tagu igaiiks oma jérjekorra numbrit nii, et igaiiks nimetab
arvu, mis otseselt jirgneb tema naabrit mérkivale numbrile.
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Niiviisi saab iga Opilane omale numbri. Oletame, et 30 osu-
tus loendamisel nimetatud arvudest viimaseks. Siis seatakse-
igatiks 30-st Opilasest iiksiihesesse vastavusse ithega 30-st
nimetatud arvust. Seega on &pilaste hulk ja nende arvude
hulk vordvoimsad. Kui me niiiid loendaksime mingeid teisi
hulki, niiteks miitse, Gpilaste sulepiid, ja seejuures saaksime-
loendamise tulemuseks jille 30, siis on need hulgad vord-
voimsad arvude hulgaga 1—30. Kuid eespool esitatu pohjal
peavad koik need hulgad olema vordvoimsad ka omavahel.
Niiviisi iseloomustab viimane nimetatud arv 30 vordvoimsate-
hulkade kindlat klassi.

Nii on kahe hulga arvulise vordsuse (vordvéimsuse) kind-
laksmédédramise esialgse meetodi ja hilisema tiielikuma mee--
todi (esemete loendamise) aluseks iiks ja sama printsiip —
hulkade viimine iiksiihesesse vastavusse.

§ 4. Null.

Nagu éeldud voimaldavad loomulikud arvud vastata kiisi-
musele: mitu elementi sisaldab antud hulk?

Me tegime kindlaks, et viikseima voimsusega hulk sisal-
dab iihe elemendi.

Votame tarvitusele ka tiihja hulga moiste, s. o. niisuguse
hulga, mis ei sisalda iihtki elementi, Kui oletada, et klassis ei
ole iihtki opilast voi rahakotis ei ole raha ja ta on tiiesti
tiihi, siis on meil tegemist tithjade hulkadega. Neil juhtudel
on loomulikuks vastuseks kiisimusele kui palju? — sona null..

Jérelikult, 0 on arv, mis annab tithjade hulkade klassi
moiste. Harilikult 0 ei kuulu loomulikkude arvude hulka ja
teda ei asetata loomulikkude arvude ritta. Kuid, kui me teo--
reetilistel kaalutlustel oleks soovinud asetada 0 loomulikkude -
arvude ritta, mis sageli on kasulik, siis tuleks 0 paigutada
arvu 1 ette ja kirjutada: 0, 1, 2, 3, 4, 5...



See asjaolu, et antud juhul loomulikkude arvude rea esi-
mene element on null, mitte aga 1, ei oma teoreetiliselt pohi-
mottelist tdhendust. 1 :

§ 5. Loomulikkude arvude omadused.

Koikidel loomulikkude arvude rea arvudel on jargmi-
sed omadused, mida tunnustame toestuseta, kui ilmseid
todesid. -

1) Refleksiivsus,

Iga loomulik arv vordub iseenesega fa—a).

2) Siimmeetrilisus.

Kui loomulik arv @ vérdub loomuliku arvuga b, siis ka
timberpoordult, b vordub a-ga.

3) Transitiivsus.

Kui loomulik arv a vordub loomuliku arvuga b ja loomu-
lik arv & vordub loomuliku arvuga ¢, siis ka a—c.

Il peatiikk.

Arvusiisteemid.
§ 6. Arvusiisteemi maiste.

Iga arvusiisteemi aluseks on jargmine printsiip: mingi
kindel arv iihikuid moodustab iihe uue, sellele jirgneva kor-
gema jirgu iihiku. Seda arvu nimetatakse arvusiisteemi alu-
seks. Sellest soltuvalt saab arvusiisteem oma erinimetuse, ja
nimelt: kui arvusiisteemi aluseks on voetud arv 12, siis nime-
tatakse arvusiisteemi vastavalt kaheteistkiimnend-siisteemiks,

) e RN IS Y

% 1 TItaalia mat.emaatik Peano asetab 0 loomulikkude arvude ritta ja
Sonastades 1., 4. ja 5. aksioomi asendab séna »iks” sénaga ,,null”.
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kui 2, siis binaarsiisteemiks (kahendsiisteemiks) jne. Arvu,
~mis on kirjutatud mingis arvusiisteemis, nimetatakse siistee-
miliseks arvuks.

Juba koige varajasemal kultuuriastmel tekkis peaaegu koi-
kidel rahvastel praktiliste eluvajaduste © mojutusel tarvidus
enam-vahem tdieliku arvusiisteemi viéljatéotamiseks.

Arvude kirjutamine eriliste mirkide abil arenes vilja
palju hiljem ja oli algul kaunis puudulik isegi niisuguste
korge kultuuriga rahvaste juures nagu vanad kreeklased ja
roomlased. Ulesande, kujutada kirjalikult antud arvusiisteemi
mistahes arvu viheste leppemirkide abil, lahendasid alles
meie ajaarvamise algul hindud, kes kasutasid sel eesmargil geni-
aalset ideed, arvusiimbolite positsiooniprintsiipi (kohaviirtuse
printsiipi). Selle idee olemuseks on, et iiks ja sama arvusiim-
bol saab erivddrtuse, soltuvalt asukohast, mida ta omab antud
arvu Kkirjutises.

Vottes arvusiisteemi aluseks mingi arvu &, siis on loen-
damiseks meie kdsutuses jargnfised arvude read:

B VB SR
Mo b2k 3 4k in (b k) 1k
11 k2, 2k2, 3k2, 4k2, ... (k—1) k2.

(n+ 1) kr, 2kn, 3kn, 4k0, ... (kR—1) -k
Iga arvu N arvusiisteemis, mille aluseks on arv k, voib
kujutada jargmise summana:
N=a, -k-"+anq -k 14 . .+ a3-k3 + ay-k2 + ay-k1 4 a,
kus ag, a;, as, as,...a, on siimbolid arvude kujutamiseks
0-st kuni (k— 1), viimane kaasaarvatud.

Arvu kirjutamiseks iihes voi teises. siisteemis ei ole tarvis
erimirki stisteemi aluse tahistamiseks.

Mistahes positsioonilises (numbrite kohaviirtuse alusel
iilesehitatud) arvusiisteemis viljendab siisteemi alust iiks nul-
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liga, sest siisteemi alusega vorduv iiheliste arv annab iihe
korgema jargu (teise jargu) iihiku.

Uldtarvitatava siisteemi 0-ga ja siimbolitega 1 kuni 9-ni
arvude maérkimiseks votsid tarvitusele hindud, kelledelt see
siirdus toendoselt VIII sajandil araablastele, kes IX sajandil
toid selle Euroopasse.

Seda siisteemi nimetatakse kiimnendsiisteemiks, sest alu-
seks on voetud arv 10.

§ 7. Peastarvutuse alused arvudega kiimnendsiisteemis,

Kiimme esimest arvu said oma nimetused iiksteisest soltu-
matult. Need nimetused on: iiks, kaks, kolm, neli, viis, kuus,
seitse, kaheksa, iiheksa, kiimme. Arv 10 on siisteemi aluseks
ja tema abil moodustatakse uusi loendamisiihikuid, millede
tarvituselevotmine tunduvalt lihtsustab suurte arvude valjen-
damist niihasti kirjalikult, kui ka peast.

Kimnendsiisteemi numeratsiooni peamised alused.

1) Mistahes jirgu kiimme iihikut moodustavad jargneva korgema
jérgu iihiku.

2) Esimesed iiheksa arvu, mis saadakse loendamisel, kuuluvad
l. jarku ja neid nimetatakse lihtiihikuteks.

Kiimme lihtiihikut moodustavad kiimne ehk 2. jdrgu iihiku.

3. jérgu tihikut nimetatakse sada

AR 3 ' tuhat

RHTE & " kiimme tuhat
O o ot sada tuhat
TEE 14 % miljon

2. oy % % kiimme miljonit
G, » 5 sada miljonit
LI B /4 i biljon (miljard)
2 B ¥ 2 kiimme biljonit
;g ¥ % % sada biljonit

» triljon jne.
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Jarkude dhikuid nimetatakse ka iihelisteks, kiimnelisteks, sajalis-
feks jne.

3) Iga kolm iiksteisele jdrgnevat jarku, alates esimesest, moodusta-
vad klassi.

. klass koosneb 1., 2. ja 3. jargust ja nimetatakse iihtede klassiks;
klass — tuhandete klass koosneb 4., 5. ja 6. jargust;

klass — miljonite klass koosneb 7. 8. ja 9. jargust;

klass — biljonite klass koosneb 10., 11. ja 12. jargust;

klass — triljonite klass koosneb 13. 14. ja 15. jargust;

klass — kvadriljonide klass koosneb 16., 17. ja 18. jargust;
klass — kvintiljonide klass koosneb 19., 20. ja 21. jargust;

. klass — sekstiljonide klass koosneb 22., 23. ja 24. jargust jne.

Klassi moodustavat kolme jirku nimetatakse selle klassi iihelisteks,
kiimnelisteks ja sajalisteks. Nagu ndgime saab kiimnendsiisteemis arvu
viljendada tema jarkude summana, naiteks 2345 =2t. 4+ 3s.4-4k.+5ii;
ehk™ N =g, - 108+ a,  wd0n—tA Ccifa - 108 £a . 102 L'g - 10t g
kus a;, a,, a, a,...a, nditavad vastavate jirkude iihikute arvu.

©NO Gk LN~

§ 8. Kirjaliku arvutuse alused kiimnendsiisteemis.

Uheksa esimest arvu kirjutatakse eriliste markidega, mida
nimetatakse numbriteks: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, — viartu-
sega numbrid ja 0 vairtuseta number, mida kasutatakse
mingi jargu puudumise tdhistamiseks. Nende numbrite abil
viljendatakse koiki arve.

Arvude iileskirjutamine pohjeneb numbrite positsiooni-
printsiibil (kohavédartuse printsiibil).

Niiviisi on igal numbril peale omavdiirtuse veel soltuvalt
kirjutamiskohast nn. kohavdartus. Naditeks voib number 3
omada mitmesuguseid véirtusi: kolm iihte (kui ta arvu kirju-
tises asetseb paremalt arvates 1. kohal), 3 kiimmet (30 — kui
ta arvu kirjutises asetseb paremalt arvates teisel kohal), kolm
sadat (300 — kui ta arvu kirjutises asetseb paremalt arvates
kolmandal kohal) jne. :

Kahest korvuti asetsevast numbrist tahistab vasakpoolne
10 korda suuremaid iihikuid kui parempoolne, niiteks 44.
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Vasakpoolne number tihendab iihtesid ja parempoblne
kiimneid.

§ 9. Arvude lugemise ja kirjutamise reeglid. -

-

a) Arvude lugemiseks on kaks reeglit:

1) Kolmekohalist arvu lugedes peab nimetama jirjest
tema jirke, alates korgemast jargust, s. o. sadadest, vilja-
arvatud need, mis tahistatud nulliga. Niiteks 125 — sada
kakskiimmend viis. :

2) Lugedes arvu, mis koosneb rohkem kui kolmest numb-
rist, on tarvis jaotada see paremalt arvates klassidesse,
lugeda eelmise reegli alusel iga Kklass, alates korgemast, ja
lugemise 16pul nimetada vastava klassi nimetus. Niiteks.
125346 408 — sada kakskiimmend viis miljonit kolmsada
nelikiimmend kuus tuhat nelisada kaheksa iihte.

b) Arvude kirjutamisel kasutatakse jargmist reeglit:

Kuna igat arvu loetakse klasside kaupa, alates korgei-
mast, kusjuures iga klass kujutab enesest nagu mingit kol-
mest jirgust koosnevat rithma, siis kirjutatakse need riihmad
(klassid) arvu kirjutamisel vasakult poolt paremale, alates
korgema jirgu iihikutest ja lopetades klassiga, mis sisaldab
lihtiihikuid. Kui riihmas puuduvad moned jirgud, siis kir ju-
tatakse nende vastavatele kohtadele nullid; kogu rithma
(klassi) puudumisel kirjutatakse kolm nulli: '

Niiteks kirjutatakse kakssada kaheksa miljonit sada viis-
kiimmend tuhat sada nelikiimmend kaheksa nii: 208 150 148;
nelisada kolmteist miljonit sada kakskiimmend viis iihte —
413000 125. :

Et teada saada kuj palju on arvus mingi jargu iihikuid,
tuleb dra jitta koik madalama jargu numbrid ja lugeda iile-
jddnud numbritest moodustunud arv. Niiteks on arvus 17 842

iiks kﬁmnetuhandeline, 17 tuhandelist, 178 sajalist, 1784 kiim-
nelist.
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§ 10. Rooma ja vana-slaavi numeratsioon.

Hindude arvusiisteem siirdus VIII sajandil araablastele ja
viimaste kaudu Euroopasse. Koos positsiooniprintsiibil {iles-
ehitatud arvusiisteemiga t6id araablased Euroopasse ka
numbrid, mida sellest ajast saadik nimetatakse araabia numb-
riteks.

1{2/3|4(5|6|7|8|9]0
Ida- L MIMIN] o VIA|9].
araablaste ¢£B o
xsqwat || [2]3[S|U[Y]V| 1|90
Gobar: 123 ]|<151611(X|9
X', Y[913[219|6ND|Qe
Xl s. 112|%(919|6|n[8]9]0
XIV:s. L|7]2|R]7/6/N|8[9|0
1508.a. 112[3]4|5|b|7(8[9|0
wsoa.  |1]212(4]5]6]7]|8]|2|0

Joon. 1.

Algul sarnlesid need numbrid vihe meieaegsetega ja vot-
sid alles aegamédda praegusaegse kuju.

Peale araabia numbrite kasutatakse arvude kirjutamiseks
ka teisi numbreid, nditeks tarvitatakse kella numbrilaual, raa-
matu peatiikkide méarkimiseks jms. rooma numbreid.
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Oma kultuuri algastmeil arvutasid roomlased sormede abil
_ja soovides ndidata, et esemeid on 1, 2, 3, 4, nditasid 1, 2, 3,
4 sorme. Kui esemeid oli 5, ndidati kogu kétt, kui aga oli 10,
siis ndidati kaht katt. Soovides kujutada mingit arvu tahv-
lil voi pergamendil, kujutati seal niipalju kisi ja sormi, kui-
palju oli vajalik, I, II, IIl. Kde kujutamiseks joonestati kaks
joont, mis esitasid véljasirutatud péialt ja nimetissorme — V,
kaks katt kujutasid kiimmet V'V, ent varsti hakati kiimmet
kirjutama nii: X, s. o. kési iilal ja all. Sada hakati mirkima
margiga C, esimese tdhega sonast centum (100) ja tuhandet
margiga M, esimese tidhega sonast mille (1000).

Viiekiimne tahistamiseks voeti pool C tdhest, mis andis
margi L.

Viissada margiti tihega D.

Nii valiti arvude Kirjalikuks kujutamiseks jargmised
seitse marki: ]

AN T X 08080 (100), D (500) ja M
{1000).

Kui miérk I, X v6i C on asetatud suurema viartusega
margi jarele, siis tuleb need liita, ja timberpdordud asendi
puhul — lahutada (viimane on kehtiv ainult markide I, X
Jja C puhul). Niiteks CX =110, XC=090, LX =860 ja
X —20,

Mitmest tuhandelisest koosneva arvu tdhistamiseks ase-
tatakse kriips tuhandeliste arvu kohale voi kirjutatakse
tuhandeliste arvu juurde paremale poole alla tidht m. Nii-
teks kirjutatakse 15000: XV vai XV,
valt kiimnendsiisteem;j numbrij
numbri tdhendus ainul

. Nii ndeme, et erine-
tahendusest soltub rooma

. 1 t mérgi kujust, mitte aga selle asen-
dist. Niiteks tihendab number ] alati iihte iikskoik, kas ta

asetseb teisest numbrist paremal v6i vasakul. Number X

tahendab alati kiimmet, Rooma numbrite hulgas puudub
number 0. »

16



Kirjutame arve rooma numbritega:

I=1; I=2; [II=3; IV=4; V=5; VI=6; VII—7;
VII=8; IX=9; X=10; XI=11; XIX=19; XX=20;
XXIX =29; XLV = 45; XCIV =94; CD = 400; MCMXLV —
= 1945; XII,,DCXXIII = 12 623.

Rooma numeratsiooni aluseks on jirgmine printsiip:
kui mitu rooma numbrit asetseb korvuti, siis vordub sellega
tahistatud arv iiksikutele numbritele vastavate arvude
summaga. Erandi moodustavad jirgmised kuus arvu:

- R - - - 2 o e
A BoWr N e 53-8 3
a3 begu 2nazanb goSpo  e(s)  seno 3er1A wke Quma u
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
— -~ — o e ~

-~ o et -
AR 3 i G B
koko mogu mbicneme waw  keu oW  nokoi uepbv pubi cnoBo
?0 30 40 50 60 70 80 90 100 200

-~ - o=h oo w0 — ~
Ty X VY i
mbepgo yk  ¢epm xep ncu oMeza  up
300 400 500 600 700 800 900

Joon. 2,

IV=4; IX=9; XL=40; XC=90; CD=400; CM = 900.
Nendes arvudes lahutatakse vasakpoolse numbri vairtus
parempoolse védrtusest: IV—=5—1=4; CD=>500 — 100 ==
=400 jne.

Venelased kasutasid arvude tihistamiseks XVII sajandi
16puni slaavi tihestiku tihti. Ainult tiksikutes raamatutes
esinesid araabia numbrid.

Araabia numbrid voeti kasutusele slaavi-vene triikitud .
teostes 1611. aastal Veneetsias kirjastatud raamatutes lehe-
kiilgede tédhistamiseks.

2 Aritmeetika pedagoogilistele koolidele. 17



Selle ajani tahistati vana-slaavi raamatute numbreid
slaavi tdhestiku tihtedega (joon. 2). v

Kui tiht tihendas arvu, mitte aga hailikut, siis asetati
selle kohale vastav méark (titlo).

Vana-slaavi numeratsioon oli rajatud samale printsiibile
kui kreeka ja rooma: korvuti titlo alla kirjutatud tdhed maér-
kisid arvu, mis vordus tdhtedega tahistatud arvude sum-
maga. Siinjuures asetati  arvud, mis olid viiksemad kui
tuhat, kuid suuremad kui 20, sellesse jarjekorda nagu neid
loeti, s. o, vasakult paremale.

10-st suuremate ja 20-st védiksemate arvude markimisel
eelnes ithtesid mérkiv tédht kiimneid tahistavale tahele.

Nagu nideme asetatakse tdhed siin samasse jdrjekorda
nagu lugedeski: kaheksateistkiimmend, viisteistkiimmend.

Mitmest tuhandest koosnevate arvude tahistamiseks kasu-
tati samade tdhtede ette asetatavat erimérki.

§ 11. Teised arvusiisteemid.

Me négime juba, et arvusiisteemi aluseks voib votta mis-
tahes arvu.

On esinenud arvusiisteeme, millede aluseks olid arvud:
2o 95b T, 8 1. 19::90) ja 60 ja mida vastavalt nimetati:
kahend-, kolmend-, viiend-, seitsmend-, kaheksand-, {iheteist-
kiimnend-, kaheteistkiimnend-, kahekiimnend- ja kuuekiim-
nend-siisteemiks. Nimetatud siisteemidest esinesid koige sage-
damini viiend- ja kahekiimnendsiisteermid (Pohja-Ameerika
indiaanlastel, Kesk- ‘ja L&una-Ameerika parismaalastel,
Pohja-Siberi ja Aafrika rahvastel).

Koige levinenumaks muutus kiimnendsiisteem. Uheltpoolt
.on see seletatav kultuuri algastmel molema kie sormedega

arvutamisega, teiselt poolt — selle siisteerni lihtsuse ja
mugavusega.
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Viga sobiv oleks olnud samutj kaheteistkiimnendsiis-
teem, sest selle siisteemi alus jagub 2-ga, 3-ga, 4-ga ja 6-ga,
kuna kiimme jagub ainult 2-ga ja 5-ga. Jarelikult ei teki
kaheteistkiimnendsiisteemi arvude jagamisel nii sageli jddke
ja murdosi kuj kiimnendsiisteemi arvude jagamisel. Kahe-
teistkiimnendsiisteem oli levinud vanade roomlaste juures.

Meil on seni siilinud- loendamine tosinate (12 iihte)
kaupa, 12 tosinat nimetati »grossiks” ja 12 grossi —
massiks.

Kuuekiimnendsiisteem olj tarvitusel babiiloonlastel, mis
ajast on sdilinud ka 1-he tunnj jaotamine 60-ks minutiks ja
I-he minuti jaotamine 60-ks sekundiks ning samuti ringjoone
jaotamine 360-ks kraadiks.

§ 12. Uleminek iihelt arvusiisteemilt teisele.

Kiimnendsiisteemi kiimne numbri abil on vdimalik véljen-

dada mistahes arvu uues stisteemis, kui selle alus on 10-st

viiksem. ;
¢ Kirjutame niiteks arvu 786 viiendsiisteemis. Lejame
algul, mitu 2. jargu iihikut saab moodustada 786-st [iht.
tihikust siisteemis alusega viis; selleks jagame arvu 786 siis-
teemi alusega 5.
786 |5
157 (2. jirgu iihikut),

I-ne jaak: 1 (1-se jargu iihik).

Nii saime 157 teise jargu ihikut ja ghe 1. jargu iihiku,
Méédrame niitid 157-s 2. jargu iihikus sisalduvate 3. jargu
lihikute arvu; selleks on tarvis 2. jargu iihikute arvu jagada
jéllegi siisteemj alusega, s. o. 5-ga.

157 teise jirgu iihikut |5

31 (3. jirgu ithikut),

2. jadk: 2 teise jargu iihikut.
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Jagades 3. jargu iithikute arvu (31) 5-ga, saame jagati-
ses 4. jargu ithikute arvu ja jédgis 3. jargu iihikute arvu.

31 kolmanda jargu iihikut‘ 5

"6 (4. jargu iihikut),

3. jadak: 1 kolmanda jargu {ihik.

Jagades 4. jargu iithikute arvu (6) 5-ga, saame:

6 neljanda jirgu iihikut |5

; 1 (5. jargu iihik),

4. jadk: 1 neljanda jargu {ihik.

Niisiis sisaldab kiimpendsiisteemi arv 786 viiendsiisteemis:

5. jargu {thikuid — 1, 4. jargu iihikuid — 1, 3. jargu
tthikuid — 1, 2. jargu iihikuid — 2 ja 1. jargu dhikuid 1,
8ol 12t 2 ; :

Siit reegel: v

selleks, et kiimnendsiisteemi arvu muuta mone teise siis-
teemi arvuks, tuleb antud arv jagada uue siisteemi alusega,
saadud jagatis uuesti jagada uue siisteemi alusega, uus jaga-
tis jéllegi jagada uue siisteemi alusega jne., kuni saame jaga-
tise, mis on vidiksem uue siisteemi alusest. Uksteisele jirgne-
vakd jadgid ja viimane jagatis ongi siis otsitava arvu numbri-
teks.

Et tdhistada, millises arvusiisteemis on arv kirjutatud,
mérgitakse arvust paremale poole “alla siisteemi alus, néi-

teks: 111255 ehk 11121,. Vaadeldud juhul vbib kirjutada:
7861(): ll 12]5

; Umberp66rdud juhtum. Viljendada kaheksand-
siisteemi arv kiimnendsiisteemis:

32 0758 = X10-

'Kuna 'i'i.ks 5." jargu iihik kaheksandsiisteemis vordub 8
neljanda jargu iihikuga, siis 3 viienda jérgu ithikut vordub
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8:3=24 neljanda jargu iihikuga; 24 4. jirgu tthikuga
liidame veel 2 antud arvu 4. jargu ihikut, saame
24 +2=26 neljanda jargu iihikut. Korrutades siisteemi
aluse 8 arvuga 26 (4. jargu iihikute arv), saame 8- 26— 208
kolmanda jargu iihikut. Antud arvus 3. jdrgu iihikute arv
on null, jarelikult 208-ga ei ole tarvis midagi liita ja voime
seda otsekohe peenestada 2. jirgu iihikuteks (mida -saame
8-208 = 1664). Liites 1664-ga antud arvu 7 teise jargu iihi-
kut, saame: 1664 + 7=1671 teise jirgu iithikut. Korrutades
siisteemi aluse 8 arvuga 1671, saame 1. jirgu ithikute arvu,
s. 0. 8-1671 =13 368. Liites antud arvuga 5 esimese jargu
dhikut, saame 13373 esimese jdrgu iihikut. Jarelikult,
32 075g = 13 3734,.

Kirjaliku tehte paigutame jargmiselt: ><3 +1664
Siit reegel: 2 167?
selleks, et arvu n arvusiisteemis 03 2 X 8
viljendada kiimnendsii%teemis, tuleb X 26 bt 13368
korgeima jirgu iifiikute arv korru- TOS i3 372
tada n-ga (siisteemi alusega), saadud X"
korrutisega liita jirgmine .arv, saa- W v

dud summa uuesti korrutada n-ga,
saadud korrutisega liita jirgmine arv,
ja uuesti saadud summa korrutada
n-ga jne., kuni liidame 1. jirgu iihi-
kute arvu. Saadud resultaat kuju-
tabki otsitavat arvu kiimnendsiisteemis.

Selleks, et arvu n arvusiisteemis viljendada m arvusiis-
teemis, tuleb algul antud arvu viljendada kiimnendsiisteemis
ja siis saadud arv viljendada me arvusiisteemis,

Lahendame iilesande: 301 2015 == xe.
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Algul "véljendame 301 201, kiimnendsiisteemis:

w3

74 3169 (1. jargu ithikut) |6

Xlz I (1. jérgu iihik) 528 (2. j. i) (6
e 0 (2.j.1i.) 88 (3.4.ii)

9
o

=.C0

88 (3. jargu iih.) 6
_,_193 4 (3. jirgu iih.) 14 (4. jérgu iih.)|6
i 2 (4. jargu iih) 2 (5.jirgu iith.)

A Jérelikult, 301 2014 =22 401,.

Me nigime (§ 7), et igat arvu n arvusiisteemis voib

viljendada nii:
a,n + arn1 4 . 4 asn2 ~+ a;n + ay,
kus

: Q,, Gr-y ... Gy, Gy, Qg _
kujutavad vastavate jarkude iihikute arvu. » ik

Niiteks:

39610=3"10249 10 + 6.
Arv 396 neljandsiisteemis vordub 1 44 1 2-43 | 3.4,

Selle pohjal saab arvy ‘seitsmendsiisteemis viljendada
kiimnendstisteemis jargmiselt:

32 0657 = xy,
22



Xpo=3 74+ 278467+ 5=7208 4 686+ 42 +5—
— 793610 ¥
Mirkus. Ulaltoodud reeglid on rakendatavad arvusiisteemi

. teisendamisel sel juhul, kui arvusiisteemi alus ei iileta arvu 10.

IIl peatiikk.
Liitmine.
§ 13. Sissejuhatus.

Aritmeetika vaatleb tehteid arvudega ja opib tundma
tehete seadusi.

Nagu juba nédgime tekkisid aritmeetika pohimoisted —
loomulik arv, iiheline ja loomulikkude arvude rida, inimese
praktilise tegevuse tarvidustest. )

Samuti ka vilismaailma esemed, nende kogumikud (hul-
gad) ja nende vahelised suhted on allikateks, milledest
ammutame oma esialgseid teadmisi viikeste arvudega teos-
tatavate tehete kohta.

Loomulikkude arvudega teostatavate tehete tulemusena
saadakse uus arv.

Esitatavas siistemaatilises aritmeetika kursuses vaatleme
nelja aritmeetilist tehet: liitmist, lahutamist, korrutamist ja
jagamist.

Teksti liihendamise otstarbel jatame arvust rdakides eda-
sises  kasitluses, kuni murdarvude vaatlemiseni, dra séna
loomulik, moistes koikidel juhtudel arvu all ainult loomulikkit
arvu.

§ 14. Loomulikkude arvude summa.

Lihtsaimaks loomulikkude arvudega teostatavaks tehteks
on liitmine, mis tekkis operatsioonidest hulkadega.

23
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Kahe' erineva hulga M; ja M, (joon. 3) koikide elemen-
tide ithendamise tulemusena iiheks hulgaks (itheks kogumi-
kuks), saame uue hulga M, mis koosneb koikidest hul-
kade M; ja My elementidest ja ainult neist. Hulka M nime-
tame antud. hulkade M; ja M, summaks. Niisiis, iihiseid ele-
mente mitteomavate antud hulkade M, ja M, summaks
nimetatakse niisugust uut hulka, mis on koostatud kéikidest
antud hulkade elementidest ja ainult neist.

Joonisel 3 on kujutatud kahe hulga M; ja M, elemendid.
Uks neist (M;) koosneb 5 elemendist, teine (Ms) 3 elemen-
dist. Nende summa (hulk M) koosneb kaheksast elemendist.

Joon. 3.

Loomulikku arvu 8 nimetatakse loomulikkude arvude 5 ja
3 summaks ja arvudest 5 ja 3 nende summa koostamist
nimetatakse nende arvude liitmiseks.

Uldiselt, kui hulgad M,, M, ja nende summa M sisaldavad
vastavalt @, b ja ¢ elemente, siis nimetatakse arvudest a ja b
arvu ¢ koostamist arvude a ja b liitmiseks ja arvu ¢ — nende
summaks. Arve a ja b nimetatakse liidetavaiks.

VGib iitelda, et loomulikkude arvude a ja b summaks
nimetatakse niisugust uut arvu ¢, mis nditab iihiseid ele-
mente mitteomavate hulkade M; ja My summa M vdim-

sust, kusjuures M; ja M, vdimsus viljendub vastavalt
arvudega a ja b.
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Liitmistehte iileskirjutises kasutatakse marki 4+, mldaa
nimetatakse plussiks.

Me négime, et iihiseid elemente mitteomava kahe hulga
summa koostises peavad olema tingimata kdik nende hulkade
elemendid. Kuna iga loomuliku arvu ja selle hulga iihtede kogu,.
mille loendamise tulemusena on saadud see arv, on vord-
voimsad (vordarvulised), siis peab ka kahe loomuliku arva
(a ja b) summa (c) koosnema antud liidetavate koikidest
iihtedest ja ainult neist.

Jérelikult voib iitelda, et liita kaks arvu, tihendab koos-
tada uus arv, mis sisaldaks niipalju iihtesid, kuipalju on neid
antud arvudes. ;

Miirgime, et kahe arvu liitmise idee sisaldub juba loomu-
liku arvu moistes eneses, sest loomuliku arvude rea iga arv,
peale arvu iiks, jédrgneb otseselt mingile arvule ja moodustub-
arvu ,,itks” lisamisel eelkdivale arvule. Siit jargneb, et
loendamine on liitmise alguseks. Kujutledes liitmist loenda-
mise abil, me voime neid eraldada jargmiselt: kujutleme, et me
toeliselt voi mottes oleme ithendanud kaks hulka My ja M,),.
milledel ei ole ithiseid elemente, iiheks uueks hulgaks M ja
tahame teada, mitu elementi ta sisaldab. Selleks me-
voime loendada saadud hulga koik elemendid: iiks, kaks,
kolm jne. See on loendus.

Kuid me voime toimida ka vihe teisiti: loendame algul’
mitu elementi sisaldab kumbki antud hulk (M, ja Ms)
eraldi; saame kaks arvu: niiteks viis ja kolm: siis me enam
e¢i loenda antud hulkade liitmisest saadud hulga (M)
elemente, vaid loendame juurde iihele hulgale (M)
teise hulga (M;) elemendid: viis ja iiks — kuus, kuus jar
iiks — seitse, seitse ja itks — kaheksa. Kui meil ei ole otse-
selt silmade all hulki, millede summat me leiame juurdeloen-
damise teel, siis peame loendama ka lisatavaid {ihikuid, sest
juurdeloendamine iihikute kaupa peab toimuma niipalju
kordi, kuipalju liidetavaid on teises liidetavas. Selleta me eci
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tea, millal peame l6petama juurdeloendamise. Niiviisi kuju-
tab liitmine enesest kahe loenduse iihendamist: ithe, mis
-algab esimesest liidetavast (meie ndites5 4+ 1=6; 6 4+ | — 7z
7+ 1=8); teise, mis algab iihelisest (loendasime juurde
tihe iihiku, loendasime juurde kaks tihikut; loendasime juurde
kolm iihikut). - '

Nii loendatakse koik iihe ja sama arvu iihed (kahe
‘hulga summa koik elemendid), alustades loendamist iihest
tihelisest; teostades aga liitmist jérestikuse juurdeloenda-
mise abil, me loendame mitu iihte on kahes arvus,
4alustades  loendust mitte tihest, vaid nii mitmest iihelisest,
kuipalju neid on fihes neist arvudest; siin kerkib juba sel-
gesti esile kahe arvu ithendamise (liitmise) mote uueks
arvuks. Esitatust jargneb, et _kahe loomuliku arvu a ja &
liitmine on alati teostatav, sest loendamise teel voime alati
saada kahe antud arvu summat, loendades arvule a juurde
koik arvu b iihed. :

Mirgime, et lisada loomulikule arvule a nulli ehk nullile
doomuliku arvu a, tihendab votta sama arv a. 3

Jarelikult tuleb siimbolite all a+0 ja 04 a moista

AIVL gy 3. O @O fa) th gt g Erijuhtumil, kui a=0,
siis 04 0=0. s

§ 15. Liitmise kasutamine iilésannete lahendamisel.

Ulesanne 1.

Uhel taldrikul on 5 ouna, teisel 3 duna. Koik need ounad
-asetati tiihjale vaagnale. Mitu Suna on vaagnal?

Antud iilesandes on tarvis leida kahe sunte hulga summa
elementide arv, kusjuures fiks sisaldab 5 ouna ja teine
-3 duna (joon. 3). :

Vastuseks {ilesande kiisimusele on tarvis leida arv, milles
on 5 esimese arvu iihte ja 3 teise arvu iihte.
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Jarelikult on tarvis leida kahe antud arvu 5 ja 3 summa.

Lahendus: 54+ 3% (ouna).

Ulesanne 2.

Uhel taldrikul on 5 ouna, teisel aga 3 Suna rohkem. Mitu
ouna on teisel taldrikul?

Ulesande tingimustest jargneb, et oGunte hulka teisel
taldrikul voib jaotada 2 ossa, kus iiks neist on vordvéimne
ounte hulgaga esimesel taldrikul ja koosneb 5-st dunast,
teine aga 3-st Gunast. Et teada saada, kui palju dunu on iildse
teisel taldrikul, on tarvis leida -arv, mille koostises oleks
esimese antud arvu 5 iihte ja teise 3 iihte. Selleks v5ib esi-
mesele arvule juurde loendada jarjest koik teise liidetava
iihed, s. o. teostada kahe arvu 5 ja 3 liitmist.

Lahendus: 543—8 (ouna).

Vaadeldud iilesannetest selgub, et lihtsate iilesanmnets
lahendamisel kasutatakse liitmist kahel juhul:

1. Kui mingi terviku antud osade (liidetavate) jérgi on
taryis leida tervik (summa).

Midrkus: Nii sisaldab hulkade kui ka arvude liitmise maiste
eneses terviku (summa) ja selle osade (liidetavate) moistet.

2. Kui antud arvu on tarvis suurendada mone iihe vorra
voi lisada antud arvule teatav arv thtesid.

§ 16. Mitme arvu summa.

- Senini me tutvusime kahe hulga summaga ja vastavalt
kahe arvu summaga. Kuid summa ja liitmise moistet vdib
ilmselt laiendada kuitahes mitmele hulgale ja jarelikult ka
loomulikkudele arvudele.

Kui tahaksime iihendada teatav arv hulki iiheks uueks
hulgaks ja teada saada kui palju ta sisaldab elemente, siis
voiks sellele kiisimusele vastata, leides igas hulgas sisaldu-
vaid elemente nditavate arvude summa.
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Selleks, et leida mitme hulga summat, me voiksime liita
teise hulga esimesega ja siis saadud hulgaga kolmanda
hulga, edasi neljanda jne. Samuti voib toimida ka antud
hulki iseloomustavate loomulikkude arvude liitmisel.

Siit jargneb, et kolme arvu summa (@+ b6+ c) ail
moistetakse kahe esimese arvu (a 4 b) ja kolmanda arvu c
summat, s. o. (a-+b) +c¢; nelja arvu summa (@a+ b4
+ ¢+ d) all — esimese kolme arvu (a + b+ ¢) ja neljanda
arvu d summat, s. 0. (@4 b+ c) +d jne.

Néide 1. 104+5+ 3= (104 5) + 3.

Nidide 2. 10 +543 +6== (1045 4 3) -}-6. ¢

§ 17. Liitmise seadused (pohiomadused).

Liitmise seadustena tuntakse summa jargmisi omadusi:

vahetuvus (kommutatiivsus), iihenduvus (assotsiatiivsus) ja
monotoonsus.

1. Kommutatiivsus.

Summa ei sdltu liidetavate jarjekorrast. Me nigime, et
kahe aryu liitmine toimub tegelikult iihele arvule koikide
teise _arvu iihtede juurde _loendam‘iséga, kuid loendamise
tulemus ei séltu loendamise jarjekorrast. Tdhendab on {iks-
koik, kas me kahe arvu 5 ja 3 liitmisel loendame arvule 5
Juurde koik arvu 3 jihed voi limberpoordult, arvule 3 koik
arvu 5 tihed. Nii iihel kui ka teisel juhul on tulemus sama.
Téahtis on Ainult, et iga lijidetava kiik-iihed esi-
nfeks\i_q_ﬁs_gggﬁ_rg,g,s. Toepoolest, 54 3—8 ja 34+5=38.
q:lielikult: 5+ 334 5; jamillised ka ei oleks arvud a Ty
ikka

a+b=ba.

Esitatust jargneb lijtmise tehte_iihesus, s. o. kaks kindlat
arvu annavad ikka iihe ja sama summa. Kasutades aksioomi,
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et loendamise tulemus ei soltu loendamise  jérjekorrast—ja
jilgides, et summa sisaldaks igakord koikide liidetavate
koiki iihtesid, voime kommutatiivsuse seadust laiendada ka
mitme arvu summale. Vastavalt eeskirjale on néiteks summa
5+47+4+6-+4+3 arvutamiseks tarvis esimesele arvule
lisandada (juurde loendada) koik teise arvu iihed, saadud
summale koik kolmanda arvu ihed, uuele summale — koik
meljanda arvu iihed jre.

Kuid me voime ka algul teise arvuga liita (juurde loen-

dada) viienda, siis nende summaga — kolmanda, uue
saadud summaga — neljanda ja 16puks esimese arvu
koik iihed.

On ilmne, et millises jdrjekorras meie ka mitme antud
arvu liitmist ei teostaks, tekib ikka sama summa, sest koiki-
del juhtudel kuulub tema koosseisu sama arv iihtesid:

Liidetavate iimberpaigutamist kasutatakse peastarvutuse
lihtsustamiseks ja lithendatud kirjalikul arvutamisel.

2. Assotsiatiivsus.

@
Antud arvude summa ei muuty, kui liidetavaid riihmitada,
‘teostada liitmist rithmades ja siis saadud tulemused liita.

Kui on antud arvud 2, 4 ja 3, siis voime vastavalt mitme
arvu summa definitsioonile nende summa saamiseks toimida
jargmiselt: 2+4+4+3=(2+4) +3=6 4 3=9. Kuid sama
resultaadi saaksime ka teistsugusel arvude riihmitamisel ja
nimelt: 24+4+4+3=2+ 4+4+3)=24+7=09.

Millised arvud a, b ja c¢ ka oleks, ikka

at+b+tec=(a+b)+cjaat+btc=a+ (b+c).

Toetudes mitme arvu summa definitsioonile ja liitmise
kommutatiivsuse seadusele, voib assotsiatiivsuse seadust
laiendada mistahes liidetavate arvuga summale, kasutades
seda peast- ja kirjalikkude arvutuste lihtsustamiseks.
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Niiteks on kerge leida 73 4 48 + 27 + 17 + 52 summat
jargmiselt:
73 4 48 4+ 27 + 17 +52=73 427 + 48 + 52 4+ 17 —
(kommutatiivsuse seadus)
= (73 + 27) 4 (48 + 52) 4 17 = (assotsiatiivsuse seadusy
~ =100+ 100 + 17 = (assotsiatiivsuse seadus)
=200 £ 17 =217.

3. Summa monotoonsus.

1. Kui kaks antud arvu (a ja @) on vordsed, siis sama
arvu (b) liitmisel kummagi arvuga saadakse vordsed summad.

Kui a=a,, siis a+b=ay;+ b, sest ilmselt sisaldah
kumbki summa sama arvu {ihtesid.

2. Kui iiks antud arvudest (@) on suurem voi viiksem
teisest antud arvust (a)), siis sama arvu (b) liitmisel kum-
magi arvuga on esimene summa vastavalt suurem voi viik-
sem teisest summast,

Olgu@ arv a > ay. See tdhendab, et arv a sisaldab eneses
arvu ay ja  veel  mingit nullist erinevat arvu s 0.
G == Q1 ni(§:2)

Siis a4 b= (a; + ny+b=g; 1 ntpe (assotsiatiiv-
sus) = (a; + b) + n'“(kommutatiivsus ja assotsiatiivsus).

Siit a 46 > ai + b; sest summa a + b, nagu see jareldub

eelnevast vordusest, sisaldab summat a; + b ja peale selle
veel mingit nullist erinevat arvu n.

-§ 18. Jireldusi liitmise pohiseadustest.

Eespool vaadeldud liitmise seadustest jarelduvad reeglid:
1) antud arvu liitmisest mitme arvu summaga;

2) mitme arvu summa liitmisest antud arvuga ja

3) mitme arvu summade liitmisest.
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1. Selle asemel, et antud arvuga liita mitme arvu summat,.
voib liita selle arvuga jirjest iga liidetavat.

seadusest. Toepoolest, et arvuga 27 liita summ
kasutame assotsiatiivsuse seadust ja saame:

27 +- (43 + 39) =27 4+ 43 + 39 = (27 + 43) + 39 —

=179 4 39=109.
. Millised ka poleks liidetavad a, b, ¢ ja d, ikka
‘a+ (b+e+d)—atbtetd

2. Selle asemel, et mitme arvu summaga liita mingi arv,.

voib liita selle arvu iihe mingi liidetavaga.

Niide: (184294 37) + 12= (18 +12) +29 4 37 =
=18+ (29+ 12) + 37 =18 429 + (37 + 12) = 96.

Millised ka poleks liidetavad a, b, ¢ ja d, ikka

(@+b+c)+d=(a+d)+b+te

Toepoolest:

(@+b+c)+d=d+ (a+b+ ¢) = (kommutatiivsus};

=d+ a+ b+ ¢c= (summa liitmine antud arvuga)

=(d4+a)+b+c= (assotsiatiivsus)

= (a+4+d) +b+c (kommutatiivsus).

3. Selle asemel, et mitme arvu summaga liita mingi teine-
summa, voib jirjest liita koik nende summade liidetavad. .

Niide: (24+37+15)+(16+45+13)=24+37+
+ 16+ 16 + 45 4+ 13 = 150.

Vaadeldava reegli oigsus on ilmne, sest kasutades seda me-
loendame jirjest esimese summa esimesele liidetavale juurde-
koik iilejaanud liidetavate {ihed. Seega koosneb summa koiki-
dest antud liidetavate iihtedest ja ainult neist. :

See reegel tugineb liitmise assotsiatiivsuse seadusele..
Millised ka poleks antud liidetavad, ikka

@+bte)+(dtetfl=atbtectdietr

a (43-+39),
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§ 19. Liitmise reeglid.

1. Uhekohaliste arvude liitmine.

Selleks, et liita kaks iihekohalist arvu, on tarvis iihele neist
juurde loendada koik teises arvus sisalduvad iih'eq. Naiteks,
et liita 7 ja 5, tuleb 7-le juurde loendada iiks, saame 8; 8-le
lisame 1, saame 9; 9 ja 1 moodustavad 10; 10 ja 1 moodus-
tavad 11; 11 ja 1, saame 12. Tihendab 7-ga liites 5, saame 12.
Seda kirjutatakse nii: 7 4 5=—12.

Uhekohaliste arvude liitmise reegleid pole olemas. Nende °
arvude liitmise tulemused peetakse lihtsalt meeles.

2. Mitmekohaliste arvude liitmine.

On antud: 5478 ja. 321, mis tuleb liita. Kujutame kum-
bagi neist arvudest summana:
: 9478 =5t.+4s. 4 7k + 8ii.
321=3s: 42k J 1.
Jérelikult, 5478 + 321 — Gt+4s. +7k %8 i) +
+ Bs 4 2k4 Li),
Nii kujuneb tehe kahe summa liitmiseks. Toetudes sum-
made liitmise reeglile, vdime kirjutada:
5478+321:5t.+4s.—|—7k.+81'j.+38.+2k.—|-lii.
Niiid kasutame kommutatijvsuse ja assotsiatiivsuse sea-
dusi: algul paigutame liidetavad nii, et iiksteisele jargnek-
sid iihesugused liidetavate tihikud, s. o. ithed iihtede jargi,
kiimned kiimnete jargi jne., siis riihmitame iihed iihtedega,
kiimned kiimnetega jne.

Saame: 5478 4 321 =5t 4 (45:438s) + (7k. + 2k.) +
+ (8 4+ 1) = 5799, ;

Voib juhtuda, et monede sama jargu ithikute liitmisel saa-
dakse summaks 10-st suurem arv; siis moodustavad 10 selle
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jargu tihikut jirgneva korgema jirgu iihe iihiku, mis liide-
takse vastavate iihikutega. Kahe mitmekohalise arvu kirjali-
kul liitmisel vdime iildtarvitatava kirjutusviisi puhul Korrata
samu arutlusi.

Niisiis _pdhjeneb mitmekohaliste arvude liitmine sum-
made liitmise reeglile ja liitmise kommutatiivsuse ning
assotsiatiivsuse seadustele.

3 Mitme arvu liitmine.

Kui liidetavate arv on suurem kui kaks, siis toimitakse
analoogiliselt ja nimelt kirjutatakse antud arvud iiksteise -
alla nii, et iihe ja sama jirgu iihikud asetseksid iihes verti-
kaalses tulbas.

Niiiid leitakse paremalt esimese tulba arvude summa —
ithtede sufnma. Kui see summa on 9-st vdiksem, siis kirju-
tatakse see otsitava summa iihtede numbriks. Kui see on
aga suurem kui 9, siis kirjutatakse selle summa iihed iihtede
alla, kiimned aga liidetakse teise tulba arvudega. Toimides
selliselt iga jdrgneva tulbaga, jouame 1opuks viimase tul-
bani. Selle tulba arvude summa, millega liidetud eelmise
tulba arvude liitmisel saadud sama jargu ihikud, kirjuta-
takse samal kujul nagu ta saadud.

Vaadeldav mitme arvu liitmise meetod pohjeneb sama-
dele seadustele ja reeglitele kui kahe mitmekohalise arvu
liitminegi, seepirast ei vaja see erilist selgitust. Mitme-
kohaliste arvude liitmisel on vajalik osata kiiresti ja Gigesti
liita mitut iihekohalist arvu. See liitmine toimub jarjestikku
ja teostatakse peast.

Niiteks:

483
+ 232
571

1286
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IV peatiikk.

Lahutamine.
§ 20. Tehte definitsioon.

Arvude summa moistet me selgitasime hulkade summa ja
hulkade liitmise otsese vaatlemisega. Lahutamise ja teiste
aritmeetiliste tehete mdistet saab miiritleda hulkade vasta-
vate operatsioonideta, tuginedes vaid kahe arvu summa
moistele.

Kui on antud kaks mittevrdset arvu, siis on fiiks neist
kindlasti teisest suurem, s. t. teda voib moodustada mingit
kolmandat arvu teise arvuga liites.

Kui arv a on suurem b-st, siis ta sisaldab eneses arvu b
ja veel mingi arvu ¢, jérelikult voib teda kujutada arvude &
ja ¢ summana, s. t. a=b-c.

Kui arvust a lahutada (dra votta) b iihte, siis peab sel-
lest arvust jdrgi jadma ¢ iihte. Kui liita arvud b ja ¢ uuesti,
siis saadakse jille arv a, mis on arvude b ja ¢ summa.

Esitatust jérgneb, et suuremast arvust a lahutada viiksem
arv b tihendab leida niisugune arv ¢, mida liites viiksema
arvuga b, saadakse suurem arv a. ;

Jérelikult: lahutamiseks nimetatakse niisugust aritmeetilist
tehet, mille abil antud summa (@) ja iihe fiidetava (b) jargi
leitakse teine liidetay (o). !

Matemaatiliselt viljendatakse lahutamist mii:

a—b—c,
kus a on summa (vihendatav), b on antud liidetav (lahu-
tatav) ja ¢ — otsjtay teine liidetav (vahe).

Me nédgime, et kahe mittevordse arvu vahe véljendub
mingi loomuliku arvuga. Vaatleme erijuhtu, kus vidhendatav
(summa) ja lahutatay (antud liidetav) on vordsed. Ilmselt
lahutatakse (vGetakse ara) .sel juhul vihendatavast niipalju
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tihikuid, kuipalju ta neid sisaldab. Jarelikult vordub vahe
nulliga.

Toepoolest: a —a=0, sest a + 0=a.

Lahutada antud arvust 0, tdhendab jitta see arv muut-
mata: :
a—0=a, sest 0+a=a+0=a.

Liitmist ja lahutamist nimetatakse teineteise suhtes
poordtehteiks, sest liitmisel on antud liidetavad ja otsitakse
summat, lahutamisel aga, {imberpéordult, on antud summa ja
tiks liidetav ning otsitakse teist liidetavat.

§ 21. Jireldusi lahutamise definitsioonist.

. Loomulikkude arvude lahutamine on vaimalik ja annab
iihese tulemuse ainult sel juhul, kui vihendatav on lahutata-
vast suurem voi sellega vordne.

Kui néiteks on tarvis arvust a lahutada arv b, siis saame
selle vahe, lahutades arvust a jérjest niipalju iihtesid, kui-
palju on neid arvus &. Lahutades iihe iihelise, siis viljendub
vahe iiheainsa arvuga a — 1, mis loomulikkude arvude reas
otseselt eelneb arvule a; lahutades teise iihe, saame jalle ainsa
arvi a— 1 —1, mis otseselt eelneb arvule a— 1| jne. Kui
a > b, siis lahutades & iihte, saame loomulikkude arvude rea
mingi itheainsa arvu, mis ongi arvude a ja b vahe; kui be=g,
siis peale lahutamist ei jd jérgi iihtki iihte, teiste sonadega,
ka sel juhul vérdub vahe iiheainsa arvuga — null; kui a < b,
siis ei ole lahutamine voimalik. Niiviisi on poordtehe —
lahutamine, samuti nagu otsene tehe — liitmine, iihene, ent
vastandina liitmisele ei ole aga alati teostatav.

2. Antud arv ei muutu, kul sellest lahutada mingi arv ja
siis saadud vahega liita sama arv.
Votame loomuliku arvu a > b ja néditame, et
a—b+b=a.
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Toepoolest, a—b + b= (a—b) +b=—a. See jargneb
lahutamise definitsioonist, sest a — b =¢, kuid ¢ +b=0>b-+
+ ¢=a. Niisiis:

a—b+b=(a—b)+b=a, kus a >b.

3. Antud arv ei muutu, kui sellega liita mingi arv ja siis
saadud summast lahutada sama arv.

Naitame, et

a+b——b=(a+ b)-—'b:a

Oletame, et (a4b6) —b=N. Siis (a+b) —b+b=
=N+ b (summa monotoonsuse seadus) voi a4+ b=
=N+ b (2. jéreldus lahutamise definitsioonist). Siit a=N
(lahutamise iihesus).

Jarelikult:

a+b—b=(a+b)—-b=a

§ 22. Lahutamise kasutamine iilesannete lahendamisel.

Ulesanne 1. Kahelt taldrikult asetati vaagnale
8 ouna, kusjuures iihelt taldrikult vdeti 5 duna. Kui palju
ounu voeti teiselt taldrikult?

Kui otfsitava arvuga liita 5, siis saadakse 8. See arv (8)
on kahe liidetava summa, milledest iiks on 5 ja teine —
otsitav arv. Nii on iilesande lahendamiseks tarvis kahe lii-
detava summa ja iihe liidetava jirgi leida teine liidetay, s. o.
kasutada lahutamist.

Lahendus: 8 —5=3 (6una).

Ulesanne 2. Vaagnal on 8 duna, taldrikul aga 5 ouna
vihem. Mitu duna on taldrikul?

Kui 6unte arvu taldrikul suurendada 5 vérra, s. o. kui
liita taldrikul asuvate Sunte arvuga arv 5, siis saadakse
ounte arv vaagnal, s. o. 8. Niiviisi on arv (8) kahe liidetava
summa, arv 5 aga ja otsitav arv on selle summa liidetavad.
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Tahendab, iilesande lahendamiseks tuleb antud summa ja
iihe liidetava jargi leida teine liidetav, s. o. teostada lahu-
tamine.

Lahendus: 8 —5=3 (ouna).

Ulesanne 3. Vaagnal on 8 6una ja taldrikul 5 Guna.
Mitu duna on vaagnal rohkem kui taldrikul?

Ulesande tingimusest jérgneb, et kui otsitav arv liita
taldrikul olevate cunte arvuga, s. o. arvuga 5, siis saadakse
ounte arv vaagnal, s. o. 8. Jdrelikult, 8 on summa, arv 5
ja otsitav arv — selle summa liidetavad. Tdhendab, antud
iilesande lahendamiseks tuleb antud summa ja iihe liidetava
jargi leida teine liidetay, s. 0. kasutada lahutamist.

Lahendus: 8 —5=3 (6una).

Vaadeldavatest iilesannetest ndhtub, et lahutamist kasu-
tatakse iilesannete lahendamisel kolmel juhul:

1) kui kahe liidetava summa qa iihe liidetava jérgi lei-
takse teine liidetav (terviku ja osa jargi — teine osa);

2) kui antud arvu on tarvis védhendada teatava arvu
iihtede vorra;

3) kui on tarvis teada, mitme iihe vorra on iiks arv suu-
rem voi viiksem teisest.

§ 23. Liitmise ja lahutamise liikmetevahelised seosed.

I. Lahutamise definitsiooni jirgi vdhendatav vordub lahu-
tatava ja vahe summaga.

Sellest jdargneb, et kui kahe liidetava summast lahutada
iiks neist, siis saadakse teine liidetav.

Ndide: 25+ 15=40 ja 25=40 — 15.

Millised ka poleks arvud a ja b, siis kui a4 b6=c¢,
a=c—b jab=c—a.

2. Vihendatav vordub lahutatava ja vahe summaga.

Ndide: 356 —12=23 ja 36=12+4 23
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Uldse sel juhul, kui arv a on suurem arvust b voi sel-
lega vordne ja kui a —b=c, siis a=0b +c.

3. Kuna vihendatav vordub lahutatava ja vahe sum-
maga, siis lahutatav vordub vihendatavaga miinus vahe
(liidetav vordub summaga, mis vihendatud teise liidetava
vorra). i /
Ndide:" 35— 12=23 ja 12=35—23. Uldse, 'kui
a—b=c, siis b=a—c.

Liitmisel ja lahutamisel véimaldab antud arvude ja resul-
taatide vaheline soltuvus lahendada iilesandeid tehte tund-
matu elemendi méédramiseks. Kirjutise lihtsustamise otstarbel
tahistatakse tundmatut arvu harilikult ladinakeelse tihega x
(iks).

Niédited: 1) x+ 18 =40. Selles niites tuleb leida arv,
millega liites 18, saaksime 40. Siin leiame summa ja {ihe lii-
detava jargi teise liidetava: x =40 — 18 — 22.

2) x—37=13. Selles ndites tuleb leida arv, millest
lahutades 37, saaksime 13. Teades, et vihendatav vordub
lahutatava ja vahe summaga, leiame; x= 37 ++ 13 = 50.

3) 100 — x=65. Antud juhul on vaja leida arv, mida
lahutades 100-st, saaksime 65.

Kuna lahutatav vordub vihendatavaga “miinus vahe, siis
x =100 — 65 = 35.

§ 24. Arvu lahutamine mitme arvu summast.

l. Me nidgime (§ 21), et (a+4+b) —b—a. Votame
mitme arvu summa (a4 b 4 ¢+ d) ja lahutame sellest
arvu b:

(@+b+c+d)—b=(at+c+d)+b—_b— (kommu-
tatiivsus ja ' assotsiatiivsus) —a -+ ¢4 d (jareldus lahuta-
mise definitsioonist).
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Siit jdrgneb: selle asemel, et kahe voi mitme arvu sum-
mast lahutada mingi arv, mis vordub iihe liidetavaga, voib
selle liidetava dra jatta.

2. Oletame, et meil on tarvis lahutada arv rmtme teise
arvu summast ja et iiks selle summa liidetavaist on suurem
sellest arvust, mida vaja lahutada.

Niiteks me tahame summast 146 +7 43 lahutada 4;
summa osa — liidetav 6 on suurem kui 4; selle liidetava
voime asendada arvude 4 ja 2 summaga. Pdrast sellist asen-
dust voib esitatud summat kirjutada jargmiselt:

14+4+4+247-+3.

Selleks, et lahutada sellest summast arv 4, voib dra jitta
lahutatavaga vorduva liidetava, s. o. 4. Siis saame: 142+
+ 7+ 3. See ongi arvu 4 lahutamise tulemus summast
1 46+ 7 -+ 3. Nagu nieme, tulemus on antud summa, mil-
les arv 6 on asendatud arvude 6 ja 4 vahega, s. o. arvuga 2.

Uldiselt, kui meil on (a4+b+c+d) — e, kusc>e,
siis

(@4+b+c+d) —e=a+b+(c—e)+d

Jarelikult, selle asemel, et lahutada mingi arv mitme arvu
summast, voib seda arvu lahutada iihest summa liidetavast,
mis on suurem voi vordne selle arvuga.

§ 25. Liitmiste ja lahutamiste rea omadused.

Lepime kokku nimetada liitmiste ja lahutamiste reaks
{iksteisele jargnevate tehete (liitmiste ja lahutamiste) rida,
mis tidhistatud markidega pluss ja miinus.

Niiteks: 174+30—25+4+8—7 on liitmiste ja lahuta-
miste rida. Antud néites tulemuse leidmiseks leiame summa
17 + 30, sellest lahutame 25, saadud vahega liidame 8 ja
saadud summast lahutame 7; saame 23. See arv on loplik
resultaat. Kui tehteid on tarvis teostada teises jérjekorras,
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siis margitakse seda sulgudega. Naiteks, kui algul tuleb
teostada lahutamised: 30 — 25 ja 8 — 7 ja siis liita saadud
vahed 17-ga, siis margitakse seda nii:
17+ (30 —25) + (8 —7) =174+ 54 1 =23.

Avaldis a+b—c+d—e on liitmiste ja lahutamiste
rida iildkujul. See rida tidhendab: a-ga liidetakse b, saadud
summast lahutatakse ¢, resultaadiga liidetakse d ja viima-
sest summast lahutatakse e.

Siinjuures eeldatakse esiteks, et tehted liitmiste ja lahu-
tamiste reas teostatakse niidatud jairjekorras (vasakult
~paremale) ja teiseks, et siiirases tehete reas ei teki takistusi
mingi lahutamise voimatuse puhul.

Liitmiste ja lahutamiste reas on kehtiv kommutatiivsus
ja assotsiatiivsus. :

Toestame nende seaduste kehtivust lihtsaimal juhul, kui
liitmiste ja lahutamiste rida koosneb ainult kolmest arvust:

1. Kommutatiivsus.

Liitmiste ja lahutamiste rea tulemus ei soltu rea liikmete
jarjekorrast.

Lkujua+bdb—c=a—ec+b, kus a >c.

Vaadeldav vordus on dige, sest ta véiljendab lauset, mis
toestatud eespool (§ 24). Selle vorduse vasak pool kujutab
resultaati, mis saadakse arvu ¢ lahutamisel summast a—+b;
parem pool aga on vahe a—c¢ ja arvu b summa. Kuid me
nagime (§ 24), et summast a 4 b arvu ¢ lahutamise asemel
voib lahutada arv ¢ selle summa liidetavast a, sest a>c;
see lahutamine on mirgitudki vorduse parempoolses o0sas.

Nédide: 2047 —13=20—134+7=14 (20 > 13). -

2. kujura—b—ec=a—c—b, kus a>b+c.

Vaadeldav vordus on oige, sest selle parem ja vasak

pool kujutavad tulemust, mis saadakse iihe ja sama summa
lahutamisel arvust a.
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Vorduse vasak pool a— b — ¢ néitab, et arvust a tuleb
algul lahutada & iihte ja siis saadud vahest ¢ iihte: ehk
vorduse vasakpoolsest arvust a lahutatakse summa b+ ¢
iihte; vorduse parempoolsest arvust a lahutatakse algul ciihte
ja siis vahest a—c veel b iihte; jarelikult lahutatakse
vorduse parempoolsest arvust @ summa c¢ 4 b iihte, ent
¢+ b=0b+4 ¢ (summa kommutatiivsus). Nii on meid huvi-
tava vorrandi parem ja vasak pool arvu a ning ithe ja sama
summa b -+ ¢ vahed. Lahutamise iihesuse tottu vorduvad
need vahed iihe ja sama arvuga. Jarelikult: a—b—c=
=a—c—>b, kus a > b +c.

Néide: 35—15——12~—35—12—15._8

(35 > 15 4 12),

~Modlemal juhul lahutatakse antud naites arvust 35 iiks ja
sama summa: 154 12=12 4 15=27. Seetdttu on nii iihel
kui ka teisel juhul vahe iiks ja sama arv 8.

Mirkus. Analoogiliselt voib tdoestada, et kommutatiivsus on

kehtiv liitmiste ja.lahutamiste reas, mille liikmete arv on iikskaik
milline.

2. Assotsiatiivsus.

1. kuju: Selle asemel, et antud arvuga liita kahe teise
arvu vahe, voib selle arvuga liita védhendatay ja tulemusest
lahutada lahutatav.

a+t+ (b—c)=a-+b—c, kus b6 >
Vorduse vasakpoolne arv ¢ lahutatakse summa a+ 6
teisest liidetavast, mis iilaltoodu (§ 24) pohjal esineb neil
juhtudel, kui on tarvis lahutada arv ¢ kahe  teise arvu

summast, antud juhul arvust a 4 6. Jarelikult, a + (b — ¢)=
—a-+b—c, kus b > c.

Naide: 78 4+ (22— 10) =78 4+ 22 — 10.
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2. kuju: Selle asemel, et antud arvust lahutada kahe
teise arvu summa, voib sellest arvust lahutada iihe lildetava
ja tulemusest lahutada teise liidetava.

a—(b+c)=a—b—c, kusa> b+c

Vaadeldava vorduse vasakpoolsest arvust @ tuleb lahu-
tada summa, mille suurus on b + ¢ iihte. Tulemus on sama,
olenemata sellest, kas me lahutame arvust ¢ kogu summa
b + ¢ iihte voi lahutame algul b iihte (esimene liidetav) ja
siis saadud vahest ¢ iihte (teine liidetav), sest nii iihel kui
teisel juhul arv a védheneb sama arvu iihtede vorra ja
nimelt b4 ¢ vorra. Jérelikult,” a— (b + ¢)=a—b—re¢,
Kus a>b - ¢

Mirgime, et kui a > b + ¢, nagu peame eeldama selleks,
et vorduse vasakul poolel lahutamine oleks teostatav, siis
a>b ja a—b>c ja {mberpodrdult, kui a>b ja
a—b>c, siis a>b+c.

Nidide: Kui 41 — (18 4 13)_41——31—10 siis

4] — (18 + 13) =41 — 18 — 13=10.

Siit: 4] — (18 + 13) =41 — 18 — 13.

3. kuju: Selle asemel, et antud arvust lahutada kahe
teise arvu vahe, voib antud arvuga liita lahutatav ja saadud
tulemusest lahutada vihendatav.

a— (b—c)y=a+c—b, kus a>b—c ja b>c.

Oletame, et b —c=d, siis b=c+d ~(lahutamise
definitsiooni jargi). '

Siit: a — (b—¢) =a—d.

On tarvis toestada, et a —d—=a + c — b.

Et summast a 4- ¢ lahutada arv b, mis vordne summaga
< +d, voib algul lahutada arv ¢, mis lahutamise definit-
siooni (§ 21) 3-da jérelduse kohaselt annab arvu a, ja siis
lahutada arv d, mis annab vahe a — d. Niisiis a 4+ ¢ — b —

=a—d. Jarelikult: a — (b —c)=—a+c—b, kus a >b—¢
jab>c
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‘Nidide: 25— (37 —28) =25—9=16, ehk
25 — (37 — 28) =25+ 28 — 37 =53 — 37 = 16.

§ 26. Summa lahutamine.

1. Selle asemel, et antud arvust lahutada mitme arvu
summa, volb lahutada sellest arvust jirjest iga liidetava.
a— (b+ct+dte)=—=a—b—c—d—e.

Eespool me juba veendusime selle omaduse Oigsuses eri-
juhul, kui lahutatav summa koosneb ainult kahest liidetavast.
Kuna liitmise assotsiatiivsuse alusel voib mitme arvu summat
alati kujutada kahe liidetava summana, siis peab vaadeldav
reegel kehtima ka siis, kui lahutatava summa koosneb iiks-
koik mitmest liidetavast.

Toepoolest:

a— (b4ect+dte=a—[(b+c)+({d+e)]=

(summa  assotsiatiivsus)

—=a—(b+c)— (d+e) = (kahe liidetava summa

: lahutamine)

—=a—b—Cc—d—e= (kahe liidetava summa
lahutamine).

Ulesanne. 50 sulest tuleb iihele oOpilasele anda
8 sulge, teisele 10 sulge ja kolmandale 12 sulge. Mitu sulge
jaab jarele? :

Lahendus: 50— (8 4+ 10+ 12) =[(50 —8) — 10} —
— 12=20 (sulge).

2. Selle asemel, et mitme arvu summast lahutada teine
summa, voib esimese summa liidetavaist lahutada teise
summa liidetavad, mis viiksemad voi vordsed esimese summa
liidetavatega, ja saadud lahutamiste tulemfised liita.

Vaatleme iilesande lahendust.
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Ulesanne. Kaupluses oli 21 kg riisi, 34 kg hirssi,
40 kg tatraid. Pidevas miiiidi 25 kg tatraid, 20 kg hirssi ja
14 kg riisi. Kui palju tangainet jii kauplusesse? ;
Selleks, et vastata iilesande kiisimusele, voib summast 95
lahutada summa 59; saame 36.
(21 4 34 4- 40) — (14 4+ 20 4+ 25) — 95— 59— 36 (kg).
Kuid selleks, et teada saada kui palju mingit tangainet
jai jérele, teostame arvutuse teisiti, ja nimelt:
(21 — 14) 4 (34 — 20) + (40 — 25) =7 + 14 + 15— 36 (kg).
Arutleme seda summast lahutamise omadust tildkujul:
: @+bdbtectd)—(e4F+k+1)—
=(@—e)+ (b—f) + (c—k) + (d—1),
kas: als e b ify: o/ DR d D
@+b+ctd) — (e+f+ht1)—
=a+b+c+d— (e+f+rk4+1) =
(summa assotsiatiivsus)
=a+b4c+d—e—f—k—[—
(summade lahutamine)
=a—e+b—f+c—k4+d—1—
(liitmiste ja lahutamiste rea
kommutatiivsus)
=@—e)+G—hH+ (c—k) + (d—1)
(liitmiste ja lahutamiste rea
assofsiatiivsus, 1. juhtum).

§ 27. Lahutamise reegel.

1. Ohekohaliste arvude lahutamine.

Selleks, et antud iihekohalist arvu lahutada teisest iihe-
kohalisest arvust, voib viahendatavast jarjest lahutada kaik
lahutatava iihed, niiteks 8 — 3—8—1 — ] — S

Vahet voib leida ka teisiti. Esitades kiisimuse: , Kui palju
on tarvis liita 3-ga, et saada 8?” — proovime, kas selleks
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arvuks sobib 2, 3, 4, 5. Kuid 3+4+2=5 3+43=5,
3+4=7, lopuks 3 4+ 5=28. Niisiis, et saada 8, on tarvis
3-ga liita 5. Lahutamine {ihekaupa nagu 1. juhul, vo6i
proovimine, kas lahutatavaga liidetav arv on oigesti voetud
(nagu 2-1 juhul) on kiillalt aegaviitev ja visitav. Seepérast
peetakse iihekohaliste arvude lahutamise tulemused lihtsalt
meeles. Pole olemas mingeid reegleid nende arvude lahuta-
misel.

2. Mitmekohaliste ‘arvude lahutamine.

Uhekohaliste arvude lahutamisele taandatud mitmekoha-
lisest arvust mitmekohalise arvu lahutamine pohjeneb:

a) reeglile summa lahutamise kohta summast, mille
kohaselt summade vahe vordub mdélemate summade vasta-
vate liidetavate vahede summaga juhul, kui iihe summa
iga liidetav on suurem (vo6i vordne) wvastavatest teise
summa liidetavatest;

b) teoreemile kahe arvu vahe omadusest, mille kohaselt
kahe arvu vahe ei muutu, kui antud arve suurendada sama
arvu vorra.

On antud: 9786 ja 3453. Leida nende vahe.
1) 9786=9 t. 47 s.4+ 8 k. 4+ 6 i.
3453 =3 t.+4 s.+5 k. + 3 ii.
2) 9786 — 3453 = (9 t.+7 s. +8 k.46 ii.) —
—3t4+4s.4+5k+3i.)=
=9t4+7s.+8k +6i.—3t—4s.—5k—3i.=
(summa  lahutamise  reegli
jargi)
=9t —3t4+7s.—4s.+8k—5k+6i.—3 i.=
(liitmiste ja lahutamiste
rea kommutatiivsus)
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=t —3t)+(7s.—45)+B k —5Kk)+(61il—3ii)=
: (liitmiste ja lahutamiste rea

assotsiatiivsus)
=61t +3s 4+3k +3ii.=6333.

Hakkame lahutama: 1) 6-st iihest lahutame 3 iihte; 8-st
kiimnest lahutame 5 kiimmet, siis 7-st sajast 4 sada, 9-st
tuhandest lahutame 3 tuhat; 2) tuhandete vahe vordub 6-e
tuhandega, sadade vahe vordub 3-e sajaga, kiimnete vahe
vordub 3-e kiimnega ja iihtede vahe vordub 3-e iihega.
Vahede summa vordub 6333-ga.

Jérelikult on otsitav vahe: 9786 — 3453 — 6333.

Nii saadakse vahe iga jirk lahutades vihendatava jirku-
dest lahutatava vastavad jargud. Kui aga vihendatava
moned jérgud on vidiksemad lahutatava vastavaist jarkudest,
siis liidetakse védhendatavas selle jirgu iihikutega kiimme
vastavat iihikut, lahutatavas aga liidetakse iiks iihik arvuga,
mis véljendab jargmist korgemat jarku.

Nadide: 5347 — 2853,

5347 ehk 51 LTy o
0853 13s.— (8s. 4+ 15s.) =4s.
2494 14k. —5k. =9k

Tl — 3l =41

§ 28. Liitmise ja lahutamise kontrollimine.

1. Liitmise kontrollimine.

a) Kontrollimine liitmisega. Et liitmist kontrollida liit-
misega, teostatakse kommutatiivsuse seaduse alusel liitmist
teises jdrjekorras, liites alt iilespoole, kui algul liideti iilalt
alla. Kui tulemus on sama, siis vdib esialgset resultaati
pidada oGigeks.
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Niide: 735 - Kontroll: 845

434 23
A0 + 434
845 ; 735
2037 72037

b) Kontrollimine lahutamisega. Liitmise tulemuse kont-
rollimiseks lahutamisega piisab saadud summast iihe liide-
tava lahutamisest. Kui saadakse teine liidetav, siis vGib olla
kindel, et tehe on teostatud oigesti.

Naide: 6 963 Kontroll: 96 202
89 239 ‘ T 6963
96202 89239

2. Lahutamise kontrollimine:

a) Kontrollimine liitmisega. Lahutamise kontrollimiseks
liitmisega piisab lahutatava ja vahe liitmisest. Kui saadakse
vahendatav, siis on toendoline, et tehe on oGige.

Naide: 115 174 Kontroll: 112029
— 3145 . 3145
112029 115174

b) Kontrollimine lahutamisega. Et kontrollida lahutamist
lahutamisega tuleb vihendatavast lahutada vahe. Kui tule-
museks saadakse lahutatav, siis on toendoline, et tehe

on oige.
Nédide: 721 Kontroll: 721
2159 ik
i 159

§ 29. Sulgude kasutamine liitmisel ja lahutamisel.

1. On antud ndited:
a) 43-me ja 35-e summast lahutada 28; b) 43-st lahu-
tada 35-e ja 28 vahe. i
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Avaldame niited mérkidegaf

a) (43 4 35) — 28 =50; nagu niitavad sulud tuleb siin
algul teostada liitmine ja siis lahutamine.

b) 43 4 (35 —28) =50; siin liidetakse 43-ga  juba
varem leitud arvude 35 ja 28 vahe.

Neis nditeis on tulemused vérdsed ega poleks Kka
sulgude puudumisel muutunud.

Kui vaatleme avaldisi 36 — 21 4+ 10 ja 36 — (21 4 10),
siis selgub, et teises avaldises sulgudega madratud tehete
jarjekord muudab tehete tulemust. Esimene avaldis vordub
25-ga. Siin lahutatakse 21, liidetakse aga 10, teises avaldises
lahutatakse aga 36-st jérjest molemad liidetavad ja tulemus
vordub 5-ga. Kui vorrelda avaldisi 36 — 21 — 10 ja
36 — (21 — 10), siis on ka nende resultaadid erinevad:
5 ja 25. Esimeses avaldises lahutatakse niihdsti 21, kui ka 10,
teises avaldises 10 liidetakse. Jarelikult on nendes niidetes
tehete jérjekorra madramiseks sulud tingimata vajalikud.

2. Suurema hulga arvude puhul kasutatakse tehete jarje-
korra maaramiseks mitut paari sulgusid. Sulud véivad olla
peale lihtsate ehk fimmarguste () veel nirgelised [] ja
loogelised { }.

Niédide: 240— {150 —[ 204 (114 12)].

Nagu néitavad sulud tuleb selles avaldises liita 11 + 12,
saadud summa liita 20-ga, uuesti saadud summa lahutada
150-st ja vahe lahutada 240-st, milie jérel saadakse 133.

3. Sulgusid harilikult ei kasutata, kui liitmised ja lahuta-
mised peavad toimuma kirjutamise jirjekorras.

Nédide: 40—8+411'—7. Suiud [(40—8) + 11] —7
nditaksid tehete sama jarjekorda: 40-st lahutada 8, 32-ga
liita 11, 43-st lahutada 7, saadakse 36.
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V peatiikk

Korrutamine.

§ 30. Tehte definitsioon.

Liitmisega lahenduvais iilesandeis on sageli tarvis leida
kahe v0i enama vordse liidetava summat.

Vaatleme jargmisi iilesandeid:

Ulesanne I. Lennuk lendab 240 km tunnis. Mitu km
lendab ta 4 tunniga?

Seda iilesannet saab lahendada nelja vordse arvu liit-
mise teel: 240 -+ 240 4 240 4 240 — 960 (km) %

Ulesanne 2. Rongi kiirus on 40 km tunnis, lennuki
kiirus on aga 6 korda suurem. Leida lennuki kiirus.

Ulesande tingimusest jdrgneb, et lennuki kiiruse saame,
liites 6 vordset liidetavat, milledest igaiiks on 40: 40 + 40 +
+ 40 + 40 + 40 + 40 = 240 (km).

Kahe v0i enama vordse arvu summa. leidmine viib meid
uuele tehtele — korrutamisele.

Korrutada loomulik arv a loomuliku arvuga b, tihendab
leida summa, milles on b liidetavat, milledest igaiiks vor-
dub a-ga.

b liidetavat
a-b=atat+a4...+a=c.

Matemaatiliselt margitakse korrutamist nii: 1) a X b=c
ehk 2) a-b=c. Harilikult jaetakse tdhtmarkide puhul punkt
ara ja kirjutatakse a-b asemel ab.

Korduvat liidetavat nimetatakse korrutatavaks, liidetavate
arv kannab korrutaja nime ja saadud summat nimetatakse
korrutiseks. Korrutatavat ja korrutajat nimetatakse korru-
tise teguriteks.
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Niisiis korrutamine on liitmise erijuhtum. Voib anda jirg-
mise korrutamistehte definitsiooni:

Tiisarvuga korrutamiseks nimetatakse kahe voi mitme
vordse arvu liitmist.

Tdisarvuga korrutamiseks nimetatakse ' tehet, kus iiks antud

arv esineb liidetavana niimitu korda, kuimitu iihte on teises
arvus.

Et korrutamine on liitmise  erijuhtum, siis on see alati
voimalik ja annab antud tegurite puhul iihese resultaadi.
Korrutamise definitsioonist jéargneb:
1. Kui korrutatav vordub iihega, siis korrutis vordub kor-
rutajaga: 1.3=1+1+41=3, iildse: T.-a=a.
2. Kui korrutatav on 0, siis vordub ka korrutis nulliga.
Niditeks: 0:3=0+4+0-+4+0=0, iildse: 0-a=0.
Eespool esitatud korrutamise definitsiooni alusel voib kor-
rutatav olla mistahes arv, kuid korrutaja ei saa olla iiks ega
null. Kuid sageli radgitakse korrutamisest ka siis, kui kor-

rutaja vordub iithe vb6i nulliga. © Siis antakse korrutamise
kohta alljargnevad tdiendavad definitsioonid:

1. Kui korrutaja vordub iihega, ‘siis ‘korrutis vordub kor-
rutatavaga ehk korrutada antud arv iihega, tdhendab jitta
see arv muutmata:

o e

2. Kui korrutaja vordub nulliga, siis vordub ka korrutis

nulliga:
aUe—0.

Niisiis, kui iiks teguritest on null, siis-on ka korrutis null.
Et nullist erineva kahe teguri korrutis ei vordu nulliga, siis
selleks, et korrutis vorduks nulliga, on vajalik ja piisav, et
viahemalt iiks teguritest vorduks nulliga.
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§ 31. Korrutamise kasutamine iilesannete lahendamisel.

Eespool (§ 30) vaatlesime kahte {ilesannet, millede lahen-
damine toimus mitme vordse arvu summa leidmise teel. Jére-
likult lahenduvad need iilesanded korrutamise abil.

I. ilesande lahendus: 240-4==960 (km).

2. iilesande lahendus: 40:6=240 (km).

Korrutamist kasutatakse iilesannete lahendamisel jargmis-
tel juhtudel: ; R

1. Kui iilesande motte jargi on antud arvu vaja votta lii-
detavana mitu kord‘a, s. 0. leida mitme vordse arvu summa.
Niisugune oli esimene kisiteldud iilesanne. Selles iilesandes
tuleb terviku iihe vordse osa ja osade arvu jirgi leida tervik.

2. Kui antud arvu on vaja suurendada teatav arv korda.
Niitena voib olla teine kasiteldud iilesanne.

§ 32. Mitme teguri korrutis.

Definitsioon. Mitme arvu (teguri) korrutiseks nime-
tatakse tulemust, mis saadakse esimese arvu korrutamisel
teisega, saadud tulemuse korrutamisel kolmandaga, uue kor-
rutise korrutamisel neljandaga jne.

Naditeks: 2:3:4:5-6={[(2-3)-4]-5}:-6=720 ehk
ildkujul: a-b.c.d.e={[(a"b)-c]-d}-e.

v",',x‘. B
§ 33. Korrutamise seadused (p('ihiomadused)."""’:'<

Korrutamise pohiomadused on jargmised: assotsiatiivsus
(iihenduvus), kommutatiivsus (vahetuvus), distributiivsus (jao-
tuvus) ja monotoonsus. Neid omadusi tuntakse korrutamise
seaduste nime all.
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I. Korrutamise assotsiatiivsus (iithenduvus).

Korrutis ei muutu, kui iiksikud tegurid iihendada rithma-
deks, teostada korrutamine riithmiti ja siis korrutada saadud
korrutised.

Arvutame kolme teguri korrutise, naiteks:
7215,

Siin tuleb 7 votta liidetavana kaks korda ja saadud arvu
votta liidetavana 5 korda. Otsitav korrutis vordub:

(T D (b D @D e T+ D) (] 4 7) =
= (T 2) w0 =70,

Summa AT +T) + (14T E@+D) + T4+ 4+ (T+T7)

el muutu, kui assotsiatiivsuse seaduse alusel avada sulud.

10 liidetavat
T TR el P 10 T (0 B 570

Siis saame:

Viimasel juhtumil saadakse 16plik resultaat 7-e korruta-
misel koikide liidetavate arvuga, s. 0. 10=2"'5.

Jarelikult: (7-2) -5=7.(2.5).
Samuti voib arutleda tegurite mistahes arvu puhul. Nii-
teks korrutist: 7.5.2.4.25=7000 vd&ib leida jargmiselt:

7-(5-2)-(4-25) =7-10-100=7000. Tegureid voib iihen-
dada rithmadeks ka teisiti.

Veendume vaadeldava seaduse kehtivuses mistahes kolme
arvu a, b ja ¢ puhul.

Selleks = veendume, et korrutis a.b.c= (a-b).c=
=a- (b-c).

Korrutist abe voib vaadelda arvuga a vordsete arvude
summana, mis paigutatud b veergu ja c ritta.
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b veergu

ab—=a-+a+a+...+a
ab—=a+a+a+...+a
ab—a+a+a+...+a (crida

ab=a+a+ta+4...4a

Seda summat (s. o. otsitavat korrutist) saab arvutada
kahel viisil: :

1. Uhe rea liidetavad annavad summa a-b, kuid tabelis
on c¢ rida, siis on kogu summa, s. o. otsitav korrutis (a-b) - c.

2. Tabelis arv a on voetud liidetavana bc¢ korda (b korda
horisontaalselt ja ¢ korda vertikaalselt), tdhendab otsitav
korrutis, s. o. summa, mis koosneb bc¢ liidetavast, milledest
igaiiks vordub a-ga, vordub a(bc).

Niisiis: (ab)c==a(bc).

Jiareldus: mitme arvu korrutamisel voib iihendada
iiksikuid tegureid riihmadesse, teostada korrutamine riihmiti
ja siis korrutada saadud korrutised.

Naiteks:
abed = (ab)ed = (mitme teguri korrutamise definitsioon)
= (ab) (cd) (kolme arvu korrutamise assotsiatiivsus).

Jarelikult: abed = (ab) (cd).

Umberpodrdult: mitme arvu korrutis ei muutu, kui
asendada iiksikud tegurid mitme teguriga, millede korrutis
vordub asendatava teguriga. }

Niiteks: korrutises 2-3-20 voib tegurit 20 asendada
temaga vordse kahest voi kolmest tegurist koosneva korruti-
sega. Arvutame antud korrutise: 2-3-20=120.

Korrutamise tulemus ei muutu, kui 20 asendada korruti-
sega 4-5; toepoolest:

2-3(4-5)=06-4-5=120.
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2. Korrutamise kommutatiivsus
(vahetatavus).
On antud loomulikud arvud a ja b.
Toestada: ab=ba.
Arvu a saab véljendada iihtede summana:
a=1+14+14+...4+1 (a liidetavat).
Korrutise a-b leidmiseks tuleb seda iihtede hulka votta
liidetavana b korda.
Saame jidrgneva iihtede jaotuse:

a veergu
g ok Lol el s 4

a=1+141+4...+1

b rida

demd ik ded F AT a1y
ab—=b+b+b+...+bh—ba.

Saadud iihtede hulka loendame algul ridade kaupa:
igas reas on a iihte; neid a iihtesid votame b korda, sest
kogu ridade arv vordub b-ga. Tulemuseks saame ab iihte.
Kui aga loendada algul veergude kaupa, siis igas
veerus on b iihte, veergude arv on a ning iihtede koguarv
on b-a. Et loendamise resultaat ei olene loendamise jérje-
korrast, siis ab= ba.

Naide: 5:3=3-5 5 veergu
G e Ge P AL MRy
3 rida

S=1414+14+1+41
S=1414+1+141
5:3=3+4+3+34+3+3=3-5

Siit 5:3=3-5.
Mitme arvu korrutises voib muuta kahe esimese vdi kahe
viimase teguri jirjekorda.
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Antud: korrutis abec...fk:
Toestada: 1) abc...fk=bac...fk,
2) -abesfk==abc .+ Rf:
1) abe...fk=(ab)c... k= (mitme teguri A korrutamise

assotsiatiivsus)
=(ba) coinifki= (kahe teguri  korrutamise
‘ kommutatiivsus)
e=bac...fk (assotsiatiivsus).
2) abc...fk=uabc...(jk)= (mitme teguri korrutamise
assotsiatiivsus)
== agbc' V) (kf)= ‘(kahe teguri korrutamise
kommutatiivsus)
=wabc... kf (assotsiatiivsus).

Mitme arvu korrutises voib muuta mistahes kahe korvuti-
oleva teguri jirjekorda.
Antud: korrutis’ abede... kl
Toestada: abede...kl—abdce. ..kl
abede . . . kl=/(abcd)e ... kl= (mitme teguri korrutamise
‘ assotsiatiivsus voi definit-

sioon)

=(abdc)e...kl= (korrutises abed on muude-
tud kahe viimase teguri
jarjekord)

=abdce. ..kl (mitme teguri korrutamise
assotsiatiivsus voi definit-
sioon).

Mitme arvu korrutises voib muuta mistahes kahe teguri
jérjekorda.

Umber paigutades mistahes kaks korvuti olevat tegurit,
voime alati saavutada seda, et kahe mittekorvuti oleva
teguri kohad on vahetatud.
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Niiteks, kui korrutises abcde on tarvis iimber paigutada
tegurid & ja e, siis voib seda teha jargmiselt:
abede = acbde = acdbe =— acdeb — acedb — aecdb.

-Nendes iimberpaigutustes muutsid kohta ainult kérvuti-
olevad tegurid, kusjuures algul teine tegur b paigutati vii-
masele kohale ja siis tegur e teisele kohale.

Mairgime, et korrutise viimase omaduse tdestamisel me
teostasime kahe mistahes teguri (b ja e)iimberpaigutamist.
Samuti oleks voinud paigutada fimber mistahes teised tegu-
rite paarid, naiteks a ja e, b ja d voi a ja ¢ jne. Jire-
likult, kahe vabalt valitud teguri iimberpaigutusega voib saa-
vutada mistahes tegurite jirjestust korrutise suurust muut-
mata. Seega mitme arvu korrutise suurus ei olene tegurite
jdrjekorrast.

Kommutatiivsuse ja assotsiatiivsiise omadusi ning samuti
ka iiksikute tegurite vahetamist korrutises kasutatakse sageli
praktikas peast ja kirjalikul arvude korrutamisel. ~Niiteks
arvutades korrutist: 5-25-8-7-3 on otstarbekohane teos-
tada korrutamist jargmises jérjestuses:

(5:2)+(25-4)+(7-3) =10- 100 - 21 — 21 000.

3. Korrutamise distributiivsus
(jaotuvus).

- L. kuju: kahe arvu summa korrutis kolmanda arvuga
vordub nende arvude ja kolmanda arvu korrutiste summaga.,

Toestame selle omaduse kehtivust mistahes loomulikkude
arvude a, b ja ¢ puhul.

On antud summa a+b ja arv c,
Toestada: (a4 b)c=ac + be.
¢ liidetavat

(@+b)e=(a+b)+ (a4 b)+.. -+ (a+b)= (korruta-

mise definitsiooni jirgi)

56 -



é liidetavai ¢ liidetavat

—@+a+...+a)+B+b+...+b)= (liitmise assot-
siatiivsus ja kommutatiivsus)
=ac + bc (korrutamise definitsiooni jérgi)._

Ulesanne. Basseini tdidetakse kahest torust: esimesest voolab
78 pange tunnis, teisest 72 pange. Kui palju vett voolab basseini 12 tun-
niga?

Ulesande lahendamiseks tuleb leida, kui palju vett voolab mglemast
torust iihes tunnis, s. o. leida summa 784 72 =150, siis votta 150
liidetavana 12 korda, 150-12=1800 (pange).

Kuid lahendus vGib olla ka teistsugune: leiame, mitu pange vett
voolab 12 tunniga kummastki torust ja liidame saadud arvud: 78.124
+72-12 =936 + 864 = 1800 (pange).

Niisiis: (78 +72)-12=78-12+72.12.

2. kuju: antud arvu ja kahq teise arvu summa korru-
tis vordub antud arvu ja molema liidetava korrutiste sum-
maga. '

On antud loomulik arv a ja summa b -+ c.
Toestada: a(b+ ¢)=ab + ac.

a(b+e)=(b+ c)a= (korrutamise kommutatiivsus)
=ba+ ca= (korrutamise distributiivsuse 1. kuju)
=ab - ac (korrutamise kommutatiivsus).

Ulesanne. Kahele brigaadile on antud mingi t66. Uhes bri-
gaadis on 12 inimest ja teises 15. Molemad brigaadid kulutasid t66
tegemiseks 24 tundi. Mitu t66tundi (normitundi) on kulutatud t66 tege-
miseks?

Ulesande lahendamiseks v&ib algul leida, mitu toolist oli  kokku
kahes brigaadis, s. o. leida summa (124 15), ja siis, mitu tundi oli
kulunud kogu 166 tegemiseks, milleks korrutame 24. antud summaga:
24 . (124 15) =648 (t66tundi).

Kuid iilesande lahendus vo6ib olla ka teistsugune: leiame algul, kui
palju tootunde kulutas kumbki brigaad eraldi ja siis liidame saadud tule-
mused.

24-12+24-15 =288 + 360 = 648 (to6tundi).

Niisiis: 24 - (124 15) =24-12 + 24- 15.
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Eespool me toestasime distributiivsuse seaduse kehtivust
kahe liidetava summa puhul. Toestame niiiid selle seaduse
kehtivust antud arvu ja mitme arvu summa korrutamise
puhul ja dimberpodrdult.

l. kuju: mitme arvu summa ja antud arvu korrutis
vordub iga liidetava ja antud arvu korrutiste summaga.
On antud summa a+b+c+...4+k ja arv n
Toestada: (a4+b+c+...+kn=an+bn+cn+
—+ ...+ kn.
(@+b+ct...4+kypn=[a+(b4+c+...+k)In=
(assotsiatiivsus)
=an+(b+c+ ...+ k)n= (distributiivsus kahe arvu
summa korrutamisel)
=an+ [b+ (c+ ...+ k)In= (assotsiatiivsus)
=an-+bn+ (c+... +k)n= (distributiivsus kahe arvu
summa korrutamisel)
=an+bn+cn+ ...+ kn (edaspidised teisendused toi-
muvad samadel alustel).
Jareldus (mitme arvu summa ja antud arvu korruta-
mise reegel):

selle asemel, et korrutada mitme arvu summat antud
arvuga, voib igat Iudetavat ‘eraldi_korrutada selle arvuga ja
saadud korrutised liita.

Naide: (12+6+4+547)-3=12:346-3 4 5- 3+
+7-3=36+ 18 4 15 4+ 21 = 90.

2. kuju: antud arvu ja mitme arvu summa korrutis
vordub antud arvu ja iga liidetava korrutiste summaga.

On antud loomulik arv n ja summa a-+b-+4c+4
st Loy,

Toestad a: n@+b+c+...+ k)=na+ nb-+4nc+
+ ...+ nk.
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na+b+4c+.. —1—k)_(a+b+c+ .+ k)n=(korru-
tamise kommutatiivsus)
=an+bn+cn+ ...+ kn= (summa korrutamine antud
arvuga)
=na+nb+ nc+ ...+ nk (kommutatiivsus).
Jadreldus (antud arvu ja mitme arvu summa korruta-
mise reegel):
selle asemel, et korrutada antud arvu mitme arvu sum-
maga, voib seda arvu korrutada iga liidetavaga eraldi ja
saadud korrutised liita.
Nédide: 5-(8+4+3+24)=5-8+4+5-3+5:24=140+
+ 15 +.120 =175. .
Ka moned arvude peastkorrutamise votted pdhjenevad
korrutamise distributiivsuse seadusele. Niiteks toimub
27 korrutamine 12-ga nii:

274 12=27(10 4+ 2) =27 - 10 4 27 - 2=270 + 54 — 324.

4, Korrutamise monotoonsus.

1. Kui kaks antud arvu (2 ja a,) on vordsed, siis kum-
bagi neist korrutades sama arvuga (b), saadakse vordsed
korrutised.

Kui a=a,, siis a-b=a;-b, sest kumbagi korrutist
voib vaadelda kui summat, mis koosneb samast arvust (b)
ja omavahel "vordsest liidetavast (a=a,).

2. Kui iiks kahest antud arvust (@) on suurem voi viik-
sem teisest antud arvust (a;), siis nende korrutamisel -sama
arvuga (b), esimene saadud korrutistest on vastavalt suurem
voi vidiksem teisest.

Kui a > a,, siis a=a;4+m ja
ab= (a; + m)b ehk
ab=a;b+ mb (korrutamise distributiivsus).
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Jérelikult: ab > a;b, sest nagu nahtub eelnevast vordu-
sest, sisaldab korrutis a-b korrutist a;b ja peale selle veel
mingit korrutist mb.

§ 34. Jdreldusi korrutamise pohiomadustest.

I. Mitme arvu korrutise korrutamine antud
& arvuga.

Selle asemel, et mitme arvu korrutist korrutada antud
arvuga, voib iiht korrutise tegurit korrutada selle arvuga.
(abcd)e = (ae)bed ehk (abed)e=a(be)cd jne.
(abcd) e = abcde = (mitme teguri korrutise teoreem)
= aebcd = (kommutatiivsus)
== (ae) bed (assotsiatiivsus).
Samuti voib tGestada, et (abed)e =a(bc)ed =ab(ce)d
jne.
Nédide: Korrutis 2-7-8-6-5 korrutada 3-ga, s. o.
(2:7-8:6:5):3=2:7:8:6-5-3=2:3:7:8-6-5—
= (2-3):7-8:6:-5=6-7-8-6-5=10 080.
Sellele pohjeneb tuntud reegel nullidega 1oppeva arvu ja
teise arvu korrutamisest. Niiteks:
5500 -3 == (55-100) -3 =165 100 — 16 500.

Siit jargneb reegel: selleks, et mitme arvy korrutist suuren-

dada teatav ary korda, voib sama arv korda suurendada kor-
rutise iiht tegurit.

2, Arvu korrutamine mitme arvu
/ korrutisega.

Selle asemel, et antud arvy korrutada mitme arvu korru-
tisega voib seda arvu korrutada esimese teguriga, saadud

korrutist — teise teguriga, uut korrutist — kolmandaga jne.
— korrutise kaikide teguritega.
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N (abcd) = Nabcd.
N (abced) == (abcd) N = (kommutatiivsus)
= abcdN = (mitme teguri korrutise definitsiooni jérgi)
= Nabed  (kommutatiivsus).
Nidide: Et 24 korrutada 35-ga, asendame 35 korruti-
sega 5-7:
24-35=24-(5-7) =24-5-7 = 840.
Seda reeglit kasutatakse sageli peastarvutamisel.

3. Korrutise korrutamine korrutisega.

Selle asemel, et mitme arvu korrutist korrutada teise kor-
rutisega, voib jirjestikku korrutada kumbagi korrutise koik
tegurid.

(ab) (cde) = abcde.

Olgu ab=N

sus (ab) (cde) = N (cde) = (sest ab = N)

== Ncde= (arvu ja korrutise korrutamise reegel)
= (ab) cde = (sest N =ab)

= abcde (assotsiatiivsus v0i mitme teguri korrutise defi-

nitsioon).

Ndide: (2:3-7) ja (4:5-6).

Vaatleme esimest korrutist iihe arvuna ja korrutame
jarjest 4-ga, 5-ga ja 6-ga: (2:3-7)-(4-5:6)=(2-37)
*4:5:6=2-3-7+4-5-6=5040.

Korrutise korrutamise reeglile p6hjene'b ka nullidega
oppevate arvude korrutamine.

Niiteks, kui on tarvis 630 korrutada 300-ga, siis toimi-
takse jargmiselt: .

630 - 300 = (63 10) * (3+100) =63-10-3-100=
= (63-3) - (10-100) = 189 - 1000 = 189 000.
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4. Summa korrutamine summag a.

Selle asemel, et korrutada mitme arvu summat teise sum-
maga, voib korrutada esimese summa igat liidetavat teise
summa iga liidetavaga ja saadud korrutised liita.

(a+b+...+-e)(f+k+...+m)=af_+bf+...e}’+
+ak+bk+...+ek...—}—am—i—bm—{—‘..—i—em.

Olgu summa a+b-+...+e=N.

Siis saame: :

(@+b64 ... +e)(fdk+ ... +m)=NGF+L+ .. +
+my=Nj+ Nk+...+ Nm= (arvu korrutamine summaga)

:(a+b+...+e)f+(a+b+...—|—e)k+...+

+(a+b+...+e)m=(sest N=a+b+.. +e)

-:-af—}—bf—}—...+ef+ak+b/e+...+ek+...+am+
+om+ ...+ em (summa korrutamine arvuga).

Nadide: B+4+45)(647). :

Esimest summat vaatleme kui iihte arvu ja korrutame
teda teise summa iga liidetavaga:

(3+4+5)'(6+7)=(3+4+5)'6+(3+4+5)'7=
=364+4-64+564+3-714-7 +:9°7=18+-24 4+ 30 +
+ 21 4 284 35 = 156. »

Nagu allpool nieme, pohjeneb summade korrutamise
reeglile mitmekohalise arvu korrutamine mitmekohalisega.

5. Vahe korrutamine arvuga.

Kahe arvu vahe korrutis kolmanda arvuga vordub nende

arvude ja kolmanda arvu korrutiste vahega.
(g—.b)c=tc— be;

Olgu a —b=d, kus q—1p + d.

Jarelikult:

ac= (b+d)c (monotoonsus)

ac=bc +dc (distributiivsuse 1. kuju)

de=ac—bc  (lahutamise definitsioon)

Siit: (@ —b)c =ac — be (sest d—=a—b).
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6. Arvu korrutamine vahega.

Antud arvu ja kahe teise arvu vahe korrutis vordub

antud arvu ja molema teise arvu korrutiste vahega.
a(b—c) =ab—ac. =
Olgu b—c=d, kus b=c+d.
Jérelikult:
ab=a(c + d) (monotoonsus)
ab=ac + ad (distributiivsuse 2. kuju)

ad — ab — ac  (lahutamise definitsiooni jérgi).

Siit: a(b —¢) =ab—ac (sest d=b—c).

Vaadeldavaid korrutamise reegleid, vahe korrutamisest
arvuga ja arvu korrutamisest vahega, kaswtatakse sageli peast-
arvutamisel.

Naiteks, kui on tarvis 18 korrutada 17-ga, siis toimitakse
jargmiselt: 18 =20 — 2.
Siit '18+17=1(20—2) -17=20°17—2- 17 =340 =34 ==
= 306. |

Kui on tarvis 27 korrutada 8-ga, siis on otstarbekohane
teha seda jargmiselt: 8=10—2, jérelikult 27- 8=
—97- (10 — 2) =27-10 — 27 - 2=270 — 54=216. v

§ 35. Korrutamise reegel.
. Uhekohaliste arvude korrutamine.

Korrutamise definitsioonist jargneb, et kahe arvu korru-
tamine on samavddrne korrutatavaga vorduvate vordsete
liidetavate summa leidmisega, mistottu kahe arvu korruta-
mist ‘voib asendada liitmisega. Kuid sel viisil korrutise
leidmine on aegandudev isegi iihekohaliste arvude puhul.
Seepirast peetakse kahe iihekohalise arvu korrutamise tule-
mused lihtsalt ‘meeles korrutamistabeli jargi. Uhekohaliste
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arvude korrutamiseks pole mingeid reegleid. Korrutamise

hélbustamiseks on koostatud iihekohaliste arvude korrutamis-

tabel. '

2. Mitmekohalise arvu korrutamine iihe-
kohalisega,

Mitmekohalise arvy korrutamine iihekohalisega pohjeneb
mitme liidetava summa ja antud arvu korrutamise reeglile.

On tarvis 2323 korrutada 3-ga.

2323=2 t.4-3 s.+2 k. +3 ii.

2323°3=(2 t.4-3 S.+2k +3ii.) :3=29t¢ X34 3s. X
X842k s 3.1.8 i.X3=6t.+9 S. + 6k + 9 ii.— 6969

Mit.mekohal'i_.se arvu korrutamise] lihekohalisega kasuta-
takse mitme lijdetaya summa ja antud arvy korrutamise teo-

Tegelikult kasutatakse tldtarvitatava vétte abi] korruta-
des 2323 -3 =6969 samu seadusi: mitmekohaline ary lahu-
tatakse peast liidetavaiks ja iga liidetay korrutatakse fihe-
kohalise arvuga.

3. Nullidega Ioppevate arvude korrutamine.

a) Arvu iiks nullidega korrutamine.
Olgu tarvis korrutada 845 arvuga 10.

10 liidetavat

845-10=2845 + 845+ ... 4 845 — (korrutamise definitsi-

ooni jérgi)

=845 kii:mmet:(ses't 1 iihik, voetud liidetavana
10 korda, annab iihe kiimne,
845 iihikut annab sijs 845 kiim-
met)

= 8450 (845 kiimmet vordub kiimnend-
siisteemis 8450 ithega).
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Jirelikult, selle asemel, et mingit arvu korrutada arvuga
iiks nullidega, voib sellele arvule paremale poole juurde kirju-
tada niimitu nulli, kuimitu neid oli korrutajas.

b) Nullidega I6ppeva mistahes arvu korrutamine.
On antud: 54-30=54"- (3:10) = (kiimnendsiisteemi
arvu omadus)
=054-3:10= (korrutamise assotsia-
tiivsus)

=—(b4 - 3): 10 = (korrutamise assotsia-
tiivsus)

=162-10=  (ithekohalise arvu kor-
rutamine)

= 1620 (arvu (ks nullidega

korrutamine).

Jarelikult: selle asemel, et korrutada mingit arvu nullidega
Ioppeva arvuga, voib korrutatavat korrutada korrutaja nul-
lide ees olevatest numbritest moodustatud arvuga ja saadud
korrutisele kirjutada paremale juurde niimitu nulli, kuimitu
neid oli korrutajas.

c) Nullidega loppevate arvude korrutamine.

On antud: 500:30== (5-100) - (3-10) = (kiimnend-
3 siisteemi ‘arvu omadus)

=5-100-3-10= (korrutamise assotsiatiivsus)

=5-3-100- 10 = (kommutatiivsus)

= (5-3) - (100 - 10) = (assotsiatiivsus)

= 151000 = (assotsiatiivsus)

= 15000 (arvu iiks nullidega korrutamine).

Jarelikult, kui korrutatav ja korrutaja Iopevad nullidega,
siis korrutatakse nullisid arvestamata ja korrutisele Kkirjuta-
takse paremale niimitu nulli, kuimitu neid oli korrutatavas ja
korrutajas kokku.
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4. Korrutamine mitmekohalisé arvuga.

Mitmekohaliste arvude korrutamine pohjeneb jargmistele
reeglitele: summa korrutamine summaga, nullidega 1oppe-
vate arvude korrutamine, kommutatiivsus, assotsiatiivsus ja
mitmekohaliste arvude liitmine.

Téepoolest: 323-232= (3s.+2k. +3 ii.) - (2 5.+ 3 k. -
+ 2 ) =382 2%k 28 4+ BT e I e S e
+2k -3ki+3i3k+3s.:28.+2k 2ii.+3ii.-21 =
= 300 - 200 + 20 - 200 + 3 - 200 + 300 30 + 20 -30 + 3-30 -
+ 300:2+20-24-3:2 = 60000 4 4000 + 600 + 9000 -
+ 600 4 90 + 600 + 40 + 6 — 74 936. "

Praktiliselt vormistatakse korrutamine nii:
323 Siit on kerge niha, et niisugusel vormista-

><23_2 misel me kujutleme mottes korrutatavat ja kor-
646 rutajat mitme liidetava summana ja teostame

—+ 969 korrutamise ,summa korrutamine summaga’”
646 reegli jargi. #
74936

Mirkus. Etiga summa kohta on kehtiv kommutatiivsus, siis
ei ole korrutamisel alati vaja silmas pidada traditsioonilist korruta-
mise jarjekorda, alates madalama jargu *ihikutest kuni korgema
jargu iihikuteni. Korrutamist voib alata mistahes korrutatava numb.
rist, seejuures on vaja ainult Sigesti kirjutada iiksteise alla iiksikud

osakorrutised.
Naide 1. 2321 Nidide 2 2321
124 X 124
2321 4642
+ 4642 + 2321
9284 9984
287804 ! 287804  jms.

66



5. Numbrite arv korrutises.

Teoreem. Kahe teguri korrutise numbrite arv vordub
kas korrutatava ja korrutaja Thumbrite arvude summaga voi
on iihe vorra viiksem sellest summast.

On antud: arv K, numbrite arvuga m ja arv P,
numbrite arvuga n. Tarvis on toestada, et korrutises KP on
kas (m -+ n) numbrit vo6i (m 4+ n— 1) numbrit.

1) 10m1 < P < 10" (sest n numbriga mitmekohaline
arv on vaiksem kui 10" ja suurem kui 10771);

2) K10m1 < KP < K 10 (korrutise monotoonsus);

3) K 10» omab (m -+ n) numbrit;

4) K 1071 omab (m -+ n— 1) numbrit.

Siit jareldub, et korrutis KP sisaldab maksimaalselt
(m +n) numbrit voi minimaalselt (m -+ n—1) numbrit.

Nidide: 4358 ja 376 korrutis on kas kuue- voi seitsme-
kohaline arv.

Toepoolest:

100 < 376 < 1000.
Korrutades vorratuse koiki arve 4358-ga, saame:
4358 - 100 < 4358 - 376 < 4358 - 1000
ehk
435 800 < 4358 - 376 < 4 358 000.

Tihendab otsitav korrutis voib olla kuue- voi seitsme-

kohaline.

VI peatiikk

Jagamine.
§ 36. Tehte definitsioon.

Uhe arvu korrutamisel teisega me iihendame teatava
hulga vordseid arve iiheks arvuks, s. o. leiame vordsete lii-
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detavate summa, kusjuures seda summat nimetame korru-
tiseks. Néitena vaatleme jérgmist iilesannet.

Ulesanne. Teri veetakse 128-1 veokil, kusjuures igal
veokil on keskmiselt 300 kg. Mitu kg on teri kokku?

Selles iilesandes on tarvis leida 128 liidetava summa, kus
iga liidetav on 300. Ulesannet voib lahendada korrutades
300 128-ga, seega on otsitav arv: 300-128 — 38 400 (kg).

Sageli on tarvis lahendada vastupidiselt iilesannet,
s. 0. lahutada antud arv (korrutis) teatavaks hulgaks vord-
seiks liidetavaiks.

Ulesanne 1. 1281 veokil veeti 38400 kg teri. Mitu
kg teri oli keskmiselt igal veokil?

Ulesande andmetest on niha, et arv 38 400 on 128 arvu
summa, kus iga arv vordub otsitava arvuga. Ehk teisiti vil-
jendades, kui otsitavat arvu korrutada 128-ga, siis saadud
korrutis on 38400. Nii on iilesandes antud kahe arvu kor-
rutis ja iiks teguritest (korrutaja), tarvis on aga leida teine
tegur (korrutatav). Selleks tuleb arv 38 400 jaotada 128-ks

omavahel vordseks arvuks. Igaiiks neist arvudest vordubki
otsitava arvuga.

Ulesanne 2. Veokitel veeti 38400 kg teri, kusjuures
igal veokil oli keskmiselt 300 kg. Leida veokite arv.

Ulesande andmetest selgub, et arvu 38 400 voib vaadelda
kui vordsete liidetavate summat, kus iga liidetav on 300. On
selge, et selle summa liidetavate arv vordub veokite arvuga.
Vérdsete liidetavate summat leitakse korrutamise teel. Antud
juhul on 300 ja ofsitava arvu korrutis 38 400. Jirelikuit
on ka selles iilesandes antud kahe arvu korrutis ja ks
teguritest (korrutatav), tarvis on aga leida teine tegur
(korrutaja).

Selleks, et vastata iilesande kiisimusele, tuleb leida liide-
tavate arv, milledeks saab lahutada (jaotada) arvu 38400
juhul, kui iga liidetav on 300.
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Antud arvu lahutamine vordseteks osadeks viib meid uue
tehte — jagamise juurde.

Jagada arv a@ arvuga b, tihendab, leida niisugune arv,
millega korrutades arvu b, saame arvu a.

Siit jdrgneb tehte definitsioon: jagamiseks nimetatakse
niisugust aritmeetilist tehet, kus kahe antud teguri korrutise
ja iihe teguri jargi leitakse teine tegur.

Jagamisel nimetatakse antud korrutist jagatavaks, antud
tegurit jagajaks ja otsitavat tegurit jagatiseks. Esitatud defi-
nitsioonist nihtub, et jagamine on korrutamise podrdtehe.

Matemaatiliselt tdhistatakse jagamist kahe punktiga, mis
eraldavad jagatavat ja jagajat (jagatav vasakul, jagaja pare-
mal) voi horisontaalse joonega, mis samuti eraldab jagata-
vat jagajast (jagatav joone peal, jagaja joone all). Nii voime
arvu a jagamist arvuga b iiles kirjutada kahel viisil:
1) a:b=gq ehk 2) g=-q, kusjuures molemad vordused
tihendavad, et arvu a jagamisel arvuga b saadaks jagatises
loomulik arv g.

Jagamise definitsiooni alusel voib vordust a:b==gq kirju-
tada: a==bgq, s. t. jagatav vordub jagaja ja jagatise korru-
tisega. Tahendame, et koikide arutluste puhul me eeldame,
et jagatis g on taisarv.

§ 37. Jagamise erijuhud,

1) Kui jagatav vordub nulliga, siis vordub ka jagatis nul-
liga. Toepoolest, kui a=0, siis a:b=0, sest b-0=0.

2) Kui jagaja vordub iihega, siis jagatis vordub jaga-
tavaga. Kui b=1, siis a: 1=a, sest a-1=a. Téhendab,
arvu jagamisel iihega, jadb arv muutumatuks.

3) Jagaja ei saa vorduda nulliga, sest jagamine nulliga on
voimatu voi annab midiramatu tulemuse.
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Kui jagatav a ei vordu nulliga, jagaja b aga vordub
nulliga, siis ei saa jagatist leida, sest pole olemas niisugust
arvu, mida korrutades nulliga, saame jagatava a, sest kui
iiks tegureist, vordub nulliga, siis vordub ka korrutis nulliga.

Kui aga jagatav a—0 ja jagaja b—0, siis on jagamine
voimalik, kuid jagatiseks vdib olla mistahes arv, sest iga arvu
korrutamisel jagajaga, saadakse resultaadiks null, s. t. jaga-
tav. Téhendab antud juhul on jagamine v&imalik, kuid annab
méédramatu tulemuse ja seepirast ei ole motet radkida jaga-
tisest.

'Avaldiselg ei ole leppekohaselt mingit numbrilist
védrtust. ‘

§ 38. Jagamine jiigiga.

Vastavalt eespool esitatud tingimusele, et jagatis oleks
tdisarv, ei ole arvu a jagamine arvuga b alati voimalik. Nii
ei saa 63 jagada 30-ga, sest pole alemas niisugust taisarvu,
millega 30 korrutades saaksime korrutiseks 63.

Kui oleksime soovinud 63 pliiatsit jaotada vordselt 30-le
Opilasele, siis poleks see olnud voimalik. Oleksime voinud
jaotada igale Gpilasele 2 pliiatsit, mis moodustab 60 pliiatsit,
kusjuures oleks 3 plijatsit jadnud jérele, sest igale opilasele
tuli anda iihepalju plijatseid ja nimelt 2. Ent ka sel juhul
radgitakse arvu 63 jagamisest 30-ga, kusjuures arvu 63

nimetatakse jagatavaks, arvu 30 — jagajaks, arvu 2 —
mittetdielikuks jagatiseks ja arvu 3 — jagamise jddgiks.

Jagamist ennast nimetatakse sel juhul jiigiga jagamiseks.
Kui jagamisel saadakse jagatiseks tiisarv ja jaaki ei teki,
siis nimetatakse jagamist jiigita jagamiseks, jagatist aga —
tiisjagatiseks ehk lihtsalt Jjagatiseks.
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Kui arvu a jagamisel arvuga b saadakse mittetaielik
jagatis ¢ ja jaik r, siis kirjutatakse seda nii:

a:b—g (jaik r) ehk & =g (jaak r).
63 jagamisel 30-ga tuleb kirjutada:
63:30=2 (jadk 3) ehk 50 =2 (jdik 3).

Niisiis, jadgiga jagamisel nimetatakse mittetdielikuks jaga-
tiseks suurimat arvu, mille korrutamisel jagajaga saadakse
jagatavast viiksem korrutis. Jagatava ja selle korrutise
vahet nimetatakse jaagiks.

Siit jargneb, et jagamise jidk peab olema jagajast vaik-
sem, sest kui jiik oleks suurem voi vordne jagajaga, siis
jagatis ei oleks suurim voimalikest arvudest. Kui jagatavast
lahutada jdik, siis saadud vahet (a —r) saab jagada
jagaja b-ga jaégita, kusjuures saadakse jagatiseks endiselt
arv q.

Seega vahe a — r==0bq (vastavalt jagamise reeglile).

Siit a=bg + r (vastavalt lahutamise reeglile).

Viimasest vordusest ndhtub, et jadgiga jagamisel jagatav
vordub jagaja ja jagatise korrutise ning jidgi summaga.

Mirkus. Edaspidi asendatakse viljendus ,iiks arv jagub tei-
sega jaagita (tervenisti)” viljendusega ,iiks arv jagub teisega”,
moistes selle all alati jadgita jagamist.

Kui loomulik arv a jagub loomuliku arvuga b jéddgita,
siis mérgitakse seda jargmiselt: a: b ja loetakse: arv @ jagub
arvuga b. Arvu a nimetatakse antud juhul arvu b kordseks.

§ 39. Loomulikkude arvude jagamise iilddefinitsioon.

Loomulikkude arvude jaigita ja jddgiga jagamise kohta
voib anda jargmise iilddefinitsiooni: jagada arv a@ arvuga b,
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tahendab leida kaks niisugust arvuy a (jagatis) ja r (jiik), mis
rahuldaksid seoseid:

a=bg+r jar<b.
Vordusest a=bg - r jareldub, et
g liidetavat
a=b+b+b+ .. b4y

Kuna r < b, siis niitab jagatis ¢ suurimat arvu, mille
kordselt jagatis sisaldub jagatavas. Kui jagaja b ei vordu
nulliga, siis on Jagamine alati voimalik ja annab iihese tule-
muse,

Téepoolest:

1) kui a< b, siis 9=0 ja r=a; antud juhul rahuldah
ainult see arvude paar definitsioon;:

2) kui a=#b, siis 9=1 ja r=0 ja iikski teine arvude
paar ei rahulda definitsiooni;

3) kui a > b, siis niitab’ jagatis ¢ suurimat arvu, mille
kordselt jagaja b sisaldub ‘jagatavas @; seepdrast, kui b ej
vordu nulliga, siis on olemas ainult fjks jagatis.

Sel juhul vaib ka jaak I'=a— bq, Kkusjuures lahutamise
tihesuse tottu voib see samuti olla ainult iihene.

Peab tahendama, et b-ga jagamisel jdék voib olla mis-
tahes arv reast 045008 0 i 1.

Seega vordub arvuga b jagamisel tekkiy koikide voima-
likkude jaikide ary arvuga b.

§ 40. Jareldusi jagamisye_:»_deﬁnitsioonist.

Kui iiks ary (a) jagub teise arvuga (b) jaagita, siis jérel-
dub jagamise definitsioonist:

1) Kui antud loomulik ary « jagada algul mingi arvuga b
ja saadud jagatis korrutada sama arvuga, siis antud ary ej
muutu, ;
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Votame loomuliku arvu a:b ja néitame, et (a:b)b=a.
See jdreldub jagamise definitsioonist: jagada arv a arvuga b
tahendab leida niisugune uus arv (¢q), mida korrutades b-ga,
saame a. Jérelikult véljendab vaadeldav vordus valemi kujul
jagamise motet ja samuti seda, et jagamine on korrutamise
poordtehe.

Niisiis: (a:b8)b=a.

Naide: (120:5)-5=120.

2) Kui antud loomulik arv korrutada algul mingi arvuga
ja saadud korrutis jagada sama arvuga, Siis antud arv ei
muutu.

Toestame, et (ab) : b=a.

Olgu (ab) :b=n, siis jagamise motte jirgi ab=bn,
kus a==n (monotoonsuse seaduse jirgi, sest b=20),
jarelikult, (ab) : b=a, mida oligi tarvis tdestada.

Niadide: (91:7):7=9l.

Tahendame, et vaadeldavais jéreldustes ei ole sulgude
tarvitamine vajalik. Me kasutasime neid ainult selleks, et
kirjutises paremini esile tosta iga jérelduse pdhisisu.

Uldiselt aga on: (120:5)-5=120:5-5—120.

91:7):7=091-7:7=091.

§ 41. Jagamise kasutamine iilesannete lahendamisel.

Me vaatflesime (§ 36) kahte iilesannet, milledes oli antud
kahe arvu korrutis ja iiks neist arvudest ning oli tarvis leida
teine arv. Jdrelikult v6ib molemaid neid {ilesandeid lahendada
jagamisega.

l. iilesande lahendus: 38400 : 128 = 300 (kg).

2. iilesande lahendus: 38 400 : 300 = 128 (korda).

Nii antakse jagamise abil lahenduvate iilesannete tingi-
mustes alati kahe arvu korrutis ja iiks teguritest ning on tar-
vis leida teine tegur. Et korrutamise kommutatiivsuse sea-
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duse jargi korrutis ei olene tegurite jarjekorrast, siis on jaga-
mise tulemustele matemaatilisest vaatekohast iikskoik, kumb
kahest tegurist — korrutatav voi korrutaja — ‘on antud ja
kumb on otsitav. '

Kuid mdlemad vaadeldud iilesanded on oma konkreetse
sisu ja esitatud kiisimuste méotte poolest taiesti erinevad. Esi-
meses iilesandes on antud arvu (38 400) vordsete osade (128)
hulk ja noutakse iga osa suurust; teiste sonadega, kiisitakse,
missugune arv tuleb votta liidetavana ,teatav arv korda (128),
et saada antud arvu (38 400). On selge, et selles iilesandes
otsitakse korrutatavat.

Teises iilesandes on antud, missugusteks omavahel vord-
seteks arvudeks (300) tuleb lahutada antud arv (38 400),
s. t. antakse iga osa suurus ja kiisitakse, kui palju on niisu-
guseid arve (osi); teiste sonadega, kiisitakse, mitu korda on
tarvis votta liidetavana antud arvu (300), et saada teist antud
arvu (38 400). Selles ilesandes otsitakse korrutajat.

Jarelikult voib iitelda, et iihe ja sama tehtega — jagami-
sega — lahendatakse kaks erisisulist tilesannet:

a) iihel juhul (jaotamine osadeks) jaotatakse antud ary
teatavaks hulgaks vordseteks osadeks ja on tarvis leida
vordsete osade suurus (otsitakse korrutatavat);

b) teisel juhul (jagamine mahutavuse ehk sisalduvuse
jargi) leitakse mitu korda iiks antud arv sisaldub teises antud
arvus (otsitakse korrutajat).

Viimases iilesandes, leides mitu korda iiks antud arv sisal-
dub teises antud arvus, vordleme arve teineteisega, kindlaks
tehes mitu korda iiks arv on suurem teisest. Sel juhul nime-
tatakse jagatist antud arvude suthteks.

Need kaks erineva sisuga kiisimust lahenduvad iihe Jja
sama tehte abil seepirast, et korrutamise] on kehtiv kommu-
tatiivsuse seadus. Selle seaduse aluse] me saame igat jaga-
mist taandada kas korrutatava voi korrutaja méiramisele.
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Arvu jaotamisel vordseteks osadeks me vdhendame seda
arvu teatav arv korda, leides mitme vordse osa hulgast ainult
ithe osa suuruse. Jarelikult iilesannete lahendamisel, kus on
tarvis antud arvu vihendada teatav arv korda, me tegelikult
jaotame selle arvu osadeks.

Nii kasutatakse iilesannete lahendamisel jagamist jargmis-
tel juhtudel:

1) kui antud arvu on tarvis jaotada vordseteks osadeks
voi vihendada teda mingi arv korda;

2) kui on tarvis teada mitu korda sisaldub iks arv teises
arvus voi maarata, mitu korda on iiks arv teisest suurem
(leida arvude suhe).

Jagamist kasutatakse iildse, kui antud korrutise ja iihe
teguri jargi on tarvis leida teist tegurit.

Sarnased on niiteks ka jargmised iilesanded:

Ulesanne 1. Tootmisiilesande tditmiseks on tarvis
72 iihe inimese tootundi (normitundi). Mitme tunniga tai-
dab selle iilesande 12-st inimesest koosnev brigaad?

Ulesanne lahendub jagamisega: 72:12==6 (tundi).

Ulesanne 2. Ristkiiliku pindala on 80 m2? ja selle
kiillg 8 m. Leida alus.

Ulesanne lahendub samuti jagamisega: 80:8=10 (m).

§ 42. Andmete ja tulemuse vahelised seosed korrutamisel ja
jagamisel.

1. Nagu nigime leitakse jagamisel antud kahe teguri kor-
rutise (jagatav) ja iihe teguri (jagaja) jargi teine tegur
(jagatis).

Kui: a:b=gq (a:b), siis a=bg; kus b=a:q.

Jiarelikult, kahe arvu korrutise iga tegur vordub korrutise
ja teise teguri jagatisega.
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2. Vordustest a=bq ja b=a:gq jdreldub samuti, et
jagamisel jaigita:

a) jagatav vordub jagaja ja jagatise korrutisega ja

b) jagaja vordub Jagatava ja jagatise jagatisega.

3. Jagamisel jaédgiga, nagu juba nagime (§ 38), vordub
jagatav jagaja ja jagatise korrutise ning jaagi summaga:

a=bg-r.

§ 43. Korrutamiste ja- jagamiste rea pohiomadused,

Definitsioon: Korrutamiste ja jagamiste reaks nime-
tatakse iiksteisele jirgnevaid tehteid (korrutamisi ja_jagamisi),
mis tdhistatud korrutamis- ja jagamismirkidega.

Niijteks: 15:5-2:3 on korrutamiste ja jagamiste
rida. Selleks on tarvis 15 jagada 5-ga, jagatis korrutada 2-ga
ja saadud korrutis jagada 3-ga. Kui tehteid tuleb teostada
teises jérjekorras, siis miiratakse see jdrjekord sulgudega.

Korrutamiste ja jagamiste rea puhul on kehtivad kommu-

tatiivsuse seadus (kahel kujul) ja assotsiatijvsuse seadus
(kolmel kujul).

. Kommutatiivsus,

Korrutamiste ja jagamiste rea Iopptulemus ei sdltu tehete
jarjekorrast,

Niide:

k. Rirj u: 20-12:4=20:4.12. Toepoolest,
20-12:4=(20.12) ‘4=240:4=—=60 ja
20:4-12=—=+20:4).12—=5.12 —60.

2. kuju: 30:2:83=30:3:2 Toepoolest,
30:2:3=(30:2):3=15:3=—5 ja
30:3:2:(30;3):2:10:2:5.
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Mirgime, et korrutamiste ja jagamiste reas teostatakse
tehted selles jirjekorras, nagu nad mirgitud enne voi pdrast
antud rea liikmete iimberpaigutamist.

Loomulikkude arvude korrutamiste ja jagamiste reas on
lubatud liikmete iimberpaigutus ainult neil juhtudel, kui
parast fimberpaigutust on voimalik jagamine jddgita.

Mistahes arvude a, b ja ¢ (a:c) puhul on:

l. a-b:c=ma:c-b.
2. a:b:c=a:c:b.

Toestame nende vorduste kehtivust.

1)a-b:e=(a-b):c=

={[(a:¢c):c]l-b}:c=
=[(a:c)-c:b]:c=
=[(@:c)-b-cl:c=
= (a:c¢)-bc:a=

(a:c) - b=
aze-h

2 a:bic=(a:b)ic=

{[(@a:c):€l:b}:c=
[(a:c) - e:b]l:ic=

[l

=[(a:c):b-cl:c=
= (a:c):b-c:c=

== (g% cy: 0=
=80l

(korrutamiste ja jagamiste rea definit-
sioon)

(jdreldus jagamise definitsioonist)

(korrutise assotsiatiivsus)

(korrutise kommutatiivsus)

(korrutamiste ja jagamiste rea definit-
sioon)

(jareldus jagamise definitsioonist)

(korrutamiste ja jagamiste rea definit-
sioon).

(korrutamiste ja jagamiste rea definit-
sioon)

(jareldus jagamise definitsioonist)

(korrutamiste ja jagamiste rea definit-
sioon) ;

(korrutamiste ja jagamiste rea liik-
mete timberpaigutuse 1. kuju)

(korrutamiste ja jagamiste rea definit-
sioon)

(jareldus jagamise definitsioonist)

(korrutamiste ja jagamiste rea definit-
sioon).

2. Assotsiatiivsus,

1. kuju: selle asemel, et antud arvu korrutada jagati-
sega, voib seda arvu korrutada jagatavaga ja saadud korru-

tist jagada jagajaga.
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Néide: 20-(12:4)=20-12:4, Toepoolest:
20 (12:4):5=20-3=160 ja
20-12:4=(20-12) : 4=—240: 4 —60.

2. kuju: selle asemel, et antud arvu jagada kahe arvu
korrutisega, vdib seda arvu jagada esimese teguriga ja saa-
dud jagatist jagada teise teguriga.

Nédide: 36:(2-6)=36:2:6. Toepoolest:

36:(2-6) =36:12=—=3 ja
36.:2:6=1(36:2) : 6=—1806w=3

Jédreldus (antud arvu jagamine mitme arvu korruti-
sega): selle asemel, et antud arvu jagada mitme arvu korru-
tisega, voib seda arvu jagada esimese teguriga, saadud jaga-
tist jagada teise teguriga, uut jagatist — kolmandaga jne.

Naiteks, kui on tarvis arv 720 jagada korrutisega 4.3.2.5,
siis on assotsiatiivsuse seaduse alusel seda korrutist alati voi-
malik véljendada kahe teguri. korrutisena ja jagada antud
arv 720 selle korrutisega.

Toepoolest:

720:(4-3-2.5) =720:[(4-.3)- (2.:9)] =
=720:(4-3):(2.-5) =720:4:3:2:5.

Niiviisi me joudsime {iksteisele jargnevate jagamiste
reani, milles tehted teostatakse kirjutamise jédrjekorras:

720:4:3:2:5—=180:3:2:5—60:2:5=—30:5—6.

3. kuju: selle asemel, et antud arvu jagada jagatisega,
voib seda jagada jagatavaga ja saadud jagatist korrutada
jagajaga.

Nédide: 36:(18:3)=36:18.3. Toepoolest:

36: (18:3)=236:6—6.
36:18-3=—(36:18)-3==92.3—86.

Mistahes arvude a, b ja ¢ puhul on:

. kujw a-(b:c)=a:b:c,

2. kuju: a:(b-¢)=a:b:c,

3. kuju: a:(b:c)=a:b-c.
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Toestame nende vorduste kehtivust.
1) a-(b:c)=a-b:c.

a-(b:ey=a-(b:¢c)-c:c= (jéreldus jagamise definitsioo-
nist)

=laf(b icytelie= (korrutamise assotsiatiivsus)

=@-b:c : (jéreldus jagamise definitsioo-
nist).

2) a:(b-e)=(a:b):c, kus'a: b.
a:(b-¢)=1[(a:b)-b]:(b-c) = (jdreldus jagamise definitsioo-

nist)
= {[(a:b):c]:c-bYs(b-c) = (jdreldus jagamise definitsioo-
nist)
={[(a:b):c]l-(b-0)}: (b -c) = {korrutamise assotsiatiivsus ja
kommutatiivsus)
=@ tilic (jareldus jagamise definitsioo-

nist ja korrutamiste ning
jagamiste rea definitsioonist).

Jiareldus: !
N:(a-b-c-d)=N:[(ab) (c-d)]= (korrutamise assotsia-
tiivsus)
=N:(a-b): (c-d)= (arvu- jagamine kahe arvu kor-
rutisega)
=N:a:b:c:d (arvu jagamine kahe arvu kor-
rutisega).

3) a:(b:c)=wm:b-c, kus aib.

a:(b:e)=1[(a:b)-b):(b:c) = (jareldus jagamise definitsioo-
nist)

={[(a:b)-cl:c-b}: (b:c) =  (jdreldus jagamise definitsioo-
nist)

={[(a:b)-c]-(b:c)}:(b: ¢) = (korrutamiste ja jagamiste rea
kommutatiivsuse ja assotsia-
tiivsuse 1. kuju) :

—ag:bc (jareldus jagamise definitsioo-
nist ja korrutamiste ning
jagamiste rea definitsioonist).

Mirkus. Jagamist korrutisega ei tohi ira segada hariliku kor-
rutamiste ja jagamiste reaga.

Avaldis a: (b-¢) on arvu a jagamine korrutisega b -c: selleks, et
leida jagatist, voib algul b korrutada c-ga ja siis jagada antud arv a
saadud korrutisega voi asendada avaldis a: (b-c) temaga vordse jaga-
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miste reaga a:b:c ja rangelt teostada jagamist kirjutatud jirjekorras,
jagades algul arv a_arvuga b ja siis saadud jagatis arvuga c.
Avaldis a:b:-c on korrutamiste ja jagamiste rida. Nagu varem
négime on selles kehtiv kommutatiivsus ja seega on iimberkujundatav
teiseks reaks a-.c:b. Nagu esimeses nii ka teises reas tulevad tehted
tingimata alati teostada vastavalt kirjutatud jarjekorrale.  Algebras
vaadeldakse antud arvu jagamist tiksliikmega kui jagamist korrutisega.

§ 44. Jagamise distributiivsus (summa ja vahe jagamine
antud arvuga).

Kui summa iga liidetav jagub jaagita antud arvuga, siis
omab selle jagatava suhtes jagamine jaotuvuse omadust
(distributiivsust).

Selle asemel, et kahe voi enama arvu summat jagada
antud arvuga, voib jagada selle arvuga igat liidetavat ja tule-
mused liita.

1. Toestame algul selle kehtivust kahe arvu jagamise puhul.

On antud summa a+b; a:c ja b:e.

Toestada: (a+b):c=a:c+b:ec.

Oletame, et parem pool ei vordu vasaku poolega. Olgu siis
(@a+b):c=N ja' aic-+b: c=N,. Toestame, et N=N,.

Td6epoolest:
1) a+b=Ne.

[(@a+b) :c] c=Nc (monotoonsuse seadus)

(a--0)=N¢ (1. “jdreldus jagamise definitsioonist)
2) a:ct+b:c=N..

(ascbrr)ises N (monotoonsus)

alcc b e — N,c (korrutise distributiivsus)

a+b=N.c (1. jareldus jagamise definitsioonist).

Jérelikult, Ne=N,c (summa a-b iihesus) ehk N =N, (mono- '
toonsus), kus (a+b):c=a:c+b:c.

Ulesanne. Tehase kahest tsehhist, milledes téotab 90
ja 80 toolist, tuleb viiendik lubada puhkusele. Mitu to6list
laheb puhkusele? :

Ulesanne lahendatakse jagamisega. Puhkusele minejate
tildarv leitakse, kui liita 90 ja 80 ning saadud summa jagada
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5-ga. Kuid lahendus voib olla ka teistsugune: leiame algul,
kui palju liheb toolisi puhkusele kummastki tsehhist, milleks
jagame 5-ga kummagi liidetava, ja siis liildame tulemused:

(90 4 80) : 5=90:5-+80:5=18 4 16 =34.

Toestame niiiid selle teoreemi kehtivust mistahes liidetavate arvuga
summa puhul.
On antud summa (@+b+c+...+k) ja arv a
(=it "D ATIDRE N R Y.
Toestada: (@a4+b+c+...+k:n=a:n+
+b:ntcint.. ..+ kin
(a+b+ec+...+k):n=[a+ (b+ct+...+k)]:n= (summa

assotsiatiivsus)
=ain+ (@Ectl iY== (kahe liidetavaga summa dist-
ributiivsus)
=a:n+[b+ (c+ ...+ k)] :n= (summa assotsiatiivsus)
=arnEbin (et R R) sn= (jagamise distributiivsus)

=a:n+b:n+[c+ (..+k]:n=  (summa assotsiatiivsus)
SERAS ek e Tl Ik Ul o0 5% (edasised teisendused toimu-
vad samadel alustel)
=ain-thinte:int 4 kin (kahe liidetavaga summa jaga-
mise distributiivsus). -
Niaide: (1404 2104 70+ 630) : 7=
—140:74210:7+470:74+630:7=
— 20 4 30 4 10 4 90 = 150.

Kui me jagatava iga liidetava jagame 7-ga, siis leiame
seitsmendiku vastavatest liidetavatest. Koikide nende osade
summa moodustab seitsmendiku kogu jagatavast, sest suu-
rendades 7 korda saadud summa igat liidetavat, me saamegi
eraldi iga esialgse liidetava ja nende summa ongi antud jaga-
tav. Kui aga mingi seitsmekordselt véetud arv moodustab
jagatava, siis ta ongi seitsmendik jagatavast.

Selle asemel, et jagada kahe loomuliku arvu vahe kol-
manda arvuga, voib selle arvuga jagada vihendatavat ja
lahutatavat ning esimesest jagatisest lahutada teine.
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Toestatakse samuti kui kahe liidetava summa distributiiv-
sustki. ;

Mirkus. Distributiivsusele on “rajatud reegel mitmekohalise
arvu jagamisest iihekohalise ja mitmekohalisega. Jagamise distribu-
tiivsust kasutatakse ka peastarvutustel.

Niide 1. 828:9—(810-}+18):9=—=810:9-k18:9=
—90 + 2 —092.
Niide 2. 1773:9=— (1800 —27) : 9—
=—1800:9 — 27 : 9=200 — 3= 197.

§ 45. Mitme arvu korrutise jagamine antud arvuga ja
mitme arvu korrutisega.

1. Korrutise jagamine antud arvuga.

Selle asemel, et jagada mitme arvu korrutist antud arvuga,
volb jagada korrutise iihe teguri selle arvuga.

On antud: arvude a, b ja c korrutis; loomulik arv n;
a:n==4q:

Toestada: (abe):n—qgbc.

(abe) :n= (ng)bc:n= (sest eelduse kohaselt a=ng)

—(ngbc) T nr= (assotsiatiivsus)

— (gbcn) 1 n= (kommutatiivsus)

—[(gbo)n] : n—= (assotsiatiivsus)

—qbc (jareldus jagamise definitsioo-
nist).

Nédide: (15-8.6):5=3-8.6=144.

Toepoolest, (156-8-6) :5=720:5=144.

2. Mitme arvu korrutise jagamine teise
korrutisega.

Selle asemel, et jagada mitme arvu korrutist teise korruti-
sega, mille koik tegurid leiduvad esimeses korrutises, voib
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esimese korrutise iga teguri jagada teise korrutise vastava
teguriga ja siis saadud jagatised ja iilejddnud tegurid korru-
tada. ’
On antud korrutised: abedmnf ja amn.
Toestada: (abedmnf) : (amn) = bedf.
Teisendame jagatava:
abedmnf = amnbedf (kommutatiivsus)

niiviisi:
[ (amn) (bedf)] : (amn) — (assotsiatiivsus)
(amn) (bedf) : (amn) = bedf (jagamise definitsiooni *
jargi).
Siit saame:

(abedmnf) : (amn) = bedf.
Nédide: (5-14-15-18):(7-3-6)=
=5-(14:7)-(15:3)-(18:6) =
=028 +8=150:
Esitatud korrutise jagamise reegleid kasutatakse sageli
peastarvutusel ja lithendatud kirjalikel arvutustel.
Nidide 1. 312:26=(26-12):26=—12.
Nidide 2. 550:22=(11.5-10):(11.2)=
RN LR OR (IO SN B e OBt

§ 46. Arvude jagamise reeglid.
1. Jagamine teiste tehete abil

Jagamist voib teostada liitmise, lahutamise ja korruta-
mise abil. Olgu tarvis 48 jagada 8-ga. Otsitavat jagatist
voime leida:

a) Liitmise abil

Vottes arvu 8 jdrjest mitu korda liidetavana, mérkame, et
848+ 848+ 8+ 8 annab summa 48. Jirelikult 8 sisal-
dub 48-s 6 korda. i

Seega on otsitav jagatis 6.
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b) Lahutamise abil

Lahutades 48-st arvu 8 niimitu korda, kui voimalik,
leiame, et 8 sisaldub 48-s 6 korda: 48 -8 —8 —8 —8—
— 8 —8=—0, sest 48-st sai 8 lahutada 6 korda.

Tihendab otsitav' jagatis on 6.

c) Korrutamise abil

Votame arvud 48 ja 8. Korrutades jarjest arvu 8 arvu-
dega 1, 2, 3 jne., saame korrutised 8, 16, 32, 40 ja 48. 48-s
sisalduv suurim korrutis on 48 ehk 8.6. Jarelikult on jaga-
tis 6.

Voimalus leida jagatist mistahes aritmeetilise tehte abil,
seletub loendamise ja nelja aritmeetilise tehte vahel valitseva
geneetilise seosega, nad koik tekivad nende tehete erinevu-
sele vaatamata iiksteisest ja on {ilesehitatud iiksteisele. Nii
baseeruvad lahutamise ja korrutamise tehete definitsioonid
ja teooria liitmise teoorial, jagamise teooria aga korrutamisel.
Nii on jagamine seotud korrutamise kaudu liitmisega. Liit-
mine aga, nagu nagime, jareldub vahetult loendamise operat-
sioonist.

Nii saab jagatist leida liitmise, lahutamise ja korrutamise
abil. Kuid jagatise leidmine nende votete abil on tiilikas, eriti
siis, kui jagatis on suur arv.

Aritmeetika annab lihntsama votte jagatise leidmiseks. See
on viljendatud nn. tdisarvude jagamise reeglis. Vaatleme
seda reeglit.

2. Jagamine iihekohalise arvuga.

a) Uhekohaliste ja kahekohaliste arvude jagamine. Olgu
tarvis 72 jagada 8-ga.

Sel juhul leiame korrutamistabelist jagatise, mis vordub
9-ga; et 8-9=72, siis jarelikult 72:8=9. Jagamistabel
tuleb meeles pidada.

b) Mitmekohalise arvu jagamine ihekohalisega.
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Olgu tarvis 8462 jagada 2-ga.

8462 =8t +4s.+6k. + 21, jarelikult 8462:2=(8t. +
4+ 4s. 4+ 6k +2i):2=41t +2s. + 3k. + 1. (distributiiv-
sus), kuid 4t +2s.+3k +1i.= 4231 (kiimnendsiis-
teemi arvu omaduse pohjal).

Tihendab, 8462 : 2 — 4231.

Siit ndeme, et mitmekohalise arvu jag’amisel\ tthekohali-
sega lahutame algul arvu jargu ithikute summaks, siis
jagame distributiivsuse seaduse alusel iga jargu antud iihe-
kohalise arvuga ja lopuks kirjutame kiimnendsiisteemi arvu
omaduse pohjal saadud resultaadi. Esitatud néites jagus iga
jirgu ihikute arv jaagita jagajaga. Vaatleme veel juhtu,
kus iga jargu ihikute arvud jaguvad jagajaga jadigiga.
Jagame 9672 4-ga. :

Lahutades jagaja jirkudeks,saame9t. 4+ 6s. 4+ 7k. 4 2.
Jagame 9t. 4-ga, saame jagatiseks 2t. ja jaidgi It Ulejda-
nud tuhande peenestame sadadeks ja liidame veel 6 sada,
saame kokku 16s., jagades 16s. 4-ga, saame jagatiseks 4s.;
jagades 7 k. 4-ga, saame jagatiseks 1k. ja jaagi 3k. Lop-
peks peenestame 3 k. iihtedeks ja liidame nendega 2 ii.
saame 32ii.; jagame 32ii. 4-ga, saame jagatiseks 8. Saa-
dud iiksikud osad liidame:

2t. 4+ 4s. 4+ 1 k. + 8ii.= 2418,
Kirjalik jagamine paigutatakse nii:
9672:4=09t.4+-6s.+7k. 4 2i. | 4
1t. 2t.+4s.+1k.--8i1.=2418
16s.
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3. Mitmekohalise arvu jagamine mitme-
kohalisega.

Mitmekohalise arvu jagamisel mitmekohalisega kasutame
teoreemi summa jagamisest antud arvuga.

Niiteks olgu tarvis 72 841 jagada 23-ga. Kirjutame jaga-
mise jargmisel kujul: s

72841 | 23
A 3t. 4+ 1s.4+6k. + 7ii. — 3167
69t Niiviisi kujutasime’ jagatava summana:
3t 72841 =69t. + 23s. 4 138 k. + 161 ii.

ja kasutades teoreemi summa jagamisest

B2 88s. antud arvuga, jagasime saadud summa 23-ga:
23s. (69t.+ 23s. + 138k. + 161 ii.) : 23 —
15s, - 3t.+1s.+6k. 4 71
did Siis kirjutasime kiimnendsiisteemi arvu

il Pt C omaduse pohjal:

—_ : 3t. 4+ 1s. 4+ 6k. 4 7ii. = 3167.
16 k.
161 1i.
2 1814k
0

Praktiliselt toimub iildtarvitatava vottega mitmekohaliste
arvude jagamisel jagatava liidetavateks lahutamine jarg-
miselt:

a) jagatavas voetakse korgeima jirgu iihikute arv ja
proovitakse, kas seda on voimalik jagada antud arvuga;

b) kui jagamine ei ole voimalik, siis proovitakse jagada
jdrgmist madalama jiargu iihikute koguarvu;

c) jatkates sel viisil proovimist, jouame 15puks* niisuguse
jargu thikuteni, millede koguarv on jagatavast suurem (tin-
gimata aga 10-kordsest jagatavast viiksem);
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d) sellest arvust eraldatakse suurim arv, mis jagub jaa-
gita jagajaga, ja jagades seda jagajaga, saame ofsitava
jagatise esimese liidetava;

e) jaigist saadakse analoogiliselt jagatise teine liide-
tav jne. :

4, Jagatise numbrite arv.

Teoreem: Jagatise numbrite arv vordub jagatava
numbrite arvu ja jagaja numbrite arvu vahega voi on sel-
lest iihe vorra suurem.

On antud: a — jagatav, b — jagaja, g — jagatis,
kusjuures a numbrite arv on m ja b numbrite arv on n.

Toestada: jagatise ¢ numbrite arv on (m-—n) voOi
(m—n+1).

1) a=bg (jagamise definitsioon)

2) oletame, et ¢ numbrite arv on x, siis

3) bg numbrite arv on (n+4x) voi (n+x—1) (korru-

tise numbrite arvu teoreemi alusel), s. t.

4) m=n+ x voi m=n+ x — 1 numbrit, kus

5) kui m=n -+ x, siis x=m —n Vvoi

6) kui m=n-+4x—1, siis x=m—n+41, s. t.

7) jagatise numbrite arv vordub jagatava numbrite arvu
ja jagaja numbrite arvu vahega vO0i on sellest iihe vorra
suurem.

§ 47. Korrutamise ja jagamise kontrollimine.

1. Korrutamise kontrollimine.

a) Kontrollimine liitmisega. Korrutamise definitsioonist
jargneb, et korrutamise tulemust saab kontrollida liitmi-
sega. Kuid see kontrollimisvote on suurte arvude puhul palju
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aega noudev ja seepdrast praktiliselt korrutamist liitmisega ei
kentrollita.

b) Kontrollimine korrutamisega. Korrutamise kontrolli-
mine korrutamisega pohjeneb korrutamise kommutatiiv-
suse (vahetuvuse) seadusele: muutes tegurite jarjekorda ja
korrutades uuesti, peame saama sama tulemuse.

Niide: 328 Kontroll: _ 1045
X 1045 X 398
1640 8360
1312 2090
+7328 3135
342760 . 342760

¢) Kontrollimine jagamisega. Korrutamise kontrollimine
jagamisega toimub jagamise definitsiooni ja jagatava,
jagaja ning jagatise vahelise seose alusel, nimelt saa-
dud korrutise jagamisega korrutatavaga voi korrutajaga.
Esimesel juhul peame jagatiseks saama korrutaja, teisel —
korrutatava.

342760 ! 328
147 1045
1476

1640
0

2 Jagamise kontrollimine.

a) Kontrollimine liitmise ja lahutamisega. Me négime,
et jagatist saab leida liitmise ja lahutamisega, see-
pirast voib ka jagamise kontrollimisel leida jagatist nende
tehete abil. Kuid sairane kontroll ei ole otstarbekohane eriti
suurte arvude puhul, sest nouab palju aega. Praktiliselt ei
kontrollita jagamist liitmise ja lahutamisega.
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b) Kontrollimine korrutamisega. Jagamise kontrollimi-
seks korrutamisega jagaja korrutatakse jagatisega ja resul-
taadiks saadakse jagatav (jagamise definitsiooni alusel).

Nidide: 2316992 : 328 — 7064
Kontroll: 7064
X 398

56512
14128
21192

2316992
¢) Kontrollimine jagamisega. Jagamise kontrollimiseks
jagamisega jagatav jagatakse jagatisega ja resultaadiks
saadakse jagaja (jagamise definitsiooni alusel).
Nédide: 2316992 : 328 — 7064

Kontroll: 2316992 | 7064
19779 328

56512

0

§ 48. Sulgude kasutamine.

Liitmist ja lahutamist nimetatakse esimese jirgu teheteks,
korrutamist ja jagamist — teise jirgu teheteks.
Aritmeetiliste harjutuste arvutamisel, kui avaldises puu-
duvad sulud ja esinevad ainult esimese jargu tehted, teosta-
takse tehted selles jirjekorras, nagu nad on Kkirjutatud.
Niide: 175 —25+4+31 —44— 11+ 15=
— 150+ 31 —44 — 114 156=
=181 —44 — 11 4+ 15=137T =11 4+ 15 =
=126 + 15=141.
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Iga tehet voib kirjutada eraldi.
Nalde 144:16:127%3:2:=9.12¢3: 0=
—108:3:2=36:2=18.

Esimene ndide kujutab enesest liitmiste ja lahutamiste
tida, teine — korrutamiste ja jagamiste rida. Me nigime
(§§ 25 ja 43), et nendes ridades kehtib kommutatiivsus. See-
tottu voib esitatud naidetes tehteid teostada ka teises jérje-
korras tingimusel, et nad oleks teostatavad naturaalarvude
piires.

Lahendame vaadeldud néiteid teisiti.

Miide 1. 1754 31 +-16x=221; 221 — 11 =210;

210 — 25 = 185; 185 — 44 — 141.

Naide 2. 144-12=—1728; 1728516 =— 108

108 -8 =861 530 2= 8.

Kui sulgudeta harjutuses esineb eri jérkude tehteid, siis
teostatakse esmalt korrutamised ja jagamised ja seejirel —
liitmised ja lahutamised.

Niide: 8:12496 :16—144:24+36:4—13-8.

Teostame algul korrutamised ja jagamised:

8.12=—=096; 96:16=06; 144:24—=—6;
36:4=09; 13-8=104;
seejarel liitmised ja lahutamised: 96 —6 46 + 9 — 104 = 1.
’ Kui aritmeetilises harjutuses esinevad sulud, siis teosta-
takse algul tehted sulgudes.

Kui avaldises esinevad iimmargused ja nurgelised sulud,
siis teostatakse algul tehted iimmargustes sulgudes ja see-
jirel nurgelistes sulgudes. -

Naide: 9204+ 25[92 —3(54 — 37)].

Sulud niitavad, et algul on vaja teostada lahutamine
54 —37=17.

Kirjutame harjutuse {imber, asendades timmargused
sulud lahutamise tulemusega:

920 4+ 25-[92 — 3 - 17].
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Teostades tehteid nurgelistes sulgudes, algul korrutame ja
siis lahutame: 3.17=51; 92 — 51 —41. Kirjutame - uuesti
harjutuse {imber, kusjuures nurgeliste sulgude asemele paigu-
tame saadud tulemuse: 9204 25.41. Edasi korrutame
25 .41 =1025, seejirel liidame 920 4 1025 — 1945,

Vaatleme sulgude kasutamist iilesannete lahendamisel,

Ulesanne. Reisijate veo eest aurikul saadi 1857 rubla, kusjuu-
res 23 I klassi reisijat maksid igaiiks 20 rubla ja 78 II klassi reisijat —
igaiiks 9 rubla, iilejisinud olid III klassi reisijad. Tagasisdidul I ja
IT klassi reisijate arv jdi endiseks, kuna III klassi reisijate arv vihe-
nes 32 inimese vorra ja kogu reisijate veo eest saadi 1697 rubla. Kui
palju oli algul III Klassi reisijaid? -

Selleks, et leida esialgset III klassi reisijate arvu, peab teadma:
1) kui palju maksid esimesel soidul koik III klassi reisijad ja 2) kui
palju maksis iiks III klassi pilet.

Et vastata esimesele kiisimusele, peab teadma: 3) kui palju saadi
koigi kolme klassi piletite eest kokku ja 4) kui palju saadi I ja
I klassi piletite eest kokku. Kogu piletite eest saadud summa on antud,
I ja II klassi piletite eest saadud summa médramiseks peab teadma:
5) kui palju maksid kaik 1 klassi reisijad ja 6) kui palju maksid kaik
IT klassi reisijad. Et leida aga I klassi piletite eest saadud summat,
peab teadma: 7) I klassi pileti hinda ja 1 klassi reisijate arvu. Mole-
mad suurused on iilesandes antud. Selleks, et leida II klassi piletite
eest saadud summat, peab teadma: 8) II klassi pileti hinda ja II klassi
reisijate arvu. Ka need suurused on antud.

Ulesande lahendamise plaan.

1) Mitu rubla saadi teisel sdidul III klassi piletite eest viihem
kui esimesel saidul?

2) Mitu rubla maksis III klassi pilet?

3) Kui palju maksid esimesel sdidul kdik I klassi piletid?

4) Kui palju maksid esimesel sdidul kdik II klassi piletid?

5) Kui palju maksid I ja II klassi piletid kokku?

6) Kui palju maksid esimesel sdidul kdik III klassi piletid?

7) Kui palju oli III klassi reisijaid esimesel spidul?

Lahendus seletusega:

1) 1857 rbl. — 1697 rbl. =160 rbl. Siin on tarvis teada, mitme rubla
vorra on esimene summa teisest suurem. See kiisimus lahendub lahu-
tamisega.
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2) 160 rbl.:32=>5 rbl. Kui 32 111 kiassi piletit maksid 160 rubla,
siis iiks pilet maksis 32 korda vahem. Arvu vihendamine teatav arv
korda totmub jagamisega.

3) 20 rbl. X 23 =460 rbl. Kui iihe 1 klassi pileti eest maksti
90 rbl., siis 23 pileti eest maksti 93 korda 20 rubla. Korrutame 20 rbl.
23-ga.

4) 9 rbl. X 78=702 rbl. Kui iiks I klassi pilet maksis 9 rubla,
siis 78 piletit maksid 78 korda rohkem; on tarvis 9 rbl. votta 78 korda
ehk 9 rbl. korrutada 78-ga.

5) 460 rbl. 4702 rbl.= 1162 rbl. Kui 1 klassi piletid maksid
460 rbl;, II klassi piletid — 702 rbl., siis saadi I ja Il klassi piletite
cest’ kokku niipalju, kuipalju saadakse nende arvude liitmisel. Terviku
leidmiseks terviku kahe osa jérgi liidame need osad.

6) 1857 rbl. — 1162 tbl. =695 rbl. Kui koikide piletite eest saadi
~ esimesel sdidul 1857 tbl,, I ja II klassi piletite eest aga 1162 rbl., siis
maksid III klassi piletid niipalju, kuipalju saadakse 1857-st rublast
lahutades 1162 rbl. Siin leitakse terviku ja iihe osa jirgi teine osa,
seepirast lahutame..

7) 695 rbl.:5 rbl. =139. Kui koik III klassi piletid esimesel soi-
dul maksid 695 rbl. ja kui iiks pilet maksis 5 rbl, siis oli III klassi
pileteid miitidud niimity, kuimitu korda 5 rbl. sisaldub 695-s rublas. See
kiisimus lahendatakse jagamisega.

Kirjutame iilesande lahenduse numbrilise valemina:
[1857 — (20° 23+ 9 - 78)] : [ (1857 — 1697) : 32] = 139.

VII peatiikk.

Tehete resultaatide muutumine komponentide
muutumisel.

§ 49. Summa muutumine.

1. Kui iiht liidetavat suurendada vGi vihendada mingi
arvu vorra, siis summa vastavalt suureneb voi vaheneb sama
arvu vorra.

Et summa sisaldab niipalju iihtesid, kuipalju neid on koigis
liidetavais kokku, siis jargneb siit, et kui mingit liidetavat
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suurendada mone arvu vorra, siis ldhevad need iihed ka
summasse ja seepidrast on uus summa endisest niimitme iihe
vorra suurem, kuimitu oli neid lisatud liidetavale.
Umberpéérdult, kui mingit liidetavat vihendada mone iihe
vorra, siis need iihed ei ldhe uude summasse. Seepérast on
see summa endisest niimitme {ihe vorra véiksem, kuimitu
neid vihendati liidetavast. .
Mistahes arvude a ja b puhul, millede summa vordub
c-ga, on :
(e @yt b= ..
Toepoolest:
(axtd) +b=a=+d+ b= (assotsiatiivsus)
= (a + b) = d=(kommutatiivsus ja assotsiatiiv-
sus)
s=rodd (sest a+b6=c).
Naide: 50+ 17=067.
(50 = 10) + 17 =67 = 10.

Jireldus. Kui itht liidetavat suurendada mingi arvu
vorra ja teist vihendada sama arvu vorra, siis summa ei
muutu.

Naide: 71 + 29 -+ 35 = 135.

Suurendades iiht liidetavat 20-e vorra, teist aga véhen-
dades 20 vorra, saame: ity

(71 + 20) + (29 —20) + 35=91 49 + 35=135.

2. Kui antud summa koiki liidetavaid suurendada voi
vihendada iiks ja sama arv korda, siis summa vastavalt
suureneb voi viheneb sama arv korda.

Kui @ + b=c¢, siis 1) an +bn=—=cn ja

2) a:n+b:n=c:n

Toepoolest:

1) an+bn=(a+b)n= (korrutamise distri-
butiivsuse seadus)
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Cam (sest a4+ b=0¢)

2) a:n+b:n=(a+b):n=— (jagamise distri-
butiivsuse seadus)
) (sest a +b=rc).

Ndide: 28+ 12=40.
28:2412.2=40.2=280.
28:2412:2=40:2=20.

§ 50. Vahe muutumine.

1. Kui vihendatavat suurendada voi vihendada mingi
arvu vorra, siis vahe vastavalt suureneb voi viheneb sama
arvu vorra.

Lahutamise definitsioonist jidrgneb, et vihendatav on
lahutatava ja vahe summa. Nagu négime (§ 49, 1. juhtum),
summa suurenemiseks voi vahenemiseks mingi arvu vorra
piisab, kui iiks liidetavaist vastavalt suureneb v6i viheneb
sama arvu vorra. Kui lahutatav (iiks kahest liidetavast) ei
muutu, siis vdhendatava (summa) suurenemine voi vihene-
mine on voimalik eeldusel, et vastavalt suureneb voi viheneb
vahe (teine liidetav).

Jérelikult ka {imberpoordult: vdhendatava suurenemisel
voi védhenemisel mingi arvu vorra vastavalt vahe suureneb
voi vdheneb sama arvu vorra (eeldusel, et lahutatav ei
muutu). -

Kui vahe a — b =¢, siis:

1) (a+n) —b=c+n ja 2) (a—n)—b=c—n
(eeldusel, et a—n>b).

Toepoolest:
(@a*=n) —b—=a+n—b= (assotsiatiivsus)
=qa—b) £ nes (liitmiste ja lahutamiste
e e U rea kommutatiivsus ja

assotsiatiivsus).
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Ulesanne. Toédline sddstis iga kuu oma todtasust
200 rubla. Kui suur on igakuine saastsumma, kui tootasu
suureneb kuus 150 rubla vorra, kulud aga jdavad endisteks?

Sadstsumma — see on todtasu (vdhendatav) ja kulude
(lahutatav) vahe. To6tasu suurenemisel 150 rubla vorra,,
suureneb ka sddst 150 rubla vorra, sest kulud jdid endisteks.
Jérelikult vordub sadst: 200 + 150 =350 (rbl.). Kui tootasu
kuus oleks vidhenenud 50 rubla vdrra, siis oleks ka sddst
endiste kulude puhul vihenenud 50 rubla vorra ning
~vordunud 200 — 50 == 150 (rbl.).

2. Kui lahutatavat suurendada voi vihendada mingi arvu
vorra, siis vahe iimberpdrdult viheneb v6i suureneb sama
arvu vorra.

Vihendatav on lahutatava ja  vahe summa. Kui summa
(vdhendatav) ei muutu, aga iiks liidetavaist (lahutatav)
suureneb voi vdheneb mingi arvu vérra, siis peab teine liide-
tav (vahe) iimberpodrdult vidhenema voi suurenema sama
arvu vorra.

Mistahes loomulikkude arvude puhul, kui @ —b—=c¢, siis:
) a— (b+4n)=c—n ja 2) a— (b—n) —=c+n.

Toepoolest: -
@— (b*tn)—a—bxn= (liitmiste ja lahutamiste
rea assotsiatiivsus)
= (a@a—b) =n= (liitmiste ja lahutamiste
== (&5 m) rea definitsioon).

Ulesanne. Tooline sddstis oma tddtasust kuus 200 rbl,
kuid dihel kuul olid tema kulud sama to6tasu puhul
150 rubla vorra suuremad kui tavaliselt. Kui suur oli todlise
saast sel kuul?

Tootasu — vdhendatav, kulud — lahutatav, sdist — vahe.

Kulude suurenemisel 150 rubla vorra, sddst vaheneb
ilmselt 150 rubla vorra ja vordub 200 — 150 =50 (rbl.).
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Kui jargmisel kuul todlise kulud vahenevad 125 rubla
vorra, siis vastavalt sddst suureneb sel kuul sama summa
yorra, s. 0. 125 rbl. ja vordub 50 4 125 =175 (rbl.).

Naide:

300 — 175 =125. :
1) 300 — (175 + 50) = 300 — 225 =75;
2) 300 — (175 — 50) =300 — 125 = 175.

3. Kui vihendatavat ja lahutatavat suurendada voi vihen-
dada iithe ja sama arvu vorra, siis vahe ei muutu.

See omadus on kahe eelmise omaduse jéreldus.

Kui vihendatavat suurendada voi vahendada arvu n vorra,
siis vastavalt suureneb voi viheneb ka vahe n vorra, aga
lahutatava suurendamisel voi vahendamisel n vorra, vahe
vastavalt viheneb v6i suureneb sama arvu vorra. Jarelikult
vahe ei muutu, kui vidhendatavat ja lahutatavat suurendada
voi vdhendada iithe ja sama arvu n vorra.

Seega, kui @ — b=c¢, siis:

1) (@+n) = (@4n)=c ja

2) (a—n) — (b—n)=c.

Nidide:

50 — 15 =235.
(50 4+ 10) — (15 + 10) == 60 — 25 =235;
(50 — 10) — (15— 10) =40 — 5= 35.

4. Kui vihendatavat ja lahutatavat suurendada voi vihen-
dada mingi arv korda, siis vahe vastavalt suureneb voi vihe-
neb sama arv korda.

Mistahes loomulikkude arvude a ja & puhul, kui
«a— b=c, siis:

1) an —bn—cn ja

2) a:n—b:n=c:n,
kus ain ja bin.

See omadus on jareldus vahe jagamise ja korrutamise
distributiivsuse seadustest.
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TGepoolest oli eespool (§§ 33 ja 43) toestatud, et:

an—bn= (a—b)n ja a:n—b:n=(a—b):n,
et aga a — b=, siis:

an—bn=cn ja a:n—b:n=c:n.

Ulesanne. Oma 700-rublasest kuu tootasust kulutab
to6line iga kuu 500 rubla. Kui palju sddstab ta 3 kuuga?

Lahendus. (700 — 500)-3=200-3 — 600 (rbl.). Antud
juhul me korrutame iihe kuu siistu 3-ga. :

Kuid on ka teine lahendus:

700 + 3 — 500 - 3=2100 — 1500 = 600 (rbl.).

Sel juhul me lahutame kolme kuu todtasust kolme kuu
kulud. Vastus on sama.

Leiame poole kuu siistu.

Ulesande lahendus on jiargmine:

{700 — 500) : 2=200: 2=100 (rbl.) ehk

700 : 2 — 500 : 2= 350 — 250 = 100 (rbl.).

Jareldusi. Vaadeldavaist juhtudest vahe muutumise
-kohta vihendatava ja lahutatava suurenemisel v5i vahenemi-
sel mingi arvu vorra, jirelduvad alljargnevad vahega antud
arvu liitmise ja vahest antud arvu lahutamise votted:

a) Selle asemel, et kahe arvu vahega liita antud arv, véib
selle arvu liita vihendatavaga véi lahutada see lahutatavast.

1) (@—b) +ec=(a+ec)—bja

2) (@—b) +c=a— (b—c), kus b > c.

Nidide: 45—20=295. Selle asemel, et antud vahega
liita 5, vGib selle arvu liita viahendatavaga voi lahutada see
lahutatavast. . ‘

Toepoolest: (45 4+ 5) — 20=230 ehk

45 — (20 — 5) = 30.

b) Selle asemel, et kahe arvu vahest lahutada antud arv,
voib selle arvu lahutadia vihendatavast vdi liita selle lahu-
tatavaga.
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1) (a—b) —c=(a—c) —b,

2) (@—b)—c=a— (b+c); a—b>ec.

Nidide: 45—20=25. Selle asemel, et antud vahest
lahutada 5, voib lahutada selle arvu vihendatavast voi liita
selle lahutatavaga.

‘Tdepoolest: (45 —5) — 20 = 20,

45 — (20 + 5) = 20.

§ 51. Korrutise muutumine.

1. Kui iiht tegurit suurendada voi vdhendada mingi arv
korda, siis korrutis vastavalt suureneb voi viheneb sama arv
korda.

Mistahes loomulikkude arvude a, b ja ¢ puhul, Kkui
abg =P, siis:

(an)bc = a(bn)c==ab (cn) = Pn,

(a:n)bc=a(b:n)c=ab(c:n) =P :n.

Korrutamise assotsiatiivsuse ja kommutatiivsuse seaduste
alusel saame:

(an)be = (abc)n= Pn;

a(bn)c = (abc)n = Pn;

ab(cn) = (abc)n = Pn.

Nendest vordustest jareldub, et iihe teguri korrutamisel
n-ga, me saame iihe esialgse korrutise P asemel n niisugust
korrutist. 3

Samuti saame korrutamiste ja jagamiste rea assotsia-
tiivsuse ja kommutatiivsuse alusel:

(anybce=(abc) :n="P:n,

atb'sn)c=="(abc) Tn=""n,

ab(c:n)'= (abc) :n="P:n.

Siit jareldub, et ithe ! teguri jagamisel n-ga, saame iga
kord esialgse korrutise P ‘asemel ainult selle korrutise ithe
n-diku.
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Ndide: 40-2.6— 480.
1) (40-4).2.6=40-(2-4).6=—=40-2.(6.4) —
= 1920, kuid 1920 =480 - 4;
2) (40:2)-2-6:40-(2:2).6:40-2-(6:2):_—;240,
kuid 240=480: 2. : ;
2. Kui korrutise iiht tegurit korrutada mingi arvuga,
teist aga jagada sama arvuga, siis korrutis ei muutu,

Mistahes loomulikkude arvude a ja & puhul, kui ab —
siis:
(an) (b : n) =P.
Toepoolest, eelmise omaduse alusel
(an)b = Pn ja :
(an) (b :n)=(Pn):n, kuid (Pn):n=—P (jareldus jagamise
definitsioonist).
Nidide: 25.12=300. :
(25-2) (12:2) = 50.6 == 300.

Mirkus. Sellele omadusele pohjeneh arvuga 5 peastkor_futa-
mise vote, mis seisab selles, et antud arv jagatakse 2-ga ja saadud
jagatis korrutatakse 10-ga.

Niiteks: 42.5-— (42:2).10=210.

3. Kui antud korrutise kaks voi enam tegurit korrutada
voi jagada mingite arvudega, siis antud korrutis vastavalt
suureneb voi viheneb nende arvude korrutise vérra.

Kui korrutis abe = P, siis:
1) (am) (bn)c — (abc) (mn) — P (mn) ja
2) (a:m)(b:n)yc=P: (mn).
Korrutamise ja korrutamiste ning jagamiste rea assotsia-
tiivsuse ja kommutatiivsuse pdhjal saame:
1) (am) (bn)c = (abc) (mn) = P(mn) ja
2) (@a:m)(b:n)c=abc:m:n=
== (abc) : (m-n) =P : (mn).



Naide: 20.4=380.

1) (20-3): (4-2) ==60-8— 480, kuid 480=80- (3-2);
2) (20:5).(4:2)=—4.2=—8, kuid 8=280: (5-2).

§ 52. Jagatise muutumine.

1. Kui jagatavat suurendada vdi vihendada mingi arv
korda, siis ka jagatis vastavalt suureneb voi vidheneb sama
aryv korda.

On teada, et jagatav vordub jagaja ja jagatise korru-
tisega. Kuid korrutis suureneb vo6i vdheneb ainult siis teatav
arv korda, kui iiks teguritest suureneb v6i vaheneb sama arv
korda. Seepdrast, kui jagaja (iiks kahest tegurist) ei muuty,
. siis vdib jagatav suureneda vo6i vdheneda teatav arv korda
ainult jagatise (teine kahest tegurist) suurenemisel voi
vdhenemisel sama arv korda.

Siit jareldub, et jagatava suurenemine voi vdhenemine
teatav arv korda pohjustab vastavalt jagatise suurenemise
voi vidhendamise sama arv korda, ]uhul kui jagaja ei muutu.

Kui a: b=—aq, siis

1) (an) :b=—=gnja?2) (a:n) :b—gq:n, kus a:n.

Toepoolest, et a:b=gq, siis a=bg. Korrutades arvu a
ja korrutist bg iithe ja sama arvuga n, saame korrutamise

monotoonsuse seaduse jargi: an= (bq) -n, ja korrutamise
assotsiatiivsuse seaduse alusel: an=—bgn.

Jagamise definitsiooni alusel saame: (an): b = gn.

Analoogiliselt voib néidata, et (a:n) :b=gq:n.

Ndide: 96:8=12.

1) (96-2):8=192:8=24 — jagatis suurenes 2 korda;

2) (96:3):8=232:8=4 — jagatis vdhenes 3 korda.

2. Kui jagajat suurendada vo6i vidhendada mingi arv
korda, siis jagatis viheneb voi suureneb sama arv korda.
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Toepoolest, kui jagatav, s. t. jagaja ja jagatise korrutis
ei muutu, jagaja (iiks tegureist) aga suureneb voi viheneb
mingi arv korda, siis jagatis (teine tegur), vastup1d1 vihe-
neb voi suureneb sama arv korda.

Kui @a:b=gq, siis a: (bn)=q:n ja a: (b: n) =gqn.

Korrutamiste ja jagamiste rea assotsiatiivsuse omaduse
alusel saame: a: (bn) =a:b:n=(a:b) : n.

Siit: a: (bn)=q:n, sest a:b=gq. :

Vorduse a: (b : n) = gn kehtivust voib pohjendada sama-
del alustel.

Nidide: 96:8=12.

1) 96: (8-4) =96:32=23 — jagatis vidhenes 4 korda;

2) 96: (8:4) =96 :2—=—48 — jagatis suurenes 4 korda.

3. Kui jagatavat ja jagajat suurendada vo6i vihendada
iiks ja sama arv korda, siis jagatis ei muutu ja jiik, kui see
olemas, suureneb voi vdheneb vastavalt sama arv korda.

a) Jaagita jagamine.

Jadgita . jagamise eelmine omadus on kahe eespool
vaadeldud jagatise omaduse jéreldus.

Suurendades voi vdhendades jagatavat n korda, suureneb
voi viheneb jagatis samuti n korda. Kuid jagaja suurene-
misel voi vdhenemisel n_korda, jagatis muutub vastupidiselt
samuti n korda. Jdrelikult jagamise definitsiooni jdrelduse
(§ 40) alusel, jagatavat ja jagajat suurendades voi vihen-
dades n korda, jagatis ei muutu.

Niisiis, kui a@:b=—gq, siis

1) (an): (bn) =—=q ja 2) (a:n): (b:n)—=gq.

Nidide: 96:8=12.

1) (96:3) :(8-3)==288:24 =12;

2) (96:2) :(8:2)=48:4=12.
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b) Jﬁ%igiga jagamine.

Jiagiga ]agamxsel jagatav vordub jagaja ja jagatise
korrutise ning jidgi summaga (§ 38). '

Seepdrast, kui a:b=gq (jdik r), siis a_bq+r

Vastavalt korrutamise monotoonsuse seadusele peavad
arvu a ja temaga vordse summa bg + r korrutamisel iihe ja
sama arvuga n tekkima vordsed korrutised:

an= (bg +r) -n.

Korrutamise assotsiatiivsuse, kommutatiivsuse ja distribu-
tiivsuse seaduste alusel saame:

a-n=(bg+r)-n=(b-q)-n+r-n=(b-n)-q -+ rn.

Vordusest an= (bn) -q + rn jargneb: .

(an) : (bn) =q (jadk rn).

Analoogiliste arutluste abil voib veenduda selles, et

(@:n): (b:n) =q (jadk r:n).

Ndide: '48:9=75 (jaak 3).

1):5(48 - 2) (9.2 2) =296 18—"5 (jaak 16)3

2) A48::3) (94 3) =163 =0 (jagk 1).

Mirkus. Vaadeldud omadust kasutatakse nulliga IGppevate
arvude jagamisel: kui arvutuse lihtsustamiseks kustutatakse jaga-
tavas ja jagajas iiks ja sama arv nullisid, siis tuleb jdagile juurde
kirjutada samapalju nullisid: Naiteks 45@¢: 13¢g = 3 (jdak 600).

VIII peatiikk.

Nimega arvud.
§ 53. Suuruse moiste.
Suuruse moistet, nagu hulgagi (kogumiku) moistet loeme

algmoisteks, mida defineerida ei saa, mistottu piirdume
ainult selle moiste selgitamisega niidete abil.
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Matemaatikas vaadeldakse kaht liiki suurusi: diskreetseid
{katkevaid) ja pidevaid (katkematuid).

Diskreetsete suuruste ndideteks voivad olla hulgad
(kogumikud), nagu: kari, mets, klass. (opilased), - loomu-
likkude arvude rida jne.

Seevastu on pikkus (laius, paksus, korgus, nagu vahel
nimetatakse pikkust), pindala, ruumala, kaal, -aeg, hind,
nurk, temperatuur, soojusmahtuvus, kontsentratsioon (lahus-
tes), erikaal, t60, energia, kiirus, voimsus, voolu tugevus,
pinge jne. pidevad suurused.

Edaspidi moistame sona suuruse all alati pidevat suu-
rust, kusjuures lithiduse mottes jatame &dra sona ,,pidev’”.

§ 54. Suuruste mootmine.

Juba inimkultuuri algastmel pohjustasid niisugused
praktilised vajadused nagu tarvidus modta mitmesuguseid
kaugusi, maatiikkide pindalasid, méérata kiilviks vajalik seem-
nete hulk, soidu kestvus liiklemisel {ihest kohast teise jne.
mitmesuguste kogumikkude (diskreetsete suuruste) esemete
loendamise korval lihtsaimate mootmismeetodite tekkimist
pidevate suuruste mootmiseks. Modota mingit suurust tdhen-
dab vorrelda selle suuruse vdirtust tema teise vidartusega,
mis on valitud mooduiihikuks.

Meile tuntud suurust, mida kasutatakse teiste samaliiki
suuruste mootmiseks, nimetatakse mooduiihikuks ehk seda-
liikki suuruste mooduks. -

Oletame, et tahame moota koolipingi pikkust. Votame
joonlaua, mille pikkusest meil on selge kujutlus ja hakkame
seda paigutama koolipingi pikkusele. Kui joonlaud mahtus
sinna tdpselt 6 korda, siis on koolipingi pikkus 6 korda
suurem voetud joonlaua pikkusest ehk koolipingi pikkus
vordub kuue sdirase joonlaua pikkusega. Kui modduiihikuks
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valida kaks korda liilhem joonlaud, siis saab niisugust joon-
lauda paigutada koolipingi pikkusele 12 korda ja jarelikult
vordub koolipingi pikkus 12 joonlaua pikkusega.

Nii on iihe ja sama suuruse modtmise tulemus sdltuv
mooduiihikuks valitud suurusest.

Mobddufihikuid voib valida missuguseid tahes. Ainult me
peame selgelt kujutlema valitud modduithiku suurust, muidu
ei saa me ka selget kujutlust moddetavast suurusest.

Vabalt valitud moédduiithikutega modtmisel tekkivate aru-
saamatuste véltimiseks praktilises elus on méédratud kindlad
piisivad = mooduiihikud (mo6ddud). Mooduithikud méaérab
kindlaks kas riigivalitsus (kaalu-, pikkus-, ruumala- ijt.
ithikud) voi teadlased (soojus-, t66-, elektri- ijt. tthikud
voi muutuvad monikord neiks traditsiooniliselt.

Seejuures on igal suurusel oma erilised mé&6duiihikud.
Néiteks moodetakse pikkust kilomeetrites, meetrites. Raskust
mooddetakse tonnides, kilogrammides jne.

Tavaliselt méddratakse iga suuruse jaoks kindlaks mitu
mooduiithikut: iithed suuremad, teised vaiksemad.

Et saada selgemat kujutlust moddetavast suurusest, vali-
takse harilikult suurema suuruse mootmiseks ka suurem
mooduiihik ja véiksema suuruse mootmiseks voetakse
vaiksem mooduiihik.

Nii on linnadevahelist kaugust otstarbekam moota kilo-
meetrites, toa pikkust — meetriga ja vihiku pikkust —
sentimeetriga.

Mootmise tulemusena saadakse érv, mis niitab, mitu korda
mooduiihik sisaldub antud pikkuses. Seda arvu nimetatakse
suuruse numbriliseks vairtuseks.

Suuruse numbriline véartus soltub modduithiku valikust
ja muutub selle muutudes.

Mootmine on keerukam protsess kui loendamine; loen-
damine moodustab ainult {ihe osa mootmise protsessist. Iga
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suurusliigi jaoks on vastavad mddtmismeetodid, kusjuures
kéikidele meetoditele on iihine 1) protsess, mille eesmargiks
on jaotada moddetavat pidevat suurust {iksikuteks osadeks ja
2) nende osade loendamine.

Ruumilistel suurustel (sirgldigud, nurgad jne.) seisab
esimene protsess iihe suuruse asetamises teisele; teiste suu-
ruste puhul on tal teine iseloom, mis nouab sageli eriliste
aparaatide kasutamist, niiteks kaalu esemete kaalumiseks,
pendlit aja mootmiseks jms. _

Kui mootmisel antud suurust vorreldakse vahetult mod-
duiihikuga, siis nimetatakse niisugust maotmist otseseks.

Enamikul juhtudel ei ole moGtmine - teostatay otseselt,
eriti fiiiisikaliste suuruste mé6tmine. Naiiteks kolmnurga
pindala mo6tmiseks moodetakse selle alus ja sellele alusele:
tommatud korgus, mille jirgi pindala saadakse arvituse teel,
korrutades kahte saadud arvu ja vottes siis pool korrutisest.
Nii ei moddeta antud juhul pindala pindalaiihikuga, vaid
moodetakse kaht sirgloiku — kolmnurga alust ja korgust
pikkusiihikutega, mille jérgi kolmnurga pindala leitakse arvu-
tamisel kindla valemi jérgi, mis seob pindala vahetult mdo-
detud suurustega. Niisugust modtmist nimetatakse kaudseks.

Kaudsete mootmiste ala on laialdasem ja mitmekesisem
kui otsestel mo6tmistel. Nii on sageli isegi pikkust voimalik
moota ainult kaudselt, niiteks planeetidevahelist kaugust
voi maakera kahe ligipddsmatu punkti vahelist kaugust jne.
Fiiiisikalised suurused on rohuvas enamuses mdodetavad
ainult kaudselt. Nii moodetakse suurte kiiruste puhul aega
kaudselt, nditeks fotoplaadil asetseva kahe jalje vahemaa
mootmise abil jms.

Aritmeetika iilesannete hulka ei. kuulu valemite tuleta-
mine, millede jargi kaudselt mdddetakse (arvutatakse) suu-
rused. Need on selle teaduse aineks, kuhu kuulub mos-
detav suurus (geomeetria, fiilisika, mehaanika, tehnilised
teadused jt.).
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Aritmeetikas Opitakse otseselt tundma vastavate aparaa-
tidega moodetavaid nn. pohisuurusi: pikkust, pindala, ruum-
ala, massi (kaalu), aega, koguhinda. Seejuures G&pitakse
tundma mootmisvotteid, teisendusi ja tehteid mootmise tule-
musena saadud arvudega. Mis puutub teistesse suurustesse,
eriti fiilisikalistesse, siis aritmeetikas vaadeldakse iilesannete
lahendamise protsessis ainult nende numbriliste vaartuste tei-
sendusi ja tehteid nendega.

§ 55. Suuruste omadusi.

Suhteliselt samalaadsete suuruste kohta saab piistitada
vordsuse, vorratuse, summa ja vahe definitsioonid.

Kui kaks samalaadset suurust on moddetud iithe ja sama
mooduiithikuga, siis:

1) valjenduvad vordsete suuruste numbrilised viartused
vordsete arvudega;

2) suurema suuruse numbriline véartus valjendub suu-
Tema arvuga;

3) viéiksema suuruse numbriline viirtus viljendub viik-
sema arvuga; '

4) antud suuruste summa numbriline vidrtus vordub lii-
detavate numbriliste vddrtuste summaga;

5) kahe antud suuruse vahe numbriline viartus vordub
nende numbriliste vadrtuste vahega.

Nende definitsioonide abil vGib igat suurust moota ja
valjendada arvudega. Sel juhul muutuvad igasugused suu-
rustevahelised seosed nende numbriliste véirtuste vahelis-
teks seosteks, kusjuures suurused satuvad aritmeetika vald-
konda, mis, nagu teada, Opib tundma arvude omadusi ja
nendega teostatavaid tehteid. '

Suuruse numbrilise véddrtuse osatdhtsus on teaduses kiil-
laltki suur. Suuruste, kui niisugustega saame teostada ainult
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kaht tehet: liitmist ja lahutamist. Mingeid teisi tehteid suu-
rustega ofseselt teostada ei saa. Niiteks ei saa omavahel
korrutada kaht 16iku v6i raskust, samuti ei saa 16iku asten—
dada jms.

Kuid suuruste numbriliste vaartuste kui arvitdega voib
teostada mitmesuguseid tehteid.  Ainult seetdttu on voima-
lik viljendada matemaatilistes valemites neid mitmekesiseid
seoseid, mis vOivad esineda suuruste vahel ja mida viljea-
dada meil sellisel kujul poleks vdimalik, kui me poleks sidu-
nud iga suurusega fihtainust arvu, tema numbrilist vairtust.
Niiteks saab teoreemi kolmnurga teravnurga vastaskiilje
ruudu kohta viljendada vorduse kujul:

c2=a2 + b2 — 2ba,,

kus tdhed a, b, ¢ ja a; ei viljenda mitte suurusi endid (16ike)
ega ka mitte kolmnurga kiilgi ja projektsiooni, vaid nende
numbrilisi vaartusi, mis saadud nende modtmise hulemusena
iihe ja sama mooduiihikuga.

Nii vdimaldab suuruse numbrilise vidirtuse moiste asen-
dada valemis suurused nende numbriliste vdirtustega.

. Teadagii kehtivad vorduste, vorratuste, summa ja vahe
definitsioonid ainult samaliiki suuruste kohta, kuna eri liigi
suuruste vordlemine on {ildse voimatu, nditeks €i saa vor-
relda pikkust ja kaalu voi ruwmala ja aega jms.

Edaspidi vaatleme ainult samaliiki suuruste omadusi, kuigi
sona ,samaliiki” jédetakse lithiduse otstarbel tekstist ara.

Selleks, et iiks voi teine suurus muutuks aritmeetika uuri-
misobjektiks, on tarvis, et kahest samaliiki suurusest a ja b
esimene kas vorduks teisega (a=0b). voi oleks sellest suu-
rem (a> b) voi vdaiksem (a < b), kusjuures iiks omadus
korvaldab teiste esinemisvoimaluse (vordluse disjunktiivsus).
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§ 56. Moodud.

Samaliiki suuruste mootmiseks. kasutatavaid mootusid
nimetatakse samaliigilisteks. Nii on gramm ja kilogramm
samaliigilised moodud, sest neid kasutatakse raskuse modt-
miseks.

Eespool (§ 54) mainiti, et iga suuruse jaoks on mitu
mooduiihikut (mootw): iithed suuremad, teised vaiksemad.

Uks moot on pohi- voi peamddt, teised — tuletatud. Iga
tuletatud moot korrutatuna voi jagatuna mingi arvuga, vor-
dub pohimodduga. Siit jargneb, et pohimoodust suuremad
moodud on selle kordsed, pohimoodust vdiksemad aga moo-
dustavad selle osa. Nditeks pikkuse pohimdodduks on mee-
ter. Kilomeeter ja detsimeeter on tuletatud moodud, millest
esimene on saadud pohimdddu korrutamisel tuhandega, teine
aga selle jagamisel kiimnega.

Samaliiki m66dud voivad kuuluda korgemasse vdi mada-
lamasse jarku: nii kuulub meeter detsimeetri ja sentimeetri
suhtes korgemasse jarku, kilomeetri suhtes aga madalamasse.

Arvu, mis nditab, mitu korda viiksem moot sisaldub
temale otseselt jirgnevas suuremas méodus, nimetatakse
nende mootude iihikute suhteks. Néiteks on meetersiistee-
mis koikide pikkusmootude iihikute suhe arv 10.

§ 57. Meetermoodustik.
Ajaloolisi miarkmei d.

Kultuuri algastmeil vottis inimene méoduiihikuid teda
timbritsevast loodusest, niiteks olid pikkusiihikuteks harili-
kult inimese keha osad: kiiiinarnttkk, tdiskasvanud inimese
jalalaba pikkus (jalg), sorme liili pikkus (toll), miil (tuhat
sammu — mille paSsuum) jms.
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~ Nende loomulikkude modtude sobimatus on ilmne: kiiii-
narnukk, jalg, sdrmed, samm vGivad olla inimestel eri pikku-
sega. Nii koikus kiiiinarnuki pikkus mitmekesistel rahvastel
40 cm-st 55 cm-ni. E

Niisuguses olukorras ei saadud kindlustada mootmiste
rahuldavat tdpsust.

Koige levinumaks modduks oli nael. Kuid naelad ei
erinenud faktiliselt mitte ainult suuruselt, vaid omasid ka
tilendavaid nimetusi. Nii tunti Venemaal revolutsioonieel-
sel ajajérgul jargmisi naelu: riiklik kaubanduslik — 409 g,
tallinna — 427 g, rila — 418 g, kuramaa — 416 g, poola
— 405 g ja grodno — 367 g. Naelad jaotati mitmel vii-
sil viiksemateks raskusmdotudeks. Naiteks jagunes vene
riiklik kaubanduslik nael 32 loodiks, lood sisaldas 3 solotnikku,
solotnik — 96 dooli. 40 naela moodustas iihe puuda.

Sama mitmekesised olid ka teised moddud, eriti maapind-
ala mootmiseks. Naiteks tunti Venemaal kroonu, majandus-
likke, bahlevaja jt. dessatiine (tiine). ,

Mootude mitmekesisus tekitas modtmistel suurt segadust,
tekkisid alatised arusaamatused, vead ja pettused, mis takis-
tasid kaubavahetust. Iga suurusliigi pohiiihikud valiti juhus-
likult, samaliiki suuremate ja viiksemate médduiithikute suhe
oli viga mitmekesine, mis raskendas ddrmiselt iihelt mgc-
dult teisele iileminekut ja tegi arvutused keerukaiks. Lopuks
raskendasid ka riikides tarvituselolevad erisugused moodud
ddrmiselt rahvusvahelist kaubanduslikku arveldust.

Praegusajal seisab inimkond akuutse probleemi ees, luta
kogu maailmale iihtne mdGdusiisteem. Seda probleemi on
oluliselt juba lahendatud. Niisuguseks iilemaailmseks moodu-
siisteemiks saab kahtlemata oma lihtsuse ja korrapirasuse
tottu meetersiisteem.

Meetermoodustik voeti tarvitusele Prantsusmaal Suure
Prantsuse revolutsiooni ajajargul. ‘
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See moodustik moodustab seepdrast siisteemi, et selles on
eri liiki suuruste pohiiihikud omavahel seotud ja nende ala-
jaotused on seoses kiimnendsiisteemiga.

Uue moodusiisteemi loomisel olid kaastoolisteks tolle aja
kuulsamad teadusmehed: - Berthollet, Borda, Lagrange, Lap-
lace, D’Alembert, Mechen, Prony jt.

Seadusega 7. aprillist 1795 voeti iiks kiimnemiljondik
maakera veerandmeridiaani kaare pikkusest uue pikkuse
pohiiihikuks, nimega meeter. Plaatina ja iriidiumi sulamist
valmistati vastav meetri algkuju (etalon) ja anti hoiule
Rahvuslikku arhiivi.

Pindala mootmise pohiiihikuks voeti ruutmeeter, s. o.
ruudu pindala, mille iga kiilg oli 1 m.

Pollupinna mootmiseks voeti pohiiihikuks aar, s. 0. 10 m
pikkuse kiiljega ruudu pindala. =

Ruumala mootmise p6hitihikuks voeti steer, s. o. kuup,
mille serv on 1 m (sona steer on tuletatud kreekakeel-
sest sonast stereon — ruumala).

Anumate ruumala (66nesmocdud) mootmise pohiiihikuks
voeti liiter. Liitri ruumala vordub ligikaude kuubi ruum-
alaga, mille kiilg on 0,1 m (kuni 0,000001 tipsusega).

Raskuse mootmise pohiithikuks voeti gramm — 0,01-m-se
servaga kuupi tditva puhta destilleeritud vee kaal 40 Cel-
siuse juures oOhuta ruumis.

Pohiithikust suuremate modduithikute nimetamiseks lii-
deti tavaliselt pohiithiku nimetusele vastav vanakreekakeelne
lisand ja pohiiihikust vdiksemate {ihikute nimetamiseks tarvi-
tati vastavat ladinakeelset lisandit. i

Prantsusmaal asendati vanad modédud meetermoodusti-
kuga faktiliselt 1840. aastal.

NSV Liidus kehtestati meetersiisteem Rahvakomissaride
Noukogu dekreediga 14. septembrist 1918.
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Pikkusmoodud.

Pohiithik — meeter (m).

Tuletatud {ihikud.

o o
Nimetus E Suur.us Nimetus _‘Z-’ Su}lr}ls
= meetrites =i meetrites -
| Y =
Megameeter — {1000 000 Detsimeeter dm | 0,1
Miiriamieeter Mm 10 000 Sentimeeter cm | 0,0L
Kilomeeter km 1 000 Millimeeter mm | 0,001
Hektomeeter hm -100 Mikron u 0,000001
Dekameeter Dm 10. Millimikron mg | 0,000000001
Miérkus. Mikroni ja millimikroni tarvitatakse ainult mikros-

koobilistel uurimustel.

mi (), millimikroni (-~

1000

Mikroni
mikroni) markimiseks asetatakse tdhe-

tahistatakse kreekakeelse tdhega

n ette taht m.
Pinnamoodud.

Pindalasid moodetakse ruutmootudega, s. o. ruutudega,
mille kiilg vordub mingi pikkuse {ihikuga.

Pohiiihik — ruutmeeter (m?2).

Tuletatud ihikud.

;- Suurus = Suurus
Nimetus = ruut- Nimetus = ruut-
2 | meetrites i meetrites
|
Ruutkilomeeter km2 | 1000000 § Ruutdetsimeeter | dm2 0,01
Ruuthektomeeter Ruutsentimeeter | cm2 ! 0,0001
(hektaar) ha 10000 § Ruutmillimeeter | mm2 | 0,000001
Ruutdekameeter '
(aar) a 100 ;
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Aari (a) ja hektaari (ha) kasutatakse pollumajanduses
pollu pindala mootmisel.

Korgema jargu ja madalama jargu ruutmootude suhe
vordub alati vastavate pikkusmootude suhte ruuduga. Nai-
teks vordub ruutkilomeetri ja ruutdekameetri (aari) suhe
arvuga 1002=10000, sest kilomeetri ja dekameetri suhe
on 100.

Ruutmootude iihiku suhe vérdub 100-ga ehk 102-ga. Et
leida ruutdetsimeetri ja ruutsentimeetri suhet, selleks  jao-
tame ruutdetsimeetri 10-ks wordseks ribaks, mille pikkus
1 dm ja laius 1 em. Iga riba jaotame 10-ks ruuduks, mille
kiillg 1 cm.

Uhes ribas on 10 cm2.

Nii jaotub ruutdetsimeeter 10-ks vordseks ribaks, iga riba
:aga 10-ks ruutsentimeetriks.

Tahendab ruutdetsimeeter on:

10 am?2 - 10 = 100 cm?.

Jérelikult vordub ruutdetsimeetri ja ruutsentimeetri pind-
-alade suhe arvuga 100 ehk 10-10=102, s. o. vastavate
pikkusiihikute suhte arvu ruuduga.

Selleks, et leida kahe ruutithiku suhet, tuleb votta vasta-
wate pikkusiihikute suhe ruutu.

Pindalade suurused leitakse kaudsel mootmisel.

Pinnam6odu algkujusid pole olemas; pindalade numbri-
line vaartus saadakse moodetud pikkuste arvutamisega geo-
- -meetria reeglite ja valemite alusel.

Miarkus. Niitliku kujutluse ruutsentimeetrilisest pindalast

annab oOpilasvihiku 4-st ruudukesest koosnev ruut, sest tavaliselt
vordub ruudulistes vihikutes ruudukeste kiilg 5 mm-ga.

Ruumalamoodud.

Igal Kehal on kindel ruumala. Ruumalaks nimetatakse
ruumi osa, mida tdidab antud keha. Ruumalasid moddetakse
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kuupmeetritega, s. o. kuupidega, millede servade pikkused
vorduvad mingi pikkusiihikuga.

Pohiiihik — kuupmeeter ehk steer (ms3).
Tuletatud fihikud. °

=l Suurus o

= = s
Nimetus 2 kuup- Nimetus = S““"“St !‘;““P

s meetrites 5 meetrites

Kuupkilomeeter |km3| 1000 000 000 = | Kuupdetsimeeter{dm3| 0, 00

=10° (joon.4)
Kuupkilomeetrist
suuremaid Kuupsentimeeterjcm3 | 0,000001
kuupiihikuid et
tarvitata — Kuupmillimeeter { nm3| 0,000000001

Korgema jirgu ja madalama jérgu kuupmodtude suhe
vordub alati vastavate pikkusiihikute suhte kuubiga. Niiteks
vordub kuupmeetri ja kuupsentimeetri suhe arvuga 1003 =
= 1000000, sest meetris on 100 sentimeetrit. Kuupmdstude
ihiku suhe on 1000 = 103.

Et selles veenduda, leiame nditeks kuupdetsimeetri ja
kuupsentimeetri suhte. Votame kuupdetsimeetri ja jaotame
selle 10-ks vordseks kihiks, mille korgus 1 cm ja pikkus
ning laius 1 dm (joon. 4). Iga kihi jaotame omakorda
10-ks osaks — neljakandiliseks pulgaks, mille pikkus 1 dm,
laius 1 cm ja korgus 1 cm. Lopuks jaotame need pulgad
pikuti 10-ks kuupsentimeetriks. Nii leiame, et igas pulga-
keses on 10 kuupsentimeetrit, igas kihis ehk 10 pulgas on
aga 10 korda rohkem, s. o. 10-10=100 kuupsentimeetrit,
kogu kuupdetsimeetris ehk 10 kihis on neid aga 10 korda
rokem kui iihes kihis, s. 0. 100 cm3:10=1000 cm3. Teisiti
valjendades, kuupdetsimeetri ja kuupsentimeetri suhe vordub
arvuga 1000 ehk 10-10-10 ehk 103, s. o. vastavate pikkus-
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iithikute suhet néditava arvu kuubiga, antud juhul detsimeetri
ja sentimeetri.

Selleks, et leida kahe kuupiihiku suhet, tuleb leida vasta-
vate pikkusiihikute suhe ja votta see kuubis.

Ruumalad, samuti kui pindaladki madratakse kaudsel
mootmisel.  Toelisi kuupiihikuid pole olemas. Ruumala
numbriline véartus leitakse geomeetria valemite ja reeglite
jargi arvutamisel.

\\\\\\.
S

Yy
/)
)

Joon. 4.

Pikkuste, pindalade ja ruumalade suuruste vordlemisel peab kindlalt
meelespidama jirgmist. Kuupmeeter ei sisalda iihtki ruutmeetrit ega
pikkuse meetrit, ruutmeetris pole iihtki pikkuse meetrit, sest kuup-
meeter, ruutmeeter ja meeter on eriliiki moodud.

Sirgloigu pikkust moodetakse jooniihikutega ja nimetatakse iihemoo-
teliseks suuruseks, sest see mdadratakse ainult {he andmega: loigu
pikkusega.

Kujundi, nditeks ristkiiliku pindala, millel on alati kindel pikkus ja
laius, moodetakse ruutithikutega ja nimetatakse kahemooteliseks suuru-
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seks, sest ristkiiliku pindala iile voime otsustada ainult kahe andme jargi:
pikkuse ja laiuse. ; : v

Keha, niiteks risttahuka ruumala, omab alati kindlat pikkust, laiust
ja korgust, teda moodetakse kuupithikutega ja nimetatakse kolmemddte-
liseks suuruseks, sest risttahuka ruumala ‘iile voime otsustada ainult
kolme andme jirgi: pikkuse, laiuse ja korguse.

Nii omavad iihemdotelised suurused ainult pikkust; kahemootelised
suurused ainult pikkust ja laiust; kolmemdotelised suurused aga pikkust,

laiust ja kérgust.

Vedelikumoodud

(0onesmdddud. ehk kuiv- ja vedelainete méddud).

Paohiiihik — liiter (1).

Liiter on iihe kilogrammi puhta destilleeritud vee ruum-
ala 40 Celsiuse ja 760 mm. normaalse rohu juures. Niisuguse
definitsiooni puhul on selle ruumala kuupdetsimeetrist
0,000028 kuupdetsimeetri vorra suurem. Praktilistel moatmis-
tel 1 liiter =1 dms.

Tuletatud iihikud.

=] =)
! s Suurus S Suurus
f—— £ | litrites S E liitrites
ot —
Kiloliiter kl | 1000 Detsiliiter da | o1
Hektoliiter hl I 100 Sentiliiter cl 0,01
Dekaliiter DI 10 Milliliiter ml 0,001
Mikroliiter ul | 0,000001

Praktilistel mo6tmistel - kasutatakse peale pohiiihiku —
liitri koige sagedamini dekaliitrit ja hektoliitrit. Kuna
I liiter = 1 dm3, siis voime koiki iilalnimetatud 66nesmoodu
ihikuid asendada vastavate ruumala iihikutega. Nii 1 milli-
liiter = 1 kuupsentimeeter, =Jérelikult saab liitrite arvu ja
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teiste GOnesmaotude jargi méaéarata kuupdetsimeetrite ja teiste
ruumalaithikute arvu ja timberpoordult.

Raskusmaodud.
Pohiiihik — gramm (2).
Tuletatud dhikud

= Suurus = Suurus
Nimetus - grammi- Nimetus 45 garmmi-

he des o des
Tonn t 1000 kg | Detsigramm dg | 0,1
Tsentner (kvintal)| ts 100 kg | Sentigramm cg | 0,01
Kilogramm kg | 1000g | Milligramm mg [ 0,001
Hektogramm hg 100 g Mikrogramm ©#g | 0,000001
Dekagramm .Dg 10g Karaat (meetrine) | k 0,2

Raskusiihikutest kasutatakse praktilises elus koige enam
tonni, tsentnerit, kilogrammi ja grammi. Grammist viikse-
- maid raskusithikuid tarvitatakse peamiselt keemilisel ana-
liiiisil, fiiiisikalistel katsetel ja apteekides.

Karaati tarvitatakse viiriskivide kaalu méédramisel. Peale
meetrise karaadi tarvitatakse inglise karaati, mis ligikaudu
vordub 0,23 g-ga.

§ 58. Méodud, mis ej kuulu meetersiisteemi.

Paberimdodud.
Péhiiihik — poogen.

Tuletatud ihikud,

l. 1 raamat sisaldab 50 poognat,
2. 1 riis sisaldab 20 raamatut.
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Sageli aga maddratakse paberi hulka kaalu jargi (tonni-
des ja kilogrammides).

Viidrtusiihikud (raha).

Esemete ja materjalide vdartust viljendatakse harilikult
rahaga, metallmiintide ja paberrahaga.

Miint on rahaméirk, mis valmistatud kullast, hobedast,
vasest voi teistest metallidest.

NSV Liidu miindi péhiithik — kuld t3ervonets.

Kuld tServonets sisaldab 7,74234 g puhast kulda ja vordub
10 rublaga. Peale t3ervonetsi on NSV Liidus maksvusel
jargmised hoberahad:

I. Rubla koosneb 9 osast (18 g) puhtast hobedast ja
I osast vasest ning vordub 100 kopikaga.

2. Poltinnik koosneb 9 osast (9 g) puhtast hobedast ja
1 osast vasest ning vordub 50 kopikaga.

3. 20-, 15- ja 10-kopikaline hobedane vahetusraha koosneb
5 osast hobedast ja 5 osast vasest ning sisaldab puhast
hobedat: 20 kop. — 1,8 g, 15 kop. — 1,35 g, 10 kop. —
0,9 g, 5-, 3-, 2- ja 1-kopikaline vaskraha valmistatakse puh-
tast vasest. Eesmirgiga kindlustada raha kiivet vahetus-
miintidega on vilja lastud 20-, 15- ja 10-kopikalised nikkel-
rahad ja 5-, 3-, 2- ja l-kopikalised pronksrahad.

Peale miintide on NSV Liidus veel kiibel:

1. NSV Liidu Riigipanga piletid 10, 5, 3 ja 1 tServo-
netsi vdartuses.

2. Riigikassa piletid 5, 3 ja 1 rubla véartuses.
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Ajaloolisi méarkmeid.

Kultuuri algastmeil olid vAartusmootudeks: loomanahad, kariloomad,
kala, teokarbid, kakao-oad, tubak, maisiterad jne. Hiljem muutuvad
viirtusmootudeks mitmesugused kivist tooriistad, odade ja noolte teravi-
kud jms. Vihehaaval veendusid inimesed, et niisugused vadrtusmoodud
on #dirmiselt sobimatud ja hakkasid neid asendama mootudega, mis tarvi-
taksid vihe ruumi, oleksid mugavad transportida ega rikneks. Jark-
jirgult muutusid vddrtusmootudeks —metallid, eriti védrismetallid kan-
gide ja rongaste kujul. :

Kui ese maksis vdhem kui oli kangi voi ronga vddrtus, siis raiuti
need. tiikkideks. Hiljem valmistati metallitiikid plaadi- voi ringikujulised
ning varustati templiga, mis kindlustas antud tiikile méairatud raskuse.
Nii tekkis esialgne raha.

Vanal Venemaal olid vdartusmooduks hobekangid. * Kui ese oli oda-
vam kangist, siis raiuti see tiikkideks ja raiutud kangitiikki — rubla
(tuleb venekeelsest sonast py6utb  — raiuma) — tarvitati maksu-
vahendina kauba eest.

Hiljem tuli tarvitusele ,grivna” (409-grammine hobetiikk). Tatar-
laste valitsemisajaga Venemaal on seotud miindid — ,,denga” (21—0grivnat)

ja ,alton” (3 dengat). Ivan IV ajal ilmub kopik (hoberaha, vordne
dengaga). J

Peeter T ajal hakati valmistama hoberaha — grivennik, mille vdartus
oli 10 kopikat.
A jamoodud.
PGhiiihikud.

a) Pdikese 00paev.

Lithend — d (rahvusvaheline), vene — cym.
b) Aasta (troopiline)=365,2422 &06paeva.
‘Lithend — T (rahvusvaheline), vene — 2.

Péaikese 00pdev vordub (ligikaudu) ajavahemikuga, mille
vilte] Maa teeb tdispoorde {imber oma telje.
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Odpédevast vdaiksemad tarvitatavad aja-

moodud:
Lithend
eestikeelne | venekeelne |rahvusvaheline

1
1 tund =57 66pdeva t. 4. h

1 -
1 minut = 0 tundi min. MHH. min

1

1 sekund = 0 minutit sek. CeK. sec

Odpédeva alguseks on keskoo. Tunde oopdeva viltel loe-
takse 1-st kuni 24-ni voi 1-st kuni 12-ni (pérast keskdod) ja
siis uuesti I-st kuni 12-ni (pdrast keskpieva).

Et viltida sonade pirast keskéod (hommikul) ja pirast
keskpdeva (pieval voi Ghtul) tarvitamist, siis loetakse prae-
gusajal liiklus- ja sideasutistes, telegraafis ning raadio-ring-
hddlingus tunde 0-st kuni 24-ni. Séiirasel korral iiteldakse
kell 11 hommikul asemel lihtsalt kell 11 ja kell 11 Shtul ase-
mel kell 23, mis on muidugi lihtsam ja mugavam.

Aasta on (ligikaudu) ajavahemik, mille viltel'! Maa teeb
taistiiru timber péiikese.

Toeliseks péikese-aastaks ehk troopiliseks aastaks nimetatakse aja-
vahemikku kevadisest pooripdevast. (22. mdrtsist) kuni jirgmise keva-
dise pooripdevani. Toeline aasta on 365 6opdeva 5 tundi 48 min. 46 sek.

Kui votta tdielikud 66pdevad ja lugeda aasta vordseks 365 pievaga,
siis sel juhul jddb kodanlik aasta tdelisest aastast umbes veerand 66-
pdeva liihemaks. Nelja aastaga tekib peaaegu Gopdevane vahe (44 min.
56 sek. vdhem).

Selle vea korvaldamiseks arvatakse kolmel iksteisele jirgneval
kodanlik-aastal 365 pdeva ja neile jirgneval neljandal aastal 366 pieva.
366-pdevast aastat nimetatakse liigaastaks ja 365-paevast e lihtaastaks.

Liigaastaiks loetakse aastaid, millede number jagub jiigita 4-ga.

Kasutatakse veel jargmisi aastast suuremaid ja vdiksemaid

moote: sajand==100 aastat ja kuu:lg aastat (toeliselt
jagatakse aasta 12-ks mittevordseks osaks, nn. kuuks).
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Nadal=7 00pdeva. Kuude nimetused on jarjekorras
jargmised: 1) jaanuar (31 pdeva), 2) veebruar (28 voi 29
pieva), 3) mirts (31 pdeva), 4) aprill (30 pdeva), 5) mai
(31 pdeva), 6) juuni (30 pdeva), 7) juuli (31 pdeva), 8) august
(31 pdeva), 9) september (30 paeva), 10) oktoober (31 pieva),

11) november (30 pdeva), 12) detsember (31 pédeva).

Ulalkirjeldatud ajaarvestus, kus 3-mel aastal loetakse 365 pieva ja
neljandal — 366, oli kehtima pandud Rooma diktaatori Julius Caesari
poolt 46 a. e. m. a., mistottu seda nimetatakse juuliuse ehk vanaks
kalendriks. See oli tarvitusel enne Suurt Oktoobrirevolutsiooni ka Vene-
maal. Lenini poolt allakirjutatud RKN dekreediga kehtestati 26. jaanuaril
1918 rahvusvaheline gregooriuse kalender ehk nn. uus kalender.

Seda kalendrit nimetati gregooriuse kalendriks paavst Gregorius XII
nime jirgi, kes selle aastal 1582 tarvitusele vGttis.

Juuliuse kalendri jdrgi on aasta 11 min. 14 sek. pikem troopilisest
aastast, mis 400 aasta jooksul moodustab 3 pdeva. Paavst Gregorius
XIII poolt juuliuse kalendri parandamise momendil, s. o. 1582. a. erines
ta toelisest (pdikese) ajaarvamisest 10 oopdeva, nii loeti niditeks 5. det-
sember, kuna pidikese aja jargi oleks pidanud olema 15, detsember.

Paavst Gregorius tegi ettepaneku 5. oktoobri 1852. a. asemel lugeda
15. oktoober.

Selleks, et edaspidi sidrane viga ei korduks, lepiti kokku iga
400 aastat kodanlikus ajaarvestuses lithendada 3 pdeva vorra. Paavst
tegi ettepaneku, et kahe nulliga Idppevatel aastatel, niit. 1600, 1700,
1800, 1900, 2000 jne., lugeda liigaastateks ainult need, mille sadade arv
_jagub 4-ga. Sel alusel loeti 1600 molema ajaarvamise jirgi liigaastaks;
aastad 1700, 1800, 1900 loeti juuliuse kalendri jirgi liigaastateks, gre-
gooriuse jdrgi aga lihtaastateks. .

1582. aastast alates jai vana kalender uuest kalendrist veel 3 pieva
vorra maha (aastad 1700, 1800 ja 1900), ja kiesoleval ajal on vahe
13 pédeva. Naiiteks toimus Suur Sotsialistlik Oktoobrirevolutsioon vana
kalendri jadrgi 25. oktoobril, uue jirgi aga 7. novembril.

Ajaarvestuse algust loetakse iiksikute rahvaste juures mingist taht-
sast ajaloolisest siindmusest, néditeks kristlastel miiiidilisest Kristuse
siindimisest; muhameedlastel — hed?ra ehk Muhameedi pogenemisest

Mekkast Mediinasse a. 622; juutidel miiiidilisest maailma loomisest
a. 5508 e. m. a.
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525. a. tehti ettepanek kristliku ajaarvestuse alguse tarvitusele
votuks ja X sajandil voetigi see Liddne-Euroopa kristlikkude rahvaste
juures {ildiselt kasutusele.

§ 59. Kombineeritud mdoduiihikud.

Sageli kasutatakse monede suuruste mootmiseks tehnikas
ja tegelikus elus kombineeritud {ihikuid.

Kombineeritud mooduiihikud esinevad sageli mitmesugus-
tel majanduslikkudel arvutustel, eriti t66 mootmistel, Kkui
vaadeldakse teda tungi ja tee vahelise seosena vdi voimsuse
ja aja vahelise seosena.

Nii moodetakse masina poolt tehtud t66d kilogramm-
meetrites, arvesse vottes tostetud kg-de arvu ja tostmise
korgust.

Kui pump tostis 4800 kg vett 5 m korgusele, siis tehtud
t06 on 4800 -5==24 000 (kilogramm-meetrit).

Hobuveoki voi veoauto poolt tehtud t66 maidramiseks
voetakse arvesse veotee pikkus ja koormuse kaal ning teh-
tud t66d moodetakse kilomeeter-tonnides (veotee kilomeetrid
korrutatud koormuse kilogrammidega). Niiteks, kui veoauto
viis 3 t petrooleumi 120 km kaugusele, siis vordub see tod
360 kilomeeter-tonniga.

Pollumajanduses ja ehitustool kasutatakse ko\mbmeerltud
iihikut normipiev ehk tédpiev.

Kui 8 inimest kaevab kraavi 5 pieva, siis tehtud t66 on
40 toopdeva (inimeste arv korrutatud pievade arvuga).

Kolhoosis toimub 166 tasumine normipievade alusel.
Normipédev — t66 mooduiihik, vordub iihe inimese poolt iihes
paevas tehtud toohulgaga.

Kui kolhoosnik on teinud aastas 340 normipieva, siis on
ta teinud t66, mille teeks 340 inimest 1 paevaga voi | ini-
mene 340 pdevaga.

Analiiiisime moningaid iilesandeid.
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Ulesanne 1. Uks 7-st inimesest koosnev brigaad tootas 5 paeva.
Teine 5-liikmeline brigaad to6tas 7 pdeva. Kumb brigaad tegi rohkem
t66d, kui t66 produktiivsus oli molemal brigaadil iihesugune?

Viljendame kummagi brigaadi poolt tehtud t66 toopéevades,
s. 0. korrutame inimeste arvu pdevade arvuga. Selgub, et esimene bri-
gaad tegi 35 toopdeva (7-5=235) ja' teine — samuti 35 toopdeva
(5-7=235). Molema brigaadi poolt tehtud t66 on vordne.

Ulesanne 2. 160 oOmblustéokoja tootajat tootas —Seflusalusele
lasteaiale 30 minutit. Mitu inimest teeksid selle t66 8 tunniga?

Ulesande lahendamiseks viljendame 160 tootaja poolt tehtud t66
tootundides 160 - 30 = 4800 toominutit ehk 80 tootundi (4800 : 60). Et
sama to6d teha 8 tunniga, peab té6tama 80:8=10 inimest.

Ulesanne 3. Tootades iiheaegselt 15. iihe konstruktsiooniga ja
12. teise konstruktsiooniga toopingil on voimalik tellimust tdita 6 pée-
vaga. On teada, et 3 esimese konstruktsiooniga toopinki annavad sama
produktsiooni kui 4 teise konstruktsiooniga t60pinki sama aja
jooksul. Mitme pdevaga taidetakse tellimus 21 esimese konstruktsiooniga
toopingi ja 20 teise toopingi itheaegsel toGtamisel?

Tingimuste liihike {ilestdhendus.

I konstr. 15 tp. ja II konstr. 12 tp. teevad t66 6 pdevaga.

I konstr. 3 tp. to6 =11 konstr. 4 tp. t60.

Mitme pdevaga tdidetakse tellimus 21. I konstruktsiooniga ja 20.
11 konstruktsiooniga toGpingil?

Arutlus. Asendades II konstruktsiooniga t66pingid I konstrukt-
siooniga tGopinkidega saame teada, mitu I konstruktsiooniga té6pinki
tdidaksid tellimuse 6 pdevaga.

Leiame, mitu pingipdeva on kulutatud tellimusele.

Siis teame, mitu I konstruktsiooniga t66pinki saab asendada
21 1 konstruktsiooniga ja 20 II konstruktsiooniga toopinki.

Teades tellimuse tditmiseks vajalikku pingipdevade arvu ja tootavate
pinkide arvu, voib maédrata pdevade arvu tellimuse tditmiseks.

Lahenduse plaan.

1. Mitu korda sisaldub II konstruktsiooniga 4 toopinki sama
konstruktsiooniga 12-s pingis?

2. Mitme I konstruktsiooniga toopingiga saab asendada 12 II
konstruktsiooniga toopinki? '

3. Mitu I konstruktsiooniga toopinki tdidaksid tellimuse 6 paevaga?

4. Mitu pingipdeva on vaja tellimuse taitmiseks?
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5. Mitu korda sisaldub II konstruktsiooniga 4 toépinki 20-s t56-
pingis? % j .
6. Mitme I konstruktsiooniga téopingiga saab asendada 20 II konst-
ruktsiooniga toopinki?

7. Mitme I konstruktsiooniga toopingiga saab asendada 21 1 konst-
ruktsiooni ja 20 II konstruktsiooniga t66pinki?

8. Mitme pdevaga tédidavad tellimuse 21 I konstruktsiooniga ja
20 teise konstruktsiooniga toopinki?

Lahendus.

1) 12 tp.: 4 tp. =3 (korda) (jagamine sisalduvuse jirgi)
12 tp. on 3 korda rohkem kui 4 tp.

2) 3 tp. X 3=09 tp. (I konstr. asendab 12 tp. I konstr.)

3) 15 tp.+9 tp.=24 tp. (I konstr. tdidavad tellimuse 6 pdevaga)
4) 24.6 = 144 (pingipdeva on vaja tellimuse taitmiseks)
5) 20:4=5

6) 3:5=15 tp. (I konstr. voivad asendada 20 tp. II konstr.)

7) 214 15=236 tp. (I konstr. peavad tditma tellimuse)
8) 144 :36 =4 pdeva  (tootavad tellimuse tditmisel 21 1 konstr.
toopinki ja 20 II konstr. t6Opinki).

§ 60. Nimega arvud.

Suuruse numbrilist vdédrtust koos mooduithiku nimetusega
nimetatakse nimega arvuks. Nii on 3 m ja 6 kg nimega
arvud. Nimega arv nditab moodusuurust, mida omab eri-
juhtumil antud liigi suurus, seega peab nimega arvu alati
vaatlema teatavat liiki suurusena. Niiteks on 3 meetrit
mingi pikkus ja 400 g mingi raskus.

Ses mottes antakse sonadele nimega arv monikord iildi-
sem tdhendus. Olgu mingi pikkuse mootmisel saadud tule-
museks 2 meetrit ja veel 26 sentimeetrit. Siis nimetatakse
seda pikkust 2 m 26 cm samuti nimega arvuks, kuigi siin
" tegelikult on kaks arvu ja kaks erinevat mootu.

Nimega arv annab meile alati kindla ja selge kujutluse
iihe voi teise suuruse moddusuurusest.
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Kaks nimega arvu on vordsed, kui nad valjendavad iiht
ja sama suuruse véaartust.

Naiiteks 3 kg 28 g vordub 3028 g-ga, sest molemad arvud
nditavad sama kaalu.

Nimega arvu nimetatakse {ihenimeliseks, kui ta koosneb
ithenimelistest ithikutest, néiteks 2 m.

Nimega arvu nimetatakse mitmenimeliseks, kui ta koos-
neb mitmenimelistest iihikutest, niiteks 2 m 26 cm. Mitme-
nimelised arvud saadakse mootmise tulemuseks siis, kui vali-
tud moodduithik ei mahw tdisarv kordi moddetavasse suuru-
sesse, mistottu saadud jaaki tuleb moota vdiksema mooduga.

§ 61. Nimega arvude teisendamine.

Me nidgime (§ 57), et meetersiisteemi mdoduiihikute-
vahelise seose aluseks on sama printsiip, mis kiimnendsiis-
teemi numeratsioonilgi, nimelt sama liigi modtude iithikulise
suhte jddvus, kusjuures pikkus-, raskus-, ja Gonesmddtude
iihikuline suhe on 10, pinnamootudel — 100 ehk 102 ja ruum-
alamootudel 1000 ehk 103.

See lihtsustab tunduvalt meetermdddustiku nimega arvude
teisendamist.

Praktiliselt teostatakse nimega arvude teisendustena
a) peenestamist ja b) iilestamist.

Nimega arvu teisendamist madalama jargu ihikuteks
nimetatakse peenestamiseks ja vastupidist teisendamist —
tilestamiseks.

a) Nimega arvude peenestamine.

Nadide 1.Peenestada 2 km detsimeetriteks.

Et kilomeetri ja detsimeetri suhe on 10000; siis
2 km=20000 dm.

Naide 2. Peenestada 2 km 48 m 8 dm detsimeetriteks.
2 km 48 m 8 dm = 20000 dm -+ 480 dm 4 8 dm = 20 488 dm.
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Nidide 3. Peenestada 10 aastat padevadeks.
10 a.=365 p. X 10=23650 p.

Nidide 4. Peenestada 23 a. 5 k. 4 p. péevadeks.

Algul leiame, mitu kuud on 23-s aastas. Siis liidame
saadud arvule 5 kuud; seejdrel leiame kuudes sisalduva pée-
vade arvu.

Tehe toimub praktiliselt jargmiselt:

23 a. 5 k. 4 p.
X 12
46
23
276 kuud on 23-s aastas,
For i
281 kuud on 23 a. 5 k.,
X30
- 8430 pieva on 23 a. 5 k.,
2 i
8434 padeva on 23 a. 5 k. 4 p.

Arutleme nii: {ihes aastas on 12 kuud, 23-s aastas on
kuid 23 korda rohkem kui iihes. Tédhendab kuusid on
12 k. X 23 jne.

Selleks, et peenestada iihenimelist arvu, korrutatakse ta
vastava suhtega. 5

Mitmenimelise arvu peenestamisel tuleb algul peenestada
antud arvu korgema jargu iihikud madalama jirgu iihiku-
teks, korrutades selleks korgema jirgu iihikud vastava suh-
tega; saadud korrutisele liidetakse vastava nimetusega
antud mdoduiihik. Tulemus muuta samal viisil jargnevateks
madalama jargu iihikuteks jne., kuni saame soovitud jargu.

Mitmenimeliste arvude peenestamist voib kergesti teos-
tada peast, kui on antud meetermoddustiku moéodud. s
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Naiteks 3 m3 8 cm3=3000008 cm3, sest kuupmeetri ja
kuupsentimeetri suhe vordub iihe miljoniga, jdrelikult tekib
seitsmekohaline - arv.

b) Nimega arvude iilestamine.

Nédide 1. Ulestada 4525 m kilomeetriteks.

Teades, et kilomeetri ja meetri suhe on 1000, jagame 4525
arvuga 1000, milleks viime koma kolme koha vorra vasakule:
4525 m =4,525 km.

Nédide 2. Ulestada 4356 dm3 kuupmeetriteks.

Kuupmeetri ja kuupdetsimeetri suhe on 1000. Jarelikult
sisaldab 4356 dm3 niipalju kuupmeetreid, kuipalju on arvus
4356 tuhandeid.

4356 dm3=4,356 ms3.

Nédide 3. Ulestada 3729 mm?2 ruutsentimeetriteks.

Ruutsentimeetri ja ruutmillimeetri suhe on 100. Jarelikult
moodustab 3729 mm2 niipalju ruutsentimeetreid, kuipalju
arvus 3729 on sadasid.

3729 mm2 = 37,29 cm2.

Nidide 4. Ulestada 6348 min. korgema jéirgu iihikuteks.

Algul muudame 6348 min. jargmiseks korgema jirgu iihi-
kuteks .— tundideks. Selleks jagame 6348 arvuga 60, sest
iithes tunnis on 60 min. Saadud jagatis viljendab tundide
arvu ja jadk — minuteid. Kui jagatis tekib suurem kui
24 tundi, siis voib seda iilestada jargmiseks korgema jirgu
ithikuteks — 0O0péevadeks. Selleks jagame saadud jagatise
24-ga, sest O0pdevas on 24 tundi. Viimane jagatis koos jia-
kitega moodustabki otsitava mitmenimelise arvu.

Praktiliselt voib arvutust teostada jargmiselt:

6348 | 60
60 10524

348 96 4 (66p) Jérelikult:

300 9 (tundi) 6348 min. =4 66pieva 9 tundi 48 min.

48 (min.)
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Seega tuleb iilestamisel antud {ithenimeline arv jagada
tihikulise suhtega. Jagatis nditab, kui palju jargmise kérgema
jargu iihikuid saadakse antud nimetusega iihikuis, jddk aga
— mitu antud nimetusega iihikut ei moodusta iihtki kor-
gemat jarku. Saadud jagatisega toimime samuti ja jatkame
iilestamist niikaua, kuni jagatis on vdiksem arvust, mis néii-
tab nende iihikute arvu jédrgnevas korgema jargu iihikus.

Viimane jagatis koos koikide jddkidega viljendab otsi-
tavat mitmenimelist arvu. : ;

Teisendamiste kontrollimine. Peenestamise kontrollimi-
seks tuleb saadud iihenimelist arvu iilestada. Peenestamine
on tehtud oigesti, kui iilestamise resultaadiks saame antud
mitmenimelise arvu. Selleks, et kontrollida {ilestamist on
tarvis peenestada saadud mitmenimeline arv; kui me seejuu-
res saame antud iihenimelise arvu, siis on iilestamine Oige.
Nii kontrollitakse peenestamist iilestamisega ja {ilestamist
peenestamisega.

§ 62. Tehted nimega arvudega.

. Nimega arvude liitmine.

Olgu tarvis liita jargmised arvud: 5 rbl. 48 kop., 23 rbl.
69 kop. ja 7 rbl. 84 kop. Mitmenimelised arvud kirjutatakse
iiksteise alla nii, et sama nimega {ihikud oleksid iihes veerus.

5 rbl. 48 kop.
-+ 23 rbl. 69 kop.
7 rbl. 84 kop.

37 rbl. 1 kop.

Liitmist alustame madalama jédrgu iihikutest, siirdudes
korgema jargu iihikutele. Seejuures voOib saada niipalju
madalama jargu modduiihikuid, et nad moodustavad iihe voi

127



mitu jirgmise korgema jargu mooduithikut. Sel korral eral-
dame saadud arvust (iilestamisega) korgema jargu mooddu-
ithikud ja kirjutame jérelejadnud madalama jargu iihikud
sama nimetusega arvude alla. i

Olgu tarvis liita arvud: 3 tundi 48 min. 15 sek. ja 8 tundi
24 min. 50 sek. Seda voime kirjutada kolmel kujul:

1) 3 tundi 48 min. 15 sek. 2) 3 tundi 48 min. 15 sek.
8 tundi 24 min. 50 sek. 8 tundi 24 min. 50 sek.

11 tundi 72 min. 65 sek. 1 1
11 tundi 72 min. 65 sek.
12 tundi 13 min. 5 sek. =L B0 HRinl 60 Helt

12 tundi 13 min. 5 sek.

3) 3 tundi 48 min. 15 sek.
8 tundi 24 min. 50 sek.

12 tundi 13 min. 5 sek.

Esimest ja teist viisi tarvitatakse enamasti mitmenime-
liste arvude liitmisega esialgsel tutvumisel. Viimasel juhul
on iihtaegu teostatud liitmine ja resultaadile antud teisen-
damisega Oige kuju. Teisendamisel eraldatud iihikud Kirju-
tatakse iilesse vastavate veergude kohale.

Kui opilastel on mitmenimeliste arvude liitmine selge, siis
{thikuid enam {iles i kirjutata.

Algame liitmist madalaimast jargust, saame 65 sek. Muu-
dame 65 sek. minutiteks: et minutis on 60 sek., siis 65 sek.
moodustavad 1 min. ja 5 sek.; 5 sek. kirjutame sekundite
alla, 1 min.liidame minutitega; 48 min. 4 24 min. 4+ 1 min=
=73 min.; minutid muudame tundideks: et 1 tunnis on
60 min., siis 73 min. moodustavad 1 tunnija 13 min.; 13 min.
kirjutame minutite alla, 1 tunni liidame tundidega: 3 tundi 4-
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-+ 8 tundi + 1 tund=12 tundi. Vastus: 12 tundi 13 min.
5 sek.

Selleks, et liita mitmenimelisi arve, tuleb algul lidetavad
kirjutada iiksteise alla nii, et sama nimetusega arvud aset-
seksid samas veerus. Siis liidetakse eraldi sama nimetusega
tihikud, alates véiksematest; kui summas saadud iihikute
arvu saab muuta suuremateks iihikuteks, siis liidetakse need
vastavate iihikutega ja jadk kirjutatakse viiksemate iihikute
alla.

Mitmenimeliste arvude liitmist vdib asendada iihenime-
liste arvude liitmisega, milleks peenestatakse antud liideta-
vad. Selle mooduse kasutamine on otstarbekohane meeter-
moodustiku modtude ja viddrtusmootude liitmisel, sest tehe
taandub nimeta arvude liitmisele.

Nédide: Liita 5 m3 869 dm3 ja 3 m3 2 dms.

5869
+ 3002

8871 (dm?)

Liita voib ainult sama nimetusega arve; summas saadakse
sama nimetusega arv, mis liidetavadki. Niisiis, 5 m3 869 dm3 +
+3 m3 2 dm3 =8 m3 871 dms.

2. Nimega arvude lahutamine.

Olgu 9 ts 35 kg-st tarvis lahutada 2 ts 59 kg.

9 ts 35 kg
T2 ts 59 kg

6 ts 76 kg

Selleks, et teostada nimega arvude lahutamist, tuleb lahu-
tatav kirjutada véhendatava alla nii, et sama nimetusega
arvud asuksid iihes veerus. Siis lahutatakse jédrkjargult
vahendatava iihikutest vastavad lahutatava iihikud, alates

9 Aritmeetika pedagoogilistele koolidele. 129



viiksematest ithikutest. Kui vdhendatavas osutub mingi iihi-
kute arv viiksemaks vastavast lahutatava iihikute arvust, siis
on tarvis votta vdhendatavas iiks suurem iihik ja peenestada
see viiksemateks iihikuteks ning liita need vdhendatava vas-
tavate ithikutega ja alles siis teostada lahutamine.

Mitmenimeliste arvude lahutamist, nagu liitmistki, voib
asendada {ihenimeliste arvude lahutamisega.

Niide: Arvust 17 cm2 32 mm? lahutada 8 cm?2 59 mm?2.
1732 mm?2 — 859 mm?2 — 873 mm?2 = 8 cm?2 73 mm?.

3. Ajaarvutamise iilesanded.

Ajaarvutamise iilesannete lahendamisel on tingimata tarvi-
lik eristada mitmenimelise arvuga véljendatud aega kalendri-
lisest tihtajast (daatumist) ehk kalendrilisest arvust. Kui
kiisimusele: ,,Millal anti NSV Liidu RKN méarus Moskva
metroo ehitamiseks?” vastatakse: ,,25. mail 1932. a.”, siis
antakse selle vastusega kalendriline tdhtaeg (daatum) ehk
kalendriline arv.

Kui kiisimusele: ,Kui palju aega (aastaid, kuid ja péevi)
on moddunud meie ajaarvamise algusest kuni 25. maini
1932. a.?” vastatakse: ,,1931 a. 4 kuud 24 pédeva’, siis on see
vastus viljendatud mitmenimelise arvuga. Tuleb tdhelepanu
juhtida sageli esinevale kalendrilise tahtaja kirjutusviisile:
pievad kirjutatakse araabia, kuud aga rooma numbritega.
Niiteks: Tékalov siindis 2. 11 1904. a.

Ajaarvutamise iilesannete tiiiipe. Ajaarvutamise tilesanded
jaotatakse kolme rithma. Esimese rithma iilesannetes on tarvis
médrata jargneva (lopp-)siindmuse aeg, Kui teada on eel-
neva (alg-)siindmuse aeg ja siindmustevaheline ajavahe-
mik. Need iilesanded lahendatakse liitmisega. Teise rilhma
iilesannetes tuleb leida algsiindmuse aeg, kui on teada 16pp-
siindmuse aeg ja siindmustevaheline ajavahemik. Kolmanda
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rihma iilesannetes on tarvis leida siindmustevahelist aja-
vahemikku, kui on antud molema siindmuse aeg. Teise ja
kolmanda rithma iilesanded lahendatakse lahutamisega. Vaat-
leme nende fiilesannete lahendamist.

Siindmuse 10pp-tdhtaja middramine.

Ulesanne. Opilane astus kooli 29. augustil 1925. a.
ja lopetas kooli 9 aasta 9 kuu 15 paeva pérast. Millal I5pe-
tas Opilane kooli?

Antud iilesandes on tarvis méirata siindmuse 16pptaht-
aeg, algtihtaja ja tidhtaegadevahelise ajavahemiku jargi.

Algul leiame, kui palju aega on moddunud meie ajaarva-
mise algusest Opilase kooli minekuni, Saame aritmeetilise
arvu: 1924 a. 7 k. 28 p. Siis leiame, kui palju aega on moo-
dunud meie ajaarvamise algusest opilase kooli Iopetamiseni.

Liidame:

1924 a. 7 k. 28 p.

9 a9k 15 p.

1934 a. 4 k. 43 p.

1934 a. 5 k. 12 p.
43-st paevast eraldame viienda kuu. See on — maij, jare-
likult 43-st pdevast lahutame 31 pdeva. Jaab 12 pdeva.
Summaks saame aritmeetilise arvu: 1934 a. 5 k. 12 p. Muu-
dame selle arvu kalendriliseks daatumiks ja leiame, millal
opilane Iopetas kooli. Arutleme nii: meie ajaarvamise algu-
sest on m6odunud 1934 a. 5 k. 12 p., jarelikult algas 1935-s
aasta 6-s kuu — juuni, 13-s kuupdev, s. o. opilane lopetas
kooli 13. juunil 1935. a. Kiisimusele ,millal?” vastatakse

kalendrilise arvuga.

Siindmuse algtihtaja midramine.

Ulesanne. Sergei Kirov suri 1. detsembril 1934, F
ta elas 48 aastat 8 kuud 4 pieva. Millal ta siindis?
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Antud iilesandes. on tarvis leida lopptihtaja ja nende
vahelise ajavahemiku jargi algtdhtaeg. Algul leiame, Kkui
palju aega on moddunud meie ajaarvamise algusest Kirovi
surmani, s. o. muudame kalendrilise arvu aritmeetiliseks
arviks. Saame aritmeetilise arvu 1933 a. 11 k. Seejdrel
leiame, kui palju aega on moddunud meie ajaarvamise algu-
sest Kirovi siindimiseni:

1933 a. 11 k.

48 a. 8k 47D
1885 a. 2 k. 26 p.

(Selleks, et lahutdda 4 pdeva, laename viimase kuu; 11-nes
kiiu on november, milles on 30 p.). Saadud aritmeetilise arvu
muudame kalendriliseks. Meie ajaarvamise alguzest mooddus
Kirovi siindimiseni 1885 a. 2 k. 26 p., jarelikult saabus
1886-nda aasta, 27. mirts, s. 0. Kirov siindis 27. martsil
1886. a.

Sindmuse algtdhtaja ja |opptdhtaja vahe-
lise ajavahemiku midramine.

Ulesanne. Aleksander Suvorov siindis 13. detsemb-
ril 1730. a. ja suri 6. mail 1800. a. Mitu aastat ta elas?

Antud iilesandes tuleb leida algsiindmuse ja 1oppstindmuse
vaheline ajavahemik. Leiame algul, kui palju aega on moo-
dunud meie ajaarvamise algusest Suvorovi surmani. Saame
aritmeetilise arvu: 1799 a. 4 k. 5 p. Seejirel leiame, kui
palju aega on moddunud meie ajaarvamise algusest Suvo-
rovi siindimiseni. Saame aritmeetilise arvu 1729 a. 11 k. 12 p.
Lopuks leiame, kui palju aega elas Suvorov.

Lahutame:

1799 a. 4 k. 5 p.
—1729-a. 12 k. 12 p.

e
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Selleks, et saaksime lahutada 12 péeva, laename 4-nda
kuu — aprilli, milles on 30 pédeva; 30 p.+5 p.=35 p,;
35 p. — 12 p.=23 péeva. 3-st kuust ei saa lahutada 11 kuud,
laename {ihe aasta ja peenestame selle kuudeks, 12k. + 3 k. =
=15 k; 15 k. —11 k.=4 k; 1798 a.— 1729 a.—=69 a.
Seega elas A. Suvorov 69 a. 4 k. 23 p. :

Ajaarvamise fiilesannete lahendamisel peab kuude muut-
misel pdevadeks voi pdevade muutmisel kuudeks olema viga
tahelepanelik, sest koigis kuudes pole iihepalju péevi. Kui
lilesande lahendamisel ei arvestata kuu ja aasta pikkust tdp-
selt pdevades, siis on iilesande lahendus ainult ligikaudne,
nditeks: ,

Ulesanne. Papaaninlased veetsid jddpangal 274 pdeva.
Mitu kuud ja pdeva ftriivisid papaaninlased jddpangal? Kuna
pole antud triivimise alg- ja lopptdhtpédeva, siis loeme kuu
vordseks 30-e pdevaga, saame 9 kuud 4 pieva, tegelikult
moodus 21. maist 1937. a. (triivimise algus) 19. veebrua-
rini 1938. a. (triivimise 10pp) 8 kuud 29 péaeva.

4. Nimega arvude korrutamine.

Olgu tarvis 8 a. 9 k. korrutada 7-ga. Kirjutame selle
tehte tulbakujuliselt:

3 a. 9k
X7
26 a. 3 k.

Teisendamine toimub peast. Algul korrutame 9 kuud
7-ga, saame 63 kuud, mis moodustab 5 a. 3 k. Kirjutame
3 kuud korrutisesse korrutatava kuude alla. Korrutame
3 aastat 7-ga, saame 21 a.; liidame 21 aastaga veel 5 aastat,
saame 26 a. Jarelikult on korrutis 26 a. 3 k.

Mitmenimeliste arvude korrutamisel mitmekohalise arvuga
voib kasutada jargmist skeemi:
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18 tundi 9 min. 46 sek. X 53 =

54 477 (min.
90 i

+954 (tundi) 517 (min.)

8 517 : 60 =8 (tundi)
962 (tundi) 37 (min.)
962 : 24 =140 (p.)

2 (tundi)

138
40:30=1 (kuu) '*'_2559__
10 (66p.) 2438 (sek.)
2438 : 60 = 40 (min.)
38 (sek.)

1 kuu 10 p. 2 tundi 37 min. 38 sek.

Selleks, et korrutada nimega arvu nimeta arvuga, korru-
tatakse selle arvuga eraldi iga jargu dihikud, alates madala-
matest jarkudest. Kui korrutises saadakse arv, millest saab
eraldada korgema jadrgu iithikuid, siis lisatakse pérast muut-
mist saadud korgema jérgu iihikud korrutise vastavatele iihi-
kutele ja korrutisesse kirjutatakse jérelejianud madalama
jargu tihikud.

Rublade ja kopikate voi meetermoodustiku mitmenimeliste
arvude korrutamisel tuleb korrutatav muuta enne {ihenimeli-

seks arvuks ja korrutada siis nimeta arvude korrutamisreegli
alusel.

8 dm? 48 cm2 X 15=1 m2 27 dm2 20 cm2.

848
X 15

4240
848
12720 (cm2)
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5. Nimega arvude jagamine.

Nimega arvude jagamisel esineb kaks juhtu: nimega arvu
jagamine nimeta arvuga ja nimega arvu jagamine samaliiki
nimega arvuga.

Nimega arvu jagamine nimeta arvuga on sama, mis jao-
tamine osadeks; sel juhul saadakse jagatiseks nimega arv,
mis kujutab enesest jagatava mingit osa.

Olgu tarvis 10 a. 8 k. 24 p. jagada 6-ks vordseks osaks.
Mitmenimelise arvu jagamist alustatakse kdorgema jirgu iihi-
kutest, siirdudes jarkjargult madalama jargu tihikutele. Arvu-
tus toimub jargnevalt:

10 a. +8k. 24 p. |6
4 a 48 k 1a9 k l4p
56 k. (Peenestame 4 a. kuudeks
2 k.= ja lisame 8 k.)
==B0 D (Peenestame 2 k. pdeva-
+ 24 p. deks ja lisame 24 péeva).
el
iy

Vahepealset peenestamist (aastad kuudeks ning kuud
pievadeks) ja kuude ning pdevade arvu liitmist teostatakse

peast.

Seega toimub mitmenimelise arvu jagamine nimeta arvuga
jargmiselt: algul jagame korgema jdrgu iihikud; kui tekib
jaik, peenestame selle jdrgnevaks madalamaks iihikuks ja
liidame jagatava vastavate mootudega ning saadud arvu
jagame jagajaga jne. niikaua, kuni saadakse tdielik jagatis.

Jagamist voib teostada ka teisiti ja nimelt: teisendada
jagatav i{ihenimeliseks arvuks peenestades teda madalama
jargu iihikuteks ja teostada jagamine siis nimeta arvude
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jagamisreegli alusel. Nimetatud vote on eriti sobiv meeter-
moddustikus voi rublades ja kopikates viljendatud jagatava
puhul.

Nditeks: 12t 4 ts 50 kg:25=4 ts 98 kg.

12450 | 25

245 498
200
Tl

Nimega arvu jagamisel nimega arvuga saadakse jagati-
seks nimeta arv, mis naitab antud samaliiki mootude suhet.
Jarelikult toimub antud juhul jagamine mahutavuse jargi.

Nimega arvu jagamisel nimega arvuga peenestatakse
jagatav ja jagaja samaliiki madalama jargu iihikuteks ja
saadud arvud jagatakse nimeta arvude jagamisreegli alusel. -

Nadide: Olgu tarvis leida mitu korda 18 dm3 800 cm3
sisaldub 112 dm3 800 cms3-s. Peenestame 112 dm3 800 cm3
kuupsentimeetriteks: 112 dm3 800 cm3 = 112 800 cm3. Peenes-
tame 18 dm3 800 cm3 kuupsentimeetriteks: 18 dm3 800 cm3 =
— 18800 cm3. Leiame mitu korda 18800 cm3 sisaldub
112 800 cms3-s.

112 800 : 18 800 =6.

Jarelikult, 18 dm3 800 cm3 sisaldub 112 800 cm3-s tép-
selt 6 korda. Jagatiseks saadakse nimeta arv.
Alljirgnevalt esitame niiteid nimega arvude koikidest tehetest.

Ulesanne 1. Kahes aidas hoitakse 4 t 875 kg puuvilla iihe-
suguse kaaluga pallides. Esimeses aidas on 58 ts 75 kg puuvilla roh-
kem kui teises aidas. Mitu palli puuvilla on kummaski aidas, kui esi-
meses on 47 palli rohkem kui teises?

Tingimuste iilestdhendus.

Kahes aidas on 45 t 875 kg.
Uhes . b8 ts 75 kg rohkem.
» 5 47 palli rohkem.
Mntu palli puuvilla on kummaski aidas?
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Analiiiis: Selleks, et leida kummaski aidas olevat puuvilla pal-
lide arvu, on tarvis teada: 1) mitu palli puuvilla on molemas aidas
kokku ja 2) mitu palli on esimeses aidas rohkem kui teises.

Viimane on antud iilesandes. Et vastata esimesele kiisimusele, on
tarvis teada: 3) puuvilla iildkaalu (iilesandes antud) ja 4) iihe palli
kaalu. Viimase leiame, teades 5) mitu kg ja 6) mitu palli on esi-
meses aidas rohkem kui teises (mélemad on antud).

Lahenduse kava.

1) Ohe puuvilla palli kaal, 2) puuvilla pallide koguary, 3) puu-
villa pallide arv sel juhul, kui esimeses aidas oleks samapalju kui
teises, 4) puuvilla pallide arv teises aidas, 5) puuvilla pallide arv
esimeses aidas.

Lahendus ja seletus.

1) 58 ts 75 kg:47 =125 kg — iihe puuvilla palli kaal.

47 pallis on 58 ts 75 kg puuvilla, iihes on siis 47 korda vihem.
Arvu vidhendamine teatav arv korda toimub jagamisega.

2) 45 t 875 kg: 125 kg = 367 palli on kahes aidas. i

Selleks, et teada saada pallide arvu, leiame, mitu korda 125 kg
sisaldub 45 t 875 kg-s.

3) 367 palli—47 palli=2320 palli. Kui esimeses aidas oleks puu-
villa samapalju kui teises, s. 0. 47 palli vihem kui tdeliselt, siis oleks
ka pallide iildary 47 vorra viiksem. Vihendades esimest liidetavat
47 vorra, vidhendame ka summat 47 vorra. Arvu vihendamine mingi
arvu vorra toimub lahutamisega.

4) 320 palli:2=160 palli on teises aidas. Kui kummaski aidas
oleks samapalju puuvilla, siis oleks kummaski pool koguhulgast.

5) 160 palli 447 palli=207 palli on esimeses aidas. 160 palli
arvu suurendamine 47 palli vorra toimub arvude 160 ja 47 liitmisega.

Teine lahenduse variant.

Analiiiis. Selleks, et vastata iilesande kiisimusele, peab teadma:
1) pallide arvu iihes aidas ja 2) mitu palli on teises aidas rohkem voi
vihem. Teine arv on iilesandes antud. Et leida pallide arvu esimeses
aidas, peab teadma: 3) puuvilla kaalu (kg-des) selles aidas ja 4) iihe
palli kaalu. Puuvilla kaalu leidmiseks esimeses aidas, on tarvis teada:
5) puuvilla kaalu kahes aidas kokku (on iilesandes antud) ja 6) kahes
aidas oleva puuvilla kaalude vahe (on ‘antud). 7) Teades, et 47 palli
kaalub 58 ts 75 kg, saame leida iihe palli kaalu.
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‘Lahendus.

1) 58 ts 75 kg:47 =125 kg — iihe puuvilla palli kaal.

2) 45 t 750 kg +58 ts 75 kg =51 t 750 kg puuvilla oleks kahes
aidas, kui teises oleks samapalju kui esimeses.

3) 51 t 750 kg:2=25 t 875 kg puuvilla on esimeses aidas.

4) 25 t 875 kg: 125 kg =207 (korda); 207 palli on esimeses aidas.

5) 207 palli — 47 palli =160 palli on teises aidas.

Ulesanne 2. Kolhoosi karjas on 520 looma, nendest on
lehmi 200, iilejidnud aga on lambad ja vasikad. Lehm so66b péevas
10 kg toitu, lammas 4 kg ja vasikas 6 kg. Nelja pdevaga soi kari dra
142 ts 40 kg toitu. Kui palju oli karjas lambaid ja kui palju vasikaid?

Tingimuste iileskirjutus.

520 looma, neist 200 lehma.

Lehm — 10 kg.

Lammas — 4 kg.

Vasikas — 6 kg.

4 pdevaga 142 ts 40 kg.

Kui palju oli karjas lambaid? Kui palju vasikaid?

Arutlus. Kerge on méidrata karjas olevate lammaste ja vasikate
koguarvu ja nende poolt iihes pdevas drasdodavat toidu hulka. Ules-
ande andmete abil saab mé#drata aga lammaste ja vasikate arvu eraldi.
Kui oletada, et lammas soob samapalju toitu kui vasikas, siis oleks
péevas drastodav toidu hulk suurem kui tegelikult, sest vasikas so6b
pdevas rohkem kui lammas. Selles lisandis sisaldub vasika ja lamba
pdevaste toiduhulkade vahe niipalju kordi, kuipalju on lambaid. See-

jargi on kerge mddrata vasikate-arvu, teades lammaste arvu ja vasi-
kate ning lammaste koguarvu.

Lahenduskava.

1) Kui palju oli karjas vasikaid ja lambaid kokku?

2) Kui palju toitu soid koik lormad iithes pdevas?

3) Kui palju toitu s6id lehmad?

4) Kui palju toitu soid lambad ja vasikad?

5) Kui palju toitu s66ks pdevas vasikad ja lambad kokku, kui lam-
mas sO0ks samapalju kui vasikas?

6) Kui palju toitu kuluks sel juhul pdevas rohkem?

7) Mitu kg toitu so66b vasikas pdevas rohkem kui lammas?

8) Kui palju oli karjas lambaid?

9) Kui palju oli vasikaid?
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Lahendus.

1) 520 looma —200 looma=320 looma (vasikaid ja lambaid
kokku).

2) 142 ts 40 kg:4=235 ts 60 kg soid kdik loomad iihes pdevas.

3) 10 kg-200=20 ts soid lehmad iihes pievas.

4) 35 ts 60 kg—20 ts=15 ts 60 kg soid iihes pédevas vasikad ja
lambad kokku.

5) 6 kg-320=19 ts 20 kg oleks sé6nud 320 vasikat.

6) 19 ts 20 kg — 15 ts 60 kg=23 ts 60 kg kuluks iihes pédevas toitu
rohkem, kui lambad s66ks samapalju kui vasikad.

7) 6 kg—4 kg=2 kg — soob vasikas iihes péevas rohkem kui
lammas.

8) 3 ts 60 kg:2 kg=180 (korda), karjas on 180 lammast.

9) 320 looma — 180 looma = 140 looma; karjas on 140 vasikat.

Vastus: Karjas on 180 lammast ja 140 vasikat.
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I jagu.

Arvude jaguvus.

IX peatiikk.

Arvude jaguvuse pohiteoreemid.
§ 63. Detinitsioon.

~ § 39 maidrasime kindlaks, et kui suurema loomuliku
arvu a jagamisel vdiksema loomuliku arvuga b jddk vordub
nulliga, siis arv a jagub arvuga b.

Samuti méirasime kindlaks, et kui loomulik arv aon suu-
rem loomulikust arvust b, siis voib loomulikkude arvude
reas neile alati-leida kaks vastavat arvu g ja r nii, et keh-
tib vordus: a=bqg 4 r, kus arv g ja r kujutavad vastavalt
jagatist ja jadki, mis tekib suurema arvu (a) jagamisel
viiksema arvuga (b). Illmselt on jagamine jddgita ainult
erijuhtum loomulikkude arvude rea arvude iildomadusest, ja
nimelt siis, kui arv r=20, s. o. kui kehtib vordus a= bg.

Sel juhul nimetatakse arvu a (jagatav) arvu b kordseks
ja arvu b arvu a jagajaks.

Arvu b nimetatakse ka arvu a teguriks.

Viljendused: arv a jagub arvuga b, arv a on arvu
b kordne, arv b on arvu a jagaja — on koik sisult sama-
védrsed.

Vordusest a= bg jirgneb, et mingi loomuliku arvu (b)
kordne (a) vordub selle arvu (b) ja mingi teise loomuliku
arvu (g) korrutisega. Kui a=bgq, siis a:g=~>b; tdhendab
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arv a on arvu g kordne. Siit jargneb, et korrutis (a) on iga
oma teguri (b ja g) kordne. Kasutades korrutamise assotsia-
tiivsuse ja kommutatiivsuse seadusi, saab kergesti niidata
selle lause kehtivust mistahes tegurite arvu puhul.

Kui N == abe ik siis assotsiatiivsuse pohjal-
N=a(bc...[) ja jagamise definitsiooni jargi N:a=
s bR

Jérelikult N on teguri a kordne. Teisiti, kui N=abc...],
siis kommutatiivsuse alusel N=bac...[ ja assotsiatiivsuse
alusel N=b(ac...f) ning jagamise definitsiooni jargi
N gado it :

Jérelikult N on teguri b kordne.

Analoogiliselt saab nédidata, et N on iga iilejddnud teguri
kerdne. ]

Tuletame meelde, et jaguvuse tdhistamiseks kasutatakse

‘erimdrki — kolm vertikaalselt asetatud punkti.

Siis tuleb kirjutist a: b lugeda: arv a jagub arvuga b
ehk arv a on arvu b kordne. Jagumatust tdhistame lisan-
diga ,.€i".

Nii tuleb kirjutist aei: b lugeda ,,a ei jagu b-ga”.

§ 64. Teoreem summa jaguvusest antud arvuga.

Kui antud summa iga liidetav jagub iihe ja sama arvuga,
siis jagub ka kogu summa selle arvuga.

On antud:
ag+a+as+...+a=S,
kusjuures
ayib; d25b; s 0.5 s oy oD,

Toestada: Sib.
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Teoreemi eelduse ja jagamise definitsiooni jargi on:
ay:b=—gq;, kus di=—bg.;
ag:b=gqy, , G2=0bgqy;
ag . b ={s, ”» az =— bq'o’;

R SRR i T

Liites teise tulba vorduste vastavad pooled, saame:

ay+as+as+ ...+ a=>bq,+ bgo+ bgz + ...+ bgn
ehk S=0bg, + bgs + bgs + ...+ bg,= (teoreemi eelduse
jargi) =b(g1+¢ga+ g3+ ...+ ga) (korrutamise distribu-
tiivsus).

Siit: S:b=¢1+g2+Gs+ ...+ Ga.

Jéarelikult: S :b.

Nidide: Arvud 24, 20 ja 36 jaguvad 4-ga.

Siit;  24=—4.6; 20—4-.5; 36=4.9.

Liidame arvud: 244204+ 36=80 ehk 4.6+ 4.5+
+4.9—=4.(64+5+4+9)=14.20=280, kus 80:4=20.

Jarelikult, 80 (summa) : 4.

Teoreemi toestusest ndhtub, et summa jagatis vordub
liidetavate jagatiste summaga. Kuid see, antud teoreemile
vastupidine védide pole alati dige: kui summa jagub mingi
arvuga, siis ei tdhenda see sugugi seda, et iga liidetav jagub
selle arvuga.

Vaatleme nédidet: 47 4 23 4 10 = 80.

Summa 80 jagub 4-ga. Kui vaadelda liidetavaid, siis
iikski neist ei jagu 4-ga. Voib esineda ka niisugune juhtum,
kus summa jagub mingi arvuga ja moned liidetavad samuti

jaguvad selle arvuga, aga iilejddnud liidetavad ei jagu selle
arvuga.
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Jareldus. Antud arvu kordne on ka selle arvu iga
‘teguri kordne. ) :
Antuds Nialo:b.
Toestada: N:b.
Tingimusest jargneb, et N:a=g¢q, kus N =agq
g liidetavat

a+a+a+~-+a 3
kuna eelduse jdrgi a: b, siis ka summa N: b.

Nédide: Kui 80 jagub 16-ga ja 16 jagub 4-ga, siis 80
jagub 4-ga. Jérelikult, kui esimene arv jagub teisega ja teine
jagub kolmandaga, siis jagub ka esimene arv kolmandaga.

ehk korrutamise motte pohjal N —=

§ 65. Teoreem vahe jaguvusest antud arvuga.

Kui vdhendatav ja lahutatav jaguvad mingi arvuga, siis
jagub ka nende vahe selle arvuga.
Antud: a—b=c; a: d; b:d,
Toestada: ¢ i d.
Teoreemi eeldusest ja jagamise definitsioonist jargneb:
g hdeigyiiothite e = dg g
BiidE=gs! - ks b — dgo,
Siis a —b=dq, —dgos=4d(q1 — q2).
Eelduse jargi a —b=c. Jérelikult:
c=d(q; — q2).
Siit saame jagamise motte pohjal: ¢ : d = g; — gs.
Jarelikult: ¢ : d.
Nédide: On antud arv 6, millega jaguvad arvud 48
ja 30.
Voime kirjutada: 48 =6-8 ja 30=%6.5.
Siit jargneb: 18—=48 —30=6.8 —6.5=6. (8 —5) —
=6.3, s. 0. vahe 48 — 30 toGepoolest jagub 6-ga.
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Mdr kus. Lahutamise definitsioonist on teada, et vahen-
datav on kahe liidetava — lahutatava ja vahe summa. Jare:
likult voib vaadeldud teoreemi sonastada ka teisiti:

kui kahe liidetava summa ja iiks liidetavaist jagub mingi
arvuga, siis jagub ka teine liidetav selle arvuga.

Toodud sonastus tuleb omandada, sest sel kujul kasu-
tame seda edaspidi arvude jaguvuse iildkuju tuletamisel.
Kergesti voib margata, et see teorecem on selles sonastuses
vastupidine -arvude jaguvuse esimese teoreemiga, erijuhtu-
mil kahe liidetavaga.

Jireldus 1. Kui kahe arvu vahe ja iiks neist arvudest
jagub mingi arvuga, siis jagub ka teine arv selle arvuga.

Antud: a=—b=c; ¢: d; aid.

Toestada: b:d.

Kuna eelduse jiargi a—b=c, siis lahutamise moiste
- alusel a=5b + ¢, kus a on summa, b ja ¢ — liidetavad.

Tingimuse kohaselt jagub summa a ja ks liideta-
vaist ¢ d-ga. Jirelikult eespool tGestatud teoreemi jargi
(vt. mirkus) ka teine liidetav b jagub d-ga.

Niide Votame 100 — 36 —64. 100 ja 64 jaguvad 4-ga.
Jarelikult ka 36 jagub 4-ga jddgita; sest summa (100) ja
iiks liidetavaist (64) jaguvad 4-ga, seega jagub ka teine lii-
detav (36) 4-ga.

Jareldus 2. Kui iiks kahest antud arvust jagub
mingi arvuga, teine aga ei jagu selle arvuga, siis ei jagu
ka nende vahe selle arvuga.

Antud: a—b=c; a:d; bei:d.

Toestada: cei:d.

Oletame, et c¢: d. Siis esimese jarelduse alusel ka b:d,
mis aga on vastukéiv teoreemi eeldusele. Jirelikult ¢ ei: d.
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§ 66. Vajalik ja piisav tingimus kahe liidetava summa
jaguvuseks antud arvuga.

Selgitame algul naidetega, .milline tingimus on vajalik
ja milline piisav.

Vajalik tingimus. Selleks, et arv jaguks 8-ga on tarvis,
et ta oleks paarisarv voi 16peks nulliga. Nimetatud tingimus
on vajalik, sest paaritu arv ej jagu 8-ga. Kuid see tingimus
ei ole piisav selleks, et antud arv tingimata jaguks 8-ga,
sest koik paarisarvud ja nulliga Ioppevad arvud e
jagu 8-ga. Niiteks 22 on paarisarv, kuid ei jagu 8-ga,
samuti on 30 nulliga Ioppev arv, ent ei jagu 8-ga.

Piisav tingimus. Kui arv I6peb kahe nulliga, siis ta jagub
4-ga.

Kui arv [6peb kahe nulliga, siis ta koosneb tiissadadest.
Sada jagub 4-ga. Tahendab, sadadest koosnev arv jagub
alati 4-ga. Jarelikult tingimus, et kahe nulliga 16ppev arv
jagub 4-ga, ei ole mitte tingimata vajalik, sest neljaga jagu-
vad ka need arvud, mis ei koosne taissadadest. 4-ga jagu-
vad arvud vbivad sisaldada peale sajaliste ka kiimnelisi ja
iihelisi, néiteks 328.

Korvuti tingimustega, mis mingi otsuse tegemiseks on
ainult vajalikud voi ainult piisavad, esinevad ka tingimused,
mis on iihtaegu vajalikud ja piisavad.

Kui iiks kahest liidetavast jagub mingi arvuga, siis sel-
leks, et kogu summa jaguks selle arvuga on vajalik ja pii-
sav, et ka teine liidetav jaguks selle arvuga.

Antud: a4 b=c; a:d.

Toestada: summa ¢ jagumiseks arvuga d on vajalik
ja piisav, et b : d.

Selle teoreemi tdestamisel me peame kindlaks tegema, et
arvu b jaguvus d-ga on esiteks vajalik ja teiseks piisavaks
tingimuseks summa ¢ jagumiseks d-ga.
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Vaatleme algul, kas see tingimus on vajalik. :

Oletame, et see tingimus ei ole taidetud, s. t. b ei : d.

Sel juhul, tahistades a ja d jagatise g-ga, b ja d jaga-
tise g;-ga ja jaagi r-ga, saame:

a=dq, b=dgys+r.

Liites vastavad vorduste pooled, saame:

a 4+ b=dq + dgq, + r (monotoonsuse seaduse jargi) ehk
cimdly Rgy) 1 T

- Saadud vordusest jargneb, et summa c ei jagu d-ga, sest
¢ jagamisel d-ga tekib sama jaak r, mis b jagamisel d-ga.
Jarelikult, et summa ¢ jaguks d-ga on vajalik, et teine lii-
detav jaguks d-ga. )

Vaatleme niiiid, kas see tingimus on piisav selleks, et
summa ¢ jaguks d-ga. Sellele kiisimusele voime vastata jaa-
tavalt, sest esimesest summa jaguvuse teoreemist on teada,
et kui iga liidetav jagub iihe ja sama arvuga, siis jagub ka
summa selle arvuga.

Mirkus. § 65 teoreemi jéireldusest tuleneb jargmine vajalik
ia piisav tigimus kahe arvu vahe jaguvuseks mingi arvuga: kui
vihendatav (voi lahutatav) jagub mingi arvuga, on vajalik ja piisav,
et ka lahutatav (vihendatav) jaguks selle arvuga.

§ 67. Korrutise jaguvus antud arvuga.

Eespool médrasime kaks pohiomadust korrutise jaguvuse
kohta antud arvuga.

1. Korrutis on iga oma teguri kordne (§ 63).

2. Iga antud arvu kordne on ka iga selle arvu teguri
kordne (§ 64).

3. Peale selle tdestati §-s 45, et selle asemel, et mitme
teguri korrutist jagada antud arvuga, voib jagada iiht tegurit
selle arvuga. : -
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Nendest kolmest omadusest tuleneb, et mitme teguri
korrutise jaguvuseks antud arvuga on piisav, et antud korru-
tise iiks teguritest jaguks selle arvuga.

Peab tihendama, et see mitme teguri korrutise jaguviise
tingimus on piisav, kuid mitte vajalik. Toepoolest, korrutis
20-27, mis vordub 540-ga, jagub 15-ga, kuigi 27 ja 20 ei
jagu 15-ga.

§ 68. Teoreem jagatava, jagaja ja jadgi jaguvusest antud
arvuga. .

1. Kui jdidgiga jagamisel jagatav ja jagaja jaguvad
mingi arvuga, sils jagub ka jiiik selle arvuga.

Antud: a:b=gq (jaik r),atd; b:d

a jagamisel b-ga saadakse jidk r.

Toestadan'rt i &

Eelduse jargi a:b=g (jadk r). Tahendab, a on kahe
liidetava bg ja r summa, milledest iiks liidetav bg jagub
d-ga: Kui aga kahe liidetava summa (a) ja iiks liideta-
vaist bg jaguvad d-ga, siis jagub ka teine liidetay d-ga.

Jarelikult, arvu a jagamisel arvuga b tekkinud jaik
jagub d-ga. '

Niéide: 60 jagub 5-ga ja 25 jagub 5-ga. 60-e jagami-
sel 25-ga saadakse jiik 10; 60=25.2410. Jiik 10
jagub 5-ga.

2. Kui jagamisel jiik ja jagaja jaguvad mingi arvuga,
siis jagub ka jagatav selle arvuga.

Antud: a:b==gq (jaak r), b: n, r:n

Toestada: a: n.

Eelduse jargi a:b=gq (jaik r), jarelikult a=bq+r.

Et moélemad liidetavad bg ja r jaguvad n-ga, siis § 64
toestuse jirgi ka summa a : n.
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X peatiikk.

Arvude jaguvuse tunnused.

§ 69. Arvude jaguvuse tunnused
2-ga, 5-ga, 4-ga, 25-ga, 8-ga, 125-ga, 3-ga ja 9-ga.

Arvu a jaguvuse tunnuseks arvu b-ga nimetatakse vaja-
likku ja piisavat tingimust, mille  tditmisel arv a jagub
arvuga b.

1. 2-.ga ja b-ga jaguvuse tunnus.

Jagatav A= an- 1074 @uy - 107400 + a3+ 103 4
+ 5102 4+ a; - 10 +ap= (an - ik gan s 10E Lo
4 a3-108 4 ay-102 4@y - 10) +ao.

Esimene liidetav (koosneb tdiskiimnetest) jagub 2-ga
ja 5-ga, sest ta kujutab enesest summat, mille iga liidetav
on 2 ja 5 kordne.

Tihendab selleks, et kogu summa A jaguks 2-ga (VOi
5-ga) on vajalik ja piisav, et 2-ga (vastavalt 5-ga) jaguk:
teine liidetav ao, s. t. jagatava arvu A viimane number.

Jirelikult, 2-ga (voi 5-ga) jaguvad ainult need arvud, mil-
lede iiheliste arv jagub 2-ga (vdi vastavalt 5-ga) voi mis
lopevad nulliga.

Toome numbrilise niite. Antud on arv 7036. Kirjutades seda
summana 7036 = 7030+ 6, me lahutame ta kaheks liidetavaks, milledest
esimene on 10-e kordne, jarelikult ka 2 ja 5 kordne; seepdrast piisab
ainult teise liidetava vaatlemisest, s. t. arvu kuue. Arv 6 jaguh 2-ga,
seega jagub kogu antud arv 7036 2-ga. .Teiselt poolt, teine liidetay 6 ei
jagu 5-ga; seega ka kogu arv — 7036 ei jagu 5-ga. Toepoolest, kui 7036
oleks jaguhud 5-ga, siis ka 6 oleks pidanud jaguma 5-ga, sest 7030
jagub 5-ga. Kui on antud arv 9765 = 9760 -+ 5, siis voib kergesti néha,
et ta jagub 5-ga ja ei jagu 9-ga. Lopuks, arvud 7030 ja 9760 jagu-
vad 10-ga, jdrelikult ka 2-ga ja 5-ga. o
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2. 4ga ja 25-ga jaguvuse tunnused.

Jagatav A=a,-10" 4 a,_, - 1071 +...4a3-10%
+as-102 4 ay - 10 + Qo= (n* 10" 4+ @p-y - 1071 . 4
+ a3 103 4+ a5 -102) 4 (a;-10 4 aq).

! Esimene liidetav kujutab summat, mille iga liidetav on 4
: ja 25 kordne, sest sajad, tuhanded jne. jaguvad 4-ga ja 25-ga.
Tahendab esimene liidetav jagub 4-ga ja 25-ga.

Selleks, et kogu summa jaguks 4-ga (voi vastavalt 25-ga)
on vajalik ja piisav, et ka teine liidetay (a;- 10+ ay),
s. t. arv, mille moodustavad jagatav A kaks viimast numbrit,
jaguks 4-ga (voi vastavalt 25-ga).

Votame numbrilise niite: 53728 koosneb kahest liidetavast: 537-st
sajast ja 28-st iihest; 100 = 4 .95, seega 100 jagub 4-ga ja 25-ga; jdre-
likult esimene liidetay — 537 sajalist — jagub 4-ga ja 25-ga.

Vaatleme teist liidetavat, s. 0. 28; see ary jagub 4-ga ja seega jagub
ka antud arv 53728 4-ga. Teiselt poolt, 28 ei jagu 25-ga. Toepoolest,
kui 53 728 oleks jagunud 25-ga, siis ka 28 oleks pidanud jaguma 25-ga,
sest 53700 jagub 25-ga. Kui on antud arvy 93725 = 93700 - 25, siis
voib kergesti niha, et see jagub 25-ga, kuid ei jagu 4-ga. Lopuks,
arvud 53700 ja 93700 jaguvad 100-ga ja jérelikult ka — 4-ga ja 25-ga.
: Seega, 4-ga (vdi 25-ga) jaguvad ainult need arvud, mis
- Iopevad kahe nulliga voi mille kaks viimast numbrit moo-
dustavad 4-ga (voi vastavalt 25-ga) jaguva arvu.

3. 8ga ja 125-ga jaguvuse tunnus.

Jagatav A=a,- 10"+ a,-y - 101 4 | asg - 108 4
+ @102 4-a, - 10 + ag =(ax - 10" + a,, - 1071 2 R
+az-103) 4 (a2-102+4a; - 10 + a,).

Esimene liidetav kujutab summat, mille iga liidetav on 8
ja 125 kordne, sest tuhandelised, kiimnetuhandelised jne.
jaguvad 8-ga ja 125-ga. Tahendab, esimene liidetav
jagub 8-ga ja 125-ga.

Selleks, et kogu summa A jaguks 8-ga (vdi 125-ga) on
vajalik ja piisav, et 8-ga (voi vastavalt 125-ga) jaguks teine
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liidetav (as-102 4 ay - 10 + @), s. o. arv, mille moodustavad
kolm viimast numbrit.

Votame numbrilise naite: 93 648 koosneb kahest liidetavast: 93 tuhan-
dest ja 648 ithest; 1000 =8-125, mistottu 1000 jagub 8-ga ja 125-ga,
jarelikult jagub ka 93 tuhandelist 8-ga ja 125-ga.

Vaatleme teist liidetavat, s. o. 648; arv 648 jagub 8-ga, seega ka
antud arv 93 648 jagub 8-ga. Teiselt poolt, 648 ei jagu 125-ga, seega ka
kogu arv 93648 ei jagu 125-ga. Toepoolest, kui 93648 jaguks 125-ga,
siis peaks ka 648 jaguma 125-ga, sest 93 000 jagub 125-ga. Kui on antud
arv 34 375 = 34000 375, siis voib kergesti ndha, et ta jagub 125-ga,
kuid ei jagu 8-ga. Lopuks, arvud 84000 ja 93000 jaguvad 100-ga,
jarelikult ka 8-ga ja 125-ga.

Seega, 8-ga (voi 125-ga) jaguvad ainult need arvud, mis
lIopevad kolme nulliga vGi mille kolm viimast numbrit moo-
dustavad 8-ga (voi vastavalt 125-ga) jaguva arvu.

4, 3-ga ja 9-ga jaguvuse tunnuss.

Tahendame eelnevalt, et iga tédisarv, mis véljendatud
arviga | nullidega ning vdhendatud {ihe vorra, annab
9 kordse.

Toepoolest:
100=9-1+1
102=9-11+1
103=9-111+ 1
(n—1) numbrit (n—1) numbrit
R A S ¢ P
101 =9-111...14+1=9-M+1 (kusM=111...1)
n numbrit n numbrit

o ——— AT e
100 =9-111...1 4+1=9:N-4+1 (kusN=7111...1L).
Siis-jagatav A=a,-102 +'a,— - 1071 4+ ...+ a3~ 103+
4+a,-102 4+ a1 104 ag=0an(ON 4+ 1) 4- ap-1 (M + 1)+
+...4a3 (9-111 +1) +as (9-11 +1) a4 (9-141) 4+
+ay=9Na, +a,+ M :ap1 + an-1+ ... +9-1llag +
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—{—a3+9'11a2+a_2-—{—9-1-al—l—a1+a0ﬂ (9Na,.—|—
+9May-y 4 ...+ 9-11lag+9-1lag+9-1-a;) +

+ (@ + oy + .. .4 a3+ a5 + ay + ay).
{ Esimene liidetav kujutab summat, mille iga liidetav on 3
 ja 9 kordne (§ 64 jargi). Tahendab, esimene liidetay
jagub 3-ga ja 9-go. Selleks, et kogu summa jaguks 3-ga (voi
vastavalt 9-ga) on wvajalik ja piisav, et 3-ga (vdi vasta-
valt 9-ga) jaguks teine liidetav (aw+4@py+ ...+ a5+
-+ as 4+ ay + ap), mis kujutab antud arvu numbrite summat
(ristsummat).

Vaatleme numbrilist ndidet:

1) 8645:\8000—{-600+40+5=8~9-111-{-8+6-9~11+6+
+4-9.14445, ;

2) 8645 =(8:9-111+46-9-11+4-9.1) + (846 4+ 5) assotsia-
tiivsuse seaduse alusel.

3) Arvu 8645 jaotasime kaheks liidetavaks, esimene liidetav
jagub 9-ga, jdrelikult oleneb arvu 8645 jaguvus teisest liidetavast, mis
vordub antud arvu numbrite summaga. Kui mélemad liidetavad jaguvad
9-ga, siis ka nende summa 8645 jagub 9-ga.

Jirelikult, 3-ga (vdi 9-ga) jaguvad ainult need arvud,
millede numbrite summa (ristsumma) jagub 3-ga (voi vasta-
valt 9-ga).

§ 70. 7-ga, 11-ga ja 13-ga jaguvuse tunnused.

Kui arvu kolmest viimasest numbrist moodustuva arvu
lahutamisel iilejainud numbritest moodustuvast arvust (voi
timberpéordult) tekkiv vahe on 0 vdi jagub 7-ga, 11-ga
voi 13-ga, siis jagub kogu antud arv vastavalt 7-ga, 11-ga
voi 13-ga.

Olgu antud arv A. Téhistades arvu A kolmest viimasest
numbrist moodustuvat arvu N-ga ja iilejddnud numbritest
moodustuvat arvu M-ga, voime kirjutada: A= M 1000 + V.
Arv 1000 + 1 jagub 7-ga, 11-ga ja 13-ga.
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Arvestades viimast, teisendame eelmise saadud summa:
A=M- (1000 + 1) —M -+ N (jareldus lahutamise definitsi-
oonist).

Kui M > N, siis saame liitmiste ja lahutamiste rea assot-
siatiivsuse seaduse alusel: '

A=M-1001 — (M —N). (1)

Kui aga M < N, siis, kasutades jarjestiku liitmiste ja
lahutamiste rea kommutatiivsuse ja assotsiatiivsuse seadusi,
saame:
A=M~1001—-M+N:M'1001-}—N—M—_—(kommuta-

' tiivsus)

=M-1001 + (N — M) (assotsia-
tiivsus)  (2)

Et M-1001 jagub alati 7-ga, 11-ga ja 13-ga, siis selleks,
et arv A jaguks 7-ga, 11-ga voi 13-ga, on vajalik ja piisav,
et vahed (M — N) voi (N — M) jaguks vastavalt 7-ga, 11-ga
voi 13-ga.

Vaatleme seda jaguvuse tunnust numbrilise niite varal. On antud
arv.  725582. Lahutame selle jirgmisteks liidetavateks: 725582 —
=725 100%- 582 = 725 . 1001 — 725 + 582 — 725.1001 — (725 — 582).
Kahe arvu vahe jagub mingi arvuga, kui vahendatav ja lahutatav jagu-
vad selle arvuga. Et 1001 jagub alati 7-ga, 1l-ga ja 13-ga, siis oleneb
antud arvu jaguvus 7-ga, ll-ga ja 13-ga sellest, kas nende arvudega
jagub antud arvu kolmest viimasest numbrist ja iilejadnud numbritest
moodustunud arvude vahe: 725 — 582 — 143; 143 jagub 1l-ga ja 13-ga,
jdrelikult jagub kogu arv 725582 nende arvudega.

Ndide 1. Leida, kas arv 368312 jagub 7-ga, 1l1-ga ja 13-ga.

M =368; N =312.

Jérelikult, M— N =368 — 312 —56: 56 jagub 7-ga, tdhendab ka
368 312 jagub 7-ga. 11-ga ja 13-ga see arv ei jagu, sest 56 ei jagu 11-ga
ja 13-ga.

Ndide 2. Kas arv 378456 jagub 7-ga; 11-ga ja 13-ga?

M = 378; N = 456.

Et M N, siis N— M =456 —378 =78; 78 jagub 13-ga, tdhendab
ka arv 378456 jagub 13-ga. Antud arv ei jagu aga 7-ga ja 1l-ga, sest
78 ei jagu 7-ga ja 1l-ga. ‘
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§ 71. Teoreem arvude jaguvuse iildtunnusest.

Selleks, et arv A jaguks arvuga B on vajalik ja piisav,
et selle arvuga jaguks jagatava numbrite ja nende jiikide
korrutiste summa, mis saadud vdetud numbritele vastavate
10 astmete jagamisel B-ga.

On antud: loomulikud arvud A ja B; A > B; A=qa 1+
e, 710 g M1 g VIS L g B s e e T
mis tekivad 10, 102, 103,..., 10 jagamisel B-ga.

Toestada: Selleks, et A i B on vajalik ja piisav, et summa
(a0+a1rl+a2r2+a3r3+...+an'rn) B

Kasutades eritdhti jagatiste ja jdidkide tihistamiseks, mis saadakse
arvu 10 jérjestikuste astmete jagamisel B-ga, viljendame loomulikkude
arvude rea iildise omaduse alusel jagatava, jagaja ja jagatise vahelise
seose,

ligd Téahistused Jagatava, jagaja ja jaga-

jagatav [ jagaja [ jagatis jaak tise vaheline seos
1=100 B 90 r,=1 1=Bg,+r,

101 B q, r 10 = Bg, +r,

102 s qs rs 102=Bg, +r,

108 1 B g3 £ 103=Bq8+r8

|
100 ’ B In ! Ty 100 =Bg,+r,

Arvu lihtiihikuid véiljendavale numbrile vastab 10°=1. Uhe jaga-
misel aga mistahes tdisarvuga B > 1 saadakse jagatiseks 0 ja jdi-
giks 1. Siit jirgneb, et korrutis ar,=a,'1—a,

Asendades avaldises:

/lzao-i-a1 210 el-g 102 g 108 S gs 180 < arvi 107 ashmed
nende viadrtustega, saame:
A=a,+a, Be A+ ik e, (Bay - r) A ay (Be -F eyt vk
+a, (Bg, +r,) =a,+a,Bqg, + ar +a,Bq,+a,r,+aBq, +
+a,r,+ ...+ a,Bq, + a,r, = (korrutamise distributiivsus)
=a,Bg, +a,Bq,+a,Bq,+ ...+ a,Bq,+a,+ qry SRy ha it
+ ...+ a,r, = (summa kommutatiivsus)
= (a,Bq, +a,Bq, +a,Bg, + ...+ 6,Bq,) + (a,+ a,r, +a,r, +
gt e U SR
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Nii oleme viljendanud jagatava A kahe liidetava summana.
Esimene liidetav jagub tingimata B-ga, sest ta viljendab summat,
mille iga liidetav jagub arvuga B. 3

Eespool (§ 66) toestasime, et kui iiks kahest liidetavast jagub
mingi arvuga, siis selleks, et summa jaguks selle arvuga on vajalik
ja piisav, et ka teine liidetav jaguks selle arvuga.

Vaadeldavas teoreemis summa A esimene liidetav jagub B-ga,
jérelikult selleks, et kogu summa A jaguks B-ga on vajalik ja piisav,
et teine liidetav (a, +a,r, +a,r, + a,r, + ...+ a,r,) jaguks samuti Bga,
mida oligi tarvis toestada.

Niédide: Kas 5221 jagub 23-ga? 4

Koostame tabeli jddkidest, mis tekivad arvu 10 astmete jaga-
misel 23-ga.

H0.= 230 =1
101 =230 10
102=23-418

103 = 2343+ 11
10+ =234344- 18 jne.

Seejdrel arvutame numbrite ja vastavate jddkide korrutiste summa.
511 +28+210+1=92; 92:23—=4. Saadud summa jagub 23-ga.
Jarelikult, arv 5221 jagub 23-ga jddgita. TGepoolest, 5221 :23 = 227.

Vaatleme toestatud teoreemi alusel arvu jaguvust 2-ga.

On ilmne, et arvu 10 astmete jagamisel kahega me saame jdigid:

r=r,=r,=... =r,=0.

Tahendab:

T S 1 e A ST »
=arba 0 0ar e T 0 =g,

Jérelikult oleneb antud arvu jaguvus 2-ga eranditult sellest, kas
jagub 2-ga arvu iiheliste number (a,).

Soovitame Oppijail vaadelda jaguvust ka 4-ga, 8-ga, 5-ga, 9-ga
ja ll-ga.

XI peatiikk.

Antud arvude suurim iihisjagaja (iihistegur).

Antud arvude suurimaks iihisjagajaks (ithisteguriks) nime-
tatakse suurimat arvu, millega jaguvad koik antud arvud.
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Arvude a, b, c,..., e suurimat iihisjagajat (N) tahista-
takse siimboliga (a;b;c;...;e) =N.

Viljendi . ,,suurim iihisjagaja” ehk ,suurim tihistegur”
lihendina kasutatakse sageli ainult nende sonade esimesi
tahti S. O.

Nédide: Arvud 72 ja 96 jaguvad arvudega 2, 3, 4, 6,
8, 12 ja 24.

Koik need arvud on arvude 72 ja 96 iihisjagajad ja 24
on suurim iihisjagajas Seda vbib kirjutada jargmiselt:
(72; 96).=24.

Arvud 35 ja 25 jaguvad molemad 5-ga, (35; 25) —5. -

Miarkus. Kooli praktikas tihistatakse suurimat iihis-
jagajat harilikult jargmiselt: S. U. (35; 25) =5.

§ 72. Uhistegurita arvud (suhtelised algarvud).

Uhistegurita arvudeks nimetatakse arve, mille suurim
ithisjagaja (iihistegur) on iiks. Kui (a; b; c;...) =1, siis
arvud a, b, ¢,... on iihistegurita arvud.

Kui igaiiks arvudest a, b, c,... on iihistegurita iga
teisega neist arvudest, siis nimetatakse arve a, b, ¢, ...
paarikaupa iihistegurita arvudeks. On ilmne, et kahe arvu
puhul moisted ,ihistegurita arvud” ja ,paarikaupa iihistegu-
rita arvud” iihtivad.

Nidide 1. Arvud 29, 53, 100, 105 on iihistegurita arvud,
sest neil pole {ihest erinevat iihisjagajat (29; 53; 100;
105) = 1.

Ndide 2. Arvud 24, 17, 11 pole mitte ainult iihistegu-
rita, vaid ka paarikaupa ithistegurita arvud, sest (24; 17) =
=(24; 11)=(17; 11)=1.
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§ 73. Teoreemid, millede alusel leitakse suurim iihisjagaja.

1. Kui fiks arv jagub teisega.

Teoreem. Kui kahest antud arvust iiks jagub teisega,
siis on viiksem neist nende arvude suurim iihisjagaja.

Antud: loomulikud arvud @ ja b; a:b.

Toestada: (a; b)=0».

Antud kahe arvu suurim iihistegur ei saa olla suurem
véiiksemast antud arvust, sest suurima fiihisteguriga peavad
antud arvud jaguma jddgita. Teoreemi eelduse kohaselt a : b,
kuid vdiksem arv b jagub iseenesega: b:b. Seega on arv
b antud arvude a ja b suurimaks iihisjagajaks.

Ndide:sleidai3@qa 6:S.:1,

Et 30:6, siis (30; 6)=6, sest S. U. ei saa olla 6-st
suurem.

2. Kui itks arv ei jagu teisega.

Teoreem. Kui kahest antud arvust suurem arv ei jagu
viiksemaga, siis on nende suurimaks iihisjagajaks viiksema
arvu ja jaagi (mis tekib suurema arvu jagamisel viiksema
arvuga) suurim iihisjagaja.

Antud: loomulikud arvud a ja b, kusjuures a > b,
aei:b, ajab jagatis on ¢ ja jadk r;

i) =g,

Toestada: (a; b)=c.

1. Teoreemi eelduse ja loomulikkude arvude jagamise
definitsiooni alusel saame:

a=0bqg+ r.

2. Eelduse jéargi b:c, tdhendab ka korrutis (bq) : ¢, sest
korrutise iiks tegureist jagub c-ga.

3. Vorduse a==bqg+ r liidetavad bg ja r jaguvad c-ga:
esimene — toestuse, teine — eelduse pohjal.. Jarelikult ka
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summa a :c (§ 64 alusel). Tdhendab, arv ¢ on arvude a ja b
iihisjagaja. :

4. Kuid arv ¢ pole ainult arvude @ ja b iihisjagaja, vaid
ka suurim iihisjagaja, sest oletus, et arvudel a ja b on veel
c-st suurem iihisjagaja, ei ole dige, sest siis see suurem
iihisjagaja peaks olema ka arvu r jagaja, sest summa (a) ja
ihe liidetava (bg) jagumisel selle arvuga, peab ka teine
liidetav jaguma selle arvuga. Nii oleks arvudel b ja r c-st
suurem suurim iihisjagaja, mis on aga vastuolus teoreemi
eeldusega. Jarelikult, (b; r)=(a; b)=c.

Vaatleme teoreemi numbrilisel naitel.

On antud arvud: 8084 ja 1504; 8084 — 1504 .5 + 564;
1504 ja 564 S. U. on 188:

1504 | 564 564 | 376 376 | 188
Foqiom 8 Sor ¥ .2 Al TS 2
376 YT el

Kui molemad liidetavad jaguvad 188-ga, siis jagub ka
summa 8084 selle arvuga, mis on arvude 8084 ja 1504
suurim iihisjagaja. Kui nendel arvudel oleks 188-st suurem
suurim iithisjagaja, siis see oleks ka 564 jagajaks, kuid 564 ja
1504 jagaja 188 on suurim: 8084 : 188 =43; 1504 : 188 —=8.

§ 74. Eukleidese algoritm.

Keskajal nimetati algoritmiks reeglit, mille jdrgi teostati
nelja aritmeetilise tehte mingit tehet kiimnendsiisteemis.
IX sajandil andis selliseid reegleid araabia matemaatik
Al-Khwarizmi. Tema nime jdrgi nimetati selliste reeglite
kogu algul Euroopas ,algorizm’iks”. Hiljem segunes see
sona kreekakeelse sonaga arithmos — arv, ja algorizm muu-
tus algorithmiks.

Praegusaegses matemaatikas nimetatakse algoritmiks
igat aritmeetilist voi algebralist protsessi, mis teostub ran-
gelt kindlate reeglite alusel. Antud tiiiipi iilesarne loetakse

157



lahendatuks, kui selle lahendamiseks on antud kindel
algoritm. Eukleidese algoritm opetab leidma kahe arvu suu-
rimat iihisjagajat jarjestikuse jagamise teel.

Olgu a ja b — loomulikud arvud, kusjuures a > b ja
a ei:b.

Oletame, et:

1)g. o0 ==y (38ak ). kus @ =bg, +r;

Al B N P SR w b =nrgq+re

RO R R »w T=Traq3—+r3

4) 721"3:‘74 ( ”» r4)> Y r2=7’3Q4—|—r4

WY Tasg ilaq == 0y 7 (iBAK 1a) kus I =2 Py ln ¥ 1a

n—+1) ray:r=qu (ja8k rps, =0), RUSErg = Pl
Kirjutatud vorduste rida: a=bg; +ry; b==rigs+ ro;
ri=roqs-trs ro=rsqa+ry ..., rno=rn1n+r, ja

I'n-1=="ragn+; véljendab jagatava, jagaja, jagatise ja jaigi
vahelist seost, mida saame jérjestikusel jagamisel —
suurema antud arvu jagamisel viiksemaga, viiksema jaga-
misel esimese jédédgiga, esimese jadgi jagamisel teise jadgiga
jne., ja mis on tuntud Eukleidese algoritmi nime all, sest iga
vordus selles reas on koostatud iihe ja sama reegli alusel.

Vaadeldav vorduste rida on 16plik. Toepoolest, jagamise
definitsiooni alusel jaikide rida (jrelikult ka jagajate rida)
Ty, Ia, r3, 'Pa ..., s, Tn-i, In, Taiy on Kahanevate tiis-
arvude rida, mis tingimata peab 16ppema jddgiga rpy; =0,
sest voimalikkude jéddkide arv on 15plik, sest see ei saa olla
suurem arvust b (vt § 39). Seega, millised ka ei oleks
arvud a ja b, ikka saame jirjestikuste jagamiste — suurema
arvu jagamisel vidiksemaga, vidiksema jagamisel esimese
jaagiga, esimese jddgi jagamisel teise jddgiga jne., resul-
taadiks mingi jdagi r., millega eelmine jadk r,—; jagub
jaagita ja jdrelikult arv r, on viimaseks nullist erinevaks
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jaagiks, tahendab ka viimaseks jagajaks. Nii langeb #ra eda-
sise jagamise voimalus.

Votame arvud 852 ja 192.

1) 852:192=—4 (jaak 84), kus 852=192.4 1 84

2): 192: . 584 e=F i N DAk ,» 192= 84.2 - 24

)y 84 M3 (), o 84 == 24 w3l 12

e DR b o R 0), gt e 100

Vorduste rida: 852=—192.4 4 84; 192—84.21 24;
84=24.3+12 ja 24=12-2 — moodustab Eukleidese

algoritmi. See rida on loplik, sest selles on voimalikkude
nullist erinevate jaakide arv piiratud: see peab olema viiksem
kui 192. Antud juhul on viimane nullist erinev jddk 12, mis
ongi viimaseks jagajaks. Edasine jdrjestikune jagamine pole
voimalik, sest jargmine jddk vordub nulliga ja jagamine
nulliga pole voimalik.

Eukleides ei kasutanud oma algoritmi mltte ainult arit-
meetikas, vaid ka geomeetrias kahe 0igu iihismoodu leid-
misel jérjestikuse pealepaigutamise teel.

§ 75. Kahe arvu S. U. leidmine jirjestikuse
jagamise teel.

Eukleidese algoritmi jdrgi S. U. kohta tdestatud kahe
teoreemi (§ 73) ja S. U. definitsiooni alusel vdib kirjutada:

(a;b):(b;r1)=(r1;r2)—_—...=(r,,_2;r,,_1)=

==y Cry) E= T

Tihendab, (a;b) =ra.

Siit piistitame jargmise reegli kahe arvu S. U. leidmiseks
jarjestikuse jagamise teel.

Selleks, et leida kahe arvu S. U. jérjestikuse jagamise
teel, tuleb suurem antud arv jagada vdiksemaga, siis
viiksem — esimese jddgiga, esimene jdak — teisega, teine
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jédk kolmandaga jne. niikaua, kuni saadakse jaagiks 0. Siis
viimane jagaja (s. t. viimane nullist erinev jdak) on antud
arvude suurim iihisjagaja. ‘

Nédide: Leida arvude 1515 ja 60 S. U.

Jagades 1515 arvuga 600 saame jagatiseks 2 ja jaiagiks
315. Sellest jareldame, et otsitav S. U. pole 600, vaid vordub
600 ja 315 S. U-ga. Jagame 600 arvuga 315, saame jaga-
tiseks 1 ja jadgiks 285; seepdrast ofsitav S. U. pole 315,
vaid vordub 315 ja 285 S. U-ga. Siis jagame 315 arvuga
285, saame jagatiseks 1 ja jadgis 30, millest jareldame, et
S. U. pole 285, vaid vordub. 285 ja 30 S. U-ga. Jagame 285
arvuga 30, saame jagatiseks 9 ja jaagiks 15 ning jareldame,
et S. U. vordub 30 ja 15 S. U-ga. Lopuks 30 jagamisel 15-ga
saame jagatiseks 2 ja jddgiks 0, otsitav S. U. on 15. Varem
toestatud teoreemide alusel saame: kui S. U. (15 ja 30)= 15,
S0 U407(30 5 ja 28B) 16,08, 1) {285 ja’ . 315) ==15,
S. U. (315 ja 600) =15, siis ka S. U. (600 ja 1515) = 15.

S. U. arvutamine jarjestikuse jagamise teel vdib toimuda
kolmel wiisil.

I viis. 1515|600
1200 2
600(315
31571
315|285
285 1
285|_30
2005579
30| 15
30 2
0

(1515 ; 600) — 15.
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Iieiis.

Jagatised

Jirjestikused jagatavad ja jagajad | 1515 | 600 | 315 | 285 30

15

Jdrjestikused jadgid 315 | 285 30 15 0 —

(1515 ; 600) = 15.

Teise viisi puhul paigutame jirjestikused jagamised iihte
ritta, kusjuures koik jagatised kirjutatakse vastavate jagajate
peale ja iga jagatava alla kirjutatakse vastavad jaagid.
Teine viis tarvitab vihem ruumi ja on iilevaatlikum.

I viis,

Jagatis 2 1 1 9 2
1515 _[600 (315 [285 [30 |15

1200 815 <. 285" 270 30

B TR Y e
(1515 ; 600) = 15.

jadgid

§ 76. S. U. pohiomadused.
Teoreem 1. Iga arvuga, millega jagub jidgita kaks
antud arvu, jagub ka nende arvude suurim ithisjagaja.
Antud: (a;b) =c; a:d: b: d.
Toestada: c:d.

1. Kasutades antud arvude S. U. leidmiseks Eukleidese
algoritmi, saame:
a=bq; +r,
b=rigs+r;
ri=rsqz Iy

11 Aritmeetika pedagoogilistele koolidele.

161



I'n-3 == I'n~2Gn~1 + T'n—q
I'n-2 = TI'n—1qn =+ 'n
I'n-1 == I'nGn+1 (rnt1=0)

Algoritmist jidrgneb (a;b) =ry.

Tahendab, ¢ = r,.

Algoritmi esimeses vorduses a= bg; + r; teoreemi eel-
duse alusel a:d; korrutis bgy : d, sest b:d (§ 67).

Kui aga kahe arvu summa ja iiks liidetav jaguvad mingi
arvuga, siis jagub ka teine liidetav selle arvuga (§ 66),
jarelikult ry : d.

Teises vorduses summa b ja iiks liidetavaist ryg, jaguvad
d-ga, tahendab ka ry : d. Arutledes analoogiliselt, voime kind-
laks teha, et igas jargnevas algoritmi vorduses peavad
teised liidetavad jaguma d-ga, ja nimelt:

rgid; rqgid; ...; -y id ja lopuks, r.:d. Kuid rn=-c.
Jdrelikult: ¢ :d.

Ndide: (3540; 450) = 30. Peale selle on antud arvudel
3540 ja 450 iihisjagajad 2, 3, 5, 6, 10, 15.

On ilmne, et iga ithisjagajaga jagub jddgita ka arvude
3540 ja 450 S. U.

Teoreem 2. Iga arv, millega jagub kahe antud arvu
suurim iihisjagaja, on ka antud arvude iihisjagaja.

Antud: (a;b)=c; (cid)."

Toestada: a:d ja b:d.

1) Olgu a:c=gq; b:c=gq, ja c:d=k.

2) Siis a=cq; b=cq; ja c=dk.

3) Asendades vordustes a=cq ja b =cq; arvu ¢ temaga
vordse korrutisega dk, saame:

a=dkq ja b=—dkgq,.

4) Seega, arvud a ja b on korrutised ja seetottu iga oma
teguri kordsed (§ 63).

Jarelikult: a:d ja b:d.
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Nidide: (3450; 450) =30. On ilmne, et suurima iihis-
jagaja iga jagaja on ka antud arvude jagaja.

Teoreem 3. Kui molemaid antud arve a ja b korru-
tada mingi loomuliku arvuga m, siis suureneb ka antud arvude
suurim iihisjagaja m korda.

Antud: (a;b)=c; am;bm.

Toestada: (am;bm)=cm.

1. Leiame Eukleidese algoritmi abil arvude a ja b S.U.:

a=0bq;+r,

b=riqs+ro e T G O L
ry=roq3 +1r3 I'n-3 == I'n-2qQn~1 + n—1
ro=rsqs+ry I'n-2 == I'n-1qn + I'n

Tn-1==I'nGnt1 (Fn+1=0)

2. Korrutades algoritmi vorduste koiki liikmeid iihe ja
sama arvuga m, me ei riku vorduste kehtivust (korrutamise
monotoonsuse seaduse alusel). Saadud vordustes tekivad
loomulikkude arvude ;

a, b, ry, re, 3, ... n-g, I'n-9, ¥n—1, ra asemele vastavad uued
arvud:
am, bm, rim, rom, rsm, ... In-gM, a—oM, n—1M, ruM.

3. Jdrelikult: (am; bm) =ram ehk (am; bm) = cm.
Nédide: (558; 440) =18. Korrutades igat antud arvu
2-ga, saame: (558 -2; 440 -2) = 36.

Teoreem 4. Kui molemaid antud arve a ja b jagada
nende arvude mingi ithisjagajaga, siis viheneb nende arvude
suurim iihisjagaja sama arvu vorra.

Antud:
(ayb)i—c} atmb 0t

Toestada:
2:2) =5
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Teoreemi saab tdestada analoogiliselt eelmisega — algo-
Titmi vorduste jagamisega m-ga. Seejuures tdhendame, et

: ) = ag i h

kui a:m ja b:m, siis on m Ja — téisarvud. S. U. omaduste
. 2 c

esimese teoreemi alusel on ka S.U. o tdisarv.

Nédide: (864;192) =96. Jagades kumbagi antud arvu
864 ja 192 nende mingi iihisjagajaga, niiteks 32-ga, saame:
(3 :5)= (27:6) =3.

Jérelikult vdheneb antud arvude S.U. 32 korda.

“Jédreldus. Viimase teoreemi alusel on vdimalik liht-
sustada S.U. leidmist, kui antud arvude iihisjagajad on otse-
kohe nahtavad. Sel juhul tuleb antud arvud jagada nende
iihisjagajaga ja leida saadud jagatiste S.U. ning korrutada
see iihisjagajaga, millega jagasime antud arve. Saadud kor-
rutis ongi antud arvude S.U. Olgu nditeks tarvis leida
arvude 7200 ja 8400 S. U. Algul jagame arvud 100-ga, mis-
tottu ka arvude 7200 ja 8400 S.U. viheneb 100 korda. See-
jarel leiame jagatiste 72 ja 84 S. U, mis on 12. Lapuks
korrutades 12 arvuga 100, saame 1200. Seega on arvude
7200 ja 8400 S. U. 1200.

§ 77. Teoreem jagatistest, mis saadakse antud arvude jaga-
misel nende S. U-ga.

_ Kui antud arvud jagada nende S. U-ga, siis on saadud
jagatised iihistegurita arvud.
Antud: (a; b; ¢, ...; 1) =m.

Toestada:
a cebiie. . i G2
(E,E,;ﬁ,...a)_l.
Eespool (§ 76, 4. teoreem) toestati, et kui kumbagi kahest
antud arvust jagada nende iihisjagajaga, siis viheneb nende
arvude S. U. sama arv korda.
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Sel alusel saame:

Jérelikult, f—n, % on ihistegurita arvud, sest

nende S. U. on {iks.
Nidide: (108;60)=12.. 108:12=9; 60:12=5;
(9; 5) = 1. Jérelikult on 9 ja 5 iihistegurita arvud.

§ 78. Teoreem kahe arvu korrutise jaguvusest arvuga, mis on
ithe teguri suhtes iihistegurita.

Kui kahe teguri korrutis jagub jiigita mingi arvuga, mis
on iihe teguri suhtes iihistegurita, siis jagub teine tegur
selle arvuga.

Antud: ab=p; pic; (a;c)=1.

Toestada:. b:c.

Teoreemi eelduse kohaselt (a;c)=1. Eespool (§ 76,
3. teoreem) toestati, et kui kumbagi antud arvu korrutada
mingi loomuliku arvuga, siis suureneb ka antud arvude Sk
sama arv korda.

Sel alusel saame: .
(ab; cb)=1-b=0>0, siit (p; cb) =0b, sest eelduse jargi

ab==p.

Antud eelduses korrutis p : ¢; korrutis cb jagub samuti
c-ga, sest iiks selle korrutise tegureist jagub c-ga. Jéreli-
kult peab vaadeldavate korrutiste p ja cb S.U. jaguma c-ga
(§ 76, 1. teoreem), kuid (p;cb) =0b.

Tahendab, b : c.

Niide: 7-90=—630. Kahe teguri korrutis jagub 15-ga;
iiks tegur 7 on 15 suhtes iihistegurita (7; 15)==:1: Jareli-
kult peab toestatud teoreemi alusel teine tegur jaguma 15-ga.

Toepoolest, 90 : 15.
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§ 79. Teoreem antud arvu jaguvusest kahe ithistegurita arvu
korrutisega.

Kui antud arv jagub kummagagi kahest iihistegurita arvust,
siis ta jagub ka nende korrutisega.
Antud: (b;c)=1; usbira e bos<p.
Toestada: a:p.
Oletades, et a: b=gq, siis a=bq.
Kuna eelduse jéirgi a : ¢, siis ka korrutis bgq: c.
- Kuid b6 ja ¢ on iihistegurita arvud, tahendab, g:c (§ 78).
Oletades, et q:c=gq,, siis g=cqy.

" Asendades vorduses a=bqg arvu ¢ temaga vordse korru-
tisega cqy, saame:

a=1b(cq1) = (bc) g, = pg,.
Vordusest a = pg, jargneb, et a:p, sest korrutis (@) on
iga oma teguri kordne.
Eelmise teoreemi alusel saab viljendada jaguvuse tun-

nust arvuga, mida saab kujutada kahe tihistegurita arvu
korrutisena.

1. Selleks, et antud arv Jjaguks 6-ga, on vajalik ja piisay,
et ta jaguks 2-ga ja 3-ga,

2. Selleks, et antud arv jaguks 15-ga, on vajalik ja piisavy,
et ta jaguks 3-ga ja 5-ga.

Analoogiliselt voiksime vdljendada jaguvuse tunnused
jagajate 18, 22, 24 jne. puhul. )

Mirkus. Peab meeles pidama, et see teoreem on kehtiv ainult
siis, kui jagajad on iihistegurita arvud. Kui aga jagajad ei ole
ithistegurita arvud, siis antud arv ei jagu nende korrutisega, kuigi
ta vGib jaguda iga jagajaga eraldi. .

Niiteks jagub arv 840 120-ga ja 140-ga, kuid korrutisega
120 - 140 arv 840 ei jagu.
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§ 80. Kolme ja enama arvu S. U.

Reegel. Selleks, et leida mitme arvu S. U., tuleb algul
leida kahe arvu S. U., siis saadud arvu ja kolmanda arvu
S. U. jne., kuni viimase arvuni. Viimane S. U. ongi kaikide
antud arvude S. U.

Nidide 1. Votme kolm arvu 840, 720 ja 640 ja leiame
nende S. U.

(840 ;720)=120. Arvu 120 iga jagaja peab olema k&
arvude 840 ja 720 dihisjagaja (§ 76, 2. teoreem). Tihen-
dab ka arvude 120 ja 640 S. U. peab olema arvude 840 ja
720 iihisjagajaks.

Toepoolest, (120 ; 640) =40, kuid 840 : 40 ja 720 : 40.

Nii on arv 40 koigi kolme antud arvu iihisjagaja ja iiht-
lasi ka suurim {ihisjagaja, kuigi arvudel 840 ja 720 on 40-st
suurem {ihisjagaja, ent arvudel 120 ja 640 sellist iihisjaga-
jat aga pole.

Jarelikult: (840 ; 720 ; 640) = 40.

Niédide 2. Leida arvude 840, 720, 640 ja 260 S. U.

1) (840 ;720) = 120,
2) (120;640) = 40,
3) (40;260) = 20.

Jarelikult: (840 ; 720 ; 640 ; 260) = 20.

§ 81. S. U. ja kahe tundmatuga esimese astme midramatu
vorrandi lahendamine.

1. Definitsioon. Kahe tundmatuga esimese astme madramatuks
vorrandiks nimetatakse vorrandit

ax-+ by =c,

kus @, b ja ¢ on mingid kordajad, s. o. avaldised, mis ei sisalda tund-
matuid,
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Avaldades sellest vorrandist iihe tundmatu, néiteks y, saame valemi:

i X
2 i P

milles tundmatu x v5ib omada mistahes vidartust, kusjuures mingile
X védrtusele vastab iiks kindel y véirtus.

Kui niiteks x = & ja y=n, siis arvud & ja n on antud miiramatu
vorrandi iiheks vaimalikuks lahendiks.

On ilmne, et méairamatul vérrandil on lugematul hulgal lahendeid.

Sageli kiisimus, mille lahendamine viib meid médramatu vorrandi
juurde, nouab, et x ja y oleksid positiivsed tdisarvud. Jirelikult peab
oskama médramatu vérrandi lugematu hulga lahendite seast eraldada
positiivseid tdisarvulisi lahendeid. Me teame, millised ka ei oleks vor-
randi ratsionaalsed kordajad, alati on vdimalik antud vorrandit asen-
dada samaviirse vorrandiga, mille kordajad a, b ja ¢ on tidisarvud.

Seepdrast loeme edasises esituses arve a, b ja ¢ tidisarvudeks.

Algul vaatleme, kuidas on voimalik leida tdisarvulisi lahendeid.

2. Vajalik tingimus selleks, et miiramatu vorrand omaks tiisarvu-
lisi lahendeid.

Votame mairamatu  vorrandi ax+by=c, kus a, b ja ¢ on
tdisarvud. Eeldame, et (@;b;¢) =1, sest vastasel korral voiksime
neid arve jagada nende S. U-ga.

Selleks, et miiramatul vorrandil oleks vihemalt iiks tdisarvuline
lahendite paar, on vajalik, et arvud a ja b oleks iihistegurita arvud,
S. 0. (a;b)=1.

Kui oletada, et arvudel a ja b on moni ihisjagaja d> 1 ja
¢ ei i d, siis tiisarvuliste x ja y puhul kujutaks vorduse vasak pool arvu,
mis jagub d-ga ja parem pool — arvu, mis eelduse kohaselt b-ga ei
jagu. Téhendab, tiisarvuliste x ja y puhul ei ole vdimalik vorrand
niisuguste kordajatega « ja b, millel on tihisjagaja d > 1.

Niéiteks ei rahulda vérrandit 10x 4 15y = 29 mingisugused tiis-
arvud, sest x ja y taisarvuliste vadrtuste puhul summa 10x + 15y
jagub 5-ga, 29 aga ei ; 5. Jérelikult, selleks, et antud miiramatu vr-
rand omaks tdisarvulisi lahendeid, on vajalik, et kordajad @ ja b olek-
sid iihistegurita arvud, s. o. (@:b) —d. :

3. Erijuhtum, kui @ v6i b vordub ithega.

Olgu niiteks b=1. Siis vérrand omab kuju: ax+y=¢, kus
Yy=c—ax.

Viimasest vordusest néhtub, et asetades ¥ asemele mistahes tiis-
arvu, saame ka y-le vastava tiisarvulise vaidrtuse. Nende lahendite
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hulk on ilmselt 16pmatu ja nad kdik sisalduvad vorduses Yy=c—ax,
mida seepdrast voib vaadelda kui esitatava erikujulise vorrandi lahendit.

Niédide: Lahendada vorrand: x— 6y =11.
Lahendus: x=6y-+11.

Asetades y asemele mistahes tiisarvud 0,7 172,03 jney el o9
—3 jne., saame vastavad x vairtused.

y 0 1 2 3 < J S

% 11 17 23 29 5 { ot | oA

4. Erijuhtum, kui e = 0. Selleks, et lahendada vérrandit: ax 4+ by =0,
kus a ja b on iihistegurita arvud, madrame iihe tundmatu teise kaudu:

el
a
Sellest vordusest nihtub: selleks, et tundmatu x oleks tdisarv, on
vajalik ja piisav, et korrutis by : a, kuid arvud a ja & on tihistegurita

arvud, seeparast by jaguvuseks a-ga on vajalik, et jagatis 2 oleks
a

taisarv. Olgu y:a=7f ehk y= af.. Siis x=— 2g—fehk X = —bf.
Kui y i a=—f, siis y=—af ja x= bf.
Seega omab vorrand ax--by =0 jargmised lahendid:
1) x=—bf, y=af ehk 2) x=bf, Yy = —af.

Vorrandi ax + by =0 kumbki tundmatu vardub mingi iihe ja sama
tiisarvuga, mis korrutatud teise tundmatu kordajaga, kusjuures iiks
kordajaist peab olema véetud vastasmirgiga.

Nédide: 12¢r+5y=0; x=5f; y=—I12f voi Xiz==—bf jaly =t 1OF
kus f on mistahes arv.

5. Oldjuhtum. Kui kordajad a ja b ei vordu iihega ja ¢ ei vordu
nulliga, siis muudetakse antud madramatu vorrand vastavate teisen-
duste abil teiseks viiksemate kordajatega vorrandiks, edasi saadud vor-
rand muudetakse kolmandaks veel vidiksemate kordajatega vorran-
diks jne., kuni saadakse vorrand, milles ithe tundmatu kordaja on 1.
Nagu ndgime, lahendub saadud vérrand otseselt.
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Jarjestikku saadud vorrandites vordub iiks kordaja eelmise vor-
randi vdiksema kordajaga ja teine — eelmise vdrrandi suurema kor-
daja ja viiksema kordaja jagatise jadgiga.

Vaatleme niiteid selliste vorrandite lahendamise kohta. Algul vaat-
leme erijuhtu, kus c=1.

Nidide 1. Lahendada vorrand 12x—7y=1. (a=12; b=—T7;
i =i

1) Miéédrame antﬁd vorrandi vaiksema kordajaga tundmatu:

12x—7y=1;

Ty = 12x — 1;

o 12x—1
e e

2) Eraldame saadud liigmurrust tdisaryu:
(5l e
e
Et x on tdisarv, siis selleks, et y vorduks tdisarvuga, on vajalik

y=x-+

S S5x — 1
Jja piisav, et murd —x,z— vorduks mingi tdisarvuga.

5x — 1

Oletades, et 5 =4,
$iis:

3) bx—1= @y

7t 41 2t 41 2% +1
=—1— ehk x=¢ + —5 ks o =f _ tiisarv.
Siit:
od B Rt R

br, —1 t,—1 by 1 )

d= 3 ehk ¢ =2f,4 = S kus e Wi t, — téisarv.
5) t,— 1 =2¢t, millest e S
6) Kui #,=0, siis £,=0+1=1.
5, — 1
7) Asetades leitud viirtused valemisse e —22“ , Saame:
5—1
t, = R 2.

t 1
8) Asendades ¢, vorrandis x = —lé—i_temaga vordse arvuga 2,
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leiame:

1441
X=—%5 i 5 bt
e 3 5x —1
9) Asendades x arvuga 3 vorrandis y=x+—-7—— , saame:
36 —1
Y= ey g5

Nii saime antud vorrandi iithe tdisarvuliste lahendite paari.

Kergesti voib margata, et koik jarjestikused teisendused toimusid
Eukleidese algoritmi alusel. Teisenduste protsessis teostasime tege-
likult jdrgmised jérjestikused jagamised:

1) 12:7=1 (1. jadk 5); kus 12=7.1+45; )
9) 7:5=1 (2. jaik 2); , 7=5-142 (In
3) 5:2=2 (3. jadk 1); , 5=2.241; (111
4) 2:1=2 B g e 1D, (1V)

Viimases vorrandis ¢, —2f{, =1 on iks kordajaist 2, s. t. vordne
teise jddgiga, teine kordaja on 1, s. t. vordne kolmanda jddgiga. Meie
jdrjestikuste teisenduste eesmairgiks oli vorrandi saamine, mille kordaja
oleks I. Sellise kordaja me saamegi tingimata jdrjestikuste jagamiste
resultaadina, sest antud vorrandi kordajad on iihistegurita arvud ja
jarelikult nende S. U. on 1. Tidhendab, kasutades Eukleidese algoritmi,
me saame tingimata jdagi 1.

Esitatust jargneb, et saades Eukleidese algoritmi moodustavad vor-
randid, me voime leida méned x ja y erivddrtused.

T6epoolest:

1="51=-2,2 (ITI vordusest);

l1=6—(7—5:1)-2 (sest II vordusest jérgneb, et 2=7—5-1);
1=5—7.-245-2 (vahe 7—5 korrutamine 2-ga);
1=5.3—-7-2 (korrutamise moiste alusel);

1=(12—7-1)-3—7-2 (sest I vordusest jargneb, et 5 =12—7-1);
1=]2.3—7.3—7-2 (vahe 12— 7 korrutamine 3-ga);
1=%2-3—7-5.
Seega 12:3—7.5=1. Jarelikult x=3 ja y=35.,
Selviisil saime midramatu vorrandi iihe voimalikest lahendeist.
Siit tuleneb, et miiramatu vorrandi ax--by =1 iihe voimalikest
fahendeist voib leida Eukleidese algoritmi abil.
Niide 2. Lahendada vorrand 5x—7y=6.

17]



1) Lahendame Eukleidese algoritmi abil abivérrandi ox, —Ty, =1
kujul, kus

1) 7:5=1 (1. jadk 2); kus 7=5.1+2; £9)
2) 5:2=2 (2. jaik 1); , 5=2.241; (IT)
3y 2il=2 . - o T (111y
Saadud vordustest leiame:

1=5—2.2 (IT vordusest);

1=5—(7—5-1)+2 (I vérdusest jargneb, et 2—=7-—5.1);

1=5—7.245.2 *° (vahe korrutamine 2-ga)

1=5.3—7v2

5:3—7-2=1.

Tahendab: x =3 ja Y

Korrutades vérduse 5:3—7.2=1 molemad pooled 6-ga, saame
arvulise samasuse: 5- (3.6) — 7. (2-6) =6 ehk 5-18 —7-12=6, mil-
leks muutub antud vorrand 5x—7y=6, kui x=18 ja y=12.

Jérelikult on arvud 18 ja 12 antud vérrandi iiheks voimalikuks
lahendiks.

6. Valemid miiramatu vorrandi iilejdinud lahendite saamiseks.

Me nidgime, et Eukleidese algoritmi abil saab leida iildkujulise
mddramatu vorrandi ax -4 by = ¢ {iht lahendit.

Oletame, et lahendades mingi vorrandi, saame x— n.38 Y= n..
Asendades vorrandis ax -+ by = ¢ tundmatud leitud véirtustega, saame
samasuse an, -+ bn, =c.

Lahutades selle samasuse mélemad pooled vérrandi ax+by=c
vastavatest pooltest, saame:

ax +by =c
Tan + bn. =ic
a(x—n,) +b(y—n,) =0.
Loeme saadud vérrandis tundmatuiks ¥—n, ja y—n, Et saadud

vorrandi vaba liige on 0, siis voime lahendamiseks kasutada valemeid,
mis selleks erijuhuks eespool esitatud:

X —n, = —bt, kus x:nl—bt}
y—n,= at, y:n2+at
b e e 8 T A x:n1+btl
Yangen chal y=n,—atf

Algebras toestatakse, et vorrandi ax by = ¢ iga tundmatu vordub
oma vastava erivddrtuse ja mistahes arvu ning teise tundmatu kordaja
korrutise summaga, kusjuures iiks kordajaist tuleb votta vastasmargiga.
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Kasutades neid valemeid ja teades,et vorrandi 5x—7y =6 iihes
lahendis x =18 ja y =12, véljendame iilejadnud lahendid:
¥ x=1847f y=1245¢
voi
x=18—7f y=12—5¢
kus ¢ on mistahes taisarv.

§ 82. S. U. kasutamine moningate aritmeetiliste iilesannete
lahendamisel.

S. U. kasutatakse real juhtumeil monede aritmeetiliste iilesannete
lahendamisel...

Niitena vaatleme jargmist {ilesannet.

Ulesanne. On olemas 320 pahklit, 240 kompvekki ja 200 Kkiip-
sist. Kui palju koige rohkem véGib sellest tagavarast teha lastele iihe-
suguseid kingituspakke ja kui palju péahklaid, kompvekke ja kiipsiseid
tuleb paigutada igasse pakki?

Selleks, et koostada iihesuguseid kingituspakke, tuleb 320 pihklit,
240 kompvekki ja 200 kiipsist jagada iihe ja sama arvuga. Et pakkide
arv peab olema suurim, siis tuleb kolme arvu 320, 240 ja 200 jagada
suurima {ihisteguriga, mis on 40 (kingituspakkide arv).

Seega voib 320 pahklist, 240 kompvekist ja 200 kiipsisest koostada
iilimalt 40 pakki, kusjuures igas pakis on 320:40=8 (pahklit),
240 :40 = 6 (kompvekki) ja 200:40 =05 (kiipsist).

XII peatiikk.

Viaikseim iihiskordne.

Antud arvude viikseimaks iihiskordseks nimetatakse
viikseimat arvu, mis jagub jddgita iga antud arvuga.

Nidide: Arvude 20 ja 15 iihiskordseiks on arvud 60;
120, 180, 240, 300 jne. Arvude 20 ja 15 védikseimaks iihis-
kordseks on aga 60.
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Arvude (& b; ¢;...5 I) viikseimat {ihiskordset tihista- -
takse siimboliga: s by i

Viljendi | viikseim tthiskordne” lithendina kasutatakse
tavaliselt nende sGnade algtihti V. U,

§ 83. Teoreem kahe loomuliku arvu V. U. omadusest.

Kahe antud loomuliky arvu viikseim iihiskordne vordub
antud arvude korrutisega, mis Jjagatud nende arvude S. U-ga.
Antud: loomulikud arvud a ja b;
(a;b) =c.
ab

Toestada: m(a;b)=?.

Téahistame loomulikkude arvude a ja b mingi iihiskordse
tdhega M, siis jéreldub sellest, et M:q ja M:b. Oletades,
et M:a=gq, saame jagamise definitsiooni alusel: M = agq,
kus ¢ on tiisary.

Eespool me nagime, et M: b,

Olgu M: b =g, kus gy on taisarv.

On ilmne, et %q =4q1, sest M=aqgq.

Tahendab jagatis %‘i on tdisarv.

Vastavalt teoreemi eeldusele (a;b) —=¢ ja tdhistades
a ja b jagatised nende suurima iihisjagajaga ¢ vastavalt
k ja ky, saame: '

a:c==~k, kus jagamise definitsiooni alusel a=ck;
b:c=ky, kus jagamise definitsiooni jargij be==ck;.

Asetades vorrandisse ‘ib‘ltqu arvude a ja b asemele lej-

ckg
Y Wl

Eespool me tegime juba kindlaks, et ¢; on tiisary. Tahen-
dab korrutis kg jagub kq-ga.

tud vaartused, saame g1 ehk :—qqu.
1
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Kuid ‘arvud %k ja ky, kui arvude a ja b jagatised nende
S. U-ga, on iihistegurita arvud (§ 77). Jéarelikult, g : &,
(§ 78).

Tahistades g ja k; jagatise f-ga, saame: g:ky=f, kus |
on tdisary.

Et jagamise definitsiooni alusel g = kf,

siis M= aq = ak,f.

Ehk M=a(b:c)f= (sest ki =0 :c¢)

==Tath.sa) == (korrutise assotsiatiivsus)

1 R (korrutamiste ja jagamiste rea assot-
siatiivsuse 1. kuju)

== Efab) clfe= (korrutamiste ja jagamiste rea defi-
nitsiooni alusel)

==ac—bf (jagamise teine tdhistus).

Seega M = ? i

Nii saime {ildvalemi kahe antud arvu @ ja b mistahes
ithiskordse viljendamiseks, sest on ilmne, et iga sellekuju-
line M on nii a kui ka b kordne.

Selles valemis ab on antud arvude korrutis, ¢ — nende
suurim iihisjagaja, jagaja f — mingi téisarv (f=g¢q:k,).

Arv ¢ on jdav suurus antud arvudele a ja b. Jéarelikult
viikseima iihiskordse saame f==1 puhul. Siit: m(a;b) =

= qcb, mida oligi tarvis toestada.
Nidide: Leida arvude 105 ja 42 vdikseim iihiskordne.

105 - 42 105 - 42
(105,42): (105; 42) s e == 105 2==210:
Jadreldus 1. Kahe iihistegurita arvu viikseim iihiskordne
vordub nende arvude korrutisega.
Kui a ja b on iihistegurita arvud, siis (a;b) =1.
Jarelikult:

m(a; b) =5f—= ab.



Jareldus 2. Kahe antud arvu iga iihiskordne on ka

nende arvude viikseima ithiskordse kordne.

5
N

Kuj
ab
m(a ; b) T T ’
siis
ab
Vordusest M= mf jérgneb jagamise definitsiooni alusel:
M im = §

t. antud arvude a ja b koik iihiskordsed on ka nende
U. kordsed.

§ 84. Teoreem nende Jjagatiste kohta, mis tekivad antud
arvude viikseima iihiskordse Jjagamisel antud arvudega.

Jagatised, mis saadakse antud arvude viikseima {ihis-

kordse jagamisel nendesamade antud arvudega, on ithistegu-
rita arvud.

On antud: loomulikud arvud a ja b.
V. U (a;b) =m; (a;b) =c; Mm:a=q; m:b=gq,.
Toestada: (9:91) =1.
m(.a;b)-:‘—zc—b, kus ‘¢ on arvude q ja bS8 83).
Millest: m : q — aTb: a (monotoonsus),

m:a:l%a:a (korrutamise -kommutatiivsus),

m:a=b:c (jireldus jagamise definitsioonist),
mib==2213 (monotoonsus),

C:
m:b=a:c (jireldus jagamise definitsioonist) .
Vastavalt teoreem; eeldusele:

M:G=qjam:b=ygq,,



Jérelikult:
~b:c=gq (transitiivsus)
azc=gq ( ”» )
Et (a;b)=c, siis g ja gy on iihistegurita arvud,
s.t. (¢:9:1) =1 (§ 77).
"Néaide: V. U. (45; 30) =90;
90:45=2;.90:30=3; (2:3) =1,

§ 85. Mitme antud arvu V. U. leidmine.

Reegel Mitme antud arvu V. U. leidmiseks tuleb algul
ieida kahe arvu V. 0., siis leitud arvu ja kolmanda arvu
V. U,, seejirel viimase leitud arvu ja neljanda arvu V. U. jne.,
kuni viimase antud arvuni. Viimane leitud V. U. ongi antud
arvude V. U.

Méédrame algul kolme loomuliku arvu a, b ja ¢ V. U.
leidmisviisi. e

Olgu V. U. (a;b) =m;.

Ulal toestati (§ 83, 2. jireldus), et arvude a ja b koik
ithiskordsed on arvu m; kordsed.

Et antud arvude a, b ja c otsitav V. U. on arvude a ja b
iiheks iihiskordseks, siis on ka see V. U. arvu m, kordseks.

Oletame, et V. U. (my ;c) =ms.

Eespool (§ 64 jéreldus) toestasime, et antud arvu iga
_ kordne on ka antud arvu iga jagaja kordne. Tdhendab, arv
ms on arvude a ja b kordne, sest need arvud on arvu my
jagajad. Seega on arv ms kolme antud arvu a, b ja ¢ ja aryu
m; iihiskordne. Kuid mg on my ja ¢ V. U.; on ilmne, et My
on samuti antud arvude a, b ja ¢ V. U.

Jérelikult: V. U. (a;b ja ¢)=V.U. (m;;c) =m..

Selleks, et leida kolme antud arvu V. U., tuleb algul leida
kahe arvu V. U. ja seejirel leitud V. U. ja kolmanda
arvu V. U.
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On ilmne, et kui on antud rohkem kui kolm arvu, siis
voib seda arutlust laiendada ka jargnevatele arvudele, See
jargneb eespool esitatud mitme arvu V. U. leidmisviisist ja
§ 83 2. jdreldusest.

Niéide: Leida arvude 300, 160, 720 ja 540 V. U.

V- U. (300 160) = oritf8 — 300160 o,

: : 2400-720  2400.720 ’
V. U. (2400 ; 720) = (2400:720) = — 235 — = 7200;

; 7200 - 540 7200 - 540 i
V. U. (7200 ; 540) = 00T 500 = el =21 600.

~Jérelikult, V. U. (300 ; 160; 720 ; 540) = 21 600.
Mitme antud arvu iihiskordsed on ka nende V. U. kordsed.

§ 8. V. U. rakendamine iilesannete lahendamisel.

Lisaks arvude S. U. ja V. U. kasutamisele murdude puhul omavad
nad veel teaduslikku ja praktilist tahtsust, vsimaldades lahendada rida
iilesandeid. Vaatleme mond sellist iilesannet.

Ulesanne 1. Teataval ajamomendil omavad planeedid Veenus
ja Merkuur kinnistihtede suhtes mingi kindla asendi. Mitme O0pédeva
pérast on mélemad planeedid kinnistahtede suhtes samas asendis, kui
Merkuur teeb iihe tiistiiry imber -piikese 88 pdevaga ja Veenus
225 pievaga.

Selle iilesande lahendamiseks on tarvis leida arvude 88 ja
225 V. U., mis on 19800 (66pédeva).

Ulesanne 2. Kolm autobussi véljuvad ldhtekohast iiheaegselt
kolmes suunas ja saabuvad tagasi — esimene 2 t. 10 min. pédrast, vil-
judes uuesti 20 min. hiljem, teine saabub 1 t. 52 min. pérast ja viljub
uuesti 8 min. hiljem, kolmas saabub 1 t. 36 min. parast ja viljub
uuesti 4 min. hiljem. Koik kolm autobussi viljusid hommikul kell 7.
Millal kdige varem véljuvad nad uuesti iiheaegselt lihtekohast?

Algul tuleb méirata aeg, mis kulub igal autobusel iihe soidu ja
peatuse tegemiseks: esimesel autobusel — 150 min., teisel — 120 min.
ja kolmandal — 100 min.

Seejdrel leiame aja kuni jargmise samaaegse busside viljumiseni,

Selle iilesande lahendamiseks tuleb leida arvude 150 min., 120 min.
ja 100 min. V. U., mis on 600 (min.) ehk 10 (tundi). Lpuks mairame
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kalendrilise aja. Kui autobused véljuvad kell 7 hommikul ja teistkord-
selt sdidavad iiheaegselt vilja 10 tunni pérast, siis toimub see kell 5
ohtul.

Teaduses kasutatakse antud arvude V. O. leidmist, kui on tege-
mist perioodiliselt muutuvate n#htustega. Naiteks astronoomias kuu-
ja piikesevarjutuse momendi madramisel.

XIIT peatiikk.

Algarvude teooria.
§ 87. Algarvu definifsioon ja omadused.

1. Algarvuks nimetatakse niisugust loomulikku arvu,
mille jagajateks on ainult arv ise ja arv iiks.

2. Loomulikke arve, milledel on peale enese ja arvu iiks
veel teisi jagajaid, nimetatakse kordarvudeks.

3. Arv iiks ei kuulu alg- ega kordarvude hulka. See on
ainus loomulik arv, millel on ainult iiks jagaja.

Seega tuleb eraldada loomulikkude arvude kolm kategoo-
riat: 1. kategooriasse kuulub ainult arv iiks; 2. kategoo-
riasse kuuluvad koik argarvud; 3. kategooriasse kuuluvad
koik kordarvud.

Ndited: 1) 2, 3, 5, 7, 23 jne. — algarvud;

2) 9, 18, 64, 125 jne. — kordarvud.

Teoreem. Iga algarv on iihistegurita koikide temaga
mittekordsete arvudega.

Toepoolest, aigarvul, millel pole jagajaid peale enese ja
arvu iiks, on teise temaga mittejaguva arvuga ainult iks
tihine jagaja — iiks.
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§ 88. Teoreem iga loomuliku arvu omadusest. 1445,

Igal loomulikul arvul peale arvu iiks on vihemalt iiks
algarvuline jagaja. it

l. juhtum. Kui a on algarv, siis vastavalt definitsioo-
nile on selle jagajaks arv a ise ja iiks. Jarelikult omab
arv a algarvulise jagaja, mis vordub a-ga.

2. juhtum. On antud kordary b. Toestada, et arv b
. jagub mingi algarvuga.

1) Eelduse jargi b ei ole algary ja seega peab omama
jagaja, mis on suurem kui | ja véiksem kui b. Tekkigu b
jagamisel jagajaga c jagatiseks arv q:. Jagamise definit-
siooni alusel voime kirjutada:

b — g

Kui ¢ on algarv, siis on teoreem tdestatud.

2) Kui aga ¢ on kordarv, siis peab ta omama mingi
jagaja d, mis on suurem kui'l ja viiksem kui c. Tekkigu ¢
jagamisel d-ga jagatiseks g, siis

c=¢d; b= qq.d.

Kui d on algarv, siis on teoreem toestatud.

3) Oletame, et d on kordarv; siis peab d omama mingi
jagaja e, mis on suurem kui 1 ja viiksem kui d. Tekkigu d
jagamisel e-ga jagatiseks gs.

Siis d=gge ehk b=¢g.9se. Kui e on algarv, siis on
teoreem toestatud; kui aga mitte, siis on tarvis jatkata uuri-
mist, kuni saame algarvulise jagaja. On selge, et selline
jagaja saadakse, sest arvude rida ¢, d, e,. .. koosneb arvu b
jagajaist, mis jérjest vahenevad, kuid seejuures jaavad suu-
remaks arvust [; seega peab nende arv olema piiratud, Et
rida aga enne ei 16pe, kuni saadakse algarv, siis peab seega
arv b omama mingi algarvulise jagaja.
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§ 89. Teoreem kahe. iihisteguriga arvu omadusest.

Kaks iihisteguriga arvu omavad vihemalt ithe algarvulise iihisjagaja.
Antud: loomulikud arvud a ja b.
(ash) =c Xise S'E
Toestada, et arvud a ja b omavad vidhemalt ithe algarvulise
ithisjagaja.
1) Vastavalt iilal tdestatud teoreemile peab iga loomulik arv peale
arvu 1 omama vihemalt iihe algarvulise jagaja (§ 88), ka arv ¢ peab

omama vihemalt iihe iihest erineva algarvulise jagaja;
2) a ja b on arvu ¢ kordsed, jérelikult a ja b on ka algarvulise

jagaja d kordsed, sest c¢: d (§ 63);
3) seega arvud a ja b omavad vihemalt ithe algarvulise jagaja.

§ 90. Eukleidese teoreem algarvude rea lopmatusest. V~

Algarvude rida on Iopmatu.

O antivds algasnmid=2,:8,:5, Tadl, i K

Toestada: algarvust K suurema algarvu olemasolu.

1) Moodustades kdikide algarvude, arvust 2 kuni K, kor-
rutise, saame: 2°83-5-7-11"13... )X K=P.

2) Liites korrutisega P arvu 1, saame P +- 1.

3) Kui saadud arv P41 on algarv, siis on teoreem
toestatud, sest P+ 1> K. Kui aga P+ 1 on kordarv, siis
peab ta omama véel mingi algarvulise jagaja.

4) Kuid selleks jagajaks ei saa olla iikski arv teoreemi eel-
duse jargi antud algarvudest 2, 3, 5, 7, 11, 13,..., K, sest
summa P 4 1 koosneb kahest liidetavast, milledest esimene
P—2-3-5-7-11-13,...X K jagub iga algarvuga reast 2, 3,
5,7, 11, 13,..., K ja teine liidetav — 1 ei jagu iihegagi
neist, seega ka summa P -+ 1 ei jagu iihegagi antust alg-
arvudest.
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5) Seega peab arv P41 omama mingi algarvulise
jagaja K, mis on suurem kui K. Analoogiliselt arutledes
voiksime toestada, et K, pole viimaseks algarvuks. Jarelikult
on algarvude rida I6pmatu.

Vaadeldava teoreemi tdestas esmakordselt kuulus kreeka
matemaatik Eukleides (20. teoreem tema 9-st raamatust
,Alged”).

Mirkus. Eespool esitatud meetodil koostatud arv P 4+ 1 vaib
olla niihdsti kordarv kui ka algarv:

Toepoolest:
2+1=3 — algarv
2. 341=7 — algarv
2- 3. 541=31 — algarv
2. 3-5. 74+1=211 — algarv
2-3.-5- 7-114+1=2311 — algary
2:3-5- 7:11-1341=230031 = 59.509 — kordarv

2'3~5-7-ll-l3~17+1:5105]1 =19.97.277 — kordarv.
Nagu ndeme on esimesed viis arvu P 1, mis koostatud nédidatud
viisil, algarvud, kuues ja seitsmes aga kordarvud,

§ 91. Algarvude tabel.

Juba vanast ajast alates on algarvud kéitnud matemaati-
kute tihelepanu.

Eukleides tdestas ainult, et algarve on Idpmata palju,
kuid ei andnud valemit algarvude koostamiseks. 20 sajandit
hiljem méotles prantsuse matemaatik Fermat, et on leiutanud
valemi :

22" 4|,
mille jargi mistahes n viirtusel voib saada algarvu. Fer-
mat leidis, et valem 22" 41 annab algarvud n viirtustel
0493
20=1; 20=192;"22==4: 98_—_8g
Nendel astendaja 20 viirtustel saadakse tGepoolest jarg-
‘mised algarvud: 3; 5; 17; 257. Toetudes sellele vaatlusele
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{(ja mdningatele teadmistele algarvude omadustest), Fermat
viitis, et valem 22"+ 1 peab andma algarvu mistahes n
vadrtusel.

Kuid juba XVIII sajandil tdestas kuulus matemaatik
Euler, Peterburi Teaduste Akadeemia liige, et n==5 puhul
saadakse kordarv 4291967297, mis jagub 641-ga. Hiljem
leiti, et Fermat viide, et 22" 4+ 1 on algarv mistahes posi-
tiivse # puhul, on vale ka n vairtustel 6; 7; 8; 9; 11; 12; 18;
282363, 38 jai 73

Koik teised tuntud teaduslikud katsed valemi leidmiseks,
mis annaks alati algarvu, osutusid tagajérjetuks. Et koikide
algarvude méadramiseks pole iildist valemit, siis on seni alg-
arvude tabelid asendamatud neil juhtudel, kui on tarvis maa-
rata, kas antud arv on algarv voi kordarv.

Eratosthenese tabel (sdel). Uheks lihtsamaks
ja vanimaks algarvude tabeli koostamise meetodiks on
Archimedese sobra, Aleksandria matemaatiku, astronoomi ja
geograafi Eratosthenese (siind. 276. a., surn. 196. a.
e. m. a. a.) meetod. Tema poolt esitatud meetod seisab jarg-
mises: kirjutatakse vilja loomulikkude arvude rida, alates
arvust 2: 2, 3,4, 5, 6,7, 8,9, 10, 11, ..., 1000 ja kriipsuta-
takse ldbi koik kordarvud. Selle rea esimene arv on 2, mis
vastavalt definitsioonile on algarv ja jdab ldbi kriipsuta-
mata. Algul kriipsutatakse ldbi koik arvud, mis jaguvad
kahega, s. t. kdik paarisarvud peale arvu 2. Esimene 1&bi-
kriipsutamata arv peale 2 on 3. See on algarv, sest ta ei
jagu 2-ga (muidu oleks pidanud ta labi kriipsutatama), jare-
likult 3 jagub ainult enesega ja iihega. Edasi kriipsutatakse
1ibi koik 3-e kordsed arvud peale arvu 3. Jérelikult kriip-
sutatakse 1dbi iga kolmas loomulikkude arvude rea arv, kui
lugemist alata arvust, mis asetseb otseselt kolme jérel. Esi-
meseks libikriipsutamata arvuks on niiiid 5. See on algarv, sest
ta ei jagu 2-ga ega 3-ga, muidu oleks tulnud ta 1abi kriipsu-
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tada, jarelikult 5 jagub ainult iihega ja enesega. Siis kriip-
sutatakse 1ibi koik 5-e kordsed arvud, s. t. iga viies ary
(10,18, 20, . % alatos G.st Esimene peale 5 labikriipsuta-
mata arv 7 on algary. Jittes 7 vahele, kriipsutatakse 14bj
kdik 7-e kordsed arvud. Samuti kriipsutatakse libj 11, 13 jne.

kordsed arvud, kunj rea 16puni.  Jirelejizinud lablkmpsuta
mata arvud on algarvud.

2-3 4 5[6 1]8|s 123
14] 15 16 |7)1s |9 20 21 22[23 24| 25
26 27 28 29 30 3| 32 33,34 35 36 37

10/ |]12]]3

38

39 40 4, 2 43 m 45/46

74| 75|76 | 77|78 79

86 87 88 89 90

o1 92 93
98 99100 lﬂl 102 |03 104 105 106 |[]7]108 mg
116/117 118 119/120 121

no m 112 ||3 114/115
122123 124 125‘126 |27128 1291130 [3] 132133

80 81

82/ 8384 85

————

94 95| 96 97

134’135 136 |371138||39 140 141 142 143144 145

Joon. 5.
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See algarvude tabeli koostamismeetod on tuntud Eratosthenese sdela
(joon. 5) nime all. See nimi on tekkinud sellest, et Eratosthenes kirju-
tas arvud vahaga kaetud tahvlile ja torkas augud ldbi kohtadel, kus
olid kordarvud. Seega oli tahvel otsekui soelaks, millega sGeluti vilja
koik kordarvud ja jirele jdid ainult algarvud. Eratosthenes andis alg-
arvude tabeli 1000 piiris.

Pirast. Eratosthenest ilmus alles 1656. a. uus algarvude tabel arvu-
dele kuni 10000. Seejirel koostati tabeleid ikka suuremale algarvude
hulgale ja 16puks ameeriklane Lehmer koostas tabeli algarvudele kuni
10006 721 (véljaantud 1914. a. Washingtonis).

Algarvude paigutus loomulikkude arvude reas.

Vaadeldes algarvude tabelit, ndeme, et nad esinevad sagedamini
iihe ja saja vahel; 100 ja 1000 vahel esinevad nad harvemini ja mida
edasi, seda vidiksemaks muutub nende esinemisesagedus.

Nii on 1 ja 100 vahel 25 algarvu; 1 ja 1000 vahel — 168; 1 ja
1000000 vahel — 78439; 1 ja 2000000 vahel — 148932. Algarvude
hulka teatavas arvude vahemikus nimetatakse algarvude absoluutseks
tiheduseks.

Jagades absoluutse tiheduse vahemikus olevate arvude hulgaga,
saame algarvude suhtelise ehk relatiivse tiheduse, mis véljendub jirg-
mistes protsentides: 1 kuni 100 — 25%, 1 kuni 1000 — 16,8%, 1 kuni
1000000 — 7,84% jne. Algaryude paigutus loomulikkude arvude reas
ei ole seadusepdrane.

Viliselt paistab paigutus juhuslikuna, kuid ilmselt on ndha tihe-
duse muutumist vdhenemise suunas.

Algarvude vahelduvuse ja jaotuvuse seadusepdrasuse Kkiisimus ost-
tus niivord raskeks, et kuni kdesoleva ajani pole suudetud sellele anda
taielikku vastust, kuigi uurimiseks on kasutatud analiiiisi peeneid ja
keerulisi meetodeid.

Goldbachi probleem. Peterburi Teaduste Akadeemia liige
Goldbach esitas oma kirjas kuulsale matemaatikule Eulerile oletuse, et
iga paarisarvu, mis on suurem kui 4, voib viljendada kahe algarvu sum-
mana voi algarvu ja arvu iiks summana. Oma vastuses Euler
kirjutab: ,,Teoreemi, et iga paarisarv on kahe algarvu summa, pean ma
Gigeks, sellest hoolimata, et ma seda tGestada ei suuda”. Kahesaja
aasta viltel on Goldbachi probleem jddnud lahendamatuks.
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1937. aastal tgestas noukogude matemaatik akadeemik Ivan Vino-
gradov, et iga paaritu arv, mis on suurem teatavast jddvast suurusest,
on kolme algarvu summa. Mis puutub paarisarvudesse, siis vor-
duvad need alates mingist arvust nelja algarvu summaga.

Akadeemik Vinogradovi t36l on matemaatika arenemises iilemaa-
ilmne tahtsus, olles iihtlasi meie matemaatika silmapaistvaks edusam-
muks, sest ta andis uue voimsa meetodi algarvude teooria kiisimuste

uurimiseks. Kuid Goldbachi probleem pole seni tiielikult siiski lahen-
datud.

§ 92. Algarvu tunnus.

Teoreem. Kui antud arv A ej jagu iihegi algarvuga, mis on
viiksem kui V" 4, siis A on algarv.

Olgu 2; 3; 5; 7; ...; a algarvude rida, mis viiksemad kui VA.

Eelduse kohaselt ei jagu arv A ihegagi neist. On ilmne, et sel
juhul A ei jagu iihegi teise loomuliku arvuga, mis vdiksem kui V A,
peale arvu 1, sest niisugune arv peaks omama vihemalt iihe algarvulise
jagaja reast 2; 3; 5, 7; ..; g, millega peaks jaguma ka arv A, sest
mingi arvu kordarv on ka selle arvu jagaja kordarv.

Veendume, et arv A ei saa antud juhul jaguda iihegi arvuga, mis
suurem kui V' A. Toepoolest, kui 4 — v A VA, siis A: VA= VA,
Jérelikult saadakse arvu A jagamisel mingi arvuga, mis suurem kui VA,
Jjagatiseks viiksem arv kui VA, sest jagaja suurenemisel jagatis
viheneb.

Kuid jagatav on alati jagatise kordne, seega arv A peaks jaguma
saadud jagatisega, mis pole aga voimalik, sest nagu nigime arv A ei
jagu tihegi arvuga, mis viiksem kui V A. Jirelikult, antud juhul jagub
arv A ainult enesega ja iihega. Tdhendab A on algarv.

Kasutades esitatud teoreemi, saab teada, kas antud arv on algarv
voi kordarv.

Selgitame seda niitel. Votame arva 919 ja selgitame, kas see on
algarv voi kordarv. Kirjutame iiles kdik algarvud, mis vdiksemad kui

V919: 2 3; 5 7; ... 29, ja hakkame jagama arvu 919 nendega. 919 ej
jagu iihegagi neist. Tahendab 919 on algarv.
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XIV peatiikk.

Kanooniline arvude algtegureiks lahutamine.
§ 93. Pohiteoreemid ja nende jireldused.

Teoreem 1. Kui mitme arvu korrutis jagub antud alg-
arvuga, siis vihemalt iiks tegureist jagub selle arvuga.

Vaatleme algul kahe teguri korrutist ja seejdrel mistahes
tegurite arvuga korrutist.

A) Antud: korrutis ab ja algarv p; (ab) : p.

Toestada: vdhemalt iiks tegureist (a voi b) jagub
p-ga.

Kui arv a jagub p-ga, siis on teoreem toestatud.

Kui aga a ei jagu p-ga, siis a ja p on iihistegurita arvud,
sest iga algarv on iihistegurita arvu suhtes, mis temaga ei
agu.

: gKui aga algarv p on arvude a ja b korrutise jagaja, olles
seejuures iihistegurita iihega neist (antud juhul a-ga), siis
jagub temaga kindlasti teine arv (§ 78).

Jarelikult: b :p.

B) Antud: arvude a-b-c...k-l korrutis, mis jagub
algarvuga p.

Tsestada: arv p on ithe teguri jagaja.

Korrutise assofsiatiivsuse seaduse alusel voib antud kor-
rutist vaadelda kui kahe teguri korrutist: a-b.c...k-1=
—_—a(b-C...k'l).

Kui korrutise a(b-c...k-l) tegur a jagub p-ga, siis on
teoreem toestatud.

Kui aga a ei jagu p-ga, siis peab p-ga jaguma teine tegur
(b-c...k-l). Esitame ka selle korrutise kahe teguri korru-
tisena: b.c...k-l=0b(c...k-1).
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Kui iiks selle korrutise tegureist b jagub p-ga, siis on
teoreem tdestatud.

Kui aga b ei jagu p-ga, siis b ja p on iihistegurita arvud
ja p-ga peab jaguma teine tegur (2 Ry

Jéatkates samu arutlusi korrutise (c...k-1) suhtes, me
teeme kindlaks, et tegur ¢ jagub p-ga voi 16ppude-16puks
jouame jirelduseni, et [ jagub p-ga. Jarelikult, kui korrutis
(@-b-c...k-1) :p, siis vihemalt tiks tegureist jagub samuti
p-ga.

Jiareldus 1. Kui mitme algarvu korrutis jagub antud
algarvuga, siis vordub see arv iihe teguriga. Toepoolest, kui
korrutis jagub antud algarvuga, siis peab sellega jaguma
vahemalt {iks tegureist. Kuid eelduse jirgi on koik tegurid
algarvud, mistottu nad jaguvad ainult enesega ja iihega.
Jarelikult peab iiks tegureist tingimata vorduma jagajaga.
Niiteks: 70 jagub 2-ga; 70=2-5-7, kus 2, 5 ja 7 on alg-
arvud. Seega korrutise iiks tegureist tepoolest vordub jaga-
jaga 2.

Jareldus 2. Kui mingi arvu aste jagub mingi alg-
arvuga, siis ka arv ise jagub selle algarvuga.

Kui a3 jagub algarvuga p, siis ka a peab jaguma p-ga,
sest aste on vordsete tegurite korrutis.

Jdreldus 3. Kui kaks arva on ithistegurita, siis ka
nende astmed on iihistegurita.

Kui @ ja & on tihistegurita arvud, siis a3 ja b3 peavad
samuti olema {ihistegurita arvud. Toepoolest, kui a3 ja b3
ei oleks ithistegurita arvud, siis peaksid nad omama mingi
algarvulise jagaja p. Kui aga a3 ja b3 jaguvad arvuga p, siis
peaks p-ga jaguma ka a ja b. Sel juhul aga a ja b ei oleks
iihistegurita arvud, mis on vasturdikiv eeldusele.

Teoreem 2. Kui antud arv on iihistegurita korrutise
iga teguriga, siis on ta iihistegurita ka korrutisega.
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Antud: arv p, mis on iihistegurita korrutise a-b-c...k-/
iga teguriga. A

Toestada: arv p on iihistegurita korrutisega a-b-c...
A

Oletame, et arv p ja korrutis a-b-c...k-1 pole iihis-
tegurita arvud ja omavad mingi iihise algarvulise jagaja d,
mis on suurem kui 1.

Siis peaks d-ga jaguma korrutise mingi tegur, nditeks @
(§ 93), kuid see on vasturdikiv teoreemi eeldusele.

Jarelikult arv p ja korrutis a-b-c...k-( on iihistegurita
arvud.

Naiiteks, kui arvud 15 ja 21 on iihistegurita arvuga 16, siis
ka korrutis 15-16 on iihistegurita arvuga 16.

Teoreem 3. Iga kordarv vordub algarvude korrutisega.

Antud: kordarv N.

Toestada: N vordub algarvude korrutisega.

Et iga kordarv omab vihemalt iihe algarvulise jagaja, siis
N:gkl, kus p,on algarv; kui k2, on algarv, siis teoreem on
toestatud. Kui ky on kordarv, siis peab ta omama mingi alg-
arvulise jagaja pp. Jdrelikult: ky = poks.

Siis N =pipsks.

Kui ks on algarv, siis teoreem on tdestatud; kui ta on aga
kordarv, siis peab ta omama algarvulise jagaja ps, s. 1
ko = p3ks.

Siis N = p1papsks.

Jitkates arutlust samal viisil, saame jérjestikku:

N = p1papapsks,
N = p1papspspsks,

N = p1p2psPaPs - - - Prkn.

Saadud vorrandite paremal pool on koik tegurid peale
viimase algarvud. Arvud &y, ks, ks, ..., ks véhenevad jar-
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jest, kuid peavad jaima iihest suuremaks. Jérelikult peab see
rida l6ppema mingi algarvuga k,.

Seega kujutab vdrduse N ==pipaps..ipsks’ parem pool
algarvude korrutist. Nii saab iga kordarvu viljendada vord-
sete voi mittevordsete algarvude korrutisena. Kui kordary on
kujutatud algarvuliste tegurite korrutisena, siis oeldakse, et
arv on lahutatud algtegureiks.

Arvu lahutamine algtegureiks seisab algarvude leidmises,
millede korrutisega vordub antud arv.

Vordseid tegureid on viisiks kirjutada astme kujul, asten-
dajaga, mis niitab antud teguri kordumiste arvu.

Arvu N algtegureiks lahutades tahistame tédhtedega
P1, P2, P3, ..., pa erinevaid algtegureid ja tahtedega ay, as,
as, ..., ay vastavalt nende kordumiste arvu, saame arvu N
kanoonilise tegureiks lahutuse:

N=P1ml Pzaz Psaa wile B WG
Naide: Arvu 105840 kanooniline lahutus on
105840 =24-33.5.72

§ 94. Teoreem arvu kanoonilise lahutuse iihesusest.

Iga iihest suurem loomulik ary lahutub ainult iiheks alg-
tegurite reaks.

Antud: loomulik arv N > 1

Toestada: arvu N saab lahutada ainult iiheks alg-
tegurite reaks.

Oletame, et arvu N lahutamisel saime kaks rida:

Nezabo. 2 b,
N=a1b101 Sl klmn,
kus tegurid a, b, ..., kR jaay, by, c1y... ky, m, n on

algarvud.
Kirjutatud vordustest jargneb:
abc...k=azbicy...kymn (transitiivsus).
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Korrutis abc ...k jagub a-ga, sest selle korrutise iiks
tegureist on a ja seega peab jaguma a-ga (§ 67).

Kuid korrutis abc. ..k vordub korrutisega a,b¢y ...kymn,
siis peab ka viimane korrutis jaguma a-ga.

Kui aga korrutis aybyc; ...kymn jagub a-ga, siis véhe-
malt iiks selle korrutise tegureist jagub a-ga. Oletame, et
a; :a.

Kuid a; ja a on algarvud ja seega vordsed, sest nad
jaguvad teine teisega. Tdhendab, a =a;.

Monotoonsuse seaduse alusel saame:

bC...k:blcl...klmn.

Toimides viimase vordusega samuti kui eelmisega, toes-

tame, et b=b, ja jouame vorduseni c...k=c¢;. .. kymn.

Samuti toestame, et esimese korrutise iga tegur vordub
vastavalt teise korrutise iihe teguriga ja nimelt:
a==4as; b=b1;‘c=cl; LR

Korrutis abc ... k= (abc...k) - 1.

Korrutis ajbicy ... Rymn= (aibicy ... Ry)ymn—=
— (abc...k)ymn (sest vastavalt tdestusele vorduvad {ihe
korrutise tegurid vastavalt teise korrutise teguritega).

Kumbki vaadeldav korrutis vordub antud arvuga N, see-
parast (abc...k) ‘1= (a-b-c...R)mn.

Siit jargneb, et mn= 1.

Kuid kahe tdisarvu korrutis vordub ainult siis iihega, kui
molemad tegurid vorduvad iihega.

Tihendab: m==1 ja n=1.

Jarelikult saab iga kordarvu N lahutada ainult iiheks
algtegurite reaks, mille tegurite korrutis vordub antud kord-
arvuga, erinevus Kkanoonilise lahutuse ridades voib olla
ainult tegurite jérjekorras.

Mirkus Kui mingi algtegur esineb esimeses reas mitu
korda, siis molemate ridade vordsuse tottu peab sama tegur ka
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aga enam ei esine. Jarelikult on vale oletus, et tegur @ esineb
lihes korrutises rohkem ary kordi kui teises.

Tdhendab, molemas reas “peavad vordsed algtegurid esinema
sama arv korda. Jirelikult peavad molemad read olema samased.

§ 95. Kanoonilise lahutuse tehnika.

Selleks, et lahutada antud arvu algtegureiks, toimitakse
jargmiselt: kasutades jaguvuse tunnuseid, leitakse viikseim
algarv, millega jagub antud arv ja jagatakse antud arv
selle leitud algarvuga; siis leitakse saadud jagatise viikseim
algtegur ja teostatakse sellega jagamine, seejdrel leitakse
saadud jagatise viikseim algtegur jne., seni, kuj jagatises
tekib algarv, mis on antud arvu viimaseks otsitavaks alg-
teguriks; koik eelmised jagajad on tilejddnud algtegurid.

Votame nditeks arvu 4116 420 ja leiame selle kanooni-
lise lahutuse,

Aritmeetika elementaarkursusest on teada, et algtegureiks
lahutust kirjutatakse harilikult nii:

4116 420
2058210
1029 105
343035 |
114 345 |
38115 ]
12 705
4935 l
847
121
11

.—-.—-\IQHQJCDODCDWMN’

oy
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Uhe ja sama jagajaga tuleb katsetada mitu korda jirjest
(antud ndites 2, 3 ja 11) niikaua, kuni ei teki enam tiis-
arvulisi jagatisi.

Siis tuleb ta édra jétta, sest iga eelnev jagatis on iga
jargneva kordne ja seega, kui mingi eelnev jagatis ei jagu
mone algarvuga, siis ka jargnev jagatis ei jagu selle arvuga.

Resultaat kirjutatakse jargmiselt:

4116420=22-35-5-7 - 112,

Kui lahutamisele tulev arv on tuntud arvude korrutis, siis
voib lahutuse lihtsustamiseks neid lahutada eraldi tegureiks
ja saadud algteguritest koostada uus korrutis. Olgu niiteks
tarvis lahutada algtegureiks 504 000. Arv 504 000 vordub
arvude 504 ja 1000 korrutisega. Lahutades kumbagi arvu
eraldi algtegureiks, saame:

504=—=23-327;
1000 = 23 - 53,

Siis antud arv 504 000 =23-32-7-23.53

ehk 504 000 =26-32-53.7,

XV peatiikk.

Arvude algtegureiks lahutamise teooria
rakendamine antud arvude S. U. ja V. U.
leidmisel.

§ 96. Vajalik ja piisav tingimus iihe arvu jagumiseks
teisega.

Selleks, et antud arv jaguks teisega on vajalik ja piisav,
et jagaja iga algtegur sisalduks jagatavas mitte viiksema
astendajaga kui jagajas.

1. See tingimus on vajalik. Toepoolest oletades, et
a:b==gq; siis a="bq. Et arv a ja korrutis bg on vdrdsed,
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siis peavad nende kanoonilised algtegureiks lahutused olema
samased (§ 94). Jérelikult peavad jagaja b koik algtegurid
samal voi vidiksemal maéidral esinema jagatavas q, teiste
sonadega, nad peavad omama astendaja, mis pole viiksem
nende astendajast jagajas.

2. See tingimus on piisav. Toepoolest, kui jagatav a
sisaldab koiki jagaja b tegureid, seejuures sama voi viiksema
astendajaga, siis voib korrutamise assotsiatiivsuse seaduse
alusel jagada jagatava tegurid kahte rithma nii, et ithe koos-
tises oleksid koik arvu & tegurid samal maédral kui arvus b;
siis on ilmne, et a:b (§ 67) ja et jagatis vordub nende
tegurite korrutisega, mis ei esine jagajas.

Nédide: a=23-32-53-7-19:;

be=28-57,
a:b=(23-32-58-7-19) :(22-5-7) —
=[(22-5-7) (2-32-52:19)]: (22:5-7) = 2-32.52-190.

§ 97. Kahe voi enama algtegureiks lahutatud arva S, U.
leidrnine.

Votame arvud: A= adbicid; B=a3b2¢5; C=aTbbc12f2
ja leiame nende S. U.

Eelmisest teoreemist (§ 96) jérgneb, et S. U., olles iga
antud arvu jagaja, peab sisaldama oma kanoonilises lahu-
tuses arvude A, B ja C ainult {ihiseid algtegureid ja et
S. U. lahutuse algtegurite astendajad ei voi iiletada antud
arvude vastavate tegurite viikseimat astendajat.

Jarelikult vordub arvude A4, B ja C S.U. algarvude a,
b ja c korrutisega, mis voetud viikseima astendajaga,” mil-
lega nad esinevad antud arvudes ja nimelt arvu a astenda-
jaga 3, arvu b astendajaga 2 ja arvu-c astendajaga 4.
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Seega
(A; B; C) = adb2ct.

Kahe voi enama algtegureiks lahutatud arvu suurim iihis-
jagaja vordub antud arvude iihiste algtegurite Kkorrutisega,
mis voetud viikseima astendajaga, millega nad esinevad
antud arvudes.

Niide: Antud on arvud 192=26-3; 240=—=24-3:5;
988 —25-32: 336=—24:3-7. Leida nende S. U.

Nelja arvu lahutustes on ihisteks algteguriteks ainult
2 ja 3. Viikseim astendaja, millega 2 esineb nendes arvudes
on 4, 3-mel aga on vastav astendaja 1.

Jarelikult: (192; 240; 288; 336) — 24-3—=48.

§ 98. Praktiline vote mitme arvu S. U. kiireks leidmiseks
nende arvude algtegureiks lahutamise teel.

Antud on arvud: 300, 480, 720, 540 ja 840; leida nende S.U.

300 480 720 540 840 2

150 240 360 270 420 2

75 120 180 135 210 3

25 40 60 45 70 5
5 8 12 9 14

Kirjutame andmed horisontaalsesse ritta ja tombame viimase arvu
jargi vertikaalse kriipsu. Seejidrel jagame koik rea arvud 2-ga ja Kir-
jutame jagatised vastavate arvude alla. Edasi. jagame saadud esimesed
jagatised uuesti 2-ga (kui igaiiks neist jagub sellega) ja kirjutame saa-
dud teised jagatised 75, 120, 180, 135 ja 210 esimeste jagatiste alla.
Peale selle jagame saadud teised jagatised 3-ga (sest moned jagatistest
ei jagu 2-ga) ja kirjutame saadud kolmandad jagatised 25, 40, 60, 45
ja 70 teiste alla. Jatkame niiviisi jagamist jérjest koikide algarvudega
niikaua, kuni on iihiseid jagajaid. Koikide saadud jagajate korrutis
2.9.3.5=292.3.5=60 ongi arvude 300, 480, 720, 540 ja 840 S. U.
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§ 99. Antud arvu kéikide jagajate leidmine.

Igal algarvul on ainult kaks jagajat: iiks ja arv ise.

Igal kordarvul on rohkem kui kaks jagajat. Niiteks on arvul 12
6 jagajat: 1, 2, 3, 4, 6 ja 12, Vaatleme, kuidas leida mingi kordarvu
jagajaid. On ilmne, et mistahes arvu iiheks jagajaks on iiks,

Vastavalt iihe arvu jaguvuse tingimusele teise arvuga (§ 97) peab
iga antud arvu jagaja peale 1, koosnema algtegureist, mis esinevad
selle arvu kanoonilises lahutuses sama v&i véiksema astendajaga.

‘Seepirast, et leida koiki teisi kordarvu Jjagajaid, lahutatakse see kord-
arv algtegureiks; iga- saadud algtegur on antud arvu algarvuliseks jaga-
jaks; algtegurite korrutamisel kahe, kolme, nelja jne. kaupa saadakse
koik selle arvu iilejisinud jagajad.

Oletame, et antud arv ‘N = asbec. Uheks selle arvu jagajaks on
iiks. Koik teised jagajad peavad koosnema algtegureist: a, & ja ¢, mis
esinevad arvu N kanoonilises lahutuses samade voi vidiksemate asten-
dajatega. Koostame need, juhindudes esitatud reeglist. Et mitte vahele
jétta iihtki jagajat, voib toimida jdrgmiselt:

1) kirjutada arvu N algtegurite kdik astmed eraldi ridadesse, kus-
juures esimest rida alustada iihega;

2) kirjutada vilja kogu esimese rea arvud;

3) kirjutada vilja iga esimese rea arvu  korrutis iga teise rea
arvuga;

4) kirjutada iga saadud korrutise korrutis iga kolmanda rea arvuga,

5) edasi korrutada igat saadud arvu iga neljanda rea arvuga jne.
Kirjutist on otstarbekohane paigutada jargmiselt:

; N = a3b2%¢c

I; a; a2 a3 (I) | 1y <o g%

b b2 (IT) | b; ab; a2b; a®b; b2; abe:
a?b2; a3b2;

c (1) ' ¢; ac; a%c; adc; be; abe:

a%bc; atbe; bic; abc;
a%b3c; asb2c,

|

On kerge ndha, et antud arv & jagub iga saadud rea arvuga; sest
iga jagaja koosneb antud arvu algtegureist sama vai viiksema astenda-
jaga, millega need tegurid esinevad arvu N lahutuses.  Mingisuguseid
teisi jagajaid peale eespool leitute pole arvul N olemas.

Toepoolest, olgu d mingi antud arvu & jagaja, g aga N ja d
jagatis.
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Shiss TN ==dag.

Oletame, et arvud N, d ja g on lahutatud algtegureiks. Et N = dg,
siis on N ja korrutise dg kanoonilised lahutused samased (§ 94). Téhen-
dab, need algarvud, milleks lahutub jagaja d, moodustavad osa arvu N
algarvudest. See otsus kehtib eespool leitud jagajate rea iga jagaja
kohta. Tahendab, iilaltoodud reegli alusel saab leida koiki kordarvu
jagajaid.

Kordarvu koikide jagajate arv vordub selle kordarvu kanoonilise alg-
teguriteks lahutuse koikide iihe vorra suurendatud algtegurite astendajate
korrutisega.

Toepoolest, koostades arvu N koikide jagajate rida, me toimisime
jargmiselt: algul kirjutasime vilja 4 esimese rea jagajat, siis korruta-
sime igat nelja jagajat algul teise rea esimese arvuga, siis teise arvuga
ja leidsime nii 4-2, s. o. 8 uut jagajat, endistega kokku aga 4 + 8 ehk
12 jagajat; pirast seda korrutasime igat leitud 12 jagajat kolmanda
rea arvuga ja nii leidsime veel arvu N 12 jagajat, kokku saime seega
124 12=24 jagajat.

On ilmne, et suurendades arvu N iga algteguri astendajat iihe
vorra ja korrutades saadud arvud, me leiamegi antud arvu jagajate
iildarvu.

Toepoolest, kuna N = a3b%c, siis arvu N koikide jagajate arv on
4.3.2=24.

Niide 1. Leida arvu 360 kdik jagajad. 360= 23.32.5. Jareli-
kult peab sellel arvul olema 4-3.2=24 jagajat. Leiame koik need
jagajad.

#0145 TR 6§18 8 D I i M

9 (1)°] 3565 °12; 243095 °18; 86;+72;
(I11) | 5; 10; 20; 40; 15; 30; 60; 120;
45; 90; 180; 360. -~

Niide 2. Leida arvu 6600 koik jagajad.
6600 |
3300 | 6600=28.3.52.11
1650 |
825
B
55 |
|

11 |1
Arv 6600 peab omama 4-2:3.2=48 jagajat.

ot w NN
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Koostame koikide nende jagajate rea:

1:-2:4. R (I) B A

3 (1) 130 6 195 94:

51 .9h: (IIT) | 5; 10; 20; 40; 15; 30; 60; 120; 95;
50; 100; 200; 75; 150; 300; 600;

1z (IV) | 11; 22; 44; 88; 33; 66; 132; 264;
55; 110; 220; 440; 165; 330; 660;
1320; -275; 550; 1100; 2200;

825; 1650; 3300; 6600.

§ 100. Kahe voi mitme algtegureiks lahutatud arvu V. U.
leidmine. '

Votame arvud: A= aSbictd; B = a3b2c5 ja C = a™b6c12f2
ja leiame nende V. U.

Uhe arvu teise arvuga jaguvuse tingimuse kohaselt
(§ 94) peab arvude A, B ja C iga iihiskordne, olles jagata-
vaks, oma kanoonilises lahutuses sisaldama antud arvude
algtegureid astendajatega, mis on vordsed voi suuremad
arvude 4, B ja C algtegurite astendajaist.

Jérelikult vordub V. U. (4; B; C) algarvude a, b, ¢, d
ja [ korrutisega, kui need algarvud on voetud suurimate
astendajatega, millega nad esinevad antud arvudes, s. o.
a’, bs, c’12, d ja f2.

Nende arvude korrutis annab meile toepoolest V. U., sest
kui eraldada sellest korrutisest kas voi iikski tegur, siis ta
ei jagu védhemalt iihe antud arvuga ja ei ole seega iihis-
kordseks.

Seega V. U. (4; B; C) = a%bsc12djf2,

Niisiis, kahe voi mitme algtegureiks lahutatud arvu viik-
seim iihiskordne vordub antud arvude kaikide algtegurite kor-
rutisega, kui need algtegurid on vdetud suurimate astenda-
jatega, millega nad esinevad antud arvude lahutustes.
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Niide: A-tud arvud: 192 =26.3; 240=2¢.3.5; 988 =25.32 ja
366 =2¢-3-7.
V. U. (192; 240; 288; 336) —96.32.5.7=20160.

§ 101. Arvude V. U. kiire leidmise praktiline vote nende
algtegureiks lahutamise teel.

Antud on arvud: 300, 160, 720, 540 ja 840. Leida nende V. U.

300 160 720 540 840
150 80 360 270 420
75 40 180 135 210
75 20 90 135 105
75 10 45 135 105

N UL UL W W N NN

75 5 45 135 105
25 5 15 45 35
25 5 5 15 35
25 5 5 5 35
5 1 1 1 !
1 1 1 1 7
1 1 1 1 1

Kirjutame antud arvud horisontaalsesse ritta; viimase arvu 840
jargi tombame vertikaalse joone, jagame rea koik arvud 2-ga ja kirju-
tame jagatised antud arvude alla.

Saadud jagatised jagame uuesti 2-ga ja saadud jagatised 75, 40,
180, 135 ja 210 kirjutame esimeste jagatiste alla. Edasi teised jagati-
sed 40, 180 ja 210 jagame uuesti 2-ga ja kolmandad jagatised 20, 90
ja 105 kirjutame teiste alla: teised jagatised 75 ja 135, mis ei jagu-
nud 2-ga, kirjutame neljandasse ritta. Jatkates niisugust jagamisf,
saame 16puks 12-ndal real jagatised, mis koik vorduvad iihega. Koikide
jagajate korrutis 2-2-2-2-2-3-3'3-5-5-7——‘151200 ongi  antud
arvude V. U.
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1 jagu.

Murdarvud.
*4\—

XVI peatiikk.

Harilikud murrud,

§ 102. Murdude tekkimine ja definitsioon.

Looduses esineb suurusi, mida fiiiisiliselt on voimalik jao-
tada kuitahes paljudeks vordseteks osadeks (niiteks pikkus,
raskus, aeg jms.).

Nende suuruste méstmist ei saa kaugeltki mitte alati teos-
tada ainult loomulikkude arvude abil.

Ilmselt v6ib mingi suuruse A mootmise resultaati, most-
misel modduiihikuga B, valjendada ainult sijs loomuliku
arvuga, kui iihik B sisaldub suuruses A tdisarv kordi. Vasta-
sel korral ei saa mostmise tulemust viljendada mingi loomu-
liku arvuga. Selleks, et teostada niisugusel juhul mo6tmist,
jaotatakse maoduiihik B n vordseks osaks, arvestusega, et iiks
sddrane osa sisalduks suuruses A mingi arv korda, nii-
teks m korda. On selge, et loomulik ary m ei niita mitte,
mitu korda sisaldub suuruses A mooduiithik B, vaid selle
n-ndik, mis on suuruste A4 ja B iihiseks mooduks ja seega
uueks mooduiihikuks.

Suuruse A mddtmise resultaadi viljendamiseks mogdu-
thiku B abil on vajalik tarvituséle vatta uus arv, mida

margitakse siimboliga ;zm— ja mida nimetatakse murdaryuks
ehk murruks.
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See arv naitab, et suurus A sisaldab m n-dikku ter-
vikust B, s. t. suurus A vordub modduithiku B m n-ndikuga.

Arvu m nimetatakse lugejaks ja arvu n nimetajaks.
Murru nimetaja néitab, mitmeks vordseks osaks on jaotatud
mooduithik B, s. t. missugune selle mooduiihiku osa on voe-
tud uueks mooduithikuks. Murru lugeja aga nditab, mitu
korda see uus ithik sisaldub moodetavas suuruses A.

Kui me moodame mingit suurust, nditeks klassitahvli
pikkust, siis peame seda vordlema mingi samaliiki suurusega,
mis voetud mooduiihikuks, niiteks meetriga. Oletame, et mee-
ter mahtus tahvli pikkusesse iiks kord, kusjuures tekkis meet-
rist vdiksem jdék. Sel juhul jaotame meetri mitmeks vordseks
osaks ja moodame tahvli pikkuse jadgi selle osaga. Jaotades
meetri 10-ks vordseks osaks, s. t. kiimnendikkudeks, moo-
dame jiigi meetri kiimnendikkudega ja leiame, et jdagis
sisaldub 7 kiimnendikku meetrit. Jarelikult on tahvli pikkus
iiks meeter ja 7 kiimnendikku meetrit. Antud juhul saime
mootmise tulemusena murdarvu. Kui mootmise tulemusena
saadud murdarvu nimetusele lisada mooduiihiku nimetus, siis
saame nimega murdarvu.

Terviku vordsetest osadest {iht osa nimetatakse arvsonaga,
mille 16puks on ,,-ndik”. Jaotades mooduiihiku kiimneks vord-
seks osaks, nimetame iiht neist — modduiihiku kiimnen-
dikuks.

Edaspidi moistame alati  arvsona all, mille 16puks on
-ndik”, terviku vordseteks osadeks jaotamise puhul saadud
iihte osa ja sona osa all koike, mis ei ole tervik. Niiteks
T7(T on osa, mis koosneb terviku 7-st kiimnendikust. Kui
—1% puhul riigitakse, et tervik on jaotatud 10-ks osaks, siis
viljenduses: ,tervik on jaotatud 10-ks osaks” tuleb sonale
osaks tingimata ette kirjutada sona vordseks. Kui aga réa-
gitakse, et tervik on jaotatud 7-ndikkudeks, siis on mainitud

sona lisandamine tarbetu.
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Esitatust jirgneb, et murdarvuks ehk murruks nimeta-
takse terviku iiht osa voi kogumikku terviku mitmest vord-
sest osast.

Niiteks 1 kiimnendik, 2 kiimnendikku ja 7 kaheksandikku
on murdarvud.

Sel teel tekib murdarv moétmise tulemusena.

Kuid ta voib tekkida ka jagamise tulemusena.

‘Vaadeldes loomulikkude arvude jagamist, me tegime kind-
laks (§ 38), et paljudel juhtudel ei ole vdimalik ainult tiis-
arve kasutades leida arvude a ja & jagatist, kuigi selle jargi
on sageli tarvidus.

Selgitame seda nditel. Oletame, et on tarvis 2 vérdse kaa-
luga saia jaotada vordselt 3-le lapsele. On ilmne, et tais-
arvude hulgast pole vdimalik leida jagatist, mis nditab, kui
palju saia saab iga laps. Et vastata sellele kiisimusele, jao-
tame esimese saia kolmeks vordseks osaks ja anname igale
lapsele iihe vordse osa. Siis jaotame teise saia kolmeks vord-
seks osaks ja anname samuti igale lapsele teisest saiast iihe
vordse osa. Niiviisi saab iga laps kummastki saiast {ihe kol-
mandiku ehk kolmandiku kahest saiast. Kuid selle asemel,
et jagada kumbki sai kolmeks vérdseks osaks ja anda igale
lapsele iiks osa esimesest saiast ja iiks osa teisest saiast,
voib anda esimesele lapsele kaks kolmandikku esimesest
saiast, teisele kaks kolmandikku teisest saiast ja kolmandale
iilejddnud kaks kolmandikku. Nii leidsime, et iga laps

saab % saia. Esitatust jargneb, et murdarv % voib tekkida

kahel viisil: kas jaotades tervikut kolmeks vordseks osaks ja
votta neid osi kaks voi jaotades kaks tervikut kolmeks vord-
seks osaks.

Vaatleme teist ndidet: arvu 5 on tarvis vidhendada
"7 korda, s. t. arvu 5 asemel on tarvis votta 1 seitsmendik sel-
lest arvust. Me teame juba (§ 41), et selliseid iilesandeid
lahendatakse jagamisega; kuid kasutades ainult loomulikke
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arve, ei ole voimalik jagada arvu 5 arvuga 7. Selleks, et leida
| seitsmendikku arvust 5, jaotame selle arvu iga ithelise
seitsmeks vordseks osaks; vottes igalt itheliselt 1 seitsmen-

diku, leiame, et seitsmendik 5-st iihelisest vordub % -ga.
Tahendab seitsmendik arvust viis on %
Kuid seitsmendikku arvust 5 on vdimalik leida ka jargmi-

selt: seitsmendik iihest {ihelisest on %; seitsmendik teisest
{ihelisest on samuti —1—; kui niiviisi votta seitsmendik igalt 5-1t

iiheliselt, siis saame%.

Vaadeldud néites jaotasime arvu 5 seitsmeks vordseks
osaks ja leidsime iihe seitsmendiku arvust 5.

Seega, 5: 7::—2-. Niisiis selleks, et jaotada tdisarvu mit-
meks vordseks osaks, tuleb votta see tdisarv murru lugejaks,
nimetajaks aga kirjutada teine arv, mis niitab mitmeks vord-
seks osaks on jaotatud tiisarv. -

Jirelikult, murdarvu voib vaadelda kahe loomuliku arvu
(lugeja ja nimetaja) jagatisena juhul, kui jagatiseks ei ole
voimalik saada tdisarvu.

Sellest vaatekohast voib igat murdu vaadelda kui {ihte osa
terviku vordsetest osadest voi kogumikku mitmest vordsest
osast, samuti ka kui mitme terviku iiht vordset osa. Niiteks

murd % ei ole mitte ainult kaks iihe terviku kolmandikku,
vaid on ka kahe terviku kolmandik.

Murru lugeja ja nimetaja voivad olla mistahes loomuli-
kud arvud.

Tihendame, et murru lugeja voib olla ka null. Murru
nimetaja aga ei saa vorduda nulliga.

Niisiis, et oleks voimalik suuruste mootmine ja arvude
jaotamine ka sel juhul, kui nendeks operatsioonideks ei piisa
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ainult loomulikkudest arvudest, on tarvilik laiendada arvude
vaidkonda murdarvudega (murdudega). ;

Edasises kisitluses nimetame loomulikke arve tdisarvudeks,
et eraldada neid murdarvudest,

§ 103. Murdude vardsus ja pohiomadused.

Votame kolm mingit vordset suurust, nditeks kolm
pikkust Ay, A, ja As ning moddame neid {ihe ja sama pikkus-
iihikuga — meetriga.

Oletame, et need pikkused on meetrist viiksemad. Siis
peame nende mootmiseks valima meetri mingi osa, mis sisal-
dub moddetavas suuruses tiisary kordi. Oletame, et
pikkuse A; mddtmiseks oleme vdtnud iihe neljandiku meet-

rist ja A; pikkuseks on % meetrit. Jaotame niiiid iga vee-

rand meetri viieks vordseks osaks. Saame meetri peenesta-

.tud, osad, mida on % meetris 5, tdhendab tervikus on neid
5:4=20; jarelikult on need meetri kahekiimnendikud;
3

3 meetris on kahekiimnendikke 5-3 — 15
Pikkus A,=A,, tihendab pikkus A, vordub samuti

% meetriga, ent kui me oleks hakanud seda pikkust mootma

veerand meetrite asemel kahekiimnendikega, siis me oleks

saanud A, pikkuseks %g meetrit. Et vordsed pikkused Ay

ja A, on moddetud sama pikkusiihikuga (meetriga), siis

voime teha jirelduse, et —'Z~ meetrit vordub fl,—g meetriga ehk
murd % vordub murruga 12—(5).

Jaotades iga veerand meetri 25-ks vordseks osaks, pee-
nestame meetri veel viiksemateks osadeks. Niisuguseid osi
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1 s 4 . :
on meetris 25, seega | meetris, s. t. tervikus on neid

95 - 4 — 100; jarelikult on need meetri sajandikud; % meetris
on sajandikke 25-3=75.

Pikkus A3=A1x=% meetrit. Kui me oleks hakanud
mootma pikkust Ag veerand meetrite asemel meetri sajandik-

kudega, siis me oleks saanud Az pikkuseks 1—7(?—0 meetrit.
Siit jareldame, et ii— meetrit vordub % meetriga ehk
d 3 vordub o

murd - vordub murruga gag-

A g5/ KIARE
Samuti voib veenduda murdude 55 Ja j50 vordsuses.
Niisiis, kaks murdarvu on vordsed, kui nendega viljenda-
tud suurused iihe ja sama mooduiihiku puhul, on omavahel

vordsed.
Vaadeldes vordsete murdude paare & ja L P ja iy
: 4 20’ 4 200

19 210 « g & i b
36 12 100 mirkame, et igal vordsete murdude paaril on iiks

ja sama omadus, ja nimelt esimese murru lugeja ja teise
murru nimetaja korrutis vordub teise murru lugeja ja esimiese
murru nimetaja korrutisega.

Téepoolest: 3:20=15-4;3" 100 =75-4; 15-100 =75 -20.
See omadus on koigil omavahel vordsetel murdudel ja see-
pirast kasutatakse seda murdude vordsuse tunnusena, nimelt
kaks murdu on vordsed, kui esimese murru lugeja ja teise
murru nimetaja korrutis vordub teise murru lugeja ja esimese
murru nimetaja korrutisega.

Nii on murd % vordne murruga %f kui aby = a,b.

Jireldus 1. Murdarvude vordused nagu taisarvudegi
vordused (§ 5), evivad jargmisi pohiomadusi:

a) reflektiivsus,
b) siimmeetrilisus,
¢) transitiivsus.
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a) Reflektiivsus: % == —g— , sest ab=—ab,

b
kui %:%1 siis aby = a;b, kus a;b = ab,.
1

. St & a a .é a a
b) Stimmeetrilisus: kui ~=b—‘, siig’ A=_  'gest
1 1

R BT, e s RIS G TONG U 1
c) Transitiivsus: kui i, By b Siisg et
Toepoolest, murdude % ja Z—I‘ vordsusest jdreldub, et
ab;—=a,b ja murdude 2 ja 2 yirdsusest jareldub, et
J b, 12 3, J

Q1bs — asb;. _

Korrutades monotoonsuse seaduse alusel esimese vorduse
molemaid pooli bs-ga, teise vorduse mélemaid pooli aga b-ga,
saame:

1) ab1b2=a1bb2
2) a1b3b —=asb,b ehk
a10by =ayb,b (korrutise kommutatiivsus).

Taisarvude vordsuse transitiivsuse pohjal saame:

ablbgzagblb.

Rakendades jirjestikku korrutamise kommutatiivsuse ja
assotsiatiivsuse seadusi, saame:

' (ab2) by = (azb) by.
Sellest vordusest saame loomulikkude arvude Korrutamise
monotoonsuse seaduse alusel:

abs — a,b.

Jarelikult, murdude vordsuse tunnuse alusel: g::—:.

Jareldus 2. Murru suurus ei muutu, kui murru luge-
jat ja nimetajat korrutada véi jagada iihe ja sama, nullist
erineva arvuga.

Véotame murru -Z— ja toestame, et

D F=wm 82 =32

3
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1) Selleks, et veenduda vorduse %—=ﬁ%% digsuses, tuleb

toestada, et esimese murru lugeja ja teise murru nimetaja
korrutis vordub teise murru lugeja ja esimese murru nime-
taja korrutisega, s. t.

a(bm) = b(am).

Korrutis b (am) = bam = (assotsiatiivsus)
=g hig £ (kommutatiivsus)
=a(bm) (assotsiatiivsus).

Millest: a(bm) = b(am).

Jarelikult, murdude vordsuse tunnuse alusel:
o S,
b~ bm’
~ a a:m ~ . .s a:m
2) Vorduse =pn toestamiseks piisab murru
lugeja ja nimetaja korrutamisest arvuga m, kusjuures saame

murru =
b

3 3.5 3 15

Kontrollime murdude vordsust vordsuse tunnuse alusel:
3.40=28"15; 120=120. Murrud on vordsed.

Naide 2.

22040 2
30 5. 30710 3"

Kontrollime murdude vordsust vordsuse tunnuse alusel:
90 -3 =230-2; 60="60. Murrud on vordsed.

Seega murru suurus ei muutu kui selle lugejat ja nime-
tajat korrutada voi jagada iihe ja sama arvuga.

Vaadeldud murru omadusel on suur tdhtsus murdude tei-
sendamisel, mistottu seda nimetatakse murru pohiomaduseks
ehk peaomaduseks.

Sellele omadusele pohjeneb: 1) murdude taandamine ja
2) murdude teisendamine ithenimelisteks.

20
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§ 104. Murdude taandamine: murdude kaks taandamise ja
iihenimelisteks teisendamise viisi.

Definitsioon 1. Murru taandamiseks nimetatakse
murru nimetaja ja lugeja jagamist nende ithisteguriga, s. t.

an . a
murrua - asendamist murruga —.
bm b

Niisugune asendamine on vdimalik, sest murru suurus i

muutu kui selle lugejat ja nimetajat jagada iithe ja sama
arvuga.

Igal murrul on ilmselt olemas mingi lihtsaim kuju, mida
nimetatakse taandamatuks kujuks. Selleks, et saada taanda-
matut murdu, tuleb jagada murru lugejat ja nimetajat nende
suurima ithisjagajaga. Taandamatu murru lugeja ja nime-
taja on iihistegurita arvud.

Murdude kaks taandamisviisi.

l. Jarkjdrguline taandamine. Kasutades jagu-
vuse tunnuseid, jagatakse murru lugeja ja nimetaja jérjes-
tikku nende iihisteguriga.

Niédide:
1620 162 81 9 3

2160 216 ~ 108~ 12 4 °
2. Tédielik taandamine. Leitakse murru lugeja
ja nimetaja S. U. ning jagatakse sellega murru liikmeid.

Teist viisi kasutatakse siis, kui jaguvuse tunnuste abil on
raske leida murru liikmete iihisjagajat.

1555

Naide: 5777 "
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Leiame .jdrjestikuse jagamisega murru litkmete 1555 ja
b o e
1 2 2
2177 |1555 [622 (311 S. Uj== 811
T 1555 1244 622

31/1
185 _5
DAV IR

Meelespidamiseks kirjutasime murru kohale arvu, millega
taandasime, kuid harilikult seda ei kirjutata.

Definitsioon 2. Antud murdude iihenimeliseks tei-
sendamiseks nimetatakse nende murdude niisugust muutmist,
kus murdude suurused jidivad endiseks, kuid nende nimetajad
muutuvad vordseks.

Selleks piisab antud murdude iihisnimetaja, koikide nimeta-
jate iihiskordse leidmisest ja iga murru lugeja ning nimetaja
korrutamisest teguriga, mis laiendab antud murru nimetajat
kuni valitud iihiskordseni.

Niiteks voib murdusid gi’ -:;—l, %kiriutada jargmiselt:

%:a—fe—‘f!,b%=?ik}£l,%=f%b—‘, kus k=a;byc;.

Nende murdude teisendamises on oluline murru lugeja ja

nimetaja korrutamine iihe ja sama arvuga, mille tagajirjel
-murru suurus e muutu (murru pohiomaduse alusel).

Arvutuste ratsionaliseerimiseks ja lihtsustamiseks vali-
takse tehetes murdudega antud murdude iihisnimetajaks
nende nimetajate V. U.

Selleks, et teisendada antud murde viikseima iihisnime-
tajaga murdudeks, taandatakse nad, kui voimalik, seejirel lei-
takse koikide nimetajate V. U. ja miidratakse igale nimeta-
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jale. vastav laiendaja ning korrutatakse sellega murru mole-
maid liikmeid.

Murdude viikseima iithisnimetajaga mur-
dudeks teisendamise erijuhud.

1. juhtum. Ukski nimetajate paar ei sisalda iihis-
tegureid.

_On ilmne, et sel juhul on koik nimetajad iihistegurita
arvud, millede V. U. vordub nende korrutisega. Jarelikult
tuleb niisuguste murdude véikseima iihisnimetajaga murdu-
deks teisendamiseks murru molemaid liikmeid korrutada
filejddnud murdude nimetajate korrutisega.

Nadide: —‘;L ;% ;—2?;. Nimetajate V.U. vordub 8:25-3 =
= 600.

Esimese murru laiendaja on 75,

teise i & o/ D

kolmanda ,, 1 8 900
87 .Bu75. 216 0 6. U620 144 2. '2:2007 400

8§ =600 _ 600’ 25 600 _ 600’ 3 600 ~ 600"

2. juhtum. Taandamatute murdude suurim nimetaja
jagub iga iilejddnud murru nimetajaga.

Sel juhul on suurim nimetaja koikide nimetajate V. U,
jarelikult on ta antud murdude vidikseim iihisnimetaja.

Nadvder 8155, Ak,
15 403120
m(15; 40; 120) = 120.
Esimese murru laiendaja on 8,
teise A 5 /0
8 8.8 64 33_33~3__ 98 01T

5 =120 120> 20 120 — 120 )@ 120"

Uhenimeliseks teisendatud murde kontrollitakse murdude
taandamisega; murdude taandamist kontrollitakse saadud
murru teisendamisega iihenimeliseks esialgse murruga.
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§ 105. Murdude ebavordsus.

- 3 . a a
Definitsioon 1. Murd 3 on suurem murrustb—',
1

kui esimese murru lugeja ja teise murru nimetaja korrutis
on suurem teise murru lugeja ja esimese murru nimetaja kor-
rutisest (s. t. kui ab; > a,b).

« * . a .
Definitsioon 2. Murd - on viiksem murrust %‘,
1

kui esimese murru lugeja ja teise murru nimetaja korrutis
on viiksem teise murru lugeja ja esimese murru nimetaja
korrutisest (s. t. kui ab, < a,b).

Nédide: Vorrelda murde 545 ja 4"51'
4-41=164; 33:5=165; 4-41<33-5,  jérelikult:

#<ir
Jareldus 1. Kahest iihenimelisest murrust on suurem
see, mille lugeja on suurem.
Kui a > ay, siis %>5b‘—. Seega, kui a >ay, siis ab > a.b
(korrutamise monotoonsuse seaduse alusel). Jarelikult, esi-

i e R " a ay
mese definitsiooni jargi on murd 5= suurem murrust .~

Nidide: :»; o %

Jareldus 2. Kahest vordse lugejaga murrust on suu-
rem see, mille nimgtaja on viiksem.

Kui b < by, siis %>% . Seega, kui b < by, siis aby > ab
(korrutamise monotoonsuse seaduse alusel). Jarelikult, esi-
mese definitsiooni jargi on murd % suurem murrust %.

Naide: 3>
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Vaadeldud jéareldustest tuleneb, et lugeja suurenemisel
murd suureneb ja nimetaja suurenemisel murd vaheneb ning
{imberpoordult, lugeja vahenemisel murd vaheneb ning nime-
taja viahenemisel murd suureneb.

Nidide 1. Suurendadé murd ;—i kaks korda.

1) Suurendame lugejat, saame: g%.
2) Vihendame nimetajat, saame: %

_Niide 2. Vahendada murd % kaks korda.

1) Viahendame lugejat, saame: 1—75

; ; 14 »
2) Suurendame nimetajat, saame: %5 -

§ 106. Murrud, millede nimetaja on iiks.

Definitsioon. Murd, mille nimetaja on iiks, vordub

tiisarvuga, milleks on murru lugeja. Seega % =a.

Selle definitsiooni tulemusena sisaldab murdude kogumik
eneses koiki tdisarve, sest iga tdisarvu voib vaadelda mur-
runa, mille nimetajaks on {iks.

Nadide: 6_—_—?—.

Jareldus 1. Iga arv vaib olla murd, mille nimetajaks
on mistahes nullist erinev arv.

Olgu tarvis nditeks tdisarv a viljendada murruna, mille
nimetaja on n.

Et tiisarvu voib vaadelda murruna, mille nimetajaks on
iiks, siis
an

A= 1-n

»—A'&

, kuid 111————— (murru pohiomaduse alusel)
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ehk S % (siimmeetrilisus).

Transmlvsuse alusel saame siit:
an an
a = TR ehk a—= e
Selleks, et tdisarvu muuta murruks, mille nimetaja on
antud, tuleb tidisarv korrutada antud nimetajaga ja saadud
korrutis votta murru lugejaks, nimetajaks aga kirjutada antud

nimetaja.
Niide: Viljendada 11 kaheksandikkudes.
iyisil gd
1 1 frm— T _— '§ .

Jireldus 2. Murd, mille lugeja ja nimetaja on vord-

sed, vordub iihega.
1

Murru pohiomaduse alusel %="? ehk —;—=—Z—, kuid

=

%:l, jarelikult %:1 (transitiivsus).
See tihendab, et arv iiks sisaldab n n-ndikku.

Siit jareldub, et murd 1_ moodustab iihe n-ndiku tervikust.

8 11 15 :
Niiteks: 1 =g=5= . jne.

§ 107. Murdude liigitus terviku suhtes.

Definitsioon 1. Murdu, mille lugeja on viiksem
nimetajast, nimetatakse lihtmurruks.

Iimselt on niisugune murd viiksem arvust 1, sest § 106
definitsiooni 2. jarelduse alusel vordub iihega murd, mille
lugeja ja nimetaja on vordsed.

Definitsioon 2. Murdu, mille lugeja on suurem
nimetajast voi temaga vordne, nimetatakse liigmurruks.. Liig-
murd on iihest suurem voi temaga vordne. Toepoolest, kui
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> b, siis mur-d%>%(§ 105 definitsiooni 1. jdreldus), kuid

a
Y —1 (§ 106 definitsiooni 2. jareldus).

Jarelikult, %>1. Kui aga liigmurru lugeja vordub

nimetajaga, siis vordub niisugune murd iihega.

Nii on 1—81- lihtmurd ja %1 — liigmurd.

§ 108. Murru lugeja ja nimetaja vihendamine voi
suurendamine iihe ja sama arvu vorra.

Teoreem 1. Kui murru lugejat ja nimetajat suuren-
dada iihe ja sama arvu vorra, siis iihest viiksem murd suu-
reneb ja ithest suurem murd viheneb.

Lodach tum.

Antud: murd % <1 ja loomulik arv c.
a+tc
b4’

Vordleme antud murdu i;— saadud murruga ‘;1’6;
leks korrutame esimese murru liikmeid (b 4 c¢)-ga ja teise
murru liikmeid b-ga (murru pohiomaduse alusel):

a _ab4c). atc_ (atc)
b bb+c) b+c (GHop’

Et saadud murdude nimetajad on vordsed, siis vordleme
lugejaid:

a(b+c) =ab+ ac (korrutamise distributiivsus),

(a+c)b=ab+4+cb ( . A ).

Saadud summade esimesed liidetavad on vordsed korruti-
sed. Vordleme teisi liidetavaid: teoreemi eelduse kohaselt
a < b, jérelikult korrutamise monotoonsuse seaduse alusel

T6est>ada:-Z—<

oS

sel-
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ac < bc ehk ac < cb (kommutatiivsus). Summa monotoon-
suse seaduse alusel saame siit:

ab+ac < ab +cb:

Jirelikult: :((:1?)42132 (§ 105, 1. jareldus),
a a+c
ehk _b—<b_—|:—l;'
2. juhtum.

Antud: murd % > 1 ja loomulik arv c.

Toestada: :—>Zii.

Vorreldes, nagu esimesel juhul, antud murdu % saadud

murruga ?—i_*f saaimne:
5% p¥c’ »

a__alb+c). ad-c__(a+ )b,
DT bb+e) btec (@+o)p’

a(b+c)=ab+ ac;
(a4 c)b=ab + cb.

Teoreemi eelduse kohaselt a > b. Jérelikult korrutamise
monotoonsuse seaduse alusel: ac > bc ehk ac > ¢b (kommu-
tatiivsus).

Liitmise monotoonsuse seaduse alusel saame siit:

ab + ac > ab 4 cb ehk a(b+c)>(a+c)b.
(ac)b a.__a+c
hk e

Jarelikult: 26+9)

oo~ oFop © b4c
3 842
Niide l.~5~ TR
Selgitame seda néitel:
33642,
5= 5.6+2)°

342 (342)-5
542 (542)-5°

215



Esimesel ja teisel juhul on teiste murdude nimetajad vord-
sed [6-(5+2)=(5+ 2)-5]; vordleme lugejaid:
3:(54+2)=3-5+3-2;
(3+2)-5=3-5+2-5.
Et 3 <5, 5118 3:2< 5-2 elik 342 <@ ¢5!
Seega 3:543:2<3-542-5.

Jarelikult: 3(5-|'2)<(3+2)'5 ehk §<?—'—+—2

5(5+2) 6+2)5 b
Niide 2 §>7t2
Toepoolest: ; - Z—:—g, g_:_z:g:&:—z ;2 §:>35
Jérelikult: 5>,, +§

Teoreem 2. Kui murru lugejat ja nimetajat vihen-
dada iihe ja sama arvu vorra, siis iihest viiksem murd vihe-
neb ja ithest suurem murd suureneb.

. juhtum.

Antud: %<1 ja loomulik arv ¢, kusjuures a > ¢ ja
b e

a—--c

Toestada: b>b

g%z , milleks kor-
rutame esimese murru liikmeid (b —c)-ga ja teise murru
litkmeid b-ga (murru péhiomaduse alusel):
ac. ab—ec), asc | Nawo)b
b B0 B (b—oc)b*
Et saadud murdude nimetajad on vordsed, siis vordleme
nende murdude lugejaid:

Vordleme murdu % saadud murruga

a(b—c)=ab—ac (korrutamise distributiivsus),
(@a—c)b=ab—cb  ( o » ).

Saadud vahede vihendatavad on véordsed korrutised.
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Vordleme lahutatavaid. Teoreemi eelduse kohaselt: a < b,
seega korrutamise monotoonsuse seaduse alusel:
ac < bc ehk ac <cb (kommutatiivsus).
Siit saame:
ab—ac > ab—bc 'ehk a(b—c)>(a—c)b.

Jarelikult: “""‘ci)’>(f‘1)-—b (§ 105, 1. jareldus) ehk

b(b— b— )b
a . et 4
77>b—c'
2. juhtum

Antud: %>1 ja loomulik arv ¢, kusjuures a >c¢ ja
b.>¢
ke ol asle
Toestada: F<F:E'
Toestus on samasugune kui 1. juhtumil.

Niide 1. 7>;ZTZ

Toepoolest: ?’7:5;2___?_2, :’7?;%_;?3:3_'3:@, §§>E,

. £ —_ n 5. 33317085 35
Jarelikult: S<>=2.
Niide 2.5<F=2
7—2

XVII peatiikk.

Tehted harilikkude murdudega.
§ 109. Murdude liitmine.

Definitsioon 1. Kahe murru summaks nimetatakse
niisugust uut murdu, mis saadakse antud murdusid iihenime-
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listeks - teisendades, seejirel nende lugejaid liites, kusjuures -
saadud summa voetakse uue murru lugejaks, nimetajaks voe-
takse aga iihine nimetaja.
See definitsioon sisaldab tehte algoritmi,s. t. kind-
lat reeglit, mille alusel saab leida antud murdude summat.
Lihtudes antud definitsioonist, me leiame, et:

a ¢ ad-+bc
plaT

hd=: it
S e Ty
Nidide: —1—6+I§-—— TH T T

Definitsioon 2. Tidisarvu ja murru summat nime-
tatakse segaarvuks. ;

Eespool (§ 106, 1. jireldus) me ndgime, et iga tdisarvu
saab muuta murruks, mille nimetajaks voib olla mistahes
arv. On ilmne, et saadud murd on liigmurd. :

Segaarvu saab samuti muuta liigmurruks. Selleks tuleb
tdisarv korrutada murru nimetajaga, saadud korrutisega liita
lugeja ja votta see summa otsitava murru lugejaks, nime-

taja aga jatta endiseks. Nditeks olgu tarvis segaarv (a+Z—
muuta liigmurruks. See tdhendab, tuleb leida, mitu a-dikku
sisaldub a iihikus koos sama iihiku & n-dikuga. Me nigime
(§ 106, 1. jareldus), et iga tédisarvu saab muuta mistahes
nimetajaga murruks, milleks tuleb tédisarv korrutada murru
nimetajaga, saadud korrutis votta lugejaks, nimetajaks kir-
jutada aga antud nimetaja.

Jéarelikult tdisarv a::%". See téheﬁdab, et taisarv a
sisaldab an n-dikku. Taisarv @ aga koos b n-dikuga sisal-

dab (an + b) n-dikku. Seega
b
a-+ .

Jérelikult selleks, et segaarvu muuta liigmurruks, tuleb
tdisarv korrutada murru nimetajaga, saadud summa votta
otsitava murru lugejaks, nimetaja aga jitta endiseks.

an-+b
g s
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Nidide: l2g=&17i‘f_=9—79. :
Segaarvu definitsioonist jdreldub, et igat liigmurdu saab
muuta segaarvuks, s. t. leida, kui palju selles liigmurrus

on tervikuid ja kui palju vordseid osi, mis ei moodusta tervi-

kut. Toepoolest, et liigmurru ?I iga tervik sisaldab n n-dikku,
siis @ n-dikus on niipalju tervikuid, kuipalju kordi n sisal-
dub a-s. Oletame, et n sisaldub a-s b korda, kusjuures
r n-dikku jaab jarele.

Tihendab a==nb +r.

a T
Sellest 7 =b -+ =

Jirelikult selleks, et ligmurdu muuta segaarvuks voi tais-
arvuks, tuleb lugeja jagada nimetajaga, saadud jagatis ndi-
tab tervikute arvu, jiik aga on segaarvu murdosa lugeja.

TR T S

Nidide: ﬁ—loﬁ.

Segaarve liidetakse summade liitmise reegli alusel: téis-
arvud liidetakse eraldi ja murdarvud eraldi.

LRI e 5 7 o1 3:1545:1047.12

Nidide: 12§+61—2+3“—)—-21 i35
45450 +84 179 _ 9959

120 w7 At -

=21

§ 110. Loomulikkude arvude liitmisseaduste laiendamine
murdarvude liitmisele.

{. Kommutatiivsus. Summa ei muutu liidetavate jirjekorra muutu-
misel:

a c e c e a
g G ety B e Gl i
Teisendame antud murrud murdudeks vdkseima ihisnimetajaga #k:

a__a c o e

L B SEG e 8
PR R o R
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Siis
-‘;— +i+% o i‘-—-'-—;;l—'t-ﬁ (murduvde liitmise definitsiooni alusel).
a;;iic, jalve on loomulikud arvud, jarelikult: a +c, +e, =c¢, +
+eta; (loomulikkude arvude summa kommutatiivsus).

LT G e SRR - 21 ) e
Siit: 5 e ; —- ! % = 5 s
= (ithisnimetajaga murdude liitmisreegli alusel)
i e c o e T S ai o a
et ad s Al et Gt )

e e 1 1 B 1
Néide: 7ﬁ+12_§+3ﬁ+6[+0'7‘—’7ﬁ+31—4+
5 1 1 3

Antud liidetavate summat saab leida peast.
2. Assotsiatiivsus.

Summa ei muutu, kui moned liidetavad iihendada riihmadesse ja teos-
tada liitmine riilhmades ning saadud resultaadid liita:

A LA e T L R TR ) L
3’+E+7" b +(d+ f)—(b + d)+ (i
Teisendame antud murrud iihenimelisteks vaikseima fihisnimetajaga k:

L NG U R KRG 5 S

TR e e vy e
Siis
S c a;4c;+ e
SRl A da. 0 BED L o
= (murdude liitmise definitsiooni alusel)

_at@+e) (assotsiatiivsus loomulikkude arvude a,, ¢,
ja e, liitmisel)

i _|_ c‘_':il — (ithenimeliste murdude liitmisreegli alusel)
ot +(ﬁ + ‘:’l) — (ithenimeliste murdude liitmisreegli alusel)

a e 50 A e it
+(E45) [est % =F: 2=5: 2=7)
Seega oleme toestanud, et

L= 5 +)-
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Samuti saab toestada assotsiatiivsuse teise kuju kehtivust:
Qiry e e a4y ¢
F+z+?—(b—+z)+7-

Liitmise assotsiatiivsuse seaduse alusel voib iilaltoodud summa defi-

nitsiooni ja sellest jdrelduvat kahe murru liitmisreeglit laiendada juhtu-
mile, kus liidetavate arv on suurem kui kaks.

i 5 U 9 1 1 5 9
Natde: 75+ 455+ 355+65 + 355= (755 +35) +
7 3! 1 1 1 1 1
+ (4% 4 34) + 65 =105 + 75+ 65=245.
3. Monotoonsus.

a C (9 a m c m
e L By e B

Teisendame murrud‘f, ’.’:-l ja s iihenimelisteks:

a __adn m mbd , ¢ cbn

& —bdn> n - nbd’ d - dbn’
Siis
adn adn + mbd i cbn 4 mbd
b + o T A +" Rbd
Et £ >> 2, siis ad>cb (§ 105 murdude mittevordsuse 1. definitsi-
oon); arvude korrutamise monotoonsuse seaduse alusel saame:

adn > cbn.

Tihendab: adn + mbd > cbn 4 mbd  (loomulikkude arvude - liitmise
monotoonsuse seaduse alusel).

adn 4 mbd by cbn 4 mbd
n‘bd nbd

drelikult: 9 LM~ ™
Jarelikult: F+n>d+n 3

Seega veendusime, et kdik loomulikkude arvude liitmisseadused on
kehtivad ka murdarvude liitmisel.

Samuti on ka koik nendest seadustest tuletatud jareldused loomu-
likkude arvude kohta tdielikult laiendatavad ka murdarvudele.

Siit saame:
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§ 111. Murdude lahutamine.

Lahutada murrust—;— murd % tahendab leida uus murd ;—,
mis rahuldab vordust:

“__._ﬁ_l_i
R R

Seega nimetatakse murdude lahutamiseks niisugust arit-
meetilist tehet, mille abil antud summa ja iihe liidetava jargi
leitakse teine liidetav.

Esitatust on selge, et murdarvude lahutamine ei erine
loomulikkude arvude lahutamisest.

Murdude lahutamise reegel: selleks, et antud murrust
lahutada teine murd, tuleb teisendada antud murrud iihenime-
listeks, lahutada vihendatava lugejast lahutatava lugeja, votta

saadud vahe uue murru lugejaks, nimetajaks aga iihine
nimetaja.

Olgu antud kaks murdu 2 b ]a kusluures >

5 C ad — ¢cb
Toestame, et £ o e g

Vastavalt murdude lahutamise definitsioonile vordub lahu-

¢ d—cb A
tatava f—ija vahe 2 bdc summa vahendatavaga ‘;—). Sel

alusel kontrollime antud murdude lahutamise resultaati:

p + ad o tb = i :Z . = (murdude liitmise definitsiooni alusel)
= Z_g= (loomulikkude arvude lahutamise definitsiooni jarelduse alusel)
=g (murru pohiomadus),

Selgitame seda niitel.

s S
Antud: 5T
: 9 Srerey,
Toestame, et % ks ; = 3%73_5 ; vahendatav vordub lahuta-
; 8. 2,38:.7-2.5

tava ja vahe summaga: E ot -+ 57
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Teostame liitmise vorduse paremal poolel:

2 3-7—2-5_2-5+3-7-——2-5 i T A
-y e 5.7 T Ty

Saime vidhendatava, tdhendab liitmine on teostatud Oieti.

Segaarvude lahutamisel taisarvud lahutatakse eraldi, murdosad aga
murdude lahutamisreegli alusel. Kui védhendatava murdosa on viiksem
lahutatava murdosast, siis votame iihe terviku vihendatavas ja peenes-
tame selle vastavateks murdosadeks ning liidame need vihendatava
murdosadega, seejirel teostame lahutamise.

S o 7 15— 49 99 — 49 50
Niide: 4728 1512 3 g 31 7 3184
25
=315,

§ 112. Murdude liitmiste ja lahutamiste rea omadused.

Murdude liitmiste ja lahutamiste reas, nagu taisarvudegi puhul,

kehtib kommutatiivsus ja assotsiatiivsus.
1. Kolme murru kommutatiivsus viljendub kahel kujul.

TR S R T

wiitg-bamsmgiatg
i 7 13 7 7 Vi 13+ 13
N t ks: — —_——F = SRCIPORCIG | S —_—— : teng
diteks 1311+918 311 13]1 311+9181_10+9"‘18_'
13 :

=Wz,
TSP T e el S0 A
) s T TR AR 2R R

s. t. liitmiste ja lahutamiste rea resultaat ei muutu rea lilkmete jarje-
korra muutumisel.

Phy’ : § 1 2 7 2 1 1 1
Néditeks: AHAGEINLY - Curggriny; (fne0
39 15 9 3 ; 15 15 15 L SRR 3

a) Toestame esimese kuju Gigsust. Selleks teisendame murrud %,g

ja ; iihenimelisteks, viikseima iihisnimetajaga D.

=

he
g

Ole
O

siis 3=41.
G Dbt

ISR
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\

Jarelikult:

SRR R e G (murdude asendamine nendega v&rd-
T D i D D= sete ithenimeliste murdudega)
i -lD_ f1. -e-Dl— — (murdude liitmine)
= M-{-C__DQ_T_EI = (murdude lahutamine)
_ate—e (loomulikkude arvude liitmiste ja lahu-
V3 e tamiste rea assotsiatiivsus)
_a—ete (loomulikkude arvude liitmiste ja lahu-
= BTy 7 tamiste rea kommutatiivsus)
_ (e —e)te (loomulikkude arvu.dehliitmiste ja lahu-
i D w7 tamiste rea assotsiatiivsus)
= aID el-}-% = (murdude liitmine)
e %1 gL % +;_; = (murdude lahutamine)
daierie PR R PR il
i, SN somtA 8. 8 € _1=-),
5 rta e R Lt

Kommutatiivsuse 2. kuju tdestatakse analoogiliselt, seepidrast
jatame selle toestuse oppijate hooleks.

2. Assotsiatiivsusel on kolm kuju:

2 ku]u selle asemel, et antud arvuga liita kahe teise arvu vahe,
voib antud arvuga liita vihendatava ja tulemusest lahutada lahutatava.

o (E_E_')ﬁf e
ok P L B b
3 5 3
Niditeks: G Rrde et 1 L gt
diteks 478+(1617 108)_47 PG Y 10
g et 5 5

2. kuju: selle asemel, et antud arvust lahutada summa, voib sel-
lest arvust lahutada iga liidetava.

a [ e a ¢ €
z‘ﬁ+ﬁ— ‘‘‘‘‘
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s e g gity 8 R T
Niiteks: Gbﬁ—(321—5+8ﬁ)—65ﬁ—325“3ﬁ—55 B
8 7 7 8

__8.1-5«—-321—5-:57-—321—5.:241-5.

3. kuju: selle asemel, et antud arvust lahutada kahe teise arvu
vahe, voib sellest arvust lahutada vihendatava ja liita tulemusega lahu-
tatava.

N TR ety | B T R
sl Bl R R
e i 23) R i et o T et R
1

RN - 1 1 f (il VR e Wigdliy B0 |
-(f‘é)—(ra)‘(a‘m)—’6§—§+-§“§+rz+5‘
: PP | 1
Bl B bt

Nagu ndeme on tehete seadused ja omadused laialdaselt kasutata-
vad peastarvutamisel - murdarvudega.

Toestame 1. kuju, milleks teisendame murrud‘;;, %ja; iihenimelis-

teks, viikseima i{ihisnimetajaga D.

Saame:
2 R AT AR
e AR N v S A 8
Siit:
4 P (antud murdude asendamine nen-
B 2 4 1 ) e ~ - . .
o (_. oy _) =141 Tl dega vordsete iihenimeliste mur-
st el sy B S dudega)
=% ~—0_ murdude lahutamine
at B ( )
) +g‘ 4 T (murdude liitmine)
_(ayke)—e (loomuli?(kude arvude : li.i.tmiste ja
GRS | S lahutamiste rea assotsiatiivsus)
B ool Bl 5 (murdude lahutamine)
D D
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L aD_! e % 1 _DL fih, (murdude liitmine)

d. S0 e RN T O N R S

G (et 3=3 B=ai B=1)-

Liitmiste ja lahutamiste rea assotsiatiivsuse teised kaks kuju toes-
tatakse analoogiliselt. Jatame Oppijate hooleks vastavate tdestuste teos-
tamise.

Seega tegime kindlaks, et murdarvude lahutamist iseloomustavad
samad omadused kui loomulikkude arvude lahutamistki. Samuti on ka
- jareldused nendest omadustest taielikult laiendatavad murdarvudele.

§ 113. Murdude korrutamine.

Definitsioon. Kahe mirru korrutiseks nimetatakse
niisugust murdu, mille lugeja vordub korrutatavate murdude
lugejate korrutisega, nimetaja aga nende murdude nimetajate
korrutisega.

Nagu liitmiselgi nii sisaldab ka murdude korrutamise
definitsioon tehte algoritmi. Léahtudes antud definitsioonist,
leiame, et

il L
b'd bd
ehk
25_2.5_10
Ty AR L B

Jareldus 1. Selleks, et korrutada murdu tiisarvuga,
tuleb korrutada selle arvuga murru lugejat, nimetaja aga
jatta endiseks.

a ac

5= sest vaadeldes tédisarvu kui murdu, mille nime-
taja on iiks, saame:
ol P G T A A
TR o R R T
ehk
8 85 8.5 1740 4
el a8 B g
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Jireldus 2. Selleks, et korrutada tdisarvu murruga,
tuleb tiisarv korrutada murru lugejaga, saadud korrutis votta
ofsitava korrutise lugejaks, nimetajaks aga kirjutada antud
murru nimetaja.

Toepoolest k-g—=’f—;—a, sest vaadeldes tdisarvu k& mur-
runa, mille nimetaja on iiks, saame:
PRI L
B kb AT
ehk
3:h 1185 88 3

Jiareldus 3. Selleks, et korrutada segaarvusid, tuleb
teisendada nad liigmurdudeks ja saadud murrud korrutada
iildreegli jirgi.

TGepoolest, definitsiooni (§ 109) jérgi saab iga sega-
arvu asendada liigmurruga, seeparast ka segaarvude korru-
tamine on samavairne vastavate liigmurdude korrutamisega.

8.3
: SRk N TR R0 L S e T
Nﬁlde. 5_3_'45_—_3—.5_W=T=24:'
1 X

Muuseas peab tihendama, et segaarvude korrutamisel pole nende
liigmurdudeks teisendamine tingimata vajalik. Niisuguseid arve saab kor-
rutada ,summa korrutamine summaga”’ reegli alusel, sest segaarv on
taisarvn ja murra summa (§ 109).

Segaarvu korrutades tdisarvuga pole tarvis segaarvu muuta liigmur-
ruks. Segaarv korrutatakse tdisarvuga nagu summa.

Nidide:

1

P 7 # 7 7-8 7
1206—5.{"):(125—\—- 6—5)-5_120-5+ %-5_6254—%_6251—3-
13

Jarelikult: selleks, et korrutada segaarvu tdisarvuga, tuleb selle tiis-
arviga korrutada eraldi segaarvu tiisarvu ja murdosa ning saadud tule-
mused liita.
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§ 114. Loomulikkude arvude korrutamisseaduste
laiendamine murdarvudele.

1. Distributiivsus (jaotuvus).

Kahe arvu summa (vahe) korrutis kolmanda arvuga vordub nende
arvude ja kolmanda arvu kerrutiste summaga (vahega):

(Eﬂ_-f)fzf.ftf.f_
R B e R B

Teisendame kaks esimest murdu iihenimelisteks, viikseima nime-
tajaga £4:

g ) P
bk AT R
Siis:
(I L
b df RioasRlF
o ;‘L- 4 B ; = (murdude liitmise definitsiooni jargi)
e
(a; ;fcl)e (murdude korrutamine)
= ale;ﬁf — ) (loomulikkude arvude distributiivsus)
e L0 L murdude liitmine
7 %7 ( )
= %1 i ;. t% ]—f = (murdude korrutamine)
e ( AU I8
N o g il S €
Nidide:
PR ) U R L M 1 2 1
ats)i= w5t s=gtlz=
20 +4- 3 23
= 5 = 1 51

2. Assotsiatiivsus (ithenduvus).

Korrutis ei muuty, kui tegurid iihendada rithmadesse, seejirel teos-
tada korrutamine riihmades ja saadud tulemused korrutada.
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co5=t9 5361

f; f_i .ff Sl :_; .; o (kahe murru korrutamine)
s (% g ; (kahe murru korrutamine).

Toestame niiiid, et (% : %); il % (f.i ;\, ;

:- f_i); % . Jf, = (kahe murru korrutamine)
(ac) e (kah |
= i e murru korrutamine)
(ba) f
a (ce) y &
— = (loomulikude arvude assotsiatiivsus
b(df) ’
= g y 5:7 = (kahe murru korrutamine)
= % X (g E ;) (kahe murru korrutamine).
Nédide:
n | s D 14 15 R 2 4 1

Meie poolt antud kahe murru korrutamise definiisiooni (§ 113) saab
assotsiatiivsuse seaduse alusel laiendada ka mitme teguriga korrutamiseks.

3. Kommutatiivsus (vahetuvus).

Korrutis ei olene tegurite jarjekorrast.

2. & mi8
b dodb
Teostame korrutamise
a ¢ ac :
5 Sl (kahe murru korrutamine)
a
=§7, = (loomulikkude arvude korrutise kommutatiivsus)

ca
3’ (murdude korrutamine).
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4. Monotoonsus.

e

m
n

ale
BYER

a5 a
Kui I_7>¢_i’ siisz-
%

b

>3. Jérelikult, ad > cb (§ 105). - Korrutades

korrutised ad ja cb korrutisega mn, saame: (ad) (mn) > (cb) (mn)
(loomulikkude arvude korrutamise monotoonsus).

Siit admn > cbmn (loomulikkude arvude korrutamise assotsiatiivsus).
(am) (dn) > (cm) (bn) (loomulikkude arvude korrutamise assotsiatiivsus).

Eelduse jargi

am _ cm
Jérelikult: i >a; (§ 105 definitsiooni jargi)

; am_cm
ehk. R (murdude korrutamine).

Seega veendusime, et kaiki loomulikkude arvude korrutamise pohi-
seadusi voib lafendada ka murdarvude korrutamisele,

On ilmne, et ka nende seaduste jireldused, mis kehtivad loomulik-
kude arvude 5uhu], on kehtivad ka murdarvudele.

§ 115. Murdude jagamine.

Definitsioon. Jagada murd ‘—;- murruga 2 — tahen-

dab leida niisugune murd ;, millega on vaja korrutada
>
I

Siit jareldub, et murdarvude jagamiseks nimetatakse nii-
sugust aritmeetilist tehiet, mille abil kahe antud teguri korru-
tise ja iihe teguri jargi leitakse teine tegur.

Murdude jagamine erineh loomulikkude arvude jagamisest
ainult selle poolest, et siin pole komponentideks mitte loomu-
likud arvud, vaid murdarvud,

Murdude jagamise reegel. Selleks, et jagada
murdu murruga, tuleb korrutada esimese murru lugejat teise
murru nimetajaga ja esimese murry nimetajat teise murry
lugejaga; esimene korrutis on jagatise lugejaks, teine aga
selle nimetajaks, %

5 ;
arv 5, et saada
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Olgu antud kaks murdu %ja%. Toestame, et ‘g: §‘=%‘Z~

Oletame, et %:%:k. Jagamise definitsiooni alusel
saame:
¢ a
a 2 k = i) .
Saadud vorduse mdlemaid pooli korrutame korrutamise

d
monotoonsuse seaduse alusel murruga ;, saame.

C devia o
S klo=3 5
kuid (f—i k) ; = (k . f—l) g—_:: (korrutamise ‘kommutatiivsus)
= (2 . g) = (korrutamise assotsiatiivsus)
=R (murdude taandamine).
a d
Seega i ? Ay
5 el a: feioad aror. Lad
Jarehkult E.H—b'z ehk B.a—'gz.
MRRSa N 2T kN e
Ndide: g:7=g3~ 18~ '18

Jareldus 1. Selleks, et jagada murdu tdisarvuga,
tuleb murru nimetajat korrutada selle tdisarvuga.

i a a
Toepoolest: 7 :¢=1735, sest vaadeldes tédisarvu murruna,

mille nimetaja on iiks (§ 106), saame:

U b

el B T s
< ____5‘3__5-1—__5
Naxde. 7.3——7]i——-7—3-——§1—.

Jaireldus 2. Selleks, et jagada tdisarvu murruga,
tuleb tiisarv korrutada murru nimetajaga ja saadud korrutis
jagada murru lugejaga.

Naide;8:%=8—;9=?8=9
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Jireldus 3. Murry definitsioonist jéreldub, et kahe

tdisarvu a ja & jagatis on murd g. Toepoolest voib tiis-

b

arve a ja b kujutada murdudena ;—1 ja i+ Jagades neid murde,

saame murru g.
Jireldus 4. Selleks, et jagada segaarve, tuleb nad

muuta liigmurdudeks ja teostada nende jagamine tildreegli
jargi.

a2
O 1_169 13 f88.42 26 3
N i ide: QE.JE—W E— 18.13 ——3———8§.
3
Kasutatakse ka vee] jargmist kirjutamisviisi:
13 1 ‘

169 13 13.2 9g

Segaarvu jagades tdisarvuga pole taryis segaarvi muuta
liigmurruks, kuj S€gaarvu tdisosa jagub taisarvuga jaagita.
Sel juhul segaary jagatakse kui summa.

14 14, . ; 5oL

Niide 1. 1471—5'72(147+B) ‘7=147'7+E'7'“

2 2

87 5
Nidide 2. 72§‘6=12‘E'

§ 116. Jagamine — korrutamine POSrdmurruga.

Definitsioon. Kaht arvu, miliede korrutis vordub
iithega, nimetatakse teineteise poordarvudeks.
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On ilmne, et antud arvu poodrdarv saadakse arvu iiks

jagamisel antud arvuga. Néiteks arvu a podrdarv on -, sest
1 il 4 5 fud
a--=1 6 ja g on teineteise poordarvud.

Kaht murdu nimetatakse teineteise poordmurdudeks, kui
iihe murru lugeja vordub teise murru nimetajaga ja iimber-
poordult.

12

" ORI : ‘ Wi a
p ja 4 on teineteise pdordmurrud, sest z- 5

on teineteise péordmurrud.

Toodud definitsioonide alusel saab véiljendada jérgmist
murdude jagamise reeglit: selle asemel, et jagada mingit arvu
murruga, voib seda arvu korrutada selle murru pdérdmurruga.

Toepoolest
L ”d
brd T
g ad a d ¢ AR R %
kuid e =5b'c (kahe murru korrutamise definitsiooni
alusel).
T, B 8 v FRE 56 11
Jarelikult: b d b z ehk 15" g—-l-s'g—ﬁ——lﬁ

Seega voib jagamist vaadelda kui arvu korrutamist jagaja
poordmurruga.

§ 117. Murru korrutamise voi jagamise konkreetne maote
tema korrutamisel voi jagamisel tdisarvuga voi murruga.

1. Korrutamine tdisarvuga.
Korrutada murd % tiisarvuga ¢ tihendab leida vordsete
liidetavate murdude % summa juhul, kui nende arv on c.
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¢ liidetavat

Toepoolest g-c:g+g+_..+g=

¢ liidetavat

e N,
Segraahl el
SRt gritie

(murdude liitmise reegel)

:%C (loomulikkude arvude korrutamise definitsioon).
Téisarvuga korrutamisel on korrutis korrutatavast suurem.

2. Korrutamine murruga.

Korrutada antud arv murruga tihendab korrutada see ary
murru lugejaga ja jagada murru nimetajaga.

Selgitame algul arvu 2 korrutamist }l-ga.

b
& diocavl oy (murdude korrutamise definit-
bn b:n siooni jirgi)
oo (sest’ a-1=a loomulikkuda
~bn arvude korrutamise definitsiooni
jéargi).
Kuna I%z.,z:;’_”:: (murru  korrutamine loomuliku
i ' . arvuga)
ik (murru pohiomaduse jirgi), siis
véljendab murd ;71 korrutatava g iiht n-ndikku.

; 1 2
Seega on antud arvu korrutamine murruga , samavéirne
ithe n-ndiku leidmisega korrutatavast.

34728 a ’ m
Vaatleme niiiid arvu 5 korrutamist murruga e

a m __am __ (kahe murru korrutamise
e definitsiooni jirgi)
m_liidetavat (loomulikkude arvude kor-
S5 e e R rutamise definitsiooni alu-
bn sel)

934 :



S M I R e (murdude summa definit-
bn+bn+ +bn siooni jargi).- :

Nagu ndgime kujutab murd b"l?z korrutatava%ﬁht n-ndikkﬁ,
murd %:—, kui m sellise osa summa, kujutab m n-ndikku
osa korrutatavast %. Tahendab, arvu korrutamine murruga

m o% o . . .
-, On samavaarne m n-ndiku leidmisega korrutatavast.

Lihtmurruga korrutamisel on saadud korrutis korrutatavast viik-

sem, sest korrutamine lihtmurruga on samaviidrne osa leidmisega
3

arvust, nditeks 152%. Tahendab 15§ -st tuleb leida % , 0sa aga on

viiksem tervikust.

e

1
15 3 i

@l w

Korrutamisel murruga, mis vordub ithega, arv (korrutatav) ei
muutu. Liigmurruga korrutamisel korrutatav suureneb, sest liigmurd on
suurem kui 1.

=)

wol ==

Seega,

wi =3

Niide: 12-’-;- peab olema suurem kui 12, sest

7
korrutades 12 arvuga 3 votame 12 liidetavana 2 korda ja lisame

veel kolmandiku 12-st.

7 1 1 1
2 == o2 == s 2 -] = . 2 sm= o
12.5=12.25=1 ( +3) 12.2412.53=128

Kui mingi tegur vordub nulliga, siis vordub ka korrutis nulliga,
3 3
nagu tiisarvudegi puhul. Nditeks 5-0:0 ja 0-5——— 0.

Jagamise definitsiooni jdrgi leiame ithe teguri, kui on antud korru-
tis.ja teine tegur. Eespool selgitasime, et osa arvust leitakse murruga
korrutamisel.

Olesanne terve arvu leidmiseks (ithe teguri) arvu teatava kindla
osa (murru) suuruse jargi (korrutise ja iihe teguri jdrgi) lahendatakse
murruga jagamisel.

Nidide: Mis arvust 2 on 12?
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Antud on suurus 12, mis moodustab kindla osa (2) ithest tund-

matust arvust. Ulesanne lahendatakse jagades 12 ;-ga. Et tervik on
suurem oma osast, siis jagatis peab olema suurem 12-st:

3 .12.4
12.Z_T_16.

Seega saadakse arvu Jjagamisel lihtmurruga jagatisena jagatavast
suurem arv. Jagamisel murruga, mis vordub tihega, jagatis vordub
jagatavaga.

ol G i il
d 5 —_— e
i o L

O w
.

Liigmurruga jagamisel (jagaja on suurem kui 1) on saadud jagatis
jagatavast viiksem, s. t. jagaja- suurenemisel jagatis viaheneb.,

Murru jagamine nulliga pole v@imalik, nagu tdisarvugi jagamine
nulliga. Nulli jagamisel murruga on jagatis null.

§ 118. Murru suuruse muutumine sefle murru lugeja voi
nimetaja suurendamisel vai vihendamisel mingi arv korda.

L. Kui murru lugejat suurendada vgi vihendada mingi
arv korda, siis murd vastavalt suureneb voi viheneb sama
arv korda.

Murru % lugeja suurendamine % korda on eelneva pohjal
samavdadrne selle murru korrutamisega taisarvuga k, mille

resultaadina, nagu nigime, murd Z suurenes k& korda.
Umberp6ordult, murru lugeja vdhendamine k£ korda on sama-

véddrne murru jagamisega taisarvuga &, mille resultaadina

murd g véheneb & korda.

2. Kui murru nimetajat suurendada vai vihendada mingi
arv korda, siis murd vastavalt vdheneb v6i suureneb sama
arv korda.
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a - . . 3
Murru 7 nimetaja vihendamine k korda on eelneva

pohjal samavaadrne murru korrutamisega tdisarvuga k, mille

resultaadina murd % suureneb 2 korda.

§ 119. Loomulikkude arvude jagamisseaduste laiendamine
jagamisele murdudega.

1. Distributiivsus (jaotuvus) jagatava suhtes.
Selle asemel, et jagada kahe arvu summat (vahet) mingi arvuga,

voib jagada selle arvuga liidetavaid (vihendatavat ja fahutatavat) eraldi
ja leida saadud tulemuste summa (vahe).

; B L BTG HLP
Toestagda: (b—d)'f 3P a7

/81,80 ‘11—9.!5 ;
(b—d)'f (b 2 (§ 116 reegli alusel)
s e il 1 (distributiivsus murdude
T hielrdie korrutamisel)

a2 cye . .
=3:ft3:f (§ 116 reegli alusel).

i 5., 88 1. 6,28 ,85 % 1 7 B84+ 1
Naide (Zs'*"z—z')' M= @® AT N 0TI %0 30

9. Korrutamiste ja jagamiste rea kommutatiivsus (kolme arvu

puhul).
Korrutamiste ja jagamiste jirjekorra muutumisel resultaat ei muutu.
g o
s kuju gegipempizeg
2 kuiu o e Y
. kuju Bod' T rRd
Toestame kommutatiivsuse 1. kuju.
g-g:;:%:;: (kahe murru korrutamine)
ac
b-d--£= (§ 116 reegli alusel)
acf .
= (kahe murru korrutamine)
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= 7% b (korrutamise kommutatiivsus)
@ ficc £

=t I (murdude korrutamine)

=§:;:£ (§ 116 reegli alusel).

Kommutatiivsuse 2. ku

ju toestatakse analoogiliselt. Tgestus
Gppijate hooleks.

jddgu
3. Korrutamiste ja jagamiste rea assotsiatiivsus

Lokuju: selle asemel,
arvu korrutada Jagatavaga ja

(kolme arvu puhul).

et arvu korrutada Jjagatisega, voib seda
saadud korrutis jagada jagajaga,

=095

2. kuju: selle asemel,

et arvu jagada kahe teguri korrutisega,
voib seda arvy jagada esimese

teguriga ja saadud Jjagatist teise teguriga.

g' E f)-g’_c'_e
3. kuju: selle asemel,

et arvu jagada Jjagatisega, viib seda arvu
jagada jagatavaga ja saadud

Jjagatist korrutada jagajaga.

g:(g:;) =§:a-;.

Toestame assotsiatiivsuse 1. kuju.

afc. el a Q S ] y
5 ({—1 'f)— % e (murdude jagamise reegel)
=9 _ (murdude k tami
= e = € Korrutamine)
ac g . 4
= b= (murdude korrutamine)
e (‘f.f) J _(assotsiatiivsus korrutamisel ja kahe murru
el f ey korrutamine)
S h s i
"(b az (§ 116 reegli alusel),
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§ 120. Ulesanded antud arvu osa leidmiseks ja arvu
leidmiseks selle osa jérgi.

a) Antud arvu osa leidmine.

Ulesanne. Rong sditis 3373 km, 7 teest oli horisontaalne, g dile-
jidnud teest oli tousev, jdrelejadnud osa aga langev. Mitu km  soitis
rong langevat teed mooda?

Ulesande tingimused:

Uldse soideti 1abi 337 % km; horisontaalset teed oli § kogu teest,
tousvat teed oli g ilejadnud teest. Mitu km oli langust?

Siintees. Andmed on paigutatud sellesse jirjekorda, milles tuleb
nendega teostada tehteid. § kogu teest, s. o. 337%-st kilomeetrist, oli
horisontaalne. Nendel andmetel, korrutamisel murruga, leiame horison-
taalse teeosa pikkuse. 2 iilejadnud teest oli tousev. Jarelikult leiame
teise tehtega iilejadnud teeosa, seejirel filejadnud teest ning 16puks
viimase, langeva teeosa pikkuse. g

Ulesande lahendamise plaan.

1) Rongi poolt ldbitud horisontaalse teeosa pikkus.
2) Ulejadnud teeosa pikkus.

3) Tousva teeosa pikkus.

4) Langeva teeosa pikkus.

Lahendus.
75
1 7 B-7 525 1
g7 = LT e T =982 = (k).
1) 3372 9 5.9 5 26 2(m)
1
1 K s
2) 337 5 — 2625 =75 (km).
3_ 225 1 X
3) 75-5= g =283 (km).

p TR
‘b)Arvu Jeidmine selle osa jargi

Ulesanne. Todline kulutas 3 oma kuu tdotasust moobli  ostmi-
seks, 2 kogu todtasust toiduks, iilejadnud raha eest ostis ta saapad.
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Modbel oli jalanGudest 78 rubla vorra kallim. Leida toélise kogu téétasu
ja moobli hind. :

Ulesande tingimused:

Moobel — % toodtasust.

Toit — & todtasust. Kui suur on kogu tostasu?
Saapad — iilejadnud téétasu.
Moobel kallim saabastest 78 rbl.

Arutlus. Kogu tédtasu moodustab kolme liidetava summa:
modbli ostuks kulutatud osa ja toidu ning saabaste ostuks kulutatud
osad. Esimesed kaks liidetavat on teada, kuna kolmas on tundmatu.
Kuid selle moodustab kogu té6tasu ja kahe liidetava summa vahe.

Teades moGbli ja saabaste ostuks kulutatud tootasu osad, leiame
nende vahe té6tasu osana, mis peab iihtlasi olema 78 rubla. Saadud murd-
0sa sturuse jargi leiame kogu to6tasu, s. t. saame vastuse ilesande
esimesele kiisimusele. Teades kogu todtasu, leiame mobli ostuks kulu-
tatud summa, s. t. saame vastuse iilseande feisele kiisimusele.

Lahendamise plaan ja lahendus.

1) Kui suur osa tootasust kulutati mosbli ostuks ja toiduks?
g 5 6 11
sts=nt =i

2) Kui suur osa tdstasust kulutati saabaste ostuks?

L, 0,
5715

3) Kui suure to6tasu osa vorra kulutati mooblile rohkem kui
saabastele?

Fooaom A0
3 715 1515 T 15
4) Kui suur on kogu téotasu?
78 %:78-1521170 rubla. ,

5) Kui palju maksis mogbel?

1170 - % =390 rubla.
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XVIII peatiikk.

Kiimnendmurrud.

§ 121. Kiimnendmurdude deﬁnitsioon, lugemine ja
kirjutamine.

Murdu, mille lugejaks on siisteemiline tidisarv ja nime-
tajaks arvusiisteemi aluse aste, nimetatakse siisteemiliseks.

Niisuguse murru {ildkuju on:
aken+a, knt4., . 4-ak2tak+a; S N

km km ?

kus & on arvusiisteemi alus.

Erijuhul on kiimnendsiisteemi puhul siisteemilise arvu
nimetajaks arvu 10-ne aste.

Me nigime, et arvu kirjutamine kiimnendsiisteemis pohje-
neb numbrite kohavdartuse (positsiooni) printsiibile: liiku-
des iihe jargu vorra vasakule, suureneb numbri vaartus
kitmnekordseks ja iimberpoordult: liikudes iihe koha vorra
paremale, vaheneb numbri védirtus 10 korda. Seda printsiipi
kasutatakse siisteemiliste murdude kirjutamisel. Vastavalt
kohavidartuse printsiibile number, mis on arvus Kirjutatud
iihtesid tahistavast numbrist @, otseselt paremale, on kiimme
korda viiksem, kui ta asetseks ao kohal: Seega ei tdhista
see number iihtesid, vaid iihe kiimnendikke.

Number, mis asetseb kiimnendikke tdhistavast numbrist
otseselt paremal, viljendab sajandikke.

Iimselt asetseb see number iihtede numbrist a, kahe koha
vorra paremal. Kolmandal kohal asetseb tuhandikke viljen-
dav number jne.

1 1 1 1 e

— ey ===y eeey = VOib vaadelda,
10" 100 1000 10

kui uusi loendamisiithikuid, millede vahel valitseb sama seos,

Jérelikult, murde

16 Aritmeetika pedagoogilistele koolidele. 241



kui tdisarvude loendamisiihikutegi vahel ja nimelt: 1-ne
loendamisithik — kiimnendikud, 10 korda suuremad teisest
iihikust — sajandikkudest, 100 korda suuremad kolmandast
iihikust — tuhandikkudest jne.

Seega moodustavad uued loendamisiihikud koos varem
kindlaksmédratud loendamisiihikutega, mida kasutati loenda-
misel tdisarvudega, arvude piiramatu rea:

1 s TG T T R Ve g b i N
10" 100" 1000 10"
milles iga arv, lugedes vasakult paremale, on 10 korda
viiksem eelnevast arvust.

Nimetatud uute loendamisiihikute kasutamine vdimaldab
‘kirjutada igat murdu, mille nimetaja on arvu 10 mingi aste,
ilma nimetajata, tihistades ainult murru lugeja.

Selleks on tarvis arvu kirjutades eraldada mingi leppe-
mérgiga iihtede number otseselt jirgnevast kiimnendike
numbrist.

* Selleks leppemargiks on koma, mis asetatakse otseselt
iihtede numbri jérele, kui neid esineb antud arvus, s. t. kui
on antud segaarv (liigmurd). Kui aga siisteemiline murd ei
sisalda iihtesid, siis tdhistatakse iihtede koht nulliga, koma
aga asetatakse nulli taha. Samuti tihistatakse nullidega
puuduvate murdude lugejad, millede nimetajateks on 101,
102, ... jne. Kbigis iilejddnud osades on siisteemiliste
murdude kirjalik numeratsioon samane loomulikkude arvude
numeratsiooniga.

Murdu, mille nimetajaks on arvu 10 aste (ja mis on kir-
jutatud kiimnendsiisteemi numbrite kirjaliku kujutusviisi reeg-
lite alusel) nimetatakse kiimnendmurruks.

Eelmises peatiikis -vaadeldud murde —;— mistahes nime-

tajaga nimetatakse - erinevalt kiimnendmurdudest harilikku-
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deks murdudeks. Iga kiimnendmurdu voib viljendada
summana:
Qn 102 4 Gny <1071 f G 1072 40 -0y 102}

: b b b & b,
+a1-10+a0+—l;—+é+ﬁ;—+.;.—|— St Ebay

J0Mm ot
Viimane valem on kiimnendmurru iildvédljendus.
U : 56 807 5 6 8. 7
Kui an, @n-1, ..., ag, a3, @ vordub nulliga, siis on meil
tegemist lihtkiimnendmurruga, vastupidisel juhul — sega-
arvuga. Kui aga by, b, bs, ..., by vOordub nulliga, siis on
ilmselt tegemist tdisarvuga, sest
i i mhishogi
gorTlegr BRI 10% 5!

Esitatu alusel saab vaadeldavat kiimnendmurdu valjen-
dada jargmiselt:
a = Qpln-1 . . . A2Q410Q, b1b2b3 & bn—lbn';-“A, b1b2b3 S bn—-1bn-

56 807
23 5000 = 23,56807.

Selleks, et kirjutada kiimnendmurdu, mille nimetajaks on
arv iiks fihe voi mitme nulliga, tuleb kirjutada selle lugeja
ja eraldada komaga paremalt niimitu kiimnendkohta, kui-
mitu nulli on nimetajas.

Naide:

135
@6:0’135' 7

Kui nullide arv nimetajas {iletab numbrite arvu murru
lugejas, siis kirjutatakse lugejale vasakule poole juurde nii-
mitu nulli, et oleks voimalik eelmist reeglit rakendada.

Niide:

135
7600 000 — 0:000135.

Komast paremal pool asetsevaid numbreid nimetatakse
kiimnendmirkideks ehk kiimnendkohtadeks.
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Kui tdisosa vordub nulliga,' siis, nagu eespool tahendatud,
on meil tegemist lihtmurruga, millel on jérgmine kuju:
a::O, b1b2b3 3 e bu—lbn'

Mirgime, et koma ees asetseva nulli, niiteks 0,7846,
oleks vdinud &ra jitta ja alata murru kirjutamist otse
komaga, kuid selline kirjutusviis voib iiksikjuhtudel osutuda
ebaselgeks, seepirast ei ole kombeks koma ees- olevat nullj
dra jatta.

- Kui aga méned lugeja numbrid vérduvad nulliga, siis
nagu tdisarvugi kirjutamisel omavad need nullid olulist taht-
sust ja seepdrast ei vdi neid dra jatta, sest see muudaks
numbrite kohti ja iihtlasi ka nende vaéartust.

Vastupidi, parast kiimnendmurru viimast numbrit (s. o,
bn jargi) voib juurde kirjutada kuipalju tahes nulle, murru
suurus sellega ei muutu, sest:

S
iR g e =

Selgitame seda numbrilisel nitel.

Ndide 5 kiimnendikku vdrdub 50 sajandikuga, sest
iiks kiimnendik sisaldab 10 sajandikku; 50 sajandikku vordub
500 tuhandikuga, sest iiks sajandik sisaldab 10 tuhandikku
jne., seega 0,5:0,50:0,500:0,5000. .. Kirjutades juurde
nullisid, muutub antud kiimnendmurd, mille nimetaja on 10,
teiseks murruks, mis on antud murruga vordne, kuid nime-
tajaks on kiimne kérgem aste.

Mitme kiimnendmurry iihisnimetajaks on ilmselt arvu 10
korgeim aste, mis esineb antud murdude nimetajana, seega
on kiimnendmurdude {ihenimeliseks teisendamine &dirmiselt
. kerge, lihtsalt vastava arvu nullide juurdekirjutamine.

Selleks, et lugeda suure kiimnendkohtade arvuga kiim-
nendmurdu, jaotatakse ta alates komast paremale kolme-
‘numbrilisteks  rithmadeks, samuti nagu  jaotati tiisarvgi
lugemisel rithmadeks (ainult paremalt vasakule). Viimane
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rithm ei tarvitse olla tdielik (voib sisaldada 2 v6i 1 numbrit).
Kindlalt peab teadma aga iga rithma viimase numbri jarku.
Esimeses rithmas on viimaseks jarguks tuhandikud, teises
rilhmas — miljondikud, kolmandas riihmas — biljondikud
(miljardikud) jne. Algul loetakse tdisosa, siis jdrjestikku iga
rihma arv ja rithma viimase jargu iihiku nimetused. Kui
rithm pole téielik, siis nimetatakse viimase kiimnendkoha
ithikute nimetus. Rithmi eraldav vaike vahe kergendab
kiimnendmurru lugemist. Naiteks, 72,532 603 25 loetakse 72
tervet, 532 tuhandikku 603 miljondikku 25 sajamiljondikku.
Niisugusel lugemisel tekib teadvuses selge arusaamine
iihtede ja nende osade nimetuste erinevusest. Harilikult
loetakse aga arvu kiimnendkohti tdisarvude lugemise reegli
alusel, nimetades viimase kiimnendkoha jarku. Naéiteks:
12,0680536. Murdosa sisaldab kaht tdisrihma ja veel iiht
jarku. Teise rithma viimaseks jdrguks on miljondikud, jérg-
miseks kohaks — kiimnemiljondikud. Loeme: kaksteist
tervet, kuussada kaheksakiimmend tuhat viissada kolm-
kiimmend kuus kiimnemiljondikku. Voi 3502,083026 loetakse:
kolmtuhat viissada kaks tervet kaheksakiimmend kolm tuhat
kakskiimmendkuus miljondikku.

Sageli, kui kiimnendmurrul on viahe kohti, loetakse teda
nagu tdisarvu, s. t, jdetakse dra koma ja ainult 16puks nime-
tatakse viimase kiimnendkoha jéark. Naiteks 71,05 loetakse:
seitse tuhat sada viis sajandikku. Toepoolest 71 iihelist sisal-
dab 7100 sajandikku + 5 sajandikku, kokku 7105 sajandikku.

>
§ 122. Kiimnendmurru teisendamine harilikuks murruks.

Me nidgime, et igat kiimnendmurdu
a=A, b1b2b3 e bn-—lbm

ldhtudes kiimnendmurru kujutamise  pShimottest, voib
kirjutada:
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b by. b B b,
A, blbzbs...b,,.lb,,=A+T(;_+ﬁ+r;3_+,,,+mn_ll+W,

Teisendades murrud ithenimelisteks ja liites neid, saame:
A-10n4b, - 1014 b, . [0n-2 A s i 7 B 1045,
10n 3
‘Niide: 8,06324=8+%+%+ﬁ+ﬁ0=

806324
= 100000 *

Saadud hariliku murry lugeja kujutab enesest taisarvu
Abybsbs . .. byyb,, nimetaja aga niitab {ihelise osi, mis esi-
nevad antud kiimnendmurry viimasel kohal.

Selleks, et antud kiimnendmurdy viljendada hariliku mur-
runa, tuleb dra jitta koma ja saadud ary vétta hariliku
murru - lugejaks, kuna nimetajaks votta arvu 10 aste, mis vil-
jendab antud murru viimase kitmnendkoha osi.

: 235__ 235
Nédide: 0,0235':@-—1_0%.

§ 123. Kﬁmn_end_murdude vordsus ja ebavérdsus.

Olgu tarvis vorrelda kaht murdy: 0,24 ja 0,23876.

Selleks, et vorrelda harilikke murde, teisendatakse nad
iihenimelisteks  ja otsustatakse lugeja suuruste jirgi nende
vordsust voi ebavordsust, Eespool nigime, et kiimnend-
murde on kerge teisendada tihenimelisteks vastava arvy nul-
lide juurdekirjutamisega. Viiksema kiimnendkohtade arvuga
murrule kirjutatakse juurde (kas voi mottes) niipalju nulle,
et kimnendkohtade arv oleks molemal murrul {ihesugune,
s. t. teisendatakse nad ihenimelisteks: antud niites viljen-
dame sajandikud sajatuhandikkudes: 0,24000 ja 0,23878.
Vordsete nimetajate puhul on see murd suurem, mille lugeja
on suurem. 24000 > 23878, jarelikult 0,24 > 0,23878; sama-
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sugusel viisil .on kerge leida, et 4,2 > 3,1978; 42,085 < 42,1
jne.

Murdude suuruste vordlemisel ilma iihenimelisteks teisen-
damata (ka mitte mottes), vorreldakse nende sama jargu
numbreid, alates korgemast jargust.” Néiteks on viimases
niites korgeimaks jarguks kiimned. Nende arv on vordne
(neli), kiimnetele jargnevad iihed; ka nende arv on vordne
(kaks). Edasi vordleme kiimnendikke. Esimeses murrus on
0 kiimnendikku, teises aga iiks kiimnendik.  Kuna (kiim-
nendikkudele) jirgnevate numbrite summa, {ikskoik kuipalju
neid ka ei oleks, on viiksem eelneva jargu iihikust, s. t:
viiksem 0,1-st, siis arv, millel on 0 kitmnendikku, on vaiksem
arvust, mille kiimnendike arv om 1: 0,8574 > 0,857387, sest
vordsete kiimnendike, sajandike ja tuhandike arvu puhul on
esimese murru 4 kiimnetuhandikku suurem teise murru
3 kiimnetuhandikust.

Eespool vaadeldud kiimnendmurdude kujutamise pohi-
mottest tuletuvad jargmised kiimnendmurdude vordsuse ja
- yorratuse tunnused. '

1. Kiimnendmurrud on vordsed, kui nende murdude numb-
rid on iihesugused ja asetuvad koma stihtes samadel kohtadel,
arvestamata parast viimast tihendusega numbrit asetsevaid
nullisid.

2. Mitmest antud kiimnendmurrust on suurem see, mille
tiisosa on suurem; kui aga tdisosad on vordsed, siis on suu-
rem see murd, mille kiimnendikkude arv on suurem; kui aga
ka need on vordsed, siis on suurem see murd, mille sajandik-
kude arv on suurem jne.

§ 124. Murru suuruse muutumine koma nihutamisel.

Me nigime, et kiimnendmurru kujutamine p(')hjeneé numb-
rite kohaviartuse printsiibil koma suhtes, mis eraldas tais-
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osa kiimnendkohtadest. - Seega koma viimine vasakule voi
paremale muudab murry suurust. Vaatleme iga sddrast juhty
eraldi.

. Koma nihutamine Paremale,

Koma nihutamisel »n koha vorra paremale kiimnendmurd
suureneb 10~ korda.

T6epoolest, koma viimise] iihe koha vérra paremale iga
kiimnendkoht 1iheneb lihe koha vdrra komale ja kujutab
seega 10 korda suuremaid tihikuid kui enne. Koht aga mis
asetses enne otseselt komast paremal, kujutab niiiid iihtesid.

(§ 122), et igat kiimnendmurdu vgib vaadelda kui iihelise
kiimnendosade summat. Kuna koma nihutamisel iihe koha
vorra paremale, Suurenes selle summa iga liidetav 10 korda,
siis suureneb ka kogu summa 10 korda.

Analoogiliselt arutledes vaib kergesti kindlaks teha, et
koma nihutamisel 5 koha vorra paremale kiimnendmurd suy.
reneb 107 korda.

2. Koma nihutamine vasakule.

Koma nihutamisel n koha vérra vasakule kiimnendmurd
viheneb 10~ korda.

Arutledes samuti kuj eelmisel juhul jouame kergesti veen-
dumusele, et koma nihutamine vasakule mojub murru suury-
sele vastupidiselt, kuj koma viimine paremale,

Niide. Antud on arv 7435." Koma nihutamisel kahe koha vorra
vasakule arv viheneb 102, s. t. 100 korda. Saame 7435. 7 sajalise
asemel on niiiid 7 tihelist, kiimnendike asemel on niiiid sada korda viik-
semad osad — tuhandikud.

Kui koma eji ole voimalik nihutada, sest arvu tdis- voi murdosa ei
sisalda piisavalt numbreid, siis korvaldatakse see raskus nullide juurde-
kirjutamisega, murdosale — paremale ja tdisosale — vasakule. Niiteks
olgu tarvis 0,15 vidhendada 100 korda; 0,15 asemel kirjutame 000,15:
nihutame koma 2-he koha vorra vasakule, saame 0,0015. Olgu tarvis
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1,6 suurendada 1000 korda. 1,5 asemele kirjutame 1,500; siis nihutame
koma 3-e koha vorra paremale ja saame 1500, mis ongi otsitav. korrutis.

Olgu tarvis 23,125 vdhendada 1000000 korda. Kirjutame arvu sii-
raselt: 0000023,125; siis nihutame koma kuue koha vérra vasakule,
saame 0,000023125. Selleks, et suurendada sama arvu 1000000 korda,
kirjutame ta sddraselt:  23,125000; siis nihutame koma 6 jirgu vorra
paremale, saame 23125000.

Kui tdisarvu vaadelda kiimnendmurruna, millel on paremal pool
koma iiksk6ik kuipalju nullisid, siis tdisarvu suurendamist voi vihenda-
mist 10, 100, 1000, ... korda teostame koma nihutamisega paremale voi
vasakule 1, 2, 3, ... koha vorra. Niiteks 25,00 vidhendades 100 korda,
saame 0,25; 43,00 suurendades 10 korda, saame 430,0 = 430.

3. Koma drajidtmine.

Kui antud arvul on n kiimnendkohta, siis koma drajat-
mine on ilmselt samavddrne koma nihutamisega n koha vorra
paremale. - Jérelikult suureneb koma d4drajdtmisel kiimnend-
murd 10" korda, kui kiimnendkohtade arv murrus oli #n.

Nédide: 456 on sada korda suurem kui 4,56.

Miérkus. Arvu suurendamist voi vdhendamist 10, 100 jne.
korda koma nihutamiséga paremale v0i vasakule kasutatakse mee-
term6odustiku iihikutes viljendatud nimega arvude teisendamisel,
sest meetermdodustiku’ mootude  iihikulised suhted vorduvad arvu
10 vastavate astmetega.

Nédide 1. Viljendada murd 0,037865 t vdiiksemates
ithikutes. Tonnis on 10 tsentnerit. Sellleks, et 0,037865 t vil-
jendada tsentnereis, on tarvis 0,037865 korrutada 10-ga. Kiim-
nendmurru korrutamiseks 10-ga viiakse koma iihe koha vorra
paremale. 0,037865 t=—10,37865 ts. Tsentner on 100 kg.
Jirelikult 0,37865 ts— 37,865 kg==237865 g. Kilogrammi ja
grammi dihikuline suhe on 1000, korrutamisel 1000-ga viiakse
koma kolme koha vorra paremale.

Nadide 2. Viljendada 285637,8 cm2 suuremates iihiku-
tes. Iga ruutiihik sisaldab 100 jargmist vdiksemat iihikut,
seega teisendame 100-ga jagades ruutsentimeetrid ruutdet-
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simeetriteks, edasi teisendame 100-ga jagades ruutdetsimeet-
rid ruutmeetriteks jne.

Jagamine sajaga toimub koma nihutamisega 2-he koha
vorra vasakule,

285637,8 cm?2 = 2856,378 dm? — 28,56378 m2 —
=0,285637 Dm? jne. _

Nadide 3. Viljendada meetrites mitmenimeline « ary
2km 7 hm 6 Dm 8 m 5 dm 2 cm. Teades, et kilomeeter on
tuhat meetrit, hektomeeter' — sada meetrit, dekameeter —
kiimme meetrit, detsimeeter on kiimnendik ja sentimeeter
sajandik meetrist, kirjutame antud mitmenimelise arvu meet-
rites: 2768,52 m. Viies koma vasakule, on kerge viljendada
antud arvu suuremates iihikutes; viies koma paremale, pee-
nestame antud arvu mistahes véiksemateks iihikuteks.

Nédide 4. Muuta iihenimeline arv 65876 sentiliitrit
mitmenimeliseks arvutks. 1 liiter = 100 sentiliitrit, jareli-
kult 65876 cl==658,76 1=—=6 hl 5 D1 8 17 dl 6 cl.

Koik tehted meetermdodustiku nimega arvudega toimuvad
samuti kui kiimnendmurdudega.

§ 125. Tehted kiimnendmurdudega.

Me négime juba, et kiimnendmurdude kirjalik numerat-
sioon on samane tiisarvude numeratsiooniga. See lihtsustab
tunduvalt tehteid kiimnendmurdudega, voimaldades teostada
neid teatavatel tingimustel tdisarvude tehete reeglite alusel.

l. Liitmine.
Kiimnendmurdude liitmine toimub samuti nagu tiisarvude
liitminegi.
Vaadeldes harilikke murde, me négime, et mistahes mur-

dusid saab liita, teisendades neid {ihenimelisteks ja liites
lugejad.
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On ilmne, et vordsustades nullide juurdekirjutamisega
antud kiimnendmurdude kiimnendkohtade arvu, me teisendame
nad iihenimelisteks. Sel puhul tuleb summa leidmiseks jatta
koma tdhele panemata ja liita murrud nagu tdisarvud ning
seejirel eraldada saadud summas komaga paremalt poolt nii-
palju kiimnendkohti, kuipalju neid oli liidetavais pérast ihe-
nimeliseks teisendamist.

Praktiliseks otstarbeks voib kiimnendmurdude liitmise
reeglit sonastada jargmiselt: mitme antud kiimnendmurru
liitmiseks tuleb nad paigutada nii, et komad ja sama jargu
numbrid asetseksid iihes vertikaalses veerus iiksteise all,
pirast seda liita nad tdisarvude liitmise reegli alusel ja saa-
dud resultaadis paigutada koma liidetavate komade alla.

Ndide: 3,743 + 12,56 = 16,303

3,743
+ 12,56
16,303

2. Lahutamine.

Kiimnendmurdude lahutamine toimub samuti nagu tais-
arvude lahutaminegi. : ;

See jareldub murdude lahutamise tehte olemusest.

Niide 1. 48,7 — 5,654 ’

Kirjutame lahutatava vihendatava: alla nii, et vastava
jargu iihikud seisaksid teineteise all:

A<
5,654
43,046
Selleks, et lahutada 4 tuhandikku, votame iihe kiimnendiku
ja peenestame selle sajandikkudeks, 10-st sajandikust vGtame

iihe sajandiku, peenestame selle tuhandikkudeks. 7 kiimnen-
diku asemele jddb 6 kiimnendikku, 10 sajandiku asemele jéib
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9 sajandikku ja 10 tuhandikku. Lahutamist teostame jarkude
jérgi: 10-st lahutame 4; 9-st 5; 6-st 6 ja 8-st 5.
Niide 2.
9
8,584

5,416

9-st iihelisest votame iihe ja peenestame selle kiimnendik-
kudeks, 10-st kiimnendikust votame iihe kiimnendiku ja pee-
nestame selle tuhandikkudeks, Viimase numbri lahutame 10-st,
koik iilejaanud, millede kohal pole vihendatava numbreid,
lahutatakse 9-st. Resultaat: 5,416.

3. Korrutamine,

Selleks, et korrutada kiimnendmurde tuleb dra jitta nende
komad ja korrutada saadud tiisarvud ning korrutises eraldada
komaga paremalt poolt niimity kiimnendkohta, kuimitu neid
oli korrutatavas ja korrutajas kokku,

Olgu tarvis korrutada kiimnendmurd a=’1%. kiimnend-
B
murruga ﬂhm.
Murdarvude korrutamise definitsiooni aluse] on antud
kiimnendmurdude korrutis:

AB ; AB
o 10™ 10" Sk adee .’

Siit jargneb, et antud kiimnendmurdude korrutise leiame,
kui komad éra jdtame ja saadud taisarvusid korrutame ning
seejdrel saadud korrutises paremalt poolt komaga eraldame
(m + n) kiimnendkohta.

Ndide: Antud: 0,056-0,13. Kirjutame tegurid harilik-
kude murdudena:

56 13
1000 100 °
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Korrutame harilikkude murdude korrutamise reegli alusel:

728
1000 - 100 °

Saadud korrutise kirjutame nimetajata, milleks kirjutame

lugej_a,_Ja eraldame paremalt poolt komaga umtu kohta,
u nulli on nimetajas. Nimetajas on 3 4 2 nulh s t

korrutises tuleb paremalt poolt eraldada nupal]u kiimnend-
kohti, kuipalju neid on korrutatavas ja_ korrutajas kokku. Kui
korrutise lugejas ei ]atku numbreid, siis kirjutatakse vasa-»‘f
kule poole nullisid juurde: 0,056 - 0,13 = 0,00728.

Tehe paigutatakse nii:

0,123 |
><058

Kiimnendmurdude korrutamist saab asendada kiimnend-
murru ja_t tdisarvu korrutamisega. Selleks jdetakse korrutajas
ira koma ja “korrutatavas nihutatakse koma niimitu_kohta
vasakule, kuimitu kiimnendkohta oli korrutajas, s. £ korru-
tajat suurendatakse ja korrutatavat vdhendatakse samapalju
kordi, — korrutis ei muutu.

3,51-0,42 =0,0351 - 42 — 1,4742.

Korrutatakse tiisarvude korrutamisreegli alu-
0,0351 sel, komale tédhelepanu pooramata ja eraldatakse
42 siis korrutises paremalt poolt niimitu kohta, kui-

702 mitu neid on korrutatavas.
+1404 See reegel on rakendatav ka siis, kui iiks
" 14742 tegureist on tdisarv; sel juhul eraldatakse kor-
i rutises niimitu kiimnendkohta, kuimitu neid oli

teises teguris.
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Erijubul, kui iihel tegureist on n kiimnendkohta, teine
tegureist vordub aga 10m-ga, voib korrutise saamiseks nihu-
tada koma m koha vorra paremale, sest antud murru korruta-
mine 10m-ga on samaviirne selle murru suurendamisega
10m korda, mis teostub kergesti koma nihutamisega m koha
vorra paremale (§ 124). Kuj seejuures n < m, siis tuleb
korrutises viimase tdhendusega numbri jargi  kirjutada
(m — n) nullf.

4. Jagamine.
Kahe kiiinnendmurru jagamine taandub kahe tiisarvu
jagamisele.
Olgu tarvis jagada kiimnendmurd iz 1—‘04% kiimnendmur-
B
I'nga ﬂ— 1—0”—.
Kahe murru jagamisreegli alusel saame:

L A A-10" :
Aip=—=—r fersaie Lolia ehk ATy b SR Loy 2 a0, A . n
P 10" 10™-B @ p= o> kus A-10° ja

B-10m on tdisarvud.

Pérast saadud murru

A-10" i Wy
e taandamist lugeja ja nime-

taja S. U-ga, viljendub ta kujus%, kus x ja y on iihistegu-
rita arvud.

Seega kiimnendmurru jagamine kiimnendmurruga taandus
kahe tadisarvu jagamisele. Kui tiisarvy A-10" jagub jiagita

taisarvuga B-10m, siis on jagatis a:ﬂ:%samuti tdisarv.
Vastasel korral vaadelday jagatis on harilik murd.

. > '__56. 7 _56-1000_
Nalde. l) 0,560,007-—-1—06.T.OO——T1~‘0—0——80.

. 36 .48  36.10 3
2) 0,36:48= 15 S5 = Trior = 5 -
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Tekib kiisimus saadud hariliku murru véljendamise voi-

malusest kilmnendmurruna. = osa) Zde o d yatieud’ {;‘;1»*' 2 A
: g £ : S e )

Nagu ndeme edaspidi pole hariliku murru valjendamine f.i778700%
kiimnendmurruna tipselt alati voimalik. Jarelikult, kitmnend-

murru_jagamisel kiimnendmurruga saaday_tdpne jagatis ei
ole alati viljendatav kiimnendmurruna tépselt.

- Vaatleme, kuidas praktiliselt teostatakse kiimnendmurdude
jagamist, kui soovitakse vastust saada kiimnendmurruna.

1. Kiimnendmurru jagamine tdisarvuga.

Niide 1. Antud: 61,48:8.
jargu iihikud: 61 iihte lahutame liidetavaiks 56 + 5; jagami-
sel 8-ga saame jagatiseks 7 iihte ja jddgiks 5 iihte. 5 iihte
peenestame kiimnendikkudeks ja jagatise 7 iihte-eraldame
komaga jargnevatest kiimnendkohtadest. Jatkame jagamist.
5 iihte = 50 kiimnendikku, liidame jagatava 4 kiimnendikku.
54  kiimnendikku lahutame liidetavaiks: 48 kiimnen-
dikku + 6 kiimnendikku. Jagatiseks saame 6 kiimnendikku.
Jadgi 6 kiimnendikku peenestame sajandikeks, saadud
60 sajandikuga liidame jagatava 8 sajandikku. 68 sajandikku
jagame 8-ga. Jagatiseks saame 8 sajandikku ja jadgiks
4 sajandikku. Jddgi peenestame tuhandikkudeks: 40 tuhan-
dikku jagub 8-ga jadgita. Nii saadakse 61,48 jagamisel 8-ga
tipne jagatis: 7,685.
61,48:8 =17,685
54
68
40
0
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Nidide 2. -Antud: 172,9:11,

Votame kdrgema jargu iihikud, 17 kiimmet ja jagame
11-ga, saame jagatiseks iihe kiimne ja jaagiks 6 kiimmet.
6 kiimmet peenestame iihtedeks, saadud 60 iihega liidame
jagatava iihed ja saadud 62 linte jagame 11-ga. Jagatiseks
saame 5 iihte ja jaigiks 7 iihte.

172,91 1:== 15,71 Ulejadnud 7 iihte peenestame kiim-

62 nendikeks, kiimnendike jagamisel saame
79 jagatiseks ‘samuti kiimnendikud, see-
20 pérast eraldame jagatises iihed komaga.

79 kiimnendiku jagamisel 11-ga saame

9 7 kiimnendikku ja jaagiks 2 kiimnen-
dikku. 2 kiimnendikku peenestame sajandikkudeks: 20 sajan-
dikku jagame 11-ga. Saame iihe sajandiku ja jadgiks 9 sajan-
dikku. Jidgi voime peenestada edasi tuhandikeks ja jitkata
jagamist seni, kunj jagamine 16peb jdigita voi oleme saanud
jagatiseks soovitud jirgu. Oletame, et soovime jagatise saada
kuni” sajandikkudeni.

172,9 : 11 = 15,71.

Laineline  vordusmirk  tdhendab 1j gikaudselt
vordne; 1571 on ligikaudne jagatis. Tapne jagatis on
1§,71 + %ﬁ'?jﬁqu}f.ku' Ara jattes % sajandikku, teeme vea,
mis_on_vaiksem _jihest sajandikust; seepirast nimetatakse
jagatist 15,71 ligikaudseks jagatiseks tapsusega kuni 0,01 ehk

veaga alla iiks sajandik. Viimane number jagatises viljendab
samuti sajandikke. Kui aga selle asemel, et ira jatta murdu

TQT sajandikku, tdiendame seda Tzf sajandikuga, s. t. kuni
taissajandikuni, siis saame jagatise 15,71 + (%—-{—1—21) _sajan-
dikku = 15,71 4 0,01 = 15,72. Teine jagatis on suurem tap-
sest jagatisest»%—hsajandiku vorra. See on samuti ligikaudne

jagatis veaga alla iihe sajandiku. Jarelikult meil on kaks ligi-
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kaudset jagatist veaga alla 0,01: 15,71 ja 15,72. Nende vahe
on 0,01 ja erinevus tdpsest jagatisest viiksem ku1 0,01:

1571 < 2B 2699

Esimest jagatist nimetatakse ligikaudseks jagatiseks
puudusega ja teist —liiaga.
Ligikaudse jagatise maaramisel v6etakse jagatis puudu-

sega, kui jagamise jddk on vaiksem kui ~ 5 jagajat ja litaga,

kui jdak on suurem voi vordne —2-1aga]aga.
Naide: 539388 :17=3,17287

29
123
119
48
148
136
120
119
Jagatis 53,9388 : 17
tapsusega kuni 0,1 on 3,2 (votame jagatise liiaga, sest jadk on 12)
5 » 0,01 Wi ndT (votame puudusega, jadk 4)
,» 0,001 » 3,173  (votame liiaga, jadk 14)

% , 00001 -, 3,729 (votame liiaga, jadk 12)

& , 0,00001 ,, 3,17287 (votame puudusega, jaak 1).

Tulemus. Kiimnendmurru jagamine tdisarvuga toimub
samadel alustel nagu tdisarvude jagaminegi, s. t. jagaja lahu-
tatakse niisugusteks liidetavateks, milledest igaiiks jagub antud
jagajaga, kusjuures jidgid peenestatakse jirjest vidiksemateks
kiimnendosadeks ja tehet jitkatakse niikaua, kuni saadakse
tipne jagatis voi ligikaudne jagatis teatava tdpsusega.

Erijuhul, kui jagaja vordub 10m-ga, v6ib jagatise saami-
seks koma nihutada m koha vorra vasakule, sest antud kiim-

17 Aritmeetika pedagoogilistele koolidele. 257



nendmurru jagamine 10™-ga on samaviirne selle vihendami-
sega 10™ korda, mida teostatakse koma nihutamisega m koha
vorra vasakule. Kui seejuures kohtade arv vasakul pool komat

on vdiksem kui m, siis paigutatakse puuduvate kohtade ase-
mele nullid.

2. Jagamine kiimnendmurruga.

"Mingi arvu jagamisel kiimnendmurruga tuleb jagajas dra
jitta koma ja suurendades jagatavat niimitu korda, kuimitu
korda suurenes jagaja koma irajitmisega, teostada jagamine
tdisarvuga jagamise reegli alusel.

Olgu tarvis kiimnendmurd o= mi"‘ jagada kiimnendmur-

ruga fe— lg” ;
Saame:
A B A B i iz
= =1—10" }: [— -10"| = i
@ b= (10’" ) (10“ ) 19Ea0g e

muutu jagatava ja jagaja korrutamisel iihe
ja sama arvuga)

(ng.- 10") : B (jdreldus jagamise definitsioonist).
Seega taandub jagamine kiimnendmurruga toepoolest
jagamisele tdisarvuga.
See jagamise reegel oli toodud eespool.
Nédide: Jagada 0,0087563: 0,014 tdpsusega kuni 0,001.
0,0087563 : 0,014 == 8,7563 : 14 — 0,625
; 84
L
76
Gl

Jaadk on vdiksem kui pool jagajat, jirelikult votame jaga-
tise puudusega.
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XIX peatiikk.

Kiimnendmurrud ja harilikud murrud.

§ 126. Harilikkude murdude teisendamine kiimnendmurdudeks.

Definitsioomn. Muuta harilik murd kiimnendmurruks
tihendab leida niisugune kiimnendmurd, mis vordub antud
hariliku murruga.

Teoreem. Kui antud taandamatu hariliku murru nime- ,’

taja ei sisalda teisi algarvulisi tegureid peale 2 ja 5, siis val-
jendub see murd tadpselt kiimnendmurruna,

Antud: taandamatu harilik murd T , kusjuures b==
= 2m.5n

Toestada: murd -% véljendub tépselt kiimnendmurruna.

Teoreemi eelduse kohaselt b=2m-5n Jarelikult murd

=2 . Vaatleme, kas saab murdu muuta kiim-

* a
Lo LR gt
nendmurruks. Seejuures voib esineda kolm ]uhtu

a) m=n, b) m>n ja c) m<n. Vaatleme neid juhtu-
meid eraldi.

a) Kui m=n, siis murru nimetaja on arvu 10

Zm .5’1

aste ja nimelt 2m - 57 = 10"

Tédhendab ————-

el a
2"‘ B g
Jarelikult, antud taandamatu murd % on viljendatav tdp-

selt kiimnendmurruna.

+# INdide: 23—3%——27-_—:0137
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b) Kui m > n, siis on alati véimalik murru TR luge-
jat ja nimetajat korrutada arvuga 5m=.
Siis saame:
a a ._a-5’"_” o 11 AT e R, A
b T 2m.5% gm.gt.gm—m . gm.gm - ygm

Jarelikult on vaadeldaval juhul antud murd %té‘pselt
véljendatav kiimnendmurruna.

Natde 23, 28 . 23.52 28,35 515 —0,575.
ol O S SERE B B N
¢) Kui m < n, siis on alati vdimalik murru g luge-
jat ja nimetajat korrutada arvuga 2mm
Siis saame:
a a a.on—m a.-on—m a-on—m
3—_2"'-5"—2"‘-5"-2"_m= on , mn o 10"

Jérelikult valjendub sel juhul antud murd téapsalt kiim-
nendmurruna.
Niide:
17 17 17.22 17 -4 68

250 2.50  2.58.28 — 28,58 — jo5 — 0,088.

Kaks hariliku murru kiimnendmurruks
teisendamisviisi.

Hariliku murru teisendamine kiimnendmurruks on teosta-
tav kahel viisil: :

1) antud murru nimetaja algtegureiks lahutamise ja sel-
lele jirgneva lugeja ja nimetaja korrutamise teel 2 ja 5 nii-
suguse astmega, et nimetajas tekiks arvu 10 mingi aste.

2) lugeja jagamise teel nimetajaga.

Esimest viisi kasutasime teoreemi toestamisel.
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Teine viis on enam kasutatav kui esimene, sest see on
rakendatav ka nendele murdudele, mis teisenduvad ainult ligi-
kaudseteks kiimnendmurdudeks.

Kuna meie vaatleme iga harilikku murdu kui selle lugeja
ja nimetaja jagatist, siis hariliku murru muutmiseks kiim-
nendmurruks tuleb selle murru lugeja jagada nimetajaga
sama reegli alusel kui kiimnendmurru jagamine tdisarvuga.

Niide 1. On antud harilik murd —%.'Muudame selle

kiimnendmurruks esimesel viisil:

Sl 17 X 17.5.5.5 __ 2125
80 2.2.2.2.5  2:2.2.2.5.5.5.5 10000

= 0,2125.

Nidide 2. On antud harilik murd %. Muudame selle
kiimnendmurruks teisel viisil, jagades lugeja nimetajaga.
Nii saame:
1718

170 0,2125
160

100
fiat.
200
160
400
400

0

Jireldus. Kui taandamatu harilik murd muutub tép-
selt kiimnendmurruks, siis saadud kiimnendmurru kiimnend-
kohtade arv vordub murru nimetajas olevate tegurite 2 ja 5
suurema astendajaga.

Vaadeldud esimeses niites oli nimetaja 80==24-51. Saa-
dud kiimnendmurd vordub 0,2125, s. t. omab neli kiimnend-
kohta.
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§ 127. Hariliku murru viljendamine kiimnendmurruna
ligikaudselt.

Me tegime kindlaks (§ 126), et harilik murd viljendub
ainult siis tédpselt kiimnendmurruna, kui selle nimetaja ei
sisalda mingeid teisi tegureid peale 2 ja 5.

Iga harilik murd ei rahulda neid tingimusi ja seetsttu ei
ole ka iga harilik murd tipselt véljendatav kiimnendmurruna.
Kui hariliku murru nimetajas on peale 2 ja 5 veel teisi tegu-
reid, siis viljendub ta kiimnendmurruna ligikaudselt puudu-

sega voi liiaga.

Olgu % taandamatu harilik murd, milles a ja b on loo-
mulikud arvud, kusjuures nimetaja b ei koosne eranditult
tegureist 2 ja 5. Vaatleme, kuidas leida murru —Z— ligikaud-

: Vgl ihs ek Ll
seid véartusi tipsusega kuni ¢y puudusega voi lilaga. Vas-

tavalt kiimnendmurru ligikaudsete véartuste definitsioonile
peame leidma kaks kiimnendmurdu, mis rahuldaksid jargmist

tingimust:
.0

a k41
e e

10"

Korrutades monotoonsuse seaduse alusel antud arvud
10"-ga, saame:

k< —2-10"< k1.
Sellest kirjutisest nihtub, et £ on murru _"'blﬁon taisosa
ehk arvude a-10" ja b jagatise taisosa. Jérelikult% on
murru —:— ligikaudne vadrtus tipsusega kuni -

A 10"’
k i i
1;; — samasuguse tdpsusega ligikaudne viirtus,

kuid puudu-

sega ja
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kuid lilaga. Tahendame, et vastavalt kiimnendmurru definitsi-
k B4 1
0

oonile molemad saadud kiimnendmurrud o o

ja sisal-

davad n kiimnendkohta.

Esitatust jargneb, et antud murru -;— ligikaudse véaartuse
1

leidmiseks tapsusega kuni 10“‘ tuleb see murd korrutada

107-ga, leida saadud korrutise: tiisosa ja eraldada selles
komaga n kohta paremalt.

N 4ide: Viljendada harilik murd g kiimnendmurruna

tipsu NV L
psusega kuni 4555 -

Jagades korrutise (32-'1000) arvuga 7, saame jaga-
tise 4571 ja jadgi 3. Eraldades leitud jagatises paremalt

poolt 3 kiimnendkohta, leiame antud murru ?73 ligikaudse
vidrtuse puudusega tdpsusega kuni 1

1000

Seega 373 ~ 4571 (puudusega) ehk —373 ~ 4572 (liiaga).

Praktiliselt toimub hariliku murru muutmine antud tap-
susega ligikaudseks' kiimnendmurruks jargmiselt: jagatakse
lugeja nimetajaga, peenestatakse saadud jddgid vaiksemateks
osadeks seni, kuni saadakse jagatises soovitud osad. Jagatis
voetakse pundusega, kui viimane jéak on viiksem kui pool
jagajat, ja liiaga, kui jadk on suurem voi vordne poole’
jagajaga.

Selleks, et sama murdu ? muuta kiimnendmurruks tép-
susega kuni 0,001, jagame lugeja nimetajaga, kuni saame
jagatises tuhandikud.
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_32:7=4571

28
35 Jadk 3 on viiksem kuj pool jagajat,
5 seega votame jagatise puudusega.
49
10
v
3
32
- 4571

Sama murd tépsusega kunj 0,1 vordub 4,6-ga. (Jagatis
voetakse lilaga, sest jaik 4 on suurem Kui pool jagajat.)

§ 128. Perioodilised murrud,

Sel juhul, kui antud taandamatu murru -—‘;— nimetaja ei
sisalda iildse algtegureid 2 ja 5 voi sisaldab peale nende veel

mingeid teisi algtegureid, siis korrutise a- 10n jagamine b-ga
ei 1ope, sest kui jagamine 16peks, siis saaks murdu -g— véljen-
dada kiimnendmurruna tipselt, mis aga vaadeldud juhul
§ 126 teoreemi alusel esineda ei saa. Jarelikult saame jaga-
misel alati jddgi, mis on vdiksem jagajast b. Nendeks jaaki-
deks voivad olla ainult loomulikkude arvude rea arvud
(AL S e § e 1). Siit jargneb, et vihemalt b-nda jiigina
(kui mitte varem) peab korduma mingi arv niidatud loomu-
likkude arvude reast. Kui aga mingi jaak juba kordub, siis
peab ka korduma vastav jagatise number. Ilmselt hakkavad

parast seda jdiki korduma ka jagatise numbrid endises jérje-
korras.
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Lopmatut kiimnendmurdu, mille {iks number voi mitme

numbri kogum kordub muutumatus jarjekorras, nimetatakse

perioodiliseks murruks.

Samas jadrjekorras korduvate numbrite kogumikku nimeta-
takse selle murru perioodiks.

Perioodilised murrud jagunevad puhtperioodilisteks ja
segaperioodilisteks. g

Puhtperioodiliseks murruks nimetatakse niisugust perioo-
dilist murdu, millel periood algab kohe esimesest numbrist
pédrast koma.

Segaperioodiliseks murruks nimetatakse niisugust peri-
oodilist murdu, mille periood ei alga mitte esimesest kohast
pdrast koma, vaid koma ja perioodi vahel on iiks voi mitu/
mittekorduvat numbrit.

Nditeks: 3,267267267... on puhtperioodiline murd;
573267267267 ... on_segaperioodiline murd.  Perioodilise
murru kirjutamisel asetatakse harilikult periood sulgudesse
ja kirjutatakse -ainult iiks kord.

Niiteks: 3267267267...—3,(267) b5,73267267267 ...
= 5,73(267).

Uldkujul kirjutatakse puhtperioodilist murdu, milles on
A tervet ja perioodis n numbrit nii:

A,b1b2b3 . bnb1b2b3 el ot ehk lﬁhemalt A,(b1b2b3 o an bn).

Segaperioodilist murdu, millel on & numbrit enne perioodi
ja n numbrit perioodis, kirjutame jargmiselt:

A,b1b2b3 Ve bkale2bk+3 v's bmle bHQbH3 . bm et
ehk lithemalt:
Abibobs ... by(beribrrabers. - - Diia)-
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1/ § 129. Hariliku murru muutmine I6plikuks voi perioodiliseks
= kiimnendmurruks,

Ulalesitatust tuleneb jargmine reegel:

Hariliku murru muutmisel kiimnendmurruks tekib Ioplik
kiimnendmurd voi perioodiline murd.

Toepoolest, kui antud taandamatu hariliku murru nime-
taja ei sisalda teisi algtegureid peale 2 ja 5, siis viljendub
see murd teoreemi § 126 kohaselt ainult 16pliku kiimnend-
murruna.

Kui aga antud taandamatu hariliku murru nimetaja iildse
ei sisalda algtegureid 2 ja 5 v5i sisaldab peale nende veel
teisi algtegureid, wiis nagu § 128 selgitati, jagamine ei
16pe, kusjuures jagatises saadakse tingimata perioodiline
murd.

Teoreem 1. Kui kahe arvu jagamisel kolmandaga

tekivad vordsed jiigid, siis nende kahe arvu vahe jagub jai-
gita antud kolmanda arvuga.

Antud: arvu e jagamisel d-ga tekib jaik r,
arvu b jagamisel d-ga
Toestada: (a—b) : d.
Oletame, et a: d=gq (jaak r),
b:d=gq, (jaik 7).
Siis a=dg+r ja b=dg;+r

a—b=dq+r—(dg, +r)=dq—dq, =d(g—gq,),
millest jargneb, et (a—0b) : d.

”» » r'

Poordteoreem.

Kui kahe arvu vahe jagub kolmanda avruga, siis tekivad
nende kahe arvu jagamisel kolmanda arvuga vordsed jaigid.

Antud: (a—b) : d.

Toestada: a jagamisel d-ga ja b jagamisel d-ga saa-
dakse vordsed jadgid.
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Oletame, et a:d=4q (jaak r),

b:d=gq, (jdak ry).
Siis

a==dq+r ja b=dqi+r;.
Lahutades esimesest vordusest teise, saame:

a—b=dq+r—(dg+r)=dqg+r—dg—ri=
=d(g — Q)4 (r - n)

Vaatleme (a — b) jagatavana, d — jagajana, (¢ —¢1)
— jagatisena ja (r—ry) jadgina. Kuid poordteoreemi eeldu-
sest teame, et (@ — b) jagub d-ga jddgita, millest jargneb, et
jaak (r—ry) vordub nulliga. Kui aga r—r=0, "siis
r==ry.

Teoreem 2. Kui taandamatu hariliku murru nimeta-
jal ei ole arvuga 10 iihistegureid, siis niisuguse murru muut-
misel kiimnendmurruks tekib puhtperioodiline murd, kusjuures
perioodis on niipalju numbreid, kuipalju iiheksaid on jirgmise
rea 9, 99, 999, 9999, ... viikseimas arvus, mis jagub antud
murru nimetajaga.

Antud: taandamatu murd Ta, kusjuures (b ; iO):]
ehk (b;10m)=1.

Toestada: murd —;— teisendub puhtperioodiliseks mur-
ruks. Kuna eelduse kohaselt nimetaja b ei sisalda tegureid
2 ja 5, siis teisendub murd —Z— Iopmatuks perioodiliseks mur-
ruks: kuid millisest kiimnendkohast periood algab, ei ole
teada. Oletame, et perioodi esimene number asetseb m-dal
kohal pérast koma ja see number kordub n-dal kohal. Tei-
sendame antud hariliku murru —Z— kiimnendmurruks jagades
lugeja nimetajaga. Selleks, et saada jagatise m-es kiim-
nendkoht, peame a korrutama 10m-ga ja jagama b-ga; sel-
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leks, et saada jagatises n-es kiimnendkoht, peame a korru-
tama 10"-ga ja jagama b-ga.

Tekkigu nendel jagamistel vastavad jagatised ¢ ja ¢, ning
jéégid r ja r; ja nimelt: a-10m:b=gq (jadgk r) ja
(@-107: b)=gq, (jaak r1). Kuna vastavalt meie oletusele
jagatise m-dal ja n-dal kohal saadakse tihesugused numbrid,
siis jaagid r ja r; on omavahel vordsed.

Jérelikult saadakse kahe arvu g -10m ja a-10" jagamisel
iihe ja sama arvuga b vérdsed jddgid. Kaiesoleya paragrahvi
1. teoreemi kohaselt vahe !

(@-10n—a-10m): b, s, t. ﬂ;ww’” —p,

kus p on tiisarv.
Kujutame lugejat kahe teguri korrutisena:
10™ (2. 10" —™
b
Eelduse kohaselt on aryud 10= ja b iihistegurita, jare-
likult esimene tegur 10m o jagu b-ga; siis peab teine tegur
(a-10"mm — q) jaigita jaguma b-ga (§ 67):

—a) =p.

(@-10mm —aq): p, s, t s S| = pi

kus py on tdisarv,

Rakendades viimase murru lugeja (a-10mm — a) kohta
kdesoleva § podrdteoreemi, saame: g - 10mm - p =k, (jddk R,)
jaa:b=*k (jaik R), kusjuures R, = R.

Kuid murru % muutmisel kiimnendmurruks, jddk R on
esimeseks jaagiks, millest alates algab jagatise kiimnend-
kohtade leidmine ja kuna R=R;, siis on ilmne, et jagati-
ses on korduvaks perioodi numbriks ehk esimeseks perioodi
numbriks esimene kiimnendkoht parast koma; tihendab
jagatiseks saadud kiimnendmurd on puhtperioodiline.

Jéab veel tdestada teine osa teoreemist — selle murru
perioodi numbrite arv.
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a-10""™—a

Vorduses —p, toome lugejas sulgude ette

teguri @, saame ‘ili)"__;_:_l)=p1. Et a ei jagu b-ga (murd

—';;on taandamatu), siis teine tegur (10™ —1) peab jaguma

b-ga. Iga arvu 10 aste kujutab enesest véihendatuna iithe
vorra arvu, mis eranditult koosneb iiheksatest. Antud juhul
see arv koosneb (n— m) iiheksast. Toestame, et arv, mis
koosneb viiksemast arvust iiheksatest ei saa jaguda b-ga.

Oletame {imberpddrdult, et arv (10— 1) : b, kusjuures
k< n—m. Kuid siis ka a(l10k—1):b ja (a-10x—a) : b
a'blok ja —;—on vordsed,
see tihendab, et korduv jagatise number pole mitte n-dal
kohal pirast koma, vaid k-ndal kohal, mis on vasturdakiv
eeldusele.

ning jarelikult jaagid jagamistest

Selgitame seda numbrilisel nditel. #1277

ik 5 s A 7
Hariliku murru, naiteks e muutmisel kiimnendmurruks

saame puhtperioodilise murru. = Selleks, et maérata numbrite

k .
100 —1 ' leida niisugune

arvu perioodis, tuleb koostada murd

k viirtus, mille puhul see murd vorduks tdisarvuga, siis vor-

dub ka numbrite arv perioodis k-ga. Antud juhul k=S8,

sest 106 — 1 jagub 7-ga jaddgita. Jérelikult on perioodis
k numbrit

; %1 :
6 numbrit. Arvu (10 1) saab kujutada nii: T

Vastavalt sellele kirjutisele voib iitelda, et kui hariliku taan-
damatu murru nimetaja on arvuga 10 iihistegurita, siis on
perioodis niimitu numbrit, kuimitu neid on véikseimas, antud
murru nimetajaga jaguvas arvus reast 9, 99, 999, 9999...
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Nidited. Madiirata perioodi numbrite arv puhtperioodi-

3

listel murdudel, mis saadakse harilikkude murdude 2—? ja =

3
muutmisel kiimnendmurdudeks.

Jagame antud murdude nimetajatega arvud reas: 9, 99,
999 ... . Selgub, et iiheksaist koosnev viikseim arv, mis
jagub 37-ga, on 999 ja 1l-ga jaguv — 99. Jirelikult tei-
sendub murd % kolmenumbrilise perioodiga puhtperioodili-

seks murruks ja 1—31 — kahenumbrilise perioodiga murruks.
Jagades lugeja nimetajaga, veendume, et

2B —0,(783) ja o =0,(27).

Teoreem 3. Kui taandamatu hariliku murru nimetaja
teiste algtegurite hulgas on algtegurid 2 ja 5, siis see taan-
damatu murd teisendub segaperioodiliseks murruks, kusjuures
murru mitteperioodiline osa koosneb niimitmest numbrist, kui-
mitu iihikut on nimetajas esinevate tegurite 2 ja 5 suuremas
astendajas, perioodis aga on niimitu numbrit, kuimitu iihek-
sat-on rea 9, 99, 999 ... viikseimas arvus, mis jagub murru

nimetaja nende algtegurite korrutisega, mis ei vordu 2-ga
ega 5-ga.

Antud: taandamatu murd%, mille nimetajas esineb

peale 2 ja 5 veel teisi algtegureid. = Viimaste korrutise tahis-
tame P-ga, tegur 2 esineb nimetajas ¢ korda ja tegur 5 —
k korda, kusjuures ¢ > k. Viikseim arv reas: 9,°99,999 ...,

mis jagub P-ga, on %ﬂin%%t, milles 9 kordub n korda.

Toestada: —Z— teisendub segaperioodiliseks murruks,

mille numbrite arv perioodi ees on ¢ ja numbrite arv perioo-
dis on n. ‘ '
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Harilik murd 24, mille nimetajas on peale 2 ja 5 veel
teisi algtegureid, peab teisenduma 16pmatuks perioodiliseks
murruks (§ 128). Kuna nimetaja b sisaldab peale 2 ja B
teisi algtegureid, siis saadud jéékide reas

Ty, Doy T3y - =rlis Tevly Vet2y soo Fetn
esineb tingimata vordseid. Kuid esimene korduv jddk rp ei
saa vorduda esimese jddgiga rq, sest siis oleks tekkinud

puhtperioodiline murd, mis aga pole voimalik, kuna antud
murru nimetaja sisaldab tegureid 2 ja 5.

Seega ei saa murdu % viljendada 10pliku ega ka puht-

perioodilise kiimnendmurruna. Toestame, et murd —%— teisen-
dub segaperioodiliseks murruks.

Toestuseks vordsustame antud murru nimetajas kahtede
ja viite arvud; selleks korrutame murru lugejat ja nimeta-
jat arvuga 5k  Saame:

@ a g Phi
B gtghp g0 sh.5° . p T 10%p
c—k
Saadud murdu P voib kirjutada
a5t d
b R TR
millest saame:
a Fan a_5c—-k 1
S B 10° °
a8 ; s
Murru nimetaja P ja arv 10 on eelduse kohaselt

iihistegurita, mistottu ta véljendub puhtperioodilise murruna,
kusjuures numbrite arv selle murru perioodis on n. Korru-

1 g
—-ga, peame nihutama

tades saadud puhtperioodilist murdu 5
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koma ¢ koha vorra vasakule, jérelikult algab murru % peri-

ood péarast koma ¢ koha jirgi ja niiviisi tekib segaperioodi-
line murd. :

Siit nahtub, et murru % perioodi ees olev numbrite arv
vordub nimetajas esineva tegurite 2 ja 5 suurima astmega
ja perioodis on niipalju numbreid, kuipalju iiheksaid on rea
9,99, 999 ... viikseimas arvus, mis jagub antud murru
nimetaja nende algtegurite korrutisega, mis ei vdrdu 2-ga
ja 5-ga.

Votame murrud: -, L ja o
© 22 60 12 16650
Saame
7 7 Tochin 3,1818...
5 g g T T 1 L
11 11 11050 oy 18,333 ... ¢
To—m—'T'm=T :0,18333.-.

168" - { g
Murru 16650 teisendamisel tekib:

1) segaperioodiline murd, sest nimetaja 16650 — 9-37-2-52
sisaldab peale teiste algtegurite ka 2 ja 52;

2) mitteperioodilises osas peab olema kaks numbrit, sest
teguril 5 on suurim astendaja 2;

3) perioodis esineb 3 numbrit, sest 999 on véikseim iihek-
saist koosnev arv, mis jagub korrutisega (9-37).

163 163 163-.2 1

16650 9-37.2.52 — 333 102>

326 1 0,978
535 10T = oz = 0,00978978 .. .= 0,00(978).
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§ 130. Perioodiliste kiimnendmurdude piirvddrtused.

Arvutustes on monikord tarvis muuta perioodilist murdu
harilikuks murruks. Perioodiliste murdude harilikuks mur-
ruks muutmise teooria pohjeneb Iopmatu arvjirjendi (jada)
piirvddrtuse maistel.

Lopmatuks arvjirjendiks (jadaks) nimetatakse kindla sea-
duse jirgi kirjutatud arvude Iopmatut rida.

Lopmatu arvjérjendi nditena vbiks olla loomulikkude
arviidesrida: -1, 2,53, 4,5

Periocodilist murdu voib samuti vaadelda kui kiimnend-
murdude l6pmatut arvjarjendit.

Toepoolest voib perioodilist murdu 0,6(7) vaadelda jarg-
miste kiimnendmurdude - 1opmatu arvjdrjendina (jadana):
0,6;.0,67;..0,677; 0,6F77 . &3

Perioodiline murd N, (bibs...bs) kujutab kiimnendmur-
dude 16pmatut arvjdrjendit:

N,b1bs ... by; Nbiby...bnb1ibs. .. ba;
N,bibs...babibs...bxbybs ... 0g; ...

Kui 16pmatust kiimnendmurrust votame ainult moned esi-
mesed kiimnendkohad, iilejddnud aga jatame é&ra, siis saame
16pliku kiimnendmurru, mida nimetame antud I6pmatu kiim-
nendmurru 16iguks. Nii on iilalesitatud 16plikud kiimnend-
murrud: 0,6: 0,67; 0,677; 0,6777 jne. lopmatu kiimnendmurru
0,6(7) loikudeks.

Lopmatu arvjirjendi

a;, ds, dz, ... 0y ...

piirvidrtuseks nimetatakse mingit arvu A, millele piiramatult
lihenevad antud arvjirjendi lilkmed n piiramatul kasvamisel.
See tahendab, et antud arvjirjendile vastab mingi arv A nii,
et kuitahes viikest positiivset arvu ¢ me ka ei votaks, ikka lei-
dub antud arvjirjendis sddrane liige, millest alates iga arv-
jarjendi liikme ja arvu A vahe absoluutvairtus muutub vaik-

18 Aritmeetika pedagoogllistele koolidele. 273



semaks kui g ehk teiste sonadega, vahe a,— A absoluut-
véartus muutub kuitahes viikeseks kiillalt suurte n viirtuste
puhul.

Niédide 1. Kimnendmurdude jirjendi 0,9; 0,99; 0,999: . . .
piirvadrtus vordub iihega. Tepoolest ldhenevad selle jérjendi
litkmed rea kiillaldasel pikendamisel piiramatult {ihele.

WG : iy ! : Rt
Nii erineb esimene liige {ihest {5 vorra, teine — 50

7 1 = 3 3 :
vorra, kolmas — fooo vorra jne. On ilmne, et selle rea

pikendamisel saab alati leida liiget, mis erineb {ihest kui-
tahes viikese osa vorra. Jarelikult on selle arvjarjendi
piirvddrtuseks 1.

Nidide 2. Lopmatu arvjirjendi

(@a+1); (H—%);(a-i—%); (a—f-%); (a+%)
piirvdartuseks on arv a, sest vahe: (a—]—%)—a-——%muutub
kuitahes véikeseks kiillalt suure a puhul.

On olemas ka arvjirjendeid, milledel puudub piirvéartus.
Sellise arvjarjendi niiteks vib olla loomulikkude arvude
rida: 1, 2, 3, 4 ..., mille liilkmed piiramatult kasvavad ega
lahene mingile arvule.

Weierstrass toestas, et 16pmatu arvjdrjend ay, as, as.
++» @n ... omab kindla piirvadrtuse sel juhul, kui jirjendi iga
liige on suurem eelmisest ja seejuures jarjendi mistahes
liige on véiksem mingist kindlast arvust N. See teoreem
on tuntud Weiersirassi teoreemi nime all. Me kasutame
seda toestuseta.

Teoreem 1. Iga I6pmatu arvjirjend vdib omada ainult
ithe piirviartuse.

Toepoolest, kui oletada, et 1opmatu arvjarjend ay, as, ...,
@, - .. omab kaks piitvddrtust A ja B, siis vahed a,— 4 ja
" an— B peavad vastavalt piirvdirtuse definitsioonile n viir-
tuse kasvamisel piiramatult kahanema. Kuid siis peab samuti

274



vahe (@, — A)—(an— B) absoluutvdartus kas piiramatult
kahanema voi vorduma nulliga. Viimane vahe vordub aga
vahega B — A. Jérelikult ta vordub mingi kindla nullist eri-
neva arvuga, mis ei olene numbrist n ega muutu n vaar-
tuse kasvamisel. Seega ei saa oletada, et 1opmatu arvjdrjend
omaks kaks piirvdartust.

Mirgime, et 1opmatu arvjarjendi

Ay, Ao, A3y s+, PR AR

n-dat liiget a, voib nimetada muutuvaks suuruseks, mille
arvviartus oleneb selle numbrist n. Seda terminit kasuta-
takse kone lihtsustamiseks, selle asemel, et rddkida 16pmatu
arvjarjendi piirvédrtusest, radgitakse muutuva suuruse piir-
viirtusest. Sel juhul kujuneks meie poolt véljendatud teo-
reem jargmiseks: iga muutuv suurus liheneb ainult iihele
piirviirtusele.

Teoreem 2. Lopmatuks perioodiliseks kiimnendmur-
ruks teisenduv harilik murd on selle Iopmatu kiimnendmurru
(Gikude jirjendi piirvadrtuseks.

Antud: 1opmatuks perioodiliseks kiimnendmurruks

a

Abybs(bs ... ba) teisenduv harilik murd

::-‘n <

Toestada: limAbiba(bs. .. ba)=——, kui kiimnend-

mirkide arv piiramatult kasvab .

_AB <
(Kui kiimnendmurru paremalt
—b———'A,blbg<ﬁl)—6 poolt jdtame dra mingist numb-
rist koik kiimnendkohad, siis on
5 — Ab1bsbs & i&)ﬁ tekkinud viga vilksem viimase
jarelejddnud kiimnendkoha iihikust).

a
b
a

1 Limite (limes) tahendab piir.
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a 1
5= A bibsbs. by < o,

: 1 1 1 1 :
kuid murrudm>m6>m St o . jne.

Téhendab, hariliku murru % ja perioodilise kiimnend-
murru A, bybobs...b,... loikude vahe muutub ja jaab

kiillalt suure kiimnendmirkide arvu puhul ja nende edasisel
kasvamisel viiksemaks mistahes antud viikese arvu abso-
luutvaartusest.

Piirvédértuse definitsiooni alusel saame:
lim A, biby(bs. .. b,) =2,
kui n-> oo
Teoreem 3. Puhtperioodiline murd selle perioodide
arvu piiramatul suurenemisel omab piirvdirtuseks hariliku

murru, mille lugejaks on periood, nimetajaks aga ary, mis
koosneb niimitmest 9-st, kuimitu numbrit on perioodis.

On antud puhtperioodiline murd 0,(34). Tarvis on leida
harilik murd, millest on saadud murd 0,(34).

Tahistame tdhega x murru, milleks muutub perioodiline
murd 0,(34), siis kui vétta n perioodi ja teised &ra jitta,
saame: :

n perioodi
e )

0,343434 . ..34 = x.

Viime koma iihe perioodi vorra paremale, s. t. suuren-
dame murdu 100 korda, saame:

n—1 perioodi
34,3434 . . . 34 = 100x.
Lahutame teisest vordusest esimese, saame;:
2n kiimnendkohta

34 —0,000. .. 034 = 99x,
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2n kiimn. k. 2n kiimn. k.

v S YO PR
iy g BE0.000 094 B EEREEG
3 1
SR e o

=99 99 102"

Arvu n piiramatul suurenemisel, s. t. antud perioodilise
murru  kiimnendkohtade arvu suurenemisel, x muutub ja
“ o 34 B
liheneb harilikule murrule &5, gesk o5 ¢ e
viiksemaks ja voib saada kuitahes viikeseks; aga sel juhul,
nagu teada algebrast (muutuva suuruse piirvdartuse moiste),

muutub iiha

T 34 . 34

on muutuva suuruse x piirvdrtuseks = g5, s. t. limx =g
St % 34
Jérelikult, 1im 0,(34)=g5.

Teoreem 4. Segaperioodiline murd selle perioodide
arvu piiramatul suurenemisel omab piirviidrtuseks hariliku
murru, mille lugejaks on teise perioodi ees seisva arvu ja esi-
mese perioodi ees seisva arvu vahe, nimetajaks aga niimitu
9-t, kuimitu numbrit on perioodis ja niimitme nulliga lopus,
kuimitu numbrit on koma ja perioodi vahel.

On antud segaperioodiline murd 0,57 (34). Tarvis on leida
harilik murd, millest saadud murd 0,57 (34).

Tihistame tihega x murru, milleks muutub segaperioodi-
line murd 0,57(34), kui vdtta n perioodi ja teised édra
jatta, s. t.

n perioodi

PR———

0,57343434 ...34=1x. (1)
Viime koma esimese perioodini, saame:
n perioodi
57,343434 . .. 34 = 100x. (2)
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Nihutades saadud murrus koma iihe perioodi vorra,
saame:

n—1 perioodi

———e

0734,3434 . .. 34 = 10 000x. (3)
Lahutades kolmandast vérdusest teise, saame:

2n kiimnend. k.
e —

5734 — 57 — 0,000 .. . 034 — 9900x,
2n kiimn. k.

e 5734 — 57 — 0,000 . .. 034
£ ; s 9900

2n kiimn. k.
G Ry

shk 5734 —57  0,000...034 __ 5734 —57 34 1

XEe= e —

9900 9900 T T 9900 779900 " 1o -
Arvu n piiramatul suurenemisel, s. t. antud segaperioodi-

lise murru kiimnendkohtade arvu piiramatul kasvamisel, x
muutub ja ldheneb harilikule murrule

5734 — 57 B 1

9900 2 S°St 5566° Tomm
muutub iiha viiksemaks ja voib saada kuitahes viikeseks.
Aga sel juhtumil, nagu teada algebrast (piirviirtuse maiste),
on muutuva suuruse piirvidrtuseks jaav arv

BIH BT e BT
) R e o e

9900 '
Jarelikult, lim 0,57 (34) — 3734 —57

9900

§ 131. Murdude arenemise ajalooline lithiiilevaade.

I. Harilikud murrud

Juba madalaimal arenemisastmel opereeris inimkond moGtmistel ja
osadeks jaotamisel iihiku osadega. Naiteks, kui valitud modduiihik ei
mahtunud moddetavasse pikkusesse tdisary kordi, siis oli tarvis seda
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tiikeldada (murda) ja votta fihiku iiks vordne osa edasiseks mootmiseks
(L. F. Magnitski nimetab murde murtud arvudeks).

Usna varakult juba tarvitab inimene arvutusteks poolt, poolt poo-
lest %, poolt poole poolest L jne.

Igivanades maamoddu kisikirjades esinevad murrud ‘2%’ 5113’ T(_)l?._4

Teiste arvude jagémine, peale iihelise, oli seotud suurte raskustega.

Kuna praktilises elus ja teaduses ei saa liabi murdudeta, siis
leiame koikide rahvaste ka koige vanemates kisikirjades markmeid osa-
dest. Mitmesugustel rahvastel olid erinevad murdude siisteemid.

Egiptlased teostasid tehteid ainult tidvimurdudega, s. t
murdudega, mille lugejaks on 1. :

Olid koostatud tabelid mittetiivimurdude viljendamiseks tiivimur-
dude summana.

Toome niiteid Ahmese tabelist (1700. a. e. m. a.)

1) —2—=i 1 1 . (iitmismarki ei olnud olemas);
13 8 52 104’ .
2 | SR
2 =
2 g
3) =185’
2 : e SR IR

4) 3= 135 120 301°

Kreeklased omandasid egiptlastelt nende murdude arvutusmeetodi.

Babiiloonias oli loodud kuuekiimnend-arvusiisteem, —mistottu nad
kasutasid murde nimetajatega 60, 602, 60° jne.

Kuna numbrite kohavidértuse mboiste laienes ka paremal pool” fihte-
sid asetsevatele numbritele, siis kir jutati kuuekiimnendmurde meie
kiimnendmurdude sarnaselt. Murdudega arvutamiseks koostasid babii-
loonlased tabelid, kus titvimurrud olid véljendatud kuuekiimnendmurdu-
des, nditeks:

1 1 6 40015
52—@+(;()—2+2533 jms.

Tehteid murdudega oli kergem teostada babiiloonia siisteemis, mis-
t5ttu babiiloonia siisteemi kasutati algul Aleksandrias (200 a. e. m. a.)
ja hiljem kreeka astronoomide poolt. Araablased omandasid kreeklastelt
kuuekiimnendmurrud ja nende eeskujul kasutasid keskaegsed opetlased
teaduses peamiselt kuuekiimnendmurde. 3

XV sajandil loovutasid kuuekiimnendmurrud oma koha kiimnend-
murdudele. XVIII sajandil pérast meetermaodustiku  tarvituselevottu
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torjuti  kuuekiimnendmurrud I6plikult kiimnendmurdude poolt  vilja.
Teatava konkurentsi kuuekiimnendmurdudele moodustasid  harilikud
murrud, nn. lihtrahva murrud,

Praegusaegne murdude kirjutusviis on saanud oma alguse hindu-
delt. India andis meie slisteemile {isna lihedase murdude-siisteemi.
Hindu ,matemaatilul Bramaguptal (VII s. p. m. a.) esines murru
kirjutusviis  kahe numbriga, kusjuures puudus  horisontaalne joon
lugeja ja nimetaja vahel, néiteks 2. Téisosa paigutati lugeja kohale,
naiteks 32 tahistati ;

Araablased olid tsivilisatsiooni vahendajaiks Liine tutvustamisel
vanade rahvaste kultuuriga. Araabia opikuis leiame kreeka-egiptuse
tivimurde, kreeka-babiiloonia kuuekiimnendmurde ja hindude vétteid
murdarvudega arvutamisel,

XIII sajandil esineb Leonardol Piisast murrujoon, kuid tdisosa
kirjutatakse murru paremale poole, s. o. 18% kirjutati 118.

Venelased omandasid murdude-siisteemi Léédne-Euroopa rahvastelt.

Huvitavad on vana-vene viljendid: poltretja (pool kolmandast) —
2%, polpjita (pool viiendast) — 41, Meie ajani on  siilinud viljend
poltora — 1%, mis tekkis sonast | pol-vtora” — pool teisest.

2. Kimnendmurrud

Esimesi vihjeid kiimnendmurdudest leiame hindudelt: kuj juurt pol-
nud voimalik leida tipselt, siis kirjutati juuritavale juurde niimitu
nullide paari, kuimitu kohta sooviti leida juures. Soovides suurendada
resultaadi tdpsust Jjagamisel, i{irjutasid hindud nulle juurde ka jagatavale.
Kuid  saadud kiimnendmurrud kirjutati harilikkude murdude kujul
nimetajaga.

Esimese  kiimnendmurry kirjutas prantsuse matemaatik  Vieta
(1540—1603). Kuid esimesena selgitas jérjekindlalt ja tépselt kiimnend-
murdude siisteemj belgia Gpetlane Stevin (1563—1625). Tiisarvud eral-
das ta nullikesega sulgudes ja kiimnendosadele kirjutas ta juurde vasta-
vad margid. Niiteks 13,56 kirjutati nii:

13(05(1)6(2) ehk 0,048 kirjutati 4(2)8(s),

Koma kasutamise ettepaneku tegi astronoom Kepler (1571—1630).

XVII  sajandil hakatj meetermoodustiku kasutuselevotuga ka
kiimnendmurde iildiselt tarvitama.
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3. Perioodilised murrud.

Perioodilised ~murrud esinevad teaduslikkudes  téddes  alles
XVII sajandil. Ttaallane Cavalieri kisitleb harilikkude murdude muut-
mist kiimnendmurdudeks ja iimberp6érdult, piirdudes aga ainult 16pma-
tute kiimnendmurdude ligikaudsete viirtustega. Perioodilisi murde kisit-
les esimesena inglane Wallis. (1616—1703). Wallis viidab, et hariliku
murru muutmisel kiimnendmurruks saadakse [oplik kiimnendmurd, kui
nimetaja koosneb vaid tegureist 2 ja 5 ning periood algab esimesest
kiimnendkohast alates ainult siis, kui nimetajas ei esine tegureid 2 ja5.
Ta tundis samuti lihtsamaid teoreeme perioodi numbrite arvust, samuti
teadis ta, et juured viljenduvad I6pmatute, kuid mitteperioodiliste
murdudena.

Perioodiliste murdude teooria oli vilja té6tatud alles XVIII sajandi
lopuks Johann Bernoulli ja Leonard Euleri (professor Peterburis)
t6odes. XIX sajandi algul esitas Gauss perioodiliste murdude teooria
seoses oma silmapaistvate uurimustega arvuteooria alal, enne neid ei
jddnud aga matemaatikuil muud iile, kui l6pmatul jagamisel loobuda
jaagist.

XX peatiikk.

Ligikaudsed arvutused.

§ 132. Tipsed ja ligikaudsed arvud loendamisel, mootmisel
ja arvutamisel.

Esemete loendamisel, suuruste mootmisel ja arvutamisel
saame kas tdpsed voi ligikaudsed arvud. Vaatleme koiki
kolme ligikaudsete arvude saamise juhte.

I. Loendades inimeste arvu perekonnas voi korteris voime
tapselt iitelda, et perekond koosneb 5-st inimesest ja korteris
elab 20 inimest. Kuid kui me tahaksime loendada teataval kind-
lal momendil inimeste arvu suures kaheksakorruselises hoones,
siis on voimalik, et me tdpset tulemust ei saagi. Suures elu-
hoones toimub alati muutusi inimeste arvus sissesodidu, dra-
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s6idu, siinni ja surma tagajarjel. Samuti saame suure linna,
maakonna voi mingi maa rahvaloendamisel ainult ligikaudse
elanike arvu, sest sissesoit, drasoit, siindimine ja suremine
muudavad kogu aeg elanike arvi

Seega voime esemete loendamisel saada kas tipse arvu —
inimeste arv perekonnas, voi ligikaudse arvu — inimeste arv
maakonnas voi pealinnas.

L. Igasugust suurust on vbimalik moodta ainult ligikaud-
selt teatava tdpsusega, mis oleneb mootmisel kasutatavate
mooduriistade tdpsusest ja mootja isiklikest omadusist: koge-
mustest, korralikkusest, nédgemisest jne. Oletame, et kahe
puu vahelise kauguse mootmise tulemusena saime 7 m 2 dm
6 cm. Teistkordne sama vahemaa mootmine voib anda teise tule-
muse, nditeks 7m 2 dm 4 cm. Meie ei saa kindlaks teha kumb
tulemus on tdpsem. Kui meid rahuldab moodetud pikkuse
vaartus meetrites, siis votame kahe puu vaheliseks kauguseks
7 meetrit; kui tahame saada tdpsemat tulemust, votame 7 m
2 dm, kuid molemad tulemused on ligikaudsed arvud. Prakti-
kas pole sageli tarvis suurt mootmistdpsust; saadud mootmis-
resultaatide tdpsust piiratakse teadlikult. Nii ei teosta
keegi kahe puu vahelise kauguse mootmisel mootmist milli-
meetrl tdpsusega; samuti ei kaalu keegi kiitteks Kkivisiitt
grammlse tapsusega. Praktikas valitud tdpsus oleneb moot-
misresultaadi suurusest ja eesmérgist, milleks teostatakse
mootmist.

ITI. Arvutamisel saame kas tdpseid voi ligikaudseid arve,
olenedes arvudest, milledega teostatakse arvutusi. Naiteks:

1. Osteti 5 arbuusi hinnaga 4 rubla i{iks arbuus. Kui
palju maksavad koik arbuusid kokku? Korrutades tapse arvu
tapsega, saame tdpse arvu.

2. Ruudukujulise maatiiki kiillg on 25 m 2 dm 3 cm.
Leida maatiiki iimbermdot. Kui véljendame maatiiki kiilje
pikkuse ligikaudse arvuga 25 m, siis on maatiiki iimbermdot
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25 m-4==100 m, s. t. ligikaudse arvu korrutis tdpsega on
samuti ligikaudne arv.

3. Mddrata ristkiilikukujulise maatiiki pindala, kui selle
pikkus on 20 m 3 dm 2 cm ja laius 15 m 2 dm 3 cm. Arvu-
tades ristkiiliku pindala ruutmeetrites, me korrutame ligi-
kaudse arvu ligikaudse arvuga ja saame korrutises .samuti
ligikaudse arvu.

4. Tapsete arvude jagamisel me voime saada kas tédpse
voi ligikaudse arvu, nditeks 113 :7 = 164; jagatis on tdpne
arv — taisarv + murdarv. Kuid jagatist saab viljendada ka
ligikaudse arvuna. 113:7 ~ 16. Mark ~ tdhendab LHligikaudu
vordne”. :

Seega saame arvutustel kas tdpseid voi ligikaudseid arve.

§ 133. Arvude iimardamine.

Selleks, et kergemini meeles pidada voi kujutleda suuri
arve voi vorrelda neid omavahel, selleks, et lihtsamini teos-
tada arvutusi suure kohtade arvuga arvudega, nad iimarda-
takse.

Niiteks on raske meeles pidada maakera diameetrit
(poolusest pooluseni), mis on 12713,818 km, seevastu on
aga kerge meeles pidada fimardatud arvu 12000 km vo0i
13000 km. Ehitades pievase kivisdetoodangu 6836 t ja
6269 t diagrammi, on kerge modtkava jargi kujutada arve
6,8 ja 6,3. Teostades korrutamist 2,972-5,13, me peame
oskama leida loodetavat resultaati, {imardades tegurid

Eriti sageli tuleb arve iimardada mitmekohaliste arvude
jagamisel. Mitme jérgu iihikutest koosneva tdisarvu 4584
iimardamisel voetakse selle asemel teine arv, millel on viik-
sem arv tihendusega numbreid ja asendatakse paremalt ala-
tes iiks, kaks, kolm numbrit nullidega. Seejuures saadak§e
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antud arvust vdiksemad arvud ehk ligikaudsed arvud puudu-
sega: 4580 voi 4500 voi 4000. Esimene neist arvudest on
antud arvust viiksem 4 iihiku vorra (4584 — 4580 —=14),
teine — 84 {ihiku (4584 — 4500 =284) ja kolmas —.
- 584 iihiku vorra (4584 — 4000 =584). Kuid iimardamisel
oleks véinud ka antud arvu viimast numbrit iihe iihiku vorra
suurendada, vottes vastavalt ligikaudsed arvud 4590, 4600
ja 5000. Seejuures saadakse antud arvust suuremad ligi-
kaudsed arvud ehk ligikaudsed arvud lilaga. Esimene nen-
dest arvudest on 6 vorra (4590 — 4584 = 6) suurem antud
arvust, teine 16 (4600 — 4584 — 16) ja kolmas 414 (5000 —
— 4584 =414) vorra suurem antud arvust.
Puudusega lilaga

4580 < 4584 < 4590

4500 < 4584 < 4600

4000 < 4584 < 5000

Vottes ligikaudse arvu puudusega, me asendame koik ira-
jaetavad numbrid nullidega; vottes ligikaudse arvu liiaga, me
suurendame* ithe iihiku vorra viimast allesjdetud numbrit.
Loomulikult tekib kiisimus: millal votta lihendus puudusega,
millal lijaga. Asendades antud arvu ligikaudsega, tuleb
kahest ligikaudsest véartusest valida see, mis annab vaiksema
vea. Naiteks, asendades arvu 4584 arvuga 4600, teeme vea
16 iihikut; asendades aga arvuga 4500, teeme vea 84 iihikut.
Ligikaudse arvu valikut (puudusega voi liiaga) voib teostada
jargmise reegli alusel: kui viimasele allesjdetud jargule jirg-
neb paremalt 5-st vdiksem number, siis tuleb see number koos
sellele jargnevate numbritega asendada nullidega. (Naiteks
votame 6413 asemel 6400.) Kui aga jirgneb 5 voi 5-est suu-
rem number, siis suurendatakse viimast allesjdetud jéarku iihe
ithiku vorra ja asendatakse nullidega kaik arajaetavad numb-
rid. Naiteks 6387 =~ 6400; 685 =~ 690.
Téisarve {imardatakse mistahes jarguni, nimetades viimast

sailuvat jarku: timardada arv kuni kiimnelisteni ehk 2. jar-
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guni, kuni sajalisteni ehk 3. jarguni, kuni tuhandelisteni ehk
4. jarguni. Néiteks iimardada arv 102 548 5. jarguni — tahen-
dab sdilitada ligikaudses arvus 5. jark, s. t. kiimnetuhande-
lised ja iilejddvad parempoolsed numbrid tuleb asendada nul-
lidega. Ligikaudne arv puudusega on 100000. Sama arvu
timardamisel tuhandelisteni, saame 103 000. '

Tédpses arvus nditab number O vastava jargu iihikute puu-
dumist, naiteks tdpne arv 1 m== 100 cm. Nullid tdhendavad,
et 1 m sisaldab ainult iihe saja sentimeetreid ja mitte iihtki
sentimeetrit rohkem ega vdhem. Ligikaudses arvus aseta-
takse aga nullid tundmatute voi drajdetud vastavate jarkude
asemele.

Niiteks, koosolekul oli ligikaudu 100 inimest. Sel juhul
tihendavad kaks nulli, et koosolekul vois olla 107 inimest voi
ka 98 inimest jne. Nullid asetatakse meile tundmatute {ihi-
kute asemele. Niisugustel kordadel on viisiks kirjutada nul-
lid pooles suuruses (védikeste nullikestega — 100).

§ 134. Kiimnendmurdude ligikaudse vddrtuse moiste.

Kui kiimnendmurru kirjutises on ara jdetud viimased kiim-
nendmargid, siis nimetatakse saadud murdu kiimnendmurru
ligikaudseks vairtuseks. Sageli ei oma iihiku vidiksemad
osad — tuhandikud, kiimnetuhandikud jne. mingisugust prak-
tilist tiahtsust, naiteks 1,2583 kopikat voi 0,1375 sek. Sel juhul
voetakse kiimnendmurru ligikaudne vaértus iihe voi kahe
kiimnendmirgiga, jattes dra koik iilejddnud.

Kiimnendmurru 0,4375 ligikaudne véértus on 0,4 — puu-
dusega ja tapsusega 0,1; 0,43 — tédpsusega kuni 0,01 jne.

§ 135. Ligikaudse arvu vea suurus.

Kui kiimnend-tdisarvus asendame nullidega kdik mingist
numbrist paremal pool asetsevad numbrid, siis on tekkiv viga

285



vdiksem kui jérelejddnud viimase koha iihik. Selgitame seda
numbrilisel néitel.

On antud arv 159 648. Leida selle ligikaudne véiirtus
tapsusega 4. jdrgu iihikuni, s. t. sdilitada ligikaudses arvus
tuhandelised. :

Ligikaudseks arvuks puudusega on 159000. Viga on
viiksem kui 1000 ja nimelt 159 648 — 159 000 — 648. Ligi-
kaudseks arvuks liiaga on 160 000. Viga on samuti viiksem
kui 1000, s. o. 160 000 — 159 648 — 352. Me juba mainisime,
et kahest ligikaudsest vaartusest tuleb votta see, mille viga
on vaiksem. See viiksem viga on alati vdiksem viimase sii-
lunud jérgu poolest iihikust. Jérelikult, kui votame ligikaudse
arvu tapsusega iihe tuhandikuni, siis peame votma niisuguse
ligikaudse arvu, et viga poleks mitte ainult viiksem tuhandest,
vaid ka viiksem kui pool tuhat, s. t. viiksem kui 500. Niisugu-
seks ligikaudseks arvuks on 160 000.

Umardades arvu 8243 kahe tahendusega numbrini, s. t.
tapsusega kuni iiks sajaline, on tarvis valida see ligikaudne
arv, mille erinevus antud arvust on véiksem kui pool viima-
sest sédilunud jérgust, s. t. vaiksem kui 50. Niisuguseks ligi-
kaudseks arvuks on 8200.

Koik deldu laiendub ka kiimnendmurdudele. Kui kiimnend-
murrus mingist numbrist alates paremalt poolt 4ra jatta koik
kiimnendmargid, siis tekkinud viga on viiksem siilunud vii-
mase koha iihikust.

Naiteks, kui kiimnendmurru 9,234565 asemel votame ligi-
kaudse arvu puudusega, tipsusega kuni iiks sajandik, me
teeme vea 9,234565 — 9,23 = 0,004565, mis on viiksem siilu-
nud viimase koha iihikust, s. t. vaiksem kui 0,01.

Kui aga 9,234565 asemel vbtame ligikaudse arvu lijaga,
s. 1. 9,24, me teeme vea 9,24 — 9,234565 — 0,005435; tekkinud -
vea suurus on samuti vaiksem sdilunud  viimase koha
tihikust, s. t.-vaiksem kui 0,01.
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Kahest ligikaudsest arvust valime selle, mille viga on véik-
sem, s. t. me ei vota ligikdudset arvu mitte ainult tédpsusega
kuni iiks sajandik, vaid tdpsusega kuni pool sajandikku, s .t.
kuni 0,005. See arv on 9,23. :

Murru ligikaudse viirtuse tépsuse aste oleneb sailunu
viimase jargu iihikust. Lepime kokku nimetada antud kiim-

nendmurru ligikaudseks vaartuseks tdpsusega kuni Tlo— kahte

n

kitmnendmurdu nimetajaga 107, mis erinevad teineteisest 315;

vorra ja millede vahel asetseb antud tdpne kiimnendmurd.
Kumbki ligikaudseist vaartusist erineb kiimnendmurru tap-

& 3 P R, } i b :

sest vidrtusest vahem kui o vorra, kusjuures iiks neist eri-
2 : S St . N

neb vihem kui pool 0% 18 teine rohkem kui pool %.

Seega tuleb murru ligikaudse vdirtuse leidmiseks puudu-

5 Wl e S oy
sega, tdpsusega Kkuni Jon murru kirjutises dra jétta koik

o’
numbrid peale nimetatud tépsusjdrgu. Suurendades viimast
sdilunud numbrit {ihiku vorra, saame kiimnendmurru ligi-
kaudse vairtuse sama tapsuse jarguga, kuid liiaga.
N iide. On antud murd 0,078254; selle ligikaudsed vaar-

tused tapsusega kuni %@ on 0,078 (puudusega) ja 0,079

(liiaga). Molemad ligikaudsed véértused erinevad teineteisest
0,001 vorra. Murru tipne véirtus peitub nende kahe ligi-
kaudse véartuse vahel

0,078 < 0,078254 < 0,079.

Seejutires on iihe ligikaudse véértuse erinevus antud mur-
rust viiksem kui 3 tuhandikku, s. t. vdiksem kui 0,0005 ja
teise —— suurem kui % tuhandikku; 0,078 erineb antud mur-
rust 0,000254 vorra ja 0,079 erineb 0,000746 vorra.

Murru ligikaudse véairtuse leidmiseks tdpsusega kuni
mingi jargu poole ihikuni, tuleb dra jédtta koéik nimetatud
tapsusjargule jargnevad numbrid; kuid kui seejuures esimene
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arajdetav number on 5 vdi suurem 5-st, siis suurendatakse
viimast sdiluvat numbrit iihe {ihiku vorra.

Miérkus. Murru ligikaudse viartuse 16pul asetsevaid nulle

ei jdeta dra, nditeks on 0,80 murru 0,80123 ligikaudne viartus tép-
susega kuni 0,01.

§ 136. Ligikaudse arvu absoluutne ja relatiivne viga.

Oletame, et mingi ehitise eelarve koostamisel oleme saa-
nud 15783,956 m3 ehitusmaterjali. Ostes 15784 m3, me votame
liigselt 0,044 m3 (tdpse ja ligikaudse viirtuse vahe).

Arvu tdpse viirtuse ja selle ligikaudse vidrtuse vahet
nimetatakse ligikaudse arvu absoluutseks veaks.

Tahistades arvu tipse vdirtuse x-ga, puudusega ligikaudse
vadrtuse Ny-ga ja liiaga ligikaudse viirtuse Ng-ga ning
absoluutsed vead vastavalt y, ja Yo, saame:

1) jp=x—N; ja 2) Ys =N —x.

Oletame naiteks, et pievane kassa sissetulek on 32 528 rbl.
32 kop. Umardades arvu tiisrubladeni, saame ligikaudse
arvu 32528 rbl. Absoluutne viga vdrdub 32528,32 rbl. —
— 32528 rbl. = 0,32 rbl.

Kuid paljudel juhtudel pole vdimalik mairata absoluutset
viga, sest praktiliselt pole alati teada arvu tdpne vdéartus.
Niiteks me voime kindlasti teada, et viga kaalumisel ei iileta
0,5 g, olenevalt kaalu tdpsusest, kuid eseme tdpset kaalu me
ei saa anda. Samuti ei saa me kauguse médtmisel tapset
arvu, kuid voime kindlasti teada, et absoluutne viga ei iileta
néiteks 0,5 cm voi 0,5 dm, olenevalt mdotmise tapsusest. Sel-
listel juhtudel ndidatud vigu (0,5 g, 0,5 cm, 0,5 dm) nime-
tatakse absoluutse vea iilemmaiiraks. Edaspidi jatame lithen-
damise mottes dra sOna ,jiilemm&dr” ja ridgime lihtsalt
»absoluutne” viga.
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Mootmistel absoluutne viga véljendub nimega arvuna
samades {ihikutes, milledes teostati modtmine.

Teades mitmesugustel mootmistel tekkinud absoluutseid
vigu, me ei saa veel jiareldada sellest, milline mootmine on
toimunud tdpsemalt.

Naiteks on kahel kaalumisel saadud absoluutsed vead
0,5 g ja 50 g. Selleks, et otsustada kaalumise tdpsuse iile,
on tarvis teada kaalutud eseme raskust.

Olgu 30 g kaalumisel tekkinud absoluutne viga 0,5 g ja
5500 g kaalumisel — 50 g. Esimese kaalumise viga on
5 1
300~ 60

1
=176 keha kaalust.

keha kogukaalust, teise kaalumise viga aga 3%=

Sellest hoolimata, et esimene absoluutne viga on 100 korda
vidiksem, on teine kaalumine peaaegu kaks korda tdpsem.

Viga, mis viéljendatud absoluutse vea ja mootmise tule-
muse suhtena, iseloomustab mootmise kvaliteeti.

Absoluutse vea ja suuruse tipse vadrtuse suhet nimeta-
takse suhteliseks ehk relatiivseks veaks.

Téahistagu suhtelist viga K, tdpset véddrtust x ja ligikaud-
set vddrtust puudusega N, ning lilaga — N,, saame:

x— N
X

: No—x
ja 2) I(::JT.

1)

Relatiivne viga on alati nimeta arv. Praktiliselt viljen-

datakse suhtelist viga protsentides, harvemini hariliku "voi
kiimnendmurruna, s. t.

VL ¢ . Ny — x)-100
1) Klz(f—-—lv-;)—ﬁq Jja 2) I(zZZL%—‘.

Ligikaudsetes arvudes me eristame Gigeid (tapseid) numb-
reid, mitte tdiesti tapseid (kahtlasi) ja taiesti vale numbreid.

Niide. Mitu loendajat loendavad massviljasoidust osa-
votjaid. Uks loendas 3275 inimest, teine — 3264 inimest,

19 Aritmeetika pedagoogilistele koolidele. 289



kolmas — 3272 inimest, neljas — 3281 inimest, viies — 3277
inimest. Mitu inimest tGendoselt vottis osa massviéljasdidust?
Iga loendaja loendas 3 tuhat. Seepdrast tuhandeliste num-
ber — 3 on kindlasti dige. Tépne on samuti sajaliste num-
ber 2, mille said kdik 5 loendajat. Kiimneliste number aga oli
erinev: kolmel loendajal 7, ithel 6 ja iihel 8. Seepirast kiim-
neliste number on kahtlane — mitte tdiesti dige ja iiheliste
number on kindlasti vale, sest igal loendajal on see isesugune.

Kui votame massviljasoidust osavotjate arvuks 3270 ini-
~ mest, siis saab vastutada ainult kahe esimese koha eest —
tuhandeliste ja sajaliste eest.

§ 137. Tehted ligikaudsete arvudega.

Tehnilistes arvutustes tuleb enamasti tegeleda ligikaud-
sete suurustega. Tehniliseks otstarbeks piisab 3—4 Gige
numbriga mootmise tapsusest, millele vastab relatiivne viga
0,1%, praktilistel arvutustel saadakse aga kiillaldane tdpsus.
2—3 dige kohaga ldhteandmetel. Arvutusresultaadi vea tead-
mine vabastab meid liigseist arvutusist.

Naiteks on tarvis mdéarata antud raudkonstruktsioonis
oleva 7512 needi kaal. Neetide arv on teada tdpselt. Iga
needi kaal on 0,085 kg (absoluutse veaga kuni 0,001 kg), iihe
needi kaalu veast tingitult saame 7512 needi kohta vea
0,001 kg -7512=7,512 kg. Kui aga 7512 needi kaalu asemel
votta 7510 needi kaal, s. t. iimardame neetide arvu, siis teeme
vea 0,085 kg -2=0,17 kg, mis on peaaegu 45 korda viiksem
kui viga, mis tekkis ebatépsest kaalumisest. On ilmne, et nee-
tide kaalu mddramisel, pole motet votta nende tédpset arvu.

On teada kolossaalseid aja kokkuhoiu juhte ligikaudsete
arvutuste kasutamise tagajarijel. '

Akadeemik A. N. Krolov tdhendab, et endisel ajal tehaste
poolt koostatud projektides, mis esitati merenduse tehnilisele
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komiteele oli 1% ja vahest isegi kuni 3 arvutustosst kuluta-

35
tud asjatult liigsete numbrite arvutamiseks ja véljakirjuta-
miseks. '

Ligikaudsete suurustega arvutusi teostades tekib kaks
kiisimust:

1. Maédrata kindla tdpsusega antud ligikaudgete arvudega
teostatud tehete tulemuse viga.

2. Maédrata, millise tdpsusega tulevad votta ligikaudsed
arvud, et saada nouetava tdpsusega resultaati.

L Eirtmine

Teoreem. Puuduse voi lilaga voetud mitme liidetava
summa absoluutne viga vordub nende liidetavate absoluutsete
vigade summaga.

Antud: A, B, C — liidetavad, millede ligikaudsed vaar-
tused (puudusega voi lilaga) on vastavalt a, b, ¢ ja vead e,
k, p; on vaja toestada, et summa a- b4 ¢ viga vordub
ﬁksjkute vigade summaga: e + &k + p.

1. juhtum. Koik ligikaudsed vdartused a, b, ¢ on antud
puudusega:

A=a-+te Teostame liitmise vastavalt monotoon-
B=b+Fk suse seadusele ja kasutame kommutatiiv-
C=c-+k suse ja assotsiatiivsuse seadusi.

A+B+C=(a+b+0)+ (e+k+Dp),
et+k4-p=(A+ B+ C) — (a+ b+ c) (lahutamise defi-
nitsiooni alusel).
Jarelikult summa tépse vdértuse ja ligikaudse vadértuse
a -+ b -+~ ¢ vahe vordub iiksikute liidetavate vigade summaga.
2. juhtum. Koik ligikaudsed vaartused a, b, ¢ on antud
litaga.
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Teostame liitmise monotoonsuse sea-

A—a-—e duse alusel, kasutame liitmiste ja lahuta-
B=b—k miste rea omadust ning lahutamise liik-
C=c—p metevahelist soltuvust.

A+B4+C=(at+btc)— (e+k+p),
ethtp=(a+b+c)— (A+B+C).

v
Jarelikult, summa a + b + c.absoluutne viga vordub {iksi-
kute liidetavate absoluutsete vigade summaga (e + &+ p).

Jareldus. Kui moned liidetavad on voetud puudusega,
teised aga liiaga, siis on summa viga viiksem liidetavate
vigade summast ja vordub puudusega voetud liidetavate ning
lilaga voetud liidetavate absoluutsete vigade vahega.

Ligikaudsete arvude liitmiseks on jdrgmised reeglid:

Selleks, et leida mitme taisarvu voi kiimnendmurru sum-
mat tdpsusega kuni mingi jargu tdis- voi kiimnendiihikuni,
tuleb votta igal liidetaval, kui liidetavaid pole iile 10, iiks
kitmnendkoht enam kui soovitud ligikaudsel tulemusel, lii-
dame nad ja jdtame édra viimase numbri ning suurendame -
eelviimast numbrit iihe f{ihiku voOrra; niiviisi leitud arv ongi
soovitud tdpsusega otsitav summa. Kui liidetavaid on iile
10-ne, kuid mitte iile 100, siis tuleb igal liidetaval votta kaks
kohta enam kui soovitud ligikaudsel tulemusel, liita nad ja
summal dra jdtta kaks viimast numbrit ning lisada iihik vii-
masele jdrelejianud kohale. Saadud arv on soovitud tapsu-
sega ofsitav summa.

Niide 1. On antud arvud: 246,8239052; 32,30567248;
41,701346234; 50,2395277; 23,07452625. On tarvis leida antud
arvude summa tapsusega kuni 0,01.

Vottes iga liidetava kolme kiimnendkohaga (soovitud tép-
susest iihe koha vorra enam), liidame nad.
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246,823 (1) Jattes dra saadud summal viimase
32,305 (1) numbri (milline ta ka ei oleks) ja suuren-
41,701 (3) dades eelviimast numbrit iihe vorra, saame
50,239 (1) arvu 394,15, mis kujutab otsitavat summat
23,074 (1) tapsusega kuni 0,01.

304,142 (43)

Toepoolest, jéittes dra igal liidetaval kiimnetuhandikud ja
viaiksemad, me vdhendame igat neist vihem kui 0,001 vorra;
votame koik ldhendused puudusega, mistottu summa viga
(toestatud teoreemi alusel) on vaiksem kui 0,001-10, s. t.
vahem kui 0,01, sest liidetavate arv on viiksem kui 10.

Nidide 2. Leida summa a= 33,764+ 8,84 17,39.
Kdige viiksema tdpsusega liidetava viimaseks jdrguks on
kiimnendikud. Ulejddnud liidetavail pole motet votta kiim-
nendikele jdrgnevaid kohti. Eraldame d&rajdetavad kohad
punktiirjoonega:

33,7 | 64
88 |
173 | 9

~59,8:60. Summa on leitud tdpsusega kuni {iks terve.

270 Ea h 't ampie.

Teoreem 1. Kahe ligikaudse arvu vahe absoluutne
viga vordub nende absoluutsete vigade vahega, kui molemad
arvud on voetud puudusega voi molemad liiaga.

Antud: A — vidhendatav, B — lahutatav ja nende
lahendused (puudusega voi lilaga) vastavalt ¢ ja & ning
nende vead e ja k. Toestada, et vahe a—b viga vordub
vahega e —k (puudusega) ja k—e (liiaga).

1 Sulgudes on antud absoluutne viga tuhandikkudes.
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l. juhtum. Lé&hendused a ja b on antud puudusega.

A=a-+e

B=b-+£k

A—B= (a+e) — (b+ k). Kasutades liitmiste ja lahu-
tamiste rea omadust ja tehte liikmetevahelist soltuvust.

(a+e)— (b+kh)=at+e—b—Fk=

—a—b+te—k=(a—0b)+ (e—k),
A—B= (a—b) + (e— k),
e—k=(A—B)— (a—b).

2. juhtum. Lahendused a ja b on antud liiaga.

A=a—e

B=b—k

A —B—= (a—e) — (b — k). Kasutame liitmiste ja lahu-
tamiste rea omadust ja tehte liikmetevahelist soltuvust.

(a—e) — (b—Fk)=a—e—b+ k=

—a—b+hk—e=(a—0b)+ (k—e),

A—B=(a—0b) + (k—e),

(k—e)=(A—B) — (a—0b).

Teoreem 2. Kahe ligikaudse arvu vahe absoluutne
viga vordub vihendatava ja lahutatava absoluutsete vigade
summaga, kui iiks arvudest on vdetud puudusega ja teine
lilaga.

Antud: A — vidhendatav, B — lahutatav ja nende
lahendused vastavalt a ja b ning nende vead e ja k.

Toestada: Vahe a— b viga vordub vidhendatava ja
lahutatava vigade summaga e + k.

A=—a-te

B=b—k

A—B=(a+e)— (b—Rk).

(a+e)—(b—k)=a+e—b+ k=

=a—b+et+k=(@—0b)+ (e+ k),

A—B=(a—b)+ (e+ k), :

e+k=(A—B)— (a—0).
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Vastavalt ligikaudsete tédis- ja kiimnendarvude lahutamise
kohta vaadeldud omadustele voime aluseks votta jargmise
reegli:

Selleks, et leida kahe ligikaudse arvu vahet tdis- voi kiim-
nendiihikuni, tuleb vahendatavas ja lahutatavas ara jatta
koik numbrid, mis asetsevad soovitud tdpsusjargust paremal
ja leida siis saadud arvude vahe.

Selgitame seda numbrilistel néidetel.

Ndide 1. On antud arvud 12,642578 ja 8,361057. Tar-
vis on leida nende arvude vahe tdpsusega kuni 0,01.

Votame vihendatava ja lahutatava tdpsusega nagu soo-
vime saada tulemust ja teostame lahutamise:

12,64
— 8,36
4,28

Vahe 4,28 on otsitav vahe tdpsusega kuni 0,01.

Jéttes dra vidhendatavas 0,002578, me vdhendame vahet
sama arvu vorra ja jattes lahutatavas dra 0,001057, me suu-
rendame vahet. Vottes vihendatava ja lahutatava ligikaudsed
vdirtused, me vidhendasime vahet 0,002578 vorra ja suuren-
dasime 0,001057 vorra.

Et kumbki muutus on véiksem kui 0,01 ja nende vahe seda
enam vaiksem 0,01-st, seepdrast on toelise ja leitud tulemuste
vahe lahutamisel samuti vaiksem kui 0,01, s. t. 4,28 on antud
arvude vahe tdpsusega kuni 0,01.

Niide 2. 5628 ja 3,524 on antud tépsusega kuni 0,001.
Millise tdpsusega tekib nende arvude vahe?

5,628 (0,001)
3,524 (0,001)

2,104 tapsusega kuni 0,002.

Kuna harilikult ligikaudsete arvude absoluutne viga on
viaiksem kui % viimase jargu {hikut, siis vahe absoluutne
viga vordub viimase Koha iihikuga.
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3. Korrutamine.

Ligikaudse arvu korrutamisel tipsega vordub korrutise
absoluutne viga korrutatava absoluutse vea ja tdpse korru-
taja korrutisega. See omadus on selge tdestuseta.

Teoreem. Kahe ligikaudse arvu korrutise absoluutne
viga vordub summaga, mille liidetavaiks on mélema arvu kor-
rutised teise arvu absoluutse veaga ja antud arvude absoluut-
sete vigade Kkorrutis.

Antud: tegurid A ja B, mille lihendused (puudusega
voi lilaga) on vastavalt a ja b ning nende absoluutsed vead
e ja k.

Toestada: korrutise ab absoluutne viga vordub kor-
rutiste summaga ak + be + ek. Arvud a ja b on voetud
puudusega.

A=a +e

B=b+k

AB = ab + (ak + be + ek)

ak + be 4+ ek — AB — ab.

Seega on korrutise ab absoluutne viga ak -+ be - ek.

Absoluutsete vigade korrutis (ek) on suuruselt tihtsu-
setu ja seda voib jétta arvestamata, vorreldes teiste korru-
tistega (ak ja be), mis esinevad korrutise absoluutse vea
avaldises. Siis vordub kahe ligikaudse arvu korrutise abso-
luutne viga summaga, mille liidetavaiks on molema teguri
korrutis teise teguri absoluutse veaga:

AB — ab —ak + be.
Jagades korrutise absoluutse vea ligikaudsete arvude kor-
rutisega, saame korrutise relatiivse vea:

ak+4-be ke
ab ~b+a’
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s. t. korrutise relatiivne viga vordub tegurite relatiivsete
vigade summaga.

Ndide 1. On antud arv 8342 tdpsusega kuni 0,001.
Korrutada see arv 10-ga. Korrutis on 83,42 tdpsusega kuni
0,01. Korrutatava absoluutne viga on vidiksem kui 0,001 ja
korrutise absoluutne viga on véiksem kui 0,001 - 10, 8. 0.
viiksem 0,01-st.

Ndide 2. On antud arv 8,342 tdpsusega kuni 0,001.
Korrutada see arv 53-ga.

8,342

X 53
25026

+ 41710

442,126 .

Selle korrutise absoluutne viga on viiksem kui 0,001 - 53 =
=0,053, s. t. viiksem O,1-st, kuid suurem 0,01-st. Seega
voib korrutises dra jatta sajandikud ja tuhandikud, sest nad
voivad osutuda ebadigeteks; siis on korrutis 442,1 ja abso-
luutne viga on vadiksem kui 0,1.

Nédide 3. On antud arvud 37,75 ja 26,34, molemad tép-
susega kuni 0,01.

Korrutise 37,75 26,34 absoluutne viga on 0,01 37,75 +
+ 0,01 - 26,34 = 0,01 - 38 + 0,01 - 27 = 0,65.

Kummagi teguri absoluutne viga on véiksem kui- 0,01.
Korrutise absoluutne viga on vaiksem kui 0,65, s. t. ka véik-
sem kui 1, seega on saadud korrutis tdpsusega kuni 1.

Pole motet arvutada otsitava korrutise sajandikke, kui-me
ei saa vastutada kiimnendike tdpsuse eest. Korrutamisel kir-
jutame vilja ainult kiimnendikud ja korgemad jargud. Kor-
rutatava murdosa korrutamisel korrutaja nelja sajandikuga
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on vdiksem kui 0,1. Seepirast korrutame 0,04-ga ainult kor-
rutatava tédisosa, saante:

37,75 15
X263 T 113

{37 w08t v 1 5)
(B 703 andi 3

996,5 (37,75 6 = 226,5)
755,0 (317590 =756
994,3

Harilikul korrutamisel saame:
87 d5
X 96,34

1 5400

14825

+ 29650
v Rkl

994,3650 ~ 994.

4. Jagamine.

Ligikaudse arvu jagamisel tdpse arvuga tekkinud jagatise
absoluutne viga vordub jagatava absoluutse vea ja jagaja
jagatisega.

Nidide. Antud: 2357 — ligikaudne arv tdpsusega
kuni 0,1 ja jagaja 100 — tdpne arv. Jagatis vordub 2,357
tdpsusega kuni 0,001. Absoluutne viga vihenes 100 korda.

Teoreem. Jagatise relatiivse vea iilemmiir vordub
jagatava ja jagaja relatiivse vea iilemmdirade summaga.

.Kahe ligikaudse arvu a ja b jagatist saab kujutada a ja

1 z
% korrutisena:
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Kasutades korrutise relatiivse vea teoreemi, saame: jaga-

tise % relatiivne viga on tegurita a ja % voi ligikaudsete

arvude a ja b relatiivsete vigade summa, sest b ja :—, rela-

tiivne viga on iihesugune. (TGestuse esitame allpool.) Jére-
likult vordub jagatise relatiivne viga jagatava ja jagaja
relatiivsete vigade summaga.

Toestus. Antud on ligikaudne arv b ja selle poordvidrtus Tl;

Ligikaudse arvu absoluutne viga on kj tépne vidirtus b % ja selle

poordvaartus $ 2
b+ k
Leiame ligikaudse arvu I% absoluutse vea, s. t. selle ligikaudse ja
tipse vaartuse vahe. Selleks teisendame murru bql-k; liidame ja lahu-
3 k. k2
t | SEOT Pl
ame lugejas s ja 2
k kR k2 R2
14— =22
ke Y5 Bl
b+ btk :

Riihmitame liidetavad ja toome sulgude ette lugejas’g ja nimetajas b:

b
= aleel

Lahutame eraldi murdudeks ja taandame:

Leh MY s

$ i i :
PR ) o)
DAL LG 5
b+k b b2+b3(1+:§
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Kolmanda liitkme voib jitta arvestamata, sest tavaliselt on % viirtus
vdga viike ja seda vidiksem veel selle ruut:

ik SR et
% W oy L el e BT 7
bfz— on arvu % absoluutne viga. Leiame selle relatiivse vea:
o 1L 8, (e
B 1.2 b

Ligikaudse arvu b relatiivne viga on samuti %

“Jarelikult on & ja% relatiivsed vead vordsed.

Vaatleme niiteid soovitud tdpsusega jagatise leidmiseks.
Nédide 1. Leida jagatis 758,243 : 24,1564 tipsusega kuni 1.

Antud tdpsuse puhul (kuni 1) peab jagatis sisaldama ainult tiisiihe-
lisi. Koostades jagatise ja jagaja osakorrutisi, me oleme G&igustatud
saama neid ka tdisiihelistes. Seepirast me voiksime {imardada jagajat
kuni taisithelisteni. Kuid jagatise korrutamisel jagaja kiimnendikega vdib
saada taisiihelisi (antud ndites jagatise kiimnete korrutamisel jagaja
kiimnendikega). ~Seepérast siilitame jagajas iihe kiimnendkoha. Jagame
24,1-ga (sajandikud, tuhandikud jne. ei anna korrutamisel jagatise kor-
geima jdrguga tdisiihelisi).

Toestame jagamise: 7582,43 241

: 723 3]
352
241

111
Saime jadgi 111,43 = 7582,43 — 241 - 31.
Kui me oleks jaganud kogu jagajaga, s. t. 24,1564-ga, siis oleks saa-
nud veel viiksema jadgi. Jarelikult on saadud jagatise erinevus tapsest

758,243
24,1564

Seega médrame jagatise leidmisel tapsusega kuni 1 algul jagatise
numbrite arvu; siis votame jagajas iihe numbri enam kuf jagatises, vas-
tavalt nihutame ka koma jagatavas ja jagame tdisarvulise jagajaga.

véiksem kui 1. Arv 31 on jagamise jagatis tdpsusega kuni 1.
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59 § ; 643,957 e < 3
Nidide 2. Arvutada jagatis 314159 tapsusega kuni 1. Jagati
ses on kolm numbrit, jarelikult votame jagajas 4 numbrit 3141, viime

koma jagatavas kolm kohta paremale ja teostame jagamise:
643 957 (3141
6282 505
157 57
157 05

52

Jagatise leidmine tdpsusega kuni 0,1; 0,01; 0,001 jne. taandub esl-
misele.

Suurendame jagatavat vastavalt 10, 100, 1000 jne. korda, leiame
jagatise tdpsusega kuni 1 ja vdhendame jagatist 10, 100, 1000 jne. korda.

0 Dl el S D SO i
Nédide 3. Leida jagatis 314152 tdpsusega kuni 0,01. Korru
tame jagatava 100-ga ja leiame jagatise 37‘%%‘% tdpsusega kuni 1.

Jagatise numbrite arv on 5. Jérelikult votame jagajas 6 numbrit.
Jagatavas viime koma 5 kohta paremale ja teostame jagamise.

7528640000 [314152
_ 828304 ° 93964 ehk 23965 (sest jidk on suurem kui pool
942456 Jagame saadud jagatise 100-ga. Ofsitav

—ggg%gég jagatis on 239,64 voi 239,65.

~ 2040720
1884912

~ 1558080
T 1256608

301472

Kasutades alljirgnevat mottekdiku on arvutusi voimalik liihendada.
752864

Jagatise esimene number 2 saadakse jagamisel 312159 Edasi tuleb
leida veel jagatise neli numbrit. Kuid me teame, et ligikaudsel jagamisel
on jagaja numbrite arv ainult iihe vOrra suurem jagatise numbrite
arvust, seepirast jagatise jargmise numbri saamiseks véime jagajasse
jatta ainult viis numbrit 31 415, vahendades iihe numbri vorra ka esimese
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jadgi numbrite arvu, mis on jagatavaks jagatise teise numbri maidrami-
sel, s. t. teine jagamine_ on jdrgmine:

124560 |31415

94245 37

30315

Leidsime jagatise teise numbri. Jadb veel leida jagatise kolm numb-
rit. Kordame arutlust: selleks, et leida jagatise kolm numbrit, votame
jagajas neli numbrit, vastavalt &ra jittes ka jagatavas iihe jirgu. Kol-
mas jagamine:

: 30315 |3141
28269
2046

Selleks, et leida jagatise neljandat numbrit, votame jagajas kolm
numbrit. Neljas jagamine on jirgmine:

2046 |314
T 1884
162
Jéddb leida jagatise viimane number. Jagajas vGotame kaks numbrit
ja jagame:
162 l31
765
1Y
Seega on kogu jagatis 23 965.
Praktiliselt kasutatakse jargmist kirjutusviisi: .

Jddki mingeid jagatava numbreid ei
752881 00 |314152 kanna. Jagatise teise numbri leidmisel kriip-

L S adortitshink | 23965 sutame ldbi jagaja viimase numbri 2. Teine

e vl osakorrutis on 314153 =94 245. Kolmanda

30315 jagatise numbri leidmisel kriipsutame 1ibi
98969 jagaja  eelviimase numbri 5. Jagame
9046 30315:3141=9.  Kriipsutame  veel libi
TT1884 jagaja . numbri 1. Jagame 8046:314 =6,
T Edasi kriipsutame ldbi jagaja numbri 4 ja
P g0 jagame 162:31 =5. See ongi jagatise vii-
pi mane number.

Toeline jagatis on 100 korda viiksem,

sest jagatavat oli 100 korda suurendatud.

752,864 < ¢
S Sy e k 1.
314159 239,65 tdpsusega kuni 0,0
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XXI peatiikk.

Suhe ja vorre (proportsioon).

§ 138. Suhe.
1/. Suuruste suhe.

Kahe samaliiki suuruse suhteks nimetatakse arvu, mis nii-
tab mitu korda on iiks suurus teisest suurem voi missuguse
osa moodustab see suurus teisest suurusest. Niiteks: 4 km ja .
2 km suhe on 2 ning 20 ¢cm ja 1 m suhe on 0,2.

Esimesel juhul nditab suhe, et {iks kahest samaliiki suu-
rusest (4 km) on kaks korda suurem teisest suurusest
(2 km); teisel juhul niitab suhe 0,2, millise osa teisest suu-
rusest (I km) moodustab esimene suurus (20 cm).

Sellest definitsioonist jdrgneb, et samaliiki suuruste
suhe on nimeta (abstraktne) arv. :

Aritmeetikas asendatakse suurused harilikult nende numbri-
liste vdartustega. Siit jargneb, et suuruste suhet voib asen-
dada nende arvude suhtega, mis viljendavad antud suuruse
védrtust.

2. Arvude suhe.

Vaadeldes arvude jagamist (§ 41), me médrasime kind-
laks, et kahe arvu suhe on iihe arvu jagatis teisega.

Murdarvude kasutuselevotuga muutus jagamine voimali-
kuks koigil juhtumitel (viljaarvatud muidugi jagamine nul-
liga). Jérelikult voib iitelda, et madrata kahe arvu suhe,
tihendab leida mitu korda on esimene arv teisest suurem voi
millise osa esimene arv moodustab teisest.

Kui kahe arvu suhe (jagatis) vordub {ihega, siis nditab
see, et antud arvud on vordsed; kui suhe on suurem kui iiks, :
siis nditab see, mitu korda on esimene arv suurem teisest;
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kui suhe on vdiksem kui iiks, siis néitab see, missuguse osa
moodustab esimene arv teisest.

Ulalantud definitsioonist jargneb, et kahe antud arvu a
ja b suhe on niisugune arv ¢, millega on tarvis korrutada
teist arvu b, et saada esimest arvu a.

Suhe kirjutatakse harilikult nii: a:b==g; arvu a nime-
tatakse suhte eelliikmeks ja arvu b suhte jérelliikmeks ning
arvu g — suhteks.

Mirgime, et arvude tdhistamisel tdhtedega vaadeldakse
monikord kirjutist a: b6 kui jagamise tulemust ennast, mitte
ainult kui nduet jagamise teostamiseks. Vastavalt sellele
voib vaadelda kirjutist @ : b kui arvu a ja b suhte tihist.

Mirkus. Ulal defineeritud kahe arvu suhet nimetatakse vahel
kordseks ehk geomeetriliseks suhteks, vastandina kahe arvu vahe-
lisele ehk aritmeetilisele suhtele, mis vordub nende arvude vahega.

Kuna praegusajal matemaatikas aritmeetilist suhet ei kasutata, siis

edasises esituses rddkides suhtest, me motleme selle all alati kord-
set suhet.

3. Suhte liikmete omadused.

Kuna suhte eelliige on jagatav ja jirelliige — jagaja
ning suhe — jagatis, siis omavad geomeetrilise suhte
a:b=gq liikkmed samu omadusi, kui jagamise liikmedki ja
nimelt:

1) Eelliige vordub jarelliikme ja suhte korrutisega a — bg.

2); Jarelluge vordub eelliikme ja suhte jagatisega b=a: q.

3) Kui eelliiget suurendada voi jérelliiget vihendada
mingi arv korda, siis suhe suureneb sama arv korda:

(ae) : b= (ge); a: (b:e) = (ge);
molemal juhul suhe suurenes e korda.

4) Kui eelliiget vahendada voi jarelliiget suurendada
mingi arv korda; siis sube vdheneb sama arv korda:

(a:h)b==¢g:e) voi g; (bey=—\(qg:e)
molemal juhul suhe vdheneb e korda.
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5) Kui eel- ja jérelliiget suurendada v&i vihendada sama
arv_ korda, siis suhe ei muutu (ae) : (be) =
(a:e): (b:e) =gq; mdlemal juhul jdi suhe endiseks. Suhte
liikmete omaduste alusel saab: 1) médrata suhte tundmatut
liiget, 2) murdarvude suhet asendada tdisarvude suhtega,
3) taandada suhte liikmeid.

6) Eelliikmeks voib olla mistahes arv, jarelliige voib
samuti olla mistahes arv peale nulli, sest jagamine nulliga
on_voimatu.

4. Poo6rdsuhted.

Uhte suhet nimetatakse teise suhtes poordsuhteks, kui
iihe eelliige on teise jarelliikmeks ja limberpoordult. Suhted

16:8=2 ja 8:16= on iksteise suhtes poordsuhted. Esi-

mene suhe on 2, teine — %; suhte korrutis pdérdsuhtega

on I. Selleks, et saada antud suhte poordsuhet, tuleb iiks
jagada antud suhtega. Murdarvude suhte asendamine tiis-
arvude suhtega lihtsustub neil juhtudel, kui murrud, millede
suhe on antud, omavad: 1) vordsed nimetajad, 2) vordsed
lugejad.

Esimesel juhul, nagu see toimub murdude suhte asenda-
misel tdisarvude suhtega, vordub murdude suhe nende luge-
jate suhtega; teisel juhul vordub murdude suhe nende nime-

tajate poordsuhtega. Vaatleme murdude suhet g% see

suhe vordub:
3 3
5

-3

3. :

~|w

§ 139. Vorded (proportsioonid).

Definitsioon. Vordeks nimetatakse kahe suhte
vordust. RS .
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Naiteks, kui a:b=gq ja c¢:d=g¢q, siis vordust a:b=
= ¢ :d nimetatakse vordeks.

Nelja arvu, mis moodustavad geomeetrilise vorde, nime-
tatakse vordelisteks arvudeks; nendest esimest ja neljandat
(¢ ja d) nimetatakse vilisliikmeteks, teist ja kolmandat
(b ja ¢) — siselitkmeteks.

1. Vorde pohiomadus.

Teoreem. Vorde vilisliikmete korrutis vordub siseliik-
mete korrutisega.

ol Cia
Antud: Y=

Toestada: ad=bc.
Vastavalt korrutamise monotoonsuse seadusele korru-
tame vorde % = % molemad pooled bd-ga:
a C:
—I]--bd:—‘de ehk ‘
ad——th (jareldus jagamise definitsioonist)
ad=bc (kommutatiivsus).

l. jdreldus. a) Vorde iga vilislige vordub siseliik-
mete korrutisega, mis on jagatud teise vilisliikmega. Votame
vorde: a:b=c:d; toestatud teoreemi alusel on ad— bc.

i be

% be ?
Siit saame: a=-— Voi d=
a

b) Vorde iga siseliige vordub vilisliikmete korrutisega,
mis jagatud teise siseliikmega. Votame vorde a:b=c:d.

Vastavalt toestatud teoreemile, saame: ad = bc; kust b———%i
ca L an
VOl C= i s

Toestatu alusel .saab vorde antud kolme liikme jérgi leida
mistahes tundmatut neljandat liiget.
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2. jareldus. Vorde pohiomaduse teoreemi kohaselt
saab igas proportsioonis, ilma seda rikkumata, teostada vorde
liikmete iimberpaigutusi nii, et vélisliikmete korrutis jéiks
vordseks siseliikmete korrutisega: 1) vilisliikmete vGi sise-
liikmete iimberpaigutus, 2) paigutada siseliikmed vilisliik-
mete asemele ja iimberpddrdult (vahetada suhete kohad).

Kui on antud vorre 2 =%, siis voib selle alusel kiriu-
a ]

b
tada jérgmised vorded: 1) #=2; 2) 2 ’; B iy
[ RS Al b‘__ii_. 2_11_ L d ki _a.
4)7_7, 5);‘—'016) . Eirm i) 8) ==

Siit ndeme, et iga vorre voib omada 8 erlkuju (antud
vorre kaasaarvatud).

2. Neljast arvust vorde koostamise vajalik
ja piisav tingimus.

Teoreem. Selleks, et neli arvu @, b, ¢ ja d moodus-
taksid vorde = 3= % on vajalik ja piisav, et vilislilkkmete kor-
rutis vorduks s1seliikmete korrutisega.

Antud: a, b, ¢ ja d ja 'ad = bc.

Toestada: antud arvudest saab koostada vorde a: b—
=¢:d.
Eelduse kohaselt ad==bc ja jagades vorduse mdlemad

ad __ be
pooled bd-ga, saame b —bd"
Taandades vorduse parema poole d-ga ja vasaku
poole b-ga, saame: % =%.
Seega nideme, et see tingimus on piisav ja vajalik, sest

vorre Zv B —Cd— annab ad = bc.
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Esitatud omadust kasutatakse. vorde kontrollimisel. Kui
vélislitkmete korrutis on vordne siseliikmete korrutisega, siis
on vorre oige.

Jareldus. Vorde iiht vilisliget ja iiht siseliiget voib
korrutada v&i jagada iihe ja sama arvuga. Lk

Jagades vbi korrutades sise- ja vilisliiget ithe ja sama
arvuga, me korrutame voi jagame iihe ja sama arvuga nii
siseliikmete korrutist, kui ka vilisliikmete korrutist, mis aga
vordust ei riku.

Sellele pohjeneb vorde liikmete taandamine nende S. U-ga
ja vorde murdarvuliste liikmete asendamine tdisarvulistega.

Nédide 1. 450 :8=1600:103.

Taandame suhete eelliikmed 150-ga. Saame: 3:8—
=4:103.

Kontroll: 3-108=4-8; 32-—32.

Nédide 2. 52:44—230:23. _

Teisendame iihe sise- ja vilisliikme ihenimelisteks:

B L s
52: =30 20

Jitame nimetaja dra: 52:26 =30 : 15.

Seega saame vastavalt vorde pohiomadusele:

1) vorde kolme antud liikme jargi mddrata mistahes
tundmatut neljandat liiget;

2) vorde esitada 8 erikujul vorde liikmete imberpaigu-
tamisega;

3) taandada vorde sise- ja vilisliiget;

4) asendada vordes murdarvud taisarvudega, ira jattes
ihise nimetaja kaikidel vorde liikmetel vai vilis- ja sise-
litkmel;

5) kontrollida vorret.

Miéarkus. Vorret saab kontrollida ka virde definitsiooni alusel:
arvutame suhte viirtused. Kui suhted on vordsed, siis vorre on

oige, sest vorre koostatakse ainult vordsetest suhetest. Naiteks
52:26=30:15. Suhted on vordsed: 2= 2.
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3. Pidev vorre.

Vorret, mille sise- voi vilisliikmed on vérdsed, nimetatakse
pldevaks vordeks.

Niiteks on pidevad vorded a:b=b:c¢ ja c:k=1:c vbi
15:6=6:25 ja 9:15=15:25.

———

4. Geomeetriline keskmine.

Pideva vorde korduvat liiget nimetatakse kahe teise arvu
geomeetriliseks keskmiseks ehk keskmiseks vordeliseks. Nii-

teks pidevas vordes —Z—:—f— on b arvude a ja ¢ geomeetriline

keskmine ehk keskmine vordeline. Vorde pohiomaduse alusel

saame b2=ac, kust b=/ ac. Kahe antud arvu geomeetri-
line keskmine (keskmine vordeline) vordub ruutjuurega nende
arvude korrutisest.

Nédide Vordes 15:x=x:24; x=1/15-24=—1/36=—

=6, s. 0. 15 ja 2,4 geomeetriline keskmine (keskmine vorde-
line) vordub 6-ga.

§ 140. Tuletatud vorded.

Definitsioon. Tuletatud vordeiks nimetatakse vor-
deid, mis saadakse antud vordest, teostades selle liikmetega
moningaid tehteid.

Teoreem 1. Vorde esimese suhte liikmete summa voi
vahe suhtub selle jirelliikmega, nagu teise suhte liikmete
summa voi vahe suhtub selle jarellikmega.

Antud a:b=c:d, (a>0b ja c>d).

& axb _c*xd
Toestada: =
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3 2+ l=d = 1, sest liites voi lahutades vorduse molemast
poolest sama arvu, vordus Jaab kehtima.

a b ) i b ctd
e i
v d wKUSt g
(iihenimeliste murdude lutmme ja Iahutamine).
e % 450 H18
Ndide. On antud vorre: %= 10"

45425 18410 , 70 _ 28
_»a) 2T TeE BT oo
Kontroll: 70-10=25-28; 700 = 700.
by LR =18710 208 90.10—295-8; 200—200.
Teoreem 2. Vorde esimese suhte lilkmete summa voi
vahe suhtub selle eellikmega, nagu teise suhte liikmete
summa voi vahe suhtub selle eelliikmega.
Antud: aibesc:d, (@a>b ja c>@)

3 =D 2 d
Toestad a: aa =cc

Paigutades antud vdrdes viliskikmed siseliikmete kohale
ja siseliikmed vilisliikmete asemele, saame: b:a—d:c.
Liites iihega vdi lahutades iihest vorde suhted, saame:

T TR A
a c
Nédide. On antud vorre: 9::—8.
) 221+25__ 18410, 70 __28, kontroll: 70-18=45-28
W AT T g T 1260 — 1260.
b)45‘25_18_19; 20__8  kontroll: 20-18=—145-8
18 % 4577187 360 — 360.

Teoreem 3. Vaorde esimese suhte liikmete summa voi
vahe suhtub teise suhte liikmete summa v&i vahega, nagu
esimese suhte eelliige suhtub teise suhte eelliikmega v&i nagu
esimese suhte jirelliige suhtub teise suhte jarellilkmega.
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Antud: a:b=c:d, (a>b ja c>d).

a"’_'b___ivﬁi aib___i
i BRI Vo R B

Toestada: :
Umberpaigutades esimeses tuletatud vordes siseliikmed,

-+

saame —’“Z— 2 = 44 {imberpaigutades antud vordes siseliik-

med, saame E=Ti‘ Kahe saadud vorde teised suhted on vord-

sed, jarelikult on vordsed ka esimesed suhted, seega:

aib—iv()iaib——l
i d Sae e diTid
Sohe g 45 18
Nidide. On antud vorre: % =10
Kontroll (suhete vordsuse

jargi):

45425 45 70 45,

)w+m 182008 7 187
45525/ D5 90 25

¢ v T I T

no| v 9| en
03 o po| on

- Teoreem 4. Vorde esimese suhte lilkkmete summa suh-
tub nende vahega, nagu teise suhte lilkkmete summa suhtub
nende vahega.

Antud: a:b=c:d, (a>0b ja c>d).

& abl c4d
Toestada: =—5=——.

Eelmise teoreemi alusel kirjutame:
axEb atih assmass b ia

g=d ¥ KUSE e ol T
.a+b__a—1b

Jérelikult: PR S o
: s b

Umberpaigutades siseliikmed, saame: atb oo zi‘;.

2780 A0 1Y

Nédide. On antud vorre: 3 =i5.

$42 18410 10_28. 7 _ 7

a5—25" 18—10' 207 8> 2 T 2°
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Teoreem 5. Varde eelliilkmete summa voi vahe suhtub
esimese suhte eelliilkmega nagu jarelliikmete summa v&i vahe
suhtub esimese suhte jarelliikmega.

A 2 W St )
Antudr.—b—_g. Toestada: Sl

Umberpaigutades antud vordes siseliikmed, saame: q : ¢c—
= b : d; vastavalt teisele teoreemile:

a*ec  bxgq

a f
¥ 45 18
Nédide. On antud vorre: % =10"
Kontroll (suhete vordsuse
jargi):
45418 25410 63 35 ooy
O e B ook
p) B+18__25—10 27 15 S
i e e e T

Teoreem 6. Véorde eelliikmete summa voi vahe suhtub
teise suhte eellikmega, nagu jirelliikmete summa voi vahe
suhtub teise suhte Jarellikmega.

Antud: a:b—c¢:4q Toestada: afc—éﬂ.

d

Umberpaigutades vorde siseliikmed ja kasutades esimest
teoreemi, saame:

"4 d
Nidide. On antud vorre: ¥ —18
: 25T g0
Kontroll' (suhete vord-
susega):
) 454-18 25410, 63 _ 35 Gy
Vi T e B g g
b) 45—-18__25—10_ 2715 3. A
L L T g Y T e
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Teoreem 7. Vorde eellikmete summa v6i vahe suhtub
jarellikmete summa vGi vahega nagu mingi eelliige suhtub
oma jarelliikmega.

Antud: g:f—i. Toestada: :—zfi:%ja %:%.

Umberpaigutades antud vordes siseliikmed, saame a:c=
=b:d; saadud vorde ja tuletatud vorrete esimese- teoreemi

W0 : &, o i
- alusel: . — g lmberpaigutades viimases vordes sise-
- akte %
liikmed, saame: bEd—d°
=
Kuid eelduse pohjal -Z—:%, siis Z—i—;z%.
i & 45 18
Nédide. On antud vorre: % =10"
Kontroll (suhete vordsuse
pohjal):
) 44+18_ 18 6318 0 _ 9
a) BIr10—10° B 10’ Yt
p) B—18_ 45 27 45
) Z=10= T T

Teoreem 8. Vorde eelliikmete summa suhtub nende
vahega, nagu jirelliilkmete summa suhtub nende vahega.

Antud:-‘;— Thestgda e -t

a—c¢ b—d’
Umberpaigutades antud vordes . siseliikmed, saame:
o B e
Saadud vordest tuletatud vorrete neljanda teoreemi alusel:

c-
_—_‘?,

a4c¢c__b4d
a—c¢  b—d’
fres i 45 8
Nidide. On antud vorre: ﬁ__—}_o'
Kontroll (suhete vordsuse
jargi):
45418 25410 63 _ 35 i
$5—18 25—10° 271~ 15" S
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§ 141. Liitvorded.

Definitsioon. Liitvérdeks nimetatakse niisugust var-
ret, mis saadakse kahe v&i mitme vorde vastavate liikmete-
vaheliste aritmeetiliste tehete resultaadina.

l. Vorrete liitmine ja lahutamine.

Teoreem. Vérdsete suhetega kahe vGi mitme vorde
vastavate lilkkmete liitmisel voi lahutamisel saadakse liitvorre,
mille liilkmete suhe on sama vaidrtusega.

Antud: vorre @ib=c:djam:e=p:,
kusjuures a:b=—gq ja m:e=gq.

a_“—fﬂv_cip_
bre dxf 9

Toestada:
l. a=bg; c=dg; Mm=eq; p=*kq (geomeetrilise suhte
omaduse alusel).

2. at m=bqg +eq jacxtp=dg+kg (vastavalt liitmise
monotoonsuse seadusele).

3. atm= (b=+ e)g ja ctp—(d=+ k)q (distributiiv-
suse seaduse alusel).

(@t m): (b+e) =g ja (cxtp): (dxk)=g (jaga-
mise definitsiooni jirgi).

D

Siit: (@=m) :1(b % e) = (c£ p) : (@ =k) ehk S

exXp x e S
=a=r—4¢, mida oligi tarvis testada.

Nédide. On antud vorded: 4 - 10=24:86, suhe =4;
‘ 12: 3= 8:2, suhe —4:
liitvorded (4 = 12) : (10 =3) = (24 = 8) : (6+2):
1) 52:13=232:8, suhe —4;
2) 28: 7=16:4, suhe—41.
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2. Vorrete korrutamine.

Teoreem. Kahe voi mitme vorde vastavate liikmete
korrutamisel saadakse vdrre, mille suhe vordub antud vorrete
suhete korrutisega.

Antud: a:b=c:d, kusjuures a:b=gqy;

m:e=p:k, kusjuures m:e=qs.

am __cp

Toestada: Be = ap = 9192

Teoreemi eelduse jargi: §=3=q1 ja %=% ==Qg-

Korrutades need vordused liikmete kaupa, saame mono-
toonsuse seaduse alusel:

§-§=5-’—’-—alqo ehk %’Z = 2—'; =g.,g,, mida oligi tarvis
toestada.

Vaatleme niiiid juhtu, kus on antud mitu vorret.

AGRCEL . G o iz g5 __ g8 08
Antud: b, d, S b2 92 bs_ds qs,
a_4 04
e oty &

G @a0g0)" " C1C00e08
bibabsby — dydodady q1929394.

Toestada:

Korrutades omavahel antud vérduste vasakud ja paremad
pooled, saame vordsed korrutised:

A1ag03ay - C1C3C3Cy e
bibobsby — dydodady 41929394,

mida oligi tarvis toestada.
Nidide. Antud on vorded: 80:10=16:2, suhe=3§;
40: 8=10:2, suhe=5;
8: 4— 6:3, suhe=2.
Liitvorre: (80-40+8):(10-8-4)=(16-10-6):(2-2-3)=
— 95600 : 320 =960 : 12, suhe=8"-5-2=280.
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Jédreldus. Astendades antud vorde kﬁik'liikmed samale
astmele, saame liitvorde, mille suhe vordub antud vérde suhte
Sama astmega. :

Olgu antud geomeetriline vorre g:(—‘;::q, mille kdik

liilkmed astendame n-dale astmele. Antud vorde astendamine
n-dale astmele on samavdédrne vorrete korrutamisega, mis on
antud vordega vordsed.
Niisuguse korrutamise tulemusena saame:

n tegurit ¢ tegurit n tegurit

N, r—— Y

aaa---q ccC---¢

bob- -5 = Gad-..q =999 ---q.

%
dn
Nédide, 4:2=6:3 suhe—9

Liitvorre: 43:23—63:38 ohk 64 : 8 — 216 27; suhe —
=23=28,

n
.s a
Siit: = ==gn

antud vorrete suhete Jagatisega,
Antud: @:be=c:d kusjuures q - b=gq;
m:e=p:k, kusjuures m : e ek
Toestad a: £:§=;:g=;.
Jagades antud vordused lijkmete kaupa, saame:
1 a.m__cp

Cg—

1 b L —-;, millest jagamise reegli alusel lejame:

2) ;TZ=$=§; tegureid fimberpaigutades saame:
ae_ck_g E.E_S,k__g
3) mb = pa =y ehk 4) 2 Aot
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Arendades korrutamise pddrdmurru jagamisega, saame:
abricid ;

mida oligi tarvis toestada.
Ndide. 80:8=30:3, suhe—=10;
40 89585} ¢ iRy Uh)
Liitvorre: (80:40) : (8:8) = (30:25) : (3:5),
2 lc=§'i—3 ’ suhe:-lg-)

5°5 =2,

§ 142. Vordsete suhete rea liikmete omédus.

Teoreem. Vordsete suhete eelliikmete summa suhtub

jarelliikmete summaga, nagu iga eelliige suhtub oma jirel-
litkkmega.

W i L kSR
Antud: IR = =g
= BRI S ey s SR, e S O R
Toestus: e gt e foe 8 ot S e
Meil on: %=q; %___q, %:q;...; 'in_:q_
Jérelikult a=0bq; c=dq; p=kg; ...; e=mq.

Liidame saadud vordused liikmete kaupa:
a+c+p+...+e=bg+dg+kqg+...+mg=
= (b+d+k+ ...+ m)qg (distributiivsuse seaduse alusel).
Siit saame jagamise definitsiooni alusel:
Y whcis 2 i b = AR
T T =
Arvude transitiivsuse kohaselt saame:

PSP - e a @ P

8510k 316 2426
Ndide. =% =i suhe = 2.

8410416426 60 8 10 .

W T e e R
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XXII peatiikk.

Vorrete teooria rakendamine.
§ 143. Vordelised ja poordvordelised suurused.

On olemas terve rida suurusi, mis soltuvad teineteisest nii,

et iihe suuruse igale viartusele vastab teise suuruse kindel

vaartus.

Nédide I. Petrooleumi ruumala sdltub temperatuurist:
Temperatuur Ruumala

Igale temperatuuri viirtu-
sele vastab tidiesti kindel pet-
rooleumi ruumala. Temperatuuri
suurenemisel suureneb ka pet-
rooleumi ruumala.

Ndide 2. Vaatleme mostude teisendamise tabelit:

00 1 liiter
100 PR a ik
200" il 7 A G
300 F O3
500 190077 .
600 106
800 i bl i
arsin meeter
1 0,7112
2 1,4224
3 2,1336
4 2,8448

Igale arsinates viljendatud
pikkuse véadrtusele vastab kin-
del meetrites viljendatud pikku-
se vdartus.

Niide 3. Vaatleme termomeetrite temperatuure Réau-

muri ja Celsiuse skaala jéirgi:

R

10

40
60
80

120

400

318

C
5)0

5
50
7,50
100
150
500

Igale temperatuuri vairtu-
sele Réaumuri skaala jargi
vastab  temperatuuri viirtus
Celsiuse skaala jérgi.



Igas nédites on antud kaks suurust. Uhe suuruse vaértused
soltuvad teise suuruse vaartustest, kuid teises ja kolmandas
ndites vordub iithe suuruse mistahes kahe véirtuse suhe teise
suuruse vastavate vddrtuste suhtega, seejuures aga esimeses
naites pole sellist soltuvust. Naiteks, kui Réaumuri skaala
ndit muutub kiimme korda (40 :4), siis suureneb vastavalt
ka Celsiuse skaala nédit samapalju kordi: 50:5=10 ehk
40 :8==>50: 10. Seejuures esimeses ndites temperatuuri suu-
renemisel 2 korda (60 :30=2), petrooleumi ruumala ei suu-
rene 2 korda; 1,06 : 1,035£42, ehk 80: 202 1,08 : 1,02.

1. Vordelised suurused.

Definitsioon. Kui kaks suurust A ja B soltuvad
teineteisest nii, et iihe suuruse kahe mistahes vidirtuse suhe
vordub teise suuruse vastavate vidirtuste suhtega, siis nime-
tatakse niisuguseid suurusi vordelisteks.

Naiteks tédhistades suuruse A véidrtused tdhtedega ay, as,

as, ... ja teise suuruse B vastavad véirtused tdhtedega b,

bg, bg, ..., siis suurused A ja B on vordelised, kui 21=:—‘;
2 2

o e

az by

Vordeliste suuruste ndited: kauba koguhind jddva hinna
puhul on vordeline selle kaaluga; ringjoone pikkus on vorde-
line selle raadiusega voi diameetriga; iihtlaselt litkuva keha
libitud tee pikkus on vordeline vastava liikumise kestusega,

Votame néite:

A — tootasu, B — tehtud tootundide arv.

Olgu todtasu 2t. eest 6 rubla

S e

o SNl e

o LA SR

o€ 80y
jne..
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Uhe suuruse (aeg) igale viirtusele vastab teise suuruse
kindel vaartus (todtasu), kusjuures iihe suuruse mistahes kahe
vddrtuse suhe, niiteks 8t. ja 5t., vordub teise suuruse vas-
tavate viirtuste suhtega: 24 rbl. ja 15 rb]. 8- 9=24:15;

Voib votta ithe suuruse mistahes véirtuste suhe ja teise
suuruse vastavate viirtuste suhe, ndit. 6t.:8t, ja
18 rbl. : 24 rbl.

Suhted on vérdsed, s. o. 6: 8=18: 24, jarelikult on t55-
tasu jddva tunnitasy puhul  vGrdeline tehtud téotundide
arvuga. '

Vordelisuse tuy nnus. Kui iihe suuruse mingisu-
guste védrtuste suurenemise] v0i vdhenemisel mingi arv korda
ka teise suuruse vastavad védrtused suurenevad vdi vihene-
vad sama arv korda, siis on need kaks suurust vordelised,
s. t. ithe suuruse mingi kahe vidirtuse suhe vordub teise suu-
ruse vastavate viirtuste suhtega.

Olgu antud kaks suurust A ja B. Tihistame suuruse A
mingit kaht viirtust tahtedega a; ja a, ning teise suuruse B
vastavaid véartusi téhtedega b, ja bs.

Olgu a2=a1-%l, kus m ja n on tiisarvud. Algul

on a; vahendatud n korda ja siis saadud jagatist %‘ suuren-
datud m korda. :
Vastavalt eeldusele peab ka a;-le vastav arv by vihe-

; ¢ Nty
nema n korda ja saadud jagatis ;‘ peab suurenema m korda.

m
Saam‘e: b2= bl : 3

Vordusest ay =g, —'s ja b2=b1-%' jdrgneb: :_1’_—_

m 4
n 12
by _m
TR
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kust transitiivsuse alusel saame:
a_b
a b
Jarelikult on suurused A ja B vordelised.
Teoreem. Kui antud suurused A ja B on vordelised,
siis nende vastavate viirtuste suhe on jiiv.

Antud: Vordelised suurused A ja B; suuruse A vairtu-
sed ay, s, as, ..., G, suuruse B vairtused by, by, bs, ..., ba.
Toespdda: ay:01—=0as:bs—0a3:b3—...=a,: b,. -
Vordeliste suuruste definitsiooni alusel saame:

ay Qo= b1 . bz
Qy:a3=—b,: bs
ag . a4 — b3 : b4

Qn-y.: Gn=bpy.: by
Umberpaigutades vorretes siseliikmed, saame:

a1:b1=a2:b2 -

Qs . bg =4as . b3

ag b3r—_—- ay : b4

.

Qn—-1 : bn-l =ay bn
Siit saame rea vordseid suhteid:
ay .'b1:a2fb2=a3§b3i=. 3 .:anibn.

Vaadeldud teoreemist jargneb, et muutes vordeliste suu-
ruste puhul {ithe suuruse véadrtust, saame sellele vastavad
teise suuruse védrtused soltuvalt sellest, millised vaartused
me votsime esimesele suurusele.

Seda suurust kahest vastastikku soltuvast suurusest, mil-
lele anname mistahes numbrilisi vairtusi, nimetatakse soltu-
matuks muutujaks ehk argumendiks.
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Muutuvat suurust, mille numbrilised vdartused muutuvad
soltuvalt teise muutuva suuruse (argumendi) numbrilistest
védrtustest, nimetatakse teise muutuva suuruse sdltuvaks
muutujaks ehk funktsiooniks.

Nidide 1. Jidva hinna puhul on kauba maksumus (viir-
tus) kauba hulga funktsioon.

Niéidide 2. Antud ajavahemikus iihtlaselt liikuva keha
poolt ldbitud tee pikkus on kiiruse funktsioon.

Olgu A ja B mingisugused kaks vordelist suurust, nai-
teks kauba maksumus ja hulk. Oletame, et siis kui suuruse B
vidrtus (kauba hulk) vordub iihega, suuruse A vastav viir-
tus (kauba hind) vordub selle suuruse k ihikuga; kui aga
suuruse B véairtus on x tihikut, siis suuruse 4 vastay vaar-
tus muutub vordseks y iihikuga.

Kauba hulk Koguhind Kauba hulk Koguhind
B A0
Im k rbl. 1m 3 rbl.
x m ¥ rbl. x m ¥ 1bl.

Toestatu pohjal saame:
Yrle-x< 1 Yt Be=sil
kust yr=>_ry Ye=3%;
Jarelikult, kui kaks suirust on vdrdelised, siis véljendub
nende vaheline séltuvus valemiga

y:kx,

milles x ja y on suuruste vastavad vaidrtused ja k jadv arv,
mis vordub y (funktsiooni) selle erivaartusega, millele vas-
tav x-i (argumendi) vairtus vérdub lihega. Seda jaivat arvu
nimetatakse antud suuruste vordeteguriks.
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Selle valemi jdrgi saab arvutada igale x vaartusele vasta-
vat y vadrtust, kui on teada vordetegur. .

Vordeliste suuruste vastavate véartuste jaiav suhe vordub
vordeteguriga.

Toepoolest, kui kaks suurust A ja B on vordelised, siis
vordeliste suuruste vastavate vdartuste suhte teoreemi alusel
saame:

(11Ibi=a2lb2=a3:b3:‘-...‘—‘——-anlb”.

Téhistades suuruse A mingi véartuse tihega y ja suu-
ruse B vadrtuse x-ga, voime kirjutada vordeteguri definitsi-
ooni alusel: y:k=x:1. Umberpaigutades vorde siseliikmed,
gaate:d e vl

Jarelikult: a; :byje=ay:bs=0a3:b3=...—=a, : b,=
i e

Niaide. Osteti B m (hulk) A rubla (koguhind) eest:

bo=1m Go==:3 rbl—%
b4 m dy== 12 bl
bo=5m as = 15 rbl.
by=7 m ag =21 rbl.
X Y
Kauba hulk — soltumatu muutuja ehk argument, omab

mistahes véirtusi. Kauba koguhind on soltuv muutuja ehk
funktsioon. Selle viddrtused soltuvad argumendi vairtustest,
s. t. kauba koguhind soltub jddva hinna puhul kauba hulgast.

12:4=15:5=21:7=y: x=3: 1 = 3 = vordetegur.

2. Poordvordelised suurused.

Vaatleme jargmist ndidet. Spordiring méédras mingi
summa suuskade ostuks. Ostetav suuskade arv oleneb suusa-
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paari hinnast. Oletamg, et 12-rublalise suusapaari hinna
puhul on vdimalik osta 60 paari suuski. Siis

hinna puhul 24 rubla saaks osta 30 paari

i Gomeh ey o SR | e

AT - TS & B T

5 0 0 S5 I

5 % B s Y [t AR
| i 4 3 20

X — argument, Yy — funktsioon.

. Siin vastab samuti igale argumendi viirtusele (suusa-
paari hind) kindel funktsiooni védirtus (ostetud suuskade
arv), kuid argumendi mistahes kahe viirtuse suhe vordub
funktsiooni vastavate viirtuste poordsuhtega.

Nii on 48:12—=4 kahe argumendi védirtuse suhe ja
funktsiooni vastavate viirtuste suhe on 15:60 :i.
Jarelikult: 48 :12—60: 15.

Definitsioon Kui kaks suurust A ja B sjltuvad
teineteisest nii, et esimese ‘mingi kahe vidirtuse suhe vérdub
teise suuruse vastavate viirtuste poordsuhtega, siis nimeta-
takse niisuguseid suurusi poordvordelisteks.

Kui suuruse A viirtused tahistame tahtedega ay, a,,

@3, ... ja suuruse B vastavad vadrtused tihtedega b,, bs,
bs, ..., siis suurused A ja B on poordvordelised, kui %‘=%’;
2 2 1
o YO0 T

ag b’

Péordvordeliste suuruste niiteid: tihtlase liikumise kijrus
on pddrdvordeline lijkumise ajaga iihe ja sama tee pikkuse
puhul; gaasi ruumala jaaval temperatuuril on poordvordeline
réhumisega; jiiva pindaladega ristkiilikukujuliste maatiik-
kide alus ja kdrgus on podrdvordelised suurused.

324



Poordvordelisuse tunnus.

Kui iihe suuruse viirtuste mingi arv korda suurenemisel
voi vihenemisel teise suuruse vastavad vaartused esimesel
juhul vdhenevad ja teisel juhul suurenevad samapalju kordi,
siis niisugused suurused on poordvordelised.

Votame kaks teineteisest olenevat suurust A ja B; suu-
riise A mingid kaks vaartust olgu a, ja a, ja suuruse B vas-

tavad viidrtused by ja bs. Olgu ag=a - %. Eelduse kohaselt,

kui védartust ay jagatakse g-ga, siis véartus b, vastupidi kor-
rutub g¢-ga, jdrelikult vastab suuruse A vdartusele %‘ Suit-

ruse B vaartus b,9. Vairtuse % korrutamisel p-ga véar-

tus b,q jagatakse p-ga. Jarelikult vastab suuruse A vaartu-
byg

a sy
sele —‘q—p suuruse B vdaartus

Seega agl‘:al'%ja b2=bl‘%.

= it 70 by__1
Nendest vordustest saame: a—i—q(l), b:—p(ll).

Teisest vordest, asendades suhted poérdsuhetega, saame:
b_»
by ¢’
Jarelikult vordub as ja a; suhe by ja b, suhtega, s. t. suu-
rused A ja B on poordvordelised.
Teoreem. Kui suurused A ja B on pdordvordelised, siis
nende suuruste vastavate viirtuste korrutis on jadv arv.
Antud: A ja B on poordvordelised suurused; suuruse

A viirtused on ay, a@s, as, ... ja suuruse B vastavad vaar-
tused on by, bg, b3y .«
a;:ag=1bg:by; ay:az3="bg: by; i Ouay s Ope=Dby ! Dueii
Toestada: a1b1=a2b2=a3b3=. bas= GaeiDady == ulln:
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Vottes antud vorrete sise- ja vilisliikmete korrutised,
saame:
a1b; = asb,,
@by = asbs,

an—lbn—l = anbn,
s. 0. rida omavahel vordseid korrutisi; kust
a1b1 = agbz ] a3b3 ==, == a,.-lb,._l - a,,bn.

Vétame kaks mingisugust podrdvordelist suurust A ja B
(néiteks tooliste ary ja toopdevade arv, mille véltel nad
tdidavad iihe ja sama kindla todiilesande) . Oletame, et iihe
suuruse, nditeks B viirtus (pdevade arv) vordub tihega,
siis vastav teise suuruse A vdartus (tooliste arv) vérdub
selle suuruse £ tihikuga; kui aga suurus B vordub x iihi-
kuga, siis suuruse A vastay vairtus olgu y iihikut. Posrd-
vordeliste suuruste definitsioonj alusel saame:

Y:k=1:x, kust Yx ==~k ehk y:é.
Jarelikult, kui kaks suurust on podrdvordelised, siis _iihe
suuruse vddrtus vordub mingi konstantse arvuga k, mis jaga-

tud teise suuruse vastava védrtusega.

Valemist yx=— &, kus Y ja x on podrdvordeliste suuruste
A ja B vastavad viirtused, jirgneb, et jddv arv, mis vil-
jendab nende suuruste kahe vastava védrtuse korrutist, vor-
dub k-ga, s. t. funktsiooni (y) selle viirtusega, mida ta
omab sel erijuhul, kui argumendi (x) vaartus vordub iihega.
Nditeks, kui kindlat t66d on tarvis éra teha B paevaga, siis
tuleb toole méirata A inimest.

Péevade arv (argument) voib omada mistahes vairtusi.
Tooliste arv (funktsioon), mis vajalik teatava kindla t66 tege-
miseks, oleneb paevade arvust.
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B péeva A inimest

by = 18 pdeva a; = 12 inimest
b2= 9 ) a2= 24 2
b3:= 6 47 Ag=— 36 7,
b4|:= 3 i Q4= 72 A
bo-’: 1 péev a0=216 ¥ =57
bs =24 pdeva as == -9 3
6:18=12:36; y:k=1:x; yx==~k; yzi.
Jaav arv k=01b1=02b2=———=...'——=12' 18=2419—=...=

—=216-1=216. Antud ndites tadhistab & tehtud t66d t66-
pdevades (normipdevades).

§ 144. Kolmlause.

A. Lihtkolmlause.

Lihtkolmlause iilesannete hulka kuuluvad iilesanded, mil-
ledes on antud kaks vordelist voi poordvordelist suurust A
ja B, kusjuures on teada suuruse A kaks mingit vdartust a,
ja a, ja iihele neist vastav suuruse B vdartus b,; on tar-
vis leida suuruse B teine vastav véartus.

Lihtkolmlause on saanud oma nimetuse sellest, et igas
selle reegli jirgi lahendatavas iilesandes on tarvis kolme
antud arvu abil leida neljas nendega vordeline arv.

Lihtkolmlause iilesannete
lahendamisviisid. 2
Lihtkolmlause iilesanded lahendatakse tavaliselt vorde
meetodi voi iithiku abil.
1. Vorde meetod.
Ulesanne 1. a; kg leiba maksab b; rubla. Kui
palju leiba saab osta by rubla eest?
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Otsitavat leiva hulka tahistame y-ga. Arvud a; kg ja
by rubla kuuluvad iilesande eeldusesse, arvud Y kg ja by rubla
— iilesande kiisimuse juurde: Lihtsustamise mottes kirjutame
iilesandes antud andmed iihte ritta ja kiisimuse andmed teise
ritta, nii et arvud, mis valjendavad. samaljiki suurusi oleks
kirjutatud teineteise alla. Saame jargmise kirjutise:

by rubla eest ostetakse a; kg leiba,
b2 ”» » ” Y kg ”»

Selleks, et teada saada, kas y on suurem voi viiksem Kkuij
@, on vajalik koigepealt kindlaks teha, millises olenevuses
on leiva koguhind ja kaal. Kuna lejva kaalu suurenemise]

antud suuruste vahe] valitseb vérdeline olenevus.

Jérelikult y on niipalju kordi suurem (voi viiksem) ay-st,
kuipalju kordj by on suurem (vOi vdiksem) b,-st.

Siit Yy:a,=2b,:b,.

Lahendades selle vorde, saame:

Y= a;,—f” ehk y= kb,, kus f— ;11‘— (vordetegur).

Ulesanne 2 Ratas, mille timbermoot on by m, teeb
teataval teepikkusel a; poodret. Mity pooret teeb samal tee]
ratas, mille timberm&st on bs m?

Selles lilesandes valitseh antud suuruste vahel poordvor-
deline olenevus, sest suurendades ratta imbermodtu teatay
arv korda viheneb selfe tiirude arv samal teel samapalju

Téhistades ratta otsitava tiirude arvu y-ga, kirjutame iiles-
ande andmed, nagu eelmiselgi juhul, kahte ritta:
ratas iimbermddduga b, m teeb @y podret,
”» » by m Y A
Kuna antud tee pikkuse puhul ratta podrete arv ja selle
imbermddt on poordvordelised suurused, siis y on niipalju
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kordi suurem (voi vdiksem) a;-st, kuipalju kordi b; on suu-
rem (vOi vdiksem) b,-st.

Siit: YYo= bl . b2.

Lahendades selle vorde, leiame:

Y= al‘,—b‘ vOi y-:i2 kus k=ab; (vordetegur).

Vorde koostamist on holpsam alata tundmatust.

II. Ulesande lahendamine iihiku kaudu.

Lahendame samad iilesanded iihiku kaudu.

Ulesanne 1. a; kg leiba maksab b; rubla. Kui palju
leiba saab osta b, rubla eest?

Kui b, rubla eest saab osta a; kg leiba, siis 1 rubla eest

saab osta b, korda vihem leiba, s. o. Z—‘ kg.
1

Kui aga | rbl. eest saab osta %i— kg leiba, siis bs rubla

eest saab osta by korda rohkem kui iihe rubla eest, s. o.
G- by ehk ﬁl’zk
Lahenduse klrjutls:
by rubla eest saab osta a; kg leiba,
A ST e “—‘kg

b2 alb, kg
Téhistades otsitava leiva hulga y- 1ga saame:
Y= ab‘—b“ ehk y = kb,,
1

kus k:% (vordetegur).

Ulesanne 2. Ratas, mille iimbermdot on b, m, teeb
teataval teepikkusel a; pooret; ratas, mille i{imbermd6t on
1 m teeb samal teel poordeid by korda rohkem, s. o. aib;
pooret. Samal teel teeb ratas, mille iimbermdot on b, m
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poordeid b, korda vihem kui ratas, mille iimbermédt on
Limes o ‘—z;,—:‘ pooret.

Lahenduse kirjutis:
ratas iimbermé6duga b; m teeb a; pooret,

” ”» 1 m ”» albl " )
a,b,
” ”» b2 m ”» b2 ”»

Téhistades otsitava poorete arvu Yy-ga, saame:

| =" ehk yr=,;':—,
kus k=a,b, (vordetegur).

Nagu ndeme vaadeldavatest naidetest, taandub lihtkolm-
lause iilesannete lahendamine iihiku kaudu olulises osas
vordeteguri leidmisele (s. t. funktsiooni vadrtus argumendi
vadrtusel 1), mida leides me saame kergesti vastava valemi
otsitava funktsiooni mairamiseks.

B. Liitkolmlause.

Liitkolmlause iilesannete hulka kuuluvad tilesanded, mil-
ledes on antud »n vordelist v6i poordvordelist suurust A4, B,

Gcvl MEP, kusjuures on igast iihest (n—1) suurusest
teada 2 vdartust, néiteks suuruste A4, B, C,D... M viairtused
&y by, 0p dvit o B my ja veel n-da suuruse P iiks vadrtus

p1; madrata tuleb aga suuruse P teine vastav viirtus.
Liitkolmlause iilesanded nagu lihtkolmlause iilesandedki

lahenduvad vérde meetodi ja iihiku kaudu.
. Vorde meetod.

Ulesanne. Todtades ¢1 tundi péevas kaevasid a; too-
list by pdevaga kraavi, mille pikkus dy m, laius /; m ja siiga-
vus f; m. Mitme pdevaga kaevaksid a, toolist, toGtades
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¢y tundi pédevas, kraavi, mille pikkus dy m, laius /, m ja
siigavus fo m? ‘

Tahistades otsitava arvu y-ga, kirjutame iilesande sisu
lithidalt:

Tingimus: a; t66l., ¢; tundi, dy m pikkus, /; m laius,
fi m siig., b, pédevaga. . ‘

Kiisimus: a@s t00l., co tundi, do mp, e m L, fo m s.
Yy péevaga.

Selleks, et lahendada seda iilesannet, esitame selle liht-
kolmlause iilesannete reana ja lahendame iga saadud iiles-
ande vorde meetodil.

Oletame, et koik esimese rea suuruste vddrtused, peale
esimese (a; — t00liste arv) ja viimase (b; — pdevade arv),
jddvad samaks ka teises reas, siis soOltuks otsitav pdevade
arv ainult tooliste arvust. Sel juhul oleks meil jédrgmine
lihtkolmlause iilesanne: a; toolist teostavad t66 6, pédevaga.
Mitme pédevaga teostavad selle 160 ap t60list?

Téhistades selles iilesandes otsitava yy-ga, kirjutame iiles-
ande liithendatult:

a; toolist teostavad t66 b, paevaga,
Qg ” » »w Y1 »

Lahendame selle vorde meetodil, arutledes jargmiselt:
et pdevade arv, mille jooksul to6 Iopetatakse, on pdoord-
vordeline tooliste arvuga, siis otsitav arv y; on niimitu korda
suurem (voi vdiksem) b4-st, kuimitu korda tééliste arv ay
on suurem (voi viiksem) as-st. Siit saame vorde: y;:b; =
—a, : as, millest saab leida yy. Jittes y; védrtuse arvuta-
mata, muudame pohiiilesande tingimustes t66tundide arvu
co-ks, koik iilejadnud andmed (kraavi pikkus, laius ja siiga-
yus) jadgu seni muutmata. On ilmne, et sel juhul oleneb
otsitav pdevade arv ainult tundide arvust. Jérelikult me
saame teise lihtkolmlause iilesande, mida lithidalt voib Kirju-
tada nii:
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téotades ¢, tundi pievas, todlised teevad 166 y, péevaga,
$o1 Co ” R ” » »w Y2 »

Arvestades, et pidevade arv, mille viltel v5ib teha mingi
to6, on poordvordeline pievas tehtud tddtundide arvuga,
saame teise vorde: y,:y,=rcy:cy, mille lahendamisel
leiame ys.

Edasi muutes jérjest pohiiilesande tingimustes arve, mis
viljendavad kraavi pikkust, laiust ja siigavust dg-ks, co-ks
ja fo-ks, saame vastavalt kolmanda, neljanda ja viienda liht-
kolmlause iilesande. Kolm viimast iilesannet saab lithenda-
tult kirjutada nii:

1) Ulesanne HI (kraavi pikkus ja todaeg on vorde-
lised suurused):

kraav, mille pikkus d; m kaevatakse Yo pdevaga,
”» ” ”» d2 ”» ”» Y3 » .
Sellest iilesandest saame vorde: Ys:Ys=ds:d; (111) .

2) Ulesanne 1V (kraavi laius ja todaeg on vordeli-
sed suurused):
kraav, mille laius /; m kaevatakse Y3 pdevaga.
» ”» bkl ) » Ya ”
Sellest iilesandest saame vérde: y, tys=1ls: 1, (IV).
3) Ulesanne V (vordelisus):
kraav, mille siigavus f; m kaevatakse Y4 pdevaga,
» » » f2 ”» » Y ”»
Seega ongi viienda iilesande otsitay arv pohiiilesande
otsitavaks arvuks ja me tdhistame selle y-ga.
Sellest iilesandest saame vorde: Y:ys=fa:fy (V).
Sel teel saime 5 jirgmist vorret:
Y1:by=a, : ay;
Y2 1 Y1==2Cq1: Co;

Ys:Yys=ds :dy;
Ys:iys=ly: ly;
Y Ys=fy:f1
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Vastavalt liitvorrete teoreemile korrutame saadud vorrete
vastavad litkmed:

(Y1Y2Ysya) : (b1Y1Y2ysys) = (aicidalsfs) : (agcadilyfy) -
Taandades vdrde esimese suhte (y1y2ysy4)-ga, saame:
Y : by = (ayc1dslsfs) : (ascodyl4fy).
Lahendades vorde, leiame:

__ bayeidslfs.

ascodilyfy

II. Lahendamine iihiku kaudu.

Niitame, kuidas lahendub see iilesanne iihiku kaudu.

Ulesanne kirjutatuna lithidalt:

Tingimus: a; toolist, ¢, t., pik. dy m, laius {; m,
siigavus f; m, b; péeva.

Kiisimus: a, tootist, c, t., pik. dp m, laius [y m,
siig. fo m, y pdeva.

Ulesande lahendamisel iithiku kaudu arutleme nii: a; t60-
list, tootades igapdev ¢y tundi, kaevasid kraavi, mille pik-
kus d; m, laius {; m ja siigavus f; m by pédevaga; iiks t00-
line tootades pdevas samapalju tunde kui kdik toolised,
kulutab sama kraavi kaevamiseks a; korda rohkem aega
(suurustevaheline olenevus on vordeline), s. o. b,ay paeva,

as to0list teevad selle t66 @, korda kiiremini, s. o. % pée-

vaga; ao toolist oleks 1opetanud to6 tehes ¢y tundi pédevas:
kui nad oleks tootanud iga pdev ainult iiks tund, siis oleks
aega kulunud c¢; korda rohkem (olenevus on poordvorde-

¢ byaqc % $i 3 b
line), s. o. —‘;‘—‘ pdeva. Tootades aga ¢ tundi péevas,
3

= Ak o S bac
nad l6petavad t66 ¢, korda kiiremini, s. o. -l

s pée-
vaga.
Nii palju aega kulutavad toolised, kui kraavi pikkus on

dy m, kui aga kraavi pikkus oleks olnud ainult 1 m, siis 60
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oleks Iopetatud dy; korda kiiremini (vordeline olenevus),

bt ievaga

| ayced; P ga.
Kui kraavi pikkus vordub d, m-ga, siis kulub nii pika
i s b d
kraavi kaevamiseks d, korda rohkem aega, s. O. ——_‘11“;0‘11 2
gt |

péeva.

Nii palju aega kulub. selleks, et kaevata kraavi, mille
lajius {; m. Kui kraavi laius oleks ainult 1 m, siis kuluks
byaye,d,

aega ly korda vihem (vordeline olenevus), s. o.
asCad;ly

pdeva.
Kui aga kraavi laius on /, m, siis kulub aega selleks
byac,dyly
QxCadly
Nii palju aega oleks kulunud kraavi kaevamiseks, mille
siigavus f; m. Kui aga kraavi siigavus oleks olnud ainult
I m, siis oleks t66 teostatud f, korda kiiremini (vordeline
' bia e dyly
axCyd 1y fy -
Kui kraavi laius on f, m, siis kulub aega tooks [, korda
biaycqdylyf,
aseodylify
Me saime sama valemi, nagu selle {ilesande lahendamisel
vorde meetodil.
Lahendamine iihiku kaudu on tunduvalt lihtsam. Peab
ainult tdhelepanelik olema suurustevahelise sdltuvuse ise-
loomu maidramisel (vordeline voi poordvordeline sdltuvus).

tooks Il korda rohkem, s. o. pédeva.

olenevus), s. o. paevaga.

rohkem, s. o. paeva,

§ 145. Protsendid.

Definitsioon. Protsendiks nimetatakse mingi arvi
sajandikku.

Sona ,protsent” tuleneb ladinakeelsest viljendist pro
centum, mis tdhendab ,saja pealt” ehk »sajast” ja tadhista-
takse margiga %.
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Protsendi definitsioonist jirgneb, et see on ainult eriline
viis nende murdude viljendamiseks, mille nimetajaks on 100.
Protsendi moistega on seoses kaks teisenduste liiki:

1. Viljendada murruga antud protsentide arv.

. Kiisimus lahéndub protsentide arvule nimetaja 100
juurdekirjutamisega, kusjuures protsentide arv on lugejaks.
i 1
: e el e _7? 2% il
Niiteks: 68%_m_0,68, 73 %_Wzﬁzﬁ)'

9. Viljendada harilik murd protsentides.
Selleks, et harilikku murdu viljendada protsentides, on

: - 5 s kak
tarvis muuta see kiimnendmurruks tdpsusega kuni 553

sajandike arv niitab protsentide arvu.
R 2
Niditeks: 5 =0,67=67%.

Jaav nimetaja kergendab tunduvalt mitmesuguste muu-
tuvate suuruste muutumise resultaatide vordlemist ja samuti
ke iihede voi teiste arvude suhtelise suuruse vordlemist.

Seepérast kasutatakse protsentarvutusi véga lajaldaselt
praktilises elus. Tootluses kontrollitakse protsentidega plaani
taitmist, viljendatakse 60 tootlikkust, mitmesuguste sula-
mite voi lahuste koostise arvutamisel antakse sulamit voi
lahust moodustavate ainete protsendiline suhe, meteoro-
loogias viljendatakse protsentides ohu niiskust, vihmapae-
vade arvu aastas; kooli elus mddratakse Kklassi opilaste
protsent kogu kooli opilaste arvust jne. Maapouevarade
tootmisel viljendatakse protsentides puhta metalli sisaldu-
vus maagis; leivakiipsetamisel viljendatakse protsentides
juurdekiipsetist, mis tekib kiipsetamisel jne.

Eriti sageli kasutatakse protsente rahanduslikkudel arvu-
tustel hoiukassades, pankades, kaubanduses.

Igat liiki finantsoperatsioonidel kasutatavatele suurus-
tele on antud eri nimetused. Nii nimetatakse panka vOi
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hoiukassase pandud summat algkapitaliks; arvu, mis niitab
mitme protsendi vorra suureneb (voi viheneb) algkapital
ihe aastaga, nimetatakse protsenditaksiks; summat, mille
vorra suurenes algkapital teataval ajavahemikul, nimeta-
takse protsentrahaks ehk intressiks. Algkapitali koos int-
ressiga nimetatakse kasvanud kapitaliks ehk 1oppkapitaliks.

Finantsarvutustel voetakse aasta vordseks 360 paevaga
ja kuu vordseks 30 paevaga.

Protsente nimetatakse lihtprotsentideks, kui nad arvuta-
takse “algkapitalile juurde ainult iiks kord ja liitprotsentideks,
kui nad arvutatakse iga aasta (korduvalt) 16ppkapitalile
juurde.

Liitprotsente kasutatakse sageli finantsarvutustes, elanike
juurdekasvu arvutamisel, teatavate loomade v5i taimede
liigi paljunemisel jms.

Arvutustel kasutatakse monikord protsentide asemel nn.
»promille”. | Promilliks” nimetatakse mingi arvu tuhandikku.

Sona ,,promill” tuleneb ladinakeelsest véljendist pro
mille, mis tdhendab tuhande asemel, tuhande pealt ehk
tuhandest ja tahistatakse margiga 9/0,. Naiiteks 50/40 arvust
3000 tahendab 5 promilli ehk 5 tuhandikku arvust 3000, mis
on 15.

Protsentiilesannete tiiiipe ja nende lahen-
damismeetodid.

Praktilises elus esineb enamasti kolm protsentiilesannete
tiifipi: 1) protsentide leidmine arvust, 2) arvu leidmine prot-
sentide jérgi ja 3) kahe arvu suhte viljendamine protsenti-
des. Erilise koha omavad protsentiilesanded, mis seotud
finantsoperatsioonidega.

Vaatleme nende iilesannete tiiipide lahendamismeetodeid.

Protsendi definitsioonist jargneb, et esimese ja teise
tiiiibi filesanded (protsendi leidmine arvust ja arvu leidmine
protsendi jdrgi) lahenduvad kergesti, sest nad vastavad
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iilesannetele osa leidmine antud arvust ja arvu leidmine
antud osa jargi.

Arvesse vottes, et nendes iilesannetes esinevad vordelised
suurused, neid voib vaadelda kui lihtkolmlause iilesandeid ja
lahendada vorde abil voi iithiku kaudu. Niisuguste {ilesannete
lahendamist selgitati iiksikasjalikult eespool.

IR Leida ploargid o
Lahendus I: p%:%a.

Ulesanne taandub -2 -ndiku leidmisele arvust a ja lahen-

100
dub a korrutamisel murruga:
a-p
ity
Lahendus 2 (vorde abil):
a...100%, Eag=—=nc 1O
Xy p%, Kot ‘1%% .

[I tiiiip. Leida arv, mille p% on P.
Lahendus 1: Ulesanne taandub arvu leidmisele selle
p

0sa jg; Suuruse P jargi.
Ulesanne lahendub jagamisel murruga: x:P'plOO.
Lahendus 2 (vorde abil):
Priicp%: %0 P ==100.43,
x...100%, x::P';OO.

LI tiiiip. Kahe arvu suhte viljendamine protsentides
(protsentsuhte leidmine).

Kahe arvu protsentsuhteks nimetatakse arvude suhet, mis
viljendatud sajandikkudes (protsentides).

Siit jidrgneb: kahe arvu protsentsuhte leidmiseks tuleb
nende ‘jagatis véljendada kiimnendmurruna. Nditeks, kui on
tarvis leida arvude 45 ja 225 protsentsuhe, siis see tdhendab,
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et suhe ;—255 tuleb viljendada sajandikkudes (protsentides).
Viljendame esialgu nende kahe arvu jagatise kiimnend-

murruna: 24755—_—0,2, kuid 0,2:12—30 , jérelikult on antud

arvude protsentsuhe 20%. On ilmne, et niisugust tiidipi tiles-
andeid, nagu eelmisigi, voib vaadelda kui iilesandeid vorde-
listele suurustele ja seepdrast lahenduvad nad lihtkolmlause
lahendusviisidega.

Lahendades eelmist tilesannet, saame vorde y:100=
=44 : 225,

Lahendame iilesande iildkujul. Mitu protsenti moodustab
arv m arvust a? Siin on tarvis viljendada arvude m ja a
suhe protsentides.

Lahendus 1. x:m—iﬂ(—)—.

Lahendus 2

: a...100%, x:100=m:a,
L% yao o

a

IV tifip. Protsentiilesanded seoses finantsoperatsiooni-
dega. Sellist tiiiipi {ilesannetes vobivad esineda jirgmised
suurused:

1) algkapital (a)

2) protsenditaks (p%)

3) aeg (1)

4) intress (P)

5) loppkapital (A).

Loppkapital A=a + p, seepédrast eristatakse seoses
finantsoperatsioonidega ainult jargmisi nelja tiilipi protsent-
tilesandeid:

1) iilesanded intressi (P) leidmiseks;

2) iilesanded protsenditaksi (p) leidmiseks;

3) iilesanded aja (f) leidmiseks;

4) iilesanded algkapitali (a) leidmiseks.
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Neis iilesannetes leitakse kolme antud vordelise suuruse
jargi neile vastav neljas suurus. Jéarelikult kuuluvad vaadel-
davad iilesanded liitkolmlause {ilesannete hulka ja seepérast
lahenduvad kas vorrete meetodil voi ithiku kaudu. Neid
lahendusviise selgitati iiksikasjalikult eespool, seeparast ei
peatu me enam neil. Tdhendame, et loppkapital A muutub
(suureneb voi vaheneb) algkapitali (a), protsenditaksi (p),
aja (t) ja intressi (P) muutumisel, kuid on vordeline ainult
algkapitaliga ja pole vordeline intressi ega ajaga. :

Niitame seda jargmiste niidetega.

a P% t 7L A
100 rbl. 3% la. 3 rbl. 103 rbl.
300 rbl. — — 9 rbl. 309 rbl.

. 300: 100 =309 : 103
Algkapital suurenes kolm korda, samuti suurenes ka Ioppkapital
samapalju kordi. @ ja A vaheline soltuvus on vordeline.
100 3% 1 a. 3 rbl. 103 rbl.
— 129% 1 a. 12 rbl. 112 rbl.
Protsenditaks ja intress suurenesid 4 korda. Loppkapital. suurenes
9 rubla vorra. P ja A vahel ei ole vordelist soltuvust.
100 3% 1 a. 3 rbl. 103 rbl.
— - 5 a. 15 rbl. 115 rbl.

Aeg suurenes 5 korda, intress suurenes samuti 5 korda, 16ppkapi-
tal aga 12 rubla vorra ehk :(1)_:;) korda. Vordelist s6ltuvust pole ja nen-

dest suurustest vorret koostada ei saa.
Loppkapitali A madramiseks ja sellega seotud arvutustes kasuta-
takse tavaliselt valemit A =a- P.

Nidide. Kui pikaks ajaks laenas pank raha, kui ta sai 4880 rubla
asemel 5703,5 rubla, arvestades 4,5% aastas?

a P t A
Eeldus: = 100 rybla 45 rubla  1a 1045 rubla
Kiisimus: 4880 ,, % BROSD

Lahutamisega leiame intressi 4880 rublalt:
57035 rubla — 4880 rubla =823,5 rubla.
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Saame {ilesande:

a P t
Eeldus:. . 100 tbi. 45 rbl. 1a.
Kiisimus: 4880 rbl. 823,5 rbl. X
Lahendame vorde abil:
: 1 =100 : 4880,

x x, =823,5:45.

Aeg on poordvordelme algkapltahga ja vordeline intressiga.
x tédhistab aega, mille moéddumisel saadakse 4880 rublalt 4,5 rubla
intressi. '
x+x 1% +1=8235-100:48804,5.

8235:100 15 3
= m =3 x=3;£ aastat.

Finantsarvutuste protsentiilesannete
lahendamise fildvalem lihtprot-
sentide puhul -

Téhistame, nagu varemgi, algkapital — a (rbl.), prot-
senditaks — p%, aeg — ¢ (aastat) ja intress P (rbl.).
Definitsiooni alusel protsenditaks nditab, et {ihes aastas

saadakse intressi T’(,)_O' algkapitalist. Jarelikult annab alg-

kapital a rubla 1 aastas a- lf)O la(ﬁ) (rubla) intressi.

t aastaga kasvab intress samalt kapitalilt sama protscndi-
taksi puhul ¢ korda.

apt :
Jarelikult: P — i (I)

Kasutades seda lihtprotsentide {ildvalemit, saab sellest
alati leida iiht suurust, teades iilejddnud kolme suurust.

Tahendame, et selles valemis peab aeg (f) olema viljen-
datud aastates. Kui aga iilesandes on aeg véljendatud kuu-
des ja pdevades, siis tuleb see muuta enne aastateks.

Paigutades P asemele valemisse A—a—}—P P véir-

tuse % , saame A =—a + ‘lzgé ehk A=a(l 100) (IT)
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Kasutades valemeid I ja II on voimalik kiiresti' lahendada
igat lihtprotsentide iilesannet.
Ulaltoodud iilesande lahendame valemi jargi:
A —5703,5 rubla; a= 4880 rubla; p=4,5 rubla.

45t 5703,5 . 45,
5703,5=4880(1 + ~J55); “aggp =1 SRy

57088 5 Tab{s V988, o 45t M 9.r

1050 LN TEAG FeE. T T 1000 1 B0ETT ROgH
195.30' . 160 .8
t—TT’“T_?’Z (aastat).

Ulesanded promillidele on sama tiilipi kui protsentiiles-
anded ja lahendatakse samade votetega.

§ 146. Vaordeline (proportsionaalne) jaotamine.

Vordelise jaotamise iilesannete hulka kuuluvad iilesanded,
milledes on tarvis iiht arvu jaotada osadeks, mis on vorde-
lised teiste antud arvudega.

Niide Jaotada arv N osadeks Xy, X3, X3, X4, mis on
vordelised arvudega a, b, ¢, d — tédhendab jaotada arv N
neljaks niisuguseks osaks, et X+ Xo+ Xs+ X4=N ja
osade X; ja X, suhe vorduks arvude a ja b suhtega, osade
X, ja X3 suhe — arvude b ja ¢ suhtega ja Iopuks osade
X; ja X4 suhe — arvude ¢ ja d suhtega.

Oeldu alusel saame jdargmised vorded:

Xi:Xo=0a:b; Xo:Xs=0b:¢; Ko - Xy==0:d.

Paigutades saadud vorretes {imber siseliikmed, saame
jdrgmised vorded:

Xq:a=Xy:b; Xo:0=2X3:¢; Xs:c=Xs:4.

Viimastest vorretest saame kirjutada rea suhteid:
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Peale selle vbime saada vorretest: Xi:Xo=a:b;
Xo:Xs=0b:c; X3:X,=c:d suhete rea:

X1:Xo: Xs: Xy=—a:b:c:d.

l. Vordelise jaotamise iilesannete tiifipe.

Esinevad jirgmised vordelise jaotamise iilesannete tiiiibid:

a) arvu jaotamine osadeks, mis on vordelised tidisarvude
voi murdarvude reaga;

'b) arvu jaotamine osadeks, kusjuures iga otsitavate
arvude paari kohta on antud eraldi suhted:

¢) arvu jaotamine osadeks, mis on poordvordelised antud
tais- voi murdarvudega;

d) kahe voi mitme arvu leidmine nende antud suhete ja
mingi kahe arvu summa voi vahe jirgi;

€) arvu jaotamine osadeks vordeliselt kahe, kolme jne.
arvude reaga.

2. Vordelise jaotamisev filesannete
lahendamisviisid.

[ tiidip. Arvu jaotamine osadeks vordeliselt antud tiis-
voi murdarvudele.

Ulesanne. Jaotada arv N kolme ossa vordeliselt arvu-
dega a, b, c.

a) Vordsete suhete rea omadusele pohjenev lahendus.
Téhistame otsitavad osad tahtedega X;, X,, Xs.
Ulesande eclduse alusel voime kirjutada:

Xi:Xo=a:b; Xi:Xs=—a:¢; Xo:Xa=b:c.
Umberpaigutades saadud vorretes siselitkmed, saame:
Xyia=Xo:b, Xiia=—=Xzic; Xgib=—=Xg:16.

Vastavalt transitiivsuse omadusele kirjutame:

La b/t
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Vordsete suhete rea omaduse alusel saame:
XN+X%4+X X X5 X
B T g bR e

Kuid X+ X5 + X3= N, seepérast

Siit saame kolm vorret:
od gt N i 0 N Sl N
a  a+b+c’ b at+btc’ ¢ atbtc’
Lahendades iga vorde, saame:

O TN BN R e
at+b+4+c a b ¢’

Na Nb Nec
S S et Sy el s P e

b) Vorrete meetod.

Oletame, et esimene otsitavaist sisaldab eneses a mingi-
sugust vOrdset osa; siis vastavalt iilesande tingimusele sisal-
dab teine otsitav eneses & niisugust osa ja kolmas otsitav —
¢ niisugust osa. :

Jarelikult sisaldab antud arv a 4 b6 -+ ¢ vordset osa. Kui
a -+ b + ¢ vordses osas sisalduvad koik N iihelist, siis peab
esimene otsitav, mis sisaldab eneses ainult a niisugust osa,
olema vidiksem arvust N niimitu korda, kuimitu korda on
a viiksem kui a4 b+ c¢. Seepdrast tdhistades otsitavat
arvi X,-ga, saame vorde: Xy :N=a: (a+ b0 +c).

Kasutades sama arutlust teise otsitava arvu X, ja kol-
manda X; kohta, saame veel kaks vorret:

Xo:N=b:(a+b+¢c) ja Xsg:N=c:(a+b+c).

Lahendades vorded, leiame otsitavad murrud:

Na Nb Ne
X].thp;? X2=21W+_c; X3:a+b+c'

¢) Lahendamine iihiku kaudu.

Ulesande eelduse kohaselt peavad otsitavad. osad oma-
vahel suhtuma nagu a:b:c, seepérast, kui esimene otsitav
sisaldab a osa, siis peab teine otsitav sisaldama b niisugust
osa ja kolmas — c¢ niisugust osa. ‘

Jarelikult antud arvus N on a -+ b + ¢ vordset osa.
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Uhes niisuguses osas sisalduv iiheliste arvon (a4 b6+ c)

korda viiksem kui N, s. t. vordub a—_i_];,—ji_g , kuid esimene

otsitav arv sisaldab a osa, teine — b ja kolmas — ¢ osa,
seepdrast peab esimene otsitav arv olema a korda suurem,
teine b korda ja kolmas ¢ korda suurem kuj ZTIIY-Tc'

Téhistame otsitavad arvud vastavalt X1, Xo ja X, siis
saame:

. Na Nb Nc

MTeEEe s agvrst o Xeeory

d) Kontrolliva oletusega lahendusviis.

Oletame, et esimene otsitav osa vordub arvuga a, siis
teine peab vorduma arvuga b ja kolmas — arvuga c. Koigi
kolme osa summa vordub siis (@+ b+ c). Kuid koigi kolme
0sa summa peab olema N. Kui meie poolt tehtud oletus
oleks oOige, siis vorduks summa a+b+c arvuga N.
Erijuhul on niisugune vordus voimalik. Kui aga N ei vordu
@+ b+ c-ga, siis on tarvis leida N ja summa a<4b+4 ¢
suhe, milleks tuleb arv N jagada summaga a + b 4 ¢. Suhe
#X‘—F—c nditab, mitu korda N on suurem summast
a+b—+e kui N> (a+b+¢) voi missuguse osa summast
@+ b+ ¢ moodustab arv N, kui N< (a4 b + ¢).

Korrutades arvud a, b, ¢ saadud suhtega, leiame ofsita-
vad arvud X;, X, ja X

aN bN cN

et fegmngs g

¢) Lahendusviis vabalt valitud iihikuga.

Votame arvu N esimese otsitava osa iiheks. Siis tingi-
muses antud otsitavate suhte siilitamiseks sisaldab teine

0sa b:a:f—; niisugust {ihikut ja kolmas osa — c:a=£

niisugust {ihikut,
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Jérelikult vordub koikide osade summa
b c_a+b+c
1 ‘+5+ R
Kuna see summa vordub N-ga, siis on esimene oftsitav

arv, mis voetud iihikuks, ‘—1—+—‘I:—i—c korda viiksem kui N

ehk X, =N:2FoHe T
Teine otsitav arv X, =afl;‘f}-c'%=a+Nbb+c'

Kolmas otsitav arv X _—.a—_’_I—V:—_!—_—c . :— = a—_}_ivlf—_*_c i

f) Vordelise muutumise viis.

Eelduse kohaselt tuleb arv N jaotada kolme ossa, mis
suhtuvad nagu a:b:c. Antud arv VN sisaldab a + b + ¢ osa.

. . - a
Esimene otsitav arv vordub e g osaga arvust N,
: 3 b .
teine ofsitav arv on oo osa arvust N ja kolmas

" ¢ ob
otsitav arv on PR e osa arvust N. Siit:

a R NG !
X =N at+b+c at+b+c’

R
Xg=N": atb+tc. atrbte’
Xg=N" ¢ Ne

a+b+c=a+b+ 6t

Antud iilesande kéikidest lahendusviisidest tuleneb jarg-
mine reegel arvu jaotamiseks vordeliselt antud arvudega:

selleks, et jaotada antud arv osadeks, mis vordelised
antud arvudega (neid arve nimetatakse vordelisteks), tuleb
ta jagada nende arvude summaga ja saadud jagatis korru-
tada jdrjest igaithega neist. See reegel jédab oigeks ka sel juhul,
kui vordelisi arve viljendavad murrud. Siis on kohane murd-
arvude suhe asendada tdisarvude suhtega, milleks tuleb
murrud teisendada iihenimelisteks ja votta lugejate suhe.
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IT tidip. Vordeline jaotamine juhul, kui on antud iiksi-
kute osade suhted.

Ulesanne. Jaotada arv N neljaks osaks nii, et esi-
mene osa suhtuks teisega nagu arv a suhtub arvuga b, teine
osa suhtuks kolmandaga nagu arv ¢ arvuga d ja kolmas —
neljandaga nagu arv e arvuga f.

Eelduse kohaselt kirjutame:

X1:Xo=0a:b; Xy:Xs=c:d ja X VX pif

Esimeses kahes vordes esineb X,. Esimeses vordes X,
sisaldab b osa, teises vordes aga ¢ osa. Kahes viimases vor-
des esineb X3, mis sisaldab teises vordes ¢ osa ja kolmandas
vordes e osa.

Ulesande lahendamiseks tuleb iilesandes antud otsitavate
arvude iiksikud suhted asendada kdigi nelja otsitava arvu
iildise suhtega, s. t. arv X, tuleb viljendada esimeses ja
teises vordes sama osade arvuga ja arv X; kolmandas ja
neljandas vordes samuti iihe ja sama osade arvuga. Selleks
on tarvis leida arvude b ja ¢ viikseim iihiskordne ja korru-
tada vastavate tdiendusteguritega esimeses ja teises vordes
teise suhte molemaid liikmeid, seejirel leida nende arvude
V.U, mis viljendab X3 osade arvu teises ja kolmandas vor-
des ja korrutada vastavate tdiendusteguritega teises ja
kolmandas vordes teise suhte molemaid liikmeid. Selleks, et
‘mitte rikkuda sellega X, osade vordsust esimeses ja teises
vordes, tuleb esimese vorde teise suhte liikmeid korrutada
sama tdiendusteguriga, millega korrutati teise vorde teist
suhet. Lihtsuse mottes oletame, et molemal juhul on arvud,
millede vaikseimat iihiskordset otsime, iihistegurita arvud.

Siis:

Xi:Xo=a:b|c X;:Xo=ac:bc|e Xi:Xs =ace: bece
X22X3i‘02d b X22X3=bCZbd e X2:X3=bce:bde
X3:X4’~:€:f X3:X4=e:f 1bdX3X4=bdebdf

V.O. (b ja c)=bc; V.U. (b, d ja e) — bde.
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Kolm viimast vorret voimaldavad iiksikute osade suhteid
asendada otsitavate arvude iildise suhtega (pideva suhete
reaga):

X, :X5:X5: Xy=uace: bce: bde: bdf.

Seega saime antud iilesande teisendada eelmist tiiiipi
iilesandeks.

Vaadeldavat iilesannet saab teisendada esimest tiifipi
iilesandeks ka teisel teel. Votame iilesande tingimusest
tulenevad vorded: :

X1:X2=a:b,
KXot Xge=wcdid;
X3:X4=e:f.

Umberpaigutades nendes vorretes siseliikmed, saame:
Xy ia=2X5:0," ()
Xz:C:—‘X;;Id, (II)
X3Zd=X43f. (IH)
Oletame, et esimene otsitav arv X, sisaldab a osa, nagu
see jirgneb esimesest vordest, teises arvus (X2) on b nii-
sugust ‘osa.

Teisest vordest jargneb:

X, =22,
Siis
Xy:0=23:0
ehk
Xy __ Xy
b db’
kust
Xy X3

5= (teise suhte eel- ja jérelliikme jagasime c-ga).
e
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Edasi leiame kolmandast vordest:

eX,
X3= f4’
kust
(b eXy. db
Xz — = b
ehk
X3 eX,-c
db ™ " fab
3 c
Siit
X, X, . ook 1 g 5
@3=£~z‘f (teise suhte eel- ja jérelliikme jagasime c-ga).
(4 ec.
Seega:
XX X3 Xy
@b @ bar
c {4
Ve ab  bd
Siit saame: X; : Xo: X3: Xs=—a:b :—Céz—é-cf.

Vabastades murdudest, saame:
X1:Xo:X5: Xy=—ace: bce: dbe : bdf.

II tiip. Arvu jaotamine osadeks poordvordeliselt
antud tdis- ja murdarvudega.

Ulesanne. Jaotada arv N poordvordeliselt arvudega
640’ .

See tidhendab, arv N tuleb jaotada osadeks vordeliselt
arvude a, b, ¢ poéordvaartustega, s. t. vordeliselt arvu-
dega : . ja 1.

a’ b

Tahistades otsitavad arvud tahtedega Xy, X, ja Xg, voime
kirjutada jérgmised vorded:

Xi:Xo— , Xo:X3g=

1
E:

&Ib"
G‘l"‘
Sl
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siit saame:
X1:X2:X3=%:%:}E.

Seega saame esimese tiiiibi iilesande.

IV tiiip. Arvude vordeline jaotamine osadeks nende
suhete ja kahe arvu summa voi vahe jérgi.

Ulesanne 1. Kolm arvu suhtuvad omavahel nagu
a:b:c. Esimese ja teise arvu summa vordub arvuga M.
Leida need arvud.

Tihistame tundmatud arvud tihtedega X, Xo, X3. Saame
vorded: X;:Xo=a:b, Xo:Xg=0b:c.

Tuletatud vorrete teoreemide alusel voime kirjutada:

1) X1+'Xz____ﬂ-_b, 2 XitX_ _atbd

X1 a _)(2 TR
kus eelduse kohaselt X; + Xo=M.
Jarelikult:
%:a'};b, millest Xl:%;
%="57, millest Xo= 220
Vordest Xo : X3 =="0: ¢ leiame: ng)i;f, kuid Xz__:a/_:”_”b;
jarelikult:
7 Mbc ¥ Mc
)&3':T{1—_*—_—I)—)b—, siit Xg:m'

Ulesanne 2. Neli arvu suhtuvad omavahel nagu
a:b:c:d Kolmanda ja esimese arvu vahe on M. Leida
need neli arvu.

Tihistame otsitavad arvud tdhtedega Xy, Xo, X3, X4. Ules-
ande eelduse kohaselt voime kirjutada:

XK Xy Xa i b i, millest X;:Xs=a:b,
X;:Xs=0b:c, Xg:X4=c:d, kus Xz — X1 =M.

Umberpaigutades vorde siseliikmed, saame: ;

&% XX, /—‘{—:”_—:1\,4 millest: %:%:%:%

T Gy S BTG AR d
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Votame vordsete suhete reast kolmanda ja esimese suhte

5 o X. X,
ning koostame vorde: L==1,

a
Umberpaigutades viimases vordes siseliikmed, saame:
X _ e
v il B

Tuletatud vorde omaduse alusel kirjutame:

Xs— X, c—a ja Xz — X1 CE=g
X3 B ¢ y

3 1 S Pl Ma
Kuna X5 — X; =M, siis X3 = pia Xl_‘c-—a

1 a

Vordest Xy : X,—a:b le'iame, et Xz—_-i;b—' asetades

b

P Ma
X, asemele selle viirtuse g, SaAdme:

Xgem M8 0 apir x 00 MDD

(c—a)a c—a ’
Vordest X3: Xy=—c:d Ieiame: Xy =x%d, kuid X3=cﬂca,
sl & _ Mcd sl M
]arehkult. X4 —'?(C‘Ta)— ehk X4—- hvg

Vaatleme niitena monede iilesannete lahendusi.

1. Ulesande lahendamine kontrolliva oletuse vo6i sarnasuse abil.

Ulesanne 1. 180 cm pikkune noér 15igata kolmeks osaks, mille
suhted 1:3:6. Leida iga osa pikkus.

Lahendus. Viiksemale osale anname vabalt valitud pikkuse.
Oletame, et ta on 2 cm pikk, siis peab teine osa olema 6 cm
(2 cm-3=6 cm) ja kolmas 12 em (2 ecm-6=12 cm). Kogu ndéri
pikkus peab olema 2 em—+6 ecm~+ 12 cm =20 cm. Kuna tegelikult on
néor 9 korda pikem (180: 20 =9), siis tuleb iga osa suurendada 9 korda.
Seega on esimese osa pikkus 2 cm-9=18 cm, teise osa pikkus
6 cm-9=54 cm ja kolmanda — 12 cm-9=108 cm.

Ulesanne 2. Jaotada 274 nelja ossa nii, et esimene osa suhtuks

teisega nagu 9:10; teine neljandaga nagu 5:8 ja kolmas oleks
66, (6) % neljandast.

Lihtsustame viimase tingimuse:

66
100

Wl o

’

2 2
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t. kolmas osa on-g neljandast ehk kolmas suhtub neljandaga nagu

:1=2:3 (murdarvude suhe asendati tdisarvude suhtega).

Wiy o

Tiahistades otsitavad osad tdhtedega X, X,, X, ja X,, kirjutame eel-
duse pohjal:

Selleks, et otsitavate iiksikuid suhteid asendada koigi nelja otsitava
pideva suhete reana, on tarvis:

1) otsitav X, viljendada esimeses ja teises vordes sama osade
arvuga ja

2) otsitav X, viljendada teises ja kolmandas vordes samuti sama
osade arvuga.

Selleks:

i) leiame 10 ja 5 viikseima iihiskordse;

2) korrutame vastavate tdiendusteguritega esimese ja teise vorde
teiste suhete liikmeid;

3) leiame X, osade arvu teises ja kolmandas vordes viljenduvate
arvude vidikseima iihiskordse;

4) korrutame vastava tdiendusteguriga teise vorde teise suhte
likmeid ja esimese vorde teise suhte liikmeid, et osade vordsus
jdaks endiseks.

tdiend. t. téiend. t.
Ko X e :10 1 9310, | 3 .| 27:30
X N =518 2 10: 16 3 30:48
> gk 2:3 16 l 32:48

Asendame iiksikute osade suhte otsitavate arvude pideva suhete

reaga:
XI:X2:X3:X4:27:30:32:48.

Seega oleme saanud esimese tiiiibi iilesande: arvu jaotamine vorde-
liselt arvude reaga.

Lahendame edasi iihiku kaudu

X, sisaldab 27 osa

X PRty e

X, Ay is U S

X, 48 ,, s. t kogu arv vordub 274 iihikuga ja sisaldab
137 osa. X 4+ X, + X, + X, =137 osa.

»
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Uks osa sisaldab 274 : 137 osa.

Jérelikult:
X, =2-27=54,
X,=2-30=60,
X,=2-32=64,
X,=2-48=96.

Ulesanne 3. Joonldik on jaotatud kolmeks osaks nii, et esi-
mene osa suhtub teisega nagu 3% :4 ja teine kolmandaga nagu 1:0,5.
Leida joonldigu pikkus, kusjuures esimene osa on 27 cm pikem kol-
mandast.

~ Téhistades otsitavad 16igud tadhtedega X, X, ja X,, kirjutame iiles-
ande eelduse:

Lahendus. Asendame murdarvude suhte tdisarvude suhtega ja
koostame suhete rea:

XX, =3%:4=7:8; 7:

X2:X3= L0b == st B

X :XZ:X3=7:8:4.

r

8
4

Ulesande eelduses on antud esimese ja kolmanda 1digu vahe, see-
pérast votame suhte X, :X,=7:4 (I), koostame tuletatud vorde. Esi-
mese suhte liikmete vahe suhtub oma jérelliikmega nagu teise suhte
liikmete vahe suhtub oma jérelliikmega.

(X,— X)) : X, =(T—4) : 4 X, — X, =27 cm iilesande eelduse koha-

selt, jdrelikult 27 : X, =3 : 4, millest X, = %;“236 (cm).
Asetame viirtuse X,=36 vordesse (I), leiame X X, :36=T7:4;
36.7
X,=—g =63 (cm).
Teise 15igu midiramiseks voib votta esimese ja teise I6igu suhte
X, oK, =738
Asetades vaidrtuse X, =63, saame: 63: X,=7:8, millest X,=
63-8
=7 =72 (cm).
1. Ioik — 63 cm,
2., — 72 cm,
3. ,, — 36 cm. Kogu joonldik: 63+ 72+ 36 =171 (cm).

352



Ulesanne 4. Sovhoos jaotas 4900 ha maad kolmeks maatiikiks.
Kui esimesest voeti dra %, teisest 1 ja kolmandast 02, siis olid kdik
jirelejddnud maatiikid vordsed. Kui suurteks maatiikkideks jaotati maa?

Analiiiis. Selleks, et leida kolme maatiiki suurus, peab teadma
kogu maa suurust (iilesandes antud) ja millise suhte moodustavad
3 maatiiki suurused. Teisele kiisimusele saab vastata, teades, et pirast
vihendamist jdid jdrele vordsed maatiikid. Jirelejidnud maatiikkide suu-
rust saab leida, teades, milline osa IGigati dra igast maatiikist.

Plaan. I — esimese maatiiki suurus ha-des,

IT — teise 5 O & :
III — kolmanda ,, 7 e

l) Missugune osa esimesest maatiikist, mille suuruse votame ({ihi-

3) Missugune osa kolmandast maatiikist ji jarele pdrast vahen-
damist?

4) Missuguse suhte moodustasid esimese ja teise maatiiki suurused?

5) Missuguse suhte moodustasid teise ja kolmanda maatiiki suu-
rused?

6) Kui palju vordseid osi oli kolmes maatiikis?

7) Kui suur on iiks osa?

8) Kui suur on esimene maatiikk?

9) Kui suur on teine maatiikk?

10) Kui suur on kolmas maatiikk?

b L ¢ s R 1 4 1
Lahendus: 1) 1—g3=3; 2) 1—2=3’ 3) 1—-5:5(0,2=5);
S8 A0 Sl ook
4)31_4[11 N=z:3=55=9:8;
3 4 4 '8 "4.4.135
5) anslll; H:IU=5 I—-§=m=l6 155
8y I: 1P ="97"8 2| I:11:1I=18:16: 15
IT:1II=16:15 ] 1411411 =184 16 4 15 =49;

7) 4900 ha :49=100 ha;

8) I1=100 ha-18=1800 ha;
9) II=100 ha-16 = 1600 ha;
10) III =100 ha-15= 1500 ha.

Seletus. Leiame jdrelejdéinud maatiiki osad iilesandes antud mur-
dude lahutamisel iihest iihikust.
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Siit leiame esimese ja teise maatiiki suhte. Tingimuse kohaselt

2 3
vordub g esimesest maatiikist 7-ga teisest maatiikist.

c s s
See tahendab: 1-3_11-4.

( 2
Kuna korrutised on vordsed, siis tegurite I ja II suhe vordub 3

ja % poordsuhtega, s. t. nende suhe on
43 @i 3 4
) 3:3 ehk 5'33 I:II=§:§= 9:8.
Leiame II ja III suhte.
3 4 4 5
i T 5111; II:III:E:ZZIG: 15.

Vordsustades II arvu osade arvu vorretes I1:11=9:8 II:1ll=
= 162155 ssaame: ol s He=1R:18: E VH AR =1 650bx 1 iejan Tedkedl] =
=816 - 15,

Liites 18+ 16 -} 15, leiame vordsete osade arvu kolmes maatiikis
ja seejarel iihe osa suuruse.

Uhes osas on 4900 ha:49=100 ha. Edasi leiame kergesti iga
maatiiki suuruse eraldi.

Kontroll:

1) 1800  ha + 1600 ha -~ 1500 ha = 4900 ha,

2) 1800 ha-% =600 ha, 3) 1800 ha — 600 ha = 1200 ha,

4) 1600 ha-% =400 ha, 5) 1600 ha — 400 ha = 1200 ha,

6) 1500 ha-% =300 ha, 7) 1500 ha— 300 ha= 1200 ha.

Saadud resultaadid vastavad iilesande eeldusele.

Ulesanne 5. Kolm kolhoosi ehitasid silla, mille koguhind
5700 rubla. Esimene kolhoos oli 14 km kaugusel sillast ja selles oli
40 kolhoosniku majapidamist, teine — 3 km kaugusel 20 kolhoosniku
majapidamisega ja kolmas — 1 km kaugusel 30 kolhoosniku majapida-
misega. Kui palju tuleb maksta igal kolhoosil, kui tasutavad summad
on vordelised majapidamiste arvuga ja poordvardelised kaugustega
sillast?

Tingimuse kirjutis:

I 1% km 40 talu
II 3 km 20 talu } 5700 rubla
III 1 km 30 talu

Analiiiis. Selleks, et ‘teada saada kui palju peab maksma iga
%kolhoos, tuleb leida, mitu osa peab maksma iga kolhoos, olenevalt tema
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majapidamiste arvust ja kaugusest sillast ja mitu rubla tuleb {ihe osa
kohta. Silla ehituskulu jaotub vordeliselt majapidamiste arvuga (s. o.
vordeliselt arvudega: 40, 20 ja 30) ja poordvordeliselt kolhooside kau-
gustega sillast (s. o. poérdvordeliselt arvudega: 13, 3 ja 1). Viimase rea
arvud asendame péordarvudega (s. o. 2, % ja 1). Mdlema rea arvud
tulevad korrutada. See annab igale kolhoosile maksmiseks tuleva osade
arvu. Teades osade iildarvu ja kogu kulu, midrame, mitu rubla tuleb
iga osa kohta ja iga kolhoosi osade arvu kohta.

Lahendusplaan.

1) Kolhooside majapidamiste arvu viljendav suhe.

2) Kolhooside kauguste poordsuhted sillast.

3) Kolhooside silla ehitamise tasude suhe.

4) Koikide osade arv.

5) Tasu rublades ithe osa kohta.

6) Esimese kolhoosi silla ehitamise tasu.

7) Teise N " 3 ool

8) Kolmanda ,, R o o

Lahendus:

1) 1:11:11=40:20:80=4:2:3.

2) 1:11:1l=%:%:1=2:1:3.

3) LIl = (2:4):(2:1):.(3:3)=8:2:9.

4) . 8+2+49=19.

5) 5700 rubla:19= 300 rubla.

6) 300 rubla. 8=2400 rubla.

7) 300 rubla. 2= 600 rubla.

8) 300 rubla- 9=2700 rubla.

Seletus. Kolhooside poolt silla ehitamiseks maksetavad summad
on vordelised majapidamiste arvuga ja poordvordelised nende kaugus-
tega sillast. Jérelikult tuleb 5700 rubla jaotada vordeliselt kolhooside
majapidamiste arvuga 40, 20 ja 30 ja poordvordeliselt kaugustega sillast
14 km, 3 km, 1 km. Asendame poordvordelise jaotamise poordarvudega
vordeliselt jaotamisega, s. o. vordeliselt arvudega 2, 3, S

Seejirel tuleb molemate ridade arvud korrutada ja jaotada 5700
rubla vordeliselt korrutistega (40-2), (20-%) ja (30-1).

Leiame nende arvude suhte ja lihtsustame selle: 4-2):(2-3):
:(3-1) =8:2:9, misjirel teostame jaotamise.

Edasi lahendub iilesanne nagu tavaline vordelise jaotamise iilesanne.

Selle selgituseks, miks 5700 rubla tuleb jaotada vordeliselt korrutis-
tega: 40-2, 20-% ja 30-1 peab tihendama, et kui kolhooside kaugused
asendada vordsete kaugustega (1 km), siis iga kolhoosi majapidamiste
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arv — selleks, et sissemaksud ehituseks ei muutuks — peab vastavalt

vahenema: 40 poolteist korda, 20 kolm korda. Nii suhtuksid kolhoosi
sissemaksud, kui

40 20 . 23
l_é_;_s_ ja 7,5 0. (40-2):(20-%):(30-1).

§ 147. Ulesanded segudest.

1. Uht liiki segude {ilesanded.

Selliste iilesannete hulka kuuluvad iilesanded, milledes
‘mitmesuguste erilitki kauba hulkade ja nende hindade jargi
tuleb méérata segu hind.

Ulesanne. Segati kolme sorti kompvekke: A kg hin-
naga a rubla, B kg hinnaga b rubla ja C kg hinnaga ¢ rubla
1 kg. Leida nende kompvekkide segu 1 kg hind.

Selleks, et lahendada seda iilesannet, leiame algul esi-
mese sordi kompvekkide koguhinna a@-A rubla, siis teise
sordi kompvekkide koguhinna &-B rubla ja kolmanda sordi
— ¢~ C rubla.

Edasi leiame segu koguhinna (@A + bB + ¢C) rubla ja
kolme sordi kompvekkide hulga (4 4+ B+ C) (kg). Lopuks
leiame segu 1 kg hinna.

Vaadeldava iilesande lahendamine toimub aritmeetilise
keskmise leidmisega:

aA+ bB+cC
A4+ B+ C°

Lahendame konkreetse iilesande. On segatud 4,5 kg I sordi pihk-

leid, 9 kg Il sordi pahkleid ja 2% kg III sordi pahkleid. Segu maksis

151,2 rubla, I sordi 1 kg oli 3,4 rubla kallim II sordi 1 kg-st ja 4,6 rubla

kallim III sordi 1 kg-st. Leida iga sordi iihe kg hind ja segu iihe kg
hind.
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Ulesande eelduse kirjutis:

I 11 I Segu
Kogus :
(kg) 45 9 21 ?
Hind
(rbl.) x x— 3,4 x—4,6

Koguhind 151,2 rubla.

Arutlus: Et iilesande eelduses on antud II ja I sordi ning III
ja I sordi hindade vahe, siis on otstarbekohane madrata I sordi hind.
Selleks, et madrata I sordi pihklite hind, peab teadma: 1) kogu segu
kogus kg-des ja 2) segu koguhind juhul, kui ta oleks koosnenud ainult
I sordi péhklitest.

Andmed kogu segu hulga madramiseks esinevad iilesandes. Teisele
kiisimusele vastamiseks peab teadma:

mitme rubla vorra suureneb segu hind, kui II ja IIl sordi hind tou-
seks I sordi hinnani (andmed selleks esinevad iilesande eelduses).

Selleks, et vastata {ilesande teisele kiisimusele, s. t. maéirata segu
1 kg hind, peab algul teadma segu koguhinda (iilesandes antud) ja segu
kogust (médratud iilesande lahendamise algul).

Ulesande lahendamiskdik ja -plaan:

1) Kui palju oli kogu segu?

4,5 kg + 9 kg + 2,25 kg = 15,75 kg.

9) Mitme rubla vorra oleks tousnud segu koguhind, kui II sordi

1 kg hind oleks tousnud 3,4 rubla?
34 rbl.-9 = 30,6 rbl.
3) Mitme rubla vorra oleks tousnud segu koguhind, kui IIT sordi
1 kg hind oleks tousnud 4,6 rubla?
46 rbl. - 22 = 10,35 rbl.
4) Kui palju oleks maksnud kogu segu I sordi hinna alusel?
151,2 rbl. - 30,6 rbl. 4 10,35 rbl. = 192,15 rbl.
5) Kui suur on I sordi 1 kg hind?
192,15 rbl. : 15,75 = 12,2 rbl.
6) Kui suur on II sordi 1 kg hind?
12,2 rbl. — 3,4 rbl. = 8,8 rbl.
7) Kui suur on III sordi 1 kg hind?
12,2 rbl. — 4,6 rbl. = 7,6 rbl.
8) Kui palju maksab 1 kg segu?
151,2 rbl. : 15,75 = 9,6 rbl.
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2. Teist liiki iilesanded segudest.

Siia kuuluvad niisugused iilesanded, kus segatud kaupade
hindade, nende iildise koguse ja hinna jargi maéératakse
segus oleva iga sordi kogus.

Ulesanne. Kuivatatud ploomidest, hinnaga A rbl.
1 kg ja Guntest, hinnaga B rbl. 1 kg koostada M kg segu, mille
hind C rbl. 1 kg. Mitu kg Gunu ja mitu kg ploome liheb
segusse? Markus {ilesandele: A > C > B.

~Selleks, et lahendada seda iilesannet, tuleb leida algul
saadud segu koguhind — CM rbl.

Kui oleks voetud ainult ploome, siis oleks M kg ploome
maksnud AM rbl,, s. 0. (AM — CM) rbl. rohkem. See vahe
tekkis ainult seepérast, et tdeliselt voeti segamisel osa ploo-
mide asemel ounu. Iga 1 kg ploome on 1 kg-st ountest kal-
lim (A—B) rbl. Jirelikult selleks, et teada Gunte kg-de
arvu segus, tuleb leida mitu korda (A — B) rbl. sisaldub

(AM — CM) rublas, AM—CM 1.5y

A—B
Seega tuleb Gunu vdtta segusse (AA—_%M kg. Selleks,
et leida ploomide hulka, tuleb kogu segu kaalust (M kg)
o~ (A—CM /
lahutada Gunte kaal T AR
j (A—C)M AM—BM — AM+CM _
Saame: M — =5 ehk B =
_CM—BM
T R
Niisiis tuleb seguks votta (AA—_-CLM kg dunu ja (CA__BI);M kg

ploome. Seda lahendusviisi nimetatakse vaba oletusega
lahendusviisiks. Lahendame samaliiki iilesande teisiti. Kui
avaldame segatavate ainete hinna téhtedega M ja N ning
segu hinna tdhega P (oletades M > P > N), segu koguse

-
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tihega A, siis on I sordi hind kallim segu hinnast (M — P)
iihikut ja II sordi hind odavam segu hinnast (P — N) iihi-
kut. Kui otsitava I sordi koguse tdhistame X-ga ja II sordi
koguse Y-ga, siis on I sordi kogu aine kallim samast hulgast
segust (M — P)X ja II sordi aine odavam samast hulgast
segust (P — N)Y. Jérelikult selleks, et segu ei oleks kallim
ega ka odavam 0ige koguhinnaga vorreldes, peab
(M P X == (P — NYY, millest saame X:Y=(P—N):
: (M —P), s. t. selleks, et leida segusse voetava iga sordi
hulka, tuleb segu kogus jaotada poordvordeliselt arvudega,
mis niitavad segu hinna ja segus olevate ainete hindade
vahet.

Lahendame konkreetse iilesande.

Ulesanne. Kuivatatud ploomidest, mille hind 8 rbl. 40 kop. 1 kg
ja ountest, mille hind 6 rbl. 60 kop. 1 kg koostati 12 kg segu, hin-
naga 7 rbl. 5 kop. 1 kg. Mitu kg ploome ja mitu kg Ounu voeti
seguks?

Ulesande  lahendamiseks tuleb leida algul kogu segu vaartus
7 rbl. 5 kop. X 12 =84 rbl. 60 kop.

Kui oleks voetud ainult ploome, siis oleks 12 kg ploome maksnud
8 rbl. 40 kop. x 12=100 rbl. 80 kop., s. o. (100 rbl. 80 kop.— 84 rbl.
60 kop.) =16 rbl. 20 kop. rohkem. See vahe tekkis ainult seepirast, et
tegelikult voeti osa ploomide asemel Gunad. 1 kg ploome on kallim
1 kg ountest: 8 rbl. 40 kop.—6 rbl. 60 kop.=1 rbl. 80 kop. Selleks,
et leida seguks voetud ounte kg-de arvu, tuleb leida mitu korda
1 rbl. 80 kop. sisaldub arvus 16 rbl. 20 kop. 1620:180 =9 (korda).
Tihendab, ounu voeti segusse 9 kg. Niiiid on kerge leida, kui palju
voeti seguks ploome: kogu  segu kaalust tuleb lahutada ounte kaal:
12 kg—9 kg =3 kg.

Lahendame selle iilesande teisel viisil. Kui segusse votta ploomid,
siis iga kg ploome on 1 kg segust kallim 8 rbl. 40 kop. — 7 rbl. 5 kop =
— 1 rbl. 35 kop. Kui segusse votta Gunad, siis iga kg ounu on 1 kg-st
segust odavam 7 rbl. 5 kop.—6 rbl. 60 kop.=45 kop. Kui otsitavad
ploomide ja ounte hulgad tahistame vastavalt tdhtedega X ja Y, siis
ploomid on segust kallimad 1 tbl. 35 kop.-X ja ounad odavamad —
45 kop.-Y. Jdrelikult selleks, et 12 kg segu hind oleks 7 rbl. 5 kop.
1 kg, on tarvilik, et 1 tbl. 35 kop.-X =45 kop.-Y, millest X:Y =
=45-:135.
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Téhendab selleks, et leida segu ja segus olevate unte hulka eraldi,
tuleb segu hulk kg-des jaotada podrdvordeliselt arvudega, mis niitavad
1 kg ploomide ja 1 kg segu hindade vahet ning 1 kg segu ja 1 kg
ounte hindade vahet,

Jérelikult tuleb kogu segu hulk 12 kg jaotada poordvordeliselt arvu-
dega 135 ja 45 ehk vordeliselt arvudega 45 ja 135.

‘Taandades suhte 45:135 arvuga 45, saame 1 : 3.

Arvude 1 ja 3 summa on 4; jarelikult iiks osa on 12 kg:4=3 kg
(ploome oli segus) ja dunu 3 kg-3=9 kg.

3. Ulesanded vedeliku segudest.

Happed ja piiritus puhtal kujul peaaegu ei esine, harili-
kult tarvitatakse neid lahustena, s. t. nad sisaldavad vett.
On ilmne, et lahuse hind oleneb lahuses olevast puhta piiri-
tuse voi happe hulgast.

Arvu, mis niitab mitu protsenti moodustab puhta piiri-
tuse voi happe kaal lahuse v5i segu kogukaalust, nimetatakse
piirituse v6i happe kanguseks. Piirituse voi happe kangust
mddratakse harilikult kraadides, s. o. sajandikkudes ehk
protsentides. Kuij radgitakse, et viin on 40 kraadine, siis
tahendab see, et selle viina 100-s kaaluosas on 40 piirituse
kaaluosa. Kuij vadvelhappe kangus on 60%, siis tihendab
see, 60 sajandikku kogu kaalust on hape ja iilejadnud vesi.

Ulesanded vedelikkude segudest voivad olla, sarnaselt
lilesandeile somerainete segudest, esimest ja teist lijki ja
lahenduda samuti analoogiliselt.

4. Ulesanded sulamitest,

Puhtast kullast ja hobedast ei valmistata peaaegu kunagi
esemeid, sest need metallid on pehmed ja kergesti alluvad
deformatsioonile ning kuluvad tarvitamisel kiiresti ja vahe-
nevad kaalult, seega kaotavad osa oma vdaadrtusest.

Selleks, et anda neile vajalikku vastupidavust, nad sula-
tatakse koos teiste metallidega seguks, enamasti vasega.
Kullale ja hobedale juurdesegatud vase lisandit nimetatakse
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ligatuuriks. Et vase hind vorreldes kulla ja hobeda hinnaga
oni vdga madal, siis oleneb sulami hind temas sisalduva
kulla ja hobeda hulgast. :

Uhes kg-s sulamis leiduvat puhta kulla ja hobeda hulka
grammides nimetatakse prooviks. Niiteks kui rddgitakse, et
ese on tehtud kullast prooviga 875, siis see tdhendab, et iihes
kg-s kulla sulamis on 875 grammi puhast kulda ja
125 grammi ligatuuri.

Ulesanded sulamitest, nagu iilesanded segudestki, voivad
olla kahte liiki:

1) kui on tarvis leida saadud sulami proovi ja 2) kui on
tarvis leida, mitu kg-i tuleb votta kahte erineva prooviga
sulamit, et saada antud prooviga sulamit. Ulesanded sula-
mitest lahendatakse samal viisil kui iilesanded segudest.

Ulesanne. Sulatati 180 g kulda prooviga 920 100 g
kullaga, mille proov on 752. Leida sulami proov. .

Ulesande eelduse kirjutis:
180 g prooviga 920,
100 g £ 752.

Leida sulami proov.

Arutlus. Selleks, et vastata iilesande kiisimusele, peab
teadma sulamis leiduva puhta kulla hulka ja sulami kaalu.
Sulami kaalu saame méidrata {ilesande andmete jdrgi. Sel-
leks, et leida sulamis oleva puhta kulla hulka, peab teadma
kulla hulka kummaski iihte sulatatavas kullatiikis (andmed
esinevad samuti iilesandes).

Kullatiiki kaalu ja proovi jdrgi saab leida selles sisal-
duvat puhta kulla hulka.

Lahendusplaan.

1) Kogu sulami kaal.

2) Puhta kulla hulk esimeses kullatiikis.

3) i o i teises =

" § AR £ ,»  kogu sulamis.

5) Sulami proov.
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Lahendus.
1) 180 g+ 100 g =280 g.
2) Kullatiikis prooviga 920 on kulda 920 tuhandikku
kullatiiki kaalust.
180 g-0,920 =165,600 g= 1656 g.
3) Kullatiikis prooviga 752 on kulda 752 tuhandikku
kullatiiki kaalust.
100 g-0,752=175200 g=1752 g
4) 1656 g+ 752 g=2408 g.
~ 5) 240,8 g:280=0,86 g.
* 0,86 g-1000—=2860 g, s. o. prooviga 860.
Vastus: Sulami proov on 860.

XXIII peatiikk.

Reaalarv
(arvu moiste laiendamine).

§ 148. Hulgad ja loomulikud arvud (positiivsed tdisarvud).

Positiivset tdisarvu nimetatakse loomulikuks arvuks. Loo-
muliku arvu méiste on pohiliseks maisteks kaasaegses mate-
maatikas. Selle moiste tekkimine ulatub kaugesse minevikku,
Ta on voetud reaalsest maailmast ja ei ole mitte inimmdis-
tuse vaba loomingu tulemuseks.

Loomuliku arvu maiste tuleneb tema eelnevast ,hulga”
‘moistest, s. t. meid iimbritsevas maailmas lelduvate iiksikese-
mete kogumikust (iihendusest).

Meil pole vdimalik anda ,hulga” definitsiooni, sest pole
enam lihtsamaid moisteid, mille abil vdiks anda vastavat
definitsiooni. Jarelikult kuulub »hulga” moiste nn. algmbis-
tete hulka, mis ei ole defineeritavad.
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Tahendame, et sona ,hulka” ei kasutata matemaatikas
sona ,,palju” asemel. Nagu juba varem nimetatud tahendab
ta ,kogumikku”, ,ithendust” jms.

Piirdume selle moiste selgitamisega ndidete abil. Inime-
sel on voime iihendada oma teadvuses iiksikesemeid iiheks
tervikuks (,,kogumikuks”, ,hulgaks”). Sellega koos oskab
ta antud kogumiku (,,hulga”) esemeid tajuda eraldi ja eris-
tada neid iiksteisest ning esemetest, mis ei kuulu sellesse
kogumikku. '

Lehma kari, kast kuulikestega, terade hunnik, inimeste
salk, klass opilasi, kott kartulitega, tihestiku tahtede, tais-
arvud — need koik on mitmesugused hulgad.

Iga selline mbdiste tekib meie teadvuses iiksikesemete
(lehmade, kuulide, terade, inimeste jne.) ithendamisel iiheks
tervikuks.

Koige olulisem on hulga mdistes mitmesuguste esemete
iiheks tervikuks iihendamise akt. Hulkade teooria looja
Georg Cantor kriipsutas alla just nimelt seda motet jargmi-
selt viljendatud lausega: ,,Hulk on palju, mida motleme
ithena”.

Hulgad voivad koosneda kdige mitmekesisematest objek-
tidest, nn. hulga elementidest. Nii koosneb ,,inimeste hulk”
elavatest objektidest, , kuulide hulk” — elututest. Téisarvude
hulk ei koosne enam fiiiisilistest esemetest, vaid abstraktse-
test moistetest.  Pole vajalik, et hulgad koosneksid ainult
samaliiki esemetest. Niiteks vdib moodustada hulka, mille
elementideks on: opilane, raamat, vihik ja sulepea vGi kodu-
loomade hulk: lehmad, lambad, vasikad.

Hulga elementideks vobivad omakorda olla ka hulgad.
Niiteks, kui votta tehase toolisbrigaadide hulk vGi sojavie
polkude hulk, siis nende hulkade elementideks on samuti
hulgad.

Jirelikult vaivad hulga elementideks olla kdik, millest suu-
dame matelda.
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Hulk v&ib koosneda ka iihest elemendist. Niiteks koosneb
koigi Maa kaaslaste (kuude) hulk ainult iihest kaaslasest —
Kuust.

Lopuks saab motelda ka sellest juhtumist, kui hulgas pole
iihtki elementi. Niisuguseid hulki nimetatakse tiihjadeks
hulkadeks.

Hulka voib pidada tiiesti kindlaksmidaratuks, kui iga elemendi kohta
on selgitatud, kas ta kuulub sellesse hulka vGi ei kuulu. Elemendi @
kuuluvust hulka M tahistatakse sisalduvusmirgiga a cM.

Samased hulgad.

Kaht hulka M ja M, nimetatakse samasteks ainult siis, kui nad sisal-
davad samu elemente.

Naiteks 10-ga jaguvate loomulikkude arvude hulk on samane nulliga
I6ppevate loomulike arvude hulgaga. Kaik tiihjad hulgad on samased.

Hulga osa (osahulk). Kui hulga M, koik elemendid on ka hulga M
elementideks, siis M, nimetatakse hulga M osaks ehk hulga M osahul-
gaks. Niiteks, kui hulk M, koosneb neljast esimesest tihest a, bl d;
siis on see hulga M kogu tihestiku osahulk.

On ilmne, et antud juhul sisalduvad hulga M, kdik elemendid
hulgas M, seepirast voib kirjutada: M, € M.

Joon. 6.

Vordvoimsad hulgad. Oletame, et meil on kaks hulka
(M ja M;), mis koosnevad mingisugustest elementidest ja
oletame, et nende kahe hulga elementide vahel saab korral-
dada vastavus, millepuhul esimese hulga igale elemendile vas-
tab iiks ja ainult iiks teise hulga element ja iimberpoérdult
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teise hulga igale elemendile vastab iiks ja ainult iiks esi-
mese hulga element. Niisugust vastavust nimetatakse iiks-
iiheseks vastavuseks.

Nidide 1. Kui meil on pottides mitu taime (joon. 6),
kusjuures igasse potti on istutatud ainult iiks taim ja see-
juures ei jddnud iile iihtki taime ega vaba potti, siis vGib
iitelda, et antud juhul valitseb taimede hulga ja pottide
hulga elementide vahel iiksithene vastavus, sest igale tai-
mele vastab iiks ja ainult iiks lillepott, millesse see taim
on istutatud ja iimberpdordult, igale lillepotile vastab iiks
ja ainult iiks taim.

§ 149. Loomulikud arvud ja null

Loomulik arv esineb mingi I6pliku hulga elementide
loendamise tulemusena ja annab vastavate vordvoimsate
hulkade klassi moiste (vt. § 3).

Selleks, et iseloomustada tiihja hulka, s. t. hulka, mis ei
sisalda iihtki elementi, voetakse tarvitusele arv null. Nulli
tarvituselevotuga laieneb loomulikkude arvude rida. Seejuu-
res loetakse null arvuks, mis eelneb iihele.

Edasine loomulikkude arvude siisteemi laiendamine toi-
mub negatiivsete arvude sissetoomisega, seejuures arv (— 1)
loetakse eelnevaks nullile ja arv (—2) eelnevaks
{— 1)-le jne.

See kahepoolne loomulik rida kujutab taisarvude hulka.

§ 150. Ringi moiste.

Vaatleme arvude hulka tema liikmetega tehete teostamise
vaatekohalt. Olgu antud hulk M oma elementidega: q, b, ¢, ...
ja olgu nendele hulga elementidele rakendatavad liitmise ja
korrutamise tehted nende seaduste ja omadustega:
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1) liitmise kommutatiivsus a+b=0b+a,

2) korrutamise kommutatiivsus ab = ba,

3) liitmise assotsiatiivsus (@+b) +c=a+ (b+0),

4) korrutamise assotsiatiisvus (ab)c=a(bc),

5) korrutamise distributiivsuse seadus liitmise suhtes
a(b + ¢) =ab + ac.

Kui mingi hulga elementide liitmise ja korrutamise tule-
musena saame sama hulga elemendid, siis oeldakse, et hul-
gas M on teostatav liitmise ja korrutamise tehe. Mida vdib
aga iitelda poordtehete kohta? Olgu meil antud loomulikkude
arvude hulk 1, 2, 3 jne. Antud hulgas ei ole poordtehted
alati teostatavad. Arvu x leidmine tingimustest a + x=2#
ax=~> on liitmise ja korrutamise poordtehteiks, s. t. lahu-
tamine ja jagamine. Arvu x leidmisel viime saada arvu, mis
pole antud arvude hulga elemendiks. Niiteks: 3+x=1;
X¥=—2, kuid (—2) pole antud hulga 1, 2, 3 jne. ele-
mendiks.

Kui tdiendada loomulikkude arvude rida nulli ja negatiiv-
sete arvudega, s. t. votta koikide tdisarvude hulk, siis on
lahutamine teostatav alati. Jagamine pole aga endiselt alati
teostatav, sest jagamise resultaadina vaib tekkida murdarv,
kuid murdarvud ei esine antud hulgas.

Arvude hulka, mille elementidega on teostatav liitmise,
korrutamise (nende seaduste ja omadustega) ja lahutamise
tehe, nimetatakse arvude ringiks ehk lihtsalt ringiks.

Ringi néited: 1. lihtsaimaks arvude ringi nditeks on tiis-
arvude hulk. Tiisarvude summa ja korrutis on samuti tais-
arvud; liitmisel ja korrutamisel on kehtivad assotsiatiivsuse,
kommutatiivsuse ja distributiivsuse seadused; lahutamine on
alati teostatav, s. t. mistahes tdisarvude a ja b puhul vor-

randi a 4+ x=b lahend on tdisarv, niiteks 5 — 7 — — 2.
2. Koikide paarisarvude hulk.. ., —6, —4,~2-0, 2,
4, 6,... on samuti ringi niiteks sest paarisarvude summa
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ja korrutis on samuti paarisarv. Summa ja korrutis alluvad
assotsiatiivsuse, kommutatiivsuse ja distributiivsuse seadus-
tele. Lahutamine on alati teostatav.

3. Kboik arvu 3 kordsed moodustavad samuti ringi. Olgu
3k ja 3k; — arvu 3 kordsed, siis saame:

1) 3k 4 3ky=3(k+ ky),

2) 3k -3k =9k " &y,

3) 3k —3ky=3(k—k1).

Summa, korrutis ja vahe on 3-e kordsed, s. t. liitmine,
korrutamine ja lahutamine on teostatavad antud hulgas.
Tehete seadused on kehtivad.

4. Paarituarvude hulk ei moodusta ringi, sest kahe paa-
rituarvu summa on paarisarv, mis ei esine antud hulgas.

Ringi omadused. Igas ringis esineb 0. Toepoolest,
kui ringis sisaldub mingi arv a, siis sisaldub temas ka vahe
a—a=0.

Ring voib sisaldada eneses teist ringi, ‘néiteks: koikide

{aisarvude hulk... —3, —2, —1,0, 1, 2, 3,... moodustab
ringi. Kuid see hulk sisaldab eneses koiki paarisarve.. .—4,
—2,0, 2, 4,... ja paarisarvude hulk omakorda moodustab

ringi. Téhendame, et arv 0 moodustab omaette ringi, sest
040=0; 0—0=0 ja 0-0=0. Kdik kolm tehet on teos-
tatavad.

Ulesanne. Selgitada, kas moodustab ringi: 1) arvude
hulk kujus a- b V' 5, kus a ja b on tédisarvud, 2) lihtmur-
dude hulk.

(Vastus 1. Ring. Vastus 2. Ringi ei moodusta,
sest kahe lihtmurru summa pole alati lihtmurd.)

§ 151. Korpuse (ratsionaalsuskonna) maiste.

Vaatleme teist pdordtehet — jagamist. Taisarvude hulgas
pole jagamine alati teostatav. Kui me aga laiendame arvu
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moistet murdarvude juurdetoomisega, siis on jagamine alati
teostatav, vdljaarvatud jagamine nulliga.

. a ~s .e . o o
Jagamine 5 on voimatu, sest pole olemas niisugust arvu, mis poord-

tehtel — korrutamisel nulliga annaks korrutise a.
Jagamisel g on rikutud tehte iihesus, sest g voib anda mistahes
resultaadi (_):k, 0=~%-0. Jagatava (null) saame mistahes arvu

% korrutamisel jagajaga (0).

Téiendades loomulikkude arvude rida niihdsti positiivsete,
kui ka negatiivsete murdudega, saame kdikvoimalikud ratsio-
naalsed arvud.

Neli aritmeetilist tehet (véljaarvatud jagamine 0-ga) on
alati teostatavad ratsionaalarvude hulgas, sest ratsionaal-
arvude liitmise, lahutamise, korrutamise ja jagamise (vilja-
arvatud jagamine 0-ga) tehete tulemusena saame samuli
ratsionaalarvud, s. t. antud hulga elemendid. Lisaks alluvad
ratsionaalarvude liitmise ja korrutamise tehted kommutatiiv-
suse, assotsiatiivsuse ja distributiivsuse seadustele. Jareli-
kult on ratsionaalarvude hulk ring, milles on teostatav ka
jagamise tehe.

Arvude hulka, milles on teostatavad liitmine, lahutamine,
korrutamine ja jagamine (viljaarvatud jagamine nulliga)
nimetatakse arvude korpuseks (ratsionaalsuskonnaks).

Korpust voib defineerida ka teisiti. Korpuseks nimetame
ringi, milles vorrand ax=1b, kui @520, on alati lahenduv
(jagamise teostatavus).

Ratsionaalarvude hulk.

Ratsionaalarvude hulk on korpus, sest selles on teosta-
tavad neli aritmeetilist tehet, viljaarvatud jagamine nulliga.
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Iga korpus, olles ring, sisaldab nulli. Olgu a mingi nul-
list erinev arv. Jagamise teostatavuse tottu sisaldab korpus

jagatist Z s. 0. 1. Liitmise teostatavuse tottu peab korpus
sisaldama koik loomulikud arvud 2=1-+1; 3=2+1 jne.
Lahutamise teostatavuse tottu peab korpus sisaldama samuti
kdik negatiivsed tdisarvud: —1=0—1, —2=—1—1
jne. Lopuks peab korpus jagamise teostatavuse tGttu sisal-
dama ka koik murdarvud. Nii sisaldab iga arvude korpus
koik ratsionaalarvud.

Ulesanne. Uurida, kas jirgmised hulgad moodustavad
korpuse:

1. Arvude hulk kujus a + 6 v 5, kus a ja b on ratsionaal-
arvud. (Vastus. Jah.)

2. Murdude hulk % (a ja b on tdisarvud), millede nime-

tajad on arvu 7 kordsed. (Vastus. Ei, sest jagamine ei anna

: ; $ TS
alati murdu, mille nimetaja on 7-e kordne, nditeks 51° 88 =

21
3. Taisarvude hulk. (Vastus. Ei, ainult ringi, sest
jagatis pole alati tdisarv, s. t. jagamine pole alati teostatav.)

Irratsionaalarvud.

,,Geomeetria tegeleb pidevate suurustega, millede puhul
moddetavus on erandiks” (Cajori). Elementaargeomeetriast
on teada, et kahel loigul pole alati {thismootu; nii puudub
ruudu diagonaalil ja kiiljel ithismoot. Loikude mobdtmise iles-
ande lahendamiseks tuleb arvu méistet laiendada irratsionaal-
arvude juurdevotmisega.

Matemaatikas nimetatakse irratsionaalarvuks igat mitte-
perioodilist Iopmatut kiimnendmurdu. Irratsionaalarv . on
suurem selle mistahes ligikaudsest véartusest puudusega,
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mida saame vastava kiimnendmurru moodustamisel ja viik-
sem selle mistahes ligikaudsest vaartusest liiaga. Niiteks:
V. 2=1,4142136.... saame 1,4 <V 2 < 1,5;
7 =3,1415936 ... 3,141 < = < 3,142.

Ratsionaalarvu saab samuti véljendada I6pmatu kiimnend-
murruna, kuid see murd on perioediline, naiteks:
= —0,081081081 ... v3i 3==0,5="0,50000" .. —0,49999 ...
Ratsionaalarvud ja irratsionaalarvud moodustavad koos
arvude hulga, mida nimetatakse reaalarvude hulgaks.
Algebrast on teada, et reaalarvudega  on teostatavad neli
aritmeetilist tehet (véljaarvatud jagamine nulliga).
Tehted reaalarvudega alluvad tehete pohiseadustele, see-
parast on reaalarvude hulk arvude korpuseks.
Reaalarvude kujutamine arvsirgel.

Kujutleme, et oleme sirgel markinud koik punktid, mis ei
vasta  mitte ainult tdisarvudele, vaid ka ratsionaalsetele murd-

T T R T
3 Joom. 7.

arvudele. Me saame ratsionaalse arvsirge (joon. 7). Uks-
koik kui vaikses intervallisi on piiramatu hulk ratsionaal-
arve. Toepoolest saab kahe ratsionaalarvu a ja & wvahele
asetada.  kolmanda ratsienaalarvu ‘142—”. Sellist ehitist
saab piiramatult jatkata. Seda& omadust viljendatakse réa-
kides, et ratsionaalarvude hulk on igalpool tihe.

Kas tdidavad ratsionaalsed punktid pidevalt geomeetrilise
sirge? Selgub, et ratsionaalsete punktide vahel on vahed,
mida tdidavad irratsionaalarvud. ;

Ruudu, mille kiilg on 1, diagonaal vordub \/ 2, s. o vil-
jendatud irratsionaalarvuga, mis ei vordu tdisarvu ega
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16pliku murruga. Kui me asetame selle 15igu arvsirgele, siis
annab sirgldigu I6pp sirgel punkti, mis vastab arvule v/ 2 ja
mis ei lange iihte {ihegi punktiga, mis saadud ratsionaal-
arvude kujutamisel (joon. 8).

Seega, hoolimata rasionaalarvude rea tihedusest, on rat-
sionaalarvude vahel vahe, mis tditus irratsionaalarvuga, mis
vastas mooduiihikuga iithismoodutu sirgloigu IGpule.

N,

N\

N
AY

e
-
-
e

0 T R

Joon. 8.

Igale punktile P arvsirgel vastab tiiesti kindel reaalarv,
mille saame, mootes sirgloigu OP ja vottes vastava arvu
margiga ~+ vdi -, olenevalt OP suunast. Umberpoordult,
igat reaalarvu voib arvsirgel kujutada punktina.

Irratsionaalarvude kujutamine pohjeneb jargmisele geo-
meetrilisele aksioomile, mis vdljendab sirgjoone pidevust.

By iy Ao ¥ By B W

o

Joon. 9.

Pidevuse aksioom. Kui antud sirgel on I6ikude
jarjend (jada) A;B, A3B,, ... AxB,, kusjuures iga jargmine
16ik sisaldub eelmises [6igus ja kiillalt suure numbriga 16ik
A,B, voib muutuda kuitahes viikeseks, siis on sirgel iiks
punkt P, mis kuulub antud jirjendi koikidele I6ikudele
(joon. 9). :

Seda aksioomi nimetatakse ka koonduvate (kokkutdmbu-
vate) Ioikude printsiibiks. Viljendades piltlikult, antud 16i-
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kude jdrjend ei saa koonduda tiihjale kohale, vaid koondub
kindlasti sirge mingisugusele punktile.

Niaitame, kuidas kujutada arvsirgel irratsionaalarvu A= 2.302% 50

2 <AL3

23, <A< 24

2,35 <A< 236
2,352 < A < 2,353 jne.

Esimene rida néitab, ef punkt, mis vastab irratsionaalarvule A,
asetseb intervallis 2 kuni 3; selle punkti leidmiseks annab teine rida
viiksema intervalli: 2,3 kuni 2,4. Kolmas rida annab veel viiksema
vahemiku.

Paigutades arvsirgele 16igud, mis vastavad ligikaudsetele ratsionaal-
arvudele, me saame iiksteises asetsevate koonduvate loikude jérjendi.

Koonduvate 15ikude 1pmatu jirjend maidrab koikidele 16ikudele iihise
punkti. See punkt ongi irratsionaalarvu A kujutiseks arvsirgel.

§ 152. Nummerduva hulga mdiste.

Olgu antud 15plik hulk kolmnurki ja 15plik hulk ringe.
Igale kolmnurgale paigutame juurde ringi ehk nagu raa-
gitakse, viime vastavusse kahe hulga elemendid. Oletame, et

AALAAAAN OOOO YAYAVAVAVAVAVAVWAVAVAY

0000000000
VAVAVAVAN C0O0000

Joon. 10.

ringide arv on iihesugune kolmnurkade arvuga. ~ See tahen-
dab, et igale kolmnurgale vastab ainult iiks ring ja timber-
poordult, igale ringile vastab ainult iiks kolmnurk.

Kahe 16pliku hulga elementide vahel on kindlaks tehtud
iiksithene vastavus. Hulgad on ekvivalentsed.

Kui on tarvis leida 10pliku hulga elementide arvu, siis
loendatakse need. Loendamise protsess seisab loendavate
esemete viimises iiksiihesesse vastavusse loomulikkude arvude
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rea arvudega: eranditult igale esemele kinnistatakse arvud
1, 2, 3 jne. Loendades iilaltoodud kolmnurkade hulka, me
leiame, et viimasele kolmnurgale on kinnistatud arv 10.
Hulga voimsust iseloomustatakse arvuga 10.

Lopliku hulga omadused. Lopliku hulga osa ei saa viia
liksithesesse vastavusse terve hulgaga, s. t. 16pliku hulga osa
ei ole ekvivalentne terve hulgaga.

Teise resultaadi saame Ilopmatute hulkade kasutamisel.
Lopmatu hulk voib olla vordvoimne oma osaga. Votame nai-
teks loomulikkude arvude hulga ja selle osa — paarisarvude
hulga; molemad hulgad on Iopmatud. Igale esimese hulga

E

gamia oy,

Joon. 11.

elemendile saab vastavusse seada teise hulga kindel element
ja tmberpoordult, teise hulga igale elemendile vastab esi-
mese hulga kindel element.
Seda iiksiihest vastavust saab kindlaks teha jargmise
skeemi abil.
Yoo 1340 61
2,4, 6;8,:10, 12,201

Kui kahe hulga elemendid on seatud iiksiihesesse vasta-
vusse, siis nimetatakse neid hulki vordvoimsateks (ehk ekvi-
valentseteks). Lopmatu hulk saab olla vordvoimne oma
osaga; selles seisabki I6pmatute hulkade iseloomulik omadus;
mis eraldab neid 1oplikkudest hulkadest.
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Vaatleme teist ndidet. Naitame, et kahe mistahes 16igu:
punktide hulgad on ekvivalentsed. Esimesel pilgul paistab
see ebatOendolisena, sest pikemal 15igul peaks olema suurem
punktide hulk. Vaatleme joonist 11.

Uhendades sirgloigu CD mistahes punkti punktiga E, me
loikame sirgloiku AB igakord ithes punktis. Seejuures ldigu
CD igale punktile vastab 16igu AB punkt ja iimberpdordult.
Kahe erineva 16igu punktide hulgad on vordvdimsad.

Lopmatut hulka nimetatakse nummerduvaks, kui ta on
vordvoimne koikide loomulikkude arvude hulgaga (selle ele-
mente saab nummerdada). Nagu me nieme edasi €i ole 15p-
matute hulkade vOimsus alati sama. Kaoikide loomulikkude
arvude hulga voimsus on koige vdiksem lopmatutest hulka-
dest. Nditame, et koik tdisarvud: positiivsed, negatiivsed ja
null moodustavad nummerduva hulga. Paigutame koik tiis-
arvud kahte ritta (loendamise holbustamiseks):

B T aNs 2 N i = N6 NS85 ANr, 10 N 125 .
0, k; 2. 3 4, 5 6,
-1, =2, —3, —4, — 5, — 6,

N3 TaNp B N N D N T e N I8

Nummerdame tdisarve jargmises jarjekorras. Arvule 0
paigutame vastavaks nr. 1, arvule 1 — nr. 2, arvule (— 1)
— nr. 3, arvule 2 — nr. 4, arvule (—2) nr. 5 jne. Koik
_positiivsed arvud saavad paarisnumbrid ja negatiivsed —
paaritud numbrid. Niisuguse loendamise siisteemi puhul ei jaa
iikski tdisarv ilma numbrita, -sest tdisarvude hulga koik ele-
mendid viiakse {iksiihesse vastavusse loomulikkude arvude rea
arvudega ja see tdhendab, et koikide tdisarvude hulk on
nummerduv. v

Naitame, et koikide ratsionaalarvude hulk on samuti num-
merduv. Paigutame koik positiivsed ratsionaalarvud jarg-
misse tabelisse (joon. 12).
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TR iy B Teosds iR St
i1 |73 |76 |710|715|721 |128 |136 ne.
2 |1 2 3 4 5 6 TR T
22 |25 |29 (214|220 (227 |235 |2
S R T R R O U
- 34 |38 |313/319(326 334 |3 |3
= 4 1 2 3 4 5 6 7 8
"é 37 (2121218 (325|233 |2 a i
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e el e
SR PR R e RO g LR O N
7829 8 |8 8 8 8 8 AN
‘]"e' s | \ \ \
Joon. 12.

Horisontaalrea arvud kirjutame lugejatena ja vertikaal-
rea arvud — nimetajatena. Esimesesse ritta on kirjutatud
tdisarvud, teise ritta — koik murdarvud nimetajaga kaks,
kolmandasse ritta — murdarvud nimetajaga kolm, neljan-
dasse — nimetajaga neli jne.

Sellesse tabelisse on paigutatud kéik positiivsed ratsio-
naalarvud — tédis- ja murdarvud. (mitmekordselt). Nummer-
dame koik tabeli ruudud, alates esimese rea vasakpoolsest
ruudust diagonaalse skeemi jdrgi. Niisuguse nummerdamise
puhul ei jda iikski ruut vahele ja iga ratsionaalarv saab oma
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numbri. Jérelikult moodustavad ratsionaalarvud nummer-
duva hulga. Margime, et selles tabelis on suuruselt vordseid
arve, nditeks %=§=—3~ jne. voi %:;:g jne. Tabelist voib
kustutada koik taandatavad murrud ja nummerdamisel jatta
vahele tihjad ruudud, kuid see ei oma pohimdottelist
tahendust.

Lopmatud hulgad ei ole kdoik nummerduvad. Néitame, et
reaalarvude (ratsionaalsete ja irratsionaalsete) hulga ele-
mente pole voimalik nummerdada. Proovime nummerdada
reaalarve vahemikus 0 kuni 1. Olgu koik reaalarvud kuju-
tatud loplike voi lopmatute kiimnendmurdudena. Loplikku
kimnendmurdu saab alati vaadelda kui I&pmatut perioodis
oleva nulliga: 0,12=0,12(0). Oletame, et kdik reaalarvud
selles vahemikus on nummerdatud ja paigutatud jirjekorda.

Esimene arv Nr. 1 kujutab kiimnendmurdu:

0,a;a0a3a, ..., kus a; — kiimnendike arv, a, — sajan-
dike arv jne.

arv Nr. 2 0,b1b2b3b4 SR

arv Nr. 3 0,c1c2¢3C4 . : .

arv Nr. 4 0,ddodsd,y . . .

Oletame, et koik reaalarvud vahemikus O kuni 1 esinevad
selles numeratsioonis.

Koostame jargmiselt uue murru, mis samuti esineb vahe-
mikus O kuni 1, s. t. kuulub siia hulka: esimeseks numbriks
pirast koma votame mistahes numbri numbritest 0, 1, 2, 3,
4, 5, 6, 7 ja 8, mis ei vordu a,-ga, ky£~ a, (itheksaid ei tar-
vitata, et véltida kahesust arvude kujutamisel 16pmatu kiim-
nendmurruna), nditeks:

3—0,500...=0,4999...

Teiseks numbriks votame samadest numbritest mistahes
numbri, kuid sddrase, mis ei vordu bg-ga; kg =~ bs.

Kolmandaks numbriks k3 4¢3 jne.
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Saame arvu 0,k1koks ... See uuesti koostatud arv ei esine
numeratsioonis, sest ta erineb esimesest esimese kiimnend-
margiga, teisest — teise kiimnendmargiga, kolmandast — kol-
manda kiimnendmargiga jne.

Jarelikult ei saa ta ei esimest, teist, kolmandat ega mingit
teist numbrit. Arv, mis kuulub hulka, osutus nummerdama-
tuks. Jédrelikult pole koikide reaalarvude hulk vahemikus 0
kuni 1 nummerduv. On arusaadav, et samuti ka koikide reaal-
arviude hulk pole nummerduv.

Seega ei ole kdikide reaalarvude hulk nummerduv. !

Koikide reaalarvude hulga vdimsus on suurem nummer-
duvate hulkade vbimsusest ja tahistatakse tihega C. Seda
voimsust nimetatakse kontiinumi voimsuseks.

Sona continuum tdhendab pidev, kontiinumi voimsus —
see on pidevuse voimsus.

Niited: 1. Lopmatul sirgel asetsev punktide hulk on C,
sest reaalarvud ja sirge punktid on paigutatavad iiksiihesesse
vastavusse.

9 Saab toestada, et iga joonldigu koikide punktide hulga
voimsus on C.

3 Saab toestada, et ruudu pinna kdikide punktide hulga
voimsus on C.

4. Saab toestada, et kuupi téitvate punktide hulga voim-
sus samuti vordub kontiinumi voimsusega.

R

1 Selle seaduse alusel tGestas Cantor transtsendentsete arvude ole-
masoly, s. t. arvude, mis ei esine ihegi ratsionaalsete kordajatega algeb-
ralise vorrandi lahendis.
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Tabel 1.

Algarvude tabel 6000 piiris.

179
181
191

193
197
199
211
223
227
229
233
239
241
251
257
263
269
271
277
281
283
293
307
311
313
317
331
337
347
349
353
359
367
373
379
383
389
397
401
409
419
421
431
433
439
443

449
457
461
463
467

479 -

487
491
499
503
509
521
523
541
547
557
563
569
571
577
587
593
599
601
607
613
617
619
631
641
643
647
653
659
661
673
677
683
691
701
709
719
727

733
739
743
751
757
761
769
773
787
797
809
811
821
823
827
829
839
853
857
859
863
877
881
883
887
907
911
919
929
937
941
947
933
967
971
977
983
991
997
1009
1013
1019
1021

1031
1033
1039
1049
1051
1061
1063
1069
1087
1091
1093
1097
1103
1109
1117
1123
1129
1151
1153
1163
1171
1181
1187
1193
1201
1213
1217
1223
1229
1231
1237
1249
1259
1277
1279
1283
1289
1291
1297
1301
1303
1307
1319

1321
1327
1361
1367
1373
1381
1399
1409
1423
1427
1429
1433
1439
1447
1451
1453
1459
1471
1481
1483
1487
1489
1493
1499
1511
1523
1531
1543
1549
1553
1559
1567
1571
1579
1583
1597
1601
1607
1609
1613
1619
1621
1627

1637
1657
1663
1667
1669
1693
1697
1699
1709
1721
1723
1733
1741
1747
1753
1759
1777
1783
1787
1789
1801
1811
1823
1831
1847
1861
1867
1871
1873
1877
1879
1889
1901
1907
1913
1931
1933
1949
1951
1973
1979
1987
1993

1997
1999
2003
2011
2017
2027
2029
2039
2053
2063
2069
2081
2083
2087
2089
2099
2111
2113
2129
2131
2137
2141
2143
2153
2161
2179
2203
2207
2213
2221
2237
2239
2243
2251
2267
2269
2273
2281
2287
2293
2297
2309
2311

2333
2339
2341
2347
2351

2357
2371
2377
2381
2383
2389
2393
2399
2411

2417
2423
2437
2441

2447

2459
2467
2473
2477
2503
2521
2531
2539
2543
2549
2551

2557
2579
2591

2593
2609
2617
2621
2633
2647
2657
2659
2663
2671

2677
2683
2687

2689
2693
2699
2707
2711

2713
2719
2729
2731
2741

2749
2753
2767
2777
2789
2791

2797
2801

2803
2819
2833
2837
2843
2851
2857
2861
2879
2887
2897
2903
2909
2917
2927
2939
2953
2957
2963
2969
2971
2999

378




3001
3011
3019
3023
3037
3041
3049
3061
3067
3079
3083
3089
3109
3119
3121
3137
3163
3167
3169
3181
3187
3191
3203
3209
3217
3221
3229
3251
3253
3257
3259
3271
3299
3301
3307
3313
3319
3323
3329
3331
3343
3347
3359

3361
3371
3373
3389
3391
3407
3413
3433
3449
3457
3461
3463
3467
3469
3491
3499
3511
3517
3527
3529
3533
3539
3541
3547
3557
3559
3571
3581
3583
3593
3607
3613
3617
3623
3631
3637
3643
3659
3671
3673
3677
3691
3697

3701
3709
3719
3727
3733
3739
3761
3767
3769
3779
3793
3797

3803

3821
3823
3833
3847
2851
3853
3863
3877
3881
3889
3907
3911
3917
3919
3923
3929
3931
3943
3947
3967
3989
4001
4003
4007
4013
4019
4021
4027
4049
4051

4057
4073
4079
4091
4093
4099
4111
4127
4129
4133
4139
4153
4157
4159
4177
4201
4211

4217
4219
4229
4231

4241

4243
4253
4259

4261
4271
4273

" 4283

4289
4297
4327
43387
4339
4349
4357
4363
4373
4391
4397
4409
4421
4423

4441
4447
4451
4457
4463
4481
4483
4493
4507
4513
4517
4519
4523
4547
4549
4561

4567

4583
4591
4597
4603
4621

4637

4639

4643 -

4649
4651
4657
4663
4673
4679
4691
4703
4721
4723
4729
4733
4751
4759
4783
4787
4789
4793

4799
4501
4813
4817
4831
4861
4871
4877
4889
4903
4909
4919
4931
4933
4937
4943
4951
4957
4967
4969
4973
4987
4993
4999
5003
5009
5011
5021
5023
5039
5051
5059
5077
5081
5087
5099
5101
5107
5113
5119
5147
5153
5167

5171
5179
5189
5197
5209
5227
5231
5233
5237
5261
5273
5279
5281
5297
5303
5309
5323
5333
5347
5351
5381

5387

5393
5399
5407
5413
5417
5419
5431
5437
5441
5443
5449
5471
5477
5479
5483
5501
5508
5507
5519
5521

5527

5531
5557
5563
5569
5573
5581
5591
5623
5639
5641
5647
5651
5653
5657
5659
5669
5683
5689
5693
5701

5711

5717

5737

5741

5743
5749
5779
5783
5791
5801
5807
5813
5821
5827
5839
5843
5849
5851

5857
5861

5867
5869
5879

" 5953

5881
5897
5903
5923
5927
5939

5981
5987
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Tabel 2.

Arvude 1 kuni 100 ruutude tabel.

N N2 N N2 N N2 N N2
i 1 26 676 51 2601 76 5776
2 4 27 729 52 2704 Pl 5929
3 9 28 784 53 2809 78 6084
4 16 29 841 54 20164 .79 6241
b} 25 30 900 55 3025 80 6400
6 36 31 961 56 3136 81 6561
7 49 32 1024 57 3249 82 6724
8 64 33 1089 58 3364 83 6889
9 81 34 1156 59 3481 84 7056
10 100 35 1225 60 3600 85 7225
11 121 36 1296 61 3721 86 7396
12 144 37 1369 62 3844 87 7569
13 169 38 1444 63 3969 88 7744
14 196 39 1521 64 4096 89 7921
15 225 40 1600 65 4225 90 8100
16 256 41 1681 66 4356 91 8281
17 289 42 1764 67 4489 92 8464
18 324 43 1849 68 4624 93 8649
19 361 44 1936 69 4761 94 8836
20 400 45 2025 70 4900 95 9025
21 441 46 2116 71 5041 96 9216
22 484 47 2209 72 5184 97 9409
23 529 48 2304 73 5329 98 9604
24 576 49 2401 74 5476 99 9801
25 625 50 2500 75 5625 100 10000
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Arvude 1 kuni 100 kuupide tabel.

Tabel 3.

N N3 N N3 N N3
1 =3 34 39 304 67 300763
2 8 35 42 875 68 314 432
3 27 36 46 656 69 328 509
4 64 37 50 653 70 343 000
5 125 38 54 872 71 357911
6 216 39 59319 72 373 248
7 343 40 64 000 73 389 017
8 512 41 68921 74 405 224
9 720 42 74 088 5 421875
10 1000 43 79507 76 438 976
11 1331 44 85 184 77 456 533
12 1728 45 91125 78 474 552
13 2197 46 97336 79 493039
14 2744 47 103 823 80 512 000
15 3375 48 110592 81 531 441
16 4096 49 117 649 82 551 368
17 4913 50 125 000 83 571 787
18 5832 51 132 651 84 592 704
19 6859 52 140 608 85 614125
20 8000 53 148 877 86 636 056
21 9261 54 157 464 87 658 503
22 10 648 55 166 875 88 681472
23 12167 58 175 616 £9 704 969
24 13824 57 185 103 90 729 000
25 15625 58 195 112 01 753 571
98 17 576 59 205 379 92 778 688
97 19 683 60 216 000 93 804 357
o8 | 21052 61 226 981 94 830 584
29 24 389 62 238 328 9 857875
30 27 000 63 250 047 96 884 736
31 29791 64 262 144 97 912 673
32 32768 65 274 625 98 941192
33 35 937 66 287 496 99 970 299
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