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ВВЕДВНИЕ

В наше время математика играет огромную роль. Нет 

такой области науки или техники, где бы она не применя­

лась, Существует и обратная связь; научные отк^вш 

и появление новых отраслей промышленности в свою очередь 

развивают математику - так возникло линейное программи­

рование .

Задача нахождения оптимального решения является 

очень древней. Человеку всегда приходилось экономить 

запасы, времяэнергию. Это вынукдало искать упрощений, 

думать о том, как получить максимум выигрыша при мини­

муме затрат. Очень многие процессы в природе с большой 

точностью отображаются дифференциальными уравнениями. 

Например, распространение колебаний, теплопроводность,а 

также просто механическое движение. Этот факт является 

причиной, почему задача нахождения минимума функционала 

при наличии дифференциальных связей была поставлена еще 

в 18 веке.

1а же задача, но уже с ограничениями на управле­

ние, долгов время не была решена.

Только в 1961 году был опубликован замечательный 

метод, названный принципом максимума Понтрягина, который 

дал необходимые.условия для задач оптимального управления 
с ограничениями

Благодаря развитию вычислительной техники большое 

распространение приобрели и приближенные методы.



Методы последовательного приближения, локальных 

вариаций, градиентные методы позволяют с большой точностью 

находить управляющие параметры. Настоящая работа посвяще­

на применению метода моментов к теории оптимального 

управления. '

Работа делится на семь параграфов. В первом парагра­

фе излагаются некоторые положения метода моментов, кото­

рые будут использованы в последующих параграфах. Во втором 

параграфе ставится задача быстродействия для системы ли­

нейных дифференциальных уравнений. Эта задача сводится к 

некоторой задаче теории моментов.

Материал второго параграфа в основном излагается 

по [ 2] .

В третьем и четвертом параграфах ставится задача 

быстродействия для линейного дифференциального уравнения 

второго порядка. На основе общей теории эта задача сводит­

ся к некоторой t- проблеме моментов, решая которую полу­

чаем уравнения для определения минимального времени.

В пятом параграфе поставленная ранее задача решается 

для одного конкретного случая. Находится минимальное время 

и управление. Для нахождения времени используется програм­

ма, написанная на алгоритмическом языке "МАЛГО1".

В шестом параграфе метод моментов применяется для 

оптимального управления системами с распределенными пара­

метрами; задача быстродействия для тонкой пластинки сво-
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дится к бесконечномерной проблеме моменнов^^

; В последнем, седьмом парвграфе решается задача 

быо$родейс*ви для тонкого стерхня, 1фая которого сво­

бодно опёрты»



§ Ie ЕШ - ПРйВЕЮ****В15иваЯВНВЬ*В8А1**ДвЖЬ

Назовем v - проблемой в линейном нормирован­

ном просяранс$ве Е следующую задачу: 
I ■ I /Даны числа < о<; L и С о . Най1и при каких 

условиях сущеС1вую$ линейные функционалы s

удовлегворяннцив соогношениям 

...,/г (I.I)

где - заданные эл&1внга из ff. 

Дналогачно можно постають и бесконечномерную проблему 

моментов, ■

Пусть в пространстве Е заданы »линейно незави­

симых элементов ^z, - • •,

Тюда для всякой системы чисел 

могут &1ть поставлены две задачи:

Найти минимум норы линейных ограниченных

^^51функционалов t удовлетвори соэтношвниям

Этот миницум б^даи обозначать через
/2- .

П. Найти

м 
при условии

" * • ** * d-
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Hueei место теорема.

Теорема U. Минимум в задаче I совпадает с 

величиной» обратной миницуцу в задаче П, то есть Л NI, 

Следствием этой теоремы является утверждение; 

линейный функционал , удовлетворяющий соотноше­

ниям (1Л), существует тогда и только тогда, когда 

( >/ /In .

Ионно записать
= Л

то есть является функцией арх^ентов 'З'у • 

Пусть элементы пространства Е зависят от неко­

торого параметра I. Тогда норма в этом пространстве 

также зависит от параметра Т. Эту зависимость но1яш 

элементов Д от параметра Т б^дам обозначать 

через ,1 ,1 .

‘ При этом функция А ...J будет зависеть и ет Т. 

Обозначим этот факт так;

при. условии -

- i . 

Имеет место теорема. " 

Теорема 1.2. Если норма ® числа < и J

,^cTJ являются непрерывными функциями параметра Т, 

то и и, j также является непрерывна! функци­

ей параметра Т.



Рассмотрим теперь прилоаюие общих реаулиатев 
t- проблемы MMBBToe и абстрактном Ш1нвано11 аорнирск 

ванном пространстве к некоторым конкретен $ункционахь- 

нш пространствам, встреча1)в|инся на пракзя».

Говорят, что функция П]^надлвжят siaocg 

, если utt) изиорима и интегри1^ена по нвдуив 
, р 

о Р-ой отепеньве Норма в Z оароделвется

1510 -О. некоторое мвоиеотвое

Говорят, что фикция принадлежит классу 1 
на аекоторм! емюстве 12 , если она почти везде орражм- 

чава на этом нноюстве. Норма в ■ определяется

hu.У « ме^к lutt)/ _

В качестве Д возьмем отрезок •

Постаяш задачу: наИш такую функцию üo'V , щшнадл»- 

иащую простравстщг L t/tpz»=j или простраастну И, 

ограниченную по aopiM числом t ( >'с)

llLtll

система равенств

«Zk = $ 5^CiJ tLt-f-) d f , =

где - заданные числа и - заданные динейве 
незавиоаию функции, принадлежащие пространотщг L?” 

( тда p'*'b^'L или же прост^нству L (если 

принадлежит Н), причем I должно СЬТЬ imHHunnuiA^
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Teopeie 1ёЗе При решении $олы<о что поставленной 

задачи возмоана следумадя альтернатива; I) задача не 

имеет решения ни при каком I >, о , 

2) существует единственное решение этой задачи, которое 

дается формулой
uctj= !±j' (1:2)

о -Ь i, , & р* Z. »0

■CTiA постоянные числа являются решениями задачи; найти
Atüt J / Г ? 9,(.Ч)1^с(-^ = -4г^
6 о «.»I sZH у ‘ I и

при условии "

где - наименьший корень уравнения

Материал данного параграфа взят из книг L 2] 

Там хе можно найти доказательства приведенных теорем.
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4 2. llPHHEHEHI'E MET

Пусть ди^вренциальаые уравнения движения объекеа 

записываются в векторном виде

3 " -+ š)Lt (2Л)

где а = , а 5 - вектор координат объекта
/- <7размерности л , tt- - вектор управления, С и 

есть HeKoioittie матрод, элементы которых, в общем слу­

чав, зависят от t-.

Кроме того, задано начальное положение объекта

- 5 (-ба , (2.2)

Задача оптимального ртравления заключается в на­

хождении такого управления utt) « чтобы объект дости­

гал Я за минимальное время «причем

должно выполняться ограничение

где L - заданное положительное число.

Норну можно понимать в смысле l или 1.
Как известно, общее решение уравнения (2.1) ni« 

заданном и =. t) можно представить в виде

^^15; T(t)9g -+ cp(tJl

где матрица фундаментальных решений однородной 

системы ■■
Г" , (2.5)
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сеответствующей системе (2.1), а -матрица,

обратная к матрице « то есть .

'Ptt) » . (2.6)

■ Кроне ТОРО, HOSHO определит^ каи матрицу 

фундаментальных решений системы, сопряженной к (2.5)

(2.7)

Заметим, что из теории систем линейных дифферен­

циальных уравнений следует

Vet) . (.г.а)
Пусть в некоторый момент времени осуществилось 

равенство

<96-6, J = 5^16 )   (2.9)

Умножая обе части уравнения (2.4) на и 

учитывая (2еб)е подучаем

J G CL) Ссс*х;) (2Л0)
"to 

где 

обб-б)т .

с. Lt) « . (2.П)
Как обычно в теории оптимального управлешя предполагаем, 

что объект надо перевести в начало координат, тогда

"t,
- й, * (с t-citttoJti-C . •

i.. (2.12)



■ - /о

Тем самым мы сведи задачу к v -проблеме мо­

ментов: найти вентор-функцню чтобы выполнялось 

(2еЗ), удовлетворялось (2е12) и время 1ж было 

минимально.
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§ 3. (ЯХИМАЛЬНСЕ гаВИВЛЕНИЕ ЛИНЕЙНЫМ 
Д№1ВН11ИАЛЫЫ1 уравнением BICPfflX) 
.... .t ... .. —

Рассмотрим дифференциальное уравнение двииеняа 

точки

= СС , (5.1)

Заданы начальные условия

Требуется перевести точку в начало координат

1 

ст) •=■ о ) 

за минимальное время так» чюй! управление uttJ было бы 

меньше заданного числа t

. (3.3)

Введем обозначения

Тогда уравнение (5Л), начальные и конечные условия при- 

цут вид . 1
. I '

® •* Cc, I ■ .

9iO, 3,LTJ»O. '

x,m,o ,
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Тепврь можно применить результаты второго парагра­

фа. ПО (3.4)

Рассмотрим три случая:

I. Пусть собственные значения матрицы С веществен 
ны и различны. Обозначим их через и /к , Матри­

ца фундаментальных решений имеет вид

Обратную MaijHmyYf^) легко можно найти, используя (2.8)
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1. Пусть собственные значения комплексные 

Обозначим через т 

через - мнимую.

/
(pttj к -

вещественную часть, 

Тогда

Обозначим

(3.8)

Тогда (242) примет вид

G
Т

О

По теореме 1еЗ, наша задача разр0ШИ1ш, если разрешима

задача
т

Лгс.1 ПаСс) t
? о

(340)

J/ J* ?2.С J.
И решение нашей задачи выражается

^<ct) = V j-^^J (342)

Рассмотрим случай действительных собственных значений 

Предположим j,о не рашяется нулю. Тогда без огра­

ничения общности можно считать

^2.0 1
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из (зах)

Обоэвачим

fxj р А * Õ otx" •

Тогда 

^iJ » j! - ß)(7tT _

Полагая f ® ~ • °о®ЗГ™”

т ,
•* _ (5,T??)

to *

Паерудио убедиться по (3.6), (5,7), чте

/4 'Lt) <5.11*)

A(tj>o^«$sx (ЗЦ5)

А (о) ’■о ÕLOj=-1 _ (ЗЛ6)

Пусть О • Обозначим 

ß ^V, J =. (А** -* в .

Воэионво четыре случая;

I. К1явая ) неотрицательна, то есть

<5rt,^j:>0 , е Е^ЛЗ , (ЗЛ^7)

Покааен, что тогда функция Л -•• Lito ß 

на отрааке Год2 строго положительна. В самой доле.

* L(toßt=\ ^,о >0 (3J8)
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Пуеть сущестауе* о /\) , чте

* 9,с о ,

Тогда

Õ(-1oJ= - j

что противоречит (3eI7).

в силу непрорывнооти фушщий Ц'Г')* В ( "t ) и

по (ЗЛ8) .

v4c-tj Я<о 6L-t) >0 -tti [р, 7"J

Теперь из (З«!?) следует

Обозначин ßtti"

с,»

Иосдодувн свойства фушщии vctj 

vp'6tj^ ^4-jil" 

.. . .1,2

(3.20)

(3.21)

Но А и А являются незамсимыяи рвшонуями ссора-

ненной систеын следоватвдьао, их определитель 

Вронского знаковостоянен и отяачен от нуля

так как

Ä

i
I А' i

А"
АЧ- А*"-

Ч)1е) J =



-/ fe­

ll 4''Lt^ убывающая функция. Тогда

5 t т V___
°  ------------- й—

, -4t7Jу ß ст J .

Из (3.19)

' S' с,

Из (3.14), (3.15)

С - j [/IltJ (,5 Z?tT)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

Теперь по (ЗЛ7)

f * / ЙСл)с1Т 
* с ‘

По (3.23), (3 Л4) 0( fj досгагаее минимума 

при
(3.25)

Таким образом, если множество

не пусто, то минимум интеграла J 
доставляет i* из (3.25),

2. Пусть теперь , 

(А *q.o8)p 

Отсвда . G) 

Обозначим 

с j . —
■ Af^,^j4>c7

А) - О , "С с [^С;ТЗ 

, Ащ-* ü,o6Lt)?о 1 .

) Attj *G,^8(tJ^o

(3.28)

с W с<-л [- * It )
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Тогда (3.27) примет вид

Так как возрастающая функция и А ♦ 9,, В в 

точке ноль положительна, то
/3 (OJ /

С, = - -------- - --------= - -
/4(cj-f (jicßtbj 4iC

В этом случае по (3.26)

- с j - J/Acrjc^i:

Минимум ) достигается при

5- =

Очевидно, что если существуют положительнне кривые 

Qu, I) ,10 минимизирующей для них будет кривая^ 

именующая нулем точку Т. Аналогично, среди отрицатель­

ных кривых минимизирующей будет кривая, проходящая 

через начало координат.

Пусть теперь знакопеременна за отрезке
[g,TJ . Покажем, что Qu,U aiieei не более двух 

интервалов знакопостоянства, то есть уравнение

(3.29) 

имеет не более одного корня. В самом деле (3,29) равно­

сильно уравнению "

(3,30)

Наше утверждение автоматически вытекает из моно­

тонности функции .
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3. Пусть Q(^i^) меняет знак с плюса на минус. 

Тогда 

^3 J '"((А +

где -Zy корень уравнения (3,29). По (3,30) нейду

и $ устанавливается вваимно однозначное оеет- 

ветствие, Поотму считаем, что

» 36t«,) •
Минииум №^ЦМи -3 деотигается П1я to здовавта»- 

ряющам

Зйо <5«52)

ЙО с/7

to (3,30)

Ио (3,32)

201фферт1»руя (3,31) и учитывая (3,29), noJQ'VHM 
"i"» т
h - j LAtQ,,fi,^cl-L - О
° Чу ■
Обозначим

Невидно,

$tTj.
‘"г.

асе) -J 
С

ieCTj = j tA * 4«,bJcA^ 70
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Следовательно, уравнение (3.35) имеее решение на от­
резке Го,Т], Из (3.33), (3,34), (3,36) следует, что 

производная от меняет знак с минуса на плюс, то 

есть функция ) достигает минимума в точке 

из (3,35) ,

При £с = о или t.-T кривые этого случая сов­

падут с минимизирующими кривыми двух прадыдущи слу­

чаев.
Тем сашм^мы показали, что минимум v достига­

ется в третьем случае.

4. Остался случай, когда Qa, fJ меняет знак с 

минуса на плюс.. Тогда уравнения третьего сдучая изме­

няют знак, точка экстремума будет точкой наксимума,и 
минимум 7 б^дв$ достигаться при или ,

то есть среди полонительных или отрицательных кривых. 

Следовательно, этот случай ничего не меняет.

Тем самым мы показали, что минимум интеграла

достигается njai

>0.

(36^0,iJ ’О,
(3.37)

удовлетворяет (3*35)• Из (3.29)

f _^LbL2_ (3.38)
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Учитавая (3.35), нетрудво убедиться, что минималь­

ное значенье интеграла равно

 (3.39)
■ » Ч.»

Так го нетрудно проверить, что формулы (3.35), 

(3.38), (3^59) будут справедливы и для 3,с- О •



§ *. HAXQSME . МИНИМАЛЬНОГО ВРЕМЕНИ В ЗШЧВ 
УПРАМИЯ ДИФФЕРВН1В1АЛМЫ11 УРАВНЕНИЙ!

BigPüTO НОЕЙДКА.

в этом параграфе мы выведем зфавнеяия, из кото­

рых просто найти минтельаое время Т. Из предыдущего

параграфа получаем систему уравнений. Из
(5.39) Т . -X

' j6(*C)C^'C 1

т У
- 1(А^п^(ЗЗо1-с -о

” -L, ,

(ЗЛО), (3.35),

(4.1)

Упростим эту систему. Введем обозначение

Учитывая (3.14), (ЗЛ6), произведен интегриро­

вание в каждом из уравнений системы (4Л). Получим

~гСАСТ\*'£^ j 

Отсюда получаем .

Art, j-- CÄ<Tj •

A(M = £(AtTj-> I

Обозначим _ J, /> 1
-А- ’ А (ACT) чА(6/ я .

А = А ( AlT)4 J
Система (4.2) примет вид

Ät-to)
(4.4)

А f = й
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Рассмотрим случаи;

I, Корни дбйС1ви1вльнид, разные и отличные от нуля.

Тогда по (3.6)
А L / *^i"^
А * t - е .

(*.5)

Подставляем эти значения вместо левой части 

системы (4.4) и решаем ее относительно е и g 

Получаем
е" ' vt) .

.. t 
е ‘ - -Л <fd^y|,vL)

Исключая Z-5 , подучаем уравнения для нахожде­

ния Т:
•^1 ,11

Учитывая (4.4), это уравнение можно переписать

в виде л,-й

1

П. Корни действительны, 

/11. равен нулю. Тогда

А

различны и один из них, например.

г '

/

е.

А
-лД

(4.8)
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Подиавляем эга равенства в (4.*) и решаем сасее-
*1^нз относительно t^o ц е ‘

Подучаем ,
Л| ^с# * й/ d ♦ й, vt- 1

" *^Ло
л '* ^ - ), й

Исключаем t-»

(4 -t Ä -Л-) 
е - f- A,zi

Это уравнадие нетрудно преобразовать в следующее

(-AT-h -/))”£ С< е"*'*- J 
О'

Решаем это уравнение относительно Т:

где С = 2 6 ~

Ш. Пусть корни равны и отличны от нуля. Тогда 

Л -

В­
* • 'Hi * е

Система (4.4) примет вид . к,,, i. -А^» л
‘*/ГJ * vL I

0*°®^ о . ~ f4 П)
Лд - -А бд .» * X vL ) D ' * '

где А и определяются (4.3), а к» Ъ^к опрвдвая-
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usca (4Л0)е

и. Пуо» оба корю бзду1 равны нулю. Тогда

А "L

1Ь
7 л ’ г 

Подставляем в сис$вну (4.4)е получаем

1^'= -/L- ?

Окябда zi. d J

Учмывая (4ЛЗ), подучаем уравневю для нахонцеаю I

72. 41=0
' е. *-6 с J

ОВЯ№ _______________

J- 1+

г.
Им получилм уравнення дда нахоадения еииналь- 

ного времени. Но реиваге этих уравнений сущвотнует не 

всегда. В этю случав / - проблема ммюнтов, а, сае- 

довательно. я задача оптимального управления не имеют 

рваевю.
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Например, рассмотрим случай 1.

Из уравнения (4.7) ждно, что если оба корня отрица­

тельны, то уравнение имеет решение. Вели хотя бы одни 

из корней подоиителен, тогда -.

€ ž' Y /I >б> 

и существуют такие , что величина в нруглых 

скобках будет отрицательной. Следовательно, решения 

нет. Эти результаты хорошо согласуются с результатами 

синтеза ютимадьных трвакторий в [ /J .
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§ 5. ЧИСЛЕННЫЕ МЕТСЙЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ 
БЫСТРОДЕЙСТВИЯ , , .

В § 3 задачу бнстродейсгаия для уравнения (Зе!) 

мы свели к проблеме моментов. В § * были выведены 

уравнения для наховдешя мтимального времени, а именно: 

уравнения (4.7), (4.9), (4.II), (4.14). Второв и 

четвертое из нах уже решены относительно I, остальные 

нуишо раиить. Это можно сделать различными способами. 

Нааболое удобны методы приближённых вычислений: метод 

Ньютона, секущих и тону подобные.
Была составлена программа ОРТ!Н ÜМ щ

алгоритмическом языке " МАЛГОЛ" для решения 

уравнения (4.7). ( смотри приложение). В программе 

использовалась стандартная процедура вычисления перво­

го слева корня уравнения J с xj» о в заданно! ин­

тервале ^А, В7 . В качестве выбиралась раз­

ность

(ж) Смотри [ 4] ,



■С№

-г?-

(5.2)

uJ

Для примера решим задачу.

Пусть точка движется согласно уравнению

3L - X. ;= и. (5.3)

Требуется перевести точку из положения

X(cj = -I

г
(5.4)

в начало координат за минимальное время так. чтобы

управление ttt-ij было ограничено

j U- J j <: (5.5)

Положим

J Xttj , VCt.) ■» LLCt) (5.6)

Тогда (5.3), (5.4) и (5.5) принимают mu

^li3) » o,^ ) 

ytoJ •= 1 J

I vciJ I 4= 2,

(5.7)

(5.8)

(5.9)
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Корни характеристического уравнения действительные 

и различные, причём

’ - (5.10)

к*-1

Теперь решаем уравнение (4.7). Дня этого исполь­

зовалась программа OPTIMUM .

Программа реализовалась на ЭВМ "Ыинсе-22". В резуль­

тате подучили

Т = Z.S3 2. G (5.U)

Из (3.12)

ir6tj = ( , Attj-f

где jx определяется (ЗЛ),

, (5.12)

а )„ находится из (3.38), 

6Ct\ функции из (4.5).

Сделав несложные преобразования, находим

гг(-б) = 2 st^/L^ о,

По (5.6) 

(5Л4).
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§ 6. ПИ1и^^Ш^@А_ий1(,^ТаВ_В.1Б0Ш

НЫИИ ПАРАМЕТРАМИ

Ма1в1иал данного параграфа будем paocuasimsaxb 

на конкретном примере.

Пусть гонкая пластинка совершает упругие коле­

бания. Тогда уравнение колебаний имеет вид

(йЛ)

где ZI - оператор Лапласа, у</ - поверзяостная плот­

ность материала, 2)  цилиндрическая жёсткость пластины 

9Cx,tj - интенсивность нагрузки. Кроме того, решение 

уравнения (6.1) должно удовлетворять граничным условиям ■ 

- условиям опирания.

Поставим задачу о быстрейшем переводе пластины 

из одного состояния в другое. Интенсивность нагрузки 

gLx,i) считаем управлением.

При каждом разложим решение по

собственным функциям оператора

\Х)Ск.,Ч,^ = Z (6.2)

где (6.3)
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и удовлееторяве граничным условиям. 

Аналогачно

(6.4)

c^ttJ » j § 
CL 

Подставляя (6.2), (6.4) в (6.1) и учитывая (6.3), 

на^трудно убедиться, что 1^ долкно удовлетворять 

уравнению

/' L L = C^Lt^

Пусть в начальный момент времени пластина была в 

положении

LÜ6X, <;j - Цд 1эс)

V3U,<oj= Ч'.си)

Раскладывая эти функции в ряд Фурье по поду 

чаем начальные условия для уравнения 

' Тс toj = 

L <О) =
(6.8)

где (6.9)
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Общее решение (6.6) с начальными условиями (6.8) 

имеет вид t

1*к о

_ i.v

где ‘ г-__ _ '
. !$, .2- (6.10)

’ 3i' М .
♦

Теперь можно выписать общее решение уравнения (6.1)

•= f И j?^CK)cL-i: 4
on. ”‘‘Л‘

+ 2^ (у..< J

Учтивая (6.5), подучаем

U)(a.’,l6y = j i С Z. ” R.U)R,t4AQC4ticl(ioll:t 
-'■ "‘Z* (6.II)

f (Xc^ U<-b 

t.3, ' ‘»-it
Выражение в квадратных скобках есть ничто иное, как 

функция Грина задачи (6.1).

Предположим

^Cx.t) = U-CtJ-yCi) . (6Л2)

Тогда t
i'5^ t (6.Ü
J !<.», «n:

c
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tse, i) -=■ c)

Ввиду линейной независимости функций
- ( J ■=

т г .

= и i Vta.) (6,14)

Л '.
П^оть пластина из состояния (6.7) попадает в положе­

ние равновесия

lotx.TJ о ")

(6.15)

,повзча«»

  (6Л6)
iX.Lv) d-'c ,

Дифференцируя (бе13), по (6»15) подучаем

Ui I -

т
i Ст~х) и.сх^ cLx

о ■ *

Введем обозначения 
т
j с UrCLjCt Cx 
о
г

у = f <? CLtXj CtT

cL 3- ,V *t*. T

к-Ц' ^.к
•' O|< у •*- )

Ühl I

(бе17)

(6,18)

(веТВ)
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Примвняя известные соотношения из тригоноиетрии, 

из (6eI6), (6,17) получаем систему
-V-6o< -

- 5>,3 » %

Пусть '*it отлично от нуля 

тель этой системы равен

«к
Теперь ве^трудно получить

4t »

3^’ ;;; л 
4^ *

Учитывая обозначения (6ЛЬ)

'•'У I 

L■*</.*.) J

для всех к .Определи­

Пусть на u<t/ наложено 

т
j I 

О

Тогж раьанства (6.19) < 

дяют бесконечную * j

мы получили систему

-• ’ (6.19)

J .

ограничение

(6Л0)

i ограничением (6.20) (яреде- 

[роблему моментов.
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Тен самим, задачу оптимального управления о 

быстрвйтвм переводе пластины (6.1) из начального (»- 

стояния (6.7) в положение равновесия, при ограничениях 

(6.20), мн свели к бесконечномерной t -проблеме мо­

ментов.
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§ 7« СПЖАЛЬКСЕ гаРАВЛЕНИЕ КОЛЕБАНИЯМИ ТОНКОГО
ЗИЯ

Уравнбнио колебаний тонкого упругого стержня 

имеет вид (Смотри [ 51 ).

^ -) (7.1)

где

3

С? .г)

модуль упругости материала стержня,

момент инерции относительно горизонтальной оси.
- плотность, S - площадь поперечного сеченияе

Пусть стержень будет свободно опёрт по краям, тогда

краевые условия имеют вид

VJICO-6J-C) , \ .=-о ,

где О, - длина стержня.

Поставим задачу на собственные значения

у, 
а;« - .

iituj^ о , R.\cj - о ,

й.С(х.>^ о , ä" (О) =. с) _

(7.5)
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где штрихом обозначено дифференцирование по .

Нетрудно убедиться, что собственными функциями будут 

функции

it, tx) - , vi.6^

а характеристическими числами

i av/ ‘ •

Пусть

CjCx.t)- txt-t'i ■ а. (7.8)

/ ,2. (7.9)

Поставим задачу о быстрейшем переводе стержня из

состояния

. ' (7.10)
u; I$,o j = ч, (x) ,

в положение равновесия при ограничениях (7.9) .

Тогда поставленная задача является одншерным са^- 

чаем задачи, рассмотренной в § 6.

Из (6.10)
. ./к = . (7-И)

По (7.8) 5,^57
• ” Õ7

и, учитывая (6Л4) 
О' «

= J сТ ''-V,j,3C . C-lK .
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Отсвда *•" 5. • ■
Ч'к - с-и 7 

СМОВИДНО* что отличш от нуля. 

Тогда, используя формулы (6Л9), получаем

° V #^-^,2, .. . (7ДЗ)

« )

тае * €5Г\'
С' '>* -Т-;

Теорома 1,3, справедлива и для бесконечномерной про­

блемы моментов. Поэтому будем решать задачу.

Найти функцию

xttj = f п” ииЛ J (7.15)

к *г

такую, что

liv II i I Qk ^-*'<*^* ?< (7е16)
' ‘"е tl "

при условии  .

М.Х1 

причем I должно быть минимальным.

Согласно (1.2) решение задачи (7.13) выражается черев 

решение поставленной задачи ,

Lett J - 6^ 1^0 Ct J I -»vgic %L-t) (7.18)
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Рассммрим фуякцрю 
Т .

сТ) IZ I, . (7.19)

Нам нужно найти первый положителвный корень уравне­

ния ' ,

Точное алгебраическое решение найти трудно, но дать 

некоторую оценку корню возможно.

Обозначим

Fct,) Т. Cl ->• dt 
V.*! '

Согласно (7.II) и (7.7)

Обозначим „^2
Г- 5 J7.22)

#ункции и имеют период j' ,

следовательно, и функция М имеет этот же период, 

то есть

F6t) ’ F(£ *
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03 свойств тригонометрических функций следует, 

что функции и на отрезке

ортогональвн.

Не^т1^дно усилиться, учитывая

что Л , 
cifc = о

■' ! О
. ' *5'

j F4'odt
* «2#?

Теперь задача нахождения б J

(7.15), (7.17),

(7.23)

равносильна за­

даче нахождения нини1уиа функционала

V

при ограничениях (7.23). Последняя легко реиается 

введением множителей Лагранжа.

Составим функционал

*Р ■- Ч* Z*. F Ц'о + «л? .

Необходимое условие минимума функционала (7.24) при 

ограничениях (7.23) выражается требованием

'S % • (7.25)

Откуда
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Конианга j*. и легко находятся из (7.23).

Учитывая
j FM = О, 
О

подучаем -»г

л- - ? ,
- и ,

VI Т' 1 , л= j- Ly P tZt] Fct)

Так как функции и (н <"Ь

ортогональны на (, ю

м к • / V
Так как периодическая функция.

о / *■ " I Z "itil(f J = i^J^C j-J '-
VI.2.1^

функция P<-T) является возрастающей.

Поэтому, если Т удовлетворяет (7.20), то 
VP__ «^jT / ,



fli г 1
Уточни» полученаoe приближение можно прибшцгёнными 

методами, например, рассматривая не бесконечную за­

дачу (7,D), а некоторую ограниченную, усечённую за­

дачу.
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Закхючение

В вастояцей работе рассматриваются две задачи быстро­

действия. Для решения применяется метод моментов.

В первой выводятся уравнения, позволяющие найти минималь­

ное щ)еня для задачи быстродействия щюцесоа, описываемого 

Д16ференциальным уравнением второго порядка. Для коннретного 

принта находится минимальное время с помощью программы
ОРТ? 1М и,4 ga ggyge "МАЛГОЛ".

Ещё одна задача • задача о бысц>ей1аем переводе тонк(Я$ пластины 

в поаохение равновесия, сводится в • проблеие теории ио- 

ментов.

Поставленная задача решается для одномерного случая • тон­

кого упругого стержня. Выводится оценка минимального времени.



-i^5-

Resxainee

Käesolev too on pühendatud momentide teooria kaeutaml* 
sele optimaalse juhtimise teoorias*

Too koosneb seitsmest paragrahvist, Bsimeses tuuakse 
ara momentide teooria põhiolemus ja seosed, mis on vajalikud 
edaspidiseks* Teises paragrahvis püstitatakse kiireima aja 
ülesanne lineaarsete diferentsiaalvõrrandite süsteemi jaoks. 
Selline ülesanne taandub momentide teooria ülesandeks.

Kolmandas j& neljandas uuritakse kiireima aja ülesannet 
teist järku lineaaz?sete diferentsiaalvõrrandite puhxil. On lel- 
txid seosed minimaalse aja leidmiseks*

Viiendas paragrahvis püstitatud ülesanne lahendatakse 
konkreetsel erijuhul. On leitud optimaalne juhtimine ja mini­
maalne aeg* AiTvutusteks on koostatud programm algoritmllises 
keeles "Malgol”.

Kuuendas kasutatakse momentide teooria jaotatud para­
meetriga ülesannete puhul. Kiireima aja ülesanne ohuloese plaadi 
korral taandub lopmatumootmeIlsele probleemile momentide teoo­
rias.

Viimases, seitsmendas paragrahvis lahendatakse к11т»^1тя 
aja ülesanne peenikese varda juhul, mille otsad on vabalt toe­
tatud.
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