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Peatiukk L

Hulknurga pindala.
§ 1. Hulknurkade pindvordsus.

Paljud praktilise elu vajadused, mis on ithenduses maa-
pinna kasutamisega v0i mitmesuguste esemete pinna kat-
misega, nduavad pinnatiikkide voOrdlemist nende suuruse
poolest. Koige sagedamini esinevad niisugused vordle-
mise juhud, kuys pinnatikid on tasased ja nende piir-
jooned on hulknurgad. Seepérast kasitleme kdige-
pealt hulknurgaga piiratud tasase pinnatiiki suuruse kiisi-
must.

Hulknurgaga piiratud tasase pmnatukl suurust nimetatakse
hulknurga pindalaks. » ;

Sonastuse lithendamiseks nimetame edaspidi hulknur-
gaga piiratud pinnatikki ka lihtsalt hulknurgaks. Hulk-
nurga ABCD pindala tdhistame enamasti siimboliga S spcp
(tdht S on algustaht ladina sdnast superficies, pealispind).
Hulknurga pindala loeme ikka positiivseks suuruseks. Kui
kahe hulknurga pindalad, néditeks ABCD ja KLM, on vdrd-
sed, s.t. kui ;

Sacp = Skim,
siis nimetame neid hulknurki pindvdordseiks.
Hulknurkade pindalade vordlemist saab koigil iiksik-

juhtudel teostada jargmise kahe iseenesest moistetava tde
alusel.



1. Kui iiht hulknurka saab paigutada teise peale nii, et nad
iithtivad, siis hulknurgad on pindvordsed; liihidalt:

kongruentsed hulknurgad on pindvordsed.

2. Kui hulknurk on tiikeldatud mitmeks wueks hulknurgaks,
siis tema pindala vordub tiikeldamisel saadud hulknurkade pind-
alade summaga;

nditeks joonisel 1 kujutatud viisnurga pindala
SaBcpE = Sapc + Sacp + Sape

Kui sellisel tiikeldamisel saadud osadest mingi iiks osa,
nditeks ABC, korvaldada, siis lilejaav hulknurk on antud
hulknurgast vdiksema pindalaga:

Sacpe < Sapcpe-

B
Joonis 1.

Seda jareldust iildistades saame:

kui iiks hulknurk on osa teisest hulknurgast, siis esimese
hulknurga pindala on viiksem teise hulknurga pindalast;

nditeks hulknurga KLMN pindala joonisel 2 on vdiksem
hulknurga ABCDE pindalast.
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Samuti on eelnenust selgé, et

kui kaks hulknurka koosnevad vastavalt pindvordseist osadest,
siis nad on pindvordsed, {

sest kummagi hulknurga pindala vérdub tema tiikeldamisel
saadud osade pindalade summaga (lause 2) ja nende sum-
made lilkkmed on vastavalt vordsed.

Ulesanded.

1. Kera loikamisel tasapinnaga saadakse keha, mille
aarjoon piirab kaht pinnatiikki: iiks neist on tasane, teine
mitte. Kumma pinnatiiki pindala on suurem?

2. Hulknurk piirab kaht pinnatiikki: ks neist on
tasane, teine mitte. Kumma pinnatiiki pindala on suurem?

3. Hulknurk on diagonaaliga tlikeldatud kaheks hulk-
nurgaks. Vorrelda antud hulknurga timbermddtu tiikelda-
misel saadud hulknurkade timbermddtude summaga.

4, Antud on ruut ja vdrdhaarne kolmnurk, mille haar
vordub ruudu diagonaaliga ja kdrgus ruudu kiiljega. Vor-
relda nende kujundite pindalasid.

5. Antud on ruut. Joonestada roopkiilik, mille tiiks
kiilg vordub ruudu diagonaaliga, teine vordub ruudu kiil-
jega ja mille iiks diagonaal ristub kiiljega. Nadidata, et
need kujundid on pindvordsed.

6. Naidata, et kahest ruudust on see suurema pind-
alaga, mille kiilg on suurem.

§ 2. Roopkiilikute ja kolmnurkade pindvordsus.

Toestame, et

vordsete alustega ja vordsete korgustega roopkiilikud on pind-
vordsed.

Selleks paigutame roopkiilikud tihisele alusele AB, nagu
on ndidatud joonisel 3. Kui roopkiilikuil korgused on
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vordsed, siis nende alustega paralleelsed kiiljed satuvad
iihele ja samale sirgele FC, mis on paralleelne sirgega AB.
Nelinurk ABCF on seega trapets, mis on kahel viisil tiikel-
datud roopkiilikuks ja kolmnurgaks, nimelt liks kord sir-
gega AD ja teine kord sirgega BE (joonis 3). Neil tiikel-

F £ D

&

A~ 8
- Joonis 3.

damistel saadud kujundite pindalade summad on vordsed,
sest mdlemad summad annavad iithe ja sama trapetsi
pindala:

Sapcp + Sapr = Saer + Ssce

Kolmnurgad ADF ja BCE on kongruentsed, sest réop-
kiiliku vastaskiilgedena

AD = BC ja AF = BE

ja vastavalt paralleelsete ja samasuunaliste haaradega
nurkadena

X DAF ="/ CBE,
Nende kolmnurkade kongruentsuse t&ttu
Sapr = SpcE

Lahutades need suurused iilal saadud vdrdsetest summa-
dest saame vordsed tulemused, nimelt

S aBcD = SABEF



Eelmine teoreem voimaldab tdestada, et

vordsete alustega ja vordsete korgustega kolmnurgad on pind-
vordsed.

Eeldus: AB = DE; CG = FH (joonis 4).
Vaide: SABC= SDEF‘

Joonis 4.

Toestus. Joonestame roopkiillikud ABKC ja DELF,
vottes nende kolmeks tipuks antud kolmnurkade tipud.
Nende roopkiilikute alused on vdordsed ja korgused on
'vordsed, seega ka pindalad on vordsed. Et diagonaal tiikel-
dab roopkiiliku kaheks kongruentseks kolmnurgaks, siis

: SaBkc = 2SaBc»

millest
SaBc = ¥SaBKc:

samal viisil saame, et

Sper = ¥SpELF-

Roopkilikute ABKC ja DELF pindvdrdsuse pdhjal on nende
vorduste paremad pooled vordsed, mistdttu on vordsed ka
nende vasakud pooled:

SaBc = SpEF-



Kahest viimasest teoreemist selgub, et kujundid vdivad
olla pindvordsed, ilma et nad oleksid kongruentsed, s.t.
ilma et nad pealepaigutamisel iihtiksid.

Ulesanded.

7. Ehitada ristkiilik, mis on pindvOrdne antud réép-
kiilikuga ja millel on antud réopkiilikuga tihine alus.

8. Ehitada roéopkiilik, mis on pindvdrdne antud réop-
kiilikuga ja mille tiks nurk on pool antud réépkiliku nur-
gast. ; |

9. Tdestada, et kolmnurga mediaan tiikeldab kolmnurga
kaheks pindvordseks kolmnurgaks.

'10. Antud on niirinurkne kolmnurk. Ehitada téis-
nurkne kolmnurk, mis on pindvdrdne antud kolmnurgaga
ja millel on sellega iiks iihine kiilg.

11. Toestada, et réopkiliku diagonaalid tlikeldavad
roopkiiliku neljaks pindvordseks kolmnurgaks.

12. Trapetsi diagonaalid jaotavad trapetsi neljaks kolm-
nurgaks. Naidata, et kaks neist on teineteisega pind-
vordsed.

13. Tdestada, et sirgjoon, mis labib trapetsi aluste kesk-
punkte, jaotab trapetsi kaheks pindvordseks osaks.

14. Antud on kolmnurk kiilgedega 4,2 cm, 3,1 cm ja
3,4 cm. Ehitada antud kolmnurgaga pindvérdne kolmnurk,
mille iiks kiilg on endiselt 4,2 cm ja teine kiilg 6,5 cm.

15. Nelinurga ABCD diagonaali AC keskpunkt on E.
Toestada, et nelinurgad ABED ja CBED on pindvordsed.

16. Kolmnurga ABC mediaanil AD on vdetud punkt E.
Toestada, et kolmnurgad ABE ja ACE on pindvordsed.

17. Kolmnurga ABC kiilje AB punkt D on tihendatud
tipuga C ja saadud sirgldik CD on poolitatud punktis E.
Toestada, et

SaBe = $SaBc:



§ 3. Hulknurga teisendamine kolmnurgaks.

Kahe mistahes hulknurga pindala vordlemiseks ei ole
nii lihtsat tunnust, nagu on vordsete aluste ja korgustega
roopkilikute voi kolmnurkade pindalade vordlemiseks. Et
eriti lihtne on vorrelda ruutude pindalasid, siis hulknur-
kade pindalade vordlemiseks teisendame need niisama
suure pindalaga ruutudeks ja vordleme saadud ruute.

Hulknurga teisendamist sellega pindvordseks ruuduks
teostame jargmiselt:

1. teisendame hulknurga kolmnurgaks;
2. saadud kolmhurga teisendame ristkiilikuks;
3. ristkiliku teisendame ruuduks.

Koiki neid teisendusi tuleb loomulikult nii teha, et
kujundi pindala ei muutu.

Vaatleme kdigepealt hulknurga teisendamist kolmnur-
gaks. Olgu vaja viisnurk ABCDE teisendada temaga pind-
vordseks kolmnurgaks (jOOi’liS BYs

Joonis 5.

Lahendus. Eraldame antud viisnurgast diagonaaliga
DB kolmnurga BCD, joonestame ldbi tipu C paraileeli dia-
gonaalile DB ja leiame selle paralleeli ja kiilje AB piken-
duse 16ikepunkti F. Selle punkti iihendamisel punktiga D
. saame nelinurga AFDE, mis on pindvdordne antud viisnur-
gaga ABCDE. Kui saadud nelinurgast samal viisil eral-
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dame kolmnurga ADE ja asendame selle kolmnurgaga
ADG, siis saame kolmnurga FDG, mis on pindvOrdne viis-
nurgaga ABCDE.

Pohjendus. Viisnurk ABCDE on tlikeldatud kolm-
nurkadeks BCD, BDA ja ADE, ja kolmnurk FDG on tiikel-
datud kolmnurkadeks BFD, BDA ja ADG. Neist AB_DA
on ithine mdlemal kujundil. Ulejdanud osade pindaladest

Secp = SBFD
ja
SapE = SApG»

sest kummalgi kolmnurkade paaril on thine alus (BD ja
AD) ja vordsed korgused. Et viisnurk ABCDE ja kolm-
nurk FDG koosnevad vastavalt pindvordsetest osadest,
siis nad on pindvdrdsed. :

Eespool Kkirjeldatud viisil on véimalik iga hulknurga
tippude arvu vahendada jarjest ithe vorra, kuni hulknur-
gast on saadud temaga pindvdrdne kolmnurk. '

Ulesanded.

18. Teisendada roopkiilik temaga pindvordseks kolm-
nurgaks, millel on roopkiilikuga ithine korgus. -Tdestada,
et selle kolmnurga alus on kaks korda suurem roéopkiiliku
alusest.

19. Teisendada vabalt vdetud kuusnurk temaga pind-
vordseks kolmnurgaks.

§ 4. Kolmnurga teisendamine ristkiilikuks.

Olgu antud teisendada ristkiilikuks AABC (joonis 6).
Ulesande lahendamiseks joonestame isirge labi antud kolm-
nurga kahe kiilje keskpunktide, nditeks labi punktide D ja
E, ning ehitame sellele sirgele aluse otspunktidest ristsir-
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ged AF ja BG. Nii tekkiv nelinurk ABGF on antud kolm-
nurgaga pindvordne ristkiilik.
Pdhjendus. Sirge DE
kui kolmnurga kahe - kiilje
keskpunkte labiv sirge on pa-
ralleelne kolmanda kiiljega AB.

5

i

'

.
H

Et paralleelidel ristsirged on Fp; 2 L] EQG
thised, siis mnelinurk ABGF
on ristkiilik. See ristkiilik koos-
neb kolmest osast, nimelt A B

kolmnurkadest AFD ja BGE Joonis 6.
ning trapetsist ABED.

Joonestades kolmnurga DEC kdrguse CH, tiikkeldub ka
antud kolmnurk ABC kolmeks osaks, mis on pindvordsed
ristkiiliku ABGF vastavate osadega; tdepoolest:

ADHC =~ A DFA,
sest
G =l A/ CE = - ADE ey X B el == 90%
samuti :

INGEHE = Y\ Fib,
sest

EC — FB, / CEH = /BEG ja / G = / H = 90°;

16puks trapets ABED on kolmnurga ja ristkiiliku iihine osa.
Sellest jareldub, et ristkiilik ABGF on pindvGrdne antud
kolmnurgaga ABC.

“Miarkus. Kui AABC on niirinurkne, siis tuleb ta-
hega C tahistada niirinurga tipp, et antud pdhjendus jaaks
muutumatuks.

Ulesanded.

20. Teisendada tdisnurkne kolmnurk temaga pindvord-
seks ristkiilikuks, mille tiheks kiiljeks on kolmnurga iiks
kaatet. Kui pikk on ristkiiliku teine kiilg?
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21. Teisendada niirinurkne kolmnurk temaga pindvord-
seks ristkiilikuks, mille tiheks kiiljeks on niirinurga iiks
lahiskiilg. Jaotada antud kolmnurk ja saadud ristkiilik
vastavalt pindvordseteks osadeks.

22. Teisendada trapets temaga pindvordseks ristkiili-
kuks. :

§ 5. Ristkiiliku teisendamine ruuduks.

Olgu antud teisendada ruuduks ristkiilik ABCD (joo-
nis 7). Poorame tema lithema kiilje AD tipu D umber
pikemale kiiljele, saades sellel 10igu DE; niiid ehitame nii-
suguse tdisnurkse kolmnurga DFC, mille hiipotenuusiks on

F ristkiliku kiilg DC

| X ja mille korgus tu-

| leb punkti E. Selle

} kolmnurga ehitami-

D P seks kasutame Tha-

I H lese teoreemi, joo-

/ \\ nestades diameetrile

i3 N DC toetuva piirde-

B b 4 nurga DFC. Punk-

A G R tist D joonestame

Joonis 7. nitd kiiljele FC pa-

ralleeli kuni 16iku-

miseni sirgega AB ja saadud ldikepunktist G joonestame

paralleeli kiiljele DF. Nii tekkinud roopkiilik FDGH ongi
ruut, mis on pindvdrdne antud ristkilikuga ABCD.

Pohjendus. Kbdigepealt nditame, et FDGH on tde-
poolest ruut. Et nurk DFH on tdisnurk, siis réopkiliku
FDGH koik nurgad on tdisnurgad; seega jadb ainult toes-
tada; et kiiljed FD ja DG on voOrdsed. Selleks vdrdleme
taisnurkseid kolmnurki DEF ja DAG; konstruktsiooni jargi

DE = DA;
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peale selle
Z APG =/ EDF

kui vastavalt ristuvate haaradega teravnurgad. Jarelikulf

ADEF = A DAG,
mistottu
DF = DG.

Niisiis FDGH on ruut. Pikendame selle kiilge FH kuni
16ikumiseni sirgega AB punktis K. Et ristkulikul ABCD
ja roopkiilikul CDGK on tiihine alus DC ja ithine kdrgus BC,
siis (§ 2 pohjal)

- SaBcp = ScDGk:

Et ruudul FDGH ja roopkiilikul CDGK on tihine alus DG
ja thine kdorgus GH, siis (§ 2 pdohjal)

SFDGH! Scpak

Modlema vorduse paremad pooled on vdrdsed; niisiis
on vordsed ka nende vasakud pooled:

SrpGH = SABCD:

see tahendab, et ehitatud ruut ongi pindvordne antud rist-
kilikuga.

Veelgi holpsamini
saab antud ristkili- F
kut ABCD teisen-
dada temaga pind- D B g
vordseks ruuduks
jargmiselt: pikenda-
me ristkiiliku iht -
kiilge, nditeks kiilge : :
AB, teise kiilje vor- E Pucsl G B
ra, s.t. joonestame ; Joonis 8.

X
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AE = AD (joonis 8); ringjoon diameetriga EB 15ikab siis
sirgjoont AD mingis punktis F ning ruut kiljega AF ongi
pindvordne antud ristkiilikuga, nimelt

SarHG = SaBcp-
Pohjendus. Todestame, et FB| DG. Selleks vdrd-

leme nurki AFB ja ADG (joonis 9). Et nurgad AFB ja AEF
on vastavalt ristuvate haaradega teravnurgad, siis

i AFB w L F,
= Kolmnurgad ADG
. H ja AEF on taisnurk-
/ D\\ . * - sed ning
~ 5 AD=AE ja AG=AF;
74 W35 S
; NS \{, jarelikult
/ S e A ADG =~ A AEF,
E A 7 B mistdttu
Joonis 9. ol I e

Nii on osutunud nurgaga E vOrdseks niihdsti nurk AFB
kui ka nurk ADG; seepdrast
SEAPD — o AP
millest jareldubki, et
FB | DG.

Vordleme nitid ristkilikut ABCD ruuduga AGHF:
nende ihine osa on AGKD ja seda tdiendab ristkiilikuks
ihelt poolt GBCK ning ruuduks teiselt poolt DKHF. Neid
omakorda saab vOrrelda paralleelide FB ja DG vahel lei-
duvate roopkiilikute kaudu:

SaBck = SaBLDs
sest neil on thine alus GB ja vordsed kdrgused; samuti

SeBLp = Semrp
14



ihise aluse DG ja vordsete kdrguste tdttu ning 16puks

Semrp = SpkHF =
jallegi Uhise aluse FD ja vordsete korguste tottu. Nii on
ristkiilikud GBCK ja DKHF osutunud pindvdrdseteks,
jarelikult

SaBcD = SAGHF-

Eespool (§ 2) naitasime, et hulknurka on vdimalik tei-
sendada temaga pindvordseks kolmnurgaks. Siis ndita-
sime, et kolmnurka saame teisendada temaga pindvordseks
ristkiilikuks. Niiid ndgime, et ristkiilikut saame teisen-
dada temaga pindvordseks ruuduks. Nii vOime mistahes
hulknurga jark-jargult teisendada temaga pindvordseks ruu-
duks. Ruutude pindalasid aga on lihtne vdrrelda nende
kiilgede vordlemise teel. Nii saab mistahes kahe hulk-
nurga pindalasid vorrelda ruutude kaudu. Et kdik selleks
vajalikud teisendused on teostatavad sirkli ja joonlaua
abil, siis voime ttelda, et

hulknurga teisendamist temaga pindvordseks ruuduks ja hulk-
nurkade pindalade vordlemist saab teostada sirkli ja joonlaua
abil.

Ulesanded.

23. Teisendada kolmnurk kiilgedega 5 cm, 55 cm ja
4 cm temaga pindvordseks ruuduks ja mddta selle kiilg.

24. Teisendada roopkilik, millel a=2,5 cm, b=4,5 cm
ja @ =45° temaga pindvordseks ruuduks.

25. Teisendada kaks vabalt vdetud nelinurka nendega
pindvordseteks ruutudeks ja otsustada nende ruutude
jargi, kumb nelinurk on suurema pindalaga.

§ 6. Ristkiilikute ja ruutude -teisendamisteoreeme.

Ristkiiliku teisendamisel temaga pindvordseks ruuduks
kasutasime tdisnurkset kolmnurka, mille ehitasime Thalese
teoreemi rakendades (joonis 7). Et neil teisendamistel sel-
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gunud asjaolusid lihidalt ja meeldejdadvalt sonastada, tuleb
anda monele seal esinenud 1digule sobiv nimetus iihendu-
ses kasutatud taisnurkse kolmnurgaga.

Olgu ABC tdisnurkne kolmnurk ja AB selle hiipotenuus
(joonis 10). Loiku CD, mis esitab tdisnurga tipu C kau-
gust hiipotenuusist, nimetame hiipotenuusile tommatud
korguseks. Punkti D nmimetame tipu C projektsioo-
niks hiipotenuusil; ta jaotab hiipotenuusi osadeks, mida
nimetame kaatetite projektsioonideks hiipo-
tenuusil — 16iku AD kaateti AC projektsiooniks ja 16iku
DB kaateti CB projektsiooniks.

¢ Eelmises paragrahvis

kasutasime esimesel tei-

| sendamisvottel tdisnurk-

| set kolmnurka DCF

{ (joonis 7), mille kaateti

i DF projektsioon hiipote-

D B nuusil on DE. Ristkiiliku

Joonis 10. ABCD iiheks kiiljeks on

hiipotenuus DC ja teine

kiilg vordub kaateti projektsiooniga DE. Selle ristkiilikuga

pindvordseks osutunud ruudul on kiiljeks kaatet DF. Nende
kujundite pindvordsust sGnastame jargmise teoreemina:

kaatetile ehitatud ruut on pindvordne ristkiilikuga, mille
kiilgedeks on hiipotenuus ja selle kaateti projektsioon hiipote-
nuusil.

Seda teoreemi tuntakse Eukleides'e! teoreemi
nime all.

1 Fukleides, kreeka matemaatik, elas u. 315—255 e.m.a.; tema
nime jérgi kutsutakse ,harilikku“ geomeetriat (mis kasutab paral-
leelide aksioomi) eukleidiliseks geomeetriaks, kuna Euk]ei-
des esimesena andis niisuguse geomeetria siistemaatilise iiles-
ehituse.
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Teist teisendamisviisi pdhjendades vaatlesime (joonis 9)
kolmnurka EBF, mille kaatetite projektsioonid vodrduvad
ristkiiliku ABCD kiilgedega; ristkiilikuga pindvordseks osu-
tunud ruudu AGHF kiiljeks aga on hiipotenuusile tdm-
matud koérgus AF. Seda tosiasja vadljendab lause:

€
G
D,
B,
: F
i
!
it
a o E
1
[}
]
|
|
l
|
|
|
]
i
H ﬁ/% M
Joonis 11.

hiipotenuusile tommatud kérgusele ehitatud ruut on pindvordne
ristkiilikuga, mille kiilgedeks on kaatetite projektsioonid.

See teoreem kannab tdisnurkse kolmnurga kdrguse teo-
reemi nimetust.

Tdisnurkse kolmnurga abil on v&imalik ehitada ka nii-
sugust ruutu, mille pindala vdrdub kahe antud ruudu pind-
alade summaga. Selleks asetame antud ruudud ndnda, et
nende kiiljed jaavad taisnurkse kolmnurga kaatetiteks (joo-

2 Geomeetria IX k. 17



7

nis 11). Ruuduga ABCD pindvdordseks ristkiilikuks on Euk-
leidese teoreemi jargi ristkiilik ALKH, mille kilg AL on
kaateti AB projektsioon ja kiilg AH on joonestatud vord-
sena hiipotenuusiga AE. Samuti on Eukleidese teoreemi
jargi

SBEFG = SELKM-

Saadud ristkiilikuist ALKH ja ELKM koosnev nelinurk
AHME on aga ruut, mille kiiljeks on hiipotenuus; jdrelikult

kaatetitele ehitatud ruutude pindalade summa vordub hiipote-
nuusile ehitatud ruudu pindalaga.

Seda tdhtsat lauset nimetatakse Pythagoras'e! teo-

reemiks, kuna monede teadete jargi olevat Pythagoras

selle teoreemi tdestanud.

G Pythagorase tdestus on ae-

gade valtel kaotsi lainud,

kuid on sdilinud mitmed

E : teised vanad tdoestused. Uld-

se on sellele teoreemile lei-

/ tud tdestusi enam kui tihe-

N legi teisele; nende tildarv
kiitinib 100-ni!

F Hindude poolt on leitud

Pythagorase teoreemile jarg-

A B mine teisendustdestus. Joo-

Joonis 12. nestame tdisnurkse kolm-

nurga ABC ja ehitame selle

hiipotenuusile ruudu ABDE,

nii nagu naidatud joonisel 12. Kui tdmmata kolmnurga ABC

pikemale kaatetile BC ristldik DF, siis tlikeldub hiipotenuu-
sile ehitatud ruut kolmeks osaks: kaheks kongruentseks -

1 Pythagoras, kreeka matemaatik, elas u. 580—500 e.m. a.

18



kolmnurgaks ABC ja BDF ning viisnurgaks ACFDE. P&6-
rame kolmnurga ABC punkti A iimber asendisse AEH ja
kolmnurga BDF punkti D iimber asendisse EDG. Nii saame
hiipotenuusile ehitatud ruudust kuusnurga ACFDGH. Kui
pikendada kiilge BC kuni punktini I, siis kuusnurk
ACFDGH tiikeldub kaheks ruuduks, milledest ACIH on
kaatetile AC ehitatud ruut ja FDGI on kaatetile CB ehk FD
ehitatud ruut.

Ulesanded.

26. Toestada ruutude tiikkeldamise teel Pythagorase teo-
reem voOrdhaarse tdisnurkse kolmnurga erijuhul.

27. Uhel ruudul on kiilg 4,5 cm ja teisel 3 cm. Joones-
tada ruut, mis on pindvordne antud ruutude summaga.

28. Joonestada ruut, mille pindala on kaks korda suu-
rem vabalt vGetud ruudu pindalast.

29, Joonestada ruut, mille pindala on pool vabalt voe-
tud ruudu pindalast.

§ 7. Pindalaiihikud.

Hulknurga teisendamine temaga pindvOrdseks ruuduks
. annab voimaluse hulknurkade pindalade vordlemiseks.
Sagedamini toimetatakse seda vordlemist nende pindalade
modtmise teel.

Moota hulknurga pindala tihendab leida, mitu korda mahub

ithikuks voetud pindala moodetavale pindalale voi missuguse osa
pindalaiihikust moodustab moodetav pindala.

Maatiiki pindala mdotmise iilesanne on vanim geomeet-
ria iilesanne; selle iilesande jargi on geomeetria saanud
oma nime, sest sona ,geomeetria” tuletub kreeka keelest
ja tahendab maamdotmist.
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Pindalatihikuina kasutatakse niisuguste ruutude pind-
alasid, mille kiilgede pikkusteks on pikkusiihikud. Vas-
tavalt kiilje pikkusele neid tihikuid nimetatakse ruutkilo-
meetriks, hektaariks, aariks, ruutmeetriks, ruutdetsimeet-
riks, ruutsentimeetriks vo6i ruutmillimeetriks ning tdhista-
takse vastavalt stimbolitega

km2, ha, a, m2 dm2 om2, mm?2.

Hektaar nditeks on ruudu pindala,
mille kiilg on 1 hektomeeter, s. 0. 100
meetrit, aar on ruudu pindala, mille
kiilg on 1 dekameeter, s. 0. 10 meetrit.

Kui “iiks pikkustihik on teisest
T n korda suurem, siis vastav pindala-
ithik on teisest pindalatihikust n?
Joonis 13. korda suurem, nagu vOib veenduda
joonise 13 abil. Seetdttu pindalatihi-

kud on iiksteisest jargmiselt olenevad:

1 km2 = 100 ha = 10000 a = 1 000 000 m?2;
fodg == 100 a = 10 000 m?2;
fia= 100 m2;

1 m2 = 100 dm2 = 10000 cm2 = 1 000 000 mm?2;
1 dm2 = 100 cm? = 10 000 mm?2;
1 icmi= 100 mm?2.

Pindala mootmise tulemusena saadakse pindala m o 6 t-
arv. Pindala mddtarvu leidmine ehk pindala mddtmine
voib olla kas otsene vdi kaudne.

Pindala otsesel mootmisel loendatakse, mitu korda pindalaiihik
mahub moodetavale pindalale.
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Olgu nditeks vaja modta

D
ristkiiliku pindala, mille pik- c
kus on 4 cm ja laius 3 cm.
Kui selle ristkiiliku katame

b

ithesentimeetriste vahedega
paralleelsirgete vorguga, siis
ristkiiliku  pindala tiikel-
dub ruutsentimeetriteks (joo- A = B
nis 14). Viimaste loendami-
sel saame pindala m&dtarvu.

Joonis 14.

Pindala kaudsel mootmisel arvutatakse kujundi pindala selle
kujundi elementide pohjal.

Ulesanded.

30. Avaldada 'm2-tes 0,4 km2, 0,705 km2, 31,8 ha,
0,069 ha, 43,54a, 1,2a, 0,08 a.

31. Avaldada cm2-tes 0,75 m?2, 8 dm2, 0,4 dm2, 25 mm?,
413 mm?, 3900 mm?2. e

32. Missugune osa m2-st on 1 dm?, 1 cm2 1 mm?2?

33. Avaldada 2% ruutjalga ruuttollides, kui 1 jalg =
= 12 tolli.

34. Avaldada ruutjalgades 432 ruuttolli, 48 ruuttolli,
120 ruuttolli.

35. Missugune osa ruutsiillast on ruutjalg, kui 1 siild =
= 7 jalga? :

§ 8. Ristkiiliku pindala.

Ristkiiliku pindala vordub kahe lidhiskiilje korrutisega.

Tdestus. Olgu ristkiilliku ABCD kahe ldhiskiilje AB
ja AD pikkused vastavalt a sentimeetrit ja b sentimeetrit
(joonised 14 ja 15). Nii arv a kui ka arv b vdib olla kas
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taisarv vOdi kimnendmurd wvoi harilik murd. Vaatleme

pindala méaaramist igal nimetatud juhul eraldi.

c Kui a ja b on mdlemad
taisarvud, siis ristkilikut
ABCD saab katta ruutsenti-

L . meeter-vdrguga, nagu tehtud
joonisel 14. Seejuures piki
kiilge AB asetseb reas

8 a cm2. Et niisuguseid ridu
tildse on b, siis ristkiilik
.ABCD on kaetud b-a ehk

a-b ruutsentimeetriga. Seega ruutsentimeetrites avaldub

ristkiiliku ABCD pindala S jargmiselt:

S = ab.
Kui arvudest a ja b kas iiks vdi mdlemad on kiimnend-

murrud, nditeks
pa=—A4.8 tm o ja b= 2 o,

A a
Joonis 15.

siis leiame niisuguse pikkusiihiku, milles a ja b valjendu-
vad tdisarvudes (joonis 15); antud juhul vdib votta selleks
tihikuks millimeetri:

a=43 mm ja b =27 mm.

Kuna kiilgede modtarvud niitid on tdisarvud, siis ees-
poolleitud arvutamiseeskirja alusel ristkiiliku pindala on

43 - 27 mm?
ehk, vottes arvesse, et 1 mm?2 = 0,01 cm?2,
0,01 - 43 - 27 am?2.
Selle avaldise teisendame ja kirjutame kujul

9,1-43-0,1-27 cm?2
ehk :
4,3-2,7 cm?2,
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Sellest nahtub, et ka sel juhul pindala md&dtarv ruutsenti-
meetrites vOrdub kiilgede mddtarvude korrutisega, s.t.

Sca="gb.

Kui arvudest a ja b kas lks v3i mdlemad on harilikud
murrud, nditeks
= 4k-om ja b= 2% cm,

siis valime uueks pikkusiihikuks niisuguse 16igu, mis tdis-
arv kordi mahub nii kiiljesse a kui ka kiiljesse b; vottes
selleks kdige suurema niisuguse 16igu, s.o. ;}, cm, saame, et

a = 12 - 4% uut pikkusiihikut
b = 12 - 2% uut pikkusiihikut,
seega ristkiiliku pindala on
12 - 4% - 12 - 2% vastavat pindalaiihikut.

ja

Et uus pikkustihik on % cm, siis vastav pindalaiihik on
(,%)? cm?2. Seetdttu ristkiiliku pindala ruutsentimeetrites

on ({5)2-12-4%-12-2%

ehk 5 212-4%-5 - 12- 2%

ehk 4% - 23.

Seega ruutsentimeetrites avaldatuna ka sel juhul
S = ab.

Piiides tGestatud teoreemi tdpselt sdnastada, peaksime
ttlema jargmiselt: ristkiiliku pindala mddtarv vordub tema
kahe lahiskiilje pikkuste mddtarvude korrutisega, kui need
kiilljed’ on mdddetud iihtedes ja samades pikkusiihikutes
ning pindala on mdddetud vastavais pindalaiihikutes. Et
see sdnastus on liiga pikk, siis kasutame eespool-antud
lihemat sOnastust ja mdistame seda nii, nagu 6eldud siin-
kohal. Niisamuti tuleb mdista ka valemit S = ab. Sama-
sugust lihemat valjendust tarvitame ka jargnevate pind-
alateoreemide puhul.
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Jareldus. Et ruut on ristkiilik, mille lghiskiiljed on
vordsed, siis ruudu pindala

Si=a%a
ehk
3= a%
Seega
ruudu pindala vordub kiilje teise astmega.
Ulesanded.

36. Arvutada ristkiiliku pindala, kui tema mooted on
4,5 cm ja 6,8 cm; 12 cm ja 8,4 cm; 59 mm ja 12 mm; 0,8 m
ja 18 om. a

37. Ristkiiliku pikkus on 4,2 cm ja pindala on 14,7 cm?2.
Kui lai on ristkiilik?

38. Ristkiiliku timbermddt on 28 cm ja alus on kdrgu-
sest 3 cm vorra pikem. Arvutada ristkiliku pindala.

39. Arvutada ruudu pindala, kui ruudu kilg on 8 cm,
15 cm, 6,9 cm, 0,4 m, 24,6 m.

40. Kolhoosi rukkipdld on kujult ristkilik, mille pik-
kus on 2,4 km ja laius 0,75 km. Mitu hektaari on pdllu
pindala? s

41. Mitu aari on lastekodu aia pindala, kui aiaks on
ruut kiiljega 85 m?

42. Mitu korda suureneb ruudu pindala, kui ruudu
kiilgi suurendada 4,5 korda?

43. Mille vodrra suureneb ruudu pindala, kui ruudu
kiilgi suurendada ‘5 cm-st 7,5 cm-ni?

44. Leida ruudu kiilje pikkus, kui kiilgede suurenda-
misel 3 korda ruudu pindala suureneb 200 m2.

45. Kui ruudu kiilgi vahendada 4 dm, siis pindala vahe-
neb 128 dm2. Leida esialgse ruudu kiilg.

46. Kui ristkiiliku lihemaid kiilgi suurendada 14 m ja
pikemaid kiilgi 8 m, siis saab ruudu, mille pindala on
328 m? suurem ristkiiliku pindalast. Leida ristkiiliku
pindala.
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47. Tuletada pindalade abil kahe arvu summa ruudw
valem, kahe arvu vahe ruudu valem, kahe arvu summa ja
vahe korrutise valem.

§ 9. Robpkiiliku pindala.

Roopkiiliku pindala vordub aluse ja korguse korrutisega.
Toestus. Joonestame ristkiiliku ABEF, millel on
réopkiilikuga ABCD iihine alus AB ja tiihine kdrgus, he
(joonis 16). Siis
SaBcp = SABEP

sest vordsete aluste ja voOrdsete korgustega rodpkiilikud
on pindvordsed. Et

SABEF = a - h,,
siis ka

SABCD =a-h,,

E
1
|
|
|
~
|
|
mida oligi tarvis toestada. '

Vottes roopkiliku  aluseks Joonis 16.
kilje BC = b ja tadhistades sel-
lele ehitatud ko&rgust siimboliga hy, vdime roOpkiliku
pindala avaldada ka kujul b - hs.

Ulesanded.

48. Roopkiliku lihem diagonaal, mille pikkus on:
3,6 cm, on risti the kiiljega ja vordub sellega. Arvutada
roopkiiliku pindala.

49. Roopkiiliku alus on 25 m ja pindala on 3,5 aari.
Leida roopkiiliku kdrgus.

50. Roopkiilikul @ =15 cm, b =12 cm ja hgs = 6 cm.
Arvutada hy.

51. Roopkilikul a = 6,5 cm, hg = 7,2 cm ja hy = 5,4 cm..
Kui pikk on kiilg b?
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52. Roopkiliku imbermd6t on 68 cm, tema kdrgused
suhtuvad nagu 10 : 7. Leida kiiljed.
§ 10. Kolmnurga pindala.

Kolmnurga pindala vordub aluse ja korguse poole korrutisega.

Toestus. Joonestame ldbi A ABC tipu A sirge AD

ng, et AD | BC,
ja labi tipu C sirge CD nii, et
CD || AB.

Siis tekib roopkilik ABCD, millel on kolmnurgaga ihine
alus a ja iihine kdrgus hg (joonis 17). Roopkiiliku pindala

A e N e D vordub aluse ja korguse
¥ korrutisega. Et AABC on

I
! / pool ré6pkilikust ABCD,
:"" // siis kolmnurga pindala vor-
;\ A dub aluse ja' kdrguse poole
B s cC korrutisega; seega :
Joonis 17. 8 = foh,

Vottes kolmnurga aluseks mone teise kiilje, vdib kirju-
tada, et S = 1bhy = ich,.

Jareldus 1. Kui taisnurkse kolmnurga aluseks votta
iikks kaatet, siis teine kaatet on korguseks; seepdrast

tiisnurkse kolmnurga pindala vordub kaatetite poole korru-
tisega. €
Jareldus 2. Et rombi diagonaalid on risti ja pooli-
tavad teineteist, siis tiikeldavad nad rombi neljaks vord-
seks taisnurkseks kolmnurgaks. Olgu diagonaalid e ja f.
Siis ihe kolmnurga pindala on

! y sl 2 1
T g
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ja rombi pindala on
4 - —é—ef = —;—ef.
Seega
rombi pindala on pool diagonaalide korrutisest.
Ulesanded.

53. Uhise alusega ristkilik ja kolmnurk on pind-
vordsed. Mis voib oelda nende kdrgustest?

54. Kolmnurgal a =3,12 m, b=52 m ja hs=4 m.
Kui pikk on hy?

55. Taisnurkne kolmnurk ja ruut on pindvdrdsed;
ruudu kiilg on vOrdne ilihe kaatetiga. Kui pikk on teine

kaatet?

' 56. Taisnurkse kolmnurga kaatetid on 12,7 m ja 15,6 m.
Arvutada kolmnurga pindala.

57. Taisnurkse kolmnurga iiks kaatet on 18 cm ja pind-
ala 2,43 dm2. Kui pikk on teine kaatet?

58. Kui kdrge on kolmnurk, mille alus on 0,82 m ja
pindala on 0,492 m2? ’

59. Kui suur on rombi pindala, kui diagonaalid on
5,7 om ja 8,4 cm?

§ 11. Trapetsi pindala.
Trapetsi pindala vordub aluste poolsumma ja korguse korru-
tisega.

Toestus. Tiikeldame trapetsi ABCD (joonis 18),
mille alused on a ja ¢ ning kdrgus h, dlagonaahga kolm-
nurkadeks ABD ja DBC. Siis

SaBcp = Sasp + Spsc:

Vottes neis kolmnurkades alusteks kiiljed a ja ¢, saame
Sapcp = 3ah + ich

ehk, vdttes sulgude ette iihised tegurid % ja h,
Sascp = $h(a+¢)
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ehk, korrutades tegurid % ja a+tc,

a—+c
Sapcp = —— k.

mida oligi vaja tdestada.

Et trapetsi aluste poolsumma ﬂ_—ztf vordub keskldi-
guga I, siis pindala
S =1Inh
Seega
trapetsi pindala vordub keskloigu ja korguse korrutisega.
Ulesanded.

60. Arvutada trapetsi pindala, kui trapetsi alused on
58 cm ja 4,6 cm ning kdrgus on 3,7 cm.

61. Arvutada  trapetsi -
pindala, kui sellel a=15,7 m,
c=83m ja h=4} m.

62. Trapetsi pindala S =
='12% ¥ m=2 alis e =48 m
ja alus ¢ = 13 m. Kui kdrge

Joonis 18. on trapets?

63. Arvutada tdisnurkse trapetsi pindala, kui alused on
8 dm ja 5 dm ja liks nurk on 45%.

64. Trapetsi pindala S = 392 m?2, alus a = 25 m ja kor-
gus h = 14 m. Kui pikk on alus c?

65. Teisendada trapets temaga pindvdrdseks ristkiili-
kuks, millel on trapetsiga ithine k&rgus.

66. Missuguse kujundi pindala valemi saab trapetsi
pindala valemist, kui selles iihe aluse pikkuseks vdtta 0?

§ 12. Korrapdrase hulknurga pindala.

Korrapdarase hulknurga pindala leidmiseks tiikeldame
hulknurga kolmnurkadeks, tihendades hulknurga kesk-
punkti tippudega. Et korrapédrase hulknurga keskpunkt on
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tippudest vordsel kaugusel, siis kdik tiikkeldamisel tekki-
vad kolmnurgad on kongruentsed ja vordhaarsed. Neis
kolmnurkades on aluseks hulknurga kiilg ja kdorguseks
hulknurga apoteem, s.o. keskpunktist kiiljele tdmma-
tud ristldik. Seda‘teades saame tdestada, et

korrapirase hulknurga pindala vordub poole iimbermddodu ja
apoteemi korrutisega.

Toestus. Olgu antud korrapdrase hulknurga kiilgede
arv n, kiillg a ja apoteem h (joonis 19). Keskpunkti O
iihendamisel tippudega hulknurk tiikeldub n vdrdseks
kolmnurgaks. Uhe niisuguse kolmnurga pindala

SA — %—a}l
ja n kolmnurga pindala
n:Sx =n-sah
ehk

na

n-Sa 27—2—7-11.
Seega korraparase n-nurga
pindala

S=—-h

Selles valemis na tdhendab hulknurga imbermddtu ehk

Joonis 19.

perimeetrit ja ’zf poolt tUmbermddtu. Hulknurga poolt

iimbermddtu téhistatakse sagedasti tdhega p. Seda tdhist
tarvitades korrapdrase hulknurga pindala

S =ph

Kui korraparasest hulknurgast on antud peale kiilgede
arvu n veel kiilg v6i apoteem vdi timberjoonestatud ringi
raadius, siis on sellega maaratud koik tilejadanud elemen-
did. Edaspidi ndeme, kuidas neid elemente arvutada. Esi-
algu leiame pindala arvutamiseks vajalikud elemendid joo-
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nestamise teel. On kiillalt, kui selleks joonestada ainult
uks kolmnurkadest, mis tekib hulknurga keskpunkti iihen-
damisel tippudega (joonis 19).

Ulesanded. 3

67. Leida korrapdrase kuusnurga pindala, kui selle
kuusnurga kiilg on 4,5 cm. ; v

68. Toa porand tahetakse katta korrapdarase kuusnurga
kujuliste parkettkividega, mille kiilg on 8 cm. Mitu par-
kettkivi on tarvis pdranda katmiseks, kui pdranda pikkus
on 9 m ja laius 7,4 m?

69. Avaldada korrapdrase kolmnurga pindala kahel vii-
sil ja jareldada saadud avaldistest, et korraparase kolm-
nurga apoteem on % selle kolmnurga kdrgusest.

70. Korrapdrase viisnurga timber joonestatud ringjoone
raadius on 6 cm. Arvutada viisnurga pindala. (Joon-
elementide mootmiseks valmistada joonis.)

§ 13. Korrapdratu hulknurga pindala.

Korraparatu hulknurga pindala maddramiseks hulknurk
tikeldatakse kujundeiks, mille pindala saab arvutada;
nende arvutamisel ja saa-
duste liitmisel leitakse antud -
hulknurga pindala. Sageda-
mini tarvitatakse tiht kahest
jargmisest  tiikeldamisviisist.

1. Hulknurga thest ti-
pust ehitatakse koik diago-
naalid ja moddetakse igas
niiviisi saadud kolmnurgas

Joonis 20. uks kiilg ja sellele vastav

kdrgus. Nagu ndha jooni-

selt 20, kulub kuusnurga pindala leidmiseks sel viisil 7
modtmist.
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2. Hulknurga tihele diagonaalile ehitatakse ristldigud
hulknurga tippudest. Niiviisi hulknurk tiikkeldub taisnurk-
seteks kolmnurkadeks ja
taisnurkseteks trapetsiteks.
Pindala arvutamiseks moo-
detakse ristldigud FFjy,
BBy,... ' ja loigud AF;,
FyBy, ..., milleks ristldigud
tikkeldavad diagonaali (joo-
nis 21). Nende modtmiste
andmeil arvutatakse tiikel- Joonis 21.
damisel saadud kolmnur-
kade ja trapetsite pindalad ja liidetakse need. Nagu joo-
niselt ndha, kulub kuusnurga pindala leidmiseks sel viisil
9 modtmist.

Ndide. Olgu kuusnurkse maatiiki (nagu joonis 21)
mddtmisel saadud, et meetrites

AF; = 26, E1Cy =12, BB; = 38,
FiBy =8, CiD =12, EE; = 45,
B]E1 o 27, FFl = 31, CC1 - 18

Maatiiki pindala arvutamist toimetame jargmise skeemi
jargi. '

Solondiy Oke | Velue iy, ool Pindala ;

Ll ettt - oS

o bar o1 ifﬁ — 646

m |31]45]| 35 1J2;_45_ .35 = 1330

Iv |38 ]18] 39 ﬁi;i"_ . 39 = 1092

, s T O e _212;;5 = 540

VI 12 L EHe _112-.18_ = 108

Kokku 4119 m? =~ 41,2a
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Ulesanded.

71. Joonestada vabalt mingi viisnurk, tikeldada see
joonisel 21 ndidatud viisil ja arvutada pindala.

72. Vordhaarse tdisnurkse kolmnurga pindala on
338 dm?2. Kui pikad on kaatetid?

73. Ruut on pindvordne ristkiilikuga, mille m&oted on
3.6 cm ja 0,9 cm. Kui pikk on ruudu kiilg?

74. Ruut on pindvordne ristkiilikuga, mille mddted on
.«a ja b. Kui pikk ‘on ruudu kiilg?

75. Ruudu pindala on 11,56 dm2. Arvutada ruudu
Umbermoot.

76. Ruudu pindala on S cm2. Kui pikk on imbermddt?

77. Ruudukujulise pdllutiiki pindala on 2,5 ha. Kui
pikk on pollutiiki kiilg?

78. Arvutada jdesédngi ristldike (joonis 22) pindala, kui
stigavused on antud tabelis:

v/

—_—da

Kaugus
kaldast s ) ) S8 B TR S B v T R
meetrites

i
|
|
|
l

——— e

— — a3

Siigavus
meotrites| *19| 2:3 2,85(2,15/08 | 0

Joonis 22.

79. Kuidas leida joesangi ristloike pindala, kui joe-
pdhja ristldike-joon ei ole murdjoon, vaid kdverjoon?

80. Kas ja kuidas saaks koverjoonega piiratud pinna-
tiiki pindala leida millimeeterpaberi abil?
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Peatikk IL

Seosed kolmnurga joonelementide vahel.
§ 14. Tdisnurkse kolmnurga joonelemendid.

Téaisnurkne kolmnurk on madaratud oma kahe kiiljega.
Tema kolmanda kiilje leidmiseks joonestame kolmnurga
antud kahe kiilje jargi ja modddame joonisest kolmanda
kiilje. Kuid seda kiilge saab ka arvutada, teades teiste
kiilgede pikkusi.

Olgu ABC taisnurkne
kolmnurk ja AB selle hiipo-
tenuus (joonis 23). Hiipo-
tenuusile tommatud korgus
CD jaotab hiipotenuusi ka-
heks 16iguks, AD ja DB, mis
on kaatetite AC ja CB pro- Joonis 23.
jektsioonid hiipotenuusil.

Téaisnurkse kolmnurga kiilgi,

hiipotenuusile tdmmatud korgust ja kaatetite projektsioone
hiipotenuusil nimetatakse selle kolmnurga joonele-
mentideks. Joonelementide hdlpsamaks arvutamiseks
tdhistame igaiihte neist ithe tdhega ja nimelt hiipotenuusi
tdhega c, kaateteid tdhtedega a ja b, hiipotenuusile tdmma-
tud korgust tdhega h ja kaatetite projektsioone tahtedega
f ja g (a projektsioon on f). On selge, et

f+g=c
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Olgu margitud, et punkti ja 16igu projektsiooni mdistet
ei tarvitata mitte ainult thenduses tdisnurkse kolmnurgaga:
uldiselt

punkti projektsiooniks sirgel nimetatakse punktist sirgele
joonestatud ristloigu ja sirge iihist punkti.

Seega punkt A; joonisel 24 on

A punkti A projektsioon sirgel s, kui
\
\ " AA; Ls.
\ .
\ Y Sirgloigu projekisiooniks sirgel nime-
\ )2~ tatakse sirgloigu otspunktide projektsioo-
‘s B, nide vahelist 15iku.
% Seega A;B; joonisel 24 on ldigu
Sooais i AB projektsioon sirgel s, kui
AA;1ls ja BBy.Lls.
Ulesanded.

81. Kumb on pikem, kaatet v6i tema projektsioon,
hiipotenuusile tdmmatud kdrgus voi kaatet?

82. Joonestada tdisnurkne kolmnurk, millest on antud
a) kaatetite projektsioonid;
b) hiipotenuus ja iithe kaateti projektsioon;

c) lks kaatet ja tema projektsioon.
83. Millal 16igu projektsioon sirgel on punkt?

84. Kolmnurga hiipotenuus on 17 cm ja the kaateti
projektsioon on 11,5 cm. Kui pikk on teise kaateti pro-
jektsioon?

85. Leida ristkiliku tipu projektsioon tema diagonaalil,
mis ei lahtu sellest tipust.
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§ 15. Tdisnurkse kolmnurga joonelementide
vahelised seosed.

Uhenduses ristkiiliku teisendamisega temaga pindvdrd-
seks ruuduks saime kolm teoreemi, mis valjendavad seo- -
seid tdisnurkse kolmnurga joonelementidele ehitatud ruu-
tude ja ristkilikute pindalade vahel (§ 6). Et vahepeal
oleme 6ppinud pindalasid vdljendama arvudena, siis saame
need seosed niitid avaldada vdrdustena (valemitena). Sel-
leks asendame neis teoreemides iga seal esineva ruudu
pindala tema kiilje mddtarvu ruuduga ja ristkiiliku pindala
tema kahe lahiskiilje modtarvude korrutisega, kasutades
eelmises paragrahvis tarvitusele voetud tdhiseid. Nii tehes
saame Eukleidese teoreemiks vordused

a= = ¢ ja: hi=.gc
kdrguse teoreemiks vorduse
% —cig
ja Pythagorase teoreemiks vorduse
@ chbe =

Neis vordustes esinevad suurused a, b, ¢, f, g ja h on tais-
nurkse kolmnurga joonelementide mddtarvud, mistottu
need vordused on joonelementide vahelised seosed. Nime-
tades kaateti mootarvu ruutu lithemalt kaateti ruuduks ja
kaateti projektsiooni mdédtarvu ning hiipotenuusi moot-
arvu korrutist lihtsalt nende joonelementide korrutiseks,
saame Eukleidese teoreemile jargmise algebralise sodnas-
tuse:

kaateti ruut on vordne selle kaateti projektsiooni ja hiipote-
nuusi korrutisega.
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Analoogiliselt saame sdnastada korguse teoreemi:

hiipotenuusile tommatud korguse ruut vordub kaatetite pro-
jektsioonide korrutisega,

ja Pythagorase teoreemi:
kaatetite ruutude summa vordub hiipotenuunsi runduga.

Nende seoste tuletamine oli rajatud ristkiiliku teisenda-
misele temaga pindvordseks ruuduks (§ 5). Naitame
niid, et Pythagorase teoreemi on vdimalik tdestada ilma
Eukleidese teoreemita, ja jareldame Pythagorase teoree-
mist tlejadnud kaks teoreemi.

1. Pythagorase teoreem. Olgu joonestatud
ruut kiiljega a + b cm. Uhendame ruudu kiilgedel leidu-
vad 1dikude a ja b tlihised otspunktid jarjestikku sirgldiku-

dega (joonis 25). Saadud nelinurga

a 5 kiljed on voOrdsed, sest nad on
kongruentsete tdisnurksete kolm-

a nurkade hiipotenuusid; ka on vord-
sed selle nelinurga nurgad, sest iga-
iiks neist tdiendab tdisnurkse kolm-
nurga kahe teravnurga summat
sirgnurgani. See nelinurk on siis
ruut, mille kiilje pikkus olgu ¢ cm.
Joonis 25. Avaldame antud ruudu pindala
saadud vdaiksema ruudu pindala ja

taisnurksete kolmnurkade pindalade

kaudu. Et antud ruudu pindala (ruutsentimeetrites) on
(a + b)2, seesmise ruudu pindala on c¢2 ja iga tdisnurkse

kolmnurga pindala on %b—, siis
fa bt = ¥k 4-%”,
ehk a2 + 2ab +b2 = c2 '+ 2ab,

millest R gy
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2. Tdisnurkse kolmnurga koérguse teo-
reem. Pythagorase teoreemi pohjal kolmnurgas BCD
(joonis 26) h2i+ f2 = a? ehk
A h? = a2 —f2

ja kolmnurgas ACD
h? = b2 —g2,
Nende vorduste vastavaid pooli liites saame vérduse
2h? = @+ b2 —42 —g2;
et Pythagorase teoreemi jargi a* + b? = ¢? ja ¢2 on sama
mis (f + g)2, siis asendamisel saame, et
2h2 =c2—f2—g2 =
=ity —P—p =
= f2'4 2fg + g2 — 2 — g2,
millest
252 == 20y

ehk

Joonis 26.

i g

3. Eukleidese teoreem. Pythagorase teoreemi
pdhjal kolmnurgas BCD (joonis 26) :

a2 =42 = h?
et kdrguse teoreemi jargi h? = fg, siis
» L) 1.3
ehk a f21-F g
a2 = f(f + g)
Shk a2 = fe.

Samuti leiame, ldhtudes kolmnurgast ACD, et
b? = ge.
Ulesanded.
86. Avaldada tdisnurkse kolmnurga hiipotenuus tema
kaatetite kaudu.
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87. Avaldada taisnurkse kolmnurga kaatet a kaateti b
ja hipotenuusi ¢ kaudu.

88. Avaldada ruudu diagonaal tema kiilje kaudu.

89. Avaldada ristkiiliku diagonaal tema pikkuse ja
laiuse kaudu.

90. Avaldada tadisnurkse kolm-
nurga the kaateti projektsioon
teise kaateti projektsiooni ja hiipo-
tenuusile témmatud korguse kaudu.

91. Avaldada taisnurkse kolm-

nurga kaatet wselle projektsiooni
ja hiipotenuusi kaudu.~

92. Toestada Pythagorase teo-
Teem joonise 27 andmeil.

93. Jareldada tdisnurkse kolm-
nurga kdrguse teoreem Pythagorase
Joonis 27. teoreemist ja Eukleidese teoreemist.

§ 16. Tdisnurkse kolmnurga joonelementide
arvutamine.

Iga seos tdisnurkse kolmnurga joonelementide vahel
sisaldab kolm elementi. Kui neist mingid kaks elementi
on antud, siis selle seose pdhjal saab arvutada kolmanda
elemendi. Nii saab Pythagorase teoreemi pdhjal leida
tdisnurkse kolmnurga kolmanda kiilje, kui kaks kiilge on
antud. Olgu antud nditeks kaatetid a ja b. Et

c? = a2 + b?,
siis i S
¢ = Va2 + b2

v

Seega

hiipotenuus vordub ruutjuurega kaatetite ruutude summast.

38



Kui-on antud hiipotenuus ja iiks kaatet, nditeks kaatet
b, siis teise kaateti leiame jargmiselt:

et

¢? = a? '+ b?,
siis

a2 = 62 —p2
ja

a=Vc2—Db2
Seega

kaatet vordub ruutjuurega hiipotenuusi ja teise kaateti ruu-
tude vahest.

Nadide. Kui ¢ =17 em ja a = 8 cm, siis samades {ihi-
kutes
‘b= V172 —8% = /289 —64,
seega
b= RIS = 15,

Taisnurkse kolmnurga kdrguse teoreem
2= 1g

voimaldab arvutada selle kolmnurga kodrgust, kuion antud
kaatetite projektsioonid, aga ka iihe kaateti projektsiooni,
kui on antud kdrgus ja teise kaateti projektsioon. Lahen-
dades selle seose h suhtes, saame

h=Vig
ja lahendades kaateti a projektsiooni suhtes, saame
h2
ficsiens
g

Naide. Kui f=12 cm ja g = 18 cm, siis samades
thikutes
h=V12-18 = V216
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ehk
h =447,
Eukleidese teoreem viljendab seost hiipotenuusi, iihe
kaateti ja selle projektsiooni vahel. Teades kaht neist,
saab arvutada kolmanda: kui on antud nditeks c ja f, siis

a? = fe
ja

= \/}E,
kui on antud b ja c, siis

b2 = gc
ja

b2
B

Nédide. Kui kaatet a =6,4 dm ja tema projektsioon
f = 4 dm, siis hiipotenuusi leiame jargmiselt:

as =fe,
seega antud juhul
6,42 = 4c,
millest
_ 6,42
€3
ehk
__ 40,96
—— v4~—~—)
see on
o=-10:24

Kui on antud tdisnurkse kolmnurga mistahes kaks
joonelementi, siis késiteldud kolm seost koos seosega
¢ =1f+g vdimaldavad arvutada kdiki teisi joon-
elemente. Selleks tuleb ldhtuda seosest, milles esinevad
antud kaks elementi, arvutada sellest kolmas element,
votta siis mingi teine seos, milles esinevad arvutatud
kolmas element ja iiks antud elementidest, ja niiviisi jét-
kata t66d, kuni kdik elemendid on leitud.
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Néaide. Olgu antud, et a =8 cm ja h =5 cm. Arvu-
tame iilejddnud joonelemendid, s.o. b, ¢, f ja g.

Pythagorase teoreemi jargi kolmnurgast, mille kiilge-
deks on f, h ja a (joonis 26),

2 = a2 — h2,
seega antud juhul

2 = 8252

ehk

=30
ja

f=1v39
ehk 2

~ 6,245
Eukleidese teoreemi jargi

de =1,
millest

a?
c=-,-

Asendades selles a ja f nende vaartustega, saame
82
€= 625

ehk, peale ndutud tehete teostamist,
=00 25

,Et kaatetite projekisioonide summa vrdub hiipote-
nuusiga, siis
g=c—1,
seega
g~ 10,25 — 6,245
ehk
2 =~ 4,005.
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Pythagorase teoreemi jargi

b2 = c2 — a2,
seega antud juhul
b2 = 10,252 — 82
ehk, kasutades ruutude vahe teguriteks lahutamist,

b* = 1825::2.25
ehk
b% =~ 41,06

s B A

Kontrolliks vdoime b arvutada ka Eukleidese teoreemi
alusel: bE = e
b2 =~ 4,005 . 1025 =41.

Vastus:0x~64cm;c=102cm; f=~62cm; g~40cm.

seega

Neidsamu arvutamisvotteid saab kasutada rtistkiiliku,
vordhaarse kolmnurga, korrapdrase hulknurga ja teiste
kujundite elementide arvutamiseks, kui neid kujundeid
saab tiikeldada taisnurkseteks kolmnurkadeks.

Ulesanne. Vordhaarse
kolmnurga alus on 14 cm ja

b haar on 10 cm. Arvutada kolm-
h nurga pindala.

- Lahendus. Pindala arvu-

7 tamiseks on vaja teada peale

Joonis 28. aluse ka korgust. Et korgus

tikeldab vordhaarse kolm-
nurga kaheks tdisnurkseks kolmnurgaks, mille hipotenuu-
siks on haar ja liheks kaatetiks on pool alust (joonis 28),
siis 7 . e
hz = b — ( 2 ) ’
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seega h2 = 102 —72

. h? = 51
i h =v/51
shx e T
Seega :
g S ,l,f‘,,,;;ﬁ
ehk
S = 50;

Vastus: kolmnurga pindala on ligikaudu 50 cm?.

Ulesanded.

94. Taisnurkse kolmnurga kaatet b = 16 m ja hiipote-
nuus ¢ = 24 m. Leida kaatetite projektsioonid.

95. Taisnurkse kolmnurga kaatet a =8 cm ja hiipote-
nuus ¢ = 12 cm. Kui pikad on kaatetite projektsioonid?

96. Taisnurkse kolmnurga hiipotenuus ¢ = 9,45 m ja
kaateti a projektsioon f = 4,2 m. Kui pikk on kaatet a?

97. Taisnurkse kolmnurga kaateti a projektsioon on
32 cm ja kaateti b projektsioon on 40 cm. Kui pikad on
kaatetid?

98. Kui pikk on tdisnurkse kolmnurga hiipotenuus, kui
kaatet a = 2,8 cm ja kaatet b = 4,5 cm?

99. Taisnurksel kolmnurgal a = 0,39 m ja ¢ = 0,89 m.
Kui pikk on b?

100. Kui kaugele maakera pinnale v&ib ndha lennukilt,
kui lennuk tduseb 4 km koérgusele? (Maakera raadius on
6370 km.)

101. Arvutada tdisnurkse kolmnurga korgus, kui kaa-
tetite projektsioonid on 27 cm ja 48 cm.
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102. Taisnurkse kolmnurga korgus on 18 cm ja iihe
kaateti projektsioon on 13,5 cm. Kui pikk on hiipotenuus?

.103. Téisnurksel kolmnurgal a = 15 cm ja h = 12 cm.
Arvutada teised joonelemendid.

104. Taisnurksel kolmnurgal ¢ =25 cm ja f=4 cm.
Arvutada teised joonelemendid.

105. Vordhaarse tdisnurkse kolmnurga pindala on
10,58 m2. Kui pikk on hiipotenuus?

106. Vordhaarse kolmnurga alus on 72 dm ja kdrgus
on 15 dm. Arvutada kolmnurga timbermddt. ‘

107. Vordhaarse trapetsi alused on 8 cm ja 5,2 cm ning
kdrgus on 4,8 cm. Kui pikk on trapetsi imbermddt?

108. Ringi raadius on 78 cm. Kui kaugel keskpunktist
asetseb 60 cm pikkune kool?

109. 7 cm pikkune k30l asetseb ringjoone keskpunktist
8,4 cm kaugusel. Kui pikk on ringjoone raadius?

110. Ruudu diagonaali pikkus on 24 m. Arvutada
ruudu imbermdot ja pindala.
~ 111. Ruudu diagonaali pikkus on d cm. Kui pikk on
ruudu kilg.

112, Ristkiiliku iihe tipu projektsioon diagonaalil on
selle diagonaali otspunktidest 8 ja 15 cm kaugusel. Kui
pikad on ristkiliku kiiljed?

113. Ringjoone k&dlu pikkus on 40 cm ja kodlu pro-
jektsioon kodlu otspunktist tdmmatud diameetril on 24 cm.
Leida ringjoone raadius.

114. Ristkiiliku diagonaali pikkus on 0,89 m ja ihe
kiilje pikkus on 0,39 m. Arvutada ristkiiliku pindala.
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115. Rombi pindala on 442 cm? ja ilihe diagonaali pik-
kus on 26 cm. Kui pikk on rombi kiilg?

116. Vordhaarse kolmnurga pindala on 540 cm? ja kor-
gus on 36 cm. Kui pikk on limbermddt?

117. Vordkiilgse kolmnurga kiilg on 10 cm. Arvutada
selle kolmnurga pindala.

118. Vordkiilgse kolmnurga kdrgus on 15 cm. Kui pikk
on selle kolmnurga kiilg?

119. Korrapéarase kuusnurga kiilg on 5 cm. Arvutada
apoteem ja pindala.

120. Korrapdrase nelinurga iimber joonestatud ring-
joone raadius on 10 cm. Arvutada kiilg, apoteem ja
pindala.

121. Korrapédrase kolmnurga iimber joonestatud ring-
joone raadius on 12 cm. Kui pikk on selle kolmnurga apo-
teem ja kiillg? Naiapundide: pikendada apoteemi kuni ring-
jooneni ja iihendada saadud punkt kiilje otspunktidega.

122. Viljaspool ringjoont asetsevast punktist on ring-
joonele tdmmatud kaks puutujat. Leida ringi keskkoha
kaugus antud punktist teades, et ringi raadius on 5 cm ja
puutujaldikude summa on 24 cm.

123. Kahe ringjpone raadiused on vastavalt 25 cm ja
14 cm. Ringjoonte keskkohtade kaugus teineteisest on
61 cm. Leida nende iihise puutujaldigu pikkus.

124. Ringjoone raadius on 50 cm. Arvutada selle ring-
joone kahe paralleelse k3dlu vaheline kaugus, kui nende
koodlude pikkused on 48 cm ja 14 cm.

125. Ringjoone raadius on r. Leida ringjoone diameetri
pikendusel punkt, millest ringjoonele ltf‘)mmatud puutuja-
16igu pikkus on vordne diameetriga.
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126. Uhelpool ringi keskpunkti voetakse kaks paralleel-
set kddlu, mis toetuvad kaartele 60° ja 120°. Kodlude
otspunktid tthendatakse sirgldikudega nii, et tekib trapets.
Anda eeskiri saadud trapetsi pindala mdaramiseks. (Ringi
raadius on r.)

§ 17. Ruutirratsionaalarvu kujutamine l8iguna.

Eelmises paragrahvis kdsitlesime arvutusiles-
andeid, mida saab lahendada tdisnurkse kolmnurga joon-
elementide vaheliste seoste abil. Vaatleme niiid k ons t-
ruktsiooniilesandeid, mis lahenduvad samade
seoste pohjal.

Pythagorase teoreem voimaldab joonestada ruutu, mille
pindala vordub kahe antud ruudu pindalade summaga
vdi pindalade vahega. Esimese tllesande lahendamiseks
joonestame taisnurkse kolmnurga, mille kaateteiks on
antud ruutude kiljed; siis hiipotenuusi ruut on pindvordne
antud ruutude summaga. Teise llesande lahendamiseks
ehitame tdisnurkse kolmnurga, mille hiipotenuusiks on suu-
rema ruudu kiilg ja iitheks kaatetiks vaiksema ruudu kiilg.

1cm, -

x 3em?

1em 1cm

Joonis 29. Joonis 30.

Ruutude liitmise ja' lahutamise teel on vdimalik ehitada
ruutu, mille pindala moddtarv on mistahes tdaisarv, nditeks 3.
Selleks ehitame tdisnurkse kolmnurga, mille iiks kaatet on
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1 cm ja hiipotenuus on 2 cm; siis hiipotenuusi ruudu pind-
ala on 4 cm?, ithe kaateti ruudu pindala 1 cm? ja teise kaa-
teti ruudu pindala on 3 cm? (joonis 29). Sama tilesannet
voib veel teisiti lahendada, liites Tuuduga, mille pindala on
2 cm?, ruudu pindalaga 1 cm? (joonis 30). Niiviisi tood
jatkates vOib saada ruudu, mille pindala moédtarv on mis-
tahes tdisarv.

Olgu ruudu pindala mdd6tarv mingi tdisarv a; siis ruudu
kiilg on Va. Algebrast teame, et kui arv a ei ole méne
taisarvu ruut, nagu 4, 9, 16, siis Va on irratsionaalarv.
Pythagorase teoreemi alusel on vdimalik iga irratsionaal-
arvu Va kujutada 1diguna. Selleks ehitame eespool-kir-
jeldatud viisil ruudu, mille pindala on a; selle ruudu kiilg
ongi Va.

Ruutirratsionaalarvu on vdimalik kujutada 1diguna ka
Eukleidese teoreemi alusel: kui

x = Va,
S11S x2 =a
ehk 2o eig
o ST ~ /’d‘_-\\\
~ A
\\ 7 X
\ ’ N
> 4 Vo \\
\ 7 A
\) // it \
Al
[} ” \\
=3 e n =t
= 3
Joonis 31. Joonis 32.

sellest ndhtub, et x on tdisnurkse kolmnurga kaatet, kui
selle projektsioon hiipotenuusile on 1 ja hiipotenuus on a.
Ehitades tdisnurkse kolmnurga, mille hiipotenuus on a {ihi-
kut ja the kaateti projektsioon on 1 iihik, saamegi 1diguna

arvu Va (joonis 31).
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Koige kohasem on ruutirratsionaalarvu kujutada 16i-

guna kdrguse teoreemi alusel: et saada 18iku V/n, joones-
tame tdisnurkse kolmnurga, mille kaatetite projektsioo-
nide pikkused on n ja 1; hiipotenuusile tdmmatud korgus

on siis Vn (joonis 32). Kui arv n on tublisti suurem kui 1,
siis joonise vdhendamiseks ja suurema tdpsuse saavutami-
seks on soovitav kaatetite projektsioonide pikkusteks votta
kaks arvu a ja b nii, et

n=a-b.
Siis hiipotenuusile tdommatud kérgus on
" Vn=vab.
Et ruutjuurt kahe arvu korrutisest nimetatakse nende
arvude keskmiseks vordeliseks ehk geo-

meetriliseks keskmiseks, siis tdisnurkse kolmnurga
kdrguse teoreem vdimaldab joonestada kahe antud 18igu

a ja b geomeetrilist keskmist \Vab (joonis 32).
Ulesanded.

127. Joonestada kahe vabalt vdetud 1digu aritmeetiline
keskmine ja geomeetriline keskmine,

128. Ehitada 15ik pikkusega /6 cm, kasutades tais-
nurkse kolmnurga kdrguse omadust.

129. Kasutades geomeetrilise keskmise mdistet anda
Eukleidese teoreemile ja kdrguse teoreemile uus sBnastus.

130. Joonestada 16ik pikkusega /8 cm Pythagorase
teoreemi, Eukleidese teoreemi ja kdrguse teoreemi alusel.

131. Joonestada 16ik pikkusega V13 cm.
132. Ehitada 15ik pikkusega V/5-8 cm.
133. Ehitada 15ik pikkusega /40 cm.



134. Ehitada 16ik pikkusega Va(b + c).

135. Joonestada vordhaarne tdaisnurkne kolmnurk tema
imbermdodu p jargi.

136. Joonis 33 on val-
mistatud ndnda, et AO =
s Al = B =1 =PEF =
= SRR = Shlg =G H
ning "OAB, ‘OBC, "OCD,

.. OGH on tdisnurgad.
Atvutada OB, 'OC,-'OD,
OE, OF, OG ja OH,

137. Arvutamise teel Joonis 33.
jaotada 10 cm pikkune
sirgloik kuldloik es?, s. 0. nii, et selle suurem osa oleks
terve 10igu ja selle vdiksema osa sgeomeetriline keskmine.

138. Jaotada arvutamise teel sirgléik a kuldldikes.

K, 139. Geomeetria oOpiku
pikem kiilg on 20 cm. Kui
[ \ lai peaks olema raamat, et
\ tal oleks meeldivaim kuju?
0 T T i e B 140. Joonisel 34
Joonis 34. ning OA=OK =1

OB = AK, OC =BK, jne.
Avaldada 16igud OB, OC jne. 1digu I abil.

1 Juba vanal ajal mérgati, et ristkiilik, mille pikkuse ja
laiuse suhe on vordne pikkuse ning laiuse summa ja pikkuse
suhtega, omab silmale vaatamiseks meeldivaima, sobivaima kuju.
Ka kunstis ja arhitektuuris on see suhe tdhelepanu osaliseks saa-
nud. Varem nimetati seesugust sirgloigu jaotamist (nii, et suu-
rem osa on terve loigu ja vidiksema osa geomeetriline keskmine)
»kuldloikes jaotamiseks” (ladina keeles — sectio aurea) ja ka
~jumalikuks jaotamiseks” (sectio divina).

4 Geomeetria IX kl. 49



141. Trapetsi alused on 10 cm ja 31 cm, kiiljed on
13 cm ja 20 cm. Leida trapetsi pindala.

142. Mitme % vdrra suureneb tdisnurkse kolmnurga
pindala, kui kaatetite esialgsed pikkused on 20 cm ja
40 cm ning kui liithem kaatet pikeneb poole vorra?

143. Kui pikk on tdisnurkse kolmhurga kaatet, kui teise
kaateti pikkus on 8 m ja esimese kaateti pikkuse suuren-
damisel 9 m vorra tekib uus tdisnurkne kolmnurk, mille
hiipotenuus on 17 m?

144. Arvutada kolmnurga korgus, kui kolmnurga alus
on 42 cm ja teised kiiljed on 40 cm ja 26 cm.

145. Leida rombi diagonaalide pikkused teades, et
nende suhe on 5:12 ja et rombi imbermddt on 52 m.

146. Vordhaarse kolmnurga alus on 70 cm ja haar on
37 cm. Leida timberringjoone raadius.

§ 18. Laiendatud Pythagorase teoreem.

Olgu kolmnurgas ABC tipu C (joonised 35 ja 36) juures
teravnurk voi nirinurk. Vaatame, kuidas sel juhul kiilg ¢
avaldub teiste kiilgede kaudu. Selleks ehitame tipust A
kolmnurga korguse. Teravnurkse kolmnurga puhul see
koérgus 108ikab vastaskiilge a ja niirinurkse kolmnurga
puhul selle kiilje pikendust.

a—d

A
a:+p)
Joonis 35. Joonis 36.
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Tahistame kiilje b projektsiooni kiiljel a (vdi selle
pikendusel) tdahega d. 7

Siis Pythagorase teoreemi pdhjal: .
teravnurkses kolmnurgas niirinurkses kolmnurgas

c2 = h2+ (a—d)? cfi—"h2 (g d)e.
j Parast sulgude avamist

¢2 = h? + a2 + d? —2ad c? = h*'4+ a2 +.d? + 2ad.

Et kolmnurgas ADC Pythagorase teoreemi jargi
e+ d2 = b?, siis

¢? = a2 + b2 —2ad ¢2 = g%+ b? +2ad;
ehk tihiselt kirjutatuna

¢2 = a2+ b2 ¥ 2ad,

kus midrk — kehtib terava nurga C korral ja méark +
niiri nurga C korral. Kolmnurgas seega
teravnurga vastaskiilje ruut on niisama sunur kui iilejdénud

kahe kiilje ruutude summa miinus kahekordne iihe iilejddnud
kiilje korrutis teise kiilje projektsiooniga esimesel neist;

niirinurga vastaskiilje ruut on niisama suur kui iilejdédnud
kahe kiilje ruutude summa pluss kahekordne iihe iilejiddinud kiilje
korrutis teise kiilje projektsiooniga esimesel neist.

Saadud valem annab dige tulemuse ka siis, kui nurk C
on taisnurk. To&epoolest, siis kiilje b projektsioon d on
pikkuselt null, seega 2ad =0 ja c¢2 = a2 + b2%, nagu see
peabki olema. Seega Pythagorase teoreem jdaab tilaltoes-
tatud teoreemi erijuhuks, mistdttu seda teoreemi vdime
nimetada laiendatud Pythagorase teoreemiks.

Laiendatud Pythagorase teoreemist jare
lause: bt e

kolmnurga nurk on terav-, tdis- voi ni Turk vastavalt
sellele, kas nurga vastaskiilje ruut on vaiksem teiste kiil-
gede ruutude summast, sellega vordne voi sellest suurem.

Toepoolest, kui naiteks c¢2 < a2 + b2, siis C ei saa olla
muud kui teravnurk; sest kui- / C = 90° voi / C >90°,
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siis vastavalt ¢2 = a2 + b? vbi ¢? = a® + b2 + 2ad, nii et
kummalgi juhul c2 ei tuleks vdiksem kui a2 + b2.

Naited. 1. Olgu kolmnurga kiilgede m&dtarvud 3,

Kohe oo 32 +42 = 25
e 52 = 25,
el 52 = 32 + 42

ja seega kolmnurk kiilgedega 3, 4 ja 5 tiihikut on tdis-
nurkne.

2. Olgu a =8, b =12 ja ¢ = 10 ihikut. Siis

b2 = 144
.ja X
a2 + c2 =641 100 = 164
ja seega
b2 < a2+ c2;

sellest jareldub, et kolmnurk ei ole tdaisnurkne, sest kdige
pikema kiilje b vastasnurk f8 on teravnurk.

See tosiasi, et kolmnurk kiilgedega 3, 4 ja 5 iihikut on
taisnurkne, oli egiptuse matemaatikuile tuntud juba mitu
tuhat aastat e.m.a. Selle tde pdhjal egiptuse maamddtjad
ja ehitusmeistrid ehitasid tdisnurka, kasutades 12 iihiku
pikkust nooéri, mis tdmmati pingule kolmnurgaks kiilge-
dega 3, 4 ja 5 iihikut. Ka wvanadel hindudel oli ammu
e.m. a. teada, et kolmnurgad, mille kiilgede mddtarvud
taidavad tingimust ¢2 = a2 + b2, on taisnurksed.

Peale arvkolmiku 3, 4 ja 5 leidub teisi tdisarvude kol-
mikuid, mis vdivad olla tdisnurkse kolmnurga kiilgede
moodtarvudeks, naiteks 5, 12 ja 13, isiis 8, 15 ja 17, jm.

Niisuguseid tdisarvude kolmikuid, mis vdivad olla tais-
nurkse = kolmnurga kiilgede modtarvudeks, nimetatakse
Pythagorase arvudeks.
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Ulesanded.

147. Kas kolmnurk kiilgedega 3,6 m, 8,5 m ja 7,7 m on
tdisnurkne voi mitte?

148. Taisnurkse kolmnurga kaatetid on 28 cm ja 45 cm.
Kui pikk on hiipotenuus?

149. Ringjoonel voetud punkt on tiihendatud the dia-
meetri otspunktidega. Nadidata, et nii saadud ko66lude ruu-
tude summa on vordne diameetri ruuduga.

150. Uhe diameetri otspunktid on thendatud: a) ring-
joone sees oleva punktiga, b) valjaspool ringjoont oleva
punktiga. Tdestada, et diameetri ruut on suurem juhul a
saadud l6ikude ruutude summast ja vdiksem juhul b saa-
dud 16ikude ruutude summast.

151. Mis liiki on kolmnurk (nurkade jargi), kui kolm-
nurga ‘kiiljed ion: ‘1) 2,:3,:4;:2) 3, 4,-5; 3) 10, 15, 18;
4) 12, 35, 37?2

152. Leida kolmnurga kolmas kiilg, kui kaks kiilge on
7 cm ja 5 cm ja teise kiilje projektsioon esimesel on 3 cm.

153. Arvutada kolmnurga kolmas kiilg, kui teised kaks
kiilge on 10 cm ja 25 cm ning nurk nende vahel on 120°. -

154. "Arvutada kolmnurga kolmas kiilg, kui esimene
on 21 cm, teine 10 cm ja teise projektsioon esimesel on
6 cm.

155. Kolmnurga kiiljed on 37 cm, 13 cm ja 40 cm.
Leida esimeste kiilgede projektsioonid kolmandal kiljel ja
sellele tommatud korgus.

156. Kolmnurga alus on 4,2 m ja kdrgus on 2,4 m.
Leida kolmas kiilg, kui teine on 4 m.

53



Peatikk III

Hulknurkade sarnasus.
§ 19. Vordelised sirgldigud.

Olgu antud kahe sirgldigu pikkused, nditeks
a=6cm ja = 2 cm. :
Arvu § ehk 3 nimetatakse 16ikude a ja b jagati-
s ek s ehk suhteks. Ldikude a ja b suhet tdhistame siim-
boliga
’ 4 ehk a:b.
Antud pikkuste puhul :

Uldiselt

kahe sirgloigu jagatis ehk suhe on arv, mis nditab, mitu korda
iiks sirgloik on teisest pikem v0i missuguse osa moodustab iiks
sirgloik teisest.

Kahe 15igu suhe on kas ratsionaalarv, nagu 3, %, 1,8,
. i VR ;
vOi irratsionaalarv, nagu V2, 2V5, V4. Ilma tdestuseta
usume, et

irratsionaalarvudega laiendatud arvuvallas leidub kahe mis-
tahes 16igu suhet viljendav arv.

Olgu 1dikude a ja b suhe k, teisiti
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Siis

a
1.—b—=1.k
ehk
b
ey
Seega

Ioikude b ja a suhe on loikude a ja b suhte poordarv.

Kui kahe sirgldigu a; ja bi jagatis on sama“ suur kui
kahe teise sirgléigu as ja bs jagatis, s.t. kui
A !
B T
siis {tleme, et 1digud a; ja as on vdrdelised ehk
proportsienaalsed loikudega by ja bs.

Kdige vaiksem 18ikude arv, mille kohta saab tarvitada
moistet ,vordelised”, on neli. Kuid vordelised vdivad olla
ka enam kui neli 16iku: kui on n paari vastavaid sirgloike

¢ % Wit ¢ WIS ¢ U WERSGRE R AE
b ARel g D
nii et
@ _ oy _ & P, A
by e b, i by : G 7

siis litleme, et need 1digud on vdrdelised.

‘Seega:
sirgloigud on vordelised, kui vastavate loikude suhted on

vordsed.

Arv k, millega vdrduvad koik need suhted, nditab, mitu
korda esimesed 1digud on pikemad neile vastavaist teistest
16ikudest voi missuguse osa neist nad moodustavad. Seda
arvu k nimetatakse vordeteguriks.
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Ulesanded.

157. Kiilgede pikkused on iihel kolmnurgal 12,4 cm,
86 cm ja 14,8 cm mning teisel 31 cm, 37 cm ja 21,5 cm.
Arvutada nende kolmnurkade vastavate kiilgede suhted.

158. Ldikude a ja b suhe on 1,5. Kui suur on 18ikude b
ja a suhe? :

159. Loikude s ja t suhe on 0,25. Kui suur on 1dikude ¢
ja s suhe?

160. Leida jargmiste ldikude suhe ja otsustada igal
juhul, kas see suhe on ratsionaalne vdi irratsionaalne:
ruudu diagonaal ja kiilg, vordkiilgse kolmnurga kdrgus ja
alus, ruudu kiilg ja siseringi raadius.

161. Leida vordkiilgse kolmnurga korguse ja kiilje
suhe.

162. Taita lingad jargnevates ridades nii, et tekiks
kaks rida vordelisi pikkusi:

4 Pl g Bray B, S SIGF ARG o,
TS bt U SRR [ 1 PRSI R - ] 11
163. Antud on 18igud pikkusega 2 cm, 5 cm, 7,5 cm ja

12,4 cm. Leida nendega vordeliste 16ikude pikkused, nii et
antud 18igu suhe uude 16iku oleks alati 2,5.

~

§ 20. Kolmnurga sisenurga poolitaja.

Kolmnurga sisenurga poolitaja 16ikab selle nurga vas-
taskiilge. TOestame, et

sisenurga poolitaja jaotab vastaskiilje 16ikudeks, mis on vorde-
lised selle nurga lidhiskiilgedega.

Eeldus: AD on kolmnurga ABC nurga A poolitaja
(joonis 37). :
Vaide: BD _ CD,
BA CA
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Todestus. Punkt D kui nurgapoolitaja punkt on nurga
A haaradest voOrdsetel kaugustel k. Avaldame kolmnurga
ABD pindala kahel viisil: iiks kord aluse BD ja korguse h
kaudu, teine kord aluse BA ja kdrguse k abil; tulemused
on kindlasti vordsed:

h R

Jégades vorduse mdlemat

poolt suurustega BA jé ’};

BD k

Saame B*A‘ = zf‘

Kolmnurga ADC pindala
saame samuti kahel viisil val-
jendada: tihelt poolt see pind-

ala ong-CD ja teiselt poolt
.’i. CA. Joonis 37.
2
Niisiis
h k
5" Gl g = CA,
millest
bl B
AN
Seega
BD _ €D,
BA ~ CA
Ulesanded.

164. Kolmnurga kiiljed on 14 dm, 18 dm ja 24 dm. Kui
pikad on 1digud, milledeks nurgapoolitaja jaotab kdige
pikema kiilje?

165. Kolmnurga kiiljed on 10 cm, 14 cm ja 16 cm. Kui
pikad on 18igud, milledeks nurgapoolitajad jaotavad kiiljed?
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166. Kolmnurga kahe kiilje pikkuséd on 20 cm ja
30 cm. Leida kolmanda kiilje pikkus, kui nurgapoolitaja
jaotab selle 18ikudeks, milledest iiks on teisest 7 cm pikem.

167. Tdaisnurkse kolmnurga kaatetid on 6 cm ja 8 cm.
Kui pikk on suurema teravnurga poolitaja?

168. Vordhaarse kolmnurga alus on 12 cm ja haara
16ik kolmnurga tipust kuni aluse lahisnurga poolitajani on
~ 4 cm. Kui pikk on haar?

169. Vordhaarse kolmnurga aluse ldahisnurga poolitaja
jaotab haara 16ikudeks pikkusega 5 cm ja 4 cm. Arvutada
selle kolmnurga alus, kui ta on haarast liithem.

170. Kolmnurga nurgapoolitaja jaotab vastaskﬁlje”i6i-
kudeks, mille pikkused on 3 cm ja 5 cm. Kui pikad on selle
kolmnurga teised kiiljed, kui liks on teisest 6 cm pikem?

171. Toestada jargmine teoreem: kolmnurga valisnurga
poolitaja 16ikab iihe kiilje pikendust punktis, ‘mille kau-
gused sama kiilje otstest on vordelised teiste kiilgedega.

§ 21. Kiirteteoreemid.
Paralleelide 10igud nurga haarade vahel on vordelised paral-
leelide kaugustega nurga tipust.
Loikame nurga A haarasid esialgu ainult k ah e paral-
leeliga ja tdestame teoreemi sellel erijuhul.
Eeldus: BC| B,C; (joonis 38).
Vaide: a a;

Tdestus. Kolmnurga ABC ja trapetsi BB;C;C pind-
alade summa on vordne kolmnurga AB;C; pindalaga:

Sasc + Ss,c,c = SaBc,;

avaldades need pindalad aluste ja kdrguste kaudu, saame

a-u a-+ta o g
S Sy —a) = 250
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ehk

au + auy + ayu; —au — a u = aiu;y.

Parast lihtsustamist saame

au; = aiu,

millest

u u,

Sd

Kui nurga haarad on
1digatud enam kui kahe
paralleeliga, siis iga pa-
ralleeli 16igu suhe tema
kaugusse nurga tipust on
vordne esimese paralleeli
16igu ja selle kauguse

suhtega, jdrelikult koik
niisugused suhted on
vordsed.

Nurga haara 16igud nur-
ga tipust paralleelideni on

vordelised paralleelide kau-
gustega nurga tipust.

E e'l_dus:

all ax

S
u,

Ralsr' 57

Joonis 39.

Joonis 38.

(joonis 39).

Vaide: He e

$o1

5% Uy
Toestus. Eelmise teoreemi
pdhjal ‘
2. SO

u g

kui vordetegur tahistada ta-
hega k.

Siis

a=ku ja a = kuy.
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Pythagorase teoreemi pohjal:

c2=a?+uw=kKu2t+uz=u*(k®+1)

ja
c1? = a2 + uy? = K%uy? + uy? = uy? (K% + 1).
e @ _ @@l _ @
c? i u? (k2 4 1) T3 ug®
ehk
Tlastirs
€y uy
millest
LA
u 1y

Samuti kui eelmise teoreemi puhul v3ib ka siin olla
enam kui kaks paralleeli.

cl
¢ % %
b P8
b’ ‘ \\\
Joonis 40. Joonis 41.

Jdareldus. Viimase kahe teoreemi pShjal on nurga
haarade 15ikude ja seda nurka ldikava kahe paralleeli 15i-
kude kohta kehtivad jargmised vorded (joonis 40):

a a a u
e L bk =
u uy ay uy
b by b u
— —_ — R —p
u uy T by uy
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=L Uahy £
u iy c1 iy
siit selgub, et !
e = b e
Tl A

Seda jareldust voime sonastada jargmiselt:

nurga haarade loikamisel paralleelsete sirgetega tekivad vorde-
liste kiilgedega kolmnurgad.

Loikame niitid nurga haarad mitme paralleeliga ja
vaatleme haarade 15ike paralleelide vahel. Saab tGes-
tada, et

Ioigud, mis paralleelid tekitavad nurga iihel haaral, on vorde-
lised teise haara vastavate 1oikudega.

Eeldus: paralleelid tekitavad nurga iihel haaral 16i-
gud ay, az as, ... ja teisel haaral vastavad 1digud
by, bg, bs, ... (joonis 41).

Vaide:
it B, Ty L T
By st e
Tdestus. Eelmise teoreemi jargi
ai+a . b+ b
a = by

Kui kummagi murru lugeja jagada nimetajaga, siis saame

T+ 2=1+4 %21

millest as bz,

4 by
vahetades selle vdrde sisemised liikmed ja siis vorde poo-
led, saame '

Fios WO 7

by by ‘
Joonestame niiiid 1dbi punkti B abisirge BC nii, et BC || OA.
Et roopkiiliku vastaskiiljed on vordsed, siis jaotavad
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paralleelid haara BC 16ikudeks, mis vastavalt on vdrdsed
16ikudega ag, as, ... (joonis 41). Et viimati saadud vOrre
on kehtiv ka nurga B haarade 16ikude kohta, siis

Uhendades kaks viimast vOrret, saame

a a 4

Uusi abisirgeid joonestades vOib
vaidet samal viisil toestada iga sirg-
16igu paari kohta ldikajate vahel.

Et nurga haarad on kaks tiihest
ja samast punktist véljuvat Kkiirt,
siis nimetatakse selles paragrahvis
kasiteldud teoreeme kiirteteo-
Joonis 42. reemideks.

Ulesanded.

172. Taisnurkses kolmnurgas on joonestatud mdlema
kaateti keskristsirged. Kus need sirged 1dikuvad?

173. Taisnurkses kolmnurgas kaatetitega 48 cm ja
14 cm on joonestatud iihe kaatetiga paralleelne 18ik nij,
et saadud uue kolmnurga hiipotenuus on 11,1 cm. Kui
pikad on uue kolmnurga kaatetid?

174. Kolmnurga kiiljed on 12 cm, 18 cm ja 20 cm.
Koige pikemale kiiljele on joonestatud paralleel, mis poo-
litab koige lithema kiilje. Kui pikad on vdiksema kolm-
nurga kiljed? ; ¥
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175. Joonisel 42 tédhendagu: a =21 cm, b =33 cm ja
¢ =6 cm. Kui pikk on sirglsik x, kui a || b?

176. Kui pikk on sirgldik x joonisel 42, kui b = 1,5a ja
¢ = 0,4b?

177. Kolm tihest ja samast punktist ldhtuvat kiirt on
16igatud kolme paralleeliga, mis esimesel kiirel tekitavad
16igud 3,5 cm, 1,6 cm ja 2,4 cm. Teise ja kolmanda kiire
16igud kiirte otspunktist esimese paralleelini on vastavalt
3 cm ja 4 cm. Kui.pikad on nende kiirte 15igud parallee-
lide vahel?

§ 22. Kiirteteoreemi rakendusi.

Kui nurga haarasid 1digata mitme réo6psirgega nii, et
ithel haaral tekivad vordsed 18igud, siis tekivad ka teisel
haaral vérdsed 15igud; tdepoolest, kui joonisel 41 .

ay =042 =4ag = ...,
siis
b1:b2=b3:...,

sest kui vOrdsete murdude

o L BN

STl B . e O e

lugejad on vordsed, siis on seda ka nimetajad. SeetGttu
nurga haarade l6ikamine paralleelsete sirgetega vdimaldab

antud sirgloigu jaotada sirkli ja joonlaua abil n vordseks
15iguks.

Lahendus. Et jaotada 16ik a naiteks 6-ks vordseks
16iguks (joonis 43), voetakse ldbi a iihe otspunkti abisirge
s, margitakse sellel 6 vOrdset 10iku, tithendatakse punkt,
milleni, jdutakse, sirgldigu a teise otspunktiga ja joonesta-
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takse sellele tihendusldigule paralleelid labi abisirgel mar-
gitud punktide. Need paralleelid jaotavad 1digu a kuueks
vordseks 18iguks.

¥ Vorde kolme liikmega

ot 4 on neljas mdédratud; kui
nditeks kolm esimest lii-
get a, b ja ¢ on antud,
siis neljanda liikme v0ib
arvutada jargmiselt: et

Joonis 43, a C

siis vorde peaomaduse pohjal

ax = bc
ja seega

X = —

Selle tlilesande geomeetrilist lahendamist nimetatakse
kolmele sirgldigule neljanda vordelise leidmiseks.

N

Joonis 44.

Lahendus. Kanname vabalt vGetud nurga ihele
haarale, alates tipust, 16igud a ja b ning teisele haarale
16igu c. Labi 16igu b otspunkti joonestame paralleeli sir-
gele, mis labib 1d6ikude a ja c¢ otspunkte. Lo&igule b vastav
16ik nurga teisel haaral ongi otsitav 10ik x (joonis 44).
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Ulesanded.

178. Jaotada vabalt voetud sirgldik sirkli ja joonlaua
abil viieks vOrdseks 1diguks.

179. Leida neljas vordeline sirgloikudele a = 3,2 cm,
b =48 cm ja ¢ = 4,2 cm nii arvutamise kui ka joonesta-
mise teel.

180. Naidata, et tdisnurkse kolmnurga hiipotenuusile
_ vastav kdrgus on hiipotenuusi ja kaatetite neljas vordeline.

181. Vordhaarse trapetsi alused on 14 cm ja 9 cm ning
haarad 7 cm. Kui palju tuleb haarasid pikendada, et nad
16ikuksid?

182. Trapetsi alused on 6 cm ja 3,2 cm ning haarad on

3 cm ja 2,5 cm. Kui palju tuleb kumbagi haara pikendada,
et nad 16ikuksid?

§ 23. Sarnased hulknurgad.

Kiirteteoreemi jdrgi nirga haarade ldikamisel kahe
paralleelse sirgega tekivad vordeliste kiilgedega kolmnur-
gad. Naitame nild, et nende kclmnurkade vastavad nur-
gad on vodrdsed. Tdepoolest, kui joonisel 45 BC || BiCy,
siis kolmnurkade ABC ja AB;C; nurkadest

: (&
CI
LB = /B

ZC=461 A

ja
B,

Joonis 45.

kui kaasnurgad, mis tekivad kahe paralleelse sirge l3i-
kamisel kolmandaga. Kolmas nurk neil kolmnurkadel on
thine.
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Seega A ABC ja A AB;Cy on vastavalt vordsete nurka-
dega ja vordeliste kiilgedega. Niisuguseid vastavalt vord-
sete nurkadega ja vordeliste kiilgedega kolmnurki nimeta-
takse sarnasteks. Kasutades seda nimetust vdib ees-
pool (§ 22) tdestatud teoreemi sonastada ndonda:

nurga haarade loikamisel kahe paralleelse sirgega tekivad
sarnased kolmnurgad.

Uldiselt

hulknurki nimetatakse sarnasteks, kui iihe hulknurga nurgad
on vordsed teise hulknurga vastavate nurkadega ja Kkiiljed on
vordelised teise hulknurga kiilgedega.

Hulknurkade sarnasuse markimiseks kasutatakse siim-
bolit ~.
Toestame, et

kaks hulknurka on sarnased, kui iihe hulknurga kiiljed on
paralleelsed teise hulknurga vastavate kiilgedega ja nende hulk-"
nurkade vastavaid tippe ldbivad sirged loikuvad iihes ja samas
punktis.

Eeldus: AB ” A1Bl, BE “ 31C1, e o7y EA “ E1A1; sir-
ged AAy, BBy, ..., EE{ labivad iihist punkti O (joonis 46).

Maider - ABC U ET AR Cy oL B

Toestus. Viite tdestamiseks on vaja ndidata, et
nende hulknurkade vastavad nurgad on vordsed ja kiiljed
on vordelised. Nende hulknurkade mistahes kaks vasta-

vat nurka ‘on vordsed, sest nad on vastavalt paralleelsete
ja samasuunaliste haaradega nurgad. Naiteks

Z A= L_Ap

sest eelduse jdargi nende nurkade haaradest
AB| AiB: ja AE| AsE;

ning joonise jargi need haarad on samasuunalised.
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Toestame niilid, et kdonesolevate hulknurkade kiiljed on
vordelised. Et eelduse jargi

AB| AB; ja BC]| B:Cy,
siis kiirteteoreemi pohjal

AB RO i B0 B0

%5 a0 ThE 8D

Et nende vorrete paremad pooled on vordsed, siis on vord-
sed ka vasakud pooled; seega

S 1

AlBl T BICI
Samal viisil toestust jatka-
tes saame

8t o DE

—— . oy

BICI & CIDI » C]Dl g DlEl it
ehk kokkuvoetult

o gee s Ot S )
AlBl = Blcl_ CIDI o R e

g2

EyA,

Joonis 46.

Seega hulknurkade ABC...E ja AiBiCi...E; vastavad
nurgad on vordsed ja kiiljed vordelised, mistottu

ABC .. B ArByC o By

Viimane teoreem véimaldab ehitada antud hulknurgaga
sarnast hulknurka. Olgu antud viisnurk ABCDE ja ndu-
tagu sellega sarnase viisnurga ehitamist nii, et selle kiiljed
on 1,5 korda pikemad antud viisnurga kiilgedest (joonis 46).
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Ulesande lahendamiseks joonestame vabalt wvalitud
punktist O kiired labi antud hulknurga tippude, votame
ithel kiirel, néditeks OA, punkti A; nii, et

OA;1 =15-0A,

ja lahtudes punktist A; joonestame hulknurga A;B;C;D1E1
nii, et selle kiiljed on paralleelsed antud hulknurga vasta-
vate kiilgedega. Viimati tdestatud teoreemi jargi on uus
hulknurk endisega sarnane, kusjuures nende vastavate
kiilgede jagatis on 1,5, sest konstruktsiooni jargi

Antud hulknurgaga sarnase hulknurga joonestamist
nimetatakse ka hulknurga suurendamiseks voi
vidhendamiseks vastavalt sellele, kas uue hulknurga
kiiljed on suuremad vdi vaiksemad antud hulknurga Kkiil-
gedest.

Seega

suurendada hulknurk n korda tdhendab joonestada antud
hulknurgaga sarnane hulknurk n korda pikemate kiilgedega.

Arvu n, mis nditab, mitu korda iihe hulknurga kiiljed
on pikemad temaga sarnase hulknurga kiilgedest, nimeta-
takse sarnasuseteguriks. ;

Hulknurga suurendamiseks v&i védhendamiseks vabalt
voetud punkt O joonisel 46 ei tarvitse asetseda antud hulk-
nurga sees; ta voib olla ka selle kiiljel, tipus voi valjas-
pool hulknurka.

Ulesanded.

183. Suurendada vabalt vdetud viisnurk 2 korda.
184. Vahendada vabalt vdetud kuusnurk 3 korda.

68



185. Toestada, et kahe sarnase hulknurga timbermdo-
tude jagatis vordub mende vastavate kiilgede jagatisega.
Napundide: avaldada iihe hulknurga kiiljed ja timbermdodt
teise hulknurga kiilgede kaudu.

186. Joonestada tdisnurkne kolmnurk, mille hiipotenuus
c = 5,6 cm ja mille kaatetite suhe on 0,6.

187. Taisnurkse kolmnurga hiipoténuus c¢ = 8,5 cm ja
kaatet b = 3,6 cm. Teise, eelmisega sarnase kolmnurga
koige liithema kiilje pikkus on 2,4 cm. Kui pikad on vii-
mase kolmnurga teised kiiljed?

188. Standard-formaadi paberilehtede iga jargmine
vaiksem formaat saadakse eelmise formaadi poolitamise
teel. Koik formaadid on iiksteisega sarnased. Naidata,
et iga niisuguse formaadi moddete suhe on sama suur,
kui ruudu kiilje ja ruudu diagonaali suhe.

189. Standard-formaadi k&ige suurema paberilehe
(nn. algpoogna) laius on 814 mm. Leida selle pikkus ja
pindala.

190. Standard-formaadi paberilehe dlagonaal on a cm.
Leida paberilehe mdooted.

§ 24. Hulknurkade sarnasuse tunnuseid.

Eespool ndgime, et kaks hulknurka on sarnased, kui
ithe hulknurga kiiljed on paralleelsed teise hulknurga vas-
tavate kiilgedega ja nende vastavaid tippe ldbivad sirged
16ikuvad iihes ja samas punktis. Vaatleme niitid hulknur-

‘ kade sarnasuse tunnuseid juhul, kui hulknurgad ei ole nii-
suguses asendis.

Kodige kergem on otsustada korrapdraste hulknurkade
sarnasust: : p

kaks korrapirast hulknurka on sarnased, kui neil on iihepalju
tippe,
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sest kahe korrapdrase n-nurga nurgad on vastavalt vord-
sed ja ka kiljed on vordelised. Nii on kdik korraparased
5-nurgad sarnased, ko&ik korrapdrased 8-nurgad sarna-
sed jne. Teiste hulknurkade sarnasuse otsustamiseks, kui
see teisiti pole vOéimalik, tiikeldatakse nad kolmnurkadeks;
seda tiikeldamist v6ib toimetada mnditeks diagonaalidega,
mis lahtuvad uhest paarist vastavatest tippudest. Kui
hulknurki saab tlikeldada iithesuuruseks arvuks kolmnurka-
deks, mis on sarnased ja iihel viisil asetatud, siis hulk-
nurgad on sarnased. Nii on joonisel 47 kujutatud hulk-

Joonis 47.

nurk ABCDE sarnane hulknurgaga FGHIK, kui on sarna-
sed kolmnurgad I ja 1, II ja 2, III ja 3, sest sel juhul on
sarnased kolmnurgad iihel viisil asetatud. Kuid sama hulk-
nurk ABCDE ei ole sarnane hulknurgaga FGHIK;, sest
selles kolmnurga 1 asetus ei vasta kolmnurga I asetusele.
Sellest selgub, et hulknurkade sarnasuse otsustamiseks
on vaja tunda kolmnurkade sarnasuse tunnu-
seid. Neid on neli, nagu kongruentsuse tunnuseidki.

Ulesanded.

191. Tuua nditeid sarnaste kujundite kohta geomeet-
riast ja mujalt.

192. Millal on kaks ruutu sarnased?

193. Millal on kaks rombi sarnased?
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194. Millal on kaks ristkiilikut sarnased?

195. Kolmnurgas, mille kiilgede pikkused on 14,8 cm,
10,6 cm ja 12,4 cm, on joonestatud roopsirge kodige liihe-
male kiiljele. Saadud uues kolmnurgas on koige pikem
kiilg 9,62 cm. Kui pikad on uue kolmnurga teised kiiljed?

§ 25. Kolmnurkade sarnasuse I tunnus.

Kaks kolmnurka on sarnased, kui iihe kolmnurga kaks nurka
on vordsed teise kolmnurga vastavate nurkadega.

Eeldus:
A = DB 2 Evldeenis A8
Vaide:
AABC ~ A DEF.
F
/ e
i B D L

Joonis 48.

Toestus. Moddame kolmnurga ABC kiiljel AB ala-
tes punktist A sirgldigu DE ning selles 16pp-punktist K
joonestame KL || BC.

Nii saadud A AKL on sarnane kolmnurgaga ABC, sest
nurga A haarad on 1digatud kahe paralleeliga.

Naitame, et tekkinud kolmnurk AKL on kongruentne
antud kolmnurgaga DEF. Eelduse kohaselt

A S
AK = DE

ja joonestamise jargi
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ning N R
millest kongruentsuse tunnuse nkn jargi
BAKL = 5 DIEF

Et kolmnurk ABC oli sarnane kolmnurgaga AKL, siis
on ta sarnane ka sellega kongruentse kolmnurgaga DEF:

A ABC ~ A DEF.
~ Ulesanded.

196. Kuidas sdnastada kolmnurkade sarnasuse I tunnust
taisnurksete kolmnurkade juhul, kuidas vérdhaarsete kolm-
nurkade juhul?

197. Kaarsilla sorestiku tlilemiseks piirjooneks on ringi
kaar, mille kdrgus on 1,2 m. Silla pikkus on 6 m. Leida
selle kaare raadius.

198. Todestada, et tdisnurkse kolmmurga kdrgus jaotab
kolmnurga kaheks sarnaseks kolmnurgaks, ja tuletada sel-
lest valem h2 = f-.g. ;

199. Todestada, et tdisnurkse kolmnurga korgus tikel-
dab antud kolmnurga kaheks kolmnurgaks, mis on sarna-
sed antud kolmnurgaga. Jareldada sellest Eukleidese teo-
Teem.

§ 26. Kolmnurkade sarnasuse II tunnus.

Kaks kolmnurka on sarnased, kui iihe kolmnurga iiks nurk on
vordne teise kolmnurga iihe nurgaga ja nende nurkade ldhis-
kiiljed on vordelised.

Eeldus: _
L A= /D; AB:DE = AC: DF (joonis 48).
Vaide: A ABC ~ A DEF.

Tdestus. Mdddame A ABC kiiljel AB alates punktist
A sirgldigu DE ning selle 18pp-punktist K joonestame
KL || BC.
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Siis kiirteteoreemi pdhjal

A AKL~ A ABC,
sel korral aga IR (o
AGTUNE
millest
AC AR o AC DB o e
AL = _72;_-7 = _/473 ’ Sebt AK = DE.
Eeldusest jareldub aga, et ka
AC . DE
DF e} 7—7—44 by
st s AL = DF.

Koos eeldusega / A = / D saame kolmnurkade kong-
ruentsuse tunnuse knk jargi, et :
A AKL .=~ A DEF.

A ABC ~ A DEF.

Kolmnurkade sarnasuse II tunnusest saame teha jdrel-
duse, mida nimetatakse kiirteteoreemi pdéordteoreemiks:

kui kaks sirget loikab nurga haarasid nii, et loigud nurga
tipust iithe loikajani on vordelised loikudega nurga tipust teise
loikajani, siis loikajad on paralleelsed.

Jarelikult ka

Toestus. Kolm-
nurgad AB;Cy ja
ABsCs on sarnased
II tunnuse podhjal, sest
eelduse jargi

AC, _ AB,
55 ACy 72 <AB;
e U

Kolmnurkade sarnasu- 4
sest jareldame aga, et

4 C1 i 4 C2ﬂ
seega tdesti B;C; || B2Cos.

Joonis 49.
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Ulesanded.

200. Kuidas sonastada kolmnurkade sarnasuse II tun-
nust tdisnurksete kolmnurkade juhul?

201. Toestada, et kolmnurga kahe kiilje keskpunkte
ithendav 18ik on pool kolmandast kiiljest ja on paralleelne
sellega.

202. Toestada, et kolmnurga kaks kiiljepoolitajat 18iku-
vad punktis, mis eraldab neist iihe kolmandiku. Jareldada
sellest, et kolmnurga kolm kiiljepoolitajat 16ikuvad tiihes
ja samas punktis.

§ 27. Kolmnurkade sarnasuse III tunnus.

Kaks kolmnurka on sarnased, kui iihe kolmnurga kiiljed on
vordelised teise kolmnurga kiilgedega.

Eeldus: AB AC BC = s
DE = DF = EF (joonis 50).
Vaide: A ABC ~ A DEF.

Toestus. Moddame A ABC kiiljel AB sirgldigu DE
ning selle 16pp-punktist K joonestame KL || BC.

8

A K B D &
Joonis 50.

Siis kiirteteoreemi pdhjal

& A ABC ~ A AKL,
nii et
KL _ AK
BC - AR
ehk KL_BC-AK__BC-Q_E
CEESET IR AB
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ja samuti AC DE
AL =~ —

Eelduse jargi aga
B DE S EF 4o AC 28 L DF,

AR 5D
L= EF \ja- ~AL = DF,
Kolmnurkade kongruentsuse tunnus kkk laseb siit jarel-
e, A AKL = O DEF,

mistottu ka /A ABC ~ A DEF,
nagu oligi tdestada.

jarelikult

- § 28. Kolmnurkade sarnasuse IV tunnus.

Kaks kolmnurka on sarnased, kui iihe kolmnurga kaks kiilge
on vordelised teise kolmnurga kahe kiiljega ja nurk, mis iihes
kolmnurgas asetseb nimetatud kiiljepaari suurema kiilje vastas,
vordub vastava nurgaga teises kolmnurgas.

Eeldus:
Al DE = ACTDF AR AC X 0= 7 7. {joons: 50}
Vaide:

/A ABC ~ A DEF.

Toestus. Moddame kolmnurga ABC kiiljel AB sirg-
16igu AK = DE ja joonestame punktist K roopléigu kiil-
jele BC:

KL | BC.
Siis kiirteteoreemi pdhjal
A ABC~ A AKL
ja
AL AK
AC — 4B’

millest
) A AR AT DR
Aw 0
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Eelduse jargi .. .
: T | s DF

Ja seega A= OF

Et eelduse jargi veel

LL=/[C=/F,
siis kolmnurkade kongruentsuse tunnuse KkN jargi
NAKE = TNIHEE.
Kuna enne saime -
A ABC~ A AKL
ja niud
L AL = APEE.
siis jareldubki, et
A ABC ~ A DEF.
Ulesanded.
203. Kiilgede pikkused on iihel kolmnurgal 2,5 m, 4 m
ja 3,75 m ming teisel kolmnurgal 75 cm, 80 cm ja 50 cm.
Kas need kolmnurgad on sarnased?

204. Kuidas sdnastada sarnasuse IV tunnust tdisnurk-
sete kolmnurkade juhul? e

§ 29. Sarnaste kolmnurkade kdrgused.

Sarnaste kolmnurkade vastavate korguste jagatis on vordme
vastavate aluste jagatisega.

Eeldus:
AABC~ ADEF; CG ja FH on vastavad kdrgused.

Viaide:
CG:FH = AB:DE (joonis 51).

Toestus. Eelduse jargi kolmnurkades AGC ja DHF
LA LD A s H e 90P;
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seega kolmnurkade sarnasuse I tunnuse jargi

A AGC — ADHEF,
millest jareldub, et
CG Y FH = ACG: DE,

Et eelduse jargi A ABC~ ADEF, siis
AB : DE ="AC : DFE.
Neist kahest vordusest jareldub, et
CG : FH = AB'; DE,
nagu tahtsime tdestada.

c
F

i

I
!
|

!

'

i
L

1
1
1
|
1
i
|
A0 By H E

Joonis 51.

§ 30. Sarnaste kolmnurkade pindalad.

Sarnaste kolmnurkade pindalade jagatis on vordne vastavate
kiilgede jagatise ruuduga.

Eeldus:

AABC ~ ADEF; €CG ja FH on vastavad kdrgused (joo-
nis 51).

Viaide:
S1:82 = (AB: DE)2, kus S; on AABC pindala ja S2 on
A DEF pindala.
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Tdestus. Avaldame kolmnurkade pindalad aluse ja
kdorguse kaudu; siis

Seega -
B
S,:S, — AB-CG' DE - FH
ehk g
S;is, = AB-'€a A8 OG
P BE . FH ~ DE i FH
Eelmise teoreemi jargi

CG _ AB,
B b
seetdttu
AB AB
21305 = FF 'DE
ehk

$i:5, = (pz) "

mida oligi vaja tdestada.

Olgu kolmnurkade ABC ja DEF vastavate kiilgede suhe
k; siis
S]_ H Sz = k2
ehk :
' Sy = Kk2-8S,.
Seega

kui kolmnurka suurendada k korda, siis kolmnurga pindala
suureneb k2 korda.

2
Bt f)i == giz, siis v0ib 6elda ka: kolmnurkade pind-

alad suhtuvad. nagu vastavate kiilgede ruudud.

Ulesanded.

205. Kolmnurga kiilg a = 5 dm ja sellele kiiljele joo-
nestatud kdrgus h = 3,5 dm. Teise, eelmisega sarnase
kolmnurga kiilg d; = 3 dm. Arvutada kolmnurkade pind-
alad.
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206. Kahe sarnase kolmnurga vastavate kiilgede suhe
on 2,5. Vaiksema kolmnurga pindala on 18,4 dm?. Leida
suurema kolmnurga pindala.

207. Kolme sarnase kolmnurga pindalade summa on
196 m? ja nende iumbermdddud suhtuvad nagu 1:2:3.
Leida iga kolmnurga pindala.

208. Kolmnurga kiilg on 15 dm. Kui suur on selle
kolmnurgaga sarnase pindalalt kaks korda suurema kolm-
nurga vastav kiilg?

209. Kahe sarnase kolmnurga pindalade vahe on 60 cm?2
ja nende kolmnurkade vastavate kiilgede suhe on §. Arvu-
tada nende kolmnurkade pindalad.

§ 31. Sarnaste hulknurkade diagonaalid.

Diagonaalid, mis lidhtuvad kahe sarnase hulknurga iihest
vastavate tippude paarist, jaotavad need hulknurgad paariti sar-
nasteks kolmnurkadeks.

Eeldus:

AiB:C1Dq . .. N1~A232C2D2 e iNors By ja Ao
on vastavad tipud.

Vaide:

A A131C1 ~ A A232C2; AA1C1D1 ~ A A2C2D2;
jne. (joonis 52).

' Joonis 52.
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Todestus. Et antud kolmnurgad on sarnased, siis
A131 . Ang = 31C1 :BzCz

ja 4By = /B,
Seega kolmnurkade sarnasuse II tunnuse jargi
AAlBlcl N AsBsCos.

Sellest jareldame, et diagonaalide A;C; ja A2Cs suhe
on niisama suur kui antud hulknurga vastavate kiiigede
suhe. i

Eelduse jargi
. £ B C\D = /B,C,D,;
kolmnurkade AiB;C; ja A2B:Cse sarnasusest jargldub, et
/Bi1C1A1 = / B2C2As.
Lahutades eelviimase vOrduse pooltest viimase vorduse
vastavad pooled, saame
LACD = £ACD,
Eespool selgus, et
A1C1 . A2C2 = C1D1 . C2D2.
Seega kolmnurkade sarnasuse II tunnuse jargi
A ACiDy~ AA2C2D2.
Samal viisil toestust jatkates saab teoreemi tdestada iga
kolmnurkade paari kohta.

Jareldus. Kahe sarnase hulknurga vastavate diago-
naalide jagatis on niisama suur kui vastavate kiilgede
jagatis.

§ 32. Sarnaste hulknurkade pindalad.

Sarnaste hulknurkade pindalade jagatis vordub nende vasta-
vate kiilgede jagatise ruuduga.

Eeldus: A{B;. ..N1~A2B2 elNgs AiBy...N; pind-
ala on S; ja AzBs...Ns: pindala on Se (joonis 52).

Viaide: Sl 3 Sz = (AlBl b A2Bz)2.
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Tdestus. Diagonaalid, mis lahtuvad vastavatest tip-
pudest A; ja Ap, jaotavad hulknurgad paariti sarnasteks
kolmnurkadeks. Olgu esimese hulknurga jaotamisel saa-
dud kolmnurkade pindalad

P Pyt absr=aenia Py
ja teise hulknurga jaotamisel saadud kolmnurkade pind-
alad vastavalt Q. 'Q2’ R
B =Py o Db Pat sl Py
Se=Q:1 +Q:+Qz+...+ Qu

Kui antud hulknurkade vastavate kiilgede jagatis on
k, siis

P = k207 Py — 20)s oo et N k2Qn.
Seega

Siis

ja

S, = k2Q; + k2Qy + ... + k2Q,
ehk pérast iihise teguri k? sulgude ette viimist
Sl =k2(Q1+Q2++Qn)
Et sulgudesse jaav avaldis on teise hulknurga pindala Sg,
siis
Sl = k2 i Sz,
millest
51 . Sz )

Tulemust voib sOnastada ka jargmiselt:

kui hulknurka suurendada k korda, siis hulknurga pindala
suureneb k2 korda.

Ulesanded.
210. Mitu korda suureneb hulknurga pindala selle hulk-
nurga suurendamisel 2, 3, 4, 5 korda?

211. Mitu korda tuleb suurendada hulknurka, et selle
pindala suureneks 4, 10, 16, 50, 100 korda?
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212. Kahe sarnase ristkiiliku pindalade jagatis on 13,69
ja vaiksema ristkiliku modted on 29 cm ja 55 cm.
Arvutada suurema ristkiiliku madted.

213. Kahe sarnase hulknurga pindalad on 180 cm?2 ja
80 cm2. Arvutada suurema hulknurga timbermddt, kui
vaiksema hulknurga iimbermd6t on 48 cm.

214. Kahe ruudu pindalade vahe on 1 m?2? ja pindalade
suhe on 2. Kui pikad on nende ruttude kiiljed?

215. Leida trapetsi pikema aluse suhe liithemasse, kui
trapetsit tdiendav kolmnurk on pindvordne trapetsiga.

216. Taisnurkse kolmnurga kiilgedele on joonestatud
samanimelised korrapdarased hulknurgad. Toestada, et
hiipotenuusile joonestatud hulknurga pindala v&rdub kaa-
tetitele joonestatud hulknurkade pindalade summaga.

217. Toestada, et eelmises iilesandes antud teoreem on
iildiselt kehtiv sarnaste hulknurkade kohta.

§ 33. Teoreem ringjoone ldikajast.

Kasutades kolmnurkade sarnasust, saab tdestada jarg-
mise teoreemi ringjoone ldikajast:

kui Ioikaja poordub mingi oma punkti iimber, siis ei muutu
korrutis, mille teguriteks on eelnimetatud punkti kaugused ring-
joone ja loikaja iihistest punktidest.

Poordugu 1dikaja punkti S iimber, mis on kas ringjoone
sees (joonis 53, a) vdi valjaspool ringjoont (joonis 53, b).
Olgu ringjoone ja ldikaja tihised punktid A ja B. Vaat-
leme selle 10ikaja mistahes kaht asendit A131 ja AsBo
(joonis 53) ja toestame, et

A18 B 313 — A2S 3 BQS
Uhendame punkti A; punktiga Bz ja punkti As punk-
tiga B; ning vaatleme kolmnurki A;BsS ja AsB;S. Igal
juhul on neil kolmnurkadel iiks paar vordseid nurki, nimelt
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punkti S juures; kuid peale selle on neil vdrdsed nurgad
punktide By ja B; juures, sest need on piirdenurgad, mis
toetuvad tiihele ja samale kaarele. Seepérast kolmnurkade
sarnasuse I tunnuse pdhjal

AA1BQS~ AAzBpS.
Sellest jareldub, et nende vastavate kiilgede jagatised on

vordsed, seega A,S : AsS = BoS : B;S.

Vorde peaomaduse pdhjal jareldubki sellest, et
A1S . Bls = A2S 2 BgS.

Joonis 53.

Niisamuti saab tdestada, et teoreem jaab kehtima, kui
ihest 1dikajast saab ringjoone puutuja (joonis 53, c).

Punkti S labiva 16ikaja osade korrutis AS - BS ei muutuy,
kui 16ikaja poordub punkti S timber, kuid muutub, kui
punkt S muudab oma asukohta ringjoone suhtes. Ldikaja
osade korrutise AS - BS arvutamiseks tdhistame ringjoone
raadiuse tdhega r ja punkti kauguse ringjoone keskpunktist
tahega a.

Kui punkt S on viljaspool ringjoont, siis 16ikaja osade
korrutis vordub puutujaldigu ruuduga (joonis 53, c):

AS - BS = PS2.
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Et puutuja on risti puutepunktist ldhtuva raadiusega, siis

(joonis 54, 1) PSR — 2. 43

ja seega sel juhul AS « BS = a%ss 58,

Kui punkt S on ringjoone sees, siis on 1ldikaja osade
korrutist kdige lihtsam arvutada seda punkti ldbiva dia-
meetri abil; sel juhul (joonis 54, II)

AS- BS = LiS+~LsS
AS-BS = (r—a): (r + q
AS - BS = r2 —a2.

ehk
ehk

Joonis 54.

Tulemust saab jargmiselt kokku votta: antud punkti
labiva ringjoone ldikaja osade korrutis on r2—a? vGi
a? —r? vastavalt sellele, kas antud punkt on ringjoone
sees vdi vdljaspool seda.

Ulesanded.

218. Olgu ABCD kodlnelinurk ja P selle diagonaalide
16ikepunkt. Toestada, et AP:-CP = BP - DP.

219. Ringis, mille raadius r =8 om, on joonestatud
14 cm pikkune ko8l 1dbi punkti P, mille kaugus ringi kesk-
punktist on 5 cm. Kui pikkadeks 16ikudeks jaotab punkt
P selle kodlu?
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220. Punktis S loikuvad  ringjoone puutuja ja kesk-
punkti labiv 1dikaja. Punktist S on ringjoone ldhima
punktini 7 cm ja puutepunktini 12 cm. Kui kaugel punk-
tist S on ringjoone kdige kaugem punkt?

221. Toestada, et kahe ldikuva ringjoone iihiseid
punkte labiv sirge poolitab nende ringjoonte iihise puu-
tuja puutepunktide vahelise 1digu.

222. Koolu pikkus on 30 dm ja kodlu keskkoha kau-
gus ringjoone ldhemast punktist on 9 dm. Leida ringjoone
raadius.

223. Punktist P valjaspool ringjoont tdmmatakse ring-
joone ldikaja ja puutuja. Leida puutujaldigu pikkus, kui
ta on 10 cm lihem ldikaja osast ringjoone sees ja sama-
vorra pikem l6ikaja osast ringi ja punkti P vahel.

224. Joonestada 16ik d, kui d? = ab, vottes 1digud a ja
b ringjoone ldikaja osadeks. Ndpundaide: 18igu a
(a > b) thest otspunktist joonestada puutuja ringjoonele,
mille 1abimddduks on 16ik a — b.

§ 34. Maa-alade plaanistamine.

Hulknurkade sarnasuse tiiheks rakendusalaks on maa-
alade plaanistamine. Suuremate maa-alade, nditeks maa-
ilmajao, kaardistamisel tuleb arvestada maapinna kui kera-
pinna kdverust, kuid vdiksemaid maa-alasid vdib ilma suu-
rema veata vaadelda kui tasapinnalisi kujundeid. Maa-ala
plaanistada tdhendab sel juhul maatiikiga sarnase vahenda-
tud kujundi joonestamist. Kui plaani joonestamisel on pik-

kused vahendatud n korda, siis plaanil iga pikkus on %
vastavast pikkusest looduses.

Plaani voi kaardi ja maatiiki vastavate pikkuste jagatist 17
ehk 1 : n nimetatakse plaani voi kaardi arvmooduks !.

1 Plaanil on moot 1:10000 voi suurem sellest, kaardil
aga 1:10000 voi vdiksem sellest.
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Harilikult valitakse arvuks n mingi limmargune arv,
nditeks 100, 250, 500, 1000, 1 000 000.

Peale arvmdddu on plaan vO6i kaart harilikult veel
varustatud joonmddduga; joonis 55 kujutab joonmddtu,
mille vastav arvmoot on 1 :5 000 000. '

Kaardi joonmd6t nditab vastavust kaardilt vSetud pik-
kuse ja vastava loodusliku pikkuse vahel. Naiteks kaar-
dil, mille joonmddtu kujutab joonis' 55, vastab 101gu1e
punktide 0 ja 100 vahel pikkus 100 km.

Tuntakse mitmeid plaanistamisvotteid. Jargnevalt on
toodud moned naited neist mootmistest, mille teostamisel
on vdimalik plaani joonestamine.

Joonis 55.

1. Kaies imber plaanistatava maa-ala, mdddetakse selle
kui hulknurga kiiljed ja nurgad.

2. Asutakse plaanistatava maa-ala thte tippu-ja mo60-
detakse sellest ldahtuvad kiiljed, diagonaalid ja nurgad
nende vahel (joonis 52).

3. Tdahistatakse maatiiki iiks diagonaal ja {ilejdanud
tippudest sellele diagonaalile ehitatud ristldigud ning mdd-
detakse need ristldigud ja diagonaali 1digud ristldikude
vahel (joonis 21).

Ulesanded.

225. Tallinna iimbruse kaardil médduga 1 :100 000 on
Ulemiste jarve pikkus 48 mm. Kui pikk on see jarv tde-
liselt?

226. Eesti NSV kaardil modduga 1 :1 500 000 on Kures-
saare ja Ruhnu vahe 43 mm. Kui kaugel asetseb Ruhnu
Kuressaarest? &
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227. Kaarti, mille modt oli 1:100000, suurendati
4 korda. Kui suur on uue kaardi moo6t?

228. Joe pikkus kaardil mddduga 1 : 150 000 on 17,4 cm.
Kui pikk on see jogi kaardil médduga 1 : 750 000?

229. Musta mere pikkus kaardil médduga 1 : 18 000 000
on 6,7 cm. Kui pikk on sama meri kaardil mddduga
1 : 3000 0002

230. Harku jarve pikkus kaardil mddduga 1 : 100 000
on 2 cm. Sama jarve pikkus teisel kaardil on 0,8 cm. Kui
suur on teise kaardi moot?

231. Kaardil m66duga 1:500 000 on Ilmeni jarve pind-
ala 36,8 cm2. Kui suur on see jarv tdeliselt?

§ 35. Pikkuste kaudne modimine sarnaste kolm-
nurkade abil.

Kolmnurkade sarnasuse iiheks rakendusalaks on kau-
guste ja korguste kaudne mddtmine.

Kaks punkti, millede va-
helist kaugust moddetakse,
voivad olla ligipaasetavad
v5i iiks neist on ligipaase-

matu vO0i koguni mdlemad B Tl

on ligipadasematud. . /,/
Vaatleme koiki neid kol- \1(1)/

me juhtumit eraldi. PRRE R T

1. Olgu A ja B kaks ligi-
padsetavat punkti (joonis
56), aga nendevahelise kau- Joonis 56.
guse otsene mddtmine olgu
voimatu. Need punktid vdivad olla nditeks jarve kaldal.
Valime punkti O kaldast veidi eemal, nii et saab mddta
selle kaugust punktidest A ja B. Pikendame sirgldoike
AO ehk b ja BO ehk a nii palju, et AO pikendus b; on

W o X
glcp—_x,_'_b/l ’
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mingi tdisarv n kordi vdiksem l16igust b ja pikendus a;
on 1digust a sama arv kordi vaiksem.

Kui niiid mdddame 16ikude by ja a; otspunktide A; ja
By vahelise kauguse x; ja suurendame seda n korda, ' siis
saame otsitava kauguse AB.

Toepoolest kolmnurkade sarnasuse II tunnuse ‘jargi

AAOB~ A A;0By,

millest jareldub, et
X s == @ 21y,

Et a:a; = n, siis
X = nXq.
2. Vaatleme niitid kauguse mootmist kahe punkti vahel
juhtumil, kui tiks neist punktidest on ligipaasematu.

Joonis 57.

Tdhistagu punkt A saarel olevat tuletorni, mille kau-
gust tahetakse mddta merekaldal olevast punktist B.

Selleks valime nende punktide vahelise 16igu ristsirgel
punkti O ja punkti By nii, et 16ik OBy on tdisarv n korda
vaiksem 18igust OB. Punktist By.tdmmatud ristsirge 16ikab
sirget OA punktis A;. Moddame kauguse punktide A ja
By vahel; selle kauguse n-kordne ongi punktide A ja B
vaheline kaugus.
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Siin oleme kasutanud kolmnurkade sarnasuse I tunnust,
kuna kolmnurgad AOB ja A;OB; omavad kaks vordset
vastavat nurka — tdisnurgad punktide B ja B; juures ja
vOrdsed tippnurgad punkti O juures.

Ka korguse mootmisel enamail juhtumeil on iiks punk-
tidest ligipadasematu. Vaatleme nditena puu korguse kaud-
set modtmist. :

Puu korgust saab mddta tema
varju abil (joonis 58): kui puu
kdrgus on x m, puu varju pikkus
tasasel maapinnal v m, kepi pik-
"kus a m ja kepi varju pikkus
b m, siis sarnastest kolmnurka-
dest ABC ja A1B;C; saab, et

millest el
Sy
hk paile.
e
&= % )

Joonis 58.

Erijuhul, kui a = b, ka x = v,
Kuid ka varjudeta saab puu vdi mistahes kdrgust kaud-
selt moota.

A Metsaametnikud sagedasti
2 mdddavad kasvava puu kdrgust
- 80 cm pikkuse kepiga, millele on

= = tehtud mérk 8 cm kaugusel selle
g v otsast. Hoides keppi valjasiru-
O/’] N tatud kdes piustsuunas, leitakse
s e g :;j niisugune asend, kus puu latv
A, vaatleja silm O ja kepi iks

Joonis 59. ots D on 1ihel ja samal sirgel

ning puu juur B, vaatleja silm

O ja kepi teine.ots E asetsevad teisel sirgel (joonis 59).
On niisugune asend leitud, siis madrgitakse puu tiivel
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punkt C, mis on vaatleja silmaga O ja kepil margitud
punktiga F iihel ja samal sirgel. Puu korguse leidmiseks
tuleb BC pikkus korrutada 10-ga.

Pohjendus. Kolmnurkade ABO ja DEO sarnasusest
jareldub, et
Al o8
DE . OES

kolmnurkade BCO ja EFO sarnasusest jareldub, et
BC _ 0B

BF . OF
Et nende voérduste paremad pooled on vdrdsed, siis on
vordsed ka.nende vasakud pooled; seega

AB __ BC
DE-= FF-
millest -
DE's BC.
AB = Gy o

kui DE = 80 cm ja EF = 8 cm, siis

AB = 10 - BC.

Joonis 60.
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3. Sarnaste kolmnurkade abil on voimalik modta kau-
gusi ja korgusi ka sel juhtumil, kui mdlemad punktid on
ligipaasematud. Naditena vaatleme kahe laeva vahelise
kauguse modtmist merekaldal oleva vaatleja poolt.

Olgu A ja B kaks ankrusseisvaE laeva (joonis 60).
Nende vahelise kauguse moddtmiseks mdrgime merekaldal
kaks punkti K ja L, millede vahelise kauguse moddame
voimalikult tdpselt. Loiku KL nimetame baasiks. Baasi
otspunktidest on ndha punktid A ja B. Modddame baasi
otspunktide juures olevad nurgad

AKL, BKL, ALK ja BLK.

Teades baasi pikkust KL ja neid nurki, joonestame
vahendatud moddus nelinurga ABLK. Kui seejuures moo-
duks on 1:n, siis tdeline kaugus AB on n korda suurem
joonisel esinevast kaugusest AB.

Vaatleme juhtumit, kus ligipddasematud punktid on piist-
tasapinnal.

Joonis 61.

Olgu vaja mddta joonisel 61 kujutatud torni kdrgust.
Selle mdotmiseks tdhistame réhtsal maapinnal torni suunas
mineva baasi AB, mille otspunktidest on ndha torni tipp
X ja torni jalg Y. Niitid mdodame baasi otspunktide juu-
res torni tipu ja torni jala kdrgusnurgad

XAZ, YAZ, XBZ ja YBZ.
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Teades neid nurki ja baasi pikkust AB, joonestame vdhen-
datud m&ddus nelinurga ABYX, millest leiame torni kor-
guse XY. Samast joonisest vdib mddrata ka torni jala
korguse rdohtsirgest AB. '

Ulesanded.

232. Telefoniposti varju pikkus on 4,9 m, samal ajal
kui 1,7 m pikkuse kepi varju pikkus on 1,4 m. Kui kdrge
on telefonipost?

233. 200 m kaugusel vabrikukorstnast viseeriti selle
kdrgust valjasirutatud kédes piistloodis hoitud md&ddupuuga
ja saadi korstna nédiva korgusena 24 cm. Kui kdrge on
vabrikukorsten, kui valjasirutatud kde pikkus on 75 cm?

234. Kui kdorgel on paike silmapiirilt momendil, mil
2,5 m kdrguse posti varju pikkus réhtsal pinnal on 3,2 m?

235. Kui pédikese kdrgus silmapiirilt on 35°, siis lipu-
varda varju pikkus on 17,1 m. Kui kdrge on lipuvarras?

236. Raadiomast paistab punktist A nurgas 30° ja punk-
tist B, mis on punktist A 100 meetri kaugusel masti jala
suunas, nurgas 60°. Leida masti kdrgus, kui punktid A ja
B ning masti jalg asetsevad iihel ja samal rdhtsirgel.
Lahendada tiilesanne ka arvutamise teel.

237. Metallraha ldbimdédduga 2,5 cm, mida hoitakse
50 cm kaugusel silmast, parajasti varjab o&hupalli, mille
1abimd6t on 16 m. Kui kaugel on dhupall vaatlejast?

238. Vaatleja, kes seisab tornist 42 m kaugusel, ndeb
torni ja enda vahel asetseva tiigi veepinnal 2 m kaugusel
tornitipu peegeldust. Leida torni kdrgus teades, et vaat-
leja silm on veepinnast 1,75 m korgusel.

239. Maapinnal punktis A paistab kalju &ar 45°-se
nurga all, aga punktis B, mis asetseb punktist A kaljule
ristisuunas 50 m kaugusel punktist A, 30°-se nurga all.
Leida kalju aare korgus kalju jalalt.
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240. Vabrikukorsten paistab a meetri kaugusel korstna-
jalast 30°-se nurga all. Kui kdrge on korsten?

241. Kas on vajalik, et joonisel 57 vdetaks kolmnurk
ABO taisnurkne? Missuguseid paremusi on mddtmisviisil
tdisnurkse kolmnurga abil vOrreldes mittetdisnurkse kolm-
nurgaga?

242. Korgepingeliini postist 20 m kaugusel margitakse
maapinnal punkt O. Selle punkti ja posti vahele 4 meetri
kaugusele punktist O asetatakse plisti mé6ddupuu, mille pik-
kus on 3 m. Niiid asuvad punkt O, m&ddupuu ots ja
posti tipp iihel sirgel. Leida posti kdrgus.

243. Kuidas eelmise tiilesande eeskujul moodta kaugust
rohttasapinnal?
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Peatikk IV.

Ringjoone pikkus ja ringi pindala.
§ 36. Koverjoone ligikaudne pikkus.

Ringjoone nagu iga kdverjoone pikkuse mddtmise pdhi-
motteliseks raskuseks on asjaolu, et pikkusiihik kui sirg-
joone 16ik ei saa iihtida ringjoone tiihegi 18iguga. Selle
raskuse Uletamiseks asendatakse kdverjoon murdjoonega,
mille pikkus® vdimalikult vdhe erineb antud koverjoone
pikkusest, ja mdddetakse selle murdjoone pikkus. Olgu
vaja modta naiteks joonisel 62 kujutatud kdverjoone 15ik

Joonis 62.

punktide A ja B vahel. Kui selle kdverjoone 18igu asen-
dame murdjoonega AKLB, siis saame tublisti lihema joone
kui on kdverjoon AKLB, sest selle murdjoone iga 18ik
AK, KL, LB on liihem kui vastav kdverjoone 158ik. Et
saada murdjoon, mille pikkus vdhem erineb koverjoone
AKLB pikkusest, selleks vdetakse kdverjoonel lisaks punk-
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tidele K ja L veel uusi punkte P, Q, R, S, T ja iihenda-
takse need uueks murdjooneks. Uus murdjoon:
APQKR...B on pikem kui endine murdjoon AKLB, sest
murdjoon

APQK > AK, KRSL > KL jne.,

jarelikult ka nende summa APQKR...B on pikem kui
murdjoon AKLB.

Kuid kdverjoonest AB on uus murdjoon APQK...B
siiski liihem, sest murdjoone iga 16ik AP, PQ, ... on lithem
vastavast kdverjoone 1digust. Niiviisi uute punktide
juurdevdtmisega vdib moodustada murdjooni, mille pikkus
kiillalt hésti asendab mdddetava kdverjoone pikkust. Selle
murdjoone pikkuse mddtmisel saame kdverjoone ligikaudse:
pikkuse. ;

§ 37. Ringjoone pikkuse ligikaudne viljendamine
koolhulknurga ja puutujahulknurga abil.

Ringjoone ligikaudse pikkuse mdadramiseks joonestame:
ringjoone sisse mingi korraparase hulknurga, naiteks.
korrapdarase kuusnurga, ja arvutame selle limbermdddu..
Et korrapdarase kuusnurga kiilg :

ag = I, s
siis imbermoot

Sg.=-6r
ja seega ringjoone pikkus on ligikaudu raadiuse kuue--
kordne.

Soovides saada ringjoone pikkust tapsemalt, joonestame:-
kaks korda suurema tippude arvuga ko&dlhulknurga ja
arvutame selle iimbermdddu. Nii saadud {imbermddt on
endisest suurem, sest, nagu saab tdestada,

korrapiirase koolhulknurga iimbermoot kasvab selle tippude
arva kahekordistamisel.
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Toestus. Tahistame korraparase kodl-n-nurga kilje
pikkuse siimboliga a, ja kaks korda suurema tippude
arvuga kodlhulknurga kiilje pikkuse ag.. Tippude arvu
kahekordseks muutumisel n-nurga iga kiilje asemele tuleb
kaks 2n-nurga kiilge (joonis 63). Nende kahe kiilje summa
2-ds, on suurem kui ax, sest see murdjoon on pikem kui

b a, i

n a""

Joonis 63.

sirgldik a,. Korraparase kool-n-
nurga Umbermdédt on n-as, korra-
parane ko&o6l-2n-nurk koosneb aga
2n kiiljest as,; tema uimbermdot on
jarelikult 2n - az, ehk n- 2 - ags, mis
ongi suurem kui n-an, sest
2(127; 2 dan.

Joonestame niilid ringjoone um-
ber mingi korraparase puutujahulk-
nurga, nditeks seitsenurga (joonis
64). Meie kujutluse jargi on selle
hulknurga Umbermddt ringjoonest
pikem. Et ta tdesti on pikem, selgub sellest, et puutuja-
hulknurga timbermddt litheneb tema tippude arvu suurene-
misel. Nimelt saab hdlpsasti tdestada, et

korrapiirase puutujahulknurga iimbermdot liiheneb tippude
arvu kahekordseks muutmisel.

Joonis 64.

Tdestus. Olgu punkt P korraparase puutujahulk-
nurga iiks tipp ning punktid S ja T sellest tipust ldhtuvate
kiilgede ja ringjoone puutepunktid (joonis 65). Et korra-
parase puutujahulknurga kiilg poolitub puutepunktis, siis
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SP on pool kiilge, jarelikult murdjoone SPT pikkus vdrdub
parajasti iihe kiilje pikkusega. Joonestame niiiid kaks
korda suurema tippude arvuga puutujahulknurga Kkiilje;
selleks poolitame kaare ST
ja joonestame poolituspunk-
tist U puutuja QR. Loik QR
ongi kaks korda suurema
tippude arvuga puutujahulk-
nurga iks kiilg. Et

St=QU =¥UR =RT,

siis murdjoon SQRT esitab
selle hulknurga kiilje kahe-
kordset pikkust. Nii on en-
dise puutujahulknurga iihe kiilje pikkuse murdjoone SPT
asemele tulnud uue hulknurga kahe kiilje pikkune murd-
joon SQRT, mis on aga eelmisest kindlasti lithem, sest

Joonis 65.

QR < QP + PR.

Endise hulknurga timbermddduks on n-kordne murdjoone
SPT pikkus, tippude arvu kahekordseks muutmisel aga
tuleb timbermddduks n-kordne liihema murdjoone SQRT
pikkus, nii et iimberm&ot tdesti lilheneb, nagu tdestama
pidimegi.

Et koolhulknurga iimbermddt on ringjoone pikkuse
lahisvaartus puudusega ja puutujahulknurga tiimbermdod6t on
ringjoone pikkuse lahisvaartus liiaga, siis jareldub toestatud
teoreemidest, et mdlemad lahisvaartused lahevad paremaks
tippude arvu kahekordseks muutmisel, need ldahisvaartused
tulevad koomale.
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§ 38. Koolhulknurkade ja puutujahulknurkade
joonelementide vahelised seosed.

Ringjoone pikkuse ldhisvdartuste tegelikuks arvutami-
seks on vaja avaldada 1) korraparase kodl-n-nurga apo-
teem, 2) korraparase koo6l-2n-nurga kiilje pikkus ja
3) korraparase puutuja-n-nurga kiilje pikkus, kui andme-
teks on ringi raadius ja korrapdrase kodl-n-nurga kiilje
pikkus.  Tahistame
ringi raadiuse ta-
hega r ja mingi an-
tud kodlu pikkuse
tdhega k (joonis 66).
Ko66lu kaugust ringi
keskpunktist esitab
16ik h, mis poolitab
kddlu ja on temaga
risti. Kolmnurgast
OAC saame Pytha-
gorase teoreemi jargi

D

Joonis 66.
Y B A .
#=r —(3)
SE e R 3 12
Kui kirjutada murd $3 laiendatult %k;, siis
s k \2
Bl e
I AL £ (2r :

millest

o er — (%)9

Pool antud kddlule k toetuvast kesknurgast toetub liihe-
male kddlule, mille tdhistame tdhega / (joonis 66). Selle
pikkuse leidmiseks kasutame kolmnurka GDA, mis on Tha-
lese teoreemi pdhjal tdisnurkne kolmnurk hiipotenuusiga 2r
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ja kaatetiga /; sama kaateti projektsioon hiipotenuusil on
r — h. Jarelikult Eukleidese teoreemi pdhjal

12 =2r(r—h)

ehk, kui kasutada eespool leitud h avaldist,

12—2r(r—r]/1 Qr))—2r2—2f“]/1~(2,)

Viimases liikmes kanname teguri 2 juuritavasse ja siis
taandame juuritavas olevat murdu; nii saame

B=2r2 —r VT—— (%)2,

12,1/2_]/‘4_—(;—)5

Joonestame niilid ringjoonele puutuja, mis on paral-
leelne kodluga k (joonis 66); koodlule toetuv kesknurk 10i-
kab puutujast sirgldigu p. Selle 16igu pikkuse leidmiseks
kasutame kolmnurkade OEF ja OAB sarnasust; nende kor-
gused on vastavalt r ja h, mistdttu

millest

5 <3
k h

——

ehk

iz

p:Tk.

Allakriipsutatud valemite tuletamisel vdiks k olla iks-
koik missugune ringi labimoddust lihem kodl. Seepdrast
voime nende valemite rakendamisel votta kodlu k parajasti
mingi korraparase koodl-n-nurga kiiljega vordseks. Siis h
on sama hulknurga apoteem, [ on korraparase kd&dl-2n-
nurga kiilg ja p on korraparase puutuja-n-nurga kilg.

Esimesest valemist on nédha, et kui korraparase kodl-
hulknurga tippude arv on suur ja vastavalt sellele kiilg k
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on tisna lihike, siis apoteem h tuleb ringi raadiusest
ainult pisut lithem, sest siis murd rzk; on lisna vaike, nii et
juuritav on peaaegu 1. Sama tippude arvuga korrapdrase
puutujahulknurga kiilg p tuleb jarelikult ainult pisut pikem
kui koolhulknurga kiilg k, sest kolmanda valemi kohaselt
on nende suhe % ning see ldaheb siis ainult pisut suure-
maks arvust 1. Nagu teame, on korrapdrane puutuja-n-nurk
sarnane korraparase kodl-n-nurgaga ja nende Umbermdd-
tude suhe on samuti % Jarelikult korrapdrase puutuja-

hulknurga imbermddt on suure tippude arvu puhul ainult
pisut suurem kui vastava koolhulknurga timbermddt.

Ulesanded.

244. Avaldada korraparase kodol-kuusnurga kiilg, apo-
teem ja umbermd&dt ringi raadiuse r kaudu.

245. Avaldada korraparase kodl-kolmnurga kiilg, apo-
teem ja imbermddt ringi raadiuse r kaudu.

246. Kasutades korrapdrase kodl-kuusnurga kiilje pik-
kust, leida korraparase kodl-kaksteistnurga kiilg ja timber-
moot. :

247. Avaldada korraparase kodl-nelinurga kiilg, apo-
teem ja imbermdot ringi raadiuse r kaudu.

248. Kasutades eelmise iilesande tulemusi, leida korra-
parase koodl-kaheksanurga kiilg ja imbermdoot.

249. Leida ringi timber joonestatud korraparase neli-
nurga abil arv, millest ringjoone pikkus kindlasti on
vaiksem.

250. Avaldada korrapdarase puutuja-kuusnurga kiilg ja
iimberm66t ringi raadiuse r kaudu.

251. Teades korraparase puutuja-kuusnurga kiﬁje pik-
kust, leida korrapdrase puutuja-kaksteistnurga kiilg ja
iimbermd66t ringi raadiuse r kaudu.
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§ 39. Ringjoone pikkus.

Iga koolhulknurga timbermddt on ringjoone pikkuse
lahisvaartuseks puudusega ja iga puutujahulknurga tumber-
moot esitab ringjoone pikkust lilaga. Eespool selgus, et
suure tippude arvu puhul tuleb korraparase puutujahulk-
nurga limbermd6t aga ainult pisut pikem kui sama tippude
arvuga korraparase kodlhulknurga timbermdot. Arvutused
nditavad, et nende imbermddtude erinevus ldaheb kuitahes
vaikeseks kiillalt suure tippude arvu puhul. Sel viisil on
jarelikult tdiesti kindlaks mddratud iiksainus vahe-
pealne pikkus, millest koik kddlhulknurkade iimbermdddud
on lilhemad ja puutujahulknurkade iimbermdddud pikemad;
seda vahepealset pikkust ongi loomulik lugeda ringjoone
pikkuseks.

Matemaatikas esineb palju juhtumeid, millal mingi suu-
rus on maaratud iisna samal viisil, nagu ringjoone pikkus
kodlhulknurkade t1imbermddtude ja puutujahulknurkade
uimbermootude kaudu. N%iteks Vv 5 ei ole ise paris tapselt
kirjutatav thegi taisarvu ega murdarvu kujul, ometi on ta
taiesti tdpselt kindlaks maaratud selle pdhjal, et temast on
vaiksemad koOik need arvud, mille ruut on vaiksem kui 5,
ja suuremad kdik need, mille ruut on suurem kui 5. Koi-
gil niisugustel puhkudel, mil mingi arv on kindlaks madra-
tud temast vdiksemate arvude hulga ja temast suuremate
arvude hulga kaudu,’nimetatakse seda arvu nende arvu-
hulkade vaheliseks piiriks. Nii vGime Gelda, et

ringjoone pikkus on koolhulknurkade iimbermodtude ja puu-
tujahulknurkade iimbermootude vaheline piir.

Vaatame, kuidas eelmises paragrahvis tuletatud vale-
mite abil saab ringjoone pikkust arvutada tarvitamiskdlb-
liku tdpsusega. Koige sobivam kodlhulknurk arvutamise
alustamiseks on korrapdrane kool-kuusnurk, sest tema kiilg
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vordub teatavasti raadiusega. Tahistades Xorrapdarase
kddl-n-nurga Uumbermdddu simboliga s, kirjutame, et
korraparase kodl-kuusnurga timbermdot on 6 raadiust:

Sg = 6r.

Tédhistame korrapdarase koddl-n-nurga apoteemi siimboliga
ha, korrapdrase puutuja-n-nurga kiilje pikkuse b, ja timber-
moddu tn.. Siis kirjutame eelmise paragrahvi teise valemi
pohjal, et

= 1- ) = 1—1=3Vs

ja seega kolmanda valemi jargi

b6:—r-’:: LB, = 2:_ =23£ 3,
»2_]/5 V'3
2r i e
t, =6 - ?l/3 =94r]/3.

Teades, et V3 ~ 1732051, saame (viiekohaliselt dige
murdosaga kirjutades)

mistottu

te = 6,92820r.

Korrapdrase kodl-12-nurga kiilje pikkuse a;» leiame
teise valemi abil, vottes seal k =a¢ =r; nii saame

Ay, = rV? -V 4—-1= rl/Q_—ﬁ

ehk, kasutades jallegi sama V 3 vaartust,

ay = r)/ 2 — 1732051 = r |/ 0,267949 = 0,5176381,

nii et

s12 = 12-0,517638r = 6,21166r.
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Samal viisil arvutusi jatkates leiame koik jargmises
tabelis toodud arvud.

; Koolhulknurga Puutujahulknurga
Sipende oy iimbermébt s, iimbermast ,

6 6r 6,92820r

12 6,21166r 6,43078r

24 6,26526r 6,31932r

48 6,27870r 6,29217r

96 6,28206r 6,28543r

192 " 62829t 6,28375r

384 6,28312r 6,28333r

768 6,28317r 6,28322r

_Tabeli 16pus on ndha, et niihasti s7¢s kui ka #7463 on digesti
Umardatult 6,2832r:

see tulemus esitabki ringjoone pikkust tisna hea tdapsusega.
Et tegelikel moOtmistel on ringi labimodt (diameeter d)
holpsamini kattesaadav kui raadius, siis on kohane ring-
joone pikkust avaldada ka 1abimdddu kaudu; tdhistades
ringjoone pikkuse tdhega u, kirjutame saadud tulemuse
jargmiselt:

ehk

u-= 6,2832r

u = 3,1416d.

Kordaja 3,1416 on, nagu eespoolt’teame, kindlasti dige kuni
viimase kirjutatud kohani, kuid seda kordajat oleks véinud
arvutada ka veelgi tapsemini. Selleks oleks tarvitsenud
ainult kdik timbermdddud arvutada suurema kohtade hul-
gaga ja jatkata tabelit veel suurema tippude arvuni. Teo-
reetiliselt tdpset kordajat, mille lahisvaartusena esineb arv
3,1416, tahistatakse kreeka tdhega =. Niisiis

W= ord. ehlt g ="2%r!
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Seega

ringjoone pikkus vordub = ja labimoodu korrutisega.

Arvu & uurimisel on teadusemehed selgitanud, et see on
irratsionaalarv, ta ei ole meie arvusilisteemis iildse tapselt
véljendatav. Selle arvu ligikaudne vaartus on arvutatud
enam kui 700 kohaga, millest esimesed 31 kohta on jarg-
mised:

3,14159 26535 89793 23848 26433 83279.

Arvutamisel ei kasutata muidugi kuskil niisugust vaar-
tust, vaid piirdutakse vaartusega 3,14 v6i taprsemate arvu-
tuste juures vaartusega 3,1416.

Kreeka matemaatik Archimedes, kes elas a. 287—212 e.
m. a., leidis, et

millest
7z~ 3.

Ulesanded.

252. Arvutada ringjoone pikkus, kui raadius on 5 cm;
72 cm; 0,3 dm; 1% km.

253. Kui pikk on raadius ringjoonel, mille pikkus on
17,27 cm; 0,942 m; 10 m?

254. Toestada, et ringjoone pikkusA suureneb n korda,
kui raadiust suurendada n korda.

255. Kui palju suureneb ringjoone pikkus, kui selle raa-
diust suurendada 10 cm vorra?

256. N"asina ratas teeb 900 pooret minutis. Kui pika
tee labib 1 tunni véltel ratta punkt, mis on 40 cm kaugusel
keskpunktist¢

257. Muuta 34 kiimnendmurruks ja leida, mitme dige
kohaga see annab « vaartuse.
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258. Muuta kiimnendmurruks murd % ja leida, mitme
oige kohaga see annab n vaartuse.

259. Tornikella minutiosuti pikkus on 58 cm. Kui pika
tee labib tema otspunkt O60pdevas?

260. Veduri suure ratta 1labimd6t on 2 m ja vaikese
ratta 1labimo6ot on 0,80 m. Mitu tdispooret teeb kumbki
ratas Tallinnast Tartu soites, kui selle tee pikkus on
191 km?

261. Taisnurkse kolmnurga tmber, mille kaatetid on
2,4 cm ja 3,2 cm, on joonestatud ringjoon. Kui pikk on
see ringjoon?

262. Ringjoon on oma diameetrist 10,7 cm vorra pikem.
Kui pikk on raadius?

263. Ule kahe masinaratta, mille raadiused on 8,5 dm
ja 1,7 dm, ldheb veorihm. Mitu pGoret teeb masina t60-
tamisel vdike ratas minutis, kui suur teeb 150 pooret
minutis?

§ 40. Ringi pindala.

On selge, et iga kddlhulknurga pindala on vaiksem kui
ringi pindala, sest kd6lhulknurk mahub tdielikult ringile ja
jatab osa ringist katmata (joonis 67). Samuti on kindel,
et iga puutujahulknurga pindala on ringi pindalast suurem,
sest ring mahub tdielikult puutujahulknurga sisse ja jatab
osa tema pinnast katmata. Korrapdrase hulknurga pindala
on teatavasti pool iimbermdddu ja apoteemi korrutist; nii
on korrapdrase kod6l-n-nurga pindala

: }Sp by
ja korrapdrase puutuja-n-nurga pindala
$,r,

sest puutujahulknurga apoteemiks on ringi raadius. Nagu
teada, erinevad s» ja t, teineteisest iisna vdhe, kui tippude

105



arv n on kiillalt suur; thtlasi on siis h, ainult pisut vaik-
sem kui r. Nii selgub, et kdigi k&dlhulknurkade pind-
alade ja puutujahulknurkade pindalade vahele jaab ' para-
jasti tiksainus neid eraldav arv, mida ongi loomulik lugeda
ringi pindalaks. Seega

ringi pindala on koolhulknurkade pindalade ja puutujahulk-
nurkade pindalade vaheline piir.

Niid on aga selge, kuidas avaldada ringi pindala;
nimelt osutub avaldise

Y-2ar-r
vadrtus parajasti igast kodlhulknurga pindalast suuremaks
ja igast puutujahulknurga pindalast vadiksemaks. T&epoo-
lest, iga tippude arvu n puhul
S5 2atistidy

ja pealegi on h, vaiksem kui
r. Jarelikult %-2ar-r ehk
ar? ongi ringi pindala. Tahis-
tades ringi pindala tdahega S,
saame valemi

S\e=mre,

d ¥ " . 4
Bt = o siis voib valemit kir-

jutada ka kujul
ol A
S 3 2

Joonis 67.

Seega
ringi pindala vordub arvu = ja raadiuse ruudu Kkorrutisega

ehk

ringi pindala on arvu % ja 1ébimoodu ruudu korrutis.
Ulesanded.

264. Arvutada ringi pindala, kui raadius on 18 cm,
43 dm,; 0,54 m, 175 m.

265. Arvutada ringi raadius, kui ringi pindala on
22,9 m?, 4681 mm?, 1 km?2,

106



266. Ummarguse palgi imbermddt on 88 cm. Arvutada
palgi ristldike pindala. :

267. Toestada, et ringi pindala suureneb n? korda, kui
raadius suureneb n korda.

268. Ruudu sisse ja umber on joonestatud ringjoon.
Mitu korda on iihe ringi pindala suurem teise ringi pind-
alast?

269. Ristkiliku mooted on 0,66 m ja 1,16 m. Kui suur
on pindala, mida piirab selle ristkiiliku tippe labiv ring-
joon? :

270. Kaks veetoru, labim6dduga 8 cm ja 15 cm, tahe-
takse asendada lihe toruga, millel on sama ldbilaskevdime.
Arvutada selle toru labimdat.

271. Ringjoone kahe paralleelse koolu pikkused on
30 cm ja 16 cm, kaugus nende vahel on 7 cm. Leida ringi
pindala.

272. Kahe kontsentrilise ringjoone raadiused
on 0,5 m ja 0,7 m. Kui suur on nende ringjoonte vahelise
ronga pindala? :

273. Kahest kontsentrilisest ringjoonest seesmine pooli-
tab vdlimisega piiratud pindala. Kui suur on seesmise
ringjoone raadius, kui valimise ringjoone raadius on r?

274. Kolme ringi 1labimdddud 2ry, 2ro ja 2rz on tiihe
taisnurkse kolmnurga kiilgedeks. Toestada, et kahe vaik-
sema‘ringi pindalade summa vdrdub kolmanda ringi pind-
alaga.

Joonis 68. , Joonis 69.
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275. Toestada, et kahe poolringi pindalade summa vor-
dub the kolmanda poolringi pindalaga, kui nende pool-
ringide 1dbimd6tudeks on tdisnurkse kolmnurga kiiljed.

276. Naidata, et joonisel 68 viirutatud nn. Hippokra-
tes'e! ,kuusirpide” pindalade summa on vordne joonisel
antud taisnurkse kolmnurga pindalaga.

277. Joonestada ring, mille pindala vdrdub kahe antud
ringi a) pindalade summaga, b) pindalade vahega.

278. Arvutada joonisel 69 antud viirutatud kujundi
pindala, lugedes viirutamata poolringi 1dbim&dduks
4 thikut.

279. Kahe ringi pindalade vahe on a cm? ja raadiuste
vahe on b cm. Avaldada a ja b kaudu mdlema ringi
pindala.

§ 41. Kaare pikkus.

Ringjoone kaare pikkus on madadratud, kui on teada
kaare raadius r ja kraadide arv a. Kaare kraadide arvu
asemel voib olla antud sellele kaarele toetuva kesknurga
suurus, sest kaare ja sellele toetuva kesknurga kraadide
arvud on vdrdsed. ’

Arvutame o-kraadise kaare pikkuse k, kui ringjoone
raadius on r. Et ringjoone pikkus ehk, teisiti, 360-kraadise
kaare pikkus on 2axr, siis 1-kraadise kaare pikkus on

G thh
ja a-kraadise kaare pikkus

nr
k “ 180
ehk

1
k= TSO- . Tre.

1 Hippokrates — kreeka teadlane V sajandist e. m. a. Tema
oli esimesi, kes piiiidis m#drata koveraga piiratud pinnatiiki
pindala.
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Nii saame Oelda, et
kaare pikkus on Ttlsﬁ ringi poole iimbermdddu ja kaare kraa-

dide arvu korrutisest.

Saadud valemi rakendamiseks arvutame naiteks 40°-se
kaare pikkuse, kui ringjoone raadius on 15 cm. Valemi
jargi :

) 144

ehk, vottes @« = 3,14, saame, et sentimeetrites
=~ 10,5.

Vaatleme niiud kaart, mille pikkus vordub raadiusega,
ja leiame selle kraadide arvu a;.. Kui k = r, siis

1

TSU‘ ﬂr/ll =r

ehk

T =
IR0 G T
seega raadiusepikkuse kaare kraadide arv

180
@, = s

Raadiusepikkust kaart kasutatakse kaare mdd&tithikuna
ja nimetatakse radiaaniks. Seega

1 radiaan = % kraadi.
Et 180 : # =~ 57,3, siis 1 radiaan = 57° 18'.

Kui eelmise vdrduse mdélemad pooled korrutame arvuga
7, siis saame seose

7 radiaani = 180 kraadi,
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mis valjendab tuntud tosiasja, et m#-kordne raadiusepikkune

kaar on pool ringi imbermddtu ehk 180-kraadine kaar.
jareldub jagamisel arvuga 180, et

Siit
T 3 i

1 kraad = 180 radiaani.
Et 5o = 0,01745, siis 1°

~
~

0,01745 radiaani.

Kui tahistame a-kraadise kaare radiaanide arvu tahega

0, siis saame eelmiste seoste jareldusena, et

N

a kraadi = « -

180 radiaani = ¢ radiaani;
seega a-kraadise kaare radiaanide arv

i
180"

B == ftis
Kergemini jaab see valem meelde vorde kujul:

LA
@ e 180"
sest selle vdrde kumbki pool on kaare ja ringjoone poole
imbermdddu suhe, mis arusaadavalt ei muutu lleminekul
teisele mootihikule.
Kui on vaja leida

N

o-radiaanise kaare kraadide arvu aqa,
siis kasutame sama seost kujul

180
oA

B i

b3
Kaare modtmine radiaanides voimaldab ka nurka moota
radiaanides. Selleks tuleb kesknurk, mis toetub raadiuse-
pikkusele kaarele, votta nurga modtithikuks ja nimetada
(nurga) radiaaniks.

Kraadides antud nurga suuruse avaldamiseks radiaani-
des on antud K. Ratassepp’'a ,Matemaatilistes tabelites”
lk. 28 sellekohane tabel. Sellest tabelist leiame nditeks, et

5° = 0,0873 radiaani.
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Kontrollime seda tulemust ilalsaadud vastava seose
pohjal:
T

180

et 755 =~ 0,01745, siis ¢ = 5 - 0,01745

kil o= B, Bilsig:="0"

ja seega
5%~ 5 - 0,01745 rad. = 0,0873 rad.,
nagu leidsime ka tabelist.

Olgu teada nurga suurus radiaanides, nditeks ¢ = 0,942;
siis sama nurga suurus kraadides
-

180 0,942 . 180 9,42 . 18
-~ —3 3 L 5~k : s g
et S 3,14 3,14

= e R iy
Eespool nimetatud tabelist leiamegi kontrolliks, et

: 54° = 0,9425 radiaani.

Esitame kaks ndidet tabeli kasutamisest.

Nadide 1. Avaldada radiaanides nurk 73° 46'.

Tabelist leiame, et 73° =11,2741 rad.
ja 46’ = 0,0134 rad.,
seega 73° 46’ = 1,2875 rad.

Ndide 2. Avaldada kraadides ja minutites nurk
0,7406 radiaani.

Tabeli jargi 0,7330 rad. = 42°
ja 0,0076. rad. = 26/,
seega 0,7406 rad. = 42° 26'.

Jargmised a ja ¢ vastavate vadrtuste paarid on kasulik
meeles pidada:

« |360|180|9o|60|45|36|3o|20|18
o PEde s iR g el b b
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Kaare modtmine radiaanides voimaldab tunduvalt liht-
sustada kaare pikkuse valemit. Eespool saime, et kaare
pikkus
* wla.

1
T

Mootes kaart radiaanides, nagu ndgime

e
180

Asendades kaare pikkuse valemis selle korrutise g¢-ga
saame: '

o

=0'

k= por.
Saadud valem titleb, et

kaare pikkus vordub kaare radiaanide arvu ja raadiuse pik-
kuse korrutisega.

Ndide. Kuiringjoone raadius on 8 cm, siis 1,5-radiaa-
nise kaare pikkus on
1,5:-8 cm ehk 12 cm.

Kui on kasutada tabel kraadides antud nurga suuruse
avaldamiseks radiaanides, siis on soovitav kaare pikkuse
arvutamiseks ikka kasutada viimast valemit.

Ndide. Leiame 47°-se kaare pikkuse, kui ringjoone
raadius on 25 cm.

Tabeli jargi 47° = 0,8203 rad.

Otsitav kaare pikkus
7 k = 0,8203 - 25 cm = 20,5 cm.

Radiaani nimetatakse monikord ka nurga absoiuut-
tiihikuks.

Ulesanded.

280. Avaldada radiaanides nurgad 15°, 75°, 135°, 270°.
281. Avaldada absoluutiihikuis kaared.
757 #80%; ~20°80', 12 a8
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n n om

282. Mitu kraadi on %, Rl e 7 radiaani?

e
$9

283. Avaldada kraadides nurgad, mis radiaanides on
0,785; 1,57; 15; 0,5452; 1,3445.

284. Kui suur korvunurk on nurkadel len, 3®, 3x ra-
diaani?

285. Arvutada jargmised nurkade summad ja vahed:
G et L L " X w, 3w Sm

23° 21" — 15° 27 7+7~, & ey A ?_‘_F'
286. Teades, et

L

T

urd v _4_' _1_' _5_
o g M R T

= 0,31831, arvutada neljakohalise

287. Leida kaare raadius, kui kaare pikkus on 40 cm ja
kaare absoluutmdédt on o 7.

288. Kui pikk on 38°-ne kaar ringjoonel{mille raadius
r = 24 dm?

289. Ringjoone raadius r = 62 cm. Mitu kraadi on
poole meetri pikkuses kaares?

290. Kaks linna on iihel ja samal meridiaanil, kuid iiks
neist pohjalaiusel 51° ja teine ldunalaiusel 39°. Kui
suur on nende linnade vaheline kaugus, ku1 maakera meri-
diaani raadius on 6370 km?

291. Mitu kraadi sisaldab maakera ekvaatori 1000 km

pikkune kaar, kui ekvaatori raadius on 6380 km?
(

292. Kaks 1iihel ja samal meridiaanil asetsevat linna on
teineteisest 250 km kaugusel. Lounapoolsema linna pdhja-
laius on 47° 15. Leida pdhjapoolsema linna pdhjalaius.
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§ 42. Sektori pindala.

Kesknurk a ja sellele vastav kaar k piiravad sektorit
ABO (joonis 70). Tdhistame sektori pindala stimboliga S,
ja leiame selle arvutamiseks valemi.

Kui sektori nurk kasvab ja saab vdrdseks 360°, siis
sektori pindala saab vordseks ringi pindalaga, s.t. 360-
kraadise sektori pindala on «r?; et sama ringi ihekraa-
dised sektorid on vdrdsed, siis

1-kraadise kaarega sektori pindala

2
on %, a-kraadise kaarega sektori

pindala
! A
o 5 o3k 360
ORI, L U
A A%
’ : Eespool leidsime, et kaare pikkus
oonis 70.
nre -
s A
seega
kr
S“ = —2',
tahendab,

sektori pindala vordub kaare pikkuse ja raadiuse poole korru-
tisega.

Viimasest sektori pindala valemist selgub, et sektor
on pindvdrdne kolmnurgaga, mille alus on vdrdne kaare
pikkusega ja kdrgus on vdrdne raadiusega.

Kui sektori kaar on moddetud radiaanides ja saadud
¢ radiaani, siis eelmise paragrahvi jargi

k =¢r.
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Asendades sektori pindala valemis S = % kaare pik-
kuse k arvuga ¢r, saame
: o o
i 2
See valem diitleb, et

sektori pindala vordub sektori kaare radiaanide arvu ja raa-
diuse ruudu poole korrutisega.

Kui nditeks r = 10 cm ja sektori nurk on % radiaani, siis
sektori pindala

% 2
: 5=200 » 24 39,3 (cmd).

Ulesanded.

293. Arvutada sektori pindala, kui sektori nurk on
4 7 radiaani ja raadius on 25 cm.

294. Mitu radiaani on sektori nurk, kui sektori raadius
on 8 cm ja pindala on 12,56 cm?2?

295. Arvutada 48°-se sektori pindala, kui raadius
=95 m.

296. Ringjoone pikkus on 96 dm. Kui suur on 35°-se
sektori pindala?

297. Ringi raadius on 1 m ja sektori pindala on 1 m2.
Mitu kraadi on sektori kaar?

298. Arvutada segmendi, s.o. ringjoone kaarega
ja kooluga piiratud pinnatiiki pindala, kui samale kaarele
toetuv kesknurk on 120° ‘ja raadius on 20 cm. (Kui iihen-
dame kooOlu otspunktid ringi keskpunktiga, siis saame
kolmnurga, mis tdiendab segmendi sektoriks. Kolmnurga
pindala arvutamiseks leiame kd6lu pikkuse, kasutades asja-
olu, et kodlu kaugus ringi keskpunktist on pool raadiust,
sest kesknurk on 120°.) ;
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299. Poolringjoon jagatakse kolmeks vordseks osaks
(joonis 71); jaotuspunktid ihendatakse diameetri otspunk-
tiga. Leida keskmise pinna-
tiki pindala, kui raadius
on r.

300. , Ringi 56°-se sektori
pindala on 84 cm2. Arvu-
tada ringjoone pikkus.

301. Raadiusepikkuse
kaarega sektori pindala on
0,72 m2. Kui pikk on raadius?

302. Ringjoone kaare otspunktidest tdmmatakse puu-
tujad 16ikumiseni punktis P. Leida pindala, mis on piiratud
ringjoone kaarega ja nende puutujate 18ikudega, kui ring-
joone raadius on r cm ja kaar on 60° (vdi 120°).

Joonis 71.

§ 43. Ringjoone sirgestamine ja ringi ruutimine.

Ringi pindala valemist S = ar2 = 277 "’ on njha,

et ring on pindvdrdne niisuguse kolmnurgaga, mille alus
on 2ar ja korgus on r. Kui oleks vdimalik sirkli
ja joonlaua abil ehitada niisugust sirgldiku, mille pikkus
tapselt vordub ringjoone pikkusega, siis saaks ehitada rin-
giga pindvdrdse kolmnurga ja viimase jargi ka ruudu.
Sirgldigu joonestamist, mille pikkus vdrdub ringjoone pik-
kusega, nimetatakse ringjoone sirgestamiseks
ehk rektifikatsiooniks. Seda iilesannet piiiiti
lahendada enam kui 2000 aasta véltel, kuni saksa mate-
maatik Lindemann 1882. a. t3estas, et # on niisugune irrat-
sionaalne arv, mille pikkusega sirgldiku ei saagi ehitada
sirkli ja joonlaua abil. Sellest jareldub, et

ringjoone sirgestamine on sirkli ja joonlaua abil voimatu.
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Samuti on teostamatu ringi ruutimine ehk kvad-
ratuur, s.o. ringiga pindvdrdse ruudu ehitamine sirkli
ja joonlaua abil.

Ringjoone ligikaudseks sirgestamiseks on
palju votteid. Tutvume kahega neist.

1. Joonestame kaks ristuvat raadiust, ithendame nende
otspunktid ja leiame nii saadud koodlust } (joonis 72).
Kui ringjoone labim6ddu kolmekordset AD pikendada
koolu AB iihe viiendiku vorra, siis saame ringjoone ligi-
kaudse pikkuse CD.

C o= . o
y D

Joonis 72.

Arvutus:
“AB=V 27 =V 2 ~r. 14142
AC =3 AB = " 1%  0,28984r
CD ~ 6r 4 0,28284r ~ 6,28284r
S e—="mil —=0Dxf == 6.28319r
Seega selliselt konstrueeritud pikkus erineb tdelisest
ringjoone pikkusest vahem kui 0,0004r vorra.
2. Poolakas Adam Kochanski andis a. 1685 alljargneva

lihtsa, kuid véga tdpse poolringjoone sirgestamise vdtte.

117



Labi diameetri AB otspunkti B joonestame puutuja ja
keskpunkti O juurde ehitame murga BOC = 30°. Selle
kesknurga teine haar 16igaku puutujat punktis C. Edasi
leiame puutujal CB punkti D nii, et

G =0

Punktide A ja D iihendamisel saame sirgldigu, mille pikkus
ligikaudu vordub poolringjoone pikkusega (joonis 73).

Arvutades 16igu AD pikkuse
ndeme, et see erineb poolring-
joone pikkusest ligikaudu 0,00006r
vorra. Seega eespool-kirjeldatud
vote on vdga tdpne.

Ulesanded.

303. Prantsuse matemaatik
Viéte (1540—1603) leidis = jaoks
ligikaudse vadrtuse 1,8+ V/1,8.
Arvutada see viiekohalise murd-
osaga ja leida erinevus arvu =
Oigesti Umardatud viiekohalise
murdosaga vaadrtusest.

304. Joonestada ringjoon, mille pikkus vdrdub kahe
antud ringjoone pikkuste summaga.

Joonis 73.

305. Joonestada ringjoon, mille pikkus on pool antud
ringjoone pikkusest.

306. Mitu korda on ruudu iimberringjoon pikem sama-
ruudu siseringjoonest?

307. Ringi raadius on r cm. Kui pikk on ringiga pind-
vordse ruudu kiilg?
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Kordamisiilesanded.

308. Roopkiliku ABCD k\‘iljé CD punkt F on tthendatud
vastaskiilje AB otspunktidega. Toestada, et kolmnurga
ABF pindala on pool réopkiiliku pindalast.

309. Trapetsi ABCD kiilje BC keskpunkt E on iihenda-
tud kiilje AD otspunktidega. Tdestada, et AAED pindala
on pool trapetsi pindalast.

310. Toestada, et kolm-

nurga kolm kiljepoolita- 1000

jat jaotavad kolmnurga -/ |

kuueks pindvdordseks 3 |

osaks (vt. lUlesanne 9). ' \/\s /l
311. Vottes moodted ;550"1

jooniselt 74, arvutada Joonis 74

koistee vaguni kiilje pind-

ala (mm?2).

312. Joonise 75 andmetel arvutada kujundite pindalad.

a

é}
77
l

L
8
>

:
}

s
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Joonis 75.

313. Tommata lébi antud punkti sirge, mis poolitab
antud roopkiiliku pindala.

314. Arvutada taisnurkse kolmnurga pindala, kui selle
kiilgede pikkused valjenduvad teineteisele jargnevate paa-
risarvudena.
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315. Taisnurkse kolmnurga pindala on 720 m? ja kaa-
tetid suhtuvad nagu 9 : 40. Leida hiipotenuus.

316. Ehitada ruut, mis on pindvordne kahe ruudu pind-
alade summaga, kui nende kiiljed on 12 cm ja 15 cm.

317. Leida geomeetriliselt: 3v2, V2.

318. Kolmnurga kiiljed suhtuvad nagu 3:5:7. Kuidas
suhtuvad tema korgused?

319. Antud ruutu pindalaga 529 cm? on joonestatud

teine ruut pindalaga 289 cm? nii, et teise ruudu tipud on
antud ruudu kiilgedel. Kui pikad 18igud tekivad antud

ruudu kiilgedel?

320. Kolmnurga kahe kiilje summa on 20 m. Nende-
vahelise nurga poolitaja jaotab vastaskiilje osadeks, mis
suhtuvad nagu 5:3. Leida kiiljed.

321. Kolmnurga kiiljed on 15 cm, 18 cm ja 20 cm.
Leida suurima nurga poolitaja pikkus. Ndpundide:
kasutada nurgapoolitaja-teoreemi, Pythagorase teoreemi ja
seda tosiasja, et nurgapoolitaja otspunkt vastaskiiljel on
nurga haaradest vordsetel kaugustel.

322. Kahe sarnase kolmnurga pindalade suhe on 1,96.
Suurema kolmnurga kiiljed on 75,6 cm, 91 cm ja 119 cm.
Kui pikad on teise kolmnurga kiiljed?

323. Ringjoonel on vdetud punkt P, mis asetseb labi-
mdddu otspunktidest A ja B vastavalt 7 cm ja 24 cm kau-
gusel. Kui suur on kaugus AP, kui punkti P liikudes
mooda ringjoont kaugus BP saab vordseks 20 cm-ga?

324. Arvutada #(\/141 — V6) kuue kiimnendkohaga ja
vorrelda antud avaldises esinevaid arve tulemusega ja =
vaartusega.
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325. Leida veorihmaga iihendatud kahe poodrleva ratta
1abimddtude suhe, kui esimene ratas teeb minutis 1000,
teine 375 pooret.

326. Jaotada ring kontsentrilise

ringjoonega kaheks pindvdrdseks BEETY onm h
osaks. /1P

327. Kahe antud ringi raadiused //
on ry ja re. Kui pikk raadius on /
ringil, mille imbermd6t vordub an- 7
tud ringide tiimbermddtude vahega?

328. Kahe 1dikuva ringjoone C&“—‘*LT
raadiused on r; ja rs. Nende ldike- T @_4_
punktid tihendatakse ringjoonte A
keskpunktidega, millede vaheline Joonis 76.

kaugus on d. Leida saadud neli-
nurga pindala.

329. Raudplaadist 16igatakse kaks rida immargusi seibe
nii, et iga teises reas olev ldikeringjoon puudutab kaht esi-
meses reas olevat. Kui kaugel teineteisest on mdlema
seibirea keskkohti ldbivad sirgjooned? Seibi raadiuseks
votta 8,5 mm.

330. Ummargusest raudvardast tuleb freesida neljatahu-
line varras. Antud varda 1dbimd6t on 2,6 cm. Kui suur
on uue varda ristloike kiilg?

331. Kellapendli pikkus on 60 cm. Pendel tduseb von-
kumisel algseisust (joonis 76) ddrmisse seisu BP, olles niiiid
h = 15 cm korgemal kui punktis A. Arvutada kaugus BC.

332. Arvutada vordhaarse trapetsi pindala, kui trapetsi
alused on 7 cm ja 11 cm ning iiks nurk on. 45°.

333. Trapetsi iiks alus on pool teisest alusest. TOoes-
tada, et diagonaalid 16ikuvad punktis, m’s eraldab neist iihe
kolmandiku.
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334. Kaevukoogu pikem &lg on 3,25 m ja lithem &lg on
1,5 m. Kui palju vajub koogu lithema &la ots, kui pikema
Ola ots touseb 2,5 m?

335. Mansardkorra aken on kujult pool korraparast
kaheksanurka. Leida akna pindala, kui akna raami alu-
mise ddre pikkus on 2 m. Kui palju laheb klaasi tarvis,
kui raami laius on 4 cm?

336. Taisnurkses kolmnurgas kaatetitega 160 m ja
320 m on tommatud lihema kaatetiga paralleelne I6ikaja

nii, et saadud uue kolmnurga pindala on 1 ha. Kui pikad
on uue kolmnurga kaatetid?

337. Vana-Egiptuse maamddtjad kasutasid nelinurga
pindala arvutamisel valemit

S=a+c b+ d

Bl S ey

2 2
milles a ja ¢ ning b ja d on nelinurga vastaskiljed. Mis-
suguse nelinurga puhul see valem kindlasti annab &ige
tulemuse? Leida selle valemi abil réopkiiliku pindala ja
vorrelda tulemust ristkiiliku pindalaga, kui ristkiiliku kiil-
jed on vordsed roopkiliku vastavate kiilgedega.

338. Joonestada ristkiilik mdddetega a ja b ming selle
alusele a roopkiilik, mille teine kiilg on b ja kiiljele a tdm-

matud korgus on ;. Naidata joonisel ja arvutada viga,

mis tekib roopkiiliku pindala arvutamisel eelmises files-
andes antud valemi jargi.

339. E’giptlased kasutasid vordhaarse kolmnurga pind-
ala arvutamiseks valemit

S:ab

2

»

milles a ja b on kolmnurga alus ja haar. Kas leidub kolm-
nurk, mille puhul see valem annab dige tulemuse? Leida

-
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selle valemi abil vdrdhaarse kolmnurga pindala, kui kolm-
nurga alus on 22 cm ja haar on 61 cm. VG&rrelda tulemust
pindala tapse vaartusega.

340. Joonestada tdisnurkne kolmnurk kaatetitega a ja
b ning selle kaatetile a kui alusele vordhaarne kolmnurk,
mille haar on vordne kaatetiga b. Nédidata joonisel nende
kolmnurkade pindalade vahe.

341. Roomlased kasutasid vordkiilgse kolmnurga pind-
ala arvutamiseks valemit

milles @ on kolmnurga kiilg. Arvutada viga, mis tekib
kolmnurga pindala arvutamisel selle valemi jargi, kui
a= 14 cm.

342. Avaldada vordkiilgse kolmnurga pindala kiilje
a kaudu ja leida pindala vea tlilemmadar egiptlaste valemi
kasutamisel (iiles. 339) ja roomlaste valemi kasutamisel
(iles. 341). Kumb viimati nimetatud valemitest annab tap-
sema pindala vaartuse?

343. Hindu Brahmagupta (VII sajandil) andis kddl-neli-
nurga pindala arvutamiseks valemi

5=]/(p—a) (p—8) (p—20 (p—a)

milles a, b, ¢ ja d on nelinurga kiiljed ja p on nelinurga
pool imbermddtu. Arvutada selle valemi abil vordhaarse
trapetsi pindala juhtumil, kui trapetsi alused on 16 cm ja
6 cm ning haar on 13 cm. Naidata, et tulemus on dige.

344. Esimeses Veneméal trikitud aritmeetika oOpikus,
nimelt Magnitski ,Aritmeetikas” (1703), leidub jargmine
lilesanne:
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Tdaisnurkses kolmnurgas ABC, mille kdrgus on AD,
AB + BD vdrdub 36 ja AC + CD vdrdub 24. Leida AB
ja AC.

345. Esimesel koolidpilaste matemaatikaoliimpiaadil
Moskvas 1935. aastal oli iheks ililesandeks jargmine:

Ehitada ruut, mille kolm tippu asetseksid antud kolmel
paralleelsel sirgel.

346. Uheksandal koolidpilaste matemaatikaoliimpiaadil
Moskvas 1946. aastal anti VII—VIII kl. dpilastele esimeses
voorus tiiheks llesandeks jargmine:

Missugune on kumera hulknurga teravnurkade suurim
arv?

347. Eelmises iilesandes mimetatud vdistlustel oli teise
vooru lilesannete hulgas jargmine:

Nurga haaradel alates tipust O on margitud 16igud OA
ja OB (OA > OB). Ldigul OA on véetud punkt M ja 1digu
OB pikendusel punkt N nii, e¢ AM = BN = x. Leida x-i
vadrtus, mille puhul 16ik MN omab vdhima pikkuse.

124



23.
33.
34.
38.
40.
43.
44.
45,
46.
48.
50.
51.
52.
54.
55.
56.
e
58.
59.
60.
61.
62.
63.

67.
68.
72.

<3,

75.
76.

Ce

3,15 cm

396 ruuttolli

3 ruutjalga jne.
46,75 cm?

1,8 ha

31,25 c¢m?2 vorra
5 m

18 dm

72 m2

12,96 cm?2

7,5 cm

8% cm

14 cm ja 20 cm
24 m

2 korda suurem
99,06 m2

2,7 dm

1,2 m

23,94 ¢m?2

19,24 c¢m?2

58,56 m?2

82 m

19,5 cm?2
31 m

52,5 ¢m?2
Ligik. 4010
26 dm

1,8 cm
13,6 dm

4vVS
158 m

Ulesannete vastuseid.

78.
94.
95.
96.
9?.
98.
09
100.
101.
102.
1053.

104.

105.
106.
107.
108.
109.
110.

111.

112,
113.
114.
115.
116.
112,
118.
119.
120.

9,25 m2

10,7 m ja 134 m
533 m ja 6,67 m
6,3 m

48 cm ja 53,7 cm
55 cm

0,80 m

226 km kaugusele
36 cm

37,5 cm

f=9 cm

c =25 cm

b =20 cm

a=10 cm

b =2291 cm

6,5 cm

150 dm

252 cm

72 cm

9.1 cm

6,8 m, 2,88 m?2

4 vy

2

136 cm ja 18,6 cm
33.3. cm

0,312 m?2

21,4 cm

108 cm

43,25 cm?2

21,21 cm

4,33 cm, 64,95 cm?2
14,1 cm, 7,07 cm, 200 cm2
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121.
122.
1253.
124.

125.

126.
132.
139.
141.
142.
143.
144.
145.
146.
147.
148.
152,
153,
154.
155,
156.
157.
158.
160.

161.
162.
163.
164.
165.

166.
167.
168.
169.
170.
1035
175.
176.

126

6 cm, 20,8 cm
13 cm

60 cm

5,63 cm

rV5 kaugusel ringi kesk-
punktist

Ar2 :

Suurem osa on 6,18 cm
12,36 cm

246 c¢m?2

50%

6 m

24 cm

24 cm ja 10 cm

57 cm

On

53 cm

5,7 cm

31,2 cm

17 cm

35 cm ja 5 cm; 12 cm
2,6 m 4

25; 4,3; 1,45

£

V2:1; V3:2; 2:1
V3

Fan

0.8 cm; 2 cmns .Y,
Uks on 10,5 dm
Koige pikema kiilje 1Gigud:
95 cm ja 63 cm
35 cm

6.71 cm

9,21 cm

7,2 ecm

9 cm ja 15 cm
105 cm ja 3,62 cm
10,5 cm

4 b

o

172.
179.
181.
182.

182.
195.
198.
203.
205.
206.
207.
208.
209.
212.
213.
214.
215.
219.
220.
222.
223.
225,
226.
227.
228.
229,
230.
231.
232.
233.
234,
235.
237.
238.
239.

240.
242.

1,375-2.06; 1,8%; 2.79
6.3 cm

12,6 cm

Pikemat haara 3,43 cm
vorra

511 cm ja 5,68 cm
6,9 cm

3,75 .cm

Ei ole

8,75 dm? ja 3,15 dm?2

115 dm?2

14, m?, 56 m? ja 126 m2
15V2 dm

48 c¢m?2 ja 108 cm?2
10,73 cm ja 20,4 cm
72 cm

1im ja V2m

Y}

3,84 cm ja 10,16 cm
20,57 cm

17 dm

20 cm

4.8 km

64,5 km

1:25 000

3,48 cm

40,2 cm

1:250 000

920 km?2

6 m

65,5 m

38°

11,9 m

320 m

35 m

78 m

i 7

3

15 m



255.
256.
259.
260.
261.
262.
263.
266.
268.
269.
270.
271.
272.

273.

278.
279.

290.
291.
292,

295.
296.

62.8 cm
136 km
8742 m
Suur ratas 30 414 pooret
12,56 cm
2,5 em
30 pooret
620 cm?2
2 korda
1,4 m2

17 em
2897z c¢m?2
0,247 m2
g

3 V2

3

Suurema ringi pindala on:

(a+nb2)2

4nb2

10000 km
90

49° 30’

297.
299,

500.
501.

502.
306.

307.
314.
315,
318.
319,
320.
321.
322.
323.
325.
329.
330.
331.
334.
555
347.

114°

i

6V 607 cm

12 m

60° puhul 7 2V 3 —a)
V2 korda

rva

24

82 m

35:85:15

15 ecm ja 8 cm

1259m Ja.-7.5:m

15,1 ‘om

54 cm, 65 cm ja 85 cm

15 c¢m
3

;4,7 mm
1.8 cm
15V7 cm
1,15 m
Akna pindala on 1,41 m?2
x= 0A— OB
i g
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