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Sissejuhatus

Kaéesolevas bakalaureuset6os vaadeldakse lineaarse integraalvorrandi

b
y(t) = / w(t, s)y(s)ds + f() (a<t<b)

ligikaudset lahendamist kollokatsioonimeetodiga, mis tugineb vorrandi lahendi y
lihendamisele iihtlasel vorgul antud ruutsplainidega. Tuuma & ja vabaliikme f koh-
ta eeldatakse, et nad on pidevad funktsioonid vastavalt ruudul [a, b] X [a, b] ja 16igul
[a,b].

Bakalaureuset66 koosneb kolmest osast. Esimeses osas on késitletud ruutsplaini
moistet ja interpoleeriva ruutsplaini esitamist splaini esimest jarku tuletise vaartuste
kaudu ning B-splainide abil. Teises osas on késitletud Fredholmi teist liiki integ-
raalvorrandi lahendi olemasolu, iihesust ja siledust. Seejérel on tdestatud kollokat-
sioonimeetodi koonduvus (Teoreem 2.8) ning hinnatud ldhislahendite viga, kui tuum
Kk ja vabaliige f on kolm korda pidevalt diferentseeruvad vastavalt ruudul [a, b] X [a, b]
ja loigul [a,b] (Teoreem 2.11). Viimases osas on t66s vaadeldud meetodit rakenda-
tud konkreetsete integraalvorrandite ligikaudsel lahendamisel. Arvuliste tulemuste

saamiseks on koostatud programm, mis on kirjutatud programmeerimiskeeles R.



1 Ruutsplainid

1.1 Ruutsplaini moéiste

Kéesolevas t60s tdhistame tédhega R koigi reaalarvude hulka ning tdhega N koigi
naturaalarvude hulka. Olgu C|a, b] koigi 16igul [a, b] pidevate funktsioonide hulk ning
C™|a,b] (m € N) koigi 16igul [a, b] m korda pidevalt diferentseeruvate funktsioonide
hulk.

Olgu n € N. Jaotame 16igu [a, b] n osaks punktidega to,t1,...,ty:

Aniz{to,tl,...,tni a:t0<t1<...<tn:b}. (1)
Jaotust (1) nimetatakse 16igul [a, b] antud vérguks.

Definitsioon 1.1. Vorgule A,, vastavaks ruutsplainiks nimetatakse funktsiooni

S [a,b] — R, mis rahuldab jargmisi tingimusi:
1) funktsioon sy on igal osaldigul [t;,t;41] (1 =0, 1,...,n — 1) esitatav kujul

so(t) = coi + crit + cait®,  coiyCriycoi € R, t € [t tiya];

2) funktsioon s, on iiks kord pidevalt diferentseeruv 16igul [a, b], s.t.

So € C’l[a,b].

Vorgu A,, punkte tg,t1, ..., t, nimetatakse splaini sy solmedeks ja punkte t1,...,t, 1
nimetatakse splaini sy sisesdlmedeks.
Olgu S5(A,) koigi vorgule A,, vastavate ruutsplainide hulk. Osutub, et Sa(A,,)

on vektorruum, mille dimensioon on n + 2:

dim S>(A,) = n + 2.

Toepoolest, koigepealt kui sg), sg) € S3(A,,) on kaks suvalist splaini ning « ja

[ suvalised reaalarvud, siis ka s, = ocsél) + Bsg) on vorgule A, vastav ruutsplain
ja seega s € S3(A,). Tingimuse 1) pohjal on splain sy igas osaldigus [t;, ;1 1] (1 =
0,1,...,n—1) madratud kolme parameetriga cy;, c1; ja co;. Osaldike on kokku n, seega
on splaini se konstrueerimiseks vaja 3n parameetrit. Tingimus 2) seab splainile s,

igas sisesolmes 2 lisatingimust noudega
$2, 84 € Cla, b].
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Sisesolmede arv on n — 1, seega saame parameetrite ¢;; valiku jaoks 2(n — 1) kitsen-

dust. Niisiis, vorgule A,, vastav ruutsplain ss € So(A,,) sisaldab iildiselt
3n—2n—1)=3n—-2n+2=n+2

vaba parameetrit, mis ongi aluseks viitele, et dim S3(A,) = n + 2.
Lihtsuse mottes hakkame jargnevas suvalise vorgu A,, asemel kasutama iihtlast
vorku Ay:
Ap={ti=a+ih, i=0,1,...,n}, (2)

kus
_b—a

h , nelN.
n

1.2 Interpoleeriv ruutsplain

Olgu y € Cla,b] antud funktsioon. Olgu 16igul [a,b] antud iihtlane vork (2) ning

olgu sy vorgule Ay vastav ruutsplain, mis rahuldab tingimusi

SQ(xi):yi7 z':(],l,...,n—l—l, (3)
kus
g = to = a,
h .
'ri:ti—l—}_Ea Z:]_,Q,...,TL, (4)
Tpy1 =ty = b
ja

yi=y(x;), i=0,1,....,n+ 1.

Interpolatsioonitingimusi (3) rahuldavaid ruutsplaine s, nimetatakse interpolee-
rivateks splainideks.

Néitame, et splain sy € S3(A,) on interpolatsioonitingimustega (3) itheselt
maéadratud.

Tahistame

m; = sy(t;), i=0,1,...,n. (5)
Siis voib splaini so € So(Ap) igal osaldigul [t;,t;41] (i = 0,1,...,n—1) esitada kujul

h  (tig —t)? t—t)% h
s59(t) = Yip1 + g—%]mﬂr[%—g]miﬂ, ti <t <ti1, (6)
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kus y; = y(z;) (i =0,1,...,n — 1) on antud suurused ning m; (i = 0,1,...,n) on
otsitavad.

Definitsioonist 1.1 jareldub, et ruutsplaini tuletis on igal osaldigul [¢;,¢;11] (1 =
0,1,...,n — 1) lineaarne funktsioon. Tdhistuse (5) tottu voime seega splaini sy €
Sa(Ap) tuletise s5(t) iga t € [t;, t;41] korral esitada kujul

tiv1 —1 t—1t;
Slz(t) = +1h m; + h mMi4q. (7)

Vorduse (7) integreerimisel saame

t t ) _ .
/ sy(p)dp = / vt pmi + b b Mty | dp
t; t; h h

(tis1 — 1) (t —t:)? h
o T g 2
kust € [ti7ti+1]> 1=0,1,...,n—1.

ehk

so(t) = sa(ti) —

Vétame vorduses (8) muutuja ¢t vaartuseks ¢t =z, = t; + % Siis saame

(tiy1 — Tip1)? (Tip1 — 1) h
So(Tiy1) = sa(ti) — %mi + +Tmi+1 + g
ehk
h h
Yir1 = sa(ti) — g + g + 3
millest jareldub, et
() 3h h
S i) = Y; — MMy — —Myy1.
2 Yi+1 3 g Mhit1
Asendades sy(t;) vordusesse (8), saame
3h  h tia —t)*  (t—t)°
sa(t) = Yi1 = g T g1 — ( +2h ) m; + 5h mi+1+§mi

3h (tizi—t)? h t—t)> h
$2(t) = Yir1 + —g—%—FE m; + ( o ) —gl Mit1
ehk
_ h (tig, —t)? (t—t)> h
SQ(t) = Yi+1 + g - T m; + 2h - g miyq,

mis ongi vordus kujul (6).
Selleks, et splain sy kujul (6) oleks pidevalt diferentseeruv 16igul [a, b], peab iga

1=1,2,...,n — 1 korral kehtima

lim sy(t) = lim so(t) (9)

t—=t;+ t—t;—



ja
li ! = li ! =1,2,...,n—1.
Jm sp(t) = Iim s5(t), i=1,2,....n
Kui viimane vordus on esituse (6) puhul iga ¢ = 1,2,...,n — 1 korral automaatselt

taidetud, siis vorduse (9) kehtivust tuleb esituselt (6) eraldi nouda.

Koigepealt paneme téhele, et vordusest (6) saame

. 3h h ,
tl_g?_i_SZ(t)—yi+1_§mi_§mi+1, 1=1,2,...,n—1
Seejérel kirjutame esituse (6) osaldigu [t;_1,¢;] (i = 1,2,...,n) jaoks:
ho (t; —1)? (t—t,1)* h
t) =y e - — — g | M, tica <t <t (10
sll)=ut g = g |t | Ty s| " ! (10)
Vordusest (10) saame
. h 3h ,
tl_l)gl_82<t> —yi—i—gmi_l%—gmi, i=1,2,...,n—1.
Seega vordus (9) kehtib, kui
N h N 3h 3h h 19 )
i T S i o M = Yiv1 — M — oMy, = L,2,...,0— L.
yitghit g AR g/t
Selle tulemusena saame n — 1 vorrandit n + 1 tundmatu mg, mq, ..., m, suhtes:
1 3 1 i+1 — Yi .
it S S = % i=1,2,....n—1. (11)

Tingimuste so(zo) = Yo ja S2(Tni1) = Yns1 tOttu saame leida vorranditele (11) kaks
vorrandit lisaks.

Toepoolest, tingimusest ss(zg) = yo tuleneb

. h (tl - .To)2 (ZEO - t0)2 h
Yo = Y1 + 3 5h mo + 5 T3 my

o [E R,k

=Y 3 5 mo 8m1

IR R

= 3 0 8m1

ehk

3 1 —
gmo + gml = h n yO’ (12)

kus yo = y(xo), y1 = y(z1).



Tingimusest so(x,11) = Yn+1 tuleneb

- h (tn - $n+1>2 (anrl - tnfl)2 h
Ynt1 = Yn + s on Mp—1 + oh 3 My
+h n h h
— IYn SMy— - — | My
YnTGMn=1 71573
+h +3h
- In =My — — My
Yn T QM1 TG
ehk
1 3 1l — Un
kus y, = y(7,) ja Ynr1 = Y(Tny1)-
Vorrandististeemi (11), (12), (13) voime kirja panna maatrikskujul
L0 0 0 ... 0 0 0} (mo nu-yo
3 L0 0 ... 0 0 0 m 2y
0 é % % 0 0 0 O my i (14)
0O 0 O 0 o0 0 % % My Yntl=tn
ehk
Am =g,
kus
myo go
my g1
m=|m|. 5= g ,gi=—yl+1h_yl,z':o,1,...,n
mp gn
ja
31
s 5 0 0 0 0O 0 O
13
3 1 % 0 0 0O 0 O
A 0 % % % 0 0O 0 O
0O 0 O 0 O 0 % %




Vorrandisiisteemi (14) maatriksi A = (ay;)7,— elemendid rahuldavad tingimust

. 1
7=0
J#
Seega A on domineeriva peadiagonaaliga maatriks, vorrandisiisteem (14) on iiheselt
lahenduv ja tema lahendi mg, my, ..., m, jaoks kehtib hinnang (vt. [5], 1k 333)

1
max |m;| < — max|g;|
0<i<n q 0<i<n

ehk

4
Org%lmil < Eorg%lym —vil - (15)

Kuna vorrandisiisteemi (14) lahend mg, ms, ..., m,, on iiheselt madratud, siis on
titheselt médratud ka suuruseid mg, mq, . .., m, sisaldav splain s, € Sy(A},) kujul (6).
Kontrollime, et saadud splaini sy korral toepoolest kehtivad interpolatsioonitin-

gimused (3).

Koigepealt nieme, et esituse (6) korral so(xiv1) = ¥iv1, 1 =0,1,...,n— 1:
h (tig1 — Tig1)? (i1 — ) R
$2(Tiy1) = Yir1 + 3 % m; + +T 3 Myl
[ 2 2
h h
e e
= Yi+1 ] 2h m; 2h ] mi+1

h h h h
=Yt |g—g| Mt |5~ 5| Mt

= Yi+1-

Veel ndeme, et so(xg) = yo = a. Toepoolest, vottes esituses (6) t = zo = top = a,

saalne
o h (tl - ZL'())Z ([EO - t0)2) h
saldo) =yt g = g et g g™
~3h A
=W 3 Mo 8m1

Asendades saadud seosesse suuruse y; vorduse (12) abil, leiame

3h h 3h h
so(xg) = —mo + < + Yo — — Mo — <M1 = Yo.

8 8 8 8



Analoogiliselt saame, et so(x,11) = Yny1. VOttes esituses (10) t = xp = t, = b,

leiame
h  (th — Tpi1)? tn —tn_1)?) h
82(1’n+1) = Yn + g - %1 Mp—1 + ( o 1> ) - g] my,
+ + 3h
= Yn <sMp— < My
n T gMn=1 T 7g

Asendades siin suuruse y,, vorduse (13) abil, saame

h 3h h 3h
—Mp—1 — — My + Yn+1 +-Mmpy_1+—m, = Yn+1-

8 8 8 8

32($n+1) = -

Jéargnevas punktis kasutame ruutsplaini sy € S5(Ay) esitamiseks baassplaine.

1.3 Ruutsplainide esitus baassplainide kaudu

Valides ruumis Sy (A},) baasi, s.t. mingid n+2 splaini By, Ba 1, ..., Bant1 € S2(Ap),
mis on lineaarselt soltumatud 16igul [a, b], saame iga S2(A,) elemendi sy esitada
baassplainide lineaarse kombinatsioonina:

n+1

so(t) = Zc,.Bg,i(t), t e la,b],

kus ¢; (1 = 0,1,...,n+ 1) on konstandid. Rakendustes kasutatakse ruumi Sy(Ay)
baassplainidena sageli nn B-splaine By; (i = 0,1,...,n+ 1), mis on defineeritud
(vt. néiteks [2],[5]) jargmiselt:

;

(t—t;—2)2 .
(ti_ti72)(ti—21_ti72)7 t € [tz tion);
(t—ti—2)(ti—1) (tigr—t)(t—ti—1) .
1. Ty Lt 4 ) t e [ti—luti)a
B2’l(t> — (tz tz(?)(tz )t;l) (t1+1 tzfl)(tz tzfl) (16)
tig1—t .
(ti+1—tit11)(ti+1—ti)’ t€ [t tiva);
0, mujal,

\

kust o =1t_1 =1y, thio =ty = t,; kui 2 = n + 1, siis

(t_tnfl)2 .
t —t )29 te [tn—latn]v
BZ,n—i—l(t) = ) (17)

0, mujal.
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2 Kollokatsioonimeetod

2.1 Fredholmi teist liiki integraalvorrandi lahendi olemas-

olu, iihesus ja siledus

Vaatleme integraalvorrandit

b
y(t) = f(t) +/ k(t,s)y(s)ds, t € [a,b], (18)

kus f ja k on antud funktsioonid ja y on otsitav. Seda vorrandit nimetatakse Fredhol-
mi teist litki integraalvorrandiks. Funktsiooni s nimetatakse integraalvorrandi (18)
tuumaks ning funktsiooni f vabalitkmeks. Vorrandi (18) lahendi olemasolu ja iihesus

on kirjeldatav jargmise teoreemiga (mis jareldub punktis 2.4 toestatavast Teoreemist

2.8).

Teoreem 2.1. Olgu tuum k pidev ruudul [a,b] X [a,b] ja vabaliige [ pidev loigul

[a,b]. Olgu vorrandile (18) wvastaval homogeensel vorrandil

y(t) = / st s)y(s)ds (¢ € [a.D]) (19)

olemas ainult triviaalne lahend y = 0.

Siis vorrand (18) on theselt lahenduv ja tema lahend y on pidev funktsioon loigul

[a,b]: y € Cla, .

Vorrandi (18) lahendi diferentseeruvuse kohta kehtib jargmine tulemus (mis on

saadav vorrandi (19) vasaku ja parema poole jirjestiku duferentseerimise teel).

Teoreem 2.2. Eeldame, et k € C™([a,b] X [a,b]) ja f € C™[a,b], kus m € N. Olgu
vorrandile (18) vastaval homogeensel vorrandil (19) olemas vaid triviaalne lahend.

Siis vorrandi (18) lahend y on m korda pidevalt diferentseeruv loigul [a,b]: y €

C™[a,b].

2.2 Kollokatsioonimeetod
Vaatleme integraalvorrandit (18), s.t. integraalvorrandit kujul
o) = [ st o)s + 10, et
kus tuum « on pidev ruudul [a, b] X [a, b] ja vabaliige f pidev 16igul [a, b].
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Olgu 16igul [a, b] antud iihtlane vork Ay, ja olgu sellele vorgule vastavad baassplai-
nid esitatud kujul {(16),(17)}. Integraalvorrandi (18) ldhislahendit y, € So(Ap)

otsime kujul

n+1
yn(t) = ZCJBZ,j(t)a le [CL> b]a (20)
5=0
kus ¢; (7 =0,1,...,n+ 1) on konstandid, mis tuleb méérata. Konstantide

médramiseks nouame, et integraalvorrand (18) on rahuldatud interpolatsioonipunk-

tides x; (1 =0,1,...,n+1):

b
Yn(zi) = / K(Zi, $)yn(s)ds + f(x;), 1=0,1,...,n+1, (21)

kU.SIOItO:Cl, mi:ti_l—i—%(i:l,Q,...,n), I‘n+1:tn:b.

Esituse (20) tottu votavad tingimused (21) kuju

n+1 n+1 b
chBQJ(a:i) = ch [/ k(x;, s)Baj(s)ds| + f(z;), ¢=0,1,....,n+1
§=0 j=0 @
ehk
ntl tit1
}:_&Aﬂy—/' K(5,8) Bos(s)ds | ¢; = f(zs), i=0.1,...n+1, (22)
j=0 tj—2

kus t,Q = t,1 = to, tn+2 = tn+1 = tn, tl € Ah, 1= 0, coe, .
Vordused (22) kujutavad lineaarset algebralist vorrandisiisteemi suuruste

€0, C1, - - -5 Cny1 Suhtes.

2.3 Galjorkini meetodi koonduvusteoreem

Olgu F Banachi ruum. Olgu f € E ja K: F — FE pidev lineaarne operaator.

Vaatleme operaatorvorrandeid kujul
y=Ky+f (23)

ja

kus P,: E — E on projektorid s.t. pidevad lineaarsed operaatorid omadusega

P2=Pp,

12



Teoreem 2.3. Olgu K lineaarne tdaielikult pidev operaator Banachi ruumis E. Ho-
mogeensel vorrandil v = Kv olgu vaid null-lahend v = 0. Projektorid P, (n € N)

koondugu n — oo korral punktiviisi iihikoperaatoriks:
Py =y, n — 00,

s.t. igay € E korral|Pyy —y|| = 0, kui n — oo. Siis vorrand (23) on iga f € E
korral theselt lahenduv ja leidub selline ng, et n > ng korral on ka vorrandid (24)
tiheselt lahenduvad. Vorrandite (24) lahendid y,, koonduvad n — oo korral vorrandi

(23) lahendiks y ning kehtib veahinnang

lyn —yllp < clly = Payllp, = no, (25)
kus konstant c ei soltu arvust n ega vabalitkmest f.

Teoreemi 2.3 toestuse voib leida raamatust [4], Ik 59.

2.4 Kollokatsioonimeetodi koonduvus

Olgu antud {ihtlane vork Aj,. Olgu P, operaator ruumist Cfa, b] ruumi C|a, b], mis
igale pidevale funktsioonile y € C|[a, b] seab vastavusse funktsiooni P,y € So(Ay) C

Cla, b] ja rahuldab tingimusi
(Poy)(zi) = y(z:) i=0,1,...,n+1 (26)

Punktis 1.2 nédgime, et s = P,y € S3(A}) on tingimustega (26) itheselt maaratud.
Olgu E ja F Banachi ruumid, siis £(E, F') all moistame koigi pidevate lineaarsete
operaatorite A: E'— F' ruumi normiga [|Al| ;5 ) = sup{||Aclz : e € E\fe]|z = 1}

Jargnev lemma kirjeldab operaatori P, pohiomadusi.

Lemma 2.4. Operaator P, : Cla,b] — Cla,b], mis igale funktsioonile y € Cla,b]
seab vastavusse funktsiooni P,y € Sa(Ay) ja rahuldab tingimusi (26), on lineaarne

ja tokestatud operaator omadustega P2 = P, ning

||PTLH£(C[a,b],C[a,b]) < 1L (27)

Téestus. Interpolatsioonitingimuste (26) lineaarsuse tottu on operaator P, lineaar-
ne. Kuna funktsioon sy = P,y € S3(Ap) C Cla,b] on iga y € Cla,b] korral tingi-

mustega (26) iiheselt méiératud, siis P? = P,,.
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Kasutades esitust (6) ja vorratust (15), saameigat € [t;,t;41] (1 =0,1,...,n—1)

korral funktsiooni (P,y)(¢) hinnata jargmiselt:

h (tig —t)? (t—t)* h
P @)] <yl + |5 — T ] {2
h (tipr —6)*  (t—1t)* h
< — — . .
< ||y||C[a,b} + 3 + oh T o + ) JQ%’%'”‘"
g h h h h |
Syllouy + |g+5+35+ 5| Qaximi
5)
<yl + 7h - max mil
5 Yi+1 — Yi
<llofan + Zh : 4(@%
_ ) Yit1 — Yi
=1yl cpay + 5h nax | —— :
e ol
g 2
Yit1 — Vi Yllcta)
<
&g h |5 h
siis iga t € [t;,t;11] korral
|(Pay) ()| < 19l s + 10Ul cae = 1Yl oo -
Seega
||Pny||c[a,b} < 11||y||0[a,b]’
millest jareldub hinnang (27). O

Formuleerime niiiid kaks tulemust (vt. vastavalt [3], 1k 135 ja [3], lk 223) funkt-

sionaalanaliiiisi kursusest, mida ldheb vaja jargnevates toestustes.

Teoreem 2.5 (Banach-Steinhausi teoreem). Olgu X ja Y Banachi ruumid ning
E pohihulk ruumis X . Jada A, € L(X,Y) koondub punktiviisi operaatoriks
A€ L(X,Y) parajasti siis, kui on tiidetud jirgmised tingimused:

1) IM € R, [|Anllpxy) < M ¥ €N,
2) Ayx — Az, VX € E.

Teoreem 2.6. Olgu X Banachi ruum ja olgu T € L(X, X) kompaktne operaator.
Vorrand v = Tx + f on iga f € X korral lahenduv parajasti siis, kui homogeensel
vorrandil x = Tx on ainult triviaalne lahend. Sel juhul on vorrand x = Tx + f iga

f € X korral diheselt lahenduv.
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Lemma 2.7. Rahuldagu operaator P, (n € N) Lemma 2.4 tingimusi. Siis iga
y € Cla,b] korral
1y = Puyll o — 0, kuin — oo (28)

Toestus. Lemma 2.4 kohaselt || Pyl £ (cap.c1ap < 11 iga n € N korral. Koondumine

(28) jareldub vahetult Banach-Steinhausi teoreemist 2.5. O

Teoreem 2.8. Eeldame, et vorrandi (18) tuum k € C([a,b] X [a,b]) ja vabaliige

f € Cla,b]. Olgu vorrandile (18) wvastaval homogeensel vorrandil

ymz/mwwwwuemm

olemas ainult triviaalne lahend y = 0. Olgu kasutusel tihtlane vork (2) ja interpolat-
stoonipunktid (4).

Siis vorrand (18) on theselt lahenduv ja tema lahend y € Cla,b]. Leidub selli-
ne ng, et n > ng korral kollokatsioonitingimused (21) mddravad theselt lahendi y

lahislahendi y,, kujul (20) ning leiab aset koondumine
19n = Yllcpay — 0, kuin — oco. (29)

Téestus. Olgu E = C|a,b] 16igul [a,b] méédratud pidevate funktsioonide z ruum

normiga || z|| = max,<;<y|2(t)|. Kirjutame vérrandi (18) operaatorkujul
y=Ky+/ (30)

kus f € Cla,b] ja K: Cla,b] — Cla,b] on integraaloperaator, mis on defineeritud
vordusega ,
K)(0) = | wt(s)as.

Operaator K € L(C|a,b],Cla,b]) on kompaktne (vt. [3], Ik 125). Kuna vorrandil
y = Ky on olemas ainult triviaalne lahend y = 0, siis Teoreemi 2.6 pohjal on
vorrand (30) iiheselt lahenduv ja tema lahend y € C|a, b].

Paneme téhele, et P,y(t) = 0igat € [a, b] korral parajasti siis, kui y(x;) =0 (i =
0,1,...,m 4 1), seega kollokatsioonitingimused (21) on kirjutatavad kujul

Yn = Po Ky, + P, f, (31)

kus P,: Cla,b] — Cla,b] on punktis 2.4 defineeritud interpolatsiooniprojektor.
Koondumine (28) iitleb, et projektorid P, (n € N) koonduvad n — oo korral punk-

tiviisi iihikoperaatoriks.
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Teoreemi 2.3 kohaselt leidub selline ng, et n > ng korral on vorrand (31) iiheselt

lahenduv ja kehtib veahinnang (25):

190 = Ylleay < cllv — Paylley » 7 = no,

kus y € C[a,b] on integraalvorrandi (18) lahend. Rakendades Lemmat 2.7 saame
koonduvuse (29). O

2.5 Veahinnang

Kollokatsioonimeetodil (21) saadud integraalvorrandi (18) ldhislahendi y,, vea hin-

damiseks esitame kdigepealt jargmise tulemuse, vt. [1], [2].

Lemma 2.9. Olgu Q,: Cla,b] — C|[a,b] operaator, mis igale funktsioonile

y € Cla,b] seab vastavusse funktsiooni Q,y, mis on defineeritud valemiga

n+1
1 li1+ 1 1

=0

kust_y =tg, tny1 =tn, t; € Ap (0 =0,1,...,n) ja baassplainid Bs,; on defineeritud
valemitega {(16), (17)}. Siis iga osaldigu [t;, t;11], (i =0,1,...,n— 1) korral

Hy - QnyHC titivt < 4di8t[ti717ti+2](y’ 7T2)7 (32)
[tistita]

kus
d- tuv ) = 1] f -
15[y, ](y 7‘2) pl€n7r2Hy PHC[W]

ja o on ruutpoliinoomide hulk.
Lemmade 2.4 ja 2.9 abil saab toestada jdrgmise teoreemi.

Teoreem 2.10. Olgu P,: Cla,b] — S3(Ap) (n € N) interpolatsioonioperaator, mis
rahuldab tingimusi (26). Siis iga y € C3[a,b] korral

Iy = Payllcras < 64016" |l gy - 2 (33)

kush:b_Ta.
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Téestus. Olgu y € C?[a, b] antud. Siis Lemmade 2.4 ja 2.9 pohjal

1Y = Patlloap =11y — @uy + @uy — Poyllopay
<lly - QnyHC[a,b] +|Qny — PnyHC[a,b]
=y — Quyllcpuy +HPn(y—Qny)Hc[a,b] (34)
=y = @nyllcy 1Pl cicapcran 1Y — @n¥llepy
<llv = @uyll cpay (1 +HP71HE(C[a,b},C[a,b])>
< 12[ly — Quyll oy -
Jargnevas hindame normi ||y — Q,y||-

Olgu t € [t;_1,tito], kusi € {0,1,...,n— 1} jat_y = tg, t,r1 = t,. Vaatleme

Taylori valemit funktsiooni y jaoks punktis w; = —Z 12 Jaskliikmega Lagrange’i
kujul:
"
o) = Toult) + L
kus £ € [w;, t] ja
!
W
Tou(t) = y(wi) + y'(wi)(t —w;) + i (2 >(t — wi)2

Kuna 75, on ruutpoliinoom, siis saame

diSt[tifl,tiJrQ](y? 7T2) S Hy - T27iHC[ti717ti+2] .

Hinnangu (32) tottu

1y — Qut/ll e,y < 4lly — Tm}}c[ti_hw, i=0,1,...,n— 1 (35)
Jargnevalt hindame viga Hy — T2’iHC[t¢,1,ti+2]'
Olgut € [t;_1,w], i=0,1,...,n — 1. Kuna y € C3[a, b], siis
"
| — Tyt ‘_ yéf) _wi)3
< 21— 0P
(2h)°
< =Ygy
4
= gthyWHC[a,b} :
Analoogiliselt saame t € [w;,t;12], i =0,1,...,n — 1 korral hinnata
Hy TQ%HC[tl Ltiga] = 3h3Hy//IHC[a,b]
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ja hinnangu (35) kohaselt saame ¢ = 0,1,...,n — 1 korral

16

ly — QnyHC[ti,tiJrl] < ?h?’HymHC[a,b] ’

millest jareldub, et

16
Hy - Q”yHC[a,bl < §h3||?/"||qa,b] : (36)

Niiiid, kasutades hinnanguid (34) ja (36), saame hinnangu (33):

||y _ PnyHC[a,b] < 12||y - QnyHC[a,b]

16
<12 ?thymHC[a,b}

= 645 HymHC[a,b] :

]

Jargnevalt hindame kollokatsioonimeetodi (21) abil saadud vorrandi (18) ldhislahendi

Yn Viga.

Teoreem 2.11. Olgu € C3([a,b] X [a,b]) ja f € C3[a,b]. Olgu vorrandile (18)
vastaval homogeensel vorrandil (19) olemas vaid triviaalne lahend. Siis leidub ny € N

nit, et n > ng korral kehtib hinnang

190 = Yll ooy < ¢ 1, (37)

kus h = b_T“, y on vorrandi (18) lahend ja y, on lahendiy lihislahend, mis on saadud
kollokatsioonimeetodil (21) ming ¢ on positiivne konstant, mis ei soltu parameetrist

n.

Toestus. Teoreemi 2.2 kohaselt kuulub vorrandi (18) lahend y ruumi C?[a,b]. Kui
n on kiillalt suur (n > ny), siis Teoreemi 2.8 kohaselt on kollokatsioonitingimustest
(21) tulenev operaatorvorrand (31) iiheselt lahenduv ja kehtib hinnang (25), kus y on
integraalvorrandi (18) lahend ja y, on vorrandi (31) lahend. Rakendades Teoreemi

2.10 saame hinnangu (37). O

18



3 Arvulised naited

3.1 Niéide 1

Vaatleme integraalvorrandit

e +1

y(t) = e' — cos(t) + /07T cos(t) sin(s)y(s)ds, t € [0,7]. (38)

See vorrand on kujul (18), kus [a,b] = [0, 7], k(t,s) = cos(t)sin(s) ning f(t) =

e' — cos(t) 5. Vorrandi (38) lahendiks on
y(t)=¢", telo,7]. (39)

Lahendi (39) ldhendi y,(¢) (n € N) leidmiseks kasutame punktis 2.2 kirjeldatud
kollokatsioonimeetodit (20)-(22), vottes aluseks iihtlase vorgu A;, punktidega
ti=1h,kusi=0,1,...,njah="7 (ncN).

Suuruse ||y, — yl| ¢ - 1dhendi arvutame jargmiselt:

Ep = INax 1|y(Tij) — yn(735)] » (40)

0<i<n—
0<j<10

kus

tiv1 — t; ) .
Tij:ti+j(+110 ) 1=0,1,...,.n—1jaj=0,1,...,10.

Vigade ¢,, arvutamiseks on koostatud lisas toodud programm programmeerimiskee-

les R. Osa saadud arvulistest tulemustest on esitatud tabelis 1.

n En En/Eon

2 |6.514-107 | 7.560200
4 | 8.616-1072 | 7.844721
8 | 1.098-1072 | 7.917289
16 | 1.387-1073 | 7.958742
32 | 1.743-107% | 7.979732
64 | 2.184-107° | 7.99007
128 | 2.734-1076

Tabel 1: Vorrandi (38) léhislahendite koondumine

Tabelist ndeme, et arvulised tulemused vastavad Teoreemi 2.11 hinnangule (37).
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3.2 Naide 2

Vaatleme integraalvorrandit

1
y(t) =t+ £z — gt2 —|—/ t*.y(s)ds, te€l0,1], (41)
0

kus [a,b] = [0,1], #(t,s) = ¢ ning f(t) =t +t2 — It Vorrandi (41) lahendiks on
y(t)=t+1t2, telo1]. (42)

Lahendi (42) ldahendi y,(¢) (n € N) leidmiseks kasutame punktis 2.2 kirjeldatud
kollokatsioonimeetodit (20)-(22), vottes aluseks iihtlase vorgu Aj, punktidega
t; = ih, kusi:O,l,...,njah:% (n € N).

Suuruse ||y, — yllcp,, 1dhendi arvutame valemiga (40). Osa saadud arvulistest

tulemustest on esitatud tabelis 2.

En 5n/€2n

1.031-107% | 1.413335

n

2

4 | 7.298-1072 | 1.414239
8 |[5.160-1072 | 1.414217

16 | 3.649-1072 | 1.414214

32 | 2.580-107% | 1.414214

64 | 1.824-107% | 1.414214
128 | 1.290 - 102

Tabel 2: Vorrandi (41) 1&hislahendite koondumine

Kuna vorrandi (41) korral ei ole Teoreemi 2.11 eeldused tdidetud, siis hinnang
(37) ei pruugi kehtida. Tabelis 2 saadud arvulised tulemused on selle véite kinnitu-

seks.
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Lisa

Programm on kirjutatud programmeerimiskeeles R.

max_vead = l:max_n
for (indeks in l:max_n) {

n = 2xxindeks

h=(b—-a) /n
t = seq(a, b, length.out = n + 1)
x = seq(a, b, length.out = n + 2)

for (i in 2:(n + 1)) {
x[i] =t[i - 1] +h / 2

K = function(t, s) {

return(cos(t)*sin(s))

Fa = function(t) {
return (exp(t)—cos(t)*((exp(pi)+1)/2))

Y = function(t) {
return (exp(t))

}
B = function(i, s) {

if (i=—1) {
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if ((t[1] <=3s) & (s < t[2])) {
return (((t[2] — s) *x 2) / h*x2)

}
else{
return (0)
}
}
if (i = 2) {

if ((t[1] <=3s) & (s < t[2])) {

return (((s — t[1]) = (t[2] — s)) / h*x2

+ ((t[3] — s) = (s — t[1]))/(2xh*x2))

}
if ((t[2] <= ) & (s < t[3])) {

return (((t[3] — s) *x 2) / (2xh*x2))
}
else{

return (0)

}
}
if (i = (n+ 1)) {
if ((tjn— 1] <=5) & (s < t[n])) {
return(((s — t[n — 1]) =*x 2) / (2xh*x%x2))

}
if ((t[n] <=5s) & (s < t[n + 1])) {
return (((s — t[n—1]) % (t[n+1] — s))/(2xh*%x2)
+ ((t[n+1] —s) * (s — t[n]))/(h*x2))
}
else{
return (0)
¥
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if ((t[n] <=5s) & (s <= t[n + 1])) {
return(((s — t[n]) *x 2) / h*x2)

}

else
(return(0))

}

else{
if ((t[i — 2] <=35)&& (s < t[i— 1])) {
return(((s — t[i — 2]) *x 2) / (2xhxx2))
}
if ((t[i - 1] <=3s) & (s < t[i]))
return(((s — t[i—=2]) = (t[i] — s)

{
)/ (2%hxx2)
+ ((t[i+1]=s) = (s—t[i—-1]))/

(2xh*%2))
}
if ((t[i] <= ) & (s < t[i + 1])) {
return(((t[i + 1] — s) =** 2) / (2xh*x2))
}
return (0)
}
}
A = matrix(rep(0,(n+2)*%(n+2)),nrow=n+2,ncol=n+2)
for (i in 1:(n + 2)) {
I = integrate (function(s) B(1, s) * K(x[i], s),
t[1], t[2])8value
Ali, 1] <= (B(1, x[i]) = I)

J = integrate (function(s) B(2, s) % K(x[i], s),
t[1], t[2])8value

O = integrate (function(s) B(2, s) * K(x[i], s),
t[2], t[3])8value

Ali, 2] < (B(2, x[i]) — (J +0))
if (n> 2) {
for (j in 3:(n)) {
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I = integrate (function (s

t[j — 2],

J = integrate (function (s

tlj — 1],

O = integrate (function (s

t[il, t[]

B(n + 1, s) % K(x

I = integrate (function(s) B(
t[n — 1], t[n])$value
O = integrate (function(s) B(n + 1,
t{n], t[n + 1])8value
Ali, n+ 1] <~ (B(n + 1, x[i]) — (I
J = integrate (function(s) B(n + 2,
t{n], t[n + 1])8value
i

Ali, n+ 2] < (B(n + 2, x[i]) — J)

}
F_mat = Fa(x)
C = solve(A, F_mat)
YN = function(x) {
sum = 0
for (i in 1:(n + 2)) {
sum = sum + C[i]| = B(i,
}
return (sum)
}
max_err = 0
max_place = 0
for (i in 1:n) {
for (j in 0:10) {
xij = t[i] +j % (h /1

x)

0)
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dif = abs(Y(xij) — YN(xij))

if (dif > max_err) {

max_err = dif
max_place = xij
}
}
}
max_vead [indeks| = max_err
}
suhted = 1:max_n

for (i in l:max_n) {
if (i = 1) suhted[i] =0
else suhted[i]| = max_vead[i—1]/(max_vead[i])

}

suhted
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