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Einleitung.

Bei einer Potenzreihe
Ug + U2+ Uo22 . . F URP ..

konnen drei fundamental verschiedene Fille auftreten, je nach-
dem ob der Konvergenzradius

R =hm sup;—l—
n - CO V‘m

der Potenzreihe unendlich ist (bestdndig konvergente Potenz-
reihe) ; oder endlich und von Null verschieden (konvergente
Potenzreihe) ; oder gleich Null ist (divergente Potenzreihe).

Wenn der Konvergenzradius der Potenzreihe unendlich ist,
so bestimmt die Reihe durch ihre Summe eine analytische Funk-
tion U(z), die in der ganzen komplexen Ebene holomorph ist und
somit eine ganze Funktion darstellt. Mit der ndheren Unter-
suchung solcher bestindig konvergenter Potenzreihen beschaftigt
sich die Theorie der ganzen Funktionen.

Ist der Konvergenzradius der Potenzreihe endlich und von
Null verschieden, so definiert die Summe der Reihe eine im Kon-
vergenzkreise |z| < R holomorphe analytische Funktion u(z),
deren Existenzbereich sich jedoch in vielen Fillen iiber den Kon-
vergenzKkreis hinaus erweitern kann. Die ausfiihrliche Er-
forschung der konvergenten Potenzreihen gehort in den Bereich
der Theorie der analytischen Fortsetzung.

Wenn der Konvergenzradius der Potenzreihe gleich Null ist,
dann besitzt die Reihe in gewohnlichem Sinne keine Summe (mit
Ausnahme des Punktes z=0) und bestimmt daher in dieser Weise
keine Funktion.

In diesem Falle miissen wir vor allem den Begriff der Summe
einer Reihe verallgemeinern, so dass auch einer divergenten
Potenzreihe eine gewisse Funktion ¢(z) als Summe zugeordnet
wird, die mit der divergenten Potenzreihe in analogischer Be-
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ziehung wie die analytische Funktion w(z) mit der konvergenten
Potenzreihe steht. Jenes Problem ist der Amstoss der Entwick-
lung der Theorie der divergenten Potenzreihen
geworden.

Damit die verallgemeinerte Definition der Summe praktisch
verwendbar sei, muss diese Definition moglicherweise die drei
folgenden Bedingungen erfiillen:

10 Jede konvergente Potenzreihe soll im
Konvergenzkreise durch das 'verallgemei-
nerte Verfahren summierbar sein, wobei die
verallgemeinerte Summe mit der gewohn-
lichen Summe der Reihe iibereinstimmen
muss;

20 Alle Rechenoperationen, sowohl arith-
metische wie auch infinitesimale, die auf die
konvergenten Potenzreihen anwendbar sind,
so0llen im allgemeinen auch bei den divergen-
ten Potenzreihen giiltig bleiben, die im ver-
allgemeinerten Sinne summierbar sind;

30 Ist eine konvergente Potenzreihe in
einem Punkte ihres Holomorphiesternes mit-
tels des verallgemeinerten Verfahrens sum-
mierbar, so soll die verallgemeinerte Summe
mit dem entsprechenden Funktionswert, den
man durch analytische Fortsetzung der Po-
tenzreihe im Holomorphiestern erhidlt, iiber-
einstimmen.

Ein derartiges Summierungsverfahren, das allen dreien oben-

genannten Bedingungen geniigt, hat E. Borel!) in seiner
Theorie der absoluten Summabilitat gegeben,
indem er die verallgemeinerte Summe der Reihe

u0+u]z+u2z2+...+unzn+...

durch das uneigentliche Integral

oo
fe—' F (zx)dz,
0
') Emile Borel, Mémoire sur les séries divergentes. Annales de
I’Ecole Normale supérieure, III sér., t. 16, 1899, S. 79—131. — E. Borel,

Lecons sur les séries divergentes, Paris, 1901, 1928.



A XXXVII. 7 Verallgemeinerte Theorie. . . 5

oo ‘t”
F(t) s o zﬂun W
n=0

definiert.

In der vorliegenden Arbeit werden wir zeigen, dass die Theo-
rie Borels sich vollstindig verallgemeinern ldsst, wenn man
als verallgemeinerte Summe der Potenzreihe das Integral von
Le Roy

00
/e—" Uzx*) de,

(2

0
mit
(o] tn
U(t) e ,Y‘un TIRAY ] a > Oy
n;'(') ne
betrachtet, das sich fiir a=1 auf das Integral von Borel
reduziert.

In derselben Richtung haben schon Ed. Le Roy!) und
Edm. Maillet2) die Theorie Borels verallgemeinert, doch
ithre Verallgemeinerungen sind in dem Sinne nicht vollstindig,
als sie gewisse beschriankende Voraussetzungen iiber die Natur
der Funktion U(¢) gemacht haben, die im Sonderfalle « =1 in
der Theorie der absoluten Summabilitit B orels fehlen.

Anderseits sind die Beweise von Le Roy und Maillet
nicht mit geniigender Strenge durchgefiihrt worden, weil beide
das Weglassen von Gliedern in einer divergenten Reihe ohne
jede ndhere Begriindung als selbstverstindliche Tatsache ange-
sehen haben.

Daher habe ich es nicht fiir iiberfliissig gehalten, die ver-
allgemeinernde Theorie von Borel mit aller Strenge so zu ent-
wickeln, dass man keine neuen beschrinkenden Voraussetzun-
gen ausser denen, die sich schon im Sonderfalle a=1bei Borel
finden, hinzuzufiigen brauchte.

1) Edouard Le Roy, Sur les séries divergentes et les fonctions
définies par un développement de Taylor. Annales de la Faculté des Sciences
de I'Université de Toulouse, II sér., t. 2, 1900, S. 405—430.

?) Edmond Maillet, Sur les séries divergentes et les équations
différentielles. Annales de 1’Ecole Normale supérieure, IIT sér., t. 20, 1903,
S. 487—518.
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Zum Schluss der gegenwiartigen Arbeit werde ich zeigen,
dass die sowohl von Le Roy wie auch von Maillet betrach-
teten Potenzreihen als besondere Reihenklassen der Gesamtheit
der in dieser Arbeit behandelten Reihen angehoren, die ich nach
Borel absolut B,-summierbare Reihen nenne.

KAPITEL 1.
Das B,-Verfahren. — Der Permanenzsatz.

1. Betrachten wir eine beliebige divergente Reihe

(1) Ug+ Uy + U+« o Un ...

und bilden mittels ihrer Glieder u, die Potenzreihe

(2) U(t)=m0+[l;t+.‘_"tz.t2+...+l‘itn+...:

2 e

tn i

0

beg
Pl

n

wo o eine positive Konstante bedeutet und

(oo}
na=TI'(na-+1) = fe—yy"“dy.

0

Setzen wir im folgenden voraus, dass die Potenzreihe (2)
bestindig konvergiert und somit eine ganze Funktion U(¢) dar-
stellt, welche wir nach Le Roy 1) die assoziierte ganze
Funktion a-ter Ordnung der Reihe (1) nennen
werden.

Betrachten wir noch das Integral von Le Roy

OO
(3) /e*”‘ U(z*)dx, a=0,

./

0

wo wir &% reell und nichtnegativ annehmen werden.
Wenn das uneigentliche Integral (3) konvergiert, d. h. wenn
der Grenzwert

1) Le Roy, op. cit, S. 405—430.
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l

w=1lim e Sl (2 % ydx
>0 p

vorhanden ist, so nennen wir diesen Grenzwert « die Summe der
divergenten Reihe (1) und sagen, die divergente Reihe
(1) sei durch das B,-Verfahren summierbar
zur Summe u oder kiirzer, die Reihe (1) sei B,-sum-
mierbar zur Summe u.

Wir werden zunichst zeigen, dass dieser verallgemeinerte
Summenbegriff den gewohnlichen, von Abel und Cauchy ge-
gebenen Summenbegriff enthilt. Dazu werden wir den folgen-
den Satz, den man unter dem Namen Permanenz- oder
Konsistenzsatz kennt, beweisen.

Jener Permanenzsatz ist zu allererst von O. Perron?t)
bewiesen worden, der das B,-Verfahren als Sonderfall des Sum-
mierungsverfahrens mittels Konvergenzfaktoren betrachtet hat.
Wir werden aber hier den Beweis des Permanenzsatzes ausfiih-
ren, indem wir das B, -Verfahren als Summierungsverfahren
durch Mittelbildungen betrachten werden.

2. Der Permanenzsatz. Konvergiert die Reihe

u0+u1+u2++un+ &gy
zur Summe s, so ist diese Reihe B,-~-summierbar

zu derselben Summe s.
a. Zeigen wir zuerst, dass hier die Potenzreihe

Vid Un '
U(t) zzm_atn
=0 1

bestindig konvergiert und damit die assoziierte ganze Funktion
a-ter Ordnung U (t) darstellt.
In der Tat, da

. - £%
i o' PR (LM 2=
n— 0O n—» oo M@

dann ist sicher

= (2

lim —¢=0
N> CC e

1) Oskar Perron, Beitrag zur Theorie der divergenten Reihen.
Mathematische Zeitschrift, Bd. 6, 1920, S. 291.
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und damit, von einem bestimmten n beginnend, insbesondere

!—t”<1

na

woraus folgt, dass

"___._.i
u 1

n < : ’

e} = oH

Da die letzte Ungleichung fiir jeden beliebig grossen Wert
von |t| gilt, wenn man nur n geniigend gross wahlt, so ist

ist.

lim
n—> 0O

was die bestdndige Konvergenz der Potenzreihe )’iﬁ t" beweist.
— e

b. Die Anwendung der Abel-Transformrétion auf
U(t) liefert :

U(t) oo " OO( n tn+1
= Yu U, U U e
:)’ s |na ‘z oI ) ne [(n 4 1a)
n=> e n=0 —
oC n n 4+ 1
] (SY 8 [ ti oy 2 ,,{ V?I’
= e (n + 1

mit
Sn="Ug + U + ...+ U,

Da die gewonnene Reihe in jedem endlichen Intervall
0=t=A gleichmissig konvergiert, so erhalten wir

i
A0

d Pl 2+ 1)
J e~ U(z®)dz =lim e"”{ i, [;m _T(Elm]} S

l—>co
0

l
] O i "% iE(ﬂ—{—l)l)! i oo
Llim So | et Pl ¥, .

1V Fu oD 2 =0 Izba I(A,n .-.‘,_ _]‘)a, I—)&n 0
0 ®

(n—{— 1o
o f [ma‘— ,m+1>;]d

wo
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Folglich haben wir die Giiltigkeit der Gleichheit

o ]
im Y ausn=s
100 4=0
zu beweisen.

c. Es ist nicht schwer zu sehen, dass

L i e 05000, 1025 0
l—>o0

ist und

l l
e} g ®© [ne  omtna
3 = ]e_” 3y — e [e—xdx=1—e—‘.
| —
- .
0

8=0 n:0 @— 1_('££1)?

Zeigen wir noch, dass die Grossen a,; stets positiv sind, d. h.
l £

1
— | emxmdr > —— | e—2p0+8 gy,
T AR Y f

0 U 0

Zum Beweise betrachten wir das Produkt
1

l
Noo)
o —1 f e R ar — / e~ Yy*idy - f R
0 (') 0

l—y

) 1 1
= f (erlys> f e " Cda) dif > f (e=yy® -1 f e Sde)dy —
0 0 .0 0
i [fe—(z+y)x11aya—ldmdy’

(™)
wo das Doppelintegral iiber das Dreieck
O0=2=l—y, 0=ysi

der xy-Ebene zu erstrecken ist (I'ig. 1.).

C] "
p=L
0 "9 §

Fig. 1.
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Machen wir im Doppelintegral die Transformation

2=8| qer £=5N ’
z+y=n y=n(1—2%)
wobei die Jacobi-Determinante
oxr ox |
s Bl PO -
D) - 0§ Oy o P
71)(5: 7) _l()y oy R T gt
| o (7,1{ | —n 1—&

so erhalten wir

ffe— (LY gn el doidy — ff e e (1 — &) E Ly (DS gEGy,
(™) ()
Dabei ist der neue Integrationsbereich das Rechteck

0=¢=1, 0=9=I
der &y-Ebene (Fig. 1.), weswegen das Doppelintegral sich mit
Hilfe des iterierten Integrals 2

!

1
f[e—r]n(n+1)af§11a(1_§)a—ld§]dn

ausdriicken lidsst.

Nun ist aber nach einer bekannten Formel aus der Theorie
der Integrale von Euler

1
54 I'(na + 1) M(a) te o —1
o a—1 Sl _— ——— -
f§" (1—§)%'d§= B (na-1, a)—“w e = 1] "t De

und damit

l
e o —1

—N Ent (1 — E)G—1pn+1a g e Ll Y mr+1a
ffe f“—8%'y d&dn T fe n dn.
()

0

So haben wir

! L

o | e -;):xnad,v> P—lg Ja :, e—x pnt1)e g,
: g n+1)e : ’
0 0

woraus
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L ety > [ emgmtnagy
ey (n4+1)a :
0 0
d. b
Ay > 0.

d. Nun konnen wir uns leicht iiberzeugen, dass

co
im0 3w aam=ts
l+0c0on—0

Setzt man namlich

Sn =28} &n,
dann ist
fo's) oG co
2 anlsn=32aall+ 2 En Al ==
n=0 n=0 w20
oo
=s(l—e) -+ Y eiam,
n=0
woraus
oo
lim Z Anl S =28,
l-’oon:()
denn es ist
oo
limn .o ¥ sl =0,
lsoco, _,

wie wir gleich zeigen werden.
In der Tat gibt es wegen der Konvergenz der Reihe

U+ Uy F U+ oo F UL
fiir jede positive Zahl ¢ eine natiirliche Zahl N, so dass

|en| < = fiir n > N.

Da anderseits
lim Anp = O,
[ o)

so erhalten wir

11
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| oo | XN ‘ oo
2 En Qnt “ = ‘l En Ant | + | ‘_S: En Ani <
| | |
n=0 | n=0 n=N+1

(= )
<%+§' Zanl<3’
n=N-41
wenn man nur / geniigend gross wahlt.

Damit ist der Permanenzsatz bewiesen, und wir konnen uns
von jetzt ab mit der Frage beschéftigen, ob und in welchem Masse
man die arithmetischen Rechenoperationen, die bei den konver-
genten Reihen gelten, auf die divergenten Reihen, die mit Hilfe
des B, -Verfahrens summierbar sind, anwenden kann.

KAPITEL II.

Addition der divergenten Reihen und ihre Multiplikation
mit einer Konstante. — Hinzufiigen und Weglassen der
Glieder. — Totale und absolute Summabilitat.

1. Addition und Multiplikation mit einer
Konstante.

a. Satz'l. Sind die beiden: Reihen
U+ Uy +Uo+ oo F U+ ..

und _

Yo+ Vi+Ve+...+ VUt
B,i-summierbar beziehungsweise zu den Sum-
men # und v, so ist die Reihe

(4o + vo)+(uy + v1)+ (U + Vo) 4 ...+ (Un +0n)+ ...

B,summierbar zur Summe u - v.
Da die Potenzreihen
% W
Ut)y=3 —~t
s Ing
a0
und
iz v
V()= XY=+
- Ine

bestandig konvergieren und ausserdem
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oe
fe—IU(x“)dxzu,
0

» OO
je—x V(x®)de —

0
ist, so konvergiert auch die Potenzreihe

(e’e] oC
we Y Y iUl | gnite o Y g %
Wit) T ¢ %‘olﬂ 4 ‘_g;@t U@t)+V(t)

bestindig, und es gilt

e 3] (o] O
f e W (a®) dw = f e U (%) do + f eV (2% do=u-+v.
0 0 1)

Satz 2. Ist die Reihe

wo+wu +uo—+ ... fun+...

B,-summierbar zur Summe % so ist die Reihe

cugtcuy +cup+ ...+ cun 4 ...

B,-summierbar zur Summe cu.

Da die Potenzreihe

U
N el ]
U(t) = /Olnqt

bestdndig konvergiert und ausserdem

oo
fe'—xU(x“)dx-_—u
0

ist, so konvergiert auch die Potenzreihe

(o)

(oe]
T(t)= z‘%‘t"=c et = e T(H)
n=0" 0

n=—

bestindig, und es gilt

oo

0o
fe—‘ T(x%)dx=¢ fe—xU(:v %dx = cu.
0 0
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b. Ziehen wir aus dem Satze 1. einige Folgerungen, die bei
den konvergenten Reihen selbstverstindlich sind, aber einer
niaheren Erlduterung bediirfen, wenn man es mit divergenten
Reihen zu tun hat.

Folgerung 1. Ist die Reihe

o+ Uy + U+ oo UL
B,-summierbar zur Summe u, dann ist die Reihe
Uo+ g o A Ut (Un ot €) F Unp1 .

B,~-summierbar zur Summe u-ec.
Wegen des Satzes 1. diirfen wir die Reihen

Uo+ Up + oo Un—g FUn+ Unyg F ...
0105 LASEPRE a8 0N . ..

gliedweise addieren, da die untere Reihe als konvergente Reihe
B, -summierbar ist, und die so erhaltene Reihe

U+ U+ oo Un—g+ (Un—+€) F+Unys ...

ist B -summierbar zur Summe u -}- c.

und

Folgerung 2. Ist die Reihe
u0+u1+u2+...+un+...

B,-summierbar zur Summe % dann ist die
nachdem Vertauschenzweier Glieder %, und u,
entstandene Reihe

U+ Uy oo - Un—1 U + Ungr o Ut - Un - U .

B,summierbar zu derselben Summe u.
Addieren wir zum Glied u, der gegebenen Reihe

U Uy oo Un—a F U+ Ungr oo Umes - U U -
die Grosse ¢; =u,, — ua, dann bekommen wir die Reihe

uo—f—ul—f—...—{—un_l—}—u".+un+1+. . .—i—um_l—}—um+u+1m+ P
die wegen der Folgerung 1. B, -summierbar ist und die Summe
u 4+ ¢; besitzt.

Addieren wir nun zu dem auf der (m - 1)-ten Stelle der
letzten Reihe sich befindenden Glied u, die Grosse € == Uy — U,
so erhalten wir die Reihe

U+ Uy + . oo Un—r + Um T+ Unpr o Umes + Un + Ump ..,
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die sich von der gegebenen Reihe durch die Reihenfolge der Glie-
der u, und u, unterscheidet und nach der Folgerung 1. B, -sum-
mierbar ist und % 4 ¢; + ¢co =wu als Summe hat.

Folgerung 3. Ist die Reihe
Ug+ Uy + U+ ...+ U+

B,-summierbar zur Summe % dann ist jede
Reihe, die man aus derselben durch die Ver-
dnderung der Reihenfolge endlich vieler
Glieder erhdlt, B,-summierbar zu derselben
Summe wu.

In der Tat kann man jede Reihe, die sich von der Reihe

g+ U+ U+ ..o F UL

durch die Reihenfolge endlich vieler Glieder unterscheidet, da-
durch erhalten, dass man in der gegebenen Reihe endlich viele
Gliederpaare vertauscht; aber jedes solche Vertauschen der Glie-
derpaare verdndert wegen Folgerung 2. weder die Summierbar-
keit, noch die Summe der Reihe.

Betrachten wir jetzt, ob und wie das Hinzufiigen oder Weg-
lassen endlich vieler Glieder die Summierbarkeit und die Summe
einer divergenten Reihe beeinflussen wird.

2. Hinzufigen und Weglassen der Glie-
der. — Beweisen wir zunichst einen Hilfssatz, den wir im fol-
genden mehrmals benutzen werden.

Da wir zur Formulierung dieses Hilfssatzes den verallgemei-
nerten Begriff der Integration, der von B. Riemann1) her-
rithrt, nétig haben, so rufen wir uns jenen Begriff kurz ins Ge-
déachtnis.

Riemann nenntdas Integral g-ter Ordnung
der Funktion F(x) den Ausdruck

IﬂF(ﬂv)=,ﬂ%f (L —y)P' F (zy) dy,
0

wo f eine beliebige positive Zahl bedeutet.

'Y Bernhard Riemann, Versuch einer allgemeinen Auffassung
der Integration und Differentiation. Gesammelte mathematische Werke,
1892, S. 353—366.
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Insbesondere wenn F'(x) = x?, mit n > —1, dann erhalten
wir leicht

ot B

85" =|n —
n+ g

Folglich hat man fiir das verallgemeinerte Integral s-ter Ord-
nung der Funktion

(oo}
Fxy = 3 an2”
N=0
den Ausdruck
s

IPF(z)= Za”) s

a. Hilfssatz. Konvergiert das uneigentliche
Integral
(00}
fe—"F(x)dw,
0 »
wo F(x) eine in jedem endlichen Intervall
0=2=A integrierbare Funktion bedeutet, zum
Werte S, dann konvergiert auch. das Inte-
rral
o o}
e"”I’gF(x)d;z'
0

zu demselben Werte S.

Bezeichnen wir
l
8 =4 [e—zIﬂF(x)dx,

so haben wir zu beweisen, dass der Grenzwert

lim Sz

loo
existiert, wobei
; lim Sl = 3,

l»oo



A XXXVIL. 7 Verallgemeinerte Theorie. ..

[ §

Nun ist aber
i 1

Sl:lﬁ!—kl- f[e_zxﬂf(l_’!/)ﬂhl F(zy) d_l/]dx i
== 2

1

(I
wo das letzte Doppelintegral iiber das Rechteck
I=x=l, 0=y=1

der zy-Ebene zu erstrecken ist (Fig. 2.).
J D

Machen wir im Doppelintegral die Substitution

x=§+n] x=E41]
oder % ¥y
w=n | e |
wobei die Jacobi-Determinante
;().t O.E \'
— . = 1 1
D(ac,y)__‘ost b b g,
DEw) e = FFq’
&) & b g &2t
05 oy | T @R P

so erhalten wir

Sl=F1__1ffe-(§+n)§ﬂ_1F(n)d§dn.
R

Dabei ist der neue Integrationsbereich das Dreieck
2
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0=f=l O=n=1—¢§

der &n -Ebene (Fig. 2.).
Integrieren wir zuerst nach n und dann nach §,
so finden wir
l 1—

S=5 f[e‘%"“fef”mn) dn]d§

0

und damit

] l—

Wiy [l e e

S (e @]
A e o i
p—i e SE dé& .
B ]

Wenn nun I > % strebt, so ndhert sich das zweite Glied rechts
unbegrenzt der Null. Daher bleibt uns noch zu zeigen, dass auch
das erste Glied rechts der Null zustrebt.

Da

~COC

je—”F<mdn=s,

0

so gibt es eine positive Konstante M, so dass

1=

€ i
fe'"F(n)dn——-S ; < M.
|

0

Sei anderseits ¢ eine beliebig kleine positive Grosse und

l
57

I\

§
dann konnen wir [/ stets so gross wihlen, dass

l—E

i /e"iF(n)dn—S | < 5
0 |

Folglich haben wir
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l

= Bl o= T

I\

0 0
l
1 S inor sl e £
w_—_lfi<2m e S88 g+

1 — -1 € €
+ M T [ TS < g g,
2

3

wenn man nur ! geniigend gross voraussetzt, und damit ist der
Hilfssatz bewiesen.

Folgerung. Konvergiert das uneigentliche.
Integral

(ee]

je_'” F(x)dz,

0
wo F(x) eine in jedem endlichen Intervall
O0=x=A, absolut integrierbare Funktion be-
deutet, absolut, so konverglert auch das Inte-
grat

oo
e IP F (z)dx
0
absolut.

In der Tat ist nach dem vorher bewiesenen Satz das Integral
(0]

fe—” 1P |F (x)| dx
0

konvergent, und somit konvergiert auch das Integral
Nee)

j e« | IP F (x)|dzx,

i 0
weil

’I’gF(au)i—J ~f(l———1/)/” F (xy) dy 1§

1

gﬂ"q - [ A—g¥T I F (xy) ] ay=1¢| ().

2*
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b. Hinzufiigen der Glieder. — Satz. Ist die
Reihe
g+ U+ U+ U

B,-summierbar zur Summe u, so ist die beim
Hinzufiigen eines neuen Gliedes ¢ entstan-
dene Reihe
wo+ U+t Ftntct+Ungpri ...
B,-summierbar zur Summe u-c.
Zum Beweise konnen wir, ohne die Allgemeinheit -ein-

zuschrinken, voraussetzen, dass das hinzugefiigte Glied sich in
der Reihe auf erster Stelle vor u, befindet, denn die Reihen

wo+uy +...F+unt+et+tngp14+. ..
et ug+ ... U1+ tn+ g1+ ..

unterscheiden sich nur durch die Reihenfolge der ersten n - 2
Glieder, wodurch weder die Summierbarkeit noch die Summe der
Reihe beeinflusst wird.

Zweitens konnen wir voraussetzen, dass das hinzugefiigte
Glied gleich Null ist, denn wenn wir bewiesen haben, dass die
Reihe

und

0+ wug+wy ... tn+...
die Summe % besitzt, dann ist der Reihe
c+uytu 4. ...
die Summe u - ¢ beizulegen.
; Nach der Voraussetzung des Satzes ist die Reihe
(o) l"
S0P VLK
U(t) . n‘:'O " mf‘
bestandig konvergent und
(@ ®]
fe*” U(2%)dx = u.

0
Bilden wir fiir die Reihe
O+wuo+u +...4+u+.

die assoziierte Potenzreihe a-ter Ordnung
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(& ¢
V(t)= 04u, i—}— Ry -+ u,,—tfni:f - Eu”—f"tl =y
g (n+Dea neo | n+Dea
so erhalten wir
(o0} (n 4 1) (o] ne
kR, ek DR P v A
Fi(z%)y = ‘So'un e = ] 20 i Bt Vi 8 a8
n= R P i

wo das Symbol % die verallgemeinerte Integration a-ter Ordnung
andeutet. Folglich konvergiert die Reihe V (x“) fiir jeden endlichen
Wert der Verinderlichen z, und damit stellt V(f) eine ganze Funk-
tion dar. Ausserdem ist auf Grund des Hilfssatzes

(o) o0
f‘f” V(x*)dz = fe—"Ia U(x®)de=wu.

0
c. Weglassen der Glieder. — Es sei die Reihe
g+ Uy U F o oo —Un .0

durch das B, Verfahren summierbar zur Summe u, d. h. es sei

QO
fe“” U de'=w:

0

Betrachten wir die Reihe
Uy + U Uz + oo U+,

die aus der oberen Reihe durch das Weglassen des Gliedes u,
entstanden ist. Wie G. H. Hardy!) und O. Perron2) im
Falle « =— 1 an einem Beispiel gezeigt haben, braucht diese Reihe
nicht mehr B -summierbar zu sein. Wenn aber die Reihe

Uyt Ug U3+ . oo F U ..

1) G. H . Hardy, Researches in the Theory of Divergent Series
and Divergent Integrals. Quarterly Journal of Mathematics, Vol. 35,
1904, S. 30.

2) 0. Perron, op. cit. S. 303.



22 Gunnar Kangro A XXXVII. 7

B, -summierbar ist zur Summe v, d. h. wenn

(e o]
fe_'” U,(z%)dx = v,

0

mit
n—l
t)—“1+“2 Tus’2a+ u n|(n "‘1‘);+--~=
(e o] % —1
== ‘_‘u”-——t
= =T’

dann besteht die Gleichheit
V=U—Ugp.
In der Tat ist

C’O na % (n—1)a
Ua*)= YNun—=uy+ 13 up—

=0 Ln_a n=1 W

Uy + £ U, (z%)

und also vermoge des Hilfssatzes

(e o] (o o] o0
% = fe"” U(x®) da = u, [e—”dx—{— fe_xIaIL(x“)dx=uo+v,
0 0 0

woraus
V=1U— Uyg.

3. Totale Summabilitdat. — Die Resultate des ge-
genwartigen Kapitels zusammenfassend konnen wir sagen:

Wenn irgendeine der Reihen

0 4+0 +0 4-ug+uy+...
0 +0 Fu+u +ug+...
0 +wo+ uy +up+uzs+. ..
Up + Uy + U + U + Uy - ..
Uy Up + U+ Uy + U5 . ..
Ug + Ug + Uy + Us + U+ . ..
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durch das B,-Verfahren summierbar ist,dann
sind es auch alle oberhalb dieser liegen-
den Reihen, und ihre Summen stehen zu
einander in derselben Beziehung, als ob die
entsprechenden Reihen konvergent seien.

(oo}
Sind ausser der Reihe J}'u. auch alle Reihen

Nz G

o0
&Moo 1,2

n= J,,

B, -summierbar, so sagen wir, die Reihe
U+ U+ U+ F U

sei mit Hilfe des B -Verfahrens total summierbar oder
kiirzer total B,-summierbar.

Folglich miissen bei einer total B -summierbaren Reihe alle
Integrale :
8 )
fe‘-’ Via®)de, 4=0,1,8,...
0

konvergieren, wobei

0 tn—-l
U, (t)= izlun@‘zzz§ Us(t) = U(h).

Auf Grund des Permanenzsatzes ist es einleuchtend, dass ins-
besondere jede konvergente Reihe total B -summierbar ist.

Folgerung. Ist die Réihe
Uo + Uy + Up + .o+ U+

total B,-summierbar zur Summe u, so ist die
Reihe

Ut 4+ ... FtUn_1+c+ Untm+ Ungmtr ..,

C=Mn+un+1_|_---+un%—m—l )
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total B,-summierbar zu derselben Summe
#, d. h. man kann in einer total B,-summier-
baren Reihe endlich viele Glieder durch
ihre Summe ersetzen, ohne die Summierbar-
keit, noch die Summe der Reihe zZu ver-
dndern.

So kann man also in einer total B ,-summierbaren Reihe die
Reihenfolge endlich vieler Glieder umtauschen, ein Glied durch
die Summe endlich vieler Glieder und umgekehrt, endlich viele
Glieder durch ihre Summe ersetzen, ohne die Summierbarkeit,
noch die Summe der Reihe zu verdndern. Ausserdem kann man
total B,-summierbare Reihen gliedweise addieren und mit einer
Konstante multiplizieren wie konvergente Reihen.

G.Sanniatl) hat im Falle a=1 bewiesen, dass man total
summierbare Reihen auch untereinander multiplizieren darf wie
absolut konvergente Reihen, aber wie schon G. Doetsch2) in
seiner Dissertation hervorgehoben hat, steckt im Beweise S an -
nias ein Fehler, und der entsprechende Satz ist nicht immer
giiltig.

Deshalb werde ich den Weg verfolgen, den E. Borel3) im
Falle « = 1 eingeschlagen hat und den verallgemeinerten Begriff
der absoluten Summabilitidt einfiihren,

4. Absolute Summabilitat.
a. In den vorhergenannten Beispielen Hardys und Per -
rons ist das Integral

(o]

e Eal)dr

) Gustavo Sannia, Nuovo metodo di sommazione delle serie.
Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, t. 42, 1917, S. 317—321.

2) Gustav Doetsch, Eine neue Verallgemeinerung der Borel-
schen Summabilitatstheorie der divergenten Reihen. Inauguraldissertation,
Gottingen, 1920.

3) E. Borel, Lecons sur les séries divergentes.
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bedingt konvergent, so dass das Integral

(ee]

g2 () o

divergiert.
Zeigen wir, indem wir das Beispiel Har d y s ein wenig mo-

difizieren, dass sogar die Voraussetzung der absoluten Konvergenz

des Integrals
(@]
fe'” U(x%)dx
0

nicht ausreicht, um behaupten zu diirfen, dass ausser der Reihe

o
¥ u, auch die Reihen
ne=0
co
Sun, A=1, 2,
n==~
B, -summierbar seien.
Es sei namlich
o (=" (m+1)"
FU Ry o ’

Un== & " w41
m=0 $%5 D

so erhalten wir fiir a=1

[20] 2" o » et
U= Fut= ¥ GtV (Ul B
.—a 2m -+ 1 n
n— “ B =0 m=0 ', TN T x
(© o) m (o) " " (eo) (_1\m
bl o N
2m |1 &~ | o~ em 1
m=0 e koo S m=0 FREE T
7::: Zy2m+1 x id
== 1F ( 2) ==.¢? sin (("2),

(@)
Z f2m—+— i
m=0

da die Vertauschung der Reihenfolge des Summierens wegen der
absoluten Konvergenz der betreffenden Doppelreihe erlaubt ist.
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Folglich ist die Reihe
g+ UL+ U+ oo UL

B, -summierbar, wobei das Integral
(ee] 0 5 1
fe"”U(x)da:= fe_'z sin (eg)dx
0 0
absolut konvergiert, weil

el
| sin (ez) |=1.

Nun ist aber

8

A Sl i:j: =T'(z) = % sin (e%) +%em cos (e;),
Yol 2 ks L__z = U {e) = 711’ e% sin (e%) 7

n=2 '—*'

|8
—
-

= O =T
—{—f—ez cos \e?) —-re? sin |e?
woraus wir vermoge der Substitution
2
e® =y " oder "z=2logy

finden

Ao X , ¥ oo
/e"‘ U,(.E)dﬂ::% fe 2 sin (eg) dx—]———;r fcos (e-)d: =
0 0

0

oo 0
siny cosy
2 Wt f7~dy,
1

1
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oo

o0 % & S x
fe"‘ U2(x)dx=%fe_2 sin (eg) dx —{-% fcos (e?)dx—
0 0

0

oC (o0)
————f e? sin e dx_?fsmyd + 5 fcosydy-———fsmydy.
: |

1

Damit ist also die Reihe
U+ Ug+ U+ oo F U+ ..

B,-summierbar, wobei das entsprechende Integral

O

fe—“ U, (z)dx

0

doch nur bedingt konvergiert, wiahrend die Reihe
u2+u3—+—...+un+...

wegen der Divergenz des Integrals

(oe]
fe" U, (x) dz

0
nicht mehr B;-summierbar ist.

Daher werden wir im folgenden nach dem Vorbilde von Bo -
rel die absolute Konvergenz aller Integrale

(o 0]
e U (y%)dw, 4==0{1"2, ...

0

voraussetzen, obwohl wir mit etwas engeren Voraussetzungen aus-
kommen konnten, wie G. Sannial) in einer seiner spiteren
Arbeiten im Falle a =1 behauptet hat.

1) G. Sannia, Nuovo metodo di sommazione delle serie che ammette
I'algoritmo delle serie assolutamente convergenti. Atti della Reale Acca-
demia dei Lincei, vol. 29:1, 1920, S, 141—146.



28 Gunnar Kangro A XXXVII. 7

b. Wir sagen, die Reihe
U+ Uy +Us+ ..U ..

sei mit Hilfe des B -Verfahrens absolut summierbar
oder kiirzer absolut B, -summierbar, wenn alle Integrale

oo
fe—” U,(«%)dz, 1=0,1,2,...

0
absolut konvergieren, wobei

n—A

oo
Ul(t)=21u,.@; U, (t) = U(t).

Es ist nicht schwer sich zu iiberzeugen, dass insbesondere
jede absolut konvergente Reihe absolut B ,-summierbar ist, denn
vermoge der absoluten Konvergenz der Reihe

U+ Uy + U+ oo U

konvergiert auch die Reihe

Lo | + o |+ lug|+io ] +...

und ist damit total B, -summierbar. Folglich sind die Integrale
e o]
fe“”” VilaMde, ZA=WLZ...;
0
mit

o — 4

e [(n—2)a’

Vi) 3 i
A

konvergent, und dann konvergieren desto mehr die Integrale

(ee]

e
il

(U, () | =V, (8).

U, (%) | de,

weil fiir t =0
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Da einerseits der absolute Betrag einer Summe nicht grosser
sein kann als die Summe der absoluten Betrige der Summanden
und anderseits nach der Folgerung des am Anfang des gegen-
wartigen Kapitels bewiesenen Hilfssatzes die absolute Konvergenz

des Integrals
(o'e]
f e~ * F(x)dx

0

dieselbe des Integrals

(ele]
fe—zIﬂF(m)dx

0

nach sich zieht, so ist es einleuchtend, dass die Satze, die wir
fir total B,-summierbare Reihen aufgestellt haben, auch fiir abso-
lut B -summierbare Reihen giiltig bleiben.

Es bleibt daher noch die Frage der Multiplikation der diver-
genten Reihen untereinander zu erortern, mit der wir uns im
nichsten Kapitel beschiftigen werden.

KAPITEL III.

Multiplikation absolut summierbarer Reihen.

1. ‘Satz. Sind 'die Reihen
u0+u1+u2+...+un+.

und

Vo+V1+ v+ ...+ V..

absolut B,-summierbar beziehungsweise zu

den Summen v und v, so ist die Cauchy-Pro-

duktreihe :
Wo+wy +we+ ... 4+wn+...,

mit

n
Wy =UgVu + Uy Un—1~t .. UnVg = 3 UmUn—m,

m =0

absolut B,-summierbar zur Summe ww.
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Es sei

A XXXVII. 7
U (1) S Un—>

na

w0 B
O n
V (@scrasil v = >
»=0 Fogrn )
dann ist

1

o0
e fe*’“ U(2z%) dx = lim g2 (2% drs
l>co :

0

l

(o] .
v = fe_y V(y*) dy = lim e "V(y* dy,
lso0
0

wobei die beiden uneigentlichen Integrale absolut konvei-gieren
Betrachten wir das Produkt

! 1
wv = lim

[fe~zU(.ya>dx-]e~yV(g,a) dy] -
>0
0

0

— lim [ e U (2% V (y®) dax dy
1 = 0o
, (h

wo man im Doppelintegral iiber das Quadrat

O=zx=l,

0=y=I!
zu integrieren hat, so finden wir

(o] o)
Uy = f fe (z-+y) U(xa) I/(ylt) dx dy ;
0 0

+QO0O
wenn man unter dem Symbol j
0

“das uneigentliche Doppelinte-



A XXXVIIL 7 Verallgemeinerte Theorie. .. 31

gral iiber die Viertelebene Oxzy versteht. Wegen der absoluten
Konvergenz des uneigentlichen Doppelintegrals konnen wir auch
gchreiben

l>oo

uv = lim ff e~ @t U (%) V(y*) dx dy,
™)

wo jetzt das Doppelintegral iliber das Dreieck
O=zx=l—y, 0=y=l

der xy-Ebene erstreckt ist (Fig. 1.). ;

Machen wir im letzten Doppelintegral die Transformation

o oder e o ],
zt+y=n | y=n1—§/
wobei die Jacobi-Determinante

ox Ox | ! |

- TR R TR -
D@y 0& ()17‘_ A
1)(5)7])—\ _! £ ;

| 0y Oy i i

so bekommen wir

)

wy = lim ffe"?nU(é"‘n“)V[n“(1—§)a]d§d77-
(I

Dabei ist der neue Integrationsbereich das Rechteck
O=8=1, O=sn=]

der &n-Ebene (Fig. 1.). Driickt man das neue Doppelintegral mit
Hilfe eines iterierten Integrals aus, so erhilt man

i : ;

up = lim {e—ﬂn f UE*n*)VIn*(1—§)*]d§ } dn =

(s
0

1

=f{e"’7)fU(§“n“) VIn (1 —§)“1d§ | dn.
0 0
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Da die Reihen

D = 3, S

=0 ‘f/.a

und

09 rnc{ (1 A §)'n((
VIt Q=8 = 2 vl
" =0 I%l
absolut konvergieren, so liefert die Multiplikation

moe_ne _ gy(n —m)a
U(§“n“)V[7]a(1_._§ J 2/ 2 Um Un — m § 1 (1 §) .

n=0m=0 ma |(n —m)a

Die erhaltene Reihe konvergiert im Intervall 0=§=1

gleichmissig, denn der absolute Betrag ihres allgemeinen Gliedes
ist fiir 0 =&=1 kleiner als

ne

2
Il D

n
Olum i 1%1 —m 1m; @;@)a*’

wobei die Reihe

na
3 3 (s ints e e

n:Om 0

als das Produkt der Reihen

oo ne ne
3 |ta| L~ und > | 90 | L
‘n“ n=0" )na

n=0 il

konvergent ist. Daher ist die gliedweise Integration gestattet, und
wir bekommen

2

fU(?‘??“) Vin* (1—§) )5 =

1

2‘ 2 Uy Oy — m

Y f?"“(l—@w—mmdg.



A XXXVI"L Verallgemeinerte Theorie. . . 33

Nun ist aber

'/Ab&ma(l_g)(nf ’”’“d§=B[ma+ ! (n_m)a+1] -

0

_ I'ma+1T[(n—m)a+1] __ ma (n—ma
i I(ne + 2) i e+ 1

und folglich

1
ne o na

T (£l WP DRI, o 1 ok - PR, AR L SPel __)_,,,?7,*
f(’ (§ "7 ) V[r) (1 g) ]dg ntloma-{—lm)“umvﬂ—m o w )la+1

AU

Somit haben wir zuletzt die Formel

nn(l+1
W= [ —72( Y Wy W) dn
=9 i M X

oder
&)

(1) P S fe_’/ I'W (n%)d,

0

Wo wir

s S {"ﬁl
Wit) = 3 wy -
w.=0 ina

gesetzt haben. Ausserdem ist das Integral
oo
eI W (9%)dn

absolut konvergent.
2. Zum Beweise des Satzes haben wir zu zeigen, dass die
Integrale

Neel

j e=* Wy(a%)dz, i=0,1,2,...,

0
wo
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(o)

V. - ‘ 1 ———————— g
Wl(t) -y ik (n—2Aea

ok
"=\
absolut konvergieren und dass die Gleichheit

(0]
/e“’ W (%) de = uv
0

besteht.
Da nach der Formel (1)

(e}
[e—zI‘W(xa)dx =uw,
0
so ist wegen des Hilfssatzes (11, 2, a) auch

(e o]
fe‘” Wilx*)do:= uw,

0

solange das letzte Integral konvergiert. Daher ist es hinreichend,
nur die absolute Konvergenz der Integrale

(o]

e—* Wy(a%)dw, A=0,1,2,...

zu beweisen.

Unterscheiden wir jetzt zwei Félle, je nachdem ob ¢ = 1 oder
a < 1'1Bt.

a. Im Falle ¢« = 1 folgt aus der Formel (1) die absolute
Konvergenz des Integrals

(o]
fe“‘I“W(ft;“) dx ,
‘wo die Reihe

= 2ntne

IC( VV('JJ“) — %0 Wy @i}la
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die assoziierte Reihe a-ter Ordnung der Reihe

04+ wo+wy+...+wn+.
darstellt.

Multipliziert man nach der Cauchy-Regel die absolut
B,-summierbaren Reihen

(ee] (ee)
3 un und 3 v,
n=1 nx0

so gelangt man zu der Reihe

(o] (oo
S (WVnt Va1t ...t Unt1V) = 3 (Wnp1—UgVnt1).

n=>~0 n=90

Sei Wi(t) die assoziierte ganze Funktion o-ter Ordnung der
Reihe

- i
0 + 2 (zu,,+.1—u(,v”+1),

n=0

dann konvergiert das Integral

(e o]
fe”’ B %) g

0

auf Grund des Vorhergehenden absolut.

Nun ist aber
(o) +
§ tn+1
W:(l) == .E:(wwrl — g Unt1) AL
n=0 Ll M dbass
= t"+l g t”+1 W V
P 0 e TN o6 Vnti ———— = W) — us V1),
;ow LAYy 2; "t +1)a G M
o e - 0=

also
W)= W'(@#) 4 4o V),

woraus unmittelbar die absolute Konvergenz des Integrals

[ee]
fe— e (T2 da

0

folgt.

c2
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Multipliziert man nach der Cauchy-Regel die absolut
B, -summierbaren Reihen

e oo
Sunw und 3 v,
n=19 n=20

so konnte man wie vorher zeigen, dass das Integral
o0

[ e W e der

absolut konvergiert, und multipliziert man allgemein die absolut

B,-summierbaren Reihen

(o] (eo]
PSR R T

n=24+41 n=0
so konnte man daraus die absolute Konvergenz des Integrals

O

fe—’ W, (x%)da

schliessen. ;
b. Wenn « < 1, so sei k die kleinste natiirliche Zahl, die der
Ungleichung
ka=1
geniigt. Dann folgt aus der Formel (1) die absolute Konvergenz
des Integrals

(o]

fe“”]m W (%) dz,
0

wo die Reihe

(ee]
(n+ k)&
W@ = ¥ w,———

1=

die assoziierte Reihe o-ter Ordnung der Reihe

04+ 0+... 40+ wotw ...+ wat...
k Nullen
darstellt.
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Multipliziert man nach der Cau chy-Regel die absolut
B,-summierbaren Reihen

O

o
D un und 3o,

n=% n=0

so konnte man wie im Vorhergehenden die absolute Konvergenz

des Integrals
(o]

fe—q“‘ VW (2%) da

beweisen, und wendet man dieselbe Methode (% - 4)-mal an, so
konnte man auch die absolute Konvergenz des Integrals

(0]

fe—" W; (z%)dx
0

feststellen.

3. Nachdem wir den Multiplikationssatz der absolut B, -sum-
mierbaren Reihen bewiesen haben, haben wir, von dem B, -Ver-
tahren ausgehend, die arithmetische Theorie der divergenten Rei-
hen begriindet, die man zusammenfassend in folgender Form aus-
sprechen kann:

Es sei
Plu, 0,3 .0

ein: Polynem begiigilichpudey Griossens, v,...,Ww.
Ersetzt man in diesem Polynom die Gréssen
u, v,..., w durch bestimmte absolut B,-sum-
mierbare Reihen

U+ UL+ U+ oo F U

Vot v+ v+ ...+ v+
(2)
Wo+ w1+ weg+ oo +Wn4. ..
und rechnet formal, als ob die entsprechen-
den Reihen absolut konvergent seien, so er-
hdlt man als endgiiltiges Resultat eine
absolut B,-summierbare Reihe, deren Sum-
me demWert des Polynoms P(u, v,..., w) gleich
igt, wenn man da die Grosseniu,waniy wiadi-
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rekt durch die Summen der Reihen (2) er-
setzt.

Im folgenden werden wir untersuchen, wie die verallgemei-
nerte Theorie der absoluten Summabilitit sich auf divergente
Potenzreihen anwenden lésst.

KAPITEL 1V.

Absolute Summabilitit der divergenten Potenzreihen.

1. Betrachten wir eine Potenzreihe
(1) Up - UsZ + Uo22 + . o Uz

und bilden die entsprechende assoziierte Reihe a-ter Ordnung

"

t "/2 nL e
F(z,t)-—um—{—ulzg—{—ugz [27“—|—...'—{—unz ‘n_a—}—...——

o M
- _), Un T?la = U(Zt)

n =0

Die Reihe (1) ist im Punkte z=2, B, -summierbar, wenn
die Reihe

(@e]
n

U(t) =

a

b t
) Up —
o
n=20 ’"

eine ganze Funktion U(t) darstellt und das Integral
o0
fe— 20 (exb)da
0
existiert, wobei die Summabilitit absolut ist, wenn alle Integrale

(ee)
fe—”Fl(zo,x“)dx, =0 Be

0
wo

oo p—h ™

. n 3 L
Fy(zt) = _J lu'"z ln—A)a 2 2
"n= 51 T ¥ n=—=~=x

Zn—/'.tn—l

P e, WS o SIS 0540 T Zl
et § Y

absolut konvergieren.
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Um ein praktisch leicht anwendbares Kriterium zu bekom-
men, das iiber die absolute Summabilitdt einer Potenzreihe zu ent-
scheiden ermoglicht, beweisen wir den folgenden Satz, den wir
spater oft benutzen werden.

a. Satz. Sind die Integrale

OF ot o 4
[e—x) U (22%) dx = f(,—lea UD (zz%dz, +=0,1,2,...
5 dz”

0 0

im Punkte 2z, absolut konvergent, so ist die
Potenzreihe (1) im Punkte 2z, absolut B,-sum-
mierbar,

Beschrianken wir uns zunichst auf die Betrachtung des In-

tegrals
(o]
fe‘”Fl(z, x%).dzx

0
und erortern zwei Fille, je nachdem ob « eine ganze Zahl ist oder
nicht.
1° Ist « eine ganze Zahl, so haben wir

.(n —1)a

(o]
X
Fi(z,2%) = 3 une"——

(e @] na

% x i

1 . | S 3’ Ung" — = = U2z
m—1a L i | na da

n i

Differenziert man die Funktion U(zx“) «-mal nach z, so fin-
det man leicht

Yo 1 , ' 9 "
e U (z2%) =$—(Z[Palz;r“U (22%) + P, 222 U" (22%) ...+

+Paaz“x“2 U(m(zx“)] i
1 d “ 9 d? a o d° a
=—[/[sz;EU(2x ) + Po2 5U(22%) + ...+ Py 2 _é.a(sz )],
x az

wo P

w1y Posr « - o Py, bestimmte Konstanten sind.

Damit bekommen wir fiir =1
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1 b a? I
F\(z,2%) |=| P,z | 1;([—3 U(22%) |+ | Pgye® | |75 U(22%) | +...+
| da
+ ) Pauza dae U(Z.:L‘a) |

und da die Integrale

0. b : .
fe—" Ir (;7 U (202%) i dz, 4=0,1,2,..,

0

existieren, so existiert auch das Integral

(o)
fe" IR ey, o) ot

0

20 Ist o keine ganze Zahl, so sei k die kleinste ganze Zahl,
die « tliberschreitet, d. h. es sei

F—1< o<k
Bezeichnet man
k—a=48,
wo
U <y )
so kann man schreiben
(o] (e o]
LSm—1)a dk ne
) —— Y w L L k"—a‘ (A —
et = 2,1 UnZ e o ‘Z;unz v
n= o dORE . % TR L X g

8 i
== T @U(zx“).

Da nun

de “—1P dU o P2d2U =
da (22 )—E 1% gy (zx%) + Y B (22%) ...+

dk
+Pux U (zw“)] )

so existiert das Integral 1)
d* '
!) Hier wird die Ableitung k-ter Ordnung & U(zx®) im Punkt
a1 uﬁendlich, denn in der entsprechenden Reihe ist der kleinste Exponent

der Veriinderlichen x negativ, ndmlich gleich « —k =— 3. Da aber <1,
so existiert das Integral.



A XXXVil.« Verallgemeinerte Theorie. .. 41

(o]
0

und wegen der Folgerung des Hilfssatzes (II, 2, a) auch das
Integral

d* i
Ca [](ZO.'L‘a) “dx

dx

== oo Mlc
fe—” | By (200 2%) | B = fe“” | If’)(*/‘ljk [iGasa”) |yt

0 0
Es ist nicht schwer zu sehen, dass die Integrale

(ee] oo

[c“" [ &a(2g, %) | da; fe” | Fakzy %) ds, ..

0 0

ebenfalls existieren. In der Tat ist
Fy(z, 2%) == Fy (2, )
dxt
oder
dk
Fy(2, %) = I F, (2, ),
dx

je nachdem ob « eine ganze Zahl ist oder nicht, und da ausser-
dem die Integrale

frz L Fi(z, 2% ‘dx LR e
| dz '

im Punkte z, existieren, so existiert infolge des Vorhergehenden

auch das Integral
(ee]
fc_” | Falzoy %) | dix,

0

und weil im allgemeinen

(24
F,(z, %) = %F;V_l(z, z%)

dx

oder

Ak
Fi(e, a) =1 5 F)_ (229,
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je nachdem ob « eine ganze Zahl ist oder nicht, so konnte man
nach und nach das Vorhandensein aller Integrale

a5
fe—’ | F, (20, %) | d
0

feststellen.

b. Betrachten wir als Beispiel die divergente Potenzreihe
1—1-322+4+1-83.5-Tz*—...+(—1)"1-8-5-...-(4n—1)z> +....

Nimmt man hier o =2, so erhilt man

Oov
0 f TR UG, o8 PUEA R G T et LR

n=x1 Ml

o b (o] 2,
=1+ PG L S vy Skl A O
=1+ 2(—' ) DANG o T e 212 M 2

R n=0

Da nun fiir jeden reellen Wert von z

2/,
é'c y

9o

i a*
— U(22?) ‘:

’ dz"

(l]' oo za?
dz}' 2

so sind die Integrale

:c: : dl
d:*
0

vorhanden, und folglich ist die gegebene Potenzreihe absolut
Bo-summierbar, wenn z reelle Werte besitzt, wobei ithre Summe
durch das Integral

U(zx?) |dx

(o) -
za=
et e 7 dx

bestimmt wird.

2. Bereich der absoluten Summabilitat.
Um eine bestimmte Vorstellung aus dem Bereich, wo die Potenz-
reihe

(1) Uy U2 + U2+ .. . URP ..
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absolut B,-summierbar ist, zu gewinnen, werden wir den folgen-
den Satz beweisen, der eine Verallgemeinerung des aus der Theo-
rie der konvergenten Potenzreihen bekannten Satzes Abels ist.

gereSatz. il st diel Potemzireih e (1)iim Punkte
20 absolut B,-summierbar, so ist sie in jedem
Punkte der Strecke 02;, die den Punktz, mit
dem Nullpunkte verbindet, ebenfalls absolut
B,-summierbar.

Es sei zg=74¢""", so sind die Integrale

[eo]

fe“’ U(roe® 2%y de, 4=0,1,2,...
0

nach der Voraussetzung absolut konvergent. Setzt man hier

Yokl ",
woraus
1

dr=r, *dy,
s0 bekommt man die absolut konvergenten Integrale

1 1

— m g
o afe—’u e U, (%0 y®) dy.
0

Wenn nun z-=—7e% irgendeinen vom Nullpunkt verschie-
denen Punkt auf der Strecke 0z, bedeutet, so ist 0 < » < 7, und

damit
1 1

A Sk
Z R Y e ¢,
’

woraus die absolute Konvergenz der Integrale

1 oo '

P fe" “v U}_(ei%y“)dy
0
folgt. Macht man hier die Substitution
ya L 7‘()’,‘“,
dann findet man
2 0‘! o

1 o
P fe_r @ U). (eilpo y®) dy =fe—z [Tl(ret‘l’oxa)da),

0 0
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und die gewonnenen Integrale sind absolut konvergent, d. h. die
Reihe (1) ist im Punkte z = reo  der Strecke 0z, absolut
B, -summierbar.

b. Betrachten wir irgendeine vom Nullpunkt der z-Ebene
ausgehende Halbgerade I. Auf dieser Halbgeraden liegt zum min-
desten ein Punkt, wo die Reihe (1) absolut B -summierbar ist,
namlich der Punkt z=—0. Anderseits kann es vorkommen, dass
die Reihe (1) auf der ganzen Halbgeraden [ absolut B -summier-
bar ist.

Schliessen wir die beiden Extremfille, wo die Reihe (1) nur
im Nullpunkt oder auf der ganzen Halbgeraden absolut B  -sum-
mierbar ist, aus und teilen alle Punkte der Halbgeraden [ in zwei
Klassen, indem wir jene Punkte, wo die absolute Summabilitit
herrscht, zur ersten Klasse und alle iibrigen Punkte der Halb-
geraden zur zweiten Klasse gehorig zdhlen. Da jeder Punkt der
ersten Klasse nach dem vorhergehenden Satz dem Nullpunkt
ndher liegt als irgendein Punkt der zweiten Klasse, so gibt es
einen Schnittpunkt z, beider Klassen von der Beschaffenheit, -
dass die Reihe (1) in den Punkten der Strecke 0z, absolut
B ,-summierbar ist, aber nicht in den iibrigen Punkten der Halb-
geraden /. Was den Punkt z, an sich anbelangt, so kann die Reihe
(1) da absolut B -summierbar sein oder nicht.

Somit bilden die Punkte der Halbgeraden [, wo die absolute
Summabilitdat herrscht, eine Strecke 0z,, die endlich sein kann
oder nicht oder zum Nullpunkt zusammenschrumpfen mag.

Lasst man die Halbgerade [ eine volle Drehung um den Null-
punkt ausfiihren, so erzeugt die Strecke 0z, einen Bereich, den
wir nach G. Sannial), der den Sonderfall a= 1 behandelt
hat, den Stern der absoluten Summabilitit
nennen und durch das Symbol 7, bezeichnen werden.

Der Stern 7, ist dadurch charakterisiert, dass die Reihe (1)
in allen inneren Punkten des Sternes absolut B -summierbar ist,
aber nicht mehr in den dusseren Punkten desselben. In den Rand-
punkten oder Ecken z, des Sternes v, kann die Reihe (1) absolut
B, -summierbar sein oder nicht.

1) Gustavo Sannia, Le serie di potenze di una variabile som-
mate col metodo di Borel generalizzato. Atti della Reale Accademia delle
Scienze di Torino, vol. 58, 1918, S. 148—162.
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Aus der Zusammenfassung des vorhergehenden Kapitels
kann man folgern, dass bei der Potenzreihe (1) im Stern 7, alle
arithmetischen Rechenoperationen, die bei den konvergenten
Potenzreihen im Konvergenzkreise gelten, anwendbar sind.

Wie wir in Kapitel VI sehen werden, ldsst sich der Stern 7,
bei einer konvergenten Potenzreihe leicht durch die singuldren
Punkte der entsprechenden Funktion bestimmen. Ebenfalls wer-
den wir in Kapitel IX eine Klasse von divergenten Potenzreihen
betrachten, die E. Maillet1) untersucht hat und wo der Stern
7, auch ohne Schwierigkeiten bestimmbar ist.

3. Die Potenzreihe
(1) o+ U2+ Ug22 | . .. U2 ..

definiert im Stern 7, der absoluten Summabilitit durch ihre
Summe eine Funktion
) (oe}
¢ (2) :fe*” U (ea®yrdie.

0

Betrachten wir eine vom Nullpunkt der z-Ebene ausgehende
Halbgerade [. Diese Halbgerade scheidet aus dem Stern 7, die
Strecke 0z, aus, die man den Radius des Sternes nennt.

Untersuchen wir das Verhalten der Funktion ¢(z) im Stern
7,, indem wir zeigen, dass die Funktion ¢(z) lings den Radien
des Sternes stetig, integrierbar und unbegrenzt differenzierbar
ist, wobei man unter dem Integralzeichen integrieren und diffe-
renzieren darf.

g Satz 1. .Die. Funktion

(o]
Wi(z)i= fe"‘ bz da

0

ist ldngs jedem Radius 0z, des Sternes 7, stetig.

1) E. Maillet, op. cit.,, S. 498—518.
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Zum Beweise geniigt es zu zeigen, dass das Integral
(0 o]
2) e~ 2 U(z2x%) dx
0
auf jedem Radius 0z, gleichméssig konvergiert.

Es sei z=re% irgendein Punkt auf dem Radius 0z,, dann
konnen wir stets auf diesem Radius einen andren Punkt
2o =170e? finden, so dass 7, > r. Wegen der absoluten Summabi-
litat der Reihe (1) im Punkte z, existiert das Integral

R~

(o o] Ai [ TR N . -
fe_, | Urgeea) | do =, f- v Uy | dy,

0 0

wo man die neue Integrationsvariable y durch die Substitution
7.0 m(l e y(Z
eingefiihrt hat. Hieraus folgt auf Grund der Ungleichung

1 1
e—-r_u y<e——'r‘0 oy

die gleichméissige Konvergenz des Integrals

(o) ol (>R ]
fe—”U(a‘ci"‘oa'“) dy=r “ fe' r Yy U (ePoy®)dy

0 0

im Intervall 0 < r=7,, wobei der Punkt » — 0 wegen des Faktors
1
r a« Weggelassen ist.

Somit konvergiert das Integral (2) auf der Strecke 0z
gleichmaissig, vielleicht mit Ausnahme des Punktes z—10. Folg-
lich verhilt sich die Funktion ¢(z) auf dem Radius 0z, stetig,
wobei die Endpunkte z=0 und z=z, vielleicht auszuschliessen
sind.

Doch hat E. Landau!) bewiesen, dass das Integral {2)
auch in der Umgebung des Nullpunktes gleichméssig konvergiert,
womit die Stetigkeit der Funktion ¢(z) im Punkte z2=-0 be-

1) Edmund Landau, Auszug aus einem Briefe des Herrn Lan-
dau an den Herausgeber. Acta mathematica 42, 1920, S. 95—98.
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statigt wird. Wir werden aber im folgenden einen andren Weg
benutzen, um die Stetigkeit der Funktion ¢(z) im Nullpunkt zu
beweisen.

Es sei ndmlich % eine der Ungleichung

>

Q=

geniigende natiirliche Zahl.
Da die Reihe (1) absolut B, -summierbar ist, so ist es auch
die Reihe
w2t w2t R,

und ihre Summen stehen miteinander in der Beziehung, als ob
die beiden Reihen konvergent seien, d. h.

(e o]
p(2) =wugtu 24 u22 ... 4u, 14 fe_sz(Z’ 2%y die.
(

)

Wie vorher, konnen wir uns iiberzeugen, dass hier das
Integral

(o] (oe]
e—*F (2, %)dx =2* fe”"U/‘(z.l;"‘)d.I:

0 0

auf der Strecke 0z, gleichméssig konvergiert, wobei nun der Null-
punkt mitzuberechnen ist, woraus die Stetigkeit der Funktion
¢(z) auch im Punkte z = 0 folgt.

b. ‘Satz 2. Die "FunkKtion

& )
¢(Z)=fe—‘U(zx“)dx
0
ist ldangs jedem Radius 02, des Sternes 7, in-
tegrierbar, wobei man unter dem Integral-
zeichen integrieren darf, d. h.

f@‘(z)dZ——* fe““‘[fU(zm“)dz]d.zc.

0
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Da die Funktion ¢(z) sich auf dem Radius 0z, stetig ver-
andert, so ist sie ldngs diesem Radius auch integrierbar, und es
bleibt nur iibrig, den zweiten Teil des Satzes zu beweisen.

Geniigt die natiirliche Zahl & der Ungleichung

1
ZZ'O(’

so0 haben wir nach dem Abschnitt (a)

(e o]

9(2) =ug+ iz Fug ... u,_ 7+ fe—ka(z, g% Ydx,

0

wobei das Integral

» OO
-/ e7* F, (2,2%)dx

0

auf der Strecke 0z,, der Punkt z =0 miteinbegriffen, gleichméissig
konvergiert. Daher ergibt sich

: 2 28 z
f?(z)dz = upz + u D) + o 3 +... ‘l"uk—l’/: <

0
—-‘f—fe“’[ka(z, .17”)(lz]dx.
0 0
% 3 o 1 o w(ﬂ — k)a ‘ i
i DA e p—q Ry Beadis B4l g =
fe L/‘Fk(z,.lr )(l/,]d.r— fc [f ( ‘Zkun; s k)a)n’zJ(l./:
0 0 0 0 ” ¢ : (8

2 O?\ M +1 w(n — k)o e X O;‘ zn—}-l .’L'(" — k)a
e —2 U e et R e VY gl u =z =
N\t ijm—e )™ <, "t1ljn—k
0 T I 0 :

n=

+1  na Fi +1 na
n n n n
ey -4 x W, 4 X
i p— 2 ) e . P B dl‘——
- [ (- )= [ 2 i)
n= e i
0 0

Nun ist aber

==

22 28 *
—(uoz—l—u, 5 +u2§+...+ui71 k)

und folglich
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z

fq)(z)dz—- fe“’( ”;”_%'ﬁ:‘:)dx=fe—’[fU(zx“)dz]dar

0 0

c. Satz 3. Die Funktion
o0
(p(z)=fe‘”U(zx“)dx
0
ist ldngs jedem Radius 0z, des Sternes 7, un-
begrenzt differenzierbar, wobei man unter
dem Integralzeichen differenzieren darf, d. h.

oC

oC
o) (z) = f — U(zx“)d:r s fe”’ml“ gt (z2x%)de.
0 0
Zum Beweis ist es hinreichend, die gleichmissige Konvergenz

des Integrals

(ee] dl
fe—x a LGzl de
8 dz"

lings dem Radius 0z, zu beweisen.
Da

S U(Zt) _( 2 un? "t‘)= 3> n(n—1)...(n— i+ 1)u,z"—* — . -

dz* izt \ o =0 A2 b [he

so stellt die Funktion

dz
die assoziierte Reihe a-ter Ordnung der Reihe

VSR YO

(o)
0405t .. 04 Fonin—1)...(%
2 Nullen n=2
dar.
Wie wir im néchsten Kapitel sehen werden, ist die Reihe

0O

3 n(n—1)...(n—i4 1w,
n=2~24
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die aus der Reihe (1) durch A-malige gliedweise Differentiation
entstanden ist, im Stern 7, absolut B, -summierbar. Dann ist aber
auch die Reihe

040+4...4-04 5 mpot4ikhas in ot U-Hid pebes®

A Nullen n=~

im Stern 7, absolut B, -summierbar und mithin nach dem Ab-
schnitt (a) das Integral

SRR
fe—’% U (en®)dz

dz
0

lings jedem Radius 0z, gleichméssig konvergent, vielleicht mit
Ausnahme der Endpunkte z=0 und z=z2,.

Somit gilt die Formel
Pty
(p(;*) (2) =fe"‘% U(zx®)dx
8 dz

in jedem Punkt des Radius 0z,, die Endpunkte desselben vielleicht
ausgenommen.

Verwendet man die im Abschnitt (b) entwickelte Gedanken-
folge, so konnte man ohne Schwierigkeiten zeigen, dass die obere
Formel auch fiir z=—0 giiltig bleibt.

Daher konnen wir schreiben

e (0) = f e U(l>(0)dx=TTa7' f e tatbdy =iy, ,
B T sy
woraus sich ergibt
(4)
N e )
ul———- l_i ’
und damit haben wir die Formel
),
o(r) = o(0) + Ee+ TR A4 g SOy

die die Erweiterung der Reihenentwicklung von
Mac-Laurin darstellt. Dabei sind die Ableitungen der
Funktion ¢(z) lings den Radien des Sternes 7, zu nehmen.
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So bestimmt die Potenzreihe (1) im Stern der absoluten
Summabilitiat eine lings den Radien des Sternes stetige, integrier-
bare und unbegrenzt differenzierbare Funktion, wobei man die
Integration und Differentiation unter dem Integralzeichen aus-
fithren kann.

Es bleibt noch zu beweisen, dass wir jede abgeleitete Funktion
sowie die Integralfunktion direkt aus der divergenten Potenz-
reihe (1) erhalten konnen, indem wir die letztere gliedweise
differenzieren, beziehungsweise integrieren.

KAPITEL V.

Differentiation und Integration der divergenten
Potenzreihen.

1. Differentiation. — Es sei die Potenzreihe

(1) U~ Wz w2 . .
im Stern 7, absolut B, -summierbar zur Summe
p(z) = fe" U (z2x%)dx,
0

WO

(o]
n

U(t) = 2 unl‘"n—a.

Differenziert man die Reihe (1) gliedweise nach z, so be-
kommt man die Reihe

(2) Uy + 2092 4. ..+ nun2" " ... .

Satz. Die Reihe (2) ist im Stern 7, absolut
B,-summierbar zur Summe ¢'(2), d. h. bezeich-
net man

O
TTL G ) b e - e

0
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tn—l

[(n—1)a l)a

Vagt) &= 2 Ny,

w4
so besteht die Gleichheit y(2) =¢'(2).
a. Zum Beweise der absoluten Summabilitit der Reihe (2)
haben wir die absolute Konvergenz der Integrale

(e]

fe"‘ V,(2x%)dz, A1=0,1,2,.

0
festzustellen, wobei

(ee]

5_‘ tn—?»—l
Vid)= =~ nun 7 1"
n:).—{—l L“ {—1)7“
Die Funktion
Ty (2, 1) 5 3 =B Ui e
A1 \Fe 08 Tl LTV Hetnde— e At

n:l—{—l
betrachtend sehen wir, dass

V, (2t) =z‘1%Fl+l(z,t) i ; [z’+1U, (zt)]=

(A+1)Ul+1(zt)—{—z Ul+l(zt),
woraus
Vl(zx“)—(ﬂ+1)U)+l(zxa)+z Ul+l(za; Xs
Nun ist aber
d ’
;’;‘ U)~+1 (Zx“) =% & ;'+1 (Z:)c“)
und
E"; Uj ,,(22%) = ;ax”“l U’y (22%).
Aus der letzten -Gleichheit ergibt sich

U,A+1(zxa) - 1

Wt § i Ui (a2,
zax
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so dass
d x d
o Ul—{—l (ZJJa) 22‘1—% Ul+1(Z.’L'a).
Damit haben wir die Formel

V,(22%) = (A4-1) Ul+1(21 )+ T dw U,H_l(zx )

woraus
> d
| Vaez®) | = 41 | Uy, 09 |+ 2] 2

und folglich kénnen wir schreiben
l

|
f &4
0

U, ,(22%)

do)--

\ l ‘
V,(22%) |dz= (A1) fe—’
|

[
1 —x
+afe 2
0

Da das Integral

(ee]
0

fiir jedes z im Stern 7, existiert, so haben wir nur das Vorhan-
densein des Integrals

(¢
fe"”x

0
zu zeigen. Zu diesem Zweck beweisen wir zunidchst einen Hilfs-
satz.

d
=z Unyq(22% )’dx

b. Hilfssatz. Konvergiert das uneigentliche

Integral

oo
fe*"F(zx“)dx

0

im Punkte 2z, absolut, so konvergiert das
Integral

0
fe—’ xF(z2x%)dx

0
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in jedem Punkte der Strecke 0z; absodud;
der Punkt 2z, vielleicht ausgenommen.

Es sei z, =r, e, so ist das Integral
0 0
(e o]
e F (rye'°z%) dx
0

nach der Voraussetzung absolut konvergent.

Setzen wir
.Owa =y,
so finden wir
0 1 o LgRan
fe—’F(rOei%m“) de=r, @ fe_"’ (P y ) dy.
0 0
Nun folgt aus 0 < » < r, fiir alle hinreichend grossen ¥
i i
a (/4
ye " Vg™ E

und damit konvergiert das Integral

~ 00 o0 1

2 1
/ e e F(re2®ydz =r © [ye = %y F(eMye)dy
0

absolut.

c. Jetzt sind wir imstande die absolute Konvergenz des In-
tegrals

0

d
fe“’:c = U, 4, (22%)do,

0

wWo
o ¥
(n—).~ Ha
d r By s d S‘ g n—A—1 @® i
dx L}.+1(2x ) = T 7+IU112 i I(T;A— l,)a~
n=~xn ' R
i ; in—Ad—1Da—~1
e )
= y u”Z" _—

oty g TVRBE R
o (eSS

im Stern 7, zu beweisen.
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Es sei k eine der Ungleichung
\ k> i
genligende natlirliche Zahl. Bezeichnen wir

%o — 1= [))
und betrachten das im Stern 7, absolut konvergierende Integral

oo

—z
fe Uj 41 g1 (22%)dae =
0
o o0 a (n—A—k—1)t
— e_z[ R A T o o W ]d:];,
WA k1 h—A -kl

das wir durch das gleiche und ebenfalls absolut konvergierende
Integral

oC

fe_'IﬂUJ_MHL1 (2x%)dz =
0
o &= P el L T e |
:fe_‘[ 2 ungn—l—k—l r % ]d1'=
3 n=A+k+41 @ —2—1)e—1

l—-k a2 52 "n-—l—l—»‘
=z fe_x[ .3 un(‘L)i_ i]d;c

0 n=A+k+1 [ (":L___t,l,_,l,)_a,'—,—, 1
ersetzen konnen.

Wegen des im Abschnitt (b) bewiesenen Hilfssatzes konver-
giert auch das Integral

1 . i
St i ol AN =R =1 —
s 2
2“ fc ‘x[ 2 <oy ‘( ) .. Jd:c:
1

0 n==A4+k+ =
i e P x(n_l—l)a—l
—k —& gy L, |
s AP 2 Un? : dx
f [ 2 m—2i—1e—1 ]
0 n=A+k+1 e

im Stern 7, absolut, woraus die absolute Konvergenz des Integrals
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- dd; U 1 (22%) dox =

\a
®|8

oc 4 xm-l_na—l

-z n--A—1

S T Z UnZ : dx
[ y 4(n—1—1)a—1]

0 n=~A41 T

unmittelbar folgt.

d. Was die Summe (z) der Reihe (2) betrifft, so ist sie
durch das Integral

(o o]
P(z) = fe_” V (2z%) dx

gegeben.
Nach dem Abschnitt () haben wir aber

i d
@ a2t

und dann insbesondere fiir A =0

V,(2t) =¢

V(at) = Fi(2,0),

woraus

(o]
w(z) = fe_x T(L F, (2, x%)dx.
0 ;
Da Fy (z, t) die assoziierte ganze Funktion a-ter Ordnung der
absolut B,-summierbaren Reihe -
wzt+up2? .. " 4.
ist, so diirfen wir nach (IV, 3, ¢) die Reihenfolge des Differen-
zierens und Integrierens vertauschen und erhalten demgemaiss

w(e) =+ fe"cFl (2, 2%)dz = 5 [ (2) —u,] = ¢'(2).

0
2. Setzen wir
9(2) =us+uz+ug2® 4+ ... +unz" 4 ...,
so konnen wir schreiben
@' (2) =, + 2upz + Bugz® -+ ...+ nua” T 4.
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Da die letzte Reihe im Stern 7, absolut B -summierbar ist,
so0 bekommen wir weiter \

@"(2) =2-1ug+3-2ugz 4 4-Bu 2 + ... +n(n—1)uad" "4 ...
tund im allgemeinen

¢P(2) =A(h—1)... 1uy+(A+1)A... 20 2+
—{—(1—1‘—2)(1—}—1)...3ul+gz2—{—...+n(n——1)...(n—l+1)unz"'7'+...,

wobei alle durch die gliedweise Differentiation erhaltenen Reihen
im Stern 7, absolut B, -summierbar sind.

Weil die Funktionen
a*
—)U(Zt), )»:0,1,2,...
de”
die assozjierten ganzen Funktionen der Reihen
(o/e] -
04+04...404+ Y n(n—1)...(n—i+1us"""

2 Nullen =l

darstellen, so konvergieren die Integrale

oG

A
(3) fe"dlU(zx“)dx, a0, 2% &

0

im Stern 7, absolut.

Umgekehrt, wenn die Integrale (3) in einem Punkt absolut
konvergieren, so ist die Reihe (1) nach (IV, 1, a) in diesem
Punkt absolut B, -summierbar.

Somit ist fiir die absolute Summabilitit der Potenzreihe (1)
in einem Stern notwendig und hinreichend, dass die Integrale (3)
in diesem Stern absolut konvergent sind. Was die Randpunkte
des Sternes anbelangt, so kann die Reihe (1) da absolut
B -summierbar sein, ohne dass die Integrale (3) da absolut
zu konvergieren brauchen.

3. Integration. — Integriert man die Potenzreihe
(1) U+ w12 - ug2® 4+ ... Funz" ...
gliedweise nach z, so bekommt man die Reihe
Z”+ 1

(4) uoz—{—ulz—;—l—u.zz—;—i—...—{—unm—}—....
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Satz. Die Reihe (4) ist im Stern 7, abso-

z

lut B,-summierbar zur Summe f(p(z)dz, d. h.

bezeichnet man
oo
;{(z):[e" W(zz%)dzx,

0

0
u ll+1

= B

n-|—1 }(n—l—l)a -
s0o besteht die Gleichheit

x(z)=fq><z)dz.
0
a. Zum Beweise der absoluten Summabilitit der Reihe (4)
geniigt es, wenn wir die absolute Konvergenz der Integrale

oo
A
f’(%W(zr“)dx, AR30:172.1.

dz
im Stern 7, zeigen.

Es sei F'1 (z, t) die assoziierte ganze Funktion «-ter Orduung
der Reihe v
0—}—%0—{—%12—{—...—}—%12“ +

d. h. es sei

t"+1

1 19 N
P = 2w (T

niz=0

so haben wir

Wi(zt) = fFl(z, t)dz,

0
woraus

A A—1
& W(et) =L F'(a).
dz dz"
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Folglich konvergieren die Integrale

(0]
&

e W (z2®%) dx
dz*

im Stern 7, absolut.
b. Fiir die Summe y(z) der Reihe (4) ergibt sich

Nee

2(2) = /e_x W2 Ydor— femz[ [F‘(z,w“)dz]dx:
0 0 0

z

(o]

= [[ [e_zFl(z,x“)dx]dz=f(f(z)(lz,
0 0 ‘ 0

denn nach (IV, 3, b) ist die Vertauschung der Reihenfolge der
Integrationen zuléssig.

Somit folgt aus

P(2) =g+ w2z + w22 4. .. Funs” ...
die Gleichheit »
g 22 23 . i
¢ (2)de = wyz + u, 5—}—14,2 ?"{” —r—uy,»h—ﬁ—f— s

0

4. Fir die Reihen, die man aus der Reihe (1) durch glied-
weises Differenzieren oder Integrieren erhilt, dient 7z, als der
Stern der absoluten Summabilitit in dem Sinne, dass alle erwahn-
ten Reihen nur im Innern des Sternes 7, absolut B -summierbar
sind, wahrend in den #usseren Punkten desselben keine dieser
Reihen absolut B, -summierbar ist, denn widrigenfalls konnten
wir beziehungsweise durch Integrieren oder Differenzieren zeigen,
dass fiir die Reihe (1) in bestimmten dusseren Punkten des Ster-
nes 7, absolute Summabilitit herrschen miisste, was aber un-
moglich ist.

Also spielt der Stern 7, in bezug auf die absolut B, -summier-
baren divergenten Potenzreihen dieselbe Rolle, wie der Konver-
genzkreis betreffs der konvergenten Potenzreihen.

Somit haben wir die Theorie der konvergenten Potenzreihen

auf die absolut B -summierbaren divergenten Potenzreihen erwei-
tert, oder mit anderen Worten, wir haben, von dem B -Verfah-



60 Gunnar Kangro A XXXVIIL. 7

ren ausgehend, eine bestimmte Theorie der divergenten Potenz-
reihen begriindet, die fiir a=1 die bekannte Theorie von Bo -
rell) enthilt.

Da wir nirgend wesentlich die Divergenz der Potenzreihe (1)
vorausgesetzt haben, so ist die verallgemeinernde Theorie Bo -
rels auch auf die konvergenten Potenzreihen anwendbar, welche
Frage wir im niachsten Kapitel behandeln werden.

KAPITEL VL

Absolute Summabilitit der konvergenten Poteﬁzreihen.

1. Besitzt die Potenzreihe
(1) u(z):u0+ulz+u2z2+---+unz"+...

einen endlichen, von Null verschiedenen Konvergenzradius

; 1
B=limsipw %

N =4 CO V‘un.
so ist die entsprechende assoziierte Reihe o-ter Ordnung
(@ 5]

U(t) = 3 un -

"
|
n==0 e

bestdndig konvergent, denn die Anwendung der bekannten For-
me] von Stirling ergibt

n
4 1 1 e
lim sup ——— = R lim sup )/ jne =
n =+ o [n | n—> o0

| na
n

= Rlim supV (na)"*¢™"“ }/ 2ana = R lim sup (na)%e~% = co.
n - OO n - OO

Weil die Reihe (1) im Konvergenzkreis |z2| < R absolut kon-
vergiert, so ist sie dort sicher absolut B,-summierbar, wobei ihre
Summe

(ee]
@(2) = fe_’ U(zx%)dx

0

1) EAB orel, Lecons sur les séries divergentes.
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mit dem durch die Reihe (1) dargestellten Funktionszweig u(z)
iibereinstimmt, d. h. es ist
p(2) =u(z), fiir |z| < R.

Sei A der Holomorphiestern des Funktionszweiges %.(z), d. h.
die Menge aller Punkte z, die man durch regulire analytische Fort-
setzung der Reihe (1) liangs den vom Nullpunkt ausgehenden Halb-
geraden [ erreichen kann, und es bedeute z, einen Punkt in die-
sem Holomorphiestern, der ausserhalb des Konvergenzkreises
|z| < R liegt, so besitzt u(z) im Punkte z, einen bestimmten Wert
u(zy), obgleich die Reihe (1) in jenem Punkte divergiert.

Satz. Ist die Reihe (1) im Punkte zozwoei‘ﬁo
des Sternes A absolut B,-summierbar, dann
fallt ihre Summe

(¢ g]
(2) (%) = f e=* U (rye%02%) dax
0
mit dem entsprechenden Funktionswert u(z,)
zusammen.

Setzt man im Integral (2)
7‘0.7/}“ o\ ya,

s0 ergibt sich

- LT o 1 L
f e U (roe"Pox®)de =r, f e %v U (eoy®)dy.
0 0
Betrachten wir nun das Integral
4 1 .00 [ffo) -
A . 0
mit z —re'?.
Da der Punkt z =0 im allgemeinen ein Verzweigungspunkt
der Funktion
_(eﬂ)é A
e &

ist, so nehmen wir in der z-Ebene einen Schnitt (0, ©) ldngs der
Verldangerung der Strecke Oz, vor, indem wir uns auf die Punkte
z=re' beschrinken, fiir welche |o—q, < ist.
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Das Integral (3) konvergiert fiir alle in Betracht kommenden
z gleichmissig, wenn

E e— (e‘%) ai Y

2 = e—"o v ;
woraus
3 1 1
&P\ I\a
R[ (7 2\
oder
o8 =0 2
a 1\a
Tk 71" o —>_ (_)
= et
r a
und damit
1 1
r® =% cos £,

Lasst man das Argument ¢ im Falle a=2 die Werte
l P— Py J = ag
und im Falle a> 2 die Werte
P—@ | =7
durchlaufen, so stellt die Gleichung
1 1
ré=r,%cos =—*°

eine geschlossene Kurve C. dar, die stets den Punkt z, =7'Oei‘P0
und fiir «=2 auch den Nullpunkt durchgeht, wiahrend sie fiir
a > 2 den Nullpunkt umschliesst (Fig. 3.).
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Die Kurve C., begrenzt einen Bereich D, , in dessen Punkten
das Integral (3) gleichméassig konvergiert, abgesehen von dem im
Falle ¢ > 2 vorhandenen Schnitt O liangs der Verlingerung der
Strecke 0z, (Fig. 3.).

Somit stellt das Integral (3) eine Funktion ¢ (z) dar, die
im Bereich D, holomorph ist, mit Ausnahme des Schnittes OP
im Falle a > 2,

Wegen der Gleichheit

Mo o) 1 o 1

9(2) = ] B U (ré%styde = r © fﬂ “U Uy )dy

0 0

haben wir fiir ¢ =¢,, 0<r=1,,d. h. auf der Strecke Oz,

D(2) = @(2).
Nun ist aber im Konvergenzkreise |z| < R der Reihe (1)
p(2) =u(z),

und damit gilt auf dem Teil der Strecke Oz,, der sich im Konver-
genzkreise |z| < R befindet, die Gleichheit
Dz2) —=wulz).

Da die Funktionen @ (z) und %#(z) beide analytisch sind und
® (z) ausserdem im Bereich D., ausgenommen der Schnitt OP
im Falle « > 2, holomorph ist, so verhilt sich auch die Funktion
#(z) nach dem bekannten Satz von Meray-Weierstrass
im Bereich D, holomorph, wobei wir im Falle « > 2 den Schnitt
OP nicht mehr einzufiihren brauchen, denn der Nullpunkt ist
fiir die Funktion %(z) ein reguldrer Punkt.

Also gilt die Gleichheit

D(z) =u(z)
und folglich auch die Gleichheit
p(2) =u(z)

auf der ganzen Strecke Oz,, den Punkt z, mitgezdhlt, denn die
Funktionen ¢(z) und % (z) sind im Punkte z, stetig. Somit haben
wir

P(2y) = u(2,),
und es besteht demnach ein voller Einklang zwischen den Theo-

rien der absoluten Summabilitit und der analytischen Fort-
setzung.
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2. Wenn also die Potenzreihe

(1) u(z) =wug+ w2z +ug?® + ... +un"+...

im Punkte z, =7re'% absolut B, -summierbar ist, dann verhilt
sich die Funktion %(z) im Bereich D., der von der Kurve C,,

1 i /1 s
7‘7“27‘ ;cos(p—q)n 10"—%120? fiir a=2
" a ' | @—¢,|l=n fLirae>2
begrenzt wird, holomorph. Damit ist fiir die absolute Summabili-
tat der Potenzreihe (1) im Punkte z, notwendig, dass die Funk-
tion u(z) im Bereich D, holomorph sei.
Wir behaupten, dass fiir die absolute Summabilitit der Po-
tenzreihe (1) im Punkte z, hinreichend ist, wenn die Funktion
u(z) sich im Bereich D, und auf der Randkurve C., holomorph

verhalt.

a. Nehmen wir an, dass die Funktion %(z) im Bereich B
und auf der Randkurve C, desselben holomorph sei und zeigen
zunichst, dass dann das Integral

(o]

fc T e Y

0
absolut konvergiert.

In der Tat konnen wir infolge der gemachten Voraussetzung
eine die Randkurve C, umschliessende rektifizierbare Kurve C
finden, so dass die Funktion %(z) auf C noch holomorph bleibt.

Weil die Kurve C den Nullpunkt umkreist, so haben wir nach
der Integralformel von Cauchy
1 ‘u(‘g)rl‘_;

Org T e =00 12
<

1¢n =

(©)

Daher ldsst sich die assoziierte ganze Funktion
«a-ter Ordnung der Reihe (1) auf die Form

o 5 (oo}
= . < SO o N L (1 S
U(t) S 2 Un o S 2'” l:,() Iﬁa 1 =

n=20 et " g
(€)

oo

_1 fup R e e e
Waal ) E (5 c"wa)”b"szt "‘a(:)‘“

©) 0
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bringen, wo

By X o

! el S

die bekannte ganze Funktion von Mittag-Leff-
ler 1) bedeutet, die nach den Untersuchungen Mittag-Leff-
lers der Ungleichung .

&
|E () | <K ||+ K,

oder

Qe

1
o cos

|E,(ré'?) | < K€ + K,

geniigt, wenn |¢|= 7 ist und K,, K, bestimmte Konstanten sind.

Bezeichnen wir nun die Linge der Kurve C mit L und das

-

Maximum des Moduls der Funktion “e) auf C mit M, so finden
S

wir

S 1]
'U(zox"‘)——-gif
g ;

woraus, indem man (= g¢'®, mit |0 —¢, =x, setat, folgt

)

i oy
“és’ K; ( zoi) dc

LM‘ 21"
== |
paE 27! ‘ E“ ( o

y
Maz (C)

0

iy i G
-z ; Sk I v (GRSl
e | U(zy5%) =5 La[ s HM o =

(4)

2 i
= %{Kle-m[l—(‘:)“cos ; “ipg] _‘—Kz(’_z}

Mazx (C)

Unterscheiden wir im folgenden zwei Fille, je nachdem ob
a>1 odera <1 ist.

1) Gustaf Mittag-Leffler, Sur la représentation analytique
d’une branche uniforme d’une fonction monogene, Note V. Acta mathe-
matica 29, 1905, S. 101—182, — Derselbe, Sur la représentation arithmétique
des fonctions analytiques générales d’une variable complexe. Atti del IV
Congresso Internazionale dei Matematici, vol. I, 1909, S. 67—S85.

0
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10 Weil im Fallea >1 die Ungleichung

1 1

" 5 A coati R
b o

nur fiir die Punkte z=re'? des Bereiches D, und der Rand-
kurve C, gilt, so besteht fiir die Punkte (= oe“9 der Kurve C
die Ung]elchung

1 1

LN
Q“>1~0“cos*aw°,

woraus folgt
j
; (T (r—“)acose—_‘ﬂ’> 0,
0 a

und damit ist auch

1
|1 (fo)a gog O— %0
[1 (0) cos ~— ]Mm(c‘>0.
Daher haben wir nach (4)

= LM —max —x
‘U(ZOJ“) i < ( 1€ + Kye ),

was unmittelbar das Vorhandensein des Integrals

f o

0

767°) | dx

nach sich zieht.

20 Im Falle @ < 1 teilen wir die Kurve C in zwei Teile C,
und Cy, indem wir die Punkte der Kurve C, fiir die |6 — ¢, = aé;
ist, zur Teilkurve C; und die Punkte der Kurve C, fiir die
a z—gj 6 — @, |=m ist, zur Teilkurve C, berechnen (Fig. 4.).

Da die Kurve

1 1

r@=r,%cos’ 2" —@ol=x
0 « ’ | @ q)01:“

fiir ¢ < 1 auch im Sektor
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Zweige besitzt (Fig. 4.), so gilt die Ungleichung

Nun hat aber G. Mittag-Leffler in den vorhergenann-

ten Arbeiten gezeigt, dass im Sektor a’—; = |@|=m insbesondere
die Ungleichung
| B (2) | <K

besteht, wo K eine bestimmte Konstante ist.

Somit ergibt sich nach (4)

=] (o)

<t e[| st ]

und folglich ist das Integral

fe_"" U (25x%) | dz

0

*’”l U (z02%)

|
v 202
Max(01)+ ’ Ea (:—) ‘ uaz(c,)](\

H*
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vorhanden, denn das Integral

e o
[ |2 (£)
0

hat infolge des Vorhergehenden einen Sinn.

dx

Maz (C))

b. Es ist noch zu zeigen, dass auch die Integrale

oc

e | U, (202%) |dzx, A=1,2,...

existieren.
Nun ist aber

. n—2 o | :
m— 1 =4 u(g)de
i ned ln— e 2”%:).\&;1)9‘( gt

C)

o0
i o g ( U e O f @) g (i)d
2mi ) g\ S n— e 2m(0) A1 e\E G

()
Es bezeichne L wieder die Linge der Kurve C und M das

Maximum des Moduls der Funktion l(i—)l auf C, so haben wir
)

E 2" |
o £ Max (C) K

woraus wie in Abschnitt (a) die Existenz des Integrals

B LM
g e U}'(Zox“) ég

e—$

(o]

fe_x

0

U, (zpx%) | dx

folgt.

3. Somit sind wir zum folgenden Resultat gelangt:
Satz. Damit die konvergente Potenzreihe
1) u(2) =ug+uz+us2®+... +wunz" ...

im Punkte zy=r¢e% absolut B,-summierbar
ist, ist es notwendig, dass die durch diese
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Reihe dargestellte Funktion %(2) sich im
BereichD,, der von der Kurve C,

A lg—g,|=aj fir a=2
AR R ‘l’_‘llo,
b e Giv eyl lg—@o| =m fiir a >2
begrenzt wird, holomorph verhielt, und hin-
reichend, dass die Funktion u(z) sich im Be-
reich D, und auf der Randkurve C; holo-
morph verhalt.

Vermoge dieses Satzes konnen wir leicht den Stern 7, der
absoluten Summabilitdt der Reihe (1) bestimmen.

Sei A der Holomorphiestern der Funktion %(z) und ¢, die auf
einer vom Nullpunkt der z-Ebene ausgehenden Halbgeraden [ sich
befindende Ecke des Sternes A, d. h. der erste singuldre Punkt
der Funktion w(z) auf der Halbgeraden I/, den man durch ana-
lytische Fortsetzung langs dieser Halbgeraden nicht erreichen
kann.

Betrachten wir auf der Halbgeraden [ einen Punkt z. Liegt
z dem Nullpunkt geniigend nahe, dann gehort die entsprechende
Fliche D, ganz, die Randkurve C. mitgezihlt, dem Holomorphie-
stern A an. Liegt aber z vom Nullpunkt hinreichend weit, zum
Beispiel |z|>|& |, so gehort die Fliche D, nicht mehr ganz dem
Stern A an.

Teilen wir nun alle Punkte der Halbgeraden [ in zwei Klas-
sen, indem wir jene Punkte z, fiir die die Flache D. ganz dem
Stern A angehort, zur ersten Klasse und alle iibrigen Punkte
der Halbgeraden [ zur zweiten Klasse zdhlen. Da jeder Punkt der
ersten Klasse dem Nullpunkt nizher liegt als irgendein Punkt der
zweiten Klasse, so gibt es einen Schnittpunkt z, beider Klassen
derart, dass die jedem Punkt z der Strecke Oz, entsprechende
Fliche D. ganz dem Stern A angehort, wihrend die jedem aus-
serhalb der Strecke Oz liegenden Punkt z entsprechende Fliache
D, nicht mehr ganz dem Stern A angehort, sondern Aussere
Punkte des Sternes A enthilt. Dabei muss die dem Schnittpunkt
z, entsprechende Fliche D,, auf ihrer Randkurve C. mindestens
eine Ecke { des Sternes A enthalten, denn D. kann nicht ganz
dem Stern A angehoren, noch dussere Punkte des Sternes A ent-
halten.
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Nach dem vorherigen Satz ist die Reihe (1) auf der Strecke
Oz,absolut B ,-summierbar, aber nicht mehr in den iibrigen Punk-
ten der Halbgeraden I. Was den Punkt 2z, an sich betrifft, so
kann die Reihe (1) dort absolut B,-summierbar sein oder nicht.

Léasst man die Halbgerade [ eine volle Drehung um den Null-
punkt ausfiihren, so erzeugt die Strecke Oz, einen Bereich 7, in
dessen inneren Punkten die Reihe (1) absolut B -summierbar ist,
wiahrend in den dusseren Punkten desselben keine absolute Summa-
bilitat herrscht. Somit ist der Bereich 7, der Stern der absoluten
Summabilitdt der Reihe (1).

Es bleibt noch die Randkurve des Sternes 7,, d. h. den geo-
metrischen Ort seiner Randpunkte z = 1% zu bestimmen.

Wie wir gesehen haben, muss die dem Randpunkt z, ent-
sprechende Kurve (.,

| — wl}éa‘; fiir a=2

1 8 o ](p—(p13§n e a2

mindestens eine Ecke &= 0e'® des Holomorphiesternes A enthal-
ten. Damit muss die Gleichheit

1 1
— = 60—y,
[ B ; 4 DN An- it

e =n% cos —

bestehen, woraus

T

|p,—0|=a fir a = 2,

o

i T g i ©
cos ¥ ~ p— 0= fur a > 2.

Die letzte Gleichung stellt eine im Fallea = 2 offene und im

Fallea 2 geschlossene Kurve I'.dar, die stets den Punkt &= o¢'®
durchgeht (Fig. 5.).

Besitzt der Holomorphiestern A der Funktion %(z) eine ein-
zige Ecke {, so besteht der Stern 7z, aus denjenigen Punkten der
z-Ebene, die sich in bezug auf die Kurve I'. auf derselben Seite
befinden, wo der Nullpunkt liegt, und damit bildet hier die Kurve
I'. selbst die Randkurve des Sternes 7.
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Besitzt der Stern A eine endliche Zahl von Ecken

‘:ly gg, L ) é-n)
so entsprechen diesen n Kurven
Al
F;v 1;2, il F‘gn’

wobei der Stern 7, aus denjenigen Punkten der z-Ebene besteht,
die sich in bezug auf jede Kurve I’Ci auf derselben Seite wie der
Nullpunkt befinden, und somit bildet sich die Randkurve des Ster-
nes 7, im allgemeinen aus Kurvenstiicken der /..

Fig. b.

Besitzt der Stern A unendlich viele Ecken, die eine abzihl-
bare oder nicht abzéhlbare Menge {§} bilden, so entspricht die-
ser Punktmenge die Kurvenmenge [ 1’;}, wobei der Stern 7, aus
denjenigen Punkten der z-Ebene besteht, die sich beziiglich jeder
Kurve I'. auf derselben Seite befinden, wo der Nullpunkt liegt.
Damit kann hier die Randkurve des Sternes 7, zum Teil aus
Kurvenstiicken der /', zum Teil aus der Einhiillenden der Kurven-
menge {I’;_:} bestehen.

Im Sonderfall a=1 ergibt sich fiir I’t die Gleichung

AN . SR
cos (g, — 0)

die eine Gerade 4. darstellt, die im Punkt { senkrecht zur Strecke
0¢ steht (Fig. 5.). Der betreffende Stern 7, =7, dessen Rand-
kurve aus lauter geradlinigen Stiicken der A:, oder nur aus der
Einhiillenden der Geradenmenge {Ag}, oder zum Teil aus gerad-
linigen Stiicken der 4, und zum Teil aus der Einhiillenden der
Geradenmenge [ 4} besteht, ist das bekannte Summabili-

tatspolygon von Boreitl).

1) E. Borel, Lecons sur les séries divergentes,
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Aus der vorhergehenden Konstruktion des Sternes 7, kon-
nen wir folgern, dass der Stern ¢, der absoluten Summabilitdt bei
den konvergenten Potenzreihen mit dem von G. Mittag-Leff-

ler1) gefundenen Stern B“der cinfachen Konvergenz des Inte-
grals

(0]

fe—’” U(z2")dz

0
iibereinstimmt.

Wie Mittag-Leffler gezeigt hat und wie wir uns

leicht iiberzeugen konnen, ndhert sich der Stern 7, = B(a)
unbegrenzt dem Holomorphiestern A, wenn a der Null zustrebt.
Damit ist eine konvergente Potenzreihe in jedem Punkt des Holo-
morphiesternes des von ihr dargestellten Funktionszweiges u(z)
absolut B -summierbar, wenn man nur a passend klein annimmt.

KAPITEL- VII.
Erweiterung des Begriffs der absoluten Summabilitat.

1. Bei der Definition der absoluten Summabilitit der Reihe
(1)  ug+ w1z + us22 -+ ... + Unr* + . ..

haben wir vorausgesetzt, dass die entsprechende assoziierte Reihe
a-ter Ordnung

(@®] t”

2 = Y u —

@ U= F i

bestandig konvergent sei und somit eine ganze Funktion U (t)
darstelle.

Wie wir im folgenden sehen werden, ist die bestdndige Kon-
vergenz der Reihe (2) zum Aufbau der Theorie der absoluten
Summabilitdt nicht wesentlich, sondern wir haben diese beschrin-
kende Voraussetzung nur der Einfachheit halber gemacht.

a. Nehmen wir an, dass die Reihe (2) einen endlichen, von
Null verschiedenen Konvergenzradius R besitzt, und dass der

1) G. Mittag-Leffler, op. cit.
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Holomorphiestern A des betreffenden Funktionszweiges U (t) zum
mindesten einen unendlichen Radius ¢ hat, d. h. dass U (¢) mindes-
tens ldngs einer vom Nullpunkt der ¢-Ebene ausgehenden Halb-
geraden ! analytisch beliebig weit fortsetzbar ist. Dann besitzen
auch die Reihen

tn—l
g R B

Ml =)

hs g

U,(t) =

Il
~

n

denselben Konvergenzradius R und die Holomorphiesterne der
U ,(t) denselben unendlichen Radius /, denn es ist

U(z%) = uo + u12%+ ... —}—uj_lx(“ Ha | Jie U, (),

und wie P, Dienes!) gezeigt hat, veranlasst noch vernichtet
die verallgemeinerte Integration von Riem a nn keine singulédre
Stelle der entsprechenden Funktion. Folglich treten bei den
Funktionen U, (t) dieselben singuliren Punkte auf wie bei der
Funktion U(t), und somit haben die Funktionen

U,(t), 2=0,1,2,...

den gemeinsamen Konvergenzkreis und den gemeinsamen Holo-
morphiestern A.

Den Begriff der absoluten Summabilitit erweiternd, sagen
wir, dass die Reihe

(1) U+ Uz + U022 4+ . . . F U4 . ..
im Punkte z, der Halbgeraden [ absolut B -summierbar sei, wenn

die Integrale

(e}
e " U, (2p2%)dx, 2=0,1,2,...

0
absolut konvergieren.

Wir konnen uns leicht iiberzeugen, dass die vorherbegriindete
Theorie der divergenten Potenzreihen auch fiir solche absolut
B,-summierbaren Potenzreihen giiltig bleibt, wo die assoziierte

1) Paul Dienes, Lecons sur les singularités des fonctions ana-
lytiques. Paris, 1913.
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Reihe a-ter Ordnung einen endlichen, von Null verschiedenen
Konvergenzradius besitzt, denn die Reihen

oo I”_)'

U, (t) = 3 u, — A, 108

"n—2)a’

Pon==a
.

sind in jedem Punkt der Halbgeraden [ absolut B, -summierbar,
wenn man nur o geniigend klein wahlt, und diirfen somit auf
dieser Halbgeraden wie konvergente Potenzreihen im Konver-
genzkreis behandelt werden oder, mit anderen Worten, wir diir-
fen jene Reihen auf der Halbgeraden I so behandeln, als ob sie
bestiandig konvergent seien.

b. Als Beispiel betrachten wir die divergente Potenzreihe
Tl o R e e 2T

wo « eine reelle positive Grosse bedeutet.
Nimmt man hier a = a, so lautet die assoziierte Reihe

e 1

f:=10

wobei alle Radien des Holomorphiesternes A der Funktion U(t)
unendlich sind, ausser der positiven reellen Achse, auf der sich
der einzige vorhandene singuldre Punkt ¢ =—1 befindet.

Bilden wir das Integral

oo

() —
(p(?) s f(’—x U (Z.l'") dat=s fl:‘z.;(l dx

0 0

und zeigen wir, dass es in der ganzen z-Ebene, die positive reelle
‘Achse ausgenommen, absolut konvergiert.

Es sei ¢e<a eine beliebig kleine positive Grosse und T, der
Sektor der z-Ebene, der von den vom Nullpunkt ausgehenden
Halbgeraden | ¢ | = ¢ begrenzt wird und die negative reelle Achse
enthilt (Fig. 6.).

“Liegt z im Sektor T,, so liegt der Punkt zx“ ebenfalls in die-
sem Sektor, und damit haben wir

" |1 —z2%| 2 sin s,
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denn |1—zx"| stellt den Abstand des Punktes zz“ vom Punkt
1 dar. Also ergibt sich

und folglich konvergiert das Integral

L)\)_J_

2 l—dx

1—za®

p(z) =f

0

im Sektor 7. absolut und gleichmiassig und stellt daher in jenem
Sektor eine holomorphe Funktion ¢ (z) dar.

Fig. 6.

Da wir ¢ beliebig klein voraussetzen konnen, so konvergiert
das letzte Integral in der ganzen z-Ebene, mit Ausnahme der posi-
tiven reellen Achse, absolut und gleichmissig gegen die holo-
morphe Funktion ¢ (z).

Weil nun
X iy i
d* a* i
LA} 7 PO T iad S IR i, (Sindnin :
dz? deh \1 — 229 (1 — za9)% 41

so sind auch die Integrale

= di.
fe_ gy S B W e T e S

0

im obengenannten Bereich absolut konvergent, wodurch die abso-
lute Summabilitat der Potenzreihe

n

b ¢

na

(S

I
(=}



76 Gunnar Kangro j A XXXVILI. 7

bestéatigt wird. Dabei besteht der Stern z der absoluten Summa-
bilitdt aus der ganzen z-Ebene, mit Ausnahme der positiven reel-
len Achse.

2. In derselben Weise konnen wir die Theorie der diver-
genten Potenzreihen auf die Reihen

(1) Ug + U2 + U022 + . . . UnR" ...

erweitern, fiir die der Konvergenzradius der entsprechenden
assoziierten Reihe a-ter Ordnung

S m—2
(2) nfy) uﬂi(n__l)a

gleich Null ist, wenn nur der Stern der absoluten Summabilitit
der Reihe (2) einen unendlichen Radius ! besitzt und falls die
Integrale

(e o]

- ‘I)A femty el =0 192 . L

0

absolut konvergieren, wobei <15} (t) die Summe der divergenten
Reihe ?

pm—t

b g

2 Uy [(m— 2) e

n

Il

und z, einen Punkt auf dem Radius ! bedeutet.

a. Ist zum Beispiel die divergente Potenzreihe
1+-lalbz+ 2a2b 2+ ...+ |najnb "+ ...,

mit @ >0 und b >0 gegeben, so erhalten wir fiir « = b die
assoziierte Reihe

 aeELC b

die nach dem Vorhergehenden divergiert, doch im Stern = zur
Summe
0Ly
D (1) = i TRt
0= [
0

absolut B -summierbar ist.
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Da fiir jedes ¢ im Sektor T,

1

Tgine

1 —
1 — tx@

ist, so ergibt sich

oG
D (1) < #fﬂm:.i,
= SN e Sin g

0
und folglich konvergiert das Integral

(e e]
g(z)= fe‘y D (zy") dy
0
im Sektor 7', absolut und gleichmissig und stellt daher eine in
jenem Sektor holomorphe Funktion ¢ (z) dar.

Weil wir ¢ beliebig klein wihlen konnen, so konvergiert das
letzte Integral im ganzen Stern ¢ absolut und gleichméissig gegen
die holomorphe Funktion ¢(z), die sich in der Form

o — (@+y)
(p(z)=v/4, [f abdx]dy—-f f dx dy
1--zx 1—zwy
0

darstellen ldsst, denn das betreffende Doppelintegral ist absolut
konvergent.

b. Im allgemeinen konnen wir uns nach und nach iiber-
zeugen, dass jede Potenzreihe von der Form

o0
. n
[a,. .. |na, 2,
=0
woa; >0,a,>0,...a >0, im Stern v im erweiterten Sinne

m

absolut summierbar ist und daselbst eine holomorphe Funktion
¢ (z) darstellt, die durch das absolut konvergente m-fache Integral

( ) C =@ Fzyt .. Ay g d
AL L, ALy s o« BX
i 1——2,1' 1:1: ....t:,‘,’" ¥ = i

gegeben ist.
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3. In Kapitel VI haben wir gesehen, dass eine konvergente
Potenzreihe nicht nur fiir ein bestimmtes a absolut summierbar
ist, sondern fiir jedes a > 0, wobei sich nur der Sternr, der abso-
luten Summabilitdat verandern wird.

a. Was eine divergente Potenzreihe anbelangt, so kann sie
ebenfalls fiir mehrere Werte von a absolut summierbar sein, wie
aus der Betrachtung der Reihe

8) 1—2¢41.82—-1.8.52"...+(—1)"1-8.5-...
(@ —1) 2"+ ..

erscheinen wird.
10 Fiir a=1 ergibt sich

i e ; - ;
Ut (t)=1+2 (——1)"1'3 5 ’ﬁ (2n l)t e

=1

o ARSI x
=14 3 ()" 2 T @yt T
T8 [ ViFae

und somit haben wir

Of)e_z
= —::d
%1 () fV1+2z:c "
o ) 2

wobei das erhaltene Integral in der ganzen z-Ebene, mit Aus-
nahme der negativen reellen Achse, absolut und gleichmissig
konvergiert.

Da ausserdem

l

d A 1

21:3-5-...(24—1)
d? V1t 2w

= (—1 AR S

( ) ‘/(1—+—2.zar:)2}"+'l
so ist es ersichtlich, dass die Reihe (3) absolut B,-summierbar ist,
wobei der Stern 7, aus der ganzen z-Ebene, ausser der negativen
reellen Achse, besteht.

20 Fir a=2 bekommt man

A
d ]
7 B e o

n1-3-5.....(2n—1)

. S
2n e

U*(ty=1-4 3 (—1)

"=

pelt e O] e
i Bttt e S L e E

o n—20
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und damit ist

oo *
Py (2) = fc_'r—? dur,

0

wobei das erhaltene Integral nur dann absolut und gleichmissig
konvergiert, wenn der reelle Teil von z nicht negativ ist.
Da ausserdem
A A sz 2
d G _f,l,,, -5 L
4!2;TU (Zx)_zlzz il e 2" R
so ist die Reihe (3) offenbar absolut B,-summierbar und der
Stern t, besteht aus der z-Halbebene, die von der imaginéiren
Achse begrenzt wird und die positive reelle Achse enthilt.
b. Ist die divergente Reihe

(1) g+ U2 + U2 . .. F U F ...

fiir zwei verschiedene Werte ¢, und «, absolut summierbar be-
zliglich der Summen ¢,(z) und @o(2), wobei die entsprechenden
Sterne 7, und 7, einen gemeinsamen Teil v besitzen, so sind wir
nicht ohne weiteres berechtigt zu behaupten, dass die Funktionen
¢1(2) und ¢(z) im Bereich 7 iibereinstimmen miissen.

In der Tat, wenn die Reihe (1) durch das B, . und das B, -
Verfahren absolut summierbar ist, so haben wir

QO

¢ (2) = f?—’” U' (22™)dz,

0

mit
o n
Ulty= 3 wn
n=20 l'i“l
und
(o]
Pa(2) = fe—“ U?(2y™)dy,
0
mit

(oo}
"

D)= 3 up .

n=19 ‘_N_(Zg
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Setzen wir der Einfachheit halber voraus, dass die Konver-
genzradien der beiden assoziierten Reihen U1l(f) und U2(¢) von
Null verschieden sind, so sind diese Reihen fiir jedes a absolut
summierbar, und wir konnen, indem wir der Reihe Ul(t) das
Ba2-Verfahren und der Reihe U2(t¢) das Bal -Verfahren anwen-
den, schreiben

(oe] o0

2 " %
U@)= | eV un Y dy,
" =0 M IEOE‘-’ ;

0

& £ n noty
U2 (t) :fe—'”(z i 5_) dz.

" [nay |
\n=0 ‘L‘ ,Ifal

0

Hieraus ergibt sich

(o) o0
Paile e fe—z[fe—yF(zxa‘y“"’) dy] dzx,

(e o] (e'e)
Qole)i=— fe—y[fe”‘”lf’(zxa‘y%) dx]dy,
0 0
wWo wir
~ [
F(t) = ‘h)d Un

lna; na,
n=2~0 8

gesetzt haben.
- Somit besteht die Gleichheit

P, (2) = @,(2)
diangs e d=nar adanns fall s imiterierten In-

tegral
o0 . o0
[ [Foreia
S 0

die Vertauschung der Reihenfolge der In-
tegrationen erlaubt ist.
Fiir die Reihe

14 10— DO Rl R 1) )

w1
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die wir im Abschnitt (a) betrachtet haben, erhidlt man

(b

1-83.5-...-(2n—1)
£} =1 4 )_’ =1y |n 2n tr=1-
=3 e P
o0, {eL l)nt" OO(_ 1)"t" OO(_ l)n(V’ﬁ)% i
+n%71 n 2-4.6.....2n = 4_2; 2n(1£)2 ~ ._Z; 22”(|_'_')2 = O(VZt)r

wo Y,(x) die bekannte Funktion

1
cos (.'4/, d'l

(4) Yo(x) = Vi L.

von Bessel bedeutet.
Somit haben wir das iterierte Integral

(o]

f(*_x[fe" Y'Y, (yV 2zx) dy] dx
0 0
zu erortern.

Da nach (4) fiir jedes reelle # die Ungleichung

1
2 dy
Yo(2)| <— b AEE et
| 0(7)\:7“/‘1/1‘!/3
0

gilt, so hat das Integral

o0 (@]
—a o
0 0

fiir jedes reelle nichtnegative z bestimmt einen Sinn, woraus die
Zulassigkeit der Vertauschung der Reihenfolge der Integrationen
folgt.

Folglich haben wir

Yo ( yV%

dy]dx

$1(2) =Py (2)

fv—+— *’f S

und diese Gleichheit besteht fiir jedes z, dessen reeller Teil nicht
negativ ist, denn die Funktionen ¢, (2) und ¢, (2) sind analytisch.
6

oder
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Die Giiltigkeit der Gleichheit

Ooe_x d oo__;,;_z_x_zd
——e— G == e o A
V14222

0

0

konnen wir iibrigens auch direkt erweisen, indem wir zum Bei-
spiel im zweiten Integral die Substitution

ausfiihren.
KAPITEL VIIL

Integration von Differentialgleichungen durch
divergente Potenzreihen.

Nachdem wir den Begriff der absoluten Summabilitat erwei-
tert haben, wollen wir im vorliegenden Kapitel bei der Anwen-
dung der absolut B -summierbaren Potenzreihen in der Theorie
der Differentialgleichungen verweilen.

1. Betrachten wir eine algebraische Differentialgleichung
n-ter Ordnung

du  d*u d"u
(1) F(Z, u, JZ‘, @, e sy dZ”) == 0,
. d d? d"
wo F ein Polynom von u, =, <% ..., ©“ pedeutet, dessen
dz2’  dz? dz"

Koeffizienten fiir z=0 holomorphe Funktiohen von z sind, und
suchen wir eine Losung = ¢ (z) dieser Differentialgleichung, die
den Anfangsbedingungen

¢ (0) = u,
(2) ¢ (0). =u'y
. 9" =(0) = w1
geniigt.
Denkt man in der Differentialgleichung (1) die Glieder nach
den fallenden Potenzen der hoheren Ableitung % geordnet, so
besitzt die Differentialgleichung (1) die Gestalt
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du d" Y\ [d"u\™ 3 &~ W\ [dMu\™ !
‘40(2, ur%""’W)(dzn +Al g, U, e "'7(12,1__1 E +

d" —u\ d"u
.oy et L =%
dz” J dz"

(1"_]'71
+---+Am—1(.€,u,d[i:,. —f—Am(z,u,dﬁ,..., ):0.
a

dz da =7

Ersetzen wir hier die Grossen

i dn—lu
2y Uy — ooy —7
dz dz
beziehungsweise durch die Werte
R M Wiy gD,

so bekommen wir fiir die Ableitung % eine algebraische
Gleichung m-ten Grades

(d"u

(3) . ((l'lu,)m_‘_ . \dzn

"

\m—1 dnu
) +...+am—1@+a1ra:0~

Hat die Gleichung (3) eine einfache Wurzel »,™, dann gibt
es nach dem Existenzsatz von Cauchy ein holo-
morphes Integral = ¢ (z) der Differentialgleichung (1), das den
Anfangsbedingungen (2) geniigt und fiir das ausserdem

P (0) = u™
gilt.

Die Reihenentwicklung von Mac-Laurin dieses Integrals
w==@(z) lautet

J (),
o) =9+ 2 et D

n

(n+1)
¢ (0) n 41
W PRI TR beg 34

wobei die Grossen

¢(0), @(0), ..., p(0)
bekannt und die iibrigen Grossen

P +1(0), @n+2(0), .

unbekannt sind.
*G



84 Gunnar Kangro A XXXVIL 7

Ersetzen wir zur Berechnung der letzteren in der Differen-
tialgleichung (1) die Grossen

du d"u
u, FZ’...’@

beziehungsweise durch
P(2), ¢ (2), ..., 9"(2)
und differenzieren die erhaltene Identitét
F(z, 9(2), 9'(2), ..., 9™ (2)) =0

wiederholt nach z, so finden wir die Gleichungen

oF oF | OF
0+ W¢(Z)+---+m¢(”+‘)(z)=0,
o°°F 7l .

(4) Z T2 ¥ @ T ... Tomehti(e)=0,
FF i A
_0;5‘{_3022014(}) (z) + L +0u(") 97( +3}(z) =0:

Hieraus konnen wir, indem wir z = 0 setzen, der Reihe nach
die Grossen
( 1 (n 2
N |, e
berechnen, denn es ist
oF
ou™ 0,

weil »,™ nach der Voraussetzung eine einfache Wurzel der
Gleichung (3) bedeutet.

Besitzt somit die Gleichung (3) eine einfache Wurzel, so
existiert ein holomorphes Integral der Differentialgleichung (1),
das die Anfangsbedingungen (2) befriedigt und durch die kon-
vergente Potenzreihe

. : (n)
9(3) = 9(0) D p (U0 ABTHOD) 0y

SRS (]

(p(n)(o)
0 UM

(b)lie . p(2) =ugt+uz+ ... t+u"+ ...

coder, wenn man. = % .Selzt,



A XXXVIIL. 7 Verallgemeinerte Theorie. .. 85

bestimmt wird. Die Koeffizienten ug, %y, ..., 4, ... der Reihe (5)
konnen wir der Reihe nach aus den Gleichungen (4) oder auch
direkt aus der Differentialgleichung (1) mittels der Methode der
unbestimmten Koeffizienten erhalten.

2. Wenn die Gleichung (3) keine einfache Wurzel besitzt,
oder wenn diese Gleichung sich auf eine Identitit reduziert, d. h.
falls die Koeffizienten a, der Gleichung (3) alle Nullen sind, so
ist im allgemeinen kein holomorphes Integral der Differentialglei-
chung (1) vorhanden, jedoch konnen die Gleichungen (4) die
formale Berechnung der unbekannten Ableitungen von ¢ (z) im
Punkt z =0 ermoglichen. Im letztgenannten Fall bekommen wir
eine Reihe

(n
PO+ LDzt 2Oy
oder
(5) g+ wuz~+... w2 +...,

die im allgemeinen divergieren wird und somit die Differential-
gleichung (1) nur formal befriedigt.

Satz. Wenn die divergente Potenzreihe
(5) o+ w2+ ug2® +...Fune" ...,

die eine algebraische Differentialgleichung

du d*u d"u
(1) F(Z', u, s d?".., d:"):()

formal befriedigt, absolut B, -summierbar
1.8 "S0! Btellt ‘ihre Summe

(ee)
p(z) = fe% U (22%) dz
0
eime Losung 'der Differentialgleichung. (1)
dar.
In der Tat ist es so, dass falls die Potenzreihe (5) absolut
B ,-summierbar ist, es auch die Reihen sind

[ Uy - 2uqz ..

(6) l1. 2uo—|—2 3u37—}—

———

1 2 nun—}—Z 3 cn+ D) unyprz+...,
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die man aus der Reihe (5) durch m-malige gliedweise Differen-
tiation erhalt.
Da nun F' ein Polynom beziiglich der Grossen

du d*u d"u
bedeutet, wobei die Koeffizienten des Polynoms in der Umgebung

des Punktes z=0 holomorph, d. h. in konvergente Potenzreihen
entwickelbar sind, so kann man nach (III, 3) im F die Grossen

2
du d u d"u

A T Y

durch die entsprechenden Reihen (5) und (6) ersetzen und formal
wie mit konvergenten Potenzreihen rechnen. Als endgiiltiges
Resultat dieses Rechnens bekommt man eine absolut B, -summier-
bare Reihe

(7 U+ Uz U® ...+ Upz"+...,
wobei
R R SRR e T Rl

sein muss, denn die Reihe (5) befriedigt nach der Voraussetzung
formal die Differentialgleichung (1).
Setzt man anderseits im Polynom F'

(0]
u = fe—” U(zx%) dzx
0

(oo}
du Sl g gt pi
a;—fe U (2x%) dx
0

(o]
e fe_zx"“U(")(zx“)dw,
dz"

0
so erhilt man eine Funktion ®(z), die der Summe der Reihe (7)
gleich sein muss. Weil aber die Koeffizienten der Reihe (7) alle
Nullen sind, so gilt dasselbe auch fiir ihre Summe, d. h. es ist
identisch

D(s) =0,



A XXXVIIL 7 Verallgemeinerte Theorie. .. 87

und die Funktion u = ¢ (z) stellt damit eine wirkliche Losung der
Differentialgleichung (1) dar.

Wenn somit die Gleichungen (4) die Berechnung der Koeffi-
zienten der Reihe (5) ermoglichen, dann stellt die erhaltene Reihe
(5) eine Losung der Differentialgleichung (1) dar, die den An-
fangsbedingungen (2) geniigt, wenn nur die Reihe (5) absolut
Bg-summierbar ist.

3. Betrachten wir zum Beispiel die Differentialgleichung
erster Ordnung

!
.232[—“-—-:—14,——22:0,

- dn du 5
F (z, u, Ez_) e o= + u—2z
ist, und suchen wir eine Losung u =— ¢ (z) dieser Differentialglei-
chung, die die Anfangsbedingung

y(0) =0
erfiillt.
a. Differenzieren wir die Gleichheit

2B9'(2) + p(z) —22=0
wiederholt nach z, so bekommen wir

P’ (2)+ 32%¢" (2)+ g LAy 2z =0
29" (2)+ 3-22%9" (2)+ 3-2 29" (2)+ 9" (2)—2 =0
Bt (z2)+ 3-32¢" (2)+ 3-2-329" (2)+ 2-3¢' (2)+ ¢ (2)=0
Be® (2)+ 342200 (2)+ 3-3.42¢" (2)+ 2-3-4¢" (2)+ pW(z)=0
29® (2)+ 3-522¢0)(2)+ 3-4-529W(2)+ 3-4.-5¢" (2)+ ¢®(2)=0
gD (2)+ 362290 (2)+ 3:5:620% (2) 4 4569 (:)+ ¢ (2)=0

Setzen wir hier z = 0, dann finden wir der Reihe nach

9" (0) =0

9" (0) =2

p”(0) =— 2:3¢" (0) =0

PpW(0) = —2.3-4¢" (0) —= —2%.3.4
P®(0) = —3-4-5¢" (0) =0

P®(0) = -—4.5-6p® (1) = 2.3.42.5.6
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und im allgemeinen

¢(2n—1) (0) pisa O’

P (0) = (—1)"122.83.42.5.62.. ... (2n —2)2 (2n—1) 2n,
woraus
u,, _, =0,
(__1)“—122.3-42-5-62-.. o (2n—2)2(2n—1) 2n
Lonk e 1.2.3.4.5-6....-(2n—2)(2n—1)2n
= (—)""12:4:6-...-(2n—2) = (—1)* 12"~ ljn—1,

und somit ist die gewonnene Potenzreihe

(0 0] oC
(8) 2 u2nzgn Ry 2 (_1)71—121;—-1@;1 Z2n
o= § -
divergent.
b. Zeigen wir, dass die Reihe (8) in der ganzen z-Ebene,

mit Ausnahme der imaginidren Achse, fiir « = — absolut summier-

bar ist und folglich daselbst eine Losung der Differentialgleichung
23 % +u—22=0
darstellt.
In der Wirklichkeit ergibt sich fiir a = %

Co t'm a 2n—1
U@) = 3 o o= 3 (—)n 1o —pn =
Wt a n=1
{99 (2t)
=5 3 (=1L r——log(1+2t)
n=1
und damit
(o]

@ (2) = %fe_“ log (1 + 2 z%z) da.
0

Hier besteht der Holomorphiestern A der Funktion
U(t) =4log (142 t2)
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aus der ganzen t-Ebene, ausser den Teilen der imagindren Achse,
die von den Punkten ¢t = =+ _1%5 ins Unendliche gehen.

Sei s<g eine beliebig kleine positive Grosse und 7, der
Doppelsektor, der von den vom Nullpunkt ausgehenden Halb-

geraden |p|= 5__ ¢ begrenzt wird und die reelle Achse ent-
halt (Fig. 7.).

‘P=-—?|-E

i 7.

Zum Beweise der absoluten Summabilitit der Reihe (8) im
vorhergenannten Bereich ist es hinreichend, wenn wir die abso-
lute Konvergenz der Integrale

mit

Up(t) = 3 vn oy

n—/

im Doppelsektor T, erweisen.
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Nun ist aber im 7,

| ¢ 1 1
1—{—22%.:2’4;—!—2290 :2{ 1—'_——29:7\ -t+217‘22(s1n )2
V2 il Ve g
und daher
| oo ‘ ‘ foe)
"é | ) a:n—). \ 2 ‘ d/“ n
| - | — 2: sy
Uy (ax’) | =| & 2" M,,T__,‘= z—? 172“),12"[; =
in:l — 'dx n=1 f—
‘ 17 1 | >
=|z=3| LU () |= 5|2~ log (14 2:%) | =
1 dx da’
22—1'1_1 2}'—2f}~_1_

-~ — -
|1+222x|}' . 1 (sin g) ¥ f

‘woraus unmittelbar die Existenz der Integrale

P 1
fe‘””U._,;_(zxf)dx, A=1,2, ...

0

folgt.
c. Man kann sich auch leicht direkt iiberzeugen, dass die
Funktion
oC
@(2) = % fe_x]og (14 22%z)dx

0

der Differentialgleichung

23@—{- u—z2=0

genligt.
In der Wirklichkeit, da

(o]

’ L Lp . DO
§ (2) =2z fe TTods
0

und

o0 .00

1 5 : de )

q)(Z) =§ flog (1+23';§U)d(——g—‘1) o= ¥ /e iﬂéa’
0 h
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so ergibt sich
(ee] Nee

Ly 9 5 —x wdx 9 —z  de
Be'(2) + @ (2) —22 =2z [(7 —Hm-%z je i’+2z2f-_“’2=
0

0

oo

O
. s, aes bt il S i e
Eild fl_*_zz‘_{,. (2Z J)-+—1)d.7, L fc dx 2E = O

0 0

K A PelyEE L EX.
Die Reihen von Maillet und von Le Roy.

_ 1. Die Reihen von Maillet. — E. Maillet1) hat
«die Potenzreihen

(1) wyt+wztug®+...4Fue"4 ...
betrachtet, wo die entsprechende assoziierte Reihe a-ter Ordnung

n

s t
Uit )= 2« Yo
=% ] 1

eine ganze Funktion U(t) darstellt, deren Grenzexponent o, der
Nullstellenfolge kleiner als die Ordnung o der ganzen Funktion
ist.

Nach einem bekannten Satz von Weierstrass lidsst jede
derartige ganze Funktion U(¢) sich durch das Produkt

e?t) P (¢)
ausdriicken, wo Q(t) ein Polynom o-ten Grades
Q (t) B aot()—*_alto“ 1+‘ 1 '+a0—1t+ ag

und P(t) das kanonische Produkt von Weier-
Strass

A i g
Pt)y=t Il (1—5") e " vy

X | i

1) Maillet, op. cit., S. 498—518.
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—

bedeutet. Dabei sind
Ciy C2y . . ., Cuy

die Nullstellen von U (%).

In seiner erstgenannten Arbeit hat Maillet gezeigt, dass
jede Potenzreihe, fiir deren assozierte Reihe a-ter Ordnung die
Ungleichung o, < ¢ gilt, und die er kurz als eine Reihe (a,
o0, @,) bezeichnet, im Sinne von Borel!) summierbar ist, d. h.
befriedigt eine Reihe («, o, ,) formal eine bestimmte algebraische
Differentialgleichung, so stellt die Summe dieser Reihe eine effek-
tive Losung der Differentialgleichung dar. Doch sind diein M a il -
lets Arbeit vorkommenden Beweise nicht mit geniigender Strenge
durchgefiihrt, weil Maillet das Weglassen von Gliedern einer
divergenten Reihe ohne weiteres fiir erlaubt hilt 2).

Im folgenden werden wir zeigen, dass die Reihen (a o, a,)
von Maillet absolut B, summierbar sind, wodurch die Tat-
sache, dass jene Reihen im Sinne B or els summierbar sind, von
neuem bewiesen wird.

a. Betrachten wir zunichst das Integral

(e o]

e ” U(zx®) dx

oder das Integral

(e} E !

% b

(2) fe—x Ulex). dx%,
0

das sich aus dem ersteren ergibt, indem man 2% durch z ersetzt,
und stellen wir uns die Aufgabe, den Bereich der absoluten Kon-
vergenz dieses Integrals zu bestimmen.

Zu diesem Zweck haben wir zwei folgende bekannte Sitze
Borelss3) aus der Theorie der ganzen Funktionen nétig.

Satz 1. Die Ordnung des kanonischen Pro-
duktes P(t) ist dem Grenzexponent o, sei-
ner Nullstellenfolge gleich.

') Borel, Mémoire sur les séries divergentes, S. 79—131.
2) Maillet, op. cit.,, 8. 516.
3) Borel, Lecons sur les fonctions entiéres.
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Hieraus bekommt man fiir geniigend grosse Werte von ||
die Ungleichung

0, +¢&
[P ()] < "

Satz 2. . Zieht.iman. . um .jede Nullstelle ¢,
des kanonischen Produktes P(f) einen Kreis
C, mit dem Radius

1
V"—_-W’ h> e,
80 besteht ftur geniigend Brogsge Werte van
|t], mit Ausnahme der Kreise C,, die Un-
gleichung
: : _p@1tE€
[P ()] > e

Es sei z=7re'?, mit » 0, dann haben wir fiir ein hin-

reichend grosses x nach dem ersten Satz Borels

(rx)01+6
| P (2z)| <e

und nach dem zweiten Satz Borels

P (573)1 s e—(m) Q1 +¢€ ;

ausgenommen eine Folge von Intervallen, deren Summe wegen der
Konvergenz der Reihe

[e) P 9 <o 1
zv 27”7 MR.gpL “-\ P, LM
4 r o \c"\h
n=1 Nzt
stets endlich ist. Ausserdem konnen wir in beiden Féllen ¢ so
kiein wahlen, dass
ate<e
wird.
Bezeichnet man
Qy = 7,690, i el s\ a, =1, ¢

so ergibt sich
RYC)

LA b

QG _ Ry ) + @y ()¢ ! 4 ap]

0 ()% cos gy + op) + 1 (r@)® " eos (g1 + (0 — 1)g) + - - - +7g c08 g,
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Unterscheiden wir nun drei Fille, je nachdem ob
3§

=
st
10 Zeigen wir, dass im Fall o > 01; das Integral

@0 i :

(3) fe—x“ | U (2x) | dz”
konvergiert, wenn cos(¢, +o0p) < 0 und divergiert, wenn

cos (¢, -+ o) > 0 ist.
Tatséchlich verhilt es sich so, dass, wenn cos (¢, + og) < 0

und r20, fiir ein geniigend grosses « die Ungleichung gilt
1 1

C—wzg U(zz) | < e-xz‘ + r,(re)? cos (¢, + og) + 7, (rx)* " cos[p,+(o—1)g] +

+ ...+ 'y COS g + (ra)*1 t+e
1
PR
e Y,

und damit das Integral (3) einen Sinn hat.

Ist aber cos (¢,-+o0¢p) > 0 und » = 0, dann besteht fiir ein
geniigend grosses x, mit Ausnahme einer Folge von Intervallen,
deren Summe endlich ist, die Ungleichung

3 1
it 1 U(zx)| > e-—m“ 4 rofrx)" cos ((,r;U + o) + ry(rz)® ~ ! cos [p, 4+ (¢ —1)¢]

+...+‘I‘OCOS([)@—(T.’B)‘)1+E

Bl ;
woraus die Divergenz des Integrals (3) folgt.
Somit besteht der Bereich 7, der absoluten Konvergenz des

Integrals (2) im Falle Q>$ aus denjenigen Punkten z = re?,
flir die

cos (¢, +o09) <0
ist. Jene Punkte bilden o kongruente Sektoren mit den Zentral-
winkeln g, die von den Geraden

cos (¢, + 0p) =0
begrenzt werden (Fig. 8.).
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Dabei konvergiert das Integral (2) in jeder endlichen Fliche
des Bereiches 7, gleichmaissig und stellt daher eine Funktion ¢ (2)
dar, die sich in jedem Sektor von 7, holomorph verhilt.

20 Wir behaupten, dass fiir g:é— das Integral (3) kon-
vergiert, wenn ry?¢cos (¢, + o) < 1 und divergiert, wenn
ror? cos (o, + o@) > 1 ist.

Fig. 8.

~ Es verhilt sich so, dass wenn ry?¢ cas (¢, + o) < 1 ist, wir
fiir hinreichend grosses x haben
!

e—2" |U (zx)| < e**”g [1 — 1979 cos (g + o9)] + 71 (re)® ~ Leos [y + (0— 1)g)
e )01+ &
+...+ ioCOS(pg + (rx)tt

= ev
wo m eine gewisse, von x unabhingige, positive Grosse bedeu-
tet, und damit ist das Integral (3) vorhanden.
Ist dagegen 7,r¢ cos (¢, o) >>1, so haben wir fiir hin-
reichend grosses x, ausser einer Folge von Intervallen mit end-

licher Summe,
1

e U (25)| > =2 [L—ror® cos (py + 0l + 1 (rz)® ~* cos [p; + (o—1)¢]
—{-...-}—rocosrp” — (r)@t + €

- 1’
wodurch die Divergenz des Integrals (3) bestatigt wird.
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Folglich besteht der Bereich v, der absoluten Konvergenz des
Integrals (2) im Falle o= ai aus denjenigen Punkten z —=re'?,
fiir die

ror? cos (¢ + 0p) <1

ist, d. h. aus jenen Punkten, die betreffs der Kurve

roré cos (9o +-09) =1

Fig. 9.

auf derselben Seite wie der Nullpunkt liegen. Diese Kurve ist
aus o hyperbelartigen Zweigen zusammengesetzt, die die Geraden

cos (o +0¢) =0

als Asymptoten besitzen (Fig. 9.).

Ubrigens konvergiert das Integral (2) in jeder endlichen
Fldche des Bereiches 7, gleichmissig und stellt daher in 7, eine
holomorphe Funktion ¢ (z) dar.

Da hier der Punkt z=0 ein innerer Punkt des Bereiches
7, ist, so verhilt sich ¢(z) auch im Punkt z=0 holomorph, und
folglich ist die Potenzreihe (1) im Fall Q:;;— konvergent, wobei

1
ihr Konvergenzradius gleich »,~ , ist 1).

1) Es ist ersichtlich, dass hier der Bereich 7, als Sonderfall von
den in Kapitel VI betrachteten Sternen dient.
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30  Zeigen wir zuletzt, dass im Fall o < ; das Integral (3)

fiir jedes z=re? konvergiert.

Tatsdchlich gilt hier fiir geniigend grosses x die Ungleichung

1 1
o | U (2z) | < e~ +r (re)lcos(pg+ o) + 7, (rar? " cos[g, + (o—1)gl +

-+ ...—{-—rgcompg+(r.7c)‘)1+'E
L
o

<M,

wo m eine bestimmte positive Konstante ist, und folglich hat das
Integral (3) stets einen Sinn, unabhingig von z.

Somit besteht der Bereich 7, der absoluten Konvergenz des
Integrals (2) im Fall p < ai aus der ganzen z-Ebene.

Ausserdem konvergiert das Integral (2) in jeder endlichen
Flache der z-Ebene gleichmissig und stellt daher eine ganze
Funktion ¢(z) dar, woraus folgt, dass die Potenzreihe (1) fiir

0 <, bestindig konvergiert1).

b. Aus der Theorie der absoluten Summabilitit der konver-
genten Potenzreihen folgt, dass der Bereich 7, der absoluten
Konvergenz des Integrals

oo )| 1

(2) fe_za U(zalc)alocoT

0

fiir o = i mit dem Stern der absoluten Summabilitat der Reihe

1) wytwz4u,2>4+... w2+ ...
tibereinstimmt. Es bleibt uns daher iibrig noch zu beweisen, dass

der Bereich 7, auch im Fall ¢ > —i— , wo die Potenzreihe (1) diver-

1) Maillet hat die Potenzreihe (1) fiir gza! als divergent

und fiir 0 <il als konvergent angesehen (Maillet, op. cit., S. 501—505).
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giert, den Stern der absoluten Summabilitit der Reihe (1) dar-
stellt. Dazu geniigt es, die absolute Konvergenz der Integrale

©0 s .5
(4) fe_x TU(Z.I:) dadfscAt= 1,2, . .
dz

0

Qir-

im Bereich 7, zu erweisen.

Nun ist aber
—f;ﬁ; U(zx) = %[cg(m P (zx)] = ze? ™ [P (2z) Q (zz) +

iy (zx)] = z¢" P, (22),

wo die ganze Funktion P,(t) die Ordnung o, besitzt, denn die
Ordnung einer ganzen Funktion bleibt beim Differenzieren un-
verandert.

In derselben Weise finden wir

d? 2
i UGz) = 22e¢%%? P, (2.1)

und im allgemeinen

dl L Q(zx)
£ U(ez) =" e p, (22),

wo P, (t) eine ganze Funktion der Ordnung ¢, bedeutet.

Hieraus folgt ohne Schwierigkeiten nach dem Abschnitt (a)
die absolute Konvergenz der Integrale (4) im Bereich 7.

c. Betrachten wir zum Beispiel die Potenzreihe

na

la |2a
(SPRIAFIAe Wbpa gty ey il A% lopa

mit a > 0.

Offenbar ist diese Reihe fiir @ > 1 divergent, fiir a = 1 kon-
vergent mit dem Konvergenzradius R =1 und fiir @ < 1 bestin-
dig konvergent.
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Nehmen wir a= « und bilden die entsprechende assoziierte
Reihe, so erhalten wir die ganze Funktion

(o] t"
Zf(t): ETT—-——:et,

n=2~0
die von der Ordnung o=-1 ist und den Grenzexponent o =0
besitzt. Somit ist o, <o, und die Reihe (5) stellt eine Reihe
(a, 1, 1) von Maillet dar, die die Summe

= «
9 (2) = fe"”f” dax

0

hat, und fiir die der Bereich 7, aus der Halbebene, die von der
imagindren Achse begrenzt wird und die die negative reelle Achse
enthélt; oder aus der Halbebene, die von der Geraden R(z) — 1
begrenzt wird und die den Nullpunkt enthilt; oder aus der
ganzen Ebene besteht, je nachdem ob a¢ > 1, oder ¢« — 1, oder
a-< 1 ast,

2. Die Reihen von Le Roy. Le Roy1), der sich
als erster mit dem Integral

(e o]
fc ekt Yl

v

beschaftigte, hat drei Jahre vor Maillet divergente Potenz-
reihen

(1) g U2 U2 4. un ..

betrachtet, fiir die die assoziierte Reihe a-ter Ordnung

einen endlichen, von Null verschiedenen Konvergenzradius besitzt,
und wo die Integrale

g e |
fe"‘ii_ U(zx*)dz, 4=0,1,2,...
dz*

0

') Le Roy, op. cit, S. 405—430.
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in einem gewissen, durch zwei vom Nullpunkt ausgehende Halb-
gerade begrenzten Sektor absolut und gleichméssig konvergieren.

Le Roy hat behauptet, dass diese eben definierten Reihen,
die er reguldr summierbar nennt, im Sinne Borels
summierbar sind, d. h. wenn eine derartige Reihe eine bestimmte
algebraische Differentialgleichung formal befriedigt, so stellt
ihre Summe eine wirkliche Losung der Differentialgleichung dar.

Es gibt jedoch in der Arbeit Le Roys keine Beweise fiir
die genannte Behauptung, ausser dem Satz der Differentiation
der divergenten Potenzreihen, dessen Beweis aber nicht mit ge-
niigender Strenge entwickelt worden ist, weil Le Roy ebenso
wie Maillet das Weglassen von ‘Gliedern einer divergenten
Reihe ohne jede Begriindung fiir zuldssig halt1).

Da die absolute Konvergenz der Integrale

sl
fe_’d U(zz®)dr, 2=0,1,2,...
dz}' i

die absolute Summabilitat der Reihe (1) nach sich zieht, so ge-
horen auch die Reihen von Le R oy als eine Sonderklasse zu
den absolut summierbaren Reihen, wodurch die Behauptung Le
Roys vollstindig erwiesen wird.

Da der Verfasser wihrend des Druckes von den Bolschewisten
verschleppt worden ist, so hat Prof. Dr. Hermann Jaakson giitigst

die Korrektur iibernommen.
Die Redaktion.

1) Le Roy, op. cit., S. 419—420.



Vefallgemeinerte Theorie der absoluten Summabilitat

Kapitel

”

1i;
II.

13T,
Iv.

VI.
VIIL.
VIIIL.

IX.

der divergenten Potenzreihen.

Inhaltsverzeichnis.

Pinlerbume: vt Ao i

Das Bg-Verfahren. — Der Permanenzsatz

Addition der divergenten Reihen und ihre Multiplika-

tion mit einer Konstante. — Hinzufiigen und Weg-
lassen der Glieder. — Totale und absolute Summa-
PRl = e e e R Fhec

Multiplikation absolut summierbarer Reihen
Absolute Summabilitat der divergenten Potenzreihen

Differentiation und Integration der divergenten Po-
denZreihen - = St s el U SO LT e

Absolute Summabilitiat der konvergenten Potenzreihen
Erweiterung des Begriffs der absoluten Summabilitat

Integration von Differentialgleichungen durch diver-
gente Potenzreihen . . . . . . . .

Die Reihen von Maillet und von Le Roy

Seite






	VERALLGEMEINERTE THEORIE DER ABSOLUTEN SUMMABILITÄT DER DIVERGENTEN POTENZREIHEN
	Bastard title section
	Untitled

	Chapter
	Einleitung.
	Chapter
	KAPITEL I.
	Das Ba-Verfahren. — Der Permanenzsatz.
	Fig. 1.
	Untitled


	KAPITEL 11.
	Addition der divergenten Reihen und ihre Multiplikation mit einer Konstante. — Hinzufügen und Weglassen der Glieder. — Totale und absolute Summabilität.
	Untitled
	absolut konvergiert, weil


	KAPITEL 111.
	Multiplikation absolut summierbarer Reihen.

	KAPITEL IV.
	Untitled

	KAPITEL V. Differentiation und Integration der divergenten Potenzreihen.
	Weil die Funktionen

	KAPITEL VI
	Fig. 3.
	Untitled
	Fig. 5

	KAPITEL VII.
	Erweiterung des Begriffs der absoluten Summabilität.
	Fig. 6.
	Weil nun
	Untitled
	Chapter



	KAPITEL VIII.
	Integration von Differentialgleichungen durch divergente Potenzreihen.
	Fig. 7.
	den Anfangsbedingungen
	Setzen wir hier z = 0, dann finden wir der Reihe nach


	KAPITEL IX.
	Die Reihen von Maillet und von Le Roy.
	Fig. 8.
	Fig. 9.


	Table of content
	Cover page
	Untitled


	Illustrations
	Untitled
	Fig. 1.
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Fig. 3.
	Untitled
	Fig. 5
	Fig. 6.
	Untitled
	Fig. 7.
	Fig. 8.
	Fig. 9.
	Untitled

	Tables
	den Anfangsbedingungen
	Setzen wir hier z = 0, dann finden wir der Reihe nach


