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Sissejuhatus

Aastal 1961 ilmunud artiklis [BP] tõestasid E. A. Bishop ja R. R. Phelps, et
mistahes Banachi ruumi kaasruumis on oma normi saavutavate funktsionaalide
hulk kõikjal tihe.

Teoreem 1 (Bishop–Phelpsi subrefleksiivsusteoreem; vt [M, lk 278, teoreem
2.11.14] või [BP]). Olgu X Banachi ruum. Siis oma normi saavutavate funkt-
sionaalide hulk on kaasruumis X∗ kõikjal tihe, st mistahes x∗ ∈ X∗ ja ε > 0
korral leiduvad u∗ ∈ X∗ ja u ∈ X nii, et ∥u∥ ⩽ 1 ning

|u∗(u)| = ∥u∗∥ ja ∥u∗ − x∗∥ ⩽ ε.

Aastal 1970 ilmunud artiklis [Bol] pani B. Bollobás tähele, et Bishop–Phelpsi
subrefleksiivuseteoreemi tõestuses artiklis [BP] on implitsiitselt tõestatud tuge-
vam väide: lisaks sellele, et me saame funktsionaali x∗ lähendada funktsionaa-
liga u∗, mis saavutab oma normi, me saame samaaegselt punkti, milles x∗ on
lähedane oma normile, lähendada punktiga, milles u∗ saavutab oma normi. Selle-
le väitele viidatakse kui Bishop–Phelps–Bollobáse teoreemile.

Teoreem 2 (Bishop–Phelps–Bollobáse teoreem; vt [CKMMR, 2014, järeldus 2.4],
vrd [Bol, teoreem 1]). Olgu X Banachi ruum ning olgu x∗ ∈ X∗ ja x ∈ X sellised,
et ∥x∗∥ ⩽ 1, ∥x∥ ⩽ 1 ja |x∗(x)− 1| ⩽ ε2

2
, kus 0 < ε < 2. Siis leiduvad u∗ ∈ X∗ ja

u ∈ X nii, et

u∗(u) = ∥u∗∥ = ∥u∥ = 1, ∥u− x∥ ⩽ ε ja ∥u∗ − x∗∥ ⩽ ε.

Märkus. Bollobás tõestas artiklis [Bol] eelneva teoreemi vaid juhu jaoks, kus
∥x∗∥ = ∥x∥ = 1, ja 0 < ε < 1

2
, kusjuures tingimuse ∥u − x∥ ⩽ ε asemel sai

ta nõrgema tingimuse ∥u − x∥ < ε + ε2. Siintoodud versioon Bishop–Phelps–
Bollobáse teoreemist pärineb M. Chica, V. Kadetsi, M. Martíni, S. Moreno-Pulido
ja F. Rambla-Barreno aastal 2014 ilmunud artiklist [CKMMR].

Eesti keeles on Bishop–Phelpsi ja Bishop–Phelps–Bollobáse teoreemide 1 ja 2
üksikasjalised tõestused (reaalsel juhul) esitatud D. Püvi aastal 2016 kaitstud
bakalaureusetöös [Pü].

Artiklis [BP] püstitasid Bishop ja Phelps järgmise küsimuse: milliste Banachi
ruumide paaride X ja Y korral on oma normi saavutavate operaatorite hulk (öel-
dakse, et operaator T ∈ L(X, Y ) saavutab oma normi, kui leidub x0 ∈ X nii, et
∥x0∥ ⩽ 1 ja ∥Tx0∥ = ∥T∥) kõigi pidevate lineaarsete operaatorite ruumis L(X, Y )
kõikjal tihe? Seda küsimust uuris J. Lindenstrauss 1963. aastal ilmunud artiklis
[L]. Lindenstrauss märkis, et Bishopi ja Phelpsi küsimus on liiga üldine, et sellele
ammendavalt vastata ning keskendus järgmise kahe omaduse uurimisele.
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Definitsioon 1 (vt [L]). Öeldakse, et Banachi ruumil X on

• omadus A, kui mistahes Banachi ruumi Y korral on oma normi saavutavate
operaatorite hulk ruumis L(X, Y ) kõikjal tihe,

• omadus B, kui mistahes Banachi ruumi Y korral on oma normi saavutavate
operaatorite hulk ruumis L(Y,X) kõikjal tihe.

Kirjanduses viidatakse omadustele A ja B tavaliselt kui Lindenstraussi omadus-
tele A ja B.

Artiklis [L] andis Lindenstrauss mitmeid tarvilikke geomeetrilisi tingimusi
ning samuti ka piisavaid geomeetrilisi tingimusi selleks, et Banachi ruumil oleks
omadus A (või omadus B). Muuhulgas tõestas Lindenstrauss, et

• igal refleksiivsel Banachi ruumil on omadus A, vt [L, teoreem 1];

• leidub Banachi ruume X, mille korral oma normi saavutavate operaatorite
hulk ei ole kõikjal tihe ruumis L(X,X), vt [L, lause 5].

Aastal 1977 ilmunud artiklis [Bou] parendas J. Bourgain Lindenstraussi ülal-
toodud tulemust refleksiivsete Banachi ruumide kohta.

Teoreem 3 (vt [Bou, järeldus 6]). Radon–Nikodymi omadusega Banachi ruumil
on Lindenstraussi omadus A.

Hea ülevaade olulisematest Bishop–Phelpsi tüüpi teoreemidest operaatorite
kohta kuni aastani 2006 on antud ülevaateartiklis [A06].

Aastal 2008 tõid M. D. Acosta, R. M. Aron, D. García ja M. Maestre artiklis
[AAGM] sisse järgmise terminoloogia.

Definitsioon 2 (vt [AAGM, definitsioon 1.1] ja [A19, definitsioon 1.1]). Olgu X
ja Y mõlemad kas reaalsed või komplekssed Banachi ruumid. Öeldakse, et paaril
(X, Y ) on

• Bishop–Phelps–Bollobáse omadus operaatorite jaoks (lühidalt, BPBp), kui
iga reaalarvu ε ∈ (0, 1) korral leidub reaalarv η(ε) ∈ (0, ε) nii, et

(♯) mistahes T ∈ L (X, Y ) ja x0 ∈ X korral, mis rahuldavad tingimusi
∥T∥ = ∥x0∥ = 1 ja

∥Tx0∥ > 1− η(ε),

leiduvad S ∈ L (X, Y ) ja u0 ∈ X nii, et

∥Su0∥ = ∥S∥ = ∥u0∥ = 1, ∥u0 − x0∥ < ε ja ∥S − T∥ < ε,

• Bishop–Phelpsi omadus, kui normi saavutavate operaatorite hulk on ruumis
L(X, Y ) kõikjal tihe.

5



Alates artikli [AAGM] ilmumisest on Bishop–Phelps–Bollobáse omadust ope-
raatorite jaoks väga laialdaselt uuritud. Hea ülevaade olulisematest arengutest
selles vallas kuni aastani 2019 on antud ülevaateartiklis [A19].

Käesoleval magistritööl on kolm eesmärki:

• toetudes ülevaateartiklile [A19], anda ülevaade olulisematest seniilmunud
Bishop–Phelpsi ja Bishop–Phelps–Bollobáse tüüpi teoreemidest operaato-
rite kohta ning tuua välja lahendamata probleeme selles vallas,

• kirjutada üksikasjaliselt lahti ülaltoodud Bourgaini teoreemi 3 tõestus (koos
vajaminevate abitulemuste tõestustega),

• uue tulemusena tõestada järgneva R. M. Aroni, B. Cascalese ja O. Kozhush-
kina Bishop–Phelps–Bollobáse tüüpi teoreemi 4 parendus, kus tingimuse
∥T − S∥ ⩽ 3ε asemel saadakse tugevam tingimus ∥T − S∥ ⩽ ε.

Teoreem 4 (vt [ACK, teoreem 2.4]). Olgu X reaalne Banachi ruum ning olgu L
lokaalselt kompaktne Hausdorffi ruum. Olgu T : X → C0(L) Asplundi operaator,
kusjuures ∥T∥ = 1, olgu 0 < ε < 1

2
ning olgu x0 ∈ SX selline, et ∥x0∥ = 1 ja

∥Tx0∥ > 1− ε2

4
.

Siis leiduvad Asplundi operaator S ∈ C0(L) ja element u0 ∈ X ja nii, et ∥S∥ =
∥u0∥ = 1 ning

∥Su0∥ = 1, ∥x0 − u0∥ < ε ja ∥T − S∥ ⩽ 3ε.

Eelmainitud eesmärkidele on pühendatud vastavalt töö peatükid 2–4. Peatükis 1
on tutvustatud töös vajaminevat Banachi ruumide teooriat, mis jääb väljapoole
Tartu Ülikooli matemaatika magistriõppekava kohustuslikku osa. Selles peatü-
kis käsitletavad teemad on Baire’i teoreem, Eidelheiti eraldamisteoreem, Radon–
Nikodymi omadus, Asplundi ruumid ja Asplundi operaatorid.

Töös on kasutatud järgmisi tähistusi. Olgu X normeeritud ruum. Ruumi X
alamhulga A kumerat katet tähistame sümboliga convA. Lahtist kera ruumis X
keskpunktiga a ja raadiusega r, ruumi X kinnist ühikkera ja ruumi X ühik-
sfääri tähistame vastavalt sümbolitega B(a, r), BX ja SX ; ruumi X kaasruumi
tähistame sümboliga X∗. Kui Y on normeeritud ruum üle sama korpuse, mis X,
siis sümboliga L(X, Y ) tähistame kõigi pidevate lineaarsete operaatorite X → Y
ruumi. Kui x∗ ∈ X∗ ja y ∈ Y , siis operaator x∗ ⊗ y ∈ L(X, Y ) on defineeritud
võrdusega

(x∗ ⊗ y)x = x∗(x)y.

Normeeritud ruumi kaasruumi ∗-nõrka topoloogiat tähistame sümboliga w∗.

6



1 Tarvilikke eelteadmisi

1.1 Baire’i teoreem

Teoreem 1.1 (Baire’i teoreem, vt nt [M, lk 37, teoreem 1.5.4]). Olgu X täielik
meetriline ruum. Kui hulgad An ⊂ X, n = 1, 2, . . . , on ruumis X lahtised ja
kõikjal tihedad, siis nende ühisosa ⋂

n∈N

An ⊂ X

on ruumis X kõikjal tihe.

1.2 Eidelheiti eraldamisteoreem

Teoreem 1.2 (Eidelheiti eraldamisteoreem; vt nt [M, lk 179, teoreem 2.2.26]).
Olgu X topoloogiline vektorruum ning olgu C1 ja C2 sellised mittetühjad kumerad
ruumi X alamhulgad, et hulga C2 sisemus C◦

2 on mittetühi. Kui C1 ∩ C◦
2 = ∅,

siis leiduvad x∗ ∈ X∗ ja s ∈ R nii, et

Rex∗(x) ⩾ s iga x ∈ C1 korral,
Rex∗(x) ⩽ s iga x ∈ C2 korral,
Rex∗(x) < s iga x ∈ C◦

2 korral.

Lemma 3.11 tõestamisel allpool on mugav toetuda järgnevale järeldusele Ei-
delheiti eraldamisteoreemist 1.2.

Järeldus 1.3. Olgu X reaalne normeeritud ruum ning olgu z ∈ X, r > 0 ja
mittetühi absoluutselt kumer hulk C ⊂ X sellised, et d(z, C) ⩾ r. Siis leidub
f ∈ X∗ nii, et ∥f∥ = 1 ning

f(z) ⩾ sup |f(C)|+ r.

Järelduse 1.3 tõestamisel on mugav toetuda järgmisele lemmale.

Lemma 1.4. Olgu X reaalne normeeritud ruum ning olgu h ∈ X∗, a ∈ X ja
r > 0. Siis

inf
x∈B(a,r)

h(x) = h(a)− r ∥h∥ ja sup
x∈B(a,r)

h(x) = h(a) + r ∥h∥ .

Tõestus:

inf
x∈B(a,r)

h(x) = inf
x∈B(0,r)

h(a+ x) = inf
x∈B(0,1)

(
h(a) + rh(x)

)
= h(a)− r ∥h∥ ,

sup
x∈B(a,r)

h(x) = sup
x∈B(0,r)

h(a+ x) = sup
x∈B(0,1)

(
h(a) + rh(x)

)
= h(a) + r ∥h∥ .
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Järelduse 1.3 tõestus. Hulgad C1 := C ja C2 := B(z, r) rahuldavad Eidel-
heiti eraldamisteoreemi 1.2 eeldusi, seega leiduvad g ∈ X∗ ning s ∈ R nii, et

g(x) ⩾ s > g(y) kõikide x ∈ C1 ja y ∈ C2 korral,

ehk, defineerides f := − g
∥g∥ ,

f(x) ⩽ − s
∥g∥ < f(y) kõikide x ∈ C1 ja y ∈ C2 korral.

Lemma 1.4 põhjal

sup
x∈C

|f(x)| = sup
x∈C1

±f(x) = sup
x∈C1

f(x) ⩽ inf
x∈C2

f(x) = f(z)− r ∥f∥ = f(z)− r.

1.3 Ruumid C0(L) ja C(K). Urõsoni lemma lokaalselt
kompaktne versioon

Olgu L lokaalselt kompaktne Hausdorffi ruum ning olgu K üks korpustest R ja C.
Meenutame, et C0(L) on „lõpmatuses hääbuvate“ pidevate funktsioonide

f : L → K Banachi ruum (st niisuguste pidevate funktsioonide f : L → K Ba-
nachi ruum, mille puhul iga reaalarvu ε > 0 korral hulk {x ∈ L : |f(x)| ⩾ ε} on
kompaktne) normiga

∥f∥ = sup
x∈L

|f(x)|

(lihtne on näha, et supreemum eelnevas normi ∥f∥ definitsioonis on tegelikult
maksimum). Seejuures, kui K = R, siis kõneldakse reaalsest ruumist C0(L); kui
aga K = C, kõneldakse komplekssest ruumist C0(L).

Kui K on kompaktne Hausdorffi ruum, siis iga pidev funktsioon f : K → K
on „lõpmatuses hääbuv“, seega C0(K) = C(K), kus C(K) tähistab kõigi pidevate
funktsioonide f : K → K Banachi ruumi normiga ∥f∥ = supx∈K |f(x)|.

Järgnev Urõsoni lemma lokaalselt kompaktne versioon on üks olulisemaid
tööriistu ruumide C0(L) uurimisel. Meenutame, et kui X on topoloogiline
ruum ja f : X → K, siis funktsiooni f kandjaks nimetatakse hulka supp f :=
{x ∈ X : f(x) ̸= 0 }.

Lemma 1.5 (Urõsoni lemma lokaalselt kompaktne versioon; vt nt [F, lem-
ma 4.32]). Kui L on lokaalselt kompaktne Hausdorffi ruum ning K ⊂ W ⊂ L,
kus hulk K on kompaktne ning hulk W on lahtine, siis leidub kompaktse kandjaga
pidev funktsioon f : L → R nii, et

f(L) ⊂ [0, 1], f |K ≡ 1 ja supp f ⊂ W.
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1.4 Radon–Nikodymi omadus

Definitsioon 1.1 (vt nt [DU, lk 133, definitsioon 3]). Olgu X Banachi ruum.
Öeldakse, et alamhulk A ⊂ X on hambuv, kui iga reaalarvu ε > 0 puhul leidub
element x ∈ A nii, et x /∈ conv(A\B(x, ε)). Öeldakse, et hulk A on mittehambuv,
kui ta ei ole hambuv.

Definitsioon 1.2 (vt nt [DU, lk 136, teoreem 7]). Öeldakse, et Banachi ruumil X
on Radon–Nikodymi omadus, kui iga tema mittetühi tõkestatud alamhulk on
hambuv.

Radon–Nikodymi omadus on näiteks kõigil refleksiivsetel (sealhulgas kõigil
lõplikumõõtmelistel) Banachi ruumidel (niisiis näiteks kõigil ruumidel Lp – seal-
hulgas ruumidel ℓp – kus 1 < p < ∞) ning separaablitel kaasruumidel (nt mit-
terefleksiivsel ruumil ℓ1). Ruumidel c0, C[0, 1], L1[0, 1] ja L∞[0, 1] ei ole Radon–
Nikodymi omadust. (Vt nt [DU, lk 218–219].)

1.5 Asplundi ruumid

Definitsioon 1.3. Olgu X ja Y normeeritud ruumid ning olgu U ⊂ X lahtine
hulk. Öeldakse, et funktsioon f : U → Y on punktis x ∈ U Fréchet’ mõttes
diferentseeruv, kui leidub pidev lineaarne operaator A : X → Y nii, et

lim
∥h∥→0

∥f(x+ h)− f(x)− Ah∥Y
∥h∥X

= 0.

Definitsioon 1.4. Öeldakse, et Banachi ruum X on Asplundi ruum, kui mis-
tahes lahtise kumera alamhulga U ⊂ X ja pideva kumera funktsiooni f : U → R
korral on punktide hulk, kus f on Fréchet’ mõttes diferentseeruv, kõikjal tihe Gδ

hulgas U .

Näiteid Asplundi ruumidest toome käesoleva jaotise lõpus, mil meie käsutuses
on selliseid ruume kirjeldav teoreem 1.7.

Definitsioon 1.5 (vt nt [N, jaotis 1]). Olgu (X, τ) topoloogiline ruum, olgu ρ
meetrika ruumis X (me ei eelda siinkohal, et ρ ja τ oleksid omavahel mingil viisil
seotud) ning olgu C ⊂ X mittetühi alamhulk.

Öeldakse, et hulk C on topoloogias τ meetrika ρ poolt killustatud (või ρ-
killustatud), kui mistahes reaalarvu ε > 0 ja mittetühja alamhulga A ⊂ C korral
leidub τ -lahtine hulk U ⊂ X nii, et U ∩ A ̸= ∅ ning diamρ(U ∩ A) ⩽ ε.

Kui eelnevas C = X ja topoloogia τ roll on kontekstist selge, siis öeldakse ka,
et ruum X on meetrika ρ poolt killustatud.

Kui eelnevas meetrika ρ on indutseeritud mingi normi poolt, siis öeldakse, et
hulk C on topoloogias τ selle normi poolt killustatud.
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Lemma 1.6 (vt [N, lemma 2.1]). Olgu X ja Y kompaktsed Hausdorffi ruumid
ning olgu ρX ja ρY meetrikad vastavalt ruumides X ja Y . Olgu f : X → Y pidev
sürjektiivne kujutus, mis on ka ρX–ρY -pidev. Kui ruum X on meetrika ρX poolt
killustatud, siis ruum Y on meetrika ρY poolt killustatud.

Teoreem 1.7 (vt nt [ACK, teoreem 2.1]). Olgu X Banachi ruum. Järgmised
väited on samaväärsed:

(i) X on Asplundi ruum,

(ii) kaasruumi X∗ iga w∗-kompaktne alamhulk on w∗-topoloogias normi poolt
killustatud,

(iii) ruumi X iga separaabli alamruumi kaasruum on separaabel,

(iv) kaasruumil X∗ on Radon–Nikodymi omadus.

Asplundi ruumid on niisiis parajasti need Banachi ruumid, mille kaasruumil
on Radon–Nikodymi omadus, sealhulgas näiteks kõigil refleksiivsetel ruumidel ja
(mitterefleksiivsel) ruumil c0. Ruumid ℓ1, ℓ∞, C[0, 1], L1[0, 1] ja L∞[0, 1] ei ole
Asplundi ruumid. (Vt nt [CGKS, lk 865].)

1.6 Asplundi operaatorid

Definitsioon 1.6. Olgu X ja Y Banachi ruumid. Öeldakse, et operaator T ∈
L (X, Y ) on Asplundi operaator, kui leiduvad Asplundi ruum Z ning operaatorid
T1 ∈ L (X,Z) ja T2 ∈ L (Z, Y ) nii, et T = T2 ◦ T1.

Iga nõrgalt kompaktne operaator (sealhulgas iga lõplikumõõtmeline operaa-
tor ning, veidi üldisemalt, iga kompaktne operaator) Banachi ruumide vahel on
Asplundi operaator, sest iga nõrgalt kompaktne operaator faktoriseerub läbi ref-
leksiivse ruumi (vt [DFJP, järeldus 1]).

Definitsioon 1.7 (vt nt [Pi, definitsioon 1.1.1 ja teoreem 1.2.2] või [Lil, defi-
nitsioonid 3.1 ja 3.2]). Olgu A mingi Banachi ruumide vahel tegutsevate pide-
vate lineaarsete operaatorite klass. Klassi A komponendiks A(X, Y ) ruumist X
ruumi Y nimetatakse hulka kõikidest klassi A operaatoritest, mis tegutsevad
ruumist X ruumi Y .

Pidevate lineaarsete operaatorite klassi A nimetatakse operaatorideaaliks, kui

(1) mistahes Banachi ruumide X ja Y korral on komponent A(X, Y ) ruumi
L (X, Y ) lineaarne alamruum,

(2) A sisaldab kõiki lõplikumõõtmelisi pidevaid lineaarseid operaatoreid,

(3) kui X, Y, Z ja W on Banachi ruumid ning R ∈ L (X, Y ), S ∈ A(Y, Z) ja
T ∈ L (Z,W ), siis TSR ∈ A(X,W ).
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Teoreem 1.8 (vt [Ste, teoreemid 2.11 ja 2.12]). Kõigi Asplundi operaatorite klass
moodustab operaatorideaali.

Järgnevat lemmat me kasutame teoreemi 4.1 tõestuses.

Lemma 1.9. Olgu X Banachi ruum, olgu L lokaalselt kompaktne Hausdorffi
ruum, olgu T ∈ L (X,C0(L)) Asplundi operaator ning olgu f ∈ C0(L). Siis ope-
raator f ∗ T : X → C0(L), kus

((f ∗ T )x)(s) = f(s) · (Tx)(s),

on Asplundi operaator.

Tõestus. Kuna mistahes g, h ∈ C0(L) korral ka g · h ∈ C0(L), kus (g · h)(s) =
g(s) · h(s), kehtib iga x ∈ X korral sisalduvus (f ∗ T )x ∈ C0(L). Vahetu kontroll
näitab, et operaator f ∗T on lineaarne; ta on ka tõkestatud, sest mistahes x ∈ X
korral

∥(f ∗ T )x∥ = sup
s∈L

|((f ∗ T )x)(s)| = sup
s∈L

|f(s)| · |(Tx)(s)| ⩽ ∥f∥ · ∥Tx∥

⩽ ∥f∥ · ∥T∥ · ∥x∥ ;

niisiis f ∗ T ∈ L (X,C0(L)).
Kuna T on Asplundi operaator, leiduvad Asplundi ruum Z ning operaatorid

T1 ∈ L (X,Z) ja T2 ∈ L (Z,C0(L)) nii, et T = T2 ◦ T1. Eelnevalt tõestatu põhjal
ka operaator f ∗ T2 : Z → C0(L), kus ((f ∗ T2)z)(s) = f(s) · (T2z)(s), on pidev
ja lineaarne; kuna Z on Asplundi ruum, on ta Asplundi operaator. Teoreemi 1.8
põhjal on ka operaator (f ∗ T2) ◦ T1 Asplundi operaator. Lemma tõestuseks jääb
nüüd veenduda, et f ∗ T = (f ∗ T2) ◦ T1: mistahes x ∈ X ja s ∈ L korral

((f ∗ T )x)(s) = f(s) · (Tx)(s) = f(s) · (T2(T1x))(s)

= ((f ∗ T2)(T1x))(s) = (((f ∗ T2) ◦ T1)x)(s),

seega (f ∗ T )x = ((f ∗ T2) ◦ T1)x ning järelikult f ∗ T = (f ∗ T2) ◦ T1, nagu
soovitud.

11



2 Valik Bishop–Phelpsi ja
Bishop–Phelps–Bollobáse tüüpi teoreeme

2.1 Bishop–Phelps–Bollobáse teoreem

Sõnastame uuesti sissejuhatuses toodud Bishop–Phelps–Bollobáse teoreemi 2.

Teoreem 2.1 (Bishop–Phelps–Bollobás, vt [Bol, 1970, teoreem 1] ja [CKMMR,
2014, järeldus 2.4]). Olgu X reaalne või kompleksne Banachi ruum ja olgu 0 <
ε < 2. Kui x∗ ∈ BX∗ ja x0 ∈ BX on sellised, et

|1− x∗(x0)| <
ε2

2
,

siis leiduvad u∗ ∈ SX∗ ja u0 ∈ SX nii, et

u∗(u0) = 1, ∥x0 − u0∥ < ε ja ∥x∗ − u∗∥ < ε.

Magistritöö neljandas peatükis lemma 4.2 tõestamisel vajame me järgnevat
järeldust teoreemist 2.1.

Järeldus 2.2 (vrd [ACK, märkus 2.2]). Olgu X reaalne Banachi ruum, olgu
0 < ε <

√
2 ning olgu x∗ ∈ BX∗ ja x0 ∈ BX sellised, et

|x∗(x0)| > 1− ε2

2
.

Siis leiduvad u∗ ∈ SX∗ ja u0 ∈ SX nii, et

|u∗(u0)| = 1, ∥x0 − u0∥ < ε ja ∥x∗ − u∗∥ < ε. (2.1)

Tõestus. Oletame esmalt, et x∗(x0) > 0. Siis, arvestades, et |x∗(x0)| ⩽ 1,

|1− x∗(x0)| = 1− |x∗(x0)| <
ε2

2
.

Teoreemi 2.1 põhjal leiduvad u∗ ∈ SX∗ ja u0 ∈ SX , mis rahuldavad tingimust 2.1.
Oletame nüüd, et x∗(x0) < 0. Siis (−x∗)(x0) > 0, seega eelnevalt tõestatu

põhjal leiduvad v∗ ∈ SX∗ ja u0 ∈ SX nii, et

|v∗(u0)| = 1, ∥x0 − u0∥ < ε ja ∥(−x∗)− v∗∥ < ε.

Defineerides u∗ := −v∗, kehtib (2.1).
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2.2 Varasemad tulemused operaatorite kohta

Artiklis [BP] püstitasid Bishop ja Phelps järgmise küsimuse: milliste Banachi
ruumide paaride X ja Y korral on oma normi saavutavate operaatorite hulk
kõigi pidevate lineaarsete operaatorite ruumis L(X, Y ) kõikjal tihe? (Öeldakse, et
operaator T ∈ L(X, Y ) saavutab oma normi, kui leidub x0 ∈ X nii, et ∥x0∥ ⩽ 1 ja
∥Tx0∥ = ∥T∥.) Seda küsimust uuris J. Lindenstrauss aastal 1963 ilmunud artiklis
[L]. Lindenstrauss märkis, et Bishopi ja Phelpsi küsimus on liiga üldine, et sellele
ammendavalt vastata ning keskendus järgmise kahe omaduse uurimisele.

Definitsioon 2.1 (vt [L]). Öeldakse, et Banachi ruumil X on

• omadus A, kui mistahes Banachi ruumi Y korral on oma normi saavutavate
operaatorite hulk ruumis L(X, Y ) kõikjal tihe,

• omadus B, kui mistahes Banachi ruumi Y korral on oma normi saavutavate
operaatorite hulk ruumis L(Y,X) kõikjal tihe.

Sõnastame mõned Lindenstraussi artiklis [L] tõestatud väited:

(a) mistahes Banachi ruumide X ja Y korral on selliste operaatorite T ∈
L(X, Y ) hulk, mille teine kaasoperaator T ∗∗ ∈ L(X∗∗, Y ∗∗) saavutab oma
normi, kõikjal tihe ruumis L(X, Y ), vt [L, teoreem 1];

(b) igal refleksiivsel Banachi ruumil on omadus A, vt [L, teoreem 1];

(c) ruumil L1(µ) on omadus A parajasti siis, kui mõõdul µ on järgmine omadus:
mistahes hulk E, mille puhul µ(E) > 0, sisaldab aatomit (ingliskeelne ter-
min niisuguse omadusega mõõtude kohta on „purely atomic“), vt [L, lause
2, (a)];

(d) ruumil C(K), kus K on kompaktne meetriline ruum, on omadus A parajasti
siis, kui hulk K on lõplik, vt [L, lause 2, (b)];

(e) kui ruum X on rangelt kumer, kusjuures leidub mittekompaktne pidev line-
aarne operaator c0 → X, siis ruumil X ei ole omadust B, vt [L, lause 4];

(f) leidub Banachi ruum X, mille korral oma normi saavutavate operaatorite
hulk ei ole kõikjal tihe ruumis L(X,X), vt [L, lause 5].

Märgime, et siin tulemus (b) on lihtne järeldus tulemusest (a). Tulemuses (f)
mainitud Banachi ruumi X puhul ei ole paaril (X,X) Bishop–Phelpsi omadust
ning seega pole sellel paaril ka Bishop–Phelps–Bollobáse omadust operaatorite
jaoks.

Aastal 1977 ilmunud artiklis [Bou] parendas J. Bourgain Lindenstraussi ülal-
toodud tulemust (b) refleksiivsete Banachi ruumide kohta.
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Teoreem 2.3 (vt [Bou, järeldus 6]). Radon–Nikodymi omadusega Banachi ruumil
on omadus A.

Magistritöö kolmandas peatükis esitatakse teoreemile 2.3 üksikasjaline tõestus
koos vajaminevate abitulemuste tõestustega; vt järeldust 3.3. Täpsemalt, kol-
mandas peatükis tõestatakse üksikasjalikult teoreemist 2.3 üldisem teoreem 3.2.

Hea ülevaade olulisematest Bishop–Phelpsi tüüpi teoreemidest operaatorite
kohta kuni aastani 2006 on antud ülevaateartiklis [A06].

Aastal 2008 tõid M. D. Acosta, R. M. Aron, D. García ja M. Maestre artiklis
[AAGM] sisse järgmise terminoloogia.

Definitsioon 2.2 (vt [AAGM, definitsioon 1.1] ja [A19, definitsioon 1.1]). Olgu
X ja Y mõlemad kas reaalsed või komplekssed Banachi ruumid. Öeldakse, et
paaril (X, Y ) on

• Bishop–Phelps–Bollobáse omadus operaatorite jaoks (lühidalt, BPBp), kui
iga reaalarvu ε ∈ (0, 1) korral leidub reaalarv η(ε) ∈ (0, ε) nii, et

(♯) mistahes T ∈ L (X, Y ) ja x0 ∈ X korral, mis rahuldavad tingimusi
∥T∥ = ∥x0∥ = 1 ja

∥Tx0∥ > 1− η(ε),

leiduvad S ∈ L (X, Y ) ja u0 ∈ X nii, et

∥Su0∥ = ∥S∥ = ∥u0∥ = 1, ∥u0 − x0∥ < ε ja ∥S − T∥ < ε;

• Bishop–Phelpsi omadus, kui normi saavutavate operaatorite hulk on ruumis
L(X, Y ) kõikjal tihe.

Alates artikli [AAGM] ilmumisest on Bishop–Phelps–Bollobáse omadust ope-
raatorite jaoks väga laialdaselt uuritud. Hea ülevaade olulisematest arengutest
selles vallas kuni aastani 2019 on antud ülevaateartiklis [A19].

Jaotise lõpetuseks esitame veel kaks tulemust artiklist [AAGM].

Teoreem 2.4 (vt [AAGM, lause 2.4]). Kui X ja Y on lõplikumõõtmelised nor-
meeritud ruumid, siis paaril (X, Y ) on BPBp.

Definitsioon 2.3 (vt nt [AAGM, definitsioon 2.1] või [A19, definitsioon 2.2]; vt ka
[L, lause 3]). Öeldakse, et Banachi ruumil Y on (Lindenstraussi) omadus β, kui
leiduvad hulgad { yα : α ∈ Λ } ⊂ SY ja { y∗α : α ∈ Λ } ⊂ SY ∗ ning arv ρ ∈ [0, 1)
nii, et

(1) y∗α(yα) = 1 iga α ∈ Λ korral,

(2) |y∗α(yβ)| ⩽ ρ < 1, kui α ̸= β,
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(3) ∥y∥ = supα |y∗α(y)| iga y ∈ Y korral.

Teoreem 2.5 (vt [AAGM, teoreem 2.2]). Olgu X ja Y Banachi ruumid ning
olgu ruumil Y omadus β. Siis paaril (X, Y ) on BPBp. Seejuures kui T ∈ SL(X,Y ),
x0 ∈ SX ning ε > 0 rahuldavad tingimust ∥Tx0∥ > 1− ε2

4
, siis iga sellise reaalarvu

η korral, mille puhul η > ρ
1−ρ

(
ε+ ε2

4

)
, leiduvad S ∈ L (X, Y ) ning u0 ∈ SX nii,

et
∥Su0∥ = ∥S∥ , ∥x0 − u0∥ < ε, ∥S − T∥ < η + ε+

ε2

4
.

2.3 Lähteruum on ühtlaselt kumer

Definitsioon 2.4 (vt nt [A19, jaotis 2]). Öeldakse, et Banachi ruum X on üht-
laselt kumer, kui iga arvu ε > 0 korral leidub δ ∈ (0, 1) nii, et

mistahes u, v ∈ BX korral, kus
∥u+ v∥

2
> 1− δ, kehtib ∥u− v∥ < ε.

Sellisel juhul ruumi X kumerusmoodul on funktsioon

δX(ε) := inf

{
1− ∥u+ v∥

2
: u, v ∈ BX , ∥u− v∥ ⩾ ε

}
, ε ∈ (0, 2).

Teoreem 2.6 (vt [KL14, teoreem 3.1]). Olgu X ja Y Banachi ruumid ning olgu
ruum X ühtlaselt kumer. Olgu ε > 0 ning η := ε

25
δX(ε/2). Siis mistahes T ∈

SL(X,Y ) ja x0 ∈ SX korral, kus ∥Tx0∥ > 1 − η, leiduvad S ∈ SL(X,Y ) ja u0 ∈ SX

nii, et
∥Su0∥ = 1, ∥x0 − u0∥ < ε ja ∥S − T∥ < ε.

Seega paaril (X, Y ) on BPBp.

Artiklis [ABGM, teoreem 2.2] on eelnevast teoreemist tõestatud mõnevõrra erinev
versioon.

2.4 Lähteruum on L1-ruum

Kui Y on Banachi ruum, siis iga operaator T ∈ L (ℓ1, Y ) on üheselt määratud
jadaga (Ten)n∈N, kus en ∈ ℓ1 on jada, mille n-s liige on 1 ning ülejäänud liikmed 0.
Seejuures mistahes x =

∑∞
n=1 λnen ∈ ℓ1 korral

∥Tx∥ =

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

λnTen

∥∥∥∥∥ ⩽
∞∑
n=1

|λn| ∥Ten∥ ⩽ sup
n∈N

∥Ten∥
∞∑
n=1

|λn| = sup
n∈N

∥Ten∥ ∥x∥ ,

seega ∥T∥ ⩽ supn∈N ∥Ten∥ ning, kuna en ∈ Sℓ1 , kehtib järelikult

∥T∥ = sup { ∥Ten∥ : n ∈ N } .

15



On selge, et kui mõne elemendi Ten norm on suurem või võrdne kõikide teiste
jada liikmete normidest, siis T saavutab oma normi selles punktis. Veendume, et
kehtib ka teistpidine implikatsioon.

Kui operaator T saavutab oma normi punktis x =
∑∞

n=1 λnen ∈ Sℓ1 , siis,
oletades vastuväiteliselt, et ∥Ten∥ < ∥T∥ iga en korral, kehtib ka

∥T∥ = ∥Tx∥ ⩽
∞∑
n=1

|λn| ∥Ten∥ <

∞∑
n=1

|λn| ∥T∥ = ∥T∥ ∥x∥ = ∥T∥ ,

mis on vastuolu.
Näitame selle kriteeriumi abil, et ruumis L (ℓ1, Y ) on normi saavutavate ope-

raatorite hulk kõikjal tihedad. Olgu fikseeritud S ∈ SL(ℓ1,Y ) ning ε > 0. Siis leidub
N ∈ N nii, et

sup { ∥Sen∥ : n ∈ {1, . . . , N} } > 1− ε.

Operaator T ∈ L (ℓ1, Y ),

Ten :=

{
Sen, kui n ⩽ N ,
(1− ε)Sen, kui n > N ,

saavutab oma normi jada (en)n∈N esimese N liikme peal ning

∥S − T∥ = sup
n∈N

∥(S − T )en∥ = sup
n∈N, n>N

∥εSen∥ ⩽ ε ∥S∥ = ε.

Sellega oleme tõestanud järgmise lause.

Lause 2.7 (vt nt [A19, jaotis 3]). Paaril (ℓ1, Y ) on Bishop–Phelpsi omadus iga
Banachi ruumi Y korral.

Märgime, et lause 2.7 on vahetu järeldus Bourgaini teoreemist 2.3, sest ruumil ℓ1
on Radon–Nikodymi omadus.

Üldjuhul ei tarvitse paaril (ℓ1, Y ) olla Bishop–Phelps–Bollobáse omadust ope-
raatorite jaoks: artiklis [AAGM] toodi sisse järgmine mõiste, et saada kriteerium
paari (ℓ1, Y ) BPBp jaoks (vt teoreemi 2.8).

Definitsioon 2.5 (vt [AAGM, definitsioon 3.1] või [A19, definitsioon 3.2]). Öel-
dakse, et Banachi ruumil X on ligilähedase hüpertasandi ridade omadus (lühidalt,
AHSp), kui iga reaalarvu ε ∈ (0, 1) korral leidub η ∈ (0, ε) nii, et iga ühiksfääri SX

elementide jada (xn)n∈N ja iga arvrea
∑

n∈N αn, αn ⩾ 0,
∑

n αn = 1, korral, kus∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

αnxn

∥∥∥∥∥ > 1− η,

leidub hulk A ⊂ N ning hulk { zk : k ∈ A } ⊂ SX , mille puhul
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(1)
∑

k∈A αk > 1− ε,

(2) ∥zk − xk∥ < ε iga k ∈ A korral,

(3) leidub x∗ ∈ SX∗ nii, et x∗(zk) = 1 iga k ∈ A korral.

Näide 2.1 (vt [CKLM15, jaotis 2]). Järgmistel ruumidel on ligilähedase hüper-
tasandi ridade omadus:

• ühtlaselt kumerad ruumid,

• lõplikumõõtmelised ruumid,

• ruumid, millel on Lindenstraussi omadus β,

• ruumid C(K), kus K on kompaktne Hausdorffi topoloogiline ruum,

• ruumid L1(µ).

Järgmine teoreem motiveeris AHSp mõiste defineerimise.

Teoreem 2.8 (vt [AAGM, teoreem 4.1]). Olgu Y Banachi ruum. Paaril (ℓ1, Y )
on BPBp parajasti siis, kui ruumil Y on AHSp.

Teoreemist 2.8 järeldub, et näiteks paaridel (ℓ1, C(K)) ja (ℓ1, L1(µ)) on BPBp.
Järgmises kahes jaotises vaatleme ruumidega C(K) seonduvaid BPBp omadusi
täpsemalt. Ruumidega L1(µ) seoses said Y. S. Choi, S. K. Kim, H. J. Lee ja
M. Martín artiklis [CKLM14] järgmise tulemuse, kusjuures väite (b) tõestasid
nad σ-lõplike mõõtude klassist pisut üldisema klassi jaoks.

Teoreem 2.9 (vt [CKLM14, teoreemid 3.1 ja 4.1], vt ka [Se, järeldus 3.2.1]). Olgu
µ ja ν mõõdud. Siis

(a) paaril (L1(µ), L1(ν)) on BPBp,

(b) kui ν on σ-lõplik mõõt, siis paaril (L1(µ), L∞(ν)) on BPBp.

2.5 Lähteruum on C(K)

Pole teada, kas komplekssel juhul on paaril (C(K), C(S)) Bishop–Phelpsi oma-
dus. Reaalsete funktsiooniruumide juhul on teada veel tugevam väide.

Teoreem 2.10 (vt [A et al., teoreem 2.5]). Olgu K ja S kompaktsed Hausdorffi
ruumid. Siis paaril (C(K), C(S)), kus C(K) ja C(S) on reaalsed ruumid, on
BPBp. Veelgi enam, arv η(ε) = ε2

12·62 rahuldab definitsiooni 2.2 tingimust (♯)
suvaliste K ja S korral.
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Ühtlaselt kumerate ruumide kohta (vt definitsioon 2.4) on lisaks teoreemile 2.6
teada ka järgmised kaks tulemust.

Teoreem 2.11 (vt [K, järeldus 2.6]). Paaril (c0, Y ) on BPBp iga (reaalse või
kompleksse) ühtlaselt kumera Banachi ruumi Y korral.

Teoreem 2.12 (vt [KL15, teoreem 2.2]). Olgu K kompaktne Hausdorffi ruum.
Siis paaril (C(K), Y ), kus C(K) on reaalne ruum, on BPBp iga reaalse ühtlaselt
kumera Banachi ruumi Y korral.

2.6 C0(L)-väärtuselised Asplundi operaatorid

Aastal 2011 ilmunud artiklis [ACK] tõestasid Aron, Cascales ja Kozhushkina
järgmise Bishop–Phelps–Bollobáse tüüpi teoreemi Asplundi operaatorite kohta.

Teoreem 2.13 (vt [ACK, teoreem 2.4]). Olgu X reaalne Banachi ruum ning
olgu L lokaalselt kompaktne Hausdorffi ruum. Olgu T : X → C0(L) Asplundi
operaator, kusjuures ∥T∥ = 1, olgu 0 < ε < 1

2
ning olgu x0 ∈ SX selline, et

∥Tx0∥ > 1− ε2

4
.

Siis leiduvad element u0 ∈ SX ja Asplundi operaator S ∈ SL(X,C0(L)) nii, et

∥Su0∥ = 1, ∥x0 − u0∥ < ε ja ∥T − S∥ ⩽ 3ε.

Magistritöö neljandas peatükis tõestame eelneva teoreemi parenduse, kus tingi-
muse ∥T − S∥ ⩽ 3ε asemel saadakse tugevam tingimus ∥T − S∥ ⩽ ε.

Järgnev tulemus on ilmne järeldus teoreemist 2.13.

Järeldus 2.14 (vt [ACK, järeldus 2.6]). Paaril (X,C0(L)), kus X on reaalne
Asplundi ruum ja L lokaalselt kompaktne Hausdorffi ruum, on BPBp.

Aastal 2013 ilmunud artiklis [CGK] tõestasid Cascales, A. J. Guirao ja Kadets
järgneva teoreemi, mis kompaktse Hausdorffi ruumi juhul laiendab teoreemi 2.13
komplekssele juhule ning ühtlasi parendab seda: võrreldes teoreemiga 2.13 on
teoreem 2.15 tõestatud nõrgematel eeldustel 0 < ε <

√
2 ja ∥Tx0∥ > 1− ε2

2
; samas

on teoreemis 2.15 saadud teoreemi 2.13 vastava tingimusega võrreldes tugevam
tingimus ∥S − T∥ < 2ε.

Definitsioon 2.6 (vt nt [CGK]). Olgu K kompaktne Hausdorffi ruum ning olgu
C(K) kompleksne ruum. Öeldakse, et (normi topoloogias) kinnine alamalgebra
A ⊂ C(K) (mis on varustatud supreemumnormiga) on ühtlane algebra, kui ta
eraldab ruumi K punktid (st mistahes kahe erineva punkti x, y ∈ K korral lei-
dub f ∈ A nii, et f(x) ̸= f(y)). Seejuures, kui A sisaldab kõiki konstantseid
funktsioone, siis öeldakse, et A on ühikuga ühtlane algebra.
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Teoreem 2.15 (vt [CGK, teoreem 3.6]). Olgu X kompleksne Banachi ruum,
olgu K kompaktne Hausdorffi ruum ning olgu A ⊂ C(K) ühtlane algebra. Olgu
T ∈ SL(X,A) Asplundi operaator, olgu 0 < ε <

√
2 ning olgu x0 ∈ SX selline, et

∥Tx0∥ > 1− ε2

2
.

Siis leiduvad Asplundi operaator S ∈ SL(X,A) ja element u0 ∈ SX nii, et

∥Su0∥ = 1, ∥x0 − u0∥ ⩽ ε ja ∥S − T∥ < 2ε.

2.7 Lahtiseid küsimusi

Loetleme mõned artiklis [A19] välja toodud lahtised küsimused.

• Kas reaalsel juhul on paaril (c0, ℓ1) on BPBp?

• Millised on need Banachi ruumid Y , mille korral paaril (L1[0, 1], Y ) on
BPBp?

• Kas komplekssel juhul on paaril (C(K), C(S)) on BPBp?
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3 Bourgaini teoreem Radon–Nikodymi
omadusega ruumi Bishop–Phelpsi omadusest

Kõikjal selles peatükis on X reaalne Banachi ruum. Kirjutame üksikasjaliselt lahti
artikli [Bou] põhitulemuse – allpooltoodud teoreemi 3.2 – tõestuse. Selle teoreemi
sõnastamiseks vajame me järgnevaid tähistusi ja mõisteid.

Banachi ruumi Y , operaatori T ∈ L (X, Y ) ja tõkestatud alamhulga B ⊂ X
korral tähistame

N(T,B) := sup
x∈B

∥Tx∥ .

Märgime, et kui B = BX , siis

N(T,B) = N(T,BX) = sup
x∈B

∥Tx∥ = ∥T∥.

Definitsioon 3.1 (vt [Bou]). Olgu B ⊂ X mittetühi tõkestatud kinnine alam-
hulk. Öeldakse, et hulgal B on Bishop–Phelpsi omadus, kui mistahes Banachi
ruumi Y , operaatori S ∈ L (X, Y ) ja reaalarvu ε > 0 korral leidub operaator
T ∈ L (X, Y ) nii, et

(1) leidub element x ∈ B nii, et ∥Tx∥ = N(T,B),

(2) ∥S − T∥ < ε.

Öeldakse, et ruumil X on Bishop–Phelpsi omadus, kui tema igal mittetühjal
tõkestatud kinnisel absoluutselt kumeral alamhulgal on Bishop–Phelpsi omadus.

Edasises viitame eelneva definitsiooni 3.1 tingimust (1) rahuldavatele ope-
raatoritele T ∈ L (X, Y ) kui operaatoritele, mis saavutavad hulgas B väärtuse
N(T,B).

Järgnev lause on vahetu järeldus tähelepanekust, et kinnisel ühikkeral BX

on Bishop–Phelpsi omadus parajasti siis, kui paaril (X, Y ) on Bishop–Phelpsi
omadus iga Banachi ruumi Y korral.

Lause 3.1. Kui ruumil X on Bishop–Phelpsi omadus, siis paaril (X, Y ) on
Bishop–Phelpsi omadus mistahes Banachi ruumi Y korral.

Nüüd saame me sõnastada artikli [Bou] põhitulemuse.

Teoreem 3.2 (vt [Bou, teoreem 7]). Kui ruumil X on Radon–Nikodymi omadus,
siis tal on Bishop–Phelpsi omadus.

Järgnev tulemus on vahetu järeldus teoreemist 3.2 ja lausest 3.1.

Järeldus 3.3. Kui ruumil X on Radon–Nikodymi omadus, siis paaril (X, Y ) on
Bishop–Phelpsi omadus mistahes Banachi ruumi Y korral.
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Teoreem 3.2 on vahetu järeldus järgnevast teoreemist.

Teoreem 3.4 (vt [Bou, järeldus 6]). Olgu B ruumi X mittetühi tõkestatud kin-
nine absoluutselt kumer alamhulk, mille iga mittetühi alamhulk on hambuv. Siis
mistahes Banachi ruumi Y korral on operaatorite T ∈ L (X, Y ) hulk, mis saavu-
tavad hulgas B väärtuse N(T,B), ruumis L (X, Y ) kõikjal tihe. Niisiis, hulgal B
on Bishop–Phelpsi omadus.

Teoreem 3.4 omakorda on vahetu järeldus teoreemist 3.10 allpool, mille sõnas-
tamiseks me peame sisse tooma absoluutselt tugevalt eksponeeriva operaatori
mõiste.

Definitsioon 3.2. Olgu B ruumi X mittetühi tõkestatud kinnine absoluutselt
kumer alamhulk, olgu Y Banachi ruum ning olgu T ∈ L (X, Y ). Öeldakse, et
T on hulga B jaoks absoluutselt tugevalt eksponeeriv operaator, kui leidub ele-
ment x ∈ B selliselt, et mistahes hulga B elementide jadal (xn)n∈N, mille puhul
limn ∥Txn∥ = N(T,B), leidub osajada, mis koondub punktiks x või punktiks −x.

Märkus. On selge, et hulga B jaoks absoluutselt tugevalt eksponeeriv operaa-
tor T saavutab väärtuse N(T,B) definitsiooni 3.2 punktis x ∈ B.

Enne eelnevalt mainitud teoreemi 3.10 sõnastamist tõestame järgnevad kaks
lauset ja järelduse. Neist laused 3.7 ja 3.8 ning järeldus 3.9 uurivad absoluutselt
tugevalt eksponeerivaid operaatoreid; järgnevas lauses 3.5 tuuakse sisse selleks
vajalik aparatuur ning uuritakse seda teoreemi 3.10 tõestuse vajadusi silmas pi-
dades.

Lause 3.5. Olgu B ruumi X mittetühi tõkestatud kinnine absoluutselt kumer
alamhulk, olgu Y Banachi ruum ning olgu ε > 0. Tähistame

Aε := {T ∈ L(X, Y ) : S(T, η) ⊂ B(p, ε) ∪B(−p, ε)

mingite η > 0 ja p ∈ X korral },
(3.1)

kus S(T, η) := {x ∈ B : ∥Tx∥ ⩾ N(T,B)− η }. Niimoodi defineeritud hulk Aε

on lahtine ruumis L (X, Y ).

Tõestus. Olgu T ∈ Aε. Siis mingite η > 0 ja p ∈ X korral S(T, η) ⊂ B (p, ε) ∪
B (−p, ε). Tähistame M := supx∈B ∥x∥ ⩾ 0. Hulga Aε lahtisuseks piisab näidata,
et B

(
T, η

3M+3

)
⊂ Aε. Olgu U ∈ B

(
T, η

3M+3

)
. Siis mistahes x ∈ B korral

∥(T − U)x∥ ⩽ ∥T − U∥ ∥x∥ ⩽ η
3M+3

M ⩽ η
3
,

seega
∥Tx∥ ⩽ ∥Ux∥+ ∥(T − U)x∥ ⩽ ∥Ux∥+ η

3
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ning järelikult N(T,B) ⩽ N(U,B) + η
3
. Siit järeldub, et mistahes x ∈ S

(
U, η

3

)
korral

∥Tx∥+ η
3
⩾ ∥Tx∥+ ∥(U − T )x∥ ⩾ ∥Ux∥ ⩾ N(U,B)− η

3
> N(T,B)− η

3
− η

3

ning seega ∥Tx∥ ⩾ N(T,B)− η. Niisiis

S
(
U, η

3

)
⊂ {x ∈ B : ∥Tx∥ ⩾ N(T,B)− η } = S(T, η)

ning järelikult U ∈ Aε.

Lause 3.6. Olgu B ruumi X mittetühi tõkestatud kinnine absoluutselt kumer
alamhulk, olgu Y Banachi ruum, olgu ε > 0 ning olgu T ∈ Aε, kus hulk Aε on
defineeritud valemiga (3.1). Siis ka cT ∈ Aε.

Tõestus. Kuna T ∈ Aε, kehtib mingite η > 0 ja p ∈ X korral sisalduvus
S(T, η) ⊂ B(p, ε) ∪B(−p, ε). Arvestades, et

S (cT, |c|η) = {x ∈ B : ∥cTx∥ ⩾ N (cT,B)− |c|η }
= {x ∈ B : ∥Tx∥ ⩾ N(T,B)− η } = S(T, η),

saame S(cT, |c|η) ⊂ B(p, ε) ∪B(−p, ε), millest järeldub, et cT ∈ Aε.

Lause 3.7. Olgu B ruumi X mittetühi tõkestatud kinnine absoluutselt kumer
alamhulk, olgu Y Banachi ruum, olgu T ∈ L (X, Y ) hulga B jaoks absoluutselt
tugevalt eksponeeriv operaator ning olgu c ∈ R. Siis T on hulga cB jaoks abso-
luutselt tugevalt eksponeeriv operaator.

Tõestus. Juhul c = 0 on väite kehtivus ilmne. Olgu c ∈ R \ {0} ning olgu
x ∈ B punkt definitsioonist 3.2. Olgu hulga cB elementide jada (xn)n selline, et
∥Txn∥ → N(T, cB) = N(T, |c|B). Kuna kehtib

|c|
∥∥T (

1
c
xn

)∥∥ = ∥Txn∥ → N(T, |c|B) = |c|N(T,B)

ehk
∥∥T (

1
c
xn

)∥∥ → N(T,B), kus
(
1
c
xn

)
n

on hulga B elementide jada, leidub sel-
lel jadal osajada

(
1
c
xnk

)
k
, mis koondub kas punktiks x või punktiks −x. Seega

osajada (xnk
) koondub punktiks cx ∈ cB või punktiks −cx ∈ cB.

Lause 3.8. Olgu B ruumi X mittetühi tõkestatud kinnine absoluutselt kumer
alamhulk, olgu Y Banachi ruum ning olgu T ∈ L (X, Y ). Siis T on hulga B jaoks
absoluutselt tugevalt eksponeeriv operaator parajasti siis, kui iga reaalarvu ε > 0
korral T ∈ Aε, kus hulk Aε on defineeritud valemiga (3.1).

Tõestus. Võime lause tõestada lisaeeldusel, et B ⊂ BX : kui arv M > 0 on
selline, et ∥x∥ ⩽ M iga x ∈ B korral, siis lause 3.7 tõttu on hulkadel B ja
1
M
B ⊂ BX parajasti samad absoluutselt tugevalt eksponeerivad operaatorid.
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Tarvilikkus. Olgu T hulga B jaoks absoluutselt tugevalt eksponeeriv operaator
ning olgu ε > 0. Veendumaks, et T ∈ Aε, piisab näidata, et mingi η > 0 korral

{ z ∈ B : ∥Tz∥ ⩾ N(T,B)− η } = S(T, η) ⊂ B(x, ε) ∪B(−x, ε),

kus x on punkt (absoluutselt tugevalt eksponeeriva operaatori) definitsioonist 3.2.
Oletame vastuväiteliselt, et sellist reaalarvu η > 0 ei leidu. Sellisel juhul leidub
iga n ∈ N korral element xn ∈ B nii, et

∥Txn∥ ⩾ N(T,B)− 1

n
ja xn /∈ B(x, ε) ∪B(−x, ε). (3.2)

Siis operaatori T absoluutselt tugevalt eksponeerivuse tõttu leidub jadal (xn)n
osajada, mis koondub punktiks x või punktiks −x. See on vastuolus tingimus-
test (3.2) parempoolsega (mis kehtib iga n ∈ N korral).

Piisavus. Olgu operaator T ∈ L (X, Y ) selline, et T ∈ Aε iga ε > 0 korral.
Valime induktiivselt positiivsed reaalarvud η1, η2, . . . , ruumi X punktid p1, p2, . . .
ja hulga B punktid u2, u3, . . . nii, et η1 > η2 > · · · ning et iga n ∈ N korral

z ∈ B, ∥Tz∥ ⩾ N(T,B)− ηn =⇒ z ∈ B
(
pn,

1
2n

)
∪B

(
−pn,

1
2n

)
(3.3)

ja un+1 ∈ B
(
pn,

1
2n

)
∩ B

(
pn+1,

1
2n+1

)
. Selleks valime kõigepealt reaalarvu η1 > 0

ja punkti p1 ∈ X nii, et kehtib implikatsioon (3.3), kus n = 1, ning, edasi, kui
mingi n ∈ N korral on leitud soovitud omadustega arvud η1, . . . , ηn ja punktid
p1, . . . , pn, siis valime positiivse reaalarvu ηn+1 < ηn ja punkti qn+1 ∈ X nii, et

z ∈ B, ∥Tz∥ ⩾ N(T,B)− ηn+1 =⇒ z ∈ B
(
qn+1,

1
2n+1

)
∪B

(
−qn+1,

1
2n+1

)
,

ning seejärel valime punkti zn+1 ∈ B nii, et

∥Tzn+1∥ ⩾ N(T,B)− ηn > N(T,B)− ηn+1;

siis

zn+1 ∈
(
B
(
pn,

1
2n

)
∪B

(
−pn,

1
2n

))
∩
(
B
(
qn+1,

1
2n+1

)
∪B

(
−qn+1,

1
2n+1

))
.

Niisiis, defineerides

pn+1 = qn+1 ja un+1 = zn+1, kui zn+1 ∈ B
(
pn,

1
2n

)
∩B

(
qn+1,

1
2n+1

)
;

pn+1 = −qn+1 ja un+1 = zn+1, kui zn+1 ∈ B
(
pn,

1
2n

)
∩B

(
−qn+1,

1
2n+1

)
;

pn+1 = −qn+1 ja un+1 = −zn+1, kui zn+1 ∈ B
(
−pn,

1
2n

)
∩B

(
qn+1,

1
2n+1

)
;

pn+1 = qn+1 ja un+1 = −zn+1, kui zn+1 ∈ B
(
−pn,

1
2n

)
∩B

(
−qn+1,

1
2n+1

)
,

rahuldavad punktid pn+1 ja un+1 soovitud tingimusi.
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Paneme tähele, et jada (pn)n on Cauchy jada. Tõepoolest, mistahes n ∈ N
korral

∥pn − pn+1∥ ⩽ ∥pn − un+1∥+ ∥un+1 − pn+1∥ <
1

2n
+

1

2n+1
=

3

2n+1

ning seega, kui m > n, siis

∥pn − pm∥ ⩽
m−1∑
k=n

∥pk − pk+1∥ <
m−1∑
k=n

3

2k+1
−−−→
n→∞

0.

Ruumi X täielikkuse tõttu koondub Cauchy jada (pn)n mingiks elemen-
diks x ∈ X.

Olgu (xn)n selline hulga B elementide jada, et limn ∥Txn∥ = N(T,B). Valime
jada (xn)n osajada (xnk

)k selliselt, et iga k ∈ N korral ∥Txnk
∥ ⩾ N(T,B) − ηk;

siis
xnk

∈ B
(
pk,

1
2k

)
∪B

(
−pk,

1
2k

)
iga k ∈ N korral.

Vähemalt üks hulkadest{
k ∈ N : xnk

∈ B
(
pk,

1
2k

)}
ja

{
k ∈ N : xnk

∈ B
(
−pk,

1
2k

)}
(3.4)

on lõpmatu. Kui hulkadest (3.4) esimene on lõpmatu, saame me valida osajada
(xnk

)k osajada (xnkl
)l nii, et

xnkl
∈ B

(
pkl ,

1
2kl

)
iga l ∈ N korral.

Nüüd liml xnkl
= x, sest

∥xnkl
− x∥ ⩽ ∥xnkl

− pkl∥+ ∥pkl − x∥ < 1
2kl

+ ∥pkl − x∥ −−−→
l→∞

0.

Kui hulkadest (3.4) teine on lõpmatu, siis eelnevalt vaadeldud juhuga sarnaselt
arutledes saame valida osajada (xnk

)k osajada, mis koondub punktiks −x.

Järeldus 3.9. Olgu B ruumi X mittetühi tõkestatud kinnine absoluutselt ku-
mer alamhulk ning olgu Y Banachi ruum. Tähistame hulga B jaoks absoluutselt
tugevalt eksponeerivate operaatorite T ∈ L (X, Y ) hulga sümboliga A. Siis

A =
⋂
n∈N

A 1
n
,

kus hulgad A 1
n

on defineeritud valemiga (3.1), võttes seal ε = 1
n
.

Tõestus. Lause 3.8 põhjal

A =
⋂
ε>0

Aε ⊂
⋂
n∈N

A 1
n
.
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Teiselt poolt, on ilmne, et kui 0 < ε1 < ε2, siis Aε1 ⊂ Aε2 . Seega, valides iga
ε > 0 korral nε ∈ N nii, et 1

nε
< ε (siis A 1

nε
⊂ Aε), saame⋂

n∈N

A 1
n
⊂

⋂
ε>0

A 1
nε

⊂
⋂
ε>0

Aε = A.

Eelpool sõnastatud teoreem 3.4 on vahetu järeldus järgnevast teoreemist.

Teoreem 3.10 (vt [Bou, teoreem 5]). Olgu B ruumi X mittetühi tõkestatud
kinnine absoluutselt kumer alamhulk, mille iga mittetühi alamhulk on hambuv.
Siis mistahes Banachi ruumi Y puhul on hulga B jaoks absoluutselt tugevalt eks-
poneerivate operaatorite T ∈ L (X, Y ) hulk A kõikjal tihe Gδ ruumis L (X, Y ).
Seejuures mistahes operaatori S ∈ L (X, Y ) ja reaalarvu δ > 0 korral leidub
operaator T ∈ A nii, et ∥S − T∥ ⩽ δ ja S − T on kompaktne operaator.

Teoreemi 3.10 tõestus toetub lausele 3.5, järeldusele 3.9 ja järgnevale lemmale.

Lemma 3.11 (vt [Bou, lemma 4]). Olgu B ruumi X kinnise ühikkera BX mittetü-
hi kinnine absoluutselt kumer alamhulk, mille iga mittetühi alamhulk on hambuv,
olgu Y Banachi ruum ning olgu ε > 0. Siis valemiga (3.1) defineeritud hulk Aε on
kõikjal tihe ruumis L(X, Y ). Veelgi enam, mistahes operaatori S ∈ L (X, Y ) ja
reaalarvu δ > 0 korral leidub operaator T ∈ Aε nii, et ∥S − T∥ < δ ja operaator
S − T on lõplikumõõtmeline.

Teoreemi 3.10 tõestus. Hulga B tõkestatuse tõttu võime üldisust kitsenda-
mata eeldada, et B ⊂ BX . See järeldub asjaolust, et kui arv M > 0 on selline, et
∥x∥ ⩽ M iga ∥x∥ ∈ B korral, siis on hulkadel B ja 1

M
B ⊂ BX samad absoluut-

selt tugevalt eksponeerivad operaatorid (vt lauset 3.7). Niisiis, kõikjal järgnevas
eeldame, et B ⊂ BX .

Järelduse 3.9 põhjal A =
⋂

n∈N A 1
n
. Kuna lause 3.5 põhjal on iga n ∈ N

korral hulk A 1
n

lahtine ruumis L (X, Y ), on nende hulkade loenduv ühisosa A Gδ

ruumis L (X, Y ). Kuna lemma 3.11 põhjal on iga n ∈ N korral hulk A 1
n

kõikjal
tihe ruumis L(X, Y ), on Baire’i teoreemi 1.1 põhjal ka nende hulkade ühisosa A
kõikjal tihe ruumis L(X, Y ).

Olgu nüüd S ∈ L (X, Y ) ja δ > 0. Tähistame sümboliga D selliste kompakt-
sete operaatorite K ∈ L (X, Y ) hulga, mille puhul ∥K∥ ⩽ δ. Kuna kahe Banachi
ruumi vahel tegutsevate kompaktsete operaatorite hulk on kinnine vastavas kõigi
pidevate lineaarsete operaatorite ruumis, on ka hulk D kinnine ruumis L (X, Y )
ning järelikult ka selle hulga nihe S +D on kinnine hulk ruumis L (X, Y ).

Näitame, et iga n ∈ N korral on ühisosa (S + D) ∩ A 1
n

kõikjal tihe hulgas
S + D. Olgu n ∈ N ning olgu K ∈ D ja 0 < ε < δ. Lemma 3.11 põhjal leidub
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operaator T ∈ A 1
n

nii, et∥∥∥(S +
(
1− ε

2δ

)
K
)
− T

∥∥∥ <
ε

2

ning operaator (S +
(
1− ε

2δ
)K

)
− T on lõplikumõõtmeline ja seega kompaktne.

Sellisel juhul on ka operaator T − S =
(
1− ε

2δ

)
K −

((
S +

(
1− ε

2δ

)
K
)
− T

)
kompaktne ja

∥T − S∥ ⩽
∥∥∥T −

(
S +

(
1− ε

2δ

)
K
)∥∥∥+

∥∥∥(1− ε

2δ

)
K
∥∥∥ <

ε

2
+
(
1− ε

2δ

)
δ = δ,

seega
T = S + (T − S) ∈ (S +D) ∩ A 1

n

ning seejuures

∥T − (S +K)∥ ⩽
∥∥∥T −

(
S +

(
1− ε

2δ

)
K
)∥∥∥+

∥∥∥ ε

2δ
K
∥∥∥ <

ε

2
+

ε

2δ
δ = ε.

Kuna S+D on Banachi ruumi L (X, Y ) kinnine alamhulk, saame, varustades
ta alamhulga suhtelise topoloogiaga, täieliku meetrilise ruumi S+D, mille alam-
hulgad (S+D)∩A 1

n
on suhtelise topoloogia suhtes lahtised ning kõikjal tihedad.

Baire’i teoreemi 1.1 põhjal on ühisosa⋂
n∈N

(S +D) ∩ A 1
n
= (S +D) ∩

⋂
n∈N

A 1
n
= (S +D) ∩ A

selles ruumis kõikjal tihe, seega see ühisosa on mittetühi. Niisiis leidub operaator
T ∈ (S + D) ∩ A. Aga nüüd T ∈ A, kusjuures T − S ∈ D, seega T − S on
kompaktne, kusjuures ∥T − S∥ ⩽ δ.

Lemma 3.11 tõestus toetub järgnevale tehnilisele lemmale.

Lemma 3.12 (vt [Bou, lemma 3]). Olgu V1, V2, . . . ruumi X mittetühjad alam-
hulgad, kusjuures leidugu reaalarvud ε > 0 ja κ > 0 nii, et mistahes n ∈ N,
z ∈ conv(Vn) ja x ∈ X korral

d
(
z, conv

(
Vn+1 \B(x, ε)

))
< κ2−n. (3.5)

Siis hulk A :=
⋂

n∈N
⋃

j⩾n conv(Vj) on mittetühi ja mittehambuv.

Tõestus. Näitame esmalt, et iga n ∈ N korral

conv(Vn) ⊂ A+B(0, κ2−n+1). (3.6)

Olgu n ∈ N ning olgu z ∈ conv(Vn). Siis leidub jada (zj)j⩾n selliselt, et
zn = z ning iga j ∈ N korral zj ∈ conv(Vj) ja ∥zj − zj+1∥ < κ2−j. Tõepoolest,
tähistame zn := z ∈ conv(Vn). Kui mingi j ∈ N korral zj ∈ conv(Vj), siis lemma
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eelduse põhjal d(zj, conv(Vj+1) \ B(zj, ε)) < κ2−j, seega leidub element zj+1 ∈
conv(Vj+1) \B(zj, ε) ⊂ conv(Vj+1) nii, et ∥zj − zj+1∥ < κ2−j.

Jada (zj)j⩾n on ilmselt Cauchy jada, seega koondub ta mingiks punktiks
a ∈ X. Iga m ⩾ n korral a ∈

⋃
j⩾m conv(Vj); järelikult

a ∈
⋂
m⩾n

⋃
j⩾m

conv(Vj) =
⋂
m∈N

⋃
j⩾m

conv(Vj) = A.

Sisalduvuse (3.6) tõestuseks piisab nüüd veenduda, et ∥z − a∥ < κ2−n+1.
Selleks tähistame ε̃ := κ2−n − ∥zn − zn+1∥ > 0 ning valime m > n nii, et
∥zm − a∥ < ε̃. Siis

∥z − a∥ = ∥zn − a∥ ⩽ ∥zn − zn+1∥+ · · ·+ ∥zm−1 − zm∥+ ∥zm − a∥
= (∥zn − zn+1∥+ ∥zm − a∥) + ∥zn+1 − zn+2∥+ · · ·+ ∥zm−1 − zm∥
< (∥zn − zn+1∥+ k2−n − ∥zn − zn+1∥)

+ ∥zn+1 − zn+2∥+ · · ·+ ∥zm−1 − zm∥
< κ2−n + κ2−(n+1) + · · ·+ κ2−m−1 < κ2−n+1.

Veendumaks, et hulk A on mittehambuv, piisab näidata, et iga x ∈ A korral
x ∈ conv(A \ B(x, ε/2)). Olgu x ∈ A ja olgu 0 < τ < ε. Sisalduvuseks x ∈
conv(A \B(x, ε/2)) piisab näidata, et

d
(
x, conv

(
A \B(x, ε/2)

))
< τ. (3.7)

Selleks valime n ∈ N nii, et κ2−n < τ/4. Vastavalt hulga A definitsioonile leiduvad
j ⩾ n ja z ∈ conv(Vj) selliselt, et ∥x− z∥ < τ/2. Võrratuse (3.7) kehtivuseks
piisab nüüd näidata, et

d
(
z, conv

(
A \B(x, ε/2)

))
<

τ

2
,

milleks omakorda piisab näidata, et

Vj+1 \B(x, ε) +B(0, τ/4) ⊂
(
A \B(x, ε/2)

)
+B(0, τ/2)

(sest tingimuse (3.5) põhjal kuulub z eelnevas valemis vasakpoolsesse summasse),
milleks omakorda piisab näidata, et

Vj+1 \B(x, ε) ⊂
(
A \B(x, ε/2)

)
+B(0, τ/4),

milleks tingimuse (3.6) põhjal piisab omakorda näidata, et(
A+B(0, τ/4)

)
\B(x, ε) ⊂

(
A \B(x, ε/2)

)
+B(0, τ/4).

Veendume selles. Olgu y = a + b, kus a ∈ A, b ∈ B(0, τ/4) ja ∥y − x∥ ⩾ ε.
Soovitud sisalduvuse tõestuseks piisab näidata, et ∥a− x∥ ⩾ ε/2:

∥x− a∥ ⩾ ∥x− y∥ − ∥y − a∥ ⩾ ε− τ

4
> ε− ε

4
>

ε

2
.
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Lemma 3.11 tõestus. Olgu S ∈ L (X, Y ) ning olgu 0 < δ < 1
2
. Me võime

üldisust kitsendamata eeldada, et B ̸= {0}, sest vastasel juhul mistahes T ∈
L (X, Y ) ja η > 0 korral S(T, η) = {0} ⊂ B(0, ε) ning seega Aε = L (X, Y ).

Edasi, me võime üldisust kitsendamata eeldada, et N(S,B) > 0. Tõepoolest,
oletame, et lemma väide on tõestatud selliste operaatorite S ∈ L (X, Y ) jaoks,
mille puhul N(S,B) > 0, ning et meie operaatori S puhul N(S,B) = 0. Fik-
seerime suvalise x0 ∈ B \ {0} ning defineerime operaatori P := x∗

0 ⊗ x0, kus
funktsionaal x∗

0 ∈ X∗ on selline, et x∗
0(x0) = 1; siis P ∈ L (X,X) on projektor,

kusjuures ranP = span{x0}. Iga x ∈ X korral

x = (I − P )x+ Px,

seega Sx = S(I − P )x+ 0. Defineerime operaatori S ′ : X → Y võrdusega

S ′x = S(I − P )x+
δ

2∥P∥
Px;

siis mistahes x ∈ X korral

∥S ′x− Sx∥ =

∥∥∥∥ δ

2∥P∥
Px

∥∥∥∥ ⩽
δ

2
∥x∥ ,

seega ∥S − S ′∥ ⩽ δ
2
. Kuna S ′x0 =

δ
2∥P∥ x0 ̸= 0, kehtib N(S ′, B) > 0, seega tehtud

eelduse põhjal leidub operaator T ∈ Aε nii, et ∥S ′ − T∥ < δ
2
, kusjuures operaator

S ′ − T on lõplikumõõtmeline. Ilmselt ∥S − T∥ < δ; seejuures, kuna operaator
S − S ′ on ühemõõtmeline, on lõplikumõõtmeline ka operaator

S − T = S − S ′ + S ′ − T.

Sellega oleme näidanud, et võime üldisust kitsendamata eeldada, et N(S,B) > 0.
Edasi, me võime üldisust kitsendamata eeldada, et N(S,B) = 1. Tõepoolest,

oletame, et lemma väide on tõestatud selliste operaatorite S jaoks, mille puhul
N(S,B) = 1. Tähistame S ′ := cS, kus c := 1

N(S,B)
; siis

N(S ′, B) = N(cS,B) = cN(S,B) = 1,

seega tehtud eelduse põhjal leidub T ′ ∈ Aε nii, et ∥S ′ − T ′∥ < cδ ning operaator
S ′ − T ′ on lõplikumõõtmeline. Tähistame T := 1

c
T ′; siis lause 3.6 põhjal T ∈ Aε;

seejuures cδ > ∥S ′ − T ′∥ = c ∥S − T∥, seega ∥S − T∥ < δ ning S−T = 1
c
(S ′−T ′)

on samuti lõplikumõõtmeline. Niisiis, me võime eeldada, et N(S,B) = 1.
Oletame nüüd lemma väite vastaselt, et iga operaatori T ∈ L (X, Y ) puhul,

kus ∥S − T∥ < δ ja S − T on lõplikumõõtmeline, kehtib T /∈ Aε. Defineerime
iga n ∈ N korral hulga Vn kui nende punktide x ∈ B hulga, mille puhul leidub
T ∈ L (X, Y ) nii, et S − T on lõplikumõõtmeline,

∥Tx∥ ⩾ N(T,B)− 4−nδ2 ja ∥S − T∥ ⩽ δ(1− 2−n).
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Iga n ∈ N puhul leidub element xn ∈ B nii, et ∥Sxn∥ ⩾ N(S,B) − 4−nδ2;
kuna xn ∈ Vn, on hulk Vn mittetühi. Lemma tõestuseks piisab nüüd näidata, et
mistahes n ∈ N, z ∈ Vn ja p ∈ X korral

d
(
z, conv

(
Vn+1 \B(p, ε)

))
< κ2−n, kus κ = 26δ, (3.8)

sest niisugusel juhul rahuldavad hulgad V1, V2, . . . lemma 3.12 eeldusi ning seega
hulk

A =
⋂
n∈N

⋃
j⩾n

conv(Vj)

on mittetühi ning mittehambuv. Kuna A ⊂ B, oleme saanud vastuolu lemma
eeldustega.

Olgu n ∈ N ning olgu z ∈ Vn ja p ∈ X. Lemma tõestuseks jääb tõestada
võrratus (3.8). Oletame vastuväiteliselt, et

d
(
z, conv

(
Vn+1 \B(p, ε)

))
⩾ κ2−n.

Tähistame D := Vn+1 \
(
B(p, ε) ∪ B(−p, ε)

)
ja C := convD; siis Eidelheiti eral-

damisteoreemi järelduse 1.3 põhjal leidub f ∈ X∗ nii, et ∥f∥ = 1 ja

f(z) ⩾ sup |f(convD)|+ κ2−n ⩾ sup |f(D)|+ κ2−n.

Kuna z ∈ Vn, leidub operaator T ∈ L (X, Y ) nii, et ∥Tz∥ ⩾ N(T,B)− 4−nδ2,
∥S − T∥ ⩽ δ(1 − 2−n) ja operaator S − T on lõplikumõõtmeline. Kuna δ < 1

2
,

kehtib

∥S − T∥ ⩽
1

2
(1− 2−n) ⩽

1

2
.

Kuna B ⊂ BX ja N(S,B) = 1, kehtivad võrratused 1
2
⩽ N(T,B) ⩽ 2. Tõe-

poolest,

N(T,B) = sup
x∈B

∥Tx∥ ⩽ sup
x∈B

∥Sx∥+ sup
x∈B

∥(T − S)x∥ ⩽ N(S,B) + ∥T − S∥ ⩽ 1 +
1

2

ja

N(T,B) = sup
x∈B

∥Tx∥ ⩾ sup
x∈B

∥Sx∥ − sup
x∈B

∥(T − S)x∥ ⩾ N(S,B)− ∥T − S∥ ⩾ 1− 1

2
.

Seega

∥Tz∥ ⩾ N(T,B)− 4−nδ2 ⩾
1

2
−
(
1

2

)2

=
1

4
. (3.9)

Defineerime operaatori T ′ ∈ L (X, Y ) võrdusega

T ′x = Tx+ 2−n−2δf(x)Tz;
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siis (arvestades, et z ∈ B ning N(T,B) ⩽ 2 ja ∥f∥ = 1)

∥T − T ′∥ = sup
x∈BX

∥∥2−n−2δf(x)Tz
∥∥ ⩽ 2−n−1δ

ning järelikult

∥S − T ′∥ ⩽ ∥S − T∥+ ∥T − T ′∥ ⩽ δ(1− 2−n) + 2−n−1δ = δ(1− 2−n−1).

On ilmne, et operaator S−T ′ on lõplikumõõtmeline, seega tehtud eelduse kohaselt
T ′ /∈ Aε. Seetõttu leidub element x ∈ B nii, et x /∈ B(p, ε) ∪B(−p, ε) ning

∥T ′x∥ ⩾ N(T ′, B)− 4−n−1δ2.

Hulga Vn+1 definitsiooni põhjal x ∈ Vn+1, seega ka x ∈ D ning järelikult

|f(x)| ⩽ sup
u∈D

|f(u)| ⩽ f(z)− κ2−n = f(z)− 2−n+6δ.

Lemma tõestuseks piisab nüüd näidata, et

|f(x)| ⩾ f(z)− 2−n+5δ, (3.10)

sest võrratus (3.10) on ilmselt vastuolus talle eelneva võrratusteahelaga.
Võrratuse (3.10) tõestuseks paneme kõigepealt tähele, et

∥Tx∥+ 2−n−2δ|f(x)| ∥Tz∥ ⩾ ∥T ′x∥ ⩾ N(T ′, B)− 4−n−1δ2

⩾ ∥T ′z∥ − 4−n−1δ2.
(3.11)

Kuna
∥Tz∥ ⩾ N(T,B)− 4−nδ2 ⩾ ∥Tx∥ − 4−nδ2,

kehtib
∥Tz∥+ 4−nδ2 ⩾ ∥Tx∥ ,

seega, arvestades, et

∥T ′z∥ = |1 + 2−n−2δf(z)| ∥Tz∥ =
(
1 + 2−n−2δf(z)

)
∥Tz∥ ,

saame võrratustest (3.11)

(∥Tz∥+ 4−nδ2) + 2−n−2δ|f(x)| ∥Tz∥ ⩾
(
1 + 2−n−2δf(z)

)
∥Tz∥ − 4−n−1δ2,

järelikult
2−n−2δ|f(x)| ∥Tz∥ ⩾ 2−n−2δf(z) ∥Tz∥ − 2 · 4−nδ2,

millest tingimuse (3.9) põhjal

|f(x)| ⩾ f(z)− 23 · 1

∥Tz∥
2−nδ ⩾ f(z)− 2−n+5δ.

Niisiis võrratus (3.10) kehtib.
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4 Aroni, Cascalese ja Kozhushkina
Bishop–Phelps–Bollobáse tüüpi teoreem
C0(L)-väärtuseliste Asplundi operaatorite kohta

Kõikjal selles peatükis on X ja Y reaalsed Banachi ruumid ning L on lokaalselt
kompaktne Hausdorffi ruum.

Selles peatükis me tõestame artikli [ACK] põhitulemuse (vt [ACK, teo-
reem 2.4] või teoreem 2.13) järgneva parenduse.

Teoreem 4.1 (vrd [ACK, teoreem 2.4] või teoreem 2.13). Olgu T : X → C0(L)
Asplundi operaator, kusjuures ∥T∥ = 1, olgu 0 < ε <

√
2 ning olgu x0 ∈ SX

selline, et

∥Tx0∥ > 1− ε2

2
.

Siis leiduvad element u0 ∈ SX ja Asplundi operaator S ∈ SL(X,C0(L)) nii, et

∥Su0∥ = 1, ∥x0 − u0∥ < ε ja ∥T − S∥ ⩽ ε.

Võrreldes teoreemiga 2.13 on teoreemis 4.1 tingimuse ∥T − S∥ ⩽ 3ε asemel
saadud tugevam tingimus ∥T − S∥ ⩽ ε. See parendus on saavutatud tänu täp-
sematele lähendustele järgnevas lemmas 4.2 võrreldes selle lemma prototüübiga
[ACK, lemma 2.3] (vt märkust 4).

Definitsioon 4.1. Öeldakse, et hulk B ⊂ B∗
Y on 1-normeeriv, kui mistahes y ∈ Y

korral
∥y∥ = sup

b∗∈B
|b∗(y)|.

Lemma 4.2 (vt [ACK, lemma 2.3]). Olgu T : X → Y Asplundi operaator, kus-
juures ∥T∥ = 1, olgu 0 < ε <

√
2 ning olgu x0 ∈ SX selline, et

∥Tx0∥ > 1− ε2

2
.

Siis mistahes 1-normeeriva hulga B ⊂ BY ∗ korral leiduvad

(1) w∗-lahtine hulk U ⊂ X∗ nii, et U ∩ T ∗(B) ̸= ∅,

(2) punktid u∗ ∈ SX∗ ja u0 ∈ SX nii, et |u∗(u0)| = 1 ning

∥x0 − u0∥ < ε ja iga z∗ ∈ U ∩ T ∗(B) korral ∥z∗ − u∗∥ < ε.

Märkus. Võrreldes lemma 4.2 prototüübiga [ACK, lemma 2.3] on lemmas 4.2
hinnangute ∥z∗ − u∗∥ < 3ε asemel saadud paremad hinnangud ∥z∗ − u∗∥ < ε.
Sellest parendusest „üks ε“ on saadud tänu Bollobáse originaaltulemuse [Bol,
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teoreem 1] asemel teoreemi 2.1 kasutamisele järelduse 2.2 tõestuses. Sellest paren-
dusest „teine ε“ on saadud tänu elemendi b∗0, hulga U2 ning elementide u∗ ja
u0 täpsemale valikule lemma 4.2 tõestuses, jättes seejuures selle lemma tõestus-
skeemi täpselt samaks nagu tema prototüübil [ACK, lemma 2.3].

Lemma 4.2 tõestus. Näitame esmalt, et kaasoperaator T ∗ kujutab ruumi Y ∗

kinnise ühikkera BY ∗ kaasruumi X∗ w∗-kompaktseks alamhulgaks, mis on w∗-
topoloogias normi poolt killustatud.

Kuna T on Asplundi operaator, leiduvad Asplundi ruum Z ning operaatorid
T1 ∈ L (X,Z) ja T2 ∈ L (Z, Y ) nii, et T = T2 ◦ T1; siis T ∗ = T ∗

1 ◦ T ∗
2 ; vt järgnevat

joonist.

Joonis.

Suvalise Banachi ruumide vahel tegutseva pideva lineaarse operaatori kaasoperaa-
tor on w∗–w∗-pidev (vt nt [M, teoreem 3.1.11]). Seetõttu T ∗

2 on w∗–w∗-pidev, mis-
tõttu T ∗

2 (BY ∗) on w∗-kompaktne hulk ruumis Z∗ (sest Banach–Alaoglu teoreemi
põhjal (vt nt [M, lk 229, teoreem 2.6.18]) on kinnine ühikkera BY ∗ w∗-kompaktne
hulk ning pidev operaator topoloogiliste ruumide vahel kujutab kompaktse hul-
ga kompaktseks hulgaks). Teoreemi 1.7 põhjal on hulk T ∗

2 (BY ∗) kaasruumi Z∗

w∗-topoloogias normi poolt killustatud. Kuna operaator T ∗
1 on w∗–w∗-pidev ning

ka ∥·∥–∥·∥-pidev, on kujutishulk T ∗(BY ∗) = T ∗
1 (T

∗
2 (BY ∗)) w∗-kompaktne ning

lemma 1.6 põhjal kaasruumi X∗ normi poolt killustatud (võtame lemmas ruumi-
de X ja Y rolli vastavalt hulgad T ∗

2 (BY ∗) ja T ∗
1 (T

∗
2 (BY ∗)) varustatuna suhtelise

w∗-topoloogiaga, meetrikate ρX ja ρY rolli vastavalt kaasruumide Z∗ ja X∗ normi-
de poolt indutseeritud meetrikate ahendid neile hulkadele ning kujutuse f rolli
kaasoperaatori T ∗

1 tõlgendatuna kujutusena T ∗
2 (B

∗
Y ) → T ∗

1 (T
∗
2 (B

∗
Y ))).

Tõestame nüüd lemma väited. Olgu B ⊂ BY ∗ 1-normeeriv alamhulk. Valime
positiivse reaalarvu γ < ε nii, et ∥Tx0∥ > 1− γ2

2
. Hulga B 1-normeerivuse tõttu

leidub element b∗0 ∈ B nii, et

|(T ∗b∗0)(x0)| = |b∗0(Tx0)| > 1− γ2

2
.

Siis hulk

U1 :=

{
x∗ ∈ X∗ : |x∗(x0)| > 1− γ2

2

}
,
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on w∗-lahtine, sest ta on ruumi R lahtise alamhulga (1− γ2/2,∞) originaal w∗-
pideva funktsiooni X∗ ∋ x∗ 7→ |x∗(x0)| ∈ R suhtes. Nüüd

T ∗b∗0 ∈ U1 ∩ T ∗(B) ⊂ T ∗(BY ∗) ⊂ BX∗ .

Kuna hulk T ∗(BY ∗) on kaasruumi X∗ w∗-topoloogias normi poolt killustatud ja
hulk U1 ∩ T ∗(B) on mittetühi, leidub w∗-lahtine hulk U2 ⊂ X∗ nii, et

(
U1 ∩

T ∗(B)
)
∩ U2 ̸= ∅ ning

diam∥·∥
((
U1 ∩ T ∗(B)

)
∩ U2

)
⩽ ε− γ. (4.1)

Nüüd U := U1 ∩ U2 on kaasruumi X∗ w∗-lahtine alamhulk. Fikseerime suvalise
elemendi x∗

0 ∈ U ∩ T ∗(B); siis x∗
0 ∈ T ∗(B) ⊂ T ∗(BY ∗) ⊂ BX∗ ning, arvestades, et

x∗
0 ∈ U1,

|x∗
0(x0)| > 1− ε2

2
.

Bishop–Phelps–Bollobáse teoreemi põhjal (vt järeldust 2.2) leiduvad u∗ ∈ SX∗

ja u0 ∈ SX nii, et |u∗(u0)| = 1 ning

∥x0 − u0∥ < γ < ε ja ∥x∗
0 − u∗∥ < γ.

Olgu z∗ ∈ U ∩ T ∗(B) suvaline. Siis tingimuse (4.1) põhjal ∥z∗ − x∗
0∥ ⩽ ε − γ,

seega

∥z∗ − u∗∥ ⩽ ∥z∗ − x∗
0∥+ ∥x∗

0 − u∗∥ < ε.

Teoreemi 4.1 tõestus. Kõigepealt veendume, et loomulik sisestus

ξ : L ∋ a 7→ δs ∈ C0(L)
∗, kus δs(f) = f(s),

on kaasruumi C0(L)
∗ w∗-topoloogia suhtes pidev. Tõepoolest, vahetu kontroll

näitab, et δs on lineaarne; ta on ka tõkestatud, sest mistahes f ∈ C0(L) kor-
ral |δs(f)| = |f(s)| ⩽ ∥f∥; niisiis δs ∈ C0(L)

∗. Kujutuse ξ pidevuseks (kaas-
ruumi C0(L)

∗ w∗-topoloogia suhtes) jääb märkida, et kui pere (sα)α koondub
punktiks s ruumis L, siis mistahes f ∈ C0(L) korral

(ξ(sα))(f) = f(sα) → f(s) = (ξ(s))(f)

ning seega ξ(sα) → ξ(s) kaasruumi C0(L)
∗ w∗-topoloogias. Niisiis, loomulik sises-

tus ξ : L → C0(L)
∗ on kaasruumi C0(L)

∗ w∗-topoloogia suhtes pidev, järelikult
kujutus

ϕ := T ∗ ◦ ξ : L → X∗

on kaasruumi X∗ w∗-topoloogia suhtes pidev (sest kaasoperaator T ∗ : C0(L)
∗ →

X∗ on w∗–w∗-pidev).
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Hulk B := { δs : s ∈ L } ⊂ BC0(L)∗ on 1-normeeriv, sest iga f ∈ C0(L)
korral ∥f∥C0(L)

= sups∈L |f(s)| = sups∈L |δs(f)|. Lemma 4.2 põhjal, võttes seal
Y := C0(L), leiduvad w∗-lahtine hulk U ⊂ X∗ ning punktid u∗ ∈ SX∗ ja u0 ∈ SX

nii, et U ∩ T ∗(B) ̸= ∅ ning |u∗(u0)| = 1, ∥x0 − u0∥ < ε ja

iga z∗ ∈ U ∩ T ∗(B) korral ∥z∗ − u∗∥ < ε. (4.2)

Paneme tähele, et T ∗(B) = ϕ(L). Kuna U ∩ T ∗(B) ̸= ∅, leidub s0 ∈ L nii, et
ϕ(s0) ∈ U . Kuna ϕ on kaasruumi X∗ w∗-topoloogia suhtes pidev, on hulk

W := { s ∈ L : ϕ(s) ∈ U } = ϕ−1(U)

punkti s0 lahtine ümbrus. Urõsoni lemma põhjal (vt lemma 1.5) leidub kompaktse
kandjaga pidev funktsioon f : L → R nii, et

f(L) ⊂ [0, 1], f(s0) = 1 ja supp f ⊂ W.

Defineerime operaatori S : X → C0(L) võrdusega

(Sx)(s) = f(s) · u∗(x) + (1− f(s)) · (Tx)(s).

Veendume, et S on Asplundi operaator. Selleks paneme tähele, et mistahes x ∈ X
ja s ∈ L korral

(Sx)(s) =
(
(u∗ ⊗ f)x

)
(s) + (Tx)(s)− f(s) · (Tx)(s)

=
(
(u∗ ⊗ f + T − (f ∗ T ))x

)
(s),

kus operaator f ∗ T : X → C0(L) on defineeritud võrdusega ((f ∗ T )x)(s) =
f(s) · (Tx)(s); niisiis S = u∗ ⊗ f + T − (f ∗ T ). Kuna u∗ ⊗ f , T ja f ∗ T on
Asplundi operaatorid (u∗ ⊗ f on Asplundi operaator teoreemi 1.8 põhjal, sest
ta on ühemõõtmeline, ja f ∗ T on Asplundi operaator lemma 1.9 põhjal), on S
teoreemi 1.8 põhjal Asplundi operaator.

Mistahes x ∈ SX ja s ∈ L korral, arvestades, et f(s) ∈ [0, 1], ∥u∗∥ = 1 ning
∥T∥ = 1 (ja seega ∥Tx∥ ⩽ 1, mistõttu |(Tx)(s)| ⩽ 1),

|(Sx)(s)| = |f(s) · u∗(x) + (1− f(s)) · (Tx)(s)|
⩽ f(s) · |u∗(x)|+ (1− f(s)) · |(Tx)(s)|
⩽ f(s) + (1− f(s)) = 1;

seega ∥Sx∥ = sups∈L |(Sx)(s)| ⩽ 1 ning järelikult ∥S∥ ⩽ 1. Teiselt poolt, kuna
f(s0) = 1, kehtib

∥S∥ ⩾ (Su0)(s0) = f(s0) · u∗(u0) + (1− f(s0)) · (Tu0)(s) = u∗(u0) = 1,

seega ∥S∥ = 1; seejuures ∥S∥ = ∥Su0∥ ehk, teisisõnu, operaator S saavutab oma
normi punktis u0.
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Märgime, et mistahes x ∈ X ja s ∈ L korral

(ϕ(s))(x) = ((T ∗ ◦ ξ)(s))(x) = (T ∗(ξ(s)))(x) = (ξ(s))(Tx) = δs(Tx) = (Tx)(s).
(4.3)

Nüüd

∥T − S∥ = sup
x∈BX

∥Tx− Sx∥ = sup
x∈BX

sup
s∈L

f(s) |(Tx)(s)− u∗(x)|

(1)
= sup

x∈BX

sup
s∈W

f(s) |(ϕ(s))(x)− u∗(x)|

⩽ sup
s∈W

sup
x∈BX

|(ϕ(s))(x)− u∗(x)| = sup
s∈W

∥ϕ(s)− u∗∥
(2)

⩽ ε.

Siin

(1) kehtib sisalduvuse supp f ⊂ W ja võrduse (4.3) tõttu ning

(2) kehtib tingimuse (4.2) põhjal, sest iga s ∈ W korral ϕ(s) ∈ U ∩ T ∗(B).
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