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Sissejuhatus

Aastal 1961 ilmunud artiklis [BP] toestasid E. A. Bishop ja R. R. Phelps, et
mistahes Banachi ruumi kaasruumis on oma normi saavutavate funktsionaalide

hulk koikjal tihe.

Teoreem 1 (Bishop—Phelpsi subrefleksiivsusteoreem; vt [M, lk 278, teoreem
2.11.14] voi [BP]). Olgu X Banachi ruum. Siis oma normi saavutavate funkt-
stonaalide hulk on kaasruumis X* koikjal tihe, st mistahes x* € X* ja ¢ > 0
korral leiduvad v* € X* ja u € X nii, et ||ul]] <1 ning

u*(u)| = Jlu’ll o [lu" — 2™ <e.

Aastal 1970 ilmunud artiklis [Bol| pani B. Bollobas téhele, et Bishop—Phelpsi
subrefleksiivuseteoreemi toestuses artiklis [BP] on implitsiitselt toestatud tuge-
vam vaide: lisaks sellele, et me saame funktsionaali z* ldhendada funktsionaa-
liga u*, mis saavutab oma normi, me saame samaaegselt punkti, milles x* on
ldhedane oma normile, lahendada punktiga, milles u* saavutab oma normi. Selle-
le véitele viidatakse kui Bishop—Phelps—Bollobdse teorecemile.

Teoreem 2 (Bishop—Phelps—Bollobése teoreem; vt [CKMMRI, 2014, jéreldus 2.4],
vrd [Bol, teoreem 1]). Olgu X Banachi ruum ning olgu z* € X* jax € X sellised,
et |[z*|| <1, ||lz]| <1 ja|a*(x) —1] < %, kus 0 < e < 2. Siis leiduvad u* € X* ja
u € X nu, et

u (u) = [lu| = llull =1, flu—zl <e ja [u" -2 <e

Mairkus. Bollobas toestas artiklis [Bol| eelneva teoreemi vaid juhu jaoks, kus
|z*]| = |lzl| = 1, ja 0 < e < 1, kusjuures tingimuse [|u — z| < € asemel sai
ta norgema tingimuse ||u — z|| < € + . Siintoodud versioon Bishop-Phelps—
Bollobase teoreemist parineb M. Chica, V. Kadetsi, M. Martini, S. Moreno-Pulido

ja F. Rambla-Barreno aastal 2014 ilmunud artiklist [CKMMR)].

Eesti keeles on Bishop—Phelpsi ja Bishop—Phelps—Bollobése teoreemide [1} ja
tiksikasjalised toestused (reaalsel juhul) esitatud D. Piivi aastal 2016 kaitstud
bakalaureusetoos [Pi.

Artiklis [BP] piistitasid Bishop ja Phelps jargmise kiisimuse: milliste Banachi
ruumide paaride X ja Y korral on oma normi saavutavate operaatorite hulk (Gel-
dakse, et operaator T € L(X,Y) saavutab oma normi, kui leidub xzy € X nii, et
|lzo]| < 1ja||Txo|| = ||T]|) koigi pidevate lineaarsete operaatorite ruumis £(X,Y)
koikjal tihe? Seda kiisimust uuris J. Lindenstrauss 1963. aastal ilmunud artiklis
IL]. Lindenstrauss mérkis, et Bishopi ja Phelpsi kiisimus on liiga iildine, et sellele
ammendavalt vastata ning keskendus jargmise kahe omaduse uurimisele.



Definitsioon 1 (vt [[J]). Oeldakse, et Banachi ruumil X on

e omadus A, kui mistahes Banachi ruumi Y korral on oma normi saavutavate
operaatorite hulk ruumis £(X,Y") koikjal tihe,

e omadus B, kui mistahes Banachi ruumi Y korral on oma normi saavutavate
operaatorite hulk ruumis £(Y, X) koikjal tihe.

Kirjanduses viidatakse omadustele A ja B tavaliselt kui Lindenstraussi omadus-
tele A ja B.

Artiklis [L] andis Lindenstrauss mitmeid tarvilikke geomeetrilisi tingimusi
ning samuti ka piisavaid geomeetrilisi tingimusi selleks, et Banachi ruumil oleks
omadus A (v6i omadus B). Muuhulgas toestas Lindenstrauss, et

e igal refleksiivsel Banachi ruumil on omadus A, vt Ll teoreem 1|;

e leidub Banachi ruume X, mille korral oma normi saavutavate operaatorite
hulk ei ole koikjal tihe ruumis L(X, X), vt [L, lause 5].

Aastal 1977 ilmunud artiklis [Bou| parendas J. Bourgain Lindenstraussi iilal-
toodud tulemust refleksiivsete Banachi ruumide kohta.

Teoreem 3 (vt [Bou, jareldus 6]). Radon—Nikodymi omadusega Banachi ruumil
on Lindenstraussi omadus A.

Hea iilevaade olulisematest Bishop—Phelpsi tiilipi teoreemidest operaatorite
kohta kuni aastani 2006 on antud tilevaateartiklis [Aqg].

Aastal 2008 toid M. D. Acosta, R. M. Aron, D. Garcia ja M. Maestre artiklis
[AAGM] sisse jargmise terminoloogia.

Definitsioon 2 (vt [AAGM, definitsioon 1.1] ja [A;g, definitsioon 1.1]). Olgu X
ja' Y molemad kas reaalsed voi komplekssed Banachi ruumid. Oeldakse, et paaril
(X,Y) on

e Bishop—Phelps—Bollobdse omadus operaatorite jaoks (lithidalt, BPBp), kui
iga reaalarvu ¢ € (0, 1) korral leidub reaalarv n(e) € (0,¢) nii, et

(#) mistahes " € L(X,Y) ja zp € X korral, mis rahuldavad tingimusi
1T} = llzoll = 1 ja
[Tl > 1 =n(e),

leiduvad S € £ (X,Y) ja up € X nii, et
[Suoll = 15[} = lluoll = 1, fluo = zoll <& ja [[S=T[ <e,

e Bishop—Phelpsi omadus, kui normi saavutavate operaatorite hulk on ruumis
L(X,Y) koikjal tihe.



Alates artikli [AAGM]| ilmumisest on Bishop—Phelps—Bollobase omadust ope-
raatorite jaoks viga laialdaselt uuritud. Hea iilevaade olulisematest arengutest
selles vallas kuni aastani 2019 on antud iilevaateartiklis [Aq].

Kaéesoleval magistritool on kolm eesmérki:

e toetudes tilevaateartiklile [Aq|, anda iilevaade olulisematest seniilmunud
Bishop—Phelpsi ja Bishop—Phelps—Bollobase tiilipi teoreemidest operaato-
rite kohta ning tuua vélja lahendamata probleeme selles vallas,

e kirjutada iiksikasjaliselt lahti iilaltoodud Bourgaini teoreemi 3| toestus (koos
vajaminevate abitulemuste toestustega),

e uue tulemusena toestada jargneva R. M. Aroni, B. Cascalese ja O. Kozhush-
kina Bishop—Phelps-Bollobése tiilipi teoreemi [4] parendus, kus tingimuse
|7 — S|| < 3¢ asemel saadakse tugevam tingimus [|7" — S| < e.

Teoreem 4 (vt [ACK| teoreem 2.4|). Olgu X reaalne Banachi ruum ning olgu L
lokaalselt kompaktne Hausdorffi ruum. Olgu T: X — Cy(L) Asplundi operaator,
kusjuures ||T|| =1, olgu 0 < € < 5 ning olgu xy € Sx selline, et ||zo| =1 ja

2
19
Tzl > 1- =

Siis leiduvad Asplundi operaator S € Cy(L) ja element uy € X ja nii, et ||S|| =
|luo|| = 1 ning

|Suol| =1, ||xo—uol| <e ja ||T—S] < 3e.

Eelmainitud eesmaérkidele on piithendatud vastavalt t60 peatiikid 2—4. Peatiikis 1
on tutvustatud t60s vajaminevat Banachi ruumide teooriat, mis jaab véljapoole
Tartu Ulikooli matemaatika magistrioppekava kohustuslikku osa. Selles peatii-
kis kasitletavad teemad on Baire’i teoreem, Eidelheiti eraldamisteoreem, Radon—
Nikodymi omadus, Asplundi ruumid ja Asplundi operaatorid.

T66s on kasutatud jargmisi tdhistusi. Olgu X normeeritud ruum. Ruumi X
alamhulga A kumerat katet tdhistame siimboliga convA. Lahtist kera ruumis X
keskpunktiga a ja raadiusega r, ruumi X kinnist iihikkera ja ruumi X {ihik-
sfadri tahistame vastavalt siimbolitega B(a,r), Bx ja Sx; ruumi X kaasruumi
tahistame siimboliga X*. Kui Y on normeeritud ruum iile sama korpuse, mis X,
siis stimboliga £(X,Y") tdhistame koigi pidevate lineaarsete operaatorite X — Y
ruumi. Kui z* € X* ja y € Y, siis operaator z* ® y € L(X,Y) on defineeritud
vordusega

(" ®@y)z = 2" (x)y.

Normeeritud ruumi kaasruumi x-norka topoloogiat tahistame stimboliga w*.



1 Tarvilikke eelteadmisi

1.1 Baire’i teoreem

Teoreem 1.1 (Baire’i teoreem, vt nt [M) 1k 37, teoreem 1.5.4]). Olgu X tdielik
meetriline ruum. Kui hulgad A, C X, n = 1,2,..., on ruumis X lahtised ja
koikjal tihedad, siis nende tihisosa

(4. cX
neN

on ruumis X koikjal tihe.

1.2 Eidelheiti eraldamisteoreem

Teoreem 1.2 (Eidelheiti eraldamisteoreem; vt nt [M|, lk 179, teoreem 2.2.26]).
Olgu X topoloogiline vektorruum ning olgu Cy ja Cy sellised mittetiihjad kumerad
ruumi X alamhulgad, et hulga Cy sisemus C3 on mittetihi. Kut C1y N C5 = @,
sus leiduvad x* € X* ja s € R nii, et
Rez*(x) > s iga x € Cy korral,
Rez*(x)
x

<s iga x € Cy korral,
Rez*(x) <

s iga x € C3 korral.

Lemma toestamisel allpool on mugav toetuda jargnevale jareldusele Ei-
delheiti eraldamisteoreemist [[.2l

Jareldus 1.3. Olgu X reaalne normeeritud ruum ning olgu z € X, r > 0 ja
mittetihi absoluutselt kumer hulk C° C X sellised, et d(z,C) > r. Siis leidub
feX* ni, et | f|| =1 ning

f(z) = sup | f(C)] + .

Jéarelduse toestamisel on mugav toetuda jargmisele lemmale.

Lemma 1.4. Olgu X reaalne normeeritud ruum ning olgu h € X*, a € X ja
r > 0. Sis

inf h(z)=h(a)—r|h] ja  sup h(x)=h(a)+7|h|.

z€B(a,r) z€B(a,r)
TOESTUS:
inf h(x)= inf h = inf (A h = h(a) — 7 ||h
o (x) ot (a + ) wegl(()’l)( (a) +rh(z)) = h(a) — 7|l
sup h(z) = sup h(a+z)= sup (h(a)+rh(z)) =h(a)+r]h].
x€B(a,r) x€B(0,r) z€B(0,1)



JARELDUSE [L.3 TOESTUS. Hulgad C) := C ja Cy := B(z,r) rahuldavad Eidel-
heiti eraldamisteoreemi eeldusi, seega leiduvad g € X* ning s € R nii, et

g(x) > s> g(y) koikide z € C} ja y € Cy korral,

ehk, defineerides f := — L

llgll?

f(z) < T < f(y) koikide xz € C; ja y € Cy korral.

Lemma [1.4] pohjal

sup |f(@)] = sup £f(x) = sup f(2) < inf f(z) = f(2) =r|f] = f(z) =7

zeCy zeCy

1.3 Ruumid Cy(L) ja C(K). Urosoni lemma lokaalselt
kompaktne versioon

Olgu L lokaalselt kompaktne Hausdorffi ruum ning olgu K iiks korpustest R ja C.

Meenutame, et Co(L) on ,lopmatuses hddbuvate“ pidevate funktsioonide
f: L — K Banachi ruum (st niisuguste pidevate funktsioonide f: L — K Ba-
nachi ruum, mille puhul iga reaalarvu € > 0 korral hulk {x € L: |f(z)| > €} on
kompaktne) normiga

If[l = sup [ f ()]
€L

(lihtne on n#ha, et supreemum eelnevas normi || f|| definitsioonis on tegelikult
maksimum). Seejuures, kui K = R, siis koneldakse reaalsest ruumist Cy(L); kui
aga K = C, koneldakse komplekssest ruumist Cy(L).

Kui K on kompaktne Hausdorffi ruum, siis iga pidev funktsioon f: K — K
on  lopmatuses hdédbuv®, seega Cyo(K) = C'(K), kus C(K) téhistab koigi pidevate
funktsioonide f: K — K Banachi ruumi normiga || f|| = sup,cx | f(x)].

Jargnev Urosoni lemma lokaalselt kompaktne versioon on iiks olulisemaid
tooriistu ruumide Cp(L) uurimisel. Meenutame, et kui X on topoloogiline
ruum ja f: X — K| siis funktsiooni f kandjaks nimetatakse hulka supp f :=

{zeX : f(x)#0}.

Lemma 1.5 (Urosoni lemma lokaalselt kompaktne versioon; vt nt [El lem-
ma 4.32|). Kui L on lokaalselt kompaktne Hausdorffi ruum ning K C W C L,
kus hulk K on kompaktne ning hulk W on lahtine, siis leidub kompaktse kandjaga
pidev funktsioon f: L — R nui, et

f(Lyclo, flxk=1 ja suppfCW.



1.4 Radon—Nikodymi omadus

Definitsioon 1.1 (vt nt [DU, 1k 133, definitsioon 3]). Olgu X Banachi ruum.
Oeldakse, et alamhulk A C X on hambuv, kui iga reaalarvu ¢ > 0 puhul leidub
element x € A nii, et v ¢ conv(A\ B(z,¢)). Oeldakse, et hulk A on mittehambuv,
kui ta ei ole hambuv.

Definitsioon 1.2 (vt nt [DU] 1k 136, teoreem 7]). Oeldakse, et Banachi ruumil X
on Radon—-Nikodymi omadus, kui iga tema mittetiihi tokestatud alamhulk on
hambuv.

Radon—Nikodymi omadus on néiteks koigil refleksiivsetel (sealhulgas koigil
16plikumodtmelistel) Banachi ruumidel (niisiis néiteks koigil ruumidel L, — seal-
hulgas ruumidel ¢, — kus 1 < p < oo) ning separaablitel kaasruumidel (nt mit-
terefleksiivsel ruumil ¢;). Ruumidel ¢y, C[0,1], L1[0,1] ja L0, 1] ei ole Radon—
Nikodymi omadust. (Vt nt [DU] 1k 218-219].)

1.5 Asplundi ruumid

Definitsioon 1.3. Olgu X ja Y normeeritud ruumid ning olgu U C X lahtine
hulk. Oeldakse, et funktsioon f: U — Y on punktis x € U Fréchet’” maottes
diferentseeruv, kui leidub pidev lineaarne operaator A: X — Y nii, et

LG b = () — ARy

- 0.
= 2]l %

Definitsioon 1.4. Oeldakse, et Banachi ruum X on Asplundi ruum, kui mis-
tahes lahtise kumera alamhulga U C X ja pideva kumera funktsiooni f: U — R
korral on punktide hulk, kus f on Fréchet’ mottes diferentseeruv, koikjal tihe G
hulgas U.

Néiteid Asplundi ruumidest toome kéesoleva jaotise 16pus, mil meie kdsutuses
on selliseid ruume kirjeldav teoreem [I.7]

Definitsioon 1.5 (vt nt [N, jaotis 1]). Olgu (X, 7) topoloogiline ruum, olgu p
meetrika ruumis X (me ei eelda siinkohal, et p ja 7 oleksid omavahel mingil viisil
seotud) ning olgu C' C X mittetiihi alamhulk.

Oecldakse, et hulk C' on topoloogias 7 meetrika p poolt killustatud (voi p-
killustatud), kui mistahes reaalarvu € > 0 ja mittetiihja alamhulga A C C' korral
leidub 7-lahtine hulk U C X nii, et U N A # @ ning diam,(U N A) < e.

Kui eelnevas C' = X ja topoloogia 7 roll on kontekstist selge, siis deldakse ka,
et ruum X on meetrika p poolt killustatud.

Kui eelnevas meetrika p on indutseeritud mingi normi poolt, siis oeldakse, et
hulk C' on topoloogias 7 selle normi poolt killustatud.



Lemma 1.6 (vt [N, lemma 2.1]). Olgu X ja Y kompaktsed Hausdorffi ruumid
ning olgu px ja py meetrikad vastavalt ruumides X ja Y. Olgu f: X — 'Y pidev
sturjektitune kujutus, mis on ka px —py-pidev. Kui ruum X on meetrika px poolt
killustatud, siis ruum 'Y on meetrika py poolt killustatud.

Teoreem 1.7 (vt nt [ACK| teoreem 2.1|). Olgu X Banachi ruum. Jargmised
vdited on samavddrsed:

(i) X on Asplundi ruum,

(ii) kaasruumi X* iga w*-kompaktne alamhulk on w*-topoloogias normi poolt
killustatud,

(iii) ruumi X iga separaabli alamruumi kaasruum on separaabel,
(iv) kaasruumil X* on Radon—Nikodymi omadus.

Asplundi ruumid on niisiis parajasti need Banachi ruumid, mille kaasruumil
on Radon-Nikodymi omadus, sealhulgas néiteks koigil refleksiivsetel ruumidel ja
(mitterefleksiivsel) ruumil ¢y. Ruumid ¢, ¢, C[0,1], L1[0, 1] ja Ls[0,1] ei ole
Asplundi ruumid. (Vt nt [CGKS| 1k 865].)

1.6 Asplundi operaatorid

Definitsioon 1.6. Olgu X ja Y Banachi ruumid. Oeldakse, et operaator T' €

L (X,Y) on Asplundi operaator, kui leiduvad Asplundi ruum Z ning operaatorid
TheL(X,Z)jaTy € L(Z,Y)nii, et T =T;0T;.

Iga norgalt kompaktne operaator (sealhulgas iga 16plikumdotmeline operaa-
tor ning, veidi iildisemalt, iga kompaktne operaator) Banachi ruumide vahel on
Asplundi operaator, sest iga norgalt kompaktne operaator faktoriseerub labi ref-
leksiivse ruumi (vt [DEJP jareldus 1]).

Definitsioon 1.7 (vt nt [Pi, definitsioon 1.1.1 ja teoreem 1.2.2| voi [Lil, defi-
nitsioonid 3.1 ja 3.2]). Olgu A mingi Banachi ruumide vahel tegutsevate pide-
vate lineaarsete operaatorite klass. Klassi A komponendiks A(X,Y) ruumist X
ruumi Y nimetatakse hulka koikidest klassi A operaatoritest, mis tegutsevad
ruumist X ruumi Y.

Pidevate lineaarsete operaatorite klassi A nimetatakse operaatorideaaliks, kui

(1) mistahes Banachi ruumide X ja Y korral on komponent A(X,Y) ruumi
L (X,Y) lineaarne alamruum,

(2) A sisaldab koiki 16plikumootmelisi pidevaid lineaarseid operaatoreid,

(3) kui X,Y,Z ja W on Banachi ruumid ning R € £L(X,Y), S € A(Y,Z) ja
TeL(Z,W),siis TSR e A(X,W).

10



Teoreem 1.8 (vt [Ste, teoreemid 2.11 ja 2.12|). Kdigi Asplundi operaatorite klass
moodustab operaatorideaals.

Jérgnevat lemmat me kasutame teoreemi [4.1] toestuses.

Lemma 1.9. Olgu X Banachi ruum, olgu L lokaalselt kompaktne Hausdorffi
ruum, olgu T € L (X,Co(L)) Asplundi operaator ning olgu f € Cy(L). Siis ope-
raator f+T: X — Cy(L), kus

((f*T)x)(s) = f(s) - (Tz)(s),
on Asplundi operaator.

TOEsTUS. Kuna mistahes g,h € Cy(L) korral ka g - h € Cy(L), kus (g - h)(s) =
g(s) - h(s), kehtib iga x € X korral sisalduvus (f * T')xz € Cy(L). Vahetu kontroll
néitab, et operaator f 7T on lineaarne; ta on ka tokestatud, sest mistahes x € X
korral

[(F+ D)l = sup [((f + T)z)(s)] = sup | f(s)] - |(Tx) ()] < £ - 1T
< A0l

niisiis f* 7T € L (X, Cy(L)).

Kuna T on Asplundi operaator, leiduvad Asplundi ruum Z ning operaatorid
Tye L(X,Z)jaTy € L(Z,Cy(L)) nii, et T =Ty o T}. Eelnevalt toestatu pohjal
ka operaator f x Ty: Z — Co(L), kus ((f xT2)z)(s) = f(s) - (T2z)(s), on pidev
ja lineaarne; kuna Z on Asplundi ruum, on ta Asplundi operaator. Teoreemi [1.8
pohjal on ka operaator (f *T5) o T} Asplundi operaator. Lemma toestuseks jaab
niitid veenduda, et f T = (f % Ty) o T7: mistahes z € X ja s € L korral

((f xT)x)(s) = f(s) - (Tx)(s) = f(s) - (Ta(Thz))(s)
= ((f # T2)(Thx))(s) = (((f * T2) o Th)x)(s),

seega (f *x T)x = ((f * Ty) o T1)x ning jarelikult f «+ T = (f = Ty) o T3, nagu
soovitud. O
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2 Valik Bishop—Phelpsi ja
Bishop—Phelps—Bollobase tiiiipi teoreeme

2.1 Bishop—Phelps—Bollobase teoreem
Sonastame uuesti sissejuhatuses toodud Bishop—Phelps—Bollobéase teoreemi [2]

Teoreem 2.1 (Bishop—Phelps—Bollobas, vt [Bol, 1970, teoreem 1| ja [CKMMR|,
2014, jareldus 2.4]). Olgu X reaalne voi kompleksne Banachi ruum ja olgu 0 <
€< 2. Kut x* € Bx+ ja xg € Bx on sellised, et

2
% 9
11— (o)l < 5

stis letduvad u* € Sx+ ja ug € Sx nii, et
u (up) =1, |lwo—uol| <e ja |z"—u| <e.

Magistritoo neljandas peatiikis lemma toestamisel vajame me jérgnevat
jareldust teoreemist [2.1]

Jareldus 2.2 (vrd [ACK| mérkus 2.2]). Olgu X reaalne Banachi ruum, olgu
0 < £ < V2 ning olgu x* € Bx- ja xo € By sellised, et

2

. €
|z (z0)] > 1 — Ok
Siis leiduvad u* € Sx+ ja ug € Sx nii, et
|u*(uo)| =1, ||lzo—uol| <e ja |z"—u'||<e. (2.1)

TOESTUS. Oletame esmalt, et x*(xy) > 0. Siis, arvestades, et |x*(z¢)| < 1,
2
1 — 2" (xo)| =1 — |2%(m0)| < Ok

Teoreemi [2.1] pohjal leiduvad u* € Sx« ja ug € Sy, mis rahuldavad tingimust [2.1]
Oletame niiiid, et x*(z¢) < 0. Siis (—z*)(xg) > 0, seega eelnevalt toestatu
pohjal leiduvad v* € Sx« ja uy € Sx nii, et

[ (o)l =1, [lzo —uol| <& ja [[(=27) =0 <e.
Defineerides u* := —v*, kehtib (2.1)). O
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2.2 Varasemad tulemused operaatorite kohta

Artiklis [BP| piistitasid Bishop ja Phelps jérgmise kiisimuse: milliste Banachi
ruumide paaride X ja Y korral on oma normi saavutavate operaatorite hulk
koigi pidevate lineaarsete operaatorite ruumis £(X,Y') koikjal tihe? (Oeldakse, et
operaator T' € L(X,Y) saavutab oma normi, kui leidub zy € X nii, et [|zo]] < 1 ja
|Txo|| = ||T]].) Seda kiisimust uuris J. Lindenstrauss aastal 1963 ilmunud artiklis
IL]. Lindenstrauss mérkis, et Bishopi ja Phelpsi kiisimus on liiga iildine, et sellele
ammendavalt vastata ning keskendus jargmise kahe omaduse uurimisele.

Definitsioon 2.1 (vt [[]). Oeldakse, et Banachi ruumil X on

e omadus A, kui mistahes Banachi ruumi Y korral on oma normi saavutavate
operaatorite hulk ruumis £(X,Y") koikjal tihe,

e omadus B, kui mistahes Banachi ruumi Y korral on oma normi saavutavate
operaatorite hulk ruumis £(Y, X) koikjal tihe.

Sonastame moned Lindenstraussi artiklis [L] toestatud véited:

(a) mistahes Banachi ruumide X ja Y korral on selliste operaatorite T €
L(X,Y) hulk, mille teine kaasoperaator T** € L(X**,Y™) saavutab oma
normi, koikjal tihe ruumis L(X,Y), vt |Ll, teoreem 1];

(b) igal refleksiivsel Banachi ruumil on omadus A, vt |LL teoreem 1J;

(¢) ruumil Ly () on omadus A parajasti siis, kui moodul p on jargmine omadus:
mistahes hulk E, mille puhul p(E) > 0, sisaldab aatomit (ingliskeelne ter-
min niisuguse omadusega mootude kohta on ,purely atomic®), vt [L lause

2, (a)];

(d) ruumil C(K), kus K on kompaktne meetriline ruum, on omadus A parajasti
siis, kui hulk K on loplik, vt |LL lause 2, (b)];

(e) kui ruum X on rangelt kumer, kusjuures leidub mittekompaktne pidev line-
aarne operaator cg — X, siis ruumil X ei ole omadust B, vt [L, lause 4];

(f) leidub Banachi ruum X, mille korral oma normi saavutavate operaatorite
hulk ei ole koikjal tihe ruumis L(X, X), vt [L, lause 5].

Mirgime, et siin tulemus (b) on lihtne jéreldus tulemusest (a). Tulemuses (f)
mainitud Banachi ruumi X puhul ei ole paaril (X, X)) Bishop—Phelpsi omadust
ning seega pole sellel paaril ka Bishop—Phelps—Bollobése omadust operaatorite
jaoks.

Aastal 1977 ilmunud artiklis [Bou| parendas J. Bourgain Lindenstraussi iilal-
toodud tulemust (b) refleksiivsete Banachi ruumide kohta.
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Teoreem 2.3 (vt [Bou, jireldus 6]). Radon—Nikodymi omadusega Banachi ruumil
on omadus A.

Magistritoo kolmandas peatiikis esitatakse teoreemile [2.3| iiksikasjaline toestus
koos vajaminevate abitulemuste toestustega; vt jareldust [3.3] Tapsemalt, kol-
mandas peatiikis toestatakse tiksikasjalikult teoreemist [2.3] tildisem teoreem [3.2]

Hea iilevaade olulisematest Bishop—Phelpsi tiilipi teoreemidest operaatorite
kohta kuni aastani 2006 on antud tilevaateartiklis [Aog].

Aastal 2008 toid M. D. Acosta, R. M. Aron, D. Garcia ja M. Maestre artiklis

[AAGM] sisse jargmise terminoloogia.

Definitsioon 2.2 (vt [AAGM] definitsioon 1.1] ja [A;g, definitsioon 1.1]). Olgu
X ja Y molemad kas reaalsed voi komplekssed Banachi ruumid. Oeldakse, et
paaril (X,Y) on

e Bishop—Phelps—Bollobdse omadus operaatorite jaoks (lithidalt, BPBp), kui
iga reaalarvu € € (0,1) korral leidub reaalarv n(e) € (0, ) nii, et

(f) mistahes T" € L£(X,Y) ja o € X korral, mis rahuldavad tingimusi
7] = [lzoll = 1 ja
[ Tzoll > 1 = n(e),

leiduvad S € L(X,Y) ja ug € X nii, et
[Suoll = IS1 = lluoll =1, flug =m0l <2 ja [[S=T| <&
e Bishop—Phelpsi omadus, kui normi saavutavate operaatorite hulk on ruumis
L(X,Y) koikjal tihe.

Alates artikli [AAGM]| ilmumisest on Bishop—Phelps—Bollobase omadust ope-
raatorite jaoks viga laialdaselt uuritud. Hea iilevaade olulisematest arengutest
selles vallas kuni aastani 2019 on antud iilevaateartiklis [Aig.

Jaotise 1opetuseks esitame veel kaks tulemust artiklist [AAGM].

Teoreem 2.4 (vt [AAGM, lause 2.4|). Kui X ja Y on loplikumootmelised nor-
meeritud ruumid, siis paaril (X,Y) on BPBp.

Definitsioon 2.3 (vt nt [AAGM| definitsioon 2.1] voi [A;g], definitsioon 2.2]; vt ka
ILL lause 3]). Oecldakse, et Banachi ruumil Y on (Lindenstraussi) omadus 3, kui
leiduvad hulgad {y, : «a € A} C Sy ja{y: : a € A} C Sy« ning arv p € [0, 1)
nii, et

(1) ¥ (ya) = 1iga o € A korral,
(2) lyalys)l < p <1, kuia # 5,
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(3) llyll = sup,, |y%(y)| iga y € Y korral.

Teoreem 2.5 (vt [AAGM, teoreem 2.2|). Olgu X ja Y Banachi ruumid ning
olgu ruumil Y omadus (. Siis paaril (X,Y) on BPBp. Seejuures kui T € Sr(x,y),
xo € Sx ning € > 0 rahuldavad tingimust | Txol| > 1— %, siis iga sellise reaalarvu
n korral, mille puhul n > ﬁ (5 + %), leiduvad S € L(X,Y) ning uy € Sx nii,

et

52

1Suoll =151, flzo —woll <& IS =T <n+e+

2.3 Lahteruum on iihtlaselt kumer

Definitsioon 2.4 (vt nt [Ajg jaotis 2]). Oeldakse, et Banachi ruum X on iiht-
laselt kumer, kui iga arvu € > 0 korral leidub ¢ € (0, 1) nii, et

lu+ ]

mistahes u,v € By korral, kus > 1— 0, kehtib ||lu —v]| < e.

Sellisel juhul ruumi X kumerusmoodul on funktsioon

dx(e) ::inf{l—Hu—_zH)H : u,v € By, |lu—1|| 25}, e €(0,2).

Teoreem 2.6 (vt [KLi4, teoreem 3.1|). Olgu X ja Y Banachi ruumid ning olgu
ruum X fdihtlaselt kumer. Olgu ¢ > 0 ning n := 50x(e/2). Siis mistahes T €
Sex,yy ja xo € Sx korral, kus || Txo| > 1 —n, leiduwvad S € Sgxyy ja ug € Sx
nit, et

|Suol| =1, ||lxo—wol|l <e ja ||S—T] <e.
Seega paaril (X,Y) on BPBp.

Artiklis [ABGM] teoreem 2.2| on eelnevast teoreemist toestatud monevorra erinev
Versioon.

2.4 Lahteruum on L;-ruum

Kui Y on Banachi ruum, siis iga operaator T € L (¢1,Y") on tiheselt mééaratud
jadaga (T'ey),,cn» kus e, € £1 on jada, mille n-s liige on 1 ning iilejadnud liikmed 0.
Seejuures mistahes x =Y A,e, € {1 korral

i AT e,,
n=1

seega ||T'|| < sup,ey ||T€n || ning, kuna e, € Sy, kehtib jarelikult

17| =

oo oo
<Yl ITenll < sup | Tenl Y [Aal = sup || Teq|| [l2]],
n—1 neN neN

n=1

IT|| =sup{||Te,| : neN}.
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On selge, et kui mone elemendi Te,, norm on suurem voi vordne koikide teiste
jada liikmete normidest, siis T" saavutab oma normi selles punktis. Veendume, et
kehtib ka teistpidine implikatsioon.

Kui operaator T saavutab oma normi punktis © = >~ A,e, € Sy, siis,
oletades vastuviiteliselt, et || Te,|| < ||T|| iga e, korral, kehtib ka

[e.9] o0

1Tl = 1Tz < Y Ml ITeall < D Pl 1T =T 2] = 1T,

n=1 n=1

mis on vastuolu.

Néiitame selle kriteeriumi abil, et ruumis £ (¢1,Y") on normi saavutavate ope-
raatorite hulk koikjal tihedad. Olgu fikseeritud S € S, y) ning € > 0. Siis leidub
N € N nii, et

sup{ ||Se,]| : ne{l,...,N}} >1—c¢.

Operaator T' € L (¢1,Y),

Te Sep, kui n < N,
n = (1—-¢)Se,, kuin > N,

saavutab oma normi jada (e, ),en esimese N liikkme peal ning

|S =T| =sup||(S—Tenl| = sup [leSe,| <e|S] =e.
neN N

neN, n>
Sellega oleme toestanud jargmise lause.

Lause 2.7 (vt nt [Aig), jaotis 3|). Paaril (¢1,Y) on Bishop—Phelpsi omadus iga
Banachi ruumi Y korral.

Mérgime, et lause 2.7] on vahetu jareldus Bourgaini teoreemist [2.3], sest ruumil ¢;
on Radon—Nikodymi omadus.

Uldjuhul ei tarvitse paaril (¢1,Y") olla Bishop-Phelps-Bollobase omadust ope-
raatorite jaoks: artiklis [AAGM] toodi sisse jairgmine moiste, et saada kriteerium
paari (¢1,Y) BPBp jaoks (vt teoreemi [2.8)).

Definitsioon 2.5 (vt [AAGM| definitsioon 3.1] v&i [A}g) definitsioon 3.2]). Oel-
dakse, et Banachi ruumil X on ligildhedase hipertasandi ridade omadus (lithidalt,
AHSp), kui iga reaalarvu e € (0, 1) korral leidub n € (0, ) nii, et iga tihiksfaéri Sx
elementide jada (2, )nen ja iga arvrea Y\ am, o 20, > o, = 1, korral, kus

[e'S)
E ApTy
n=1

leidub hulk A C N ning hulk {z; : k€ A} C Sy, mille puhul

>1—mn,
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(1) Dpeau >1—c¢,
(2) ||zx — x| < € iga k € A korral,
(3) leidub z* € Sy« nii, et *(2;) = 1 iga k € A korral.

Naiide 2.1 (vt [CKLM;3|, jaotis 2|). Jérgmistel ruumidel on ligildhedase hiiper-
tasandi ridade omadus:

e iihtlaselt kumerad ruumid,

e loplikumootmelised ruumid,

e ruumid, millel on Lindenstraussi omadus S,

e ruumid C'(K), kus K on kompaktne Hausdorffi topoloogiline ruum,

e ruumid Lj(u).

Jargmine teoreem motiveeris AHSp moiste defineerimise.

Teoreem 2.8 (vt [AAGM)| teoreem 4.1|). Olgu Y Banachi ruum. Paaril (¢1,Y)
on BPBp parajasti siis, kui ruumil Y on AHSp.

Teoreemist [2.8]jireldub, et niiteks paaridel (¢;, C(K)) ja (¢1, L1(x)) on BPBp.
Jargmises kahes jaotises vaatleme ruumidega C(K') seonduvaid BPBp omadusi
tapsemalt. Ruumidega L;(u) seoses said Y. S. Choi, S. K. Kim, H. J. Lee ja
M. Martin artiklis [CKLM4| jargmise tulemuse, kusjuures véite (b) toestasid
nad o-loplike mootude klassist pisut tildisema klassi jaoks.

Teoreem 2.9 (vt [CKLM4|, teoreemid 3.1 ja 4.1], vt ka [Sel, jareldus 3.2.1]). Olgu
1 ja v moodud. Siis
(a) paaril (L1(w), L1(v)) on BPBp,

(b) kui v on o-loplik maoot, siis paaril (Li(p), Loo(v)) on BPBp.

2.5 Lahteruum on C(K)

Pole teada, kas komplekssel juhul on paaril (C(K),C(S)) Bishop—Phelpsi oma-
dus. Reaalsete funktsiooniruumide juhul on teada veel tugevam viide.

Teoreem 2.10 (vt [A et all, teoreem 2.5|). Olgu K ja S kompaktsed Hausdorffi
ruumid. Siis paaril (C(K),C(S)), kus C(K) ja C(S) on reaalsed ruumid, on
BPBp. Veelgi enam, arv n(e) = #.262 rahuldab definitsiooni tingimust ()
suvaliste K ja S korral.
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Uhtlaselt kumerate ruumide kohta (vt deﬁnitsioon on lisaks teoreemile
teada ka jargmised kaks tulemust.

Teoreem 2.11 (vt [K| jareldus 2.6|). Paaril (co,Y) on BPBp iga (reaalse voi
kompleksse) iihtlaselt kumera Banachi ruumiY korral.

Teoreem 2.12 (vt [KL;5, teoreem 2.2|). Olgu K kompaktne Hausdorffi ruum.
Siis paaril (C(K),Y), kus C(K) on reaalne ruum, on BPBp iga reaalse thtlaselt
kumera Banachi ruumi'Y korral.

2.6 (Cy(L)-vaartuselised Asplundi operaatorid

Aastal 2011 ilmunud artiklis [ACK] toestasid Aron, Cascales ja Kozhushkina
jargmise Bishop—Phelps—Bollobése tiilipi teoreemi Asplundi operaatorite kohta.

Teoreem 2.13 (vt [ACK| teoreem 2.4]). Olgu X reaalne Banachi ruum ning
olgu L lokaalselt kompaktne Hausdorffi ruum. Olgu T: X — Cyo(L) Asplundi
operaator, kusjuures |T|| =1, olgu 0 < & < 3 ning olgu zo € Sx selline, et

2
19
Tzl > 1- =

Stis leiduvad element ug € Sx ja Asplundi operaator S € Sg(x,co(r)) nit, et
|Suol| =1, ||xo—uol| <e ja ||T—S] < 3e.

Magistritoo neljandas peatiikis toestame eelneva teoreemi parenduse, kus tingi-
muse ||T — S|| < 3¢ asemel saadakse tugevam tingimus ||7"— S| < e.

Jargnev tulemus on ilmne jareldus teoreemist

Jareldus 2.14 (vt [ACK] jareldus 2.6]). Paaril (X,Co(L)), kus X on reaalne
Asplundi ruum ja L lokaalselt kompaktne Hausdorffi ruum, on BPBp.

Aastal 2013 ilmunud artiklis [CGK] toestasid Cascales, A. J. Guirao ja Kadets
jargneva teoreemi, mis kompaktse Hausdorffi ruumi juhul laiendab teoreemi [2.13]
komplekssele juhule ning tihtlasi parendab seda: vorreldes teoreemiga on
teoreemtéestatud norgematel eeldustel 0 < e < v/2 ja ||Tzo|| > 1—5; samas
on teoreemis [2.15 saadud teoreemi vastava tingimusega vorreldes tugevam
tingimus [|S — T'|| < 2e.

Definitsioon 2.6 (vt nt [CGK]). Olgu K kompaktne Hausdorffi ruum ning olgu
C(K) kompleksne ruum. Oeldakse, et (normi topoloogias) kinnine alamalgebra
A C C(K) (mis on varustatud supreemumnormiga) on dhtlane algebra, kui ta
eraldab ruumi K punktid (st mistahes kahe erineva punkti z,y € K korral lei-
dub f € A nii, et f(x) # f(y)). Seejuures, kui A sisaldab koiki konstantseid
funktsioone, siis 6eldakse, et A on thikuga tihtlane algebra.
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Teoreem 2.15 (vt [CGK| teoreem 3.6]). Olgu X kompleksne Banachi ruum,
olgu K kompaktne Hausdorffi ruum ning olgu A C C(K) ihtlane algebra. Olgu
T € Sg(x,a) Asplundi operaator, olgu 0 < e < V2 ning olqu xy € Sx selline, et

2
g
[Tl > 1 = 5

Stis leiduvad Asplundi operaator S € Sg(x 4y ja element ug € Sx nii, et

|Suol| =1, ||xo—uol| <e ja ||S—=T] < 2e.

2.7 Lahtiseid kiisimusi

Loetleme méned artiklis [A;q] vilja toodud lahtised kiisimused.

e Kas reaalsel juhul on paaril (g, ¢;) on BPBp?

e Millised on need Banachi ruumid Y, mille korral paaril (L;[0,1],Y) on
BPBp?

e Kas komplekssel juhul on paaril (C(K),C(S)) on BPBp?
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3 Bourgaini teoreem Radon—Nikodymi
omadusega ruumi Bishop—Phelpsi omadusest

Koikjal selles peatiikis on X reaalne Banachi ruum. Kirjutame iiksikasjaliselt lahti
artikli [Bou| pohitulemuse — allpooltoodud teoreemi[3.2]— toestuse. Selle teoreemi
sonastamiseks vajame me jargnevaid tahistusi ja moisteid.

Banachi ruumi Y, operaatori T € £ (X,Y) ja tokestatud alamhulga B C X
korral tdhistame
N(T,B) :==sup||Tx| .

zeB

Margime, et kui B = By, siis
N(T,B) = N(T,Bx) = sug | Tz|| = ||T]-
e
Definitsioon 3.1 (vt [Boul). Olgu B C X mittetiihi tokestatud kinnine alam-
hulk. Oeldakse, et hulgal B on Bishop—Phelpsi omadus, kui mistahes Banachi

ruumi Y, operaatori S € L(X,Y) ja reaalarvu ¢ > 0 korral leidub operaator
T e L(X,Y) nii, et

(1) leidub element x € B nii, et ||Tz|| = N(T, B),
(2) [|S=T] <e.

Oecldakse, et ruumil X on Bishop—Phelpsi omadus, kui tema igal mittetiihjal
tokestatud kinnisel absoluutselt kumeral alamhulgal on Bishop—Phelpsi omadus.

Edasises viitame eelneva definitsiooni tingimust (1) rahuldavatele ope-
raatoritele T € L (X,Y) kui operaatoritele, mis saavutavad hulgas B vddrtuse
N(T, B).

Jargnev lause on vahetu jareldus tdhelepanekust, et kinnisel tihikkeral Bx
on Bishop—Phelpsi omadus parajasti siis, kui paaril (X,Y) on Bishop—Phelpsi
omadus 1ga Banachi ruumi Y korral.

Lause 3.1. Kui ruumil X on Bishop—Phelpsi omadus, siis paaril (X,Y) on
Bishop—Phelpst omadus mistahes Banachi ruume Y korral.

Niitid saame me sonastada artikli [Bou| pohitulemuse.

Teoreem 3.2 (vt [Bou, teoreem 7|). Kui ruumil X on Radon—Nikodymi omadus,
siis tal on Bishop—Phelpsi omadus.

Jargnev tulemus on vahetu jireldus teoreemist [3.2] ja lausest [3.1]

Jareldus 3.3. Kui ruumil X on Radon—Nikodymi omadus, siis paaril (X,Y) on
Bishop—Phelpst omadus mistahes Banachi ruumes Y korral.
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Teoreem [3.2] on vahetu jéreldus jargnevast teoreemist.

Teoreem 3.4 (vt [Bou, jareldus 6]). Olgu B ruumi X mittetihi tokestatud kin-
nine absoluutselt kumer alamhulk, mille iga mittetihi alamhulk on hambuv. Siis
mistahes Banachi ruumi'Y korral on operaatorite T € L(X,Y) hulk, mis saavu-
tavad hulgas B vadartuse N(T, B), ruumis L (X,Y) koikjal tihe. Niisiis, hulgal B
on Bishop—Phelpsi omadus.

Teoreem omakorda on vahetu jéareldus teoreemist allpool, mille sonas-
tamiseks me peame sisse tooma absoluutselt tugevalt eksponeeriva operaatori
moiste.

Definitsioon 3.2. Olgu B ruumi X mittetiihi tokestatud kinnine absoluutselt
kumer alamhulk, olgu Y Banachi ruum ning olgu 7' € L (X,Y). Oecldakse, et
T on hulga B jaoks absoluutselt tugevalt eksponeeriv operaator, kui leidub ele-
ment z € B selliselt, et mistahes hulga B elementide jadal (x,)nen, mille puhul
lim, [|Tx,| = N(T, B), leidub osajada, mis koondub punktiks x voi punktiks —zx.

Mairkus. On selge, et hulga B jaoks absoluutselt tugevalt eksponeeriv operaa-
tor T saavutab vadrtuse N (T, B) definitsiooni [3.2| punktis = € B.

Enne eelnevalt mainitud teoreemi sonastamist toestame jargnevad kaks
lauset ja jarelduse. Neist laused [3.7] ja [3.8 ning jareldus uurivad absoluutselt
tugevalt eksponeerivaid operaatoreid; jargnevas lauses tuuakse sisse selleks
vajalik aparatuur ning uuritakse seda teoreemi [3.10] toestuse vajadusi silmas pi-
dades.

Lause 3.5. Olgu B ruumi X mittetihi tokestatud kinnine absoluutselt kumer
alamhulk, olgu' Y Banachi ruum ning olgu € > 0. Tdhistame

A.={T e L(X,Y) : S(T,n) C B(p,e) UB(—p,e)

3.1
mingite n > 0 ja p € X korral}, (3:-1)

kus S(T,n) :={x € B : ||Tz|| > N(T,B) —n}. Nitmoodi defineeritud hulk A.
on lahtine ruumis L (X,Y).

TOESTUS. Olgu T € A.. Siis mingite n > 0 ja p € X korral S(T,n) C B (p,e) U
B (—p, ). Tahistame M := sup,.p ||| > 0. Hulga A. lahtisuseks piisab néidata,

et B(T, 53+5) C A.. Olgu U € B(T ). Siis mistahes = € B korral

_n
? 3M+3 > 3M+-3

(T = U)z|| < IT = Ullllzll < 5375 M < 3,

seega
[Tz < [|Uz]| + (T = U)z]| < |Uz]| + 3
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ning jirelikult N (7', B) < N(U, B) + 2. Siit jéireldub, et mistahes z € S(U, %)
korral

1Tzl + 3 = [Tzl + (U = T)zl| = |Uz]| = N(U,B) = 3 > N(T, B) = § — §

ning seega || Tx|| > N(T, B) — n. Niisiis
S(U.3) c{zeB : |Tz| > N(T,B) —n} = S(T,n)
ning jarelikult U € A.. O

Lause 3.6. Olgu B ruumi X mittetihi tokestatud kinnine absoluutselt kumer
alamhulk, olgu Y Banachi ruum, olgu € > 0 ning olgu T € A., kus hulk A. on
defineeritud valemiga (3.1)). Siis ka T € A..

TOEsTUS. Kuna T' € A., kehtib mingite n > 0 ja p € X korral sisalduvus
S(T,n) C B(p,e) U B(—p,¢). Arvestades, et

S (T, |cln) ={z € B: |[cTz| = N (cT, B) —[cn }
={z e B: ||[Tz| > N(T,B) —n} = 5(T,n),

saame S(cT, |c|n) C B(p,e) U B(—p, ), millest jéreldub, et ¢T" € A.. O

Lause 3.7. Olgu B ruumi X mittetihi tokestatud kinnine absoluutselt kumer
alamhulk, olgu Y Banachi ruum, olgu T € L (X,Y) hulga B jaoks absoluutselt
tugevalt eksponeeriv operaator ning olgu ¢ € R. Siis T on hulga ¢B jaoks abso-
luutselt tugevalt eksponeeriv operaator.

TOEsTUS. Juhul ¢ = 0 on viite kehtivus ilmne. Olgu ¢ € R\ {0} ning olgu
x € B punkt definitsioonist . Olgu hulga ¢B elementide jada (x,), selline, et
| Tz, || = N(T,cB) = N(T,|c|B). Kuna kehtib

el |7 (F2n) || = IT2nll = N(T, |c| B) = |¢|N(T, B)

ehk HT (%xn)H — N(T, B), kus (%xn)n on hulga B elementide jada, leidub sel-
lel jadal osajada (%xnk)k, mis koondub kas punktiks x voi punktiks —x. Seega
osajada (z,,) koondub punktiks cz € ¢B voi punktiks —cx € ¢B. O

Lause 3.8. Olgu B ruumi X mittetihi tokestatud kinnine absoluutselt kumer
alamhulk, olgu'Y Banachi ruum ning olgu T € L(X,Y). Siis T on hulga B jaoks

absoluutselt tugevalt eksponeeriv operaator parajasti siis, kui iga reaalarvu € > 0
korral T € A., kus hulk A. on defineeritud valemiga (3.1)).

TOESTUS. Voime lause toestada lisaeeldusel, et B C Bx: kui arv M > 0 on
selline, et ||z|| < M iga z € B korral, siis lause tottu on hulkadel B ja
%B C Byx parajasti samad absoluutselt tugevalt eksponeerivad operaatorid.
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Tarvilikkus. Olgu T hulga B jaoks absoluutselt tugevalt eksponeeriv operaator
ning olgu € > 0. Veendumaks, et T' € A., piisab niidata, et mingi n > 0 korral

{z€B : |Tz|| > N(T,B) —n}=5(T,n) C B(x,e) U B(—z,¢),

kus  on punkt (absoluutselt tugevalt eksponeeriva operaatori) definitsioonist .
Oletame vastuvéiteliselt, et sellist reaalarvu n > 0 ei leidu. Sellisel juhul leidub
iga n € N korral element z,, € B nii, et

|Tx,| = N(T,B) — % ja x, ¢ B(x,e)UB(—z,¢). (3.2)

Siis operaatori T' absoluutselt tugevalt eksponeerivuse tottu leidub jadal (z,),
osajada, mis koondub punktiks x voi punktiks —z. See on vastuolus tingimus-
test parempoolsega (mis kehtib iga n € N korral).

Piisavus. Olgu operaator T" € L (X,Y) selline, et T' € A, iga ¢ > 0 korral.
Valime induktiivselt positiivsed reaalarvud 1y, s, . . ., ruumi X punktid pq, po, . ..
ja hulga B punktid ug, us, ... nii, et n; > ne > --- ning et iga n € N korral

z€B, |Tz|=>N(T,B)—n, = 2z€B(pn3)UB(-pn3) (3.3
ja Ups1 € B(pn, 57) N B(Pns1, 5o57)- Selleks valime koigepealt reaalarvu n; > 0
ja punkti p; € X nii, et kehtib implikatsioon (3.3)), kus n = 1, ning, edasi, kui

mingi n € N korral on leitud soovitud omadustega arvud 7, ...,n, ja punktid
D1, -- -, Dn, siis valime positiivse reaalarvu 7,11 < 7, ja punkti ¢,+; € X nii, et

z€B, |Tz]|2N(T,B) =11 = 2 € B(tns1, 3077) U B(—ns1, 371),
ning seejérel valime punkti z,,; € B nii, et
[ Tzp i1l = N(T, B) = 1jn > N(T', B) = ny1;
siis
2t € (B 30) UB(=pno ) ) N (Bl ) U B(~ten. ) ).

Niisiis, defineerides

Pnt1 = Gl J& Uptl = Znt1, kui  zp11 € B(pn, 55) N B(Gni1, g7 );
Pnt1 = —Qn+1  J&  Upt1l = Znt1, kui  zps1 € B(pns 55) N B(=ns1, 3o57);
Prtl = —Qnt1 J&  Ung1 = —Zny1, kui  zps1 € B(—pn, 57) N B(Gns1s 3257);
Pnt1 = Gl J& Uptl = —Zn41, kui  zp11 € B(—pn, 57) N B(=Gns1, 557),

rahuldavad punktid p,.1 ja u,1 soovitud tingimusi.

23



Paneme téhele, et jada (p,), on Cauchy jada. Téepoolest, mistahes n € N
korral

1
Hpn _pn+1H < Hpn — Un+1H + Hun+1 —pn+1|| < o + —

ning seega, kui m > n, siis

[Pn — Pml| < Z 1Pk — Pl < Z 2k+1 n_,oo —20

Ruumi X téielikkuse tottu koondub Cauchy jada (p,), mingiks elemen-
diks x € X.

Olgu (z,,), selline hulga B elementide jada, et lim, ||z, || = N(T, B). Valime
jada (z,), osajada (z,, ), selliselt, et iga k € N korral ||Tz,, || > N(T,B) — nx
siis

Ty, € B(pk, 2%) U B(—pk, 2%) iga k € N korral.
Viéhemalt iiks hulkadest

{kGN:xnk EB(pk,Qik)} ja {k’EN:aznk EB(—pk,zik)} (3.4)

on 16pmatu. Kui hulkadest (3.4)) esimene on lopmatu, saame me valida osajada
(@n, ) osajada (xnkl)l nii, et

Tny, € B (pr, 2%[) iga | € N korral.

Niud limg Tny, = T, sest
1, = 2l < llany, = pill + I — 2l < 55 + o, — 2] == 0.
— 00

Kui hulkadest (3.4 teine on lopmatu, siis eelnevalt vaadeldud juhuga sarnaselt
arutledes saame valida osajada (z,, ); osajada, mis koondub punktiks —z. O

Jareldus 3.9. Olgu B ruumi X mittetiihi tokestatud kinnine absoluutselt ku-
mer alamhulk ning olgu Y Banachi ruum. Tdhistame hulga B jaoks absoluutselt
tugevalt eksponeerivate operaatorite T € L (X,Y) hulga simboliga A. Siis

A={)As,

neN

kus hulgad Ax on defineeritud valemiga (3.1)), vottes seal € = %

TOESTUS. Lause pohjal

A=A c[)A:

e>0 neN
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Teiselt poolt, on ilmne, et kui 0 < g; < &9, siis A, C A.,. Seega, valides iga
e > 0 korral n. € N nii, et = < e (siis A1 C A.), saame

NArcNALcA=4A

neN e>0 e>0

Eelpool sonastatud teoreem on vahetu jareldus jérgnevast teoreemist.

Teoreem 3.10 (vt [Boul teoreem 5|). Olgu B ruumi X mittetihi tokestatud
kinnine absoluutselt kumer alamhulk, mille iga mittetihi alamhulk on hambuv.
Stis mistahes Banachi ruumi Y puhul on hulga B jaoks absoluutselt tugevalt eks-
poneerivate operaatorite T € L(X,Y) hulk A koikjal tihe Gs ruumis L£(X,Y).
Seejuures mistahes operaatori S € L(X,Y) ja reaalarvu 6 > 0 korral leidub
operaator T' € A nii, et ||S — T <0 ja S —T on kompaktne operaator.

Teoreemi toestus toetub lausele [3.5], jareldusele[3.9]ja jargnevale lemmale.

Lemma 3.11 (vt [Bou, lemma 4|). Olgu B ruumi X kinnise ihikkera Bx mitteti-
hi kinnine absoluutselt kumer alamhulk, mille 1ga mittetihe alamhulk on hambuv,
olgu’Y Banachi ruum ning olgu € > 0. Siis valemiga defineeritud hulk A. on
koikjal tihe ruumis L(X,Y). Veelgi enam, mistahes operaatori S € L(X,Y) ja
reaalarvu 6 > 0 korral leidub operaator T' € A, nii, et ||S —T|| < § ja operaator
S — T on loplikumootmeline.

TEOREEMI [3.10] TOESTUS. Hulga B tokestatuse tottu voime iildisust kitsenda-
mata eeldada, et B C Bx. See jareldub asjaolust, et kui arv M > 0 on selline, et
|z|| < M iga ||z|| € B korral, siis on hulkadel B ja i-B C Bx samad absoluut-
selt tugevalt eksponeerivad operaatorid (vt lauset . Niisiis, koikjal jargnevas
eeldame, et B C By.

Jérelduse pohjal A = (N, oy .A%. Kuna lause pohjal on iga n € N
korral hulk A1 lahtine ruumis £ (X, Y'), on nende hulkade loenduv {ihisosa A G5
ruumis £ (X, §/> Kuna lemma pohjal on iga n € N korral hulk A% koikjal
tihe ruumis £(X,Y’), on Baire’i teoreemi pohjal ka nende hulkade iihisosa A
koikjal tihe ruumis £(X,Y).

Olgu niitid S € L (X,Y) ja 6 > 0. Tahistame siimboliga D selliste kompakt-
sete operaatorite K € £ (X,Y) hulga, mille puhul ||K|| < §. Kuna kahe Banachi
ruumi vahel tegutsevate kompaktsete operaatorite hulk on kinnine vastavas koigi
pidevate lineaarsete operaatorite ruumis, on ka hulk D kinnine ruumis £ (X,Y)
ning jarelikult ka selle hulga nihe S + D on kinnine hulk ruumis £ (X, Y).

Néitame, et iga n € N korral on iihisosa (S + D) N A1 koikjal tihe hulgas
S 4 D. Olgu n € N ning olgu K € D ja 0 < ¢ < 6. Lemma [3.11] pohjal leidub
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operaator T' € A1 nii, et

{5+ (=25) ) =7l <3

ning operaator (S + (1 — 55) K ) — T on loplikumootmeline ja seega kompaktne.
Sellisel juhul on ka operaator T' — S = (1 — 2‘3) ((S + ( 26) K) — T)
kompaktne ja

st (s (- )] el 5] <5+ (- 5) o=
seega

T=S+(T-S)¢€ (S+D)HA%
ning seejuures

s (s (1 5] gl <5 o=

Kuna S + D on Banachi ruumi £ (X, Y’) kinnine alamhulk, saame, varustades
ta alamhulga suhtelise topoloogiaga, tédieliku meetrilise ruumi .S 4+ D, mille alam-
hulgad (S+D)N.A1 on suhtelise topoloogia suhtes lahtised ning kdoikjal tihedad.
Baire’i teoreemi [[1] pohjal on iihisosa

N(S+D)NAL=(S+D)n[]A

neN neN

= (S+D)NA

1
n

selles ruumis koikjal tihe, seega see iihisosa on mittetiihi. Niisiis leidub operaator
€ (S+D)NA. Aga ntiiid T € A, kusjuures T'— S € D, seega T — S on
kompaktne, kusjuures |7 — S| < 4. O

Lemma toestus toetub jargnevale tehnilisele lemmale.

Lemma 3.12 (vt [Bou, lemma 3|). Olgu Vi, Va, ... ruumi X mittetihjad alam-
hulgad, kusjuures leidugu reaalarvud ¢ > 0 ja kK > 0 nit, et mistahes n € N,
z € conv(V,) ja x € X korral

d(z,conv (Vi1 \ B(z,€))) < k27" (3.5)

Siis hulk A :== (1, en U

isn conv(V;) on mittetihi ja mittehambuv.

TOEsTUS. Niitame esmalt, et iga n € N korral

conv(V,,) C A+ B(0,k27"1). (3.6)

Olgu n € N ning olgu z € conv(V,). Siis leidub jada (z;);>, selliselt, et
z, = z ning iga j € N korral z; € conv(V;) ja ||z; — zj11|| < £277. Tdepoolest,
tahistame z, := z € conv(V,,). Kui mingi j € N korral z; € conv(V}), siis lemma
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eelduse pohjal d(z;,conv(Vji1) \ B(zj,¢)) < k277, seega leidub element 2, €
conv(Vj41) \ B(zj,€) C conv(Vj41) nii, et ||z; — zj41| < k277.

Jada (%;);=n on ilmselt Cauchy jada, seega koondub ta mingiks punktiks
a € X.Igam >n korral a € | ., conv(V;); jarelikult

j=m
ac ﬂ U conv(V;) = m U conv(V;) = A.
m>n j>m meN j=2m
Sisalduvuse (3.6 toestuseks piisab niilid veenduda, et ||z —al < x27"*L.
Selleks téhistame & := k27" — ||z, — 2p41]| > 0 ning valime m > n nii, et

|zm — a|| < €. Siis
Iz —all = llzn — all <llzn = znaall + - + 2m1 = 2wl + l[2m — all
= (lzn = znall + llzm — all) + llzns1 = Zngell + - 4 l[2m—1 — 2|
< (llzn = zntall + 527" = |lzn — 2n4a]l)
+ [lzna1 = Zngall + -+ + ll2m—1 = Zml|
< K274 K27 2T < g2
Veendumaks, et hulk A on mittehambuv, piisab ndidata, et iga x € A korral
x € conv(A \ B(z,e/2)). Olgu x € A ja olgu 0 < 7 < e. Sisalduvuseks z €
conv(A \ B(z,e/2)) piisab néidata, et
d(z,conv(A\ B(z,£/2))) <. (3.7)
Selleks valime n € N nii, et k27" < 7/4. Vastavalt hulga A definitsioonile leiduvad

Jj = njaz € conv(V;) selliselt, et ||z — z|| < 7/2. Vorratuse (3.7) kehtivuseks
piisab niiiid néidata, et

d(z,conv(A\ B(z,e/2))) < %,

milleks omakorda piisab naidata, et
Vii1 \ B(z,e) + B(0,7/4) C (A\ B(z,e/2)) + B(0,7/2)

(sest tingimuse (3.5 pohjal kuulub z eelnevas valemis vasakpoolsesse summasse),
milleks omakorda piisab naidata, et

Vit1 \ B(z,e) C (A\ B(z,¢/2)) + B(0,7/4),
milleks tingimuse (3.6)) pohjal piisab omakorda néidata, et
(A+ B(0,7/4)) \ B(z,e) C (A\ B(z,2/2)) + B(0,7/4).

Veendume selles. Olgu y = a + b, kus a € A, b € B(0,7/4) ja ||y — z|| > e.

Soovitud sisalduvuse toestuseks piisab néidata, et ||a — x| > ¢/2:
€

lz—al >z —yll—ly—a| >e—~>c-=>Z%
4 4 2
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LEMMA B.11] TOESTUS. Olgu S € L£(X,Y) ning olgu 0 < § < 3. Me voime

tildisust kitsendamata eeldada, et B # {0}, sest vastasel juhul mistahes T €
L(X,Y) jan >0 korral S(T,n) = {0} C B(0,¢) ning seega A. = L(X,Y).

Edasi, me voime iildisust kitsendamata eeldada, et N (S, B) > 0. Toepoolest,
oletame, et lemma viide on toestatud selliste operaatorite S € L (X,Y) jaoks,
mille puhul N (S, B) > 0, ning et meie operaatori S puhul N(S,B) = 0. Fik-
seerime suvalise g € B \ {0} ning defineerime operaatori P = z§ ® zy, kus
funktsionaal zf§ € X* on selline, et xf(zo) = 1; siis P € L (X, X) on projektor,
kusjuures ran P = span{xz,}. Iga z € X korral

r= (I — P)x+ Puz,

seega Sx = S(I — P)x + 0. Defineerime operaatori S’: X — Y vordusega

)
S'v =S(I — P)x + ——— Pu;
( 27|

siis mistahes x € X korral

J

Pzl < = 2|,
ol < 5 lal

|S"x — Sx|| = H

)
2||P]
seega [|S — 5'|| < &. Kuna S’z = ﬁxo # 0, kehtib N (S, B) > 0, seega tehtud
eelduse pohjal leidub operaator T € A; nii, et ||S" — T|| < g, kusjuures operaator
S" — T on 16oplikumootmeline. Ilmselt [|S — T'|| < §; seejuures, kuna operaator
S — S’ on iithemo66tmeline, on 16plikumodtmeline ka operaator

S—T=S-5+58-T.

Sellega oleme néidanud, et voime tildisust kitsendamata eeldada, et N(S, B) > 0.

Edasi, me voime iildisust kitsendamata eeldada, et N (S, B) = 1. Toepoolest,
oletame, et lemma védide on toestatud selliste operaatorite S jaoks, mille puhul

N(S, B) = 1. Tahistame S’ := ¢S, kus ¢ := m; siis

N(S',B) = N(cS,B) = ¢ N(S, B) = 1,

seega tehtud eelduse pohjal leidub 7" € A. nii, et ||S" — T”|| < ¢ ning operaator
S" —T" on loplikumdotmeline. Tahistame T := %T '+ siis lause pohjal T' € A,;
secjuures ¢d > |8 = T'|| = ¢||S — T||, seega [|S — T'|| < é ning S—T" = £(5'—T")
on samuti 16plikumootmeline. Niisiis, me voime eeldada, et N (S, B) = 1.

Oletame niitid lemma véite vastaselt, et iga operaatori T' € £ (X,Y’) puhul,
kus ||[S —T|| < é ja S — T on loplikumootmeline, kehtib 7' ¢ A.. Defineerime
iga n € N korral hulga V,, kui nende punktide x € B hulga, mille puhul leidub
T e L£(X,Y) nii, et S —T on loplikumdotmeline,

|Tz|| > N(T,B) —47"6* ja ||S—T| <d(1—-2"").

28



Iga n € N puhul leidub element z,, € B nii, et ||Sz,| > N(S,B) — 47§
kuna xz,, € V,, on hulk V,, mittetiihi. Lemma toestuseks piisab niiid nadidata, et
mistahes n € N, z € V,, ja p € X korral

d(z, conv(Voi1 \ B(p,e))) < k27", kus k = 2, (3.8)

sest niisugusel juhul rahuldavad hulgad Vi, V5, ... lemma eeldusi ning seega

hulk
A= ﬂ U conv(V;)

neN j=>n
on mittetiihi ning mittehambuv. Kuna A C B, oleme saanud vastuolu lemma
eeldustega.

Olgu n € N ning olgu z € V,, ja p € X. Lemma toestuseks jaab toestada
vorratus (3.8)). Oletame vastuviiteliselt, et

d(z, conv(Voi1 \ B(p,e))) = k27"

Téhistame D := V41 \ (B(p,e) U B(—p,¢)) ja C := convD; siis Eidelheiti eral-
damisteoreemi jarelduse pohjal leidub f € X* nii, et || f|| =1 ja

f(z) = sup|f(convD)| + k27" = sup | f(D)| + k27".

Kuna z € V,,, leidub operaator T' € £ (X,Y) nii, et ||Tz|| > N(T, B) — 47",
S —T|| < 6(1—2"") ja operaator S — T on loplikumootmeline. Kuna § < 1,
kehtib

1
IS -7l < 5(1-27) <

N | —

Kuna B C By ja N(S,B) = 1, kehtivad vorratused 1 < N(T,B) < 2. Toe-
poolest,

1
N(T,B) = sup |[Tz| < sup [|Sz| +sup (T — S)z|| < N(S,B) + [T = 5| <1+
reB reB z€B 2

ja

1
N(T,B) =sup ||Tz| = sup||Sz|| — sup (T — S)z|| = N(S,B) = [T -S| > 1 - 5.
z€EB z€B zeB 2

_ (%)2 =7 (3.9)

Tr=Tx+2"2f(x)Tz;

Seega

|72l > N(T, B) — 476 >

DO | —

Defineerime operaatori 77 € £ (X,Y’) vordusega
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siis (arvestades, et z € B ning N(T,B) <2ja [|f]| =1)
IT—T'|| = sup 2726 f () Tz|| <2776

ning jarelikult
IS =T <IS =TI+ T -T'| <6127 +27" 1 =5(1—27"7").

On ilmne, et operaator S—T" on Ioplikumootmeline, seega tehtud eelduse kohaselt
T" ¢ A.. Seetottu leidub element = € B nii, et x ¢ B(p,e) U B(—p,€) ning

IT"2|| > N(T", B) — 47"7'6".
Hulga V,, ;1 definitsiooni pohjal x € V,, ., seega ka z € D ning jarelikult
[F@)] < sup|f(u)] < f(2) — k27" = f(2) - 27" t05,
Lemma toestuseks piisab niitid nédidata, et
[f(2)| = f(z) — 27", (3.10)

sest vorratus (13.10|) on ilmselt vastuolus talle eelneva vorratusteahelaga.
Vaorratuse (3.10) toestuseks paneme koigepealt téhele, et

Tz + 27728\ f ()| |1 T2]| > | T"x]| > N(T", B) — 474" (3.11)
> || T 2| — 47162, '

Kuna
|Tz|| > N(T,B) —47"6* > || Tz|| — 476,

kehtib
IT2|| + 4776 > || T,

seega, arvestades, et
1Tzl = [1+ 27" 20 f ()| | T2l = (1 + 27720 f(2)) IT2]],
saame vorratustest
(T2l +4770%) + 27" 26| f(@)| I T2]| = (L +27"7%0f(2)) | T2]| — 477107,

jarelikult
2772\ f(@)| (| T2|| = 27720 f (2) | T2 — 2-47"6%,

millest tingimuse (3.9)) pohjal

1
[f(@)] = fz) —2° a2 02 > f(z) =277
Niisiis vorratus (3.10) kehtib. O
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4 Aroni, Cascalese ja Kozhushkina
Bishop—Phelps—Bollobase tiiiipi teoreem
Co(L)-vaartuseliste Asplundi operaatorite kohta

Koikjal selles peatiikis on X ja Y reaalsed Banachi ruumid ning L on lokaalselt
kompaktne Hausdorffi ruum.

Selles peatiikis me toestame artikli [ACK| pohitulemuse (vt [ACK| teo-
reem 2.4] voi teoreem [2.13)) jargneva parenduse.

Teoreem 4.1 (vrd [ACK] teoreem 2.4] voi teoreem [2.13)). Olgu T: X — Co(L)
Asplundi operaator, kusjuures |T| = 1, olgu 0 < & < /2 ning olgu zo € Sx

selline, et
2

g
[Tl > 1 = 5

Stis leiduvad element ug € Sx ja Asplundi operaator S € Spix,co(r)) nit, et
|Suol| =1, ||Jxo—wol| <e ja ||T -S| <e.

Vorreldes teoreemiga [2.13] on teoreemis tingimuse ||7"— S| < 3¢ asemel
saadud tugevam tingimus |7 — S| < . See parendus on saavutatud ténu tép-

sematele ldhendustele jargnevas lemmas vorreldes selle lemma prototiiiibiga
[ACK|, lemma 2.3| (vt mérkust [4)).

Definitsioon 4.1. Oeldakse, et hulk B C Bj. on 1-normeeriv, kui mistahes y € Y’
korral

lyll = sup [b"(y)]-
b*eB

Lemma 4.2 (vt [ACK| lemma 2.3]). Olgu T: X — Y Asplundi operaator, kus-
juures ||T|| =1, olgu 0 < & < /2 ning olgu xo € Sx selline, et
2
£
7ol > 15

Stis mistahes 1-normeeriva hulga B C By~ korral leiduvad
(1) w*-lahtine hulk U C X* nii, et UNT*(B) # @,
(2) punktid u* € Sx» ja uy € Sx nii, et |u*(ug)| =1 ning

lxo — woll <& ja dga z* € UNT*(B) korral ||z — u*|| < e.

Mirkus. Vorreldes lemma prototiiiibiga [ACK, lemma 2.3] on lemmas
hinnangute [|2* — u*|| < 3¢ asemel saadud paremad hinnangud ||z* — u*|| < e.
Sellest parendusest ,jiiks “ on saadud tdnu Bollobase originaaltulemuse [Bol,
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teoreem 1| asemel teoreemikasutamisele jéreldusetéestuses. Sellest paren-
dusest ,teine £ on saadud ténu elemendi b, hulga U, ning elementide u* ja
ug tédpsemale valikule lemma toestuses, jattes seejuures selle lemma toestus-
skeemi tépselt samaks nagu tema prototiitibil [ACK| lemma 2.3].

LEMMA 4.2l TOESTUS. Niitame esmalt, et kaasoperaator 7% kujutab ruumi Y*
kinnise iihikkera By kaasruumi X* w*-kompaktseks alamhulgaks, mis on w*-
topoloogias normi poolt killustatud.

Kuna T on Asplundi operaator, leiduvad Asplundi ruum Z ning operaatorid
Tye L(X,Z)jaTy € L(Z,Y)nii, et T =Ty oTy; siis T* =T} o T; vt jargnevat
joonist.

T T*
X Y X* Y*
7 7*

Joonis.

Suvalise Banachi ruumide vahel tegutseva pideva lineaarse operaatori kaasoperaa-
tor on w*~w*-pidev (vt nt [M], teoreem 3.1.11]). Seetottu T on w*—w*-pidev, mis-
tottu Ty (By+) on w*-kompaktne hulk ruumis Z* (sest Banach—Alaoglu teoreemi
pohjal (vt nt [M] Ik 229, teoreem 2.6.18|) on kinnine iithikkera By~ w*-kompaktne
hulk ning pidev operaator topoloogiliste ruumide vahel kujutab kompaktse hul-
ga kompaktseks hulgaks). Teoreemi pohjal on hulk 75 (By-) kaasruumi Z*
w*-topoloogias normi poolt killustatud. Kuna operaator 7} on w*~w*-pidev ning
ka [|||-||||-pidev, on kujutishulk T*(By«) = T7(T5(By+)) w*-kompaktne ning
lemma pohjal kaasruumi X* normi poolt killustatud (votame lemmas ruumi-
de X ja Y rolli vastavalt hulgad Ty (By~) ja T7 (T (By~)) varustatuna suhtelise
w*-topoloogiaga, meetrikate px ja py rolli vastavalt kaasruumide Z* ja X* normi-
de poolt indutseeritud meetrikate ahendid neile hulkadele ning kujutuse f rolli
kaasoperaatori T} tolgendatuna kujutusena 75 (B3) — 17 (15 (By)))-

Toestame niitid lemma viited. Olgu B C By 1-normeeriv alamhulk. Valime
positiivse reaalarvu v < € nii, et | Tz > 1 — g Hulga B 1-normeerivuse tottu
leidub element bj € B nii, et

2

(7*05) (@o)] = [b(T0)| > 1 = -

Siis hulk

?
Uy ::{a:*eX* : |.T*(l'0)|>1—7},
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on w*-lahtine, sest ta on ruumi R lahtise alamhulga (1 — v%/2, 00) originaal w*-
pideva funktsiooni X* 3 x* — |z*(z¢)| € R suhtes. Niitid

T*b; € UyNT*(B) C T*(By+) C Bx-.

Kuna hulk 7*(By+) on kaasruumi X* w*-topoloogias normi poolt killustatud ja
hulk U; N'T*(B) on mittetiihi, leidub w*-lahtine hulk U, C X* nii, et (U1 N
T*(B)) N Uy # @ ning

diamy. (U NT*(B)) NUz) <& — 7. (4.1)

Niid U := U; N Uy on kaasruumi X* w*-lahtine alamhulk. Fikseerime suvalise
elemendi xzj € U NT*(B); siis af € T*(B) C T*(By+) C Bx+ ning, arvestades, et
IS e Uy,

82

lzg(z0)] > 1 — 5

Bishop—Phelps—Bollobase teoreemi pohjal (vt jéreldust leiduvad u* € Sy«
ja up € Sx nii, et |u*(up)| = 1 ning
lzo = woll <v<e ja [flzg—ull <n.
Olgu 2z* € U N T*(B) suvaline. Siis tingimuse (4.1)) pohjal ||z* — z§|| < € — 7,

seega

127 =l < [l27 = @l + [lag — [ < e

TEOREEMI 4.1l TOESTUS. Kdigepealt veendume, et loomulik sisestus
E:Loaw 0, € Co(L)*, kusds(f) = f(s),

on kaasruumi Cy(L)* w*-topoloogia suhtes pidev. Téepoolest, vahetu kontroll
néitab, et d; on lineaarne; ta on ka tokestatud, sest mistahes f € Cy(L) kor-
ral |05(f)| = |f(s)| < ||f]]; niisiis 0, € Co(L)*. Kujutuse & pidevuseks (kaas-
ruumi Cy(L)* w*-topoloogia suhtes) jaab méarkida, et kui pere (s,), koondub
punktiks s ruumis L, siis mistahes f € Cy(L) korral

(£(sa))(f) = f(sa) = f(s) = (£())(f)

ning seega £(s,) — £(s) kaasruumi Cy(L)* w*-topoloogias. Niisiis, loomulik sises-
tus £: L — Cp(L)* on kaasruumi Cy(L)* w*-topoloogia suhtes pidev, jarelikult
kujutus

=T ot [ — X*

on kaasruumi X* w*-topoloogia suhtes pidev (sest kaasoperaator T%: Cy(L)* —
X* on w*~w*-pidev).
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Hulk B := {0, : s€ L} C Bgyr) on l-normeeriv, sest iga f € Cy(L)

korral || fl[q,(zy) = Subser | f(8)] = sup,ep [05(f)|. Lemma pohjal, vottes seal
Y := Co(L), leiduvad w*-lahtine hulk U C X* ning punktid u* € Sx+ ja ug € Sx
nii, et U NT*(B) # @ ning |u*(ug)| = 1, ||zo — uel| < € ja

iga z* € UNT*(B) korral ||z" —u*|| < e. (4.2)

Paneme téhele, et T*(B) = ¢(L). Kuna U N T*(B) # &, leidub sy € L nii, et
®(s0) € U. Kuna ¢ on kaasruumi X* w*-topoloogia suhtes pidev, on hulk

W:={secL : ¢(s)ecU}=¢*U)

punkti sg lahtine timbrus. Urdsoni lemma pohjal (vt lemma leidub kompaktse
kandjaga pidev funktsioon f: L — R nii, et

f(L) C[0,1], f(so)=1 ja suppfCW.
Defineerime operaatori S: X — Cy(L) vordusega

(Sz)(s) = f(s) - u(x) + (1 = f(s)) - (Tx)(s).

Veendume, et S on Asplundi operaator. Selleks paneme téhele, et mistahes r € X
ja s € L korral

(Sz)(s) = (" @ f)z)(s) + (Tz)(s) — f(s) - (Tw)(s)

(W@ f+T—(f*T))z)(s),

kus operaator f *T: X — Co(L) on defineeritud vordusega ((f * T)z)(s) =
f(s) - (Tx)(s); niisiis S = uw* @ f+T — (f*T). Kuna v*® f, T ja f+*T on
Asplundi operaatorid (u* ® f on Asplundi operaator teoreemi pohjal, sest

ta on ithemootmeline, ja f T on Asplundi operaator lemma pohjal), on S
teoreemi [I.8] pohjal Asplundi operaator.

Mistahes © € Sx ja s € L korral, arvestades, et f(s) € [0,1], ||[u*|| = 1 ning
T =1 (ja seega ||Tz|| < 1, mistottu |(Tz)(s)| < 1),

|(S2)(s)] = [f(s) - w(z) + (1 = f(s)) - (Tx)(s)]
< Sfs) - (@) + (1 = f(s)) - [(Tx)(s)]
<SS+ =fls) =15

seega ||Sx| = sup, |(Sx)(s)| < 1 ning jérelikult ||S|| < 1. Teiselt poolt, kuna
f(So) = 1, kehtib

[S1I = (Suo)(s0) = f(s0) - u"(uo) + (1 = f(s0)) - (Two)(s) = u(uo) = 1,

seega ||S|| = 1; seejuures ||S|| = ||Suo|| ehk, teisisonu, operaator S saavutab oma
normi punktis u.
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Margime, et mistahes z € X ja s € L korral

(0(s))(x) = (T" 0 )(s)) () = (T"(&(s))) (@) = (£())(Tx) = 05(Tw) = (Tx)(s)-

(4.3)
Niud
IT — 8|l = sup | Tz — Sz|| = sup sup f(s) |(Tx)(s) — u*(z)|
rEBx r€Bx s€L
D sup sup £(s) |(6(s))(x) — v ()|
r€Bx seW
(2)
< sup sup [(6(5))(x) — u* ()] = sup [l9(s) — u*]| < <.
seW x€Bx seW
Siin

(1) kehtib sisalduvuse supp f C W ja vorduse (4.3)) tottu ning

(2) kehtib tingimuse (4.2)) pohjal, sest iga s € W korral ¢(s) € U NT*(B).
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