- Willem Nano.

Tasapinnalise ja sfddrilise

Trigonomeetria

operaamat keskkoolidele.

Tallinnas.
Kirjastus-Aktsiaselts ,Varrak*
1921.






Willem Namno.

Trigonomeetria

operaamat keskkoolidele.

Tallinnas. :
Kirjastus-Aktsiaselts ,Varrak*
1920.



353593 up

Tagtu Ouikoi-.
RAANATUKOGY

K. Mattiesen’i triikk, Tartus.



s

Esimene osa.

A. Tasapinnaline trigonomeetria.

I peatiikk.

Pohimobisted. Trigonomeetriliste funktsioonide
definitsioon.

l. Sissejuhatus.

Geomeetrias toendati, et kolmnurk on oma kuju ja suuruse poolest
fiheselt miiratud, kui on antud:

1) kaks kiilge ja nende vaheline nurk, ehk

2) iiks kiilg ja kaks ldhisnurka, ehk

3) kolm kiilge, ehk

4) kaks kiilge ja suurema kiilje vastas olev nurk.

Igal juhusel on antud ainult kolm elementi; kui tahame teada, kui suured
on mitte-antud elemendid, siis ehitame antud elementide jirele kolmnurga
ja m66dame malli voi liinealiga teiste elementide suuruse. Niisugust metoodi
nimetakse geomeetrilis'eks ehk graafiliseks metoodiks.

Ulesanded. Leida, puuduvad elemendid kolmnurkades, kui on antud:
1)ia = oom, b os=5oom Yy == 85T
ohhd= 5 o g == Y
8) d =-4'cm,. b =cb ¢m; e =6 0m
d)seli =36 CH, g == LT G ol =450
Graafilise metoodi abil ei saa meie kiillalt tdpipealseid resultaate, sest
modtmise ja joonistamise tépipealsus on viiga piiratud.
Trigonomeetria Opetab kiillaldase arvu elementide jirele kolmnurga teisi

elemente mistahes tipipealsusega vidlja arvama.
1%
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2. Tiisnurksete kolmnurkade sarnasus.
Kui tdisnurksetes kolmnurkades ABC,/ A B,C;, 4,B,C, on vordsed

Bs

§ /
S 2 . s "
5 : )/ :
a) a
| Ax s

a)
& . b (o] b G B ba

# Joon. 1.

teravnurgad a, siis on kolmnurgad sarnased, tihendab, vastavate kiilgede suhted
on vordsed, niit.
L i, e, kT
“ s o ehk b b, a jne.
Teiste sonadega: téisnurkses kolmnurgas méérab terav-
nurk kiilgede suhete suuruse.
Umberptdrdult, kui tiisnurksetes kolmnurkades 4 B C, 4, B, C,, 45 B, Cy
on antud, et
! a__a _ ag a o a

— === =2 ehk — == ==2,7ne.
e ¢ Cs by 23 :

ka siis on kolmnurgad sarnased, tihendab, vastavad nurgad on vordsed :
P BAC e .BlAlol ST B2A202 = .

Teiste sonadega: tidisnurkses kolmnurgas midrab kiilgede
suhe nurga suuruse. _Téhendab, nurka voib moota mitte ainult kraadide,
minutite ja sekunditega, vaid ka téisnurkse kolmnurga kiilgede suhetega.

Antud on =¥ BAC = «; tiisnurkse kolmnurga saamiseks laseme mdonest
punktist nurga iihel kiiljel, niit., punktist
B,, perpendikulaari B,C, teisele kiiljele;
killgede suhted, mis midravad nurga e
suuruse, ei olene sellest, kust lasta per-
pendikulaar A4C-le.

¢ Toepoolest : - oletame, et on lastud
palju ' perpendikulaare kiiljele AC, koik
saadud kolmnurgad on sarnased, tdh.
nende vastavate kiilgede suhted on vordsed.

Joon. 2.

3. Trigonomeetriliste funktsioonide definitsioon.

Tiisnurkses kolmnurgas ABC vdib nurga o médramiseks tarvitada ihte
suhet jirgmisest kuuest:
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o ja nende timberptordeid: i
; b g a
cgnimetakse nurga a sinus’eks, i cosinus’eks,
| & a) : c
a SE ol ot
o tangens’iks, e cotangens’iks, sl Jobt 8
sekans’iks, £ sekams'iks; kahte viimast suhet harilikult ei tarvitata.

Sonastused : téisnurkses kolmnurgas téhendab. iihe teravnurga

sinus vastaskaateti suhet hiipotenuusisse,
cosinus lahiskaateti suhet hiipotenuusisse,
tangens vastaskaateti suhet lahiskaatetisse,
cotangens 1ahiskaateti suhet vastaskaatetisse,

voime lihendatult imber kirjutada :

ol vastaskaatet b  lihiskaatet

sine =

¢~ Thipotenuus® “°°% T ¢ = hiipotenuus
y __a __ vastaskaatet p R ]3 & ldhiskaatet
9% =5 = Tahiskaatet > 9% T @ T =vastaskaatet.

Kui nurk o muutub, siis muutuvad ka kiilgede suhted, t&h. sine, cose,
tga, cotge; sellepirast nimetakse neid nelja suurust nurga e trigono-
meetrilisteks ehk goniomeetrilisteks funktsioonideks; a
on funktsioonide argument.

Trigonomeetrilised funktsioonid, kui kiilgede ‘subted, on nimeta arvud.

1 L]
Kiistmus :  Kuidaviisi muutub teravnurga sinus ja tangens nurga suure-
nedes, kuidaviisi cosinus ja cotangens ?

Ulesanded.

Ulesanne 1. Tiisnurkses kolmnurgas <X « = 80°; joonistada kolmnurk,
moota kiilgede pikkused ja miiiirata nende suhted.

Ulesanne 2. Leida graafiliselt sin 60°, cos 60° ja tg 60°. Kas on seda
voimalik piris tépipealselt teha?

Ulesanne 3. Tiisnurkses kolmnurgas ABC on antud 4B = 10 cm;
AC = 8 em; B(C = 6 cm. Mairata tge, cosB, sinf, cotga, cosa.

Ulesanme 4. Joonistada tiisnurkne kolmnurk, mille kaatetid @ = 2,7 cm
ja b= 4,8 cm, ja vilja arvata nurkade « ja g trigonomeetrilised funktsioonid.

Ulesanne 5. Joonistada thisnurkne kolmnurk, mille hiipotenuus ¢ = 8 cm,
kaatet b = 5 cm, ja viilja arvata nurkade o ja 8 trigonomeetrilised funktsioonid.
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Ulesammne 6. Joonistada ) nurk, mille sinus on 2[g; b) nurk, mille
cosinus on '/y; ) nurk, mille fangens on 2'/y; d) nurk, mille cotangens
on !/;, ja saadud nurkade suurused malliga &ra mdoota.

4. Nurkade trigonomeetrilised funktsioonid.

I. Mbonede iiksikute nurkade trigonomeetrilisi funktsioone on geomeetria
abil kerge vilja arvata.

1. Leida nurga o« = 45° trigonomeetrilised funktsioonid.

Kui nurk o = 45° siis ka = 8 = 43° ABC on sarikkolmnurk.

B BC.= AC = a, AB = Vg2 | g2 = aV'2;
2 POE LA e UL AR SR B
sin 45 ot 7 S = 2_1_/2,
cos 450 — éq — _a__ — _,l._ — .]_-_ 2
450) v AB a V§ V_Q— 2 i
A Q T
BC a
50 — —__ A — - 0.
Joon. 4. tg 45° = 10 * i cotg 45
2. Leida trigonomeetrilised funktsioonid nurgale ¢ = 60°.

Kiilgiihtlases kolmnurgas ABC on koik nurgad 60° Laseme tipust B
perpendikulaari BD alusele AC, kui 4B = a; B

siisAD=gjaBD=%aV§. /é
: 4
l /
szneoO_B_'D—g__aE—_l-'/_- /
AB g s ke /
/
/800 :
Bp 3973 2 3 ;
tg 6(12 sl 5 £ 30 o =3; Joon. 5.
\ =.a
2
a 1 ”
AD S0y AD 2 1
3 0 — —— — = = _: 0 — = — — = —
cos 60 1B 7 5 cotg 60 BD 1 * 3 V3.
= 5 aV3 ]
Samuti

; 1 . 1 2
gin. 80° = =; c0s 30° = 5 V'3; g 80° = 3 V3; coly 80° = V3,



II. Uleiildiselt” arvatakse nurkade trigonomeetrilised funktsioonid k or-
gema matemaatika abil vilja ja korraldakse tabelitesse.
Graafiliselt on aga neid
kerge saada joonistusest - L
millimeetrilisel paberil. H :
Tdmbame soori raadiu- ;
sel 1; <X AOB funktsioo- HE
nide saamiseks laseme raa- : TR T
diuse otsast 4 perpendiku- 4 R
laari nurga teisele kiiljele.
Aa R |

sin 3 AOB. — m = ¥ :4_‘4
__ Aa

g = Aa, it 31 % ;
samuti cos <> AOB = Oa. 'l:* 1 1

Pikkused Aa, Oa v0ib  JH
millimeetrilisel ~ paberil £ 1
kergesti dra lugeda. f

Ulesanded. Miirata
sin 20°, sin 35° sin 500,
“sin 70° sin 80°, cos 10°, Joon. 6.
cos 40° cos 60°, cos 85°.
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5. Pohivalemid.

I. Uhe ja sellesama nurga sinuse ruudu ja cosinuse ruudu summa
vordub iihele.

B sin’a + cos’a = 1.
Toendus.
c
- ; a b
sine = —; cosa = —.
¢ e
Sra) % jérjelikult
b a2 b2 a?-}- b2 c2
: sin’e -+ cos’c = — = BT 1,
Joon. 7. 13 c? o ¢? c? e?

Mérkus. Selle valemi abil vOime nurga cosinuse vilja arvata tema
sinusest ja limberpitrdult

sinae = VY 1 —cos?e: €080 = V1 —gina.

II. Nurga tangens vordub sinuse ja cosinuse jagatisele, cotangens
vordub cosinuse ja sinuse jagatisele.

sina €os o
lga = —— colge = —.
cos o sina
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Tdendus.
sina

CoS a

cos a
sina

a A, e _2__
= L ='lga} Gk = colg a.

b

SRS RSN
SEESREASRES

1. Uhe Jja sellesama nurga tangensi ja cotangensi kasvatis vordub

s tga . colga = 1.

s e tga . colga = %. %———- ; &
Tihendab, tangens vordub iimberpoordud cotangensile ja vastupidi :
1
tga —— E(—J'tﬁ’ COtga == %.

Valemid, mis seovad iihe ja sellesama nurga trigonomeetrilised funk-
tsiconid, annavad voimaluse vilja arvata koik funktsioonid, kui
on teada tiks nendest.

Niitus 1. Antud on sina, leida tg a.

- Lahendus : sin a sin a
tg o = - = —
——— Cos & 1 — sin2a.

Niéitus 2. Antud on fge, leida sina ja cosa.
Eelmisest niiitusest saame :

kg9 :
e e bt millagh wie e s IR L0
A—sm e V1+4tg%a

i e
pa e = :.l‘._ﬁg, millest cos e = %:
05’ a Vitija.

Vaime kokku seada tabeli, kus iga trigonomeetriline funktsioon on avaldud
koigi teiste kaudu.

sin a cos « tg a cotq a
: \ e sin a V1—sin’a
s o iy V1—sin®a ET ;
V1—sine stn a
g V1—cosla cos o
—_— 2 — = D e S g 2 Sy e e
oy ¥ 1= obte cos a V 1—cosa
i lg 1
s V14tg?a Vititga 4 tga
y 1 cotg a 1
o Vid-cotg®a | V1-+tcotg®a cotg « i3



b
Ulesanded.

1. Vilja arvata cose, tga, cotge, kui 1) sina = %—23—, 2) sine = 0,21,
8) sina = V0.

2. Vilja arvata sin a,. lga, cotgea, kui 1) cosa = 2, 2) cosa = %’

8) cosa = V(5. :
s % > -4 8 63

8. Vilja arvata sin e, cos e, cotge, kui 1) tga = 2)lga— i 8) tga= 16

4. Vilja arvata sina, cosa, tga, kui 1) cotge = - 2) cotga = =
‘ : ’ ) i 85’ 40
: 55
d) cotga = E. /

- 5. Mairata cosa ekvatsioonist 5 stna = 3 {ga.
6. Maiirata sin « ekvatsioonist tga - 5 cotga = 6.

7. Niidata, et dige on valem
2 (sin’a +- cos®a) — 3 (sin'a 4 costa) 4+ 1 = 0.
8. Avaldada cose kaudu: cofg®a - tg®a — sin?a — cos?a.

6. Side nurga funkisioonide ja tdiendusnurga funktsioonide vahel.

Taisnurkses kolmnurgas ABC on

sina = % = cosf = cos (90° — @), B
; é
cos o == 7 = simB = sin (90° — a), - s o
& % g h? 0 //0!)
i sk i cotg B = cotg (90° — a), A o
Joon. 8.

cotga = % = tgB = tg (90° — a).

Tihenydab, nurga sinus (cosinwus) vdirdub tdiendusnurga
costnusele (sinusele), nurga tangens (cotangens) — tiien-
dus nurga cotangensile (fangensile).

sina = cos (90°— ),

cosa = sin (90°—a),

tga = cotg (90°— a),

cotga = tg (90°— a).

Jareldus. Trigonomeetriliste : tabelite kokkuseadmisel on tarvis viilja
arvata funktsioonid ainult nurkadele 0°—45°
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Ulesanded.
710 8in 269 = 0,427 #im 502 = 0,77 sin 70% =0,94; ki suur.on
1) cos 65°? cos 20°2 cos 40°? : ’
2.1 008 220 = 0,98 cos 449 = 0.72% " cos T8% = 0,21 . kni suur on
sim 4602 sim 68°2 sim 1207

7. Trigonomeetrilised tabelid.

Trigonomeetrilisis viiljaarvamisis ei ole harilikult tarvis nurkade funk-
tsioone, vaid nende funktsioonide logaritme; sellepiirast on tabelites antud need
viimased. Tabelite korraldus voib olla mitmesugune, sellepirast seletatakse
tabelites enestes, kuidas neid tarvitada.

Harjutused.
I. Leida logaritmide tabelist:
a) log sin 20°; log cos 25°; logtg 40°; log cotg 44°.
b) log sin 48°; log cos 65°; logtg 72°; log cotg 52°.
¢) log sim 20°45"; logcos 14°17"; logtg 52°15"; log cotg 73°42'.
d) log sin 35° 20" 20”; log cos 60°17° 10”; logtg 75° 15" 40”;
log cotg 40° 37" 50”.
e) log sin 54°16’ 27”; log cos 27982 47”; logtg 43° 15’ 82";
log cotg 72° 41" 29”. :
II. Leida logaritmide tabelite abil nurk e, kui:
a) logsina = 9.14356 — 10; logtga = 9 .95 164 —/10;
log cos @ = 9 . 85864 — 10; log cotg « = 0,15827.
b) logsina 9 . 87953 — 10; logtge = 0,19254;
logcosa = 9.71705 — 10; log cotg ¢ = 9,85980 — 10.
¢) logsina = 9.67072 — 10; loglge = 9 .76199 — 10;
logcose = 9 .45781 — 10; log cotg @ = 0,84154.
III. Vélja arvata z jargmisist avaldusist:
B) & = 70,24, cos 468°17; x'==0,07 tg 5°26°'17".
47,5162 X e _‘_6,17254

b S Al el e e “TAEO of m/ir
N B o A1 A8 P T plg 480 B
Lo 80,9 sim 20° 30" 40” cos 6208’
W tg 75°24" :
23 f 2 0 8 S 90 .
5 a o tg* 34° 15 1/ cos 1219

cotg 47° 34’

IV. Vilja arvata nurk ¢ jirgmisist avaldusist:

a) s'ma=g; 080 == lga =

o
10°
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i 27 a ‘ 25
b) sta—a, Lo88a = 0,9; tg5—0,75, cotga—ﬁ-
. ‘O ’ ?
6) ein o= L ‘?7;7” o TR s o == 8 0o 20949,

D sina = |[O02- 015 /150 218
S N 075 . 0089 TN ¥ASS, 101,

Viljaarvamised on tarvis sooritada kindla kava jéirele; ndit., médrata
x avaldusest

_0,0472 )/ sin® 10" 15" g 4° 17
& 0,01376% . tg® 68° 45’

Logaritmides saame :
log x = 210g 0,047 + %[3 log sin 10°15" - logtg 4°17"] —
— [8 log 0,01876 | 3 log tg 68° 45'].

8 log sin 10° 15" = 3. 9,25028 = 7,75084

log tg 4° 17" = = 8,87447
8 log sin 10° 15" - log tg 4°17° = 16,62531

k 2 ’ ,
3 [8 log sin 10° 15" —+ log tg 4° 17°] = 8,31265
2 log 0,047 = 2. 8,67210 = 7,34420
lugeja logaritm = 5,65685
3 log 0,01876 = 3. 8,13862 = 4,41586
8 logtg 68°15° = 8. 0,41019 = 1,23057
nimetaja logaritm = 5,64643

log & = 0,01042; = = 1,0243.
/ Il peatiikk.

Taiskolmnurga ja sarikkolmnurga véaljaarvamine.

Kolmuurka vilja arvata tihendab kolmnurga antud elementide pdhjal {iles
leida koik teised. See on ainult siis voimalik, kui antud elemendid mi#ravad
iiheselt kolmnurga; selleks peab olema iileiildiselt kolm elementi, milledest
vihemalt iiks on joonsuurus.

Taisnurkses kolmnurgas on iiks element alati teada nimelt, tdisnurk,
tahendab, tdiskolmnurga viljaarvamiseks on tarvis ainult kaks elementi.
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Voivad antud olla:
1) @, b — molemad kaatetid ;
2) a, ¢ ehk b, ¢ — kaatet ja hiipotenuus ;

8) a, a; a, B; b, a; b, B — kaatet ja
teravnurk ;

Joon. 9. 4) ¢, a; ¢, B — hiipotenuus ja teravnurk.

Ulesanne 1. Vilja arvata kolmnurk, kui on antud mdle-
mad kaatetid a ja b.

Lahendamine:

APANG, RN ok S el i 5 72)
tga_b, B = 90°—a; ¢ pp (ehk ¢ V a? 4 2.

Niitos: gi= 8782 m, b~ 5685 m

tga = lga - tiiend. lgb lge = lg a -+ tiiend. lg sin «
lga = 8,57772 lga = 3,57772
tiiend. lg b = 6,24911 tiiend. lg sin « = 0,25393
lgtg a = 9,82683 lg e = 3,83165
e CARDHOC 4 1% ¢ = 6786,6 m.

B = 56°7 56"
; Ulesanme 2. Vilja arvata kolmnurk, kui on antud hiipo-

tenuus ¢ ja kaatet a.

Lahendamine:
sin e = g; e 900——’a; b= ccosa (ehk b = V e2—a®

- (Ulesanne, kus on antud b ja e, on tiiesti sarnane eelmisele;
: : b
sin g = e 90°—B; a = ccosp.)
NAItUs, @ = 8'm; o560 8
lgsine = lga + t. lge
lga = 0,47712 b= V25—9 = 4.

t. lge = 9,30103
lg sine = 9,77815

o =36052" 117

B = 5307 49"

Ulesanme 3. Viilja arvata tdisnurkne kolmnurk, kui on
antud kaatet a ja nurk a.
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Lahendamine: 8 = 90°—a; ¢ = = 10
' sin a ™
(Samuti sooritakse iilesanne, kui on teada a ja 8; b ja «; b ja 8.)

= acolg a.

Niitus. a = 12; o = 67022’ 48"

§es 2098719 lge = lga —lgsina lgb = lga-tlgcotg &
lga = 1,07918 lga = 1,07918
t. lg sin e« = 0,03476 lg cotg &« = 9,61979
lge = 1,11394 lgb = 0,69897
¢ = 13.000 b = 5.000

Ulesanne 4. Vilja arvata tdisnurkne kolmnurk, kui on
antud hiipotenuus ¢ ja nurk e.

Lahendamine: g = 90° —a; @ = ¢ s a; b= ceosa (samuti
kujuneb lahendamine, kui on antud ¢ ja g). i :

Niditus. ¢ = 298: o« = 87925’

B=90—a=5285"; lga = lge+lgsina lgb = lgec-}lgcose
lge = 2,47422 lge = 2,47422
lgsina = 9,78362 lg cosa = 9,89995
’ lga = 2,25784  lgb = 2,37417
a = 181,07 b i== 236,68,
Ulesanded.

ot Vilja arvata kolmnurk, kui on antud:
1) kaatetid: :
L)@ ==a185 b =070 ) g ==0.287% b ==.0,982878.
B)ia= 12 b = 4,00078." ' 4) a = 0,0084;  b'=0,028247.
2) hiipotenuus ja kaatet :

1).e = 50,6; b = 47,8126.-2) ¢ = 0,00143 @ = 0,000847.

8) ¢ = 1; b= 0,0142768. 4) ¢ = 1,248; a = 0,56488.
8) kaatet ja teravnurk:

1) a = 75; a = 24°24’30". 2) a = 896; B = 49°42".

8) b=42,6878; a = 19°9". 4) b= 0,57182; == 80°385( 527,
4) hiipotenuus ja teravnurk :

1) e = 15; o = 48°28' 50", 2) ¢ = 480; 8 = 30° 48’

8) ¢ = 0,00564; B = 60°51"28". 4) ¢ = 25/s; a = 35016’ 27".
5) pind S ja kaatet:

1) 8 =1754,6; 6.= 48;. 8 ='0,268b; b =,0,75.

—
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B. Vilja arvata tdisnurkne kolmnurk, kui on antud:

1) kaatet ¢ = 40, kdrgus A = 385;

2) kaatet b = 15, hiipotenuuse lidhisosa p = 12;
3) korgus h = 24,5, hiipotenuusi osa p = 15;
4) hiipotenuus ¢ = 100, hiipotenuusi osa p = 80;
5) hiipetenuus ¢ = 50, korgus A = 17;

6) hiipotenuus ¢ = 25, pind S = 84.

Joon. 10.
Sarikkolmnurk.
Sarikkolmnurga alus olgu b, kiilg a. /B
Sarikkolmnurga voime vilja arvata tais- 8
.nurkse kolmnurga valemite abil, sest perpen- / 9

dikulaar tipust B alusele AC jagab sarikkolm-
nurga kaheks tihtivaks taiskolmnurgaks.

Joon. 11.

Ulesanme 1. Vilja arvata sarikkolmnurk, kui on antud
alus b ja kilg a.

Lahendamine: sz'n%:

Ulesanne 2. Vilja arvata sarikkolmnurk, kui on antud
alus b ja alusnurk a.

So
2

Lahendamine: 8 = 180°—2¢a; a =
, cos a

Ulesanne 3. Vilja arvata sarikkolmnurk, kui on antud
kﬁlia ja alusnurk e.
ahendamine: g = 180°—2a; b = 2acosa.

Ulesanded.
A. Vilja arvata sarikkolmnurk, kui on antud:
1) a8 aie= 10N 2) Dne=u 00T - 6 == 0,26
8) b — 43,848; f = 41°45°28". 4) b = 0,47; a = 29°59’ 28".
5) a = 14,268; o = 67°28"24". 6) a = 1,5689; y = 88°39" 41"
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B. Vilja arvata sarikkolmnurk, kui on antud:
1) b = 75; by = 4b. 2) b = 0,71; by = 12.
)l ='17; o = 27915°48". 4) & = 002 ‘o == 4°15" 207,
B) By = 155 Ry == 7. B) Iy = 107 Ro==9.
) ha = 12; « = 53°7°48". 8) Iy = 5; f = 78°46’ 15",

C. Vilja arvata kolmnurk, milles on antud:
1) b = 27; ¢ = 10; h, = 5.
2) ks = 76; ai= 680%17"; B = 48°B7 4b".
8) he = 20; a—f = 4°12"46”; y = 75°49’ 15"
4) b, = 14,5; ¢ = 90; o =284°5' 12",
5) ¢ = 25; h, = 24; h = 20.
6) ha = 42; hy = 28,724; y = 50°55' 86",

) atb=41; h = 12; 'z = 45°14"28".
8) a—b = 94; h, = 99; o = 78034 44"
9) b—ec¢ = 75,1; h;, = 120; o = 67922 29",
10) atc = 89,2; hy =12; S = 390,60.

11y ks = 12; 8§ = 240; o ='18°55"29".

12) a'= 82,7; h, = 18; -8 = 514,80.

18) a = 80,5; § = 481,34y y = 59°52"47".
14) a:b = 90:17;. 8 = 18900; y = 81°12’9".

D. 1) Rombi iimbermddt = 842,7 em; iiks diagonaal 92,355; vilja
arvata nurgad. ' _

2) Rombi diagonaalide summa = 26,4, iiks nurk 63°15"; vilja
arvata kiilg.

8) Vilja arvata tdisnurkse nelinurga pind, kui diagonaal = 21,633 ja
diagonaalide vaheline.nurk = 33° 41’ 24”.

4) Sariktrapeetsi pind = 8,477, tema paralleelsed kiiljed on 3 ja 5;
Vilja arvata nurgad.

5) Ringjoonesse, mille raadius = 17,4, on joonistud korrapérane 14-nurk
vilja arvata kiilje pikkus.

6) Vilja arvata korrapirase 7-nurga kiilg, kui tema pind = 43,253.

7) Missugune tsentraalnurk toetub sidejoonele — 8,74 cm ringis, mille
raadius = 5,47 cm. *

8) ' Piistkoonuse korgus == 24, nurk kujutavjoonte vahel, mis on tdmmatud
aluse diameetri otsadesse = 16°6’ 7”; vilja arvata koonuse pind.

9) Piistkoonuse kdrgus = 7, aluse raadius = 5. Kui suur on kujutav-
Joone nurk alusega?

10) Punktist, mis on ringi keskkohast 157 cm eemal, paistab see ring--
Joon nurga all @ = 8°15". Kui suur on ringi raadius?

11) Punktist, mille kaugus ringjoone keskkohast = 20 em, on tdmmatud
puutuja ringjoonele; vilja arvata’ nurk puutujate vahel, kui raadius = 1,5.
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E. 1) Kui suur on Tartust libimineva paralleelringi raadius? Tartn
- laius @ = 58° 22" 47", maakera raadius R = 6370 kim.

2) Missugusel geograafilisel laiusel on paralleelringi kraad 1 klm?

8) Piiikese nithtav libimddt d = 82"; viilja arvata piikese suurus, kui
tema kaugus maakeralt = 28417 maa raadiust.

4) Kuu keskkohast on maakera niiha nurga all 57" 18”; kui kaugel on kuu?

5) Kuu nihtav raadius 16’, kaugus maakeralt = 30 maa raadiust. Kui
suur on kuu?

6) Piikese korgus Vraatepurilt = 86°40"; kui pikk on piistteiba vari,
kui ta korgus = 20 jalga?

il peatizkk.

Kaldnurksed kolmnurgad.

1. Tompnurkade trigonomeetrilised funktsioonid.

Esimeses peatiikis antud trigonomeetriliste funktsioonide definitsioone
voib laiendada ka tompnurkadele. Tuleb ainult silmas pidada, et perpendikulaar,
mis lastud punktist B (joon. 12) nurga teise kiilje sihile, langeb selle teise
kiilje pikendusele, aga mitte kiiljele enesele. Kui siht OA loetakse positiivseks,
siis tuleb OC lugeda negatiivseks.

B Kui OB=1, siis

N A kujutab perpendiku-

/ laar BC nurga «

\[ sinust, projektsioon

o \/ Sk ‘ 0B — cosinust;

,,,,,,, ) b 4 tompnurga s¢-

¢ g % nus 0N posi-
Joon. 12.

tiivne, costnus
aga negatiivne
(seega on negatiivsed ka tangens ja cotangens).

Joonistame nurga 40B, = 180° — « ja mdddame OB, = 1, siis kujutab
perpendikulaar B,C, nurga (180°— &) sinust, C; nurga (180°— «) cosinust.
Kolmnurkade OBC ja OB,C,; iihevdrdusest leiame :

BO = B,C, ehk sina = sin (180° —a);

( OC = — 00, ehk cosa = — cos (180°—a).

pr—————————
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Jagades leiame : :
: tga = — tg (180° — a)

cotg « = — cotg (180° — «)
P—

Ulesanded
Leida sin 1500, tg 133% cos 120°, .
tg 150° cos 135° sin 120°.

2. Kolmnurga elementide pohivalemid.

Teoreem 1. Iga sidejoon sgoris vordub sidejoonele toe-
tuva piirdenurga sinuse ja sdori l1abimootja kasvatisele.
& = 2Ry

Toendus. Tombame sidejoone BC (= a) otsast
B libimddtja BA (= 2 R) ja iihendame punktid 4

ja C=x ACB = tiisnurk, tihendab sin e = %2’ ehk

a=2 Rsina. Iga kdlmnurga killgi voime vaadelda
" kui sidejooni kolmnurga iimber joonistatud sdoris,
kiiljele @ toetub piirdenufk «, tihend. o = 2 Rsin«

. » b » » 8 » h = ZRSinﬂ Joon. 13.
” c ” » 7 » Cc = 21{ Sln}/ .
VR b AR, e
S o sin 3 swn y

Saame nondanimetatud sinuslause ehk

Teoreem 2. Igas kolmnurgas on kiljed proportsionaalsed
vastasnurkade sznustele.
Selle teoreemi voime ka teisiti tdendada.

C\ Tombame kolmnurgas ABC korguse CD
7 | S (= h.), siis saame tiisnurksest kolmnurgast ADC:
oyt
?/ ;hc \?. 1) sina = %ﬁ
/ \\\ Taisnurksest kolmnurgast BDC:
. \ ' i he
AL‘)_.L__ATW. ,,,(f?,,,\B 2) sinf = 3
Joon. 14, Jagades tihevOrdused 1) ja 2), leiame:

8) sina  h..a a

simB . bih U ¥

(8
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Samuti leiame, tymmates korguse tipust A:

sinf b
5 i siny ¢
Kokkuvdttes : : LAl '
g (e ¢
P \ sina. . smB . siny

Kerge on nii}:a; et tdendus jiib maksvaks ka siis, kui nurk e« on tomp;
" ka siis on ‘ : ' \ '

he

b

sina = sin (180° — «) =

Teoreem. 3 (cosinuslause). Kolmnurga ihe kilje }u_ut
vordub teiste kiilgede ruutude summale vihendatud nen-
desamade kiillgede kahekordse kasvatisega nendevahelise

"

nurga cosinusele! _ L7
- 4 5 a® = b -} ¢ — 2 be cos a. A
R S ] =
 Toendame teoreemi kahe juhase tarvis: 1) nurk « on terav, 2) fuwrk «
on tomp.
(0] ¢ 2
1 /‘\ e (] s :
o
/ 1 i\ \\
. l A S0 ‘\\\ \
/ P £ e 4
b// \a' f \ ~ @2
h A \b b &
: // e sl
,f{\ q c—q A \:\ R fis
A= T B § AL SN T D """ q """ A R T B T é*** RN AT, T
Joon. 15. | Joon. 16.

- Kolmnurkadest CBD ja ACD leiame Pythagorase teoreemi pohjal:

I «
R=h4(c—9)? =0 —¢
a® = b — g%+ (c — q)°
=042 —2¢
| €os « = %
asemele pannes leiame :

a® =b% - ¢ — 2 be cos «.

ehk ¢ ="bcosa

14 :
= k2 (c -+ g) B2 = b2 — ¢
o’ =0 —g’t(c+a°
a*=0"+c*4-2¢q

cos {180 —g) = g—

ehk ¢ =05 cos (180 — «) = — b cos «

a?=02+4 2 —2bccos a

Tihendab, valem on iiks ja seesama molema juhuse tarvis. -
~Analoogiliselt voime tdendada ka valemid
| b2 = a® -} 2 — 2 accosf

¢ = a®> -+ b — 2 abceosy.

\



19

Need valemid vdimaldavad nurkade val,]a,a.r})amlse kolmnurgas, kui on

teada selle kiiljed :

24-¢?—q
08 ¢ = ——j———-—-;
2 be
! 9 9 O]
a2+ ¢2—b
g et
: 2:ac 5
a? b2__c2
§ . 008 y = —t4~_~
2 ab

Need valemid ei ole otstarbekohased seal, kus kiilgi mdddavad paljukoha-

lised arvud, sest lugejat ei saa logaritmida, iga aste tuleb eraldi vilja arvata.
" Neil juhuseil tarvitakse jirgmist nn. poolnurga lauset:

Teoreem 5. Kolmnurga poolnurkade kohta on maksvad

jirgmised tihevordused:

iy (p—b) bh(p—¢. ,8 1 @—alp—o.
sy p(p—a) 5= R A
/ e T
7. _ 1/ (p—0)(p—0b) GO e
tg2 _ e <, kus p = — 5 =

Tdendus: Joonis-
tame kolmnurga ABC
sisse soori; selle kesk-
punktiks on nurkade
poohta;}ate 1oikepunkt.
Kolmnurga kiiljed on
puutujaiks soorile; ithest
punktist soorile tomma-
tud puutujad on vordsed;
nimetades puutuja 10i-
ked tahbedega 2, y, 2

saame ( A
2:1;—]—2@/—]—22 2= 99 Joon. 17.
ehk B D e
Siit saame: z =p — (y+2) =p — a .
Yire B AT g b a)

By e ) e g b
Teiseks, nimetades sissejoonistud soori raadiuse tihega », vdime kirjutada:
WS e i TR O g
tgz _p~-a’ s o g p—c (2)
Kolmandaks, A ABC pind:
8 = 8aos + Sioc —l— Soos; £
9k
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gl gt ) 5%
}S—Zcr-}-zbr—{—-zar,
< fa+b+t ey,
,bfr( 2 )’

8
S=r g r = -
2 P
Heeroni pinnavalemi jirele on pind
S=Vpp—ab@—0m—o.
Thtouwdgh, . -~ & " Vptpai vy o)
p i p :
Pannes selle avalduse r asemele tamgensi valemisse, saame

Y Sd) (P e b) P e o V(p—b)(p—c)
»(p—a plp~a ¢

g

Samuti saame ka tg -

a
i &
ja tg g

3. Pinnavalemid.

Teoreem 1. Kolmnurga pind vdrdub kahe kiilje ja nende-
vahelise nurga sinuse poolele kasvatisele.

1 x
S e gbcsma.

c ; Bh o P
/‘\ ‘ Tﬁfendus. Pind § = 2chc,
// \ f > hﬁ = bsina
Fee ;5 5
b/ hy, NG asemele pannes saamegi S8 = = be sin a.
SR
o /4/0, \B Kerge on niiha, et valem jiib maks-
c vaks ka siis, kui nurk « on tomp:
Joon. 18. he = bsin (180 —a) = bsina.

Samuti voime toendada:

3 1 :
8= % ac smf = —2-absmy.

« Kui kolmnurgas on antud iiks killg (nidit. ¢) ja nurgad, siis vOime

eelmisse valemisse- § = %bc sin ¢ killje b asemele kirjutada tema avalduse
sinuslausest
R

e W s e s S
mpB . osiny sty
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Siis saame : -
g & ]_czsz'no.zsz'nﬂ‘ /
2 sy
. . l\‘r
Samuti ‘vdime tdendada:
o laésmﬂ siny }_b,_,sma sy

2 sin « 2 sin B

4. Kaldnurksete kolmnurkade véljaarvamine.

1. dilesanne. Vilja arvata kolmnurk, kui on antud kiilg ¢ ja lihisnurgad
a ja f.

Lahendus. y = 180° — (a-}8). , I
; ¢ sin a ¢ sin a A5
Sinuslausest a = — = : 4 \
sin y s (a+B) /;‘\ 4 /\
csinf csimfB AN e
~ siny  sin(atp) Joon. 19.

/

2. dilesanme. Vidlja arvata kolmnurk, kui on antud kiiljed
b, ¢ ja nendevaheline nurk a.

c / Lahendus. Cosinuslausest saame
‘ . kiilje a:
b IL. a=VbFc=2bccosa.
> ) 3 Nurgad B ja y saame sinuslausest :
¢ ’ ; b.sina ) c.8ma
Joon. 20. Sm.ﬂ = oS P ks Slni G5

3. tilesanne. Vialja arvata kolmnurk, kui on antud koik

kiljed.
I lahendusviis. Cosinuslausest: C
o 62—{—02—“&2_ /
cos ¢ = < b gl b/ :
a? c‘Z__b?
o = FLEET A
- HLL e e A : B
Teosy = i ten
¢ 92k . Joon. 21.
II labendusviis.
pe _ |[@=0G=0a. & _1/e=ak—0
2 pigirn) T rp—b
y _ /o= G—0
lg= = pRE e
79 p(p—o
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4. wlesanne. Vilja arvata kolmnurk, kui on antud kaks kiilge a ja ¢
Ja ihe kiilje vastasnurk a.

I juhus. a>¢, nurk y voib ainult

// teravnurk olla, sest kui a e, siis «>y;
// on voimalik ainult iiks lahendus. (Punktist B
s raadiusel ¢ tommatud kaar 10ikab vastaskiilje -
s /')/ﬁ 1v. \ ainult ihes punktis). / :
AN )
i ¢ B Lahendus. siny = c'S;na;
Joon. 22. a sin ﬂ

B=180°—(aty); b= "

sin a

2. juhus. a<Ce, tihendab, y > a, y v0ib olla terav ehk témp; on
olemas kaks lahendust. (Punktist B raadiusel ¢ tommatud kaar 15ikab vas-
taskiilje kahes punktis C ja C,, joon. 23.)

Laheéndus. siny = ot el o , saame kaks nurka — iihe terava, teise
tombi — mille sinused rahuldavad ithevordust; kui ithe nimetame tihega 7,
siis on teine 1800 — y.\ .

I lahendus: ! IT lahendus:

g oy = 1800~y
B = 180° — (a4 7) ") f=180—(a}1800—y) = y—a
bl-———- asing _ asin(a+7) 1 o asing a sin (y — @)

$in « sin « 1 $in « s @

Mgdlemad lahendused on geomee-
triliselt arusaadavad. Olgu A ABC iiks
otsitav kolmnurk. Esimene lahendus
annab 2 BCA =y, 2{ ABC = . Teine
lahendus aga annab A-ga 4BC, milles

2. BCIA = y" = 1800 —y,
sest A\ BC,0 on) sarikkolmnurk, téih.

22 0C,B = y. Fdasi on 2 CC,B =y
villisnurk A-gas ABC,, tih. »;' :
X ABC, =8 = y—a. Joon. 23,

; Ulesanded.
Vilja arvata kolmnurk jérgmisil antuil:

1,
1) a = 854,67; B = 28°5 44"; y = 73°44’ 16" /
2) @ = 87,811; B == 40°56"; y ='54916"9",
8) o =244 u = %196° 4471 8 ~ 14945 4
2. Vilja arvata kolmnurk jirgmisil antuil:
1). b == 2856; ¢ = 47,69; ~a = 10818’
2)ia = 38388; ¢ == 899; B = 45°14’ 28",
8Y @ == 5125 vl e TR e RAD T 4



23 '

1

3. Vilja arvata kolmnurk jirgmisil antuil:

C & R L R B R e \ /
D) i 008" b gL s T BRBAC
8) aq == 856,0% 6 =R7I5. 8 &' ==11138;
4. Vilja arvata kolmnurk jérgmisil antuil:
1) a=144; b=58; a=38348" : S
Y al o QURT B BRA 8 it 1IRT 1T
B) g BB o 1 o e 488 [y w BT 2L
4] = 205 relexd 185 -y ~= 4901020, .
BY D= 87 o e 0Q ¢ k ABDAT B
1 =0 T00 e et DB BueR ARG
5. Vilja arvata kolmnurk jirgmisil antuil:
TR AR IR =l ¥ S A T W S
2) 8 =100; ¢ = 15; ‘g = 50°
SlCm e iy o b g Sy
4 iy il 9 3 R 3 TR0 50000 e 20,
3) af+b-tc=286; a=10; r =17
6) a-b4c = 40; a = 22; § = 250.
Ty gt b B g B = 6001871 a2 10,

8) a« = 89°8"44”; B = 65°32"26"; r = 10.

9) « = 54°16"127; B = 76°10°48"; R = 20
10) a:b = 5:4; a--b = 153; y = 50° 28’ 16"
11) a—p'= 15924; y = 40°15; @a = 10.

6. Kolmnurga kdrgus h = 12, alusnurgad as=37° 1b; B =='45° 26_19".
Mairata #-ga: pind.

7. Kolmnurga kilg a = 2,47, b = 3,05; iihendades kolmnurga kiilgede
keskkohad, saame rombi; médrata nurgad.

8. Midrata tsentraalnurk, mis toetub sidejoonele a = 238,35, sdoris,
nille raadius » = 196,27.

9. Sooride raadiused on r, ja r,, tsentride vahe on 4. Midrata iihiste
vilispuntujate vaheline nurk, kui 7, = 6,13; r, = 2,014, d = 8,49.

10, Teravnurga poolitaja jagab kaheks tiisnurkse sarlkkolmnurga pinna;
milline on pinnaosade suhe ?

11. Kolm s00ri puntuvad villiselt, mende raadiused suhtuvad nagu
2:5:4. Kui suured on nurgad -as, mille kiilgedeks on tsentraaljooned ?

12. Sarikkolmnurga alus ¢ = 12, kiilg a = 8, alus on jagatud kolmeks
vordosaks, osade otspunktid on {thendatud txpuga Missugusteks osadeks Ja‘runeb
tippnurk ?

13. Lahutada tung p = 10 klm. kaheks vastastikku perpendikulaarseks
komponendiks, nii et iihe komponendi ja tungi p vaheline nurk « = 385°
. 14. Punktisse 4 mﬁjuvad/kaks tungi p; = 100; po = 120;  tungide
vaheline murk ¢ = 60°. Leida resulteeriva tungi suurus. : %
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15. Kangi dlad on a ja b, esimesse mdjub tung p, nurga « all, teisse
tung p, nurga @ all. Médrata nurk g, kui kang on tasakaalus ja ¢ = 2 m,
b=5m a = 40°% p, = 83 klg, p, = 50 klg.

16. Kaldpinnal oleva keha tasakaalus hoidmiseks kulub kaldpinnale
paralleelne tung p,; keha surve pinnale on p,. Maiirata keha raskus p ja
pinna kaldenurk «. p, = 96,51 klg, p, = 90 klg.

17. Horisontaalne laud suudab vilja kanda koige robkem 1000 kilo-
grammilise rdhumise. Millise nurga all on laud tarvis iiles seada, et ta kannaks
1200-puudalise rohumise ? :

: © 18. Kahe kindla punkti kiilge on kinnitatud horisontaalne kois, selle
keskkohas ripub raskus p = 50 klg. Milline tung pingutab mdlemat koieosa,
kui nende vahehne nurk on 170°2

5. Nelinurkade véljaarvamine.

Nelinurkade viljaarvamiseks ei tarvitata iseiiralisi valemeid. Nelinurk
Jjagatakse diagonaalidega kolmnurkadeks, arvatakse koige pealt see kolmnurk,
milles on teada kiillaldane arv elemente; pirast seda on vdimalik asuda
mone teise kolmnurga viljaarvamisele jne., kuni leitakse nelinurga ndutavad
elemendid.

Mirkide seletus. Nelinurgas

P * ABCD olgu alus AB— a; kiiljed BC— b,
B g CD—e¢, DA—d; diagonaalid: AC—e,
¢ fopithe e DB—f; nurgad 4, B, C, D — a, 8, 7,
i Wi L \Y <X (e, @) tihendagu nurka CAB jne.
b Ao \ : Mirkus. Kui ei ole osakolmnurki,
B7Y Lo A s _n\p mida saaksime viilja aryata, siis tuleb geo-
meetrilisel teel sarnane kolmnurk ehitada.
Niitus. Vidlja arvata trapeets D - ¢
ABCD, kui on antud a, b, ¢ «. AR
Tommates CK | .AD, saame kolmnurga d b
KBC, milles on teada kaks kiillge KB = a—c, ) )
BC =1 ja nwk CKB = a. Voime vilja . 4/el Ko \p
arvata kiilje d ja nurga g. Mitu lahendust on Rt a—c
iilesandel ? ' Joon. 24.

Ulesanded.

1. Toendada, et parallelogramini pind vordub kahe lihiskiilje ja nende
vahelise nurga sinuse kasvatisele. (S = absin f).

2. Toendada, et trapeetsi pind S = »}z—(a—{—c)dsz'n a.

3. Toendada, et parallelogrammi pind vordub diagonaalide ja nende
vahelise nurga sinuse kasvatisele [S = e.f.sin =¥ (e, f)].
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3a. Toendada, et iga nelinurga pind vordub diagonaalide ja. dlagonaahde
vahelise nurga sinuse kasvatiséle [S = e.[f.sin <X (e, [)].

4. Toendada, et sissejoonistud nelinurga pind
S=Vep—a@—0b@p—c@—d, ks 2p = a+tb4ctd -
Jkuh atus. § = % ab sin 8 -+ %cd sin (180° — B) = %(ab'—{— ed) sin 8.
e?’=a*4b?—2abcosB = 2+ d*+ 2 ed cos 3;

siit sa o sdn e vy il tarvis si
ame cos 3 = S(abF-cd) meile on aga tarvis sin g,
sinB =V 1—cos®B = ....

5. Uhtlases (korrapiirases) m-nurgas tihendagu a, kiilge, » — sissejoo-
nistud ja B — timberjoonistud sodri raadiusi S,— n-nurga pinda. Tdendada, et

a0 g D e L

21tg—— R_E@’Sn nrtgn.

n

6. Vilja arvata parallelogramm (kiiljed, nurgad, diagonaalid, pind),
kui on antud:

Da b8 2¢dy 3)abdf;4a 3a), 2(a);bd)e f, 3(f);
BN S 057 a s b5 BY R =ikl ), AT e

7) Rombi teravnurk on a, lihem diagonaal f. Leida pikem diagonaal e,
kui ¢« = 10° f = 52, 293.

- 8. On antud rombi pind § = 2015 ja p timbermddt p = 260. Viilja
arvata teravnurk.

9. Tiisnurgelise pikem kiillg @ = 4,8063 ; iihendades kiilgede keskkohad
saame rombi, mille teravnurk « = 32°. Leida téisnurgelise lihem kiilg.

10. Vilja arvata trapeets, kui on antud: :

iy B gs o 2) 6 b Y8 e heods: ) 8, 00 T tB) a g i, B
G)ay ¢y 8. : :
11. Vilja arvata trapeets, kui on antud:
thg e Tl o= 59« W el etasidbe 9) Rl 1T B gie— 0 1
o = 54°16' 14”; 2 (d,f) = 80°28°36"; 3)a = 3; ¢ = 1,8; b = d;
a = 40°59°26”; 4)a = 10; ¢ = 7; ¢ = 37°15"; § = 7.
12) Vilja arvata- sissejoonistud nelinurk, kui on antud:
1) a=09; b=10;¢c=17; d = 14; 2) a = 93; b = 75; ¢ = 104;
. I (f, b) = 47°18'327; 8) « = 36% B = 72°; S = 144; R = 10;
AN gt 10 e B g B0V 5 B ==V 550,

13. Vilja arvata nelinurk, kui on antud:
VVa=17;b=26;d=25; f==6; B =250017. 2)b = 10; ¢ = 8;
d=6; 8 = 44958"; (e, b) = 33°19’27". 38) b= 25; b= 18; ¢ = 15;
a == da 4(6 b) == 809257475, 4) a;' B, @, Biy.: B) @b 6 Us ol 8) @
f, e, >(f,a), 0 N

\
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14, Nelinurga diagonaalid e = 17 ja f = 22, ¥ (¢, f) = 75°42" 58",
Médrata pind S?
15. Midirata soorisse JOOHlStud ithtlase 16-nurga umberm66t Ja pind, kui
s00ri raadlus Frges Rl
- Uhtlase 25-nurga killg ayy, = 0,4. Miifirata sisse- ja ilmberjoomstud
sﬁ()rlde raadmsed. i
17. TUhtlase 20-nurga pind S = 2,46. Miirata hulknurga kiilg ay, ja R.
18. Uhtlase 10-nurga ja 12-nurga imbermdddud on virdsed. Miirata
nende pindade suhe. '
19. Misrata iihtlase 200-nurgelise @imbermoddu suhe soori diameetrisse.
(P, :2 R) ja vorrelda saadud suhe z-ga.
20. Médrata segmen'i pind, kui vastav tsentraal-nurk « = 20°15" ja)
soori raadius R = T

V peatiikk.

Trlgonomeetria tarvitamme topograaﬁhste lulesannete
lahendamisel.

1. Topograafilisteks nimetakse neid maapinnal tehtud wmddtmisi, millede
abil tahetakse miiirata monede kohtade kaugused ehk kdrgused. Trigono-
meetria voimaldab selle mi#ramise isegi siis, kui koht on ligipddsmatu. Sel-
leks voetakse tasasel maapinnal moni sirgjoon — ndndanimetatud baas — ja
moddetakse selle pikkus kdige voimaliku tépipealsusega, sest viga baasi mdot-
mises mojub koigisse jiArgnevaisse valjaarvamlslsse Baas moodetakse keti
ehk nooriga, nurgad aga teodoliidiga.

1. dilesamme. Médrata horisontaalsel tasapinnal asuva
vertikaalse keha korou}x\ kui on voimalik keha alusele

ligi.pidseda.
Valime maapinnal

B punkti 4 ja mdodame selle
kauguse tornist; olgu
AC = b. Siin seame, teo-
doliidi punkti A4 kohale,
mdddame torni tipu nurk-
korguse « ja  teodoliidi
korguse 44, = h. Kolm-
nurgast 4,BC; saame:

\  z—h=biga

' Joon. 25. i & 2 =big a1 h
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2. dlesamme. Médrata horisontaalsel tasapinnﬂal asuva

vertikaalse

'Votame keha
CD sihis - horison-
AB;
maodame selle pik-
kuse AB=a jakeha
‘nurk:kérgused punk- X
tides 4 ja B, olgu
need « ja 3. LoOpuks
‘peame teadma teodo-
liidi korguse A4 =
BB ==ih.’ Kalm=
nurgas A,CB;

taalse baasi

keha kdrgus, kui ke¢ha alus on ligipddsmatu.

< A4,0B; = 88— a,
tdhendab, CB, : a = sin « : sin (8 — a).

Ehk OB, —

i,

on - D ‘
Joon. 26.
1 Bt
sin (8 — a)
Kolmnurgast CD,B, saame
) PR L RN oo
/ et o7 s ) T
; S AR ik dtid
tih. x — h = CB, sin § = o e
Ligog dsdaemg
=i sin (8 — «)

Teine lahendusviis. Votame baasi AB, mille
pikendus ei lihe lLibi keha aluse. Olgu AB = A4,B; ="a,
L BA, D, = «a; D B4, = @ ja keha nurk-kdrgus punk-
tis B; -~ CB{D; = y. (Voiksime md0ota ka nurk-kdrguse
punktis 4.) ;
/\-st A, B D, leiame:

a.sin

Aty Do 70 s
OD]_ = &T — h —_— ‘BI'DI t‘q }’, tﬁ,l].
a sin atqy

" sin (a B

il

3. dilesanne. Méddrata
kahe punkti kaugus iliks-
teisest, .kui voimalik on
ainult ihele ligi pddseda.

. Joon. 27.
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A ¢ Tahetakse mddta kittesaamatu punkti
/4 C kaugus A-st. Votame baasi AB ja moo-
/ dame tema pikkuse @, mdddame nurgad
75\ CAB = ja CBA=§.
/ e / Kolmnurgast ABC leiame
2 ___asmp
~ sin(e 1)
4. dilesanne. Miadrata kahe
// : \ ligipddsmatu fpunkti k’augqs
7 it B\ dksteisest.
A o B 1. lahendusviis: Punkte iihen-
Joon. '28. ~ dav sirgjoon laheb labi bHaasi 10pppunkti.
Moddame baasi 4B = a ja nurgad BAS = o, ABS = B,
ABT = B;: i s w - A
Kolmnurgast ABS: \¢@ )
R IR b SR
sin (« + f) e
Kolmnurgas BTS: ' i‘i\

5 AP A Joon. 29
£ B8 = 180° —(e-+3,); i
3 __ BS.sin (8, — 8) .

b pery PR By R

asemele pannes
__a.sinasin(B —p)

~ sin (a8 sin (a - B

2. lahendusviis: Punkte tihendav sirgjoon on ihel tasapinnal baa:
siga ja ei ldhe ldbi tema ldpppunkti.

T Tarvis on modta baas AB = a ja
//// nurgad o, @, 3, p;. Pikkuse ST = =z
21 i voime villja arvata kas kolmnurgast AST

ehk BST, sest kolmnurgas AST on teada:
1)y 2 SAT = e —Tj;

x\ 7'

asinf, .
) A= e R
) sin (¢ ) J
Lﬁﬁw/kﬁ@ DAL= Gt
: J Samuti on ka kolmnurgas BOST teada
oon. 30.

kiillaldane arv elemente.
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Ulesanded.

1. a m kauguselt on torn néha nurga o« all. Midrata torni korgus x,
kui teodoliidi korgus on k. a = 75,3; « = 63°20"36"; h = 1,.

2. Kahe' meetri kdrgune vertikaalne kepp heidab iihe meetri pikkuse-
varju.. Kui kdrgel on piike? -

"8. Torn, mille korgus H, on niha nurga « all. Kui kaugel on vaat--
lemiskoht torni aluselt, ‘kui teodoliidi kdrgus on -2 m. H = 78,8;
a = 17°44 46”; h = 2.6. -

~ 4. Punktist 4, mis on iihel horisontaalsel tasapinnal torni alusega,.
paistab torni tipp nurga « all. Liginedes punktist 4 tornile &/ meetri vorra,
nieme torni tippu nurga g all. Leida torni korgus. « = 35°9°29"; b = 76;
B = 56°35

5. Mie peal asub torn, mille kdrgus on 2 m. All orus olev keha on
torni tipult niha nurga « all (madalamal torni tipu horisondist) ja torni jalalt
nurga g all. Kui korge on migi? h = 45, « = 35°30’, 8 = 30°45. '

6. Torni aluselt on tdmmatud horisontaalne sirgjoon, mille pikkus on
b m. Torni tipult on sirgjoone otspunkt néiha nurga « all. Kui kdrge on torn?
b=100 m, o= 15°.

7. Torni korgus on 2 m, tema kaugus joelt = a m. Kui lai on jogi, kui
tema niib torni tipult nurga g all? hA=2380; a=160; 3 =15"

8. Torni tipult, mille kdrgus 2 =67 m, on niha teise samal horison-
taalsel tasapinnal asuva torni tipp nurga all « = 36°31" ja tema jalg nurga

all g =57°49"." Kui korge on teine torn?

9. Madrata ligipifismatu punkti C kaugus punktist 4. Baas AB=a =
=822,55 m, < BAC = 60°34" ja = ABC = 56°10’.

10, Miirata ligipdismatute punktide S ja 7' kaugus iiksteisest. Baas
AB——lOO m, < SAB=96°40", < TAB = 52°40", ¥-SBA=57°1" ¥ TB4 =
= 87915

11. Lahendada iilesanne 10, kui 4B = 148,96 m, < SAB = 107°16’,
X TAB==97°30", < SBA = 45°11'20” ja = TBA = 59928°85".

- 12. Joe kaldale on tdmmatud sirgjoon AB, mille pikkus a =41,2 m,
joe teisel kaldal on kivi C. Miirata joe laius, kui + CAB=68" ja
= CBA = 71°
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J()on 32. Joon. 33. Joon. 34. Joon. 35. Joon. 36.
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;.
Teine o0sa

Vi peatiikk.

1. Nurga mdiste iildistamine.

Senini kiisitlesime nurki, mis olid véiksen;ad kui 180° Paljudes uurimis-
tes on aga soovitav vaadelda unrki, mis suuremad kui 180°; sellepérast
on tarvis ildistada esimeses osas antud moisteid ja definitsioone. Kujundame
soorjoone raadiusel ». Tombame raadiused OA ja OC; oletame, et raadius

B OA on liikumata, aga OC pdordub punkti
| - O tmber. Poordumine loetakse ppsitiivseks,
kui ta on sihitud vastu pieva, ja negatiiv-

g

dius OC poordub algusseisust QA positiivses

\ J} sihis, siis saame positiivse nurga, poor-

dub ta aga negatiivses sihis, siis saame nega-
tiivse nurga.

Nurga seisu lihemaks firamidramiseks tom-

bame diameetri 44,, mis_liheb libi alguspunkti

A ja diameetri BB;, mis on perpendikulaarne

/ B T AA;-le. Need diameetrid jagavad soori neljaks -

veerandiks ehk kvadrandiks: esimene — AOB,

teine — BOA,;, kolmas — 4,0B,; neljas — B,0A. : o
Joon. 31 ja 32 on nurk AOC I-ses veerandis, see nurk on < 90°; raadiuse
0C poordudes positiivses sihis iile 90°, saame nurga IL-ses veerandis (joon. 33).
_ Poordub aga OC positiivses sihis kaugemale kui 04, siis saame nurga I1I-as

veerandis, mis on suurem kui 180° (joon. 33), IV-da veerandi nurk on suurem
kui 270° (joon. 84). P&ordub aga OC rohkem kui 360° ja tuleme uuesti tagasi
I-sse veerandisse (joon. 35), siis Oeldakse: nurk 40C 13peb I-ses veerandis,

«ehk nurk AOC on V-ndas veerandis j. n. e.

T . seks, kui ta on sihitud peri pdeva. Kui raa-

A
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Ulesanded. 1. Mitu kraadi poordub kella minutiniitaja 45 minuti jook-
sul? 1 tunni 15 min.? 2 tunni 85 min. jooksul 2
‘ 2. Masina ratas poordub sekundis 15 kui palju poordub ta 1 minutis?
3. Millises veerandis 1opeb nurk 395°? 7854°? 6710°? 1459°2

2. Trigonomeetriliste funktsioonide iilddefinitsioon..

Kui liikuva raadiuse otsast (joon. 81—35) lasta perpendikulaar liikuma-
tule, siis saame taisnurkse kolmnurga, mille kiilgedeks on liikuv raadius, per-
pendikulaar ja liikuva raadiuse projektsioon liikumatule.

Kui nurk « on I-ses veerandis, ndit. ¢ = > A0C, (joon. 81), siis ni-
" metasime tema sinuseks perpendikulaari C;D, suhte radiusse OC;, -tema cosi-
nuseks projektsiooni OD, suhte raadiusse OC, j. n. é.

Samati médrasime ka IlI-ses veerandis oleva nurga trigonomeetrilised
' fanktsioonid.

Kokkukolas sellega médrame koikide nurkade goniomeetrilised
ehk trigonomeetrilised funktsioonid jirgmiselt:

perpendlhulaar : projektsioon
sin « — G087 == T
raadius e raadius
perpendlkulaax A pmJektsmon
t . i
g })10]ekt9100n ? Pig ol perppn(hkulaar /

Mrgid. Liikuv raadius R loetakse absoluutseks suuruseks,” sest et tema
pikkus el muutu.

Perpendikulaarid loetakse:

I ja II veerandis positiivseks (iilalpool horisontaaljoont).

III ja IV veerandis negatiivseks (allpool horisontaaljoont).

Projektsioonid loetakse:

I ja IV veerandis positiivseks (paremalpool punkti Q).

IT ja III veerandis negatiivseks (pahemalpool punkti O).

Nende miédruste pohjal saame goniomeetrilistele funktsioonidela neljas
veerandis jéirgmised miirgid:

Siavs dosinvs fo.naens "a ¢o’[a,ngen5

D G Gl
_EE_ t- ;

Joon. 37. . Joon. 38. Joon. 39.

_,.Q;Hl
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3. Funktsioonide kujutamine joonldikude abil.

Votame sooris (joon. 40), mille raadius O4 =1, nurga COA = a (I-ses
veerandis), tdmbame OA-le punktist C perpendikulaari CD, tdmbame puutuja
soorile punktis 4, — nondanimetatud alguspuutuja — kuni 1dikumiseni kiilje
OC pikendusega ja punktist B tombame BF | BO kuni 1dikumiseni kiilje OC
pikendusega.

Siis saame : :
: CD 0D
1 1)82na—m—T=CD,
CD — perpendikulaar liikuva raadiuse otsast liiku- -
A matule — nimetakse sinusjooneks.
0D 0D
2) CoS o == *()70 = “l‘"‘ —= OD,
OD — liikuva raadiuse projektsioon: liikumatule
tIoon. 40. — nimetakse cosinusjooneks.
T G LAY ol

A T G

joonldik KA, mille liikuv rdadlus OC loikab alguspuutujal, nimetakse tan-
gensjooneks.
Qb DR B

joonloik BF, mille liikuv raadius OC Idikab puutujal punktis B, nimetakse
cotangensjooneks.

Téiesti analoogilise konstruktsiooni vdime sooritada nurkadele II-ses,
III-ndas ja.IV-ndas veerandis (joon. 41—43).

Joon. 41. Joon. 42. Joon. 43. i

Ulesanme. 1. Mairata trigonomeetriliste funktsioonide mirgid kdigis .

veerandites joonistuste 40—43 pohjal.
: sin
2. 'Toendada, et pohivalemid: sin?a -+ cos’a = 1, tga = co_?g

tg a . cotg =1 on maksvad ka iildistatud funktsioonide juures.
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/| 4 Negatiivsete nurkade funktsioonid. e

Positiivse nurga saame liikuva raadiuse OB podrdudes %
positiivses sihis (s. t. vastu péieva ehk pahemale poole). Poor-
dub aga liikuv raadius negatiivses sihis (s. t. peri pieva
ehk paremale poole), siis saame negatiivse nurga. Joonistu-
sest 44 selgub, et

sin(—a) = —sina, €os(—a) = — cosa,

tg(—a) = —1ilga, cotg(—a) = — colga.

B
!-"
crasam

Ulesanne. Niidata, et iilaltoodud valemid jdévad 0i-
geks ka siis, kui nurk « on II, III ehk IV veerandis. Joon. 44.

{ 5. ARedutseerimise valemid.

Tombame sGoris (joon. 45), mille raadius 04 = 1,

kaks diameetrit, mis stimmeetrilised teljele 0O4. Kui
v /2 AOB; = a, siis
A 2L AOBy = 180°— ¢ (II v.),
Ba 2L AOB; = 180° + @ (IIL) v.),
2L AOB, = 360°—a«a Iv v)).
Nende nurkade sinus- ja cosinusjooni vorreldes,
Joon. 45. : 4
leiame :
sin (180° — a) = sin a sin (180° 4 a) = —sinea
cos (180° — a) = — cos a c0s (180° + @) = — cos a
tih. ka tg (180° —a) = — g a tg (180°+4-a) = tga
cotg (180° — @) = — cotg a cotg (180° 4- @) = cotg «
8in (8600 —a) = — sin «
cos (860° — a) = cos «
tg (360° — o)\ = —tga
cotg (8360° —a) = — cotg a

Tombame niiid kaks diameetsit, B, B, ja B,B,,
mis siinnitavad nurga « teljega DD,. (Joon. 46.)

2L AOB; = 90° —a (I v.)

2L AOBy = 90° 4« I v.)

2L AOBy = 270° — ¢ (Il v.) g

2L AOB, = 270° -} & (IV v.). ~ . Joon. 46.

Vordsetest kolmnurkadest saame:
stn (90° — a) = cosa sin (90° + @) = cos a
. c08(90° —a) = sina c0s(90°+a) = —sinea

tg (90° — a) = cotg a tg (90° 4+ @) = —cotg @

cotg (90° —a) = tga cotg (90° +a) = -—lg a
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sin (270° — @) = — cos @
c0s (2700 —a) = —sin«

tg (270° — a)' = cotg «
cotg (270° — a) = tga

/

sin (270° 4 a) = — cos a

€08 (270°4-a) = sina

tg 270° + &) = —colg a
cotg (270° +-a) = —tga.

~ Edasi, nurk 360° -« algab ja 1opeb seaisamas kus nurk « (joon. 36);
tdhendab, nende nurkade iihenimelised goniomeetrilised funktsioonid peavad

olema vordsed
~ 8in (360° +- )
cos (360° -+ a)

— SN«
- ¢os a.

7 g

Sinus ja cosinus ei muutu argumendi kasvades 360° vorra. Sellest

| jérgneb ka, et
[ 5 (360°.% -} a)

&

=8I w

cos (360°. &k + «)

== EOS

kus % on mistahes tiisarv.

Tangensi ja cotangensi kohta tdendasime valemid
tg (180° 4 a) = tg a; cotg (180" -+ a) = coty a.

Ag” A Az

Ag 40
Joon. 47.

Tih., tangens ja cotangens
ei myutu argumendi kasvades 180° /
vorra, jarjelikult ei muutu nad ka
argumendi kasvades 180°. % vorra,
kus % on mistahes tdisarv.

g (180°.k+0a) ~ igea;
cotg (180° . k - «) = colg a.

Definitsioon. Funktsioonid,
mis -ei muutu — ei suuruselt ega
mirgilt — kui argument teatud
arvu vorra kasvab, nimetakse pe-
rioodseiks fumktsiooneks. Trigo-
nomeetrilised funktsioo-
nid on petioodsed; sinuse ja
cosinuse periood on 360° tangensi
ja cotangenisi periood aga 180°.

6. Funktsioonide muutumine.

Trigonomeetrilisi funktsioone kujutavad joonldigud néitavad selgesti funk-
tsioonide muufumist nurga muutudes. Kujundame soori raadiusel 1. Sinus-
joonteks on 'A,B,; A.Bs, A3By . . AzBy;, AgByg, cosinusjoonteks on B0,
B,0,' B3O . . . B0, Bi;0; neid vaadeldes leiame: :



Nurga suure-
nedes

09— 90° (L v.)

90° — 180° (II v.)

suureneb 0 kuni 1.
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Sinus on

positiivne,

!

Cosinus on

. positiivne,
viheneb 1 kuni 0.

positiivne,
véiheneb 1 kuni 0.

negatiivne
viheneb 0 kuni 1.

180° — 270° (III v.)

viiheneb 0 kuni —1.

.e \
negatiivne,

'suureneb —1 kuni 0.

negatiivne ,

270° — 360° (IV v.)

negatiivne,

suureneb —1 kuni 0./ suureneb 0 kuni 1.

positiivne

860° — 450° (V v.)

Vaadeldes tangensi ja cotangensi kujutavaid joonldike

nagu I-ses v. ‘

J- n. e

(joon. 48 ja 49) leiame :

|

Nurga suure- |
nedes

0% - 90° (I v)

Tangens on

positiivne,
suureneb 0 kuni co.

-nagu I-ses v.

Cotangens on

positiivne,
viheneb co kuni 0.

900 — 180° (II v.)

negatiivne,
suureneb —cokuni 0.

negatiivne,
viheneb 0 kuni —co.

1800 — 2709 (111 v.)

positiivne,

suureneb 0 kuni oco.

positiivne,
viheneb oo kuni (.

negatiivne,

270% — 360° (IV v.)

Mérkus. Kuieon viga viike nurk, siis g (90° — ¢j =
= M == viiga suur positiivne arv, & vihenedes suureneb M
alatasa ja v0ib saada suuremaks igast arvust nii suur kui
Teisiti Oeldakse seda mii:

tahes.

suureneb — oo kunio.| vitheneb 0 kuni — oo,

Nurga (90° —¢) tan-

negatiiyne,

gensi piiriks, e 1oputa vihenedes on positiivne

lopmatus, .ehk

lim tg (90° —"6)8 g -+ co.

Joon.84.

Joon. 49.

3*
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Nurk 90° -+ ¢ on Il-ses veerandis, tema tangens on negatiivne ja seda
suurem, mida véiksem on &:

lim tg (9094 &), _ g = — o<

Kokkuvdte. Sinuse ja cosinuse suurus kdigub — 1 ja -1 vahel,
nende absoluutne vairtus ei voi olla suurem kui 1; iildjuhusel on ta lihtmurd.
Tangensi ‘ja cotangensi suurus kdigub — co ja -} oo vahel, missugune ka oleks
reaalne arv N, alati vdime leida nurga, mille fangens on N.

7. Trigonomeetriliste funktsioonide graafiline kujutamine.

Funktsioonide graafiliseks kujutamiseks voetakse kaks vastastikku per-

pendikulaarset sirgjoont, mn. koordinaatide teljed — OX ja OY.
Sirgjoonele OX — ehk abstsisside teljele — mdddetakse joonldigud, mis

proportsionaalsed argumentidele s. t. nurkadele; joonldikude otsadest tomma-
takse perpendikulaarid OX-le, ja neile moddetakse joonldigud, mis propor-
tsionaalsed vastavate nurkade funktsioonidele. Saadud punkte iihendav kdver-
joon ongi funktsiooni graafiliseks kujutuseks.

Esimese veerandi nurkade funktsioonviidrtused leiame kiillaldase tipi-
susega joonist 6. Redutseerimise valemite abil leiame ka kdigi teiste nurkade
funktsioonviiéirtused. Neid viidirtusi graafiliselt kujutades, saame jirgmised
koverjooned.

a) Stnuse ja cosinuse kdver.

Joon. 50.

Funktsioonide graafikad niitavad:

1. Sinuse ja cosinuse koverad on katketud jooned; sinus ja cosinus’
on jirjelikult katketud funktsioonid.

2. Tangensi ja cotangensi koverad on katkelised, ndit. kui nurk liheb
suurenedes file 90°, siis tema tangens-teeb hiippe — o kuni — < ; fangens
- ja cotangens on katkelised funktsioonid.
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bh) Tangensi ja cotangensi kover.

3. Trigonomeetrilised funktsioonid on perioodsed; sinuse ja cosinuse
periood on 360°, tangensi ja cotangensi periood 180°.

Vil peatiikk.

Trigonomeetriliste avalduste teisendamine.

1. Nurkade summa sinus ja cosinus.
sin (« +8) ja cos (a4 p).

1. Juhus. «-}+B<790° Kujundame nurkade « ja g summa o¢--f3
(Joon. 52). Votame ddrkiiljel mistahes punkti 4 ja tombame AB | OB, AC
1.0C, CE | AB. 2. CAE = 2. COB = a, sest nende kiiljed on vastas-
tikku perpendikulaarsed. Joonistusest vdime kirjutada:
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AB _CDAE ' OOsina- ACcosa,

g Sl ey s Vi
8in (a—I—ﬂ) Oosz' a+0f1)cos“ aga gj—cosﬂ,—og—-smﬁ, téh.
; 4 s'm(a 4 B) = sin «cos B+ cos « sin B.
_m—mmm—————
\ . i0B.  OD—CE
cOS(a—{-—ﬂ)—m-- T-
__OCcosa—ACsina
Ay 0A
cos (a -+ B) il - C08 @ — ‘éﬁsz’n a.
1L cos a +B) = cos & cos B — sin a sin .
Joon. 52. DR LR S g ﬂ<96°;

: -+ 8>>90° — tdompnurk.
Korrptes 1 juhuse konstruktsiooni (joon. 53), vdime kirjutada:
sin (¢ +B) AB -DCO_Z il OD sm 5 - Al_)_cggg = sinacosf+cosasin .

Samuti ;
OB; ' 0C=—BC 0D cos AD sin
; s (el = bl S e ey gy

= 08 a cos B — sin « sin B.

Saime toesti samad valemid, kui 1 juhu- |
sel, ti#h. valemid on Giged koigi teravnur- -
kade juures, Et valemeid laiendada koigi 1«: -
nurkade tarvis, selleks tdoendame e g

Abilause: Kui valemid : j A :

sin (u-+v) = sin u cosv -} cos u siny i L N/G

LT S ¥ — SIN W SIN Y
cos () €OS [ COS ¥ — SUN W 81N Joon. 53.

on diged mingisuguste antud nuar-
kade p ja v juures, siis jddvad nad digeks ka sel Juhusel
kui ihele neist nurkadest juurde lisame 90°

Toendus. Lisame, niiit. nurgale w juurde 90° saame p, = ,u—}—QOd

ja nditame, et valemid jddvad digeks nurga‘ (1, +») tarvis. Tdepoolest:
sin(u, 49 = in(90°+u -+ = sin[90° -+ (w4 »)] = cos (w4 »).
Tingimuse pohjal on aga cos (u—v) = cos u cos v — sin u sin ».

Tidhendab, :
sin (uy —+v) = cos ucosy——sin u sinv,
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ehk, pannes paremale peole u asemele pu = p; — 90°:
8in (uy ) = cos (u; — 90°) cos v — sin (u; — 90°)'sin »
(4) = ¢08 (90° — 1,) cos v -} 8in (90° — u,) sin v
s = 8in Wy cos v -} cos uy sinv. - \

Samuti cosinuse tarvis:
¢0s (p; 4 ») = cos (90° + u + ») = ¢0s [90° 4 (1 + »)] =
= —§in (u -t v) = — sin p cos v — cos p sin v =
_(B) = — sin (u; — 90°) cos v — cos (u; — 90°) siny =
= sin (90° — u,) cos v — cos (90° — u,) sinvy =
== €08 [y COS ¥ — 8iM [ty SIN V.

Mis oligi tarvis tdendada. _

Uldistus. Valemid 4 ja B on antud tingimustel diged. Tdendatud
abilause pohjal jadvad nad digeks ka siis, kui iihele nurgale, niit. »-le juurde
lisada 90° Kui », =» -} 90° siis on diged valemid
(4,) sin (py ~ v,) == sin p, cos v, -+ cos uy sin v,. Lk
(By) » €08 (py —F ;) = cos w, €os v -+ sin p, sin v,.

Tdendatud abilause pdhjal jiéivad valemid A4, ja B, digeks siis, kui u,
asemele kirjutada u, = p, + 90° jne., jne., vdime korrata seda tdendust, kuni
tuleme kui tahes suurte nurkade juure. Tihendab, valemid I ja II, mis
meie tdendasime esialgu .ainult teravnurkade tarvis, on
diged koigi positiiviste nurkade juures.

2. Nurkade vahe sinus ja cosinus.

Sin (¢ — B) ja cos (« — B) leidmiseks laiendame summa valemid
I ja Il negatiiviste nurkade tarvis. Olgu, niit.,, » negatiivne;
sellele nurgale lisame juurde % korda 360 nii et saame positiivse nurga. Kui
v-le juurde lisada 360°. %, siis suureneb ka summa (u--») 360° k vorra,
sin (u-+») ja cos (u-») aga ei muutu argumendi kasvades 360°.% vorra.

Voime kirjutada
sin (u - v) = sin [u - (3600 & -} »)]
€08 (1~ ») = cos [u -+ (360° & -+ »)].
Nurgad u ja (360° % -}-») on mdlemad positiivsed, tih. vdime tarvitada
valemeid I ja II, sellepiirast
sin (u —v) = sin [u 4 (360°. k -+ )] = sin u cos (360°, &k -+ ») -
~+- cos p sin (360°. & ) ;
cos (u - ») =¢os [t - (3600, & - )] = cos u cos (360°. & - v) —
— sim p sin (360°. k -+ ) ;
aga _ sin (360°. &k ) = sinv; cos (360° &k ) = cosw
tdh, | $in (u - v) = sin u cos v - cos u sin v
cos (u-+-v) = cos w cos v — sin w sin v.
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Valemid I ja 1I on maksvad siis, kui iikks nurk on negatiivne. Analoo-

giliselt voib tdendada, et nad on diged ka siis, kui mdlemad nurgad on ne-
gatiivsed.

Olgu u=ua; v = — 3, siis vdime eelmised valemid @imber kirjutada:
sin (e« — B) = sin a cos (— B) + cos a sin (— B) ;
cos (« — B) = cos « cos 3 — sin a sin (— B).
1I1. sin (@ — B) = sin a eos B -— cos a sin f.

1V. o8 (« — f3) = cos a cos B+ sin a sin §.

3. Nurkade summa ja vahe fangens ja cotangens.

sin (@ +pB) _ sinacosB—+cosasinf
e cos (@ +-B) ~ cosacosB—sinasing
Jagame murru lugija ja nimetaja iga liikme cos « . cos 3-le, siis saame:
sin a cos cos a sin 3
e+

) cos a cos fB cos cosﬁ
tg ( + ./ e cos & cos [)’ Sin o sin g’ koondades

cos @ cos 3 cos « cos f8

/

; & t
% saame tg (@48) = %g_a%; &

‘ __cos(a—+p) __ cosacosB—sinasing
e o7 1 M sin (@ +p8) singcosﬂ—}—cosasinﬂ'

Jagades murru iga liikme sin a sin 8-le saame:

cos @ cosB  sinasinf

- tg + gy = sin a sin B sin aisg.riﬁ faic
'sin o cos B 4 cos a sin A
sinasinf ' sinasinf
: t —1
VI coty (a + ) = {60ty o  votg §

cotg o -+ cotg B

Valemid V ja VI on valemitest I ja II algebraliselt tuletatud, nad on
nii sama ileiildised, téih. nad on diged ka negatiiviste argumentide juures.

: tgat+tg(—p _ tga—1tgB .
e tg(a_m ——tga.tg(—ﬂ)_ 1+tgatgB’
cotg (« — B) = volg o cotg (—B) —1 _ cotgacotgf—1

cotg a - cotg (— B) cotg e« — cotg B

' i cotg a . cotg B +1
VIIL coty (« — ) ¥k cftg 8 —gcotq &
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4. Kahekordse nurga ja poolnurga funktsioonid.

Kui valemites I ja II, votta § = «, siis saame:
.sin(ata) =sin2a = 8in acos a- cos asina;
cos (@ + @) = cos 2 a = cos & cos « — Sin a $in a.

1. stm2a = 2 sin acos a, 2. €082 e = cos®a—sin?a.

Kui panna cos® @ = 1 —sin® o, ebk sin®a = 1 — cos® a, siis saame:
3. cs2a=1—2sin*ac ja 4. cos2a = 2cos®a—1.

Sellest jirgneb :

5. 2sim’a=1—cos2uq, 6. 2cos’a =1 cos?2a.

Kui nendesse valemitesse 2« asemel kirjutada e, téh. « asemel 5 siis :

: . a « (24 «
a) sina=2sn - ) 2 = cos® — S
la) sina sin 5 cos a) cosa = €os g5 — S5
o 1— cos a : a 1} cosa
a) sm - = |/——. a —=
5a) sim 5 V 5 6a) cos 3 5

Jagades 5Ha):6a)le leiame

Ulesanded.

1> st e = g-, sinf = 1—)?; Vilja arvata sin(a—+p), cos(a—pB), tg(:z—{-[u’)
Ja_coty (a = B).

2. cosa=§~, cos 8 =
ja cotg (a — B).

3. Teades sin 80° ja cos 30°, sin 45° ja cos 45°, sin 60° ja cos 60°, vilja
arvata sin ja cos: 75°% 900, 1059 15°.

4. Teades tg ja cotg: 30° 45° 60°, vélja arvata ¢g ja cotg: 75° 90°, 105°.

5. Arendada: 1) sin(a+f-+7), 2) cos(a+B+7), 8) tg(a+B+7),
4) coty (« + B+ 7).

Niidata, et jirgmised valemid on diged:
sin(a+pB)—cosasinf
cos (@ — ) — sinacosf§
7. sin(a—+pB).sin(ac—P) = sin?a — sin®p.

sin(y+p) _ tgatigp

s rony sy il e

V2

St Vilja arvata sin (¢—f), eos(a—p), tg(a—p)

6.

tg c.
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9. sin3 @ = 3sing—4sin’g.

10. cos3 ¢ = 4 cos® ¢ — 3 cos @.

11. (sina+cos a®=1+smn2a

12. tg (45° + ) — tg (45° — @) = 219 2 .

18. tga—}—tg(SO—-}—a)———tg(’ﬁO-—a)—3tg3a

|/1+szn2a i
4. —_— : A
¥ : 1—sin2a fg (86 + o) :

5. Funktsioonide summa ja vahe teisendamine.

Viga tihtsad on valemid, millede abil voib funktsioonide summat ehk
vahet moondada kasvatiseks ehk jagatiseks, sest sarnased moondamised liht-
sendavad mirksa logaritmilist viljaarvamist. :

Arendame sin (z +-y) ja sin(z —y), arvame nad liilkme kaupa kokku
ja siis arvame teise esimesest maha:

@ . . . . . sin(z+y) = sinzcosy-tcosxsiny.

® . . . . . sin(x—y) = sinxcosy— COST SINY.

(@a48. . . . sin(@+y) tsin@—y) = 2sinxcosy.

(@—b). . . . sin(z+y)—sin(z—1y)=2coszsiny.
Seda sama teeme. cosinusega :

(B /. . e cos(m-y) = cosxcosy — sin x sin Y.

(@ . . . . . cos(x—1y)= cosxcosy—sinxsiny.

k+0. . . . cos(x-+ y)+cos(x—y) = 2cosxcosy.

1 3o 0 R cos (z - y) — cos (x — y) = — 2 sin x sin y.

“-Saadud valemeid on holpsam tarvitada, kui (x + y) asemel kirjutada «,
samuti (z — y) asemel 3. Vorrandusist:

x4y =q
. r—y=48
G _a+t8 S
leiame :  artar v eyt
. Meie vdime, jirjelikult, eclmised valemid nonda iimber Kirjutada:
; LB e e a—f
(@+8 . . . . sinetsinf=2sn 5 boe" o
(@==0) "6 % sz‘na——sinﬂ:Zcos—é—ﬂsma—;(g
k+0 . . . . cosa-cosB=2cos - + 6 a-gf?.
J
(=)t cosa——cosﬂ-——-—2sina+‘ﬂsina—ﬁ.

2 2
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{

\
Kerge on moondada ka tangensite ja cotangensite summat ja vahet.

sine | sin B __ sim acos B + sin f cos e @
cosa ~eosf . €os « cos 3

tgatigp =

5, tgatigh = LF]
patp cos a cos B’
Samuti tuletame valemi

sin (B +
6. cotga—tcotgf = ﬁ%ﬁ?

Loppeks, anname logaritmilise kuju kolmnurga nurkade sinuste ja cos:-
nuste summale.

a4 B4y = 180°% tih. siny = 8in [180° — (¢ 4 B) = sin (a+ﬂ)]
1) szna+sznﬂ—+—szn7 sma—}-smﬂ—]—sm(a—{—ﬁ)~23m +ﬂ 5 ﬂ—{—
+Zszn +‘3 iy 2 sin _.I)_.‘g(cos ;6—{—003—%’—@) ==

'2
+5 g8
= 4 sm - 20932,
“+5_ i A s ST O s ot sl RIS
S = B =="190 ¥ 8in 3 —cos_z,
tdhendab, 1opulikult
Sina+$“25—|— siny = —1008%0082008%-.
tga—+tg B
— Oii = — e -
2) = 10— (Bl = i (o 1) = S i

tgattgBttgy = tga.tgpB.lgy.
f !
/ Ulesanded..

Anda logaritmiline kuju avaldusile:

1) sin 47° 4 sin 38°,  2) sin 68° - sin 80°% 3) cos 49° — cos 21°,
4) tg 14° 4 tg 46°, 5) sin® o —sin?B, 6) cos® a — cos® B,
ﬂmﬂwmsﬂmt%§mﬁﬂe

sin a — sin 8’ 1—tga
10) “cosa’ 11)1+cosa
sin o sin «

Niidada, et on diged jirgmised valemid :
1) sin (30° + «) 4 sin (30° — a) = cos a.

2) sin a4 sin B sin (« + B) = 4 cos écos‘gsm —I—p’.
3) sin a - sin B — sin (a + ) = 4sinzsm2 Sin— +ﬂ.
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4) sina—sing -+ sin(a+p) = 4sz‘n%cos§cos?jﬁ.

sin (a -+ 8 -+7)

cos a.cos . cosy

5) tga+-tgB+tgy = tgatgBigy +

6. Abinurga tarvitamine.

5. Arendatud valemid vdimaldavad avaldusele logaritmilise kuju andmise
ainult monedel erijuhustel. Siin anname ildmetoodi nn. abinurga méira-
mise teel. ;

Ulesanne. Kalie avalduse algebralisele summale 4+ B
anda logaritmiline kuju.

Lahendus. A+ B = A(l—}—g). Olgu 4 ja B missugused tahes,
alati on vOimalik médrata niisugune nurk ¢, mille tangens oleks vdrdne

s B
murrule —, siis saame:

A X
A sin (45°
A+B = A(1+1lgg) = A(lg45°+1tg9 ) = 0‘0;4(50—.0;)?;?-
Samuti ") ;
A sin (45° W) LB i
R T e B ey AR

Selle metoodi abil voib igale binoomile anda logaritmiline kuju ja,
tarvitades seda metoodi mitu korda, igale hulkliikmele.

Erijuhustel voib lihtsamini toimetada:

Esimene erijuhus. — Summa. — 4 ja B mirgid on iihesugused ;
g on siis positiivne, vOime votta f = g% ¢, siis
i J?) G py e A
4+ B = A(l—l—A = A (14 t9%p) = ek
Teine erijuhus. — Vahe. — 4 ja B mirgid on isesugused. Olgu

A4 > B, véime votta g = gin® @, sest g <51, siis saame

A—B =A(1—§) = A (1 — sin® @) = A cos® p.

Kui avalduses 4 — B on B> A, siis kirjutame

A
A—B = —-B(l— E)’
analoogiliselt endisele saame: !

A+~ B= -+ Becos?p, kus sin?p = %
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Ulesanme. Anda logaritmiline kuju teise astme ekvat-

siooni A dila
reaaljuurtele.
Ekvatsiooni juured

Zog = —é—’t]/’—f o Py 1’2(1 it ) == (1 +V )

1 Juhus. '¢ >0, kui juured on reaalsed, siis % — q >0, tdh.
4q
P'>4¢ p <L .
Votame 4_24 = gin? (17 ehk sgn¢ — Z_V_q .
b »
téh. $12=-——(1+V1 sm2¢)_ 4 1T eob @)
; AT T 2( -+ €08 9’)’
p asemele viime panna tema suuruse vodrrandusest sin ¢ = l{ﬁl S i.an,
saame : p P
o l—cosq) agel 2
- ed o AR s e T LT
— 1—|—cos¢ — @
7 = —Vq. sing —Vaq cotgé.
2
2 Jubus. g<_ 0" ja Z—q>0.
Votame : 2l Ep—g A tg>p, ehk tgp = ,Zl/{)_,_q_.
Leiame :
= —205ViFwy) = -2 (13 =) = — (=2t
:1:1,2 9 (1+Vl+tg qj) 2 1+003¢ 2 COSQ ¢
Vorrandusest: &g ¢ = % leiame p = L2 Aol S ﬂ.___gjﬂsf
tg @ sin @
tdh.
VORGHE sgroh  ot. Pk et
- o ¥ " osing ik o & sing
AL Y IS i
. V q 3 tg 2 3
\\ S —"
Bl cosp+1
=T sin g —V—q.ctg3.

See moondamine kergendab. teise astme ekvatsiooni juurte leldmlst, siis
kui tema koeffitsientideks on paljukohalised arvuq : (



46 !

Ulesanded.
Vilja arvata abinurga kaudu:
1. X = 0,917 sin* 51017’ 16” 4~ 1,7568 cos® 40° 29",
¢ 2 X = Vb sn?25025" 25" — )/ 2,5 cos? 18° 10’ 15",
3. Anda logaritmiline kuju avaldusele a sin e + b cos @ = ¢, méadrates

abinurga vorrandusest Q = {g . (VastuS' ¢ = %ﬂ)

4. Tarvitada eelmlst moondamist vorranduses 4,751 sin + 1,174 cos =
= 0,716.

Viljaarvata logaritmide abil:

5. x*+42,75172 2 -} 0,51480 = :
6. 47,218 22 19,174 2 — 54,2184 = 0. e K2

\

7. Trigonomeetrilised vérrandused.

Trigonomeetriliseks nimetakse yorrandused, milledes esmevad otsitavate
trigonomeetrilised funktsioonid. /

Nende vorranduste lahendamisel tulevad 1) otsitava mitmenimelised
funktsioonid avaldada tema the funktsiooni kaudu, 2) n-kordse argumendi
funktsioonid avaldada iihekordse (lihtsa) argumendi kaudu.

Niitus 1. cos?p-+38sing —38 =

Siin on otstarbekohasem avaldada koik funktsioonid sinuse kaudu:
cos>p = 1— sin® @, tih.

1—sin’>p-+3simg—3 = 0,
sin*p—38sinp-+2 = 0.

(Vorrandus on analoogiline vorrandusele: z®—382z 42 = 0),

AL 3+1V9—8
2
Sin ¢] —_— 1, tﬁ.h. g)l -, 900
/ sin g, = 2 see ei ole vdimalik.
Tuleb silmas pidada, et ¢, = 90° ei ole ainukene nurk mis rahuldab

tingimust sin ¢, = 1, ka sin (90° 4 %.360% = 1; tih. antud vorranduse
lahendus ¢ = 90° 4% .360°% kus % on mistahes tdisary.

j Sk { 2 hesnd
Niaitus 2. sm~’¢p—20032¢—|—§ sin 2@ =

Avaldades kahekordse argumendi lihtargumendi kaudu saame
$in® @ <2 cos® @ |- sin @ cos ¢ =
Jagades koik lifkmed cos® p-le: '
Notg—2+tgg =



s e
Siit leiame: iy
g =1 gy = 45°-}180% k;
0 s = —2; @3 = 116°83'54" -} 180°. &.

I

Ulesanded.
28mep—1=0. 2. 38singp=2cosp.
Pp—tgp=10. 4, singp-fcosp=11. .
cos® @ —sinp =2-—5¢cosp. 6. 28np=3cosq. !
Bsiup—2sm2¢p-+3cosp=0. 8. 2cos2¢—sme=1.
sin?2¢@ +2sim*p=2. 10. 'sin2¢@ = 3 (sin ¢ — cos ).

1. tg2¢ =2sing. 12. tgp = cosg. ;

\

m oo

] e ) b
13. asin g + bcos g = ¢ lahendada abinurga kaudu vottes ok tg x.

14. 2sin@p-|3cosp=2. ~15. tg2¢-f-tg8¢p =38ige.
16. 15sing —27cosp = 15.  17. sin*@p}-cos' @ = 2 sin 2 ¢.

18. asing —beosp = (2a-+b) sin"g—bcoﬁg.

Viil peatiikk.

Trigonomeetriliste funktsioonide valjaarvamine:

1. Nurga médtudest.

Nagu pikkust moota voib viiga mitmesuguste tiksustega; meetritega, jal-
gadega, kiilinardega jne., nii voib ka nurkade mdotmiseks tarvitada mitme-

suguseid iiksusi. Seniseks fiksuseks oli kraad ehk gp 058 tdisnurgast ; kraadis

on 60 minutit, minutis 60 sekundit. Need mdddud on Baabiilonist pirit, seal
olid nad, enam-vihem kokkukolas numeratsiooniga, sest ka selle aluseks oli
60-ne kava. Meie numeratsiooni juures aga ei ole need moddud kiillalt prak-

tilised. Monel pool on nurga iiksuseks voetud »1—(1)—” osa téisnurgast ja alamad

iiksused tuletatud ainult 10, 100, 1000-le jne. jagades. Nimetame i% osa

tiisnurgast senti i; raadiks. Uhelt siisteemilt on muidugi kerge iile minna
teisele, teades, et 90° = 100 sentikraadi.

Ulesanme. 1. Avaldada kraadides nurk « — 27,146 sentikr. .
2. Avaldada sentikraadides nurk ¢ = 80°15" 6”.



Taheteaduses on tarvitusel kolmas iiksus, nimelt %osa tdisnurgast, mis

nimetakse tunniks, tund jagatakse 60 minutiks, minut — 60 sekundiks.
T&h. 15° == 1 tond = 1%, 16" =='1" 15" == '1* !

Ulesanne. 1. Avaldada kraadides nurk a = 7t 30™ 5°.
2. Avaldada tundmdddus nurk « = 128°40° 52”.
3. Avaldada sentikraadides nurk « = 15! 24™ 26°.

2. Nurga radiaal-moot.

Puht-matemaatilisis kiisimusis ei ole § 1 kisitatud tiksused otstarbekoha-
L ATRE osa téisnurgast
90’ 100’ 6
on enam-vihem juhuslikult valitud, ilma olulise pShjuseta, nad ei jirgne otse-
kohe nurga mboistest.
Sellepirast katsume saada fiksust, mis oleks nurga mdistega lihemalt seotud.
Kui nurga kiillgi 1digata (joon. 54) kaartega, millede keskpunktid on
nurga tipus O, siis leiame
v 4,B;, < 4,B, ~A43B;  kaar
COB T, LOBs OBy Tahdine

sed. Seda ei tarvitse imestada, sest need iiksused :

8
==.— == oonst;
»

kaare suhe raadiusse ei olene kaare ega raadiuse suuru-
sest. See suhe (s:») midrab tiiesti nurga; tah. kui kaks nurka on vdrdsed,
siis on neil ka vordsed suhted s: 7 ja timber-
poordult.  Sellepirast vdime suhtega s:r
modta nurga suurust. Suhe s:» nime-
takse nurga radiaal- ehk abso-
luutseks modduks.
Nurga radiaal-mdddu iiksust nimetakse
radiaaniks. Milline on see iiksus, milline
Joon. 54. ‘ nurk on 1 radiaan suur? Teiste stnadega,
kui suur on nurk kraadides, kui s:r =12
Kui s:» = 1, siis peab olema s = (radiaan on nurk, milles
kaar vdardub raadiusele). Kui kaar vdrdub sddrjoone pikkusele :
s = 2nr, siis on vastav nurk 360° tdhend. kaarele s = r vastab nurk z =

0 < 0 -~
i 360 . 7" PRRE (}@_9—‘ Koz 570 17/ 451/.
2 nor 27

1 radiaan = 57017 45",

w Ulesanne. Avaldada jirgmised radiaanides antud nurgad kraadides:

¥ | T e b T T

g5 LR e B W T S
2, 5 0L 5 g g by



/ % 49 : y 2

Kerge on ka fimberpoordud iilesanne: ? kraadides antud nurk avaldada
radiaanides. 860°-le vastab kaar s = 27, tihendab, selle nurga mddt

radiaanides ; B i nd s B0,
3 ¥
360° = 2 n.radiaani
ol = .
x_Zn.aO_n.aO radiaani '
T 860°  180° :

Jirgmises tabelis on moned t#htsamad nurgad antud radiaanides:

2700 s (radiaani)- 60V == E
2 3
1809 = Ap0ianss
8 7T 5 i
000 %" 22 B 2
2 6

Ulesanne. Avaldada radiaanides jﬁrgn}ised nurgad: 189, 209 80°, 35° 20/,
89017, 470238 45", 193° 29’ 46",
; (I %
3. Viikeste nurkade funktsioonid.
Tahame teada, missugune on vahe & — sin 2. “Joon. 55 jireldame:
' BB <I\J AB << AK«
(sest BB, <_ BA <\ BA ja " ABC < AK - CK ehk 2\ AB <2 AK)
tiih. :

sin 2w <"ty
ka g
smE e 5
2
AR X
cosx = 1-—-2@in? = >1—=_;

2 2
kasvatades vOrratuse tg x>z cos 2-le,
leiame 8in x> cos x

§d o o B it
: 22
aga cosx >1— 57
i . &
tih. sin x> — 2
1 B
ehk T —sin e < . Joon. 55.

Siit.selgub, millise vea meie voime teha vdttes sin z asemele lihtsalt =
: 3
(absoluutses mdddus). Viga on viiksem kui %. Nidit: fui o =—1%== 1”87%)-:

4
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= q,017453 Fes Slls on - sinx < — (0,017453)% = 0, 00000265 . Tﬁh.

vottes sinz = 0, 01745 voime julged olla et koik 5 kiimnendméirki on diged.
Teades sin 1°, voime valja arvata cos 1% %9 1° jne. Suuremate nurkade funkt-
sioonid saame valemite jirele:

- sin (a® 4= 1°) = sin a cos 1° + cos a sin 1°;
niit. . s1m 2% = 2 sin 1° cok 1°;
stn 3% = sin 2° cos 1% + cos 2° sin 1° jne.

4. Sinuse ja cosinuse read.

Matemaatiline analiiiis arendab jédrgmised tdhelepanemisviidrilised read :

} Yo ogpt, D b z7
SN = — . — %
& 1.2.3_'_1.2...5 1.2...6.7+
22 x 5 ]
cosx =1— :

s eE o 1.2...6+"‘

.

 Sinuse rida kinnitab § 3 resultaate: kui 2 on nii viike, et juba tema
kolmas_aste on ilma praktilise tihenduseta, siis vdib sinx asemele vdtta liht-

T
T

o
T T TTF T

HEH

H]
&

]
4
: o
1
1
H

2t

+
b
us
n
T
Tt
4% a0 of

-
=

bt
"

FH
.

Joon. 56.

~salt z. X-i kasvades jouame kohani, kus teine liige — :—66— ei ole enam prak-

tiliselt téhtsuseta, ndit. tahtes vilja arvata sin x tapilt kuni 0,00001, ei saa
; 3
meie teist liiget tidhele panemata jitta, kui % on umbes 0,00001 ehk z on

%
5 1.2.3.4.5
duseta, sest ta on kaugelt viiksem kui 0,00001. Suureneb aga z veelgi, saab
ta ndit. juba suuremaks kui 0,1, -siis ei jid kolmaski liige enam mdjuta jne.

[

umbes 0,03, aga kolmas liige — on ka niiiid ilma praktilise tidhen-

:
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Et selgemat pilti saada neist vahekordade_st, Jjoonistame iihele graafikuie

1.0 == s .

Yy = &.
% ?fz"”—'iajs
fl-- o 1.953-"” 1.2.35.)4.5'
5. y=x—1,€%3+1.2x.5.5_1.290.‘..7'

.
Nieme: sinuse kover liheb kdverjoonest y = a vordlemis pea lahku,
3

koverjoonega » = x — 19; 3 liheb ta kauem iihes, veel kauem kdveraga:
o 27 :
Aatonar By R e

Mida rohkem liikmeid vitame funktsiooni analiiiitilises reas, seda tipima
kujutuse saame meie temale.

Ulesanne. Joonistada funktsioonile Yy = cos x jirgmised ndndanimetatud
liginemiskoverad:
i L L zt
i a* i
S AT Y R

'.'h\ ~

IX peatiikk.
Kolmnurkade valjaarvamine.

Ulesanne 1. Vilja arvata kolmnurk, kui on antud kahe
kilje summa a5, nende kiillgede vahe a—?% ja nende kiil-
gede vaheline nurk 5

( Lahendus. Sinuslause pohjal :

\ a _sma . a+b  sinae +sing.
b~ sinf T a—b ~ sina—sing’
-l—ﬂ «—8 '
ey 2 sin cos B .._tga_H? o o
i 2 cos +5 2’3 8 . 2

4%
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¢ e+ B A
a —'—‘b 9 == ( G
TS ppTny. See lause nimetakse tangenslauseks.
tg 5
o+ e S atp P
2 =, 90 ) TR COtg E 3
jarjelikult : , Sl b ke 7
J IJGI] ult tg 5 : + 7 Cotg &
- Eelmisest valemist leiame natga “: . nurk +ﬂ on aga juba teada;

a+ﬂ TR R
g e

tdhendab, nurgad o ja B leiame avaldusist: o« =

s al O
2 2
Kiilje ¢ saame sinuslausest. :
Mirkus. Tangenslauset tarvitakse kaldnurksete kolmnurkade viilja-
arvamisel, kui on antud kaks kiilge ja nende vaheline nurk: a, b, .
Kiisimus: Millelt on tangenslause parem kui cosinuslause ?
Ulesanme 2. Vilja arvata kolmnurk, kui on antud kahe

~kiilje summa a--5, nende vaheline nurk y ja kolmaskilg e

Lahendus. Sinuslauseist
; a sinae b sin ﬂ .
¢

¢ simy o . einy’
 tuletame proportsiooni ‘ 3
e B e-B S afg ag
4 ¢ 2 ‘
a-t+b sina+-sinf e T ~2sm IR,
e snle 1) 2 sin & eos Ceals
2 2
o —=f [ s
. cos — i o
a—,fB e
cos — sin 3
«a—g
€08 ————
{ b 2
\ Proportsioon .- _ci— = — ke
sin g

sisaldab Mollweidi esimese lause. Tema abil vdib antad andmeil: a5, ¢,

__y vilja arvata -a—%é. « ja B leiame nagu tangenslauseski.
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Ulesanne 3. Vilja arvata kolmnurk, kui on antud kahe
kiillje vahe a—2b, nende kiilgede vaheline nurk y ja kilg e.
Analoogiliselt iilesandele 1 leiame

; + g . a—p a—@
- 2 SIS RLY 0 e FESESIET.
a—b __ sina—sin Bt sim = 2 an g i - v 2
5 Py 2 sim + ‘8 ﬂ sin '3l cos ¥
2 2 2
sin 2 8
S a—b 2
Proportsioon it
cos %

!I

sisaldab Mollweidi teise lause.

Ulesanne 4. Vilja arvata kolmnurk, kui on antud imber-
mddt ad-b+c=2p ja kaks nurka.

Lahendus. Sinuslausest

a b ¢
. =l tuletame
s« smpB  siny
a a-t+b-+ec 2p
. £ ——— & (Vaata lhk. 48.)
7 n
i e $in @ 1 0 ﬁ+sm7 4cosgcosécos}i
2 2 2
' ‘» psinea p'sm%
R St 4 T
2 cos 5 cos 5 008 3 cos g 08y '

Ulesanne 5. Vilja arvata kolmnurk, kui on antud sisse-
joonistatud so0ri raadius » ja kaks nurka

Lahendus
(joonist. 57).

\

e T
x = ro0tg 5
Y = 7 colg g

[ !

‘T‘ Joon. 57.
|

|

l



: j 8\ cos cosg' i
c=x+y=¢(cotg§+cotg§) S v W
' sing  sin
Ao L e okl v
1 cos2sm2—}-co.s;2sm2 i sin — 5 reos
¥ SR o Ry TR
sin ;5 cos 5 sin o sing sin 3 sin'g

“Samuti arvame kiljed a ja b. | :
Ulesanne 6. Vilja arvata kolm»nn/rk, kui on antud iimber-
joonistatud soori raadius R ja kaks nurka.

Lah ; b
ahendus ST AL R
sin e sin 3 sy

Ulesanme 7. Vilja arvata kolmnurk, kui on antud nurk y

c ja joonldigud AD=]') 'ja-DB=q,
% \\ : milleks jagab kodorgus A\ -ga
h B by
i L aluse.
Jooni bR Lahendus. cotga:l? 'cotgﬂ=z,
y e

m p __colga, p+q __ cotga—tcotgf  sin(a-}pB)

g  cotgf’ p—gq cotga—cotg 8 sin (8 — a)
Ulesanne 8. Vilja arvata kolmnurk, milles on antud
b—c.a, 8. :
Lahendus. b—c¢  smfB-—siny  sing—sin(a-}p)
Y sina. £5) siN @

*

iArendades edasi leiame 5 : :
' K b—c+tacosp

A AR
: A i a sin
mis midrab kilje a.’
Ulesanded.

Vilja arvata kolmnurk, kui on antud:
o ae N0 T BRI 7.-==1100° 191.8"
2. a = 177,2; ¢ = 59,3; B = 51°38" 31"

8. a+b=24929; a—b = 2501; y = 15°22’ 86",
4. b+ec=1025; b—ec = 0,75; a = 20°54’,

5.  a == 86569; b= 2886; a8 = 24919° 80"

6. b= 1808; e =125; f—y = 64°8742".

7. a—b=17; a = 52048'46"; B = 45°0°16".
8 a—ec¢ = 007; 'a =82°00°29"; B = 42045'2".

[




66, . ! y

9. a:b=4:3; y = 58°16; ¢ = 20.

10. ath == 7:6; ‘a—f = 2050716"; ¢ == 84;5.
11. a = 64,48; b-}tc = 1054; o = 56°48".
12. a = 8224; b-—c = 21,05] o = 56°48’,

13, a+b = 884; ‘¢ = 58; a—p &= 70756 44",

14. a-b = 1845; ¢ = 10,95; a—fB = 9042’ 39"

15. Toendada, et kolmnurga imberjoonistatud soori raadius R s a}g.
(Térvita,da valemeid: S = %bc sina; a = 2 Rsina.)

16. Kolmnurga kiiljed a = 3, ?) = b, ¢ = 6. Leida R:r. /

17. Toendada, et kolmnuga pind § = 2 R®sin a sin § sin .

18. Tdendada, et kolmnufga péolperimeeter p = 4 R cos g‘ cosgéos 92,

19. S00ri puutuja ja 15ikaja vaheline nurk on «, loikaja vilimine osa
on b, sisemine a. Leida soori raadius. ; y

20. Kolmnurgas on antud kaks nurka ja sissejoonistatud sdodri pind S. |
Vilja arvata kolmnurga kiiljed..

21. Taisnurkse kolmnmurga killgede summa = 132, nende kiilgede
runtude summa = 6050.- Vilja arvata kolmnurk.,

Vilja arvata Kkolmnurk, kui on antud (h., m. téhendagu korgust ja
mediaani kiljele a, p. — nurga « poolitajat)

DA e 280 s Bener i 2 1 gk o i A 2B Rt T Wi

6Ll e BT 0 R e BB R ey A ag B

05 e B ey <8t a D Py 182 B s B8 b,

B4 75h e, mg s 1850 i g M B8 i s et BT g R e

88. 2p, by oy 89, ma, ha, pay 40. a-+Db, e o 41, a—b, ¢ B;

42, a-+0b; hay o 48. a- ¢, hi, he; 44. ho—hy a, ¢

45. ho—he, a, y; 46. a-+b, o by AT a—b, ¢, he;

48. a-+b, b, y; 49. a—b, a—B,¢c; 50. a-f-¢, ha+ he, a;

5l atb,.c,.a—8; .82 a-fe Iic—h,,,ﬁ‘; 88, @i e~ a) ke, 0

54.  a-+b, R, y; 55. a-+b, 8, y; 56. a4 b%.8, y;

57. a*-+Fb% 8, y; 58 a®>4 b2 he, y;  59. a—-'b—}—c, By

s e Rl B 1 R e 3

2. Stereomeetrilised iilesanded.

1. Piistprisma korgus on Ak, tema aluseks on ithtlane n-nurk, mille kiilg
vordub a-le. Miirata maht V. .
> 2. Uhtlase 6-tahuse piir’amiidi korgus h = 15 m sinnitab servaga
nurga « = 30° Maidrata pind S ja maht V.

3. Matirata tetraeedri kahetahulise nurga suurus.

4. Miirata nurk, mille siinnitab tetraeedri serv tetraeedri alusega.
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5. Kui suur on nurk kuubi kahe loikuva diagonaali vahel?

6. Uhtlase neljanurkse piiramiidi kiilgserv a siinnitab piiramiidi alusega
nurga «. Midrata tdis pind ja maht.

7. Koonuse kdrgus A = 10, tema telje ja kujutavjoone vahel nurk
a ='1205" 477, “Mairata S ja V.

~ 8. Koonuse kujutavjoone ja aluse vahel nurk on «; aluse raadius = R.
Miirata koonuse § ja V.

9. Koonuse Idikeks ‘tasapinnaga, mis ldheb libi tema telje, on kiilg-

ithtlane kolmnurk, mille kiilje pikkus on q. - Miiirata koonuse S ja V.
~10. Koonuse kujutavjoone ja aluse vaheline nurk on «; tema maht
vordub kera mahule, mille raadius £. Miirata koonuse kiilgpind.

11.- Koonuse tipust on tommatud tasapind nurga « all koonuse alusele.
See tasapind 10ikab alussoori piki sidejoont a, mis seob kaare 8. Miirata
koonuse maht V. & = 40925"42", g = 24°20" 30", a = 8,149.

12. Tompkoonuse kujutavjoone ja pohialuse vahehne nurk on «o; aluste
raadiused on R ja ». Miirata maht.

13. Tompkoonuses on teada: pdhialuse raadius R = 100, kdrguse A ja
kujutavjoone /! summa A -7 == 200 ja nurk kdorguse ja kujutavjoone vahel
a = 35042' 57”. Miirata kiilgpind ja maht.

14. Tompkoonusse on kujutatud kera. Kera maht on V7. Koonuse
kujutavjoone ja aluse vaheline nurk on «. Miiirata tompkoonuse pind ja maht.

15. Kera sektorisse, mille sfaiiriline pind on S ja mille pealdike kaar
on «, on kujutatud kera. Miirata kera pind.

16.  Madrata kera voo pind, kui tema aluste diameetrid seovad kaared
a ja @ ja kui trapeetsi pind, mille alusteks on need diameetrid, on 9.

17. Miirata kera segmendi pind ja maht, kui kera raadius on r ja
segmendi  pealdike kaar «.

18. Uhtlases m-nurkses piiramiidis olgu « serva ja aluspinna vaheline
nurk; B alusel olev tahk-nurk, y kiilgtahu alusel olev tasane nurk, J kiilg-
tahkude vaheline nurk, Leida nende nurkade vahekorrad. (Vastused: sina =

: ; 180° R0 o NG
= smB.siny; cosf = eotq y cotg T B 000 R N s e Sl

180%4 A
= €08 7 sin 7-)
3. Paidrkehad.

1. Parallelogrammis ABCD on antud kiljed AB = a, AD =
2. BAD = «. Miiirata keha maht, mis saabub parallelogrammi pdordudes
timber kiilje 4B. 9

2. Kiilgtihtlane ko]mnurk mille kiilg on @, p6ordub kolmnurga tipust
libi mineva ja kolmnurga tasapinnal asuva telje iinber; telg siinnitab kolm-
nurga kiljega nurga «. Miirata poorkeha maht ja pind.

a=15; a = 89°40 48",
i
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3. Antud on kolmnurga kiiljed a, b, ¢. Kolmnurk posrdub tipust B libi
mineva ja kiiljele a perpendikulaarse telje limber. Maéirata poorkeha pind
Jja maht. a'=10]'b =16, Ve =20. ;

4. Trapeetsi paralleelsed kiiljed on @ ja ¢; suurema paralleelse kiilje
lahisnurgad on « ja 8. Miiirata keha maht, mis saabub trapeetsi poordudes
timber A4B.

5. Romb, mille killg @ = 25, teravnurk « ='40° 17’, poordub tipust libi
mineva ja kiiljele perpendikulaarse telje iimber. Miirata potrkeha pind ja maht. .

6. Sarikkolmnurk, mille tippnurk « = 82° 15" 49” ja sissejoonistatud soori
raadius » = 10, poordub telje imber, mis liheb libi alusel oleva tipu paralleel-
selt kiiljele. Misrata posrkeha maht. ‘~

7. Tompnurkne kolmnurk péodrub telje iimber, mis liheb libi tompnurga
tipu A perpendikulaarselt nurga o bissektorile. Vilja arvata poorkeha maht,
Kl a =—3118%16° 40" ja-juureskiiljed 6 = 15, ¢c:="17.

8. Tiisnurkne nelinurk, mille pind on & ja diagonaal d, poordub telje
iimber, mis ldheb labi tipu perpendikulaarselt diagonaalile. Misrata poor-
keha maht. ; ,

9. Romb, mille viiksem diagonaal d = 2 m, teravnurk o = 25°52’ 44", l
poordub kiilje iimber. Midrata poorkeha pind ja maht.

10. Sariktrapeets, mille diagonaalid, on perpendikulaarsed, poordub
suurema aluse fimber. Médrata poorkeha maht, kui alused on a ja b.

11. Sodrsegment, mille kaar « = 20°45" 277, podrdub diameetri 27 = 10
fimber, mis on paralleelne segmendi sidejoonele. Mddrata poorkeha maht
Jja pind. : 7

12. Soorsektor, mille kaar « = 86° 7'-48", poordub sidejoonele a = 5
paralleelse diameetri iimber. Médrata pdorkeha maht ja pind.

13. Soorsektor, mille kaar o = 86°37"4” ja selle sidejoon a = 10,
podrdub sidejoonele perpendikulaarse diameetri timber. Méirata keha maht
Jja pind.

14. . Poolsoori diameetrile 2 R on joonistatud sarik-kolmnurk, mille alus-
nurk on «. Poolsiirust ja kolmnurga vordseist kiilgedest piiratud keha pdcrdub
diameetri imber. Miirata poorkeha maht ja pind. 1) B = 10, o« = 45°,
2) R = 10, « = 80% 3) R = 10, a = 60°.

15. Uhtlane 6-nurk poordub oma kiilje imber. Tdendada, et poorkeha
pind § == P.r, kus P = hulknurga perimeeter, r = sissejoonistud sgori
raadius. Kas on see valem maksev iga iihtlase hulknurga kohta? Siiru kohta?

16. Uhtlane 5-nurk poérdub telje imber, mis on para\lleelne tema kiiljele
ja mille kaugus hulknurga keskpunktist on d. Toendada, et poorkeha pind
8 = P.d, kus P on hulknurga timbermdot.

17. Toendada, et {iilesannete 15 ja 16 tingimustel poorkeha maht
¥V = S.d, kus S on hulknurga pind (mitte poorkeha pind), & on hulknurga
keskpunkti kaugus teljest.

/



Kolmas osa.
B. Sfédrili n@ trlgonomeetrla.

X peatﬁkk.
P6himoisted. Valemid.

1. Sfddriline kaksnurk.

Kera pinnal loikavad kaks peasiiru iksteise pooleks; neid Idikepunkte
ithendav sirgjoon A4, (joon. 59) on kera diameetriks; punkt 4, nimetakse punkt
A vastaspunktiks; kera pinna osa, mis piiratud kahest poolpeasiirust,
niit. 4m4, ja And;, nimetakse sfiidiriliseks kaksnurgaks (joon. 59).

- Stadrilise kaksnurga kiilgedeks on poolsiirud,
tema nurkadeks poolsiirude vahelised nurgad.

Nende nurkade all mdistetakse nurki puutu-
jate vahel siirudele nende loikepunktis. Puutujad
on perpendikulaarsed diameetrile 44,, ehk kahe-
tahuse nurga mdA;n servale; tih. nende puutu-
jate vaheline nurk vordub ka kahetahulisele nur-
gale mAAn, ehk 13ikuvate kaarte va-
¢+ heline nurk vordub kaarte tasapin-
‘ dade vahelisele tahknurgale.

Toendada: .1) Molemad nurgad sfiirilises kaksnurgas on vordsed.

2) Kaks sama kera sfiirilist kaksnurka on vordsed, kui nende nurgad
on vordsed. '

Joon. 5H9.

) i © 47x R wR?a §

3) Kaksnurga pind § = I T SOy s T kus R on kera raa(:ims,

a — kaksnurga nurk. [ ~ &
2. Sfddriline kolmnurk. !

Sfadriline kolmnurk on osa kera pinda, mida piiravad kolm peasiiru
kaart (joon. 60).

Kui sféérilise kolmnurga tlppudest tommata raadiused kera keskpunkm
siis kujutavad raadiustest libi minevad tasapinnad® kolmetahuse nurga
0A4ABC. Sfisrilise kolmnurga nurgad vorduvad kolmetahuse nurga tahknurka-
dele: ¢ = 2{ COAB, g8 = 2{ ABOC, y = > BCOA. Sfiirilise kolmnurga
kiillgedeks on kaared, mida mdddetakse vastavate tsentraalnurkadega
(kraadides) a = 2L €0B, b = > CO4, ¢ = 2 B0O4. Tahendab, kui
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kolmetahuse nurga tasaseid nurki ja tahknurki seovad
monesugused valemid, siis on olemas samasugused gide-
med- vastava sfadrilise , 3
kolmnurga kilgede ja ' <
nurkade vahel — ning ; ‘
imberpoordult.

Geo}neetrias toendati :

1) igas kolmetahuses nur-
gas on kahe tasase nurga summa
suurem  kolmandast; :

2) tasaste nurkade summa
on viiksem kui 4 d.

Tahendab, sfiirilises kolm-
nurgas on 1) kahe kiilje summa
suurem kolmandast. a-} b > ec.

2) kiilgede summa a + b -
__]_ C<4d. Joon. 60.

3. Polaarkolmnurk.

Kui tdmmata kolmetahuse nurga tipust igale tahule perpendikulaar; mille
siht ‘on tahkudest viljapoole, siis’ miiiravad need kolm perpendikulaari uue

i Joon. 61. Joon. 62.

kolmetahuse nurga, mis 1dikudes kera pinnaga annab uue sfi#rilise kolmnurga,
nondanimetatud polaarkolmnurga (joon. 61).

Teoreem 1. Sfairilise kolmnurga iga nurk tdiendab tema
polaarkolmnurga vastavat kilge kuni 180°.
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Tih. @ —a; = 180°.

B+ b, = 180°.
4 + 01 _ 1800.

Tdendus. Olgu (]oon 61) OA, | COB, OB, | COA4, 0C, | AOB
Edasi, olgu 2¢ B,0C, = d;, 2% A,0B;, = b,, >_ A,0B, = ¢;,. 8Biis on-04 | -
B,0C; (sest B,O | OA ja C,0 | 0A). Kui joonistada piistprojektsioon
tasapinnale B,0C; (joon. 62), siis ilmub 2 B,0C; = a; loomulikus suuruses,
OA projekteerub punkti O (kui | B,0C;-le), tasapinnad COA ja BOA, millede
vahel on nurk «, projekteeruvad sirgjoontena.

Joonistusest 62 selgub otsekohe, et

a4 a; = 360° — 180° = 180°.
Samuti voib tdendada ka teised laused.

Teoreem 2. Sfairilise kolmnurga iga kilg tiiendab tema
polaarkolmnurga vastavat nwrke kuni 180%

Tiih. a-+a = 1800 '
b -+ By = 180°.
Cc + }’1 == 1800

Toendus. Meie vdime (joon. 60) pohi-kolmnurgaks votta A,B,C,;, tema
polaarkolmnurgaks oleks siis, nagu kerge niiha, kolmnurk ABC. Pohi-kolm-
nurga nurk e« tdiendab polaarkolmnurga kiilge a kuni 180°: a -} «; = 180°.

Teoreem 3. Sfadrilise kolmnurga nurkade summa on suu-
rem kui 2d ja viiksem kui 6d.

Tdendus. Antud sfadrilise kolmnurga ABC asemel vaatleme tema po-
laarkolmnurka 4,B,C,. Polaarkolmnurga kiiljed on a; = 2d—a, b =2d—8;
¢, = 2d —y. Meie teame juba, et sfiirilise kolmnurga kiilgede summa on

-viiksem kui 4d; tih. a,+b,+fe < 4d
ehk 24 Laef2d—BF2d—y< 4d
jarjelikult, a8 -+y>2d.

Et aga a; + b, + ¢; peab olema nullist suurem, tidh. ka
2d—a32d—f+2d—y>0;
a4g+y < 6d.
Mirkus 1. Sfiirilise kolmnurga nurkade summal (ehk kolmetahuse

nurga tahknurkade summal) ei ole kindlat suurust. Vahe e+ p-+y—2d
nimetakse sfiiriliseks ekstsessiks ja mirgitakse harilikult téhega e.

: e=a-}+pg+y—2d.

Méarkus 2. Teoreemist 3 selgub iildmetood, kuidas sfédrilise kolmnurga
kilgede kohta tdendatud teoreemi laiendada nurkade kohta ja iimber-
poordult: on ainult tarvis pOhikolmnurga asemel vaadelda tema polaarkolm-
nurka.
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~

4. Téiisnurkne sfddriline kolmnurk.

Sfairilise kolmnurga nurkade summa on suurem kui 24, téh. ithes kolm-
nurgas voib olla rohkem kui iiks tiis- ehk tompnurk. Tiisnurkse sfadrilise
kolmnurga all mdeldakse aga harilikult kolmnurka, milles on ainult iiks tis-
nurk. Kiilgi, millede vahel on téisnurk, nimetakse kaatetiteks, vastuseisev

kiilg — hipotenuusiks. {
Antud on tidisnurkne kolmnurk ABC (joon. 61), = y — 90°. Tombame
kolmnurga = tippudest B
raadiused kera kesk-
punkti 0.

Tombame BD |
OO0 =ja " BE /| - 04;
fihendame punktid D
ja E, siis on ka DE
| 04, sest DE on
kaldjoone BE projekt- 0
siooniks ; tiéhendab =
BED on tahkude BOA
ja COA vaheline nurk,

2 BED = o
Teoreem 1. Hii- &
potenuﬁsi cosinus vor- A
dub kaatetite cosi- Joon. 63
nuste kasvatisele. )
I. ceosec = cosa . cosb.

i

: : 3 L 0D OF o L Ol
Tdendus (joon. 63). cosa = OB’ cosb — oD ¢ = op

e y5 = O OF _ OF _
dh. cosa.cosb = 55 . 5p = gp = Cosc.
Teoreem 2. Teravnurga sinus vordub vastaskaateti sinuse ja hiipo-

tenuusi sinuse jagatisele.

: sin a p
II.” sine = gt sinf =

Z , . : W BD' . BD:OB . sina
Toendus (joon. 63). sme = BE = -EE—~O—B v e,
Teoreem 3. Teravanurga cosinus vordub lihiskaateti tangensi ja
hiipotenuusi fangensi jagatisele.

& tpd _tga
L doge = Go cos B = Lo
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DE _ DE:OE _ tgb
BE L “BE:OFE g€
\- Kelmisist valemeist vdib algebraliselt tuletada jirgmised:

Toendus (joon. 63): cosa =

i

IV. cosc = cotg a . coty B.

Lofga g 1 igb
LI Lol ol e RS iR ey
NI Jeosn = sy 08 b = Eq'?—ﬂ.

RN T

» Toendada valemite I—III pohjal, et valemid IV—VI on diged!
Neperi juht aitab ilevaltoodud valemeid kergemini meeles pidada.

Kui téisnurkse kolmnurga 5 elementi a, 8, ¢, o, b korraldada sddrjoonele
selles ' jirjekorras, milles nad kolmnurgas esinevad, ja kui kaatetite asemele
votta nende tiiendused kuni 90°-ni (joon. 64),

e Ce s i :
siis iga’elemendi cosinus
9 1) vordub lihiselementide cotangensite
kasvatisele, :
90°—b N°—a 2) vordub vastaselementide sinuste
\ Joon. 64. kasvatisele.
Néitus. . cosa = cotg ccotg (90°— b) = g—i, -~
ehk ‘ cos e = sinf . sin (90°— a) = sin B . cos a.

|

5. - Tiisnurksete sfizriliste kolmnurkade véljaarvamine.

Ulesanne 1. Antud on hipotenuus ¢ ja nurk e

Lahendus. Neperi juhi jirele saame a

c0s(90° —a) = sinec . sina
s$in a = Sin ¢ . Sin qa.
Teise kiilje & leiame vorrandusest i\‘
cos @ = cotg (90° —b) . cotg e
cos a
tgh = —— = Jge.
g Blp's cosa.tge

Loppeks, nurga # saame vorrandusest
cos ¢ = cotg B . colg a
cotg B = cosc. g a.

Kui piirata iilesannet ainult kumerate nurkadega, siis ei voi tikski
element olla suurem kui 180°, nad vdivad olla kas esimeses vdi teises veerandis.
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Kui element vilja arvata cosinuse, tangensi ehk cotangensi kaudu, siis niitab
miirk, missuguses veerandis on nurk. Kui element viilja arvata sinuse kaudu,
. siis saame kaks vastust, sest sin e = sin (180°-— «). Praeguses iilesandes
saame «,  ja b.iheselt, a-le aga saame kaks viilirtust a ja (180°—a)
Et aga
€0s ¢ = ¢os @ . cos b,
siis nédeme otsekohe, kas a on terav vpi tOomp. 'Iahendab meie saame iiles-
andele ithe lahenduse. :
Ulesanne 2. Antud on kaatetid a ja b. N
tg a
. ) = . S0 == —:—'; o == R
Lahendus. cosé cosa .cosh; tga il 98 i
Ulesanne 3. Antud on kaatet o ja ldhisnurk 8.

Liahendus. cos @ = cos a . sin 3,

AR S S R
tga_cbs[)” tgb = sinatyg 8.

Ulesanne 4. Antud on kaatet @ ja vastasnurk o
Lahendus. ; sin ¢ = 228

(kaks viiiirtust c-le: ¢, ja ¢, = 1800 — 1)

tg by = tgc, cosa; cotg B, = cose, . tga;

tg by = tg ey cosa; cotg Py = cosc, . tg a.
Ulesanne 5. Antud on hiipotenuus ¢ ja kaatet a.

Lahendus. cosb——-—glfg, 608, 6= g b 08 f =
cos a tgc

tya
tge’

Ulesanne 6. Antud on mdlemad nurgad a ja p.

Lahendus. cos ¢ = cotq a coty f.
cos cos B
o8 @ = —=—; £08h = ——|
sin SiN @

Miarkused. 1. Taisnurkse sfiiirilise kolmnurga polaarkolmnurk on
tdiskiilgne kolmnurk, s. t. niisugune, milles iiks kiilg on 90°.

Taiskiilgne kolmnurk, arvatakse villja tema polaarkolmnurga (tdisnurkse
kolmnurga) kaudu.

2. Sfidrilise sarik - kolmnurga viljaarvamiseks lastakse tipust alusele
sfédriline korgus; see jagab sarik - kolmnurga kaheks vordseks thisnurkseks
kolmnurgaks.

Ulesanded.
1. Vilja arvata tdisnurkne sfiiriline kolmnurk, kui on antud:
1. ¢=50082"4"; o= 48025/ 46". ;
2. a==45°8"29"; b= 8715 36", /
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By ia=100213%6"; "B =49%14" 88",
4 o= 112988 87 == 97020 17
5 . ¢c==85014"6"; "q = 14956 29"
6. o=>52080"% @ = 48°25".
V.. @ 3=00047 97" D == 820 20/ 87",
8. ¢ ==25%40" 887" ¢« = 50° 41" 56", '
9, a=75°23"177; f=560°1"29.
10. 5=23°42"6"; ¢=15%31"49".
11:% ¢==28016"407; f = 679819;
12. a=33°33'83"7; B = 44°44’ 44",
2. Vilja arvata taiskiilgne sfiiriline kolmnurk (¢ = 90°), kui on
antud : ¢
1. «="75040"; b=30"45".
2. la-— 32025 0 b = 53011
8. Lq==56924": " Fi=—="720136"
4 b=17°29"; P = 108°47".
8. 8=21"11"; a= BBY4T,
6. B =65°40";" y= 87°32";
7. '6'==42085" ;" b — 68°4¢’.
8. Vilja arvata sfifiriline sarik-kolmnufk (a — kilg, b — alus),

kui on antud:

Lrog — 23087
2. a=31024";
3. a=43°49";
4. b= 80042;
5. a=72018';
4.

Lo a =005 %

P=="43%50". 5
b ==3004%", » 6

o ¥ §2r AT

a = 61°45".

Bi=062986".

Vilja arvata sfiiiriline kiilgiihtlane kolmnurk, kui on antud:

a=>52047"; '8 ‘«=75°30". -

5. Kaldnurkne sfdiriline kolmnurk.

Teoreem 1. Igas sfidirilises kolmnurgas on kiilgede sinused pro-
portsionaalsed vastasnurkade sinustele (sinuslause).

Joon. 65.

sin a sin b sin e
sine  sinf siny

Toendus. Kui sfadrilises kolmnurgas
lasta sfiiiriline korgus & kiiljele AB, siis saame
kaks tdisnurkset kolmnurka (joon. 65), mille-
dest leiame

sinh = sinbsina = sinasinf



sin a sinb .

sina  sinf
Toendus jaib samaks kui nurk « ehk B oleks tomp.

jagades saame

’

Teoreem 2. Sfiirilises kolmnurgas vordub iga kiilje cosinus kahe
teise kiilje cosinuse kasvatisele - mende kiilgede sinuste kasvatis nende
vahelise nurga cosinusele.

\

1) cosa = cos b cos ¢ + sinb sin ¢ cos a,
2) cosb = cosa cos ¢ -} sin a sin ¢ cos B,
3) cosc = cosacosb - sinasinbcosy.

Tdoendus. Tombame raa-
diused sfiirilise kolmnurga tip-
pudest kera . keskpunkti (joon.
66). Tombame CE | 0A, ED
[ OA, iihendame punktid C ja
D; 2. CED mdddab tahknurka
CMAB, tih. > CED = a.
Kolmnurkadest ECD ja OOCD
voime kirjutada

1). CD®— 0E2+DE2
— 2 CE.DE cos a,

2) CD? = 0C?-} 0D? —
—20C. 0D cos a,

3) CE*-+DE*—2 CEX
X DE cose = 0C*>+ OD>—2 0C. 0D cos a,

4) 20C.0Dcsa = 0C*— CE?-+ OD>— DE?+-2 CE . DE cos a,

8) D00 ODobes <= O Wiz rOBY ) LS 08 Dl ses:
6) 0C.0Dcosa = OFE?- CE.DE cos a, 2

OE OE , CE DE
ocC 0D+()() 0D"
8) cosa = cosb.cosc—sinbsinccosa.

7). cosa = cos a,

Valemitest 1, 2 ja 3 jirgneb

€08 @ — cos becose
€08 @ = +— T
sinbsine

cos b — cos a cos c
sin a sin ¢

05 B =

€08 ¢ — €08 a cos b

o8y = —— 3
7 simasinb
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Teoreem 2-le voib anda tahknurkade kohase viljenduse: kolmeta-
huses nurgas vordub iga tasase nurga cosinus teiste
tasaste nurkade cosihuste kasvatisele 4 nende nurkade
sinuste kasvatis nende vahel olevale tahknurga cosi-
nusele.

Ulesanme 1. Vilja arvata tetraeedri tahknurk.

Ulesanne 2. Antud on korrapirane piiramiid, mille aluseks on ruut,:
mille kilg a = 10; piiramiidi korgus h = 15. Vilja arvata tahknurgad.

Teorcem, 3.  Stiirilises kolmnurgae vordub iga nurga cosinus teiste
nurkade cosinuste negatiivsele kasvatisele -|- nende nurkade sinuste kas-
vatis juuresolevale kiiljele.

4. cosa = ~cosﬁcosy+sinﬂsinycos a,
5. cosf = — cos a cosy -+ sin a sin y cos b,
6. cosy = — cos a cos B -} sin'a sin B cos c.

Toendus (polaarkolmnurga abil). Olgu al, ', ¢!, «!, B, »' antud
kolmnurga ABC-le vastava polaarkolmnurga A'B'C' elemendid. Polaarkolm-
nurga kiilgede kohta on maksev cosinus-lause:

cos at = cos b* cos ¢* 4 sin b sin ¢! cos o’
>Polaarkolmnurga kiiljed (nurgad) tdiendavad aga pohikolmnurga nurki :
(kiilgi) kuni 180°%ni, Jirjelikult:
a' = 180°—q, bl = 180°— B, ¢! = 180°—y, ol = 180°—a.,
Need viirtused eelmisse valemisse pannes, saame :
¢os (180° — &) = cos (180° — B) cos (180° — y) -
~+ sin (180° —— B) sin (180° — y) cos (180° — a)

ehk
8.t - cosa = — cos 3 cos y—+ sin § sin y cos a.
Valemitest 4, 5 ja 6 jirgneb:
' : cos &« - cos B osc y |

cos @ = Lt
sin B sin y

c03 8 -\ cos a cos y
cos b = v-f—‘g. L
8$in o sin y

cos o — 08y F-cosacosp
sin « sin f3

Miarkus. Tiisnurkse sfiiirilise kolmnurga valemid voib tuletada ka
cosinus- ja sinus-lauseist, vottes y = 90°, tdh. cosy = 0, siny = 1.

Niiit. valemist 3: cose == cosa.cosh;

5 4: cosa=sinf}.cosa jne.
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6. Kaldnurksete sfddriliste kolmnurkade viljaarvamine.

Sinus- ja tosinus-laused vdimaldavad kolmnurkade viiljaarvamise ; pahe
seisab ainult selles, et cosinus-lause ei ole logaritmitav. .

ﬁlesanded.

On antud.

"' Valemid puuduvate elementide
tarvis.

i

1) Kolm kiilge :

cosa—cosb.cosc
o8 == -

‘sinbsine
@, b, e s e cos b —cosa cosc’ '
sin @ sin ¢
cosc— cosacosh
oS y = . .
, sin asinb
cos o -+ cos B cos
2) Kolm nurka : cos a = ~~?%B.§5§#
o
i o B B v cos b = gogﬁ—{;g;s 00.?‘1
sin a sin y
cosy -+ cosacosf i
006t : : ]
sin a sin fB

3) Kaks kiilge ja nende
vaheline nurk :

a, b, 5.

cos ¢ = cos @ cos b |- sim a sin b cos y.
Kui ¢ on kies, siis talitakse nagu iilesan-
des 1. (Sinus-lause tarvitamine ei ole soo-
vitav : saame kaks vastust ja tuleb veel vaa-
data, missugune neist kolbab.)

4) Uks kilg ja kaks li-
hisnurka :

e o5 .

cosy = — cos & cos B + sin a sin B cose.

Siis edasi nagu iilesandes 2.

5) Kaks kilge ja iihe
vastasnurk : :

N @, b, .

‘ sinb .
Sinﬂ == é’iﬁd Sin o

Saame kaks vastust f; ja f, = 180°— g,
Kiilje ¢ saame cosinus-lausest *

cos a cosb cos ¢ - sinb sin ¢ cos a.

6) Kaks nurka ja ihe
vastaskiilg :

o u

sinb = sLn—ﬂ sina
sSin o
Saame kaks vastust b, ja b, = 180, — b,.

Nurga y saame cosinus-lausest :

cos & = — cos 3 cos y -+ sin f} siny cos a.

5%
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Méarkus. 1. Ulesannetes 5 ja 6 ei kolba iga kord mdlemad vastused.
Olgu tlesandes 5 @ >> b, siis peab ka « > f; mdlemad vastused vdivad
ainult siis kolvata, kui « > B, ja « => f,. Olgu iilesandes 6 « >> f; kaks
vastust vbime siis saada, kui a > b, ja a > b,.

Mirkus 2. Ulesannetes 5 ja 6 leiame otsitava kiilje (nurga) kergemini
abinurga kaudu.

c0s 6 = ¢os b cos ¢ -+ sin b sin c cos a | cosa=-—-cosf cosy-}-sinB sinycosa

cosa ; cos :

g{s—b—cosc—}—tqbcosasmc —cosﬁ——cosy+tgﬂcosaszn7

Vottes tgbcos a« =tg @, saame Vottes tg B cos a=tgp, saame
cosa ; o cose oy

cosb—cosc—f—tgq)smc ehk P cosy+tg@siny ehk

cOS@ €S ¢ €0S - 8in ¢ $in Luwgs cosa —(cosy cos¢—smysmq))

cosb cosg : cosB cos @

cos(c— @) = »—S—a cos cos (y+ @) =— 2052 eos

P = 05 ° P ¢ cos B y
Ulesanded.
Vilja arvata sfiiriline kolmnurk, kui on antud:

= 48°15" 88" b.= 80°47"18"; ¢ = 72024’ 87",
96028"; B = 84°82"; y 700 56".

768054" b'== 65°187; ¢ = 120°35".

12048" f ==-85928'; 'y == 54987,

4604275 ¢ == 69%48"; y = 82954,

188%18"; ¢ = 69048"; /y == 82054’

I

[ O T

om0 R )
QS IR 8RS

70021 ¢ = 51°42; y = 52030,
70021; ¢ = 128°18"; y = 127°30".
56017'; b = 46°29"; ¢ — 95034,

100% - b i==:120% y = 300 14",

= 85%16’; ¢ = 15°37; y = 70013’.

12. ,3 = 37°20"; y = 49918"; ¢ = 50°42’.

Kiisimused: Mitu vastust on iilesannetes 5—8, 11, 122 kas kdlbavad

10.

oy
oz
S Q
L

koik ¢ kas on sfddrilises trigonomeetrias maksev teoreem: kaks killge ja

suurema kiilje vastasnurk médravad kolmnurga iiheselt?

7. Poolnurga funktsioonid.
Cosinus-laused ei ole kohased viljaarvamisiks, sest nad sisaldavad summi
ja vahesid, millele ainult abinurka tarvitades vdib anda logaritmilise kuju.
Sellepiirast arendame teised valemid, mis sisaldavad ainult kasvatisi ja jagatisi.

Costnus-lanse pdhjal
cos a — cos b cos ¢

sinb.sinc

cos @ =

’
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\ e 1/1+cosa sinbsinc—}—cosa—cosbcosc__‘
", j cosg—v 2 _V 2sinb.sinc h

|
i

=Vcoéa—cos(b—}—c)= |/// 2sina+bifsin-ﬁ;—;_g.

- - 2
2smbsine : . i
2ginbsine

kui vottasa-b-4-¢ = 2p, siis s hcdemny 'y 110 p—a,

2
tah. S stn p. sin ( p—a) :
2 sinbsinc
samuti: | £
S 1-—cosa__|/sinbsinc—cosa-cosbeosc
B Bis oo 2sinbsine 2
S o b—c . —
.}/ cos{b—c)—cosa ‘/ 2 sin Z‘i'wz sin a_—l—_;__._lz :
15 2sinbsine ] ¥
2sinbsinc
: in(p—>b)sin(p—c) . ..
SN i e Y £ (@ ; ) e Y rgad) ja siit
2 sinbsinc . ¥

’

i sin (p —b) sin (p—¢)
5 Mg sin p sin (p — a)

analoogiliselt

sy B _1/sin(p—a)sin(p—rc)
g g sin p sin (p — b)

’

P sin (p— a) sin (p — D)
3' tgz"‘l/ sinpsin(p—ec)

Tarvitades neid valemeid polaarkolmnurga nurkade kohta,:

ta_‘_g sin (pt — b') sin (p' — ¢t)
.g e sin p* sin (pr — at)

’

kus: :
oE i a
5 = 90—, ol = 180°—a, B = 180°—§,
1 1 1
¢t = 1800—y, p! = a_—‘_bz_i—i ac 2700__—3:‘\[;2'3.:}-_7,
nimetades Ej;gf{;?‘ = ¢, voime kirjutada p* = 270° —g,

p'—al =900—(0—a), p'—b =90°—(@—p), p'—c' = 90°—(s—7),
asemele pannes leiame: ; £

\
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i cos (6 — B) cos (6—7)
g 08 0 c0s (06 — @)

L
A cos (6 — «) cos (o —_—_y)

b
5. cotg 5= " cosacos(o—p)

’

A P o] €03 (6—a) cos (06— f)
{ ga 08 6 ¢os (6—7)

at-847
8. Gauss-Delambre’i valemld

I

kus

Paneme valemlsse :
. a8 8 B
e d R sm2 cos —|—cos 5 sm2
poolnurga funktsioonide sin -2—, 08 ﬁ, cos— ja smgZ

asemele § 7-ndas tuletatud avaldusedl siis saame :
sm (p—b)bin(p— c) '

sin p sin (p — b) 4

' _ﬂ
sinbsine sin a sin ¢
fy §3npsz7z(p—a) sin (p — a)sin (p—e) .
sinb sinc sin @ sin ¢ ;
e+p _ sin(p—b) sm(p—c)smp_l_sm(p—a) sinp.sz'n(p«c)
2 N stne sinasinb sin ¢ sinasinb
_sin(p—Db+sin(p—a)] sm(p—c)smp
S sin ¢ _ sin a sin b
; —J,—b) a—b ¢ a—b
2sm( 5 [ 5 2 5in 5 008 5 3
= e leog e = T cos - =
sin ¢ 2 Rey 2
I 281 — €08 —
g 2 i
a—Db y
A
i cos & -
2
Samuti voime v%ilja arvata cos _{_ﬂ sin a:ﬁ ja cos ;ﬂ , Saame
nondanimetatud Gauss Delambre’i valemld
) i . a+f a—Db 2. . a—f . a—Db
e Rl N e O R i
y g 48 SRR RE S
cos 3 cos o 08 sin g




e cosa_hg cos . b
S ,2_
sin % cos s
S
Mirkus.

§ 6. Kui-vaadelda ainult kolmnurki, mille kiiljed on}<C 180°, siis on cos & S

a-+b
2

71

L)’

18

i a
tiivne, positiivne on ka sin’, tah. cos " 9

€08 ———-

i B
n _

ja cos

3-ndast valemist saame tingimuse, mis tﬁiénddb mérkust 1-

posi-

mirgid peavad

olema samad. Kui a'—}-b-:i—'zd, siis peab ka «-f = 2.
T

9. Neperi ‘analoogiad.

Kui jagada iiksteisele iga kaks Delambre’i valemit, siis saame nn. Neperi
analoogiad ehk tangens-laused :

i 9 oo Fs
L. tga—ijﬁ €08 tliéiib X t E‘.’)’ '8 s{naf éb
TR R
_cotg2 :os B cotg2 sin 3
5 tg -‘L—%— g cos (i:;#g . tg 2 —vz—— sin a_gf
¢’ T akp TR RO
tg 9 cos— tg-2 st —3
10. Valemid kolmnurkade védljaarvamiseks.
alemld puuduvate elementlde tarvis
Kntud e sn el ol ; TR SR e
Sfaarlllsed kolmnurgad Tasased kolmnurgad
e 1B | e fa—DG=—9
| g7 sin p sin (p — a) 27V pp—a)
| - o TN o BT S Y T p
it dRia g gk c e ol
L ab o : tg2 i sin p sin (p— b) tg2 pp—b
L2 < ]/me—asinp=8) | 7 _1fe=a@=b
PR " sinpsin(p —e) 99 p(®—c)

N
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\
Valemid pu'uduvate elementide tarvis
Antud :
i1Sfiarilised kolmnurgad Tasased kolmnurgad
« 1 /cos(o—p)cos(c—7y)
tg == B 4
9% 3 €08 0 ¢0s (0 — «)
: (1 ;0?(5—0:)003(0_——‘_;’) 7 RS
Y e m g — — E ,
a, B,y | coty 5 ooty | i ole voimalik
& /cos(a—a)cos(a—-ﬂ)
. cotg2 343 cosocos (6—7y)
PR il
a—+p 2 7 PR
o iy 5 ghe AT
c0s —
2
nl—2
c— R 2 ¥y a—pB a—Db y
= tg lg——— = ——— . colg%
8 e RS e B P L b
2
epB a B et e v
Bt g e G e
«t-B_a—B_, okl a—B
2 2 2 2 ¢
Edasi nagu 2-ses iilesandes ¢ stnus-lausest.
cos g Voiks Mollweidi valemeid tarv. :
LS i A
ik e a+p 72 cosa——ﬂ
08— : 2
2 a-t+b= _+_—.c~
W g » cos
L el
t =} g U
4, G,B;C 4 2 Sina+§ 92 sin "2*@
2 a—b=——"5.¢
; a—{:@
L5t M s
a—l—b a—b_b Muldugn\ lihtsamalt :
g

Edasi nagu 1-ses iilesandes.

7=180 — (e f)

a ja b sinus-lausest.
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Valemid puuduvate elementide tarvis :
Antud L
Sfadrilised kolmnurgad| Tasased kolmnurgad
sinﬁ’:ésina
. sinb . 2
sinf=_ - .sina 7 4= 1800 — (a--9); 0_87“; siny
ehk Mollwerdi lausest :
b Sln—_gﬁ a—b ‘52n_.__i__§
5. a,b,a tg = =— 35 c__w___(a.__b)
2 —B 2 B
smfzv sin > s
sin _,[?
Y l a—pB 9L=a-—b c—p
s Jrbcotg & Yy a4 3
stn —— :
s
sinb= mﬂsina b= sm/z a
¢ sinus-lausest.
Ehk
singjz_—l—g s smatﬁ
e 6- a’ﬁ’a tg§*= 2 a_._ﬂtg 2 % C:‘.——a f‘B(a'—'b)
s _2'“ Sin — ?7
L i
SR S R Ll N, S, _Tﬁ
# 95 .a—}—bwtg 2 i tg2—a—|—th
Mo ; -

Miérkus. Sfdirilise ja tasapinnalise trigonomeetria valemite kdrvu-
paigutamine teeb iilevaatlikuks nende siigava analoogia. Nieme, et tasa-
pinnalise kolmnurga valemid on samad kui sfadrilisel, mille kiiljed a, b, ¢ on
nii viiksed, et meie nende cosinuste asemele vdime votta 1, nende sinuste ja
tangensite asemele kiilje enese. Kiiljed (kaared) a, b, ¢ on harilikult antud
kraadides, meie voiksime nad anda ka radiaalmdoddus. Nimetame kaarte a, b, ¢
lineaarpikkused vastavalt o', b, ¢!, siis

al bt el
a = p b=§’ cl= =
kus B on kera raadius. :

Kiiljed (kaared) a, b, ¢ vdivad muutuda 1dpmata viikseks kas sellepérast,
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et kaarte lineaarpikkused Idpmata vihenevad, ehk sellepiirast, et kera raadius
R 1opmata kasvab. - Tasapinnaliste kolmnurkade kiiljed ei ole lopmata viiiksed ;
jadb teine vdimalus: tasapinnaline trigonomeetria on trlgono—
meetria sfiddril, mille raadius on 16pmata suur. :

k Ulesanded.

Vilja arvata sfiiiriline kolmnurk, kui on antud:

1. a ==50°80"; b = 75°25"; ¢ = 24905

2. o =178°34"; B =95917"; y = 10519,

8. a = 16°54"; b = 25°46";, y = 109°45".

4. o = 84°52"; B = 75°43’'; ¢ = 65°28"

5.. a6 = 18°29"; b = 45916"; o« = 124°37 ./

6: @ =="105%4%;" PB'= 82°41"; B = 1397

7. a-ta = 120°18°26"; a-f = 160°45"16"; ‘¢ = 28°18’ 38".
8. a—f = 42045"44"; y = 95°42'10”; ¢ = 16°39" 44",

9. b-fc = 160°29'80"; B—y = 82°15'46"; a = 92017’ 88",

-
®

B4y = 183°14'386"; « = 83°14°86"; a—b = 3014’ 36", '
a = 75%86"; hs = 84°40"; o = 72020
he =:.42786";  hy ==80°56"; B = 62°48".

13.  Téisnurkses sfidirilises kolmnurgas on kaatetite summa S = 1009,
hiipotenuus ¢ = 80% Kui suured on kaatetid?

14. Vilja arvata tahknurgad tetraeedris, oktoeedris, dodekaeedris ja
ikosaeedris. ; ;

15. Neli kolmnurka, millede kiiljed on @ = 5, b = 6, ¢ = 7, on nii
viisi kokku seatud, et nad siinnitavad piiramiidi. Miirata piramiidi tahknurgad.

16.. Kolmetahuses piiramiidis, mille alus on 4ABC ja tipp D, on serv
4B = 12, BQ =11, AC'=£10,'AD =9, BD == 8 ja OD's= 7. Mil+
rata tipu A juures olevad nurgad ja tahknurgad.

17. Toendada, et sfddirilisse kolmnurka on voimalik kujundada soor, ja
niidata, et selle raadius » rahuldab ekvatsiooni:

sin (p — a) sin (p — b) sin (p ——c)

tgr = sz'n(p—-a)tgE = V o

18. Toendada, et iimber sfiidrilise kolmnurga on voimalik kujundada
800r, ja niidata, et selle raadius R rahuldab ekvatsiooni :

cath == cos'a—a) cotg e V

—
DO -

¢0s (6 — a) cos (6 — B) cos (0 — }‘)
€08 ¢

11. Sfddrilise kolmnurga pind.

Kolm tasapinda, ‘mis I6ikuvad iihes punktis O, siinnitavad 8 kolmetahust
nurka ja annavad keral, mille keskpunkt on O-s, 8 sfiirilist kolmnurka.
Votame iihe nendest, ndit. ABC; tema igasse kiilge liituvad kolmnurgad, mis
ithes temaga siinnitavad sfidirilise kaksnurga; neid kolmnurki ACB,, ABC,
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ja BCA nimetakse kdrvukolmnurkadeks, kolmel teisel kolmnurgal
AB1 C,, BA,C, ja CA,B; on igal iks iihine tipp kolmnurgaga ABC — need
on nn. tippkolmnurgad; kolmnurka 4,B,C, nimetakse vastaskolm-
nurgaks, sest tema tipud on kolmnurga ABC tippude vastaspunktides.
Joonistusel 67 on niha, et kdrvukolmnurkadel on pdhikolmnur-

‘ . gaga iiks iihine kilg, tippkolmnurgal iiks tithine tipp, teised nurgad ja tlpud

aga tiiendavad pohikolmnurga vastavaid nurki
ja tippe kuni 1800°-ni.

Vastaskolmnurgal aga on koik
vastavad kiiljed ja tdh. ka koik vastavad nur-
gad vordsed (AB — A,B; sest 2L BOA =
= 2 AOB, kui vertikaalnurgad, jne.

Kaks sfadrilist vastaskolm-
nurka ABC ja A,B,C; on siimmeetrilised.
Toepoolest, kui liikata %olmnurka A,B,C|
piki peasddri B,AB, kuni punkt B, langeb
punktisse ' B, siis langeb A4; punktisse A, Joon. 67
aga C, ei lange C-sse. .

Ainult, sarik-vastaskolmnurgad on kongruentsed. Tdepoolest, kui
A B, = 4,6, = AB = AC, siis voib liikata kolmnurga A,B;C; kolmnurga
ABC peale, nii et nad iihte langevad.

Teorcem. Sfiiirilised vastaskolmnurgad on vérdpinnalised.

Toendus. Sfidrilistel vastaskolmnurkadel on vastavad kiiljed ja nurgad
vordsed, tidhendab, neil peavad olema ka vordsed itimberjoonistud soori raa-
diused (vaata ilesanne 17 ja 18). Kui iihendada so0ri keskpunkt kolmnurga
tippudega, siis saame kolm paari sarik-vastaskolmnurki, need on kongruentsed.

Niitid asume sfiidirilise kolmnurga ABC pinna miiramisele. Nimetame
selle pinna tihega S, siis on ka pind 4,B,C; = §; nimetame lihemalt ka
korvu-kolmnurkade pinnad: pind 4, BC = §,, samuti pind 4B,C; = S, (kolm-
nurgad A,BC ja AB;C, on vastaskolmnurgad); pind B,AC = 8, = BA,(,,

pind CIA.B = Sc = CAlBl'

Koigi sfadriliste kolmnurkade pindade summa on kera pind 4 = K2
28-+28:+28-F+28, = 42 R?

tih. S+ 8:-+8+8 = 2nR2

S ja S, annavad koos sfidrilise kaksnurga, mille nurk on a,
'- S+ 8 =4nR.

tih. -k 7T S0
Ty 5 . B

samuti - 8+8% =4nR A O

S —{-—— Sc — 47 R2. .,,,?’V,

8848+ 8+8 = 4R, "Tﬁ”r 7
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Kirjutades S -}- S, S, -+ S. asemele 2 & R, saame N\
4 R? :
2842aR? = 3’;00 (e84
w R?
1800 (& T8 -+7— 1809
7 R?
180°

Teoreem. Sfidrilise kolmnurga pind vordub tema sfiiirilise ekstsessi

I

[} /“OJ

B St sélgub

. i Y
Ja 2 kasvatisele.

Mirkus. Kui kera raadius R ei ole teada, siis vdime villja arvata’
ainult, mitmenda osa kera pinnast katab sféiii:riline kolmnurk.

Kera pind S, = 4nR*; R? = ‘%K asemele pannes, leiame:
E
S == é—‘(—i Sk.

P e—— ’

Méarkus 2. L’Huilier tuletab sfidrilise ekstsessi avaldamiseks kolm-
nurga kiilgede funktsioonina jirgmise valemi:

B —~a p—0b —
tgzz tgg_tg(p2 )tg( . ) (;v2 )

kus 2p ='a+b+-c.
Ulesanded.

Vilja arvata sfddrilise kolmnurga pind, kui on antud: -

10w =195045182"; " B'— 100%43" 517 y = 67942 15", R = 6370.

D e TRUARNBY K s 3§ 020 4193 y = 98°16’25"; R = 1000.

8 .a=00%82" b=="28240""¢=4024"; R = 1000.

4. Millise osa kera pinnast katab kolmnurk, kui
a) @ = 112°40"; B = 100°32";} y = 98°4’,

b) e = 75°807; f =60242;  y =85°910,

¢) a=112°84"10"; B =76%12"50"; y = 720560"20".

d) a = 81981 10; b= 95%10"20"; ¢ = 75%16" 80".

5. Maa raadius on 6370 klm, maapinnal asuva iihtlaskiilgse kolmnurga
pind § = 250.000 r. klm. Kui pikk on kiilg ?

6. Kera pinnal, mille raadius R = 20 ¢cm, on 3 punkti, millede sirg-
jooneline kaugus iiksteisest on 15 c¢m. Kui suur on sfidrilise kolmnurga
pind, mille m#iravad need kolm punkti.

7. Vilja arvata kera raadius, kui tema pinnal asuvas kolmnurgas on
antud : i

a) ¢ =78°16"59"; 'B = 82°24"17"] y = 85247 21"; 8= 2948,51.
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© b)) o= 26082477 B = 82047 2", y = 989217427, 8 == 458,
6) @ == 80% b= 45% ¢ = 80% ' §:=1000.

8. Kera, mille raadius & = 10 cm, 1dikab tasapind, mille kaugus kera
keskpunktist d = 8 c¢cm. Loikesdori on kujundatud iihtlane n-nurk (» = 5)
ja selle tipud on kordamooda fiksteisega peasdori kaartega ithendatud. M#i-
rata sfidirilise n-nurga pind.

9. Uhtlase sfiiirilise n-nurga pind vordub kera peasddri pinnale. Kui
pikk on tema killg, kui n' = 772

12. Kauguste viljaarvamine maapinnal.

Ulesanne. On antud kahe maapinnal asuva koha B, ja B,
geograafilised koordinaadid (geogr. pikkus 4 ja laius ¢)
Missugune on kdige lithem kau-
gus nende vahel?

Lahendus. Koige lihemaks kau- & &,
guseks B; ja B, vahel on viiiksem pea- B a
s00ri kaar d, mis lidheb libi B, ja B;.

Selle vdime vilja arvata kolmnurgast 4 %

B,NB,, kus N tihendab poolust; BN = % ey Q

=900 — @, BpN=90°—g,, 2L BiNBy=

ETRTR C C,
cos d = cos (90° — g,) cos (90° — g,) -+

~+ sin (90° — g,) sin (90° — g,) cos (Ay — 4y) -

€08 d==8in., SN Py—-c08 Py oS Py cos (Ay—Ay). ‘ Joon. 68.

Ulesanne 2. Millises sihis peab s¥itma laev punktist B,
et jouda B;-sse kdige lihemat teed? b

Lahendus. Tarvis leida 2L NB B, = «a.

Ulesanded.

(Idapoolne pikkus ja pdhjapoolne laius mirgitakse -, ldénepoolne pikkus ja
% Idunapoolne laius —).
1. Vilja arvata kaugused :
a) Hamburgist (4, = -+ 9°58° 9", ¢, = -} 53°33"7")
New-Yorki (A, = -} 73°59° 59", @, = - 40043’ 48").
b) Moskvast (A, = -} 37984’ 6", @, = 55045’ 20"
Pariisi (I, = - 2°20"15", @, = - 48°50" 13").
¢) Tartust (4, = -}-26°43" 18", ¢, = -} 58022 47")
Tallinna (A, = - 24°47° 47%, 4, = 4 59° 26’ 15”).
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2. Laev sbidab Lissabonist (¢ = -}-88%44', 4, = —9°12') kdige
lihemat teed Rio de Janeiro’sse (g, = —22054', 4, = — 48°9") keskmise
kiirusega 800 km pidevas. Kui kaua kestab. reis ja millises sihis algab
laev sbitu? ‘ i

3. Ohulaev sdidab koige lihemat teed Berliinist (g, = - 52°31’,
Ay = ~-18°24') Pariisi (p, = -} 48° 50", 2, = -} 2°20"). Kiirus on 100 km.
tunnis. Kui kaua kestab reis, nulhses sihis algab 0Ohulaev sditu, millises
1opetab ?

4. Kui kaugel on Lissabon (p = -}-38%44’, 4 = — 9°12') Amazoni
joe suust, mille ¢ = 0, 4 = — 500,

3. Mﬁned astronoomilised iilesanded.

Kosmograafia kursuses opetati vilja arvéma taevakeha kulmimisaeg, kui
~on teada tema otsetdus a.

Ulesanne 1. Millal kulmib Aldebaran (a = 4'31™) Tartus
5. mail kohalise aja jdrele.

Ulesanne 2. Jupiteri otsetdus on 9. dets. 1921 (a = 12/55™31%).
Millal ta kulmib? 4

Sfddrilise trigonomeetria abil voime viilja arvata, millal ja millises vaate-
piiri punktis taevakeha tduseb ja loojeneb.

4. Kujutagu joon. 69 peastdr SAZPNQ
— taevameridiaani, NOSW — vaatepiiri,
AWQO — ekvaatori, Z — zeniiti, P —
poolust, § — taevakeha. Tombame labi
S meridiaani PSL ja kdrguse soori ZSH.
Saame sfddrilise kolmnurga ZPS — tipud:
zeniit, poolus, tiht —; see on nn. paral-
laktiline kolmnurk. Kilg Z§ —
tdhe kaugus zeniidist = 90° — A, kus % on
téhe kdrgus vaatepiirilt, kiilg ZP = 90°—¢
(sest ZN = 90°), PN — pooluse korgus
vaatepiirilt = @ = vaatlemiskoha geograa-

Joon. G0, filine laius; killg PS==90° — d (sest
' - PL=90°% SL = § = tiihe deklinatsioon).
Nurka ZPS — tihe meridiaani ja vaatlemiskoha meridiaani vahel — nimetakse
tundnurgaks ja mirgitakse tihega f. Meridiaanist ida poole loetakse see
nurk negatiivseks, meridiaanist lidfine poole — positiivseks.
Sfddrilise trigonomeetria abil leiame sideme nimetatud suuruste vahel:

€05 (90° — h) = cos (90° — @) cos (90° — d) - sin (90° Su @) sin (90 — d) cos t.
sin h = sin @ sin 6 -} cos ¢ cos d cos t.

Taevakeha tdusmise ja loojenemise fijal on tema korgus vaatepiirilt A = 0
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(kui mitte arvesse viﬁtta refrjaktsiooni), sin'h = 0, tih.

0 = sin ¢ sin & -+ cos @ cos 0 cos t
ehk

o8t —= =cost=~—tgq>tgd.

Taevakeha tdusmise ja loojenemise ajal vordub tema
tundnurga cosinus vaatlemiskoha geograafilise laiuse
tangensi ja taevakeha deklinatsiooni tangensi negatiiv-
sele kasvatisele.

Seda ekvatsiooni rahuldavad kaks nurka — ¢, ja - ¢, ; tOusmisele vastab
~—, loojenemisele —-. Kui tdhe deklinatsioon 0 vahepeal ei muutu, siis saame
tousu ja loojenemise nurgad korraga; vastasel korral peame nad eraldi vilja

arvama. e

B. Ekvatsiooni cost— — tglgptgd analiiiis, 1) Pdhja-poolkeral
on 0°< @< 90°% ti#h. tg o >>0. Pohjapoolse tihe deklinatsioon d >0, ka
19 d =0, jarjel. on cost<0. Nurk ¢ on teises veerandis, tema absoluutne

" viidirtus peab olema suurem kui 90°, tiht touseb vaatepiiri kohale ida- ja pohja-
punkti vahel (ON) ja loojeneb liiine- ja pdhjapunkti vahel (WN), tema pie-
vane kaar vaatepiiri kohal on suurem kui 180°. '

2) Kui tihe deklinatsioon ¢ <70 (lduna-poolkera tiht), siis tg 0 < 0; tih
pohja-poolkeral (¢ > 0) on cos ¢ >0, nurk ¢ on esimeses veerandis, tema abso-

. luutne véadrtus on vihem kui 90°; tiht touseb louna- ja idapunkti vahel (SO),
loojeneb 1ouna- ja ldénepunkti vahel (SW), tema pH#evane kaar vaatepiiri
kohal on viiksem kui 180°

‘ é) Kui kasvatise fg ¢ tg 0 absoluutne vidrtus on suurem kui 1, siis ei

voi tiiht ei tousta ega veereda, sest cost”>1 on vOimata. Tédhend. vOrratus

ltgptg o >1, ehk :
itg 0| > t—;@= cotg ¢ = tg (90° — ¢)

ehk |d,—>90°— ¢ midrab, missuguste deklinatsioonidega tihed antud geo-

graafilisel laiusel iialgi ei loojene, missugused iialgi ei tduse. :

0. Millises vaatepiiri punktis tdht tdouseb ja millises

“loojeneb?

Parallaktiline kolmnurk ZPS annab ka téhe aasimudi = SZH =

=/ SH = a iga silmapilgu taryis: ’ i

/ 08 (90° — d) = cos (90° — &) cos (90° — @) -
~+ sin (90° — k) sin (90° — @) cos (180 — a)
ehk
N sin 0 = sin h sin @ — cos h cos g cos a.

sim h sin g — sin 0

cos a == _
cos h cos ¢
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Téhe tousu ja loojenemise ajal h = 0; sinh=0; cos h= 1 tiahendab

Taevakeha tdusmise ja loojenemise ajal vordub tema
aasimudi cosinus deklinatsiooni sinuse ja vaatlemiskoha
geograafilise laiuse cosinuse negatiivsele jagatisele.

Sellest ekvatsioonist saame kaks viiirtust — a, = tousu aasimut, + a, =
= loojenemise aasimut. 5

Ulesanded. 1. Millal tduseb ja loojeneb Aldebaran
(¢ = 481", § = 4 16°21") Tartus (p = 58°23") 1-sel septembril?

Lahendus. Koige pealt arvame vilja tihe kulmimisaja 1-sel septemb.

Téheaeg 1-se septembri keskpéeval = 10 tundi 38 min. iy

® Aldebarani ofsetous &0 0l winii =2 $ 5 8L
tih. Aldebaran . kulmib enne keskpieva = 6 tundi 7 min.,
Aldebaran kulmib 1-sel septembril kell 5, 53 min. hommikul. >

Niitid arvame vilja, mitu tundi enne kulmimist Aldebaran tSuseb.
cos t'=—1g q)‘ tg 0
lg tg ¢ = 0,21070
lgtg § = 9,46741 ,
lg cost = 9,67811, t =180° — 61°32'23"

t=1118927"87".
1
Avaldades nurga ¢ ajamdddus (1° = 4 ajamin., 1" = 4 ajasek., 1” = —

aJasek) lelame, et Aldebaran tduseb enne kulmimist 1 s
7 tundi 43 min. 50 sek.

ja loojeneb muidugi’ sama palju aega pirast kulmimist, tihendab, kell 18,

36 min. 50 sek. Tihe kulmimisajast 1. septemb. kell 5, 58 min. hom. tagasi

arvates 7 t. 43 m. 50 sek. tuleme aga juba 31-sse aug. ja leiame
‘ + 24
5 tundi 58 min. — sek.

13 A
22 tundi 9 min. 10 sek. :
81-sel augustil tousis Aldebaran kell 22, 9 min. 10 sek.; 1-sel septemb- -
ril tduseb ta umbes 4 minutit varem.
2. Millises vaatepiiri punktis tduseb Aldebaran?
' sin d
cos ¢’

5

cos @ = —
lg sin § = 9,44948
t.lg cosp = 0,28048

cos a = 9,72996, a = 180° — 579381'18”
) a = 122028"42".




 piikese ekvatoriaalsed koordinaadid- 15, mail

14. Piikese aastane teekond.

Paike liigub taevavdlvil mooda ekliptikat EFKH (joon. 70), tema kul-
minatsiooni, tousmise ja loojaminemise aegade mildramiseks on aga tarvis teada

mema otsetdusn « ja deklinatsiooni d. Siit Jjirgmine

Ulesanne. Piikese kaugus kevadpunktist # — nn. astro-
noomiline pikkKus — on 4. Midrata tema otsetdus a ja dek-
linatsioon o. i : B

Joon. 70 olgu piike punktis §; tombame libi piikese meridiaani. PSL,

-saame tiisnurkse sfidirilise kolmnurga FSL Sfidrilise trlgonomeetrla abil

lelame
g0 == cose g A,

sind ==sineg.sink,

kus ¢ on ekliptika ja ekvaatori tasapindade va- .
heline nurk ¢ = 23°27'. Kui piiike ekliptikat
mooda ihtlaselt liiguks, siis oleks tema ek-
vatoriaalsefe koordinaatide viljaarvamine lihtne.
. Naitus. Vilja arvata, millised oleksid

keskpileval, kui piike ekliptikat modda ihtla-
selt liiguks. ;

Aasta, s. t. 385,25 pieva jooksul teeh piike + Jooun, 70,
ekliptikal terve sdori ehk 360°. Kevadisel poori- ;

“péeval, 21. mirtsilon ta kevadpunktis F; 4 = 0°, (Vordle Ihk. 82, miirkus 2.)

Bt
15. mail, s. t. 55 piieva pirast: 1 = 53’99—;5 Teades 4, voime viilja arvata « ja d.
Piike liigub aga ekliptikat mooda mltte {ihtlaselt, talvel kiiremini kui
suvel, tdahendab, sel teel arvatud koordinaadid ei ole tiipipealsed. R
Palju parema resultaadi saame, kui viilja arvame piikese otsetdusu, ole-
tades esialgu, et piiike liigub iihtlaselt ekvaatorit modda (nn. keskmine
pidike), ja saadud viirtusele juure lisame nn. aja vdrranduse (léhem
geletus kosmograafia kursuses). )
Kuigi aja vorrandus aast-aastalt muutub, on see muutumine ometi nii’
viiike, et teda lgikaudsete viljaarvamiste juures ei tarvitse tihele panna.

Kui piikese otsetdus e on midratud, leiame tema deklinatsiooni valemist :

lgd=tge.sina.

Ekvatsioon niitab, et iildiselt ]d‘é P ainult kui sine =1 ehk o = 90°
(suvine podripiev), siistgd==1ige, ehk § = 5. Samuti, kui sine=—1,

ehk o« = 270° (talvine podripiev), siis tgd=¢—-tgs ehk 0 = —e.

Et mitmesuguste itlesannete lahendamisel tarvis:on teada aja vorrandust,
sellepiirast olgu siinkohal antud ,
6 -



82

N

Aja vorranduse tabel
Keskmine aeg miinus tdeline aeg (1921. aasta tarvis).

ks ; ‘ I
Jaanuar i Veebruar- |~ Miarts | Aprill E Mai Juuni

. |
1|} 8m842| 4-13m497| | 12m83°| 4™ 2| —9om57s | — gmo7s
5l 5:25 {414 9 |--11 43 |42 51 Kot B BT €
100+ 7 84 | 414 29 | +10 30 —-|—1 26| —3 42 1 -—0 52
16}k idvan bl dd 10t 9 9 0 8l -8 48 10, D
20} <416 | 418 5e|—|— 7,042 | —1 2/ —840" |41 48
25| 412 25|18 16 |+ 6 11 | —2 1.4 —3 19 {42 17
30| 4 138 24} o ,—[—439|—2 49 | —2 44 | +38 19

: | | s

Juuli August | September | Oktoober | November | Detsember
1| -} 8™ 31° l ~+-6m10° | 0™ 8° | —10™12¢| —16™19°| — 10™ 59*
+4:16 | 4+5 52 | —1 14 | —11 26 |—16 19 |— 9 24
10| +5 5 |45 16 | —2 55 |[—12 51 |—16"1|— 7 14
15| -+5 42 +4 26 |'-—4 41 | —14 5 |—15 21 | — 4 54
20| +6 7 +d 21 20 =15 H5MNi~—14:21 | — "2 2%
251 +6.18 | +2 5 | —8 12 | —15 48 | —13 1 + 0 2
80| -+615 | +0 89 | -—~9 52 |—16'14|—11 21 |4 2 80

Mirkus 1. Toehse piikese otsetdusu saame, kui keskmise piikese
otsetdusule juure lisame aja vorranduse. Kui d]a vorrandus on, niit., ‘posi-
tiivne, tih., kui toeline aeg on taga keskmisest, siis on tdeline piike kesk-
misest piikesest ida pool, tema otsetdus on suurem kui keskmise piiikese oma.

Mirkus 2. Kevadisel pooripéeval, 21. mirtsil, mil tdeline piike tuleb
kevadpunkti, on aja vdrrandus umbes -+ 7 minutit, tih. keskmine piike on
7 min. ehk 15". 7 = 105" = 1°45’ liiine pool kevadpunkti, millesse ta jouab
enamasti 23. mértsil. Keskmlse P ukese otsetdus on null (« = 0)
enamasti 23. miartsil

Ulesanme 1. Masirata, millised on palkese ekvatorlaalsed
koordinaadid 2. novembril.

Lahendus. 23. mirtsil on keskmise piikese otsetdus 0. 23. miirtsist
kuni 2. novembrini on 224 piéeva. Keskmise piiikese otsetdus 2. nov.

+360°. 224 >
i T X TE 2200 48,
Tdelise piikese otsetdusu leidmiseks on sellele tarvis Jjuure lisada aja’
vorrandus 2. nov. = — 16" 19° = —4°5’, saame
o ='216%43";
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Deklinatsiooni d mé#drab valem . Lo
tgd =tge.sina (e = 28°27)

logtge = 9,63726
log sin a = 9,77660,
logtg 0 = 9,41386,; 0 = —14932".
Ulesanne 2. Miirata, mis kella ajal tguseb ja mis kella
ajal loojeneb piike Tartus 2. novembril :
Lahendus. Ulesandes 1 miirasime piikese deklinatsiooni 2. novembri
tarvis s ¢ = — 14°32’, Tartu laius ¢ = 58°23".
: Taevakeha tousmise ajal on tema tundnurga cosinus

: cost = —1tggtygd )
i lg tg @ = 0,21070 ;
lgtg d = 9,41370,
lg cost = 9,62440 t = 6506 = 420",

. Aja vorrandus on 2. nov. umbes — 16 min., tahendab pi’nkese kulmimis-
ajal on kell 11,44 min. Piikese tdus on 4 ‘tundi 20 min. sellest ajast varem,
tema loojaminemine aga 4 tundi 20 min. hiljem. Jérjelikult, 2. novembril
touseb piike Tartus kell 7, 24 min., loojeneb kell 4, 4 min. :

Ulesanded.

1. Millal touseb ja loojeneb piike 21. juunil (§ = -23°27") ja kui
plkk on paev : ,

a) Melbournis (p = — 87°50"). 2

b) Pitha Helena saarel (p = — 15° 55").

¢) Bogotas (¢ = -}4°36).

dj Tokios (¢ = -} 35°39).

e) Roomas (p = -} 41° 54').

f) Tallinnas (p = - 59° 26”).

g) Nordkapis (p = -} 71°12").

2. Millises vaatepiiri punktis touseb piike filesande 1 kohtades?

3. Millal touseb ja loojeneb piiike pohja-poolkera kdige liihemal péeval
(0 = —23°27’) iilesande 1 kohtades ja kui pikk on see pae\(?

4, Misrata piikese ekvatoriaalsed koordinaadid Jargmlste pievade tarvis:
1) 4. aprill, 2) 13. mai, 3) 29. Juuh, 4) 15. august, 5) 7. sept., 6) 21. dets.,
7) 27. veebr.

5. Millal touseb paike Tartus 1. mail? 4. juunil? 5. augustil ?

6. Millal loojeneb piike' Tallinnas 1. aprillil? 13. juulil? 7. detsembril?

7. Millisel laiuskraadil kestab kdige pikem pHev 16 tundi? '

Juhatus. Tousust kuni kulminatsioonini tarvitab .pﬁike 16¢:2 = 8,
Piikese tundnurk ¢ = 8 = 120°; cos 120° = — tg @ tg d; médrata @.
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Mllhsel la.luskraadll kestab k01ge plkem paev 12 tundi, 1: tundl
24 tundl?

: 9.  Mis kella ajal on. Tartus 1. mail piiikese kmgus s 10000
(@ = 4 14°58)?

Juhatus

-

Parallaktilise  kolmnurga elemente seob valem: sinh =

= smwsmd—l—cos¢cosdcost antud on %, .¢, d, leida t.

©10. Mis kella ajal on Tallinnas 18. okt. palke‘e korgus h = 1:)027
((’ TR v 70 40 )‘2 7

1 2.4

26°16".

12.

13

Juhatus.
votta aasimut n

16 -aprillil kell 10, 47 min. hom.

oli

piikese kﬁrgus Valgas

Madrata Valga laiuskraad, kui on teada, et piikese deklinatsioon
¢ = -4 10°2"

t

Palkese tousu ajal oli tema aasmmt — 970 42", * Ma#rata vaatlemis-
koha geograafiline laius, kui piikese deklinatsioon oli vaatlemisajal & = 19915’,

Mis  kella 'ajal.on Rakveres (¢ = 59°21°) 12. augustil- piike JllSt
idas ja milline on siis tema korgus 4 ? ;

Vorranduses = sin 0
== —90°, tihendab,

sest sinh = sin g sin d -+ cos ¢ cos d cos t.
Mis kella ajal on Moskvas (¢ == 55° 45") kdige pikemal piieval piiike

14.
just idas ?
15.

16.
sel ajal kui piike oli just idas) 24929’

Tartus vaadeldi piikest’ just idas,
Milline oli piikese deklinatsioon vaatlemisajal ?

Tallinnas oli 25. mail piiikese korgus esimeses vertikaalis (tihendab,

kui paikese deklinatsioon oli 20°54"- Q

; 4

10. novembril vaadeldi piikest (0 = 17

siis

= sin h sin g — cos h cos ¢ cos a tuleb
sin h,= sin d : sin @, ¢t leiame vorrandu-

kui tema korgus oli 7°

‘Misirata Tallinna geograafiline laius,

4" 38”) esimeses vertlkaahs

kell 23, .14 min. 37 sek. Midrata vaatlemiskoha geograafiline laius.

18. ~Mis kella ajal on Helsingis (¢ = +60°9 43") 1. augustil piike
esimeses vertikaalis ja milline on siis tema korgus (d = 4 18°6" 4)?

19. Millal touseb ja locjeneb Tartys (¢ = 58° 22 47")

1 oktoobril: Siirius (¢ = 6*41™37%, d = —16°36" 217)?

15. detsembril: Aldebaran (= 4!31"20°, & =~} 16°20 58”)?
_ 2. jaanunaril : Weega (e =18'34" 14%; J = - 38°42 30")?

4. martsilic Arktuur (o= 14912™1°, d = -} 19°35" 54")? -

20.
29
i o 43
25.
13.

Millal touseb ja loojeneb LI‘allmnas (p=59°26° 15")
mail: ¢ Andromeedas (a == 0 4™ 15,
juunil: Kapella (e = 5' 10" 47°, 6———{—400""")" ;
augustil: Prokiion (a« = 735" 7¢,
septembril: ¢« Kotkas (¢ = 19’46’" 587

~

\

0 =

d =--28°88"56")?

.-I ,—2 )‘)
g = —}—80 39° 22")? {
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; Ulesanded H. Fenkneri trigonomeetria dperaamatust.

1. Kui palju oli kell Altonas (¢ ='53°83), ja milline péikese dekli-
natsioon sel ajal kui ta oli esimeses vertikaalis (just idas) ja tema k‘(‘irgus
ho=12°? s

2. Kui korgel on Karlsruhes (p = 49°0’ 20”) piike 15. augustil (6 — 1408 )
kell 62 Milline on sel ajal piikese aasimut?

3. Magdeburis (p = 52°7°35") oli ithel pdeval kell 6 piikese korgus
h = 15°% Milline oli piikese deklinatsioon sel pileval ?

4. “Koige pikemal pieval kell 18 oli piikese kdrgus h = 18° 18%61".
Milline on vaatlemiskoha geograafiline lalus ja kui suur -on piikese aaslmut
(0 = 23°21'207)?

5. Tahe korgus b = 41°30’ 30” tema aasimut a = 57° 13" 36”; vaatle-

miskoha geograafiline laius ¢ = 49°0° 30 Kui suur on tdhe tundnurk ja
deklinatsioon? . . :

\ 6. Kui korgel on piike 1. mail (6= 15°10"25") Kolnis (p = 4056’ 33")
kaks tundi enne kulmimist ja k® suur on siis tema aasimut?

7. Tihe korgus & on teatud ajal 22045'12” ja tema aasimut @ = 50°1420”
(mdddetud 1ouna punktlst) I" Midrata tihe tundnurk ja vaatlemiskoha geograa-
filine laius, kui tihe deklinatsioon ¢ = 70054 .

8. Mis kella ajal algab Neapolis (¢ = 40°52") koit, kui piikese dekli-
nation d = 8°12’ 7. (Astronoomilise koidu algusel 6n piike 18° vaatepiiri all.)

9. Kui kaua kestab linnas, mille geograafiline laius ¢ = 42° (kodan-
line), koit ehk eha sel ajal, kui piiikese deklinatsioon on 6 = -+ 12? (Koit
algab ja eha lopeb siis, kui piike on 6°30° vaatepiiri all.)

10. Millal algas ja kui kaua kestis Breslaus (¢ =51°6’ 56”) astronoo-
miline' koit 14. detsembril 1902, kui piikese deklinatsioon ¢ = 22°10" 42”2 .
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~ 15. Tdhtsamad valemid.
Tasapinnaline trigonomeetria.

sin® a -+ cos® ¢ = 1.

sina _cosa, ' “©
g cotga—sma, tg a.cotga = 1
: ] 3 ’ 1 g
_COSG-—"—_-—T:";, SN a = ——— s e
Vi+iga Vifetga Vitigta
sin (a 4 B) = sin a cos § -+ cos a sin 8 .
sin (¢ — ) = = $in a cos 3 — cos a sin
cos (a + ) = cos @ cos f#— sin a sin 8
cos(a—ﬁ)=cosacosﬂ+sinasinﬂ
tga+tyﬂ_ SO R bt L
4 B g e G e e
@ : |
__cotga.cotgB—1 g o cotga.cotgf 1
cgt,q(a—f——ﬂ) T cotg B+ cotg ok cotg 8 — cotg a
sinfa=2sinacosa sina=2sin—;cos§

c0s2a=cos’a —sin’a =2c0s2a—1 =1—2sna.

o 1/1—cosa % . AT Feea & [T
i Bamdd Bowie TEm ol o B g 9 1+ cose
.« p—b(p—o rp—a) ., & 1/ (p—b@—0

i ol RS R 3= e 98 n “plp—a)

S=21absiny

3 o2 sin B sin y

S=2 , sina
S=Vrp—ar—b{—o :
sin a4 sin § = ?,Sz'na—gﬂcosa;‘s
_ sine—gsinp = 2cosa—i_‘8sina;ﬁ
¢os a4 cos § = 2 cos a'—;‘scosa;ﬂ
aff . a—g

cos @« —cos B = — 28in S T e
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ol SO R I Ay (Sinuslause)
s a sm B sin y :
a2 = b‘lv—l— c2—2bccosa (Cosinusléuse)
a+-p |
9
o = = $ (Tangenslause)
a—b ¢ E:E :
g 2
o B e
cos sin i
atb _ 2 i - (Mollweidi laused)
¢ a+8 ¢ . atg :
608 5~ sin ~—o—

Sfiadriline trigonomeetria.

sina _-sinb _ sinc

sine  sinfl  siny
cos & = ¢os b cos ¢ - sin b sin ¢ cos «
cos a

i g_ i Vsin (p—b) sin(p-—c)

sinp sz’n (p—a)

— ¢08 (6 — B) cos (6 —

(Sinuslause)

(Cosinuslause)

= —cosfBeosy—+simBsinycosa ( & )

2p=a-tbte

cotg—= cos 0 cos (6 — @) Zq=a—-{—ﬁ+7
a8 a—b a—p . a—b
tg 2 _cos ) tg ) _sm
cotg;i cos a—i—b £ cotg-g— - sin a-;—b
g T2 s a—b e
5 €08 S tg T i sm e s
tg% cos~_—2t§ tg% sin iﬁt
wR? e f
8= 180° (¢ =a+g-+y—1809
P avy o i) p——c
tg g Vtg2 tg 5 tg 5 tg

1
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