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Sissejuhatus

Funktsioonide iihtlase pidevuse mdiste defineeritakse matemaatilise analiilisi pohi-
kursuses, kuid sellega seotud omaduste uurimisel piirdutakse Cantori teoreemiga. See
teoreem viidab, et igas 16igus pidev funktsioon on selles 18igus iihtlaselt pidev. Seda
olulist fakti kasutatakse integraalarvutuse iihe koige tihtsama viite — iga 16igus pidev
funktsioon on selles 16igus integreeruv — tdestamisel.

Mis puutub tokestamata intervallis médratud funktsioonide iihtlast pidevust, siis kur-
suse «Matemaatiline analiiiis I1I» loengukonspektis on tdiendava (mittekohustusliku)
Oppematerjali hulgas esitatud moned sellekohased viited, sealhulgas véide, et interval-
lis [a, o) pidev funktsioon f on selles intervallis iihtlaselt pidev, kui eksisteerib 15plik
piirvadrtus lim, ., f(x).

Kiesoleva bakalaureuseto eesmirk on anda iilevaade funktsioonide f: [a, c0) — R
ihtlase pidevuse tarvilikest ja/vdi piisavatest tingimustest. T66 on referatiivne, selle kir-
jutamisel olid aluseks artiklid [1], [4] ja loengukonspekt [3]. Lisaks kasutasime ka raa-
matuid [2] ja [5]. T66 koosneb kolmest peatiikist.

Esimene peatiikk on sissejuhatav. Selle esimeses alapunktis esitame iihtlase pide-
vuse definitsiooni ja nditeid pidevate funktsioonide kohta, mis ei ole iihtlaselt pidevad.
Teises alapunktis selgitame, kuidas jadade abil kirjeldatakse funktsioonide iihtlast pi-
devust. Vaatleme, missugused tingimused on tarvilikud ja piisavad pideva funktsiooni
ihtlaseks pidevuseks. Tdhelepanuvidirne on iihtlase pidevuse seos Cauchy jadadega: iga
intervallis tihtlaselt pidev funktsioon teisendab Cauchy jada uuesti Cauchy jadaks. See-
juures tokestatud intervallide korral kehtib ka vastupidine viide. Selle peatiiki 16pus
toome ka néite iithtlase pidevuse ja Cauchy jadade vahelisest seosest.

Teine peatiikk on pithendatud iihtlaselt pidevate funktsioonide uurimisele tdkestama-
ta intervallis. Selle esimeses alapunktis tdestame, et 1opliku piirviidrtuse lim, .. f(z)
olemasolu garanteerib pideva funktsiooni f: [a, c0) — R iihtlase pidevuse. Toome niite
selle kohta, et 1opliku piirvédértuse lim,_,, f(x) eksisteerimine ei ole tarvilik tingimus
selle funktsiooni iihtlaseks pidevuseks. Alapunkti viimane teoreem viidab, et tingimus

|/ ()]

limsup,_, ., ——— < oo, mis on tarvilik funktsiooni f iihtlaseks pidevuseks interval-

lis [a, 0), ei ole selleks piisav. Teine alapunkt on piithendatud kontraniitele, mille abil

|/ ()|

veendume, et ka eelmisest tugevam tingimus lim,_,,, ——— = 0 ei garanteeri pideva
T



funktsiooni f iihtlast pidevust. Kolmanda alapunkti pohitulemus kinnitab, et kui funkt-
siooni f: [a,00) — R graafikul on kas kald- voi rohtastimptoot, siis ta on intervallis
la, 00) iihtlaselt pidev.

Kolmandas peatiikis uurime iihtlase pidevuse ja piratute integraalide vahelist seost.
Selle esimeses alapunktis meenutame pératu integraali definitsiooni ja tema koonduvu-
sega seotud tingimusi. Teises alapunktis uurime niisuguste funktsioonide f: [a,00) — R
ihtlast pidevust, mille korral pératu integraal faoo f (x)dx koondub. Peatiiki pohitulemus
viidab, et kui pideva funktsiooni f: [a,00) — R piratu integraal [~ f(x)dz koon-
dub, siis 1opliku piirvéirtuse lim, ., f(z) olemasolu, mis iildjuhul on piisav tingimus
funktsiooni f iihtlaseks pidevuseks intervallis [a, 00), on ka tarvilik. Toome niiteid, kus
funktsiooni ithtlane pidevus ei garanteeri integraali koonduvust, ja vastupidi.



Peatiikk 1

Funktsioonide iihtlane pidevus:
definitsioon ja tuildised omadused

Selles peatiikis esitame kdigepealt funktsiooni iihtlase pidevuse definitsiooni ja too-
me moned niited funktsioonidest, mis ei ole iihtlaselt pidevad. Teises alapunktis toes-
tame moned viited funktsiooni f tihtlase pidevuse kohta intervallis D. Seejuures néita-
me, kuidas iihtlast pidevust saab kirjeldada jadade abil. Peatiiki 16pus tdestame tuntud
teoreemi funktsiooni iihtlasest pidevusest antud tokestatud vahemikus. Peatiikis toodud
viidete tdestamiseks on ldhtutud loengukonspektist [3] ja raamatust [2].

1.1 Uhtlase pidevuse definitsioon ja niiteid

Olgu funktsiooni f midramispiirkonnaks intervall D, mis v3aib olla kas tokestatud
vOi tokestamata. Teatavasti nimetatakse funktsiooni f pidevaks intervalli D sisepunk-
tis z, kui lim, ., f(t) = f(x), st

Ve>0 30=46(e) >0:[te D,[t—z| <d=|f(t)— flx)] <e.

Kui @ € D on intervalli D vasakpoolne otspunkt ja lim, ., f(t) = f(a), siis deldakse,
et funktsioon f on kohal a paremalt pidev, analoogiliselt defineeritakse vasakpoolne pi-
devus parempoolses otspunktis b € D. Oeldakse, et funktsioon f on pidev intervallis D,
kui ta on pidev hulga D igas sisepunktis ja tihepoolselt pidev igas hulka D kuuluvas ots-
punktis. Niisiis on funktsioon f pidev intervallis D parajasti siis, kui

Vee D VYe>0 3d=0d(e,z) >0:[te D, |t —x| <] =|f(t)— f(z)| <e. (1.1)

Definitsioon 1.1. Oeldakse, et funktsioon f: D — R on hulgas X C D iihtlaselt
pidev, kui iga ¢ > 0 korral saab leida sellise § > 0, et suvaliste z, 2’ € X korral, mis
rahuldavad tingimust |z — 2/| < J, kehtib vorratus |f(z) — f(2/)] < e.



Tingimuse (1.1) ja definitsiooni 1.1 vordlemisel on ilmne, et funktsiooni f tihtlasest
pidevusest intervallis D jdreldub tema pidevus selles intervallis.

Teoreem 1.2 (Cantori teoreem iihtlasest pidevusest). Loigus pidev funktsioon on selles
6igus tihtlaselt pidev.

Cantori teoreem ei kehti iildjuhul 16igust erineva intervalli (s.o0. vahemiku voi pool-
16igu) puhul.

Néide 1.3. Niitame, et pidev funktsioon
fila,00) = R, f(x):=2?

ei ole intervallis [a, 0o) iihtlaselt pidev. Olgu ¢ := 2. Veendume, et iga 6 > 0 korral saab
leida x1, x9 € [a,00) omadustega |x; — x| < dja|f(x1) — f(x2)| > 2. Téepoolest, kui

T =n+ —jazy =n,kus — < 0, siis |z, — 23] = — < 4, kuid
n n n
1\2
o) = flaa)l = e = a3 =+ 24 (1) =) > 2.
Niide 1.4. Veendume, et pidev funktsioon

1
f:(0,1] = R, f(x):=sin—,
x

pole iihtlaselt pidev intervallis (0, 1]. Olgu € := 1. Punktid

2

- Wk=0,1,2,...
W= oy P 0L2

kuuluvad intervalli (0, 1]. Iga 6 > 0 jaoks leidub selline £, et

| 2|1 1| 4 s
Tt T T ok 3 T 2k b 1| a2k 3)(2k 1)
kuid
2k+3 2k +1
[ onen) = Fa)] = sin T i TRyt a2

suvalise £k = 0,1, 2, ... korral. Seega ei ole funktsioon f iihtlaselt pidev.



1.2 Uhtlase pidevuse kirjeldamine jadade abil

Lause 1.5. Pidev funktsioon f: D — R on intervallis D iihtlaselt pidev parajasti siis,
kui on tdidetud jargmine tingimus:

kui xy, 2, € D ja xp — x), — 0,siis f(zx) — f(2}) = 0 (k — 00). (1.2)

Toestus. Tarvilikkus. Eeldame, et funktsioon f: D — R on iihtlaselt pidev ja nditame,
et kehtib (1.2). Olgu ¢ suvaline positiivne arv ja (z;) ning (z},) sellised jadad hulgas D,
etz —x), — 0 (k — 00). Niitame, et

AN eN: k>N =|f(x) — f(z})] <e.
Uhtlase pidevuse eelduse kohaselt
30 >0:[x,2" € D,z —2'| <d§=|f(x) — fa)] <e.
Kuna z;, — x}, — 0, siis
AN: k> N = |z, — a}] <,

mistottu
|f(xp) — f(z})] <e Yk > N.

Seega f(xy) — f(x}) — 0, kui x — oo.

Piisavus. Eeldame, et hulgas D pidev funktsioon f rahuldab tingimust (1.2). Oleta-
me vastuviiteliselt, et ta ei ole iithtlaselt pidev. Sel juhul

Jeg >0 Vo >0 a2, € D: |z, — )| <6, |f(zn) — f(2)] > eo. (1.3)

n

S|

Votame § := — (n € N) ja vastavalt eeldusele (1.3) leiame punktid x,,, z,, € D oma-

dusega
1
|z — 25| < ;’ |f(xn) = f(2,)] > eo.
Siis z,, — x], — 0, eelduse (1.2) tottu f(x,) — f(z!,) — 0. Seega leidub N € N, et
|f(zn) — f(x))] <eo iga n> N korral.

See on vastuolus punktide x,,, z/, € D valikuga, jarelikult on vastuviiteline oletus (1.3)
VAdr. |

Lause 1.6. Intervallis D iihtlaselt pidev funktsioon f rahuldab jdrgmist tingimust :

kui (xy) on Cauchy jada hulgas D, siis (f(xy)) on Cauchy jada. (1.4)



Toestus. Eeldame, et f: D — R on iihtlaselt pidev, olgu € > 0. Vastavalt iihtlase
pidevuse definitsioonile leidub selline 6 > 0, et

[z,2" € D, |z — 2’| < d] = |f(x) — f(2')| <e. (1.5)

Olgu (z,) Cauchy jada hulgas D, niitame, et (f(z,)) on Cauchy jada. Cauchy jada
definitsiooni kohaselt leidub N € N omadusega

n,m> N = |z, — x| <6.
Tingimusest (1.5) saame, et
n,m > N = |f(x,) — f(z,)] <e.
See tiahendabki, et (f(z,)) on Cauchy jada. [

Lause 1.7. Kui D on tokestatud intervall, siis tingimus (1.4) on tarvilik ja piisav pideva
funktsiooni f iihtlaseks pidevuseks hulgas D.

Toestus. Tarvilikkus on toestatud lausega 1.6.

Piisavus. Toestuseks néditame, et kui funktsioon f: D — R ei ole tokestatud inter-
vallis D {ihtlaselt pidev, siis ta ei rahulda tingimust (1.4), st leidub selline Cauchy jada
(z) hulgas D, et (f(zx)) ei ole Cauchy jada. Kuna f ei ole iihtlaselt pidev, siis saame
valida sellise £g > 0 jaiga n € N korral punktid z,,, 2, € D omadusega

oo = 24l < = [f(a) = S| 2 e

Kuna hulk D on tdkestatud, siis on mdlemad jadad (z,,) ja (x,) tokestatud ning Bolzano—
Weierstrassi teoreemi pdhjal sisaldab jada (x,,) koonduva osajada (z,, ), tihistame
a := limy, x,, . Paneme tihele, et

T, —x, =0 (n — o00).

r / . r ~ .
Seosest x;, = Ty, + (2}, — T,,) tuleneb, et lim, z;, = a. Seetdttu jada
R / / /
(Zl) T (xnﬂ‘rnl 1y Tngs Z‘n2, Tng, anJ s )

koondub hulgas R samuti piirviirtuseks a.
Toepoolest, suvalise § > 0 korral leiduvad N; € Nja Ny € N, et

k> Ny = |z, —al < ning k> Ny = |z, —al <9
Seetdttu, kui ¢ > 2max{ Ny, Ny}, siis
|z, —a] < d,kuii=2k—1,
|zi —a| =

|z, —a| < d,kuii=2k

8



jarelikult lim; z; = a.
Arvude z,, ja 2z, valiku kohaselt kehtib iga k € N korral vorratus

|f (z2—1) = f(220)| = | (@n,) — [ (27, = <0,
mistottu (f(z)) ei ole Cauchy jada. [

Jargmine niide kinnitab, et tingimus (1.4) ei ole piisav pideva funktsiooni iihtlaseks
pidevuseks tokestamata intervallis.

Naiide 1.8. Vaatleme veelkord funktsiooni
fila,00) = R, f(x):=2"

Me veendusime niites 1.3, et f ei ole intervallis [a, co) iihtlaselt pidev. Olgu (x,,) su-
valine Cauchy jada intervallis [a, 00). Kuna iga Cauchy jada on tokestatud, siis leidub
selline M > 0, et

|z, < M Vn eN.

Olgu € > 0, Cauchy jada definitsiooni kohaselt

5
dN e N: >N = |x, — Tm| < —.
eN:n,m> |y — T oYi

Siis suvaliste n, m > N korral
f (@) = flam)| = 22 — 22, = &0 + 2y — 2
< (|znl + [2ml) |20 — Tl

€
2M - — =
< Wi g,

st (f(x,)) on Cauchy jada.

Lauset 1.6 rakendades tdestame jargmise lause (vt [2], Theorem 3.4.6), mis kirjeldab
tokestatud vahemikus iihtlaselt pidevaid funktsioone.

Lause 1.9. Funktsioon f: (a,b) — R on iihtlaselt pidev vahemikus (a, b) parajasti siis,
kui leidub selline pidev funktsioon h: [a,b] — R, et

f(z) = h(z) Vx € (a,b).
Tdestus. Piisavus. Eeldame, et intervallis [a, b] leidub pidev funktsioon A nii, et
h(z) = f(z) iga = € (a,b) korral. (1.6)

Cantori teoreemi kohaselt funktsioon  on 18igus [a, b] iihtlaselt pidev, siis on ta ka
vahemikus (a,b) tihtlaselt pidev. Tingimuse (1.6) kohaselt on funktsioon f iihtlaselt
pidev vahemikus (a, b).



Tarvilikkus. Olgu f vahemikus (a, b) iihtlaselt pidev funktsioon. Kdigepealt nditame,
et eksisteerivad piirvdirtused L := lim, .,y f(x) ja M := lim, ,,_ f(x). TOestame,
et piirvédrtus L eksisteerib, piirvédirtuse M korral on tdestus analoogiline. Olgu (z;,)
vahemiku (a, b) punktide suvaline jada, mis koondub arvuks a. Sel juhul on ta Cauchy
jada ning kuna f on vahemikus (a, b) iihtlaselt pidev funktsioon, siis lause 1.6 jirgi on
(f(x,)) samuti Cauchy jada. Tédhistame selle jada piirvéértust L; := lim f(x,,). Niitid
vaatleme teist jada () vahemikus (a, b), mis samuti koondub arvuks a. Analoogiliselt
saame, et Ly := lim f(z/)). Piirvdirtus L = lim,_,, f(x) leidub, kui L, = L,.

Votame ¢ > 0. Kuna funktsioon f on vahemikus (a,b) iihtlaselt pidev, siis leidub
6 >0,et

[Lfe@umu—xq<ﬂ:4ﬂm—f@m<§. (1.7)

Kuna z, — a, z, — a, f(x,) — L1 ja f(x]) — Lo, siis leidub selline M € N, et kui
n > M, siis

\xn—a|<§, |2/ —al < =

2
ja
€ , €
Seega iga n > M puhul saame, et
0o 9
|z, — 2| = |z, —a+a—2a)| < |xn—a|+|a—x'n|<§+§:5,

ja tingimuse (1.7) pohjal
L1 — Lo| = |Ly — f(xs) + f(2n) — f(2},) + f(27,) — Lo
< Ly = flan)| + 1 f (2n) = f@)] + [ f(2,) — Lo

<S58
-3 3 3 7

Kuna ¢ > 0 on suvaliselt valitud, L; = L,. Seega leidub piirviirtus L. Analoogiliselt
saab tOestada, et leidub piirvéartus M.
Defineerime funktsiooni 4 : [a, b] — R seosega
L, kuiz =a,
h(z) =< f(z), kuiz € (a,b),
M, kui z = b.
Selge, et funktsioon A on pidev vahemikus (a, b), ja kuna
lim h(zx) = lim f(x) =L = h(a)

r—a+ r—a+
ning
lim h(z) = lim f(z) = M = h(b),
r—b— r—b—
siis h on pidev 16igus [a, b]. |

10



Peatiikk 2

Uhtlaselt pidevad funktsioonid
tokestamata intervallis

Selle peatiiki esimeses alapunktis tdestame piisava tingimuse (vt lause 2.1) ja tarvi-
liku tingimuse (vt lause 2.3) funktsiooni f: [a,00) — R iihtlaseks pidevuseks. Peatiiki
teises alapunktis esitame kontraniite, mis kinnitab, et lausega 2.3 antud tarvilik tingimus
funktsiooni f iihtlaseks pidevuseks ei ole selleks piisav. Kolmandas alapunktis veendu-
me, et funktsiooni f: [a, 00) — R graafikul on kas kald- v&i rohtastimptoot, siis f on
ihtlaselt pidev.

2.1 Uldised teoreemid

Me alustame lausega (vt [1], lemma 4.2 ja [3], lause 3.16), mis esitab lihtsa, kuid vi-
ga olulise piisava tingimuse tdkestamata intervallis [a, oo) médratud pideva funktsiooni
ihtlaseks pidevuseks.

Lause 2.1. Kui funktsioon f: [a,00) — R on pidev ja eksisteerib loplik piirviicirtus
lim, oo f(z) =: A, siis f on hulgas |a, 00) iihtlaselt pidev.

Toestus. Eeldame, et f on intervallis [a, oo] pidev funktsioon. Olgu ¢ > 0 suvaline.
Kuna lim, ., f(z) = A, siis saab valida sellise M > a, et

f(z) — A < % kikide = > M Korral. 2.1)

Votame suvalise N > M. Kuna funktsioon f on pidev 16igus [a, N], siis Cantori teo-
reemi pohjal on f 16igus [a, V] iihtlaselt pidev, seega saame leida 6, > 0 omadusega

[z, 2" € [a, N], |z —2'| < &1] = |f(x) — f(2')] <e. (2.2)

11



Votame 0 := min{/N—M, 0, } ja vaatleme arve z, 2’ € [a, o), mis rahuldavad tingimust
|z — 2’| < §. On kolm voimalust :
1) z, 2’ > M, siis tingimuse (2.1) kohaselt

3

5 — &

5
[f(@) = f@)] < |f(@) = Al + A= fl@)] < 5 +

2) xz, 2’ € [a, M], siis tingimusest (2.2) saame, et | f(x) — f(2)] < &,
3)a < x < Mjaz > M, siis tinu vorratusele |z — 2| < § < N — M saame, et

x,x’ € [a, N], seega tingimuse (2.2) kohaselt |f(z) — f(2')| < e.

Kokkuvattes, kui z, 2" € [a,00) ja |z — 2’| < 6, siis |f(x) — f(2')] < e, st f on
intervallis [a, 0o) iihtlaselt pidev. [
Jargmise niite pdhjal ei ole 15pliku piirvéirtuse lim,_,, f(x) olemasolu tarvilik tin-

gimus funktsiooni f iihtlaseks pidevuseks.

Naiide 2.2. Funktsioon
on iihtlaselt pidev, kuigi lim, ., f(z) = 0o. Veendume selles. Olgu ¢ > 0 suvaline,

votame ¢ := 2¢. Kui z, 2’ € [1,00) ja |x — 2’| < 4, siis

|z — 2| 1 n 2e
—lr—2| < —=e

— <
IVz + V| T 2 2

Seega on f tdepoolest iihtlaselt pidev intervallis [1, co).

f(x) = fa)| = Vo — Va'| =

Uhte tarvilikku tingimust funktsiooni f : [a, c0) — R iihtlaseks pidevuseks kirjeldab
jargmine lause (vt [4], Theorem 3.1). Me rakendame funktsiooni f: [a, c0) — R puhul
tahistust

limsup f(z) := lim sup f(x).
Z—00 =00 z>
Tingimus lim sup,_, . f(z) < oo kehtib parajasti siis, kui leiduvad arvud C ja Cs, et

f(z) < Cy kaikide = > Cy korral.

Lause 2.3. Kui funktsioon f: [a,00) — R on iihtlaselt pidev intervallis [a, ), siis

lim sup |f(xx)| < 00, 2.3)

T—r00

st leiduvad arvud C'y ja C, et

|f(z)| < Cyx kéikide x > Cy korral.

12



Toestus. Eeldame, et funktsioon f on iihtlaselt pidev intervallis [a, 00), siis funktsiooni
tihtlase pidevuse definitsiooni kohaselt leidub 6 > 0, et

2,2 € [a,00), [¢ — 2'| < 3] = |f(z) — f(a)| < L. (2.4)
: : 0 . .
Fikseerime z > a—|—§. Valime 16igu [a, z] sellise alajaotuse a = zp < 1 < - -+ < T, = ,

et

)
A:Bk:a:k—xk_lzﬁ, kus £ =2,3,...,n,

ja
)
O<z1—a< 7
Saame, et
n n 5
x—a:ZA:ck > ZAmk =(n— 1)5,
k=1 k=2
seega
2
n < S(x—a)—i—l. (2.5)
Vordusest

n

fla) = fla) = (f(x) = fzr1))

k=1

ja kolmnurga vorratust ning seoseid (2.4) ja (2.5) kasutades, saame, et

n

S (0ax) = F-)| +1£(a)

k=1

<D ) = fla-)l + 1 (@] <+ [ f(a)l.

[f @) <[f(x) = fla)| + | fa)] =

)
Kuna Az, = |z — 21| < 3 < 6, siis eelduse (2.4) kohaselt

F(ex) = S <1< 3@ =)+ 1+ /(@) = 50+ 4,

kus A:=1+|f(a)| — %a.

Saime, et

2 )
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2 J
Tahistame C := 5 + 1ja Cy := max{a + 2’ A} ning paneme tihele, et kui x > Cy,
siis x > A, jarelikult

2 2
\f(x)\<5x+x: (5—1—1)35:0195.

Teoreem on tdestatud. [ |

Jareldus 2.4. Kui funktsioon f: [a,00) — R rahuldab tingimust

lim M = 00, (2.6)

T—00 €T
siis f ei ole iihtlaselt pidev iiheski intervallis [b, 00), kus b > a.

Tdestus. Oletame vastuviiteliselt, et f on iihtlaselt pidev intervallis [b, c0) mingi b > a
korral. Lause 2.3 kohaselt leiduvad sellised C; > 0ja Cy > 0, et

M < (C) Vx € [027OO>7

T

mis on vastuolus eeldusega (2.6). |

2.2 Kontranaide

Lause 2.3 tingimus (2.3), mis on tarvilik funktsiooni f iihtlaseks pidevuseks inter-
vallis [a, c0), ei ole selleks piisav. Veelgi enam, ka sellest oluliselt tugevam tingimus

lim, oo M = 0 ei osutu piisavaks. Sellest annab tunnistust jargmine ndide (vt [1],
T

Proposition 5.2). Jirgnevas niites lim, ., f(z) = 0 (vt ndide 2.5) ndeme, et tingimus

lim, s M = 0 ei garanteeri iihtlast pidevust ka juhul, kui f on tokestatud funkt-
T

sioon, millel piirvdirtust lim, . |f(x)| ei eksisteeri.
Niide 2.5. Vaatleme funktsiooni

fila,00) = R, f(z) = Vae™?,
mingi a > 0 puhul. Paneme téhele, et

1 .
- < e <e Vr € [a,00)
e

ja

lim /z = oo,
T—r00
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seetottu

lim f(z) = o0
T—r 00
ja .
lim _f(x) — lim &

T—00 T

—— =0
T—>r00 \/E

Veendume, et f ei ole iihtlaselt pidev hulgas [a, 00), selleks leiame intervallis [a, 00)
jadad (z,,) ja (y,) nii, et

Tn = Yn — 0, kuid f(‘rn) - f(yn) - 0.

Me rakendame Taylori valemit. Kui funktsioon g: R — R on punktis O kaks korda
diferentseeruv, siis

o) = (0) + g (O)x + 59"(0)a? + Rs(0,)

kus jadkliige R3(0, ) rahuldab tingimust

lim R3(07 Z‘)

=0.
z—0 ;U2

Siinusfunktsiooni y = sin z jaoks kehtib valem

sinz = x + w (z)2?,
kus

2.7)
R3(0
lim wy () = lim 3(—2’:6) = 0.
z—0 z—0 T
Analoogiliselt esitame eksponentfunktsiooni z := e¥ valemiga
Ly 2
e/ =1+y+ 5y +waly)y, (2.8)
kus w- on selline pidev funktsioon, et
lim wa(y) = 0. (2.9)
Vattes seoses (2.8) y = sin x, saame valemi
e = 1 +sinx + isin2w+w§(9€) sin®z, (2.10)
kui tdhistada w(z) := ws(sin x). Seejuures
lim w3 (z) = lim we(sinz) = lim we(y) = 0
z—0 z—0 y—0
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tingimuse (2.9) tottu.
Asendame valemisse (2.10) sin x seosest (2.7) :

. 1
M =1 +sinz + 5 sin® z + w}(z) sin® z

1
=1+z+w(r)r® + 5(9& + wy (2)2?)? + wi(x) sin® o

1
=1l4+z+ §x2 + o(z)2?,

kus 2
1 wa(x)sin® z
o(x) = wi(x) + 2wy (x) + §w1(x)2x2 4 %

Seejuures

sin? x
=0.

: : : 1, s
}UILI(I)QO(ZL‘) = ilir(l)wl(x)glcli% (1+:L'+ 3% ) +i1£%w2(as)i% o

Niisiis, suvalise = € [a, c0) korral

: 1
Mt =1+x+ 53:2 + o(z)2?, (2.11)

kus
lim p(x) = 0.

z—0
Moodustame niitid jadad (z,,) ja (y,) niimoodi, et
Tp, =2n'T ja Yy, =, + —,
n
s1is
1

lim (y, — z,) = lim — = 0.
n—00 n—oo N

Me niitame, et
T /() = £ () = 0,

siis lause 1.5 pdhjal funktsioon f ei ole iihtlaselt pidev.
Paneme tihele, kuna

. o o (1 1
sinz, =sin2n°m =0 ja siny, =sin | 2n"7m + — | = sin —
n n
igan € N Kkorral, siis

) = o) = Ve — et = i ([ - o)

- v (([2eni 1)),
Tn

16



Tahistades d,, := , / Lid ning asendades S0 valemist (2.11), saame, et
Tn

2n?

Flyn) = flan) =n*Vor (6n (1 + % + 1i> + 80 (%) - 1)

1 11 1 11 1
g (1 e () e (2)
n n 2n n

2n?

1 11 1 11 1
:n2\/27T(—+——2+n2(1—5n) <1+—+——2)—2+5n90(
n 2n n? ) n

=2r n+1+n2(1—§n) 1—i-l—i-li + 0pp L
2 n  2n? n

:m(m%m(i)).

Siin X O 1
) =nf1=-8)(14+—-+=-= 5,0 =
oz<n) n*( )<+n+2n2)+ SD(n)’
mistottu
li 1 = i n2(1 _5721) I; 1 1 11 lim § 1
me\n) s s B e e ) e
2(1—62 2(_1
—limn( 5n)=11m n( n)
n—oo 1+ 571 n—00 2’[’L47T(1 + 571)
e P
Kokkuvottes
. . 1 1
lim (f(y) — f(a)) = lim (\/_% (n L <_)>>
n—00 n— o0 2 n
. . 1 1
= lim V27 lim (n—l— —+a (_>) — 0.
n—00 n—00 2 n

2.3 Funktsiooni iihtlane pidevus ja tema graafiku
asiimptoodid

1

9

Olgu f: [a,00) — R pidev funktsioon. Sirget y = mx+b nimetatakse funktsiooni f
graafiku astimptoodiks protsessis © — 0o, kui lim,_,.(f(x) —mz — b) = 0. Seejuures,
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kui m = 0, siis koneldakse rohtastimptoodist, juhul m # 0 aga kaldasiimptoodist.
Konstandid m ja b arvutatakse valemitest

m:rh_)r&@ ja b:gjh_{go(f(a:) — mz).

Jargnevas tugineme R. L. Puoso artiklile (vt [4], Theorem 2.1, Corollary 2.1).

Teoreem 2.6. Olgu f, g: [a,00) — R pidevad funktsioonid. Kui
lim (/(2) — g(x)) = 0

T—r00
ja g on intervallis [a, 00) iihtlaselt pidev, siis on ka f iihtlaselt pidev intervallis [a, c0).

Tdestus. Eeldame, et funktsioon ¢ on iihtlaselt pidev intervallis [a, c0) ja nditame, et
siis f on samuti iihtlaselt pidev. Fikseerime ¢ > 0. Kuna lim,_,..(f(z) — g(z)) = 0, siis
leidub selline b > a, et

£
|f(z) —g(z)] < g Vz € [b,00). (2.12)
Funktsiooni g: [a, 00) — R iihtlase pidevuse kohaselt leidub d; > 0 nii, et

2.2/ € [a,00), |z —a'| < 81] = |g(x) — g(a/)] < . @.13)

Kuna f: [a,00) — R on pidev funktsioon, siis Cantori teoreemi pdhjal on ta 15igus
[a, b] tihtlaselt pidev. Seega leidub selline J, > 0, et

[z, 2" € [a,], |& — 2| < 6] = | f(z) — f(a')] < g (2.14)
Olgu dp := min{dy, Jo }. Veendume,et
[7,2" € [a,00), |z — 2’| <d] = [f(z) — f(2')| <e.

Selleks vaatleme eraldi kahte juhtu. Esiteks, kui x, 2" € [b, c0), siis absoluutviértuse
kolmnurgaomadust ja seoseid (2.12), (2.13) kasutades, saame et

() = f)] < [f(2) — g(@)] + |g(z) — g(«")] + [9(z") = f(2)] < g

Teiseks, kui a < x < b < /, siis seosest (2.14) jareldub, et
€

F@) = F@) < 1) = JO)1+170) = f@)] < 5+ 5

=e.
Seega on funktsioon f intervallis [a, co) iihtlaselt pidev. [
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Jareldus 2.7. Kui funktsiooni f: [a,00) — R graafikul on kas roht- voi kaldasiimptoot
protsessis © — 00, siis [ on intervallis |a, 00) iihtlaselt pidev.

Toestus. Olgu funktsiooni f asiimptoot méiratud vorrandiga
y=mx+0b VreR.

Kuna funktsioon g(x) = maz + b on iihtlaselt pidev hulgas R suvaliste m, b € R korral
jalim, o0 (f(x) — ma — b) = 0, siis teoreemi 2.6 pdhjal f on iihtlaselt pidev. [

Vaatleme niiteid, kus kasutame teoreemi 2.6 (vt [4], examples of Theorem 2.1,
p.- 553).

Niide 2.8. Olgu
sin 23

fi[l,o0) = R, f(x):= + V.

X

Kuna funktsioon
g: [L,00) = R, g(x) = V7,
on intervallis [1, co) iihtlaselt pidev niite 2.2 kohaselt ja
sin 2

lim (f(z) — g(z)) = lim =0,

T—r00 x—0 €x

siis teoreemi 2.6 kohaselt f on iihtlaselt pidev selles intervallis. Seejuures

3

lim f(x) = lim M4 lim VI = oo.
T—00 T—00 €T T—00
Naiide 2.9. Vaatleme funktsiooni
3
fila,00) 5 R, fz):= 28 4 42
x

Kuna funktsioon

g: la,00) = R, g(x) =",

ei ole intervallis [1, 0o) tihtlaselt pidev ja

lim (f(z) — g(z)) = lim =0,

T—r00 z—0 €x

siis teoreemi 2.6 kohaselt f ei ole iihtlaselt pidev selles intervallis. Seejuures

sin 3

lim f(z) = lim + lim 2* = oc.
T—00 r—oo I T—00
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Peatiikk 3

Uhtlane pidevus ja piratu integraali
koonduvus

Kéesolevas peatiikis on kdigepealt meeldetuletuseks dra toodud moned tdhtsamad
faktid paratute integraalide kohta, mis on vajalikud jdrgnevatest t60s esitatud tdestustest
arusaamiseks. Teises alapunktis uurime seost funktsiooni f iihtlase pidevuse ja tema
paratu integraali koonduvuse vahel. Selle peatiiki kirjutamisel on ldhtutud S. Djebali
artiklist [1].

3.1 Lopmatute rajadega paratud integraalid

Meenutame, et funktsiooni f: [a,00) — R piratuks integraaliks nimetatakse piir-
vaartust

llir(r)lo alf(:z:)dx =: /aoo f(z)dz

eeldusel, et integraal f; f(z)dz eksisteerib iga | > a korral. Kui piirvéirtus

lim; 00 fal f(z)dz on 16plik, siis 6eldakse, et pératu integraal faoo f(z)dz on koonduv.
Jargmine lause on pératute integraalide Cauchy kriteerium.

Lause 3.1. Pdratu integraal faoo f(z)dz on koonduv parajasti siis, kui iga € > 0 korral
leidub selline ly = lo(c) > a, et

l/

z f(z)dz

< ¢ koikide 1,1' > 1y korral.

Seda tingimust kirjutatakse ka kujul
ll

lim f(z)dz = 0.

Lo J,
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Pératute integraalide paljudest koonduvustunnustest kasutame allpool jargmist Di-
richlet’ tunnust.

Lause 3.2. Kui

1) funktsioon f on integreeruv igas loigus |a,l], kus | > a, ja leidub selline M > 0,

’ /al f(z)dz

2) funktsioon g: [a,00) — R rahuldab tingimust lim,_,, g(x) = 0,

<M (I >a),

siis pératu integraal [ f(x)g(x)dx on koonduv.
Me vajame veel jargmist integraalarvutuse keskvéartusteoreemi.

Lause 3.3. Kui funktsioon f: [a,b] — R on pidev, siis leidub selline ¢ € (a,b), et

/ f(x)dz = f(e)(b—a).

Mirgime, et lause 3.3 on jireldus jargmisest diferentsiaalarvutuse Lagrange’i kesk-
vidrtusteoreemist.

Lause 3.4. Olgu F': [a,b] — R selline pidev funktsioon, mis vahemikus (a,b) on dife-
rentseeruv. Siis leidub selline ¢ € (a,b), et

F(a) — F(b) = F'(c)(b— a).

3.2 Koonduva pératu integraaliga funktsioonide
iihtlane pidevus

Selles alapunktis uurime niisuguste funktsioonide f: [a, 00) — R iihtlast pidevust,
mille korral pératu integraal faoo f(z)dz koondub. Kui f on pidev ja eksisteerib 15plik
piirvéirtus lim, ., f(x), siis lause 2.1 kohaselt on f iihtlaselt pidev intervallis [a, 00),
kuid nagu me teame néitest 2.2, vastupidine viide iildjuhul ei kehti. Selle alapunkti pd-
hitulemus (vt teoreem 3.7) iitleb, et kui pdratu integraal f:o f(z)dz koondub, siis on
16pliku piirvdirtuse lim, ., f(z) olemasolu ka tarvilik tingimus funktsiooni f iihtla-
seks pidevuseks intervallis [a, 00).

Lause 3.5. Olgu f: [a,00) — R selline funktsioon, et

1) piratu integraal [ f(x)dz koondub,
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2) eksisteerib pidev teine tuletis f": [a,00) — R,
3) pdratu integraal f 1" (x)dx koondub.
Siis funktsioonid f ja f" on intervallis [a, o) iihtlaselt pidevad.

Toestus. Niitame kdigepealt, et f’ on iihtlaselt pidev. Kuna f” on pideyv, siis Newtoni-
Leibnizi valemi kohaselt f'(x) = f'(a)+ [ f"(t)dt. Kuna pératu integraal [° f”(z)dx
koondub, siis eksisteerib 10plik p11rvaartus

h_}m f'(z / f(t)dt = (3.1)

Lause 2.1 kohaselt funktsioon f’ on iihtlaselt pidev intervallis [a, c0).
Teiseks nditame, et funktsioon f’ on tokestatud hulgas [a, co). Valemi (3.1) kohaselt

g >a:x>1=|f(z)— Al <1

Seega
[f (@) < [f'(x) = Al + [A] < 1+ [A] Vo = lo.

Kuna f’ on diferentseeruv intervallis [a, c0), siis on ta pidev 15igus [a, [y]. Weierstrassi
teoreemi kohaselt on [’ 16igus [a, [y] tokestatud:

dB > 0: |f'(z)| < B Vz € [a,l)].

Kokkuvottes
|/ (z)] < max {1+ |A|, B} =: M Vz € [a,0).

Lopuks niitame, et funktsioon f on iihtlaselt pidev intervallis [a, cc). Fikseerime
z,x’ € |a,00), olgu x < x’. Kuna f on diferentseeruv intervallis [a, 00), siis Langran-
ge’i keskviirtusteoreemi (vt lause 3.4) kohaselt leidub ¢ € (x, ') nii, et

f@') = f(x) = f(e)a" - x). (3.2)

Olgu ¢ > 0, votame ¢ := % Kui z, 2" € [a, 00) on sellised, et [z — 2| < 4, siis seose
(3.2) pohjal

[f(2) = @) = |f'()llz = 2’| < M|z — 2| < M = M% =,

st f on iihtlaselt pidev intervallis [a, 00). [ |

Lause 3.6. Kui f: [a,00) — R on selline pidev kahanev funktsioon, et pdratu integraal
faoo f(x)dx koondub, siis f on iihtlaselt pidev intervallis [a, o) ja

lim zf(x) =0.

T—00

22



Toestus. Eeldame, et f on pidev kahanev funktsioon. Fikseerime z € [a, 00) ja raken-
dame integraali keskviértusteoreemi 16ikudes [z, 2] ja [g, x] Leiame ¢, € [z,2x] ja
e € [g,m] nii, et

2x

zf(er) = fle)2e—x) = [ f(t)dt

ja
=) (1-3) = [ o
Kuna .
§§62§x§61§2$,
siis .
J(22) < fle) < f(2) < F(e) < £ ()
Seega

2x

of@n) <o) = [ S0t < af@) < afe) =2 [ fOd 63

T

Kuna piératu integraal faoo f(z)dz koondub, siis Cauchy kriteeriumi kohaselt (vt lause
3.1)

2x T
lim [ f(t)dt=lim [ f(t)dt=0.
z—oo [ =0 [
2
Seosest (3.3) saame, et lim, ., f(x) = 0.
Seosest lim,_,, f(x) = 0 jdreldub lause 2.1 pdhjal, et f on iihtlaselt pidev interval-
lis [a, 00). |

Niiiid toestame kiesoleva alapunkti pohitulemuse.
Teoreem 3.7. Olgu f: [a,00) — R selline pidev funktsioon, et tema pdratu integraal

[ f(x)dx koondub. Siis funktsiooni f iihtlaseks pidevuseks intervallis [a, c0) on tar-
vilik ja piisav, et eksisteeriks loplik piirvéirtus lim, ., f(x).

Toestus. Piisavus jareldub vahetult lausest 2.1.

Tarvilikkus. Eeldame, et funktsioon f: [a,00) — R on iihtlaselt pidev ja pératu in-
tegraal [ f(z)dx koondub. Peame nditama, et lim,_,, f(z) = 0. Olgu & > 0 suvaline.
Uhtlase pidevuse definitsiooni kohaselt leidub 6 > 0, et

2,2 € [a,00), |z — 2’| < 8] = |f(z) — f()| < g (3.4)
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Kuna faoo f(z)dz koondub, siis Cauchy kriteeriumi (vt lause 3.1) kohaselt leidub [y > a,
et

LU >l =

/:+5 s

Rakendame integraali keskviirtusteoreemi. Selle kohaselt (vt lause 3.3) saame iga x > [
korral leida sellise punkti ¢(z) € (x,z + 0), et

fle@) = —5— [ s

l f(z)dz
"

19
< =

2 b
seega

< 5% Vo > I, (3.5)

Tingimuse (3.5) pohjal
—5— =S Vo>l

A 2
Kuna [¢(z) —z| < |[x + 6 — x] = 5, siis tingimuse (3.4) kohaselt
£
[f(z) = fle(@))] < 5 Vo = .
Kokkuvéttes, kui > [, siis

@) < f )]+ 1f(@) = Fle@)l < 5+ 5 ==,

st lim, o f(x) =0. [ |

Mirgime, et funktsiooni f: [a,00) — R iihtlane pidevus ei garanteeri integraali
[ f(x)dz koonduvust ka juhul, kui lim,_,+, f(2) = 0. See selgub jirgmisest nitest.

Niide 3.8. Vaatleme funktsiooni

f:le,00) = R, f(x) =

S‘E
S =

Rakendades I’Hospitali reeglit, saame, et

1
lim f(x) = hm——lim 0 :2lim£20.

2z

o d
Seega lause 2.1 kohaselt funktsioon f on iihtlaselt pidev. Kuna pératu integraal fe \/—:C_
x

hajub ja
ln T

siis piratute integraalide vordluslause kohaselt ka [~ f(z)dx hajub.

Vxe e, 00),

24



Niide 3.9. Olgu
fi[l,00) = R, f(x):=sinz’

Muutujate vahetuse z = z? abil veendume, et pératu integraal

o0 1 o0 :
/ sin 22dx = - / szdz
1 2/ V2

1
koondub. Selleks tihistame ¢(2) :=sinz ja 1(z) := —=, siis

\/E
I I !
/1 p(2)dz /1 Y(2)dz /1 sin zdz

: : 1
A el =l = =0

= |cosl —cosl| <2 VI>1

ja

e s N . sin z .. , e
Niisiis rahuldab piratu integraal || ll sz Dirichlet’ koonduvustunnuse tingimusi (vt
z

lause 3.2). Samas, kuna piirviirtust

lim f(z) = lim sinz?
T—00 T—00

ei eksisteeri, siis teoreemi 3.7 kohaselt ei ole funktsioon f iihtlaselt pidev.

Lause 3.10. Kui f: [a,00) — R on selline pidev funktsioon, et tema péiratu integraal
[ f(x)dx koondub, aga [ f(x)*dx hajub, siis f ei ole iihtlaselt pidev.

Toestus. Oletame vastuviiteliselt, et f on iihtlaselt pidev, siis teoreemi 3.7 kohaselt
lim, . f(z) = 0. Paneme tihele, et kui ¢ := 1) := f, siis ¢ ja 1) rahuldavad Dirichlet’
koonduvustunnuse (vt lause 3.2) eeldusi:
!
/ f(z)dx

/alw(x)dx /al o(x)dx /al f(z)dz

lim ¢(z) = ILm o(x) = lim f(x) =0,

T—00 T—00

= = < sup =MVl >a

[>a

ja

seega peab piratu integraal faoo f(z)*dx olema koonduv. Saime vastuolu, jirelikult ei
ole funktsioon f iihtlaselt pidev. [ |

25



Uniformly continuous functions on
unbounded intervals

Bachelor’s thesis
Galina Bogdanova

Summary

Uniform continuity of real functions on unbounded intervals is not a compulsory
topic in the basic analysis courses. In the course «Calculus III», the study of the uni-
form continuity is limited to Cantor’s theorem. The theorem states that if f: [a,b] — R
is a continuous function, then it is uniformly continuous. This result is essential for
proving one of the central results of the integral calculus, which states that if a func-
tion f: [a,b] — R is continuous, then it is integrable on [a, b]. We also know that if
f:]la,00) — R is continuous and lim, ., f(x) exists (as a real number), then f is
uniformly continuous on the interval [a, 00).

The aim of this bachelor thesis is to characterize functions f: [a,00) — R that are
uniformly continuous on [a, o). This thesis consists of three chapters and is based on
the articles by R. L. Pouso [4] and S. Djebali [1].

In the first chapter of this bachelor thesis, we discuss the definition of a uniform con-
tinuity and bring some examples of continuous functions that are not uniformly continu-
ous. In this introductory chapter we use sequences to investigate uniform continuity. We
provide an important proposition on the relation between uniformly continuous function
and Cauchy sequences, which we will use for further proofs.

The second chapter is devoted to examining uniformly continuous functions on
unbounded intervals. We present conditions for a function f: [a,00) — R to be uni-
formly continuious on an interval [a, oc). Then we give an example that shows that the

|f ()]

condition lim,_,,, ——— = 0 does not guarantee uniform continuity of the function f.

x
At the end of the chapter, we show that if the graph of a function f has a horizontal or
oblique asymptote then the function is uniformly continuous.
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In the third chapter, the relation between uniform continuity and convergence of
improper integrals is studied. We examine unifom continuity of a function f: [a, 00) — R,
for which improper integral faoo f(z)dz convergences. We also provide example of ca-
ses when uniform continuity of a function does not guarantee integral convergence.
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