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In this bachelor’s thesis, we construct and study the FHBV method for the
solution of linear fractional differential equations involving one Caputo de-
rivative of order a, where o € (0,1). We start by discussing the geneval
properties of fractional derivatives. Then the problem setting is introduced,
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Sissejuhatus

Kéesolev bakalaureusetoo kasitleb algtingimusega Caputo murrulise tuleti-
sega diferentsiaalvorrandi numbrilist lahendamist, kus tuletise jark on va-
hemikus (0,1). Murrulist tuletist sisaldavad diferentsiaalvorrandid voimal-
davad kirjeldada protsesse, mille areng soltub lisaks hetkeolukorrale ka siis-
teemi varasemast kiditumisest. Selliseid mudeleid kasutatakse naiteks mater-
jaliteaduses, mehaanikas, fiiiisikas, keemias, biomeditsiinis, epidemioloogias,
finantsmatemaatikas ja majanduses. Kéesoleva t66 eesmérk on kirjeldada sel-
liste vorrandite lahendamiseks kasutatavat FHBV (Fractional Hamiltonian
Boundary Value) meetodit ning esitada tulemus meetodi ldhendi veahinnan-

gust.

Bakalaureuset6o esimeses peatiikis tutvustame t66ks vajalikke moisteid ja tu-
lemusi. Teises peatiikis defineerime Riemann-Liouville’i integraali ja Riemann-
Liouville’i tuletise ning Caputo murrulise tuletise ja toome esile moned vas-
tavate tuletistega seotud omadused. Kolmandas peatiikis esitame uuritava
iilesande ning tuletame selle lahendamiseks numbrilise meetodi. Neljandas
ja viiendas peatiikis késitleme FHBV meetodit pohjalikumalt — tutvusta-
me meetodis kasutatavat vorku, esitame meetodi lahendamiseks vajamineva
vorrandisiisteemi ning anname veahinnangu meetodiga saadud ldhislahen-
dile. Viimases peatiikis rakendame kirjeldatud meetodit kahele konkreetsele

néaitele ning kuvame saadud tulemused.



1 Vajalikud moisted

Kaéesolevas peatiikis anname iilevaate olulistest definitsioonidest ja teoreemi-

dest, mida kasutame t66 jargnevates osades. Tugineme allikatele [3], [4], [6].

1.1 Gammafunktsioon

Definitsioon 1. Parameetrist o € (0, 00) soltuvat pératut integraali

INa) = /000 et dt (1)

nimetatakse gammafunktsiooniks.

Lause 1. Paratu integraal

/ et tdt (2)
0

koondub, kui o > 0.

Toestus. Niaeme, et

[e’s) 1 fo'e)
/ et dt = / et dt + / et tat.
0 0 1

Uurime esmalt integraali fol e~ 1dt koondumist. Kui o > 1, on funktsioon
f(t) = e7t*7t ¢t € [0,1] pidev loigus [0,1], mistottu vaadeldav integraal
koondub. Teisest kiiljest, kui o € (0,1), siis e™" —; o, 1 tottu integraali
fol et 1dt koondumiseks piisab niha, et integraal fol todt = g|(1) =
koondub.

Q=

Vaatame niitid summa teist liiget floo e 2 1dt. Iga reaalarvu o > 0 korral

kehtib ettt —, . 0. Seega leidub (parameetrist a soltuv reaalarv) A >



1 nii, et iga t > 1 korral e 't < A ehk et ! < At~2. Seega, kuna
A [[Ft72dt = A, siis integraal [ e"t*~'dt koondub iga a > 0 korral. Seega
Lause 1 kehtib.

Lause 2. (Gammafunktsiooni taandamisvalem). Mistahes reaalarvu

« > 0 korral

INa+1) =al(a).

Toestus. Kasutades ositi integreerimise valemit, saame kirjutada
Ma+1)= / ettt =1gs — / td(—e™")
0 0
= (—e ") + a/ e 't Mt =0+ a/ ettt
0 0
= ol'(a).

Olgu N={1,2,...} jaR = (—00,00). Mistahes n € N ja a € R korral, kus

a > n — 1, saame gammafunktsiooni taandamisvalemit n-korda rakendades
Fa+l)=a-(a=1)---(a—=n+1I((a—n)+1).

Arvestades, et I'(1) = fooo e~ '%t = 1 ning vottes gammafunktsiooni taanda-
misvalemis o = n, saame tuletada jargneva seose faktoriaali ja gammafunkt-

siooni vahel:

'm+1)=n-(n—1)---2-1=nl



Definitsioon 2. Parameetritest «, 8 € (0, 00) soltuvat péaratut integraali

B(a, B) := /01 71— )P dt

nimetatakse beetafunktsiooniks.

Gammafunktsiooni ja beetafunktsiooni vahel kehtib seos
a, 8 >0,

mille toestus on esitatud G. Kangro 6pikus [4].

1.2 Absoluutselt pidevate funktsioonide hulk

Definitsioon 3. Loigul [0,7] méératud funktsiooni y = y(t) nimetatakse
absoluutselt pidevaks, kui iga ¢ > 0 korral leidub § > 0 nii, et mistahes
omavahel mitteldikuvate vahemike siisteemi (a;,b;) C [0,T], ¢ = 1,...,n;

n € N puhul
Y (Ti—a)<s = Y |y(T) —yla)| <e

i=1 i=1

Absoluutselt pidevate funktsioonide hulka 16igus [0, 7' tdhistatakse AC|0, T].

1.3 Uhe parameetriga Mittag-Leffleri funktsioon

Definitsioon 4. Olgu a > 0. Funktsiooni £, : R — R, mis on defineeritud
seosega

Ea = T 7 1\ E R?
(2) ; Tak+1) °



nimetatakse {ihe parameetriga Mittag-Leffleri funktsiooniks.

Mérgime, et iga a > 0 ja z € R korral E,(z) koondub. Vastav tulemus on

esitatud K. Diethelmi monograafias [3].

1.4 Riemann-Liouville’i integraaloperaator

Téahistame C[0, T'] abil 16igus [0, T'] pidevate funktsioonide hulka.

Definitsioon 5. Olgu « € [0, 00). Teisendust J*y, mis seab igale 16igus [0, T']
pidevale funktsioonile y vastavusse funktsiooni J*y = (J%)(¢t) t € [0,T] ja

mis on méadratud valemiga

1

(J)(t) = m/o (t —s)* 1y(s)ds, t €10,7], a >0,

kus I'(a) on gammafunktsioon, nimetatakse Riemann-Liouville’i a-jarku in-
tegraaloperaatoriks. Kui a@ = 0 defineerime (J%)(t) = y(t) iga t € [0,T]

korral.

Lause 3. Olgu «, 5 € (0,00) ja y € C[0,T], siis

(J*TPy)(t) = (J*Py)t),  teloT).



Toestus. Olgu t € [0,7]. Ndeme, et

(Jo TPy () = J(IPy)(t) = ﬁ / (t — 5 (Jy)(s)ds

= m /Ot(t — S)a_1</08(8 - x)ﬂ_ly(x)dx> ds
F(oz)lf(ﬂ) /ot /,:(t —8)" (s — 2)"y(x)dsda
= m /Oty(x)(/;(t —5)* (s — x)ﬁ’1d5>d:v.

Tehes muutujavahetuse s = = + u(t — ) ning kasutades gamma- ja beeta-

funktsiooni vahelist seost, saame

m /Ot y() ( /01[(15 —2)(1 = w)]* Mult — )]t - x)du> d
1

= W /Oty(x)(t — x)a+5—1</01(1 — u)o‘_luﬁ_ldu>da€

L t 2)(t — )P B(a X
- g | vt =2 B g

1

— Mot h) /0 (t — )~y (z)da

= (J*y)(t).

1.5 Riemann-Liouville’i murruline tuletis

Definitsioon 6. Olgu « € (0, 1). Funktsiooni y € AC[0, T] Riemann-Liouville’i
a-jarku murruline tuletis D%,y = (D%, y)(t) kohal t € (0,7 defineeritakse

valemiga



Teoreem 1. Olgu y € C[0,T] pidev ja olgu a € (0, 1). Sellisel juhul
(DreJy)(t) = y(t),  te(0,T]. (3)

Toestus. Riemann-Liouville’i murrulise tuletise definitsiooni ja lause 3 poh-

jal
d l—-a Ja d 1
(DreJ*y)(t) = 2 (T2 T)(E) = = (S y)(t) =y(t),  t€(0.T]

1.6 Caputo murruline tuletis

Definitsioon 6. Olgu « € (0, 1) ja olgu y € AC[0,T]. Funktsiooni y Caputo
a-jarku murruliseks tuletiseks D¢,y = (Dg,,y)(t) kohal ¢ € (0,T] nimeta-

takse funktsiooni
(DEapy)(t) = (DRp(y —yo))(t),  t € (0,T],

kus yo = y(0).

Naeme, et

(De)® = s | =97 ) —voDas, te 0T (@

Teoreem 2. Olgu y € C[0,7] ning o € (0,1). Siis

(Déapdy)(t) = y(t), ¢ €]0,T]. (5)

Toestus. Olgu f(t) = (J)(t), t € [0,T]. Nditame, et (Dg,,f)(t) = y(t),
t € [0,7]. Kuna f(0) = 0, siis Caputo tuletise definitsiooni ja teoreemi 1

10



pohjal saame, et
(D&ap“y)(t) = (DGapf) () = (D (f = 0))(t) = (D “y)(t) = y(t).
Teoreem 3. Olgu y € AC[0,T] ja o € (0, 1). Siis
(J*Deapy) (t) = y(t) — y(0). (6)

Teoreemi toestus on esitatud K. Diethelmi monograafias [3].

Edaspidi kasutame téhistuse lihtsustamiseks stimboli Dg,,y asemel stimbolit

Y@,

2 Caputo murrulise tuletisega diferentsiaalvor-

randi ligikaudne lahendamine

Antud peatiikis toome sisse t66s uuritava Caputo murrulist tuletist sisalda-
va algtingimusega tilesande ja esitame samavéérse integraalvorrandi. Seejarel
anname lilevaate, kuidas vaadeldavat iilesannet saab ligikaudselt lahendada
nii-nimetatud FHBV (Fractional Hamiltonian Boundary Value) meetodi abil.
Jargnevates peatiikkides tdpsustame meetodi kirjeldust, kirjeldame meetodi-
le sobiva vorgu valikut ja toome esile meetodi koonduvustulemuse. FHBV

meetod ja selle kirjeldus pohinevad artiklil [1].

Vorrandit, mis seob otsitava funktsiooni y = y(¢) tema (Caputo) murrulist
jarku tuletistega, nimetatakse (Caputo) murrulise tuletisega diferentsiaalvor-

randiks. Olgu « € (0,1), y € AC[0, T]. Vaatame Caputo murrulise tuletisega

11



lineaarset diferentsiaalvorrandit kujul

yO(t) = al)y(t) + f(t),  t€[0,T], y(0)=y R, (7)

kus a ja f on etteantud pidevad funktsioonid piirkonnas [0, 7], yo on ette-
antud arv, ning y on otsitav funktsioon. Ulesande kirjelduse pohjal nieme,
et y(® € C[0,T]. Mérgime, et teoreemi 3 pohjal on iilesanne (7) samaviirne

jargneva integraalvorrandiga:

y(t) = yo + (J*(ay + f)) (1)

1 ¢ o1
— 0+ T / (t — ) a(@)y(x) + f@)de, € [0,T].

(8)

FHBYV meetodi kirjeldamiseks vaatame koigepealt iilesannet (7) 16igus [0, h] C
[0, T]. Muutujavahetuse ¢t = ch, ¢ € [0, 1] abil saame kirjutada

Y (ch) = a(ch)y(ch) + f(ch),  c€[0,1], y(0)=y R  (9)

Eeldame, et saame {ilesandes (9) oleva Caputo tuletise esitada kujul

y @ (ch) = Z P(o)vily), celo,1], (10)
kus
(y) = / w() P la(rh)y(rh) + f(rh)ldr (11)

ja kus { P; }i>0 on ortonormeeritud Jacobi poliinoomide siisteem. Teisisonu P;,
¢ =0,1,... on i-ndat jarku poliinoom ja iga F;, P}, i,j = 0,1, ... korral on

vaadeldavad poliinoomid ortonormeeritud kaalu w(c) = a(1—c)*!, ¢ € [0,1],

12



suhtes, st

kus

0, kuii#j
51’]’:
1, kuii=j, i,j=0,1,....

Avaldiste (8)-(10) pohjal ndeme, et

ch
y(ch) = yo + ﬁ / (ch — 2)* Va(@)y() + f(2))dz

1 ¢ a—1 a—1
0+ e /0 B~ (e — 5)*Halsh)y(sh) + f(sh) hds
h ‘ a—1
0+ T / (c — )" [a(sh)y(sh) + f(sh)]ds (12)

h® ¢ 1
— o+ m;wy) / (c — 5 Py(s)ds

= g0+ 0" Y (J*P)()vly),  ce[0,1].

>0

Arvestades, et Py(¢) = 1 ning (J*P;)(1) = F(iﬁl), siis vottes avaldises (12)

13



c = 1, saame tuletada lahendi vaartuse kohal h:

y(h) =yo + A° Z(JQPZ.)(l)%.(y)

i>0

=y +h" ) = —=7%)
0 ;F(OH—I)

~ 0T T

=yo + (Jay + f))(h).

(13)

Néeme, nagu oodatud, et (13) iihtib integraalvorrandiga (8) punktis ¢ = h.

Vottes diferentsiaalvorrandis (10) 1opmatu rea asemel s — 1 liikmega osasum-

ma, saame uue tlesande lahendi y ldhendi o = o(ch) suhtes:

—_

o (ch) = S Plomlo),  celol), o(0) =y e R

i

I
=)

kus kordajad v;(o) on niitid defineeritud kui

v4(o) = /OIW(C)PJ‘(C) [G(Ch)a(ch) + f(ch)}dc, j=0,...,5—1.

Rakendades sama mottekiiku, nagu avaldise (12) leidmisel, saame
s—1

o(ch) = yo + h* S (J*P)(e)y0),  ce (0,1

J=0

14

(14)



Seejuures (vt(13)),

o(h) = yo + B g(Jan)(C)%(a)
= yo + h° i %w(@
— (17)
=y + F(a—:l)%(a)
ot [ (- a(w)ote) + S

Saadud numbrilise meetodi rakendamiseks on vaja leida kordajad v; (o). Selle
jaoks diskretiseerime v;(o) avaldist, kasutades s-solmega Gauss-Jacobi kvad-

ratuurmeetodit:

vi(o) = Y b Pi(c)alch)o(c,h) + f(eh)],  j=1,...,s.

v=1

Siin kvadratuuri solmpunktid ¢;, i = 1, ..., s on poliinoomi Ps(c¢) nullpunktid:

ja Gauss-Jacobi kvadratuuri kordajad on téhistatud stimboliga b,:

S

' a—1 C—Gj
by=a [ (1-2¢) H—dc, v=1,...,s.
0

i Cy — Cj
G
Seega, tahistades

Y; :=o(c;h), i=1,...,s, (18)

15



saame kirjutada
vi(o) = Y b Pi(e)alc,h)Y, + fle,h)] =5, j=1,...,s—1 (19)
v=1

Seoseid (16) ja (19) kasutades saame s-vorrandiga vorrandisiisteemi otsita-

vate suuruste Y;, ¢ = 1,...,s jaoks:
s—1 s
Y;=yo+h* Y (JP)(e) Y buPy(c)lale,h)Y, + f(eh)]
j7=0 v=1
s s—1
=yo+ 0" b [Z(J“Py)(ci)Py(cj) [a(c;h)Yj + f(cih)]. (20)
J=1 v=0

Olles lahendanud vorrandisiisteemi (20), saame lahendit y ldhendada jérgne-

valt:

a s—1

h (6%
at1) > (I P)(c)vilo)

=0

y1:=o0(h) =yo+

o s—1 s

~ o + ﬁ > (RIS bR (e lalesh)Yo + flesh)

=1+ % ; b; [;(JQPI/)(C)PI/(Ci) la(c;h)Y; + f(cih)]
— ot ﬁ Z bla(ch)Y; + fleih)]. (21)

Seoste (14), (19) ja (20) abil méératud meetodit nimetame FHBV meetodiks
1Gigul [0, 7).

16



3 Meetodi vorgu valimine

Kaéesolevas peatiikis vaatame, kuidas eelmises peatiikis tuletatud ligikaud-
set meetodit 16igul [0, h] rakendada tervel 16igul [0, 7. Selleks jagame vaa-
deldava 16igu osaloikudeks, kus igal osaloigul kasutame tuletatud meetodit
tapse lahendi lahendi leidmiseks. Meetodi vea vihendamiseks vaatleme kom-
bineeritud vorku Ay = Ay, N,n,v € N, mis sisaldab nii {ihtlase kui ka

mitteiihtlase vahega punkte:

~

t():(), l?i:lgl',l—l-hi, izl,...,V, tj:jh, ]:TL,,N (22)
Vorgu osaloikude pikkused valime jargnevalt:

e vorgu iihtlases osas h = %, kus N on etteantud arv,

e vorgu mitteiihtlases (nn gradueeritud) osas h; = r"thy, i = 1,...,v,

kus 7, v ja hy on teada suurused (vt alapeatiikk 4.2).

Mirgime, et vorgu gradueeritud osa [0,%,] pikkus on etteantud suuruse n €

{1,..., N} korral

14 14

d hi=h Y rt= [ (23)

: : r—1
i=1 =1

Antud vork koosneb ainult gradueeritud vorgust, kui v > n = N; teisalt vork
on iihtlane, kui v = n = 1. Jargnevalt vaatleme iilesande (7) tépse lahendi
y kiitumist igal osaldigul meetodit 16ikudes [t;_1,%;], i =1,...,v ja [ti—1,t5],

Jj=mn,...,N eraldi.

17



Tuletuskiigu paremaks jalgimiseks defineerime funktsioonid

y:[0,1] = R, Gi(c) = y(tiy + chy), i=1,...,v,
yi 0,1 =R, yy(c) = y(tj +ch), j=n+1,....N,
a; : [0,1] = R, ai(c) = alti_y + chy), i=1,...,v,
aj : [0,1] = R, aj(c) = a(tj_1 + ch), j=n+1,....N, (24)
fi: 10,1 - R, fi(c) = ffiy + chy), i=1,...,v,
fi 0,1 =R, fi(e) = f(tj—1 +ch), j=n+1,...,N,

ja toome vélja, et

i-1 i—2 1 _ pi-t
P -1 _ J— _
tz_l—hlzr —hlzT —hl 1—r s

j=1 7=0
hz - fz - tAi—l = hlrlv
. . ph=l  pi-l ri=l — pp—l ri(rih —1)
tiii—tu_1=nh =h =h—
il w1 o L ! r—1

Lisaks mérgime, et jargnevalt rakendame muutujavahetust 7 = %, dr =

hidT.

Nieme, et seose (8) pohjal saame igal osaldvigul [f;_1,%;], i = 1,...,v tipse

18



lahendi y ahendi g; punktis ¢ € [0, 1] kirjutada kujul

gi(c) = yo + (J*(ay + f))(fi1 + chy)

— 0+ oy [i [ et et = 2 o) + fia)de

/j,:]_ tﬂfl

rH=L(pi—r_1)

L[ (e T
:yo+m[;hfj/0 < . +Chu —7') X
X [a,(7)u(7) + fu(7)]dT + /O Cpo (c - 7) " b)) + fi<7)]dT]
1 i—1 1 hlrufl Tif,u -1 ; a-l
:y0+m[2hz/0 < hu < r_ 1 +CT>—T> X
% [a,(T)Gu(7) + fu(7)]dr + g /0 et (=) " lar)ar) + ﬁ(ﬂ]dT]

i—1 1 —
1 | . a1
= _.I_ [ ha < 11— _ >
bo ['(a) [Z “/0 r—1 e g :

(25)

Analoogiliselt, iihtlase pikkusega l6ikude [t;_1,¢;], j =n+1,..., N korral on

19



tapse lahendi y ahend y; punktis ¢ € [0, 1] avaldatav kujul

yi(c) = yo + (J(ay + f))(t;j-1 + chy)

1 S ol
= 1o + () [; /ty-_l(tjl + ch — z)* a;(x)y;(z) + fi(2)]dx

+ _Zl /t :(tj_1 +ch — 2)* a,(z)y; () + f;(2)]dx

+liﬁm%w+wh—@”WM@%®%hM@M4
Zh&/ (J_HC)yE; 1_(:)— 1>( -t )"

x@u<>+mnm+m§j/ w(j — i+ € = 7Y au(P)yulr) + fulr)ldr

p=n+1

+ h® /Oc(c — 1) Maj(7)y; (1) + fj(T)]dT] ) (26)

_3/0+

Jargnevalt rakendame eelnevas peatiikis vélja toodud FHBV meetodit igal

osaldigul eraldi. Selleks esitame {ilesande (7) abifunktsioonide (24) abil:

97(0) = ail)ii(c) + file), i=1,....v, 91(0) = 5o,

u " (0) = a;()ys(e) + fi(e) j=n+1,... N, cel0,1].  (27)
Analoogiliselt valemiga (10) saame, et

1) =" Pleni@), celo1],

1>0 (28)
(a) ZPZ vly), cel0,1].
1>0
Funktsioonide ¢;, 7 = 1,...,v jay;, j =n+1,..., N lahendid 0, ja o; leiame
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tingimuste
s—1
5c) =D " Plei(6:), i=1...,v,  61(0) =,
=0
s—1
o\(c) =Y Plulo), j=n+1...,N, ce€l01]
=0

abil (vordle avaldisega (14)). Siis kordajad ~/(z) ja 7(2) on antud valemitega
(15).

w(e)P(e)a;(c)z(ch) + f;(c)]de, (29)

kus z téhistab funktsiooni ; voi o, vastavalt vajadusele. Rakendades vor-

randite (25) ja (26) tuletuskiike 6\* ja a](-a) suhtes, saame

) =+ s [Zh [ ((T;“_} o) Simmf(&u))dr

= 0 + 1 Y B)Ei@). ce .
ja
03(c) = dy(c) + h* S (P PY(©uloy),  ce 0,1]
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Siin

1 1
IM(r) = — “1p(r)d el0
(@) = g [ =R 2e )
ja
—yo+;h°‘ZIl ( po— +cr"’“)’y{‘(6u), ce0,1],
—1+)(=1)—n(r=t=1)\ , .
- he I( . i@
y0+; Z l nr’fl(r—l) P)/l<0_>
+ h® Z Z[fv(j—,u—i—c)w(au), c e [0,1].
p=n+1 1=0
Lahendite 04, ¢ = 0,1,...,v jaoj, j = n-+1,..., N madramiseks on vaja igal

osaloigul leida kordajad ~;(6;) ja vi(o;), kus [ = 0,...,s — 1. Avaldise (29)

pohjal saame, et

s—1

i) = [ OB (a0 ((0) + B P + Fl0))de

pu=0

ja

Y(oj) = /0 w(c)F(c) (aj(c)ffj <¢j(0) + h® Z(Japﬂ)(c)w(ng + fj(0)>d0

pu=0

Jalgides peatiikis 2 vélja toodud Gauss-Jacobi kvadratuurmeetodi ideed (vt
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(18)-(21)), saame leida lahendi y lahendite &;, 0j, i = 1,...,v, j = n +
1,..., N, vaartused igas osaloigu lopp-punktis, lahendades igas osaloigus vas-
tava vorrandisiisteemi. Osutub, et igal =0,...,s —1jap=1,...,s korral

piisab selleks hinnata suurusi

(T2 F)(¢p),
186+ ), j=1l...N-n-1,
i1 ,
B (CL o),
. y_l_ ’L_l
[la<<j+cp><r, ) —nlr >), i=0...,v=1, j=n..N-1
nri(r —1)

4 Koonduvus ja parameetrite valik

4.1 Meetodi koonduvus

Tihistame siimboliga C™(Q) (n € N, Q € R) koikide piirkonnas Q n-
korda pidevalt diferentseeruvate funktsioonide hulka. Meetodi koonduvust

iseloomustab jargmine tulemus.

Teoreem 4. [1] Olgu y € AC[0,T] ja a, f € C[0,T] N CZ)(0,T], a € (0,1).
Siis

max { max |é;|, max \ej]} < M(RJ™ + St + peteh), (30)
i j

kus M > 0 on mingi positiivne konstant, mis ei soltu suurusest NV ja

e; = 0;(1) —y(t)), j=n+1,...,N. (31)
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Siin y on iilesande (7) tiipne lahend ja f;, t; on vorgu (22) punktid.

Meenutame, et h; on esimeses osaloigu pikkus, h, on viimase gradueeritud

osaloigu pikkus ja h on iihtlase vorgu osaloikkude pikkus.

4.2 Parameetrite valimine

Meetodi koigi solmpunktide arv on v + 1 — (N — n), kus N — n on iihtlase
vorgu osaloikude arv ning v néitab gradueeritud vorgus olevate osaloikude

arvu. Uhtlase vorgu pikkust A arvutatakse valemi

h= (32)

=1

abil, kus T" on loigu pikkus. Gradueeritud vorgu i-nda osaloigu pikkuse h;
madramiseks kasutame parameetreid r, n ja v. Parameetri rvalime vastavalt

eeskirjale

, kuin =1,
Tn = (33)

n kui n > 1.

Suuruse n valime eeskirja

= m (34)

jéargi, kus ¢ on 16igu pikkus, milles rakendame vorgu gradueerimist. Suuruse
v valimisel arvestame esimese osaloigu pikkust h;. Eeldusel, et h; < ¢, kus

€ > 0 on etteantud suurus, valime v jargnevalt:

(0) r — nh
= [ o)
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Teisisonu, h; on leitav valemiga
hy = o < (36)
TV
Olles leidnud suuruse h;, saame gradueeritud osaloikkude pikkused leida
hi = ?”iilhl (37>

abil.

5 Numbrilised naited

5.1 Ulesanne 1

Vaatame algtingimusega iilesannet
y O = —yt)+1, te0,10%,  y(0)=10. (38)
Ulesande tiipne lahend on artikli [2] pohjal
y(t) = Eos(—t*®) (10— 1)4+1,  t€]0,107, (39)

kus F, on iihe parameetriga Mittag-LefHeri funktsioon. Tédhendab, iilesande

tapne lahend on esitatav arvreana

Jto 5]

3
_1+9Z T8 1T t € [0,10°).
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Komplekt K | N h n| v
A 20 50 | 1149
B 40 25 | 1148
C 80 | 12.5 |1 |47
D 160 | 6.25 | 1 | 46
E 320 | 3.125 | 1 | 45
F 640 | 1.56 | 1 |44

Tabel 1: Ulesande 1 parameetrid

Vaatame lahendit 16igul [0, 103]. Vas-
tavalt peatiikis 4.2 toodud valemi-
tele valime meetodi solmpunktideks
N = 20,40, 80, 160, 320, 640 ning ar-

vutame iihtlaste osaldikude pikkuse L

h. Votame 0 = h ning médrame pa-

y(t)

rameetrid n,r ja v. Parameetri v ar-

vutamisel kasutame ¢ — 10-13. Vali-  Joonis 1: Ulesande 1 tépne lahend

tud parameetrid on esitatud Tabelis

1.

Vea hindamiseks kasutame suurust

en = ey, = max { 1%&;(/ |€i|’n+r1ng8%1v ]ej\},

kus é;,e; on defineeritud (31) abil. Vea suhted arvutame valemi

EN
Sy = —
€a2N

jargi.

Kuna vea hinnang on esitatav kujul (30), siis eeldusel, et viga on suurim
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t

Joonis 2: Ulesande 1 veagraafik, s = 8, 16igul [0, 1].

27

5=2 s=4 5=38 s=14
K s = Sy s=4 Sy, s=238 Sy, s=14
A1205x107%[1.19]228x107*|1.35|5.35x10°% | 1.60 | 3.65 x 10713
Bl 172-107% [128 ] 1.69-10* | 149 3.35-107® | 1.79 | 1.97-10°13
C| 134-107% | 141 | 1.13-107* | 1.68| 1.87-107% [2.03 | 9.50-10"'4
D | 951-107% [ 159 ] 6.75-107° [ 1.93 | 9.25-107° | 2.3 | 4.09-10~*
E|599-107% [ 1.84 | 351-107> |2.24| 4.01-107° [ 259 | 1.95-10"'4
F| 3.26-107% - 1.57-107° - 1.55-107" - 1.95-107%
Tabel 2: Ulesande 1 veahinnangud
x107?
Komplekt E
18l Komplekt F
16
14
121
2]
2 1y
0.8
0.6
0.4
02|
% o 02 03 04 0.5 06 o7 08 09 B




10° g T T ! ' i I
E o < & * —®
L g hd - L O
102 L .___—_.—_-—_--_.-___—’-_—_-_‘ _
E -—-__--_-. -
E @@ :
10-4? @ i, @ @ .... 3
ESEEE R SR A AR ET BRCRIRS ® ..., ]
...... .

10'5;— _
& |
s 3 i & .

16* T e T il :

E T —
e
100 [ 7
E s=1 -
10" | — — s=2 :
Eofreeeeee- s=4 ."""—-——-—_.__ ]
i P—— e N RN
E|— — s=14 gt it
1014 L | . | i PR ! e
A B ¢ ° g ]
Komplekt K

Joonis 3: Ulesande 1 ldhendi maksimaalse vea e,, suurus erinevate s-i vAar-
tuste ja komplektide K korral.

esimeses osaloigus, peaks suuruse /N kahekordistamisel vigade suhe tulema
22¢ = 2 Tabelist 2 on niha, et suuremate s ja N viirtuste korral meetod
isegi iiletab antud iilesande korral teoreetilist veasuhet. Meetodi viga suuruse

s = 8 korral illustreerib veagraafik Joonis 2.

Joonistelt 3 ja 4 ndeme, et suuruse s muutmine mojutab meetodi koonduvust
maéargatavalt rohkem kui solmpunktide arvu N muutmine. Vaadates, kuidas
meetodi ajakulu ja viga muutuvad suuruse s varieerimisel on méargata, et
meetodi ajakulu, arvestades absoluutse vea vdhenemise suurust, eriliselt ei
kasva. Vottes arvesse loigu pikkust, 77 = 102, nieme, et meetod saavutab

rahuldava tapsuse véga lithikese ajakuluga.
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—0— s=1
—A— s=2
s=4
F == s=8
2 ‘T —O— s=14|7]
|
|
15+ | oF o
\
g || \
| \
1 _§E \ T
\
\ HE AF
05 }KD \ ! i
\ \ OF
c ®D AE \
oA cB B, éD bE
0 PR R TR S A YT B A ST A 1TV R W S WA 1T B S AR AT 11T S IR T Y] B %\m ol el TEE 0 sl
1074 10712 10710 108 108 10 107 10°

Viga

Joonis 4: Ulesande 1 meetodi rakendamise kiirus ja lihendi viga ey erinevate
s-1 vadrtuste arvu ja komplektide K korral.

5.2 TUlesanne 2

Vaatame algtingimusega iilesannet

yOU 1%y = f(1),  te0,1], y(0)=1, (40)
kus
F(lg) 0.5 0.6 1.5 :
= ——— 0 00+t
f(l') 1—\(15) + + ’ 17k

t € [0,1]. =20

Tépne lahend antud iilesandele ar-

tikli [5] pShjal on W e e e e w e e e

y(t) = 10 + 1, tef0,1. (41) Joonis 5: Ulesande 2 tépne lahend
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Komplekt K | N h n| v
A 2 0.5 1143
B 4 0.25 1|42
C 8 0.125 1141
D 16 0.0625 1140
E 32 | 0.03125 | 1139
F 64 | 0.015625 | 1 | 37
G 128 | 0.0078125 | 1 | 37

Tabel 3: Ulesande 2 parameetrid

Analoogselt eelmisele iilesandele valime parameetrid vastavalt alapeatiikis
4.2 esitatud valemitele. Solmpunktideks votame N = 2,48, 16,32, 64, 128
ning arvutame iihtlaste osaloikude pikkuse h. Valime § = h ning leiame
parameetrid n ja v, kus v arvutamisel kasutame ¢ = 1073, Parameetrite

komplektid on vilja toodud Tabelis 3.

Vea hindamiseks kasutame suurust

eN = e, N = max{ max |é;|, max |ej|},
1<i<v' " nfi<j<N

kus é;, e; on defineeritud valemi (31) abil ja vea suhted leiame valemiga

e
Sy = —-.
€2N
Antud tilesandes, kuna vea hinnang on esitatav kujul (30) ja eeldusel, et viga
on suurim esimeses osaloigus, peaks siin suuruse N kahekordistamisel vigade

suhe tulema 2°% ~ 1.74. Nieme, et meetod koondub oodatava kiirusega.

Ka antud iilesandes ndeme, vaadates Joonist 7, et vaadeldud komplektide K
korral mojutab suuruse s valik meetodi koonduvust mérgatavalt rohkem, kui

vorgu tihendamine. Jooniselt 8 on niha, et s = 12 korral vea tépsuse ~ 10715
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§=2 s=4 s=28 s =12

s=2 Sy s=4 Sh s=28 Sh s=12

2.64-107% | 4.14 | 8.16-10" | 4.77 | 7.58 - 10~ | 4.66 | 1.60 -

10"

6.37-107° | 2.19 | 1.71-1077 | 2.35 | 1.63 - 10! | 3.08 | 3.55 -

10"

1.38 | 7.28-107% | 1.51 | 5.28 - 10712 | 1.61 | 1.33 -

10"

2.11-107° | 1.64 | 4.83-107% | 1.70 | 3.28 - 10712 | 1.73 | 6.66 -

10716

1.28-107° | 1.76 | 2.85-1078 | 1.78 | 1.90 - 1072 | 1.80 | 8.88-

10716

7.28-107° ] 1.82 | 1.60-107% | 1.82 | 1.06 - 1072 | 1.83 | 8.88 -

10—16

Q| 3| O Q= | =N
N
©
N}
S
&

4.01-107%| - |877-107°| - |[577-107| - |1.33-

107

Tabel 4: Ulesande 2 veahinnangud

%1072

0.4 -

Komplekt F
Komplekt G

Joonis 6: Ulesande 2 veagraafik, s = 8
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10° T

102

10 T
10_6;_ ...
T @O L 3
g 108§ ........ ®
g 3
1070 8

!
i
i
r
!
!
!
!

10"

101

10-16

Komplekt K

Joonis 7: Ulesande 2 lihendi maksimaalse vea ey suurus erinevate s-i vAir-
tuste ja komplektide K korral.

L e e R
—z s=1
- s=2
QG s=4
025 | —O— s=8 |
| — = s=12
|
02+ I rle .
| |
|
B 015 ! | -
2 0.
tr |
| 1
01 : hF e -
oE ! \
\ \
0.05 - éD RE AF Q¢ .
oC kD ME oF
gBhOA cs 8 A DACB_A &EA
0
10718 10714 1012 1010 108 10 104 102 10°
Viga

Joonis 8: Ulesande 2 meetodi rakendamise kiirus ja lihendi viga ey erinevate
s-1 vadrtuste arvu ja komplektide K korral.
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joudmiseks kulub meetodil ligikaudu 0.04 sekundit.
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