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ТOПOЛOIИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА ПОЛУГРУППЫ НЕПРЕРЫВНЫХ

ГОМОМОРФИЗМОВ ТОПОЛОПКЧЕСКИХ ПОЛУГРУПП

Барабаш В.В. (Ленинград)

Пусть А - топологическое пространство, В - коммутатив-

ная хаусдорфова топологическая полугруппа. Рассмотрим полу-

группу Ф непрерывных отображений А в В с алгебраичес-

Пусть Э - множество индексов, равномощное А
.

Обоз-

начим через вА полное прямое произведение множества Э полу-

групп, каждая из которых изоморфна В, и через П - тополо-

гическую полугруппу, которая получается при наделении

топологией тихоновского произведения. Доказывается, что по-

лугруппа Ф
, наделенная слабой топологией, топологически

изоморфно вкладывается в П
. Если топология полугруппы В

вполне регулярна, то и топология полугруппы Ф вполне регу-

лярна; отсюда выводятся следствия о топологии полугруппы

Чот.(А,В). Полугруппа Нот.(А,В) замкнута в Ф в рассматри-

ваемых топологиях.

Пусть топологическое пространство полугруппы А равно-

мерно (см. [з] , стр. 158) и Т - базис А в смысле [.4];

кой операцией

(см. [1], стр. 413). Определим в Ф топологию простой схо-

димости и топологию компактной сходимости на А (см.

стр. 160). Тогда Ф превратится в хаусдорфову топологичес-

кую полугруппу. Если А - топологическая полугруппа, то че-

рез Нот,(А,В) обозначим полугруппу непрерывных гомоморфизмов

А в В; Нот.(А,В)<=Ф.
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странств (см. {Д).
На полугруппу Цоъ(А,В) переносится также в ослаблен-

ной форме теорема Банаха-Штейнгауза.
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тогда топология простой жходкиэетж на 1
, топология простой

сходимости на Ли топология равномерной сходимости на

предкомпактннх множествах иэ А совпадают на каждом равно-

степенно непрерывном множестве Это свойство

представляет собой перенесение на рассматриваемый случай ре-

зультатов, известных из теории топологических векторных про-
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РАЗРЕШИМОСТЬ ПРОБЛЕМЫ ИЗОМОРФИЗМА

ДМ КОНЕЧНО ОПРЕДЕЛЕННЫХ КОММУТАТИВНЫХ ПОЛУГРУПП

С ДВУМЯ ОБРАЗУЮЩИМИ

Бирюков А.П. (Новосибирск)

Через К(№М) обозначим коммутативную полугруппу со

множеством образующих N ж и множеством оп-

ределяющих соотношений

Проблема изоморфизма для К(М,М) решена в некоторых

частннх случаях. Так В.А.Емеличев решил ее в случае

Л ж 1. Е.А. Халевов (работа находится в печати) нашел ра-

нение проблемы в случае, когда К(М,М) является полугруп-

пой с сокращением. Здесь рассматривается случай УЬ = 2.

Для построения искомого алгоритма строим минимальные

множества слов со следующим свойством: все

слова из С = 1, 2) есть единицы для причем

если Д - единица для Л,;, то А графически совпадает с

произведением некоторых слов из

С точностью до нумерации образующих возможны следующие

6 случаев (через обозначается мощность множества

Е ):

(1)

(2)

(3) )Г и

(4) и )Г<Ь,)[=О;
(5)
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(6)

В каждом из перечисленных случаев показывается, что ис-

комый алгоритм существует. Например, в случаях (1),(2),(3)

это следует из того, что в случае (I) полугруппа (/V,

является группой, в случае (2) множество /V является един-

ственной неприводимой системой образующих, а в случае (3)

полугруппа (//, /И) или конечна, или является группой. В

остальных случаях требуются некоторые дополнительные вычис-

ления.

Литература

I. В.А.Емеличев, Уч.зап. Шуйского гос. под. ин-та, 1958, Уl,
227-241.
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ОБОБЩЕННЫЕ ГРУДОИДЫ И ГРУДОИДЫ И ИХ ПРИЛОЖЕНИЯ

Вагнер В.В. (Саратов)

Если множество /* взаимно однозначных частичных преоб-

разований некоторого множества /4
, рассматриваемое вместе с

частичной бинарной операцией, индуцируемой в нем операцией

умножения бинарных отношений, является обобщенным группоидом,

то оно называется обобщенным группоидом взаимно однозначных

частичных преобразований множества /
.

Обобщенным группоидом называется частичный бинарный

оператив, нулевое расширение которого является обобщенной

группой. Если частичная бинарная операция обобщенного труп-

поида не определена ни для одной пары различных идемпотент-

ных элементов, то он называется группоидом. Это определение

эквивалентно обычному определению группоида.

Легко видеть, что, если обобщенный группоид /* взаимно

однозначных частичных преобразований множества /4 является

частичным разбиением декартова квадрата Ах А, то множество

проекций принадлежащих ему частичных преобразований будет

частичным разбиением множества А
, откуда следует, что /"

будет группоидом. Если такой группоид удовлетворяет дополни-

тельному условию эффективности (множество частичных преобра-

зований некоторого множества А называется эффективным,если

множество первых и вторых проекций принадлежащих ему частич-

ных преобразований является покрытием А ), то он называется

грудойдальним группоидом взаимно однозначных частичных пре-

образований.
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тернарная операция о определяется формулой

Далее, из (I) непосредственно следует, что грудойдель-

ный группоид Л взаимно однозначных частичных преобразова-

ний совпадает с множеством всех непустых правых сдвигов в

ассоциированном с ним грудойде (/4,0).-

Будучи частичным разбиением декартова квадрата /1*4
,

грудойдальний группоид /" взаимно однозначных частичных

преобразований множества /4 может быть определен заданием

соответствующего частичного отношения эквивалентности

/4х/4)х(/4 х,4).
Частичный тернарный оператив (/1, о ), где частичная

" <а.) , (I)

называется грудоидом, ассоциированным с грудоидальным груп-

поидом Л взаимно однозначных частичных преобразований

множества /1
. Нетрудно убедиться, что отношение определен-

ности грудойда (?4,О) может быть выражено формулой

(2)

где и коммутирующие между собой отношения экви-

валентности, первое из которых, , определяется разбие-

нием множества , являющимся множеством всех проакций

частичных преобразований из
,

а второе, ,

отношением транзитивности , т.е. ж 6/П
.

является

Понятие грудоида может быть также введено в рамках об-

ь<ейтеории частичных тернарных оперативов. В этом случае

грудоид определяется как частичный тернарный оператив

частичная тернарная операция которого удовлетворяет следую-
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щим трем условиям

I) косоассоциативности

2) биунитарности

я.;; (4)

3) рефлексивности отношения определенности

(5)

Аналогично тому, как понятие группоида может быть вве-

дено на основе понятия обобщенной группы, так понятие гру-

доида может быть введено на основе понятия обобщенной груды

Назовем обобщенным грудоидом частичный тернарный оператив,

нулевое расширение которого является обобщенной грудой.

Каноническое отношение порядка в обобщенной груде, яв-

ляющейся нулевым расширением данного обобщенного грудоида,

индуцирует в этом последнем отношение порядка, которое мы

будем также называть каноническим. То обстоятельство, что

обобщенный грудоид является грудоидом,эквивалентно,оказыва-

ется,тому,что его каноническое отношение порядка совпадает

с тождественным бинарным отношением.

Как известно, отображение частичного Л -оператива

( в частичный л -оператив называется

сильным гомоморфизмом, если отображение

нулевых расширений этих частичных Л-оперативов, где С, и

- нулевые элементы нулевых расширений, будет гомомор-

физмом.
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Особый интерес представляют диаграммируеыые обобщенные

грудоиды. Оказывается, что диаграммируемость обобщенного

грудоида (/4,0) с каноническим отношением порядка экви-

валентна тому, что отношение канонической мажорируемости

о о) включается в отношение канонической минорируемости

Произвольный частичный тернарный оператив (<4,О) назы-

вается диаграммируемым, если существует его сильный гомомор-

физм в некоторый декартов грудоид, т.е. в грудоид, базисным

множеством которого является декартово произведение

которых множеств, а частичная тернарная операция определена

только для троек вида где ,

, Су * С? - произвольные элементы, и дает в результате

элемент ( , С,) декартова произведения. В частности, можно

показать, что всякий грудоид является диаграммируемым час-

тичным тернарным оперативом. Отсюда следует, что частичные

тернарные гомоморфизмы, для которых существует сильный гомо-

морфизм в грудоид, совпадают с диаграммируемыми частичными

тернарными оперативами.

с*?"!*?,т.е. . Отсюда следует, что отношение

канонической мажорируемости ° будет наименьшим сильным

отношением конгруэнтности, т.е. таким отношением конгруэнт-

ности, для которого естественный гомоморфизм будет сильным,

удовлетворяющим тому условию, что частичный фактор-оператив

является грудоидом. Фактор-грудоид диаграммируаиого обобщен-

ного грудоида (А, б?), соответствующий отножанию каноничес—

кой минорируемости А?-4?
, называется его наибольшим фак-

Трр-грудоидом.



11

Пусть - обобщенная груда взаимно однозначных час-

тичных отображений множества в множество С
. Рассмотрим

частичное отношение принадлежности

(6)

Оно будет подмножеством частичного грудоида (

представляющего собой прямое произведение декартова грудоида

и обобщенной груды ,
и будет определять его ста-

бильный обобщенный подгрудоид, обладающий тем свойством, что

проектирование в будет его сильным гомоморфизмом

в декартов грудойд

Отсюда следует, что определяет диаграммируемый об-

общенный подгрудоид обобщенного грудоида. Наибольший фактор-

грудоид этого диаграммируемого обобщенного грудоида мы будем

называть локализатором обобщенной груды взаимно одно-

значных частичных отображений. Координатный атлас координи-

рованного пространства в дифференциальной геометрии обычно

является обобщенной грудой взаимно однозначных частичных

отображений его точечного множества в арифметическое прост-

ранство соответствующей размерности. Теория локальных коор-

динатных объектов в этом координированном пространстве сво-

дится к рассмотрению функций, заданных на локализаторе коор-

динатного атласа. Очевидно, что локализатор координатного

атласа будет изоморфен грудоиду локальных струй координатных

систем в смысле Эресмана, для которых естественным образом

можно определить частичную операцию тройного умножения.
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УПОРЯДОЧЕННЫЕ ПОЛУГРУППЫ

Габович Е.Я. (Тарту)

Развитие теории (линейно) упорядоченных полугрупп про-

текало до последнего времени в основном в двух направлениях.

Первое мз них концентрировало свое внимание на упорядоченных

полугруппах, близких по строению к подполугруппам упорядо-

ченной аддитивной группы действительных чисел, в основном на

архимедово упорядоченных полугруппах, второе же рассматрива-

ло так называемые естественно упорядоченные полугруппы, т.е.

полугруппы, в которых отношением порядка служит отношение

делимости. Основные результаты, относящиеся сюда, приведены

в монографии Л.Фукса [т].

сокращением существует нетривиальный о-гомоморфизм в адди-

тивную полугруппу всех неотрицательных действительных чисел,

при котором образы двух различных элементов айв совпа-

дают в том и только том случае, когда айв образуют

аномальную пару. o.Ковальски показал, что в формулировке

-тз-

Первое из указанных направлений было в определенной ме-

ре инспирировано известной теоремой Гёльдера об архимедовски

упорядоченных группах и исследованиями по архимедовски упо-

рядоченным кольцам и в основном уже исчерпало себя. Из отно-

сящихся к этому направлению результатов последнего времени

отметим полученное Олджихом Ковальски [2] обобщение теоремы

Я.В.Хиона (см. стр. 243), в которой утверждалось, что

для положительно упорядоченной и архимедовой полугруппы с
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этой теоремы требование о сократимости можно заменить требо-

ванием отсутствия в полугруппе максимального элемента.

Второе из названных направлений, а также целый ряд по-

явившихся в последнее время работ носят уже специфически по-

лугрупповой характер.

Известно, что в теории упорядоченных групп долгое время

оставалась нерешенной проблема о существовании частичных по-

рядков на линейно упорядочиваемой группе, не продолжаемых до

линейного порядка. В теории полугрупп, как мы сейчас покажем,

аналогичная проблема легко разрешима.

Именно, рассмотрим полугруппу Р, состоящую из элемен-

тов а, в, с,и 0 и такую, что = ав =ва= с, =
,

а все остальные произведения равны элементу 0. Полугруппа

Р линейно упорядочиваема следующими неравенствами

а<в<с<б/<O,

однако частичный порядок

не продолжаем до линейного. Действительно, если бы линейный

эрядок, продолжающий этот частичный порядок , существовал,

он расположил бы элементы а, в и 0 следующим образом

а<.o<в,

однако отсюда

Для того, чтобы подчеркнуть существенную разницу в проб-

лематике и различную степень трудности при решении аналогич-

ных по формулировке проблем в теориях упорядоченных полу-

групп и упорядоченных групп, приведем следующие два приме-

ра.
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[2 = = с или с= О,

а<в< а2 < ... <. ...
О

линеен, однако частичный порядок

< 0 <

нельзя продолжить до линейного.

что противоречит предположению о том, что а, в, и 0 -

различные элементы полугруппы Р.

Пример бесконечной полугруппы с тем же свойством стро-

ится аналогично. Именно, в этом случае полугруппа коммута-

тивна и порождена элементами а и в, где = = 0, а

моногенная полугруппа бесконечна, причем ав = а

все остальные произведения где к и р больше еди-

ницы, равны элементу о. В этой полугруппе порядок

Примером обратного свойства может служить проблема опи-

сания всех конечных или всех периодических упорядоченных по-

лугрупп. Хотя степень сложности этой проблемы трудно в точ-

ности оценить, она явно не тривиальна, в то время как для

групп аналогичная проблема бессодержательна, так как нееди-

ничннх периодических упорядоченных групп не существует.

Из появившееся в последние годы работ, посвященных упо-

рядоченннм полугруппам, наибольшее внимание цикл

статей Т.Сэто - обозрению которого и посвящен на-

стоящий доклад. В статьях названного цикла описано отроение

произвольных упорядоченных полугрупп идемпотентов, упорядо-

ж жймйлййж

некоторых классов упорядоченных инверсных полугрупп. Гас-

смотрим подробнее полученные в этих статьях результаты.
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ав =

ва =/псмс/у/у&й%с), у

а из (<*) следует, что

ав =

ва = У

Как показывает далее Т.Сэто, следующая конструкция при-

водит всегда к упорядоченным идемпотентным полугруппам.

В работе [з] Т.Сэто исходит из того, что любая идемпо-

тентная полугруппа является коммутативной связкой полугрупп,

каждая из которых есть матричная связка единичных групп, и

выясняет строение этой связки при предположении об упорядо-

ченности полугруппы. При этом сразу выясняется,что все ком-

поненты <%)(<*) являются полугруппами с правым или левым

умножением. В дальнейшем будем обозначать через (<*.) ком-

поненту, являющуюся полугруппой с правым умножением, и через

(<х,)- полугруппой с левым умножением.

Оказывается, что полуструктура, ассоциированная с ком-

мутативной идемпотентной полугруппой, которую образуют все

компоненты -9 (<х,),является деревом (по терминологии Т.Сэтс),
т.е. в ней из несравнимости элементов айв следует не-

сравнимость любых таких элементов с и е, что с и

Кроме того, умножение элементов из различных компо-

нент полностью определяется упорядоченностью элементов полу-

группы. Именно, для из ав€<9(? (<*<-)следует,что

Пусть дано дерево Т, функция У : Т —> [0*1) и Для

каждого элемента <*€т задан упорядоченный набор =
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жеств, причем

Пусть, далее, множество <5 = упорядочено сле-

дующим образом: для <*.€Т, (°с) и

будем считать, что в, если

= не пересекающихся упорядоченных мно-

1) множество (.с) непусто за исключением,быть может,

тех случаев, когда оно есть наименьший или наибольший эле-

мент упорядоченного множества ;

2) задано взаимно однозначное соответствие

между парами следующих друг за другом элементов и

упорядоченного множества и называемыми ветвя-

ми элемента подмножествами V ((3) дерева Т, состоящими

из всех элементов, больших какого-либо из непосредственно

следующих за элементов дерева ( - элемент ветви,

3) если ) непусто и в (д*. найдется непосред-

ственно следующий за ним (предшествующий ему) элемент, то в

6д(<*,) существует максимальный (минимальный) элемент.

1°. <*= и в -< (°с);

2. ос = и

3°. ос< и (-*-) -

4°. и

5°. <<< и

0 превратится в упорядоченную полугруппу идемпотентов,

если операцию умножения определить на 5 следующим образом:

для из (<*-), произведения



18

Более того, как показывает Т.Сэто, любая упорядоченная

идемпотентная полугруппа монет быть получена таким образом.

Отметим, что в любой упорядоченной полугруппе множество

всех ее идемпотентов образует подполугруппу.

Так в работе [s] мм было показано, что любая упорядо-

ченная вполне простая полугруппа без нуля о-изоморфна лек-

сикографически упорядоченному прямому произведению упорядо-

ченной группы и состоящей из всех идемпотентов полугруппы

упорядоченной полугруплн с левым или правым умножением. Нао-

борот, упорядоченная полугруппа, изоморфная лексикографичес-

ки упорядоченному пряному произведению упорядоченной группы

и упорядоченной полугруппы с левым или правым умножением,яв-

ляется упорядоченной вполне простой полугруппой без нуля.

ав и ва находятся по формулам если = 0,

по формулам (2), если = 1.

Из этого основного с точки зрения теории упорядоченных

идемпотентных полугрупп результата Т.Сэто следует, в частно-

сти, сразу, что строго монотонно упорядоченные полугруппы

идемпотентов состоят из одного единственного элемента, а в

коммутативном случае каждое из множеств С/ (<*.) состоит

из одного элемента, так что в дереве Т ни из одного эле-

мента ос не выходит более двух ветвей.

Получение исчерпывающего описания упорядоченных полу-

групп идемпотентов дало Возможность приступить к выяснению

строения других, более широких классов полугрупп. Первые и,

пожалуй, пока единственные успехи в этом направлении были

достигнуты опять-таки самим Т.Сэто в работах И - [б].
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идемпотентов полугруппы б'
.

Воспользуемся тем, что строение каждой компоненты упо-

мянутой связки в упорядоченном случае только что описано, и

для компоненты У (<*), соответствующей элементу ос дерева

Т, обозначим через (°с) ее групповую, а через -

если (9,.?)6,5(оС), то

В этой же работе Т.Сэто рассматривались упорядоченные

вполне регулярные полугруппы. Как известно, любая вполне ре-

гулярная полугруппа 3" является коммутативной связкой впол-

не простых полугрупп без нуля. Оказывается, что в случае,

когда <5 упорядочена, полуструктура Т =
, ассоцииро-

ванная с <$
, является деревом и совпадает с полуструктурой,

ассоциированной с подполугруппой , состоящей из всех

идемпотентную часть. Для любой пары элементов дерева

Т отображение определенное следующим

образом: для <2б(?(<*-)
,

где - едини-

ца группы (д(р),удовлетворяет условиям:

1) каждое является тождественным отображением на

6(<?с);

2) если ,
то ;

3) каждое является о-гомоморфизмом упорядочен-

ной группы (?(<*-)в 6* ().

Если обозначать элементы из $ (<х.)в виде пар ,/),
где а то умножение и порядок в 5

можно задать следующим образом:

((у
тогда и только тогда имеет место
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В работе Т.Сэто описал строение одного класса упо-

рядоченных инверсных полугрупп, названного им классом пра-

вильных инверсных полугрупп.

е х =

является группой. Если 5) упорядочена, то все (У-клас

сы будут выпуклыми и Г превратится в упорядоченную группу.

Единица <l7 группы Г содержит множество Е
, но, в

общем случае, не совпадает с ним. Например, если У содер-

жит нулевой элемент, то = Если же = Е, то назы-

вается правильной инверсной полугруппой.

(?,/)<(4, е), когда или
,

*
"° /<е -

Пусть, наоборот, дана произвольная упорядоченная полу-

группа идемпотентов и пусть каждому <?<-изассоциированно-

го с Е дерева Т сопоставлена группа Компоненту

полугруппы Е, соответствующую <?с, обозначим через Е(ос).

Если каждой паре элементов дерева Т сопоставлено

отображение удовлетворяющее условиям

1)-3), то множество (°с) является мно-

жеством всех таких пар что а

превратится в упорядоченную вполне регулярную полугруппу,как

только умножение и упорядоченность будут введены в соответ-

ствии с правилами (3) и (4).

Как известно, во всякой инверсной полугруппе фактор-

полугруппа Г = по следующей конгруэнции б":

X = (б"), если найдется такой идемпотент е 6 Е (Е -

коммутативная подполугруппа всех идемпотентов из что
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у- является взаимно однозначным соответст-

вием между (У и множеством таких пар (оС, что и

(С). Поэтому можно отождествить Д, с парой

Если определить = (о(,е)(ос,е) (очевидно, что

€ Е), то в произвольной упорядоченной правильной инверс-

ной полугруппе будут выполнены условия

I. иГ(е)=Г;

2.

Назовем Е-компонентой элемента 5 идемпотент

<2-<я = е (<я). Каждому поставим в соответствие под-

множество Г(е ) группы Г, определенное таким образом:

(е) в том и только том случае, когда в <$ существует

такой элемент , принадлежащий множеству , что =

Назовем Г-компонентой элемента <э.е<5элемент группы Г,

содержащий Д . Всегда Отображение

при этом, в частности, для любого е = (-?,е).

3. если е в полуструктуре Е, то и

4. если оСб/"(е)и /3€Г(е"),то о<-/3€/(€) и

(?Т= ;

5. если осе/" (е), то <?с

6. еслиос€;/-(е) и

а операция умножения и упорядоченность определены следующим

образом:

= ); (5)

(оС, е) ) тогда и только тогда,

когда им = -

(6)
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Более детально строение полугрупп рассматриваемого

класса изучено далее в частном случае, когда -0 -проста,

а группа Г коммутативна. Доказано также, что если инверс-

ная полугруппа упорядочена архимедово, то она правильна, а

А* коммутативна.

В работе И Т.Сэто описывает все порожденные парами

взаимно регулярных элементов подполугруппы упорядоченной по-

лугруппы А?
, которые автор справедливо называет аналогом

циклических подгрупп в теории групп.

Приведем сперва все типы подполугрупп упорядоченной по-

лугруппы, порожденных двумя взаимно регулярными элементами.

Хотя число различных полугрупп такого рода довольно велико,

многие из них сводятся к другим типам при помощи несложных

преобразований. Затеи будет дана классификация этих полу-

рупп при помощи системы инвариантов.

Кl. Эта группа состоит из элементов

умножаемых следующем образом

Наоборот, если дана упорядоченная коммутативная полу-

группа идемпотентов Е и упорядоченная группа Г, причем каж-

дому таким образом поставлено в соответствие подмноже-

ство Г(е ) группы Г и для каждой пары (е ,ос),где ,

а (е), определен такой элемент .что Г(е) и

€<* удовлетворяют условиям 1-6, то множество всех пар (<*,е)

превратится в упорядоченную правильную инверсную полугруппу,

если определить в этом множестве умножение и порядок по фор-

мулам (5) и (6).
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К2
. Получается из К1 после идентификации элементов

И

М1 . Мультипликативно дуальна К1
,

т.е. ее таблица

умножения получается из таблицы умножения К1 при отраже-

нии последней относительно главной диагонали.

М2. Мультипликативно дуальна полугруппе К2
.

С. Аддитивная группа целых чисел относительно обычного

порядка.

КЗ
. Лексикографически упорядоченное прямое произведе-

ние полугруппы С и полугруппы [а, в) с левым умножением

и порядком а<г в.

К4 . Состоит из элементов

умножаемых следующим образом:

8 3 е !; V Г Р и

8 8 Б э 8 8 а 3 3

з 8 8 8 8 8 3 е *Ь

е 8 3 е Ъ 1; 1; 1;

1; 1; 1; 1; 1; 1; Ъ 1; 1;

V V V V V V V V V

V V V V V Г Р и

Р V Г Р и и и и и

и и и и и и и и и
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К5 . Подполугруппа лексикографически упорядоченного

произведения полугрупп С и К4 с умножением

"2 * V

°2

*1

V

?2

&2 &2 &2 &2

62 ъ ъ ъ ъ

и

V V V V V V

V V V V ?1 Гр

?2 ?2 ?2 ?2

+/ !
если

(с'+у если = -1

(',у)(у,А) =
(с +у', осли с = 0

( +у', (4.)), если с = 1

(<'+/, ), если 2,

где € С ) К4;

У(у) , если =

Л,
состоящая из всех пар ( Для которых

<=--1, или /=0, <7- произвольное, или

/= 1, или

Кб . Получается из К4
,

если считать, что ( <',г ) =

( /
, для всех С

К7 . Получается из К5 аналогичным образом.

МЗ-М7. Эти полугруппы мультипликативно дуальны, соот-

ветственно, полугруппам КЗ-К7.



01-04. Каждая из этих полугрупп состоит из всех пар

(Лl,/ъ) неотрицательных целых чисел, умножаемых по правилу

01. если или /( +/1 =

02. )<(/*?,л), если или

04. (*, ) < (/л, л.), если тцили

<+/1 =

соответствии со следующей таблицей

4.

е,л), если

(*,л+ если

При этом полугруппы упорядочиваются,соответственно, следую-

щим образом. '

О3.( )< (/п,/ъ ), если +/т-< /у?+ или /с+ /ъ =

= + > /71

К8. Подполугруппа лексикографически упорядоченного про-

изведения полугруппы С на полугруппу X, состоящую из эле-

ментов умножаемых в

62 '1 1; V ...

.2 ез 82 1 1; 1; ?2

с? 61 1 1: 1; 'з *.

1; ъ 1; 1; 1; ?3 **

V V V V V V

V V V V
.*

?2 ?2 ?2 ?2 ?2 ?2 'з **

ь 'з ь

25 -
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с умножением, заданным правилами

Таблица I

('+у , ( )). если 6*<О

,
если '=0 (7)

( (% )), если

где С ; X ; а определены для первых

шести элементов также, как и в случае полугруппы К4
, а для

состоящая из всех пар ( указанньк в таблице 1.

К10
. Строится аналогично полугруппе К8. Состоит из

элементов ...

,
а ее таб-

лица умножения получается из старой таблицы заменой
,

соответственно, на г,

/, , ~.. . Определяются функции и :
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Кll . Получается из КlO . Для этого нужно взять все

указанные в таблице I пары, а в правиле умножения (7) заме-

нить % и

Кl4
.

= (0,?,) = (О/). (О,/,) = (О,%).
(!,<?,) =

Кl5
.

= (О.е,) = (0/,) =

Р1 -Р4
.

Эти полугруппы получаются, соответственно,

из полугрупп К 8 - К 11, если считать, что

М8 - Мl5
.

Эти полугруппы мультипликативно дуальны,

В К10 входят все указанные в таблице 1 пары ( / ,у),
причем умножение определено по правилам (7), в которых буква

У? заменена буквой % ,
а буква буквой ьз .

К12 - К15
.

Эти полугруппы получаются соответственно

из полугрупп К8 - К11
,

если в последних считать, что

К12
.

= ( = (0,е,), (0, <г) = (0,/,),
= (1,/.),

К13
. (-1.Г-) = (-1,/,), (0,е,) = (0,е,), (0,<г) =

= (1.?,),

Р1 для всех

Р2
. =(',*) для всех с -1.

РЗ
. для всех

Р4 . для всех с -1.
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соответственно, полугруппам КB-Кl5.

Какой именно полугруппе изоморфна В в каждом кон-

кретном случае - это зависит от значения А и высказываний

Далее будет все врем предполагаться, что - ре-

гулярная пара, причем Р. Т.Сэто показал, что порядок

такой пары (т.е. порядок элементов р и ; эти числа рав-

ны между собой) может быть или бесконечным или равняться

одному из чисел 1 и 2.
*

Если порядок пары равен двум, то подполугруппа

В упорядоченной полугруппы, порожденная парой (Р,%), изо-

морфна одной из полугрупп К1 ,
К2

,
М1

,
М2. Если же

порядок пары (р, <%-)бесконечен, то В изоморфна одной из

полугрупп С, К2-К15, М2-М15, 01-04, Р1-Р4.

Рассмотрим следующие высказывания

А1: А5:

А2: А6:

АЗ: <!,==<?' А7:

А4: А8:

где

/, "Аж. с,

а <&) есть произведение эквивалентностей и
, определи-

емых следующим образом:

= А (А), если уХ =А и
,

А ( ), если и

Будем также писать А = 0, если -класс
, содержащий

(/><%-)( состоит из одного и А =1, если он

состоит из одного -класса.
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Порядок бесконечен; А8 = I.

А1-А8. Соответствующие данные приведены в таблице 2 для слу-

чая, когда порядок пары равен двум, а в таблицах 3 и



Таблица 4

А А1 АЗ А4 А5* А6 А7 В

1 1 1 01

0 1 1 02

0 1 1 03

1 1 1 04

0 1 0 0 1 К8

0 0 0 0 1 К9

0 0 О 0 9 К10

0 1 0 0 0 КП

0 1 1 0 1 К12

0 0 1 0 1 К13

0 0 1 0 0 К14

0 1 1 0 0 К15

1 0 1 1 Р1

0 0 1 1 Р2

0 0 1 0 РЗ

1 0 1 0 Р4

1 0 О 0 1 М8

1 1 0 0 1 М9

1 1 О 0 0 М10

1 0 О 0 0 МП

1 0 1 0 1 М12

1 1 1 0
-

1 М13

1 1 1 0 0 М14

1 0 1 0 0 М15

Порядок пары (р. ) бесконечен ,
А8 = 0.

-30-
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4 для случая пары бесконечного порядка, причем в таблице 3

рассмотрены случаи, когда А8 = I, а в таблице 4 все осталь-

ные случаи.

1. Л.Фукс, Упорядоченные алгебраические системы, 1965.

2. Оп агсЫтейеап розlЪlлгеlуГиllу отЦетей

аетlдгоирB, Апп. ПпlУ. Зег.

та*Ь., 1965,8, 97-99.

Пусть теперь - неидемпотеытная регулярная пара.

В рассматриваемой работе доказано также, что тогда в комму-

тативном случае В = С, а в случае, когда рассматриваемая

упорядоченная полугруппа является инверсной, В изоморфна

или С
,

или одной из полугрупп 01-04.

Литература

3. Т. 5а±Ъо. Ог<1еге<1 5ос.

1962, 4, 150-169.

4. Т. 5а1Ро. е!етеп1;з 1п ап ог<1еге<1

РасРЯс Я. МаРЬ., 1963, 13,263-295.

5. Т. ЗаРРо. Ог<1еге<1сотр1еРе1у

РасРЯс МаРЬ., 1964,14,295-308.

6. Т. 5а11;о. Ргорег огЗеге(1 1пуегзе РасРЯс

Я.МаI;Ь, 1965, 15,649-666.
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АЛГЕБРЫ МНОГОМЕСТНЫ! ФУНКЦИЙ

Глускин Д.М. (Харьков)

Множество с одной операцией

=s (s.,sеЗ)

называется оперативен. Оператив 5 называется оперативок

Менгера, если в ней выполняется тождество

=

ями в этой множестве. Существует и ряд других весьма естест-

венных оперативов Менгера, которые до сих пор в литературе

не рассматривались.

Пусть -О.- произвольное множество; к-местным отноше-

нием между элементами множества называется любое подмно-

Л"'] ь.

жество О декартовой степени Ас . Элементы из Ас будем

обозначать через

Известно (см.,например, 5] , [3]), что оперативом Менге-

ра является множество (Я) всех п-местных функций,

всюду определенных на каком-либо множестве -О.
,

со значени-

Обозначим через Р = множество всех ( п+1)-ме-

стных отношений между эдементами множества Х2 . Вместо

(.... ) 6.



При этом предполагается, что содержит отношение О

такое, что

Нетрудно проверить, что относительно этой операции (Х2)
является менгеровским оперативок: если обозначить

5.

будем писать иногда ( считая 3 бинарным отно-

шением между элементами множеств -0. и

Обозначим через 3(/эЪу<3) множество всех элементов

(соответственно ), для которых существует та-

кой элемент с С -0. ), что ( С!.

Для любых (-0) будем писать ,

считая, что при всяких = (

Обозначим через (_О.) подмножество множества

состоящее из всех отнонений б)
, удовлетворяющих условию

Введем в Ц/ = ) ((1+1)-арную операцию: для

любых ? с С ,
<3 Р, = ( .... )С Р

—

то для любых <2, с С = ё).

Каждому отличному от 0 отношению взаим-

но однозначно соответствует некоторая функция

с областью определения 61 Я "

и областью значений

: при любых
,

33
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—

подмножеств совпадают, то будем пользоваться пожазателем

степенж.

при любом ж, наконец, \/-мдеалом, если А

Введем в классе всяк оперативов Менгера арности

оператива 5 либо А а где А* ж

оператива 5;

, если А - V-идеал оператива 5

Через обозначим совокупность таких

для которых = Р(Л)
является множество* всех бинарных отношений между элементами

множества .О.
, ) - полугруппой всех его частичных

преобразований, ) - полугруппой всех его полных пре-

образований.

Подоператив А оператива по аналогии с [4],
назовем слабо транзитивным, если

У ' 5

- - подмножества оператива 6
, то через

А. А, А,... А. обозначим множество всех произведений

** , где &. 6
.

Если при этом некоторые из

Непустое множество оператива 5 называется его

$-идеалом, если А ; -идеалом, если с. /

Й+1 следующие бжнаржне отноженжя !

(А,6)тогда ж только тогда, ксгда А является
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,
если А является и \/-идеалом, и

Ь-идеалом оператива 5
.

условия

при

Если а = (а,,где
С,= 1, ,

то будеи писать
,

а виесто

, 1: )С а будеи писать -<й с

Лемма. Пусть - любое из отношений Зь-'

,
А - слабо транзитивный подоператив оператива 5 *

й - объединение всех таких подоперативов А' оператива

), что (А, .

Если 8 является подоперативомоператива и

для любого элемента -5 произвольного оператива 6 &

кого, что (А,5 , выполняются при любых ф

$<ЗбА

-К
то А является

(см. [5]).
-плотный подоперативоы оператива й

Лемма справедлива и для ряда других отноиений

Обозначим через $и*(-О.) подмножество сос-

тощее из всех функций} $ таких, ЧТО =о(

дм любого \

Из только что рассмотренной леммы вытекают следующие

две теоремы.

Теорема 1. (У*)) является Р, -плотным и -плот-

ным подоператжвом оператива (Я).
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Эти теоремы, вследствие работы [s], дают абстрактные

характеристики оперативен (.0 ) и (^), поскольку

абстрактная характеристика оператива очень проста:

он изоморфен оперативу А той же мс что иО
,

с

действием, определяемым следующим образом:

х<,т,х-..х„ =эс,

Отсюда, в силу [s], следует возможность однозначного

продолжения произвольного автоморфизма оператива <s\ ) до

автоморфизма оператива (Я ).

Автоморфизмы оператива известны (см. [3]).

Всякий автоморфизм оператива является внутрен-

(си. [4]).

Теорема 2. 5? (О ) является подоперати-

вом оператива (-0).

ним в следующем смысле: для всякого автоморфизма опера-

тива существует (единственное) такое взаимно одно-

знатное отображение 2

а ), е Я
множества 2 на себя, что для любых

Отсюда следует.

Теорема 3. Всякий автоморфизм оператива (Х2) яв-

ляется внутренним.

Отметим, что при И = 1 этот результат известен
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НЕКОТОРЫЕ АЛГОРИТМИЧЕСКИЕ ВОПРОСЫ ТЕОРИЙ

КЛАССОВ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ СИСТЕМ

Гуревич Ю.Ш. (САердловск)

Рассматриваются вопросы, близкие- интересам автора и не

вошедшие в обзор Ю.Л.Ершова, И.А.Лаврова, А.Д.Тайманова и

М.А.Тайцлина (см.

§1. Проблема разрешения для УИП.

Пусть /7 - некоторая совокупность слов

а (У - некоторая совокупность символов предикатов (сигнату-

ра). Через обозначим,класс всех предваренных (пре-

нексных) формул УИП с символом равенства, без свободных пе-

ременных, с приставками из /7 и нелогическими константами

из С
. Через <%>(/7,<7) обозначим соответствующий класс

формул чистого УИП (т.е. УИП без символа равенства).

Класс формул Ф* будем (в этом параграфе) называть раз-

решимым, если существуют алгоритмы распознавания выполнимос-

ти и конечной выполнимости формул из . Класс формул будем

называть классом сведения, если существует алгоритм, который

произвольной формуле УИП с равенством ставит в соответ-

ствие такую формулу /3 из нашего класса, что с и /<з од-

новременно выполнимы или невыполнимы и одновременно выполни-

мы или невыполнимы на конечных моделях.
-

Из известной теоремы Б.А.Трахтенброта о рекурсивной не-

отделимости тождественно-истинных и конечно-опровержимых

формул УИП следует, что если есть класс сведения, то
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Теорема 3. Пусть

р-
=

I) сигнатура (7 содержит лишь символы одноместных пре-

дикатов;

2) /7</7,

3) множествасЗ и конечны.

В этом параграфе слово "формула" обозначает формулу

чистого узкого исчисления предикатов. Сигнатура групп состо-

всякая совокупность формул, содержащая все конечно-выполни-

мые формулы из и содержащаяся сама в совокупности всех

выполнимых формул из Т* , будет нерекурсивной.

Теооема 1. Класс (/7,6*) либо разрешим, либо являет-

ся классом сведения. То же относится и к (/7,с").

Теорема 2. Класс разрешимв тех и только тех

случаях,когда класс <Р*(/7,с) разрешим,

Класс (/7,С) разрешим в тех и только тех случаях, когда

имеет место хотя бы одна из следующих трех возможностей:

Замечание. В теореме 3 предполагается, что в бУ нет

нульместных предикатов (высказываний). Добавим теперь к

сколько-нибудь нульместных предикатов. Если (/7,<?) был

классом сведения, то он им и останется; если класс

был разрешим, то класс, который из него получится, тоже раз-

решим.

далее рассматриваются нерешенные задачи.

§2. К теориигрупп
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- набор -формул. И(5 ) есть совокупность с/ -формул,

выводимых из /4
. Теории 5 и 7" называются равными, если

Теорема 2. Теория рефлексивного симметричного предика-

ит из одного 3-местного предиката ( %,у,2), который чи-

тается так: ,2. есть произведение сс и у .
Высказывание

записывается сокращенно

через 56= означает в дальнейшем 2-местный предикат.

Под теорией <$ подразумевается пара вида ссз*: ,

где (У - набор символов операций и предикатов (сигнатура),а

Пусть - класс алгебраических систем сигнатуры с!
.

Через И (/() (соответственно, обозначим совокуп-

ность -формул, истинных на каждой (соответственно^ на каж-

дой конечной) системе из . Теория класса есть

Пусть /7- набор слов алфавита Гу, 7. Будем для

краткости говорить, что и удовлетворяют свойству

(/7), если для всякого множества формул (? из

следует нерекурсивность С
. Будем считать, что

есть сокращение для = 0, 1* ...

Теорема 1. Теория 2-местного предиката < Р; 0 )

удовлетворяет свойству

та < удовлетворяет свойству

</>

Теорема 3. Пусть - класс метабелевых -групп

- простое число) с тождеством = -/ в случае / 2

и У в случае 2. Класс удовлетворяет свой-
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ству (V
Далее рассматриваются следствия из теоремы 3 и некото-

рые известные результаты, дается историческая справка и об-

зор нерешенных вопросов.

§3. Проблема равенства слов

Рассматриваются универсальная теория и проблема равен-

ства слов.

Приводятся некоторые классы полугрупп и колец, для ко-

торых проблема равенства слов является неразрешимой.

Литература

I. Ю.Л.Ершов, И.А.Лавров, А.Д.Тайманов, М.А.Тайманов,
\ Элементарные теории, УМН, 1965, т. 20,
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0 ПОЛУГРУППЕ ВЗАИМНО ОДНОЗНАЧНЫХ ЧАСТИЧНЫХ

ЭНДОМОРФИЗМОВ ГРАФА

Калманович А.М. (Коммунарок)

Дается абстрактная характеристика полугруппы взаимно

однозначных частичных эндоморфизмов графа.

Пусть полугруппа обладает следующими свойствами:

I) имеет нуль Од ;

2) множество правых ненулевых минимальных идеалов

полугруппы непусто;

3) для всякого элемента <26/4 существует не более двух

различных идеалов удовлетворяющих условиям

4) если

5) для всякого 3.64 существует левая единица и правая

единица;

6) дляйёждых элемент такой,

что причем € -левая единица для некоторого

и правая единица для некоторого ;

7) для любых

Пусть теперь У
- полугруппа взаимно однозначных частич

ных эндоморфизмов некоторого графа без петель, ранг которых

меньше трех.

Теорема. Для того, чтобы полугруппа была изоморфна

полугруппе V необходимо и достаточно, чтобы удовлетворя-

ла условиям 1)-7).
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Далее рассматривается некоторая конструкция, позволяю-

щая восстанавливать граф по его полугруппе взаимно - одно-

значных частичных эндоморфизмов.

Результаты, аналогичные названным выше, получены для

произвольных графов без изолированных точек.
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О СВОЙСТВАХ, СОХРАНЯЮЩИХСЯ

ПШ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ КОНСТРУКЦИЯХ

Когаловский С.Р. (Иваново)

В докладе делается обзор результатов, касающихся эле-

ментарных и близких к элементарным свойств моделей, сохра-

няющихся при тех или иных алгебраических конструкциях, а

также результатов относительно свойств классов моделей, со-

храняющихся при тех или иных операциях замыкания.

I. Остановимся на некоторых новых результатах.

Известно (см. [т7), что замыкание всякого класса моде-

Класс моделей К называется компактным, если для вся-

кой системы элементарных аксиом из выполнимости в К

каждой конечной подсистемы системы следует, что вы-

полнима в К . Хорошо известно значение теоремы Геделя-

Мальцева, устанавливающей компактность всякого элементарно

аксиоматизируемого класса моделей. Оно объясняется, в част-

ности, тем, что нередко, исходя из одной лишь компактности

класса моделей, можно установить существование в этом классе

моделей, обладающих требуемыми свойствами. Понятен интерес к

вопросу о том, для каких алгебраических конструкций оказыва-

ется, что замыкания классов моделей относительно этих конст-

рукций компактны или сохраняют компактность.

лей относительно ультрапроизведений компактно. Мультиплика-

тивное замыкание таким свойством не обладает. В этом можно

убедиться на примере класса всех конечных линейно упорядо-

ченных множеств, мультипликативное замыкание которого не
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компактно. Является ли мультипликативное замыкание операцией,

сохраняющей, по крайней мере, компактность? Точнее говоря,

верно ли для всякого класса моделей К
,

что класс Р(К),яв-

ляющийся мультипликативным замыканием класса К, компактен,

если компактен К ? Пусть, например, К состоит из одной

двухэлементной булевой алгебры (и, значит, компактен). Будет

ли компактным класс Р(К), состоящий из алгебр, изоморфных

булевым алгебрам всех подмножеств всевозможных множеств ?

Автором предлагается достаточно простое доказательство

следующей теоремы: замыкания компактного класса моделей от-

носительно всевозможных регулярных в смысле А.И.Мальцева

(см. произведений фиксированного типа и всевозможных

регулярных степеней произвольного фиксированного типа ком-

пактны.

Так как прямые произведения являются регулярными произ-

ведениями фиксированного типа, то мультипликативное замыка-

ние сохраняет компактность. Таким образом, приведенная тео-

рема усиливает основной результат недавно опубликованной ра-

боты Маккаи [3].

Пользуясь теоремой Левенгейма-Сколема и установленными

в свойствами правильных произведений, можно показать,на-

пример, что для всякого кардинального числа ос
,

большего

мощности сигнатуры юасса К, класс, состоящий из правильных

произведений (произвольного фиксированного типа) не более

чем ос сомножителей из К, компактен, если компактен класс

К. Аналогичное справедливо для правильных степеней .
Более

того, из компактности К следует компактность класса,состо-
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ящего из правильных степеней в точности счетных семейств мо-

делей из К.

2°. В этом пункте мы проиллюстрируем на простых приме-

рах применение результатов об элементарных свойствах, сохра-

няющихся при определенных алгебраических конструкциях, к ре-

шению вопросов о разрешимости некоторых алгебраических тео-

рий.

Множество В назовем рекурсивным в множестве А, если

В есть пересечение А и некоторого рекурсивного множества.

Элементарной теорией класса моделей К будем называть,

следуя А.Тарскому множество Т(К) всех элементар-

ных предложений, истинных в К, а его универсальной теорией

- множество всех универсальных предложений из Т(К).

Квазипримитивной теорией класса К будем называть множество

й (К) всех условных тождеств из Т(К).

Термин "разрешимость" будет пониматься как синоним тер-

мина "рекурсивность".

Если К - класс алгебр, определимый конечным множест-

вом условных тождеств, то разрешимость в конечно определен-

ных К -алгебрах проблемы тождества слов равносильна разре-

шимости квазипримитивной теории этого класса.

Так как (2 (К) рекурсивно в (К) для всякого класса

К
, то из разрешимости следует разрешимость (? (К).

(Если же класс К содержит одноэлементную алгебру и таков,

что для любых из К будет ,
то справед-

ливо и обратное: из разрешимости 6? (К) следует разрешимость

12(к)). *
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Так как (К) рекурсивно в Т(К) для всякого класса К,

то из неразрешимости (К) вытекает неразрешимость Т(К).

Из того, что всякая группа вложима в симметрическую,

следует неразрешимость теории симметрических групп (см.М).

Всякая симметрическая группа есть группа без центра.

Следовательно, неразрешима и теория групп без центра (см.

Ы).

Как известно, всякая группа вложима в простую. Следова-

Через <5 (К) будем обозначать класс всех подмоделей мо-

делей из К

из $ (К).

,
а через - класс всех конечных моделей

Из того, что универсальные свойства сохраняются при пе-

реходе к подмоделям, следует, что универсальные теории клас-

сов К и (К) совпадают. Поэтому для всякого класса моде-

лей универсальные теории и /_ совпадают, если (и

только если) (К) = (Л). В частности, если и

всякая модель из К вложима в подходящую модель из
,

то

= И

Отсюда и из разрешимости теории алгебраически замкнутых

полей следует разрешимость универсальной теории полей, а

значит, и совпадающей с ней универсальной теории конечных

полей.

Неразрешимость проблемы тождества в группах означает

неразрешимость универсальной теории класса групп (у
. Отсюда

следует неразрешимость теории всякого такого класса групп К,

что = ( б* ), а значит и теории всякого

групп /.
, включающего .
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тельно, теория простых групп неразрешима (см. И)*
Всякая группа вложима в полную. Следовательно, теория

полных групп неразрешима.

Из вложимости всякой группы в простую группу и полную

группу следует вложимость ее в простую полную группу. Следо-

вательно, теория простых полных групп неразрешима.

Так как всякая простая группа подпрямо неразложима, то

теория подпрямо неразложимых групп неразрешима.

Список подобных примеров нетрудно продолжить. Очевидно

следующее полезное

Замечание. Если конечно определенная группа с неразре-

шимой проблемой тождества изоморфно вложима в какую-нибудь

группу из класса групп К
, то универсальная теория класса К

неразрешима.

Нетрудно видеть, как это замечание обобщается на произ-

вольные классы алгебр.

Всякая модель из ( ) вложима в конечно определен-

ную группу. Следовательно, теория конечно определенных групп

неразрешима. Отсюда следует неразрешимость теории групп с

двумя образующими (отсюда же следует неразрешимость теории

полугрупп, вложимых в группы).

В частности, из существования конечно определенной

группы без кручения с неразрешимой проблемой тождества сле-

дует неразрешимость универсальной теории групп без кручения.

Из существования разрешимой конечно определенной группы о

неразрешимой проблемой тождества следовала бы неразрешимость

универсальной теории разрешимых групп и т.п.
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Например, неразрешимы теория симметрических полугрупп,

теория простых полугрупп, теория конечно определенных полу-

групп и теория полугрупп с двумя образующими.

Так как всякая полугруппа вложима в мультипликативную

полугруппу некоторого ассоциативного кольца, то универсаль-

ная теория ассоциативных колец неразрешима.

Пользуясь неразрешимостью проблемы тождества в полу-

группах и повторяя рассуждения, приведенные выше, устанавли-

ваем, в частности, неразрешимость теории всякого такого

класса полугрупп К
,

что = где <9- класс

всех полугрупп.

Заметим вместе с тем, что так как всякая конечная час-

тичная алгебра вложима в полную частичную алгебру, то из из-

вестной теоремы Маккинси (см. и из совпадения (К) с

% ( $А/(К)) для всякого класса К следует, что универсаль-

ная теория класса всех алгебр любой данной сингатуры разре-

шима. В частности, разрешима универсальная теория группоидов

Заметим, что отсюда и из неразрешимости универсальной теории

полугрупп непосредственно следует, что конечно порожденная

свободная полугруппа не является конечно определенным группе.

идом. Однако, она является рекурсивно определенным группои-

идом. Следовательно, известный результат Хигмана (см.

дающий характеристику подгрупп конечно определенных групп,

не обобщается на класс всех группоидов: существуют конечно

порожденные рекурсивно определенные группоиды, не вложимые

в конечно определенные.

Через будем обозначать класс, состоящий из моде-
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лей, имеющих локальные системы подмоделей, принадлежащих К,

а через % Е(К) - множество всех предложений сколемского ви-

да, истинных в К.

Отмеченные предложения обобщаются следующим образом:

если К - конечно аксиоматизируемый локально конечный класс

моделей, то X/Е(К) разрешима.
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ОБ АППРОКСИМИРУЕМОСТИ ПОЛУГРУПП

И ОТДЕЛИМОСТИ ПОДПОЛУГРУПП

Лесохин М.М. (Ленинград)

Очевидно, что полугруппа /4 аппроксимируема в классе

/7 тогда и только тогда, когда совокупность всех гомомор-

физмов А в полугруппы из /7 образует полную систему пред-

ставлений в классе /7
.

§ I. Финитно-аппроксимируемые полугруппы

А.И.Мальцев показал, что конечно-порожденная коммута-

тивная полугруппа финитно-аппроксимируема. Установлено, что

вполне регулярная инверсная полугруппа финитно-аппроксимиру-

ема тогда и только тогда, когда все ее максимальные подгруп-

пы финитно-аппроксимируемы. В частности, коммутативная регу-

лярная полугруппа финитно-аппроксимируема тогда и только

Пусть /7 некоторый класс полугрупп. Полугруппа /4 на-

зывается аппроксимируемой в классе /7
,

если для всяких двух

различных элементов существует такой гомомор-

физм "Р полугруппы /4 в некоторую полугруппу из /7
,

что

В случае, когда /1 аппроксимируема в классе

всех конечных полугрупп, <4 называют финитно-аппроксимируе-

мой ([д7, 1°). Множество гомоморфизмов полугруппы /4 в

полугруппы из некоторого класса 77 называется полной систе-

мой представлений /4 полугруппами из /7
, если для всяких

найдется такое

(см. стр. 352).
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Из результатов Л.М.Глускина и Б.М.Шайна следует финитная

аппроксимируемость вполне простых идемпотентных полугрупп и

рестриктивных полугрупп.

Э.А.Голубовым приведен пример нильпотентной коммутатив-

ной полугруппы класса 3, не являющейся финитно-аппроксимируе-

мой полугруппой. Им же показано, что связка финитно-аппрокси-

мируемых полугрупп может не быть финитно-аппроксимируемой и

что идеальное расширение финитно-аппроксимируемой полугруппы

с помощью финитно-аппроксимируемой полугруппы может не быть

финитно-аппроксимируемой полугруппой.

Пусть /7
- класс всех конечных полугрупп, /4 - комму-

тативная полугруппа, - совокупность всех идеальных гомо-

морфизмов полугруппы /1 в полугруппы из /7
. Для того, чтобы

была полной системой представлений полугруппы /4 в клас-

се
, необходимо и достаточно, чтобы каждый элемент из /4

,

кроме, может быть, нуля, имел конечное число делителей.

тогда, когда она не имеет полных элементов, отличных от идем-

потентов. Отделимая коммутативная полугруппа 4 финитно-ап-

проксимируема тогда и только тогда, когда не существует та-

ких для которых уравнение

разрешимо при всяком натуральном Л-
.

Установлено необходимое

и достаточное условие финитной аппроксимируемости коммутатив-

ной полугруппы, у которой все архимедовы компоненты совпадают

со своими квадратами. Приводятся необходимые (но не достаточ-

ные), достаточные (но не необходимые) условия финитной ап-

проксимируемости коммутативных полугрупп, полученные совмест-

но с Э.А.Голубовым.
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§ 2 скрет

Для того, чтобы коммутативная полугруппа Л была ап-

проксимируема в классе групп, необходимо и достаточно, чтобы

а

группы 4
.

Полугруппа /4 аппроксимируема в классе, состоящем из

всех коммутативных нильполугрупп и абелевых групп с внешне

к нулем, тогда и только тогда, когда явля-

ется отделимой полугруппой. Приводится необходимое и доста-

точное условие аппроксимируемости коммутативной полугруппы в

классе всех ограниченных коммутативных периодических полу-

была полугруппой с сокращением. Для аппроксимации в

классе регулярных полугрупп необходимо и достаточно, чтобы /4

была отделимой полугруппой. Г.Тьерреном и Б.И.Шайном доказа-

но, что полугруппа аппроксимируема в классе всех
ос

'

НИЛЫ10-

тентннх полугрупп тогда и только тогда, когда 4 со-

держит не более одного элемента.

Пусть коммутативная полугруппа ,4 является связкой ар-

химедовых подполугрупп Г) *
Обозначим через <7

следующий идеал:

Для того, чтобы коммутативная полугруппа /Ч была аппрокси-

мируема в классе всех нильполугрупп, необходимо и достаточ-

но, чтобы У содержал не более одного элемента. Для аппрок-

симации /4 в классе, состоящем из всех абелевых групп и

коммутативных нильполугрупп, необходимо и достаточно, чтобы

являлся полугруппой с сокращением относительно всей полу-
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групп.

Для данных регулярных коммутативных полугрупп /4 и /3

( /5- полугруппа с нулем) найдено необходимое и достаточное

условие, при котором 4 аппроксимируема в полугруппе /7 .
В

частности, если ,4 периодическая неединичная полугруппа, а

23 периодическая полугруппа без полных элементов, отличных

от идемпотентов, то полугруппа /4 аппроксимируема в /3 тог-

да и только тогда, когда /5 содержит отличный от нуля идем-

потент и для каждого элемента из 4 примерного по простому

числу и имеющему в 4 конечную высоту , в полугруппе

/3 найдется элемент порядка *

Пусть 4 и 23 полные регулярные неединичные полугруп-

пы, причем 23 с нулем. Тогда для того, чтобы /4 была ап-

проксимируема в
, необходимо и достаточно, чтобы 23 со-

держала отличный от нуля идемпотент; для каждого простогоу?,
для которого в 4 имеются примерные по элементы, в .23

существует подгруппа типа и если 4 не имеет элементов

конечного порядка, отличных от идемпотентов, то в 23 сущест-

вует неидемпотентный элемент.

Пусть /7?- класс всех коммутативных полугрупп с сокра-

щением, // - класс отделимых коммутативных полугрупп, /7? -

класс всех архимедовых коммутативных полугрупп. Пусть /)ком-

мутативная полутруппа, а совокупность всех гомоморфиз-

мов /1на полугруппы класса = 1,2,3). Тогда для тогоь

чтобы была аппроксимируема в 1,2,3) необходи-

мо и достаточно, чтобы была полной системой представле-

ний полугруппы /1 в классе .
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называется универсально-минимальным классом аппроксимации

для класса /7
,

если /X - минимальный класс аппроксимации

и содержится во всяком минимальном классе аппроксимации

/7.

§ 3. Минимальные классы аппроксимации

Пусть и два класса полугрупп. Если каждая полу-

группа А С /7% изоморфна некоторой подполугруппе какой-либо

полугруппы ,
то будем писать

<
.

Класс полугрупп /7 называется классом аппроксимации

для класса /7
,

если каждая полугруппа из 77 аппроксими-

руема в классе /7
. Класс полугрупп 77. называется мини-

мальным классом аппроксимации для класса полугрупп /7
,

если: 1) 77. - класс аппроксимации для класса 77
. 2) Если

77
- класс аппроксимации для /7

,
то <"/7

. Класс /7,

Для классов всех полугрупп, всех регулярных полугрупп,

всех периодических полугрупп, всех инверсных полугрупп, всех

групп, всех коммутативных полугрупп, всех вполне простых

идемпотентных полугрупп и других найдены минимальные классы

аппроксимации. Для классов отделимых коммутативных полугрупп,

коммутативных полугрупп с сокращением и некоторых других

найдены универсально-минимальные классы аппроксимации.

Пусть Л отделимая коммутативная полугруппа. Тогда

чайдется такая периодическая группа с внешне присоединенным

,
что /1 аппроксимируема в классе, состоящем из од-

ной полугруппы , но не аппроксимируема ни в какой собст-

венной подполугруппе 3)
.

Если не является отделимой по-

лугруппой, то не аппроксимируема ни в какой периодичес-
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§ 4. кси: топологических пол:

Все рассматриваемые в настоящем параграфе топологичес-

кие полугруппы предполагаются коммутативными компактными

хаусдорфовыми.

8.

Пусть /7 некоторый класс топологических полугрупп, а

- топологическая полугруппа. Говорят, что топологическая

полугруппа /4 аппроксимируема в классе /7
,

если для вся-

ких двух различных элементов <2, <2ь) найдется

такой непрерывный гомоморфизм полугруппы А в некото-

рую полугруппу из /7, что (<з,) т.е. совокуп-

ность всех непрерывных гомоморфизмов /4 в полугруппы из

/7 образует полную систему представлений /4 в классе /7..

Идемпотент топологической полугруппы называет-

ся производящим, если множество У =

является замкнутым множеством ( максимальная одноидем-

потентная подполугруппа, содержащая идемпотент € ).

Если топологическая полугруппа /4 аппроксимируема в

классе, состоящем из всех топологических групп, то /1 явля-

ется группой. Для того, чтобы топологическая полугруппа /4

была аппроксимируема в классе всех топологических групп с

внешне присоединенным изолированным нулем, необходимо и до-

статочно, чтобы 1) /4 была представима в виде объединения

групп /)(, 2) для всяких сущест-

вовал такой производящий идемпотент ,
что

3) для всяких идемпотентов существовал

57
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I) Идеал 7. совпадает с максимальной регулярной подпо-

лугруппой Л. С /4;

2) для всяких се,/ из максимальной подгруппы А/(е)

производящий идемпотент , такой, что или убе, ,
или

Аналогично формулируется и условие, необходимое и дос-

таточное для того, чтобы комплексные характеры топологичес-

кой полугруппы разделяли элементы этой полугруппы. Для того,

чтобы топологическая полугруппа была аппроксимируема в

классе нильпотентных топологических полугрупп, необходимо и

достаточно, чтобы /4 содержала единственный идемпотент л? ,

являющийся нулем, и = 2
. Идеал .7 топологической

л л

полугруппы /1 называют нильидеалом, если для всякого

найдется такое натуральное л.
,

что .
Обозначим че-

рез 7. пересечение всех замкнутых нильидеалов топологичес-

кой полугруппы /4
. Полугруппа /4 аппроксимируема в классе,

состоящем из всех тонологических нильполугрупп тогда и толь-

ко тогда, когда содержит не более одного элемента. Для

аппроксимации в классе, состоящем из всех топологических

групп и топологических нильполугрупп, необходимо и достаточ-

но, чтобы полугруппа содержала единственный идемпотент е

и идеал совпадал с максимальной подгруппой, содержащей

идемпотент .
Топологическая полугруппа /4 аппроксимируе-

ма в классе, состоящем из всех топологических групп с внеш-

не присоединенным изолированным нулем и всех топологических

нильполугрупп, тогда и только тогда когда выполняются следу-

ющие три условия:
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в

Все рассматриваемые в настоящем параграфе полугруппы

предполагаются коммутативными.

Пусть - полугруппа, /7 - некоторый класс полугрупп,

Для того, чтобы отделяло подполугруппы из 4// отно-

сительно /7 , необходимо и достаточно, чтобы все максималь-

найдется такой производящий идемпотент €. ,
что

3) для всяких )

существует такой производящий идемпотент С
,

что или

или / е
.

5 5. Отделимость

полугруппах

некоторое множество гомоморфизмов полугруппы /) в по-

лугруппы из /7
,

- некоторое множество подполугрупп по-

лугруппы А
. Говорят, что отделяет относительно класса

/7 подполугруппы из от не входящих в них элементов или

просто отделяет подполугруппы из 47 относительно /7
,

если

для всяких таких /1 из47 и Ск из /4
, что 4 .найдет-

ся гомоморфизм из
,

для которого (<2)<Г (А' ). В

случае, когда /7 - класс всех конечных полугрупп, - мно-

жество всех гомоморфизмов изАв/7,а47 - совокупность

всех подполугрупп полугруппы /4
, получаем определение полу-

группы с финитно-отделимыми подполугруппами (см. ГЙ).

Пусть /4 - регулярная полугруппа, - множество всех

ее подгрупп, - множество всех ее идеалов, а /7$ - мно-

жество всех ее подполугрупп. Обозначим через /7 класс всех

конечных полугрупп, а через - множество всех гомоморфна-

мов полугруппы /) в полугруппы из /7
.
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ограниченных групп без кручения периодических групп, пример-

ные компоненты которых суть группы с ограниченными в сово-

купности порядками элементов.

Множество отделяет подполугруппы из /7? относитель-

но /7 тогда и только тогда, когда выполняются следующие ус-

ловия:

I) каждая максимальная подгруппа является периоди-

ческой группой, все примарные компоненты которой суть группы

с ограниченными в совокупности порядками элементов;

2) максимальная идемпотентная подполугруппа яв-

ляется полугруппой с финитно-отделимыми подполугруппами.

примарные компоненты, порядки элементов которых ограничены в

совокупности.

Пусть /4 произвольная полугруппа, /7 класс всех конеч-

ных полугрупп, а А/ - множество всех подполугрупп полугруп-

пы /4
.

Обозначим через множество всех идеальных гомо-

морфизмов из 4 в полугруппы класса /7
. Множество отде-

ляет подполугруппы из /7 относительно /7 тогда и только

тогда, когда выполняются следующие условия:

I) каждый элемент, кроме, может быть, нуля полугруппы

ные подгруппы полугруппы /4 были расширениями с помощью

Множество отделяет подполугруппы из относитель-

но/7.

В частности, если каждый идемпотент полугруппы /4 име-

ет конечное число идемпотентных делителей, то отделяет

подполугруппы из тогда и только тогда, когда все макси-

мальные подгруппы <4 суть периодические группы, имеющие
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/4
, имеет конечное число делителей;

2) каждая подполугруппа полугруппы /4 ,не содержащая

нуля, конечна.

следующие условия:

Пусть мультипликативная полугруппа всех корней лю-

бой степени из 1 с нулем, а - множество всех подполу-

групп полугруппы /4
.

Обозначим через Ф множество всех го-

моморфизмов из /4 в полугруппу /С
,

т.е. множество всех ком-

плексных характеров полугруппы .
Множество Ф' отделяет

подполугруппы из тогда и только тогда, когда выполняются

1) Д является связкой уз архимедовых подполугрупп с

сокращением ,4

2) если содержит идемпотент, то является пе-

риодической группой;

3) для всякой подполугруппы /) и всякого элемен-

та А ) имеет место одна из двух возможное-

тей: или , или существует такая подполугруппа

А "<С ,
что для всякого выполняется условие

и для всякого А существует ,для

которого .

Пусть в полугруппе введена топология, индуцируемая

обычной топологией комплексной плоскости, А - топологичес-

кая компактная хаусдорфова коммутативная полугруппа, А/ -

- множество всех подполугрупп Д
,

а - множество всех

непрерывных гомоморфизмов из 4 в полугруппу /(, т.е. мно-

жество всех комплексных характеров. Тогда для того, чтобы

отделяло подполугруппы из А/ , необходимо и достаточно,чтобы
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I. А.И.Мальцев, 0 гомоморфизмах на конечные группы; Уч.зап.

Ивановского пед. ин-та, 1958, т. 18.

2. Е.С.ЛяпинПолугруппы, М., 1960.

1) /4 была регулярной периодической полугруппой;

2) дйя всякого элемента А и всякой подполугруппы

/Атакой, что А', существует производящий идемпо-

тент Со , которого е.С А

Литература
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ОБ ОДНОЙ ТЕОРЕМЕ Ф.ХОЛЛА

Левич Е.М. (Рига)

В работе Ф.Холла доказана следующая теорема:

Каждое неприводимое представление нильпотентной группы

с конечным числом образующих над абсолютно алгебраическим

полем простой характеристики конечномерно.

Здесь мы приведем другое доказательство этой теоремы.

Введем следующие обозначения: - нильпотентная группа с

конечным числом образующих, - абсолютно алгебраическое

поле простой характеристики групповая алгебра

группы над полем 7 - некоторый правый идеал в

( С * некоторое представление (? группы

над полем

Доказательству теоремы предпошлем две леммы:

Лемма I. Если центр группы является конечной груп-

пой, то и - конечная группа.

Лемма 01* чдна.

Лемма 2. Пусть ((у*,/"*)есть некоторое неприводимое

представление группы .
Если лежит в центре группы

/"7, то в имеется собственное максимальное - инвари-

антное подпространство.

Доказательство. Векторное пространство над полем

Л тогда и только тогда не обладает собственным максималь-

ным - инвариантным подпространством, когда является

- делимым пространством, т.е. для любого6

уравнение вида разрешим в Пока-
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являются конечномерными пространствами.

жем, что (?*не является делимым пространством. Из

леммы 6 работы следует, что для € 6 найдется

такой полином /? от с коэффициентами из поля
, для

которого = 0. Возьмем в элемент (ЁГ= е+<7 и

обозначим через ) такой полином от с коэффициента-

ми из поля
,

что ж о. Легко видеть, что =

= + =У . Отсюда для любого элемента 6

следует, = 0. Следовательно, не является

б?- делимым пространством и лемма доказана.

Приведем теперь доказательство теоремы. Пусть дано не-

приводимое представление (6,/*). Тогда в групповой алгебре

/ТУ найдется такой правый идеал У
,

что представления

((?,/") и ( <?*, эквивалентны. Пусть - ядро представ-

ления ((?*,/"), т.е. представление (6* , %) является точ-

ным. Пусть <т*66
,

а - элемент из центра группы .

Так как

% ( ГУ? * групповая алгебра группы над Р). со-

гласно лемме 2 в (? существует максимальное собственное

- инвариантное подпространство // .
Мы можем считать,что

<гб //. Подпространство одномерно и поэтому найдется

такое
,

что лежит в ядре представления ).

0 есть подпрямая сумма подпространств (о<.6 )

и поэтому в ядре представления ) лежит

//.с '
Это означает, что каждый элемент из

центра группы имеет конечный порядок. Но тогда

- конечная группа (лемма 1) и 6
, а, следовательно, и 0
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Теорема доказана.

Литература

I.Р. Наll, Оп I;Ьа зоlпЪlе дгоирз,Ргос.
Ьопйоп МаЪЬ. sос. 1959, 9, 595-622.

2. Е.М.Левич, Модули над кольцом полиномов от одного эндо-

морфизма. Латвийский матем. ежегодник, 1966,
т. 2.
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О НЕКОТОРЫХ ВОПРОСАХ ТЕОРИИ ПРЕДЕЛА

Ливчаж Я.Б. (Рига)

Наша цель - построить теорию предала так, чтобы любая

последовательность имела предел.

Пусть <$ - векторное пространство, составленное из

всех вещественных счетных последовательностей. Вещественное

число оС отождествим с соответствующей ему стационарной по-

следовательностью. Множество всех сходящихся к нулю по-

следовательностей является подпространством в 5
. Число оС

является пределом последовательности ос = тогда и

только тогда, когда смежные классы + ос и Л + тс совпа-

дают. Это обстоятельство позволяет нам считать смежный

класс Л + пределом последовательности 2 5
А + зс=

. Отождествим вещественное число сС со

смежным классом + <Х
.

Если последовательность сходит-

ся и з:
,

то о<.= Л+ос т.е. введен-
ОС

ное определение предела не противоречит классическому. (Змеж-

ный класс А+ЗС существует при любом т.е. любая

последовательность имеет предел ,

На основе этих предварительных соображений мы будем'

строить теорию предела. Из разобранного примера видно, что

предел последовательности вещественных чисел может быть не

вещественным числом, а элементом некоторого множества, со-

держащего числовую прямую.

Пусть <17 - фильтрующееся вправо частично упорядочен-

ное множество, и каждому индексу с соответствует (адди-
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тивная) группа ; полную прямую сумму этих групп обозна-

чим через .
Если совпадают,то обозна-

чим .
Назовем У -нумерованной

последовательностью элемент <<2^-'с€ из 7>.

Рассмотрим в группе нормальный делитель //
.

Факторгруппу через ,

Если все равны между собой и равны ,
то факторгруппу

<7обозначим через . Пределом // б?;
У -нумерованной последовательности из

по модулю назовем смежный класс //+<2 .

Таким образом, Каждая У -нумерован-

ная последовательность имеет предел. Предел суммы равен сум-

ме пределов. Если все - векторные пространства над полем

/( и // - подпространство в пространствето

/7 Если все - кольца и /7- идеал в

К0ЛЫ10 'с
, то /с/?? СЛ').

4€7

Будем говорить, что нормальный делитель /7 из

разделяет подмножество 47 из если каждый

смежный класс по /7 содержит не более одного элемента из//.

Если /7 разделяет /7 и класс //+<2 содержит элемент/яб//,

то мы отождествляем смежный класс /7+<2 с . В частности,

если А/ есть числовая прямая, /^^7/,то

предел /7 2/ мы будем считать вещественным числом.

<7 -нумерованную последовательность <"Х-; с€ из

назовем почти нулевой, если существует индекс

7 такой, что = 0, как только 6 .
Множество 0.

всех почти нулевых последовательностей является нормальным
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Множество всех бесконечно малых последователь-

носмй есть -идеал в векторной структуре

делителем в группе Предел назовем

тонким пределом. Группа является приведенным

прямым произведением групп . Последовательность

назовем стационарной, если существует такое

что <Д<;= при любом ; так как разделяет ,то мы

можем отождествить <& с <(<я.<.; Если все кольца,

то тоже кольцо и О. - двусторонний идеал в

кольце ; поэтому (2 (/.).

Пусть все 7; - векторные структуры. Положим

< %.: -

Тогда векторная структура. Если при этом Н

есть /-идеал векторной структуры

- также векторная структура, А//У/н(л-
/Гш Х')/1 У<?А ТСс

и иэ 7 следует неравенство '

Векторную структуру назовем грубой, если содер-

жит числовую прямую А? в качестве векторной подструктуры и

для любого € / 0 из существует число с5 из такое,

что </>0 и <5%>]е (. Пусть все % - грубые векторные

структуры. Последовательность^^:^7? из/3(%;с'€7)> на-

зовем бесконечно малой, если при любом

существует такой индекс Ас из 7
,

что
,

как только

Предел назовем грубым пределом. разделяет

, поэтому Л разделяет в мы будем счи-
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тать грубый продел числом, если смежный класс

-

Л + 32 содержит соответствующую стационарную последоватажь-

ность. Факторгруппа есть грубая векторная стру-

ктура.

Пусть - пространство с мерой, А7 - множество

всех измеримых вещественных функций на мно-

жество ограниченных функций из А/
,

У - множество всех из-

меримых подмножеств конечной меры из . Упорядочим множе-

ство У
, считая , если 7}бУ

,
и Каж-

дой функции из /% соответствует У -нумерованная после-

довательность где . Грубый

предел этой последовательности назовем У -интегралом функ-

ции и обозначим
.

Из определения У- интегра-

ла следует, что . Функцию /7 назовем

интегрируемой, если интеграл существует и конечен.

/.- пространство интегрируемых функций. Пространство с ме-

рой уц) назовем правильным, если по любому измеримому

подмножеству бесконечной меры из % и любому д. найдет-

ся измеримое подмножество /3 из А такое, что Если

,
=

.
Если (У, - правиль-

ное пространство с мерой, и интеграл

является числом, то и .

и
,

то

и из следует, что

Множество (2 всех конечных открытых интервалов на чи-

словой прямой превращается в фильтрующееся множество, если
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считать, что
, когда . Пусть

€ А/
,

(з ,а - срезка функции (зс) на ин-

. Функция ограничена. Обозначим

= . Назовем (У,б")-интегралом функции гру-

бый предел последовательности Из определения

(<7,(з)-интеграла следует, что Если

то Если
*

то *

=
. Если - правильное пространство

с мерой и интеграл есть число, то /ё/. и

.
Если

,

При любых ,
А/ выполняется неравенство

< Следующий пример показыва-

ет, что может быть ((/,(?)

Пусть (%,<У - числовая прямая с мерой Лебега,

= .\огда Итак,

отображение не линейно. Из приведен-

ных выше результатов следует, однако, что линейно отобра-

жает и в - Оказывается, что и на сумме

= /_+/%, это отображение линейно: если ,

то и

Пусть - точка на числовой прямой /?, V - связная

окрестность точки <2
.

Множество / назовем выколотой

огоестностью точки . Будем считать, что
,

если

Система всех выколотых окрестностей точки сс

образует фильтрующееся множество. Каждой выколотой окрестно-

сти соответствует пространство всех веще-
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ственных функций на /
.

Число отождествим с тожде-

ственно равной функцией на У*. Все пространстве

- грубые векторные структуры. Каждой вещественной фун-

кции на /? соответствует нумерованная последова-

тельность функций , где - сужение функ-

ции на выколотой окрестности V'. Грубым пределом

Функции 7 в точке назовем грубый предел

последовательности 6
.

Если пре-

дел с/п является числом, то предел

существует и . Если предел

существует, то предел Аявляется числом и

+ Следующий предел

назовём"грубой производной функции в точке
.

Аналогич-

но определяются тонкий предел и тонкая производная:

Ах.-*о

Тонкий предел Ф равен числу тогда и только

тогда, когда существует выколотая окрестность V точки

такая, что ж при любом
. Отсюда следует,

в частности, что

.
х-го

"

Г
содержится

в кольце .
Этот предал обратим в ука-

занном кольце тогда и только тогда, когда существует такая

выколотая окрестность У точки ,
что 0 при
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любом а:6 / .

Если определить -функцию как тонкую производную от

единичного скачка, то можно выполнять нелинейные операции

над -функциями.

Пусть У - топологическая группа, - локальная сис-

тема (в алгебраической смысле) в и каждая подгруппа

из локально бикомпактна. Подгруппы из У могут быть не

замкнутыми в У
. Упорядочим У

, считая, что ,
если

/
. В каждой подгруппе /4 из У выберем меру Хаара

. Пусть -вещественная функция на и ее сужение

интегрируемо при любом /4 из У
.

Назовем У -интегралом

тонкий предел У -нумерованной последовательности

У , где . Интеграл

инвариантен, т.е.

при любом 2. из у
.

Аналогично определяется и свертка.

Рассмотрим векторное пространство над полем .

Выберем в некоторую локальную систему У?, составленную

из конечномерных подпространств из . Пару (/\У) назо-

вем покрытым векторным пространством. Эндоморфизм У про-

странства назовем эндоморфизмом покрытого векторного

пространства если существует подпространство

из такое, что ,
как только , .

В каждом подпространстве Л из выберем базис .
Обоз-

начим через кольцо всех квадратных матриц над Л
, поря-

док которых равен размерности пространства Л
.

Если
,

то сужению эндоморфизма У на подпространство 4 соответ-

ствует в базисе матрица из Если же ,то мы
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Следующий пример показывает, что понятие эндоморфизма

покрытого векторного пространства ествественно возникает при

изучении групповой алгебры локально конечной группы.

будем считать, что - нулевая матрица из .
Вычислим

определитель / матрицы при любом 4б . Эндоморфиз-

му покрытого векторного пространства ( соответст-

вует две

. Тонкие пределы = и

назовем,соответственно, предельной матри-

цей и предельным определителем эндоморфизма .

при любыхосб7*
, уЗб-7". Кроме того,

=

Эндоморфизм покрытого векторного пространства (

обратим тогда и только тогда, когда о9(*/?) # 0.

В локально конечной группе можно выбрать некоторую

локальную систему , составленную из конечных подгрупп.

Возьмем поле Л. Каждой подгруппе соответствует мно-

жество /4у- всех таких функций У? на со значениями в Т,

что У =0, если
* Пусть ,

<3-€
.

Положим (У+ *оС

Сумма

го числа слагаемых, т.н. (X)

состоит только из конечно-

= 0 при и =

= (4). Кроме того, (^) = 0 при ,т.к.

в этом случае т ) = 0 при любом X.6 4 есть алгеб-

ра над 7*
, изоморфная групповой алгебре группы 4г

.
Если
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осуществляется эндоморфизмами покрытого векторного простран-

ства
,

Используя тонкий предел, можно осуществить усреднение

по локально конечной группе.

Автор благодарен В.К.Иванову за ценные советы.

А то . Объединение г есть алгеб-

ра над 7*
. в этой алгебре имеется локальная система

- Пара ( %- ,
является покрытым вектор-

ным пространством, а регулярное представление алгебры
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ПОЛУГРУППЫ ЭНДОМОРФИЗМОВ

Ляпин Е.С. (Ленинград)

I°. Пусть между элементами множества Х2. заданы некото-

рые отношения (пока мы не уточняем смысла этого понятия, по-

том это будет сделано). Естественно сопоставить такой систе-

ме совокупность таких преобразований (полных или частичных)

, которые сохраняют все отношения между элемен-

. Это значит, что если семейство элементов из-С2

связано одним из рассматриваемых отношений, то и образы этих

элементов должны оказаться связанными тем же отношением. Та-

кие преобразования называются эндоморфизмами системы. В ре-

зультате умножения (т.е. суперпозиции) двух эндоморфизмов

системы мы получаем преобразование, которое очевидно опять

окажется ее эндоморфизмом. Благодаря этому совокупность всех

эндоморфизмов системы оказывается полугруппой. Представляет

интерес рассмотрение не только полугруппы всех эндоморфизмов,

но и тех или иных ее подполугрупп.

Сопоставление системам, т.е. множествам с некоторой со-

вокупностью отношений, полугрупп их эндоморфизмов (всех или

только некоторых) может представить значительный интерес.

Сайа связь свойств исходной системы и полугрупповых свойств

полугруппы эндоморфизмов - интересна. Кроме того в ряде слу-

чаев такое сопоставление может быть использовано для того,

чтобы при помощи рассмотрения полугруппы эндоморфизмов из-

учать исходную систему.



Такое направление можно рассматривать, как широкое об-

общение теории Галуа.

2°. Невидимому, наиболее естественно определить понятие

отношения между элементами множества следующим образом. Пусть

А? есть некоторое множество индексов. Отношением в с

множеством индексов /"* будем называть совокупность некото-

рых отображений Г* в -О..

лено указанным образом, т.е. по существу является тернарным

отношением указанного типа.

Имеет смысл рассматривать отношения не только с конеч-

ными множествами индексов, но и с бесконечными.

Пусть в множестве XI определена операция предельного

-76- .

Если, например, Л* состоит из пары чисел 1 и 2, то ото-

бражение множества индексов в есть сопоставление

числу 1 некоторого элемента числу 2 некоторого

элемента . Задание такого отображения равносильно заданию

пары элементов из Х2
.

Отношением в X? при =

будет бинарное отношение в .

При Г = 2, мы получим тернарное отношение.

Если при этом отношение таково, что для всяких отображе-

ний из всегда следует

ЗС(3) = то такое тернарное отношение определит ал-

гебраическое однозначное действие в -О. (частичное). Дейст-

витально, действие можно определить, полагая

й ), если при некотором 3^6Ф и1

о(

жеет место

=

Очевидно, всякое алгебраическое действие может быть опреде-
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Конечно, произведение может оказаться и пустыйчадображением,

т.е. отображением с пустым множеством отображаемых элемен-

тов.

перехода: некоторым последовательностям элементов из со-

поставлен элемент, названный пределом данной последователь-

ности (конечно, при этом естественно установить ряд ограни-

чений, которые нас в данный момент не интересуют). Задание

такой операции можно осуществить при помощи.отношения с мно-

жеством индексов Р = 1, Именно, отображение

множества Г в Й отнесем к конструируемому отношению

тогда и только тогда, когда последовательность

<ЗС(2),... сходится в 0- и имеет своим пределом

3°. В дальнейшем мы постоянно будем говорить об умноже-

нии отображений, имея в виду их суперпозицию. Если - есть

отображение множества й на множество -0.^, . У есть

отображение множества на множество ,
то под мы

будем понимать отображение в множества в(:ех таких эле-

ментов что Для каждого из таких об6 12,

Частины случаен отображения является преобразование ЗС

множества (под этим термином мы будем понимать то, что

иногда называют частичным преобразованием), т.е. отображение

некоторого подмножества . Преобразование

называется полным, если /7, = %2.
,

4°. Преобразование множества назовем эндомор-

физмом относительно некоторого заданного в С? отношения
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В случае действия, которое будем обозначать при помощи

знака *
, эндоморфизмом будет такое преобразование ,

что

из°(*/з при о<.,/3,Гб/75, всегда должно следовать

5<Х * 5/5 -

В случае множества с операцией предельного перехода, мы

получаем условие непрерывности в качестве признака того, что

преобразование является эндоморфизмом: из =

должно вытекать

Легко видеть, что произведение эндоморфизмов из

) опять является эндоморфизмом из (52,2. ).

Таким (52 ) является полугруппой (полу-

группа всех эндоморфизмов системы (52 ,2- ).

6°. Помимо самой полугруппы (52,2-) естественно

рассматривать и ее важные подполугруппы. Укажем некоторые из

с множеством индексов Л
, если для всякого такого .5 6

,

что (/7) С /7, , имеет место С

Очевидно, что для бинарного отношения
, заданного во

множестве А &
, эндоморфизмом будет такое преобразование с>

множества Х2
,

что если (</,/3)6 (т.е. где

=о(
,

3((2) ) ,
то должно иметь

место (5о(, (это и означает, ).

5°. Пусть в множестве Х2 задана некоторая совокупность

отношений
. Эндоморфизмом системы (X? ) называется

преобразование Х2
, являющееся эндоморфизмом относительно

каждого отношения из . Совокупность всех эндоморфизмов

системы (32 ,X.) будем обозначать через (Я
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2) Выяснить для каких пар систем (-0.,, ) и (Е2, А_)

полугруппы их эндоморфизмов ) и ()

них. Например, совокупность всех полных эндоморфизмов, т.е.

эндоморфизмов, являющихся полными преобразованиями, очевидно

составляет полугруппу. Эту полугруппу будем в дальнейшем

обозначать через (-0,
Пусть Л1 есть некоторое кардинальное число. Совокуп-

ность всех таких эндоморфизмов , что мощность 5 (Я)

меньше л?
, также образует полугруппу.

7°. Пусть в некотором классе А систем с од-

ной и той же системой отношений 21
, для каждой системы

,
21.) фиксирована некоторая полугруппа эндоморфизмов

(_(2 ,
<Е ) (здесь ,21) может быть как полугруппой

(12,21), так и какой-нибудь ее подполугруппой,например,

одной из числа упомянутых в 6°). Естественно формулируются

следующие проблемы и направления исследований.

1) Для произвольной полугруппы % дать условие, необ-

ходимое и достаточное для того, чтобы в классе -Л. нашлась

такая система (_С2, X), что была бы изоморфна с

<7% (12 ,X ) (проблема абстрактной характеристики класса

полугрупп эндоморфизмов 7% (12, 2_ )).

изоморфны. В частности, важен случай, когда из изоморфизма

полугрупп 7% (12, ,X ) и ,X ) следует, что систе-

мы (-12,,X.) и ,-X ) отличаются не существенным обра-

зом, т.е. одинаковы с точностью до обозначений и внутренней

природы элементов, которая при абстрактном подходе несущест-

веннд.
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ством.

При рассмотрении этих проблем всегда возможны два под-

хода. При первом из них полугруппа 2% (-0 ,X) рассматрива-

ется как конкретная полугруппа, т.е. как полугруппа преобра-

зований. При втором же полугруппа 2% (Я, 21) рассматрива-

ется с "абстрактной" точки зрения, т.е. считается заданной

с точностью до изоморфизма.

9°. Абстрактная характеристика класса полугрупп эндо-

мсофизмов всех систем указанного вида была дана Е.С.Ляпиным

Для произвольной полугруппы , обладающей нулем ,

временно обозначим через совокупность всех таких элемен-

3) Для тех или иных основных свойств систем (-Г2, )

найти полугрупповые свойства полугруппы , ), вы-

полнение которых необходимо и достаточно для

того, чтобы сама система (-0 ,X) обладала упомянутым свой-

4) Для тех или иных основных свойств полугрупп найти

свойства систем (-12, X), выполнение которых необходимо и

достаточно для того, чтобы полугруппа ) обладала

указанным свойством.

5) Общее изучение полугрупповых свойств полугрупп

УТЦЯ.Х).

8°. За последние годы в указанных направлениях был осу-

ществлен целый ряд исследований, о некоторых из которых и

будет сказано ниже. При этом автор не будет стремиться ни к

полноте обозрения, ни к соблюдению хронологической последо-

вательности появления результатов.
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тов , которые обладают свойствами:

2) для всяких таких что 6/
=

= обязательно имеет место или

%/!/.=;Л/,
,

=

полугруппе , изоморфной с некоторой (_O,<Е), ее

подмножество будет обладать указанными свойствами.

Доказано, что имеет место и обратное. Если в некоторой

полугруппе с нулем <% ее подмножество (% обладает свойст-

вом 1)-5), то (% изоморфна некоторой подполугруппе полу-

группы <з& (Х2 ,X.).
10°. При рассмотрении полугруппы эндоморфизмов

Оказывается, что во всякой полугруппе =

которая, очевидно, всегда является полугруппой нулем, ее

подмножество обладает следующими свойствами:

1)если и

2) для всяких ) найдутся такие

,
что из двух элементов один ра-

вен (7*,а другой отличен от (7*;

3) если уб (7* и % У / (7*(X, 9б 6
,

то

4) если (7*;
5) если а$-'=

,
то в

ся такой элемент X
, что X = X и для всяких и

& выполняется

По самому характеру этих свойств видно, что во всякой
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с конкретной точки зрения соответствующее условие, естествен

но, оказывается проще.

На противоположном крае находятся такие бинарные отно-

шения, относительно которых лишь тождественное преобразова-

ние является эндоморфизмом. Что такие бинарные отношения су-

ществуют во всяком множестве было доказано в работе

12°. В совместных работах

задачи, рассмотренные в 10° для полугрупп полных эндоморфиз-

мов, были решены для систем, обладающих одним бинарным отно-

шением.

Пусть полугруппа преобразований множества
,

со-

Пусть есть полугруппа преобразований некоторого

множества Т
. Для того, чтобы в Х2 существовала такая со-

вокупность отношений X
, при которой # (_(2, ), не-

обходимо и достаточно, чтобы для любого -С2 полугруппе

(% принадлежало такое преобразование что Я

И = для всякого

11°. Из различных систем (Х2, X ) больше всего до сих

пор рассматривались такие, у которых состоит из одного

бинарного отношения (графы).

Полугруппы полных эндоморфизмов у таких систем могут

быть весьма разнообразны. Например и в случае тождественного

отношения ( <?(''-/З лишь при </ = /3 ), ив случае универсаль-

ного отношения ( о( для любых элементов множества) по-

лугруппа всех полных эндоморфизмов состоит, очевидно,из всех

преобразований множества
.



83

Так как всякая полугруппа с единицей может быть изомор-

фно представлена преобразованиями, так чтобы образ единицы

был тождественным преобразованием, то из указанного резуль-

тата вытекает следующее.

13°. Если ограничиваться бинарными отношениями, облада-

ющими теми или иными дополнительными свойствами, то класс

полугрупп, изоморфных их полугруппам эндоморфизмов, естест-

венно, сузится, появятся некие дополнительные условия, кото-

рым должны удовлетворять полугруппы.

Для случая, когда бинарное отношение должно быть реф-

лексивно и транзитивно, такие условия были получены Л.Б.Шне-

перманом Особо выделены им случаи упорядоченности,

структуры и др. Условия, полученные Л.Б.Шнеперманом по сво-

ему типу близки к условиям плотной вложенности и налагаются

на минимальный двусторонний идеал полугруппы.

14°. Системы, заданные одним бинарным отношением, при

очень широких ограничениях могут быть охарактеризованы че-

рез те или иные полугруппы эндоморфизмов.

Пусть 9?, бинарное отношение во множестве 3?,,а

держащая тождественное преобразование.Во множестве всегда

найдется такое бинарное отношение что (%= <т&).

Для полугруппы тогда и только тогда найдется такое

множество с бинарным отношением
,

что <% изоморфна

полугруппе , ), когда обладает единицей.

Надо отметить, что во избежание некоторых теоретико-

множественных трудностей, авторы ограничивают указанные ре-

зультаты в отношении мощностей рассматриваемых множеств.
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кое взаимно однозначное соответствие между элементами

-О., и элементами
,

что имеет место одно из двух:

15°. Что касается полугрупп всех эндоморфизмов, то они

характеризуют еще более широкий класс систем с одним бинар-

ным отношением.

Интересно отметить, что, как показывают примеры, при

отказе от требования транзитивности бинарного отношения ана-

логичный результат для полугрупп полных эндоморфизмов пере-

стает -быть справедливым.

16
. Как самостоятельный объект исследований полугруппы

- во множестве Будем говорить, что системы , )

и отличаются несущественно, если существует та-

1) ИЗ ( ,/3,)€ для И

следует ( , ,
и наоборот;

2) из ( , /з. ) для и

следует ( , и наоборот.

Л.М.Глускиным [6] было доказано, что если бинарное от-

решение в системе рефлексивно и транзитивно,

то из изоморфизма полугрупп ) и

следует, что системы и отличаются не-

существенно. Исключение составляет лишь один тривиальный

случай, указанный в 10°.

Пусть бинарное отношение в множестве рефлек-

сивно. Л.М.Попова [7] показала, что, за исключением уже упо-

минутого выше тривиального случая, из изоморфизма полугрупп

, ) и следует, что системы (Х2
,

и отличаются несущественно.
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(Х2
, ) и наиболее естественны и заслужива

ют главного внимания среди различных полугрупп эндоморфизмов

17°. Оказалось, что в ряде случаев можно пойти еще

дальше на пути ограничения типов эндоморфизмов, имея в виду

указанную цель.

Однако, если рассматривать полугруппы эндоморфизмов как ору-

дие изучения системы (Г? ,</>),как некую характеристику ее,

то и ) окажутся далеко не самыми под-

ходящими с этой точки зрения. Оказывается возможным обнару-

жить меньшие по составу и более просто устроенные полугруппы

эндоморфизмов, которые в известных случаях могут характерн-

зовать систему (-Я.?) ые хуже, чем полугруппы

,</*).
Это обстоятельство было отмечено уже в самых первых ра-

ботах по эндоморфизмам. Так в своей упомянутой уже работе

Л.М.Глускин показал, что результат, сформулированный в 14°,

будет справедлив, если вместо полугруппы всех полных эндо-

морфизмов (-(?,<Р), взять ее подполугруппу ,<%>),

состоящую лишь из тех полных эндоморфизмов , у которых

по мощности меньше (здесь - любое кардиналь-

ное число, большее двух). Аналогично обстоит дело и с ре-

зультатами Л.М.Поповой указанными в 15°.

Пусть такое упорядоченное множество (т.е. множество

с рефлективным, транзитивным и антисимметричным бинарным от-

ношением Ф ), в котором имеется универсально максимальный

элемент, т.е. такой элемент ,
что имеет место

для всех .
Е.С.Дяпин [р] рассмотрел совокупность
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=& для прочих .

Оказалось, что полугруппа (-0 очень просто уст-

18°. Указанный в 17° результат позволял обнаружить но-

вый подход к изучению упорядоченных множеств. Дело в том,что,

как показал А.Е.Евсеев
, для довольно широкого класса

упорядоченных множеств полугруппа эндоморфизмов

оказывается определяемой структурой своих подполугрупп.

) таких его полных эндоморфизмов $.</3 ( где

что и

роена. Нетрудно получить абстрактную характеристику класса

полугрупп .
В полугруппе ) существует

единственное неприводимое порождающее множество. Для этого

порождающего множества в работе Е.С.Ляпина построена оп-

ределяющая совокупность отношений.

При этом имеет место следующее обстоятельство. Два упо-

рядоченных множества и
, обладающие каждое универ-

сально максимальным элементом, изоморфны тогда и только

тогда, когда изоморфны полугруппы <3%, ?) и

Для произвольного упорядоченного множества строит-

ся упорядоченное множество
, получаемое добавлением к

нему новых элементов и соотношений *

для всех и для всех ,

кроме . Упорядоченномумножеству сопоставим

полугруппу эндоморфизмов -4/ (12, ), а последней - упоря-

доченное множество ) всех ее подполугрупп ( в том

числе и пустой). (_Г2) является структурой. Оказывается,

что структуры и _Г2), построенные для двух
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упорядоченных множеств, изоморфны тогда и только тогда,когда

изоморфны (или антиизоморфны) упорядоченные множества и

Х2

19°. Можно провести построения, сходные с указанными в

17°, для общих упорядоченных множеств, не требуя существова-

ния универсально максимальных элементов. Для произвольного

упорядоченного множества 32 Л.Д.Зыбина рассматривает

полные эндоморфизмы (где ),

'
е°ли Г '

и для

, для которых

прочих

Оказалось, что, как и в 17°, полугруппа таких эндоморфизмов

характеризует упорядоченное множество с точностью до

изоморфизма.

20°. По линии сопоставления свойств систем со свойства-

ми полугрупп их эндоморфизмов исследования для полугруппы

полных эндоморфизмов были проведены А.Я.Айзенштат
.

Ока-

залось, что из всех упорядоченных множеств только для конеч-

ных линейно упорядоченных множеств полугруппа полных эндо-

морфизмов не имеет других гомоморфизмов, кроме идеаль-

ных и изоморфизмов.

Ряд связей между свойствами бинарных отношений и свой-

ствами полугрупп всех эндоморфизмов или некоторых их

более просто устроенных подполугрупп установила Л.М.Попова

в работах С7] и {12]. А.Й.Калманович рассматривал эн-

доморфизмы, осуществляющие взаимно однозначные преобразова-

ния и многозначные эндоморфизмы.
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ОБ ИДЕАЛЬНЫХ ПОЛУГРУД

Мустафаев ЛЛ*. (Баку)

Настоящее сообщение посвящено изучению идеальных экви-

валентностей Грина (си. Ы) в полугрудах.

Е * г^4,

[s]). Симметричное,рефлексивное и транзитивное бинарное от-

ношение называется эквивалентностью.

§ 1. Полугрудой (см. [1]+ Й) называется множество

.0, в котором определена тернарная алгебраическая операция,

ставящая в соответствие каждой тройке элементов 5" *

элемент и удовлетворяющая

условию для любых ( Сж1,...,5)

следупщему

Непустое подмножество А полугруды 5 называется ее левж

(соответственно, правым, латеральным) идеалом, если

(соответственно, ЕД )- Если подмножест-

во А полугруды -5 является одновременно и левым и правых

идеалом, то оно называется двусторонним идеалом полугруды 5<

Двусторонний идеал, являющийся и латеральным идеалом, назы-

вается просто идеалом. Два идеала Т, и полугруды 5

% назовем соседними, если с /*, причем в -$ не

существует такого идеала Т, что с.7"с.
,

Г,

Бинарным отношением во множестве -$ называется произ-

вольное подмножество декартова произведения (см. [3],

Пусть й,% - произвольные элементы полугруды -5
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= 55 47 $7

Введем в полутруде 5 следующие идеальные эквивалентности:*

(а, — =

(я,4)6-5' — О{35 4552,

(0,4)61

(й,4)ьр — {.)иГо 55?

Иначе говоря, (<а, % )& (соответственно б*
, 1,, )

тогда и только тогда, когда элементы а и порождают

один и тот же главный левый (соответственно главный лате-

ральный, главный правый, главный двусторонний, главный) иде-

ал полугруды 5
.

Если (^?, 4) & (соответственно ,

? , ), то элементы <2 и % будем называть лево-идеально

(соответственно латерально-идеально, право-идеально, двусто-

ронне-идеально, идеально) эквивалентными. В дальнейшем через

и будем обозначать классы, на которые полу-

груда 5 разбивается эквивалентностями и

соответственно.

Произведением о бинарных отношений б*, 6 /4*/!

называется следующее бинарное отношение 6* :

тогда и только тогда, когда найдется такой элемент 2 е /)
,

что Обозначим через

ведение . Следуя Л.М.Глускину (2), полугруду

произ-

без

Символ "<*— читается как "тогда и только тогда, когда".
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собственных идеалов назовем

Лемма I. Если ,где ,то

§ 2. Теорема 1. В произвольной полугруде 5 бинарное

отношение есть отношение эквивалентности. Дока-

зательству этой теоремы предпошлем следующие три леммы.

А,Л Й;

Действительно, пусть Если 2%<3,

то, согласно (2), в полугруде 5 должны найтись такие

= 1*4), что

2 =Гх,у,<э,ул/;я,у , я,- %;

ейопыыоквну**э*д

9ЖиодиконйояиодвжЯеМоохинднэнвтеод

'?х={?X

ивяявд*=гниьвнеоро

следует, что .
Таким образом в рассматриваемом случае

х В случае, когда 2.= %?,,мы имеем 4, е
,

т.е.

и поэтому = Аналогично при

о л э . Обратная импликация доказывается анало-

гично.

Доказанная лемма означает перестановочность эквивалент-

ностей и ч,
.

Лемма 2. Если
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Из этих равенств следует, что

Тогда как в пунктах а) и б) легко получить, что (0.1,0.3)66
т.е. 1, -

.

г) В полугруде 5 найдутся такие элементы

Пусть Согласно (2), здесь возможны следую-

щие четыре случая.

а) В полугруде 5 найдутся такиа

что

з- 0-1]
из последних равенств находим:

77* 7 #3*Х<у

<?<7*?7-Гт? ,

1)низкомэиявда(р

*е*ж*)оль*мвьвнеоодеу

"4'сч?'4°'4"4?4*47-

=

Отсюда ( я,, <?1)еб", т.е. 2, = .

в) В полугруде 5 найдутся такие элементы - ../0)

что С.2

что 2 =Гу, 3,7 у, у, у<7, а,- Гу, 7, Гу, 2 у,.7.

В этом случае, как и выие, заключаем, что У, *
. Итак,

Обратная импликация доказква-

ется аналогично.

Этой леммой доказана переостановочность эквивалентное-
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тей 4

эквивалентности ,б* и попарно перестановочнн, а это

означает, что бинарное отношение является отношением эк-

вивалентности.

Теорема 2. В любой полугруде эквивалентность об ж

латерально-идеальная эквивалентность б* совпадают.

Доказательство. Согласно определению эквивалентности

Пусть X =%%,.1\/. Тогда

А это означает, что (<з, 4)6 б*
,

у.е,

Лемма 3. Если а*а^/1^,где <?<,<?* ,то

Доказательство этой леммы аналогично доказательству леммы 2.

Из лемм 1, 2 и 3 следует, что в произведении ъ

</ ,б*
. Пусть теперь (<й,% )&с/ (о в по-

лугруде 5 найдутся также а и
,

(з,у)бб' .Отсюда, в сиду (2), при некото-

рых

где ,
то

а =Г^4/,

Аналогично можно показать, что при некоторых &$

=

§ 3. Перейдем теперь к изучению строения произвольного

регулярного -класса полугруды .
Элемент <9 полугруды
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? Г".] '{а,] </Г"< $5? а, ]&5 <?,ss;

ур),]= а, <?7я,557 7^^550,557 =

2 ss7 " С55 д7 Г55 д 557

И, с другой стороны,

уГЦ =; 5

и 58Ц и Г%<

2 уГ«,7

5 назовем регулярным (см. /6]), если в 5 найдется такой

элемент ,
что

. , все элементы

которого регулярны, назовем регулярным -классом.

Теорема 3. Произвольная 6-простая полугруда 5 без

нуля содержит не более двух -классов.

Доказательство. Пусть есть некоторый -класс

полугруды 6 (см. §1) и <3,е/!,. Обозначим через

главный двусторонний идеал полугруды 5
, порожденный эле-

ментом О, , т.е.

Пусть = Если /3,,*<? ,
то Й, будет двусто-

ронним идеалом полугруды -5
. Действительно, пусть

. Тогда в найдется элемент 2.6,5

такой, что 3 % /3, . При некоторых с, УС $ и е /3<2
Так как и

,
то

2б/)< .
Согласно (2), ' тогда,с одной сторо-

ны,

Однако равенство невозможно,так как д,
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Мы показали, что , а это означает, что

есть левый идеал полугруды . Аналогично иожно показать,

что есть правый идеал полугруды 5
. Так как полугруда

5 не содержит собственных идеалов, то

58, и s7и уг<l,7 у -

Эдеиент полугруды не принадлежит .поэтому

—4<:=РГ°;7

Отсюда следует,что полугруда $ содержит не более двух

-классов.

Теорема 4. Произвольная полугруда с

нулей содержит не более двух ненулевых

Доказательство. Пусть есть некоторый ненулевой

*'У=М<5о*

ежижод*одь*мАежэеЖяожо*\$

*/$'%уэЪ?

Пусть теперь 4; 6 ( с - 1,2,3), где суть некото-

рые подугруды 6
, а . Тогда

у -класс полугруды и 4, 6 . Тогда множество

не может быть пустым, т.к. иначе Д окаэа-

лось бы нулевым -классом, что противоречило бы предпо-

ложению относительно . Рассмотрим два случая: 1)

и 2) /3;содержит элементы, отличные от нуля.

Пусть Тогда будет двусторонним

идеалом полугруды $
.

Если теперь другой ненулевой
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Тогда в силу того, что 5 не содержит собственных идеалов,

находим:

-класс полугруды и где то

будет опять двусторонним идеалом полугруды .

Очевидно, .
Но с другой стороны

5 = /),' с /5/),'5? /1/55? /)/& /),' с /)/

Поэтому 5-/1,

Пусть теперь * Тогда, как и в теореме 3, легко

показать, что

Определение. Пусть есть некоторый полу-

груды . Идеальным фактором, соответствующим ,
назовем

следующую полугруду Р *

:

а) если есть подполугруда полугруды $
,

б) если 1Е-
не является подполугрудой полугруды 5

, то

Г* состоит из всех элементов и символа О*. Если при

этом в 5 для имеет место

в полагаем =
. Во всех остальных случаях полага-

ем О* 6
.

Легко проверить, что условие

(1) в /-* выполняется.

Теорема Пусть есть идеальный фактор полугруды

5
, соответствующий регулярному .

Если Р=Р,

то Р* есть полугруда, не имеющая собственных идеалов. Если

р* то р*есть полугруда, не имеющая иных собствен

ных идеалов, кроме нулевого идеала О*.

Доказательство. I) Пусть /-*-=/!. Можно показать, что
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Очевидно, что есть подполугруда полугруды .
Более то-

го, - идеал полугруды <5
. Действительно, пусть .

Тогда

Е5/5] 7;л? 71,

Как и в пункте I) можно показать, что есть идеал полу-

\ * где ми и - соседние идеалы полугруды

5
,

или пустое множество ,
а - минимальный идеал

полугруды 5 . Предположим, что - идеал полугруды .

Рассмотрим следующее множество

Далее, справедливы включения

Кроне того, ,
так как в -Т" входят элеиеитн из

ювюхпм* X. -

У

2) Пусть /0'}. Хак и в первой части иождо поло-

нить
. Пусть, далее, - идеал аолугрудн

обладающий ненулевыми элементами. Обозначим через множе-

ство всех элементов из
, входящих в не пусто в

силу предположения. Пусть и регулярно сопряжен

с <э
, Тогда , и, следовательно,

<3 ,<я е
. Поэтому я=(д<зз), а=(<эзсз ). Отсюда

Рассмотрим множество



99

груды -5
. Далее, справедливы включения

Отсюда следует,что /"-/ь и .следовательно,

=

(3)

— . Очевидно , т.н. ле
,

. Поэтому

Отметим, что доказательство пункта 1) остается верным,

когда есть и нерегулярный '-класс полугруды 5
,

явля-

ющийся подполугрудой.

Теорема 6. Регулярный -класс произвольной полугруды

5 содержит не более двух

Доказательство. Пусть не является подпо-

лугрудой. Согласно теореме 5 {Осесть по-

лугруда с нулем. Теорема 4 утверждает, что такая полугруда

содержит не более двух ненулевых у-классов. Обозначим их

через и Пусть#,. Тогда Р*Р* ) =

= Отсюда при некоторых у,,

,!?; е Р имеем

Согласно (3), принадлежит некоторому по-

лугруды $
. Аналогично, принадлежит некоторому

су полугруды 5
. Поэтому -класс Р содержит не бо-

лее двух у -классов.
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Теорема 7. В регулярных полугрудах каждый с/-класс

содержит не более двух

В заключение считаю своим приятным долгом выразить глу-

бокую благодарность проф. Л.М.Глускину за постановку задачи

и за ценные советы.
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Доказательство этой теоремы очевидно, т.к. в регулярных

полугрудах эквивалентности о( и совпадают. Остается

лишь воспользоваться теоремой 6.



О СТРОЕНИИ ПОЛУГРУППОВЫХ КОЛЕЦ

Потемкин Л.В. (Харьков)

I. До сих пор,(например, в [23 и СЗЗ) изучались полу-

групповые кольца над полем. В данной статье полугрупповые

кольца над произвольным коммутативным кольцом с единицей

рассматриваются для полугрупп, разложимых в коммутативные.

связки своих подполугрупп. В пунктах 2-6 для полугрупп,раз-

ложимых в так называемые Т-связки своих подполугрупп,полу-

чено разложение полугрупповых колец в прямые суммы идеалов.

На основании этих результатов в п.п. 7-9 изучается стро-

ение полугруппевых колец конечных коммутативных полугрупп.

Йсе не определенные ниже термины можно найти, например, в

СП И [53.

2. Полугруппа 5 называется связкой своих подполу-

групп 5* , 5/< .....
если все эти подполугруппы попарно не

пересекаются, их объединение равно $
,

и если для каждой

пары 5* , 5/< найдется такая подполугруппа ,
что

.
Связка называется коммутативной, если из

5у всегда вытекает
.

Если полу-

группа $ разлагается в коммутативную связку своих подпо-

лугрупп то определим умножение индексов, по-

лагая */< = б тогда и только тогда, когда

Относительно этого действия множество всех индексов А
,

/< ,... образует коммутативную полугруппу идемпотентов (по-

луструктуру). Отношение тогда и только тогда,

когда является, как известно, частичкой упорядо-

- 101 -



ченностыо на полуструктуре .

Предположи*, что жря лжбих л существует

гомоморфизм полугруппы 5* в полугруппу , прячем:

1) есть тождественное преобразование полугруппы ,

2) система всех таких гомоморфизмов транзжтивиа, если

у
, ТО

Полугруппа 6 называется Т-связкой своих подполугрупп

$* ( а е ), если можно построить такую транзитивную систе-

му гомоморфизмов, что действие в полугруппе 5 выражается

формулой:

** У* *%/<**' У?< (**6$1, е

Примерами Т-связож являются коммутативные связки групп,

изучавшиеся Клиффордом М, Г52, и коммутативные связки по-

лугрупп, каждая из которых содержит единицу и не содержит

других идемпотентов Е6]. Всякую полугруппу 5 , разложимую

в Т-связку своих подполугрупп, будем называть Т-полугруп-

пой.

3. Всюду в дальнейшем Р означает коммутативное колъц

цо с единицей. Пусть $ - некоторая Т-полугруппа. Рас-

смотрим полугрупповое кольцо А 5 полугруппн 3 над коль-

цом А .
Элементами кольца Б 5 являются конечнне суммы

1 да (<*€&,*€$ ); при этом элементы кольца А счи-

таются перестановочными с элементами полугруппы 6 , а ум-

ножение в кольце А5 производится по формуле =

=
, где каждое произведение ку заменяется соот-

- 102 -
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ветствувцим элемитом полугруппы .
Все элементы вида

0 * (х'5 ) отождэствхямтоя с одним элементом (нулем

юлъцм Я-5 ). Вели полугруппа имеет нуль, то ег<з обычно

отеждествлямт с кулем кольца /25
.

Чтобы подчеркнуть это

обстоятельство, будем писать в таких случаях Д, 5 вместо

.
Так как иолугрупна распадается в связку своих

црднмьудууцм то рсюпдщсются л мрижуд оуж**

му подколец * прием г , если

. Ниже (п.н. 5-6) будет построено другое разложенье

/25
,

в котором каждая полугруппа <5д нзомор-

Фиа пмтгпупне . и пик любнх л ./с (л4А ) имеет место

равенстве й 5 = 0
.

4. В далвиейжем бужен предполагать, иго полуструктура

кокеяпа. Тогда ж ней существует наимеиьиий элеиеят 5 *

Каждый элемми А
,

отличннй от
, покрывает хотя & один

элемент ос (т.е. , и не существует элемента тако-

во, что ). Множество всех элеиентов ас уЗ ,

покрываемых элементом Л , н всевозможных их произведений

образует вместе е * некоторую структуру о наибольшим

элементом л
, а сажа элемента а- .... образуют базис

по пересечениям (млн /1-баяне) Мд этой структуры. Будем

говорить, что структура А,* принадлежит элементу * .

юруктура ц , принадлежащая наименьжену элементу

имеет Л -базиса и состоит из единственного элемента

,
не

5 -

Для каждого обозначив =

= * * будем рассматривать формальные

выражения , где х покрывает . Каждое такое
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=

(3)

Пример. Для полуструктуры с диаграммой

имеем

=У?*' у?

выражение действует как частичное преобразование в кольце йл

с областью определения . Опредалии умножение таких выра-

жений, формально раскрывая скобки и полагая

Условимся, что выражение <%*
, примененное к произведению

* /л* )* означает, что *

. При этом формулы (3) и (4) согласуются с

формулами (1) и (2), так как

X,.^у/<*X,у,,

так как Л/4. , */< = <*/ =
. То, что это произ-

ведение оказалось равным нулю, означает равенство нулю про-

изведения элементов и кольца К 5
.



Для этой же полуструктуры

(5)

(6)

В примере п.4

14.

(ух - (у! - У/ )-

= + -

) % х % х X х *

= у*-у*-у^-у,-+У1-+У<г + у<г-<?,-*

=

Очевидно, что относительно такого действия каждое выражение

является идемпотентом, и любые два выражения

и коммутирую.

5. Введем обозначение V* = можно также

рассматривать как частичное преобразование в кольце с

областью определения 5* . Каждому элементу к* полугруппы

3* поставим в соответствие элемент кольца #5 ,

определяемый по формуле

хк- П
<6Г*Ь

к *

Поскольку при * = $ выражения -у*. теряют смысл, поло-

жим

Пусть А
- произвольное подмножество полугруппы .

Обоз-

начим через А* множество всех элементов , построенных

с помощью формул (5), (6) для всех элементов .

105
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Заппнем это произведепже в виде

у<хх-у.у.*

'Ч"**'V'?' * %

Лемма 1. Множество образует базу кольца

сматржваемого в качестве 2 -модуля.

Доказательство. Любой элемент х* лннейно выражается

(ввиду справедливости формул (5) и (6)) через и эдеме!

ты некоторых полугрупп , где . Элементы этих полц

групп, в свою очередь, линейно выражаются через хЬ- и эл<

менты некоторых полугрупп , где т
, и т.д. Продолж

этот процесс, мы дойдем до элементов Ху - Ху , где - на!

меньжий элемент в . Следовательно, любой элемент кольщ

линейно выражается через элементы
.

Лемма 2. Для любого к* множество является

лугруппой, мзоморфной .

Доказательство. Соответствие между элементами полу-

группы и элементами множества является взаимно од-

нозначным. Далее,

У*X,-Ч'ду* =

имея в виду (см. п.4), что каждый член в раз;

нии этого произведения следует понимать как к*-

силу идемпотентности и перестановочности множителей в

Д это выражение заменяется <Д
откуда
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В случае * = ? доказательство очевидно.

Лемма 3. Если * то

Доказательство. Залижем прожзведенже в виде

Если А и/ч несравнимы (т.е. не выполняется ни л.*/< ни

/< то существуют такие элементы <*
, , покрываемые,

соответственно, элементами А ,у< , что */**/ и,

следовательно, -- .В этом случае

Если * и /< сравнимы и, например, А
,

то найдутся та-

кие элементы <*
, , покрываемые, соответственно, элемента-

ми ,/< , что А (элемент можно выбрать произ-

вольно). В этом случае = */-*/ */"*/** ,и

Таким образом, и равно

нулю, если *
. Следовательно,

6. При помощи лемм 1-3 доказывается

Теорема 1. Пусть 5 - некоторая Т-полугруппа, состо-

ящая из конечного числа подполугрупп 5л
. Тогда полугруппо-

вое кольцо 6 5 распадается в прямую сумму идеалов # ,где

каждая полугруппа изоморфна полугруппе 5* .

Другими словами, кольцо #5 является прямой суммой по-

парно ортогональных полугрупповых колец

если * ).
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В частности, для коммутативной полугруппы идемпотентов

5 из теоремы 2 вытекает

Теорема 3. Полугрупповое кольцо #5 конечной коммута-

тивной полугруппы идемпотентов 5 распадается в прямую сумму

попарно ортогональных колец, каждое из которых изоморфно .

Отметим еще следующую теорему:

Теорема 4. Полугрупповые кольца Из и #s* конечных

коммутативных полугрупп идемпотентов 5 и 5* изоморфны

тогда и только тогда, когда 3 и -5 *имеют одинаковые по-

рядки.

7. Пусть 3 - конечная коммутативная полугруппа. Как

известно из С7], она разлагается в коммутативную связку од-

ноидемпотентных полугрупп .3*. Множество & всех регуляр-

ных (см. С1)) элементов произвольной коммутативной полугруп-

пы 5 образует подполугруппу в 6
.

Множество всех регуляр-

ных элементов конечной коммутативной одноидемпотентной полу-

группы 5 образует группу, являющуюся идеалом в 5 (ее

"групповым ядром"). Фактор-полугруппа $/б конечной комму-

тативной одноидемпотентной полугруппы 3 по ее групповому

ядру 6 нмльпотентна.

Таким образом, строение кольца Я 5 не зависит от стро-

ения полуструктуры , а зависит только

лугрупп полугруппы

от отдельных подло-

Теорема 2. Полугрупповое кольцо ИЗ полугруппы .5 .раз-

ложимой в коммутативную связку конечного числа групп ,

распадается в прямую сумму попарно ортогональных групповых

колец , где каждая группа 6* изоморфна 6*
.
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(7)

Если $ - конечная моногенная полугруппа, то - цик-

лическая группа, а Т - монотонная нильпотентная полугруппа

В этом случае получается следующий результат:

Лемма 4. Полугруппоюе кольцо Я .5 конечной коммута-

тивной одноидемпотентной полугруппы распадается в прямую

сумму двух идеалов: Д5 = РбФФ.Т
, где Д<з является

групповым кольцом группового ядра <? полугруппы , а

ЗоТ (п.З) - полугруппевым кольцом нильпотентной полугруппы

Т, изоморфной фактор-полутруппе .

Доказательство. Пусть - идемпотент полугруппа .

Построим отображение V полугруппы 5 в кольцо #.5 :

х, если у 6-5,

если X *5\6

Это отображение взаимно-однозначно, так как с* е б (если

х@$\б ),жиз х/у (х,уб5\6) вытекает /

# .
Множество элементов у(х), построенных с помощью

формулы (7) для всех элементов х полугруппы 5 , образует,

очевидно, базу кольца Я$ (рассматриваемого как Я-модуль).

Кроме того, при х,у е 5 \

= 0 .если Хбб,

,

Множество всех элементов (х е 5\6) составляет вместе

с нулем полугруппу Т, причем 6 7= 0.

Теорема 5. Полугрупповые кольца Й5 и Я $* конечны!

моногенннх полугрупп 5 и 5* изоморфны тогда и только тэг-

да, когда изоморфны полугруппы 6 и $
.



Д $ -
№ о ф Р.Т,

где с? = (7 - подполугруппа всех регулярных элементов

полугруппы ,
а Т - объединение всех нильпотентных полу-

групп 7?* . Заметим, что Т может не быть полугруппой. Од-

нако Й.т является кольцом и даже идеалом в Я5. Действи-
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8. Рассмотрим теперь полугруппевое кольцо Я пронз-

вольной конечной коммутативной полугруппы . Так как полу-

группа распадается в коммутативную связку однокдемпотен-

тных полугрупп, то кольцо распадается в прямую сумму

подколец , причем , если

ж в полуструктуре индексов (см. п.2). По лемме 4

каждое ]кольцо из* (я * & ) распадается в прямую сумму двух

идеалов Я5* = и 6,,ФР.т* бд - групповое ядро по-

лугруппы , а 7% - нильпотентная полугруппа. Следова-

тельио, кольцо распадается в прямую сумму

тельно, если $з
, 7/< 6= ), то

(у/< * Ул * *

Обозначим , . Тогда (ввиду того,

что

Более того, справедлива следующая теорема:

Теорема 6. Кольцо является полугрупповым кольцом

некоторой коммутативной нильпотентной полугруппы И
.

Доказательство. Займем элемент х* -'*** полугруппы
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Их

в то врем как

Тогда в разложении

женив. Из доказанного следует, что для каждого нерегулярного

элемента к полугруппы 5 в структуре И существует наи-

в виде формального произведения (1 - ?*) х* . Формаль-

ные выражения 1 -

, построеннне дм всех , будем

перемножать по формуле = +

Множество М всех таких выражений и всевозможных их произ-

ведений образует относительно этого действия коммутативную

полугруппу идемпотентов (полуструктуру). Более того, полу-

структура М является дистрибутивной структурой относитель-

но частичной упорядоченности (см. п.2). Обозначим для

краткости элеиеиты структура Ж через

можно считать операторами, отображающими полугруппу в коль-

цо Се?". Докажем сначала, что нз # вытека-

ет (-уЗ*) х 0, где х - произвольный нерегулярный элемент

полугруппы . Пусть

64)... ('-<?) к

найдется член, например, -

, равный - *
, отку-

да

6* 'сх

Но из последнего внтекает, например —*?)<.-х

т.е. (1- = 0. В таком случае <**=0 вопреки предполе-
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меньиий элемент / такой, что х = / 0. Множество эле-

ментов
, построенных этим способом для всех нерегулярных

элементов х полугруппы , образует вместе с нулем нильпо-

тентную полугруппу И . Действительно, все элементы в И

нильпотентны, и, аналогично пункту 4,

х'у'=?,Х'<Гу =?,<Г*У'
Если %у = 0, то х'у'еИ .

Если # 0 и найдется

такой элемент 7
,

что 7ху 0 и не выполняется ,

то /<г#0. Но отсюда следует, что / 0 и не вы-

полняется / 7
. Это противоречит минимальности / .

Нако-

нец, как и в пункте 5, ионно показать, что любой элемент

кольца Йс?* линейно выражается через элементы х'
,

чем и

завершается доказательство теоремы.

9. Вернемся снова к разложению Д$ = ФР<? И (см.

теорему 6; при этом = Р.Г). По теореме 2 кольцо #3

распадается в прямую сумму попарно ортогональных групповых

колец Й
, где каждая группа изоморфна подгруппе

6 а полугруппы 3
. Каждое произведение */?<,/ является

идеалом в кольце И.У и совпадает с произведением ,

где - единица кольца 3
. Любые два различных идеала

*

и не имеют общих ненулевых элементов и

о в силу ортогональности идемпотентов и

. Каждый идеал является гомоморфным образом

кольца и поэтому сам является полугрупповым кольцом

некоторой нильпотентной полугруппы . Наконец, можно по-

казать, что множество элементов к' (см. п.8), не входящих

нм в один из идеалов Р.У , образует вместе с нулем ниль-
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15.

потентную полугруппу Из всего этого вытекает

Теорема 7. Полугрупповое кольцо ЙЗ конечной комму-

тативной полугруппы 5 распадается в прямую сумму идеалов,

каждый из которых является либо кольцом некоторой группы

(когда я 0), либо полугрупповнм кольцом нильпотентной

полутруппы ,
либо полугрупповнм кольцом полугруппы

4. А.Н. Апуегаез,
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ЮМOМOРЯЗМЫ СТРУКТУР,
АССОЦШРОВАННЫI С УПОРЯДОЧЕННЫМИ МНОЖЕСТВАМИ

Розен В.В. (Саратов)

С каждый упорядоченный множествен (<4; СО) можно ассо-

пкжрожать

I) частичный бинарный оператив (; 0 ), где 0 совпа-

дает с частичной операцией взятия наибольней миноранты нары

моментов в упорядоченном множестве ;со );

если

'(оэ!у)омоожонжжониеьомйоп!
жяиежоюйопшпйджонжжижжлкеяжоийюДопо-жоньмовж

оювйвмооон!у)жжжэДепо-днньмооь(?

Обозначим через множество всех пар элементов, ко-

торые жмем намбольную миноранту в (/1;Сс)), а через -

множество всех подмножеств, жоторне имеют нижнюю грань в

). Пусть (/1; 0 ) ж (/3;0) - частичные бинарные опе*

ративы и (Г и сГ - отноиення определенности частичных опе-

раций 0 ж 0
. Гомоморфизм частичного бинарного опера-

тииа (А ; 0 ) в частичный бинарный оператин (/^; О ) называ-

ется сильным, если он удовлетворяет условию: (/ (

—. час-

тичные -оператжвы, то гомоюрфизж называется сильным,

Теорежа 1. Для того, чтобн образ частичного бинарного

оператива, ассоциированного с упорядоченным множеством

(А ;со ), при сильной гомоморфизме был частичным бинар-
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ним оперативок, ассоциированным с некоторый упорядоченным

множеством, необходимо и достаточно, чтобы

С.

Теорема 2. Для того, чтобы образ частичного ?? -опера

тива, ассоциированного с упорядоченным множеством (/}; с*?),

при сильном гомоморфизме был частичным -оперативен,

ассоциированным с нежоторыи упорядоченным множеством, необ-

ходимо и достаточно, чтобы

Всякий гоиежорфизи частичных бинарных оперативов, ассо-

циированиях с упорядоченным множестншп, является изотопный

отображенжен этих упорядоченных ииожеств. Находятся нообхо-

дижые и достаточные уеловня того, чтобы изотопное отображе-

ние двух упорядоченных ииожеств было гоиоиорфиэжож частичных

бинарных оперативен, ассоциированных с нижи. Аналогичная за-

дача рожается для частичнжх -онеративов, ассоциированных

с упорядоченннжи иножестважи.

Всякий гомоморфизм частичных -оперативен, ассоции-

рованных с упорядоченными множествами, является гомоморфиз-

мом частичных бинарных оперативен, ассоциированных с этими

же упорядоченными множествами. Обратное утверждение не имеет

места даже в случае, когда гомоморфизм является сильным. До-

казывается

Теорема 3. Если сильный гомоморфизм частичных би-

нарных оперативен, ассоциированных с упорядоченными множест-
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ваии, таков, что каждый класс ядра гомоморфизма имеет мини-

мальный элемент, то / является гомоморфизмом частичных /5-

оперативов, ассоциированных с этими же упорядоченными множе-

ствами.
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19М0М0РФИЗМЫ В /?-ЛУПАХ

Сандик М.Д. (йининев)

Исследуются гомоморфизмы операций любой конечной арнос-

ти, удовлетворяющие условиям разреиимости. Наряду с обобще-

нней теоремы о гомоморфизмах для квазигрупп, описываются

группы трансляций двух гомоморфных /7 -луп.

/7-оператив (см. Гз]) называется гомоморфным

/7-оператива <?( )
, если существует такое однозначное

отображение множества на множество , что имеет ме-

сто равенство:

-

,
'

дм любнх элементов ?

Рассматривается случай, когда (?() и /7-лупы

(см. [1]). Как известно из [47, /1-лупы могут обладать бо-

лее чем одной единицей, если арность операции больно двух.

Оказывается, что количество единиц в гомоморфном образе 7

я -лупы <?( ) ограничено, в некотором смысле, снизу количе-

ством единиц в <?( ). Совокупность /7 элементов из (?,ото-

бражаюдихся в единицу /7-лупы 7 называется ядром.

При гомоморфизме — 3' будет столько

ядер, сколько существует единиц в <? /?7 .

Всякое ядро /7 является /1-подквазигруппой (не

обязательно -подлупой) /?-лупы <$( ). Обобщается ряд

известных предложений ня теории бинарных квазигрупп относи-

тельно ядер и снежных классов. Доказывается
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Теорема I. Если Н - некоторая нормальная /1-подква-

зигрупна /1-луны ?(),то она определяет естественный го-

Доназывается, что /1 -лупа, гомоморфная /?-лупе Дик-

кера, а также сама /1-лупа Линкера (см. [2?) обладают од-

ним единственным ядром. Имеет место

яки для всевозможных фиксированных последовательностей

для любого

<
---

моморфжзм — ) на фактор- /ълу-

пу%()сядром/У.Есдп // -идро гомоморфизма /?-

лупы ( ) па /7--купу ? Г ? ,
тс индуцирует изоморфизм

А/(х)—фажтор-й-<ку1:н%()на Л-лупу<?'Г7.

(Понятие нормальной -подквазигруппы ямяется обобщением

на /1-арный скучай иенятия нормальной квазигруппы (см.

Теорема 2. л-подкваангруппа А/ л -лупы (?( ) тогда

и только тогда является нормальной, если = А/, где -

группа внутренних подстановок определенного внда.

Фиксированную е

обозначии через <3 . Отображение : (? —такое,что

будет, очевидно, подстановкой множества ? ; назовем ее

с-той трансляцией множества 9
. Через ((?) обозначим

т.и. группу трансляций, порожденную всеми ь-тыми трансляци-

ао&З.

Теорема 3. Гомоморфизм /1-лупы (?( ) на /1-лупу

Г ] жндуцирует некоторый гомоморфизм 6? группы (?(<?) на

1лупну такай что:
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Ядро гомоморфизма (5*) —обозначим через

Теорема 4. Ядро /7 гомоморфизма : (?( )—Г 7

инвариантно относительно т.е.

Теорема 5. Если - ядро гомоморфизма :$(

а - ядро гомоморфизма (9 : 6 (?) —(?Э, то

Теорема 6. 1юбой нормальной подгруппе тран-

сляций 6 (3) -лупы ) соответствует некоторая нор-

мальная Я-яодквазнтруппа А/ /1-лупы <?( ).
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ГАМИЛЪТОНОВЫ КОЛЬЦА

Фрейдман П.А., Аядряянов В.И. (Свердловск)

Гамильтоновы кольца или, короче, Г-кольца - это кольца,

все подкольца которых являются двусторонними идеалами.
/

Если аддитивная группа кольца является смеманиой, пери-

одической или группой беа кручения, то кольцо будем называть,

соответственно , смененным, периодическим или кольцом без

кручения. Под порядком элемента кольца понимается аддитивннй

порядок, который обозначается через (к). Кольцо будем назы-

вать р-кольцом, если порядок каждого элемента есть степень

простого числа р.

Хотя гамильтоновым кольцам посвядеиы работы целого ряда

авторов, нерассмотренным остался случай смененных Г-колец с

непериодическим фактор-кольцом по радикалу (Левицкого) и

нильпотентных р-Г-колец.

Теорема 1. Кольцо К тогда и только тогда будет сме-

манным Г-кольцом с фактор-кольцом по радикалу ям

без кручения, когда /С = {а , , где 0(з) - о,

; л* - целое число, свободное от квадратов

:йежожиоижд

ейДжоиХождижмЖвмйпенюойпэнимжеж!-

*...**-/=!ОЖОЖЬ06ЙВЕ9Мжтеожьзждоойп

1) - /Э;-кольцо, - 0;

-*МШО. .К-

, причем



нечетно.

Теории 2. Число X тогда ж только тогда будет сие-

жанннм Г-колъцои со омежанжыи фактер-кольцои (/<) по

Далее дается классификация р-Г-инльколец, которую,ввиду

громоздкости, не приводим. Отметим линь, что р-Г-нилькольцо

Ж есть аниуляторное распирание кольца А/ с помоцью кольца

и

а) емж /э<- , о;

-

числа с ограничениями:

'уагзжъдодайиожпжДиидпаж

'1-(1р

делится иа ,

*з) "Р* невычет

(квадратичный) по иодуди числа , а при =-2 число

мчетяо;

-кольцо

у. =

- целые числа, прячем

= 1.

б) > 2 число ( + - невычет (квад-

ратичный) по модулю числа , а при " 2 число +

*ф/И/ИКОПЬХНЮЙЛ
подпДйзяждоонХоросэщОКОИЬ**1ПООН

-ИЭОНПО*(ЙПТОЯОХДЮМСЖХгмпШ

Д
, порожденного тремя элементами, то есть

лл< =Х/У= О
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РАДИКАЛЫ ПОЛУГРУПП

Леино Я.А. (Таллин)

Назовем множество /И полугруппы ,
если

определено отображение /*4хs—— И такое, что

С У<2,4 6 -$) (Ух6АЦ(х(й 4) -

(Ухе /Ч'Д еs)(хо6 М')
В застоялое время изучены радикалы для двух классов -5-

систем. Первый класс составляют все без нетриви-

альных -подсистем, т.е. системы, которые имеют максималь-

но одну одноэлементную $-подсистему. Второй класс состоит

из всех 5-систем, которые не имеют нетривиальных конгруэн-

тностей.

В докладе дается обзор результатов, полученных в теории

радикалов полугрупп.

гдечерез зьа обозначенобраз(х,,<а)еМх5 в М.

Каждая -снстежа определяетнаполугруппеконтру-

'$Эз'*?)}=
ЯПЙИ8

Если некоторый класс то -радикалом

полугрунпн 5 назовем конгруэнцию ,5) на полугруп-

пе

ГЫег А?

Если М - то эквивалентность у на А/

назовем конгруэнтностью .$-системы /Ч ,
если

(4<яе$) (куу — хд

Подмножество М С /Ч назовен 5-подсжстемой сжстеиы /Ч ,еслж
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О -СИСТЕМЫ

Iжон Я.В. (Тарту)

Легко видеть, что при этом (М) становится Я -алгеброй.

Если в М выполнялись какие-либо тождественные соотношения

между операциями из -Я
,

то эти же соотношения будут выпол-

няться и в

Пусть теперь взяты элемент в 4ё.6 (М) элементы

Пусть задана алгебра М с системой

операций . .
В этом случае будем N казы-

вать также -(2 -алгеброй. Совокупность /7-арныл операций из

обозначии через . Результат применения операции

ц)6- > 0) к элементам х,, обозначим

через со

х, и?

а элемент, отмечаемый операцией через .

Будем говорить, что в N задана ь-местная функция

о.
,

если любым элементам Л/ сопоставлен

элемент Равенство п-местных функций оп-

ределяется обычным образом. Совокупность всех Уместных

функций, заданных в /И , обозначим через 5- (М). Операции

из определяются в 5 (Л4) естественным образом. Если

(М), то ДЛЯ любых

положим 21
X,.Х.(1о )

</

Для положим

=X.



(I)

'о<ц*хямжожап

-МпМЛОЖЬ*Ч8ШЖОНЖА!мн'(хнржжНЖХ)

*ЭС*")=(У%2*")'*Х
мджмюжежнж

ежиоЖее8ио(1вхжвШодижтаХМпоэ

няжтся тождества

О' = Орс (2)

3'... о.( С
, (3)

где , означают,соответственно, ж с-жест-

ну* постэжжжув функщпв всюду принижающую значение Оу .

Этет пример ириведмт нас к следующему определению.

Пусть С7 есть непустее подмножество множества /\? всех иа-

туральжих чисен. Система -О. -алгебр

навивается -О.-системой Иенгера, если дня любых с,у с

всяким <э,,...,Ду& /](., е Ау сопоставлен элемент а,...

Оу 4 е А<-, причем выполняются тождества (1) - (3) (для лю-

бил

4^,..., , , где через обозначенн

элементы, отмечаемые операцией , соответственно, в А
у

в

)* При сходное понятие системы Монтера рассматри-

валось Уитлокои [и]. .О.-системы Ментора являются многоос-

ножными алгебрами, частями случаен алгебр со схемой операто-

ров ДЬтниса [9]. Частники случайна -О -системы Ментора

(жри яикямтсж и -арине системы Линкера

[б]. Мри или ж {1] получаем понятие /п+1-арного

-124-
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-кольцоида ( (си. [3],

При произвольной Зс и произвольной О.-алгебре

В доказательстве теореии используются прядне произведе-

ния -О.-систеи.

(Х,,с) ...

система %(М) ={ является, как легко видеть,

-системой Менгера. Назовем ее симметрической -си-

стемой тика над .
= на-

зовем О -нодсистеной в А
, если всякое есть О -под-

алгебра в /1<-иприлвбмд И8

следует . Рассматривая -под-

системы в (/И), мы подумаем разнообразные -О-системы

типа
. Оказывается, что таким способом можно получить лв-

був X? -систему.

Теорема 1. Лвбая -система { се изо-

морфно вкладывается в симметрическую Х2 -систему (Л/)=

(М); сеЗ]- подходяней -О-алгебры М .
Если все

принадлежат примитивному классу Л -алгебры,то можно

вмбрать и N 6
.

Пусть М ивжяетси -алгеброй и Ус Л/
.

Если се 7
,

то обозначил через совокупность веет пар (Х,с),

где ;се .
Обозначии также = и пре-

врати* С-, ) в .0. -систолу П1Ж поиони следуюних определе-

ний

«.-*
{(оси'туэгп)

*/=1'Д.эсЮЮ9'(/*%)а(1*х)
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= Д,'... (Эу
Нулевой называется такая конгруэнция в /1

, при которой

каждая жа алгебр разбивается на одноэлементные классы.

Будем говорить, что двусторонний идеал 6 плотно вложен

/1 , если

I. /3 существенен в А
,

т.е. любая ненулевая конгру-

энция в А индуцирует ненулевую конгруэнцию в 6
,

2. А является максимальной Х2-системой, в которой

8 есть существенный идеал, т.е. если Ас/Э
,

А

то 8 не существенен в О
.

-О -систему Су(/Ч) назовем правой сингулярной

мой типа 7 иад алгеброй .

Пусть А = есть -Я-система. Назовем ее

-0
-подсистему (все левым идеалом

в /1 , если при любых 6 ,у е 7 из 4 6

следует <2,... % 6 6 называется правым идеалом в
,

если при любых с е 7 из 6 ,
<2 е следу-

ет 3 называется двусторонним идеалом в

и обозначается через , если она есть и левый и

правый идеал. Конгруэнцией в 8 называется набор

, где есть конгруэнция в -О-алгебре
У ж а,-а;,

всегда следует

Теорема 2. -0 -система € 7 тогда и

5 лысо тогда изоморфна симметрической системе (/V) для

подходящей -0. -алгебры А4
, когда она содержит плотно вло-

мойный двусторонний идеал, изоморфный -0.-системе С? (М)
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правни ужноженжеж.

Эта теорем обобщает творожу Ляпжна [l], дающую абстрак-

тную харажтержстжку сжжжетржческих полугрупп. Дм ее подуче-

нжя исподьзоваш наддежащже обобщенжя понятий, введенннх

Е.С.Дяпжннж. Можно дать и другую абстрактную дарактержстжжу,

обобщающую результат Мальцева [2].

Теорем 3. Дм Х2-алгебр Л/, Р ж подможества

Пусть

тенн. Гожожорфжзжож о(' й назнвается набор с<=^<-, с

где суть гожоиорфязжы Х2-ажгебр ж где для лю-

бых ж всякжх внполняетеж

условже

(<Э, =

о( назнвается изоморфизмом,если все суть изоморфизма.

о( назнвается автоморфизмом, если /1 = 6 и все суть ав-

томорфизмн. Произведением автоморфизмов

называется система .
Легко видеть, что авто-

морфизма любой Х7 -система составляют группу по умножений.

выполняется 5 (М) тогда ж только тогда, если

М? Р.

Теорем 4. Для любой з2-алгебрж Л/ ее групп* авто-

иорфк8жов жзожорфиа группе автонорфжэжов сжстеин (/Ч)

т.е.

Для случая, когда N является южжутатжвннж кольцо* ж

={г}, теорежа 3 яжеется в [5] и [ю]. Теорежа 4 для слу-

чая, когда * я /Ч кожжутативное кольцо, получеиа в

й-
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О,..

Теорема 6. Любой ь-жестиый эндоиорфизи группы /И,

записанной аддитивно, задается формулой
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Назоваж-^2 -алгебру М абелево* (си. М,[8]), если
'

<Е1<Зу=Оу) =

длжлжбнх и про-

жзвольжих е А7. Множество всах о-жестжнх эждоиорфазжов

обозжачжж через сеТ?.

Элежежт ) назовеж с-жестжиж эждожорфжзиои

Я -алгебры N
, если

Теорем 5. Для любой алгебрн N и любого подмио-

жества -7с/V система являетсж 0 -системой Менге-

ра. Если абелева, то (/Ч) есть -система Иеягера.

(Д*и суммируемы при )

Наоборот, всякая функция, задаваемая в М этой формулой,

является с-местный гомоморфизмом.
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АЛГЕБРЫ ОТНОШЕНИЙ

Шайн Б.М. (Саратов)

ведение

В послевоенное время теория полугрупп превратилась в

важную составную часть современной алгебры. Количество работ,

посвященных полугруппам, которое растет все более быстрыми

темпами, недавно превысило 2000; вышли в свет две монографии

по теории полугрупп, а также книги, посвященные специальным

вопросам этой теории. Интерес к теории полугрупп резко воз-

быть даже произвольными бинарными отношениями, которые мы

рассматриваем как многозначные частичные преобразования).

Множества преобразований, рассматриваемые относительно опе-

рации суперпозиции, являются полугруппами, и всякая абстрак-

тная полугруппа может быть изоморфно представлена таким об-

рос.

Все алгебраические системы, изучение которых привело к

созданию теорий, занимающих важное место в современной ал-

гебре, являются естественными абстракциями понятий, играющих

существенную роль в различных разделах математики. Теория

групп, например, возникла как абстрактная теория групп под-

становок. В самых различных областях часто встречаются мно-

жества преобразований, замкнутые относительно операции су-

перпозиции. Эти преобразования могут быть самого общего ви-

да: необязательно взаимно однозначные, необязательно всюду

определенные, необязательно даже однозначные (т.е. могут
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повые методы и даже свои самостоятельные формы постановки за-

дач, хотя мы ни в коей мере не недооцениваем аналогий с дру-

гими теориями. Все это свидетельствует о большой трудности

задач, связанных с полугруппами преобразований, объясняет в

какой-то мере малочисленность работ, посвященных этим вопро-

сам (являющимся, по всеобщему мнению, центральными в теории

разом. Нм понятие группы, ни понятие кольца не являются до-

статочными для изучения систем преобразований общего вида.

Отсюда видно, что понятие полугруппы является естественным и

что теория полугрупп не может быть сведена к теории групп

или к теории колец, несмотря на тесную связь между ней и

этими теориями.

Теория полугрупп формировалась в то время, когда родст-

венные теории групп и колец были уже вполне сложившимися

дисциплинами, оказывавшими существенное влияние на всю алгеб-

ру. Это является одной из причин появления довольно больного

числа работ, посвященных перенесению в теорию полугрупп не-

которых результатов из смежных теорий. При этом можно было

использовать формы постановки задач, руководствоваться мето-

дами или, по крайней мере, аналогиями с методами теорий

групп и колец. С другой стороны, при рассмотрении задач,свя-

занных с полугруппами преобразований, линь в малой степени

можно использовать методы и аналогии, почерпнутые из других

теорий. То, что задача относится не к теории групп или колец,

но собственно к теории полугрупп, и означает, что вряд ли

эту задачу можно реиить методами теории групп, колец или

аналогичным путем: здесь нужны свои самостоятельные полугруп-
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полутрупп). Однако это говорит о настоятельной научной необ-

ходимости разработки теории полугрупп преобразований.

Настоящий доклад посвящен описанию понятия алгебры от-

ношений. Это понятие оказывается весьма полезным в теории

полугрупп преобразований, ибо дает некоторый общий взгляд на

многие проблемы, связанные с системами преобразований,позво-

ляет ставить многие естественные задачи о такого рода систе-

мах и гарантирует существование решения у корректно постав-

ленной задачи. Хотя здесь доказана в сущности лишь одна тео-

рема, содержание доклада отнюдь не сводится к ней: вводимые

определения представляют, по нашему мнению, не меньший инте-

рес.

Точка зрения, приводящая к понятию алгебры отношений,

состоит в следующем. Сила алгебраических методов в большой

степени определяется их общностью, тем, что объекты рассмат-

риваются "с точностью до изоморфизма". При рассмотрении по-

лугрупп преобразований мы получаем много информации о строе-

нии полугруппы, которая теряется при переходе к абстрактной

точке зрения: две изоморфные полугруппы преобразований могут

существенно различаться, одна может содержать лишь полные

преобразования, а другая - частичные, одна может быть тран-

зитивной, а другая - нет и т.д. Желательно как-то учитывать

все эти особенности, но в то же время оставаться на абстрак-

тной точке зрения. С этой целью мы выделяем некоторые специ-

альные объекты, несущие дополнительную информацию о полу-

группе преобразований. Обычно такими объектами являются от-

ношения между преобразованиями и операции над преобразовани-
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строении : две изоморфные полугруппы преобразований могут

быть упорядочены неизоморфным образом. С абстрактной точки

зрения мы получаем специальным образом упорядоченные полу-

группы.

Так мы приходим к рассмотрению полугрупп с заданными на

них добавочными отношениями. При этом среди таких полугрупп

нас интересуют именно те, которые являются абстрактными ана-

логами полугрупп преобразований с выделенными добавочными

объектами. Очевидно, что дополнительные отношения на полу-

группе должны для этого удовлетворять каким-то особым необ-

ями (примеры приведены далее). Полугруппы преобразований с

выделенными на них дополнительными объектами далее рассмат-

риваются уже с точностью до изоморфизма. С абстрактной точки

зрения они являются алгебраическими системами, у которых од-

на из операций будет бинарным ассоциативным умножением,а ос-

тальные операции и отношения соответствуют тем дополнитель-

ным объектам, которые мы условились рассматривать на полу-

группах преобразований. Поэтому при переходе к абстрактной

точке зрения мы сохраняем не только информацию об устройстве

умножения, но и некоторую добавочную информацию о полугруп-

пах преобразований, заключенную в новых операциях и отноше-

ниях, заданных на множестве элементов полугруппы. Пусть, на-

пример, - полугруппа частичных преобразований. можно

естественным образом упорядочить отношением включения преоб-

разований друг в друга. Можно условиться рассматривать это

отношение порядка как дополнительный объект. Этот объект в

действительности несет некоторую добавочную информацию о
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ходимым ж достаточным условиям (т.е. аксиомам), отражающим

специфические свойства полугрупп преобразований. В этих ак-

сиомах отражена дополнительная информация о строении полу-

групп преобразований, и потому отыскание таких аксиом пред-

ставляет большой интерес.

Однако при всем значении указанных операций ими не ис-

черпываются все важные для приложений случаи. В последнее

время выявилась целесообразность рассмотрения некоторых дру-

гих операций (см. [s9]) и особенно некоторых отношений между

бинарными отношениями (до сих пор обычно рассматривалось

линь отношение включения отношений).

Полугруппы преобразований с выделенным на них дополни-

тельными отношениями являются частным случаем алгебр отноие-

ний. К рассмотрению таких систем приводит и другая точка

зрения, связанная с изучением свойств бинарных отноиений.Те-

ория бинарных отношений возникла почти одновременно с мате-

магической логикой. Первое сколько-нибудь связное изложение

алгебры бинарных отношений дал Шрёдер [48] (см. также М).
В послевоенное время бинарными отношениями занимался Риге

Недавно появилась работа В.В.Вагнера [59], посвя-

щенная этому вопросу. В существующих работах болыюе внима-

ние уделяется рассмотрению различных операций над бинарными

отношениями. При этом обычно рассматриваются линь операции,

изучавшиеся еще НрЗдером: булевы операции, умножение и об-

ращение бинарных отношений. Тарский [5б] назвал алгебрами

отношений множества бинарных отношений, замкнутые относи-

тельно этих операций.
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рации не произвольные, а как-то связанные с природой элемен-

тов множества Ф (например, это могут быть операции умноже-

ния, обращения бинарных отношений, сложения эндоморфизмов,

если тахая операция допустима на системах класса ,и т.п.).

Мы будем считать, что операции и отношения между элементами

Все это приводит нас к общему понятию алгебры бинарных

отношений. Пусть /С - какой-либо класс алгебраических сис-

тем. Условимся, что все бинарные отношения будут браться

между элементами какой-либо системы из /(
. Нас могут инте-

ресовать не произвольные бинарные отношения, а лишь отноше-

ния, удовлетворяющие некоторым специальным условиям /И (на-

пример, только однозначные отношения, т.е. преобразования;

или только автоморфизмы; или только транзитивные отношения и

т.п.). Пусть У - некоторое множество бинарных отношений,

удовлетворяющих условиям Л/. Допустим, что на заданы

некоторые операции и отношения. При этом нас интересуют опе-

Ф заданы некоторыми формулами б
.

В результате пре-

вращается в алгебраическую систему. Эту систему мы называем

конкретной алгеброй бинарных отношений вида о" над классом

/(
.

Класс всех таких конкретных алгебр обозначается

Алгебраические системы, изоморфные конкретным

алгебрам отношений, называются абстрактными алгебрами отно-

шений вида <6 над классом . Например, если - класс

всех множеств, Л/ состоит в требовании того, чтобы рассмат-

риваемые отношения были преобразованиями, а определяет

лишь одну операцию умножения преобразований, то соответству-

ющими конкретными алгебрами отношений будут всевозможные по-
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лугруппы преобразований. Абстрактными алгебрами отношений

будут всевозможные абстрактные полугруппы.

как правило, могут быть записаны на этом языке. В дальней-

шем мы будем считать, что формулы из А/ и (У записаны на

языке узкого исчисления предикатов, а класс ультразамкнут

(или, что более сильно, аксиоматизируем). При этих предполо-

жениях доказывается, что класс абстрактных ал-

гебр отношений аксиоматизируем (более того, доказано, что

этот класс универсален). Поэтому существует принципиальная

возможность построения элементарной формализированной теории

для любого класса алгебр отношений.

В § I вводятся некоторые понятия, необходимые для даль-

нейшего. Мы используем преимущественно обозначения из работы

. Предполагается, что читатель знаком с основными поня-

тиями общей алгебры и теории моделей (см. например, Ез],

рs]
, [23], [29], [sl]). Кроме того, нам понадобятся некото-

рые сведения об ультрапроизведениях (см., например, М,

М, М).

Ясно, что алгебры отношений встречаются весьма часто и

в самых разных областях. Поэтому представляет большой инте-

рес задача выявления общих свойств, присущих алгебрам отно-

шений класса рассмотрение этих систем с точно-

стью до изоморфизма, построения абстрактной теории такого

класса. Практика показывает, что рассматривавшиеся до сих

пор операции и отношения между бинарными отношениями могут

быть все определены на языке узкого исчисления предикатов.

Специфические свойства рассматриваемых отношений также,



В § 2 вводится понятие алгебры отношений и доказывает-

ся теорема об аксиоматизируемости классов алгебр отношений.

Заметим, что в этом же параграфе определяются алгебра отно-

шений более общего типа, нежели описанные во введении.

В § 3 приводятся различные примеры алгебр отношений.

Мы старались приводить,преимущественно,примеры, представляю-

щие интерес с точки зрения теории полугрупп.

§l. Основные понятия

!8.

Краткое содержание настоящего доклада опубликовано в

[38]. Текст настоящего доклада представляет собой пересказ

части второй главы докторской диссертации автора.

/1-отношением между элементами множеств /4,, т4.,,...
называется любое подмножество множества .

В случае л =2 получаем бинарные, а в случае Л =1 - унарные

отношения. Родом Л -арного отношения называется последова-

тельность натуральных чисел от 1 до /Л
, где причем

предполагается, что эта последовательность состоит из л

членов. Будем считать,что в случае первое вхождение чис-

ла с в эту последовательность находится левее первого вхожде-

ния числа у . Говорят, что л -отношение у имеет род

если у есть отношение между элементами

множеств --- (таким образом, род показывает,

какие из базисных множеств совпадают между собой). Отношение

рода (V называется однородным - это отношение между

элементами одного и того же множества. В противном случае

отношение называется неоднородным. Мы будем рассматривать

- 137 -
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лишь однородные бинарные отношения.

Алгебраической системой мы называем непустое множество,

на котором задана последовательность операций и последова- .

тельность отношений. Обе последовательности могут иметь лю-

бой порядковый тип, в частности, быть пустыми. Мы считаем

известным понятие однотипности (или подобия) алгебраических

систем. В дальнейшем будут рассматриваться только классы од-

нотипных алгебраических систем. Мы считаем также известным

понятие языка узкого исчисления предикатов, соответствующего

данному классу подобия алгебраических систем. Говоря об ак-

сиоматизируемых классах, мы имеем в виду элементарно аксио-

матизируемые классы. Класс называется ультразамкнутым, если

он содержит ультрапроизведение любого семейства принадлежа-

щих ему алгебраических систем по любому ультрафильтру.

Для того, чтобы рассматривать системы бинарных отноше-

ний между элементами алгебраической системы из некоторого

класса , нам надо построить язык узкого исчисления преди-

катов, на котором можно будет записывать различные предложе-

ния, относящиеся к таким системам. Алфавит такого языка со-

держит бесконечную последовательность индивидуальных пере-

менных Дд , которые при интерпретации при-

нимают значения во множестве элементов алгебраической систе-

мы % из класса /(
. Кроме того, язык содержит функциона-

льные и предикатные постоянные, соответствующие основным

операциям и отношениям алгебраических систем из .
Язык

содержит также бесконечную последовательность двухместных

предикатных переменных (при интерпретации эти
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переменные принимают значения в некотором непустом множестве

бинарных отношений на множестве элементов #% ). Наконец,

язык содержит обычные логические константы (кванторы и про-

позициональные связки) и технические символы (запятые, скоб-

ки и т.п.). Синтаксис такого языка строится обычным образом:

определяются термы, атомные формулы, формулы. Заметим, что в

нашем языке возможна квантификация только по индивидуальным

переменным, так что предикатные переменные, входящие в ка-

кую-либо формулу, всегда являются свободными. Замкнутую (т.е

не содержащую свободных индивидуальных переменных) формулу

называем аксиомой. Для нас будет удобно считать, что в алфа-

вит языка входит символ равенства.

Что касается аксиом языка, то это обычные аксиомы узко-

го исчисления предикатов с равенством. Как уже отмечалось,

иногда для нас целесообразно рассматривать не произвольные

бинарные отношения на элементах систем из А"
,

а отношения,

удовлетворяющие каким-либо специфическим условиям Л/. Чтобы

учесть это, будем считать, что к обычным аксиомам нашего

языка добавлено еще некоторое множество аксиом Л/ (конечное

или бесконечное). Эти аксиомы могут выражать специфические

свойства интересующих нас бинарных отношений или специфичес-

кие свойства систем из /V
.

Построенный таким образом язык обозначим через Как

уже говорилось, мы рассматриваем исключительно следующие ин-

терпретации нашего языка. Пусть ((%, - пара, состоящая

из какой-либо системы из класса и непустого множества

бинарных отношений между элементами системы . Индивиду-
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альные переменные принимают значение во множестве элементов

,
а предикатные переменные -во множестве ; функци-

нальные и предикатные постоянные становятся операциями и от-

ношениями системы (%
,

а логические константы и равенство

интерпретируются обычным образом. При этом автоматически вы-

полняются все логические аксиомы нашего языка. Кроме того,

мы требуем, чтобы при интерпретации выполнялись аксиомы

(рели какая-либо из этих аксиом содержит предикатную пере-

менную, то мы считаем, что эта аксиома должна превращаться в

истинное высказывание при замене этой переменной любым эле-

ментом из ). Это последнее требование налагает некоторые

ограничения на выбор (% и .Вс всяком случае,пара

полностью определяет интерпретацию языка /- .

§2. Алгебры отношении

Пусть дан класс /( алгебраических систем и язык .

Операционной формулой языка / будем называть любую фор-

мулу, содержащую в точности две свободные индивидуальные пе-

ременные: 2, и

Видом в языке /. называется любая двойная последова-

тельность
* где " операционные

фо!мулы, а - аксиомы. Порядковые типы этих двух последо-

вательностей произвольны (последовательности могут быть пус-

тыми).

Пусть <3= некоторый вид в языке /д?,
а некоторая интерпретация этого языка. Рассмотрим

какую-либо операционную формулу (9; , принадлежащую виду.
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гими словами, можно рассматривать как /1.-арную опера-

цию на множестве , что мы и будем делать. В случае,когда

0 (т.е. формула не содержит предикатных переменных),

получаем О-арную операцию <э., которая представляет из себя

просто какое-то отноиение из (т.е.

Для определенности здесь и всюду далее будем считать,что она

содержит предикатные переменные (эта формула

может, конечно, вообще не содержать предикатных переменных).

Всем символам, входящим в формулу (9/ придадим их значения

при интерпретации Предикатные переменные

заменим соответственно элементами ос ос, ...ос € <%>
.

Свободные переменные л, * ж* будем заменять различными зна-

чениями из множества элементов <%
. В зависимости от значе-

ний и <!?. будетпревращаться то в истинные,то в лож-

ные высказывания. Определим бинарное отношение

между элементами системы (% формулой

,
С;) & 0.

т.е. ) тогда ж только тогда, когда

истинно при замене к, и элемеятани и

системы . Вид С называется согласованным с интер-

претацией (!%,<$), если для любой операционной формулы

из этого вида и для любых бинарное отношение

принадлежжт Ф.

Пусть - вид, согласованный с интерпретацией

Тогда каждому кортежу ) отношений из ста-

вится в соответствие отношение Дру-

Рассмотрим теперь формулу /?. из вида. Здесь и всюду
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далее будем для определенности считать, что эта формула со-

держит в точности предикатные переменные ,..., .

Придадим всем символам, входящим в эту формулу, значения при

интерпретации Переменным придадим со-

ответственно значения . В результате наша

формула превратится в высказывание - истинное или ложное.

Определим /г?.-арноеотношение на множестве :

(т.е. тогда и только тогда, когда ,

в которое вместо подставлены ,

превращается в истинное высказывание). Если не содержит

предикатных переменных, то будет 0-арным отношением,т.е.

высказыванием. Мы исключим из рассмотрения этот случай, ибо

обычно не рассматривают алгебраические системы, среди основ-

ных отношений которых встречаются 0-арные.

Итак, каждой операционной формуле вида .согласован-

ного с интерпретацией , соответствует операция на

множестве
,

а каждой аксиоме из О' соответствует отноше-

ние на .
В результате мы получаем алгебраическую систему

( ; 3,, т,, Эта алгебраическая сис-

тема называется конкретной алгеброй отношений вида (У над

классом А
.

Класс всех конкретных алгебр отношений вида с?

над будем обозначать символом <й? если это не

ызовет недоразумения, просто через .

Абстрактное замыкание класса (т.е. класс всех алге-

браических систем, изоморфных системам из ) будем обозна-

чать символом /?). Элементы класса будем
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называтъ абстрактными алгебрами отноиений вида С над клас-

сом А
. Нередко слово "абстрактный" будет опускаться.

Приведем некоторые примеры алгебр отношений. Заметим,

что примерам специально посвящен § 3.

I. Полугруппы преобразований. В качестве А берем класс

всех множеств, в качестве А/ - единственную аксиому

гарантирующую однозначность бинарного отношения. В

вида берем = (0, , где 0. - формула

17 (2)

определяющая умножение (суперпозицию) бинарных отношений.

Интерпретацией языка, согласованной с нашим видом,будет

пара (!%, где - непустое множество, аФ - множество

бинарных отношений на <%, удовлетворяющих условию А? (т.е.

преобразований множества <%), замкнутое относительно опера-

ции суперпозиции. Конкретными алгебрами отношений будут по-

лугруппы преобразований ; о).

2. Группы подстановок. А- класс всех множеств, А/,
кроме (I))содержит формулы

Интерпретацией, согласованной с
, будет множество би-

нарных отношений, удовлетворяющее формулам (I) и (3) (т.е.

полные взаимно однозначные преобразования), замкнутое отно-

сительно операции умножения, определяемой формулой (2) и от-

вид состоит из формулы (2) и формулы

(4)
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3. Кольца эндоморфизмов абелевых групп. Здесь /б -

класс всех абелевых групп, М состоит из формулы (I) и пер-

вой из формул (3), а также формулы

(т.е. являющихся полными преобразованиями, согласованными со

сложением). Поэтому есть множество эндоморфизмов группы

носительно операции обращения, определяемой формулой (4).

Конкретными алгебрами отношений будут системы

множество подстановок некоторого множества (подстановка

- это взаимно однозначное полное отображение множества на

себя), а операции о и совпадают с умножением и обра-

щением подстановок. Другими словами, получаем группы подста-

новок. г

(Л к,,*,,,л,'
где 0 есть функциональная константа, соответствующая опе-

рации сложения в абелевой группе. Ясно, что интерпретациями

языка будут где - абелева группа, а - множес-

тво бинарных отношений на <%
, удовлетворяющих условиям Л?

*ппД(1лхняекарвяолеифбожойневйятояевбявименямвипДмй

3'аопбифбояойнеиинвьиьнаикииежоко'ниножониХиинийвбэпо

оннмдодемооо*-и+*<?зийв(19ыоонятэдиоондо

еодХнииве*нциХбяиояекэрвяонеиф(1оиойнеоямежоииейя

*(-*+*ониэдоиодХЖХрцинешонмижвйрелгвШСШМбЯНОй

кХибофи(з)нкХнйофейдиоюооВид

В случае I класс совпадает с классом всех полугрупп,



в случае 2 имеем класс всех групп, в случае 3 - класс всех

ассоциативных колец.

сален.

!9.

Теорема. Пусть - ультразамкнутый класс алге-

браических систем, - произвольное множество аксиом, с? -

произвольный вид в языке Тогда класс 7?(о) всех

абстрактных алгебр отношений вида С над классом X универ-

Доказательство. Пусть - конкретная алгебра

отноиенкй вида б" над К
* соответствующая интерпрета-

ции и пусть - алгебраическая подсистема У- с

множеством элементов V
. Тогда, как легко видеть, (у будет

алгеброй отношений, <соответствующей интерпретации (V)
языка (эта интерпретация согласуется с видом (X

,
ибо

г - стабильное подмножество множества ТУ а значит,замкну-

то относительно всех операций, определяемых операционными

формулами из (Т").Отсюда сразу же следует, что класс зам-

кнут относительно взятия алгебраических подсистем. Из опре-

деления следует также, что этот класс замкнут относи-

тельно взятия изоморфных образов. Докажем, что класс

ультразамкнут. Отсюда будет следовать [4][11], что класс

универсален.

Пусть - семейство алгебраических систем из /?

и А - ультрафильтр на (см. определение в [2]). Надо

показать, что П . Поскольку ультрапроизведение

изоморфных образов будет изоморфным образом ультрапроизведе-

ния (см. [4]), можно считать, что суть конкретные алгеб-

ры отношений. Будем считать, что соответствует интерпре-

145
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тации языка . Построим интерпретацию

языка , которой будет соответствовать алгебра отношений,

изоморфная ультрапроизведению /7
- Это будет означать,

что что нам и требуется доказать.

В качестве <% возьмем **ультрапроизведение

семейства . Поскольку, по условию, класс /( ультра-

замкнут, . Определим отображение множества

являющегося ультрапроизведением семейства множеств

в множество бинарных отношений между элементами (% :

- Здесь обозначает ультра-

произведение семейства бинарных отношений Покажем,

что будет взаимно однозначным полным отображением. Дейст-

витально,

обозначает мно-

жество всех я , для которых верно высказывание . Образ

множества при отображении обозначим через .

Покажем, что будет искомой интерпретацией языка .

Прежде всего, надо показать, что выполняются условия Д/. Ис-

пользуя основное свойство ультрапроизведений [12*]:"элемен-
тарное свойство выполняется для ультрапроизведения тогда и

только тогда, когда оно выполняется почти для всех (в смысле

данного ультрафильтра) сомножителей", легко показываем, что

удовлетворяет аксиоме из /И' тогда и только тогда,

когда почти все удовлетворяют этой аксиоме. Поскольку все

взяты из они все удовлетворяют /И
. Поэтому

удовлетворяет условию А/ также. Здесь мы не стали приводить

громоздких формул, а провели доказательство на словах. Заме-
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тим, что от этого оно не стало менее строгим.

Вид О' определяет на множестве частичные алгебраи-

ческие операции (частичные, поскольку мы не знаем, будет ли

согласовано с видом О' ) и отношения. Покажем,что

будет изоморфизмом ультрапроизведения на алгебра-

ическую структуру, индуцируемую на видом о
. Отсюда сра-

зу же будет следовать согласованность с видом о (ибо

все операции на будут полными в силу изоморфизма ).

Наша теорема будет в этом случае доказана. Пользуясь основ-

ним свойством ультралроизведений, получаем:

-

откуда следует, что /у переводит операцию системы

операцию О; системы . Точно так же показываем,

что /у сохраняет отношения . Следовательно,

изоморфно конкретной алгебре отношений, соответствующей ин-

терпретации Теорема доказана.

Теорема не дает никаких указаний о том, как искать те

или иные конкретные системы аксиом, кроме указания,
что эти

аксиомы можно выбрать универсальными. При рассмотрении тех

или иных специальных классов могут быть полезны различные

специфические свойства рассматриваемых классов; используя

теоретико-модельные результаты (см. [з],[тз),1_23]), можно

часто усилить эту теорему в конкретных ситуациях.

Ранее уже отмечалось, что аксиомы, характеризующие тот
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или иной класс алгебр отношений, представляют собой важную

информацию о свойствах систем преобразований. Поэтому задача

отыскания таких аксиоматик весьма важна и интересна. В отли-

чие от довольно произвольных аксиоматик, давших начало мно-

гочисленным обобщениям понятия группы, которые появлялись в

предвоенные годы, в нашем случае положение меняется. Мы не

"придумываем" аксиомы, для того чтобы построить новый класс

алгебраических систем и получить новое поле исследований.

Объекты, описываемые нашими аксиомами, даны нам Л -

это системы преобразований, на которых заданы те или иные

операции и отношения. Ясно, сколь важны для математики по-

добные образования. Теорема утверждает, что аксиомы, харак-

теризующие классы алгебр отношений, существуют. Наша задача

состоит в том, чтобы найти эти аксиомы.

Нередко в различных областях математики приходится рас-

сматривать отображения из одного множества в другое, бинар-

ные отношения между элементами двух различных множеств. На-

пример, в дифференциальной геометрии оказалась важной специ-

альная тернарная операция тройного умножения, применяемая к

неоднородным бинарным отношениям (см. Для рассмо-

трения операций и отношений между неоднородными бинарными

отношениями вышеприведенная схема непригодна, однако она

становится пригодной после небольших изменений. Мы будем

сразу рассматривать алгебры л. -арных отношений при фиксиро-

ванном натуральном л (которое необязательно равно 2). По-

скольку Л.-арные отношения бывают разных родов, мы будем

считать, что фиксирован некоторый род <И. л -арных отноше-
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никакой взаимосвязи между этими родами может не существовать:

из того, что множества /4^-и Л
у всегда равны, не следует,

что на них заданы одинаковые алгебраические структуры, или

хотя бы что = /(у. С другой стороны, если = /(у sто

множества и /4/ не обязаны совпадать.

Итак, нам даны два рода <К и и классы

тересующих нас систем отношений. Этот язык в принципе сходен

с рассматривавшимся ранее языком
. Алфавит нового языка

ний. В дальнейшем все отношения будут предполагаться имеющи-

ми род % . Итак, мы рассматриваем отношения между элемен-

тами множеств
,

из которых некоторые могут

совпадать (согласно роду). Как и в случае однородных бинар-

ных отношений, предположим, что на множествах могут быть

заданы некоторые алгебраические структуры. Будем считать,что

нам надо л. классов алгебраических структур

и что множество обязано быть множеством элементов ка-

кой-либо алгебраической системы из класса . Некоторые из

классов могут совпадать. Будем считать, что нам задан

некоторый род <И. = (у\ , ) и классы и

совпадают тогда и только тогда, когда у,- = у* .
Сейчас нам

надо выяснить взаимосвязь родов <И. и <И.. Вообще говоря,

алгебраических структур. Нас интересуют системы Д-арных от-

ношений рода между элементами множеств /4/4 ,где

есть множество элементов какой-либо системы из . Для

того чтобы построить алгебры л -арных отношений указанного

рода нам придется предварительно построить язык узкого ис-

числения предикатов для записи высказываний относительно ин-
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ка содержат обычные аксиомы многосортного узкого исчисления

предикатов с равенством, а также некоторый набор аксиом .

состоит из /я. сортов различных индивидуальных переменных

(здесь/ц есть число различных членов

При интерпретации каждый сорт индивидуальных переменных при-

нимает значения в своем множестве. Кроме того, язык содержит

счетную последовательность /1-местных предикатных перемен-

ных
, ,... . При интерпретации эти переменные прини-

мают значения в некотором множестве /1-арных отношений

интересующего нас рода. Наконец, язык содержит функциональ-

ные и предикатные постоянные, соответствующие основным опе-

рациям и отношениям классов
,

логические постоянные и

технические символы. Будем также считать, что алфавит содер-

жит символ равенства. При определении термов нашего языка

надо учитывать, что в функциональную постоянную, соответст-

вующую операции класса можно подставлять только индиви-

дуальные переменные сорта (где <И = (*',,

а при определении атомных формул надо учитывать, что символ

равенства может применяться только к индивидуальным перемен-

ным и термам одинакового сорта, в предикатную постоянную,со-

ответствующую отношению класса могут подставляться

только термы и индивидуальные переменные сорта . В преди-

катную переменную подставляется термов, причем их сорта

должны быть последовательно ,..., \ . Аксиомы язы-

Интерпретация языка задается следующим образом: берем кортеж

где суть алгебраические системы,

Ф есть непустое множество /2-арных отношений
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между элементами этих алгебраических систем. При этом счита-

ем; что последовательность (А,,..., Ад) множеств элементов

систем имеет род X
. Индивидуальные переменные сорта

принимают значения в множестве Ау , предикатные переменные

принимают значения в множестве , функциональные и преди-

катные постоянные превращаются в операции и отношения алгеб-

раических систем
,

остальные символы интерпретируются

обычным образом. При этом требуется, чтобы выполнялись акси-

омы А/ (остальные, чисто логические, аксиомы нашего языка

будут выполняться всегда).

Операционной формулой назовем формулу, содержащую в

точности Д различных свободных индивидуальных переменных

Л*,, , причем Ду есть переменная сорта (у .
Ви-

дом называется двойная последовательность: последователь-

ность операционных формул, за которой идет последователь-

ность замкнутых формул (т.е. аксиом). Как и в случае одно-

родных бинарных отношений, каждая операционная формула опре-

деляет на множестве интерпретации некоторую частичную

алгебраическую операцию. Мы считаем интерпретацию согласо-

ванной с видом, если все эти операции - полные. В случае,

когда интерпретация согласована с видом, на множестве

формулами вида определяются некоторые операции и отношения,

в результате чего превращается в алгебраическую систему.

Эту систему мы будем называть конкретной алгеброй п-арных

отношений рода %
, вида ,

над классами *

Класс всех таких конкретных алгебр отношений обозначим
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универсален.

Доказательство этой теоремы проводится точно так же,как

данное нами ранее доказательство частного случая этой теоре-

мы, однако оно гораздо более громоздко в силу использования

более сложного языка узкого исчисления предикатов. Мы опус-

тим это доказательство.

Заметим, что с многосортными исчислениями предикатов

можно познакомиться по работам [47], однако язык,постро-

енный нами, отличается от языков, рассматриваемых в этих ра-

ботах.

В качестве примеров рассмотрим алгебры унарных отноше-

ний. Если в качестве взять класс всех множеств, а вид

считать состоящим из одной формулы, определяющей отношение

включения унарных отношений, то конкретными алгебрами отно-

% ( С
,

Л/, ), а класс всех алгебраических

систем, изоморфных конкретным алгебрам отношений, обозначим

через /? (б"
,

и назовем классом абст-

рактных алгебр отношений.

Ранее данные определения алгебр отношений делаются

частным случаем этого общего определения: они получаются,

когда Я =2,

Оказывается, что для так определенных общих алгебр от-

ношений имеет место теорема, доказанная для частного случая

ранее: если - произвольные ультразамкнутые

классы алгебраических систем, - произвольный род, с*

произвольный вид, то класс ( ст
,

Д ) всех

абстрактных алгебр отношений рода и вида с над классами
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теоретико-множественного включения.

Абстрактными алгебрами отношений будут произвольные

упорядоченные множества.

Если в качестве вида взять две формулы, определяющие

пересечение и объединение подмножеств, то конкретными алге-

брами отношений будут кольца множеств. Абстрактными алгеб-

рами отношений в этом случае будут, как показал Биркгоф ь

М, произвольные дистрибутивные решетки.

Пусть - класс групп, формулы N таковы, что рас-

сматриваемые унарные отношения будут нормальными делителя-

ми этих групп, вид состоит из двух формул, определяющих ум-

ножение и пересечение нормальных делителей. Конкретными ал-

гебрами отношений будут всевозможные решетки нормальных де-

лителей групп. Абстрактными алгебрами отношений будут ре-

шетки, изоморфные решеткам нормальных делителей.

Насколько нам известно, система аксиом для таких реше-

ток еще не найдена, хотя из нашей теоремы следует, что та-

кая система аксиом существует.

Итак, классы полугрупп, групп, колец, упорядоченных

20

Наконец, если к только что рассматривавшемуся виду

добавить операционную формулу, определяющую операцию тео-

ретико-множественного дополнения, то конкретными алгебрами

отношений будут тела множеств, а абстрактными алгебрами

отношений будут, согласно известной теореме Стоуна, произ-

вольные булевы алгебры.

153
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Если для любой системы % из /=(существует наибольиее

множество такое, что интерпретация (#,<Р) согласована

с видом ,то будем говорить, что класс ,/( , )

допускает симметрические алгебры отношений.

Конкретной симметрической алгеброй отношений будем
в этом случае называть алгебру отношений, соответствующую

интерпретации (% ,<?>) с наибольшим
.

Абстрактными симметрическими алгебрами отношений на-

зовем алгебраические системы, изоморфные конкретным сим-

метрическим алгебрам отношений.

Примеры таких алгебр отношений будут приведены далее.

Здесь отметим лишь некоторые из них.

множеств, дистрибутивных решеток, булевых алгебр - все это

классы алгебр отношений. Тот факт, что для этих алгебраиче-

ских систем, играющих фундаментальную роль в современной

алгебре, существуют простые системы аксиом, отнюдь не слу-

чаен: он является отражением общей закономерности, следую-

щей из доказанной теоремы.

Допустим, что - некоторый язык и его ин-

терпретация. Вообще говоря, если задано, то множество

определяется неоднозначно (это отражает тот факт, что

рассматриваемые нами интерпретации, вообще говоря, нестан-

дартны).

Абстрактная характеристика симметрических полугрупп

преобразований (т.е. полугрупп всех частичных преобразова-

ний некоторого множества) дана в Абстрактная харак-

теристика симметрических полугрупп полных преобразований
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Характеристика симметрических групп подстановок хорошо

известна.

Симметрическими кольцами эндоморфизмов будут кольца всех

эндоморфизмов абелевых групп.

Абстрактная характеристика симметрической полугруппы

всех бинарных отношений на некотором множестве дана в

Абстрактная характеристика симметрической полугруппы полных

взаимно однозначных преобразований дана в [s]. Общий метод

отыскания абстрактных характеристик для широкого класса сим-

метрических алгебр отношений (включающего большинство сим-

метрических алгебр, рассматривавшихся до сих пор),дан в

А*
...

."А

Наконец, классы алгебр унарных отношений, рассматривав-

шиеся нами, также допускают симметрические алгебры: это бу-

дет: 1) множества всех подмножеств множества, упорядоченные

отношением включения; 2) кольцо всех подмножеств множества;

3) тело всех подмножеств множества; 4) решетка всех нор-

мальных делителей группы.

§3. Примеры классов алгебр отношений

1. Цилиндрические алгебры .
Так называются алгеб-

ры однородных /1 -арных отношений на произвольных множествах

вида (<%>, /1
, ,..., ), где

соответственно операции пересечения, объединения, дополне-

ния, пустое и универсальное Л -арные Отношения, а опе-

рации цилиндрификации:
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Система аксиом для класса абстрактных цилиндрических алгебр,

существующая в силу доказанной теоремы, нам неизвестна.

2. Рестриктивные полугруппы и биполугруппы

45]. Рестриктивная полугруппа бинарных отношений - это мно-

жество бинарных отношений, вообще говоря, неоднородных, рас-

сматриваемое относительно операции рестриктивного умножения

(7'САхД!)
Абстрактная характеристика рестриктивных полугрупп бинарных

отношений и рестриктивных полугрупп отображений (т.е. одно-

значных бинарных отношений) дана Абстрактная харак-

теристика рестриктивных полугрупп взаимно однозначных отоб-

ражений дана в

Рестриктивной биполугруппой бинарных отношений называ-

ется алгебра неоднородных бинарных отношений с двумя опера-

циями: (> и .причем ,

Абстрактная характеристика рестриктивных биполугрупп бинар-

ных отношений, а также рестриктивных биполугрупп однозначных

и взаимно однозначных бинарных отношений, существующая в си-

лу доказанной теоремы, найдена в .

3. Проекционные релятивы. Так мы называем множества

бинарных отношений, между которыми задано одно или несколько

из следующих отношений: отношение у теоретико-множествен-

ново включения; отношение включения первых проекций; от-

ношение включения вторых проекций; отношение .77 равен-

ства первых проекций; отношение .77 равенства вторых проек-

ций (например, Системы аксиом для
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соответствующих классов абстрактных алгебр отношений найдены

в/40/.

Фундаментально упорядоченные полугруппы бинарных отно-

шений - это полугруппы бинарных отношений, упорядоченные

отношением включения.

Система аксиом в этом случае найдена в Гбs_7, сим-

4. Проекционные полугруппы бинарных отношений. Так мы

называем полугруппы бинарных отношений, на которых задано

одно или несколько отношений, определенных в 3. 'Системы

аксиом для соответствующих классов абстрактных алгебр отно-

шений найдены в Эта же задача представляет большой

интерес и для случая преобразований или взаимно однозначных

преобразований. В этом отношении многие задачи (из которых

лишь часть опубликована) решены в докторской диссертации ав-

тора. Здесь мы отметим лишь некоторые задачи.

метрические фундаментально упорядоченные полугруппы бинарных

отношений охарактеризованы в Задача об изучении отно-

шения включения на полугруппах преобразований стояла давно.

В 1956 году В.В.Вагнер, который, насколько нам известно,пер-

вым ввел на полугруппах преобразований отношения
,

.77* нашел систему аксиом для фундаментально упоря-

доченных полугрупп преобразований .
На важность этой

задачи обращал внимание К.кенгер /25], некоторые исследова-

ния в этом направлении проведены в /497 (заметим, что алгеб-

ры функций в смысле /49] - это алгебры отношений специально-

го вида). Однако аксиомы, найденные В.В.Вагнером, были не-

элементарными. Из доказанной теоремы следует, что должна су-
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5. Трансформативные полугруппы. Это полугруппы преоб-

разований, на которых заданы отношение и

лусовместности, определяемой формулой

Трансформативные полугруппы ввел В.В.Вагнер который

нашел для них неэлементарную характеристику. По доказанной

теореме, для класса абстрактных трансформативных полугрупп

существует система элементарных аксиом, т.е. результат

ществовать система элементарных аксиом. Эта система найдена

в /35?. Там же найдена система аксиом для фундаментально

упорядоченных полугрупп взаимно однозначных преобразований.

В этой же работе найдена характеристика полугрупп преобра-

зований, на которых задано отношение или отношение

(случай, когда заданы и , и полностью решен в диссер

тации автора, так же как и случай, когда заданы и ).

5. Трансформативные полугруппы. Это полугруппы преоб-

В.В.Вагнера может быть усилен. Эти аксиомы найдены впервые

в работе Вскоре после автора аналогичные аксиомы на-

шел В.Н.Салий. В работе /4б] найдены также аксиомы для по-

лугрупп преобразований, на которых задано отношение .

6. Полугруды бинарных отношений. Так называются множе-

ства (вообще говоря, неоднородных) бинарных отношений, рас-

сматриваемые относительно операции тройного умножения

Задача об отыскании системы аксиом для

этого класса стоит уже около 15 лет, но по-прежнему остает-

ся нерешенной, хотя за нее брались многие исследователи

(это дает некоторое представление о степени трудности задач,
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решение которых вкратце упоминается в этом параграфе). По

доказанной теореме, класс абстрактных полугруд бинарных от-

ношений универсален. Легко проверить, что этот класс замкнут

относительно прямых произведений и содержит одноэлементную

полугруду. Следовательно ,
этот класс квазипримитивен,

т.е. для него существует система аксиом, являющихся условны-

ми тождествами М.
7. Обобщенные груды обратимых отображений. Так называ-

ются полугруды взаимно однозначных бинарных отношений. Они

были введены В.В.Вагнером /53], который нашел для них систе-

му аксиом, состоящую из нескольких тождеств. Абстратная ха-

рактеристика симметрических обобщенных груд дана в

Представления обобщенных груд описаны в

8. Обобщенные группы обратимых преобразований. Такна-

зываются множества взаимно однозначных частичных преобразо-

ваний, рассматриваемые относительно операций умножения и об-

ращения. Обобщенные группы были введены В.В.Вагнером /52],
который впервые нашел для них систему аксиом. Позднее эта же

задача была решена Престоном Оба эти автора рассматри-

вали обобщенные группы как полугруппы специального вида. Ак-

сиоматика обобщенных групп как алгебр с двумя операциями да-

на в [37], там даны также разнообразные аксиоматики класса

обобщенных групп. Абстрактную характеристику симметрических

обобщенных групп дали А.Е.Либер и Е.С.Ляпин Другая

характеристика может быть дана на основании результатов ра-

боты /42]. Представления обобщенных групп описаны в /34?.
Заметим, что в иностранных статьях и в обобщенные труп-
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пы называют "инверсными полугруппами".

9. Инволютированные полугруппы бинарных отношений. Это

алгебры отношений того же вида, что и обобщенные группы: они

представляют собой множества однородных бинарных отношений,

рассматриваемых относительно операций умножения и инволюции.

Можно доказать, что соответствующий абстрактный класс алгебр

отношений может быть охарактеризован системой условных тож-

деств. Однако аксиомы для этого класса до сих пор не найдены,

хотя задача об их отыскании стоит уже около 15 лет. Добавляя

к языку новые аксиомы, получаем класс инволютированных полу-

групп полных бинарных отношений (т.е. отношений, у которых

первая, а значит, и вторая, проекция совпадает со всем опор-

ным множеством). Такие алгебры отношений можно рассматривать

как обобщение понятия группы подстановок, получающееся в ре-

зультате отказа от однозначности подстановок. Система аксиом

для этого класса алгебр отношений найдена /43/. Рассматрива-

лись также инволютированные полугруппы квазиоднозначных би-

нарных отношений (бинарное отношение называется квазиод-

нозначным, если Оказалось, что соответствующий

класс абстрактных алгебр отношений совпадает с классом всех

обобщенных групп Таким образом, для абстрактных

обобщенных групп найдены представления совершенно нового ти-

па. Если к языку добавить аксиому, требующую, чтобы любые

два бинарные отношения коммутировали при умножении, получим

коммутативные инволютированные полугруппы бинарных отношений.

Их абстрактная характеристика также найдена /43]. Найдена

также абстрактная характеристика инволютированных полугрупп
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Легко показать, что с абстрактной точки зрения это те и

только те полугруппы, которые могут быть изоморфно вложены в

обобщенную группу. Система аксиом для этого класса полугрупп

найдена /31[Дзз/.
11. Полугруппы подстановок. Это есть полугруппы взаимно

однозначных отображений множества на себя. Легко показать,

что с абстрактной точки зрения это те и только те полугруп-

пы, которые могут быть изоморфно вложены в группу. Система

аксиом для этого класса полугрупп найдена /21].
12. Полугруппы рефлективных, симметричных, т

бинарных отношений. Это суть полугруппы бинарных отношений,

каждое из которых рефлективно (соответственно, симметрично,

транзитивно). Системы аксиом для этих классов найдены /41/ .

Заметим, что абстрактная характеристика фундаментально упо-

рядоченных полугрупп рефлективных бинарных отношений и тран-

зитивных бинарных отнбшений найдена ранее /б5?. Абстрактная

характеристика симметрической полугруппы всех рефлективных

бинарных отношений также известна /б4/. Найдены также систе-

мы аксиом для полугрупп бинарных отношений следующего типа:

симметричных и рефлективных; симметричных и частично рефлек-

тивных; симметричных и транзитивных; рефлективных и транзи-

тивных; частично рефлективных и транзитивных; рефлективных,

симметричных и транзитивных /40?,&з].Найдена также система

2Е

прямоугольных бинарных отношений [44] и некоторых других

классов инволютированных полугрупп.

10. Полугруппы обратимых преобразований. Это суть по-
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аксиом для полугрупп прямоугольных бинарных отношений

В работе дана абстрактная характеристика симметрической

полугруппы всех прямоугольных бинарных отношений. Такая ха-

рактеристика также следует из результатов

13. Алгебры Менгера. Это множества /7-местных полных

14. Алгебры Йонссона. Так мы называем множества одно-

родных бинарных отношений, рассматриваемые относительно опе-

раций умножения, обращения, теоретико-множественного пересе-

чения, и 0-арной операции - тождественного бинарного отноше-

ния. Система аксиом для абстрактных алгебр йонссона найдена

в /-B].
15. Решетки коммутирующих отношений эквивалентности.

Так называются множества отношений эквивалентности, рассмат-

функций (т.е. полных отображений декартовой /1-степени А

некоторого множества А в А ), рассматриваемые относительно

(Л + )-арной операции суперпозиции: ,--.;
=

= Каждая /:-ме-

стная полная функция может рассматриваться как специального

вида (/7+ /)-арное отношение. Алгебры Менгера превращаются в

алгебры однородных (/7+ /)-арных отношений. Система аксиом

для абстрактных алгебр Менгера в частном случае найдена в

{б2_/.В полной общности такая система аксиом найдена нами.

риваемые относительно операций умножения и пересечения. По-

скольку множество этих отношений эквивалентности замкнуто

относительно умножения, операция умножения коммутативна.

Система аксиом найдена

16. Алгебры отношений Тарского. Так называются множе-
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ства однородных бинарных отношений, рассматриваемые относи-

тельно операций пересечения, объединения, дополнения, умно-

жения, обращения, содержащие тождественное, универсальное и

пустое бинарные отношения Задача об отыскании системы

аксиом для этого класса стояла давно В 1950 году

Линдон показал, что этот класс неаксиоматизируем. Однако ре-

зультат этот оказался ошибочным: Тарский доказал аксиомати-

зируемость этого класса (результат Тарского является частным

случаем доказанной здесь теоремы). В 1956 году Линдон нашел

систему аксиом для этого класса

Таковы некоторые примеры алгебр отношений. Эти примеры

показывают, что понятие алгебры отношений обобщает естест-

венный круг понятий, возникших на стыке логики и алгебры,

включает в себя фундаментальные алгебраические образования.

Нам думается, что нет необходимости еще раз подчеркивать

важность характеризации классов алгебр отношений и большую

естественность подобного рода задач. 0 степени сложности

таких задач можно судить по вышеприведенным примерам .
Эти же

примеры показывают, что понятие алгебры отношений,не являясь

теоретико-полугрупповым понятием, может сослужить большую

службу в центральных вопросах теории полугрупп - теории по-

лугрупп преобразований.

Литература

I. Г.Биркгоф, Теория структур, М., ИЛ, 1952.

2. Н.Бурбаки, Общая топология, глава I, М., ИЛ, 1958.

3. Р.М.СоЬп, аlвеЪга, Нагрег ап<lНож, Чеж-Тогк,

1965.



4. Т.Ргаупе, А.С.Моге! апа Р. Неаисеа ргоаисl;з,

Рипа. МаЪЬ.,1962 , 51, 3, 195-228.

5. Л.М.Глускин, Идеалы полугрупп преобразований, Матем.сб.;
1959, 47(89) , I, 111-130.

6. Л.М.Глускин, Идеалы полугрупп, Матем.сб., 1961, 55(97),

4, 421-448.

7. Ь.НепЫп апа А.ТагаИ, Суllпатlс аlееЪгаа, Ргос. Зутроз.

Риге МаЫl.,l9бl, 2, 83-113.

8. Кергезепl;аl;lоп оТ тоаи!аг 1а1;1;1се8апа ге-

9. апа А.ТагзИ, Кергезепl;аl;lоп ргоЫетз ге-

Атег. Я. 73, 4, 891-939; рагб 11,

IЪ±а., 1952, 74, 1, 127-162.

11, Вll;гаргоаисl;B апа еТетепЬагу сТаазез, Ргос.

Хопlпк. Неаег!. Акаа. 1961, А 74,

1м.а.;195б, 63, 2, 294-307.

-164-

1&Ь1оп аЗ-веЪгаз, Тгапз. Атег. Ма*ЬЬ. 8ос.,

1959, 92, 3, 449-464.

IаЪl.оп аТвеЪгав, Виll. Атег. Маl;Ь. Зое.,

1948, 92, 80-192.

Ю. В.Яопззоп апа А.ТагзИ, ВооТеап аlбеЪгав орегаЬогз I,

5, 477-495.

12. 3. КосЬеп, ПТЪгаргоДисЪв 1п то<1е18,Апп.

Ма1;Ь.,1961, 74, 2, 221-261.

13. С.Р.Когаловский, Структурные характеристики универсальных

классов, Сиб.матем.ж.,1963, 4, 1, 97-119.

14. А.Е.Либер, 0 симметрических обобщенных группах, Матем.

1953, 33(75), 3, 531-545.

15. ТЬе а1деЪга1с оГ ЬЬе те*ЬЬо<1о1ову е1а—

тепЬату Ьое±са,
1955, 2, 151-212.

16. Й.С .Ьуп&оп, ТЬе

Апп.

оГ а1^еЪгаз,
51, 3 , 707-729; рать и,



165

17. Е.С.Ляпин, Ассоциативные системы всех частичных преобра-
зований, ДАН СССР, 1953,88, I, 13-15; поправ-

ка, там же?1953, 92, 4, 692.

18. Е.С.Ляпин, Абстрактная характеристика некоторых полу-

групп преобразований, Уч.зап.Ленингр.гос.пед.
ин-та им. А.И.Герцена, 1955, 103, 5-29.

19. Е.С.Ляпин, Полугруппы, М., Физматгиз, 1960.

20. Е.С.Ляпин, Абстрактная характеристика полугруппы всех

частичных преобразований множества,связанная

со свойствами ее минимальных идеалов, Уч.зап.

Ленингр.гос.пед.ин-та им. А.И.Герцена, каф.

матем.^l96l,2lB, 13-21.

21. А.И.Мальцев, 0 включении ассоциативных систем в группы,

Матем.сб., 1939, 6(48),2, 331-336; вторая

часть, там 1940, 8(50), 2, 251-264.

22. А.И.Мальцев, Симметрические группоиды, Матем.сб.,l9s2,
31(73),1, 136-151,

23. А.И.Мальцев, Некоторые вопросы теории классов моделей,

Труды 4-го Всес.матем.съезда, т.1;Л., 1963,
169-198.

24. У.С.С.МсК1паеу, РозЪиТаЪез 1;Ьеса1си1из Ыпагу ге-

1а1?1опз, 8утЪ. 1940, 5, 3, 85-97.

25. ТЬе а1веЪга Уипс1;1оп8:раа1;,ргезепЬ, Ги1;игс,

Неп<1. (3-4), 20, 409-430.

26. С.В.Ргез1;оп, 1пуегзе зепЛзгоирз, Я.Ьоп-

Аоп Зое.,1954, 29, 4, 411-419.

27. ЛИвче!;, Не1а1;1оп8Ъ1па1гез, соггевропйапсеа

Де 6аlоlв, Впll. Зое. МаЪЬ. Ргапсе, 1948, 76,

1-4, 114-155.

русский перевод: Киберн.сб.,l963, 7, 129-185.

28.ЯЛ1киеЪ, УопДевепЪаДе 1а ЬЬеогДеДез геlаЪlопBЪlпаl-

ген, ТНЬзе, РатДз, 1951.



166

29. А.КоЫпаоп, IпЪго<lисl;lоп I;ото<lеl апЛ 1;о1;11ет<

оТ Ата4егАат, КогЬ—

НоИапД РпЪl. Со., 1963*

30. Б.М.Шайн, Симметрические обобщенные груды, Научн. докл.

высш.шк. (Физ.-матем.науки),l9s9, 2,1,88-93.

31. Б.М.Шайн. Система аксиом для полугрупп, вместимых в

обобщенные группы, ДАН СССР, 1960, 134, 5,
1030-1033.

32. Б.М.Шайн, Представление обобщенных груд, Изв. вузов,

Матем., 1961, 6(25), 142-154.

33. Б.М,Шайн, Вмещение полугрупп в обобщенные группы, Матем.

сб., 1961, 35(97), 4, 379-400.

34. Б.М.Шайн, Представления обобщенных групп, Изв. вузов,

Матом., 1962, 3(28), 164-176.

35. Б.М.Шайн, Представление упорядоченных полугрупп, Матем.

об., 1964, 65(107), 2, 188-197.

36. Б.М.Шайн, К теории рестриктивных полугрупп, Изв. вузов,

Матем.,, 1963, 2(33), 152-154.

37. Б.М.Шайн, К теории обобщенных групп, ДАН СССР;I963, 158,

НИЙ, Сиб.матем.ж., 1965, 6,3, 616-635.

42. Б.М.Шайн, Атомные полугруды и инволютированные полугруп-

пы, Изв.вузов, Матем.?: 1965, 3(46), 172-184.

2, 296-299.

38. Б.М.Шайн, аТееЪгав, Ви11. аса<1. ро1оп. вс±.,3ег<

ас!. наЬЬ., ааЪг. рЬуа.?1965,13, 1, 1-5*

39. Б.М.Шайн, Рестриктивные биполугруппы, Изв. вузов, Матем.;
1965, 1(44), 168-179.

40. Б.М.Шайн, 0 некоторых комитантах полугрупп бинарных от-

ношений, Матем.зап.Уральского гос. ун-та;
1965, 5, I, 73-91.

41. Б.М.Шайн, 0 некоторых классах полугрупп бинарных отноше-



167

43. Б.М.Шайн, Инволютированные полугруппы полных бинарных
отношений, ДАН СССР, 1964, 156, 6,1300-1303.

44. Б.М.Шайн, Полугруппы прямоугольных бинарных отношений,
ДАН СССР, 1965, 165, 5, 1011-1014.

45. Б.М.Шайн, Рестриктивные биполугруппы отображений, Изв.

вузов, Матем., 1966, 5(54).

46. Б.М.Шайн, Трансформативные полугруппы преобразований,
Матеи, об., в печати.

47. А.sсЬт±аl;, вае 2иlаавlекеll; аег ВеЬапаlипв теЬгзогЬавеп

ТЬеогаеп тааl;еlBаег иЫаскеп еапвогЬавеп Рта-

аакаЪепlо&ак, МаЪЬ. Апп.,1951, 123, 2, 187-200.

49. В.ЗсЬееажег апа А.3кlаг, ТЬе а!веЪга Маl;Ь.

Апп.,1960, 139
, 5, 366-382; рагЬ 2, 1Ъ1<1.,1961,

143, 3, 443-447; рагЬ 3, 1Ы.а.,1965, 161, 3,
171-196.

50. А. Тагзка, Оп I;llеса!сиlиз оУ Я. ЗутЪ.

1941, 6,3, 73-89.

51. А.Тагзка, Фо ЪЬе I?Ьеогу тоае!з I, Ргос.

Копlпкl. АкаД. А 57, 5, 572-

581; рагб 2, аъаа.,sB2-588.
52. В.В.Вагнер, Обобщенные группы, ДАН СССР,I9S2, 84, 6,

1119-1122.

53. В.В.Вагнер, Теория обобщенных груд и обобщенных групп,

Матеи.сб., 1953, 32(74), 3, 545-632.

54. В.В.Вагнер, Представление упорядоченных полугрупп,

Матем.об., 1956, 38(80), 2, 203-240.

48. Е.ЗсЬгбйег, ТогТееипееп йЪег АТвеЪга <1егЬоукк 111,
АТдеЪга ип<1 Аег Ве1а1;1те 1, Ье1ри1.в,

ТеиЪпег, 1895*



* 168

55. В.В.Вагнер, Полугруппы частичных преобразований с симмет-

ричным отношением транзитивности, Иэв. вузов,

Матем.? 1957, I, 81-88.

56. Ь.В.Вагнер, Трансформативные полугруппы, Изв.высш.учебн.
завод., Матом.-1960, 4(17), 36-48.

57. В.В.Вагнер, Рестриктивные полугруппы, Изв.вузов,

1962, 6(31), 19-27.

58. В.В.Вагнер, Основания дифференциальной геометрии и совре-

менная алгебра, Труды 4-го Всес.матем. съезда,

т.l, Л., 1963, 17-29.

59. В.В.Вагнер, Теория отношений и алгебра частичных отобра-
жений, в сб. "Теория полугрупп и ее приложе-

ния", вып.l, Саратов, 1965, 3-178.

64. К.А.Зарецкий, Абстрактная характеристика полугруппы всех

рефлективных бинарных отношений, Уч.зап. Ле-

нингр.гос.пед.ин-та им. А.И.Герцена, каф.ма-

тем., 1958, 183, 265-269.

65. К.А.Зарецкий, Представление упорядоченных полугрупп би-

нарными отношениями, Изв.вузов, Матем.,l9s9,
6(13), 48-50.

60. Жапв Нао, оГ тапу-зогЬеД ЗутЪ. ЬоцГс,

1952, 17 , 2, 105-116.

61. ап& В.йиааеН, Рг1пс1р1а Ма1;11ета1;1са 1,

СатЪгГДве Чп±т. Ргева 1910.

62. Н.1.УЫ!;1оск, А сотров!1;1оп а1веЪга Гог ти11;1р1асе Гипс-

1;1опа, 157 2, 167-178.

63. К.А.Зарецкий, Абстрактная характеристика полугруппы всех

бинарных отношений, Уч.зап.Ленинград.гос.пед.
ин-та им. А.И.Герцена, каф.матем., 1958, 183,
251-263.



ТЕОРИЯ ПОЛУГРУПП

КАК ТЕОРИЯ СУПЕРПОЗИЦИЙ МНОГОМЕСТНЫХ ФУНКЦИЙ

Шайн Б.М. (Саратов)

В случае, когда п= I получаем обычные (частичные,

полные или многозначные) преобразования множества А .

Задача об изучении систем функций методами алгебры

весьма важна с точки зрения различных разделов математики.

Одной из важнейших операций над функциями является операция

суперпозиции или подстановки одних функций в другие и обра-

зования таким образом сложных функций. Обычные преобразова-

22

Декартову (1-степень множества <4
,

т.е. множество

( гьраз), будем сокращенно обозначать

П -местной функцией в множестве А называется любое

частичное отображение из множества А" в множество 4 .
В

случае полного отображения, т.е. всюду определенной функции,

говорят об я -местной функции на множестве А .
Можно так-

же рассматривать многозначные я -местные функции, т.е. про-

извольные бинарные отношения между элементами множеств А "и

/1.

Множество всех Л-местных функций в множестве А обоз-

начим через
-А (А*, А). Множество всех полных поместных

функций на множестве А обозначим через Множе-

ство всех многозначных П -местных функций на множестве А
обозначим через ( А"хА)* Ясно, что

169
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Основная цель настоящей стати - показать, что менге-

ровские алгебры естественник и наглядным способом могут быть

сведены к некоторым специальным полугруппам, которые мы на-

зываем полугруппами Иенгера, или селективным полугруппам.

Теория полугрупп являет собой алгебраический аппарат, вполне

достаточный для изучения свойств операции суперпозиции обще-

го мда (во всяком случае, для изучения тех свойств суперпо-

нм, рассжатриваемне операции суперпозиции, об-

разует полугруппу. Кан жзвестно, каждая абстрактная полу-

группа жзожорфна полугруппе преобразований; тажжи образок

теория полугрупп может рассматриваться (что и делается) как

теорм суперпозиций оджоместних функций.

В то время как попытки изучения суперпозиции преобразо-

ваний алгебраическими методами делались с проилого века,раз-

личине операции, возникаюцие в результате суперпозиции мно-

гоиестинх функций, оставались вне алгебры. Насколько нам из-

вестно, первым кто обратил внимание на настоятельную необхо-

димость изучения свойств обцей суперпозиции методами алгеб-

ры, был Карл Ментор. В многочисленных публикациях (см., на-

пример, Щ) он убедительно показал важность обцей теории

суперпозиций для анализа и успемно начал построение тажой

теории, продолженное впоследствии ученижами Ментора. С этой

целью К.Ментор ввел некоторые специальные алгебраические

системы, впоследствии получивние название менгеровских ал-

гебр. Эти системы играют для теории суперпозиций многомест-

ных функций ту же роль, которую полугруппы играют для теории

суперпозиций одноместных функций.
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зиций, которые могут быть выражены на языке менгеровских ал-

гебр). Все это дает возможность сделать принципиальный вывод,

отраженный в названии настоящей работы: теория полугрупп

есть абстрактная теория суперпозиций функций произвольной

природы (одно- и многозначных, одно- и многоместных).

Этот вывод лииний раз подтверждает важность развития об-

ней теории полугрупп (и, в первую очередь, теории полугрупп

функций) - факт, ныне признаваемый всеми трезво мыслящими ма-

тематиками.

<—

6у;

Пусть Тогда

<д,,... обозначает множество образов ( ,..., <?,)

относительно функции %\ и

Если %,...,

подмножества А
, то обозначает об-

раз подмножества относительно функции ,т.е.

...ОС.) = ,а, >)

Пусть А Суперпозицией кор-

тежа ( ) называется новая функция

, определяемая формулой

Поскольку всякая функция однозначно определяется, если для

каждого кортежа ( <й,,..., <3 указано значение

(действительно, как легко показать,
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),

то определение суперпозиции может быть дано также в следую-

щей эквивалентной форме:

Последняя формула показывает, что суперпозиция понимается в

обычном смысле. В случае вместо пииут, обычно,

Заметим, что мы несколько видоизменили оригинальные

обозначения К.Менгера, который вместо пимет

). Круглые скобки кажутся нам менее предпоч-

тительными, нежели квадратные (ибо они могут привести к дву-

смысленной записи). Наконец, при определении "значения" фун-

кции на кортеж (

сначала "действуют"функцжн и уже затек дейст-

вует функция . Поэтому мы считаем ре-

зультатом применения операции суперпозиции к кортежу

( ..... ) (а не к кортежу как это

делает Менгер). Такой подход лучке согласуется с уже сущест-

вующими обозначениями теории преобразований и бинарных отно-

иений, применяемыми в теории полугрупп.

Относительно введенной (П+1)-арной операции суперпози-

ции множество оказывается алгебраической систе-

мой. Нетрудно проверить, что множества А) и А )

стабильны относительно суперпозиции (т.е. суперпозиция одно-

значных функций есть однозначная функция и суперпозиция пол-

ных функций есть полная функция).



173

Алгебраические подсистемы алгебраической системы

П -местных (многозначных, однозначных или полных) функций

называется простой алгеброй Менгера ранга Я
.

Слова "много-

значных"
, "однозначных" или "полных" в определении алгебры

Менгера ранга и мы будем опускать, ибо дальне будет пока-

зано, что эти три вида алгебр Менгера ранга Л образуют один

и тот же класс алгебраических систем. Вместо "алгебра Менге-

ра" мы будем также говорить "менгеровская алгебра". Слова

"ранга Л "
нередко будут опускаться, ибо ранг менгеровской

алгебры с п-арной операцией равен П-1.

Р * А) называются простым алгебрами Менгера (п-мест-

инх многозначных функций. Аналогично определяются простые

алгебры Менгера Л-местных и полных функций.

Алгебраическая система, изоморфная простой алгебре Менгера

Крокеуже введеннойоперациисуперпозиции,рассматрива-

ютсятакже другиеоперациитипасуперпозиции,применяемыек

функциямс разнымчисломмест (например,</> (ос,,
")((эс, ))),или получающиесяврезультате различения

переменннх(например,^((^(х<,з^),Х( или по-

лучающиесясмешениемдвухуказанныхтипов.Изучение таких

операцийпривелок введениюнекоторыхалгебраическихсистем,

названных"алгебрамиМенгера"(безэпитета"простые")- это

алгебраическиесистемы,имеющиенесколькобазисныхмножеств

или несколькоопераций,или, визвестномсмысле,"градуирован-

ные алгебры".Посколькуобщаятеорияалгебраических систем

такоговидаплохо разработана,целесообразносвести такие

системык системамобычного вида,чтомы сейчаси сделаем.
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Будем считать, что паи дан счетный алфавит индивидуадь-

построенннх линь на двух букв: ос и
, имеющих вид

, хБудеи считать, что нам задано счетное множе-

ство бескоиечиеместных предикатных переменннх

Добавляя логические константы, обычный синтаксис и обычные

аксиомы языка, получим язык узкого исчисления предикатов (до-

гебра Менгера в любом из смыслов, встречавиихся в литературе,

будет частным случаем получающихся таким образом "простых"

алгебр Менгера. Дело в том, что всякая и -местная функция,

! Лствительности, зависит линь от конечного числа переменннх

(аналогия тому, что всякая функция может рассмат-

них переменных X,, ,..., перенумерованных натуральными

числами (хак известно, можно считать наименованиями слов,

-вмивижнибпешнеиебепонидвжижейпв*уежвииеьвнемпзж

-ииийпенннеиейепеннжжвЛХияиЖии:уемоежонжжойодожвня
хнннвкэиебпо*уийжнХфхнндоежоньеиожоорвялоежонивнмХп

-ейдИХрвжневодожвдиимйвмйшйдни*([2]*ио

жвяяевхжхвдо-ннжжЖжопьеножоерояниожвужЖювжэХп

чения из . Для бесконечноиестинх функций (однозначных

или многозначных) можно определить операцию суперпозиции фор-

мулой, записанной на языке наиего узкого исчисления предика-

тов - это делаете# так же, как для конечноместкнх функций (в

намем случае формула являлась бы композицией бесконечного

числа атомных формул, имеющих бесконечную длину). Всякая ал-

зависящая, скажем, от перемените х может

усматриваться как бесконеяноместная функция, которая, в

риваться как гл -местная функция, если л ). В этом слу-
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Менгер и его ученики требовали, чтобы среди элементов этой

алгебры содержался полный набор селекторов. Поскольку,однако,

чае приведенные ранее примеры (X, .х^), X (х, ,
*

переиииутся

т.е. операция суперпозиции общего вида окажется частями еду-

чаем операции суперпозиции бесконечноместных функций.

Отсюда видно, что имеет смысл ввести в рассмотрение

простые алгебры Менгера бесконечноместннх (однозначных и мно-

гозначных) функций и простые алгебры Менгера бесконечного

ранга так же, как это делалось для алгебр Менгера конечного

ранга. При желании можно требовать, чтобы все бесконечномест-

ные функции, являющиеся элементами алгебры Менгера, на самом

деле зависели линь от конечного числа аргументов (т.е. не из-

менялись при изменении значений почти всех аргументов, за ис-

ключением конечного числа). Поскольку никакие "непростые" ал-

гебры Менгера нами в дальнейшем рассматриваться не будут,эпи-

тег "простые* будет опускаться.

Далее мы будем рассматривать линь алгебры Менгера конеч-

ного ранга, хотя все сказанное в равной Мере будет относиться

и к алгебрам бесконечного ранга.

Важным примером ц -местных функций являются так называ-

емче проекторы (или селектора). Это функции

определяемые следуют образом:

Строго говоря, при определении простой алгебры Ментора сам

это требование вызвано не существом рассматриваемых проблем,

линь ограниченностью метода доказательства, использованного
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этмми авторами (что ими и отмечается), мы считаем себя сво-

бодными от этого ограничения. Селекторы в алгебре Ментора

играют примерно ту же роль, какую единица играет в полугруп-

пе (на самом деле полугруппы - это, в точности, алгебры Мон-

тера ранга I). Известно, что при многих алгебраических ис-

следованиях из теории полугрупп удобно считать, что рассмат-

риваемая полугруппа содержит единицу. В противном случае к

полугруппе всегда можно присоединить единицу внеиним образом

В случае алгебр Менгера ранга выие I положение меняется. На-

личие селекторов по-прежнему является очень удобным с разных

точек зрения. Однако к алгебре Менгера, не содержащей полно-

го набора селекторов, нельзя присоединить селекторы так

просто, как это делается в случае полугруппы. По-видимому, в

результате присоединения селекторов к алгебре Менгера придет-

ся присоединить также некоторые другие элементы. Вообще этот

вопрос пока не исследован.

Прежде всего возникает задача об абстрактной характе-

ристике алгебр Менгера. Каким условиям должна удовлетворять

алгебраическая система, чтобы быть алгеброй Менгера? Для ал-

гебр Менгера ранга I эти условия известны - ассоциативность.

Заметим, что алгебры Менгера функций любого рассматривавше-

гося вида являются конкретными алгебрами отношений в смысле

Р]. Согласно основной теореме об алгебрах отношений,сущест-

вует система универсальных элементарных аксиом, выделяющих

среди всех алгебраических систем с (П+l)-арной операцией

алгебры Менгера ранга .
Сейчас мы найдем эти аксиомы.

Теорема I. Всякая алгебра Менгера ранга Ц удовлетво-



ряет тождеству

которое мы будем называть тождеством сверхассоциативности.

Доказательство. Достаточно проверить выполнение сверх-

ассоциативности для алгебр Менгера Л-местных функций.

Проверка производится непосредственным подсчетом значений

образов кортежа ( о,,..., относительно функций, стоящих

справа и слева в тождестве сверхассоциативности.

Теорема I для полных однозначных функций была доказана

К.Менгером. В общем случае многозначных функций эта теорема

представляет собой простое обобщение результата Менгера.

Теорема 2. Каждая сверхассоциативная алгебраическая

система с (п+l)-арной операцией изоморфна некоторой алгеб-

ре Менгера И-местных однозначных функций, т.е. является

алгеброй Менгера ранга .

жестве А
*

23

Доказательство. Пусть на множестве А задана

(П+1)-арная сверхассоциативная операция, которая каждому

кортежу ( <2< ставит в соответствие элемент

. Пусть ё - элемент, не принадлежащий мно-

жеству Д .
Обозначим через А* множество А и опреде-

лим для каждого элемента <3€ /) /1-местную функцию в мно-

Покажем, что отображение Л(<я) = является изоморфизмом

нашей алгебраической системы на алгебру Менгера н-местных

функций. Действительно, непосредственной проверкой убеждаем-

в том, что

177
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Л (<3 <3л7) =

т.е. отображение Л является гомоморфизмом. ИзЛ ( =

Теорема 3. Каждая алгебра Ментора я -местных функций

изоморфна некоторой алгебре Монтера полных Л -местных функ-

ций.

=Д следует, что (С е) = е,..., е), т.е.

т.е. А взаимно однозначно и потому будет изомор-

физмом.

Заметим, что конструкция, использованная в теореме, яв-

ляется прямым аналогом конструкции представления полугруппы

правыми сдвигами, действующими на этой полугруппе с присоеди-

ненной единицей. Однако, имеются и некоторые отличия: функции

Ад , определенные нами, не будут иолннми: значение

а*) де определено, если некоторые (но не все)

значения аргументов совпадают с е
.

Доказательстве, Пусть <р - алгебра Монтера й-жестких

функций в множестве А и пусть элемент & не содержится в

А. Обозначим через А* множество и каждой функции

поставим в соответствие полную функцию на множест-

ве А*
, определенную следующим образом: ( <2,..... =

= Ч? ( а, если определено ;

,...,
= С в противном случае. В частности,если

значение какого-либо аргумента равно 6
, ,с?„)= а

Простыми вычислениями убеждаемся в том, что будет

искомым изоморфизмом алгебры Ср на алгебру Менгера

ных полных функций.

Идея отображения встречается в случае полу-
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групп частичных ж полню преобразований в работе В.В.Вагне-

Ра &].
Из теореж 1-3 следует следующая абстрактная характе-

ристика алгебр Менгера функций:

Теореиа 4. Для того чтобы алгебраическая систеиа с од-

ной алгебраической операцией была алгеброй Менгера, необхо-

димо и достаточно, чтобы эта операция была сверхассоциативна.

Эта теорежа была доказана Уитлоком [s] для алгебр Мен-

гера, содержащих полный набор селекторов. Теорема 4 для ко-

нечного случая была доказана Линкером [6]. В общем случае

Уитлок высказал гипотезу, что теорема 4 будет верна, однако

эта гипотеза оставалась открытой.

Таким образом, мы получаем целую иерархию классов ал-

гебраических систем, удовлетворяющих условиям типа ассоциа-

тивности, причем класс полугрупп образует первую ступень

этой иерархии. Ясно, что точно так же, как полугруппы при-

способлены для изучения свойств операции суперпозиции одно-

местных функций, алгебры Менгера ранга Я приспособлены для

изучения свойств операции суперпозиции ц-местных функций.

Теория полугрупп оказывается главой более общей теории супер-

позиций произвольных функций.

Ниже мы покажем, что эта глава в известном смысле содер-

жит в себе всё, что может быть сказано в остальных главах.

Предварительно введем одну общеалгебраическую конструк-

цию. Напомним, что Я-арной операцией на множестве А назы-

вается любое полное отображение О множества А в множе-

ство А
, Я-оперативен называется упорядоченная пара (/],о).
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Таким образом, операция есть специального вида бинарное от-

ношение между элементами множеств и А
.

Со свойствами операций полупрямого произведения можно

ознакомиться по работе В.В.Вагнера М , который впервые ввел

эти операции.

Теорема 5. (Ц+l)-арный оператив тогда и только тогда

будет алгеброй Менгера, когда его бинарный комитант - полу-

группа.

Доказательство осуществляется простой проверкой того,

что сверхассоциативность операции О эквивалентна ассоциа-

тивности операции .

Отметим, что,как показал К.Менгер, бинарный комитант

алгебры Менгера есть полугруппа.

Таким образом, каждой алгебре Менгера мы ставим в соот-

ветствие некоторую полугруппу - бинарный комитант алгебры

Пусть ( * семейство бинарных отношений, причем

для любого <?<. с х /1 <- . Полупрямым произведением

второго рода этого семейства называется бинарное отношение

между элементами множеств А и X определенное

формулой В

случае, когда все отношения совпадают с некоторым отно-

шением у , говорят^ о полупрямой степени второго рода отно-

шения Р и пишут с
.

Если Т = /о,1,...,и-1} ,то вместо

пишут /!у .

Пусть (/Цо) - ((1+1)-оператив. Его бинарным комитан-

том назовем упорядоченную пару (Л\ %о), которая, как

легко видеть, будет бинарным оперативен.
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Менгера. Ясно, что по бинарному комитанту всегда можно одно-

значно восстановить исходную алгебру Менгера, т.е. изучение

алгебр Менгера можно свести к изучению полугрупп специально-

го вида. Однако у этой точки зрения есть один существенный

недостаток: класс бинарных комитантов алгебр Менгера не зам-

кнут относительно изоморфизмов и, кроме того, из изоморфиз-

ма двух бинарных комитантов, как полугрупп, не следует, во-

обще говоря, изоморфизм соответствующих алгебр Менгера. При

алгебраическом исследовании полугрупп обычно не различаются

изоморфные полугруппы. В наием же случае играет весьма важ-

ную роль не только поведение полугрупп, изоморфны! бинарно-

му комитанту алгебры Менгера, но ж конкретная природа эле-

ментов бинарного комитанта (эти элементы берутся из декарто-

вой Я-степени некоторого множества), а также конкретная

природа операции бинарного комитанта (которая совпадает с

полупрямой степенью некоторой операции). При

переходе к абстрактной точке зрения вся эта конкретная ин-

формация о строении бинарного комитанта в значительной мере

утрачивается. Поскольку, однако, переход к абстрактной точке

зрения составляет самую суть алгебраического метода, мы,кро-

ме бинарной операции, выделим на множестве некоторые

другие объекты, несущие всю необходимую нам информацию.

После этого переход к абстрактной точке зрения станет воз-

можным.

Пусть (А,о) - (Л+1)-оператив и (А\ %о)- его

бинарный комитант. Вместо О(Д;,..., условимся пи-

сать ,] ,а вместо 4"))
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выполняются следующие условия:

I. Для любит )Iэлемитов (/,..., а** иножества

найдется элемент <Я того же множества, такой, что

(/1с)

Заметим, что условия I и 2 эквивалентны условию I, в

котором вместо слова "найдется" стоят слова "найдется един-

ственный".

этого множества, обладающее следующим характеристическим

свойством:

и

5. При любом каждый -класс содержит в точности

один элемент из
А

.ЖЖ АЛ.
А

-яещпэноыос?вядоажонжиимнеиэкеХжжежиейояя

'Су*'"*'?)мюэипжейСр

вивалентности </с<,..., 7с
,

полагая

( а,а„) = ( 4, =

Ясно, что каноническое отображение —=-

будет взаимно однозначный отображением на. Другими словами,

2. Если при любом о
,

то

3. Отношения эквивалентности Ус*,регулярны слева, т.е.

из о/= (птоо/ всегда следует ( для

любого <з из и для любого & . Здесь (7Г.) означает

(йк>о?Л.).

Диагональю множества /1 называется подмножество

л -

(
,

4. Лд явметм давни пдеадои бвнарнаго комитанта,
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Доказательство этих свойств осуществляется непосредст-

венной проверкой.

ская система, причем о - бинарная операция,

бинарные отноиения и 6 - унарное отноиение (т.е. подмноже-

ство) на множестве А
, причем выполняются условия

(Л;)&;=

Дожазательство. На множестве В
, которое, в силу ус-

ловия 2, непусто, введем ( я +1)-арную операцию о
,

полагая

Образуем его бинарный комитант и построим отображение

этого бинарного комитанта на данную алгебраическую систему,

Теорека 6. Пусть (<4, о, ,..., ) - адгебраиче-

1) - регулярные слева отноненпя эквивалентности

для любых (<2,/1 найдется единственный элежент

(3
,

таной что

2) В-левы*ждем(А,о)жпржлжбож жажды*

-класссодержжтвточностиоджнэлежентжаВ.

Тогданайдется(п+1)-оператжв(С,о),длякоторого

мгебражжеско*сжс-

теже(А,о, ,8).1жбыедва(И+1)-оператжва,

обладаюжжеэтжжсво*ствож,жзожорфны.

6 равным элменту , где - элемент

множества А
, соответствующий, в силу условия 1, элементам

4,,..., . Поскольку 8 - левый идеал, то е.8
,

так

что действительно построена (И+1)-арная операция. Покажем,

что построенный ( й+1)-оператив обладает нужными свойствами.

определив ,...,

Совершенно очевидно, что будет взаимно однозначным ото-
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Заметим, что условия I и 2 этой теоремы могут быть за-

писаны в виде элементарных аксиом; таким образом, класс ал-

гебраических систем, о которых идет речь в теореме, аксиома-

тизируем. Это в точности те алгебраические системы ("в точ-

ности" означает "с точностью до изоморфизма"), которые полу-

чаются из (Я +1)-оперативов. В силу предыдущей теоремы тре-

бование ассоциативности операции о выделяет из этих систем

те, которые соответствуют алгебрам Менгера.

бражением на, и притом изоморфизмом. Не очевидно здесь, по

нашему мнению, лииь то, что операция бинарного комитанта пе-

реходит при отображении в операцию б .
Покажем это.

Вместо 0 ( условимся писать Пусть ( а,,...,

т.е.

с = 1,2,. . Пусть, далее, = 9- '

) = Тогда С-( ,
ибо

отноиенжя регулярны слева. Отсюда следует, что

( с, Сц) = Теорема доказана, ибо ее последнее

утверждение легко проверяется.

Если (А,о) - некоторый (я+1)-оператив, то алгебраи-

ческую систему ( , ло , 7с,,..., ) будем назы-

вать оснащенным бинарным комитантом этого оператива. Осна-

щенный бинарный комитант алгебры Менгера, злоупотребляя язы-

ком, будем называть полугруппой Менгера ранга ,
ассоции-

рованной с указанной алгеброй Менгера. Вообще же полугруппой

Менгера ранга Я будем называть алгебраическую систему типа

описанного в теореме с ассоциативной операцией. Получаем,

что с каждой алгеброй Менгера ранга Л ассоциирована полу-



группа Менгера ранга Лис каждой полугруппой Менгера ранга

И ассоциирована некоторая алгебра Менгера того же ранга

Итак, теория алгебр Менгера может быть полностью сведе-

на к теории полугрупп Менгера и наоборот. Мы не хотим, од-

нако, утверждать необходимость такого сведения. Возможно,что

в некоторых случаях целесообразнее рассматривать алгебры

Менгера, а в других случаях - полугруппы Менгера. Хотя би-

нарные операции изучены намного лучше ( П+l)-арных, что со-

ставляет преимущество рассмотрения полугрупп Менгера перед

алгебрами Менгера, все же структура полугруппы Менгера со-

держит, кроме бинарной операции, еще П+l добавочных отно-

шений.

%.!?, а.] "Я,- ,

Это определение эквивалентно определению полного набора се-

лекторов, данному Менгером (в случае алгебр Менгера).

24.

(т.е. ассоциированная полугруппа Менгера этой алгебры изо-

морфна данной). Заметим, что в случае Я = 1 и

= А
,

так что полугруппа Менгера ранга 1 целиком сво-

дится к обычной полугруппе (А,о).

Элемент ( 6, ) бинарного комитанта

ратива (/1,о) называется полным набором селекторов этого

оператива, если этот элемент является единицей бинарного ко-

митанта, т.е. если

Правым сдвигом бинарного оператива (4 ,о) называется

любое регулярное слева полное преобразование этого операти-

ва, т.е. любое полное преобразование у , удовлетворяющее

условию ( Д, ,
* (Да, ,

или эквивалент-

185
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ному условию

выполняются условия:

Напомним, что унарной операцией называется любое полное

преобразование множества.

Селективный группоид с ассоциативной бинарной операцией

назовем селективной полугруппой.

Теорема 7. Для всякого селективного группоида ранга

существует единственный с точностью до изоморфизма

ратив, с которым этот селективный группоид ассоциирован.

НЫЙ группоид. Ясно, ЧТО Из

Селективным группоидом ранга называется алгебраиче-

ская система вида (/), О, /э, ), где О есть бинарная,

а рь,-унарные операции на множестве /1 , причем

1) суть правые сдвиги группоида (/1,0) и

для любых с и ,

2) для любых ( <2, 6 /1 найдется единственное

такое, что для всех с = /э,.(съ).

Пусть (/1,о) - (Л+1)-оператив. На его бинарном коми-

танте определим унарные операции полагая

Легко проверить, что

( будет селективным группоидом, кото-

рый мы назовем ассоциированным с данным оперативен. Верно и

обратное:

Доказательство. Пусть - селектив-

следует, что
. Поскольку это

верно для всех с *
Обозначим

общее значение через 6
.

На множестве 6 введем
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изоморфны, необходимо сами изоморфны. Теорема доказана.

Теорема показывает принципиальную возможность сведения

теории (и +1) - оперативов к теории селективных группоидов.

При этом алгебрам Менгера соответствуют селективные полугруп-

пы. Таким образом, теория алгебр Менгера полностью сводится

к теории селективных полугрупп.

Нами получены три понятия, в равной мере приспособлен-

ных для изучения суперпозиций многоместных функций: алгебры

Менгера, полугруппы Менгера, селективные полугруппы.

Рассмотрим ситуацию, когда алгебра Менгера содержит пол-

вующая селективная полугруппа содержит единицу, а потому вся-

кий правый сдвиг этой полугруппы порождается умножением спра-

(Я +1)-арную операцию, полагая
, где

есть тот элемент А
, который существует при данном вы-

боре 6,, в силу условия 2 селективности. Покажем,

что наш селективный группоид изоморфен селективному группои-

ду, ассоциированному с получившимся (л+1)-оперативом.

Достаточно показать линь, что при взаимно однозначном

отображении множества на множество /1
, определен-

ном формулой ) =
, сохраняется операция

бинарного умножения (ибо сохраняемость унарных операций оче-

видна). Действительно, пусть ( л,,..., =
,

7 ( - Тогда Д.( у, <?,.).у, -

= ° .....О,],откуда
т.е. действительно будет изоморфизмом. Отсюда же видно,

что два (1 +1)-оператива, селективные группоиды которых

ный набор селекторов В этом случае соответст-
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ва на некоторый ее элемент: правые сдвиги находятся во вза-

имно однозначном соответствии с элементами. Будем считать,

что = ( С,,..., 3„)( Отсю-

да ВИДНО, ЧТО МОЖНО ПОЛОЖИТЬ %,;) = ( ,...

т.е. сдвиг порождается элементом ( Следо-

вательно, при определении селективных полугрупп с единицей

можно вместо задавать элементы, порождающие .
В этом

случае селективной полугруппой можно назвать алгебраическую

систему (4 ,о ,6,,..., 6^), где (4 ,о) есть полугруппа, а

С, - ее элементы, причем для любых ( <9,

найдется единственный элемент Зб/) такой,

Таким образом, есть подполу-

группа полугруппы (А ,о), причем подполугруппа левых нулей.

Она является правым редуктором полугруппы (А,о), ибо из

(Ас) [з, следует =
.

К таким простым по-

лугруппам с выделенными элементами полностью сводится изуче-

ние алгебр Менгера с полным набором селекторов (т.е. алгебр

Менгера, до сих пор встречавшихся в литературе).

Рассмотрим, как иллюстрируются введенные понятия на

множествах многоместных функций, замкнутых относительно су-

перпозиции. Рассмотрим, например, множество

всех многозначных функций в множестве
. Пусть

- многозначное частичное преобразование множества .

Тогда это преобразование можно разложить "покоординатно" в

функции = /У!,,оу?,..., .
Таким образом, как

правило, представляются в геометрии преобразования многомер-

ных пространств, формулы преобразования координат и т.п.
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этой работе впервые. Было бы целесообразно перенести на эти

алгебраические системы некоторые основные результаты, полу-

ченные к настоящему времени в теории полугрупп преобразова-

ний.

Представляет интерес также сведение теории (?1+1)-опе-

ративов к теории селективных группоидов. Насколько нам из-

вестно, исследований, посвященных этому вопросу, также не

существует.

Ясно, что по функциям однозначно восстанавливается преоб-

разование ,
а именно = /1... А

, где - опера-

ция полупрямого умножения бинарных отношений второго рода.

Множество всех преобразований А** обозначим через

Это множество будет полугруппой относительно обычной суперпо-

зиции преобразований. Если каждое преобразование заменить

кортежем ( то произведение таких кортежей оп-

ределится, как легко видеть, следующим образом:

словами, ( = %.? * Поэтому полугруппа

изоморфна полугруппе, ассоциированной с алгеброй

При этом

= где (%,..., означает отображе-

=

Таковы некоторые алгебраические системы, в рамках кото-

рых можно проводить изучение общей суперпозиции. Заметим,что

теория таких систем находится в зачаточном состоянии: имеет-

ся лишь несколько публикаций, посвященных алгебрам Менгера,

а полугруппы Менгера и селективные полугруппы вводятся в
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ПОЛУГРУППЫ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ

Шайн Б.М. (Саратов)

Настоящий доклад является сокращенным изложением курса

лекций, прочитанного автором в апреле с.г. в Винницком госу-

дарственном педагогическом институте. Ниже кратко излагаются

основные вопросы, затронутые в докладе.

I. Теория полугрупп преобразований как центральная

часть теории полугрупп. Необходимость существования алгебра-

ической теории полугрупп, несводикость этой теории к другим

разделам алгебра.

Краткий исторический очерк развития теории полугрупп

преобразований.

2. Роль форм постановки задач, а также методов их реше-

ния в теории полугрупп преобразований. Необходимость созда-

ния существенно новых методов по сравнению с применяемыми в

других алгебраических теориях; недостаточность классической

общей алгебры для решения теоретико-полугрупповых проблем.

Алгебры отношений как одна из возможных точек зрения

на теорию полугрупп преобразований и как одна из форм поста-

новки корректных задач.

3. Конструкция всех представлений данной абстрактной

полугруппы посредством однозначных преобразований. Методы

В.В.Вагнера, Е.С.Ляпина и Б.М.Шайна. Достоинства и недостат-

ки этих методов. Конструкция всех представлений полугруппы

посредством всех взаимно однозначных (обратимых) преобразо-
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ваний. Представления обобщенных групп (инверсных полугрупп).

Конструкция всех представлений полугруппы посредством много-

значных преобразований (бинарных отношений).

4. Некоторые из задач, решаемых при помощи вышеописан-

ных конструкций: представление упорядоченных полугрупп как

полугрупп однозначных (обратимых, многозначных) преобразова-

ний, упорядоченных отношением продолжаемости преобразований.

5. Родственные направления исследований: рестриктивные

полугруппы и биполугруппы отображений, алгебра суперпозиций

многоместных функций.

Некоторые из нерешенных проблем.

Возможные направления дальнейшего развития теории.
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ЧАСТИЧНО УПОРЯДОЧЕННЫЕ МНОЖЕСТВА

И ИХ ГРАМ СРАВНИМОСТИ

Шеврин Л.Н., Филиппов Н.Д. (Свердловск)

Приводятся решения перечисленных вопросов (заметим, что

вопрос 3 был ранее решен другими методами в работе [l] ).

Пусть на множестве Р введено отношение частичного по-

рядка . Соответствующее частично упорядоченное (ч.у.)

множество будем обозначать через <(Р; Через <У обо-

значим отноиение сравнимости ; т.е. объединение

отношений и . будем называть графом

сравнимости ч.у. множества б"-изоморфизмом

ч.у. множества ; на ч.у. множество назо-

вем изоморфизм на
. Изоморфизм и

антиизоморфизм ч.у. множества являются, частными

случаями -изоморфизма.

В докладе рассматриваются следующие основные вопросы.

I. Каковы все ч.у. множества, -изоморфные данному

ч.у. множеству?

2. Каковы все те ч.у. множества, любой (У-изоморфизм

которых является изоморфизмом или антиизоморфизмом?

3. Каковы необходимые и достаточные условия, при кото-

рых для модели ,
где - рефлексивное симметрия

ное бинарное отношение, существует отношение частичного по-

рядка на Р , такое, что ? Другими словами, ка-

кова абстрактная характеристика графов сравнимости ч.у.

множеств.
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Указываются некоторые приложения полученных результатов.

Литература

I. Р.С.СИтоге, А сот-

рагаЪlll*Ьу згарЬз апё. Iп*Ьегуаl

Сапаб..Т. Ма*ЬЬ.,l964, 16, 3, 539-548.

0 ПОЛУИЗОМОРФИЗМАХ ПОЛУГРУПП

Шеврин Л.Н. (Свердловск)

Основной результат сообщения публикуется в журнале

"Доклады Академии наук СССР".
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К ТЕОЖИ ПОЛУГРУД И ОБОБЩЕННЫХ ГРУД

Шимельфениг О.В. (Саратов)

Скрещенной полугрудой называется подмножество декартова

произведения двух множеств со специальной тернарной операци-

ей между упорядоченными парами, удовлетворяющей условиям ти-

па ассоциативности. Скрещенная обобщенная груда - это скре-

щенная полугруда с дополнительными свойствами.

теоремы

щи* преобразовании $ называется

симметрантом полугруды .

Теорема 2. Для того, чтобы произвольная скрещенная

обобщенная груда /<( пар частичных отображений множеств и

состояла целиком из пар частичных взаимно однозначных

Пусть ,3) - множество всех бинарных отношений

между множествами *

скрещенная полугруда пар бинарных отношений, = х

'

шения играют такую же роль в теории скрещенных

полугруд как отношения транзитивности и взаимной транзитив-

ности в теории полугрупп частичных преобразований. Доказаны

Теорема 1. Для произвольной скрещенной полугруды

/ЭТЛ
определяет гомоморфизм полугруды в полугруду

Образ 5 (К) произвольной скрещенной полугруды
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%" с. , сДд.гм
с у-у С/у.У

отображений, достаточно, чтобы с —
и ё-С-А- ,

гм

,ма 3. Для того, чтобы симметрант (К) произволь-

ной скрещенной обобщенной груды пар частичных отображений

множеств и 3 являлся скрещенной обобщенной грудой пар

частичных взаимно однозначных отображений, достаточно, чтобы
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ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ЮПОЛОIЧЧЕСКИХ ПОЛУГРУПП

Шнепериан Л.Б. (Минск)

Представлением топологической полугруппы А в топологи

ческую полугруппу /1 назовем непрерывное гомоморфное отобра

жение Д в Д'.
В этом докладе приведены некоторые результаты теории

представлений. Часть из них уже опубликована, другая часть

сообщается впервые. Доказательства лииь намечены.

§I. Представления топологических по

образованиями

Пусть - некоторая полугруппа непрерывных преобразо-

ваний топологического пространства Л
.

На полугруппу

различными способами может быть перенесена топология с .

Мы остановимся лить на конструкции бикомпактно-открытой то-

жеств и поэтому ее можно принять эа базис открытых множеств

топологии на 5
. В дальнейнем, говоря о полугруппе 5

,
мы

будем считать, что она наделена бикомпактно-открытой тополо-

гией.

Заметим, что полугруппа 5 может и не быть топологи-

подогни. Пусть С.. подмножества из

, причем все /С бикомпактны, а открыты. Будем обо-

значить через ( г*.... ., ) множество всех

преобразований е , для которых (с=1.2
Система всех множеств < ,..., /^) замкнута

относительно операции пересечения конечного числа этих мно-
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ческой, т.е. операция умножения не обязательно непрерывна

относительно бикомпактно-открытой топологии. В связи с этим

интересна

Теорема I. Если О - бикомпакт, то полугруппа 5 -

топологическая.

Доказательство. Пусть е 5 и (

Г^)-окрестность точки в . Нетрудно пока-

зать, что существует окрестность бикомпактна об-

ладающая следующим свойством: Тогда, если

е( - /<„;
М, т. (/(..... Г„).

Пусть - топологическая полугруппа. К топологическо-

му пространству присоединим еще одну изолированную точку

Полученное таким образом новое топологическое простран-

ство обозначим через = .О (А). Каждому элементу де А

сопоставим преобразование пространства (А):
= = О.

Иножество Т (А) = С7 образует полугруппу непрерыв-

них преобразований топологического пространства А 6. Хороио

известно, что отображение полугруппы на по-

лугруппу 7"(А) * представление полугруппы левыми сдвигами

- является изоморфизмом. Этот изоморфизм очевидным образом

индуцирует на полугруппе непрерывных преобразований / (А)

топологию, которую мы обозначим через . С другой стороны,

на полугруппе Т(А) имеется бикомпактно-открытая тополо-

гия. Оказывается, что справедлива

Лемма I. На полугруппе Т(А) топология совпадает
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с бикомпактно-открытой топологией.

Доказательство. Если подмножество из 7*
, открытое

в топологии
, то из равенства С/= ( ; у следу-

ет, что откате в бикомпактно-открытой топологии. Если

теперь С ( ,..., ,..., /^), то можно пока-

зать, что существует такая окрестность элемента <9 ,
что

/"?для любого бе Таким образом, входит в

( вместе с некоторой своей окре-

стностью V.

Из леммы I непосредственно получаем

Следствие. Полугруппа Т - топологическая

Далее, изоморфным представлением полугруппы А назовем

топологический изоморфизм этой полугруппы. Будем говорить,

что топологическая полугруппа А представима в классе топо-

логических полугрупп 21 ,
если существует представление А

в какую-либо полугруппу из класса 21 -

Так как топологическая полугруппа А топологически

изоморфна топологической полугруппе / ,
то справедлива

Теорема 2. Каждая топологическая полугруппа изоморфно

представима в классе топологических полугрупп непрерывных

преобразований топологических пространств.

Естественно возникает вопрос о представлении топологи-

ческих полугрупп непрерывными преобразованиями "хороших"

пространств, в первую очередь бикомпактов. Прежде всего от-

метим, что не каждая топологическая полугруппа представима в

этом классе топологических полугрупп, на что указывает сле-

дующая
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Теорема 3. Топологическая полугруппа непрерывных пре-

образований бикомпакта вполне регулярна (в топологическом

смысле).

образуют псевдобазис замкнутых множеств биком-

пактно-открытой топологии на 5
.

Неизвестно, является ли полная регулярность достаточным

условием для изоморфного представления топологической полу-

группы в топологическую полугруппу непрерывных преобразова-

ний бикомпакта. Одним из таких условий является сильная не-

прерывность слева.

Теорема 4. Вполне регулярная сильно непрерывная слева

Доказательство. Покажем сначала, что каждое из замкну-

тых множеств $ \ (/(;Р) функционально отделимо от не при-

надлежащей ему точки пространства .$
.

Если €.(/(; /^), то

существует непрерывное отображение бикомпакта на от-

резок [0,1] такое, что

Отображение топологического пространства $ на отрезок

[0, 1] :

непреравио и ( Л) * 1, а \ = 0- Теперь

уже легко завершить доказательство, учитывая, что множества

Пусть С/ - открытое, - произвольное множество то-

пологической полугруппы А и а € А
. Топологическую полу-

группу /\ назовем сильно непрерывной слева, если всякий раз

когда а и функционально отделимы, существует такая

окрестность точки 0
,

что для любого замкнутые

множества 6 и функционально отделимы.
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топологическая полугруппа изоморфно представима в классе по-

лугрупп непрерывных преобразований бикомпактов.

Ниже часто будет использоваться

Доказательство. Основываясь на теореме 2, мы можем

ограничиться рассмотрением полугруппы 2? непрерывных преоб-

разований вполне регулярного топологического пространства

2
. Пусть А 2 - максимальное бикомпактное расширение 2 .

Можно показать, что каждое непрерывное преобразование

пространства 1 можно распространить до непрерывного пре-

образования
*

бикомпакта -2Г2. Множество преобразований

образует полугруппу, изоморфную полугруппе $
.

Так как 3 2" 1)2>2
,

то бикомпактно-открытая топология на

сильнее, чем на . И только сильная непрерывность слева

позволяет доказать топологический изоиорфизи полугрупп Л и

5'.

§ 2. Представление бикомпактных полугрупп

непрерывными преобразо

Лемма 2. Если на множестве элементов полугруппы /4

определена хаусдорфова топология и является образом би-

компактной топологической полугруппы при непрерывном го-

моморфизме ,
то - бикомпактная топологическая полу-

группа.

Доказательство. Пусть* е ,
Й/ - открытая ок-

рестность точки
,

Й/ = Й/ '* Существуют такие от-

крытые окрестности и бикомпактов и ,

соответственно, что (У й/ Открытые множества С/ =
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= А (А\С/) и \/= содержат, соответ-

ственно, Я,' и причем С/ V

Под бикомпактной полугруппой будем понимать полугруппу,

пространством которой служит бикомпакт (бикомпактное лаус-

дорфово пространство).

Пусть А - бикомпактная полугруппа. Не ограничивая

общности, будем считать, что А содержит единицу 6
.

В про-

тивном случае эту единицу можно было бы присоединить к полу-

группе А внешним образом, а к пространству полугруппы А

как изолированную точку. Если ,С 6 А * Две произвольные,

но фиксированные точки, а - такое непрерывное 'отображе-

ние А в отрезок р, 1], что = 0 и = 1, то

каждому элементу 0 полугруппы А можно сопоставить непре-

рывное отображение пространства А в отрезок [0, 1] :

для любого X С А

Множество У
.

'Г
* является метрическим простран-

ством относительно метрики Т :

На компакте определим умножение: для любых

Отаоситедьно этого умножения 7, является полугруппой, а

так как отображение суть непрерывный гомомор-

физм на , то по лемме 2 полугруппа - топологи-

ческая. Отметим еще, что представление к" точки

и С .
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§ 3. Представление бикомпактных пол:

нейными преобразов

Класс полугрупп непрерывных преобразований топологиче-

ских пространств очень широк. Желательно сузить его, рас-

сматривая лишь линейные топологические пространства и, соот-

ветственно, линейные преобразования этих пространств. Пред-

ставление топологической полугруппы в полугруппу линейных

Будем говорить, что топологическая полугруппа допускает

достаточную систему представлений в классе топологических

полугрупп ,
если для любых не равных 3:,у С сущест-

вует представление полугруппы в полугруппу из класса

, при котором У -

Приведенная конструкция полугруппы позволяет сфер-

мулировать следующее утверждение

Теорема 5. Всякая бикомпактная топологическая полугруп

па допускает достаточную систему представлений в классе мет-

рических компактных полугрупп.

Из результатов §1 непосредственно следует, что компакт-

ная метрическая полугруппа изоморфно представима в классе

полугрупп непрерывных преобразований компактов. В свою оче-

редь, каждый компакт гомеоморфен некоторому подмножеству

гильбертова параллелепипеда. Вместе с теоремой 5 это дает

Теорема 6. Всякая бикомпактная топологическая полугруп

па допускает достаточную систему представлений в классе по-

лугрупп непрерывных преобразований компактных подмножеств

гильбертова параллелепипеда.



(непрерывных и аддитивных) преобразований называется линей-

ным. Разумеется, требование непрерывности представления за-

висит от того, как определена сходимость линейных операторов

Мы будем рассматривать в этом параграфе сильно непрерывные

представления, т.е. на множестве линейных операторов мы бу-

дем рассматривать сильную операторную топологию (определение

будет приведено ниже).

зсс А

= У?(Х<2)

Пусть А - бикомпактная топологическая полугруппа с

единицей. Множество С (А) всех непрерывных действительных

функций на А является -пространством относительно нор-

мы

Выберем какой-нибудь элемент из С (А) и каждому а из

А сопоставим элемент С С(Д):

Обозначим ,
и пусть - линейная

-_-Х г
,,

оболочка и <Х(С") * линейное замыкание множества Св

пространстве С(/1). Линейное замыкание также яв-

ляется В-пространством. Каждому элементу 2. &/)сопоста-

вим операцию А из ( (? )
2 У

В

22. я

Операция аддитивна, непрерывна и не зависит от способа

представления элемента С -) в виде линейной комби-

нации элементов из -
Линейная операция допускает

единственное линейное распространение на замыкание (

- 204 -
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Лемма 3. Полугруппа наделенная сильной оператор-

ной топологией, бикомпактна и является топологической полу-

Это линейное преобразование й -прост-

ранства Ш также обозначим через .
Множество

образует полугруппу линейных преобразо-

ваний й-пространства <У( На полугруппе

сильную операторную топологию, определяемую следующим псев-

добазисом окрестностей:

где - произвольный элемент из и 8 - произвольное

положительное число.

группой.

Доказательство. Можно показать, что отображение по-

лугруппы на полугруппу = /]<,. непрерывно и

гомоморфно; затем следует воспользоваться леммой 2.

Отображение : / - топологического

пространства на топологическое пространство С непре-

рывно. Поэтому - компакт и 6-пространство

сепарабельно.

Из всего сказанного следует

Теорема 7. Всякая бикомпактная топологическая полугруп

па допускает достаточную систему сильно непрерывных представ

лений в классе полугрупп линейных преобразований сепарабель-

ных /3 -пространств.

Согласно теореме Банаха-Мазура всякое сепарабельное

Заметим, наконец, что если V # /7 .

* '
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-пространство линейно изометрично некоторому подпростран-

ству пространства С вещественных функций, непрерывных на

отрезке [O, I]. Из этого и теоремы 7 следует

Теорема 8. Всякая бикомпактная топологическая полугруп-

па допускает достаточную систему сильно непрерывных пред-

ставлений в классе полугрупп линейных преобразований под-

пространств пространства С .

операцией умножения представляет собой топологическую полу-

группу. Доказательство этого факта аналогично соответствую-

щему доказательству для топологических групп.

Понятие прямого произведения топологических полугрупп и

теоремы 6 и 8 позволяют сформулировать следующие утверждения

§ 4. Универсальная бикомпактная полугруппа

Прямое произведение топологических полугрупп определи-

ется аналогично тому, как это делается для топологических

групп. Именно, пусть семейство топологических

полугрупп и <%) - прямое произведение их топологических про-

странств. Элементы из будем обозначать через

где проекция На множестве элементов тополо-

гического пространства г$) определим умножение, приняв за

произведение элементов и = ) элемент

= Пространство с так определенной на нем

Бикомпактную топологическую полугруппу С назовем уни-

версальной бикомпактной топологической полугруппой, если

каждая бикомпактная полугруппа допускает достаточную систему

представлений в .

об универсальной бикомпактной полугруппе.
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Теорема 9. Прямое произведение всех компактных полу-

групп непрерывных преобразований компактных подмножеств гиль-

бертова параллелепипеда является универсальной бикомпактной

топологической полугруппой.

Теорема 10. Прямое произведение всех компактных полу-

групп линейных преобразований подпространств пространства С

является универсальной бикомпактной топологической полугруп-

пой.

§5. Конечномерные п ения коммутативно

по.

Представление будем называть конечномерным, если конеч-

номерно его линейное пространство.

Лемма 4. Пусть - достаточная система пред-

ставлений бикомпактной топологической полугруппы в биком-

пактные топологические полугруппы из класса 22 : А =

,и[ - прямое произведение все! полугрупп .

Полугруппа топологически изоморфна некоторой подполугруп-

пе полугруппы

Доказательство. Естественный изоморфизм полугруппы

в </) : = ( 6)) - является гомеоморфизмом.

Теперь может быть сформулирована

Теорема 11. Всякая бикомпактная топологическая полу-

группа мощности ус топологически изоморфна подполугруппе

прямого произведения ус экземпляров полугрупп .

Доказательство для бесконечной мощности следует из лем-

мы 4, а для конечных полугрупп утверждение тривиально.
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Лемма 5. Если бикомпактная коммутативная полугруппа

идемпотентов допускает достаточную систему конечномерных

представлений, то она вполне несвязна.

Сейчас нам придется рассматривать равномерно непрерыв-

ные представления, т.е. такие, когда на множестве линейных

операторов вводится равномерная операторная топология:

//— Яхут //А

Лемма 6. Бикомпактная вполне несвязная коммутативная

полугруппа идемпотентов допускает достаточную систему равно-

мерно непрерывных представлений в классе полугрупп линейных

операторов банаховых пространств.

Доказательство. Если два неравных элемента топологиче-

ской полугруппы принадлежат одной компоненте, то разделяющее

их СЬ-мерное представление должно отобразить эту компоненту

в бесконечное множество операторов. Множество коммутативных

. При этом, каждая цепь оказыва-

а во-вторых, для каждого 6? существует не

ентов, непосредственно следующих за ним. Зна-

идемпотентных коммутативных операторов конеч-

ба-
ется конечной,

более /2 элем

чит, множество

но.

Ввиду этой леммы очевидно

Следствие. Для того, чтобы бикомпактная инверсная по-

лугруппа допускала достаточную систему конечномерных пред-

ставлений, необходимо, чтобы она была вполне несвязной.

Доказательство: Пусть . Нетрудно



В дальнейшем будут использованы некоторые факты из тео-

рии нормированных колец. Напомним, что нормированное кольцо

- это комплексное банахово пространство, для элементов ко-

торого определено ассоцативное умножение, перестановочное с

умножением на комплексные числа, дистрибутивное относитель-

но сложения и непрерывное по каждому множителю.

27

показать, что можно разбить на два такие непересекающие-

ся открыто-замкнутые множества Р и 5', что г и

Сконструируем, аналогично тому, как это 'былосделанов в

банахово пространство с той только разницей, что

за множество С (/г) примем все непрерывные комплексные функ-

ции на /1
,

а в качестве - определенную функцию:

(0, когда хеб?;
(х) = Ь- когда хеР.

Можно показать, что полугруппа наделенная равно-

мерной операторной топологией - бикомпактная и топологичес-

кая. Для этого нужно установить непрерывность отображения

полугруппы Е на полугруппу = и

воспользоваться леммой 2. Кроме того, легко показать, что

Остается рассмотреть случай несравнимых

и . Отображение полугруппы /г на полугруппу Е :

о( Е = для любого *6./г

является представлением. Остается применить полученный уже

результат к элементам и полугруппы

Максимальным идеалом нормированного кольца называется

собственный идеал, не содержащийся ни в каком другом собст-

венном идеале. Кольцо вычетов коммутативного норми-

- 209 -
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рованного кольца по максимальному идеалу канонически

изоморфно полк комплексных чисел. Пересечение всех главных

идеалов - это радикал кольца.

Каждое нормированное кольцо можно перенормировать так,

что его топология не изменится и будут выполняться нера-

венства

где ЭС и у - произвольные элементы кольца, а С - его

единица. При такой норме элемент X принадлежит радикалу

Лемма 7. Множество полухарактеров бикомпактной вполне

несвязной коммутативной полугруппы идемпотентов разделяет

ее точки.

кольца тогда и только тогда, когда =0

Ненулевое представление коммутативной топологичес-

кой полугруппы в мультипликативную полугруппу комплекс-

ных чисел на круге 1 называется полухарактером Д .

Множество полухарактеров называется разделяющим точки, если

оно образует достаточную систему представлений полугруппы

А.

Доказательство. Пусть и <9 - два неравных эле-

мента из и - разделяющее их представление в полу-

группу /-) (см. лемма 6). Линейное замыкание полутруп-

ПН А/у,В нормированном кольце линейных операторов

странства ) является коммутативным нормированным

Если = то -1;
' У л—>

кольцом.

значит, /? не принадлежит радикалу кольца /< ,
и существу-
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Теорема 12. Пусть /4 - бикомпактная вполне регулярна?

инверсная полугруппа, а /г - подполугруппа ее идемпотентов.

Для того, чтобы существовала достаточная система неприводи-

мых конечномерных представлений полугруппы , необходимо и

достаточно, чтобы пространство было вполне несвязным.

Доказательство. Необходимость следует из леммы 5.

ет максимальный идеал ,
не содержащий А

- Этому

соответствует непрерывный гомоморфизм кольца на

идеалу

поле

комплексных чисел, разделяющий и .

§ 6. Представления вполне регулярной (в алгебраическом

смысле) инверсной полугруппы

Представление полугруппы 4 называется неприводимым,

если полугруппа операторов не имеет нетривиальных инвариант-

ных подпространств.

Достаточность. Полугруппа 4 является коммутативной

связкой групп. Если элементы <2, е /) принадлежат различ-

ным подгруппам, то отобразим каждый элемент из А в единицу

содержащей его подгруппы. Это представление полугруппы на

Е разделяет точки <2 и
,

так что остается сослаться на

лемму 7. Более сложным является случай, когда а и 4? при-

надлежат одной подгруппе. В этом случае полугруппу удает-

ся разбить на две открыто-замкнутые подполугруппы 3 и

и если - наименьмий элемент полугруппы 3
, содержащей

С? и 6
,

то /<2 . Отображение полугруппы /)

на - является представлением, причем

- группа, а - идеал полугруппй . Пусть
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л) - неприводимое конечномерное представление бикомпактной

группы /В, разделяющее точки /б) и Доопределим еще

"9 на идеале ,
положив X = 0 для любого эс из

этого идеала (0 - нулевой оператор пространства представле-

ния ). Тогда - неприводимое конечномерное пред-

ставление полугруппы /4
, разделяющее точки и 6

.

Непосредственно из доказательства теоремы 12 получаем

Следствие. Пусть О и - неравные элементы биком-

пактной вполне регулярной инверсной полугруппы /1
, подполу-

группа идемпотентов которой вполне несвязна. Тогда существу-

ет неприводимое конечномерное представление полугруппы /4

на группу с присоединенным нулем, разделяющее точки <Э и

Отсюда, из леммы 7 и из теории характеров бикомпактных

коммутативных групп следует

Теорема 13. Пусть - бикомпактная коммутативная ин-

версная полугруппа, /г - подполугруппа идемпотентов полу-

группы , X * множество полухарактеров /\ . Для того,

чтобы X разделяло точки, необходимо и достаточно, чтобы

пространство было вполне несвязным.

На множестве X полухарактеров коммутативной топологи-

ческой полугруппы Д построим бикомпактно-открытую тополо-

гию. Если множество X является полугруппой относительно

умножения = ?(,(<3) X/' т° на*

деленное бикомпактно-открытой топологией, оно становится

коммутативной топологической полугруппой. Множество полуха-

рактеров этой полугруппы обозначим через

Каждому элементу <3С сопоставим элемент <э'С.
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с.№.Аизl:lпдоказал, что если полугруппа характеров биком-

пактной коммутативной инверсной полугруппы с единицей раз-

деляет точки, то для А справедлива теорема двойственности.

Теорема 13 позволяет следующим образом усилить этот резуль-

тат.

Теорема 14. Пусть /4 - бикомпактная коммутативная ин-

версная полугруппа с единицей, подполугруппа идемпотентов

которой вполне несвязна. Тогда А и А топологически изо-

морфны при отображении си
.

Отметим, наконец, еще один результат, который получает-

ся с помощью методов, близких к изложенным.

Теорема 15. Вполне несвязная бикомпактная полугруппа

допускает достаточную систему представлений в классе конеч-

ных полугрупп.
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НЕВОДВИЖНАЯ ТОЧКА ПОЛУГРУППЫ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ
И ИНВАРИАНТНОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ

Шнепериан Л.Б. (Минск)

1. Семейство <7? линейных операторов линейного топологи-

ческого пространства X называется равностепенно непрерывным

на подмножестве пространства X , если для каждой окрест-

ности \/ нуля пространства X найдется такая окрестность (7

нуля, что если V
,

т.е. при

Теорема 1. Пусть /\ - бикомпактное выпуклое подмноже-

ство локально выпуклого линейного топологического пространст-

ва а - такая равностепенно непрерывная на полу-

группа линейных преобразований, что Дм существо-

вания в такой точки Х<,, что необходимо и

достаточно, чтобн # при любых .

2. Пусть /) - бикомпактная полугруппа; - банахово

пространство всех непрерывных вещественных функций на ;

/- - совокупность всех вещественных линейных функционалов на

.
Если = 1 для всех эс&.Д

,
то - множество

положительных функционалов, отображающих в 1.

Каждому элементу <26 Д сопоставим оператор прост-

ранства (322 ). Множество /У =

= образует полугруппу линейных операторов

пространства . Наделенная сильной операторной топологией,

полугруппа /У топологически изоморфна бикомпактной полу-
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группе

на

3. Теорема 3. Для того, чтобы на бикомпактной полу-

группе существовал правоинвариантный интеграл по регуляр-

ной борелевской мере, необходимо и достаточно, чтобы

Условие левоинвариантного интегрирования имеет вид:

4 для любых <2,

а условие (двусторонне) инвариантного интегрирования являет-

ся объединением лих двух условий.

Каждому оператору /Ц сопоставим сопряженный оператор

пространства - Совокупность опера-

торов /1 образует полугруппу, антиизоморф-

ную полугруппе А/
. Полугруппа А7 непрерывна

Теорема 2. Если в бикомпактной полугруппе Д для лю-

бых выполняется условие /1 ,
то су-

ществует такой функционал что -

%% для любых



ПОГРУЖЕНИЯ ПОЛУГРУПП

Шутов Э.Г. (Таганрог)

Обзор и систематизация результатов по погружениям полу-

групп, опубликованных до 1962 года, были сделаны Е.С.Ляпиным

и Л.М.Глускиным Настоящий обзор сделан по материалам

работ о погружениях полугрупп, опубликованных с 1962 года

ИНЗб]* В обзоре используются и полученные автором результа-

ты, которые еще не опубликованы в печати Более ранние

работы по указанному вопросу упоминаются лишь в виде исклю-

чения для большей полноты изложения. В обзоре совсем не упо-

минаются работы о погружениях топологических полугрупп.

Работы, рассматриваемые в обзоре, позволяют назвать на-

правления, в которых велись наиболее интенсивные исследова-

ния в рассматриваемый период: I) потенциальные свойства по-

лугрупп, 2) погружения полугрупп в полугруппы заданных

классов, 3) погружения колец иих мультипликативных полу-

групп, 4) разные погружения. В обзоре дается краткое изло-

жение основных достижений в указанных направлениях. Под упо-

рядоченностью понимаем частичную упорядоченность и под коль-

цом - ассоциативное кольцо. Если х- пустой

символ, то будем писать

28.

1. Потенциальные свойства полугрупп

Понятие и термин потенциального выполнения свойств в

полугруппах введены Е.С.Ляпиным [1]. Потенциальным свойствам

полугрупп посвящены работы Э.Г.Шутова [4Ц12], Вейнерта [13]
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и Хови [l4].
1.1. Упорядоченная полугруппа (у.полугруппа) А назы-

вается у.надполугруппой у.полугруппы В
,

если 6 - подпо-

лугруппа А и упорядоченность 6 индуцируется упорядоченно-

стью А .
Если каждому 6 соответствует такое отображе-

ние о(<Я = <2<< = 6 полугруппы А в А *
что (<Х.<2) =

= <3(о(/>) при любых Д , 6 А ,
то А назовем _О. -полу-

группой. Очевидно, мультипликативная полугруппа кольца -

С -полугруппа, где С - множество всех целых чисел и

С<Я (С6 С
, (26%?) - обычное кратное в

Если В - подполугруппа .0—полугруппы А и о( е 8

при любых 8
, о(бО, то 8 - —полугруппа,а

лугруппу /) будем называть .0.-надполугруппой Л—полу-

группы 6 - Бинарное отношение (у.полу-

группы) Д называется отношением правой потенциальной дели-

мости относительно класса -полугрупп (у.полугрупп),

если для А в существует такая Х2-надполугруппа (у.

надполугруппа), в которой о делит справа при любом

(0, Т.

Подмножество -полугруппы (у.полугруппы) Д на-

зывается потенциально обратимым слева относительно

-0-полугрупп (у.полугрупп), если для А существует в

такая .0.-надполугруппа (у.надполугруппа), в которой каждый

гм с слева. Аналогичное определение дается для

двусторонней потенциальной делимости и обратимости. Пусть

класс всех у.полугрупп, 21.- класс всех

при заданной 12 . В [6]2?] получены следующие результаты.
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I) Для того чтобы бинарное отношение 47 полугруппы Л

класса X ( было отношениеи правой потенциальной
с

делимости относительно необходимо и достаточно, чтобы

при 1)=1илюбых(а,4,)€"с,Х, всегда

— %Х>йу ,апри с=2илюбых(а,4)&Г,х, у
всегдайХ == %у .

2)Для тогочтобыподмножествоА4полугруппы /}класса

( с = 1,2)былопотенциальнообратимымслеваотноситель-

но ,необходимоидостаточно,чтобыпри6=1 и любых
с

С,%бА/,Х,уб./], всегда

при 6=2 и любых всегда

С&х = ДХ = .Отсюдавытекаютвсерезультаты

работ [4],[$].
1.2. Результаты п. 1.1 применяются для исследования

потенциальной делимости и обратимости в полугруппах ряда

конкретных классов в работах [9^1]. Если в полугруппе

каждый потенциально обратимый слева (справа) элемент отно-

сительно (см. п.1.1), обратим слева (справа) в /) ,
то

назовем ( полугруппой). Если А -

—полугруппа и полугруппа, то назовем ее

2^—полугруппой. Пусть /"7 - класс всех полугрупп, П, -

класс всех полугрупп с левым сокращением. В [9] получены

следующие результаты.

I) Для того, чтобы подмножество полугруппы /] клас-

са было потенциально обратимым слева относительно /7 *

необходимо и достаточно, чтобы А содержала двустороннюю

единицу или чтобы <Л о А при любом (2Е
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2) Для того чтобы полугруппа Д класса /7,была

лугруппой, необходимо и достаточно, чтобы Д была с левой

обратимостью или чтобы в Д было более одного идемпотента и

й & <зД при любом 6Д
.

Получены и другие результаты о потенциальной обратимос-

ти элементов в полугруппах класса Л, .

Получены и другие результаты в этом направлении. Именно,

I) Каждая полугруппа А погружаема в такую

группу, в которой каждый <36Д
, потенциально обратимый в Д

слева относительно Л
, обратим слева.

2) Для того чтобы полугруппа, не являющаяся двухэлемент-

ной полугруппой левых нулей, была погружаема в такую простую

1.3. Пусть Ц/_я - полугруппа всех частичных преобразо-

ваний . Подполугруппу полугруппы назовем -по-

лугруппой ( если для каждого потенциально

обратимого слева (справа) элемента относительно /7

(см. п. 1.2) существует надполугруппа й полугруппы /} ко-

торая является подполугруппой й/о_и в которой о обратим

слева (справа). Если - /э -полугруппа и,одновременно,
то назовем ее

В [10] найдены достаточные условия для того, чтобы эле-

мент подполугруппы полугруппы был потенциально об-

ратим слева (справа,двусторонне) относительно /7
. Найдены,

далее, необходимое и достаточное условие и некоторые доста-

точные условия для того чтобы подполугруппа полугруппы

была -полугруппой ( (7/з.-полугруппой) (см. п.1.2),
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(относительно гомоморфизмов) полугруппу, в которой каждый

элемент погружаемой полугруппы, потенциально обратимый в ней

слева относительно /7 , обратим слева, необходимо и доста-

точно, чтобы каждый элемент погружаемой полугруппы, потенци-

ально обратимый в ней слева относительно Г? ,
был сокращаем

слева.

1.4. В [II] получен следующий результат о потенциальной

делимости в коммутативных полугруппах:

для того, чтобы бинарное отношение коммутативной по-

лугруппы /I
, состоящее из одной пары (б? было отноше-

нием потенциальной делимости относительно класса Л всех

коммутативных полугрупп (см. п. 1.1), необходимо и достаточ-

1.5. В работе [lo], посвященной потенциальной двусто-

ронней обратимости в полугруппах получено на основании

статьи [II], необходимое и достаточное условие двусторонней

потенциальной обратимости любого элемента полугруппы относи-

тельно Г] (см. п. 1.2), которое состоит из бесконечного

но, чтобы при любых X ,у 6 /1 всегда ах = 6)у —> %х = у .

В этой же работе построен пример коммутативной полу-

группы, в которой существуют бинарные отношения
,

содержащие по одной паре элементов и являющиеся отношениями

потенциальной делимости относительно /< , но в которой Г,Ь'с
не является отношением потенциальной делимости относительно

. Вопрос о необходимом и достаточном условии потенциаль-

ной делимости бинарного отношения, содержащего более одной

пары элементов, в коммутативных полугруппах относительно

остается открытым.
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множества соотноиений, а также найдены два достаточных усло-

вия двусторонней потенциальной обратимости элементов отно-

сительно /7
.

Одно из найденных условий позволило привести пример по-

лугруппы, не погружаемой в группу, в которой каждый элемент

ее порождающего множества двусторонне потенциально обратим

относительно /7
.

Пока не известно примера полугруппы, не

погружаемой в группу, в которой каждый ее элемент двусторон-

не потенциально обратим относительно /7
.

Благодаря другому найденному условию получено необходи-

мое и достаточное условие существования для полугруппы отно-

сительно подполугруппы правой полугруппы отношений. Здесь же

исследуются свойства этой полугруппы отношений. Правая полу-

группа отношений изучается также в [l3].
1.6. Подполугруппа оО полугруппы называется унитар-

ной, если при любых бУбо/), всегда

ос/боЭ——Как показано в [14] если <Э,и оО - изо-

морфные унитарные подполугруппы полугруппы А ,
то А погру-

жаема в такую полугруппу /3
,

в которой оО, и сопряжены

(в обычном смысле). Потенциальная сопряженность элементов в

полугруппах рассматривалась в [12] и, в некотором другом

смысле, в [22].

2. Погружения полугрупп в полугруппы заданных классов

Погружения полугрупп в полугруппы заданных классов рас-

сматривались Э.Г.Шутовым Йэ,,% [15]-[Г8],Л.А.Бокутем[21],{22],
Б.М.Шайном [23],[24[],М.С.Цаленко[23,, Рейли [25,, Холвитом
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[26] и Пикертом [27].
2.1. В Й получено следующее: Для того чтобы у.полу-

группа без идемпотентов была погружаема в у.полугруппу с

левой обратимостью, необходимо и достаточно, чтобы декартово

произведение было отношением правой потенциальной

делимости относительно (см. п. 1.1). Здесь же описаны

все у.полугруппы с идемпотентами, погружаемые в у. полу-

группы с левой обратимостью.

Из этих результатов вытекают результаты статьи [2o].
2.2. В [ls],{Г7[,[lB], [2B] получены следующие резуль-

таты о погружениях полугрупп в простые (относительно гомо-

иорфизыов) и полные (относительно извлечения корня) полу-

группы.

I) Каждая полугруппа (группа, инверсная полугруппа) по-

гружаема в простую полную полугруппу (группу, инверсную по-

лугруппу) ([l7]; возможность погружения полугруппы в простую

полугруппу доказана также в [2l], а возможность погружения

группы в простую полную группу - в [2B]).

2) Каждая полугруппа, погружаемая в полугруппу с левой

обратимостью, погружаема в простую полугруппу с левой обра-

тимостью (см. [ls]).
3) Для того, чтобы полугруппа , содержащая идемпо-

тенты, была погружаема в простую полугруппу с левой обрати-

мостью, необходимо и достаточно, чтобы была погружаема в

группу (см. [ls]),

Кроме того, получен (см. [18]) ряд результатов о погру-

жениях у. полугрупп.
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2.3. В показано, что полугруппа тогда и только

тогда является полугруппой с левым сокращением, когда она

является связкой некоторого типа таких подполугрупп с левым

сокращением, каждая из которых либо содержит двустороннюю

единицу, либо не содержит идемпотентов.

, Описано строение и дана классификация всех связок ука-

занного типа. Это описание позволяет получить следующие ре-

зультаты о погружениях полугрупп с левым сокращением.

группу (см. [l6]). Отсюда вытекает, что полугруппа без едини

цы с двусторонним сокращением погружаема в простую относи-

тельно идеалов полугруппу с двусторонним сокращением (см.

Е2l]).

2) Пусть А -полугруппа с левым сокращением. Если А

не содержит идемпотентов, то А погружаема в простую полу-

группу с левым сокращением и с левой обратимостью. Если А

содержит идемпотенты, то А тогда и только тогда погружаема

в простую полугруппу с левым сокращением, когда А погружа-

ема в группу или является двухэлементной полугруппой правых

нулей.

Здесь же описаны все полугруппы с левым сокращением, по-

гружаемые в простые относительно идеалов (относительно нор-

мальных подполугрупп) полугруппы с левым сокращением.

1) Пусть -полугруппа с двусторонним сокращением. Ес-

ли не содержит единицы, то погружаема в простую по-

лугруппу с двусторонним сокращением. Если А содержит еди-

ницу, то Д тогда и только тогда погружаема в простую полу-

группу с двусторонним сокращением, когда А погружаема в
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2.4. В [23],[24]найдены необходимое и достаточное ус-

ловие и некоторые достаточные условия возможности погружения

полугрупп в инверсные полугруппы, а в [2s] показано, что

каждая полугруппа (инверсная полугруппа) погружаема в бипро-

стую (бипростую инверсную) полугруппу. Работы [26],]27] по-

священы изучению достаточных условий возможности погружения

полугрупп в группы.

3. Погружения колец и их мультипликативных полугрупп

Погружения колец и их мультипликативных полугрупп рас-

сматривались Э.Г.Шутовым [7],[3o] и Л.А.Бокутем [2l],]29].
3.1. Если в П-полугруппе А отношение А* А явля-

ется отношением правой потенциальной делимости (подмножество

потенциальной обратимостью, если существует такое надкольцо

/ кольца ,
в котором каждый ненулевой элемент из де-

лит справа все элементы из /? (обратим слева) (см. [7]).

А.И.Мальцевым на Ш Всесоюзном коллоквиуме по общей ал-

гебре была поставлена следующая проблема. Если мультиплика-

тивная полугруппа кольца погружаема в группу, то будет ли

всегда кольцо погружаемо в тело? Эта проблема до сих пор яв-

ляется открытой (см. [29]).
В связи с указанным направлением возникает следующий

вопрос. Если мультипликативная полугруппа кольца - с правой

А потенциально обратимо слева) относительно (см. п.

1.1), то назовем А полугруппой с правой потенциальной де-

лимостью (с левой потенциальной обратимостью). Кольцо

назовем кольцом с правой потенциальной делимостью (с левой
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потенциальной делимостью (обратимостью), то будет ли кольцо

кольцом с правой потенциальной делимостью (обратимостью). В

[7] получены следующие результаты.

I) Если в С—полугруппе кольца А? бинарное отношение,

состоящее из всех пар ненулевых элементов, является отноше-

нием правой потенциальной делимости относительно класса всех

С—полугрупп, то Р - кольцо с правой потенциальной делимо-

стью.

2) Следующие предложения равносильны:

а) кольцо Р является кольцом с левой потенциальной об-

ратимостью,

б) подмножество ненулевых элементов мультипликативной

полугруппы кольца Р потенциально обратимо в Р слева

относительно класса всех таких надполугрупп полугруппы Р
,

в которых нулем является нуль Р
,

в) кольцо Р - без делителей нуля.

Далее приведены примеры колец с правой потенциальной

делимостью, но без левой потенциальной обратимости. Извест-

но, что для полугрупп это не имеет места. Показано, что су-

ществуют кольца Р
, мультипликативная полугруппа которых

с правой потенциальной делимостью (обратимостью), хотя р

является кольцом без правой потенциальной делимости (обрати-

мости).

3.2. В {2l},[3o}получены следующие результаты.

I) Каждое кольцо без делителей нуля погружаемо в прос-

тое кольцо без делителей нуля.(см. [2l[ ).

2) Кольцо тогда и только тогда погружаемо в простое
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кольцо, когда оно имеет характеристику (см. [3o]).

3) Каждое кольцо с характеристикой погружаемо в простое

полное кольцо (см. [3o]).

4) Кольцо тогда и только тогда погружаемо в полупростое

кольцо, когда оно является подпрямой суммой колец с характе-

ристикой (см. [3o]).

4. Разные погружения

В [34],[3s]рассмотрены некоторые погружения полугрупп,

связанные со сдвигами полугрупп, работы [3l],[32]посвящены
некоторой конструкции, обобщающей конструкцию свободного про-

изведения групп с объединенной подгруппой на случай полугрупп

в [36] изучаются плотные погружения полугрупп, работа [33] по-

священа некоторым погружениям полугрупп в полугруппы с

сокращением.
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	мулировать следующее утверждение Теорема 5. Всякая бикомпактная топологическая полугруп па допускает достаточную систему представлений в классе метрических компактных полугрупп. Из результатов §1 непосредственно следует, что компактная метрическая полугруппа изоморфно представима в классе полугрупп непрерывных преобразований компактов. В свою очередь, каждый компакт гомеоморфен некоторому подмножеству гильбертова параллелепипеда. Вместе с теоремой 5 это дает Теорема 6. Всякая бикомпактная топологическая полугруп па допускает достаточную систему представлений в классе полугрупп непрерывных преобразований компактных подмножеств гильбертова параллелепипеда.
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	Теперь может быть сформулирована Теорема 11. Всякая бикомпактная топологическая полугруппа мощности ус топологически изоморфна подполугруппе прямого произведения ус экземпляров полугрупп . Доказательство для бесконечной мощности следует из леммы 4, а для конечных полугрупп утверждение тривиально.
	Ввиду этой леммы очевидно Следствие. Для того, чтобы бикомпактная инверсная полугруппа допускала достаточную систему конечномерных представлений, необходимо, чтобы она была вполне несвязной.
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	Непосредственно из доказательства теоремы 12 получаем Следствие. Пусть О и – неравные элементы бикомпактной вполне регулярной инверсной полугруппы /1 , подполугруппа идемпотентов которой вполне несвязна. Тогда существует неприводимое конечномерное представление полугруппы /4 на группу с присоединенным нулем, разделяющее точки <Э и Отсюда, из леммы 7 и из теории характеров бикомпактных коммутативных групп следует Теорема 13. Пусть – бикомпактная коммутативная инверсная полугруппа, /г – подполугруппа идемпотентов полугруппы , X * множество полухарактеров /\ . Для того, чтобы X разделяло точки, необходимо и достаточно, чтобы пространство было вполне несвязным. На множестве X полухарактеров коммутативной топологической полугруппы Д построим бикомпактно-открытую топологию. Если множество X является полугруппой относительно
	Каждому элементу <3С сопоставим элемент <э'С.
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	следующие результаты. I) Для того, чтобы подмножество полугруппы /] класса было потенциально обратимым слева относительно /7 * необходимо и достаточно, чтобы А содержала двустороннюю единицу или чтобы <Л о А при любом (2Е
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	Из этих результатов вытекают результаты статьи [2o]. 2.2. В [ls],{Г7[,[lB], [2B] получены следующие результаты о погружениях полугрупп в простые (относительно гомоиорфизыов) и полные (относительно извлечения корня) полугруппы. I) Каждая полугруппа (группа, инверсная полугруппа) погружаема в простую полную полугруппу (группу, инверсную полугруппу) ([l7]; возможность погружения полугруппы в простую полугруппу доказана также в [2l], а возможность погружения группы в простую полную группу – в [2B]). 2) Каждая полугруппа, погружаемая в полугруппу с левой обратимостью, погружаема в простую полугруппу с левой обратимостью (см. [ls]). 3) Для того, чтобы полугруппа , содержащая идемпотенты, была погружаема в простую полугруппу с левой обратимостью, необходимо и достаточно, чтобы была погружаема в группу (см. [ls]), Кроме того, получен (см. [18]) ряд результатов о погружениях у. полугрупп.
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