
ISSN 0494-7304 0132-053 

TARTU RIIKLIKU ÜLIKOOLI 

тгшкггжп 
УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ 

ТАРТУСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА 

ACTA ET COMMENTATIONES UNIVERSITATIS  TARTUENSIS  

764 

RINGID JA MONOIDID 
КОЛЬЦА И МОНОИДЫ 

Matemaatika-ja mehhaanika-alaseid töid 

Труды по математике и механике 

TARTU Illil 19 8 7 



T A R T U  R I I K L I K U  Ü L I K O O L I  T O I M E T I S E D  
УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ 

ТАРТУСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА 

ACTA ET COMMENTATIONES UNIVERSITATIS TARTUENSIS 

ALUSTATUD 1893.a. VIHIK 764 ВЫПУСК ОСНОВАНЫ В 1893 г. 

RINGID JA MONOIDID 
КОЛЬЦА И МОНОИДЫ 

Matemaatika-ja mehhaanika-alaseid töid 

Труды по математике и механике 

ТАРТУ 19 8 7 



Redaktaioonikolleegium: 

U.Lepik (esimees), L.Ainola, T.Arak, K.Kenk, M.Kilp, Ü.Lu­

miste, E.Reimers, E.Tiit, G.Vainikko 

Vastutav toimetaja: K.Kaarli 

Редакционная коллегия: 

Ю.Лепик (председатель), Л.Айнола, Т.Арак, Г.Вайникко, К.Кенк, 

М.Кильп, D Думисте, Э.Реймерс, Э.Тийт 

Ответственный редактор: К.Каарли 

Ученые записки Тартуского государственного университета. 
Выпуск 764. 
КОЛЬЦА и моноида. 
Труды по математике и механике. 
На русском и английском языках. 
Резюме на разных языках. 
Тартуский государственный университет. 
ЭССР, 202400, г.Тарту, ул.шикооли, 18. 
Ответственный редактор К. Каарли. 
Корректоры Г. Лийв, В. Фляайшер. 
Подписано к печати 05.02.1987. 
MB 01545. 
Формат 60x90/16. 
Бумага писчая. 
Машинопись. Ротапринт. 
Учетно-издательских листов 8,35. Печатных листов 9,25. 
Тираж 400. 
Заказ   49. 
Цена I руб. 30 коп. 
Типография ТПУ, ЭССР, 202400, г.Тарту, ул.Тийги, 78. 

2 - 2  

© Тартуский государственный университет, 1987 



TRÜ Toimetised, 

764 X1997), 3-11. 
Уч. зап. Тартуск. ун-та 

1987, 764, 3—II. 

УНИТАРНОСТЬ МУЛЫИПВИКАТИШОЙ ГРУППЫ ГРУППОВОЙ АЛГЕБРЫ 

А.Бовди 

Ужгородский государственный университет 

Пусть К б - групповое кольцо группы G над коммута­

тивным кольцом К с единицей и U (KG) - мультипликатив­
ная группа кольца К G . Если f - гомоморфизм группы G 
в мультипликативную группу кольца К и ос = 2, f - эле­

мент кольца KG , то х сопоставим элемент 

Тогда отображение х является антиавтоморфизмом 2-го 

порядка кольца KG и называется инволюцией., порожденной 

гомоморфизмом . 

Элемент и группы (J(KG) называется / -унитарным, 

если обратный элемент и'1  совпадает с , где t е U(Kj, 
Легко видетьj что все /-унитарные элементы группы U(KG) 
образуют подгруппу, которую в дальнейшем будем называть £ -
унитарной подгруппой группы U(KG) и обозначать Uf(KG) 
В случае, когда U(KG)= Uj(KG)} группа U(KG) называется 
I -унитарной. 

Интерес к группе Uf(KG) возник в алгебраической то­
пологии и в унитарной K-теории в случае, когда К - кольцо 

целых чисел [lj. В настоящей работе исследуется вопрос об 

f-унитарности группы U(KG) для произвольных групповых 

алгебр kG . В частном случае, когда К - конечное прос­

тое поле, задача рассматривалась в работе автора [2], где 

даются необходимые условия f-унитарности группы U(KG). 
Однако автором допущен пробел в описании группы С? 

Если £ - тривиальный гомоморфизм, то элемент X? бу­

дем обозначать через X* . Пусть 

vm=te>w иске)j j. 
JtC, Jfct-7 

Легко видеть, если > - тривиальный гомоморфизм и элемент 

xeV(KG) $ -унитарен, то Х* = 
Сначала изложим некоторые вспомогательные факты. 

Лемма I. Пусть в группе G элементы конечного поряд­

ка образуют абелеву подгруппу T(G) , факторгруппа G/K(Q) 
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правоупорядочена и характеристика поля К не делит поряд­

ки элементов группы JC(G) . Если все идемпотенты алгебры 

К Ж CG) центральны в KG и xeU[KG), то существуют 

такие попарно ортогональные идемпотенты ..) чп и эле­

менты CIL £ Ü(KTL(G)), FREG7что е„+-е*.+ --се.„ = •</ и 

х - ± < e t̂ , ж-' = Ü. . 

Доказательство^ Легко видеть, что групповая алгебра KG 
изоморфна скребенному произведению 5 группы <3/г?0) и 

групповой алгебры KTCG),L3]. Если х& TJ(YG)̂ то х и х~? 

как элементы скрещенного произведения S можно представить 

в виде (см. f3j) 

Подгруппа носителя элементов (<• - А>У,-?> > hJ 

является конечной абелевой нормальной подгруппой /V группы 

G, так как идемпотент 0н/ 21 4 централен в KG . Ал­

гебра КН полупростая и в «Н существуют такие попарно 

ортогональные примитивные идемпотенты ebeZ).~j е*, , что 

+-€а +—Элементы re* и х"'ек имеют коэффици­

енты сх, е* и ßj-e* из поля КН с*. . Поскольку поле КНе^ 
выдерживает трансформацию при помощи элементов ^ б/е G/wCGJ) 
то повторением рассуждений, изложенных в доказательстве тео­

ремы 46 из [3] получаем, что из равенства хек - 'ек = вк 

следует хек - ^ ек . Отсюда непосредственно _ выте­

кает утверждение'леммы. 

Jetata 2 Г2Д. Цусть £ - гомоморфизм группы G в поле 

К из двух элементов. Тогда: I) если G - циклическая груп­

па порядка 4, то U(KG)- KG) ; 2) если G - цикли­

ческая группа порядка 8, то группа U(KG) не (-унитарна; 

3) если G - группа кватернионов или диэдра 8-го порядка, 

то группа U(KG) не является -унитарной. 

Лемма 3. Пусть $ - тривиальный гомоморфизм группы G 

в поле К характеристики р , <«) - циклическая подгруп­
па конечного порядка 6 группы G , g£(? и группа U(KG) 
£-унитарна. Тогда: 
1) если <1 = 2 , /> = 2 H^Vf^TO либо либо j 

2) если <5= 4 , Qz^az= ty"1 } то это невоз­

можно; 

3) если <5= 3 » f>=2. * то подгруппа <Га)> нормальна в Qy-

4) если 4 = 2 и /> =3 , то [ О, ̂J'-/. 

4 



\ 

Доказательство^ Пусть и =• (А •+ а -+• a z  -+... + a i ' ' l)^-a} 
Тогда и2 = 0 , 4-t и £ КСК€)к из f -унитарности этого 

элемента получаем, что и + ц f =0 , Поэтому 

Рассмотрим указанные выше случаи. 

1. Если [ а>$3 ?'1,то О ̂  ^ > и в силу (I) =§ 
2. Так как а2^а'2 = то <а > , Если умножить (I) 

на •/+ Q-,, то получим ( -7 + a t-a4-ta*] 4-ta1) - о т к у д а  

cj - cj~1ac ? а это невозможно. 

3. Пусть g. ̂  A/(5 (<Cq>), Тогда И ̂  О и если умножить ра­

венство (I) на 1 ч-Q.^ то получим С4-ьа+а1)^fy-t-Q2-) -О, 

а это невозможно. 

4. Если Jja;cp# 'f,то равенство (I) противоречиво. Леша 

доказана. 

Теорема I. Пусть \ - тривиальный гомоморфизм группыG 

в поле К и группа it (KG) |-унитарна. Тогда выполняет­

ся одно из условий: 

1) G - группа показателя 2 и К - поле характеристики 2; 

2) 6 - циклическая группа порядка 4 и К - поле из двух 

элементов; 

3) А - подгруппа прямого произведения абелевой группы без 

кручения и элементарной абелевой 3-группы, G - такое полу­

прямое произведение группы А и группы <f£> 2-го порядка, 

что ind = а"1 для всех аёА и К - поле характеристи­

ки 2, а в случае, когда группа G обладает элементом по­

рядка 3, то К - поле из двух элементов; 

4) К - поле из двух элементов и в группе G элементы ко­

нечного порядка образуют подгруппу SE?(&)? каждая подгруппа 

группы ST CG J нормальна в G и 'JT CG)- элементарная абе-
лева З-группа; 

5) К - поле из трех элементов и в группе G элементы ко­

нечного порядка принадлежат центру и образуют элементарную 

абелеву 2-подгруппу ) ; 

6) G - группа без кручения. 
Если группа G и поле К удовлетворяют одному из 

указанных выше условий и кроме того, в пунктах 4-6 фактор­

группа G по подгруппе элементов конечного порядка право-

упорядочена, то группа U(K-G) ^-унитарна, где три­

виальный гомоморфизм группы G в К . 
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Доказательство^ Пусть / - тривиальный гомоморфизм и 

группа U(KG) -унитарна. Если а - элемент простого 

порядка группы G ив поле К существует такой не­

нулевой элемент о< , порядок которого не равен ^ , то 

элемент х = (A.-OI)(-1-OI)~1  обратим в KG и 

х-< =fV- AX-i-eLlFXtiJ'1* а -+ - -+ ха -f q^V. 

Тогда _z 
=  (< f+ 0 l t - t XQ - - o ( 4~ i )C  4 -  o t )  .  

Цусть характеристика поля К отлична от 2. Если уто 

элемент З.'1 (л +<) не {-унитарен. Если же <? = £ и доле 

К обладает элементом ос , порядок которого не делит 4, то 

снова элемент (a-<t)(4- л.)'1 не /-унитарен. Следо­

вательно, если группа Q имеет элемент конечного порядка, 

то из f-унитарности группы UCK-G) следует, что либо 

поле К характеристики 2, либо К - поле из трех элемен­

тов и в G все элементы конечного порядка являются 2-эле-

ментами. Рассмотрим каждый случай отдельно. 

I. Цусть К - поле характеристики 2, Р - силовская 2-

подгруппа группы G . Тогда ИСКР) £ -унитарна и по лем­
ме 2 показатель группы Р делит 4, а по теореме И.Н.Сано-

ва группа Р локально конечна. Группа G не обладает та­

кой подгруппой, которая представима в виде прямого произве­

дения группы <«> 2-го порядка и группы <£>, порядок ко­

торой отличен от 2, так как элемент •i + 4(a+0 2-го поряд­

ка не £ -унитарен. 
Докажем на основании этого факта, что если Р + 4, то 

группа Р либо показателя 2, либо циклическая 4-го поряд­

ка. Действительно, если Р имеет конечную неабелеву под­

группу Н , то элементы 2-го порядка из центра группы Н 

содержатся в каждой циклической подгруппе 4-го порядка 

группы Н . Если элемент С 2-го порядка не принадлежит 

центру группы Н , то в силу леммы 3 элемент с с некото­

рым элементом 4-го порядка порождает группу диэдра 8-го по­

рядка, а это противоречит лемме 2. Поэтому в группе Н 

имеется единственный элемент 2-го порядка, а как известно, 

такая группа является группой кватернионов 8-го порядка.Од­

нако это невозможно по лемме 2 и поэтому группа Р абелева. 

Если Р имеет элемент 4-го порядка, то Р обладает един­

ственным элементом 2-го поредка и является циклической. От­

метим, что если Р- (о.! а4- -(У и поле К содержит 

более двух элементов, то можно построить не -р -унитарный 
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элемент вида Са-^)С4-а() \ 

Пусть - нечетное простое число и L - силовская 
Cj -подгруппа группы G . Если а - элемент порядка ср из 

L и ^'м > 3 г то элемент х. - -f+a-t-aA-f-.... -гс\1*~ъ обратим 

в KL и не ^-унитаренДействительно, если а[* = Y(r^odH) 

то х"* = а2 + а4 + üt-t- - -ta* +15 а в случае = 3 C»*v<i4) -— 

эс-1=а3+аь-гйТ + • -+Й. Поэтому 9™=3 и по лемме 3 L - эле­

ментарная абелева 3-группа и каждая ее подгруппа нормальна 

в G . Если 1а3 •= -f У, то из f -унитарности груп­

пы ИСКИ) следует, что К - поле из двух элементов. 

Пусть и группа G имеет элемент пордцка 3 

или бесконечного порядка. Если g. - такой элемент, то, как 

отмечено выше, элемент а 2-го поредка не перестановочен с 

J и по лемме 3 aga ~ а группа G не содержит эле­

ментов порядка 4. Элемент из централизатора С элемента 

имеет порядок 3 или бесконечного порядка. Поэтому аса -с"1 

для всех се С и группа С абелева. Пусть -A <s G \С 

и порядок R, не равен 2. Если с еС и fc.£J2=f, то по­

лучаем противоречивое равенство (ci.)С (tk)= С. Поэтому 

и(Ас)а- (Ае)-1 ДЛЯ каждого с е С и qia=vl. Отсюда 

вытекает £ е С , что невозможно. Следовательно, элементы 

из G X С имеют порядок 2 и индекс подгруппы С равен 2. 

Рассмотрим второй случай, когда К - поле из трех эле­
ментов и группа G имеет только 2-элементы конечного по­

рядка. Если CL - элемент порядка 4 группы G , то х = 
- -/-г 2.А TQ3£ VCKQ) И XX* =А2- , а это невозможно. Следо­

вательно, элементы конечного порядка из G имеют порядок 2 

и ПО лемме 3 принадлежат центру группы G . Необходимость 
условий теоремы доказана. 

Легко видеть, что если выполняется условие I) или 2), 

то группа U С ICQ) •%. -унитарна. Если имеет место 3) и 
х £ UC KG)5 ТО Х- X1 -t- С П Е КА) И ^ = ХХ*-= ARV 

4- а * е И С М), Так как А - прямое произведение группы 
3 без кручения и группы С , показатель которой делит 3, 

то по лемме I существуют такие попарно ортогональные идем­

потенты гл.}г-цг..} в КС? что ^ 

C'%i£ В> ,  'xt G ЦСКС) ). Если- Сф-f, то К - поле из 

двух элементов. Поэтому, если ^ -Я } то в силу сок­
ращенной формулы бинома Ньютона 

- S  * '  - -  *  •  
Легко видеть, что +- и из равенства 
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вытекает б-'/ и ^ = Тогда и 

Поэтому группа U iKQ) 9  а также ее подгруппа U С КС ) £ -уни­
тарны. 

Если выполняется одно из условий 4)-6), то группа 

U(KTTC&)) ^-унитарна и все идемпотенты из КT(G) 
центральны в KG . Так как факторгруппа G/FT(G) право-

упорядочена, то из леммы I следует, что группа UCK.G) £ -
унитарна. Теорема доказана. 

Теорема 2. Пусть К - поле характеристики pž О и / -
нетривиальный гомоморфизм группы G в U(K) с ядром А . 
Если группа UC KG) £ -унитарна, то выполняется одно из 

следующих условий: 

1) G = <£> - группа порядка 2, -f С&)=- 4 и ; 

2) G - такое полупрямее произведение абелевой группы А 

без кручения и группы <0 2-го порадка, что £аё ~ а~1 

для всех ае А , £(4) = -4 и £ ; 

3) G - группа без кручения и поле К содержит более 

двух элементов. 

Если группа G и поле К удовлетворяют одному из 

указанных условий и кроме того, в пункте 3) группа G пра-

воупорядочена, то группа U(KG) f -унитарна. 
Докзательство. Цусть $ - нетривиальный гомоморфизм 

группы G в и[К) с ядром А и группа U(KG) f. -унитар­
на. Тогда подгруппа С/(КЛ) унитарна относительно инволю­

ции, порожденной тривиальньм гомоморфизмом. Поэтому группаА 

и поле К удовлетворяют одноцу из условий теоремы I и поле 

К содержит более двух элементов. 
Пусть <7 - простое число ui- элемент порядка 

из множества G \ А и К - поле характеристики р> С •  
Докажем, что элемент порядка 2. 

При нечетном ^ построим такие обратимые элементы: 

I) если Pf 2. , то £ U С KG) ; 2) если />= .£ и 
>3, то -f+£T -+ г €? ~3€ U[KG) ; з) если /> = 2 и 

= 3 ;а элементы и А поля к' не принадлежат 

ПрОСТОЦу ПОДПОЛЮ И х •+ /5 -t-st ß = О то -У+ U(kQ) 

Легко видеть, что эти элементы не ^ -унитарны. Следова­

тельно, 9=2- и . Кроме того, если С "> Л 

П # то группа С второго порядка и К - поле из 

трех элементов. 

Пусть £ > Y и поле К содержит более пяти элементов. 

Тогда группа )• имеет элемент с 4-го порядка, поле К 
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обладает элементом ос , порядок которого не делит 4 и об­

ратимый элемент С -оС не является ^ -унитарным, а это 

невозможно. 

Пусть t > А , с. - элемент 4-го порядка из <4> и К-

поле из трех или пяти элементов. Если р = 3? то X = -ft i£ + 
-+ с3 <š \/CKG) , = £ и x1= 2&1-£гт-С1В. такой элемент 
не ^ -унитарен. Если же р = то элемент Z-&3c.&3cži-?съ 

имеет порядок 2, £(с)€ {1, 3j и снова построен не /-унитар­

ный элемент. Таким образом, элементы конечного порядка из 

множества G < А имеют порядок 2 и принадлежат одному 

смежному классу группы G по подгруппе А . 

Предположим, что подгруппа <0 2-го порядка группы G 
не принадлежит центру группы G . Тогда и- -£>) -
ненулевой нильпотентный элемент для каждого не пе­

рестановочного с С- . Так как элемент У г и ^-унитарен, 

то u + u ̂  = О ; а отсюда следует 

S+cy-jc -cgc-tftyif+fteXfc -cf)~cfc J-С ( 2 )  

Пусть множество G ̂ А обладает элементом с, 2-го поряд­

ка. Тогда рф£ , £[&)=-4 и централизатор Cq(£) эле­
мента с , имеет порядок 2. Действительно, элемент ос = 

- (V-c)at-£(4->-с) обратим для каждого Легко 

видеть, что элемент Л ^.-унитарен тогда и только тогда, 

когда Q Предположим, что CQ {c)̂ G. Тогда элемент 

с;, бесконечного порадка из G\ А не удовлетворяет ра­

венству (2) и на основании этого равенства получаем, что 

C.cj.CL ^ С|-1 для всех 0-^А . Следовательно, G = < А, с^> 
Сас= а-1 для всех о, ( Л и в силу равенства Cq^c)^ <С/) 
из теоремы I следует, что А - группа без кручения. 

Пусть множество G \А обладает только элементами бес­
конечного порядка. Докажем, что группа А без кручения. 

Действительно, в противном случае ввиду теоремы I группа 

обладает элементом А 2-го порядка. Если - элемент 

бесконечного порядка группы G и [ 4 т0 соответст­

венно при характеристике /о - Z и о построим такие 

обратимые элементы 1+g(j+cj и -(^Одна­

ко эти элементы не являются ^-унитарными. Поэтому 

и из (2) следует g 7 = с<^ » Тогда равенство (2) противо­

речиво. Следовательно, группа G без кручения. 
Докажем, что полученные условия являются достаточными 

для -j, -унитарности группы ).^ если в условии 3) до­

полнительно предположить, что группа Q правоупорядочена. 
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Пусть выполняется условие 2). Если и € U(KG)0 ТО и = 
=  ( х ; еКА )  u t ~ x j - - 2 x ß  и  ' u u ^ . - x i x f - x i x f e  
e U(£А), Так как luul)* = uu+ и VTKA ')* A,*o 

f=K u^g- CI С IK) и группа ÜCKG) F, -унитарна. 
Если же группа G правоупорядочена, то по лемме I 

VCk-G)- Gr и поэтому группа U('KQ) £ -унитарна. Тео­

рема доказана. 
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RÜHMAALGEBRA. MULTIPLIKATIIVSE RÜHMA UHITAARSUS 

A.Bovdi 

R e s ü m e e  

Olgu G  rühm ja К kommutatiivne ühikuga ring. 

Käesolevas töös vaadeldakse rühmaringi KG 2-järku anti-
automorfismi igL ^ 7 mille indut seerib rüh­
ma G homomorfism., f ^ringi К multiplikatiivsesse rühma 
H С K.J. Rühmaringi KG ühikute rühma ttCKG) elemendid 
U , mille korral if1 

; <£ <- 0 moodustavad n.n. 

J- -unit aa rae alamrühma С KG 1A( ICG). Huvi selle alam­
rühma vastu on kerkinud algebralises topoloogias ja -
teoorias (juhul K~ 2L )• Käesolevas töös vaadeldakse kü­

simust nende rühmade Gü ja korpuste К kirjeldamisest, 

mille korral t/CKQ)- tlf(lCG), Autor täpsustab 

siin töös [2] saadud tulemusi. 

10 



OTIIARITY OP UNIT GROUP OP GROUP ALGEBRA 

A.Bovdi 

S u m m a r y  

Let G be a group and К a commutative ring with 

identity. In the present paper an antiautomorphiem^ 

•—»?" induced by a homomorphism of G into the 
multiplicative group t((K) of К is considered. These 

elements U in the group of. units K(KG) for which 

U~1 - £U^, £ e ZZ (K), generate the /-unitaiy subgroup Uf CfcG) 
< 'TX(KG). Interest in these subgroups has arisen 

in algebraic topology and in К-theory (in the case 

K*Z )• In the present paper the problem of charac­
terizing groups G and fields К for which 'U(KG)~ 
= %(KG) is investigated. The author makes here more pre­

cise the results obtained by him in [2]. 

2* 
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TRÜ Toimetised Уч. зап. Тартуск. ун-та, 

764 (1987), 12-22. 1987, 764, 12-22. 

ОБ ИЗОМОРФИЗМЕ КСШЕЦ НОРМИРОВАНИЯ 

Е.Гутман 

Кружок ОНО при кафедре алгебры 

и геометрии 

I. Постановка задачи. Пусть L» - решётка, R - коммута­

тивное кольцо с единицей. Рассмотрим свободный R-модуль с 

базисом L . который обозначим через F^L, R") . Пусть 3 -

подмодуль , порожденный элементами вида 

+  ( I )  
Фактормодуль V(v,tV) = F(L,R)/y называется модулем нор­

мирования. 

Пусть теперь М - произвольный R-модуль. Функция 

>:L—-И, (2) 

удовлетворяющая соотношению 

VFXVIP 4-VCX ЛФ »VC« + V(TY?, 

называется нормированием на решётке L со значениями в мо­

дуле М . В статье [3] доказана "теорема универсальности" 

модулей нормирования: если У - естественное отображение 

L в V(L, R) , то для каждого нормирования (2) сущест­

вует в точности один гомоморфизм модулей V: VfL, R) -* М 

такой, что диаграмма 

VIL-Л) 

коммутативна. 

Обозначим для каждого xe-L символом X образ эле­

мента к при отображении F (u, R) -> V ( L,, TZ) „ В \2) 

доказано, что из у вытекает тогда и только тог­

да, когда решётка L дистрибутивна. Поэтому, в случае дис­

трибутивной решётки мы можем отождествить х с * и пола­

гать, что выполнено соотношение - о для всех L,* 

Далее, отображение e-L —»ß , которое каждому эле­
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менту из L. ставит в соответствие. является нормировани­

ем. Согласно теореме универсальности существует единственная 

гомоморфизм модулей £ , для которого диаграмма 

L — 5—V(L,B.) 

it 
R 

коммутативна; С называется гомоморфизмом пополнения. 

Ясно, что любая решётка относительно каждой из операций 

V и Л является полугруппой. Это позволяет наделить модуль 

FC.U, Ю операцией умножения, превратив его тем самым 

двумя способами в полугрупповое кольцо. В 13] показано,что 

если L - дистрибутивная решётка, то tl - идеал. Таким об­

разом возникают два кольца V(L,R, Л") И V (U, R.,V) 
Первое из них называется кольцом нормирования, второе - двой­

ственным кольцом нормирования. Условимся при записи умноже­

ния элементов кольца нормирования знак операции А опекать, 

т.е. вместо -fAQ писать 4Q, 

Пусть 

a j C t t , X j e L ,  ( J - ( g )  

элемент кольца V(L,0 . Тогда £CO= . Легко 

проверяется, что 

+€(f)§-, (4) 

Пусть LL и Lx - дистрибутивные решётки с наибольши­

ми элементами ut и ч и наименьшими "ii и соответст­

венно, В» - коммутативная область целостности с единицей. В 

данной работе исследуется вопрос, при каких условиях кольца 

нормирования Ю и V(LX, R) будут изоморфны. 

Заметим, что из изоморфизма колец нормирования не выте­

кает изоморфизм самих решёток. Действительно, в [33 вводит­

ся оператор tr.'VCL, R)-»V(L,ß) , действующий по прави­
лу tO) = Е( 4 )(и+ 2)- j- , Где и и 2 соответственно наи­

больший и наименьший элементы решётки, В этой же работе по­

казано, что отображение V есть изоморфизм кольца нормиро­

вания на двойственное кольцо нормирования. Следовательно,до­

статочно рассмотреть решётку, которая не изоморфна своей 

двойственной решётке: 

<с> 
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Цусть Bi_ - наименьшая булева алгебра, содержащая дис­

трибутивную решётку L , т.е.- булева алгебра, порожденная 

элементами L и их дополнениями. 

Основным результатом настоящей работы является 

Теорема. Пусть Ц. и L* - дистрибутивные решётки, об­

ладающие наибольшим и наименьшим элементами, a ft - комму­

тативная область целостности с единицей. Кольца нормирования 

VtU,tO и V(L^, R") изоморфны тогда и только тогда, ког­

да изоморфны булевы алгебры и BLz . 

Основные моменты доказательства приведены в [I] . Ни­

же излагается полное доказательство сформулированной теоре­

мы. 

2. Канонический вид элементов МОДУЛЯ нормирования. Бу­
дем говорить, что элемент (3), принадлежащий одному из моду­

лей или V(L, Ю , имеет канонический вид, если 

x«,. Пусть элемент (3) принадлежит модулю FCL.,R). 
Элементарным преобразованием этого элемента назовём последо­

вательность следующих четырёх операций. 

1) выбор элемента $= (s может быть и нулём); 

2) запись элемента (3) в виде 

Г! «л-, is). 

где 

Г 

7*1 

Г а.;, при, j<w, 

8j, При tt'jsn+m, 

xi; при 

i-* ?при 

Ij-vx-w ?при -lj , при 

3) выбор р и % , для которых 

и придание равенству (5) вида 

СУЧ , (6) 
i*tv 

где преобразуем последний двучлен по правилу 

cr-žf+cs,i«t,=CCp-cv̂ -3T,+ c<l,Cap-i.i<v'); (7) 

4) если ~zr и ^ сравнимы (полагаем, что ) и 

найдутся такие гГА,т5к«|- , что эр=тг,лгг,, з^я-yriN^, 

то суша 2Г + 2^ заменяется на is<* гг± . Если же 2? и 

несравнимы, то "2р+"г<у заменяется на . 

Если ни один из этих вариантов не реализуется, то необходимо 

выбрать другие р и . В том случае, когда подходящих р 

и <^, вообще не существует, следует выбрать другой элемент 

S. Видоизмененный таким образом двучлен (7) подставляем в 

(6) и приводим подобные слагаемые. Если нельзя найти элемент 
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S , при котором можно провести указанные преобразования, 

то элемент (3) вообще непреобразуем. 

Лемма I. 3) тогда и только тогда, когда от 

5 можно перейти к § при помощи конечной последователь­

ности элементарных преобразований. k 

Доказательство. Пусть Js<^Cvnod 3) . Тогда 

при некоторых x(,Xj&L, Сi=LJ-•> *0 . Теперь достаточно за­
метить, что элементы вида (I) одним элементарным преобразо­

ванием приводятся к нулю.. Для доказательства обратного ут­

верждения заметим, что ни один из шагов I) - 4) элементар­

ного преобразования не выводит из данного смежного класса 

по У . 

Теорема 2. Любой элемент из модуля F(L, R") подходя­

щей последовательностью элементарных преобразований приводи­

тся к каноническому виду. 

Доказательство^ Удобно ввести локальную терминологию, 

которая вне данного доказательства использоваться не будет. 

А именно, элемент х множества Xs.L назовём инородным, 

если Х\1х5 - цепь, а само X цепью не является, или 

же X - цепь, а х - наименьший элемент в ней. Если * -

инородный элемент множества X , то индексом инородности 

пары (X, х) назовём мощность множества ^ . 

Ясно, что индекс инородности пары (Х,х) равен нулю тогда 

и только тогда, когда X - цепь. 

Отметим, что если элемент (3) непреобразуем, то он уже 

записан в каноническом виде. Действительно, если найдется 

хотя бы одна пара х£ и Xj несравнимых элементов, то, пре­

образуя двучлен aiXt-t-üjXj по правилу (7), заменим +к; 

на XiVXj + XiAXj , т.е. к f можно применить элементарное 

преобразование. 

Исходя из этого замечания, достаточно рассмотреть слу­

чай, когда элемент (3) преобразуем. 

Доказательство теоремы проведём индукцией по irv (tv 

определено записью (3)). При a - i доказывать нечего. При 

имеем £=ахХ1 + а,л. Записывая f согласно правилу (7) и 

преобразуя согласно шагу 3) элементарного преобразования, мы 

получим требуемый канонический вид; в данном случае 5=о . 

Пусть теорема уже доказана для tv.-i . Тогда имеем запись 

где . Если множество X-{^i,...,-jf»., — 

/ = + a^x„ =ZL<2;& + x„ Cme«l3), 
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цепь, то всё доказано. В противном случае *«• - инородный 

элемент. Не ограничивая общности, можно предположить, что 

хотя бы для одного р . Действительно, если не 
так, то, заменяя двучлен х на трёхчлен си х„л т̂ 

+ мы получим линейную комбинацию мно­

жества X =£#,..ym,y«vxn, , где gwAXv, -

инородный элемент множества Х' и . Пусть р 

минимальный номер, для которого Х« Р̂ . Тогда индекс 

инородности пары (X, равен p-i . Переходя от двучле­

на Vi >-i к трёхчлену аи yP-jAXv, + (,8 Р-А -а„) ур_,+ 

+ ап̂ р.^Х,., получим линейную комбинацию от нового мно­

жества 

X - УР-i? ^и, 

Если X" - цепь, то всё доказано, если нет, то 

цепь и, значит - инородный элемент, причём индекс 

инородности пары (Х", уР̂ лХн) не превышает р-Х . Двига­

ясь таким образом дальше мы будем уменьшать индекс инородно­

сти и, в конце концов, он станет равным нулю, т.е. j будет 

приведен к каноническому виду. Теорема доказана. 

Из теоремы 2 немедленно вытекает 

Следствие. Любой элемент модуля нормирования может 

быть записан в каноническом виде. 

3. Факторкольцо У(ь,я")/(г) . Пусть Cs) - идеал 

в VCL, Ю , порожденный наименьшим элементом а решёт­

ки L . Для любого ^eY(L,R) имеем S C-JOž е сг) , от­
куда Ci)s R? . Обратное включение очевидно. Следовательно, 

Пусть S - некоторое множество, для которого существу­
ет мономорфизм Ц решётки L в решётку 3, такой, что 

С20 = 0 . Рассмотрим кольцо всевозможных функций =L:S—R, 

с "поточечными" сложением и умножением: 

(fLi-t-d-i) CS") = «ä-i CS*) + d» CS), 

GLi.O*)CS) ,i,CS>J*CS). 
Носителем функции А называется множество Su^A. = 

= {slseS#A(S)4fc.o^. 

Сопоставление каждому элементу X решётки L. функции 

-J.* по правилу 

ft ,если s«qpw 

^ о ?в противном случае 

приводит к подкольцу L ß  » порожденному множеством {j*, 
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Теорема 3. Если R- - целостное кольцо с единицей, то 

кольца Lr И V Cl, R") /(2-) изоморфны. 

Доказательство. Пусть - отображение из L в L,s, 

для которого срсх)=Ах . Легко проверить, что - норми­

рование. По теореме универсальности существует единственный 

гомоморфизм S аддитивной группы кольца 4(L, Ю в адди­

тивную группу кольца Lß , для которого диаграмма 

U- s—'V(L,W 

И 
коммутативна. Из следует, что 8 

сохраняет и операцию умножения, т.е. является гомоморфизмом 

колец. Далее, из определении LB и CF вытекает, что S 
сюрьективно. Ясно также, что отображение cf переводит г в 

нулевую функцию. Поэтому С гО s k!er £ . Покажем обратное 
включение. Пусть элемент (3), записанный в каноническом ви­

де, принадлежит К iv % . Тогда £ Ш= З-3,"1*! = О . Так 

как Xi<..xx» , то 5uppd.A= €(«.•>с...с Suppetx^'^t*-^. 

Если Xi>z , то , следовательно, <ах„ 

линейно независимы, откуда =О , т.е. -}=° • Если 
Xi-? , то £ a;=lXj. и, по аналогичным соображе­

ниям аа=..,-OLW = о , т.е. -f-Gi? . В обоих случаях 

сг-1 . Теорема доказана. 

Из этой теоремы немедленно вытекает 

Следствие. Если для некоторого | одновременно ?W>o 

и SC Л=0 , то i=0. 

4. Критерий изоморфизма. Начнём с доказательства сле­

дующих трёх лемм. 

Лемма 4. Пусть 

t:VCL,tO-»R 
ненулевая функция и пусть существует такой неравный нулю 

<^е VGL, R1) , что при любом ^eV(L, R") справедливо со­

отношение 

(8)  

Тогда = 

Доказательство^ Имеем 

£С9)3-»«{(£)$ v (9) 
откуда £C6.C9)D = aCV>?9) 10111 

3 
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Следовательно, £ = i . Подставляя это в (9), получим 

q=£C<3") в . Таким образом, имеем 

_ (10) 

Учитывая (8), получаем 

9Ыт9=К*Ж»)2. <п> 

Сравнивая правые части (10) и (II), придем к требуемому ре­

зультату. 

Лемма 5. Цусть Lt и Lx - дистрибутивные решётки, 

cr:V(U, R.) —• VCLb, R) - изоморфизм колец нормиро­
вания, £j « Ei - гомоморфизмы пополнения колец Ч(и, (?) 
и V<L>, й.) соответственно. Тогда 

ДЛЯ любого 
Доказательство^ Пусть /' - образ элемента 1 при 

отображении б . Покажем, что . Пусть 

V(Lt, U~) —» R. - функция, определенная правилом 

К-О =• Е1Ш. Тогда 
f 6СГ) »0(f2) = d(Eim>)=^f/>c сг> 

= VTV)6(>>. 
По лемме 4 -SX(V) » что и требовалось доказать. 

Пусть f - идемпотент в V(L, R) . Тогда либо 

1, либо £ (/) = о . Идемпотент / кольца нормировав 
ния назовём унитарным, если SOf)=i. 

Лемма б. Относительно операций V и А множество уни­

тарных идемпотентов кольца нормирования образует решётку. 

Доказательство^ Кошутативность и ассоциативность опе­

раций V и А на множестве унитарных идемпотентов вытекает 

из коммутативности и ассоциативности этих операций на всём 

кольце нормирования. Идемпотентность операции А вытекает 

из условия лею«. Идемпотентность V вытекает из соотноше­

ния (4) и определения унитарного идемпотент». Остается про­

верить законы поглощения: 

($*$)=- 4л QA-f+£(9лН -f+ £С-Идл/-f. 

Аналогично проверяется, что /a(§nf)» b 

Лемма доказана. 

Таким образом можно говорить о решётке унитарных идемпо­

тентов. 

Теорема V. (Критерий изоморфизма). Пусть R - коммута­

тивное целостное кольцо с единицей, Ll и L, - дистрибутив­
ные решётки с наименьшими элементами, а* - наименьший эле­

мент решётки Lz . Тогда кольца нормирования VCii, ß) и 

VCl-i., й.) изоморфны в том и только том случае, когда 
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изоморфны их решётки унитарных идемпотентов. 

Доказательство^ Необходимость. В силу лею<ы 5 образом 

унитарного идемпотента является унитарный идемпотент. Поэто­

му, изоморфизм колец V(.U, (О и VCU, е) индуцирует 

биекцию решёток унитарных идемпотентов, при которой опера­

ции А и V сохраняются: первая - по определению изоморфиз­

ма, вторая - в силу равенства (4). В самом Деле, если изо­

морфизм колец обозначить через о , то 

or(*v<ä} + £*(*)#)= 

*-0С*>/1вС8)+ £»C6C%-))6(I)+ £t(oc*»er$)= 

= ©Cf)V0C%>. 

Необходимость доказана. 

Достаточность. Цусть решётки унитарных идемпотентов 

колец Ч(и,Ю И VCLZ, ß) изоморфны. Так как элементы 

Lt и таете являются унитарньа« идемпотентами, то этот 

изоморфизм продолжается до гомоморфизма Y колец нормирова­

ния VUi., О и V(ix, R") . Покажем, что КегЦг^о . Дей-

ствительно, цусть элемент (3), записанный в каноническом ви­

де отображается в ноль. Тогда 

(12) 
pi 4 1 

При этом - унитарные идемпотенты. Применим к (12) ото­

бражение & : 

SW«) = i;a,S(VUi)>=o. (13) 
Легко проверить, что 8(YC*j))*8CVCXt}) 

при j*t . Действительно, если предположить обратное, то 

8(f"fXi),)-S(VCX01)=0 и EbQVMO-TCXtlKO. По 

следствию из теореш 3, YC*0 = VC**) , а это противоречит 

тому, что if - изоморфизм решёток унитарных идемпотентов. 

Так как X: X-, = U при Ui , то S(V(x^ S СЧЧх,}> g (УП*$ 

при . Это, в свою очередь, означает, что 

SU-P\> 8 С Y4XI)) С SUPP SCTCXJ)). 
Если vflXj.)# "2Ь , то ? LVCXi)-)* о и, значит, S(V tXi)), 

..., SCVC-X.1)) линейно независимы, следовательно, о1=...= 

= а„=о . Если же , то SfYCxO^o и, так как 

SCVCXO),..., SOfOUYi - линейно независимы, то о.х=...= 

=й„=о , откуда следует, что |=а<.а . В силу равенства 

(12) а«, также равно нулю, т.е. -fso 

Теорема доказана. 

3* 
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5. Строение решёток унитарных идемпотентов. 

Теорема 8. Пусть В - булева алгебра, R- - коммута­

тивная область целостности с единицей. Тогда множество уни­

тарных идемпотентов кольца нормирования V(8, R) совпада­

ет с Ь. 

Доказательство^ Пусть (3) - унитарный идемпотент,за­

писанный в каноническом виде. Тогда 

i=i.  *- i« 

Сравнивая правые части (3) и (14), получаем систему уравне­

ний . 
аг-^-а, 

а?-+1а-,Е^си=о.} ,j=l,..vh-i . 

Покажем, что • Действительно, при j = w 

откуда . Цусть при s>j . Тогда 

П .. _>Г> , 

аЗ+г<ц211С-0 =a.j . 
K j > i  и „_ к  

Если tv-i - четно, то =о и, значит, cvJ-aj , 

откуда Q:-L .  Если же ь-i - нечётно, то У~c-iV"i 
' K=i« *•' 

т.е. = , откуда . Таким образом, 

+=£.. 
j=I 

Рассмотрим последовательность (+*)., к-i,h-, где 

**=£:ыГЧ. 
Имеем 

S С4ч-1*) — § CXviA Хн-) 

S С4п-г") — S СХ-и Д X^-iV ̂  »--2 

S С 4-vi-V) — S С Х>» Л X*,, V Xvi,! Л ̂R-З") 

и т.д. В конечном итоге, мы находим такой элемент хе & , 

что Scx^-Sf-fO-8 С£) , или 8(-f -х)=0 . Так как X -

унитарный идемпотент, то £(-f -х)~о . По следствию из теоре­
мы 3, f =х-

Теорема доказана. 

Из доказанного результата и теоремы 7 немедленно вытека­

ет 

Теорема 9. Пусть Bj. и - булевы алгебры, R, - ком­

мутативная область целостности с единицей. Тогда кольца нор­
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мирования V(Bi, R") и V(Bi, fO изоморфны в том и только 

том случае, когда изоморфны булевы алгебры В* и В» . 

Перейдем к случаю произвольной дистрибутивной решётки. 

Теорема 10. Если В - коммутативная область целостно­

сти с единицей, то решётка унитарных идемпотентов кольца нор­

мирования VCL, R) дистрибутивной решетки L с наиболь­

шим и наименьшим элементами изоморфна булевой алгебре В*. . 

Доказательство^. Ясно, что г(ь) - подмножество в ре­

шётке унитарных идемпотентов. В[31 показано, что множество, 

порожденное подмножеством L и t CL) при помощи операций 

V и Л есть булева алгебра. Там же показано, что tr<x) 

является дополнением к X . Поэтому эта булева алгебра изо­

морфна BL . 

Остается предположить, что существует унитарный идемпо­

тент, лежащий вне этой булевой алгебры и привести это пред­

положение к противоречию, рассуждая так же, как в доказатель­

стве теоремы 8. 

Таким образом, из теорем 7 и 10 вытекает основной ре­

зультат, который был сформулирован в начале статьи. 
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HORMEERDilSRINGIDE ISOMORFISMIST 

J.Gutman 

R e s ü m e e  

Käesolevas artiklis uuritakse normeerimisringide isomor­
fismi. Koinmutatiivse nulliteguriteta ringi R jaoks tões­
tatakse, et normeerimiaringid V(LVR) ja V(LZ,R) on iao-

morfsed siis ja ainult siis, kui on isomorfsed vähimad Boo­
le' 1 algebrad, mis sisaldavad vaatavalt võresid L., ja Lz. 
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ON ISOMORPHISM OF VALUATION RINGS 

J.Gutman 

S u m m a г у 

In this paper the isomorphism problem of valuation 

rings is investigated. It is proved for the case of integ­

ral domain R that the valuation rings V(L1IR) and 

\/(L2,R) are isomorphic iff the least Boolean algebras 

containing L4 and L4 respectively are isomorphic. 
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PRBäE RADICAL Oi HEAR-RIHGS 

K.Kaarli and Т.Kriis 
Chair of algebra and geometry 

An example showing that the prime radical of near-rings 

ia not Kurosh-Amitsur is constructed. 

1. Remarks concerning the definition of prime radical. 

We accept the terminology and notation of Pila [2]. The only 
difference is that our near-rings satisfy the left distribu­

tive law x(^fnot the right one as in [2]. Puther-
more, our near-rings are O-syznmetrie, i.e. they satisfy the 

identity 0x = 0 , too. • 

The prime radical (or the lower nil radical) of near-

rings has been an object of study of a considerable number 
of mathematicians since 1964 (see [3,5,6,8]). To define it 
one certainly has to multiply ideals. However, different 
authors multiply ideals in different ways so it is not clear 
a priori if they get the same result. We wish to clear un 
this confusion proving so that Van der Walt [5],Ramakotaiah 
[3] and Polin [в] really consider the same radical. 

Let I and J be ideals of a near-ring А/ . Then in 

C2,3»7] the product of I and J is defined simply as a set 

IJ - (*^1 xfcj O} . 

However, for Polin [в] this product is 1°] - right А/ -sub-

group generated by Г J and for Van der Walt [5] it is 
I*] - the ideal generated by J] (1*3 is our nota­

tion, Van der Walt writes instead of it simply IJ ). It 

shold be pointed out that the last two multiplications are 

nonassoeiative, in general, and so it is rather diffj cult to 

handle them. 

There are two main possibilities for defining the prime 

radical: one via prime ideals and another via nilpotent 

ideals. We show that both of them do not depend on the 

choice of multiplication of ideals. 

Definition 1.1. A near-ring Л/ is called prime if the 

product of any two non-zero ideals of /V is non-zero. An 
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ideal I of Л/ is called prime if so is Л/ //* 

Since obviously 

j J = 0 •?==> I °3 = о <=* I *3 = o, 
the notion of prime ideal does not depend on the type of 

multiplication of ideals.! 

Definition 1.2. An ideal Г of a near-ring is cal­

led nilpotent if there is a natural number n. such that 

the n.-th power of Г is zero. 

Clearly different multiplications of ideals yield dif­

ferent notions of the rt--th power of ideal; 

I"" = {xv x* I 6 I } , 
JOU) J _ J 0 

Г ' " . I Г " » I•Г " ' " ' ' .  
Nevertheless, the notion of nilpotent ideal is the same for 

all three multiplications. 

Proposition 1.1. For any ideal f of a near-ring /V , 

p - O  * *  г в £ к , - о .  

Proof• The only non-trivial implication is 

Г = о => = 0. (1) 

Obviously (1) is true for n. ~ Z so we proceed by induction. 

Suppose that (1) is true if К = < -A (for any ideal of any 

neaxwing) and let IK - 0. Furthermore, let ^ г Л/ —=s> Л// J be 

the natural homomorphism where J = (0 lI)y. Then J sj 
implying (f(I))K~* = 0. Hence by induction hypothesis 

Since obviously /СГи' '>) « (HV) *<kn4)
t 

we have Г & J meaning that 11 * Clc « 0 . But then 
Г"с"; = 0, too. 

Definition 1.3. The intersection of all prime ideals 

of a near-ring /V is called the prime radical of Л/ and 

denoted by P{N), 

Definition 1.4. A near-ring /V is said to be semi-

prime if it satisfies one of the two following equivalent 

conditions ([2], 2.104): 
1) Л/ does not contain non-zero nilpotent ideals; 

2) А/ does not contain non-zero ideals I with 7 - 0. 

An ideal I of a near-ring Л/ is called semiprime if so 

is N / Г. 

The following result is due to Van der Walt ([5], Theo­
rems 8 and 9) but for distributively generated near-rings 
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it was obtained Independently by Gojan [б]. 

Theorem 1.1. The prime radical of a near-ring /V ie a 

semiprime ideal of /V which is contained in any semiprime 

ideal of Л/. 

An easy consequence of this theorem is that P(M) о an 

be built up by the following transfinite process: 

P0 ~ 0 , if ". is not a limit ordinal then P^ / is 

the sum of all nilpotent ideals of N{and If < ie a 

limit ordinal then P = U Рл • 
/*<•* r 

Obviously the ascending chain Pa ~ Pt 
5 "' - % -

must terminate and its largest member is just P(N) (see 

[в]. Theorem 6.5). 

2. The prime radical of near-тЧпо-я from the point of 

view of general radical theory. It is,well known [2] that 

the prime radical of near-rings is a Hoehnke radical (some­

times also called a radical map). This means that it satis­

fies the following two conditions 

B1. f-(P(M)) •= P(f (M)) for any homomorphism of near-

rings; 
R2. P(U/P(N)) =0 for any near-ring N . 
Also we know that the prime radical of associative rings is 

a Kurosh-Amitsur radical. Hence it is natural to ask if the 
same holds for near-rings. To solve this problem affirmati­
vely one should prove that P satisfies two more condi­

tions 

ВЭ. P(PW) - P(N) for any near-ring N j 

H4. I N , P(f) =/ => I  c  PM) . 

Here we show that R3 is really satifled, in fact we 

even prove a stronger condition 

R3*. I А/ РСГ )  => IП  P (V ) .  

However, as we shall see in the next section, the con­

dition R4 does not hold in general (it holds for distribu-

tively generated N DG) so the prime radical of near-rings is 

not Kurosh-rAmitsur. Again, in fact our result is a little 

stronger. We show that the class { А/ / Р(.!ч) = Л/} ±g not 

closed under extensions and therefore it is not a radical 

class in the sense of Kurosh^Amitsur. In particular it fol­

lows from our results that Theorem 5 and Corollary 6 from 

[4] do not hold. 

In the case of associative rings the prime radical ie 

the KuroshiAmitsur radical generated by all nilpotent rings, 
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i.e. it is the least Kurosh-Amiteur radical tor which all 

nilpotent rings are radical. In view of our results this 

fact does not carry over to near-rings. Therefore we raise 

a 

Problem. Describe the Kurosh-Amitsur radical class of 

near-rings generated by all nilpotent near-rings (or equi-

valently, by all near-rings with zero multiplication). 

Proposition 2.1. If /V is a near-ring and I  о /V then 

I  f) PCN) s PCI). 

Pixjof. Obviously f Л P0W) - Suppose that 

I (I N) 5 РЛ(Г) for any ordinal A less than ̂  and 

prove that I П — P/*.il).1t yu. is a limit ordinal 
then 

Г п РЛУ) = in  (U PHM) - И (трлы)) .& 

£ и Рх(1) - #Л1). 
. A</t-

Let now у- Ъе a non-limit ordinal and take an arbitra-

ry x 6 IZ? Since * fc there exists an ideal 

]<зЛ/ such that xt J and J is nilpotent modulo 

Taking now K=I0J we have, for suitable ft., 

KK - I (1 (N) - Hence К £ fy(f) and in view 
of yt К we are done. 

3. The prime radical of near-rings is not Kuroah-Amit-

sur. In this section we construct a prime near-ring /V 

containing a non-zero ideal Г such that P(I) - I. Hence 

У does not satisfy R4. Moreover , Ы/1 is nilpotent im­

plying that the class of P-radical near-rings is not 

closed under extensions. 

Let ß be a direct sum of the countable number of co­

pies of ~2j, and let 50(6) be the near-ring of all zero 

preserving transformations on ß. Obviously ß> can be 

considered as a vector space over ~2L with basis , 

i  e LO = * • } . For any t e w denote 

*г = -i •> ~ 1 Ci = fjc * 

Also denote by A the subgroup of ß generated by all 

6U; , о ( w and let t tv stand for the subgroup 

of ß generated Ъу a • , 4; , C.• V < / < ь . It is ob­

vious that ß - U ß[ . '  '  
How we start the construction of the near-ring N . For 

any L % Z and 6 we define the transformation 

CT£ of ß as follows i 
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x ~ c '  s > c ~i  { 2 )  

" l ö elsewhere. . 

Let I Ъе the subnear-ring of 5„C6) generated by all ̂  , 

L ),;; ^ e ßc-f. In fact any element of J can be represen­

ted as a sum 
Л- 4 Л- 1 "3 Z ч\ 
у, (3> 

for suitable 4 eu> and ус £ . Indeed, obviously the set 
of all elements of form (3) is an additive subgroup of S.C6) 

and one can easily verify the following multiplication rules 
/ ~ I' , 9 1 л. L •=5n л, K-

where 6 &J-1 831,1 ^ K < • 
Furthermore, for any i'€ uu we define the transforma­

tion *и> as follows: 

Ktf-.fAi if 
LO elsewhere. 

Denote by M the subnear-ring of SA(&) generated by all 

#н* , С e OJ . Obviously any element of M can be written 

as 

€„ IK'* - - • + 

for suitable о fc u? and £; ' • 
We take for the near-ring Л/ the subnear-ring in ST(6) 

generated by Г and M and this completes our construc­

tion. Let us make several observations in order to see that 

Л/ is a counter-example we are looking for. 

(i) The near-ring Л/ is a direct sum of the ideal Г and 

the right ideal M . Obviously Г ftM - 0 . Since the subsets 

{xe ß| x Г* Oj and (xe iM v M are disjoint, I 

s J and Л Г - О , we get" 

( * « =  у ,  х г  +  ^ У ,  =  > , y ,  6  Г ,  ( 4 )  

(Ъ4Ч<Цг = M* + 6 Г> M 

for any x7 Хг 6 T , «г4#уг 
6 M • Hence Г + M is closed 

under multiplication which implies J-» П = Л/ , Moreover, 

from (4) we conclude that both Г and M are right 

ideals of Л/, Since Ml -O, J is an ideal of А/ . 

(ii) J is a sum of its nilpotent ideals, so it is a -

radical ideal of Л/ . Prom (2) it follows that ß; 6 , 

<- fc u? „ Then Ii = ( 6L s ß) j- are ideals of Г Since 

I' f ? О , the ideals Г; are nilpotent. At last f 

r= L/^Гг because i"t for all ^ t &^ 
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(iii) M* - 0 and therefore Л/S-1 This is obvi­

ous. 

(iV) Anу non-zero ideal "1 -а Л/ has a non-zero intersection 

with Г. Since ßl - ß, ß(ID) Thus IDU con­

tains the non-sere subset 13 . 

(T) Any non-zero ideal contains all elements ZL-I 
for sufficiently large i By (IV) J contains an element 

0 * у € Г . Let X + - - - + ¥ О . Sow for 

any с >4 we have E^X = = fy-t-t e3 because J d А/ 

and by the same reason 

г =* Zi-4 r*.*" 1— (yt-4 •* ic-A) ̂  1 6 J. 

Obviously can occur only for 4-Cib E>c- f. 
Hence to prove г» <£„•_ we have only to show that Сг 2 -

*e-i-i. Since A-v**' /= <4'-f, we have to 

prove that (ji-« -••£;-,) 0 which is equivalent to 
В"* 

because yd_# ¥ <?. 
(Vi) Аду non-zero ideal J Д/ contains all elemente ёг-д 

for sufficiently large i . By computations similar to 

those in (v) one can show that 

5« Ь- Л/ С л- V - / /л" V , , c\ lj' - "I 
~ С'Ь-Л 'l-l ~ ' t'C-l ) 1>Л ^ J 

"V £ -J 
provided 0-ь .4 e J . 

(vii) А/ is a prims тк>аг-г1п^- Take two non-zero ideals 

3 • and К in Л/ , By (vi) we have, for sufficiently 

large <•' , c£_it J and с К . Then 

and therefore J К @' 
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RIHGOIDIDE ALGR&.DTKAA Ь 

К,Kaarli ja Т.Kriis 

R e s ü m e e  

Tõestatakse, et ringoidide algradikaal (ehk alumine 

nilradikaal) ei ole radikaal Kurož-A mit aari mõttes» Selitite 
konstrueeritakse aigringoid, mis sisaldab oma algradikaall-
ga ühtivat nullist erinevat ideaali. 

ПЕРВИЧНЫЙ РАДИКАД ПОЧТИ-КОЛЕЦ 

К.Каарли и Т.Крийс 

Р е з ю м е  

Доказывается, что первичный радикал (т.е. нижний ниль­

радикал) почти-колец не является радикалом в смысле Курояа-

Амицура. Для этого строится первичное почти-кольцо, содер­

жащее ненулевой идеал, совпадающий со своим первичным ради­

калом. 
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SOME REMARKS OB SHBVEIH'S PROBLEM 

U.Kaljulaid 

Chair of algebra and geometry 

1. У1ч>и«ь«ст remarks 

bet us begin with recalling аове notions. 

A semigroup Q with zero is said to be nilpotent if 

there exists ne N such that all products with n, and 

more factors in S are zero. The least among such n is 

called the class of nilpotent semigroup S . A semigroup S 
is said to be nil if for any element x in S there exists 

such a пшпЬег nfx)e /А/ that x*Lx) — Oj the least among 

such numbers и(х) is called nilpot ence_index of x. 

Clearly, all subsemigroups of a nilpotent semigroup 

are also nilpotent. But the same is not obvious for subsemi­

groups of a nil semigroup. A nonnilpotent semigroup with all 

its proper subsemigroups nilpotent will be called critical^ 

In [2] it is shown that among non-nil semigroups there are 

only few critical ones. But even now the question about the 

existence of critical nil semigroups remains open. This 

question was posed by L.Shevrin [ 2 ]  and he answered it nega­

tively for commutative nil semigroups. 

It is quite essential to look for noncommutative gene­

ralisations of these results of Shevrin. From the known 

facts about nil ideals in [4] we obtain quite easily 
Theorem A.Critical nilsemigroups cannot be finitely ge­

nerated. 

To give further results we need some more definitions. 

A semigroup S Is said to be left duo if for all u-, 

ITe'S there exists V € 5 such that Uif =u'u . if, in ad­

dition, there exists i/eS with uXr - vu' then S is 

called duo semigroup. A semigroup is said to be left_ wbduo 

^eubnilpotent) if all its proper subsemigroups ara left duo 

(nilpotent). Examples of such semigroups can be found in [3]• 
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R.Miljan in her diploma work (Tartu, 1973) answered 

the Shevrin's question for locally duo semigroups. The an­

nouncement fl] shows a permanent interest in the line 

of reasoning mentioned above. So we present here a negative 

answer to Shevrin's question for left subduo nil semigroups. 

As noticed already, for the nilpotency of a semigroup S 

it is clearly neceasaiy for 5 to be aubnilpotent. Our 

result is that the subnilpotency of a left subduo nil semi­

group 5 is also sufficient for 5 to be nilpotent. 

Theorem B. Every aubnilpotent left subduo nil semi­

group is nilpotent. 

Prom this theorem the non-existence of commutative 

critical nil semigroups follows immediately. However, the 

proof of our Theorem В is nothing more than a noncommuta-

tive version of Shevrin's original argument in [г]. The in­

teraction of Theorem A with results in [l] and [з] shows, of 

course, a close interconnection of our result with those 

of Miljan and Katzman. Unfortunately, there exist no pub­

lished versions of these cited results, and so we prefer to 

give an independent presentation of this theme. 

2. About the number of generators of critical -nil 

BfiBlgBiBpa 

Let us suppose there exists a critical nil semigroupS. 

It appears that to solve Shevrin's problem it is conve­

nient to consider separately the following two a priori pos­

sible cases: 

(a) S is not finitely generated, 

and 

(b) 5 has a finite system of generators. 

Our aim in this section is to show that (b) is not ac­

tually possible, i.e. to prove Theorem A. 

Proof of_Theorem_A_. Assume on the contrary that there 

exists a critical nil semigroup S generated by 

T h e n ,  Ь е ш т а  V I I I  4 . 1  i n  [ 4 ]  s a y s  t h a t  t h e r e  e x i s t  i j  e S }  

J = 4, Z J Z , all having some fixed <2*7 € 3 

as their common right factor and such that the subsemigroap 
T=<6^».is not nilpotent. Since 5 is critical, 
it follows that I =S, 

For any subset /-/CS let AnnH ~{^€S / Vx€ А/, x£=0}^ 
It ie clear that Ahn S S /4ии~Г. For S critical it ap— 
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peere that Ann S Ф Ann T 

Denote by -ft the nilpotence index of end let A > Z, 

Then cz*"V ф О and во a„$ Ann-5. Also, every element 

•of T is a finite product of ~ &{0.m \ Je {•i }, x } , 
Ot л —1— a a v 

and so <3m " 6 /Ьи /., Let us suppose now that C?m " 6 

f Лпп 5, Then it follows Qnf A ^' - О for all /<5 

С Consequently, a^L € AnnT, But this is contra­
diction because I - S and Q«f_i $ Ahn S. In the 

case ^ = -£ from Л;0.щ - š/Q» = О-О it follows 
AT " V Л _ 

am £. Ann I  , Supposing Ощ ё Anno we obtain that 

all •£(' = ̂ ö/ц = О ; i.e. T={oj and this contradicts 

the fact that T is nonnilpotent. 

Therefore Ann 5 AnnT , hut it is impossible be­

cause T-S. 
Theorem A is proved. 

3. Some leng»«« ahont nil semigroups 

The result in the previous section allows us to assume 

in what follows that our critical nil semigroup S is not 

finitely generated. 
For convenience of references state the following easy 
т.сштя 1. Let U. be a nonzero element with nilpotence 

index -A. in a nil semigroup S. Then <«>-{o/uJU i
}..., i/'jf 

The following two lemmas are contained in [ 2 ] .  
Lemma 2. A nonzero element of a nil semigroup cannot be 

a proper factor of itself. 
Lemma_2. If S is a critical semigroup then S =S . 
Ьоггтя A. A finitely generated left duo nil semigroup is 

nilpotent. 

Proof. Let T-Kj ~tm У be a left duo nil semi­

group. Then there exist O; € N such that ~t"L — O, Let us 

denote *4 and show that Z n -O. 
Indeed, it is clear that eveiy product -5 = -4i-6z ̂ } 

4. e T } contains one of the generators ti - AC-i) , ie ЮЛ} 

at least times, say - К times. Because of T being 

left duo we have „ K 

4  =  (  • t c  с - ъ . .  < • . . .  =  c - X  ( • • •  1  •  •  •  4 -  -  <  

for some U £ T and from К >ПС it follows that 4' - О. 
So we have 6-0 . The lemma is proved. 

Lemma_J>. For any elements U and Г in a left duo se­

migroup 5 and for any K£ IN there exists -zu^. e S such 
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that с- ггк-ик. 

Proof. By repeated application of left duo property of 

S it follows that there exist elemente 1 ъ&1). in £> 

such that 
(uv)K = uvw,. ttxr = a^u^v... uv = uir= 

к times 

-  . . .  ь?к-л ик =  ui. и*. 

This proves the lemma. 

Рог the free semigroup Fm with free generators /у,.!.. 

-•.,4m denote by F(m, n)~ the Reea factorsemigroup Fn, 
The semigroup Ftf»,n) is called free w -generated nilpotent 

semigroup. An easy combinatorial consideration shows that 

Lemma 6. The semigroup F(">/1) is finite. 

Denote Ъу f(m,n) the number of elements in F(m, 

4. Left subduo version of Shevrin's lemma 

Let S be a critical semigroup. Then Lemma 3 tells 

that S = S3- and so for any x€ 5' there exist elements 
ai}az ; and &i_}... in S such that 

* - = ̂ 2^, J . . . у -^K-Y — 0.K ßn 2 • -

Consequently, 

*=0,^=«,«.^ = - - - = 4,^ ... GKgK= ... , 

and so to each xc S we have associated an infinite se­

quence -fa« ? of its factors; in £2 j such sequence {fltj ie 
called * -sequence. Our aim in this section is to prove 

Lemma 7. Let S be a left subduo nil semigroup which 
is not finitely generated and such that 5 - S2. Then for 

each nonzero element *£ S there exists an x-sequence 
{qk} such that Oi ) tor all a> = Ü, 3,. 

Proof runs by induction on yr> 
1. Begin with the case rn => % м 
Let X = üi4-r Show that there exists a factorization 

gj ~az such that ctf ^ < öj X Suppose and let 

</v be the nilpotence index of Ui-t. There are two possibi­

lities. Firstly, if a1^<uiy then take c?^ = V,. Secondly, 

if a1 £ <o,> then 3* = uf1 and for a factorization vj = 
- UTIR* consider the element UT UI. Again, two possibili­

ties can occur: ct,^ <uruz)> or ay€ < üfUt >, In the 
first case take a2 — cu Uz , In the second case we have 
Qj =(ui Ui) t and for a factorization у-г = u} </3 consider 
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the element ut utu5. 
How it can be shown that continuing this way there 

exists N such that < UMt. •,,, • > „ Suppose 
on the contrary that a1e<uiy,Qi e < u1-ul> , ... , i.e. 

О, = u'' = •= •• • = (UiUt.... (/*)**• = ... . 

All the subsemigroups < «*> , <" "i-v «4W3 > # •— , 

c/j... ut >,... are proper because S is not finitely 
generated and so these subsemigroups are all left duo. From 
Lemma 5 it follows that there exist elements 

such that 
С uYa*)**• = ̂и,"1, <Ч'*3 = -иУ3и*ъ j ... , 
С и^- ... и,/г = ̂  ц*г -

Hote that here all К; <• A. Indeed, having <c for some 1 
implies a, = (u< ^ ' = О г but this 

contradicts О Ф *  .  

Lemma 1 shows that among the non-zero elements и/"1, 

и*1 ^ и/1 there are at least two of them equal to each 

other. Let Because of / < *<-'.> <-&_ it gives 

KI = KJ; without loss of generality assume С < J. . Having 

denoted С = c<,a4 ... uL< and с/ = Ч'+у .«. «,* obtain 

Q, = С4 - (C- cl)"L . 

How, observe that on the one hand, these previous cal­

culations we have done in the subsemigroup P =( ui> 

which is proper in S for 5 is not finitely generated.So 

it follows this subsemigroup is left duo. JTwo cases are pos­

sible: either cd = с or there exists deP such that 

cd-iXc. In this last case there exists (by Lemma 5) an 

element <5" £ P such that C*' - (Cet) ' = и cKl , On the 

other hand, according to Lemma 2 the nonzero element С (or 

С**) cannot be a it a own proper factor and so we come to a 

contradiction in both cases. 

From these considerations above it follows that for 

some "t< K, there is Ctj ф: <... Ut)>. We take Q.^ = 

* и,иг ... иг and „ The deduction in the case 1 is 

now complete. 
2. Suppose now there are elements ... ; Q.M in S 

suchtbat X = and ец £ < Qj,,; ач). Then 

%• prove that there exists a factorization ~ Omi.f &m + i 

•with j ; On j Qm+i У , 
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bet &r\ — tj . If 0-4 ф ( j ...) <Хт У take Q«+f»^. 

If a, e < ̂  , аг ,..., > } then may be written 

in the form 
CO „«) 4, «) . *1 ' M л *»1 
<-*£ • -. j 

where clearly K^yO and other J > O, We get such a 

representation for aY in the following way. Starting with 

^JQLJI , ... ? (Хщ У , i«e« °-f =уЬ>(уи az , ••• ,Ot), we 
utilize the left duo property for the subsemigroup f4> 

Q„,-i > of S to extract the whole power 
from the right 

*£ TY*, ̂ 4 J "• J QM-L) — QZT 

recursively for L - O, -t, ... } m-3 . Observe also, that 

\ \ V у Cl) is /') 
m-2. (-$1j &z) =yin,-4 ~ $1 ^ . 

This process extracting all powers of fixed generator On-c 

from the right is finite because o_f Cti ФО in the nil se­

migroup S. Further, take some factorization 2Y =уа 2-^ and 

consider the element . If а.л , 4ц ,... , а», >, 
take 0.т^ . la the case О, € < Уф 0 аг > 

repeat the procedure described above, starting with Q1= 

= о°-з. j a»i)e< ;Qir-; °">) and obtain 

„(3) „ (<.) (2) (Z) 
Qi - (y-ttyx) 1 Q^1 •...•a** *1 >Oand other 

kf^ >0. 
It appears that continuing this way, after a finite 

number of such procedures, we obtain an element ••• $г. 

such that Q* $ < уг... уг Сц j •• Qo, > , To prove this as­
sertion observe that the subsemigroup F ,<Лц_,...} is 

nilpotent (by Lemma 4). So F is an epimorphic image of 

Р(ъ,п) with n, being the nilpotence class of F and from 

Lemma 6 it follows that 1 F~/ <s -£Ст, Denote -5= 

and suppose that aY is contained in all subsemigroups 

»*>, j«z , ,..., <Ш-fr , О* , Q* ) 
Then we have 

r? _ г» * л л *"> 
~ > ÖA ... О-я 

г/„„)^в1 ГЛ^_ ' ̂ ... Q/v, — " ' = 

Z . АГ^ zzf-4) *6<Я 
= ( *-&) а/ ... <V з 

5* 
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with üfP >0 for all J = -/ j • , 4 . The subsemigroup 

y= < y,, is left duo. Therefore, by lemma 5 V 
contains elements , .,. <ьги, such that 

n — h л  « " J  ог'„ ̂  *P> 4 2 )  
Oy - ̂  аг ... а„, 

_ „ _ К,"-1 uW -fl) 
- ̂  у? а? ... а*« . 

Since the semigroup ^ is an epimorphic image of l~(r»,n) f 

it follows that among the n6ü-z*ro elements ... • S*"% 

i - 4,Z,... j d in f there are at least two of them 
equal aa_words_ in the alphabet {%i,Qx y , On}. Prom this 

it follows that for some and so we ob­

tain 

a, = ... = of- - = 

According to Lemma 2, - У'#2 ••• ••• ^ is 
impossible. Therefore it follows from Lemma 5 that for some 

6  У '  

- #<•'£>> "• -м̂ -. 

Prom ( *-) we get now 

t- fO „ a) „ «) ~ , eS'K'V xL'> 
(Mi-yO 1 ахг ••• 

But this equality contradicts Lemma 2 again. 
We deduce that for some 'I < 6 — fCr»,*) there must 

be а< ̂  , «1, —jörn). Taking QH+i **& - %*. and 

^„+Y = 2*. 7 we get the desired result. 

The induction argument is completed and so Lemma 7 is 

proved. 

5. Proof of Theorem В 

Suppose on the contrary that there exists a critical 

left subduo nil semigroup S • Then by Theorem A the semi­
group 5 is not finitely generated* Prom Lemma 3 it fol­

lows that S = Sl. • 
We shall prove that S must have a non-nilpotent pro­

per subsemigroup. Take any nonzero element xe S and let 

•faк} be some x-sequence considered in Lemma 7. Denote 
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Зт = < «Яг.,... , Gm У 1 m ~ ^ J "' and let S* = jSm , 

Then clearly 5* is a left subduo subsemigroup in 5. Ob­

serve that from X * О it follows Од ^ О for all 

m > 2. So S*. is not nilpotent. In view of lemma 7 we have 

а^ф'от lor all M» 2. . Therefore the subsemigroup £>* is 

proper. Consequently, we have found a proper non-nilpotent 
subsemigroup S, In S which contradicts the fact that 5 

ie critical. 
Theorem В is proved. 
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MÕNED MÄRKUSED ŠEVRINI PROBLEEMI KOHTA 
U.Kaljulaid 

R e s ü m e e  

Kulliga pool rühma S> nimetatakse nilpotent seks, kui 
leidub selline n ъ IN t et poolrtthma S elementide kõik kor-
rutised, milles on tegurit, on võrdsed nulliga. Laie­
ma nulliga poolrühmade klassi moodustavad nilpoolrühmad, 
milles iga elemendi mingi aste võrdub nulliga. Poolrühma ni­
metatakse subnilpot ent eeks, kui on nilpotenteed kõik tema 
pärisalampoolrühmad. 

TÖ8 [2] resultaadid näitavad, et leidub vähe sutailpo-
tentseid poolrUhmi, mis pole nilpoolrühmad. Siiani pole aga 
vastust Ševrini poolt töös [2] esitatud küsimusel«, kae 
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nilpoolrühmade klaasis leidub aubnilpotentseid mitt»nilpo­

tent seid poolrühmi. Käesolevas töös tõestatakse, et pole 

mittenilpotentseid nilpoolxühmi, mille kolk pärisalampool-

xUhaad on nilpotentsed ja vasakult auopoolröhmad. 

НЕКОТОРЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ О ПРОБЛЕМЕ ШЕВШНА 

У.Кальвлайд 

Р е з ю м е  

Полугруппу назовем субнкльпотентной, если нильпотентны 

все ее собственные подполугруппы. Результаты f2]показывают, 

что совсем мало имеется субнильпотентных полугрупп, которые 

не являются нильполугруппами. Но до сих пор нет ответа на 

вопрос Л.Н.Шеврина [2] о существовании в классе нильполу-

групп субнильпотентных, но ненильпотентных полугрупп. В дан­

ной работе доказано, что не существует ненильпотентных ниль-

полугрупп, все собственные подполугруппы которых нильпотент­

ны и которые являются слева дуополугруппами. При этом, полу­

группа S является слева дуополугруппой, если для любых 

и ,v в S существует •v'&S такой, что uv-ir'u. 

38 



TRÜ Toimetised, 

764 (1987), 39-48. 

Уч. зап. Тартуск. ун-та. 

1987, 764, 39-48. 

CHARACTERIZATION OP MONOIDS BY PROPERTIES 

OP FAITHFUL AND STRONGLY FAITHFUL ACTS 

Mati Kilp and Ulrich Knauer 

Chair of algebra and geometry 

Fachbereich Mathematik/Informatik Universität Oldenburg 

PR Germany 

There exist quite a few papers describing monoids by 

properties of their categories of left acts. This approach 

is often called homological Classification of monoids. In 

most cases the properties torsion free, flat, strongly flat, 

projective free, and injeetlve have been used for homologi­

cal classifications. In |jl7^,Haeh introduced the concept of 

regular acts. He characterized monoids over which all acts 

are regular. In |^9j the authors investigate relationships 

between regular acts and acts of various types used by dif­

ferent authors for the homological classification of mo­

noids. It was shown in [17J that all strongly faithful acts 

are regular. In this paper we present some results concern­

ing relationships between faithful and strongly faithful 

acts and acts of other types. 

1. B?9j,<? ügllnltiaaa вв4 rsavfltfl 
In the following, 5 will always stand for a monoid. A 

left 5 -act is a set on which S acts unitarily from 

the left In the usual way, that is to say 

(s-L) »л, - 5 (-L /т) } j т. = ГК for 6 Mj s,"& e 5 

where У denotes the identity of 5 . 

By 5-Act we denote the category of all left 5-acts. 

1.1. Definition. A left 5 -act M is called strong­

ly faithful if from 5,itS for some /ч e M it fol­

lows that 5 - ~L . 

1.2. Definition. A left 5-act M is called faithful 

if from = 6,-ieS for all n&M it follows that 
J-t . 

It is obvious that strongly faithful acts are faithful. 
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1.3»- Proposition ( [17] ). Strongly faithful acts are 
regular. 

The definitions of free acts, projective acts, projec­
tive generators, strongly flat acts, torsion free acts, in­

ject ive cogeneratoM, injeotive acts are well-known and can 

be found, for example, in [ll], [12], [14], [15], and [1б]. 

Note tiiat the ooproduot LI in the category 5 -Act is the 

disjoint"УВ1on. We recall the following facts: 

1.4. Lemma. Л left 5 -act is free if and only if 

M = LI -5 } S being considered as a left 3 -act. 
1*5. Lemma ( [10] ). A cyclic »5 -act M is a projective 

generator in the category of left 5 -acts if and only if 

there exist £ A /' 6 5 each that 

(1) £>= i and M = St. 
(2) ll-. L and l'l~ 4 . 
1.6. Lemma ( Гю]). A left 5-act M is projective if 

and only if M 2 Ll 5 e: for 7? = ~ & 5 . 
1.7. Lenaaa ( [16] ). A left 'S -act M is strongly flat 

if and only if am- m with м.,л £ M and s,t С S implies 

the existenoe of elements f>e M and 5£ 5 auch that 
ss' - 4-6*; - $'p and n = i p , Moreover, if *n -

t h e r e  e x i s t s  S ' e  S  s u c h  t h a t  s ' f >  -  n .  a n d  6 5 £ 5  
Note that such acts are called weakly flat in [.16] and 

flat in [3], [11], and [12]. Por the definition of the ten­
sor product ® of acts see [5] or (l6j. Note that for a 

fixed left S -act M tensoring by M is a functor from 

the category of right 5 -acts into the category of sets. 

1.8. Definition ( [5] ). A left 5 -act M is called 

flat if the functor ® M preserves all monomorphisms. 

1.9. Definition ( [9]). A left 5-act M is called 

weakly flat if the functor ® И preserves all embeddtngs 

of right ideals into 5 . 

1.10. Definition ( [9] ). A left Ь-act M is called 

principally weakly flat if the functor <# M preserves all 

embeddings of principal right ideals into 5 . 
1.11. Definition ([12]). A left 5 -act M is called 

torsion free if лт = 5>v with m, n £• s 6 5 left can­

cellable, implies n - ;« • 
Let X be a set. Define on the set X of all map­

pings from S to X left multiplication by elements of S 
in the following way: s 

{6 i ) Ar) - £ (ь x) for all 5, x £ 5 and / с Л . 
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Then becomes a left S -act. 
1.12. Definition ( [13]). A left 5-act M ie called 

cofree if XS for some eet X . 
1.13. Definition. A left 5 -act M ie called weakly 

Infective if for any inclusion i; I —» 5 where I ie a 

left ideal of -5 and for any homomorphiem f : J ~» И there 
exists a homomorphism g : -S' —» M such that у = • 

1.14. Definition. A left 5-act M is called prin­
cipally weakly Inject ire if for any inclusion L : 5s —* 5 

where i ь 5 and for any homomorphiem j. : 5s —•> M there 
exists a homomorphism <$'• 5 —t M such that / = 2L ' 

1.15. Definition ( [2)). A left 5-act M ie called 

divisible if d M-M for every right cancellable element cL 
of 5 , 

1.16. Definition ji?) . A left 5 -act M is called re­

gular if for any мг M there exists a homomorphiem J:Sn-*S 

such that f(m)m - m. 
1.17. Definition. A left 5-act is called я-tnmi» if 

it has no proper subacts. A left 5-act ie called complete­

ly reducible if it is a coproduct erf simple acte. 

1.18. Proposition ( [в] ). For any left 6 -act, we hare 

the following implications: 

free =» pro.leotiye generator ==> project lye =? strongly 
flat ==> weakly flat =? principally we^Hy flat -=>, 

torsion free; 

cofree =5>in3ectiye =» weakly injectiye =* 
injectjye cogenerator 
principally weakly injeotive e> divisible. 

The following lemmas will be useful for us. 
1.19. lemma ( [õj). let 5 be a monoid and с ч 5  . The 

principal left ideal 5c is projective if and only if 

there exists an element и e S such that uc=c and from 

ni = ьс t Ci, ir f Ь y it always follows that ли - in . 

1.20. Lemma ( [l] , § 11.3). A cyclic left 5 -act •%> 
is faithful if and only if _p does not contain (right) 
congruences except the identity congruence. 

1.2J. Lemma ([9]). Let u, fe 5 and let p be the left 
congruence on 5 defined by 5ft if and onlv if 
for some к< r, Ac . Then S'y^ is flat. 
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2. Characterization resulta 

We begin with results describing monoids over which all 

left acts with some property introduced in Section 1 are 

faithful. 

The following lemma follows immediately from Definition 

1.2. 

2.1. Lemma. If M is a left -5-act, M is a subact 
of N and M is faithful, then Л/ ia faithful. 

2.2. Proposition. All projective generators in 5 -Act 
are faithful. 

Proof. Prom the definition of a projective generator 

and from lemmas 1.6 and 2.1 it follows that it is suffi­

c i e n t  t o  s h o w  t h a t  a l l  c y c l i c  p r o j e c t i v e  g e n e r a t o r s  i n  S-
Act are faithful. Let now M be a cyclic projective gene­

rator in S -Act. By Lemma 1.5 M be where Сt £ 5 and 
there exist /,/ 6 5 such that el' ? and f' / = / „ Let 

4, -t 5 . Suppose that for every x ь $ we have äjre -
Particularly we have 5 te.=t('z , How 

5 =  s f X ' f J  -  f s / W /  =  t  U e f )  =  6  .  
This means that Si is faithful. 

If 5 is a monoid then by £: f 6J we denote the set 
of all idempotents of 5 . If / 6 5 is a subset then by 

С fXj we denote the Set of all central elements of 5 

belonging X . 

2.3. Lemma. If all projective left S-acts are faith­
ful then I С ( E ( 5)) I - { » 

Proof. Let e be a central idempotent of 5 such that 
€ * /( . Then for every x 6 5, д e = (ae)e-^(xe). Hence •1/(тс)= 

- г Oe) for every л e 5 which implies that a projective 

5-act 5e is not faithful. 

In the case of the class of PP monoids this result 

can be sharpened. We- recall the definition. 

2.4. Definition ( j.4]). A monoid 5 is called PP mo­

noid if all principal left ideals of 5 are projective. 

PP monoids were investigated in [4] and [б]. 

2.5« Proposition. Let 5 be a PP monoid. If all 

projective left 5 -acts are faithful then all central ele­
ments of S are cancellable. 

Proof. Let a- be a central element of 5 such that 

0.Ф j . By Lemma 1.19 there exists an idempotent г £ 5 such 

that from xa = ja, e it always follows that rr = 
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= For any 5 б 5 denote Ъу the left congruence defi­

ned by 

X (\,) £ <=> *S •= £5 

for all -x,^ € 5 . Obviously we have now Aa- Xe. since ti­

la central, Xa_ la a congruence. Since 5e <у-^/де1е projec­

tive by Lemma 1, 5<? is faithful. By Lemma 1.20 we get now 

that has to be the identity congruence. In other words, 

л is a right cancellable element. 

2.6. Proposition. If all flat left 5-acta are faith­

ful then.. I 5 J = 4 or there exist x <% <= 5 such that 

* 5 r, ,j(з- ф and all central elements of -5 are cancel­

lable. 

Proof. If for all ^ we have x 6 П % 5 4 Ф 
then by Proposition 7 of [7l the one-element left 5 -act 0 

is flat. By assumption 0 is faithful which implies I5| = 

™ \. Let now ue С (5) . Let p be the left congruence 

on 5 defined by 5 ? i if and only if for 

some kt i e /Ac . By Lemma 1.21 5/p ie flat. By as­

sumption b'/y. must be faithful. Since k- is central, 

is a congruence. It follows from Lemma 1.20 that p has to 

be the identity congruence. Particularly from оси. = t,* } 

% , ^ 6 5 } it always follows that x -=• « This means that 
u is a right cancellable element. 

If all principally weakly flat, torsion free, cofree, 

injective, weakly injective, principally weakly injective, 
divisible, or completely reducible left 5 -acts are faith­
ful then Ь is one-element (because the one-element left 

5-act has mentioned properties). 

How we turn to results describing monoids over which 

all left acts with some property are strongly faithful. 

2.7. Lemma. If M la a strongly faithful 5-act and 

К is a subact of M then N is a strongly faithful act. 

If i- e I, are strongly faithful 5 -acts, then U Mi 
is a strongly faithful 5-act. 

Proof follows immediately from Definition 1.1. 

2.8. Proposition. The following conditions on S are 

equivalent. 

(i) All free left 5-acta are strongly faithful. 

(ii) All projective generators In 5 -Act are strong­

ly faithful. 

(iii) All projective left $ -acts are strongly faith­
ful. 



(iv) All strongly flat left 5 -acts are strongly 
faithful. 

(v) 5 ie right caneellative. 

Proof. The implications (i) =$> (ii), (ii) ̂  (iii), 

(iii) -=5? (iv) follow from Proposition 1.18. (iv) (v). S 

is a strongly flat 5 -act Ъу Proposition 1.18. Hence 5 
is strongly faithful. How for any ue 5 from xa = , 

'x > % £ S it follows that x . This means that is 

right cancellable, (v) ==? (i) By lemmas 1.4 and 2.7 it suf-

ficiee to show that 5 is strongly faithful. But for a 

right сancellative S this is obvious. 

2.9. Proposition. All flat left 5-acts are strongly 

faithful if and only if | 51 - j . 

Proof. Sufficiency is obvious. 

Necessity. Let 4 Ф и 6 S . Let p he the left con­

gruence on S defined by 5 ft if and only if ' 

for some k, t £ 6 N,0 . By Lemma 1.21 $/f is flat. By 

assumption 5/j$ is strongly faithful. But now from 'i f 1 
or и \ = 4-J it follows и = 4. 

Рог the sake of completeness we note 

2.10. Proposition (Theorem 3.12 in [9]). All regular 

left 5-acts are strongly faithful if and only if 5 is 

right caneellative. 

How we proceed to results on monoids over which all 

strongly faithful left acts have one of the properties int­

roduced in Section 1. Hat«rally, we are interested in the 

situation there exist strongly faithful acts. Suppose M 

is a strongly faithful left 5 -act, m e M. From Defini­

tion 1 it follows that there exists an isomorphism  ̂•' Sm-*> 
-=» $ such that f (>*)= d . How 5 is strongly faithful 

by Lemma 2.7. Hence 5 is strongly faithful. By the proof 

of Proposition 2.8 this implies that 5 is right cancella-

tive. 
2.11. Proposition. Let -3 be a right caneellative mo­

noid. The following conditions on Ö are equivalent. 
(i) All strongly faithful left 5 -acts are free. 
(ii) All strongly faithful left 5 -acts are projec­

tive generators in S -Act. 
(iii) All strongly faithful left 5-acts are projec­

tive. 

(iv) All strongly faithful left 5-acts are strongly 

flat. 
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(v) All strongly faithful left 5 -acts are flat. 

(vi) All strongly faithful left 5-acts are weakly 

flat. 

(vii) All strongly faithful left 5-aots are princi­

pally weakly flat. / 

(ix) All strongly faithful left 5-acts are weakly 

injective. 

(x) All strongly faithful left 5-acts are principal­
ly weakly injective. 

(xi) All strongly faithful left ,5-acts are divisible. 

'(xii) All strongly faithful left 5-acts are comple­

tely reducible. 

(xiii) S is a group. 

e Proof. The implications (i) ̂  (ii), (ii) "=?> (iii), 

(iii) (iv), (iv)^>(v), (v)^(vi), (vi) (vii), 

(ix) ^==> (x), and (x) ̂  (xi) follow directly from Lemma 1. 

So it sufficies to prove the implications (vii) -=** (xiii), 

(xi) =F>(xiii), (xii) (xiii), (xiii)^(i), (xiii) 

^=5>(ix), (xiii) (xii), (vii) (xiii). By Proposition 

2.10 it follows that all regular left 15 -acts are princi­

pally weakly flat. As Ь contains only one idempotent 1, 

it follows from Theorem 3.4 of (_9~] that every element 5 6.-5 
is regular. Since S is right caneellative this implies 

that 5 is a group. 

(xi) =£> (xiii). Again, by Proposition 2.10 we have 

that all regular left 5 -acts are divisible. As 5 con­
tains only one idempotent 1, it follows from Theorem 3.8 of 

that 5 is divisible. Since 5 is right cancellative 

this implies that 5 is a group. 

(xii) =^(xiii). Again, by Proposition 2.10 we have 

that all regular left 5-acts are completely reducible. As 

5 contains the only idempotent 1 it follows from Theorem 

3.6 of [9] that 5 is a minimal left ideal. This' implies 

that _5 is a group. 

(xiii) (i), (xiii) -=P (ix), and (xiii)^ (xii). 

These implications follow easily from the fact that all 

strongly faithful left acts over a group are coproducts of 

copies of the group. 

Finally, we prove that in many cases when we have to 

prove that all left acts have some property it is enough to 

prove that all faithful left acts have the property. 
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Let G be one of the properties of being free, pro­

jective, strongly flat, flat, weakly flat, principally 

weakly flat, torsion free, injective cogenerators, injec­

tive, weakly injective, principally weakly injective, divi­

sible, regular, completely reducible. 

2.12. Proposition. All left 5 -acts have a property £ 
if and only if all faithful left 5 -acts have the property 
6. 

Proof» Necessity is obvious. 
Sufficiency. Note that all counted properties are such 

that if the coproduct Л U ß of left 5 -acts A sind В 

has a property £ then ^ and J3 have the property £ . 

Let now С be a left 5-act which has not the property <f„ 

Consider the coproduct 5 ZJ С _ Since 5 is faithful, 

S U C  i s  f a i t h f u l  b y  L e m m a  2 . 1 .  B y  a s s u m p t i o n  3  U  С  
has the property £. Hence С has the property £} a 
contradiction. 
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MONOIDIDE KLASSIFIKATSIOON 

TÄPSETE JA TUGEVAM TÄPSETE POLÜGOONIDE JÄRGI 

M.Kilp ja U.Knauer 

R e s ü m e e  

Artiklis uuritakse polügoonide täpsuse ja tugeva täpsu­

se vahekorda teiste monoidide homoloogilises klassifikatsi­
oonis kasutatavate polügoonide omadustega. 

ХАРАКТЕРИЗАЦИЯ МОНОИДОВ ПО СВОЙСТВАМ ТОЧНЫХ 

И СИЛЬНО ТОЧНЫХ ПОЛИГОНОВ 

М.Кильп и У.Кнауэр 

Р е з ю м е  

В настоящей работе моноиды классифицируются по свойст­

вам точных и сильно точных полигонов над ними. 

Пусть 5- моноид и М - левый S -полигон. М назы­

вает с я  то ч н ы м ,  е с л и  и з  s™ = ,  - ь , '  е  5 }  д л Я  в с е х  мьМ 

следует 5 1 , М называется сильно точным, если из sm = 

, s,t € 5 ; для некоторого следует s - if. 
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Лрлмгожвние 2.8. Все свободные левые -5 -полигоны 

(проективные образующие, проективные левые 5 полигоны, 

сильно плоские левые 5 -полигоны) являются сильно точными 
тогда и только тогда, когда 5 - моноид с правым сокраще­
нием. 

Првпдпжвшяа 2 ЛI. Все сильно точные левые 5 -палигоны 
являются свободными (проективными образующими, проективными, 

сильно плоскими, плоскими, делимыми) тогда и только тогда, 

когда 5 - группа. 
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WREATH PRODUCTS OP ACTS OVER MONOIDS, 

III PRINCIPALLY WEAKLY INJECTIVE ACTS 

M.Kilp and A.Kuhjas 

Chair of algebra and geometry 

In [1] Normak presented necessary and sufficient condi­

tions for a wreath product of acts to be projective or 

strongly flat. Analogous conditions concerning regularity 

and inversity, and torsion freeness and divisibility were 

found in f3J and [ 2 j, respectively. In this note we , present 

some results on wreath products of acts concerning princi­

pally weakly regular acts. 

We recall some definitions which will be necessary in 

the sequel. Let R be a monoid (i.e. a semigroup with iden­

tity 1). A nonempty set A is called a left R -act if га б 
6 A j (|wja z pj (ъа*), and la.- o. for all € R, a. £ A. 
We sometimes write ^A, We denote the category of left R-
acts by R -Act and analogously by Act-R the category of 
-right R-acts. Homomorphisms are defined in the obvious 

way. End, A denotes the monoid of endomorphisms of A & 
£ R-ACC 

Let be sets. By tr(X,WJwe denote the set of all 

mappings ^ : X—»У. By C^, $6 У we denote the mapping in 

F CX,yj with Су 1*) = у for all xeX . Let T=T(R.S,. F(A,5J 

be the v/reath product of the monoid f? with the semigroup S 

by the left R-act A. We recall that multiplication in 

T is defined by ('Vjf )(|4 $) = W, pjf)with t^ 

for all ae A ( vppe R, 6 F(A, S). T ia a monoid if and only 

if 3 is a monoid. If Ae R-Act and ß<r S-Act, then C=Axß 

is a left T-act, i.e. C£ Г-Act, where 

(•v( j ) (Cv, Ь>) = j. (a.) t-) 
for all •vfcRi ci £ A/ Veß. f e P(A,S). 
We call TC the v/reath product of the acts A and £> and de­

note by A WT 13. 
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Let R Ъе a monoid. A left R-act A. ia called princi­
pally weakly infective (p.w.i.) if every R-homomorphism 

from any principal left ideal of R into A can Ъе exten­

ded to a homomorphism from R to A. For any s e S denote 
by c* the mapping from A into i each that cs(o.)=> for 

every a. e A . 

Proposition 1. If the wreath product А •wv 6 is p.w. 

i. then s6 is p.w.i. 

Proof. Let $ Ъе an arbitrary element of S and if 

an arbitrary homomorphism from Ss into ^ &. Let a fc A 

be a fixed element. Define a mapping ^;T (-1, Aur tb by 

7  U p ,  9 ) ( i , e s ) >  =  ( p . f ) « * ,  f  ( 4> 
for all (p,jj€ I. Let ( p,,I А/)бT be such that 

= ( 1 , 4 ( 1 , и ) -

Then p - and §-(*.; i *• f v  L x ) s  for any зсё Л, 

Hence p a, •=. е^ск, and S = Since if is homo­

morphism, fcvj (5) = A, («-) чр ($ ). This implies 

(fv, f)K f (SJJ = f ( s i )  
or 

ч> ((fig)(i, <4,)) - ч dq, AHi, csy. 

Hence the definition of ^ is correct. It is obvious 

that >f is a T-homomorphism. By assymption Awi/B is 

p.w.i. Hence there exists an extension if : T —#• Aiv-vB of 
vf , Let (&', V) * <+> С 1, с* ). _ How _ 

(S )) = kf (4,C$) '•» Ф (<f, Cs J = V ((jb cs 

Г (V ciJ 4 ,(4, c
<)= (1,ejU'>'| = 

= ( Ä , Cs (сI ) ) •= (a', 

Hence ^ ts ) - s ̂  - Define now U-> : S —» s 6 by V (30 = 
for any oceS. Since ^ (s) = s &•' = f (s;; the 5-homo­

morphism ^ is em extension of <-f. Hence is p.w.i. 

Recall that a zero in a left S-act 6 is an ele­

ment t' 6 6 euch that s4- = 4- for any s & S. 

Proposition 2. Let ^ 8 contain a zero 0. If the 

wreath product А 6 is p.w.i. then RA is p.w.i. 

Proof. Let "v 6- R be an arbitrary element and let 

^ be an arbitrary homomorphism from f? ̂  into f i t ,  Define 
ra mapping ; I (*v , Сд J —#• A wb ß by 

< forell (|з,^)б"П Let (p'^-)/ I be such that 
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Then |vv= ̂ 'v and ^(vx3 - К[^зс) for any x<5 A . 

Since ^ ie a homomorphism, fa J ~ "V (""J )• Since 0 
is a zero of lb, <^(f(l))0 - £ (•?(*-)) 0 . This Implies 

H>°) = H,Oj 

or _ 
!({?-,%)(•*Iе*)) = ^ (( ̂ '^J^i^^-

Hence the definition of ^ is correct. It is obvious that 

tf is a T-homomorphism. By assumption А *v-iß is 

p.w.i. Hence there exists_ an extension: V? I —* A*v-"vB 

of . Let ~ (£, C-' }. 5ow__ 
(4 М- О) = Ч1 (n,,C-,) r у (i.|ü,j = 4'(('v,c.)f'l'C4 ))r 

„ =Я,е,)?<Ч9 = .C<J (л'Л')= 

Hence 4 ('vj - ru<5-' • Define now ^ £ —»A by ^ (xj= xa.' 

for any, x e. R. Since ^ T *vCv' - the t?-homo­

morphism f is -an extension of <f. Hence r/1 p.Ws j,. 

Recall that a monoid 5 acts sur.iectivelT .on a left 

S-act Й> if for any b e S we have 4-6 =-B Cef. [2j). 

Proposition 3« If r A is p.w.i. and S acts surjeo-
tively on Ь then A<v*v6 is p.w.i. 

Proof. Let (^,-f) € T be an arbitrary element and 

^' 1 (>,+) * A wny 13 an arbitrary I —homomorphism. 
Let (> ,|) - (<^Л) where (a.» 6 Atvvõ. It ls saf_ 

ficient to prove that there exists («•', 4-') € A wi-lj such 

that ("vf) (a' I •k')'1 (°-A)« Indeed, then 4- '• T" —* A wv C? de­
fined by î̂ )" for any ((v, <j- ) €. T is an 
extension of Ц" . 

Define a mapping f : R-v —-> д* by <f (off) =x«. 

for any at e R • Let x, ̂ £ R be such that зсг= t»n,.Then 

(*,C4Kv,f}= ' 

Since <f is а Г -homomorphism, then 

(^,f) 

or 

(oC, C<) (CV>J - , Ci)(0u,>6')-

This implies хА-^л, or (x i) = ̂  (<^*v). Hence the defi­

nition of f is correct. It is obvious that у is an R-

homomorphism. By assumption RA is p.w.i. Hence - there 

exists an extension tp : R -#RA of Let ф ИJ= л. How 

«-= <? («-j = ?М=: Ч ф ( 4 ] =  П.Д.'. 

Since S acts surjectively on s there exists 4' e (3 

such that £ (.л') V = V, How 
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(«v,f)Cot.' (4-') = (n.co'^C^'ji-1) = (<*•, 4), 

Q.E.D. 
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POLÜGOONIDE PÕIMIKKORRUTISED. 

III SPETSIAALSELT NÖRGA.LT IM JEKTI1.VSED POLÜGOONID 

M.K tip ja A.Kubjas 
R e s ü m e e  

Näidatakse, et kui polügoonide põimik Аигь Q on 

spetsiaalselt nõrgalt injektiivne, siis on seda alati ka £> 

ning nulli olemasolul polügoonis & ka Д. Kui A on 

spetsiaalselt nõrgalt injektiivne ja toime polügoonil Gb on 
sürjektiivne, siis on põimik А tv-г 6 spetsiaalselt nõrgalt 

injektiivne. 

СПЛЕТЕНИЯ ПОЛИГОНОВ НАД МОНОИДАМИ. 

III СПЕЦИАЛЬНО СЛАБО ИНЪЕКЖВНЫЕ ПОЛИГОНЫ 

М.Кильп и А.Кубъяс 

Р е з ю м е  

Левый полигон А над моноидом R называется специаль­

но слабо иньективным (с.с.и.), если любой гомоморфизм из 

произвольного главного левого идеала R в А продолжается 

до гомоморфизма из Р в Д. Доказано, что если йАи>г^ (ь 

с.с.и., то ̂ ^ с.с.и., а если s (Ъ содержит нуль, то и R А 

с.с.и. Если RЛ с.с.и. и 5 действует на П> сюръективно, 

то е А с.с.и. 
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ТО RESIDUAL SMA.LMESS 

Р.Яогшак 

Tallinn Pedagogical Institute 

In this short paper we consider residually small varie­

ties which have congruence extension property. 

Let V be a variety of algebras. An algebra A In V 

is said to be a cogenerator, if for any two distinct homo-

morfisms cb, p,  ) У -*У there exists a homomorphism j f - :  У—*A 
such that jf-cLf jffl. In algebra A ie subdirectly irreducible 

if the intersection of all non-trivial congruences on A is 
non-trivial. An extension 6 of A is called essential if 

every homomorphism fi : d-»C whose restriction on A is a 

monomorphlsm is itself a monomorphlsm. A variety has the 

congruence extension property (CEP) if for every extension 
В of A und every congruence ^ on A "there exists a 

congruence "C on & such that restriction of IT to A 

equals A variety is called residually small if all its 

subdirectly irreducible algebras fonn a set. A variety V is 

said to have embedding property if every two non-trivial al­

gebras in V are isomorphic to subalgebras of some single 

algebra in V- We say that V has the strong amalgamation 

property (SAP) if every diagram 

A >—£—»• 6 

'I 
С 

where л and [Ь are monomorphisms can be completed to a 

commutative diagram 
Ay-

a. 

ß 
C >

~ 
> D  

where л' and fi' are monomorphisms so that Divv*. Л J'nfS = 
= JmcKfi. 

Lemma 1. An algebra A is a cogenerator in a variety 

V if and only if A contains a copy of every subdirectly 

irreducible algebra of the variety V. 



Proof._Nееesaity_. Let 6 be a subdirectly irreducible 

algebra. Then there exist elements such that 4ч ̂  4a 

for every nontrivial congruence <$ on B. Let F=<j.) be the 

free algebra in V generated by a single element f . De­

fine homomorphisms 'F—f & as extensions of the map­

pings and f—rie. respectively. Clearly ot ffZ Then 

there exists a homomorphism jf~ t & —? A such that jf-fb 
If j*- is not a monomorphism, we get (j) fa) = 
a cont radict ion. 

Sufficiency, Let Д : X —* V be different homomorphisms. 
Then there exists an element X e X such that ».(>•) ф ß (_xj. 

Let § be a maximal congruence on .У for which a (x:)jf [x) 
and let X'. У—* be canonical epimorphism. Since У/у 
is subdirectly irreducible, there is an injection I: =/Д> A 

Then for j<- = i-JC we have jSx pO = 1дг<* (лJ Ф ist fb {^)-y-ß(я) 
and hence ^ /-ß-

By Remark 5 in [l] we have the following 

Corollary 1. If a variety V has embedding property 

then it is residually small if and only if all its subdi­

rectly irreducible algebras can be embedded into a single al­

gebra in V-

Let F = be a free algebra with two generators <ff 

and <j-z and let fj» i where ^) 1&. J are maximal 
congruences on F such that fa • 

Lemma 2. If a variety V has CEP, then every subdirect­

ly irreducible algebra in V is an easential extension of 

(isomorphic copy of) some FL» 
Proof. Let A V be a subdirectly irreducible algebra 

and let a j ,аге A be elements such that a4<^ a- for every 

non-trivial congruence on A. Let f ; F —» A be a homo­
morphism for which )~0.i and ^ (fz) - 0,^. Then by CEP 

Ker if is a maximal congruence relation on F not collap­

sing identifying -|ч and Hence if (FJsf^'for some Lei. It 

is clear that A is an essential extension of . 

Proposition 1. Let a variety V have CEP. Then V is 
residually small if and only if Ft has only a set of essen­

tial extensions for every L '£ 1 . 
Proof. Hecesaitjr is proved in (.2, theorem 1.2]. 
Sufficiency. Because of Lemma 2 every subdirectly irre­

ducible algebra in V ie an essential extension of f[y ifc \) 

there is only a set of subdirectly irreducible algebras. 
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Lemma 3 ([3], proposition 1.4). An algebra has a pro­

per essential extension iff it is not an absolute retract. 

Proposition 2. If a variety V has SAP, then maximal 

essential extensions of arbitrary algebra (if they exist) 

are isomorphic. 

Proof. Let and Иz be two maximal essential ex­

tensions of algebra A, By SAP there exists an algebra G> 

containing isomorphic copies of M,, and Mj. вау M, and 

Mz, so that their intersection M1 Г) is isomorphic to 

M, fl Mg., By lemma 3 there exists a retraction T : ß —* 

Because of А С M., Л Mi the restriction of С to M*, 

must be a monomorphlsm. Hence contains an isomorphic 

copy of Ma, Since does not have essential extensions, 

it must be isomorphic to . 

Problem. Can the SAP condition In proposition 2 be re­

placed with a weaker one? 

Corollary 2. Let a residually small variety V have CEP 
and SAP. Then an algebra A is cogenerator in V If and 

only if it contains an isomorphic copy of maximal essential 

extension of ft for all i.e.I. 

Proof. By proposition 1 algebras , i.e. Г have maxi­

mal essential extensions. By proposition 2 they are unique 

(up to isomorphism). Then apply lemmas 1 and 2. 
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RESIDOAA-LSELT VÄIKSUSEST 

P.Hormak 
R e s ü m e e  

Kirjeldatakse komoodustajad mistahes muutkondades.Eda­
si vaadeldakse muutkond!, milledes mistahes algebra alamal-

55 



gebratel defineeritud kongruentsid on jätkatavad kogu al­

gebrale. Olgu , Le L, kahe moodustajaga vaba algebra p 
moodustajaid eraldavate maksimaalsete kongruentside hulk. 

Tähistame Ft - F/<]i, Näidatakse, et muutkond on residuaal-
selt väike parajasti siis, kui algebrate F, Lel; oluli­
sed laiendid mooduErtavad hulga. 

К РЕЗИДШЬНОЙ МАЛОСТИ 

П.Нормрк 

Р е з ю м е  

Алгебра В называется естественным расширением 

алгебры А, если ограничение любой недиагональной конгру­

энции алгебры Õ на алгебру А является недиагональным. 

Говорят, что многообразие V имеет свойство СЕР, если для 

любого вложения алгебр А С 6 в V и для любой конгруэн­

ции на алгебре А существует ее продолжение на алгебру В. 

Говорят, что многообразие V имеет свойство SAP если 

любую диаграмму р, 

"I 
С 

можно дополнить до коммутативной диаграммы 

A > D 

"I Г' 
, : С >—Т-3" 0 

тая, что Jfi-Ov Л Олуь - Пусть , i-fcl - факторалгебры 

свободной алгебры с двумя образующими по максимальным конг-

руэнциям, разделяющим, образующие. 

Лемма I. Алгебра А является кообразуицим тогда и 

только тогда, когда она содержит копию любой подпрямо не­

разложимой алгебры. 

Лемма 2. Если многообразие V имеет свойство СЕР, то 

любая подпрямо неразложимая алгебра является существенным 

расширением некоторой алгебры R ) i е 1, 
Предложение Г. Если многообразие V имеет свойство 

СЕР, то V является резидуально малым тогда и только тог­

да, когда существенные расширения алгебр г_ , «<е Г, обра­
зуют множество. 

Предложение 2. Если многообразие V имеет свойство 

SAP, то максимальные существенные расширения любой алгебры 

(если они существуют) изоморфны. 
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МОНОИДЫ ЭНДОМОРФИЗМОВ БУЛЕВЫХ 

ПРОИЗВЕДЕНИЙ ГРАФОВ 

У.Нуммерт 

Лаборатория прикладной математики 

В данной статье исследуются булевы произведения конеч­

ных графов (этому термину здесь придается несколько более уз­

кий смысл в сравнении с [.З^ ). На случай моноида строгих эн­

доморфизмов обобщается результат М.Андерсона и М.Липмана 

( £21 ) об описании минимального графа, допускающего в каче­

стве подгруппы своей группы автоморфизмов сплетение групп 

автоморфизмов двух данных графов. Для некоторого специально­

го класса булевых произведений даются необходимые и доста­

точные условия для S -несжимаемости (т.е. отсутствия стро­

гих эндоморфизмов, не являющихся автоморфизмами). 

Рассматриваемые графы предполагаются неориентированными, 

без петель и кратных ребер. Множества вершин и ребер графа 

X обозначим соответственно через VX и ЕХ . Запись 

обозначает ребро меящу вершинами хо и . Цепью в X назы­

вается последовательность {х0,... ,х„ J вершин, где *txi-ieEX 

при . Граф называется связным, если любые две его 

вершины соединены некоторой цепью. Через Ка обозначим пол­

ный граф на п вершинах (т.е. |VKn| =ri , и ХоХАс ЕКп 

для любых х0 ,х1< VKn через Кт<п - полный двудольный 

граф на (m,n) вершинах (т.е. VKm,n = XU \£ , Vi Л V2-

|Vi I * ̂  11 Vz I ® ̂ " Е К m, n ~ * 2 • ' Vi 1 "s4 Vzl- клас­
се всех графов введем естественный частичный порядок: поло­

жим X £  Y , если VX-VY и EXžEY. 
Отображение : VX VX называется эндоморфизмом 

графа X , если ЕХ влечет х0 с ЕХ • Если 

же, кроме того, Xo*i« ЕХ влечет и х^х^ЕХ для всех 
хот с <fxõ=x0 , cfxl =* Xi , то эндоморфизм называет­

ся строгим. Автоморфизмы графа суть его биективные строгие 
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эндоморфизмы. Обозначим моноиды всех эндоморфизмов, всех 

строгих эндоморфизмов и группу автоморфизмов графа X соот­

ветственно через End X, SEnd X, Aut X . Моноид всех 

преобразований множества А обозначим через Х(А). 

Сплетение NwM моноидов СГ(А), Ms Т(В), как 

множество, есть N* F(A,M) , где F(A,M) множество 

всех отображений из А в М . Умножение в N ui М за­

дается следующим образом: 

(Ч»9) = 1ч<ä) . 

где = 4 На) 9 М мя аб  А  .  С п л е т е н и е  N w M  

можно отождествить с подмоноидом в Т (А*в) , если поло­

жить (<f, f) (а, (,) = (cfa , {(а) t) для cf е N , {« F (А, М), 

ее А, бе В. 

Композиция X [ Y] графов X, Y - это граф с V(X[Y])* 

= VX* VY , E(X[Y]) = {(x e, 3 o)(x l,y 1) : либо х.х^е ЕХ» 

либо хе=»и у0у 1 « EY . Декартово произведение X* Y 

имеет то же множество вершин и множество ребер Е (X * У)= 

: либо xext«EX и y„ = yi > либо х„= xt 
и  ЬеУ1е EY } . Очевидно, что X*Ys XCYJ . Через 

J>, (X, Y) обозначим множество всех графов Z , лежащих 

между X * Y и X С Y Л (т.е. X*Y« Z s XtY]). Любой 

граф Z е J^(X,Y) назовем булевым произведением графов 

X и Y. 
Окрестностью вершины X« в грабе X назовем множество 

UU«)' {-*«VX: )tx„<EX} • Заметим, что всегда x0̂ tl(xe). 
Очевидно, что = { (xe,xL): 1/ (х0)= KCxjj является отно­

шением эквивалентности на VX . Как обычно, х„ х± (или 

просто х0 ^ хА 1 если путаница исключена) означает, что 

(х0, *4.) < ?х . Далее, f -класс вершины хе обозначим че­

рез Cx03g . Через Д обозначим отношение равенства, т.е. 

диагональ множества VX xVX. 

5 I. Минимальные булевы произведения графов 

относительно сплетения выделенных монои­

дов эндоморфизмов 

Хорошо известно (см. например [5] ), что 

Aut X ui Aut Y 6 Aut XCYJ ДЛЯ любых ( не обязатель­
но конечных) графов X, Y .В [i] отмечено, что 

SEnd X wt SEnd Y s SEnd XCY3 да графов X, Y 
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тогда и только тогда, когда ли(?о ?х = А , либо EY = Ф. 

В связи с этим представляет интерес вопрос о нахожде­

нии наименьшего булева произведения X ° Y , для которого 

М (X) иг M(Y)s М (X«Y) , где X •-> М (X) - ото­
бражение, сопоставляющее графу X некоторый подмоноид 

MfX) s End X (например, моноид строгих эндоморфизмов или 

группу автоморфизмов). Ответ для случая групп автоморфизмов 

получен в [2] . Ниже будет дано решение этой задачи для мо­

ноидов строгих эндоморфизмов, а также приводятся некоторые 

более общие утверждения. 

Вначале отметим некоторые общие свойства булевых произ­

ведений. Графы X, Y далее на протяжении всей статьи предпо­

лагаются конечными. 

I Л. Лемма. Пусть N s IT(VX), М £ 7"(VY) - любые 

подмоноиды, Z. € -В (X, Y) . Тогда; 
а) если Nun. М £ End 2L , то N s End X, М £ End Y ; 
б) если N ut М ' SEnd 2L , то N « SEnd X, М £ SEnd Y; 
в) если NviM £ Aut 2 , то Nt Aut X , Ms A ui Y. 
Доказательство^ а) Для любых cfe'N , e M рассмотрим 

•С* («f. «)» (1 - (4x,-f) 6 NuiM , где e(x> = iY,(x)» 
для всех xc VX <-Цусть х0хА«ЕХ . тогда EZ 

и EZ для любого у € VY. 
Но это возможно только при tfXo ЕX . Аналогично, из 

следует, что (х, ув)(х, Е2, р(*,з<,)р.(х,з> 

- (*И>)(*5Ч;ц)6 ЕЕ и 4ao ̂ bi«EY. 
б) Рассмотрим »t и (i такие же, как и выше. Если 

*о= •?*.' 1 *1* «W . ТО (Хв,1)=-< (Хе'.у1), (v4,ij)-4(xd',y). 
Поэтому х^еЕХ влечет (Хо,у)(хА,^)бЕ2, 

поскольку ei - строгий эндоморфизм; и >1 * EX . Для 

графа Y проводим аналогичное рассуждение с использованием 

строгого эндоморфизма (Ь. 

в) Биективность отображения t = (cf, -|) , очевидно, 

влечет сюрьективность отображения «f и инъективность ото­

бражения ^ (х) для всех х< VX . В силу конечности рас­

сматриваемых графов это эквивалентно их биективности. 

1.2. Определение. Пусть М - моноид, А - левый М -по­

лигон. Действие М на А назовем симметрическим, если для 

всех а, Ье.'А из (>< Мо следует, что МЬ. 

В частности, подмоноид М моноида Т(Л) всех преоб­

разований множества А назовем симметрическим, если для лю­

бых ЦЧМ , ае А найдется М такой, что ^<f(e)=e< 
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1.3. Предложение. Моноиды Aut X и SEnd X симмет­

ричны для любого графа X. 

Доказательство^ Симметричность группы Aut X очевидна 

(достаточно в определении 1.2 взять 4= «f'1 )• Доказатель­

ство для моноида строгих эндоморфизмов опирается на следую­

щую характеризацию SEnd X : 

SEnd X * •( cfe5"(VX) : tf отображает каждый § -
класс в некоторый $ -класс, и индуцированное ото­

бражение на '$ -классах есть автоморфизм фактор-гра­

фа X/s>. 

З д е с ь  X / j  и м е е т  м н о ж е с т в о  в е р ш и н  V  ( и  мно­

жество ребер Е (Vs) = { Lxe3s [*i3^ : х0х* « EX} . Дру­

гими словами, все строгие эндоморфизмы X получаются из 

автоморфизмов ХД путем произвольной "конкретизации" их 

на отдельных элементах в пределах данного X -класса. Теперь 

симметричность моноида SEnd X очевидным образом вытекает 

из симметричности группы Aut X/g . 

1.4. Замечание. Моноид End X не обязан быть симмет­

рическим. Действительно: рассмотрим, например, Xs К2 U К±. 

Изолированная вершина переводится эндоморфизмом в лю-

о о бую вершину, но нет эндоморфиз-

xt xz ХЬ «а, переводящего х4 в х3 . 
А 

Введем теперь особый класс булевых произведений, соот­

ветствующих симметрическим моноидам преобразований на VY. 

1.5. Определение. Для графов X,Y и симметрического 

подмоноида М6 T(VY) рассмотрим булево произведение X°MY : 

E ( X « M Y )  =  { ( * < • < :  л и б о  xe=xt и EY, 

либо У0хАеЕХ и е м у, 3. 

1.6. Лемма. ( [2] , Теорема 1.2.). Сплетение 

Aut X ui Aut Y является подгруппой в Aut (X «Aut Y Y). 
Мы докажем аналогичное утверждение для моноидов строгих 

эндоморфизмов (это же доказательство проходит и для групп). 

1.7. Ле>ша. а) Если SEnd X «г SEnd Y s SEnd 2 для 

некоторого булева произведения 2« Jb(X,Y) , то 
(I) либо » Д , либо EY = ф . 

б) Если выполняется (I), то SEnd X wt SEnd Y - под­
моноид в S E n d  (  X» S E n dY Y ) .  

Доказательство^ а) Пусть y«, EY и xe xd , 

x,* x4. Легко проверить, что "склеивание" вершин хе и хА 

(т.е. отображение tf; YX-* VX : tfx= x при x*xe) 

принадлежит SEnd X . Следовательно, ы. - (tf, с) при­
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надлежит SEnd X ma 5End Y , где £(x)= 4у для всех 

xe VX . Ho ei не является строгим эндоморфизмом Z . В 

самом деле, (*с , у„> (Xj., ф ЕЕ ,т.к. xoxt^EX,H0c 

ДРУГОЙ СТОРОНЫ, (X,., ̂ ) = (X 1,^ 0)(X i,!#i)€EŽ. 
б) Пусть выполняется (I). Докажем, что любой элемент 

Г= (<jy, у) & SEnd X uit SEnd Y является строгим эндомор­

физмом Z-- X»SEndY Y . Пусть (хе,у0)(х1, EZ. Воз­

можны два случая. Если кв**± и у0 у*£ E.V , то <fx0 = <?хА. 

Так как -f СО - J (хЛ) с SEnd Y . то вершины «ji = 

и смежны в Y . Если же xe*i* ЕХ и <Ч"^ 

для некоторого SEnd у , то <fx„ <fxA< ЕХ и - -$(*о)уо= 

- Ц(*<Л 4j*)ü± «где j4 - строгий эндоморфизм гра­

фа Y , переводящий в . 

Далее, пусть $ (-и , ч»ву- (х„, Уо>, XК» ̂ 1 * 

Тогда xe=4-t0»>1-4't1, y0-*UeWo, 

at- 4(£д)*»1. Если х0*хА, üo^eEY » т0 в СИЛУ (ПДе-t*. Так 
как -$(0-4^ - строгий эндоморфизм Y , то EY. 

Если xexL€ ЕХ и y0»4bi^ Д®я *4-«SEnd Y , то 

"Mi.«. ЕХ и c»0= , где <«• SEnd Y переводит 

ijo в О0. 

Следущая теорема является основной в этом параграфе: 

1.8. Теорема. Пусть X,Y > - графы, И - симметриче­

ский подмоноид в 3"(VY), Е - некоторое булево произве­

дение графов X и Y (т.е. Z« ft (X,Y)). Если 

1 ui М с End Z (где i - { 1х} ), то: 

а) М s End Y ; 

б) X«mY $ г. 

Доказательство^ Утверждение а) непосредственно сле­

дует из Леммы I.I. 

б) Берем любое ребро е= (х0»Ьо)(х1»Е(X°MY) м пока­

жем, что е е Е2 . Если Xo-Xj. и y0yt«EY , то 
е*Е(Х*У)ьЕ2 .Если хех1е£х и y0"4yi. для неко­

торого ч«М , то рассмотрим ы. = (ix , 4)« i wx М s End Z , 

где 4(x<»)* "4-tiy при x* xe . Так как 

(*о, di.Hxi,y1)€E(X*Y)£EZ . то e-*(xe,sri.4(*i»!te)«EZ. 
1.9. Следствие. Пусть Мs End Y - симметрический под­

моноид, N £ End X - любой подмоноид. Рассмотрим класс 

W(N,M) всех графов 2 на множестве вершин VZ = VX*YY, 

содержащих X * Y и удовлетворяющих условию N .от, М £ End Z , 
с естественным упорядочением. Если N^Mt End (X»MY), 
то X°м Y - наименьший элемент в О (N, М). 
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1.10. Следствие, a) X eAut Y Y - наименьший граф в 
классе Li (Ам-t X , А ui Y) . 

б) Либо графы X, Y удовлетворяют условию (I), и тог­
да X *sEnd у Y - наименьший граф в (Л (SEnd X, SEnd Y), 
либо множество Ö (SEnd X, SEnd Y) пусто. 

Докаэательство_ вытекает из предыдущего следствия и 
Лемм 1.6., 1.7. 

Отметим, что утвервдение а) Следствия I.10 было впервые 
доказано М.Андерсоном и М.Липманом ( [2] , Теорема 1.2). 

§ 2. 5-несжимаемость булевых произведений 
графов 

Граф X называется несжимаемым, если End X = Aut X , 
и 5 -несжимаемым, если SEnd X = Aut X . В [ 4 ] , а так­
же как следствие из [ 1 ] , получен следующий критерий 5 -не 
сжимаемости композиций графов: 

2.1. Теорема. Эквивалентны следующие условия: 
(2) а) граф X [ Y] S -несжимаем; 

(3) б) граф Y 5- несжимаем; в том случае, если 
Y содержит изолированную вершину, граф X так­
же S - несжимаец. 

Ниже этот результат будет распространен на весьма широкий 
класс булевых произведений. 

Для симметрического моноида М £ Ü*(vx) и вершин 
на, VX пусть х0 ~м означает, что xt e Мх„ (или, 
что эквивалентно, < М). Очевидно, что ~м является 
отношением эквивалентности на VX . 

2.2. Лемма. Пусть М - симметрический подмоноид монои 
да Т (VY) , причем отношение ~м содержит (т.е. 
Уо 4y ЗА влечет tj0 ~м для любых ^ t VY )• Тог­

да для (xö> у„) 3Xe Y необходимо и достаточно 
выполнение одного из следующих (взаимно исключающих) условий 
(4) а) х0 = х.х , у0 ; 
(5) б) * х4 , а0 хд, и изолированы; 
(6) в) <U (х„) = \ , /Ц (xd)= > ^(у0)= , U(^)= Mv 

Доказательство. Необходимость условий. Пусть 
(х 0 ,у„) З х „ у Покажем, что либо > 0  $ х  

хА > 
либо х„ххб ЕХ (ясно, что эти возможности взаимно исключаю 
щие). В самом деле, допустим, что в X существует вершина 
х такая, что хх.0«£х , но ххл 4 ЕX (т.е. х0 4>х xi 
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не выполняется). Тогда (х, у0)(х01 у.) с Е (Х»му) = Е , 
и по условию должно быть (х, у„-) (хЛ, ух")6- Е . Но это возмож­
но лишь при х=х А  ,  т.е. x 0 Xj.6EX. 

Рассмотрим отмеченные выше два случая отдельно. Пусть 
. Покажем сначала, что вершины х0 и Х± образу­

ют в X связцую компоненту К2 . Предположим противное: 
пусть найдется вершина х , отличная от х4 , с хх0< EX. 
Повторяя рассуждение, изложенное выпе, получим, что 
(х, у„П*и ailе £ • Следовательно, ус = Ч ai Для некоторо­
го vf-e М . Но тогда также (х„ , у0) (Kl,< Е , что про­
т и в о р е ч и т  п р е д п о л о ж е н и ю  ( Х е , у а )  S X . M y  ( X i  »  Я Л -

Если теперь EY для некоторой вершины yeVY , то 
Uo,y)(xe,y»>E .  и п 0  предположению также (х е , 'у)(х 1 1 у 1 )€ Е. 
Отсюда вытекает, что 3=4^)1 для некоторого М , 
т.е. М.(у 0 ) £ .  Обратно, если y»4bi  для -цеМ , то 
U e i  b) ( х 4 ) УЛ е  Е ,  что влечет (х 0 ,у)(* 0  ,  у„) е. Е и 
уу а  с EY .  Итак, Uty«, 1 )  = М У 1  .  Равенство Ц(у 1 )=Му 0  

проверяется аналогично. 
Пусть теперь х„ xd . Если е EY для некоторой 

вершины ус VY , то (x01a0)(xä,yUE и (xt, з±) (х01у) с Е. 
Это возможно только.при х0= и yiji £Y . Итак, при 
х0 Ф вершины у„ и уА изолированы, а при xc=xt имеем 
У= Sväi-

Достаточность условий. Пусть (х,у)(х„, у»)е Е, тогда 
либо х = х0 , уЭс, € EY , либо ххв с ЕХ, у « Ча» для некото­
рого ^ с М . Рассмотрим эти возможности отдельно в каждом 
из случаев (4) - (6). 

Случай I: выполнено условие (4), т.е. х„=,хА, yeS» у4. 
Если х=х0 ^ yy„cEY , то х •= stj , уЯ± с EY . Если 
хх 0 е ЕХ ,  у = -v |-y 0  ,  то xXj.eEX и у =4^1 , где eft М 
пересылает уг в ус (такой элемент в М найдется, посколь­
ку у 0  S Y  у А  влечет у„ ~ м  y t  ) .  

Случай 2: выполнено условие (5), т.е. *0**1?>о$ххи 
jo и уА изолированы. Здесь единственной возможностью являет­
ся хх 0  с ЕХ ,  у = Чу= • Поэтому, как и выше, xx t  < ЕХ ,  
У • 4 е? Ул (отметим, что все изолированные вершины графа 

образуют один § -класс). 
Случай 3: выполнено условие (6). Если х = х», yy»cEY, 

т о  Х Х Д Б Ё Х ,  T J T M Y , .  О б р а т н о ,  и з  X X 0 < E E X ,  У С Н У 0  

следует, что х»х А  ,  yyi*EY. 
•Итак, в любом случае мы получили, что (х,у)(хА, уА)е Е. 

Лемма доказана. 
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2.3. Замечание. Моноид М удовлетворяет условию Лем­
мы 2.2, если, например, М ? Aui Y. 

Если графи X, Y и моноид М таковы, что ни для ка­
ких вершин условие (б) не выполняется, то (3) дает необхо­
димое и достаточное условие также для S -несжимаемости гра­
фа м Y . Точнее, верна следующая 

2.4. Теорема. Пусть X, Y графы, М симметрический 
подмоноид в {T(VY) . Если отношение содержит Зу > 
то выполнение условия (3) и невыполнение ни для каких вер­
шин у0 , «• VX , a« i üi е V Y ' условия (6) необходимо и до­
статочно для S -несжимаемости графа X ° м Y . 

При любом М эти условия остаются достаточными. 
Доказательство^ а) Цусть выполняется условие (3) и ни 

для каких вершин графов X, Y не выполняется условие (6). 
В частности, из S -несжимаемости графа Y следует, что 
Sy = А (иначе "склеивание" вершин одного -класса 

дало бы неинъективный строгий эндоморфизм графа Y ). Поэто­
му любой симметрический подмоноид Ms 5"(VY) удовлетво­
ряет приведенному условию. Теперь S -несжимаемость графа 
Х°м Y легко вытекает из Леммы 2.2. В самом деле, если 

(*о> ь=> ?ц. у » то должно выполняться либо (4), 
либо (5), но оба эти возможности исключены в силу (3). 

б) Пусть теперь моноид М таков, что Sy содержится 
в ~м , и граф X »M Y 5 -несжимаем. Ясно, что условие 
(3) эквивалентно тому, что ни для каких вершин не выполнены 
условия (4) и (5). Для завершения доказательства остается 
применить Лемму 2.2. 

2.5. Следствие. Для следующих булевых произведений 
2. < Sb (X , Y^ условие (3) эквивалентно 5 -несжимаемости 

графа 2. : 

а) 2. = X [ Y] (Теорема 2.1., здесь можно взять 
М a 5~(VY) и условие (6) в силу ^ 4 М. (^ 

не выполняется); 
б) 2.= X =Ди4у Y , если граф X не содержит компо­

ненту связности К2 (например, X связен и 
IVXI> 3. 

в) žL = X = s£nd у Y при тех же условиях на X , 

что и в б). 

2.6. Замечание. Условие Z = X [YJ , очевидно, равно­
сильно тому, что 2 = X = м Y , где М транзитивно действует 
на Y . 

Приведем теперь пример, показывающий, что ограничения 
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на И в Теореме 2.4 существенны. 
2.7. Пример. Пусть X - К2 •> Y = К1)2 » ^ ] • 

Легко проверить, что граф 
ütо о xz X =>м Y = X*Y 5 -несжимаем, 

X хотя граф Y таковым не явля-
о о -—о ется (например, будет 
di у На Уа строгим эндоморфизмом Y , ес-

ЛИ ПОЛОЖИТЬ cf = Уд , 

X х  у - у г  ) .  Это объясняется 
- Д тем, что ~м не содержит §Y. 

2.8. Замечание. Все результаты § I, кроме Леммы I.I в) 
и части Предложения 1.3, касающейся моноида SEnd X ,  
а также Лемма 2.2 без изменений переносятся на случай бес­
конечных графов X, Y. 
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GRAAFIDE BOOLE'I KORRUTISTE EHUOMORFISMIDE MONOIDID 

U.Hümme rt 

R e s ü m e e  

Artiklis leitakse loplike graafide mõningate Boole'i 

korrutiste S-ahendamatuse kriteeriumid ja kirjeldatakse 
vähim graaf, mis sisaldab kahe antud graafi otsekorrutist 

ja mille rangete endomorfismide monoidis nende graafide ran­
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gete endomorfismide monoidide põimik on alammonoidika. 

ETOOMORPHISM M0M0ID3 OP BOOLEAN PRODUCTS OP GRAPHS 

U.Nummert 

S u m m а г у 

A Boolean product of two graphs X and \ is defined 

as any graph on the vertex set VX x VY lying between the 

Cartesian product X x Y and the composition X CYJ under 

natural inclusion. 

The paper describes in terms of Boolean products the 

minimal graph containing the Cartesian product Xх Y and 

admitting the wreth product of the monoids of strong endo-

morphiems of X and Y as a submonoid of its monoid of strong 

endomorphisms. We prove also a theorem giving criteria for 

some Boolean products of two finite graphs being S-unret-

ractive, i.e. having no strong endomorphisms except auto­

morphisms. 
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О ВЫРАЗИМОСТИ В ЭЛЕМЕНТАРНЫХ ТЕОРИЯХ 
С ЛОГИКОЙ РЕАЛИЗУЕМОСТИ В МИНИМАЛЬНОЙ СИГНАТУРЕ 

Р.Пранк 
Кафедра программирования 

I. Введение. Объектами исследования настоящей статьи яв­
ляются введенные в [5] элементарные теории с логикой реали­
зуемости по Клини. Изучается следующее явление: в некоторых 
(но не во всех) теориях с логикой реализуемости можно нетри­
виальные предикаты выразить через равенство. Приведем снача­
ла основные определения и обозначения (для рекурсивных функ­
ций и рекурсивно перечислимых множеств терминогия и обозна­
чения взяты из монографии Х.Роджерса Г4J, а для нумерованных 
моделей - из книг Ю.Л.Ершова [ i ]  и [2]) .  

Пусть (-S1, (%, 0 ) - нумерованная модель, где S - основ­
ное множество, <50 - сигнатура и v: N —>S - нумерующая 
функция (не обязательно всюду определенная). Пусть 5? - сиг­
натура, полученная из <5~o добавлением константных символов 

>•>) для обозначения а Ши -
модель, полученная из ГШ1 = ( «$ , 60 ) обогащением сигнату­
ры до 64 . Определим отношение £© Ol (натуральное 
число & реализует замкнутую формулу Ol сигнатуры ): 

1. Если Р - п -местная предикатная буква из , а 
Tj,..., T)v - постоянные термы , то 

е  ©  Р ( Т Т . )  ̂  е  -  О  i  Т П ^ Р С П  Т Ц  

2. Для пропозициональных связок повторяется определение 
Клини ([з]). 

3. Если Oi ( JI ) - формула б", с одной свободной пе­
ременной , то 

1) е<£)ЗЛ(Ш)^ А- е© 

2) e©ViOlU'}- (V^Aigv) 

Элементарной теорией с логикой реализуемости нумерован­
ной модели ( , б^>, ^ ) называется множество всех реализуе­
мых замкнутых формул сигнатуры <5^>, обозначаемое через 
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1X0 (v|6^l|i)j_ Предикат 3"*( ), определенный на 
$ у называется выразимым в теории 73t^ , б~о, ^ ), 
если существует такая форцула Ol( Ж Л^) сигнату­
ры бс , что для любых замкнутых термов Tj ,..., Тц сиг­
натуры верно 

Ol* (~Г1 "£=>> /ТП)) И & ( IiTHJ. 

Если нумерованная модель (6^, V) является сильно 
конструктивной, то реализуемость совпадает с истинностью в 
классическом смысле и выразимость в ~Т&£Х 5 > €>õ , Р) сов­
падает с выразимостью в классической элементарной теории 
модели ( 3 , б~0-). В общем случае выразимость в ^ ,60, J) 
может существенно отличаться от выразимости в классической 
теории. Известно описание выразимости для двух структур. 

Пусть Б - семейство всех рекурсивно перечислимых и 
31 - семейство всех рекурсивных подмножеств N , бо -

сигнатура <ф , А/; Õ , U , => или <-,£>, 5Г-
постовская нумерация £ и % - нумерация J2. характерис­
тическими индексами (т.е. % ( rv) = и S\iq % = 
= (h- j - характеристическая функция)). Тогда: 

1. В ТЛ£"( й , б"0, 5Г) выразимы все рекурсивно инва­
риантные арифметические на индексах Поста предикаты (f?J , 
теор. 4.1). 

2. В T&J}*(vß , б^,^) выразимы предикаты 
которые являются булевыми комбинациями унарных предикатов 
Jid (л< Ах, ) / ), где Те - термы, /А/ обозначает 

мощность множества /) и имеет конечную или коконеч-
ную область истинности в {О , 4 ,wj ([&], теор.3.6). 
Последнее означает, что в конструктивной теории Л выразимы 
предикаты, которые выразимы в классической теории -Ä- при 
сигнатуре, расширенной предикатом " /) конечно". 

Исследуем теории семейств Ь? и & в минимальной сиг­
натуре <= > , состоящей только из символа для предиката ра­
венства. Для любого S всякое взаимно-однозначное отображе­
ние 5 на S является автоморфизмом структуры (S , < = >). 
Это значит, что в классической теории ( S , <— >) выразимы 
только предикаты Р (ЭС^,которые являются буле­
выми комбинациями из предикатов "  5С; = "  ( £.  ,  j ,  = I , . . .  ,n j .  
В конструктивной элементарной теории минимальной сигнатуры 
может выражаться существенно больше предикатов. Примеры Ь 
и Я покажут возможные границы этого явления, 
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2. Теория рекурсивно перечислимых множеств. 
Теорема I. Предикат " Ас ß " выразим в <=>, зг). 
Доказательство. Пусть 

Ol(/),ßj  =  7(Л = 6) * Vjy[n(Jl*A V 4=ßH 

& 77С*-Л V У = ß)  £ П ( Л = А  V ^=л; о (>=л WM)]. 
Докажем, что © Й. (Jüv, Лв) Ф=> Жа, i ̂  . 
Из неинформативности реализаций атомарных и негативных 

формул вытекает, что реализуемость второго члена коныонкщш 
равносильна существованию ЧР$ ^ (JV , ̂  ) со следугацим свой­
ством: если 

1) калщый из аргументов М и £ является номером ка-
кого-либо из множеств Жа и ЗГ^ и 

2) хотя бы один из них - номер Та» то 
3) Iи и 

4) (f(>,y) = 0 =ЗГа,) £ =4 5Гу = ЗГа). 
Пусть Х(х £ ЗГ<,, . Тогда и первый член конъ­

юнкции реализуем. Для доказательства реализуемости второго 
члена фиксируем число "Но 6 ЗГа, We, и опишем алгоритм вы­
числения для любых -V, if. . Алгоритм перечисляет 
симультанно ЗГ< и ^ . Если на некотором шаге перечисле­
ния выдается число 20 , то полагаем 

я. . _ / 0, если получено " Зоб-"Я* " 
' '" II, если получено ™ 2» 6- "ЭГ^ ". 

Если -V и ^ удовлетворяют 2), то гарантировано по­
лучение Но и выполняется 3). Если верно и I), то Но мо­
жет быть получено только как элемент множества, равного TV о. 
т.е. выполняется также 4). Из реализуемости обоих членов 
конъюнкции получим © Ol С ЗГа ЗГ&). 

Докажем обратную импликацию. Пусть Та. £ UT<j . Покажем, 
что тогда СХ(Ха,, ~б). Если ОТ а = Tfe , то <Л(Ха.,^) 
нереализуема из-за нереализуемости первого члена. Рассмотрим 
случай 1Га. С Же, Можно построить ORB g- и Л, такие, что 

"I! fcfc) ^ <L , 

• Vif. О & У с СО -о •=> JC да = JT<v 4- 3r^i;=3Tfe, 

Vii i) & (£) >Ö =*> Кgc; =3T 6  g- or^ U )  =7TQ,. 
При любом с пара ( д. (t ), А ( <: )) удовлетворяет условиям 
I) и 2). Если реализуем второй член формулы Olföe,^Т(,), то 
множество {v| 0^ оказывается рекурсивным мно­
жеством, отделяющим /i | У, (С) = о] и { Lj Ус (С; - что 
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невозможно, Следовательно, второй член, а также вся формула 
С&(ЗГа,ЭГ&) нереалиэуемы. 

Доказанное наш утверждение о реализуемости Ol 0Га , 
означает, что формула ß)  выражает предикат "A£ß\  
Отсюда получим, что формула 10l(Aß) выражает * A Q В'. 
Теорема доказана. 

Из теоремы I и описания выразимых предикатов для тео­
рии TL о " ( Ž » , X ) получим 

Следствие. В TApi £ , <=>, X ) выразимы все рекурсив­
но инвариантные арифметические на индексах Поста предикаты. 

Таким образом, уже в минимальной сигнатуре выразимы 
фактически все предикаты содержательной теории рекурсивно 
перечислимых множеств. Аналогичный результат о максимальной 
выразимости можно доказать для теории частично рекурсивных 
функций с нумерацией Клини j. 

В третьей части статьи покажем, что выразимость других 
предикатов через равенство не является универсальным свой­
ством теорий с логикой реализуемости. 

3. Теория рекурсивных множеств. В теории рекурсивных 
множеств при сигнатуре =, С У переход от классической 
семантики к конструктивной привел за собой некоторое расши­
рение класса выразимых предикатов. Оказывается, что при ми­
нимальной сигнатуре класс выразимых предикатов вообще не 
расширяется. 

Теорема 2. Если определенный на Л предикат Q выра­
зим в £"(-£,£- ), то выразим в классической эле­
ментарной теории 7Zc(& , < ~у>). 

Доказательство теоремы начинаем со следующей леммы. 
Лемма I. Существует ORE £-( М , CL , •& , ) такая, что 

если rrv > 1 , Ct = <&4 & = <gf,..., #m>, где 
9а.ä и У/ являются характеристи­
ческими функциями, причем для ^ ^ . j4 ̂  верно 

^ = ß ̂  ' 

то У/(т, а, 4, х) - характеристическая функция, причем 
для 4 4 и § кп. верно 

&i ~ ^ = ßcI, . ( I )  

Доказательство. Покажем, как вычисляется значение 

4, jC) 
Алгоритм пользуется значениями ß-i,..., dl m , ь , , — 

.. . ,  X и 2 и данными о вычислении ^  ̂ (О), . . .  
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л, 6,о( 2  - О- В процессе вычисления находятся 

УатМ, (2) 

для V" = 0,1,2,... и, если при некотором v- получено 
Va.то алгоритм заключает, что £«,- ^ • 

Опишем получение ^(т,а 6, <)(2К если предыдущие зна­
чения уже вычислены. 

Этап I. Вычисляется (2) до значения v-= в. Если в ре­
зультате этого получено, что для всех t = I,...,т, верно 
Rx * Rae то полагают 

%,й С где i = I a, > 
' 1  (О, если такого d " не существует. 

В противном случае выполняется 
Этап 2. Пусть ßK = {i|Vg.(zJ«ic} (t; = О, /), 

Если для некоторого к верно то полагают 

6, ~ ̂  
Если оба В< непустые, то вычисление (2) продолжается для 
новых V-, пока для < = 0 или < = I и для всех i £• 6К не 
получено R * ̂  Ra-. Полагают 

,а < v; ̂  
Покажем, что в предположениях леммы этап 2 не может ра­

ботать бесконечно. Для произвольных t> ßc и j£-ßi имеет 
место R&; Ф Kij и, соответственно, Rft-#£Q . Следовательно, 
множество Rx не может совпадать одновременно с ßQ. и i?n , 
где if-ßo и j б ß1 ; хотя бы для одного значения к верно 
( VC <= ß * ) I # Ra„• J. В процессе вычисления (2) для лг= 
= 0,1,2,... все эти неравенства когда-нибудь будут получены 
и выдается результат. 

Убедимся, что выполняется (I). Если при некотором с 
в е рно  R x  =  R a ;  ,  т о  д л я  в с е х  2  зн а ч ени е  а .  i t  К )  ( г )  

выбирается на этапе 2 и будет равным fyii). Если R*?£а- для 
всех i , то при некотором значении V- это достигается на 
этапе I и выбор Т'/^аДх) (ž) для следующих z дает 

^ ß (, • для всех с. 
По описанию вычисления a, ž -v; fö) можно построить 

ОРФ ^, Лемма доказана. 
В классической теории минимальной сигнатуры ТХС&.<"=>) 

из выразимых предикатов Р( ..., ̂м.) наименьшую область 
истинности имеют совершенные элементарные конъюнкции, сос­
тавленные из атомов вида ^ t , j 5: #-v ). Следую­
щая лемма показывает, что в конструктивной теории ТЛ^(Х.,<=>,Х] 
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области реализуемости формул являются также объединениями 
областей истинности таких конъюнкций. 

Лемма 2. Пусть Oi(Mi) - формула минимальной 
сигнатуры и для множеств ßaK, Re, Я^выполн 
няется 

^а.: = (<•'./ = 

Тогда в f J2, ^ = >, Л ,) 
© (TKßct , , . . . ,  ß<i  J  «=> f t j .  

Доказательство леммы состоит в построении реализации 
одной формулы по реализации другой. Это можно делать стан­
дартной индукцией по построению формулы Ol , причем алго­
ритмы вычисления реализаций подформул переносятся приме­
нением функции / из леммы I к аргументам и значениям. 

Для завершения доказательства теоремы 2 остается от­
метить, что для каждого п- существует лишь конечное число 
элементарных конъюнкций и всевозможные их дизъюнкции выра­
зимы как в конструктивной, так и в классической теории. 
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VÄLJENDATAVUSEST RMLISEERITAVUS LOOGIKAGA 

MINIMAALSE SIGNATUURIGA ELMRHTAARTEOORIATES 

R.Prank 

Re s ü m e e 

Tähistaga Z t ja & naturaalarvude hulga rekursiiv­

selt loetletavate ja rekursiivsete alamhulkade peret, olgu 

X ja X nende perede numeratsioonid vaetavalt Posti ja 

karakteristlike indeksitega ning < =*=> signatuur, mis ko#e-

neb ainult ühest predikaat sümbolist võrdus* tähistamiseks. 

Nummerdatud mudeli C£>, <•= >( X) realiseeritavueloogi-

kaga elementaarteoorias on väljendatav predikaat „ А й S ", 
mistõttu siin saab võrduse kaudu väljendada kõiki aritmee-

tilisi rekursiivselt invariantseid predikaate. Seevastu mu­

deli ( < = •>, 7C) korral ühtib väljendatavus realiseerita-

vusloogikaga teoorias väljendatavusega klassikalises teoo-

riae. 

ON THE EXPRESSIBILITY IN ELEMENTARY THEORIES 

WITH REALIZABILITY LOGIC IN MINIMAL SIGNATURE 

R.Prank 

S u m m a r y  

Let £ be the lattice of recursively enumerable sub­

sets and £ the Boolean algebra of recursive subsets of 

Ы, JC - enumeration of £ by Post indices, % - enumera­

tion of Я by characteristic indices and > the mini­

mal signature containing only the predicate letter for equ­

ality. 

Theorem 1. The predicate "Л С 6" is expressible in the 

theory of (Z>, < = >, JT) with realizability logic. 

By results of f?J it implies that any arithmetical 

recursively invariant predicate is expressible. 

Theorem 2. If the predicate T defined on R is ex­

pressible in the theory of (A, < = >,%) with realizability 

logic then J is expressible in the classical elementary 

t h e o r y  o f  ( A t  <  — >  ) .  

I0 
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TRÜ Toimetised, 

764 (1987), 74-80 
Уч. зал. Тартуск. ун-та, 

1987, 764, 74-80. 

О САМОИНЪЕКТИВНЫХ СПРАВА ПОЛУГРУППАХ 

Х.Пяэва 
Кафедра алгебры и геометрии 

В настоящей статье дается ответ на вопрос, когда слабо 
самоиньективная справа полугруппа является самоинъективной 
справа (теорема 5 ). Пользуясь этим результатом и теоремами 
2.6 и 3.II из [5] , мы получим описание самоинъективньгхг 
справа правоинверсных полугрупп. Как следствие получается 
теорема 8 из С^З описании с&чюиньективных справа полу­
групп идемпотентов, являющихся цепями своих ^-классов. 
Статья завершается теоремой о том, что подполугруппа идемпо­
тентов правоинверсной самоинъективной справа полугруппы са-
моинъективна справа. 

В данной работе мы пользуемся определениями и обозначе­
ниями из [53 • Все понятия, которые не определены, можно 
найти в [13 или [З3 . 

Полугруппа S называется самоинъективной справа, если 
для любого правого 5-полигона В , для любого А <^65 и 
для любого f е Homs (А,6) существует Homs (В,5), 

который продолжает Ч3 • Полугруппа 5 называется слабо са­
моинъективной справа, если для любого I с, Ss и для любого 
if с Нот s (1,6) существует элемент ieS такой, что 
^(aj = z.cL для всех а, е Г. 

Предложение I. Полугруппа 5 является слабо самоинъ­
ективной справа тогда и только тогда, когда 5 содержит ле­
вый единичный элемент и для любых I<*5S и f£ Нот5(Г, 
существует е Ho<ns(5, sj , который продолжает f. 

74 



Доказательство^ Учитывая лвшу 3.3 из jjQ, достаточ­
но показать, что слабо самоинъективная справа полугруппа 

содержит левую единицу. Действительно, так как S S s , 

для тождественного 5-гомоморфизма fe Homs (5,5) 

существует элемент г б 5 такой, что <l =fC4) для 

всех ое 5 , т.е. ž, - левая единица полугруппы 

5 . Предложение доказано. 

Отметим, что в случае, когда 5 - моноид, предложение 

I является частным случаем леммы 3.3 из [8J . 

Поскольку,по лемме 1.3 из « самоинъективная спра­

ва полугруппа содержит левую единицу, мы имеем следующее 

Следствие 2. Каждая самоинъективная справа полугруп­

па является слабо самоиньективной справа. 

Обратное не всегда имеет место, как показывает пример 

из [?3 : неполная цепь с единицей является слабо самоинь­

ективной, но не является самоиньективной. Как известно, по 

критерию Вера (см. [2^ , теорема 5.7.1), понятия самоинъ-

ективности справа и слабой самоинъективности справа для ко­

лец совпадают. 

Теперь дадим ответ на вопрос, когда слабо самоинъектив­

ная справа полугруппа является самоиньективной справа. 

Пусть 5 -полугруппа, I S5 , 5 и 

Ob/s ~ Q.-3 (I)— ̂ -се в 5 J  £  X j ,  
Определим бинарное отношение у » ^ (I, <£,) на полугруппе 

5 следующим образом: 

-äp£ Q/,(I) ~ Q-e(l) и для всех 

Лемма 3. Отношение ^ является правой конгруэнцией на 

полугруппе 5. 

Доказательство^ См. доказательство лемш 3(a) из [4J. 

Лемма 4. Пусть Б - полугруппа, 1<^ 5 5 и 5 

Тогда из того, что <^а - za для всех а е I , следует равен­

ство -p(i, аь). 
Доказательство^ Пусть . Если tce<33(I)= 

= 0,^(1) , то dcc)-6uel и cp^iL— <^r~bu, , следовательно 

tu*. = = <ytu, = xbtc, 
 . . (o,t) €- p( J, Ž. ) . Следовательно, 4 p ( I, г). 

Аналогично доказывается обратное неравенство. Леша доказана. 

Теорема 5. Полугруппа 5 является самоиньективной 

справа тогда и только тогда, когда — 

1)5 содержит левый нулевой элемент и 
2) для любого Г <S-5 5 и для любого Нот5(Г,5) 

существует элемент сре 5 такой, что 
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( ) f(«.) = q^cb для всех aeT и 

(б) из того, что » следует равенство 
9-3 = 9-6 для 4,-teS. 

Доказательство^ Необходимость. Пусть 3 - самоинъек­

тивная справа полугруппа. По лемме 1.3 из [9] в полугруп­

пе 5 существует левый нуль. Пусть I^ Ss и feHoms(l,5)_ 

По следствию 2 5 слабо самоинъективна справа. Следова­

тельно, существует элемент £•£ 5 такой, что для 

всех ае! . Цусть p=yCI;a,) и 

Х-IS -* 5/f 
14 Л 

- естествеюсгш проекция 5-полигона 5 на 5/<э . Тогда 

5Г(1) C^/f) s • Определим отображение 

I а. 
Пусть а< = 0а,£Ж(1) . По определению имеем 3^а,«.=га*,«, 

для каждого е Qo, (J) '64jL(I)=5'1. Выбирая -u-M £5* , мы по­

лучим ЗЕ.Й4 , т.е. определение £ корректно. Очевидно, 

^ € Hom5 ( 5С( J), 5). Иэ самоиньективности справа полугруп­

пы 5 следует существование элемента j е Hems(5/<р, 5J, 

который является продолжением 5-гомоморфизма $ . Пусть 

^ , где Л.е5 - левая единица, существующая по 

лемме 1.3 иэ £9] . Тогда имеют место равенства 
цл - f(tjа, = $'(*,») -> Aß.JÄ̂ '(»)=$(«-) = 

следовательно f(a-)=^a для всех a.el . Пусть 

для 4,te 5 . Поскольку, по леиме 4, j?(I,a)-p(I, , im 

получаем равенства, _ , >,,7-. 

м-$'с 

^статочность. Так как полугруппа 5 содержит левый 

цуль, мы жжем для доказательства самоиньективности справа 

полугруппы 5 пользоваться теоремой I из [бЗ , по которой 

полугруппа, содержащая левый нуль и являющаяся иньективной 

справа относительно вложений в циклические правые 5-поли­

гоны, самоинъективна справа. Пусть /г-5 - произвольный цик­

лический правый 5-полигон и A<$(fi5)s . Пусть !={<)€51 

[К>СА] . Легко убедиться, что IQ 5S . Цуеть осе Л. 

Тогда существует 5 такой, что х=|гз . По определению 

I мы имеем el , следовательно, Л £ /li . Обратное вклю­
чение следует иэ определения Г. Мм получаем, что А = р-1. 
Цусть Нотs (jal, 5). Определим отображение: 
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Л: 11 5 

ЕСЛИ a^a^eI , то fia^^ficLд, и, следовательно уС/га,)-^^), 
т.е. определение Л корректно. Очевидно яе Hom5 (I, SJ. 

По предположению существует элемент ^.eS такой, что 

у([гсс) = Л (<г)=<^сб 

для любого etel . Определим отображение 

цг-Afi 5 -» S 
Ifii I-* 

Пусть р.л=р£ для <),€€ 5 . Если -«.е Qö= 0^(1) , то/гйс= 
= [1ЖеА и, по определению правого идеала!, мы имеем т^е1, 

т.е. а<-€ Qt = 0.-е(1) . Значит, Qs £<Я<ь . Аналогично дока­

зывается, что GU - Q><> » следовательно Qö= . Если те­
перь -iieQ,, = , то <нс, £tt£ Г и 

- f (/гм) = = 

Мы получим, что <U epd, ) . По предположению 2(6) име­

ет место равенство <fy-i = <pt . Пользуясь этим, мы имеем равен­

ство у(рл)= ijrcfit) , т.е. определение ^ корректно. 

Очевидно, if £ Нот 5 (р. 6, S) и цг является продолжением 

S1-гомоморфизма \р . По теореме I из [б] S самоинъектив­

на справа. Теорема доказана. 

Следствие б. Слабо самоинъективная справа полугруппа 

5 является самоиньективной справа тогда и только тогда, 

когда 5 содержит левый нуль и среди элементов Z е 5 , 
существующих по определению слабой самоиньективности справа 

полугруппы 5 для I^Ss и tpe Hpms(1,5) , найдется 

<^е 5 такой, что из (o,i)e^(I,<^) следует равенство 

Теорема 5 и теоремы 2.6 и 3.II иэ [5] дают нам описа­

ния самоиньективных справа правоинверсных полугруш» 

Следствие 7 ( [4] , теорема 8). Пусть Е - полугруп­

па идемпотентов, являющаяся цепью своих Л-классов. Полу­

группа Е самоинъективна справа тогда и только тогда, ког­

да 

(а) Е содержит левый нуль, 

(б) Е является слабо самоиньективной справа и 

(в) для каждого J<5- ЕЕ существует teE такой, что 

п=ъь для любого <3 6.EXl и a = ta, для любого ae I. 

Доказательство^ Допустим, что полугруппа Е удовлет­

воряет условиям (б) и (в). Пусть I <* £е и <f£Hc?/nE(I, Е). 
По условию (б) существует элемент £е£ такой, что<|>(a.)»£a 
для всех a-el .По условию (в) существует элемент /I е Е 

77 



так, что c=t-d для любого <i е £\1 и а=<ьа для любого 

ае Г . Пусть <^, = йг. . Тогда 

if (а) - га = fc(ta) = С fctj а, =-^<г. 
Пусть . По определению либо 

4,-бе! , либо <3,t4I . В первом случае -1 еQd(I)=GZt(I), 

следовательно 

- f t .  
Во втором случае 

$4 = (& г)о = £(tö) = žt = ~(гъ)£ = cfrt. 
Таким образом, мы показали, что выполняется условие 2) тео­

ремы 5. 

Обратно, пусть выполняется условие 2) теоремы 5,lc>L Е 

и <p€Homg(I,£) - вложение, т.е. <f(a) = a для 

каждого а е I . Тогда существует элемент q,eE такой, что 

a =tp(.a) = fycc для каждого ael и из того, что(Ч^)е"^(1,сЦ 

следует равенство = . Пусть <3,-6 е. £\ I . Поскольку 

ЕГ - цепь своих 52-классов, fia(I) = Qe(I) = I и 

для каждого . Таким образом, (4-6J ер( I, с^) , сле­

довательно Срл-cpt для всех <з,-£е£\1 . Пусть t = 

где -6 € ЁX 1 - произвольный элемент. Используя снова пред­

положение, что Е - цепь своих ^-классов, мы имеем 

fico-(c^t)cL=f(6c^=fay-a, для каждого ае Г и 

^ =(<?-£Ь "($4)4 для каждого 4€.£Г\1„ 

Остается отметить, что условие (б) следует из условия 2(a) 

теоремы 5. Следствие доказано. 

Теорема 8. Если 5 - правоинвереная самоинъективная 
справа полугруппа, то подполугруппа идемпотентов £ = E(S)  
самоинъективна справа. 

Доказательство^ Пусть 5 - правоинвереная самоинъек­
тивная справа полугруппа. Очевидно, левый нуль полугруппы 

5 , существующий по условию I теоремы 5, является идемпо-
тентом и левым нулем подполугруппы Е . Пользуясь теоремой 

5, мы должны показать, что для любого Г<^ Eg и ip€HomE(I(E) 

существует элемент йе£ такой, что f(cL)=Jta, для любого 

аеТ и из того, что (•!,-£) & р(I, , следует равенст­

во = для <з,-6е£Г. 
Пусть I* = { осе 5| ссж'е! для любого x'eVC*) j и 

^ ( 1 * —  S  ,  
' [х I—>у(?сэс')эс , 

где сс'с V(x) . Из доказательства леммы 3.2 {^бД следу­

ет, что 1%56 и 5) . По теореме 5 су­
ществует элемент <?.£ 5 такой, что для любого 
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ocel* и из того, что f(I*, ) > следует ра­

венство для <I' €̂ S . Пусть ае Г . Поскольку 
I €1*, ?А ̂«(a)^f(a.)££ и C^,^a)ed6n(F*E) f^eWj, 

то из правоинверсности полугруппы 5 мы имеем равенство 

. Пусть я, = . Тогда ф(а) = * а . Пусть 

и (<t,t)efCl,3:):. , т.е. и SJц.?ъЫ для 

всех ^eQa(I) . Если -0-&Q<i(l*) , то <л«~еТ* , следо­

вательно и, по определению I1* мы имеем dtwfe J 

для любого 'е. Так как <2оС1) =<2*(I) , 

следовательно и -^£<2^(1*) , т.е. Q4(I*J С1*). 

Рассуждая таким же образом, мы получаем Q<(I*) ̂ <24( I*J, 

следовательно Qd (I*J - ( I *) . Теперь 

= = Vtic . _»ч 

для fyeVCq,) и <u€.<34(1*) =&eCI*) . Значит, 'F 

и по теореме 5, мы имеем ^ . Следовательно, 

По теореме 5, £ самоинъективна справа. Теорема доказана. 

Обратное в общем случае не имеет место, как показывает 

пример на стр. 56 [43 . 
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PAKEMALI ISEIiJJEKTIIVSETEST POOLRÜHMADEST 

H.Päeva 

R e  s ü  m  e  e  

Käesolevas artiklis leitakse vastus küsimusele, millis­

tel tingimustel paremalt nõrgalt iseinjektiivne poolrühm 

osutub paremalt iseinjektiivseks. Tõestatud tulemus koos 

teoreemidega 2.6 ja 3.11 artiklist [5j annab tarvilikud ja 

piisavad tingimused selleks, et pareminversne poolrühm oleks 

paremalt iseinjektiivne. Esitatakse ka teoreem, mille koha­

selt paremalt iseinjektiivse pareminversse poolrühma idem-

potentide alampoolrühm osutub paremalt iseinjektiivseks. 

OH RIGHT SELF-IB JECTIVE SEMIGROUPS 

H.Päeva 

S u m m а г у 

In this paper we find conditions under which weakly 

right self-injective semigroups are right self-injective. 

Together with theorems 2.6 and 3.11 of f5 ] this result 

gives a characterization of right self-injective right in­

verse semigroups. We also prove that right self-injectivity 

of right inverse semigroups implies right self-injectivity 

of their subsemigroups of idempotente. 
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ПРАВОИНВЕРСНЫЕ СЛАБО САМОИНЬЕШВНЫЕ 
СПРАВА ПОЛУГРУППЫ 

X. Пяэва 

Кафедра алгебры и геометрии 
\ 

В данной статье даются необходимые и достаточные усло­
вия для слабой самоиньективности справа полугруппы идемпо­
тентов и для слабой самоиньективности справа правоинверсной 
полутруппы.Описываются также некоторые другие регулярные 
слабо самоинъективные справа полугруппы. 

Пусть 5 - полугруппа. Напомним, что множество Л = А 6 

называется правым 5 -полигоном, если для любых -эеб и /геД 
определено произведение /гзе.А , причем = p-C^i) для 
всех 4,-Ь £-5,р.€А и [Ы^/г , если 5 = 5 1. Очевидно, 5- S5 

является правым 5-полигоном. Записью Л <5- ß5 обозначается, " 
что Л является правым S-подполигоном правого S-полиго­
на ß . В частности,Is55 обозначает, что! - правый идеал 
полугруппы 5 . Пусть Л и 6 - правые 5-полигоны. Отображе­
ние ¥ Л —з> в называется 5-гомоморфизмом, если оно удов­
летворяет условию ip(yid) = iдля всех /г е ' А  и oes .  
В дальнейшем Нот5(/I,В) означает множество всех 5-гомо­
морфизмов из Л в 6 . Полугруппа 5 называется слабо само­
иньективной справа, если для любого ISSg, и для любого 
4?eHom 5 (T,S} существует элемент ZeS такой, что f(а) = 
= 2zl для всех «.el . Через V(<s) обозначается множество ин­
версных элементов к элементу S . По [4] полугруппа 
идемпотентов Е называется почти коммутативной, если f 
или для любых , где ^ - отношение Грина. 

В работе [5J даются необходимые и достаточные усло­
вия для слабой самоиньективности полурешеток. Теорема 2.8 

§ I. Введение и определения 
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обобщает этот результат для полугруппы идемпотентов. В § 2 
данной работы описываются также слабо самоинъективные спра­
ва почти коммутативные полугруппы идемпотентов. 

Если Ts 5 - произвольное подмножество, то через £(Т) 
обозначается множество идемпотентов, принадлежащих подмноже­
ству I . Полугруппа называется правоинверсной, если каждый 
ее об-класс содержит единственный идемпотент. По теореме 
I [И} полугруппа 5 является правоинверсной тогда и толь­
ко тогда, когда 5 регулярна и *fe.f=e.f для всех e,feE(Sj. 
Мы пользуемся этим результатом неоднократно без ссылок на 
него. Из теоремы I.I7 [2J следует, что каждая инверсная 
полугруппа является правоинверсной, а по теореме 7 [3] пра­
воинвереная полугруппа является ортодоксальной, т.е. ее под­
множество идемпотентов является подполугруппой. 

В работе [93 даются необходимые и достаточные условия 
.для того, чтобы инверсная полугруппа являлась - слабо само­
иньективной справа. § 3 данной статьи посвящен описанию пра-
воинверсных слабо самоиньективных справа полугрупп. 

Из статьи £7J и теоремы 9 [3j вытекает, что подпо­
лугруппа идемпотентов правоинверсной полугруппы является по­
лурешеткой своих ^-классов. Мы пользуемся этим в дальней­
ших обсуждениях. 

Отметим, что запись вида пА=... "в статье означает 
"через А. обозначается ...". Все понятия, которые в статье 
не определяются, можно найти в монографиях [I] и [2^ . 

§ 2. Слабо самоинъективные справа 
полугруппы идемпотентов 

Пусть С - правоинвереная полугруппа идемпотентов, т.е. 
Е - полурешетка Г своих ^-классов , иеГ . Пусть 

и Л ы Л|5={ а ^/ а €  ^ л и &€Apj  .  Если ,  то 
.  Следовательно, а#© £ для любых а 

ir£ Ар и ав-=& . В дальнейшем мы пользуемся этим равенством 
неоднократно. 

Лемма 2.1. Если С - слабо самоинъективна справа, то 
она удовлетворяет условию 

(Gl) Для любой пары элементов е Г и для любого 
существует элемент бfc. такой, что для каждого аеА^ имеет 
м е с т о  р а в е н с т в о  < ^ < 2 . =  & а .  и  д л я  л ю б ы х  э л е м е н т о в  а е А ы ,  п п £ Е  
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из (rma-ma следует равенство cpe-tn *чп.. 
Доказательство^ Пусть л, я е Г, К* %-V/V ' 

и Г = Л1/ К* . Так как Л|ъ&А. , всегда A*jb . Очевидно 
Е Е . Если те. А и Е , то существуют элементы 

такие, что теА^~ , осеЛ^- и jwo< < j3 . Но тогда 
(-^л<Г)ло<. = (-^Ло()Л d" 4 fZAcT4 ß , следовательно moe е. 
€ ^ т^-ас5" £ Л . Это доказывает, что Д ^ и мы имеем 
^ Е Е . Пусть if е А я, . Определим отображение 

<p:(l —* Е _ 
m, "если гл еА-
б-т , если /ис <* . 

Пусть /иеД/Ж^ и у-е Г такой, что /п£ .  Так как из 
w£ kfgt следует, что и из /этеД следует, что -^лы.4 р, 
мы имеем неравенство ^=^^4 (5, т.е. 6-т=т . Следовательно, 
определение отображения f корректно. Так как Л , <* Ё Б , 
легко проверить, что HOM£(IT Е). Из слабой самоиньек­
тивности справа полугруппы Е? следует существование элемен­
та <^#.6 С такого, что 9 #./?-? для всех mel. Если 
cieA^Q КгХ , то по определению f мы имеем =ip(a)=£a. 
Пусть теперь $-та=та для аеЛ^ и теА^. , где^-ef - не­
который элемент. Тогда Л^До( = Л^л-^мы , следовательно 
-y-Aot -  ̂ ьл^-л^ и  мы и м е е м  неравенство уис<.<р> т .е. m е А .  
По определению f получим, что = f(n) = ли. Лемма 
доказана. 

Лемма 2.2. Пусть еЕ. Тогда иэ fa и q/n^m 
следует равенство #/и<г = wa. 

Доказательство^ Используя правоинверсность полугруппы 
Е , мы можем писать 

£/яа » 6-(лгУ!а) *(6-а)'ма. =(уа)та = <^(ата.) = 

= c^Cwa) = f ẑwJcL = wa, 

Лемма доказана. 
Полурешетка Г называется брауэровой (см.р], стр.67), 

если для любой пары элементов =г,|=,еГ существует элемент 
Arote-r такой, что тлы 4 р, тогда и только тогда, когда 

Г 4 М '  
Лемма 2.3. Для полугруппы L условие (&') равносильно 

следующим условиям: ' 
(В) Г - брауэрова полурешетка и 
(W Для любой пары -elfter и для любого элемента 

с еЛ^др, существует элемент £ сеАр такой, что ca. = & c ci 
для каждого а-еА^. 

rri I—> 
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Доказательство^. Необходимость. Докажем, что из усло­

вия f<2) следует условие (6) . Пусть °(,|3е Г, 6-е А р, • 
элемент, существующий по условию (GL) и ££ Г - элемент, 

для которого . Пусть qf-лы. i р . Тогда =^-лы, 

т.е. Л ̂A-v-Act. = Л-^/\о1 . Следовательно, для любых 

cteA*, />/б А ̂ , поскольку ЛАА^Л^£А^ Л̂о(=Л 

и мы имеем • 
6-rti а = (г(_та) =( &та. )та. = даа. 

По условию (СЯ.) = т ,.но это равносильно тому, что 

Лел^^А-ff- , т.е. • Следовательно, £ . Пусть 
теперь £. и meA^. Тогда ср#.т=т . Используя условие (О.) 
и лемму 2.2, мы имеем Ьгиа т̂а для любого <хеА ̂  , следова­
тельно Л^зл-у-лы =А^лы. , т.е. < [3 . Таким образом, мы 

можем взять {$•<*.= £, . Этим доказано, что Г - брауэрова по­
лурешетка. 

Для доказательства импликации (Q) =š>(W берем эле­

менты л.^еГ и сеЛ^дд . По условию (Qj существует эле­

мент tyceE такой, 'что c^cc-cci для каждого <яеЛ„< и из 

ста-та следует fcr>n=m при произвольном т . Пусть 

h = t-cfrc , где ^<=Л|з _ произвольный элемент. Так как с^а = 

= Ига. , по условию (Q.) имеем <^(г=в- .'Из правоинверсности 

полугруппы Е мы получим равенства / 

frcti- = Cfy,c)e- *tyc.6-= <fyc6- =6-, 
Ьбъ = ^-С^с.)= , 

из которых следует, что , т.е. е А р . Применяя ра­

венство <^а=са , мы получим 

А-са =((rcfc)CL = H^CCL) ' 6-(CCL) =(frc)a, - ca 
для любого аеЛ^ . Следовательно, выполняется условие (V). 

Достаточность. Пусть сЛр.£ Г . По условию (8) сущест­
вует /з :ы е Г . Учитывая неравенство [3 4 fStot. , имеем 

о с д р 4 • < = < )  =о1л(4л(р--ы))4 оМр, 
следовательно ot/\^>=ot^(js-ot) . Пусть Л [З . Берем для 

некоторого эсеЛ^ элемент ̂  еАЛЛ(ъ=Аыл По условию 

( V )  существует е^^еАр^ , так что 
= £а, для всех а е А„<. . Пусть та=А-та для аеА^ л/ъеА-^. 
Тогда Аулы. , следовательно -^Aot =(Зл-дМо< , т.е. 

< р> . Из определения брауэровы полурешетки получим, что 

^(3>:=< , Т.е. = . Из ЭТОГО следует, ЧТОA^A(flyJ 
= Л ̂  , т.ъ. и 

qtocW - %<kc = т. 
Остается сделать переобозначение Лемма доказана. 
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Лемма 2.4. Пусть I<5>£"c и f £ HomE(I,g) Тогда 

cnfCa)^^(d) для любого ael. , следовательно <p*4(f>. 

Доказательстшх Используя правоинверсность полугруп­

пы Е" , мы имеем 

CLifCa-) =(fCa)a.(f(Q.) = (f(a-z)f(a) ~<р(а)(р(a) =f(a), 
следовательно, 

ipz(a) = (f(cp(a)j = <f(af(a)) = cp(ei) f(a) = f(a) 

для любого ciel . Лемма доказана. 

Лемма 2.5. Пусть Е удовлетворяет условию (ÖJ, Г^ЕГ^ 

и ipе НощЕ(1, Е") . Тогда для любого asi существует 

элемент такой, что < â)a»<p(aJ и cpfla)<f(6-) = f(0-J 
для любого frei". 

Доказательство^ Пусть aeT и -<ре/ - элементы, 

для которых (р(а)еАр . По условию (ОJ существует 

элемент ̂ (а)€ Е такой, что < â)a = ̂ aJ и из <f(a~)nici=та 
следует для всех ael , /и£Е . Пусть .Ис­

пользуя правоинверсность полугруппы Е и лемму 2.4, мы име­

ем 
if (6-J a = у a) = y?fу>с (срС#)) a. = (fя.. 

Следовательно, по условию (Q.) , = <f(6-) . Лемма 

доказана. 

Обозначим через С01, (2>1 интервал элементов <*,|3£ Г. 

Теорема 2.6. Правоинвереная полугруппа идемпотентов Е, 

являющаяся полурешеткой Г своих Q -классов А^̂ ые Г , сла­
бо самоинъективна справа тогда и . только тогда, когда выпол­

няется условие (Gl) и для любого множества пар {>лрг)\ 
а(Зе£Аре,о/е/(зсёГ , let-, L п - некоторое 

множество индексов и p>t l<žotcj из того, что Л[f5: 

и а(ЗкЛ0<кЛ=<г - üftt Л^Л^ДЛя любого конечного подмножества 
, п} £ L > следует существование такого элемента 

Ä.eE , что для любого €е L. 

Доказательство^ Необходимость. Выполнение условия (<2j 

следует из леммы 2.1. Пусть (a t̂) j ^6 ^ ] - множест­

во пар, удовлетворяющее предположению второго условия.Пусть 

1=г̂ аасЕ . Определим отображение 

Г/1 — С 

Пусть ci G <2^ £" /Таы Е « где лу̂  е L . По предположению 
а(3< ЛиИ^^^Д/,, Л.**,, т.е. для 

некоторых сг л̂еЛ^ , а^еЛ^. Используя правоинверсность 

полугруппы, мы имеем 
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<Яр„aeilc L j x  =  & ^ , ( в - л л о , л ь )  - ( a ^ a ^ c u ^  =• 

' - а(*л, °-u, аи а̂ы.л сыл=агзА aj.a^^ cu  ̂

- ар>г a=<i a^a^, Â= kßzPS* <г«<2' 

- a°i' (â a=<ia»l̂ =a&Q^Q0,1av = 

. rap*a-««4i, 1 

следовательно, 
CL^CL'CL^ (а^а^о.)= (ctp,си, 0.^)0. ~(aa*CU,<Z<Ja= 

— ^^>2, С — etp^Q, ̂ 

т.е. определение f  корректно. Очевидно <f£ Нот E(I, E). 
Из слабой самоиньективности справа полугруппы ET следует су­
ществование элемента £€ £Г , для которого = для всех 
wel . По определению f имеем =ffa* J-алс для лю­
бого €£ L. 

Достаточность. Пусть IQ Eg и ipe НотЕ(Х,Е). Рассмот­
рим множество пар {(a,fCa)) / a6lj . Пусть d^.^eT - элемен­
ты, для которых аеА^ я  и (f (a j  е Д ̂  ,  ae Г .По лемме 2.4 
l^cv^ cXa для всех a 6 Г . Пусть {а-,,.- ,ä„j £I и с*а. 
для i е[4,..., rtj . Используя лемму 2.5, можно для любого 
' е{'|> -- •/ л j найти элемент ^ £ Ё" такой, что <%,<•&; =<р(аг) = 
= <f(a;)<zl- и cfiLip(aj)*(f>(aj) для каждого j е{^, ,л j , Пусть 
^ и < € /А - - " j . Используя правоинверсность 
полугруппы £" , мы получим 

%'iz 'fytCfyl - • • i- ' " И - f • 
По лемме 2.2 имеет место равенство f(«i). С другой 
стороны, . Следовательно, если d"eГ - элемент, 
для которого , то сГе Л С fie , /5>; "•01 i 1 • 

Пусть a,de Г . Из правоинверсности полугруппы Е сле-

АУеТ • ip(a)a/ = у(аЧ)-уСав-) = f( 6-а&) = 

По предположению существует элемент žef такой, что f(W = 
=Ч?(а)о>,аг для любого а.е! , т.е. £Г .- слабо самоинъективна 
справа. Теорема доказана. 

Предложение 2.7. Слабо самоинъективная справа полугруп­
па идемпотентов является правоинверсной. 

Доказательство^ Пусть t - слабо самоинъективная спра­
ва полугруппа идемпотентов и - элементы, для кото­
рых ttff . Определим отображение 

e E u f b  к 
з -  ,  > ,  ) е с л и  осееЕ • 

|_ех, если o c e f E .  
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Пусть aeeEnfE . Тогда yfci-a=s<2,, следовательно опреде­
ление (f корректно. Очевидно ipeHom^eEUfEyE). Так как 
Б - слабо самоинъективна справа, существует элемент йб£" 
такой, что для любого oc^eEUfiE . Тогда, ис­
пользуя соотношение , мы имеем ге=(р(е)=fe = f и £.f= 
=<ftf = £ 1 следовательно 

e = - st Сиг.) = = зье = f • 
Предложение доказано. 

В силу предыдущего предложения имеет место следующая 
Теорема 2.8. Полутруппа идемпотентов является слабо 

самоиньективной справа тогда и только тогда, когда она пра­
воинвереная слабо самоинъективная справа полугруппа идемпо­
тентов . 

Таким образом, теорема 2.6 и теорема 2.8 дают описание 
слабо самоиньективных справа полугрупп идемпотентов, 

Дадим теперь описание почти коммутативных слабо само­
иньективных справа полугрупп идемпотентов. 

Лемма 2.9. ( [ lOj ,  лемма 3.1). Правоинвереная полу­
группа идемпотентов Е является почти коммутативной тогда 
и только тогда, когда для любых e,fe-E имеет место eRf 
или e € = f e .  

Теорема 2.10. Почти коммутативная полугруппа идемпотен­
тов является слабо самоиньективной справа тогда и только тог­
да, когда она является слабо самоиньективной полурешеткой Г 
своих б?-классов А^,о<еГ и удовлетворяет условию (Vj. 

Доказательство^ Необходимость. Пусть Ь - слабо самоинъ­
ективная справа почти коммутативная полугруппа идемпотентов. 
По предложению 2.7 она правоинверена, т.е. является полуре­
шеткой Г своих -^-классов , etё Г . По лемме 2.1, Е 
удовлетворяет условию (Q) , которое по лемме 2.3 эквивалент­
но условиям (Vj и (6) . Из леммы 2.9 следует, что для любой 
пары элементов e t f£ Е существует такой, что e,feA^-
или e f  =  f e .  

Пусть { [р>г, L - некоторое множество ин­
дексов и о(е,рг£Г для всех CeLj- множество интервалов, для ко­
торого П С ре, FIC ;OIE] F Ф при всех конечных подмножеств 
L1 £ L . Благодаря равенству рс: С(Ъс • С (ве;*<£)) = ($е ' 
и неравенству 4 (Ье : ( мы можем предположить, что 
/Зе 4 °<е для любого C & L  . Фиксируем для каждого fe L 
элементы и Пусть 1> Ua^E" . Опре­
делим отображение žeL 
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« P ' f l — E -
L^x-rcг^а^ос. 

Пусть а.е.а^^ЕПа^Е , где л,2-  L . Если то 
по выбору элементов , следовательно a^a = a^a. 
Остается возможность а.р„=с^зь a.^ • По предположению 
[[^1>[Ъ^о(^П[^1^:а<я/] ± ф • Следовательно, существу­
ет элемент <£€ Г , для которого справедливы равенства ел 

,р>1ЛеЛо1„ = ЕЛО< 1  И jb^A£Aol^' елЫ^ • Используя 
эти равенства, получим 

(Ъ^Ле^ЛЛ^- (СЛ^^ЛЫ-^Л d^ = (£А р, Л<£л)ЛЫ.ъ = 
= С Ad^Ad^ = d*A (CAd^-d-^A jb^A £Ad^~ 

- С&Л(3».)Л4<Л4л»(ЪъЛ*1ЛЫл , 

следовательно a^c^ap^c , где с =aoli Поскольку 
имеют место равенства <Ярл «р^-с^ади a=ca, из правоин-
версности полугруппы Е получаем 

ap„a = Op, (са) = (a^ с) a. = (a^crX^c) <2 - а^(са,з,с) <г= 

=«-|3a,C«-p, с)а = (а д^о-rijca = (а«, а Jj со.' = 
= а̂ ,< (O-^cjdL = ар„ Сса(3л.с_)а=С^с)(а^с) а = 
=(пуз«.с.)«. -а-рьС^-а^а.. 

Следовательно, определение <f корректно. Очевидно 
Из слабой самоиньективности справа следует существование 
элемента ä«E" такого, что fN=im для всех me I . По оп­
ределению if имеем ž<2^t=<p(a^c) = dpcixait для каждого £е/_. 
Тогда из неравенства |в£ - следуют равенства 

~ = 
a-̂ >eĉ lca-̂ >t = 

= a(bc Ovt с̂ = а.ре f 

а(зех.<г £̂ = (ЛА с̂) = = Ä/5e< ê = aa^ 
для любого £eL . Таким образом, если сГе Г - элемент, для 
которого , то сГб^Ср.е, рс ;ы,3 • По лемме 2.5 [б] Г 
слабо самоинъективна. 

Достаточность. Допустим, что Ь является полурешеткой 
Г своих 52-классов А*, <*£ Г , удовлетворяет условию (Vj 
и Г слабо самоинъективна. Из теоремы. 2.7 £53 следует вы­
полнение условия (ß) , по лемме 2.3 Е" удовлетворяет усло­
вию (Q). Пусть Х^Ер, f £ Horn Е (I, Е ) и da/[iael (ae I) 
- элементы, для которых ae/^ и tf>(a)e А ̂  . Рассмотрим 
множество интервалов {С (ia., ^л-^а. jj л ei j и любое конеч­
ное подмножество {, а*}СI• Рассуждая также, как 
в доказательстве достаточности теоремы 2.6, можно найти эле­
мент сГ е.п[($а;,ра< • По лемме 2.5 [5] существу­
ет элемент б С: 3 • Пусть £,е А^, - произволь­
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ный элемент. Тогда г.£рсл)=(#а) и <{Са.) &г= ла, для любого ad. 
Пусть М = { £е 11 ip(£) !£? £ j и N={0~&MlRtf(f-) £ £f-}i 
где и % - ^-классы, содержащие элементы <pf#J 
и & соответственно. Если М = 0 , то по лето 2.9 st(p(a.)-
= YCO-J *. и 

fC«-)=žcpfft) сг -£ž^a))a-=<pfaj mz=ža (I) 
для каждого a. ei. 

Пусть , N = ф и ae J . Тогда z,!ßip(4-)& в~ для 
любого 0-sM^l , следовательно геХ и <р(и,) = & . Если 

, то <f te) =<рбго) са)<г. = га. Допустим £?а,=^ , 
Тогда ^ £<f(a) , так как в противном случае #? ь ~ 
=^fCa) £ » получим противоречие с условием N •=$. Но тог­
да по xewte 2.9 5.(fCa.)=а и из (I) получим < )= на. 

Пусть, наконец, t^eH+ф и etel . Если tJca., то 
<f6a)= cf(ta-) = <f(tj a, . Цусть . Тогда R^a) 4 = 

= < R/t и по лемме 2.9 tipCaj = cj7<faJt = <f(a.) . Пользуясь 
этим равенством и правоинверсность*) полугруппы, мы име-

с(Ca) = f(az) =кр(а J А=(fCa.) *)«. - } a = србялм) -c^taj^tja. 

Следовательно, ЕГ является слабо самоиньективной спра­
ва. Теорема доказана. 

Следствие 2.II.  Почти коммутативная полугруппа идемпо­
тентов, являющаяся конечной полурешеткой своих ^-классов, 
слабо самоинъективна справа тогда и только тогда, когда она 
удовлетворяет условию (О.). 

Следствие 2.12. Почти коммутативная полугруппа идемпо­
тентов, являющаяся цепью Г своих ^-классов, слабо само­
инъективна справа тогда и только тогда, когда Г слабо са­
моинъективна. 

Завершим параграф примером правоинверсной полугруппы 
идемпотентов, которая удовлетворяет условию (Q) , но не яв­
ляется слабо самоиньективной справа. 

Пример. Пусть полугруппа Е задана следующей таблицей 
умножения: » 
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'А Лг, ife, & % с fa ffi 
1 \ а, «А fa & с <r, 
а.* а, а, с fa fa fa с fa fa 
«г с О* fa fa » с fa fa 
fa fa ti fe, fa X fa fa 
К а fa ti fa fa г fa fa 
Ä % fa fa fa % fa fa 
С с с с fa ы fa с fa 
fa fa fa fa fa fa fa fa 
и fa 6-: fa fa fa fa fa 

Пусть а{л] , А^л = {сц] , AdL^ i Ах~{С} •> 
А (Зд_i{fa,fa,X j и Г={е,^1,о<д,)я,^^л|. Произведением 
f'Afz, элементов ^,-^хеГ называем элемент, для которого 
аг^асд, еЛ^А^, для любых ж1 еЛ^ , сс^еЛ ̂  . Легко убе­
диться, что £ является полурешеткой Г своих ^-классов 
Äff-, $-еГ. Легко проверить, что Г -_брауэрова полурешетка. 
Рассмотрим элементы Я.р^еГ, для которых ы,лр>^=Лл^= 
= Для ^ б Л |з1 существует г,е , для которого 
=-2о£,' и faa^=a.a^ fa. Для fa€A^ существует Л , 
для которого Ас =Ь-^с = ̂ сьл=^зС1л=(гл. Выполнение условия (t/J 
в остальных случаях следует непосредственно из таблицы ум­
ножения. Пусть 1= о-лЕиа^Е, Определим отображение 

л : 11 Е" 
I ^ СС, если хеа<£"? 

если х&а^Е. 
Если хеа,£Па^Е , то ^,х=в-1(сх)'(б-1с)х'- fa'x=(f^c)x = 
= fa(cx) ~faoc . Следовательно, определение f корректно и 
tpe НомЕ(1, Е~) . Допустим, что существует элемент et" 
такой, что фСх)~чх для всех згеI . По определению if мы 
имеем тогда cj/i,= fa и cpa^=fa . Используя второе равенст­
во, мы получим из таблицы умножения, что fa, но faa.* = 
= fa Ф fa . Полученное противоречие доказывает, что Е не яв­
ляется слабо самоиньективной справа. 

§ 3. Прав о инверсии е слабо самоинъективнме 

справа полугруппы 

Как было уже отмечено во введении, по теореме 7 £31 
правоинвереная полугруппа является ортодоксальной, т.е. ее 
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подмножество идемпотентов является подполугруппой. Для 
дальнейшего нам полезна следующая 

Лемма 3.1. ( [8J , лемма 1.3). Для регулярной полу­
группы 5 следующие условия эквивалентны: 

1) 5 ортодоксальна. 
2) Включение f'et/e V(a6-) имеет место для любых 5,^5, 

a'eVCa.), &'ev(6-). 
3) Если xeV(e) и eeE(S) , то vceE(S)-
Лемма 3.2. Подполугруппа идемпотентов £^Е(&) пра­

воинверсной слабо самоиньективной справа полугруппы 5 сла­
бо самоинъективна справа. 

Доказательство^ Пусть J'S 5S , ipe Нот £ (Г, Е) и 
1*^{хе5| ocx'el для любого сz JeV(x)f . Если хеГ* и -des, 
то (х <j) (се<)} '«<х х х J 3 (peo) '= XX'(pcö)pcä) 'el , поскольку 
( x o j  ( о £ з ) ' е Е  и  5  о р т о д о к с а л ь н а .  С л е д о в а т е л ь н о ,  I 5 5 .  
Очевидно, . Определим отображение 

lac*—»' fC'xac'Jx 

для любого х'еУ(эс) . Пусть x'xM6 V(x) . Тогда, посколь­
ку ххЖхх" , имеем 

у(?:-х')ос - у(эсзс"эсэс')эс = ц>(-хзс")хэс'ас - if(xx")^c. 

Следовательно, определение if>* корректно. Пусть areJ* а: eV(x) 
и oeS . Тогда 

tp*(X:3) = <р(Х4 (xo/j Xd = (f<Yxcr ir)4(xoJ) 3Cd -
=(xx '(x^j (x d/J XÕ - <f(Xx'J xd (этэ/хэ -
= f (xxOocd =<f*C^O, 

 . . <f*£ Hon?ä(J* S). По предположению 5 слабо самоинъек­
тивна справа, следовательно существует элемент *е 5 такой, 
что <f= 5.х: для каждого хеТ* . Пусть eele!* . Посколь­
ку <f *(<У- 4>(e2Je-Ч(е)ч. =<?(**•) =<еСе) и у(е)е£ , мы имеем 

У(е) = *(ej - ле е Е. 
По лемме 3.1 <.г,'е V( ге) для любого а'б . Используя 
правоинверсность полугруппы, мы получим 

ге = ze(ic) - ег,'г.е - я!ге 

для любого ееТ и z'el/t» .'Пусть £*= гк е , Тогда 
if(e) = £*е для всех е el , следовательно ЕГ слабо самоинъ­
ективна справа. Лемма доказана. 

Пусть 5 - регулярная полугруппа. 
Определение. Подмножество М ^ 5 называется совместным 

справа [слева 3 , если x^'e ЕС5) [ %'х £ EC$) J для любых 
х, ̂ еМ" и V(<g) . Подмножество М £5 называется сов­
местным, если оно совместно как справа, так и слева. 

12* 
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Лемма 3.3. Пусть 5 - правоинвереная полугруппа. Под­
множество М £5 является совместным справа тогда и только 
тогда, когда для любых эсмеМ существует Ve VC^) такой, 
что ccа'еед. 

Доказательство^ Необходимость очевидна. 
Достаточность. Пусть Af-5 - подмножество, для любой 

пары элементов о:,иеМ которого существует элемент '%)• 
такой, что xy'eECs) . Цусть - произвольный 
элемент. По определению правоинверсности • Используя 
ортодоксальность правоинверсной полугруппы, мы получим 

Лета доказана. 

Лезав 3.4. Джя правоинверсной полугруппы б из того, 
что MS 5 - совместное справа подмножество, следует сов­
местность справа подмножества Md £ 5 для любого oeS. 

Доказательство^ Пусть т,пе М и <зе 5 .По лемме 3.1 
4We V(»oJ . Очевидно naWeECS) .' Используя правоин­
версность и ортодоксальность полугруппы, мы получим 

Z/t' = '(»'КН.') = Л1('00 WW)*.' = 
= /П(n'fi4õWW)/l'= >Г>Г)'(/100*ь) fc £"(f5J. 

По лемме 3.3 Ж - совместное справа подмножество. Лемма 
доказана. 

Лемма 3.5. Если 5 - правоинвереная полугруппа и М -
совместное справа подмножество в 5 , то для ь М имеем 

т&п тогда и только тогда, когда . 

Доказательство^ Необходимость. Пусть т, п е М - эле­
менты, ддя которых имеет место отношение /и<£>г. И п. 6 V(n). 
Поскольку «С/ стабильно справа, то тп'М/ьп' . Так как М 
совместно справа, /*п'еЕ(5) и из правоинверсности полугруп­
пы 3 получим п>п'=пп', т.е. гг)п'п*п. . С другой стороны, по 
т£пс£л!к. имеет место равенство /г>п'п-м , следовательно кп=п. 

Обратное очевидно. Лемма доказана. 
Лемма З.б. Если 5правоинвереная слабо самоинъектив­

ная справа полугруппа, то для любого совместного справа под­
множества Л/£5 существует элемент we 5 такой, что 
m=wm'm для любых т&М, -w'e. V(Vn)„ 

Доказательство. Пусть M=UV(m) и J = Um S. 
° ' тем /и'е/ч' 

Определим отображение 
^ 5 

[/>тЗ I—=» nnmsb. 

Пусть для w.zieM имеет место равенство эс для 
/п'бl/ifw) и . Тогда гп'тэс^п'пос , следовательно 
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moe =(<mrn)-m)oc ~ /7)^тх)^т(п'п.х) = тп'(пэс). 

Аналогично доказывается равенство лх= пт'(тс) и мы полу­
чим соотношение пх&тх . По лемме 3.4 Их - совместное 
справа подмножество и из леммы 3.5 следует, что пх= тх. 
Таким образом, определение <f корректно. Очевидно 
еНоть (1,5). Из слабой самоиньективности справа полугруп­

пы 5 следует существование элемента we 5 такой, что ч?С*)= 
= won для всех хе I . По определению <f мы имеем 

/п= тт'гп = (р(г»'т) = wm'm 

для люб'Ых теМ и w'e V(w) . Лемма доказана. 
Регулярная полугруппа 5 называется Е- рефлексивной 

(см. [9^ , стр. 531), если для любых из ccgeE(S) 

следует yxeE(s). 

Предложение 3.7. Если 5' - ортодоксальная полугруппа, 
для каждого двухэлементного совместного справа подмножества 
М с 5 которой существует элемент ft/6 5 такой, что w = 

для каждого теМ, m'eVCn) , то 5 является Е-
рефяексивной. 

Доказательство^ Пусть а с>^ €  S, xueE(S) 

и . По лемме 3.1 ^х'^УСхф с £"(5), следователь­
но, по лемме 3.3 И - совместное справа подмножество. По 
предположению существует элемент и/е 5 такой, что х=Мэс'эс 
и . Из равенств 

w<-w 
следует, что -^U/6 £"(5) . Используя это, мы получим 

х^эс = y ( w x 'et) =(^ w)(x'x) g ££5). 
Предложение доказано. 

Следствие 3.8. Правоинвереная слабо самоинъективная 
справа полугруппа является Е-рефжексивной. 

Следствие 3.9. Каждое совместное справа или слева под­
множество правоинверсной слабо самоиньективной справа полу­
группы совместно. 

Лемма ЗЛО. Если 5 - правоинвереная полугруппа, 
I<> S5 и f еМот0(11 s) , то ip (£"(!)) является сов­
местным справа подмножеством полугруппы 5. 

Доказательство^ Пусть М = <р(Р( I)), o,f е М и-e,f-
элементы в ЕШ , для которых <?(с)=4 и у(у)=£^Тогда 

-o'-d =ö'f(e) -o'tfCe-6) = o'oe 
для любого -о 'e I/O) . Используя правоинверсность полугруппы, 
мы имеем 

/И =<з'^е = г<з<)е 
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следовательно 
tf(<s'<3) = 4>(eõ'i)= f(e)õõ=444-d. 

Таким-же образом получим = t для t' eV(-6J ,  Исполь­
зуя эти равенства, правоинверсность полугруппы и лемму 3.1, 
мы имеем , 

df =tf(0<з) '̂=tq(4h)-t'lV= -

=f (-6.'to'бf (-tV-1 'li'-to'it'eECS) , 

 . . M - совместное справа подмножество полугруппы 5. 
Лемма доказана. 

Теорема 3.II. Следующие условия для правоинверсной по­
лугруппы 5 эквивалентны: 

1) 5 слабо самоинъективна справа. 
2) £= Е(5) слабо самоинъективна справа, 5 являет­

ся £-рефлексивной и для любого совместного подмножества 
М£5 существует элемент we 5 такой, что m-wm'm для 
любых тем, т'& V(*v). 

3) Е= Е(5) слабо самоинъективна справа и для любого 
совместного справа подмножества Mž5 существует элемент 
W£ 5 такой, что m^wrn'rn для любых теМ, /w'eV(™). 

Доказательство^ I) 2) следует из следствия 3.8,из 
леммы 3.2 и из леммы 3.6, поскольку каждое совместное подмно­
жество является совместным справа. Так как каждое совместное 
справа подмножество Е" -рефлексивной полугруппы совместно, 
имеет место импликация 2) =%> 3). 

3) Ф>1). Пусть I 5S и Ц>е Hom s(I, 5) . Из ортодок­
сальности полугруппы 5 следует, что E(I)<i£rE . Опреде­
лим отображение 

4>*Jecx)^Ee 

I е 1-^ (tfCti/tfCe), 

где (f (е)) 6 V(tf(eJJ . Поскольку 5 правоинверсна, опреде­
ление <{?* не зависит от выбора элементов . Пусть 
£6 Е(J) и й€ Е(5) . Используя правоинверсность полугруп­
пы, мы получим 

" ^ *(еа) = ( ̂ (еа)У^(еа) =.( = 
= (a <{(е)а - a (ifCeJj^CeJa = 

= (<f(e))'<^(e)a. = 
Следовательно, HomE CECI), E ) . По предположению су­
ществует элемент ž££" такой, что (£)) (f(е) = if*(£) = 
для всех ее ETI) . По лемме 3.10 c f(E(I))  С 5 является 
совместным справа подмножеством. По предположению существует 
элемент we 5 такой, что f(e.)= w(ffe))(f(e) для всех 
€ е ETI) . Так как из ccel следует осх'£ Е(1) , мы 
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получим . i > > 
If Cx) = = f(x X J X = (l*f Cf £XX J)  f (X0C))  XT = 

= w^y(xx)J YfxxOjx - vvÄxac x = iv&oc 
для всех xel,  . . 5 слабо самоинъективна справа. Теоре­
ма доказана. 

Следствие 3.12. ( ВО , теорема 3.4). Инверсная полу­
группа 5 является слабо самоиньективной справа тогда и 
только тогда, когда E(S) слабо самоинъективна, 5 явля­
ется L -рефлексивной и каждое совместное подмножество  5 
обладает верхней гранью. 

Для доказательства отметим только, что элемент we5, 
существующий для совместного подмножества M&S по теореме 
3.II, является и верхней гранью подмножества М. 

Как было отмечено во введении, из правоинверсности под­
полугруппы идемпотентов ортодоксальной полугруппы следует 
правоинверсность самой полугруппы. По предложению 2.7 имеет 
место следующее 

Предложение 3.13. Если подполугруппа идемпотентов £(5) 
ортодоксальной полугруппы 5 слабо самоинъективна справа, 
то 5 правоинверсна. 

Определение ( [бЗ ). Регулярная полугруппа 5 называ­
ется точной, если из ае 5 и ае,е £ £(ß>) следует ae£TS). 

Лемма 3.14. Подполугруппа идемпотентов точной ортодок­
сальной слабо самоиньективной справа полугруппы слабо само­
инъективна справа. 

Доказательство^ Пусть <5 - точная ортодоксальная сла­
бо самоинъект^чая справа полугруппа, Е=Е(5), Т g>*E Е и 

Нот Е  ( I ,С)  .  Рассуждая также,  как в  доказательстве 
леммы 3.2, мы получим, что существует элемент такой, 
что tf(ej = a:ee£" для любого евХ .Из точности полугруппы 
5 следует, что . Следовательно, ЕГ(5) слабо само­
инъективна справа. Лемма доказана. 

Полученная лемма, предложение 3.13 и теорема 3.II до­
казывают следующий результат. 

Теорема 3.15. Для точной ортодоксальной полугруппы 5 
следующие условия эквивалентны: 

1) 5 слабо самоинъективна справа. 
2) ЕС5>) слабо самоинъективна справа, 5 является 

t -рефлексивной и для любого совместного подмножества И £5 
существует элемент we5 такой, что m-vvrn'm для любых 
/у? б  М, We V(ni) .  
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3) ь(5) слабо самоинъективна справа и для любого 

совместного справа подмножества М£ 5 существует элемент 

WS 5 такой, что m=usrro'w для любых теМ, iv>'&V(r»). 

Следующий пример покажет, что из слабой самоиньективно­

сти справа ортодоксальной полугруппы не обязательно следует 

слабая самоинъективность справа подполугруппы идемпотентов. 

Пример. Пусть 5 = ^ j - полугруппа с табли­

цей умножения 

4 e f ь 
A A ,e f  £ 
t  e e e e 
f  t  if f f 
£ % f e A 

Легко проверить, что E=E(.S) = {A,e,yf j является подполугруп­
пой,  т . е .  5  ортодоксальна .  Пусть J  = eSU^S=£ e , ^  j  .  
Можно проверить , что Г - единственный правый идеал полу­
г р у п п ы ,  н е  я в л я ю щ и й с я  г л а в н ы м .  Т а к  к а к  H o m s ( >  
где ip< (рс)^Х, <fz (e>f , = e и для любых 
ace I , полугруппа 5 является слабо самоиньективной справа. 
Но, поскольку I 4L Е t Нот £ и E(SJ не со­
держит элемент 2 , для которого <fi(x) = ž,ac при всех ccel, 
то. £"C5J не является слабо самоиньективной справа. 
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PAREMALT KÖRGALT ISEINJEKTIIVSED 

PAREMIN VERS SED POOLRÜHMAD 

H.Päeva 

R e s ü m e e  

Käesolevas artiklis kirjeldatakse paremalt nõrgalt ise-

injektiivsed idempotentide poolrühmad, paremalt nõrgalt ise-

injektiivsed pareminverssed poolrühmad ja veel mõningad pa­

remalt nõrgalt iseinjektiivsed regulaarsed poolrühmad. Kir­

jelduste esitamisel kasutatakse artiklitest [3] ja [7] tule­

nevat järeldust, et pareminversse poolrühma idempotentide 

alampoolrühma 'R -klaasid moodustavad pool võre. 

RIGHT WEA.KLY SELF-INJECTIVE RIGHT INVERSE SEMIGROUPS 

H.Päeva 

S u m m a r y  

In this paper we characterize right weakly self-injec­

tive bands, right weakly self-injective right inverse semi­

groups and some other right weakly self-injective regular 

semigroups using the corollary from [3j and [7] that the £-

classes of the subsemigroup of idempotents of right inverse 

semigroup form a semilattice. 
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ОДНА ХАРАКТЕРИСТИКА ПОЛИКАТЕГОРИЙ 

КВАЗИГРУППОВЫХ ФУНКЦИЙ 

Э.Реди 

Таллинский педагогический институт 

Понятие поликатегории было введено автором в статье [2] 

В настоящей работе понятие поликатегории излагается в новом 

виде - в виде частичной алгебры. В работах [2,3] изуча­

лись поликатегории (полных) функций, частичных функций и 

отношений. В настоящей статье рассматриваются поликатегории 

квазигрупповых функций. Изучать такие поликатегории целесо­

образно, поскольку операции, определенные в поликатегориях, 

естественны для квазигрупповых функций. Доказываются некото­

рые факты о строении поликатегорий квазигрупповых функций и 

дается одна характеризация таких поликатегорий. 

Начнем с обозначений и определений, которые не общеиз­

вестны. Через X™ обозначается последовательность зск,хк+г. 
Хт при kžhi и пустая последовательность при к > т .  

З а п и с ь  Ё Г т  о б о з н а ч а е т  м н о ж е с т в о  { к , к + 4 , . . .  п р и  к й т  

и пустое множество при к > т .  Через П в работе обозначает­
ся сигнатура {х,х,Л бинарных операций, индексиро­
ванных элементами множества А/ в  = {  0 , / f ,п , . .  Л > т - е *  
множества натуральных чисел вместе с нулем. Символ N_i обоз­
начает множество натуральных чисел вместе с  числам^ 0  и - I .  

Определение I. Подкатегорией называется набор 

I. Определение поликатегории 

К* (К; I; П, S>, V, XVg), 
непустые множества, 
отображение К в 
отображение К в I, 
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Xu - частичные отображения К в I (к е S/ 0 ),  

если выполняются следующие условия: 

Ухе К [хХи определено и  £  0 , х р ] ;  

Ух, у б К хху определено <==» ху = у\и (ue Ö 7 y p |  ( I )  

Vx.ye К [(xxy)p = хр + yp] ; (2) 

Vac, ye К [(xxy)v = </у] ; (3) 

Vx, yeK ( x x y h v *  
;(4) 

yXv , если Об KU, 

хХу.ц, если UüV6U+xp, 

УХУ„ХР, если u+xp<c VŽ xp+-up|; 

Vx, y , z e  К  [ ( x x y ) x z  =  x * + 1 4 ( / x z ) J ;  (5) 

Vx, y, ze К [xx(yxz) = (/"x^xxz)] (u^i/). (6) 

Здесь соотношения (5) и (б) понимаются как тождества в час­

тичной алгебре, т.е. если определена одна часть равенства, 

то определена и другая и равенство выполняется. 

Применяется также следующая терминология: 

число хр называется рангом, 

элемент xv (el) - конечнш_носителемх 

элемент xXuUi) - и -тым компонентом начального_носите-

ля, 

набор (хХе,...,хХХу) - начальным носителем, 

набор (xx,,..., хХ -ху) - носителем, ' 

число \х \ - хр +1 - арностью_элемента X. 

Введем обозначения* ̂ 

=  { х е К  I х\и= lu(u€0,тд), xv=j] (xp=m*0); 

K J  =  {  х & К  I  х р  =  - 1 ,  X V * j \  ;  

-7к = i(C;j)eIvl KV Ф ф ) .  
Напомним, что пара ( I, JK ) называется носителем или ос-

новным_полиграфом _ [2J _поликатегории_К . 

Используя эти обозначения, можно рассматривать полика­

тегорию как систецу множеств, идексированную элементами 

множества , снабженную частичными бинарными операциями 

сигнатуры П , определенными согласно условиям (I) - (4) и 

обладающими свойствами (5) и (б). Таким образом определена 

поликатегория в работе Г 2 ] . 

*^ Символ Iы обозначает объединение всех декартовых сте- * 

пеней множества I . 
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Подполикатегория определяется,как строгая подалгебра 

частичной универсальной алгебры и гомоморфизм поликатего­

рий определяется, как строгий гомоморфизм частичных универ­

сальных алгебр. 

2. Основа, след и фундамент поликатегории 

Введем еще следующие обозначения и понятия: 

К_„ = { JceK I *р=-<П (= UK J(j£l)) ; 

К0 ={ xgK I  х«? = 0 j (=UkJLU,jeI) ); 
К  =  К Х К - 4 .  

Множество К _ 1  , состоящее из всех элементов ранга -I 

поликатегории К, называется основой поликатегории К (по 
аналогии с позиционными алгебрами [ 6 ] ). Отметим, что на 

множестве Кн не определено ни одно из отображений Au(ueA/a) 

и элементы этого множества не могут являться правыми сомно­

жителями в бинарных операциях из П . 

Множество К состоит из всех элементов неотрицатель-^ 

ного ранга. Отображение Х0 определено на всем множестве К.. 

В дальнейшем Скак принято в работах по квазигруппам [I.c.ll) 

элементы множества Кн обозначаются малыми_латинскими бук­

вами et, b,. ,. , а элементы из множества К - заглавными 

латинскими буквами А, б,... . Операция х обозначается 

через • . 

Рассмотрим подробнее подмножество К0 . Следуя книге 

Пёшеля и Л.А.Калужнина С 8,с.40] , назовем К0 следом_поли-

категории К . На подмножестве К0 отображения Х6 и У , 

сопоставляющие каждому элементу его (одноэлементный) началь­

ный носитель и конечный носитель, соответственно, определены 

всюду. Поэтоцу (ввиду условия (I)) произведение х •у опреде­
лено для элементов X и у из К0 тогда и только тогда, ког­

да XV = у Х6 ,т.е. если конечный носитель первого сомножи­

теля совпадает с начальным носителем второго. В силу условий 

(I) - (5), на К0 выполняются равенства 

(х-у)р=0, (У.</)Х„=хХе, <х.уЬ> = уу, (x.i/)'Z = X'ly-z) 

как частичные тождества. Значит, К0= (Ке;Хе,у,*) является 

полукатегорией. 

В поликатегориях определяются естественным образом еди­

ницы, (унарные) обратимые элементы и их обратные элементы 

(см. [43 ). Для подмножества всех обратимых элементов поли­
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категории К введем обозначение 6(К) .  Тогда набор 
G(K) = (6(K); X0,V. ') 

является (см. лемму I работы [4] ) группоидом (в смысле 

Эресмана [7, с. 81] ), т.е. категорией, в которой все эле­

менты обратимы. Следуя книге [8, с. 40] , назовем G(К) 

фундаментом поликатего]эии К • 
Обратим внимание и на то, что строго унитарными поли­

категориями (т.е. поликатегориями с полным комплектом e-еди­

ниц (tel)), в частности, оказываются следующие алгебраиче­

ские системы: позиционная алгебра (при IX1 = 1 ), катего­

рия (при К~ К6), моноид (при 111 = 4 и К = К0 ), а также 

система множеств бе з  операций (при К = К^) .  

3. Свойства поликатегорий кваяигрупповых 

(ЬУНКЦИЙ 

В этом разделе вводятся основные понятия, связанные с 

поликатегориями квазигрупповых функций, и доказываются не­

которые свойства поликатегорий квазигрупповых функций над 

системой множеств. 

Будем пользоваться обозначениями работ [2-5] . Пусть 

дана система М = (Mt;tel) непустых множеств Мь , индек­

сированных элементами непустого множества I. Положим 
Mt™ = Mlkx Mt f c M x - - - x  (k&w), Mt-2 =  ф 

Символ St-(M) обозначает множество всех (m+-f)-местных 

функций, аргументы которых пробегают соответственно множест­

ва Ml(j,, а значения принадлежат множеству Mj.Зна­

чение функции f £ 5^ (М) на аргументах хо € Kt(>, ..., 
хт £ М Lrn обозначается через . 

Множество всех многоместных функций над системой АЛ ,  
т.е. множество 

5(М) = (J me/V-/) 
превращается в поликатегорию, ̂ сли положить 

i? = m, iXi= <-« (ueO.m), -f v = j 

для  в с ех  f  e  5 ,  а операции  и з  П  определить  форму­
лой 

/> u V u~"fY w+U f) m+n 
о 4*9' "*** J' (7) 

для всех элементов хГ е MjV, е е Мд<; 

числа и е õ~n , носителей tu(ueO,m), fo=ju, Q V̂~JV (veÕš); 
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рангов jp =#ri, gg=r\ ж функций i,<jeS(M). Этот факт до­

казан в работе С2 ] , впрочем в другой терминологии. Полика­

тегория s (М) называется симметрической поликатегорией над 

системой М . 

В работе [5] введено, следуя книге В.Д.Белоусова [I, 

с, б] , следующее понятие 

Определение 2. Функция f £ называется квази­

групповой типа над системой М, если в равенстве 
х? f = у 

любые m+'f из элементов x0eMto, ye Mj 
однозначно определяют отсутствующий. 

Множество всех квазигрупповых функций (всевозможных ти­

пов) над М обозначается через Q (М) , а подмножество всех 

квазигрупповых функций типа (С;j) - через QJtm (АЛ) , т.е. 

= Q(М)ЛSi~(M), QfM)= UÕl"(M) 
Простой непосредственной проверкой доказывается,* что набор 

0(М) - (Q(M)j X, П, р, V, X*,) 

является подполикатегорией симметрической поликатегории S W). 

В дальнейшем С (М) называется потакатегорией_всех квазигруп­

повых функций над М . 

Ниже мы уточним и докажем некоторые результаты,анон­

сированные в работе [5] . j 

Из предложения 2 работы С5] известно, что 0(»<(М)Ф-ф 

тогда и только тогда, когда множества М te,..., Mt>n и Mj 

попарно равномощны. Проведем доказательство предложения 5 

из [51 в уточненном виде. 

Предложение I. В поликатегории 0(74) всех квазигруп­

повых функций над системой М фундамент и след совпадают. 

Доказательство^ Возьмем произвольный элемент следа этой 
поликатегории!, т.е. пусть / е <30(/Л) . Пусть f имеет но­

сители L = fХ0 и j~jy . Ввиду определения 2, квазигруппо­

вая функция f определяет взаимно-однозначное соответствие 

между множествами Mt и Mj . Поэтому существует обратная 

функция f" с 5j (М) , которая также определяет взаимно-од­

нозначное соответствие (а теперь) между множествами Mj и 

. Значит, функция j'1 является квазигрупповой и 

f е (%(И) С Q(M) . Поэтому fH принадлежит фундаменту 
. Этим доказано включение (20(М) С G(Q(M)). 

Обратное включение выполняется для любой поликатегории. Зна­

чит, в поликатегории (Q (М) след и фундамент совпадают, что 

и требовалось доказать. 
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Отметим, что уже для подполикатегории в поликатегории 

Q(М) аналогичное утверждение может и не выполняться, по­

скольку нет требования замкнутости относительно обратных 

функций. 

Определение 3. Поликатегория К называется собствен­

ной (или поликатегорией без элементов, которые равнодейст-

вуют на ее основе), если выполняется следующее условие ̂  

VA,BeKCVa0,...,am€K1(aJ...a„xA=acx...a„xß)<^A=ß] . (8) 

Предложение 2. Поликатегория Q(M) всех квазигруп­

повых функций над системой М является собственной. 

Доказательство^ Целесообразно обозначить нульместную 

функцию, отмечающую элемент QeMj , той же буквой О .При 

этом выполняется равенство QJ(M) = Mu , ,дяя всех je I . 

Теперь равенство элементов поликатегории 

Q0x... Qmx j- a acx... amxg 

при m - -fp (= g<p) равносильно равенству значений функций 

Qй™д . Значит, условие (8) означает, что две квази­

групповые функции равны тогда и только тогда, когда их зна­

чения при всех комбинациях значений аргументов равны. А 

именно таким образом определяется равенство функций. Следо­

вательно, Qi/Л) является собственной поликатегорией, что 

и требовалось доказать. 

Отметим, что симметрическая поликатегория S (М) также 
является собственной. 

Следующим определением выделяется важный класс подполи-

категорий. 

i Определение 4. Будем говорить, что подполикатегория 

К поликатегории К является подполикатегорией с полной 

основой, если ее основа совпадает с основой всей поликате­

гории, т.е. выполняется равенство = К^1. 

Следствие I. В собственной поликатегории все подпояи­

категории с полной основой являются собственными. 

Доказательство^ Это утверждение вытекает непосредст­

венно из определений. 

Следствие 2. В поликатегории Q (М) все подпояикате­

гории с полной основой являются собственными. 

Доказательство^ Этот факт следует из предложения 2 и 

предыдущего следствия. 

В выражении Q0x .. .а^хА считается, что операции 

совершаются справа налево. 
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Возьмем теперь разбиение множества X на подмножества 

I/t так, чтобы каждая подсистема Мд= (Mt; с е 1Л) состоя­

ла из всех подмножеств системы М , имеющих мощность /с 

Образуем подмножество Q (МА) в Q(M) , состоящее из всех 

квазигрупповых функций (всех типов) над подсистемой МА. 

Тогда, в силу сказанного перед предложением I, имеем равен-

СТВ° Q*(M)= U Q (Ma) (/te/V), 

причем это объединение дизъюнктно и операции из П не при­

менимы парам элементов из разных подмножеств. Эти подмноже­

ства оказываются подполикатегориями. В каждой QC МА) все 

подмножества j где j £ I/t , непусты. 

Значит, основной полиграф имеет вид (1/<, I *) . Напомним, 

что в работе [21 такие полиграфы называются полными. По­

этому и по аналогии с теорией позиционных алгебр Cl, с.128] 

естественным является следующее понятие. 

Определение 5. Поликатегория над полным полиграфом,т.е. 

поликатегория К= (К;1, П,р,У, Х^), дня которой = на­

зывается полной_поликатегорией. 

Следующее понятие имеет свои аналоги в теории группоидов, 

а также в теории категорий и в теории графов. 

Определение б. Если поликатегория К= p,v,  Х о̂) 

представлена в виде , ,_ ы . 

К - 1= UIA, Jffi ~ U ^ K / i  ( ^  >  
причем все объединения являются дизъюнктными, все явля­

ются подполикатегориями и операции из П не применимы к па­

рам элементов из разных К р. , то будем говорить, что К яв­

ляется суммой_подполикатегорий Кд (и будем писать К-ЦК^). 

Пользуясь этими понятиями и обозначениями, переформули­

руем предложение 4 работы [53 в следующем виде. 

Предложение 3. Поликатегория Q[M) всех квазигрупповых 

функций над системой М единственным образом представляется 

в виде суммы полных подполикатегорий. 

Доказательство^ Выше было показано, что 

GUM) = U 0(МЛ), ' 
где подсистемы состоят из всех множеств системы М , 

имеющих мощность /<.. Также было доказано, что подмножества 

являются подполикатегориям! в б(М) , что они по­

парно дизъюнктны и операции из Л не применимы к квазигруп­

повым функциям из разных подполикатегорий. Значит, <Q(M) яв­

ляется суммой: 
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Q С/Ч) = г Q(M^) . 

По построению, все подполикатегории © f/4A) являются полны­

ми, что и требовалось доказать. 

Если поликатегория К представлена в виде суммы, т.е. 

K = ZKA , то ее фундамент также представлен в виде суммы 

6(К) = Z G (Кл) ; как группоид. Из работы [41 известно, 

что G (Кje) являются группоидами Брандта [7, с. 83] и 

они называются максимальными 6-подгруппоидами поликатего­

рии И . На основе этих фактов сформулируем следующее пред­

ложение. 

Предложение 4. След полной поликатегории всех квази­

групповых функций Q (МА) является группоидом Браццта. 

4. Одна характеризапия полных поликатегорий 

квазигрупповых ФУНКЦИЙ 

В этом разделе доказывается основная теорема настоящей 

работы. Частным случаем этой теоремы является теорема II 

Ф.Н.Сохацкого из работы [б] для позиционных алгебр. 

Теорема. Полная поликатегория, в которой фундамент и 

след совпадают, тогда и только т'огда изоморфна некоторой пол­

ной поликатегории с полной основой квазигрупповых функций, 

когда она является собственной поликатегорией. 

Доказательство^ Необходимость. Пусть Q является пол­

ной подполикатегорией с полной основой в полной поликатего­

рии <ö f/M) всех квазигрупповых функций над системой М = 

= f-ML; сё Г), в силу полноты поликатегории 0(1% все множе­

ства системы М равномощны. По предложению I в поликатего­

рии iQ (М) фундамент и след совпадают, а по предложению 2 

поликатегория Q (М) является собственной. Ввиду следствия 

2, поликатегория <0 также собственна. 

Достаточность. Пусть поликатегория К является полной 

собственной поликатегорией, в котором фундамент и след сов­

падают, т.е. G(K) = К0 . Хотим показать, что К изоморф­

на некоторой поликатегории квазигрупповых функций над под­

ходящей системой. 

Положим Mt= KL для всех tel и введем обозначение 

'€Г). Образуем симметрическую поликатегориюS(Hk). 

Определим отображение ц>: S fMK) формулами 

У а е Сч>(а) = аЗ, (9) 

V Acic t/a"eMt;r [аГ^ю) - Q„x...amxA], (Ю) 
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где m = Ap, (-и •= Axu (ae 0,m). 

Покажем сперва, что функция <£>CA) является квазигруп­

повой над . Заметим, что для любых элементов О.*"1 е. М eft 
€ М, BE MJ , А€ И числа иеО,т произве-' 

дение о ИЧ „ 
Q-oX•.. х <tX • •* х А = n (II) 

является элементом следа (he. K{u<z К0) . Поскольку фунда­

мент совпадает со следом, т.е. 6(/0 - К0 , то существу­

ет обратный элемент h е /Cj" . Положим ^ Qu= b-h1 . Это про­

изведение определено, так как bv = j = h\0 . Убедимся в 

том, что этот элемент Qu удовлетворяет равенству 

a£T <р(А) = b . <12) 
Действительно, пользуясь формула*«, вытекающими из (5) 

и (6) и доказанными в работе [21 , получим следующие равен-

ства /л\ о л 
a?<pM)r%a0x ... а„хА» 

= Q„X CLU-I"X (B-FF)X QM/X 1. - - ЙЙ,Х A = 

- (b-h~*)-[a0$... a„-/x1al(Hxy|... am x A = 

= (b-H"1)» h  ~  b"lfi4-h) = b 
's) 

для произвольного Ь € Mj . 

Пусть теперь элемент 0a e MLu удовлетворяет равенству 

(12). Тогда, ввиду формулы (10), 

üoX ... (la X • . . Йь ̂ А а Ь . 

Умножая последнее равенство справа на И* и проведя преобра­

зования в левой части, получим равенство 
Г- /А 

ö U+4~ m ах-> .-1 / 1-^ 
(_Q-tts ХQ-Õ^ ж ,., Q>VIх АО*h ~  Ь ш h  • 

В силу формул (5), (6) и (II), последнее равносильно равен­

ству Qu • (h • /f) = b- li"1 . Значит, элемент Qu = b-h"1 являет­

ся единственным элементом, удовлетворяющим равенству (12) 

при фиксированных остальных элементах. 

Следовательно, функция i p ( A )  является квазигрупповой 

над Мк и ф: К —> О (Мк) . 

Докажем теперь согласованность отображения у с 

операциями из П . Пусть А,бе К, Ар= ж, 6р=л, 
Av=j, b\=jv (ve. 0,п), а:у Тогда имеют место следую­

щие равенств >fA%ß) _ й п̂ГЧА£б)=...->(б) 

. ö - О _ т \ »Л И л 
= QvX...Qä.4X (Q„X... Ü w + H xA)x  . . .  aM+rt* 

= ü0x...ati./xtar>fAOŽ 
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= аГ>Г>ГА)Ю„\< <р(в)$ hrhCvfA)x <e(ßU . 

Значит, имеем^равенство функций <р(Ах В) ~ <р(А) х <р(В) для 

всех А,В € К . А это частичное тождество означает, что f 
является гомоморфизмом поликатегорий. 

Покажем еще иньективность отображения ц. Пусть if (А)-

= tptß). По определению равенства функций, имеем условие 
Var е /Иig- [a.£<p(A) = a» tp(ß) ] . 

Ввиду формулы (10), это означает, что 

VQqi • ЬоХ ,, X.' А е QÖX . Q^X ВЗ. 

Применяя собственность поликатегории К , получим равенст­

во А = В. 

Отметим еще, что аналогично, а даже проще, просматрива­

ется случай ах В , где а € К ч, В е К , u е 0,6р .  

ЭТИМ ПОЛНОСТЬЮ доказано, что <Р является изоморфизмом 

между поликатегорией К и ее образом <р(К) . Образ <р (К) 

является полной подполикатегорией в ß (Мк) и имеет пол­

ную основу ввиду форцулы (9). Легко проверяется и равенст­

во ^(h--1) = [^(h)]""1 для всех h e К0 . Значит, для обра­

за (р(Ж), как поликатегории,фундамент и след совпадают. 

Теорема доказана. 
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Tmraus POLÜKATEGOORIA ESITUSEKS 

KVAASIRthoa PüHKTSIOONIDEHA 

E.Redi 

R e э ü m e e 

Esitatakse poltikategooria kui osalise algebra definit­

sioon. leitakse hulkade süsteemil antud kvaasirühmafunktsi-

oonidest koosneva poltikategooria mõned omadused. Antakse 

tarvilik ja piisav tunnus selleks, et polükategooria oleks 

esitatav kvaasixühmafunktsioonidest koosneva polükategoori-

ana. 

A CHARACTERIZATIOU OP POLYCATEGORIES 

OP QU&SIGROÜP РШЮТ10Ю 

E.Redi 

S u m m a r y  

Polycategory is defined as a special kind of partial 

algebra. Some properties of polycategories of quasigroup 

functions on a system of sets are proved. A necessary and 
sufficient condition is found for a polyeategoiy to be re-

presentable as a polyeategoiy of quasigroup functions. 
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О ДОКАЗАТЕЛЬСТВЕ ТОДЦЕСТВ В СВОБОДНЫХ 

НЕАСС0ЩА1ИВНЫХ КОЛЬЦАХ С ПОМОЩЬЮ ЭВМ 

Р.Роомельди 

Лаборатория прикладной математики 

В структурной теории неассоциативных колец существен­

ную роль играют тождества, выводимые из исходных тождеств, 

определяющих данное многообразие Tit колец. С помощью тож­

деств, например, можно найти элементы центров, аннуляторы 

идеалов и тривиальные идеалы, что приводит к описанию прос­

тых, первичных и полупервичных колец соответствующего мно­

гообразия Li] • Поскольку доказательство подобных тождеств 

требует обычно большого количества выкладок и усилий алге­

браиста, то в последнее время появились алгоритмы и програм­

мы, позволяющие с помощью ЭВМ определить, является ли дан­

ное выражение тождеством в 99t. В работе [2] эта задача 

решается методом неявного построения базиса, а в работах 

[4,5] применяется метод представлений симметрических групп. 

К сожалению эти методы только определяют, является ли данное 

выражение тождеством в ИУ1, а тяжкий труд поиска вывода это­

го тождества из исходных тождеств остается алгебраисту. 

В настоящей работе предложен алгоритм доказательства 

тождеств, который находит базис всех неассоциативных слов 

одинаковой длины и состава в свободном кольде из "27Т. Тем 

самым достигается бблыпая экономия машинного времени в от­

личие от алгоритма [2] , в котором вычисляется полный ба­

зис до длины доказываемого тождества. Точнее, проверяемый 

однородный многочлен g. от среди которых могут 

встречаться рав! 

где й.;, € Н. слова от 

и Jj - слагаемые, содержащие исходные тождества. Если пер­

вая сумма равна нулю, то д. является тождеством ж 93t и вто­

рая сумма после небольшой ручной корректировки пригодна в 

+"$1 lj t ( I )  
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качестве доказательств» тождества для статьи. Если же пер­

вая сумма ненулевая, то ^ не является тождеством в М и 

появляется возможность сравнить различные выражения в 

ЭУ1. Например, может оказаться, что тождествами являются 

или Š к-д- , где к-е 2. 

Программа написана на языке АССЕМБЛЕРА ОС ЕС. С по­

мощью нее можно доказывать тождества длины л s 6, что пре­

вышает возможности програшы [2] и примерно эквивалентно 

программе [4,5] . Кроме того, программа способна проверять 

тождества с неопределенными коэффициентами и некоторые ква­

зитождества. 

Программа проверена в ВЦ Тартуского ГУ и в ВЦ Институ­

та математики СОАН СССР на практических задачах алгебраис­

тов. 

§ I. Исходные тождества, оггоецрлятепир многообразие 

Пусть Х = {гс.»,Хр...,*«.»•»3 и Ф[Xl - свободное не­

ассоциативное кольцо от X » т.е. множество всевозможных не­

ассоциативных многочленов от X над ассоциативно-коммутатив-

ным кольцом <$ с единицей. Пусть f-tу- полилинейные 

многочлены из ф [X] . Многообразие 37? . определенное ис­

ходными тождествами - это класс всех неассоциа­

тивных Ф-колец, в которых все т. являются 

тождествами [I, стр. I2J . Точнее, AeWl тогда и только 

тогда, когда для любого А = fi О*.,,..., Гг.) и для любых 

Отметим, что в общем случае рассматриваются многообра­

зия, определенные произвольными, не обязательно полилиней­

ными многочленами ^ . Но при довольно слабых ограничениях 

на ф или на можно вместо £ взять полные линеаризации 

их однородных компонентов [I] . В данной работе требуется 

дополнительно, чтобы коэффициенты многочленов были целы­

ми числами, что выполняется в большинстве случаев изучаемых 

многообразий (в работе [2] коэффициенты рациональные чис­

ла). 

Далее, многочлен ß х* ) е Ф[Х] называется 

тождеством в , если для любого A 2У1 и для любых 
аи..->«-к.е А Как обычно, обозна­

чим через Т (20Т.) совокупность всех тождеств в 2УГ . Тогда 

Т(7Г1) - идеал в Ф IX] . Пусть I (<5 [А']) - идеал в 
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ф[х] , порожденный всевозможными многочленами 

Uu >••<} fc£ ) ') ^ и 6 Ф LX] , L - - 'j..., У".. (2 ) 
Тогда [I, стр. 15] 

т с ? п ) °  К Ф С х ] ) ,  < 3 >  
т.е. любое тождество в - линейная комбинация исходных 

тождеств, умноженных на некоторые элементы из ф[Х]. 

С другой стороны, любой многочлен (выражение) ̂  доста­

точно проверить в свободном кольце Фру^[Х] многообразия 

72Х . Если известен базис ф^ [X] » то <£• будет тождест­
вом в 7ÜX тогда и только тогда, если после выражения всех 

входящих в cj одночленов (неассоциативных слов) через базис­

ные в результате получим нуль. 

В силу (3) для нахождения базиса DG следует 

составлять всевозможные элементы из I ($[>]) и» принимая 

неассоциативные слова за неизвестные, решить полученную сис­

тему линейных уравнений с целочисленными коэффициентами.Как 

и й случае исходных тождеств, достаточна проверка на тожде­

ство однородных компонентов д. . За один сеанс выполнения 

программа проверяет однородные выражения от где 

.... ЧчЪ Sftte (4) х 

и g; в- . Поэтому" достаточна найти подбазу фэ̂  £х] 

от * , для чего решается конечная подсистема сис­

темы уравнений IteCXj) от . 

Чтобы получить и доказательство выводимого тоадества 

g , достаточно запомнить при образовании каждого уравне­

ния также соответствуюпщй элемент из I (Ф[XI) » содер­
жащий исходное тождество. 

Опишем ниже три основные части программы: подпрограммы 

инициализации, генерации уравнений и решения системы уравне­

ний. 

§ 2. Инициализация прогряммн. 

До запуска генератора уравнений образуют: 

1) массив v ACCjv всевозможных ассоциатив­

ных слов от 4^,(см. (4)), тогда 

N - : •' . I ; (5) 
Л4 1 — 

2) массивы > С К.г,aj. всевозможных ско­

бочных выражений длины 1-4.,..., л. ' , тогда [3] : 
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Mi *% Md = Cl /С2с-0. (6) 

Например, - w; CK^ e w j СКЪЛ - 6-«A* }СКЪЛ̂ (Ш)} 

~ , С с futv))M , CkfV/3 = {LICI^LHUJ л 
C#̂ <r,lf "o ffuo)t-î  J CKif,g- •Sbi(uCun))) . .. 

3) массив, r^HEACCt >..., Ifyzr НЕАССк всевоз­

можных неассоциативных слов от ул,...,ул (К> М-М4). Если 

L-zfcA/Kt^' , где » 0^ ,то oj составлено 

из и СКЛ/к:<./1 . Отметим, что на самом деле 

этот массив не создается и в уравнениях используют лишь ин­

дексы i Of 1>;. Если о , ТО N-=*l и 

получаем следующую таблицу: 

Таблица I. 

-i 2 3 4 5 6 7 

N 2 6 24 120 720 5040 

I 2 5 14 42 132 

К 2 12 120 1680 30240 665280 

4) хэш-таблицы ХАСС и УС К для скорейшего определения 

индексов соответственно ассоциативных слов и скобочных вы­

ражений дяины 4 в массивах ЛСС; и СКЛ/с ; 

5) хэш-таблицы XPEUJ-I и YPELLLZ решения уравне­

ний (см. подробнее § 7). 

Пример. Рассмотрим здесь и в дальнейшем простой пример 

многообразия 5<f коммутативных неассоциативных колец, порож­

денного тождеством f, Схл,хг) ~ [х<, xj =• хг -хгсе,. 

Проверяем на тождество выражения л̂=х1(х^х2') -(ггх,)а^, 

^2 = 2*2я/ и ъ̂=3х,гх2 • Ясно, что - тождество в 

а и не тождества, причем -%2 ~ тожде­

ство. В данном случае ^ =acf - rcj ,^, = 2,-^=4 и 

л - . Далее, 

ЛСС, «x,2xÄ , АССг*х<:хгх, , АСС3 = *ж.хЛ, 

д, = г/яс, , u-д, ^ <Г^згг.)х1 , vb = 

«• ̂  6с, Тг), V£ = X, 6гг , tTC = Xzxf-. 
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§ 3. Генерация уравнений 

Рассмотрим образование уравнений для первого исходного 

тождества =• =ск̂ ) . Поскольку полилинейно, 

то ~T^tL u-i , где -C-^Z к •Ui - неассоциативные сло­

в а  д л и н ы - о т  э с , , . . . , ^  .  

Замечание. Для компактности задания тождеств можно 

их ввести в виде однородного тождества ^ . Программа произ­

водит полную линеаризацию его и получает в результате поли­

линейное тождество . Более того, однородные тождества 

можно задавать в более коротком виде с помощью специальных 

функций 

а) коммутатор £=с,^7 *= 50 ^ > 

б) ассоциатор ^,а) «= 

в) циклическая сумма ассоциаторов 

SC«,y,»)e Сх}у,ъ)+С%,ъ,х)-гСг,х.,у); 
г) якобиан 2Сгг.у,г) = (xy)tr  + сгх)& • 

Например, тождество правой альтернативности преобразу­

ется программой следующим образом: 

-"(-хъУу-а= . 
Опишем образование очередного уравнения как составление 

массивов скобочных выражений ОС? длины <i , ассоциатив­
ных слов А С С { *  от >•-}%*, и коэффициентов К о * ^  £ .  
(i а А,..., •£«)-

6) Исходное тождество /< преобразуем в массивы ассо­

циативных слов АСС£ , скобочных выражений С(С{ длины 
и коэффициентов Ио/ = ). 

Пример, (см. § 2). Из fa •=- Г*«»*"*-! образуем 

ЛСС/ -э^,зс г, Асе/ = г, г., > с к/ = or/, ко/ -4 , £о/-tL 
7) Затем создаем массив , где значение 

показывает длину вставляемого неассоциативного подслова от 

некоторых вместо х- в ^ -i) . В ка­

честве исходных значений присвоим всем ^ значение I. 

8) Образуем массив FCAT-,FCfC^ , где -TCk^i~ 

номер скобочного выражения длины , вставляемого в 

в м е с т о  J C -  ( и с х о д н ы е  з н а ч е н и я  F C -  i  , 1 * 4 .  

9) Создаем с помощью C*f/, Л (Г/ и Рс,£ - массив 

CKf,СК+ скобочных выражений длины *-=zf -Г- . 

Точнее, CK? * получается из САГ/ заменой -I -г^пробела 
на ~ое скоб°чное выражение длины , если в АТ/ 
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на Z-ou месте стоит ^ (_£ 

10 ) Найдем в массиве скобочных выражений дли­

ны 4 очередной элемент CK* , содержащий в качестве под­

выражения С icf. Остальные Ск? (г» 2 >.«,<< .) получаем 

заменой подвыражения CK* в СК<* , соответственно, на 

. Через и обозначим количество пробелов в 

, соответственно, до и после С К [ '  С р с > о ) .  
Если же массив C/C4jf исчерпан, то переходим к 14) 

для выбора очередных . 

11) Возьмем очередное ассоциативное слово ACQ? в 

качестве АСС* и найдем остальные ассоциативные слова 

АСС* (4=2, •••,-£,,) составляемого уравнения следующим 

образом: первые и последние pz символов ACCf не 

изменяем, а в середине переставляем подвыражения Асс* , 
соответствующие различным sCj в АСС/ в соответствии с пе­

рестановкой их в ACCi'. 
Если же массив . АСС( исчерпан, перейдем к 10). 

12) При желании получить также решения доказываемых 

тождеств, добавляем к уравнению со знаком минус слагаемое 

7^ , содержащее информацию о применяемом исходном тожде- • 
стве (см. (I)). 

13) Очередное уравнение, составленное массивами 

АССj* , kl О* и элементом Т& , передаем для решения под­

программе решения системы уравнений. Для образования очеред­

ного уравнения перейдем к II). 

14) Если , то увеличим fCf<f4 на I и пе­

рейдем к 9). Если же = , то присвоим еди­

ницу и проверяем Гси^ аналогично на . Если все ГОС 

оказались равными MfL , то перейдем к 15). 

15) Увеличим Fd на I и если F ^ -з , пе­

рейдем к 8). Если же £>л , присвоим значение I и обра­

батываем дальше аналогично . Если подходящих fL нет, то 

все уравнения для fa созданы и генератор уравнений закончит 

свою работу с исходным тождеством ^. , 

Пример. В нашем примере сначала и fCK = 

= ГСКд. = . В силу 9) (Ж/ = Cfc-/=.uu , по 10) Скг/ = 

= , С«^-=(ои)и ,ввиду II) АСС/=АССг = ЪЪ**-

Далее, КТО* = 4, и первое уравнение имеет вид 

<"хиа^)*-г - ~ ft =rt=0, (7) 

Получим нулевое уравнение, которое отбрасываем. Далее, по 

II), •> A<fc/=jr13f/ и получаем второе урав­
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нение (ж.,*0*4 -OiX,):*:., - fa (тс, ®W = О или 

*2. ~*г - fa Cx,, xt; ̂ = о . <8) 

Аналогично получаем 

u3 - - f-r С*. = 0, (9) 

что эквивалентно (8). 

Теперь массив 4CCf исчерпан и по 10) найдем новые 

СК<* = С tc3jZ= u(uu) = С к/ и получаем уравнения 

- ̂5- - XifaCxo^i) = о, (Ю) 

сГг - Oi, - sc., ft 6rz
l,3^) = 0, (II) 

«6 - ̂г-fa 6*i,XA)~C>- <12) 

Массив CfcrS(£ исчерпан и по 14) исчерпаны, 

т.к. Мр, si . Поэтому по 15) получаем новое значение f^-Z 

и по 8) - 1 . Затем по 9) СК/-(ии)и и CK^Juu), 

по 10) Ck*~Ci->u)u и C(c*"u6-4j) . Получаем уравнения 

"t -*с. -(13> 

1 Л А  —  O i/ — f»"ff ) * О, (14) 

0"g- — f «f ) 5C"t) = О. (15) 

Наконец, при = 4 и -^=2 получаем уравнения, эквива­

лентные (13) - (15). Итак, можно ограничиться только пятью 

уравнениями (8), (10), (13), (14) и (15). 

Отметим, что генератор уравнений не составляет уравне­

ния, отличажхцегося от некоторого предыдущего лишь порядком 

слагаемых и, возможно, знаком. Дяя этого введем понятие 

слагаемого исходного тождества, симметрического первому сла­

гаемому. Таковым назовем L-ое слагаемое исходного тождест­

ва -f-j , если CJc{ ~ ete/ и после применения ко всем слага­

емым перестановки элементов , переводящей ACZZ- в ACCf, 
получаем либо , либо -f; . После образования очередного 

уравнения запоминают симметрические слагаемые и не составля­

ют новых уравнений, где на первом месте стоят эти неассоциа­

тивные слова. 

Симметрические слагаемые возникают, например, после ли­

неаризации исходного тождества или в присутствии коммутато­

ров в исходном тождестве. В исходных данных следует указать 

номера симметрических слагаемых (см. § 6), тогда время рабо­
ты программы сокращается в несколько раз. 

§ 4. Решения системы уравнений 

Уравнения, составленные генератором уравнений, решаются 

сразу же после поступления очередного уравнения методом нс-

15* 
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ключения неизвестных. При этом неассоциативные слова ^ с 

большими индексами выражаются через Oj с меньшими индек­

сами. После решения всех уравнений для исходных тождеств 

fc » получаем базис свободной алгебры Фщ. [X] 
многообразия , порожденного Тем самым мно­

жество V всех неассоциативных слов от разбива­

ется в Ш- на базисные и небазисные слова. Во время реше­

ния уравнений слова из V , не являющиеся небазисными, на­

зовем предбазисными. Например, перед решением первого урав­

нения для 'ft , множество V состоит только из предбазис-

ных слов. Количество предбазисных слов при добавлении ис­

ходных тождеств уменьшается. 

Пример. В нашем примере сначала все слова из Vе 

» - предбазисные. После решения уравнения 
(В) слово превращается в небазисное: 

Oj е ^ . (16) 

После решения (10), (13) и (14) соответственно и -

чебазисные: 
°к ~ °ч - ̂ i-i , X* ), (17) 

(18) 
cr4 (I9) 

Уравнение (15) - следствие из (8), (10) и (14). Наконец, вы­

ражаем через базисные: 

(Fg- = C-C,(20) 

Следовательно, базис слов от а-,образуют 

^ и , а небазисными являются ^/°ч^ и °й-

Для экономия времени выполнения программа не производит 

остаточного исключения неизвестных, т.е. слово о- , которое 

после решения очередного уравнения выводится из предбазиса 

в небазисное , не исключается из линейных комбинаций других 

небазисных слов. Исключение производится полностью лишь дяя 

небазисных слов , встречающихся в составленном уравнении 

(слов первого уровня), для небазисных слов, встречающихся в 

линейных комбинациях «J- (слов второго уровня) и т.д. Ситуа­

цию перед решением уравнения можно изобразить в виде дерева, 

в котором предбазисные и небазисные слова обозначены для 

краткости через 776 и НБ . Отдельно выделены нулевые неба-

эяеные слова (Н)• Опускаем для простоты в деревьях коэффи­
циенты ж слагаем» тала . Например, в дереве уравнения 
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ТГБ.-*НБ,->ТБ>-*НВ11 -* Н5-
/ X I X \\ 

ЧВс-*НВ?->Нг щ-*тгц0 f{, 
/ X х\ 

llt>44~*TlB.(2 tr&fj 

второе слагаемое Н6г доводим до 

Щ<-> ТГБ<г-»ТГБ1Ь 

и НБГ до Им . В результате получим уравнение только в 

предбаэисных словах и предбазисное слово, имеющее в V наи­

больший индекс, преобразуется в небазисное слово. 

Для ускорения работы программы введен еще один подтип 

НБР типа НБ для равных или пропорциональных слов 
( ЩГ£ == ). 

Отметим, что программа сохраняет ii линейных комбинаци­

ях целые числа, поэтому до исключения неизвестных найдутся 

требуемые НОК и НОД, а решение делят на НОД всех коэффици­

ентов. Программа вычисляет НОК всех таких НОД, что позволя­

ет получить ограничения на характеристику колец, в которых 

верны доказанные тождества. Чаще всего это НОК равно неко­

торому 2*\ что дает ограничение характеристики не 2 ( в ад­

дитивной группе кольца должны отсутствовать элементы поряд­

ка 2). 

§ 5. Вычисление значений выражений 

Выражения, т.е. проверяемые тождества, могут быть за­

даны в виде Ž п.*. о-е , где 3 и - неассоциативные 

слова от у,,.."., . Как и в случае исходных тождеств, мож­

но использовать для сокращения записи выражений функции 

, Сж,у,ь) , и •} (х.,у,ъ). 
Пример. В нашем примере в силу (16) и (18) 

« ЛГ-.СХ, ас*) - (а:**,)*-! - = "l-ff С^Х.г ,аг<) + 

+ -f «_6с, ,Э̂ )5С, = - [pCfXz •+ . 
что дает решение тождества < 4̂. Далее, = 2t£ » 

»-ZfiGr&Xz.) и . Отсюда видно, что 

3^-2^, «• -6 ««дество в rfcT. 

Отметим, что вычисляешх выражений целесообразно ука­

зать как можно более, т.к. основная работа связана с наде­

лением базиса. Программа не предусматривает запас* байка я 
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небазисных элементов во внешнюю память, т.к. обычно не тре­
буется вычислить выражения от одних и тех же 
данного многообразия. 

§ 6. Режимы выполнения программы 

Для управления выполнением программы и вывода на пе­
чать дополнительной информации предназначены следующие 
режимы: 

У - печатаются все составленные уравнения; 
ff - печатаются результаты решения уравнений и исключе­

ния неизвестных; 
И - печатается общая информация решения системы урав­

нений (общее количество образованных и нулевых уравнений, 
общее количество базисных слов от в [х-! , 
НОК делителей уравнений и размер использованной памяти); 

Л - печатается базис слов от , небазисные 
слова в виде линейной комбинации базисных и общая информа­
ция решения системы .уравнений (режим И ); 

Д - каждому уравнению добавляется элемент типа 
что позволяет получить доказательства тождеств. 

Режимы задаются в исходных данных после каждого исход­
ного тождества за признаком режимов " * ". Допустимо пустое 
множество режимов. Признаком вычисляемых выражений является 
символ "а>". 

Пример. Исходные данные нашего примера: 
#ХХУ = 
[ X, Y] 2 (в исходном тождестве второе слагаемое симмет­
рично первому) 
*ДЛ (режимы Д и Л )  
-3X(XY)-CVX)X (й„)  
3  2 VCXX) ($г . )  
"2)3 С XX)V ($>) 

Если многообразие определяется несколькими исходными 
тождествами, то они задаются аналогично примеру в следующих 
строках исходных данных. 

§ 7. Использование памяти и хэш-таблиц 

Для ускорения работы программа не использует рабочих 
файлов во внешней памяти. Оперативная память, используемая 
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программой, делится на статическую и динамическую части. 

В статической части во время инициализации помещаются 

различные массивы скобочных выражений, ассоциативных слов 

и коэффициентов, массивы -R и , хэш-таблицы, пара­

метры и т.д. 

Основную область динамической части заполняют линейные 

комбинации небазисных слов. Там же расположены некоторые та­

блицы изменяющейся длины (например, таблица элементов типа 

7^ в режиме Д ). Новые записи добавляют подобно разделам 

библиотек ОС ЕС в начало свободной динамической памяти. При 

переполнении этой памяти включается подпрограмма сжатия. 

Хэш-таблицы ХСК скобочных выражений и YflCC ассо­

циативных слов работают следующим образом: для получения, 

например, индекса ассоциативного слова в массиве АС-С^ » 
равного данному ассоциативному слову, выполняют частями это­

го слова как целыми числами несложные арифметические опера­

ции, в результате которых получается номер элемента таблицы 

ХАСС. , в котором находится искомый индекс. Эти хэш-табли-

цы создают на этапе инициализации, выбирая хэш-функции так, 

чтобы не было коллизий, т.е. совпадения значений функций для 

различных аргументов. 

Хэш-таблицы решения уравнений и исключения неизвестных 

составлены отдельно для коэффициентов неассоциативных слов 

(XPEU.I 4- ) и коэффициентов элементов типа ( У.РЕШ2. ). 

Сначала таблицы зануляют и при поступлении, например, слагае­

мого И; добавляют уц к с -ому элементу таблицы ХРБШ-1. 

В конце решения производится собирательный процесс ненулевых 

коэффициентов обоих таблиц. Отметим, что таблица XPEiüd. 
имеет фиксированную длину К = и, поэтому, располо­

жена в статической части. А таблица ХРЕШ2. после решения 

очередного ненулевого уравнения возрастает на единицу и, поэ­

тому, расположена в динамической части- памяти. — 

§ 8. Возможности программы 

Из таблицы I следует, что с увеличением длины л дока­

зываемых тождеств резко возрастает количество неассоциатив­

ных слов К , т.е. неизвестных решаемой системы, а тем более 

количество составленных уравнений. Это приводит к быстрому 

увеличению процессорного времени ПВ выполнения и потребности 
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оперативной памяти ОП программы. В таблице 2 приведены соот­

ветствующие данные при выполнении программы без режима Р 

на EC-I060 со скоростью примерно I млн. опер./ сек. для 

многообразия т.н. локально (-1, П-колец (заданных двумя 

исходными тождествами (у,зс,х) и 5(ху,х,у)) : 

Таблица 2. 

К ТГБ OTT 

ХХХУЕ 280 беек 256KB 

XXVVZ 420 14сек 512KB 

XXXXY2 1260 1мин 1МБ 

XXXYY2 2520 8мин 2MB 

Отметим, что программа в также доказывает не все 

тождества длины 6 (более точное сравнение невозможно, т.к. 

в [.53 не указана скорость ЭВМ). 

Некоторым несущественным ограничением данной программы 

является требование того, чтобы абсолютные величины коэффи­

циентов в вычислениях не превышали 32767. 

Программа способна также вместо исходных тождеств ис­

пользовать некоторые квазитождества или условия, реализуе­

мые в программе переупорядочиванием неизвестных или зануле-

нием некоторых из них. Она применима даже в случае ассоциа­

тивных колец, если первым исходным тождеством задать ассо­

циатор. 
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SAMASUSTE TÕESTAMISEST VABADES 
MITTEASSOTSIATIIVSETES RINGIDES ARVTJTI ABIL 

R.Roomeldi 

R e s ü m e e  

Olgu UiZ mitteaaaoteiat ilvaete ф-ringide muutkond 

ja M vat,a ring sellest muutkonnast vabade moodusta­

jate hulgaga xv,...j. Antud töös on kirjeldatud 
algoritm, mis leiab Ф-д^ГХЗ alambaasi muutujate 
( » s 6 ) suhtes, kus ja nende hulgas võib leidu­
da võrdseid. See võimaldab esitada suvalise homogeense aval­
dise cj nn 

- 324. 

kus on mitteassotsietiivsed sõnad baasist ja 

on saadud lähtesamasustest. Siis Q on samasus muut­
konnas ?dZ parajasti siis, kui (1) esimene summa on null. 
Teine summa annab siis 9 toestuse lähtesamasuste kaudu. 
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PROCESSING IDENTITIES IH FREE NOHA.SSOCIATIVE 

RINGS BY COMPUTER 

R.Roomeldi 

S u m m a r y  

Let d?l be a variety of nonassociative Ф -rings and 

be the free ring of «0T with the set of free ge­
n e r a t o r s  X  *  £  s c 4  >  • • • ,  Х ь У .  

In this paper we describe an algorithm which finds the 

subbasis of by ( л £ 6 ) where ^ are 

not necessarily different generators from Х- I* enables us 

to present the homogeneous expression ^ of fa in 

fhe form к ^ 

tv 

where Vc are the nonassociative words of the basis of 

ФсГУь and Tj are the initial identities multiplied 

by elements • Then ^ is an identity of 73Z 

iff the first sum in (1) is equal to zero and the second 

sum gives the proof of Q by initial identities. 
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ОБ АФФИННОЙ ПОЛНОТЕ РАЗЛОЖИМЫХ МОДУЛЕЙ 

А.Сакс 

Кафедра алгебры и геометрии 

В настоящей работе продолжается исследование аффинной 

полноты модулей (см. [37 )• Рассматриваются только левые 
унитарные модули над ассоциативным кольцом с единицей. В ос­

новной теореме 2.1 описаны кольца, над которыми только под* 

прямо неразложимые модули не являются аффинно полными. Так­

же получены некоторые результаты, характеризующие кольца, 

над которыми конечная прямая степень любого модуля является 

аффинно полной. Самым главным среди них является теорема 

3.1 где доказано, что факторкольцо такого кольца по радика­

лу Джекобсона является артиновым. 

§ I. Обозначения, вспомогательные результаты 

Если не оговорено противное, пользуемся теми же обозна­

чениями, что ив ГЗ] . 

ПодмЬдуль N модуля М обозначим через ^ ̂  м • 

Обозначим множество всех п.-арных функций f- - М" -* М 

через Fn(M) , а подмножество всех n-арных полиномиальных 

(совместных) функций, сохраняющие, ноль, через Р*(М)(С„(У1))ж 

Для любого R -модуля М и непустого множества 1 с мощно­

стью с введем обозначение 

Мс = М: , М- = М. 

Если R-модуль М - подпрямое произведение семейства 

R -модулей , то обозначим это через М ž. t~l 

Произвольный элемент R -модуля Г7 И; обозначим через пл =. 

- П mi » гДе гм- «И/ . Если Г = {*. то вместо ll~i, 

пишем #>!.< ^ мл. 
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Пусть М i ПМ, и f»Fh(M) . Будем говорить,что 

расщепляется, если существуют f; е таи что 

Для любых гп - € М; , j = Ь „ i. el 
f ( Т г • - -г 'Г1 ^ = Ф h Im-ii . - - • / ь t) • 

Обозначим это через f = п fv или f- f< +- .> , если Г 

конечно. Если fic при всех J & I , то пишем f = f • 
Поскольку расщепляемость функции ^ , очевидно, равно­

сильна тону, что I совместна с ядрами всех проекций 

то имеет место 

Предложение I.I. Пусть М & П М; . Тогда любая функ­

ция j- е Ck(M) расщепляется: f = rj , причем 

fc t cfe(M -) у с €. I. 
Пусть м«пМ; . Будем говорить, что М 2-транзи-

тивно. если при любых фиксированных I, j е I и любых 

<х еМ; и 4е Mj существует т еМ , так что wj = 

Назовем функщю f е аддитивной, если 

f I А<г • / «k.r Ч) -- -.Н)+ >ёк) 
при всех а: , fet- ё И с = ,4 , 

Для фиксированного R-модуля М обозначим •£'= М 

(?"= £j*.dß, М. Канонический гомоморфизм R -—е" обозначим 

через . 

Предложение 1.2. Пусть М — 2-транзитивное подпрямое 

произведение в А' , с г 2, . Тогда 

(а) любая е Ск ( и) имеет вид <| , где е Ckf); 

(б) любая f е Сь ( м) аддитивна; 

(в) при fe= 1 имеем <£ <?"= £*v<sie.A . 

Доказательство^ (а) В силу предложения I.I любая 

I е Cfe с и) расщепляется: f = 'ТТГ7 f; , ft е с ь (4), где 1 

множество мощности с . Фиксируем ü, j е I и А. 

В силу 2-транзитивности И существуют mt- 1^1 

так что т при любом £ . Теперь, с одной сто­
роны, *н,,..= /^7 ̂  -"/"4»). Но с другой сто­

роны, в силу f € Ck(M^ найдутся rt,, - • , так что 

ft«.,,.. ,Mfe) = rt,M^ . . . -г rtbmt = , <• 

Следовательно, f (л<, .. ,eb) = n,<st„-r . . .r fj(a,• ,<*k). 

Поскольку С, J е. f были ПРОИЗВОЛЬНЫМИ, ТО все i fe I 

равны. Обозначим ^ f • 
(б) Покажем, что полученная функция g является адди­

тивной. Из этого легко следует аддитивность функции / . 

Фиксируем I, j е I , : ф j и <*.t, ̂  е А , * . В силу 

2-транзитивности М, существуют П т+4 , -е М, 
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так ЧТО Г t , n+; = , Atj = 0 , t  -4 t  .  .  , t  le_ 

Теперь, с одной стороны, 

f v«t) = L?[ f Км.--тк*)-$Ы>-

Но с другой стороны, в силу f <е Ck( Myl, найдутся п,,. - nte/^ 

так что 

f ( rti, , • - -, wfe) - £ (,.. ., пК) =  

= Л| ( «l| - ft() + К w ) = 

= П [ rt, f "-1,Л - П.**) -1" • • . + "•(. - ЛЬЛ )] . 

Следовательно, 

^ fc, Äfe + Аь) - . , <>fc ) = 

- n, Я ,  + . . nb = 

= 1(a" - • •, afc)-

(в) Аддитивность функции доказана в пункте (б). Оста­

ется показать, что g (п'а.) =  а'(gl*)) при любых а еА и 

и' € R' . Фиксируем L. j е. I, а* е. (?' и <*. е А . В силу 2-

транзитивности М, существует "i - f^l^eМ, так что =«., 

mj =п.'а . Поскольку jt & С, (м), то f(~)=«.m для некоторого 

H6.R . Следовательно, gl**;) =• <$(л  ̂ п.а и ) = 

= ^ ( ч.' а.) = пСа'д], что и дает требуемое равенство. Предло­

жение 1.2 доказано. 

Из ИЗ] известно (предложение I.I), что R-модуль М 

может быть аффинно неполным, полуполным или полным. Покажем, 

что 2-транзитивное подпрямое произведение м Ас , с а» Z , 

не может быть аффинно полуполным. Докажем сперва 

Предложение 1.3. Пусть R-модуль М аффинно 1 - по­

лон. Модуль М является аффинно полным тогда и только тог­

да, когда каждая f е ( М J' аддитивна. 

Доказательство^ Необходимость очевидна. 

Достаточность. Пусть f .  & С ^ ( М )  - аддитивна. Тогда 

Р ( Г*-. И ) -  £ I  т г  О) + I I О , <Л-) • 

Очевидно, функции ^М = и (и.) = f С о, и.j принад­

лежат С , ( И )  . Так как И  аффинно I-полон, то 

I, ̂ е Р, f/v)) , т.е. существуют п,л е R , так 

что д(л\) = n.»n, R. fw) = ̂ w при всех ^и. с М . Следова­

тельно, ^(ил.,о.)= rtrvttM при всех >и, и. е М , т.е. 

j е f\ (М) . Предложение 1.3 доказано. 

Из предложений 1.2 (б) и 1.3 получим 

Следствие 1.4. Цусть М - 2-транзитивное подпрямое 
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произведение в А' , с > z . Если М аффинно I-полон, то М 

аффинно полон. 

Далее нам понадобится следующая лемма, которая доказы­

вается аналогично доказательству предложения 1.2 (а). 

Лемма 1.5. Пусть М - подмодуль R-модуля Ас , т.е. 

М ä П А - для некоторых А • а. А , и пусть 

f = g + П е Ct ( л + М ), 

где <3. е СЬ(А) , с Cfe (Д; ). 

Тогда ^ ^ j А. для каждого J е I . 

Предложение 1.6. Пусть М  <$• А  . Если А аффинно 

(I-) полон, то A -i- М является аффинно (I-) полным моду­

лем при любом кардинальном числе с i , 
Доказательство^ Проведем доказательство в случае аф­

финной I-полноты модуля А . В случае аффинной полноты до­

казательство аналогично. 

Учитывая, что М 6= П А- для некоторых А; с, А , 

из предложения I.I получим, что любой J Е С, (А + М) 

расщепляется: 

f = 3 +" m ̂  t > где g е С, ( А )  , iv • е С, Мt). 

В силу аффинной I-полноты модуля А, имеем ^ е Р<(М), т.е. 

g/«)=n.a при каждом а £ А .Из леммы 1.5 теперь легко 

следует, что jH*) = "х при каждом -xz/i+tf . Таким образом, 

А + И аффинно I-полон. Предложение 1.6 доказано. 

Предложение 1.7. Для каждого R-модуля М существу­

ет кардинальное число с , так что М аффинно полон. 

Доказательство^ Пусть F Е С, ( М ) . В силу предло­

жения 1.2 (a), f = I" , где g C fH) . Возьмем мно­

жество Ic ; г I — I и I = с и пусть М = {"Ч I ^ ' 1j\ 

В силу совместности ^, существует п t R , так что 
j.(>7^J=n ri«. . Теперь получим, что для всех 

na <= М , Т.е. е FJ См). Таким образом, / е Р. (ме) и в 

силу следствия 1.4 R -модуль Ис аффинно полон. Пред­

ложение 1.7 доказано. 

Обозначим наименьшее кардинальное число с , для кото­

рого R -модуль мс аффинно полон, через т(м) . Тогда, 

в силу предложения 1.7, т(м) определен для каждого R-MO-
дуля И , а, в силу предложения 1.6, М аффинно полон при 

всех с ̂  т (н). 

Будем называть подмодуль прямой суммы ZL л. косым, 

если его нельзя представить в виде ßv , где 

Лемма 1.8. Пусть R -модуль А - 'Л; не имеет ко­
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сых подмодулей. Если f f ̂  (А) расщепляется в виде 

. f. е Cb(A;} , ТО ffeCk(A>. 

Доказательство^ По определению функция f совместна 

со всеми подмодулями j£' с* А , где В, А у и J с I 
Поскольку в А других подмодулей нет, то / е . Лем­

ма 1.8 доказана. 

В дальнейшем нам понадобятся еще следующие понятия. 

Кольцо R назовем левым дуокольцом. если каждый его левый 

идеал является двусторонним идеалом и f G С-кольцом, если 

каждый конечно порожденный R-модуль является прямой сум­

мой циклических R-модулей. R -модуль М назовем сба­

лансированным. если канонический гомоморфизм i R -*• Я" 
является сюръективным и однорядным, если все его подмодули 

образуют цепь. Пусть ^ a - убывающая цепь идеа­

лов кольца R . Будем говорить, что на кольце R опреде­

лена К -топология, если в качестве базиса окрестностей 

нуля взяты идеалы К; . Отметим, что полученная топология 

является хаусдорфово-й. в точности при условии Л ̂  - о . 

Обозначим пополнение кольца R в К -топологии через 

t? . Элементами кольца £ будут последовательности СХ ), 
i Е JN ,  где л; - д- м  ек; , 

§ 2. Доказательство основной теоремы 

Из [3] известно (теорема 4.1), что подпрямо неразло­

жимый R -модуль не может быть аффинно полным. Поэтоцу 

представляет интерес описать кольца, над которыми только 

подпрямо неразложимые модули не являются аффинно полными, а 

все остальные аффинно полны. Ответ на этот вопрос дает 

Теорема 2.1. Для кольца R следующие условия равно­

сильны: (а) только подпрямо неразложимые R -модули не явля­

ются аффинно полными; 

(б) прямая сумма любых двух ненулевых R -модулей аффинно 

полна; 

(в) изоморфно кольцу всех линейных преобразований конеч­

номерного векторного пространства над телом. 

Проведем доказательство этой основной теоремы в несколь­

ко шагов. 

Лемма 2.2. Пусть М - подпрямо неразложимый К -модуль, 

А - его простой подмодуль, А М . Тогда при всех а € А 
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и иа G М\А имеем AIVK <Х <р£ Али /н. 

Доказательство^ Предположим от противного, что су­

ществуют а еА и е М\/| , так что Аи.к а c/W 
Так как А ~ Za. - простой модуль, то А».и.л - максималь­

ный левый идеал в кольце R . Таким образом, имеем две воз-

- можности: 

1) А^к «л. = R , т.е. = о , что противоречит выбору ; 

2) Ачч. и-v = д««л • Тогда -a - 6а - А , 

что снова противоречит выбору т . Таким образом всегда 

А и. л <я с^. Аи.и т. . Лемма 2.2. доказана. 

Предложение 2.3. Пусть А - простой подмодуль подпря­

мо неразложимого к'-модуля м , а > м . R -модуль 

М + /А не является аффинно полным ни при одном кольце ft. 

Доказательство.. Зафиксируем ь <ЕА  и определим функ­

цию jt е Р, (М та) по формуле 

. , ч ( t + о , если ^ € М\ А ; 
/ ( m + <Я.) = J 
I I О если -vv e /Л . 

Покажем, что j. е С, (м+А). Для этого рассмотрим разность 
V = ff «J - f (",_+ ez) . Если или «,,«,« А, 
то V = О и V е R СС<ы<->*г) + . Пусть «*, е М\А 

и »viг е А , тогда V = Ы-0 . Надо показать, что 

L •+• О е R Оч <•«) при произвольных m е М\А и л « А . 

В силу леммы 2.2 существует «xeß , так что ч«=о , о-м ̂  о. 

Так как Л C-ßm При ЛЮбыХ И fe-fcfl , ТО -йб R-t^t. 

Следовательно fe о е Rfm*-«) и / £ С, (М + А) . Однако, 
легко убедиться, что {- РА (м<-л) как только про или 

I M/AL =»2. . В случае, если гб=о при всех & е Д и 

I К/А I = г_ , определим функцию f е. FZ (н + А) по формуле 

. , ( & + о , если >•*.,, »t, е м\А/ 
s J 

* t о 6СЛИ *>t< € A и\г е Л . 

Легко показать, что f sCt (н-^д) , но f V #1 (и +д). Пред­

ложение 2.3 доказано. 

Предложение 2.4. Прямая сумма любого множества попарно 

неизоморфных простых R-модулей А- не является аффинно 

полной ни при одном кольце R . 

Доказательство^ Пусть f< 6 Сг (Ai), С el и А = 21УГ 

Определим f - П' ff . Поскольку А не содержит косых под­

модулей, из леммы 1.8 получим f е QM). Если предполо­

жить, что Л аффинно полна, то f е R, М) и, следовательно, 

все е 'iM,) , т.е. С'г <71,) = Px(Ai) . Ввиду теоре­
мы 4.1 из [3] , получим противоречие. Предложение 2.4 дока­

зано. 
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Пусть к. - кардинальное число . Определи* для R-мо­

дуля М множество 
Т(Ь) V-4 сМ, |Al = fe. "3n.el? v<ac/J M-naJ. 

Очевидно, ТО) - подкольцо в #?* и имеют место включе­

ния „ 
>f (R-) С . . . С Т(3> С Т(2.) С R\ 

Предложение 2.5. Пусть М - IR-модуль и къХ 

целое число. Тогда г (и) ž: fe. с«> Ч1 (6) - Tffe). 

Доввзательство^ Необходимость. Если тСМ) =•? ^ I? , то 

в силу предложения J«6 R-модуль Мfe является аффинно пол­

ным. Покажем, что Т- Т(к) о *{(%). Пусть f еТ , покажем, 
что С, (hk) , т.е. ? (f~i <*•) - С1 4,) ё 

е R гт ( а ; - (Ь-) при любых п Ät- , П 4t- е М6. Действи­
тельно, в силу ts Г существует д е R , так что t («,--<<)= 

•= а (ч- - 4,-) при всех <-'=•#,- ,±. Теперь получим 

Т f Г7я,- ) - t ( П fej - П *(<*;) - С7 4 > = 

= Ф*е«{-л,с) - ГГГ л о--A,) - Л гп («V-4,1 

что и дает требуемое включение. Следовательно < € с,fMfcJ. 

Поскольку Мk аффинно полон, то * * F; б м к) . Очевидно, 

тогда также t е Р_ f М) , т.е. существует а с ß , так что 
^е. = па при любом « е М . Последнее и означает, что 
t € ff<?) . Так как всегда "f («)сТ , то tfe) - Т. 

Достаточность. Предположим, что "ff ß) =Т > пусть 

f е с, ( , В силу предложения 1.2 где g <е С. 

Пусть пс . В силу совместности существует 

так что f (Пч; ) = гга*. ... Значит go. )-чв.-, < = k , 

Поскольку семейство k было выбрано произвольно, то 

F Е Г .По предположению теперь ^ Е Ч> (R ) , т.е. ̂  С Р<(Н). 

Тогда и / € (н*) , т.е. является аффинно I-полным. 

В силу следствия 1.4 N/k аффинно полон. Предложение 2.5 

доказано. 

Следующие результаты являются простыми следствиями из 

предложения 2.5. 

Теорема 2.6. Если М - сбалансированный R -модуль,то 

Км) i г. 
Доказательство^ Поскольку в данном случае 

f(R) с T(z) с R" = -f(R), 

то t(R.) = Tiz) и по предложению 2.5 имеем т(м) ̂ I. 

Теорема 2.6 доказана. 

Теорема 2.7. Если М - полупростой R -модуль, то 

следующие условия равносильны: 
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( ) (м) <• =*= / 

(б) -i:ли) Ž 2.; 

(в) t (R) - R". 

Доказательство^ Импликация (в) -=>(6) имеет место в 

силу теоремы 2.6, а импликация (б) => (а) очевидна. Нако­

нец, импликация (а) =>(в) непосредственно следует из пред­

ложения 2.5 и теоремы плотности (см. £2] стр. 206)-
Теорема 2.7 доказана. 

Доказательство теоремы 2.1. 

(а) •=> (б) очевидно. 

(б) => (в). Из предложения 2.3 следует, что все подпрямо 

неразложимые R-модули являются простыми. Из предложения 

2.4 получим, что существует только один простой R -модуль 

А . Тогда /WА равен - радикалу Джекобсона 

кольца R . Известно, что каждый R-модуль является под-

прямым произведением подпрямо неразложимых модулей. Посколь­

ку Л - единственный подпрямо неразложимый R -модуль, то 

R - подпрямая степень модуля А ,  откуда y d) = о. 

Учитывая равенство An* А - получим теперь, что R 

примитивное кольцо. По теореме 2.7 модуль А аффинно по­

лон тогда и только тогда, когда -f (R) = R" = R • А • Та^ 

ким образом, в силу Члл -f - /и* А - о получим, что Я 

изоморфно кольцу линейных преобразований векторного простран­

ства А над телом £'= . Остается доказать, что 

yU^v ß, А 

Предположим противное, т.е. что А =- «з. Следо­

вательно , R" , а также R, не является простым кольцом.Тог­

да существует ненулевой собственный идеал -S о. R . По лем­

ме Цорна в R найдется максимальный левый идеал ß, содер­

жащий 5. Тогда Я/ß простой неточный & -модуль и 

S R/s • Следовательно, Л и R/6 неизоморфны. Это 

противоречие показывает, что oUm^, А < 

(в)=>(а).Каждый непростой модуль над кольцом линейных 

преобразований конечномерного векторного пространства явля­

ется аффинно полным по теореме 4.3 из [ 3 ] . Теорема 2.1 

доказана. 

§3. 0 кольцах, над которыми конечная прямая степень 
любого модуля аффинно полна 

В предыдущем параграфе мы описали кольца, над которыми 

прямая сумма любых двух ненулевых модулей аффинно полна. Ос­

лабим это требование. Будем изучать кольца, над которыми ко­
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нечная прямая степень любого модуля аффинно полна. Другими 

словами, будем исследовать кольца R , над которыми все 

R -модули М имеют г(М).*.=о. В этом направлении мы по­

ка имеем следующий результат. 

Теорема 3.1. Пусть -г (м) ̂ оо при любом R -модуле 

М . Тогда является артиновым. 

Доказательство. Пусть {A;f, i  еI максимальное семей­

ство попарно неизоморфных простых R -модулей. Рассмотрим 

R -модуль А и обозначим 

&L = , R." = А- у 

(?' = А л R" = А. 

По структурной теореме о кольцах эндоморфизмов полупростых 

модулей (см. [11, стр. 371) имеем 

R* = П R-". (I) 

Сначала докажем, что множество Г конечно. Для этого 

применим теорему 2.7 в случае м = А . Учитывая еще равен­

ство (1 ), получим, что R канонически отображается на 

П ft". Рассмотрим идеал Z-' R;" С- П R ". Последнее вклю­

чение обращается в равенство лишь тогда, когда I конечно. 

Предположим противное, т.е. пусть 1 бесконечно. Тогда 

возьмем в R идеал S , являющийся полным прообразом 

Z- й -' при каноническом гомоморфизме и максимальный ле­

вый . идеал 8 о. R так, что S А.'S R -модуль R /ß 

является простым, причем 5 с. А«.«. f?/ß . С другой стороны, 

найдется j е Г , так что R/8 -/^ , следовательно -S Aj=0, 

откуда f Щ-'Rr') А; =• О , т.е. R " /Iv - О. Это противоре­

чие дает, что X конечно, пусть I - {ft- - , и- j. 

Чтобы завершить доказательство теоремы, теперь доста­

точно доказать, что каждый А • является конечномерным над 

«•'. 

Как и ранее, рассмотрим канонический гомоморфизм 

К — Предположим, что существует i S t * <А- так, что 

- бесконечномерное векторное пространство над . Без 

ограничения общности предположим, что v = -# , Тогда " не 

является простым кольцом, а, следовательно, обладает 

нетривиальным собственным идеалом вида V ^ . . . • к,*. 

Пусть -5 - полный прообраз этого идеала в R при кано­

ническом гомоморфизме и пусть В - максимальный левый идеал 

такой, что 5 с» Б c-R. Получим простой R -модуль R/6 , 

причем s <=. /U«. Я/& / что приводит к противоречию. Дейст-
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витально, R/б не может быть изоморфным ни одному из моду­

лей >4< , • . , Аи , Следовательно, Л, - конечномерное вектор­
ное пространство над R,.' п ри всех < = 1i,Теорема-3.1 

доказана. 

Sqe одно необходимое условие для изучаемых колец дает 

Предложение 3.2. Веж для любого R. -модуля М 

HHk»=zто R. - к в любой хаусдорфовой К. -топологии. 

Доказательство^ Зафиксируем убывающую цепь идеалов 

к, 5> з . . . , гДе c-ß, так 470 0 = ° - Рассмотрим 

модуль м » R/k, 4. еДл> ... у тогда 4*.*. М - п tr, = о. Из 

предложения 2.5 получим, что f (R) = T(k) для некоторого на­

турального числа k %-z , а из-за точности модуля М f(ß)-R. 
Поскольку всегда е с R , то остается доказать, что й erftj. 
Пусть п.-Сч,,, .. ,)её, тогда п, - е. Для любого 

" х  —  , . . . ; е . м  о п р е д е л и м  п и <  =  ( « , П о к а ­

жем, что для любых н^бгН существует *е1?,так 

что ix . j*, fe,т.е. A e-Tffe.). Цусть л такое 

натуральное число, что л» у-о при всех с j = 4,..fe Те­

перь можем определить ^ = п.л поскольку для 

некоторых Ь; е к, при любом t $. л , а = a~« ̂ .-.Пред­

ложение 3.2 доказано. 

Также получены некоторые достаточные условия для того, 

чтобы г-1н)**о при любом R.-модуле Н. Из теоремы 8 в 

С4 J получим в качестве следствия 

Предложение 3.3. Если в R - модуле М найдется 

элементное подмножество 4 такое, что А*#.*< = А^ й, то 

t (н) <. г-1Л. ' 
Теорема 3.4. Вели М - произвольный модуль над арти-

новш< слева кольцом R , то t где п - длина 

композиционного ряда для R. 

Доказательство. Покажем, что в модуле М соцержится 

подмножество А соетоящееся из не более, чем и. элементов, 

так что Aim. А — м. Тогда наше утверждение вытекает из 

предложения 3.3. 

Пусть <х, е М . Если М , то все доказа­

но. В противном случае выбираем «z. е Ну так что /4^«а, <£ 
<р Акн«^. Если А«.* («„«!$-Äff,то определим А -

В противном случае выбираем ал&н , так что /kueja,.«^ <£ 
. ф Продолжая аналогичным образом, в итоге получим 

убывающую цепь левых идеалов 

А«-и. л, з> 4и.и t <?,, ^ .Р A«.«, i «j{. . .. . (2) 
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Ясно, что цепь (2) не может быть дхинее композиционного ря­

да. Теорема 3.4 доказана. 

Лемма 3.5. Пусть R - левое дуокольцо. Если N 

циклический I?-модуль, то <п = ßm. 
Доказательство. Поскольку <? - левое дуокольцо, то 

(А 1л-и„ иа. ) - ^ = А*.* . Теперь 

(fir^ »t ) . ( ) = (Д-^И. ZVl . R') «Л. •= Л-и-л rvt ил = О 

Следовательно <•« = Лемма 3.5 доказана. 

Предложение 3.6. Цусть м & П6м,• - подпрямое произве­
дение циклических R.-модулей над левым дуокольцом R. 

ЕСЛИ гп. - Пч; еМ, то т-(1) Ä 2.. 
Доказательство. Из леммы 3.5 известно, что /1»«*= 

Таким образом, учитывая, что П ~vt е Н , получим 

М -Р П Аи>1 = П А»ол_ »vi; = (Hl.V ) /)иц 

Следовательно Л«.« М = 4^ (). В силу предложения 3.3 

тЧм) ä г . Предложение 3.6 доказано. 

Как следствие из предложения 3.6 получим 

Теорема 3.7. Каждый конечно порожденный модуль М над 

левым дуо- FC, с -кольцом R имеет т(М) s, z. 
Покажем, что в некотором частном случае необходимое 

условие, полученное в предложении 3.2, является и достаточ­

ным. 

Предложение 3.8. Цусть R - левое дуокольцо, однород­

ный как (? -модуль <лл> кг;р ... - бесконечная убывающая 

цепь всех собственных идеалов кольца Я , причем П üt- =0. 

Если R = R ^ то для любого R-модуля М. 

Доказательство. Обозначим через А0 = {<*. <= M|4*U,M=R/, 

/1«.= {~veM ( и Ma."=;UA- . Тогда Kq. ... 

и м = .tV y причем, в силу предложения 3.3, пр* 

всех и. . Если существует так что М *= ,то все дока­

зано. Пусть ^ б С<(н+М) , тогда Ы е 

по предложению 1.2 f = J, g е-СЛм) и <з/илЗ" еС<(*Л 

Для любого «еН найдется наименьшее число и. , так что 
е е . Поскольку гбН»)д1,то е 

и существует . е R , так что = g~M = ч„« при лю­

бом « f . Аналогично существует чн,< е R , так что 

<SJ (IW) = RT^W. = W. . Следовательно И 

(а,, чг,... ) € е . Поскольку (г-S , то существует пей, 

так что ^<м.)егип для всех w. е М , т.е. у <е Сле­

довательно, f « Р+ (н + м) и из следствия I.4 >(м) * 1. 

Предложение 3.8. доказано. 
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С помощью последнего предложения получим пример, что в 

теореме 3.1 не обязательно j fß) = с „ 

Пример. Для любого модуля К над кольцом ^-адиче-

ских целых чисел R 2. , но ¥• о. 
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LAHTJTUVATE MOODULITE AFIINSEST TÄIELIKKUSEST 

A.Saks 

R e s ü m e e  

Käesolevas töös on toodud selliste ringide kirjeldus 
üle mille ainult alamotse taandumatud moodulid ei ole afiin 
selt täielikud. Sellisteks ringideks on parajasti lõpliku-

mõotmeliste vektorruumide lineaarteisenduste ringid. 

Samuti uuritakse ringe, iile mille suvalise mooduli 
lõplik otseaste on afiinselt täielik. Näitame, et sellise 

rint'i faktorring Jacobson! radikaali järgi on Artini ring 
Osutub, et iga mooduli otseruut üle balanseeritud ringi on 
afiinselt täielik. Kuid leidub ka mittebalanseeritud ringe 
millel on nimetatud omadus: näiteks p. -aadiliste täisarvu­

de ring. 

ON AFFINE COMPLETENESS OF DECOMPOSABLE MODULES 
A.Saks 

S u m m a r y-

In this paper a description of all rings over which on­

ly subdirectly indecomposable modules are not affine comp­

lete is given. These are just the rings of linear transfor­

mations of finite dimensional vector spaces. 
We also investigate rings over which a finite direct 

power of every module is affine complete. We show that the 

factor ring of such a ring by Jacobson radical is artinian. 
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Another necessary condition is the completeness in arbitra­

ry Hauadorff K-topology. By a [< -topology we mean a 

topology with a sequence of ideals Ki® • • * as a 

basis of neighbourhoods of zero. In particular such a ring 

must be complete in radical topology provided the intersec­

tion of powers of radical is zero. 

On the other hand, if R ia artinian then a suitable 

finite direct power if any R-module is affine complete. 

Moreover, a direct, square of any I?-module over a balan­

ced ring is affine complete. However, there exist non-ba­

lanced and even non-artinian rings with this property, for 

example rings of p-adic integers. 
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ИЗОМОРФИЗМ И МОВГГА-ЭКВИВМЕНТЙОСТЬ СПЛЕТЕНИЙ МОНОИДОВ 

В.Фляйшер 

Кафедра математического анализа 

В настоящей работе рассматривается конструкция сплете­

ния малой категории с моноидом. Показана определяемость ма­

лых категорий такими сплетениями при условии, что множество 

объектов категории является собственным полигоном над соот­

ветствующим моноидом. Это условие собственности полигона 

оказывается существенным. В качестве следствий, для сплете­

ний получены обобщение результатов об изоморфизме сплетений 

моноидов [4] и необходимые и достаточные условия Морита-эк-

валентности сплетений моноидов. Из последнего вытекает ре­

зультат о Морита-зквивалентности полугрупп эндоморфизмов 

свободных полигонов, аналогичный результату У.Кнауэра [5] 

для моноидов с нулем. 

Конструкция сплетения малой категории с моноидом введе­

на автором в [II. Цусть ЗС - произвольная малая категория с 

множеством объектов ЗС = Об ОС * множеством морфизмов Ж = 

= JLUN ЗС . Для произвольных ЭС.У* ЗЕ через Ж(АС,̂ ) будем 

обозначать множество морфизмов из объекта х в объект у } а 

через Ж(х) - множество всех морфизмов из объекта ас ) т.е. 

jUfx) = UY JU fr, ^) . Через F('X, Ж) мы будем обозначать со­

вокупность всех таких отображений f ; V JU. , что j-(x)eJU(x) 

для любого асе ЭЕ . Цусть S - произвольный моноид и 36 = 

^ 06 X есть левый 5 -полигон. В множестве S * F(t, ->и-) 

рассмотрим подмножество А состоящее из всех таких пар 

(*.i) , 4,0 fW* -Ж* л «О для любого xel ( т.е. 

А • l^if) ! S , f fc Р(ЗЕ,Ж) , V зсе 1£ 

На множестве А определим умножение следующим образом: для 

любых ,(t,g) 6 А 

= («t , j.Tg) , (Л 

где = if-t x) для любого ve X Легко про­

верить, что множество А относительно операции умножения, 

определенной формулой (I), является моноидом. Этот моноид А 

называется сплетением малой категории Ж с моноидом S и 
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обозначается (S un, Ю . 

Как показано в [I], сплетение малой категории с монои­

дом обобщает понятие сплетения моноидов. Действительно, 

сплетение (S vro U | X) произвольных моноидов S и И при 

помощи левого S-полигона X можно рассматривать, как 

сплетение (5 -un. X) моноида S с категорией X , объекты 

которой суть свободные циклические правые 11 -полигоны 

xU (x(r X) , а морфизмы - всевозможные U -гомоморфизмы 

этих полигонов. 

В свою очередь частным случаем сплетений моноидов яв­

ляются полугруппы эндоморфизмов свободных полигонов (см. 

[3]). Полугруппы эндоморфизмов проективных полигонов, вооб­

ще говоря, не могут быть представлены в виде сплетения мо­

ноидов, однако и они являются частным случаем сплетений ма­

лой категории с моноидом. Если Р =.JJ eL li - произвольный 

правый проективный U -полигон, то полугруппу End Р можно 

рассматривать, как сплетение (% tw ОС) , где % - полу­

группа всех преобразований множества Ö , а ЗС - категория, 

объекты которой суть U-полигоны е; U ( ̂ 3))Ха морфизмы -

всевозможные U -гомоморфизмы этих полигонов. 

Левый S -полигон X назовем собственным для моноида 

S , если выполнены следующие три условия: 

1) IXI > 2; 

2) для каждого xt X существует единственный эле­

мент -t>6 S такой, что -ъу z х для любого ^6 7£ (такой 

элемент обозначим через ^ ); 

3) для любых х,у-,а,веЭЕ ( х * у) найдется ъб S та­

кой, что ix = а , гу = &. 

Если к этим трем условиям в определении собственного 

S -полигона добавить условие 

4) из t>x = х для любого х «• ЭС Следует -ь • i , то 

мы получим определение допустимого S -полигона в смысле 

Л.А.Скорнякова [4]. 

Малую категорию назовем собственной (допустимой) 

для моноида S , если зс сильно связанная категория, 

т.е. JU (х, ̂ ) Фф для любых х,^ е У. и ЭЕ = Об Ж есть 

собственный (допустимый) левый S -полигон. В работе ав­

тора ([I], теорема 2) доказано, что если К. я Ж' - про­

извольные малые категории, допустимые для моноидов, соот­

ветственно, S и S', и моноиды Л =(Su>T Х)и Л' =-(S' гех X') 

изоморфны, то изомор)|ны категории ОС и Ж' . Следуя в об­
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щих чертах доказательству упомянутой теоремы, с небольшими 

модификациями можно доказать следующее более общее утверж­

дение. 

Теорема I. Цусть X и %' - произвольные малые кате­

гории, собственные для моноидов, соответственно, S и S' . 

Если моноиды А =(S -urt X) и A' = (S' urt Х')изоморфны, то изо­

морфны категории X и X' . При этом всякий изоморфизм 

в- А-*> А' индуцирует изоморфизм ф:3£-»Х' такой, хгго 

для любого (б,i-) е А из О (-*>,£) = f') следует 

f ' =  Ф ^ Ф " 1  ,  т « е -  f V )  =  Ф С^Ф 'ЧХ'Я ), (2) 
•V ф(х) = ф(*>:х) (3) 

для любых х'б X' , X«- X . , 

Произвольную категорию X назовем приводимой, если 

существует функтор G X -+ X такой, что G(x) = х для лю­

бого X 6 06 X и ДЛЯ произвольных Х,У 6- Ci ЗС из oL, 6 

£ ЛДх,^) следует QU) = Gfa). 

Произвольные левые S-полигон X и S'-полигон X' 

называются полулинейно изоморфными, если существуют биекция 

ЗГХ^Х' И изоморфизм if1 S~> S' ТаКИв, ЧТО ЗГ(6Х) = у(4.)Х(Х) 

для любых -ъб: S , хе X. 

Теорема 2. Цусть ОС и ОС' - произвольные малые ка­

тегории, собственные для моноидов, соответственно S и У 

и цусть хотя бы одна из этих категорий приводима. Моноиды 

А •* (S ъп Ж) и А' = (S'lõx X') изоморфны тогда и только 

тогда, когда изоморфны категории X и X' и S -полигон 

X - 0Ž X полулинейно изоморфен S1 -полигону X'- 0& X'. 

Доказательство^ Достаточность очевидна. 

Необхойимость. Пусть Q •• А А' - некоторый изомор­

физм. Тогда по теореме I существует изоморфизм Ф X - X' , 

удовлетворяющий условиям (2) и (3). Цусть, для определенно­

сти, категория X является приводимой и 6 ̂Х-^Х - со­

ответствующий функтор. Тогда свойства функтора ФG Ф"1 : 

:Х'-^ЗС'гарантируют приводимость категории X'-

Рассмотрим совокупность 3 всех элементов (^,1)«- А 

таких, что jfx) 6 Л1оъ G(X) ДЛЯ любого х«-Х . Если 
б В и f ).,то по условию (I) мы имеем = 

Ф4Ф~*(х') и значит 6 Мох <PG(X) = Л/огФСяФ'Хх1), 

Отсюда вытекает, что 6(3) = ЗУ 1 где 3' - совокупность 

элементов (Vjj-')e А' таких, что jlfo-i Ф6ф№') • Те­
перь остается заметить, что отображение у; S -* Ь , опреде­

ленное у(-ь) = С-Ь, j) б Ь для любого 66 S .является изо­
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морфизмом, поскольку вторая компонента j однозначно вос­

станавливается по первой 1 . Аналогично у'-, s'-» Ъ' так­

же есть изоморфизм. Таким образом, р =^'"J 0 $ •. S - Š' 

есть изоморфизм. Цусть -ь - произвольный элемент из S , 

(sf)fr 3 и 4>(<>,j) -3'. Тогда *'= р(-ь) и, вви­

ду условия (3), <p(-sac)= £(•<>) ф(х) для любого xt ЗЕ Тео­

рема доказана. 

Теорема 3. Пусть X и У - собственные левые полиго­

ны над моноидами, соответственно, S и Т и пусть U,IT-

произвольные моноиды. Сплетения (S un U | X) и (Т nn ü | У) 
изоморфны тогда и только тогда, если U» Ü" и S-полигон 

X полулинейно изоморфен Т -полигону у . 

Доказательство этой теоремы непосредственно вытекает 

из теоремы 2, если исходные сплетения моноидов рассматри­

вать, как сплетения малых категорий с моноидами. При этом 

надо заметить, что категория ЗС объекты которой суть 

свободные циклические U -полигоны i U. (т* X) t амор­

физмы - всевозможные U -гомоморфизмы этих полигонов, яв­

ляется приводимой. Соответствующий функтор Gl - "5С —• ЭС со­

поставляет каждому морфизму oi е М(ж U., wit) морфизм 

G (=l) б JU (х U.% U)такой, что 

GfoL) (xu) = yu (V u e U.) . 

Покажем теперь, что требование собственности категорий 

(полигонов) в теореме I (теореме 3) является существенным. 

Дем«а I. Для произвольных моноидов 2 , Ц , V и любых 

S-полигона X и IL-полигона У выполняется 

(Sm(Uixrv )| X) $((S uhU|X)UW 

где X * У есть левый (SъзхИ|X) -полигон, в котором 

ДЛЯ любых (•*>,{) е (§ г£Ч U.IX) , 6 Х*У . 

Доказательство. Цусть (-b.q,) - произвольный элемент 

из Л, = (S urt (U vTt Ü"|4)| 3£) 1 Т.е. <>е S , F(X,Ui»töl 

14) . Цусть q(x) B(ut|yfx) , где u*e U, <fxe F(y,Ü) 
для кавдого it X . Определим отображения f • X U 
^ : X» У — V" следующим образом: 

f(=0 = u* , 

для любых Положим , 

0Сб,ср = ((*,f) , 4/) . 

Тем самым определено отображение, 
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которое, нетрудно проверить, является изоморфизмом. 

Если в лемме I полигоны ЗЕ и У являются собственными, 

то легко видеть, что (S-uTt- LI | X) -полигон У удов­

летворяет условиям I) и 2), но не удовлетворяет условию 3) в 

определении собственного полигона. Это показывает существен­

ность условия 3). „ 

Если в лемме I полигон X является собственным и |У | = 

= I, то нетрудно заметить, что (S иУь U |3£) -полигон Xх У 

удовлетворяет всем условиям собственного полигона, за исклю­

чением требования единственности в условии 2). Таким образом, 

это требование также существенно. 

Существенность условия I) показана для эндоморфизмов 

свободных полигонов (см. [2]), что, как отмечалось, есть 1 

частный случай сплетения моноидов. 

Перейдем теперь к вопросу о Морита-эквивалентности спле­

тений моноидов. Напомним, что моноиды А и В называются 

Ыорита-эквивалентными (обозначение: А ̂  В ), если категория 

всех правых А -полигонов эквивалентна категории всех пра­

вых В -полигонов. 

Теорема 4. (У.Кнауэр [6]). Моноиды А и В Морита-

эквивалентны тогда и только тогда, если В а а А а , где а -

идемпотент из А , для которого существуют элементы I, i'6 А 

такие, что la=t , ££' = i 

Заметим, что условие, полученное в теореме 4 может быть 

заменено следующим равносильным ему условием: 

Bs аАа , где а 2  - а  е А и А а А = А . 

Действительно, из t a  =  t  и i i ' ~  {  следует l o . t ' = (С = i 
и значит А&А = А . Обратно, если АаА = А , то най­

дутся а,о-€ А такие, что uatt = i . Положим (=ua и = 

Тогда Ca = ua cl = ua - t и tl' = uao- = 1. 
Таким образом, моноиды А и ß Морита-эквивалентны 

тогда и только тогда, когда 

ßi aAa , где a* = a  е А и A a А  ̂  А . 

Отсюда, кстати говоря, следует, что если эквивалентны кате­

гории всех правых полигонов над моноидами А и ES , то эк­

вивалентны категории всех левых полигонов над этими моноида­

ми. 

Теорема 5. Пусть ЗС и У собственные левые полигоны 

над моноидами, соответственно Й и Т и пусть U, О- - про-
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невольные моноиды. Тогда (S изг ЯХjX) — (ТУ |У) в том и 

только том случае, если Т , Ц - Т и Т -полигон У 

полулинейно изоморфен гЗе-полигону еX ,где ег= е & 2 ; 

Т= eS €  SeS - S. 
Доказательство. Достаточность. Цусть у. ̂  У-, т.е. Üs 

a uUu.rfle i>a - u 6- V. ,'UuU vU ) S^T, т.е. T-? e3&, 
где e2- = € e 2 , Se S =2 и T -полигон У полулиней­

но изоморфен eSe-полигону еX . Через q-ü-> И обо­

значим такое отображение, что q(x) = а для каждого 

хе 3£ . Нетрудно проверить, что 

(€,£р (S-u>y ^(eSe тлН u U u | е 3f) 

и значит 

(Т ТУ i У) % (е '<р (S> -vcrx, И j (е) . 

Теперь достаточность вытекает из того, что (^^)i^jQ)~(e,Q) 

и (Sv>tK|£)(e,g) (S-uycltlX) - (Suöx К ПЕ). , 

Необходимость. Цусть 

jt = (S v*xU I X) *  3 =(T 7Г[ч) 

Тогда , где а2 = а е А и ЛаЛ = Л . Пусть 

а = Ce,f )*(SidxU I Э£) , тогда е~= е e S и i(ex)Kx) -

= 4(х) Для любого асе X . Через ЗС обозначим категорию, 

объекты которой <% ЗС суть правые циклические И -полиго­

ны f(x)ll ( хб е.ЗС = iež 1 г-е X} а морфизмы - всевозмож­

ные Ы -гомоморфизмы этих полигонов. Построим отображение 
ф • alft -» (eSe vre 1 ) следующим образом. Цусть 

(л,,д) - произвольный элемент из а Л а и положим 

Ф (4,g) = Kg*), 

где отображение q* •, Oi % — JUot ТС такое, что для произ­

вольного объекта f(x) U категории ТС морфизм g'(ffx)li) 

является U -гомоморфизмом j, Ц-полигона f (х) U в 

U--полигон f (sat) U для которого 

d-(j(x)u) =: f(-MC.)g(x) f(x)u (4) 

при любом U6 U. . Заметим, что ф действительно является 

отображением из ala в (eSe ust It) у поскольку из (ч|)е 

taita следует fe ,f ,f) = (б,$) и значит <ле = 

= ъ t е3 е . 

Покажем, что <ф является биекцией. Пусть ф(^,,д,) = 
- =(б,д*).Тогда ясно, что = ъг = -s . Кроме того, 

из (4) следует 
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f (41) 3 < )f(* ") = f <^^0 ffo с 5) 

для любого Xt el . Поскольку (Ч.^<) ,(ч^г) taile, , то 

a-O^^a, Д™я 1-1,г . Отсцца следует, что 

i (iex) fCx") = g:(x) при Ui,ž для любого хе х. Вви­

ду j (ex") f(x) = fcx) , имеем 

f (м>х)д,(ех)£(ех) f(x) = е^х), 

j  kex.)ga(ex)f(ex)f(x) = g2(x) 

для каждого xe X . Отсюда, ввиду (5), получаем 

g,(x) = c^(x), 

 . . <$i 'C  ̂• 
Проверим теперь сюрьективность ф . Цусть 

произвольный элемент из (eäе ucr* X) , Это значит, что для 

любого объекта |(х)И (st еХ) морфизм q"(Kx) IL) есть 

' U-гомоморфизм сС • f(x)U- -> j-fix) U . Цусть oc(j(x)) - f(4x)ux 
для каждого itel. Отсюда следует j(-ix) u* j-fx) -- ^(f(x))j{x>-

- d-Gftx)) = K^x)ux . Пусть теперь g : S -»U такое от­

ображение, что g(x) = j(<>ex)utx f(x) для каждого хе Х-. 

Рассмотрим элемент О> 9 ) б (S им К. | Эс) и покажем, что 

(%i^)fc ala и =(•?>•,0*) . Действительно, 

(MX^aXe.f* = 0^е  >he '(*>$), 

поскольку fO>ex) g(ex)f(x) = K^ex)f(беех)иеехt(e,x)-j-(x)--g(x^ 

 . . (<>,Cj)f аЛа . Пусть теперь ф(\,д) = (-s,cp . Тогда 

по определению g'(f(x)U) = ß : f(x)li -» f(*>x)U- так, что для 
любого х е е X ß(f(x)) ̂ |(^х) g(x)j-(x) = i(t>x) f(^ea)u4X̂ (x)j^> 

= j-(-t>x) U-X ^х)=с1(}(х))т.е. f, = , Отсюда вытекает g' =  . . 

ф(чд) = (t>,9*). 
Таким образом, ф является биекцией и нетрудно про­

верить, что ф есть изоморфизм. 

Заметим теперь, что O l  X является собственным 

е5е - полигоном. Для этого, очевидно, достаточно показать, 

что еХ является собственным е Зе -полигоном. 

1) |еХ| > 2. В противном случае г = ̂  для неко­

торого хб X , но тогда невозможно Ае А = А . 

2) Для любого хбеХ имеем (ev^e)y = х при каж­

дом у е еХ . Если для некоторого *6 eSe при любом 

• у е еХ выполняется -ъу = х е еХ , то для ^любого 2-  X 
имеем 62 =(^е)г - ^(еа) = "х. , т.е. . 

3) Пусть х, у , и , о-1 ei и х f у . Тогда найдется 

^ б S такой, что - -SX- =? и , = vr. Следовательно) (еьг)х -
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= evx = ea = u и аналогично (ese)y - v. 

Применяя теперь к изоморфизму 

(Т 1ЛН 1У|Ч) * (eSe АлУсЖ) 

теорему 2, получим, что Т « г£>е и Xs St, где dt 

категория, объекты которой суть правые свободные 1У-полиго-

ны ij С (у« У ) , а морфизмы - их ТУ-гомоморфизмы, 

причем Т -полигон У полулинейно изоморфен eSe -поли­

гону е X. 

Ввиду Aa Л - А найдутся е Л такие, 

что (s^gOCe.fXVžP =(i,i) , т.е. g,(e*,х)f (v*)qj&yi 
для любого xt ТС • Так как f(e«,,x) ft^x) = |(лгх)> то 

g«(e x̂)f (е^х) х) дг(эс.) = 1 , 

т.е. li j-(t\х) 11 = IL для любого act X . Пусть г е 

6 е\% ={ev^ 1» т.е. U £(г) U - U . Из изоморфизма 

категорий 1 и ä вытекает, что для j-y-) IL * Ci X най­

дется у1У & Oi t такой, что 

. m u  f a  J U  (i-(ž)U, f f r ) U )  ?  j u  tr, C| v ) *  tr, 

причем = fte) и UfCrtU = U  . . U, 

Теорема доказана. 

Через fcn.dy F ('S) обозначим полугруппу эндоморфиз­

мов правого свободного S -полигона F с множеством X 

свободных образующих. 

Следствие L Для произвольных моноидов S и Т и 

произвольных множеств X и У (tXl , |У| >1) 

£ , \ d s  F ( X )  -  6 . H c L T  F ( V 0  ^  | X |  = | У |  , S - T .  

Доказательство непосредственно вытекает из теоремы 5. 

При этом надо заметить, что Lv\ds F($) = (7^ а^ч 2 | Х ) 

где - полугруппа всех преобразований множества X. 
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MOHOIDIDE PÕIMIKUTE ISOMORFISM JA MORIIA-EKVIVALENTSUS 

V.Fljaišer 
R e s ü m e e  

Töös vaadeldakse monoidide põimikuid. On saadud tarvi­

likud ja piisavad tingimused selliste põimikute isomorfis­
miks ja Morita-ekvivalentsuseks. Järeldusena on saadud tule­
mus vabade polügoonide endomorfismlpoolrühmade Morita-ekvl-

valentsuseat, mis on analoogiline U.Knaueri [5l tulemusele 
nulliga monoidide jaoks. 

ISOMORPHISM AND MORITA EQUIVALENCE OF 

WREATH PRODUCTS OF MONOIDS 

V.Fleischer 
S u m m a r y  

Let S be a monoid. A left S -act ЭС is said to be 

a proper S -act If the following conditions are valid; 
1)1X1*2; 

2) for each X £ ЭЕ there exists ä unique t> e S such 

that -ь Z = tic for evei7 i e X ; 

3) if 1,^,4,0- б ЭЕ and x then there exists an 

л, 6 S such that -ъх ̂  u , -Vjj - V". 

In the paper wreath products of monoids by proper acts 

are considered. 

Theorem 1. Let X and У be proper left acts over the 

monoids S and T , respectively, A and Б be arbitrary 

monoids. Then 

(S nn A I X) = (T tDt В l У) 

if and only if the monoids A and В are isomorphic and S-

act X and T -act У are semilinearly isomorphic. 

It is shorn that in Theorem 1 the assumption that 3E 

and У are proper acts is essential. 
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Monoids A and В are said to Ъе (right) Могita equi­

valent , A ~ 8, if the categories of(right) A -acts and of 

(right) В -acts are equivalent. 

Theorem 2. Let X and У Ъе proper left acts over 

the monoids 5 and T .respectively, A and В be arbit­

rary monoids. Then 

(S ucrt A I X) ~(T гсх В|У) 

if and only if S ~ T , A ~ В and the T -act У is se-

milineary isomorphic to the e Se -act eX ) where e ie an 

idempotent in S such that T s eSe , SeS = S . 

Corollary 1. For arbitrary monoids <2 ,T and sets 

3,-y (   ,|У| >i) 

F(X^ ~ fenc T̂F(y) 

if and only if S ~ T and (X| -N|. 

The analogue of Corollary 1 for monoids with zero was 

obtained by ü.Knauer in [5]. 
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