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EESSONA

Matemaatilise filsika eesmargiks on mitmesuguste fii-
sikaliste protsesside kirjeldamine diferentsiaalvdrrandite
abil, nende vlrrandite téapne v6i ligikaudne lahendamine ning
lahendite omaduste uurimine ja fuisikaline interpreteerimine.
On kujunenud tavaks lilitada matemaatilise fllsika vdrrandi-
te hulka vaid osatuletistega diferentsiaalvfrrandeid ja mit-
te lulitada sinna harilikke diferentsiaalvorrandeid. Niisiis
vdib matemaatilise fulsika vOrrandite kursust vaadelda kui
osatuletistega diferentsiaalvdrrandite teooria osa, milles
asetatakse peardhk konkreetsete, fulsikalisi protsesse kir-
jeldavate vdrrandite uurimisele.

Kaheosaline loengukonspekt, mille esimese osa lugeja
praegu avas, sisaldab pbhilise osa matemaatilise fulsika
vorrandite kursuse materjalist, mida NSVL uGlikoolides keh-
tiv Gppeprogramm ndeb selles aines ette puht- ja rakendusma-
temaatikutele. Mdned kisimused, nditeks distributsioonide
teooria, on programmi nduetega voOrreldes leidnud pbhjaliku-
ma kasitluse.

MBni sbna muust kirjandusest matemaatilise fulsika vor-
randite kohta (vt. kirjanduse loetelu konspekti I8pus). Ees-

tikeelne E._Reimersi loengukonspekt £9J sisaldab kehtivate



programmidega vdrreldes vahe materjali. Venekeelsetest 0&pi-
kutest soovitame lugejale eriti A.N.Tihhonovi ja A.A.Samars-
ki opikut [B], milles on palju huvitavat materjali konkreet-
sete vdrrandite ning nende fiilsikalise tagapdhja kohta. Kaes-
olev konspekti esimene osa vastab kdige enam V.S _Vladimiruvi
Opiku pl] vaimule. Konspektis ei leia kasitlust matemaatili-
se fuusika vdrrandite ligikaudsed lahendusmeetodid. Nendes
kiisimustes soovitame pdédrduda E.Tamme GpikuA|2Z] poole. Mo-
nograafiatest [10], [2], [3] voib leida osatuletistega vdr-
randite Uldise teooria ké&sitluse; monograafiates [11J ja [1V]
tugineb kasitlus funktsionaalanaliisile.

Hoiatame lugejat, et kdesolev konspekt ei jargi sageli
loengute jérjekorda ega mahtu. Paris kindlasti osutub kons-
pekt lGlejoukaivaks hurraa-ulidpilasele, kes pole aasta jook-
sul regulaarselt kilastanud loenguid ega tédtanud ka iseseis-
valt, vaid loodab ainult eksamieelsetele nadalatele.

Méningad vahem olulised mérkused ja raskemad tdestused
on konspektis eraldatud markidega I . Laisem lugeja vdib
vastava osa materjalist vahele jatta, ilma et see kahjustaks

edaspidist arusaamist.



I. MATEMAATILISE FUUSIKA ULESANNETE
KLASSIFIKATSIOON

8l. Moningad tutupilised mate -
maatilise filolusika vdrrandid
1. Keele vBnkumise vOrrand. Keele all mbistame elast-

set painduvat niiti. Tuletame keele ristvonkumise vdrrandi.
Olgu pinguletommatud keele tasakaaluasendiks x-telg.
Oletame, et keel on mingite valiste jdududega tasakaaluasen-
dist valja viidud ja vbngub xu-tasandis; té&histagu u(x,t)
keele punkti x kdrvalekallet tasakaaluasendist ajamomendil t

(vt. joon. 1). Me piirdume vaid keele vdikeste ristvOnkumiste

u u

Joon. 1 Joon. 2.

kasitlemisega, heites tuletuskadigus koérvale liikmed, mis on
teist ja kdrgemat jarku tg =~ suhtes (vt. joon. 1),

s.t. loeme

®



Vaatleme keele osakest vahemikus (x,x+Ax). Keele osake-

se pikkus
X+AX X+AX

X
jaab (1) tdttu vonkumisel konstantseks (ei sO6ltu ajast).
Hooke"1 seaduse, pdhjal on siis ka keele suvalises punktis x
mdjuva pingevektori T(x,t) pikkus sdltumatu ajast t ja
kohast x :

|IT(x ,©) = TQ = const.

Keele elastsuse tdttu on pingejdud T(x,t) suunatud piki
keele puutujat. Keele osakesele mdjub summaarne pingejdud
(vt. joon. 2)

T(x+dx,t) - T(x,t).

Risti x-teljega mdjub pingejdu komponent (vt. joon. 2)

TQ sinoc - Tnsin«*
X+AX

Viimase ligikaudse vOrduse tuletamisel kasutasime seost

vt. 1))

vV l+tgx*
Piki x-telge mdjuva komponendi

Tricoscx) - T cosad »1 -1 =0
0 footAx 0 t

viime jatta arvestamata, sest (vt. (1))
1
COS @C = — —— Bl.
VAtg2x

Peale pingejoudude vdivad keelele mdjuda valisjoud. Mdjugu

10



valisjoud risti x-teljega ja olgu nende tiheduseks F(x,t).
Keele osakesele méjub siis valisjoud ?(x,t)"x, osakesele

mdjuvaks summaarseks jduks aga on
Tjurx+2t) - AX.t)] + P(x,t)AX
ning see méjub risti x-teljega.

Newtoni Il seaduse pdhjal on keele osakesele mdjuv re-
sultantjoud vordne keele osakese massi ja kiirenduse korru-
tisega. Olgu jJ?(xX) keele lineaarne tihedus, siis keele osa-
kese massiks on p(x)Ax. Keele osakese kiirenduseks on

utt(x,t). Seega saame Newtoni Il seaduse pdhjal
TO [UX(x+4x,t) - u~x.t)] ¢ F(x,t)Ax = J>C)Ax*utt(x,t).

Jagades vOrduse mbélemad pooled l&bi suurusega Ax ja minnes

seejarel piirile Ax —-*0, leiame

To “fi + = fx>utt
ehk
utt = kCx) 1~ + f(x,t), @)
kus
K*»» = ]

Voérrandit (2) nimetatakse keele vaikeste ristvdnkumiste
vorrandiks, lihemalt keele vonkumise vdrrandiks. Kui keel on
homogeenne, siis j?(xX) = f = const ja vérrand (2) lihtsustub
kujule

Utt = a2 "&x + fx»T» ©)
kus a2: To - const. Kui f(x,t) s 0, kirjeldavad vérrandid
(2) ja (?) keele vaba vdnkumist (keelele mdjuvad véalisjoud

puuduvad) . Kui f(x,t) ® 0, kdneldakse sundvonkumistest.



Vaatleme keele vaba vOnkumise vorrandit

un = K<*)uxx- <4)
Seda vorrandit rahuldab keele halve u(x,t), kui me viime

keele tasakaaluasendist mingisse algasendisse

u(x,0) = u0(x) ®)
ja, andnud keelele mingid algkiirused
ufa(x,0) = LX) , ©)

laseme ta lahti. Vérrand (4) ja algtingimused (5), (6) ei
vdimalda uldiselt funktsiooni u(x,t) Uheselt mdidrata. Et
lahend oleks ihene, on vaja fikseerida veel reziim keele
otspunktides. N&iteks, kui keel on kinnitatud punktides x=0
ja x=I, lisanduvad algtingimustele (5) ja (6) veel nn. raja-
tingimused

u,t) =0, u(l,t) =0. ')

Ipmatu keele korral (keel katab kogu x-telje) rajatingimusi
ei ole vaja esitada. Kui keel on poolldpmatu (katab x-telje
positiivse osa), tuleb esitada vaid iUks rajatingimus punktis
x=0.

Samasugused alg- ja rajatingimused vdivad kaasneda ka
sundvonkumise vérrandiga (2) voi (B)-

Margime, et tuletatud vdrrandid kirjeldavad keele vdn-
kumist vaid ligikaudselt (Ja seda tapsemalt, mida vaiksemad
need vOnkumised on - vt. eeldust (1)). Seetdttu ei vGi me
fllsikalisi kaalutlusi lahendi olemasolu ja iUhesuse kohta
automaatselt (le kanda vastavat protsessi kirjeldavatele vor-

randitele. Naiteks on fllsikaliste kaalutluste pdhjal alust
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arvata, et tlesandel {(4), (5), (6), (D} on ihene lahend,
kuld selline vaide vajab siiski ranget matemaatilist pdh-

jendust .

2. Membraani vdnkumise vdrrand. Membraani vaikesi rist-

vdnkumisi kirjeldab vérrand

/St RV TR+ fyy> e p- ®
Suuruste u = u(x,y,t), §D=J?(x,y), TQ = const ja F =
= F(x,y,t) téhendus on kullalt selge analoogia p6hjal vdnku-
va keele juhuga. Ka vdérrandi (8) tuletus on analoogiline
keele vonkumise vdrrandi tuletusega ja me ei peatu sellel.
Kui j3(x,y) = const (homogeenne membraan), omandab vor-
rand (8) kuju

o= SRt Yp F ©)
kus a” = - = const.

3. Akustika vdrrand. Tahistagu u = u(x,y,z,t) gaasi
tihedust (v6i rdhku) punktis (x,y,z) ajamomendil t. Osu-
tub, et teatud lihtsustavatel eeldustel rahuldab funktsiooD

u vorrandit

utt = a2(uxx + gy + Uzz) + F(*.y.*it), 10)
kus a2 = const. Seda vdrrandit nimetatakse sageli akustika
vorrandiks. Tema tuletusel me ei peatu; tuletuse voib leida
Opikust [8].

4. Uldine lainevérrand. Vérrandid (3), (9) ja (f0) on
vastavalt Uhe-, kahe- ja kolmemddtmelised erijuhud nn. lalne-
virrandist

“tt ma2(uxlxlt “g2x2+---+ “Knxn> ... <11>
v



Lalnevdrrandi lihemaks kirjutusviisiks on
ufct = a Au + T,

kus

on Laplace*i operaator.

5. Soojusjuhtivuse vorrand. Tuletame soojusjuhtivuse
vorrandi isotroopse tahke keha jaoks. Keha isotroopsus téa-
hendab antud juhul, et keha juhib soojust kdéikides suunda-
des Uhtemoodi .

Olgu u(x,y,z,t) keha temperatuur punktis (X,y,z) aja-
momendil t. Kui keha eri osade temperatuur on erinev, siis
hakkab soojus levima kuumematelt osadelt kiulmematele. Vaat-
leme kehas mingit pinnaelementi, mille pindala olgu A S ja
normaal n (Joon. 3)» Soojusjuhtivuse teoorias on aluseks
seadus, mille kohaselt pinnatikikest
aja At jooksul labinud soojushulk
AQ on vdrdeline pindalaga As, aja-
ga At ja temperatuurivalja muutumi-
se kilrusega u suunas n (peetakse
silmas "ruumilist™ muutumist fikseeri- Joon. 3*
tud t korral):

AQ = - k- AS- At-
Vérdetegur = k(x,y,z) ?0 kannab soojusjuhtivuse korda-
ja nime; té&nu keha isotroopsusele ei sdltu K suunast n
Kuna soojus levib keha jahedamate osade suunas, siis posi-
tiivse AQ korral on P <0 - sellega on seletatav
miinusmdrk esitatud valemis.

14



Olgu keha osa V piiratud (kinnise) pinnaga S. Ajava-

hemikus (t",t2) siseneb sellesse soojushulk

kus nB on pinna S sisenormaal, 1 aga valisnormaal. Ostro-

gradski valemi abil teisendame viimase avaldise kujule

*2
* 1 *
m| d 1h{u>e£ £ <MdF
Peale selle vbib keha saada juurde soojust vdi neelata
soojust sisemiste soojusallikate arvel. Olgu F(x,y,z,t)

"soojusallikate tihedus": ajavahemikus (t«]|,t2) eraldub ke-

ha osasse V soojushulk

funktsioon F vdib olla ka negatiivne - sel juhul on tege-
mist soojuse neelamisega.

Kokku siseneb ajavahemikus (typt2) keha osasse V
soojushulk Q = Q2* Selle tagajarjel muutub temperatuur
A = u(x,y,z,t2)- Ky, LD idhiku vérra. Temperatuuri muu-
tuseks kulunud soojushulga Q arvutame niid veel teisel vii-
sil, lahtudes keha soojusmahtuvusest /(x,y,z) jJa tihedusest
J?2(x,y,z). Kui AV on keha vaikese osakese ruumala, siis
on osakese mass ning osakese temperatuuri muutmiseks Ji

Uhiku vdrra kulub soojushulk

Aq = /. " AV.

Seega

15



ehk Newton-Leibnitzi valemi pdhjal

f
dv.
"1 v
Vordusest Q - Q"- Q2 = O saame niid

*
Aodt /7Yt - L () - | (iVy) - £ (ta.) - pjdv=0.

Keha osa V ja ajavahemiku (t~,t2) suvalisuse tdttu on

integraalialune funktsioon vdrdne nulliga, s.t.

t - £E<*»*> * £ +-h(kal +r- (12)
Voérrandit (12) nimetatakse soojusjuhtivuse vorrandiks.
Homogeense keha korral /= const, Jj?= const, K= const

ning vorrand lihtsustub tujule

ut = a2(uxx + Yy + “2z~ + 03)
kus
a2 = - = const, f(x,y,z,t) = z>"
tf f
Selleks, et vOrrandist (12).vdi (13) Uheselt md&rata tem-
peratuuri u(x,y,z,t) mistahes ajamomendil t > 0, on vaja

teada temperatuuri algjaotust kehas (algtingimust):

u(x,y,z,0) = uQ(x,y,z)- ad

Peale selle on vaja teada temperatuurireziimi keha rajapin-
nai S. lgale reziimile vastab oma rajatingimus. Vaatleme md-
ningaid tulpilisi reziime.

1. Keha rajal hoitakse etteantud temperatuuri:

ujs = fv 05)

16



kus =y//j(x,ytz,t) on etteantud funktsioon, mille argu-
mentideks on pinna S punktid ja aeg t.

2. Keha rajal antakse ette nn. soojusvoog:

- ET V2" .<«>
kus n on pinna S valisnormaal.
3. Keha rajal toimub soojusvahetus Umbritseva keskkon-
naga:

[KTr*Hs =b"
kus h = h(x,y,z) >0 on nn. soojusvahetuse kordaja. Raja-
tingimuse (17) tuletuse vdib leida Opikust [8].

Kui vaatluse all on temperatuuride jaotus kogu Xxyz-ruu-
mi taitvas kehas, siis antakse ette vaid algtingimus (14).

Peatume veel soojusjuhtivuse vdrrandi erijuhtudel dhuke-
se plaadi ja peene varda korral. Valime teljestiku nii, et
z-telg on risti plaadi pdhjadega. Kui plaat on kullalt 6hu-
ke, on temperatuuri muutused z-telje suunas vaikesed, mis-
tottu vGime lugeda, et temperatuur u = u(x,y,t) ei séltu

argumendist z. Vdrrand (13) omandab sel juhul kuju

ut = fI2(uxx + uyy) + f(x,y,t). (18)
Peene  varda korral vdime lugeda, et u = u(x,t) ja

soojusjuhtivuse vorrand votab kuju

utI: a2uxx g (19
Vorrand (18) ei vdimalda arvestada soojusvahetust plaa-
di p6hjade ja véaliskeskkonna vahel. Sama puudus on ka vdrran-
dil (19) - ta ei arvesta soojusvahetust varda kilgpinna ja

valiskeskkonna vahel.
1?



Voérrandid (13), (18) ja (19) on vaetavalt kolme-, kahe~

ja uhemddtmelised erijuhud soojusjuhtivuse vOrrandist

ut = ¢ eee ¢ uxnx N+ Ff(x1,...,xn,t). (20)

6. Laplace*i .laPoissoni vdrrandid. P&6rdume veel kord
soojusjuhtivuse vdrrandi (12) juurde. Kui kehas olevate soo-
jusallikate tihedus F(x,y,z) ei s6ltu ajast t ning kui
ka keha rajal hoitav reziim ei séltu ajast, siis t kasva-
des laheneb temperatuurijaotus u(x,y,z,t) mingile statsio-
naarsele (ajast sOltumatule) jaotusele wu(x,y,z). Viimane

rahuldab vorrandit

<kx> ¢~ ("V + £ (ka«) + = <= <21>
Homogeense keha korral (k=const) vdime selle vorrandi Kirju-

tada pisut lihtsamal kujul

“®«x + V. * Uzz = (22)
(Poissoni vdrrand). Kui kehas pole soojusallikaid, lihtsus-

tub vérrand veelgi:

“Xx + Vo 4+ =0 c27>
(Laplace*i vorrand). Ka vdrrandite (22) ja (23) n-mddtmelisi
analooge nimetatakse vastavalt Poissoni ja Laplace®i vo0rran-
diteks.

.Statsionaarse temperatuurijaotuse u(x,y,z) Uheseks
maaramiseks vorrandist (21) tuleb keha piiraval rajapinnal S
anda ette rajatingimus, mis kirjeldab (statsionaarset) soo-
jusreziimi rajal. Tuupilisteks rajatingimusteks on taas (15),
(16) ja (17), ainult selle erinevusega, et funktsioonid 1,

A2*Y 3 ei toili nild séltuda ajast t (soojusreziimi statsio-
naarsus).



82, Teist jJjarku vdrrandite
klassifikatsioon

1. Lineaarsed ,la kvaasllineaarsed vOrrandid. Teist jar-
ku osatuletistega diferentsiaalvorrandi Uldkujuks kahe s6ltu-
matu muutuja X Jja Yy korral on

FU.y.a.o”iyo”.un.Uyy) = 0.
Nii Oldisi vdrrandeid me edaspidi ei vaatle. Meie k&sitlus
piirdub peaaegu eranditult lineaarsete vdrranditega - vlrran-
ditega, mis on lineaarsed otsitava funktsiooni u ja selle
tuletiste suhtes. Lineaarse virrandi uldkujuks kahe s&ltuma-

tu muutuja korral on

all(x,y)uxx + 2al2(x,y)uxy ¢ 220 +
bgCx,WUE ¢ b2(x,y)Uy + c(xty)u S f(x,y).
Srijuhul voéivad vorrandi kordajad olla ka konstandid (sel
juhul kdneldakse lineaarsest konstantsete kordajatega voOr-
randist). Kui f(x,y) = 0, nimetatakse lineaarset vdrrandit
homogeenseks, vastasel korral aga mittehomogeenseks. Line-
aarse vorrandi pealiikmeteks nimetatakse kdrgemat jarku tule-

tistega liikmeid, nende summat

all(x,y)uxx ¢ 2al2(x,y)uxy + 2( g/
aga vorrandi peaosaks.

Teist jéarku vorrandit kujul
all(x,y,u,ux,uy)uxx + 2al2(x,y,u,ulc,uy)uxy +

* a22(x»y,u,u”,Uy)Uyy3f x,y,u,ux ,uy)

nimetatakse kvaasilineaarseks vorrandiks. Ta on lineaarne



teist jarku tuletiste suhtes, kusjuures kordajad vdivad pea-

le argumentide x ja Yy sOltuda veel otsitavast funktsioo-

nist u ning selle madalamat jarku tuletistest ja o
Lineaarse vdrrandi Uldku.iuks n séltumatu muutuja

x™, ... , >4, korral on

nn

3

Zl<<L|,LI,....W 1id+_llzlti(>d.....VSC, ¢
J =
+ c(xl,...,xn)u = FCx™, ... ,MN).

Siinjuures v@8ib Uldisust kitsendamata eeldada, et vorrandi

pealiikmete kordajad rahuldavad tingimust -
arj = an (a,j=1,...,n).

Tdepoolest, segatuletiste u™ X ja ~ x pidevuse korral

on need omavahel vdrdsed, mistdttu

*U-SiXj * i “g.*i - "2 vV j o+ Vi
ja me v@ime vOrrandi Umber kirjutada nii, et plstitatud tin-
gimus oleks rahuldatud (uuteks kordajateks tulevad =
=2(aij + aji> = ajin“~
Kvaasilineaarse vdrrandi Uldku.iuks n soéltumatu muutu-

ja korral on
n n
XZ ee*»UXN )UX JX. =
i=1  j=1 <
=f(xXN, ... B&n,u,uN LU ).

Kéesolevas paragrahvis votame vaatluse alla vérrandi ku-

dai
n n

ZZ. ZZ aij(x1* ***»xn™ux.X. = FXI»****xn»u»u30,»““ *»ux
i=1 =1 13 1 n
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mis on lineaarne vaid pealiilmete osas (sealjuures kordajad
ei sOltu otsitavast funktsioonist ega selle tuletistest).
Viimane vorrand on midagi vahepealset lineaarse ja kvaasi-
lineaarse vdrrandi vahel, teda nimetatakse sageli peaaegu

lineaarseks voérrandiks.

2. Kahe s6ltumatu muutujaga vdrrandite klassifikatsi-

oon. Vaatleme teist jarku vérrandit

all <“gx + 2al2 Scy ¢ a22 “jy m«x.y.e.ar.V* <1)

milles kordajad a”, al2 ja a22 on muutujate x,y reaalsed
funktsioonid. Olgu meid huvitavas piirkonnas kordajad pide-
valt diferentseeruvad, kusjuures igas punktis (x,y) véhemalt
lks kordajatest erineb nullist.
Analitisime kdigepealt vorrandi (1) lihtsustamise vdima-
lusi, tuues x,y asemel sisse uued sdltumatud muutujad

sobivalt valitud teisendusega

£=)0(xty), 7 ="(X,y), @
kus y? ja Y" on kaks korda pidevalt diferentseeruvad funkt-
sioonid. Teisenduse (2) kohta plstitame ndude, et meid huvi-
tavas piirkonnas oleks teisenduse jakobiaan erinev nullist:
Ly
X A4
See garanteerib teisenduse (2) pbddratavuse: muutujaid x,y on
vdimalik Uheselt avaldada * kaudu.
Pédrast muutujate vahetust muutub u argumentide
funkteiooniks; arvestades, et ~~ on omakorda x,y funkt-
sioonid, leiame vdrrandis (1) esinevate tuletiste jaoks jarg-

mised avaldised:
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“x o * O-j7x
7 =UAT* aldj !
N)I* 27 x7x+ Vox+ “fxx+ “771X -

c'itf)J?sk afdxb +box>* w “EXY+ V XYy -

“yy “ ftEy+ 20 7TEYV UPT*y+ “IAyy* “T?yy m

*

“yex

xy

Asetades need osatoletised vdrrandisse (1), teiseneb see ko-
jale
*11 =7 + 2512 =J7 + S22 “77 * «£.7. 0")
allies
@11 = MINX + 2al2” XXy + @2 Ny *
*12 s ®LLEXAX + *12/XT7y + Ey7x™ + a22 NyTy *
az22 * ‘Htfx ¢ 2al2?x7y + a227y *
Maatajate vahetase (2) plltame valida nii, et vdrrandis
(1f) oleks vdimalikult palju kordajaid vordsed nalliga. Hai-

teks, s dapp s 0, kui valime funktsioonid £ a ~f(X,y)
ja y= YCxy) nii, .et

all} x + 2al2tx”y + a22”y =0
ia
*117 X ¢ 2a12?x7y + a227y m °-
Viimased tingimused on rahuldatud, kui z = f OY) Ja
s s vy (x,y) on osatuletistega vorrandi
all *1 * 2al2 *x zy + a22 zy = 0 (©))

lahenditeks. Sellega oleme taandanud vdrrandi (1) lihtsusta-
mise esimest jJarku osatuletistega vorrandi (3) lahendite
leidmisele.

22



Lahendades vorrandi (3) kai ruutvdrrandi zx suhtes J,
lahutame voérrandi (3) kaheks iseseisvaks lineaarseks homo-

geenseks osatuletistega vorrandiks
an zx + (@2 -"Vat2 ®227zy = (3
Meenutame Uhte vaidet harilike diferentsiaalvdrrandite

teooriast. Nimelt, funktsioon 2z =y4x,y) on lineaarse ho-

mogeense esimest jarku osatuletistega vdrrandi

P(x,y)zx ¢ Q(x,y)Zy = 0
mittekonstantseks lahendiks parajasti siis, kui x,y) = c

on vastava simmeetrilise diferentsiaalvorrandite sisteemi

dx _ dy
PCx,y) = QCx,y;

esimeseks integraaliks (vt. f21]). Antud juhul koosneb dife-

rentsiaalvlrrandite susteem vaid lhest vdrrandist
P(x,y)dy - Q(x,y)dx =0
ja selle esimene integraal ~(x,)) = c esitab uldlahendi.

Moodustame vdrranditele (3") vastavad harilikud dife-

rentsiaalvdrrandid

all dy - @l2 =vaf2 - a22)dx = 0. (@)

*

!1Me voime uldisust kitsendamata eeldada, et vaadelda-
vas punktis a” ¢ 0. Kui a» =Q a” @0, on olukord
summeetriline. Kui a” = a22 =0, siis a0 ja me tee-
me vorrandis (1) eelnevalt muutujate vahetuse x* = x+y,

y* = x-y. Teisendatud v@rrandis on kordaja nullist
erinev (pdhjendadal) ja selle vdrrandi votamegi vaatluse

alla (1) asemel.
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Leidnud viimaste dldlahendid "(x,y) = c ja Y"(Xiy) = c,
on vorrandi (3) mittekonstantseteks lahenditeks z ="(x,y)
ja z s"Cxjy). Koostades leitud funktsioonide abil muutuja-
te vahetuse (2), saame teisendatud vdrrandis (1 9 kordaja-
teks = 422 = 0. Need arutlused on kahjuks korrektsed
vaid juhul, kui aR2 - an a22 >0. Kui aR2 - a” a22 7 0,
langevad vérrandid (4) kokku ja meil dnnestub leida vaid Uks
vorrandi (3) lahend z =)0(x,y), koos sellega dnnestub nul-
liks muuta vaid iks kordajatest a” ja a22* keelgi selgu_
setun on olukord aR2 - a~ a22~ 0 korral. Nende kiisimuste
juurde me pdédérdume peagi tagasi.

Definitsioon. Oeldakse, et vdrrand (1) on punktis
(x.y):
hiiperboolset tudpi, kui a%Z - a” a22 > 0 selles punktis;
paraboolset tulpi, kui aR2 _ an a”22 = 0 selles punktis;
elliptilist tuupi, kui aXZ - & a22 <0 selles punktis.

o6eldakse, et vdérrand (1) on hiiperboolset, paraboolset
vOoi elliptilist tldpi mingis piirkonnast kui ta on vastavat
tiupi selle piirkonna igas punktis.

Paneme tdhele, et muutujate vahetus (2) ei muuda vdrran-

di tulpi. See jareldub vérdusest

a2 ~ dAa22 ~ "a12 ~ a22)”™ » ©)
kus A on muutujate vahetuse jakobiaan. Seose (b) tdestuseks
tahistame
@m 3i2) et 42\ n
A« A=
=42 a22J ial2

tahele, et eespool in
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avaldised vdib kokka vdtta maatriksite vdrduseks

I = DAD",

kus prim. tahendab transponeerimist. Jarelikult
det A = det A*(det D)2,

millest saamegi vorduse (5)e *

Definitsioon. Harilikke diferentsiaalvdrrandeid (4) ni-
metatakse osatuletistega vdrrandi (1) karakteristlikeks vor-
randiteks, vdrrandite (4) lahendeid aga vdrrandi (1) karak-
teristikateks. (Seega karakteristikad on teatavad kdverad
xy-tasandil.)

HUperboJlset tuupi vdrrandil on kaks parve karakteris-
tikuid, paraboolset tilpi vdérrandil ks parv, elliptilist
tudpi vorrandil aga (reaalsed) karakteristikud puuduvad.

Muide, karakteristlike vd@rrandite paari (4) vdime Uhen-

dada tUheks (karakteristlikuks) vdrrandiks
all dy2 - 2812 dxdy ¢ a22 dx2 = 0. ()

See kuju on hdlpsam meelespidamiseks; vdrrandite (4) saami-
seks tuleb siit ilmutada dy.

Vorrandite (3) ja (4") lahendite vahekorda silmas pida-
des vdime Oelda ka, et karakteristikuteks on kdverad
SIY) = ¢ kus  z =£J(X,y) on vdrrandi (3) suvaline mitte-
konstantne lahend.

P66rdume niud tagasi vorrandi (1) lihtsustamise kusimu-
se juurde. Kasitleme eraldi juhtumeid, kui vdrrand (1) on
vaadeldavas piirkonnas hiperboolne, paraboolne v6i ellipti-

line.
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a) Vorrand on huperboolne, s.t. vaadeldavas piirkonnas
*%2 *7all a22 ~ Nee julitum on eespool juba isna pdhjali-
kult kasitletud. Nimelt on sel juhul kummalgi vdrranditest
(4) olemas (reaalsed) uldlahendid (X, ) = cja w(x,y) = C
ning vastav muutujate vahetus (2) garanteerib, et vdrrandis
(17 tulevad = a22 = 0. Veendume, et muutujate vahetu-
se jakobiaan erineb nullist. To6epoolest, kdverate y?(x,y) =c
punktides on \PMdx +yy dy = 0 ehk , vorrandi
(4) pbéhjal siis aga

*x _ al2 +¥al2 ~ N1 "22

?7 - all
analoogiliselt
¥ al2 ~va22 " az22
11
Viimastest vOrdustest jareldame, et & X __  ehk
y». f, 7
do.
AP 64

Niisiis taandub vérrand (1) kujule
2al2 u£7 = £q.7.°5uN, KD

ehk, tahistades » =~ -
2al2

=9 (fi7.U,Uj,U7). (6)
Vorrandit kujul (6) nimetatakse hiperboolset tutpi vérrandi
I kanooniliseks ku.juks.

Kui vdrrandis (6) teha muutujate vahetus
<= £ +7» /3= }

taandub see kujule
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4= U.Ur.079), &)
mis kannab hiiperboolset tiulpi v8rrandi Il kanoonilise ku.lu
nime.
b) Vdrrand on paraboolne, s.t. vaadeldavas piirkonnas
~ a-n a22 ~ Se* duhul langevad karakteristlikud vér-
randid (4) omavahel kokku, tegemist on ainsa vdrrandiga
aM dy - @,2 dx = 0. Leidnud selle uldlahendi y?(x,y) = c,
teeme muutujate vahetuse (2), milles teise funktsiooni
MCacy) valime suvaliselt nii, et & ® 0. Sellega saame vdr-
dis (1%) = 0. Kuid vordusest (5) jéareldame siis, et ka
ILE = 0, sest vérduse (5) parem pool vdrdub antud juhul nul-

liga. Niisiis taandub vérrand (1) kujule

a2 vV =*dp7r»wmwy

ehk tahistades ,
az22

U7d = *2<f-7- u»u™»u7)e

See on paraboolset tulpi vorrandi kanooniline kuja.

c) Vérrand on elliptiline, s.t. vaadeldavas piirkonnas
al2 ““all a22 ~ 0O# Seil isel juhul ei ole vorranditel (4)
reaalseid lahendeid. Kui eeldada, et kordajad a,”,a"2»a22
on analudtilised, siis need funktsioonid on Uheselt jatkata-
vad kompleksmuutujate analuitilisteks funktsioonideks, vor-
randite paaril (4) aga on olemas komplekssed lahendid
y?(X,y) = € ja y(x,y) = c. Ei ole raske naidata (tdestusel
me el peatu), et kui y?(x,y) = c on esimese virrandi uld-
lahendiks, siis teise vdrrandi Gldlahendiks on yixy) = C

(kriips téhendab siin kaaskompleksi vdtmist). Seega me vdi-
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me votta y(X,y) = ~(X,y). Moodustame nende funktsioonide
y>(x,y) ja y(x,y) = A0(<)y) pbhjal muutujate vahetuse (2).
Voérrand (1) taandub siis nagu hiperboolselgi juhul kujule
(6):

=~ (b7 ,ufur,u7). "
Kuigi see kuju on lihtne, ei rahulda ta meid, sest muutujad
£, on komplekssed. Arvestades, et £ ja 7 on kaaskomplek-

sid, teeme Uhe muutujate vahetuse

bl=  ~+7)7 B=TIA~7n"

Siis o ja B on reaalmuutujad,

ja vorrand (6") teiseneb kujule
U/s3/3=
See on elliptilist tulpi vdrrandi kanooniline ku.lu.
Margime, et labiviidud kaks muutujate vahetust vdib
thendada uheks muutujate vahetuseks

c<= Rey?(x,y), T3= 1Im)?(x,y) .

3» Klassifikatsioon n sdltumatu muutuja korral. Vaat-

leme vorrandit
n

Xl aij ViX, = .. XNUFK L ***»1Ky)» N
i,j=1 J ﬁ 3 n Aﬁ
milles kordajad &‘.. = a” (i,j=1,...,n) on muutujate
XX],-..,xn reaalsed funktsioonid. Toome sisse uued séltuma-
tud muutujad seos<;ega
NN = ¥ ****>Xn) N »** 'S » ( 8 )
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nii“et meid huvitavas piirkonnas ole#s ge]jsend)lse (8) jato-

biaan erinev nullist. Siis Nt~ <
n 2
% =2 ~~ik e kus *ik =siqg -
A n 22 N
XL o= Z utk ™ ik *jl + ~ Unk axi dXn
10 k1=l 1 Kl K 1 3
Voérrand (7) teiseneb kujule
n
®
K
milles
n
aki = H aij xikoCjl- (10)
i,j=1
Vaatleme nudd ruutvormi
e aiJ™Xi *** xn\yiyj * (7))
i»j=1
mille kordajateks &2. = a.~"(><",...,xE) on vdrrandi (7) kor-
dajad fikseeritud punktis (x*,...,x£). Lineaarne muutujate
vahet us
y n n
yi-£]“ik7 IANEEATNR VAR @,
viib ruutvormi (7% kudidle
n
n *Si7k71 «e>
milles
n
akl = aij i kojl* (10,)

Paneme t&hele, et ruutvormi kordajad teisenesid sama seadu-
se jargi, nagu vorrandi (7) kordajad muutuja vahetust (8)

tehes (vOrdle (10) ja (HO%)).
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Teatavasti (vt. [19]) saab ruutvormi (7*) sobiva line-

aarteisenduse (8% abil viia diagonaalkujule
fiil - 2, Tk "

milles kdik kordajad on 0, 1 v6i -1, kusjuures nullist eri-
nevaid kordajaid on vaid peadiagonaalil. Sealjuures voib mG-
ne teise lineaarteisendusega viia ruutvormi kill mdnevérra
erinevale diagonaalkujule, kuid nullist erinevate diagonaal-
elementide arv m, positiivsete diagonaalelementide arv r ja
negatiivsete diagonaalelementide arv m-r j&adb muutmatuks
(ruutvormide inertsi seadus).

Kui lineaarfceisendus (8%) viib ruutvormi (7*) diagonaal-
kujule (9'"), siis vastav muutujate vahetus (8) teisendab di-
ferentsiaalvorrandi (7) punktis (x*,...,x£) kujule (nn. ka-

noonilisele kujule)

k=1 >kok ké?;l gk - T

Definitsioon. Oeldakse, et*diferentsiaalvérrand (7) on
punktis (xfj,... ,x£):

elliptilist tilipi, kui m = n ning kdik liikmed ruutvor-
mi (7*) diagonaalkujus on sama margiga;

hiperboolset tulpi, kui m = n ning n - 1 liiget ruut-
vormi (7") diagonaalkujus on sama margiga, Uks liige aga vas-
tupidise mérgiga;

paraboolset tutpi, kui m = n - 1 ning kdik n - 1 liiget
ruutvormi (7 ") diagonaalkujus on sama margiga.

oeldakse, et vorrand (7) on elliptilist, hiperboolset
vOi paraboolset tilupi piirkonnas, kui ta on vastavat tiipi

30



piirkonna igas punktis (xX*,...,x").

Esitatud klassifikatsioon pole taielik - valja jai nai-
teks juhtum m =n, 272r™ a - 2 (vorrandit (7) nimeta-
takse sel juhul ultrahiiperboolseks) ning rida teisi juhtu-
meid. Need juhud pole rakenduste seisukohalt huvipakkuvad.

Elliptilist tudpi vdrrandid kirjeldavad statsionaar-
seid protsesse ning nende korral tédhendavad kdik n muutujat

ruumipunkti koordinaate. Hlperboolset ja parabool-
set tlupi vorrandites tahendavad n - 1 sdltumatut muutujat
enamasti ruumipunkti koordinaate, (ks sdltumatu muutuja aga
aega. Just aja Uhedimensionaalsusega vdib seletada, miks
klassifikatsioonis on olulised just vaadeldud erijuhud.

Elliptilisuse definitsiooni vOib anda ka ruutvormi dia-
gonaalkuju kasutamata. Nimelt on m = n ja kéik liikmed ruut-
vormi diagonaalkujus lhe mdrgiga parajasti siis, kul ruut-
vorm on (positiivselt vO6i negatiivselt) mddratud. Seega vor-
rand (7) on punktis (x",...,xE) elliptilist tuupi parajasti
siis, kui ruutvorm (7 ") on (positiivselt v3i negatiivselt)
madratud. Ruutvormi (77) positii%Pe madratus tahendab, et

iga (y"*eee™) € & korral kehtib vérratus

n. n p

Y1 aij(x1**"*»xS)yiyj~ / Z2 Ti . (0)

i,j=1 1=1

kus / on mingi positiivne konstant. Kui vdrratus (10) keh-
tib iga (x*,...,x") korral mingist piirkonnast, on vorrand
(7)) elliptiline selles piirkonnas. Sealjuures vdib />0
tldiselt soltuda punktist (x,...,x<); kui ei séltu
piirkonna punktist, koneldakse thtlasest elliptilisusest
vastavas piirkonnas.
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Definitsioonist jareldub, et elliptilist tilpi vorrandi

kanooniliseks kujuks on

“">ih + + “tnin = fCFl. ... ... ... .. .... atn

hiperboolset tulpi vérrandi kanooniliseks kujuks

Vih + " Wn

ning paraboolset tiupi vdrrandi kanooniliseks kujuks

ah h * +Un.nii = e(b oo ata
Margime, et vdrrandit (7) vdib fikseeritud punktis
(xJp...,xE) viia kanoonilisele kujule sobivalt valitud li-

neaarse muutujate vahetusega
n
/k =122 xv  (k=1,...,n). an

Siis =chik  (i,k=1,...,n), ning kui kordajad vali-

da nii, et lineaarteisendus (81) viiks ruutvormi (7 ") diago-
naalkujule, siis lineaarne muutujate vahetus (11) viibki vdr-
randi (7) kanoonilisele kujule punktis (ac®,... ,x£). Kui vor-
randi (7) kordajad on konstandid, siis on diagonaalkujule
taandamine teostatav ihe ja sama lineaarse muutujate vahetu-
sega (11) kogu piirkonnas.

Tekib kisimus, kas on vdimalik valida sellist (mitte-
lineaarset) muutujate vahetust (8), mis taandaks vérrandi (7)
kanoonilisele kujule mitte ainult fikseeritud punktis
xN,...,x=), vaid vahemalt ka selle punkti mingis Umbruses.
Eelnevast teame, et n = 2 korral on vastus jaatav. Kahjuks
osutub n>2 korral vastus Uldiselt eitavaks. Selles on liht-

ne veenduda jargmise arutluse teel. Voérrandi (7) taandami-
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seks kanoonilisele kujule tuleb rahuldada tingimused
aij =0 (i b j)
ai (i=2»*»»»n),
kus d\ = =1 v6i <K = 0. Arvestades, et saame
h-D)+mM-2)+ ... +1 +(n-1) =5~g=-)mn -1
tingimust. Nende rahuldamiseks on meie kdsutuses n funktsi-

ooni muutujate vahetuses (0). Seega on suvalise vérrandi (7)

taandamiseks kanoonilisele kujule tarvilik, et
+n-1£n, s.t. n"2.

Soovitame lugejal iseseisvalt veenduda, et n = 2 kor-
ral langevad punktis 2 esitatud elliptilisuse, hiiperboolsuse
ja paraboolsuse mdisted kokku vastavate mdistetega kaesole-
vas punktis.

Eelmises paragrahvis tuletatud vdrranditest on Poissoni
vorrand Ou = f ja Laplace®i vdrrand Au = 0 elliptilist
tulpi, lainevdrrand = a™ltu + f hiperboolset tuipi
ning soojusjuhtivuse vdrrand ut = &J1u + f paraboolset
tulpi (kahes viimases vdrrandis on n + 1 sdltumatut muutujat
t,30,... »xM).

pr 4. Karakteristlikud pinnad. Vaatleme taas voérrandit

n
2L, aijCx)ux x = f(x,u,grad u), 1a2)
13
kus oleme kasutanud lihendatud tahistusviisi

x = xl,...,xn), grad u= Ujj™,---,u”).

. Definitsioon. Pinda y>(xX) = 0 nimetatakse vdrrandi (12)

karakteristlikuks pinnaks (ehk karakteristikuks)t kui selle
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pinna punktides grad y?(x) o0 ja

. o o]
1 1 o 9
R6hutame, et tingimus 03) peab olema rahuldatud vaid
pinna "0(x) s O punktides. Kui me vaatleme tingimust 03)
esimest jarku diferentsiaalvdrrandina y>(x) suhtes, ndudes
vorrandi (13) rahuldamist muutujate x”,...,xn mingis piir-
konnas, siis selle vdrrandi igale mittekonstantsele lahendi-
le ~(x) vastab terve karakteristikute parv ~(x) - c= 0.
Kuid selliselt ei ole voimalik leida kdiki karakteristikuid.
Naiteks lainevdrrandi utt = a Au korral peab karakte-

ristliku pinna y>(x,t) = 0 punktides kehtima vordus

Karakteristlikeks pindadeks on naiteks
n

a(t - tQ) - H . bi(xi - x?) =0 a5)
1=
ja
a2(t - t0)2 - 11 (xx- x°)2 =0, (16)
izl
kus t0,x",...,x" on suvalised fikseeritud arvud ning arvud

b/i,...,b on sellised, et g_r' 2
1=
pool olev funktsioon rahuldab vdrrandit (14) mistahes (X,t)

=1. Pinna 05) vasakul

korral, pinna (16) vasakul pool olev funktsioon aga vaid pin-
na punktides. Pinda (16) nimetatakse lainevdrrandi karakte-
ristlikuks koonuseks tipuga aeg-ruumi punktis (x*,. . ., tQ),
vt. joon. 4. Pinnad 05) kujutavad endast puutujatasandeid

karakteristlikule koonusele.
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Soojusjuhtivuse vdrrandi uf= a2u karakteristliku

pinna <f(x,t) =0 punktides kehtib vdrdus

IImselt on tasandid t = ckarakteristlikeks pindadeks ja tei-

si karakteristlikke pindu pole olemas.

Elliptilist tiupi vorranditel pole karakteristlikke pin-
du. Toepoolest, elliptilisuse tingimusest (KO) jareldub, et
tingimus (13) saab olla tdidetud vaid grady>(x) = 0 korral
ning Ukski pind y(x) =0 ei saa seetdttu olla karakteristi-
kuks.

Kohandame siin esitatud karakteristiku mdistet kahe sol-

tumatu muutuja juhule. Kdver ~(x,y) - €= 0 on vorrandi

»11 "n e 2al2 “*y *a22 Vv =f{r"=""VyV
karakteristikuks, kui k&vera punktides * P 0 vdi @O0
ning

>I1P* o - 0

(vdrdle vdrrandiga (3))* Kui nduame vdrrandi (17) rahulda-
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mist muutujate x,y mingis piirkonnas (ja mitte ainult kdéve-
ra punktides), siis j) (x,y) leidmine on samavaarne hariliku
diferentsiaalvdrrandi (4*) lahendamisega: (x,y) = € on
vorrandi (4 ? lahendiks parajasti siis, kui z =y)(x,y) ra-
huldab vdrrandit (17). Seega vastab punktis 2 esitatud karak-
teristiku mdiste sellisele erijuhule asja esitatud iUldisemast
mdistest, kui vOrrandi (17) rahuldamist nduame piirkonnas

(Ja mitte ainult kdvera punktides). * 4 £1

5« Esimest jarku vdrranditest moodustatud sisteemide

klassifikatsioon. Vaatleme diferentsiaalvorrandite sisteemi

dux JL
57<<- ~ aij(x»y) 5°¢ + fi(x,y,ul,...,um) (1=1,- ,m), (18)

milles otsitavateks on m kahe muutuja funktsiooni
ul = ux(x»y™* Selliste siisteemide k&sitlemisel on mugav kasu-
tada vektorsimboolikat. T&histades

uz (A peessliipy  F o= (Freeee*m)»

all a2 *** alm

aml am2 << amm

kirjutame susteemi (18) umber kujul
= AL, Y)Uy + F(X,y,u). (18"

Pitame lineaarteisenduse abil lihtsustada seda siustee-
mi. Toome sisse uue otsitava vektorfunktsiooni v seosega
u = Pv, 19
kus P = P(x,y on mingi regulaarne (det P ® 0) maatriks-

funktsioon. Uute otsitavate suhtes vdtab sisteem (18") kuju
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PXV + Pvx = A(PyV ¢ Pvy) + f(x,y,Pv)
ehk
vx = P"1 A(x,y)Pvy + f(x,y,Vv), (20)

milles v
T(x,y,v) =P" /f(x,y,Pv) - Pxv + APyvJ.

Teisenduse (19) plluame muidugi valida nii, et maatriks
n
P AP silsteemis (20) oleks vdimalikult lihtsa struktuuri-
n
ga. Me vdime nditeks valida P selliselt, et P~ AP =]

oleks maatriksi A Jordani normaalkujuks:

on kastdiagonaalmaatriks, mille iga kastikese

IXx 1 0 ... 0 0
0 A 1...0 0
O
0 0 0 ...V 1
\o 0 0o..0 VI
peadiagonaalil on maatriksi A mingi omavaartus M(X,Y),

kérvaldiagonaalil uks, mujal nullid.

Diferentsiaalvdrrandite sisteemi (18) nimetatakse punk-
tis (x0,yQ:

hiuperboolseks. kui maatriksi A (xO»Y0) omavaartused on
reaalsed ning J(x0>70) on diagonaalmaatriks, s.t. kui kas-
tikesed on esimest jarku;

huperboolseks kitsamas méttes, kui maatriksi A(xQ,yo)
omavaartused on reaalsed ja paarikaupa erinevad;

elliptiliseks, kui maatriksil AQOM) pole reaalseid

omavaartusi.
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Diferentsiaalvdrrandite sisteemi (18) nimetatakse
hiperboolseks, hiiperboolseks kitsamas méttes vdi elliptili-
seks piirkonnas Q , kui ta on vastavat tilpi igas punktis
60y0eQ .

Olgu sisteem (18) hiiperboolne piirkonnas ~ . Siistee-

miks (20) on sel juhul

= M(X»Y) + fi(x,y,vh,...,vm)  (i=1l,...,m), (21)

kus ™ ~(x,y) on maatriksi A omavaartused. See on hiper-
boolse silisteemi kanooniline ku.ju. Sobiv teisendusmaatriks
P, mis teisendab hiiperboolse sisteemi (18) kanoonilisele
kujule (21), on reaalne. Selle leidmine on samavédrne maat-
riksi A = A(x,y) omavaartuste (nende hulgas
voib olla omavahel vdrdseid) ja neile vastavate lineaar-
selt sdltumatute omavektorite p~,»»»,pm leidmisega; vek-
torid p/,,...,pm ongi maatriksi P veeruvektoriteks. Seal-
juures peame hoolitsema muidugi selle eest, et vektorite
pi s6ltuvus argumentidest x ja Yy oleks killalt sile.
Saab naidata, et omavaartused = JI1(<y) on nii mitu
korda diferentseeruvad, kui mitu korda on diferentseeruvad
kordajad a™(><,y), ning on vdimalik selline omavektorite
Pi = Pi(x,y) valik, et ka viimased oleksid sama arv kordi

diferentseeruvad.
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83. Matemaatilise fluusika
Glesannete seade

1. Cauchy llesanne, rajailesanne ,la sesalilesanne. Dife-
rentsiaalvérrandi lahendi Uheseks madramiseks tuleb Ulesande
flusikalisest sisust l&htudes anda ette veel lisatingimusi -
algtingimusi e. Cauchy tingimusi, rajatingimusi voimGlemaid.
Vastavalt lisatingimuste iseloomule Iliigitatakse matemaati-
lise fillsika llesandeidl”pauchy tlesanneteks, rajallesanne-
teks ja“"Vegaulesanneteks.

a) Cauchy Ulesanne e. algtingimustega ilesanne esineb
tavaliselt hiiperboolset ja paraboolset tiipi vdrrandite kor-

ral. Olgu voérrand

n n
“tt * _H v ¢ T, aioVt o
i,j=1 0 1 j i*l 1
+ F(x, t,u,un, cee unr |UN) 0)
hiuperboolset tulpi, voérrand
n
ut “« aib “fjxj * L.

aga paraboplset tulpi.

Cauchy udlesanne vdrrandi (1) jaoks seisneb jérgnevas:
leida kinnisel hulgal Rn x [0,T] maaratud kullalt sile funkt-
sioon u(x,t), mis lahtisel hulgal Rn x (0,T) rahuldab vor-

randit (1), t =0 korral aga algtingimusi
ux,0) = wQC, ut(x,0) = w(x) (x€Rn), 3)
kus uQ(x) ja CLJ() on mingid etteantud funktsioonid.

Funktsiooni "kiillaldase sileduse"™ all mdistame antud

4
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juhul jéargmist?”u(x,t) on pidev ja tal on olemas pidev osa-
tuletis u~(x,t) Kkinnisel hulgal RIlx [0,7] (et oleks v@i-
malik réakida nende funktsioonide vaartustest t = O kor-
ral) ;)/Lahtisel hulgal Rnx (0,T) on olemas ja pidevad k&
kdik Glejaanud vorrandis (1) esinevad tuletised. R6hutame,
et vorrandi (1) rahuldamist t = O korral ei nduta.
Loppmoment T vdib olla ka lépmatu (T = 00).
Mdnevdrra uldisema Cauchy llesande seadeni jOuame, kui
anname algtingimused ette mitte tasandil t = 0, vaid min-

gil Gldisemal pinnal S (vt. joon. 5)* Olgu t =<o0(x) pinna

K)
S vdrrand. Funktsioon u(x,t) peab t*cj(x) korral rahul-

dama vorrandit ())I] t =cj(x) korral (s.t. pinnal S) aga

algtingimusi

uk = fy s * <>
kus V = V(x,t) on pinna S punktides etteantud suund, his ei
asu pinna puutujatasandis ning on suunatud piirkonna
t><J(x) poole, VQ ja v* aga on etteantud funktsioonid, mis
on maaratud pinnal S. Erijuhul v6ib suunaks > olla pinna S
normaal (joon. 5).

[* Kui pind S ei puutu theski punktis vorrandi (1) karak-
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teristlikke pindu, siis muutujate vahetuse abil on vdimalik
Cauchy llesandelt (1),(4) minna tle Cauchy llesandele kujul
()»(3) < Toepoolest, teeme muutujate vahetuse
T ="M x~"t) =t -™MNX),
T} = AKADIF * o sxn»t)»
milles funktsioonid valime suvaliselt, pidades silmas
vaid, et muutujate vahetuse jakobiaan erineks nullist. Pind
S laheb sellega ule pinnaks *T= 0; vérrand (1)l&heb lle vor-

randiks kujul

s = = A ufkh * b1 Sk< *
+ £Q,T,U,u” ... u”, Ur), 1»)
milles
= t \ & Sr; t
i,j=1 0 1 0 i=l I'U'i

tingimused (4) lahevad Ule tingimusteks kujul

u(f.o).vo(l), [? Ir=0="d , (V)

milles V = V(£) on mingi suund, mis ei asu tasandis T= O.
Paneme tahele, et vdrrandiga t - foo(x) = 0 méaratud pind S
on karakteristlikuks pinnaks vorrandi (1) jaoks parajasti
siis, kui @00 = 0 pinnal S (vt. karakteristiku definitsi-
ooni 82, p. 4). Kuna tehtud eelduse kohaselt pind S ei ole
karakteristlik ning ta isegi ei puutu Uheski punktis karak-
teristlike pindadega, siis &Q0 £0 pinnal S ehk pinnal
r= 0, seega ka pinna teatavas Umbruses. Me v@ime vorrandi
(1% kordajaga 4&Q0 l&abi jagada ning jouame vorrandini, mis

on analoogiline vorrandiga (1). Algtingimusi (4*) aga on

41



viimalik teisendada kujale

u(>,0) = “%-0.) ““>Hp- 6P)
Tdepoolest, tingimustega (4*) teame me u osatuletiste
vaartusi

AVQ o /41 i1 -y

pinnal 2= 0, nende abil aga on juba lihtne avaldada ka
ur.0).

Sellega olemegi taandanud Cauchy ilesande (1),(4)
Cauchy Ullesandele 0"~0") , milles algtingimused antakse
ette tasandil T = Q. Margime pbhjendamata, et kui S on vdr-
randi (1) karakteristlikuks pinnaks, siis lUlesandel (1),(4)
uldiselt lahend puudub, méningate “eriliste” algvaartuste vO
ja \j korral aga on lahendeid ldpmata palju. il

Cauchy ilesanne paraboolset tilpi vorrandi (2) jaoks
seisneb jargnevas: leida kinnisel hulgal [1~x~0tT] maara-
tud killalt sile funktsioon u(x,t), mis lahtisel hulgal
R1* (0,T) rahuldab vérrandit (2), t = 0 korral aga algtingi-
must

u(x,0) = u0X,
kus uQ(x) on mingi etteantud funktsioon. Seekord sisaldab
"killaldase sileduse" ndue vaid u(x,t) pidevust hulgal
RIl* [0,T] ja vdrrandis esinevate tuletiste olemasolu ja pi-
devast hulgal Rnx (0,T).
Mdningate ndidetega Cauchy ulesannetest oleme me tege-
likult juba tutvunud. N&iteks Cauchy ulesanne

\ utt = aluxx < u(x,0) = uQx), ut(x,0) = M
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kirjeldab I6pmatu keele vabav@nkumisi etteantud algasendl

ja algkiiruste korral; Cauchy ilesanne

ut = a2(uxx + “gy + u(x,y,*,0) = u0(x,y,z)
kirjeldab soojuse levimist kogu xyz-ruumi taditvas homogeen-
ses soojusallikateta kehas etteantud algteaperatuuri kor-
ral.

b) Rajaulesanne esineb elliptilist tiupi vdrrandite
korral. Olgu Q <Rn lahtine tdkestatud piirkond, T selle

raja (rajapind), 8 sulund. Vaatleme vérrandit

- N

] aij ®)
mis olgu piirkonnas elliptilist tulpi. Rajallesanne sel-
le vérrandi jaoks seisneb jargnevas: leida kinnises piirkon-
nas £? madratud kallalt sile funktsioon u(x), mis lahti-
ses piirkonnas Q rahuldab vérrandit (5)»piirkonna rajal

aga rajatingimust
Ju 1 a

(6)

kus ,B Jja on mingid etteantud funktsioonid rajal I ;

VvBV(x™,...,xn) on raja I punktides etteantud suund, mis

45



ei asu IMpuutujatasandis (vt. joon. 6). Kdige sagedamini
esineb llesandeid, kus suund V on madratud pinna I valis-
normaaliga n (Joon. 7)*

Eristatakse jargmisi rajatingimuse (6) erijuhte:

5ﬁ{r =t (teist liiki e. Neumanni rajatingimus);

tocuj = f (kolmandat liiki rajatingimus).

Vastavaid rajauleeandeid nimetatakse esimest, teist ja kol-
mandat liiki rajaiulesanneteks. Esimest ja teist liiki raja-
Ulesandeid nimetatakse ka Dirichlet* ja Neumanni rajaliles-
arreteks.

Margime, et Dirichlet® rajallesande seades tdhendab
otsitava funktsiooni u(x,t) "killaldase sileduse”™ ndue vaid
pidevust kinnises piirkonnas Q ja vOrrandites esinevate
tuletiste olemasolu ja pidevust lahtises piirkonnas ;
Ulejdanud rajatlesannete tiupide korral on lisaks vaja néu-
da u(xft) pidevat diferentseeruvust kinnises piirkonnas f? .

Nditeks rajatlesanne

ulr =r
kirjeldab statsionaarset temperatuuride jaotust homogeen-

ses soojusallikateta kehas, kui keha rajal hoitakse ette-

antud temperatuuri /(Xx,y,z).

c) Segaulesanne esineb hiuperboolset ja paraboolset
tilpi vdrrandite korral, kui ruumimuutujate x”™,...," muu-
tumispiirkonnaks on mingi tdkestatud lahtine piirkond

(mitte aga kogu R1, nagu Cauchy ulesande korral).
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Olgu r taas piirkonna £? raja, Q sulund; tahistame G =
=£72x(0,T), G =~xfO0,Tj, 5Z=r *(0,T) (vt. joon. 8).

Segaiulesanneihiperboolset tilpi vorrandi (1) jaoks seisneb

jargnevas: leida kinnises silindris G =£? x [0,tJ méaratud
kallalt sile funktsioon u(x,t), mis lahtises silindris

G x (0,T) rahuldab vdrrandit (1), silindri alumisel pd&h-
jal (x , t = 0) rahuldab algtingimusi

u(x,0) = uQX), ut(x,0) = iu,(x) (xeB),

silindri kilgpinnal = Ix [0,t] aga rajatingimust

Siin on u0(x) ja ur(x) mingid hulgal Q etteantud funktsi-
oonid, < , /3 ja f aga mingid hulgal etteantud funktsioo-
nid; suund V =V(x,t) ei tohi asuda 21 puutujatasandis.

Nditeks fikseeritud otspunktidega keele vabavdnkumine
on kirjeldatav segailesandega

utt = a2 Scx (O<x ml, 0~t<oo0),

u(x,0) uQ(x), ut(x,0) = cu,¥) (o~rxzl),

u(0,v)y =0, u(l,t) =0 (02t<00).
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Paraboolset tiupi vdrrandi (2) korral on segallesande
seade analoogiline esitatuga (kabe algtingimuse asemel on
Uks). Jatame Uksikasjalise sonastuse lugeja hooleks. Nai-

teks, segaiilesanne

ut = a2(uxx + “yy + 0<t<T),

u(x,y,zt0) = uQ(x,y,z) ((x,y,2)*£? ),
uE . r

kirjeldab soojuse levimist homogeenses soojusallikateta ke-
has, mille temperatuuri algjaotus u0(x,y,z) on teada ja
mille rajal I hoitakse etteantud temperatuuri <~(X,y,z,t).

Eespool tdhendas "killaldane siledus™ alati nduet, et
funktsioonil oleksid olemas vajalikud tuletised klassikali-
ses mdttes. Hiljem tutvume me tuletise mbiste olulise ul-
distusega. See vdimaldab anda uue sisu ka otsitava funktsi-
ooni "killaldase sileduse" ndudele ning laiendada lahendi

miistet.

2. Olesande seade korrektshs. Matemaatilise fiisika
tUlesanne on seatud korrektselt, kui on rahuldatud jargmised
kolm tingimust:

1) lahend eksisteerib mingis funktsioonide klassis ;

2) lahend on (ihene mingis funktsioonide klassis M2 ;

3) lahend soltub pidevalt Ulesande lahteandmetest nn.
korrektsuse klassis IL] nU2. Pidev sdltu-
vus mingist lahteandmest y (alg- v8i rajavaartusest, vdérran-
di vabaliikmest vB8i kordajatest) tdhendab jargmist. Muudame

lahteannet ”~ , andes talle vaartusi Yy -i»Y2 ™** Mk* **x pjj
et “fk-* -f (mingi koondumise mdtfces); olgu twj,u2>..._, ufe,».
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ja u lUlesande vastavad lahendid. Kui koondumine vy -)»y
toob kaasa lahendite koondumise u® -» u (teatud koondumi-
se mottes), siis Oeldaksegi, et lahend s6ltub pidevalt alg-
andmest <« vastavate koondumiste (vOi koondumisi médravate
topoloogiate) mottes.

Lahendi pideva sdltuvuse ndue ulesande lahteandmetest
on tingitud asjaolust, et need lahteandmed madratakse sage-
Ii eksperimendist md6tmiste teel ja nad pole enamasti abso-
luutselt t&psed. Kui véike viga léhteandmetes toob kaasa
suure vea Ulesande lahendis, siis pole matemaatiline lles-
anne killalt heas kooskdlas kirjeldatava fuilsikalise prot-
sessiga. Sellisel juhul pilitakse leida ja kirjeldada fllsi-
kalise protsessi uusi (seni mitteolulistena tundunud) kilgi
ja formuleerida Ulesanne Umber nii, et see osutuks korrekt-

selt seatuks.

3. Naide. Lopmatu keele vonkumise uUlesande seade kor-

rektsus . Vaatleme Cauchy tlesannet
utt = "Soc (> oo<x<06, O0<t<oo0), )
U(X,0) = UQ(X), Ut(x,o) = Ul(x) (- 004X<o00),(8)
mis kirjeldab homogeense I6pmatu keele vabavdnkumisi.

Vorrand (7) on hiperboolset tilpi. Leiame tema 1 ka-

noonilise kuju. Karakteristlik vérrand

dx2 = a2 dt2
laguneb kaheks vdrrandiks
dx adt = 0, dx - adt =0,
mille Gldlahenditeks on vastavalt
X +at=c, x - at = c
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Muutujate vahetus

£=x + at, y=x - at
viib vdrrandi (7) kujule (teha Uksikasjalikult labi!)

= <k

Seda vdrrandit on lihtne lahendada, lahenditeks on

u=-*°F +f2(7),
kus fA(E) ja f2(¢) on suvalised funktsioonid. Pddrdudes
tagasi vanade muutujate x ja t juurde, saame, et voOrrandi

(7) lahendid avalduvad kujul
u=FfjK + at) + f2(x - at) (©))
(pidevad tuletised ja urt on olemas, kui f* ja f2 on
kaks korda pidevalt diferentseeruvad).
Maarame niud funktsioonid A ja f2 nii, et funktsioon
(9) rahuldaks ka algtingimusi (8):
u(x,0) = fn(x) + f2(x) = uQ(x),
ufo(x,0) = a q(x) - a fFE(x) = ().
Integreerime teist tingimust §ajades (xO—x):

a A0 - a f200) = w,()dE ¢ c.

X0
Niisiis
fn(x) + f2(x) = u0(x),
flx) - f2) =i / + 1 *
. X0
millest

frac) = Au0() + A J EH(D)AF +
X0 10

A0 -~ unrMdp -

X0

f2(x)
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>
Asendades leitud avaldised valemisse (9)» saame Cauchy

tilesande (7),(8) lahendiks

un(x+at)+ur(x at) n fXj&k , X7at , /i
U(X,t)= ———==mm=22- - +78{ ur()dl- j ~(@odjJ
X0 X0
ehk x-fat
u (x+at)+u (x- at) n ;f: -
U(X,t) = =2 * 1)
x-at

Tulemus kannab d*Alembert*i valemi nime.

Olgu funktsioon uQ(x) kaks korda ja funktsioon
ur(x) Uks kord pidevalt diferentseerus. Siis seostega (10)
antud funktsioonid f~ ja f2 on kaks korda pidevalt dife-
rentseeruvad ning eelnenud arutlustest jareldub nii lahendi
olemasolu kui ka Uhesus ulesande /(7)t(8)] jaoks. Lihtne on
ka vahetil kontrolli abil veenduda, et d Alembert”i valemiga
defineeritud funktsioon u(x,t) on Cauchy ulesande {(7),(8)}
lahendiks.

Uurime lahendi séltuvust algvéartustest uQ(x) ja

ur(x). Valemist (11) jéareldame, et

lux, )/ > _sup__ Iu ) ¢t ~005%00 In-®l- 12)
Kui G0(x,t)on vbrrandi (7) lahendiks mingite muude algvaar-
tuste U (X) ja ""(x) korral, siis u(x,t) - u(x,t) on vdr-
randi (7) lahendiks algvaartuste 0Q(x) - uQ(x) ja
TL|(X) - ur(x) korral; vorratus (12) vétab viimase lahendi

jaoks kuju
u(x,t)-u(x,t)/ z su 00(jO-uo(jO]+t su fol(p-ulQ)/ .
60 0-ux, 0/ 2_sup Ji0GO-uoGOl+t sup fol(p-u10)

Kui nudd
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sup IuO(x)—uO(x)/<£ , sup /A 1l ()|
- 0<X< <X o0

siis iga T > 0 korral

Ogl)J(B Ju(x,t)-u(x,t)/ 6 £+ Te',

O|t|T
s.t. Ulesande {(7), (8)} lahendi s6ltuvus algvéartustest
uQ(x) ja e on pidev. Tépsemalt, lahendi sdltuvus alg-
vaartustest on pidev, kui algvaartuste hulgal kasutame Uht-
lase koondumise topoloogiat reaalteljel -o*<x<oof lahen-
dite hulgal aga uhtlase koondumise topoloogiat "ribadel”
- 00<X<<D t OstiT.

Kokkuvdttes, Cauchy lUlesanne f(7),(8)j on seatud kor-

rektselt.

4. Kovalevskaja teoreem. Vaatleme diferentsiaalvdrran-
dit

Au
-glijc = »e oo U»eeey \ I____ »i..)* 03)

3@ .. D0
mille paremal pool ei Uleta Uhegi tuletise jark arvu K, aja
t jargi osatuletiste jargud aga ei lleta k-1:
i0 +in + ... + in = i<k, iQ* k-1.

Cauchy ulesanne vérrandi (13) jaoks seisneb sellise lahendi

leidmises, mis rahuldab kalgtingimust

I = uj(x1,...,xn) (ij,l,. .. ,k-1), 14)
a U,

kus Uj on etteantud funktsioonid.

Kovalevskaja teoreem. Kui funktsioonid u* (j=0,...,k-1)

on analuttilised punkti (X*,...,x<) Umbruses, vdrrandi (13)
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parem pool T aga analtutiline punkti

D

tmbruses, siis Cauchy Ulesandel {(13)»04)] on olemas punk-
ti (XN, ..., xE,tQ) mingis Umbruses analiltiline lahend ja
see lahend on ihene analudtiliste funktsioonide klassis.

Teoreemi tdestus on tehniliselt uUsna komplitseeritud
ja me el esita seda. Tdestuse idee on jargmine. Lahendit

otsitakse astmereana

He (t - t0)i= - xDH ... (xn - x£)4

Rea kordajaid on vdimalik Uksteise jarel leida algtingimus-
test ja voOrrandist nende diferentseerimisel. Rea Uhtlast
koondumist dnnestub n&idata majorantrea moodustamisega. La-
hendi Uhesus analiltiliste funktsioonide klassis jareldub
analiitilise funktsiooni (hesuse teoreemist.

Kovalevskaja teoreemi Ulksikasjalise tlestuse vdib lei-

da Opikust M v@i monograafiast [12J.

5. Naide mittekorrektselt seatud Ulesande kohta. Tekib
kisimus, kas Kovalevskaja teoreemi eelduste téidetuse kor-
ral on Cauchy llesanne /("3)»(14)/ seatud korrektselt. Kuna
lahendi olemasolu ja lhesus on garanteeritud Kovalevskaja
teoreemiga, siis jaab selgitada, kas lahend s6ltub pidevalt
algvéartustest. Vastus «on eitav, milles meid veenab allpool
esitatav Hadamard®i naide.

Vaatleme Cauchy ilesannet



utt = 77 “Xx (Laplace*i vorrand),
A
u(x,0) = 0, ut(x,0) = gsin kx.

(Kovalevskaja teoreemi eeldused on tadidetud.) Selle lles-
ande lahendiks on

ul(x,t) =4 sh kt sin kx.

c K
Kui k- +oo , siis algvddrtuste jada Y k() = sin kx
koondub thtlaselt nulliks, kuid jada wn"(<”) pole lhegi
punkti (x,t) Umbruses isegi tdkestatud. Seega lahend ei sdl-
tu algvadrtustest pidevalt (véhemalt (htlase koondumise mGt-
tes) ja Cauchy ilesanne on Laplace*i vorrandi jaoks mitte-
korrektne. Sama ebameeldivus tabab meid Cauchy ulesande
kasitlemisel ka uldisemate elliptilist tilpi vdrrandite kor-
ral.

Rakendustes (nditeks geoloogias) kerkib siiski lisna sa-
geli Ulesandeid, kus Cauchy Ulesanne tuleb lahendada nimelt
elliptilist tlupi vdrrandite jaoks. See asjaolu on viimasel
ajal tinginud mittekorrektsete (lesannete teooria kiire
arengu. Uks lahenemisviis mittekorrektsete iilesannete kasit-
lemisel seisneb sellise iUlesande lilitamises korrektsete
Ulesannete perre, nii et vaadeldav mittekorrektne ulesanne
oleks piirjuht korrektsetest. Seejarel lahendatakse éara
killalt l&hedane korrektne tlesanne. L&hemalt vdib mitte-
korrektsete (lesannete teooriaga tutvuda spetsiaalsete mo-

nograafiate vahendusel (vt. naiteks [14]).
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I'l. DISTRIBUTSIOONID

Kaasaegne diferentsiaalvlrrandite teooria tugineb
funktsiooni mdiste laiendile - distributsiooni ehk uldista-
tud funktsiooni mdistele. Distributsioonid vdeti kdigepealt
rakendusse flisikas, matemaatilise teooria alused andsid
S.L.Sobolev (1936) ja eriti L.Schwartz (1950).

84, Distributsioonid ja
tldistatud tuletised

1. Pohifunktsioonide ruum . Distributsiooni mdiste
tuuakse sisse jargmiselt: defineeritakse teatav funktsioo-
nide ruum (nn. poéhifunktsioonide ruum), selle kaasruumi ele-
mente (s.t. pidevaid lineaarseid funktsionaale pdéhifunktsi-
oonide ruumil) nimetataksegi distributsioonideks. Erinevate-
le pohifunktsioonide ruumidele vastavad erinevad distribut-
sioonide klassid. Allpool kasitleme pdhifunktsioonide ruumi
5 ja vastavat distributsioonide ruumi X)* . Viimane on kasu-
tuselolevatest distributsioonide ruumidest kdige uUldisem.
Hiljem ké&sitleme veel Uhte pdhifunktsioonide ruumi ning vas-
tavat distributsioonide ruumi.

Meenutame kéigepealt mdningaid funktsioonidega seotud
méisteid. Olgu y>(x) mingi ruumil Rn defineeritud pidev
funktsioon. Punktihulga

{x€ Rn y?2(x) f 0}

sulundit téhistame supptf Jja nimetame funktsiooni y>(X)
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kandjaks. Funktsiooni ~>(X) nimetatakse finiitseks, kui te-
ma kandja on tdkestatud, s.t. kui y?(xX) = O valjaspool mingit

ruumi R1l kera |M|<r. Siin ja edaspidi kasutame ruumi R1l nor-
r 1v ) . -
17 >J1I1 X’.iJ . Stimboliga @ a CAR1) tahistame ruumil
1=

R1l ma&ratud ja m korda (0”m*oo0) pidevalt diferentseeruvate
funktsioonide hulka. Tuletiste té&histamiseks kasutame enamas-
ti luhendatud Kkirjutusviisi. Olgu hbl- e ,0Y) multiin-
deks, s.t. naturaalarvuliste koordinaatidega vektor
(0<"<00), Vtsoc +ocM + ... + selle koordinaatide
summa. Tahistame
drt,<f(x1l ,x2,...,x»)
D yw(X) = ————————m - .
DATDHK ». XnB~

Péhifunktsioonide a1 <€) = £ (R1) elementideks votame
kéik finiitsed funktsioonid hulgast CACR1I). Defineerime pd-
hifunktsioonide summa ja skalaariga korrutise tavalisel vii-
sil:

>+t/0 (x) =)0(x) + -/<), D) =N7(x).

Sellega muutub X) lineaarseks ruumiks e. vektorruumiks (vek-
torruumi definitsiooni vt. [20J). Defineerime ruumis £ ka
koondumise mdiste. Jada . . . , koondub ruumis X>
funktsiooniks y? (yk,f £jD), kui on tédidetud kaks tingimust:
1) leidub selline tdkestatud hulk U cRn, et suppy?® < U (k=
=1,2,...); 2) iga multiindeksi < korral D”~Cx) - »D*y>(X)
uhtlaselt x<Rn suhtes.

Olgu 3= BJ,/2*==<iln) suvaline multiindeks. Diferent-
seerimise operaator D3 on ruumis <D pidev. Tdepoolest, kui

— » ) ruumis &, siis ka D'y - r D*y> ruumis > , milles on
v



lihtne veenduda, kontrollides jada koondumise tingimusi 1)
Ja 2).

Funktsiooniga a(x) korrutamise operaator on ruumis
pidev eeldusel, et a”~C~CR1) (pbhjendadal).

Olgu £x=RW mingi lahtine piirkond. Simboliga
tahistame ruumi X (vektor-)alamruumi

£(@Q) ={feA(Rn):suH>

[*~ Koondumine ruumis KO (£?) defineeritakse jargmiselt.
Jada koondub ruumis [ (£?) funktsiooniks y, kui on téi-
detud kaks tingimust: 1°) leidub selline tdkestatud hulk U,
et sulund W jasupp " cU (k=1,2,...); 2") 1iga
multiindeksi < korral D®%(x) - »D<y(x) uhtlaselt x*Q
suhtes. llmselt

YK —»Y> ruumis <E)(E?) => N  —»”™ ruumis ;
vastupidine vaide ei kehti ka juhul, kui y>e£>(£2), mil-
les on lihtne veenduda tingimusi 1) ja 1*) vorreldes. Pane-
me téhele ka, et Q = Rl korral langevad tingimused 1) ja
2 ) kokku vastavalt tingimustega 1) ja 2). Seega vOib ruumi
2) vaadelda erijuhuna ruumist 5) (£?), kui Q = Rn.

Ruumis <& (£?) on vdimalik defineerida lokaalselt kumer
topoloogia nii, et jada koondumine selle topoloogia mdttes
on samavaarne eespool defineeritud koondumisega. Ruum £>((?)
el o.le metriseeritav, kuid tal on rida teisi h&did omadusi:
ta on tdielik refleksiivne lokaalselt kumer topoloogiline
ruum, tdnnruum, bomoloogiline ruum, Freshet" ruumide induk-
tiivne piir jm. Viimaste mdistetega vOib tutvuda suurepara-
selt kirjutatud monograafia [l5] vahendusel. Mainitud mono-

graafiast leiab lugeja ka distributsioonide teooria selge
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ja jarjekindla esifcuse lineaarsete topoloogiliste ruumide
raamides. Oma kadsitluses oleme sunnitud topoloogilise kilje
kérvale jatma, sest see viiks meid kdrvale pdhieesmargist

Ruumi kuuluvad funktsioonid ei ole anallitilised
(valja arvatud nullfunktsioon). Tdepoolest, iga on
vordne nulliga valjaspool teatavat kera |[pJ £ r, ning kui
on lisaks veel analiitiline, siis analuutilise funktsiooni
thesuse teoreemi kohaselt "=c) ro.

Ruumi J) elemendiks on nditeks funktsioonid (vt. joon3)

Nc, et . Kui ux L'EE )
CE(x) =1
( 0, kui [lixllze,
kus £>0 ja normeerimistegur C£ on valitud nii, et
JIEX)dx = 1.
Rn
IImselt on funktsioon alk finiitne; j&tame lugeja pdhjendada,
et o0of eC=.
Teoreem 1. lga tdkestatud piirkonna Q cRW ja iga £>0
korral leidub funktsioon a ei) , millel on jargmised omadu-
sed: 0”a(x)""1 iga x <RW korral, a(x) = 1 piirkonnas Q

ja a(x) =0 nende x < Rn korral, mille kaugus piirkonnani Q

56



on suurem kui S.

Toestus. Noutud omadused on funktsioonil
a0 = J*v(x - y)dy,

kus Qj on hulgaQ /-Umbrus (iga punkt xeQ on vdetud
koos selle </~-imbrusega), (vt. joon. 10). Td&epoo-
lest, omadusest jareldub, et a€ A0 (diferent-
seerimist vdib teostada integraali margi all). lIga x <RI
korral

0Ofa(x) = fA(x-y)dy if uif (x-y)dy = J u,(s)dK =1

fl, & &
funktsiooni cJ. mittenegatiivsuse tottu. lga x «5? korral

a0 = fooey)dy = £ A(x-y)dy = 1,

i ok
sest x#1? , Yy¢£ korral Ppafl=><f ja ~(x-y) =0.
Lépuks, x 4 Q korral

a(x) = J*<J/x-y)dy = 0,

B,
sest x JQEtjeQj. korral Lkafl? £-</J T ja <Cx=y) = 0.
Siit jareldub ka, et funktsioon a on finiitne.
Teoreem 1 on tdestatud.

Teoreem 2. Olgu kandja kaetud I6pliku arvu umb-

rustega
U(xk,rk) ={x£" : fix-xkg<rk, x”~cRU, k=1,...,N.

Siis leiduvad sellised »et



Toestus. Kandja supp  on kaetud ka mdnevdrra
viiksemate Umbruste mMKre) (", ..., %) poolt, kus

£>0 on kullalt vaike arv. Teoreemi 1 pdhjal leiduvad sei-
lised funktsioonid , et a>d = ™ keras (X" r"-x)
ning ak(x) = 0 valjaspool kera m(a<srt). Funktsioonid

X Csupp y,
rahuldavadki teoreemi ndudeid.
Teoreem 2 on tdestatud.
2. Distributsioonide ruum *P . Distributsioonideks e.

tildistatud funktsioonideks nimetatakse pidevaid lineaarseid
funktsionaale po6hifunktsioonide ruumil S3 . Seega distribut-
sioonid on ruumi X> kaasruumi J3° elemendid. Funktsionaali

f « vaartust elemendil f&23 mérgime

(traditsioonilise (") asemel). Suvaliste p&hifunktsioonide
Y ja y, skalaaride X ja p ning distributsiooni f korral
kehtib vdrdus

<f, +fFf >= N<f, f >+ /1<f, ¥Y>

(funktsionaali f lineaarsus). Kehtib ka implikatsioon
ruumis &) mm<fryE> - *
(funktsionaali f «JD* pidevus).
Distributsioonide ruum S31 on lineaarne ruum. Definee-
rime temas koondumise kui ndrga koondumise: distributsiooni -

de jada f~»fg,...tFk,... koondub distributsiooniks f ruu-



mis @, kui iga f «Z> korral
4fk* f > <fF7p>*
lgale ruumil RW pidevale funktsioonile f(x) vdime vas-
tavusse seada distributsiooni f seosega
<fy>> =/ FQy)()dx = J TOy>(x)dx

Rn supp f
(selliselt defineeritud funktsionaal f on ilmselt lineaar-

ne ja pidev, s.t. fe*0/ ). Samal viisil vbime distributsi-
ooni f seada vastavusse ka igale lokaalselt integreeruvale
funktsioonile f(x), s.t. funktsioonile, mis on integreeruv
(Lebesquet mottes) igas tdkestatud piirkonnas 4?«R1 Distri-
butsioone, mis on madratud lokaalselt integreeruvate funkt-
sioonidega, nimetatakse regulaarseteks distributsioonideks.
Sageli me samastame regulaarseid distributsioone neid maa-
ravate funktsioonidega. Selles mdttes vGime me kirjutada
nditeks, et Cm c £) (0”Am”oo0 ).

Distributsioone, mis ei ole regulaarsed, nimetatakse
singulaarseteks distributsioonideks. Singulaarse distribut-
siooni lihtsaimaks naiteks on nn. Dlrac"i delta-funktsioon

mis igale f*® seab vastavusse arvu
<Sfy) > = y%(0)
(kontrollida funktsionaali cI lineaarsust ja pidevustl).

Distributsiooni f korral kasutatakse sageli ka marki-
misviisi f(x), rdhutades sellega, et funktsionaali f raken-
dame argumendi x funktsioonidele y?2(x), T*S>.

oeldakse, et distributsioon f on piirkonnas (?« RlU
vordne nulliga, kui <f,)0> =0 iga fe£)(Q )korral. Dist-

ributsiooni f kandjates supp f nimetatakse nende x « Rn hul-
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ka, mille idheski Umbruses distributsioon f ei vérdu nullig®*
Kandja supp f on kinnine hulk. Tdepoolest, kui x0 4 supp
siis f(x) = 0 punkti xQ kullalt vaikeses Umbruses
U(x0,<0 = (XxcRL : ||x-x0 B<<T),
BPte
supp™p C U(xQ,<0 =i—<f,)0> = 0.
Vaatleme suvalist punkti af « U(x0,%y). Ilmselt
supp-" <U(x<j S ="supp-" cU(x0,<N <ftf> = 0,
set. f(x) s 0 ka punkti x* killalt vdikeses Umbruses. Seega
x™ Nsupp f ning punkti xQ Gmbruses U(x0,") pole supp f punk-
te. Sellega oleme naidanud, et supp f tdiendhulk on lahtine,
supp f ise aga kinnine.
Teoreem 3» Kui supp”™ J1supp f =0 (ye«, fes),
siis <f,y»>=0.

Toestus. Vaatleme suvalist punkti x"6 supp”.
Tingimuse supp”™ Msupp f =d téttu x* ~ supp f, s.t.
x" mingis kullalt véikeses Umbruses U(x",r") on f(Xx)*0

(raadius r" s6ltub punktist x1). Hulkade siusteem
Ju(x",r )j x«6 aupp y

on ldpmatuks lahtiseks katteks hulgale supp y . Kuna hulk
supp on kinnine ja tokestatud (seega ka kompaktne), saab
mainitud Iffpmatust kattest eraldada 10pliku katte wmMbakIR),

kal,...,H. Niisiis
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N
supple <y U(xte,rk)

ning
f(x) = 0 piirkonnas LUWx>x"r", k=1,...,N. (€))
Teoreemi 2 tulemust kasutades esitame @ kujul \O= i%!
kus k=1
fb6® * SUPP/¥c uCxk,rk), k=1,...,N. (@)
Kuna tingimustest (1) ja (2) jéareldub, et = 0, siis
ka
N. &
<f,p = <f, éﬁt>: g - = 0» m.o.t.t.
Teoreem 3 on tdestatud.
Hulk Nf = RAsupp f on maksimaalne (lahtine) hulk, mil-
lel f(x) = 0.

Klassi Cm (0~m~o00) kuuluva (regulaarse) distributsi-
ooni kandja langeb kokku teda maarava funktsiooni kandjaga.

Distributsiooni nimetatakse finiitseks, kui tema kandja
on tokestatud. Naiteks Dirac ¥ delta-funktsioon /(x) on
finiitne, tema kandjaks on thepunktiline hulk {0j.

Ainsaks distributsiooniks, mille kandjaks on tihi hulk,

on nulldistributsioon (nullfunktsionaal).
Ulesanne 1. Kui f on regulaarne distributsioon ja
<f, 0= J £X)y>x)dx =0

RIL
iga fef) korral, siis f(xX) = 0 peaaegu kéikjal. Pdhjenda-
da!

Ulesanne 2. Naidata, et Dirac"i delta-funktsioon J"(X)

on singulaarne distributsioon.
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Ulesanne 3. Naidata, et £~++0 korral <t(x) - »«/bo
ruumis *2/ (funktsioonid "e(x) on defineeritud punktis 1)-

Anname fuidsikalise interpretatsiooni Ulesande 3 vaite-
le. Vaatleme funktsiooni ~E(x) massi tihedusena: piirkonnas
Jl «Rn asub mass J cE(x)dx. Kuna J AN(x)dx =1 ning
wE(X) = Ovaljaspool nullpunkti e-Umbrust, siis "(x)
kujutab endast nullpunkti £-Umbrusesse koondatud Uhikmassi
tihedust. Dirac"i delta-funktsiooni

cf(x) = éigou 1(x)

vOib siis vaadelda massi ,,tihedusena®! kui Uhikmass on koonda-
tud Ghte punkti - nullpunkti. Selline interpretatsioon vdib
tunduda lugejale lsna harjumatu ja vastuvbetamatu, sest tihe-
dust oleme harjunud méistma funktsioonina, nlud aga on tihe-
duseks Uldistatud funktsioon e. distributsioon. Ometi on tao-

line fulsikaline interpretatsioon kasulik.

3. Distributsiooni .ja funktsiooni korrutis. Olgu antud
funktsioon aeC=<(Rn) ja distributsioon T «£)" . Defineerime
distributsiooni a(x)f(x), mis igale pohifunktsioonile y>*£)
seab vastavusse arvu

<af,y»= <f,af> .

Paneme tahele, et
v £ £ af * b,

—-* Pruumis d"al. —* ay> ruumis X)  <Fray™>—» <f,ay»,

s.t. funktsionaal af on pidev; tema lineaarsus on ilmne. See-
ga af e 2" ja af on tdepoolest distributsioon.

Teoreem 4. Kui aeC>™ ja f «2* on sellised, et supp f
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mingis uUmbruses a(x) = 1, siis af = f.
Toestus. Paneme kdigepealt tdhele, et iga

korral
sapp f(a-1)f] Il supp f = 0.

Teoreemi J pbdhjal
<af-f,f> = <(a-1)f,y» = <f,(a-1)»> = O ),

s.t. af - f = O (nullfunktsionaal) ja af = f, m.o.t._t.
Teoreem 4 on tdestatud.
Teoreem 5» Suvaliste a e C ja f « XD korral
supp (af) c supp aJlsupp f.
Muuhulgas af = 0, kui a ja f kandjad ei I8iku.
Toestus. Piisab naidata, et
il0 t supp a supp (af),
*0t supp f =>xQq4 supp (af).
Kui x04 supp a, siis a(x) = 0 punkti xQ killalt vaike-
ses Umbruses U(xQ,ch; ning supp”® < U(xQ,cD korral on a'yp
nullfunktsioon. Seetdttu

suppy> c U(x0,<) = <af,y>> = <f,a"> =<f,0> =0,

s.t. ka af = 0 punkti xQ Umbruses ja xQ” supp (af), m.o.t.t.
Kui xQ” supp f, siis f = 0 punkti xQ mingis Umbruses
U(x0,0or) ning

suppcU(xQ,<n = supp (@>) C U(x0,cT)=x»<af,y» = <f,a/>= 0,
s.t. ka af = 0 punkti xQ Umbruses ja xQ~ supp (af), m.o.t.t.

Teoreem 5 on tdestatud.
Ulesanne 4. Naidata, et a(X)<T(x) = a(0)<T(X).

Ulesanne 5. Olgu antud aeCO0' . Naidata, et operaator
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f«* =*af €£" on pidev raamis £ , s.t.

fk —» f ruumis 2)" => af - %af ruumis

4. Distributsioonide tuletised. Olgu antud distributsi-
oon feJ) ja multiindeks = (®L»eeex?n)e Defineerime dist-
ributsiooni D=*f, mis igale pShifunktsioonile T <X) seab
vastavusse arva

«D*

Kuna
£D €3,

W rruumis & D"4 - »D""” ruumis D
= <f,D*/fo - » <F,D=<F> |

siis DAf on pidev fonktsionaal ruumil «© ; tema lineaarsus on
ilmne. Seega DNf « £ , s.t. D~f on tBepoolest distributsioon.
Distributsiooni DAf nimetatakse distributsiooni f (Ul-
distatud) tuletiseks. Me nagime, et distributsioonidel on
olemas mistahes jarku tuletised* teiste sdnadega, distribut-
sioonid on lIdpmata diferentseeruvad. N&aiteks Dirac"i delta-
-funktsiooni <) tuletis D~cT on selline distributsioon,

et iga feA3 korral

<d“%c”> = (-D)Ir1- 3"Vw -

Ka iga lokaalselt integreeruv funktsioon kui (regulaarne)
distributsioon on Idpmata diferentseeruv, ainult et tuleti-
sed el pruugi olla lokaalselt integreeruvad funktsioonid,

vaid voivad olla (singulaarsed) distributsioonid.
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Uldistatud tuletise mdiste on klassikalise tuletise
moiste laiendiks jJargmises mdttes: kui distributsioon f on
regulaarne ja kuulub klassi Cm, siis |Jo§ » m korral on ka
distributsioon D=*f regulaarne ning Uldistatud tuletis D" f
langeb kokku funktsiooni f(x) vastava klassikalise tuletise-

ga. Tdepoolest, iga korral

D ELF>= (-1)k<F = LM f F) — dx.

Kuna f €Cm ja M 1im, vdime viimases integraalis ositi in-
tegreerimise teel kanda osatuletised funktsioonilt ~(x) ule
funktsioonile f(x):

J f(x) ----to = (-1)KI j - - M(X)dx;

R 3IX=4 . 9xn" Rn 9x"=4.3xn T
siin arvestasime asjaolu, et integreerimine toimub tegeli-
kult moéoda piirkonda supp f R1, mille rajal on y>(X) ja sel-

le tuletised vdrdsed nulliga. Niisiis

<D*f,f>= j —="N fW Lyi(X)dx,
s.t. DAf on regulaarne distributsioon ning on maaratud
funktsiooni f(x) klassikalise tuletise D* f poolt, m.o.t.c.

Katkevate funktsioonide korral ei pruugi Uldistatud tu-

letis klassikalise tuletisega kokku langeda. Vaatleme néite-

»  kui x *0,
, kui x <0

(selles ndites on n =1, s.t. x on (hemddtmeline). Funktsioo-

na funktsiooni

ni G(x) klassikaline tuletis eksisteerib ja on vordne nulli-



ga kdikjal, valja arvatud punktis x = 0, mxiles tuletis puu-
dub. Arvutame ka tldistatud tuletise 0°(X). lga Yy*£ kor-
ral
<O\y>= - <Q tf">=-J 0(x) />"()dx = - J y>"(x)dx =
= yK0) = <c™>y“e

s.t. Uldistatud tuletiseks on Dirac*i delta-funktsioon:

D &(x) = <f() . (©))
Naitame, et iga f « -0" ja iga multiindeksi korral
supp (D~F) < supp f. (@)

Toepoolest, kui xQ” supp f, siis leidub selline xQ umbrus
U(x0,<n, et
suppy> < u(x0,<n <E£tf>=0.
Kuna siledate funktsioonide korral on sisalduvus (4) ilmne,
siis
supp C U0 ,<H =2 supp (D*y>) «U(x0,«D
= <f,Deth™>= 0 <D="f, yI>= 0

ning xQ4 supp (D~f). Sellega on sisalduvus (4) néaidatud.

Veendume, et diferentseerimise operaatorid on pidevad

ruumis A re iga multiindeksi « korral

fk —» f ruumis 0"=* D*fk — DMTF ruumis .
Koondumise definitsiooni kohaselt ruumis peame naitama,
et

<fk ,/3—e<*»/ 3 vTE
=N <D* fk,f> 4Pbebt .

Viimane implikatsioon on lihtsalt kontrollitav:

<D*fk,F>= (-1)pkfk,D.& - » C-1) A| <f,DA>s <D* f, F>
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Ulesanne B. Ndidata, et diferentseerimise tulemus <
sdltu diferentseerimise jarjekorrast:
DADAf) =D*(D*f) =D ~f (VFef>")-

Ulesanne 7» Naidata, et a~C® ja T eJD”korrutise
af e D" laoks kehtib Leibnitzi valem korrutise tuletise

kohta, naiteks

ZiaQ. ,if.f ¢ a
C)
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85* Distributsioonide
struktuurist

1. Finiitse distributsiooni esitus regulaarsete dist-
ributsioonide tuletiste summana. Tuletame meelde, et dist-
ributsiooni f € 2" nimetatakse finiitseks, kui tema kandja
supp f cR* on tdkestatud.

Teoreem 1. Olgu distributsiooni f * kandja
K= supp f tdkestatud. Siis f on esitatav teatava I6pliku
summana

fs E D*fa> c1)

kus f bl on regulaarsed distributsioonid; iga £>0 korral

saab funktsioone f~Cx) valida nii, et
supp £d « Ke ,

kus Ke on hulga K= supp f e-Umbrus, s.t. KE = C/U(x,e).

Toestus, a) Defineerime ruumi CE<(KE), mille
elementideks on funktsioonid ~«C~CR1I) kandjatega supp”<=K£
IImselt on CAN(Kr) lineaarne ruum; toome temas sisse loendu-
va hulga norme

IMlp = H max JbbN)(x)J, p=0,1,2,...
, JE re "

Nende normide#%b?: defineerime koondumise: “f? y? ruumis
C~(KE), kui
iy’ - flip 0 (Vp=0,1,2,...).
Seega koondumine ruumis (KE) tadhendab funktsioonide

ja nende koéikvdimalike tuletiste Uhtlast koondumist.
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Naitame, et ruumil (KE) mddratud lineaarne funktslo-

naal g on pidev parajasti siis, kui ta rahuldab vdrratust
I<g.y>>1 * il (VFEc- (kg)), ®
kus con mingi (kdallalt suur) konstant ja p mingi (kullalt
suur) naturaalarv*l Tingimuse (2) piisavus on ilmne, tdes-
tame tarvilikkuse (mis on jargnevas vaga oluline). Niisiis
olgu g pidev lineaarne funktsionaal ruumil C~(K£), peame
naitama vdrratuse (2) kehtivust mingite cja p korral. Tee-
me vaitevastase oletuse, et (2) ei kehti. Siis iga naturaal-

arvu kkorral leidub selline ~» (KE), et

Moodustame jada

YK
= k HFkUk

Kuna w»p korral

1w ip

siis K-»o00 korral

bl p (@) (p-0»1»2,..°),

s.t. jada koondub ruumis (KE) nulliks. Funktsionaali
g pidevuse tdttu peab siis aset leidma ka koondumine

<g,yk>-»0, kuid vdrratusest (2") saame, et

1w
Tekkinud vastuolu tdestabki vdrratuse (2).

*) Lineaarsete topoloogiliste ruumide teooriaga kursis-
olevale lugejale on selline vaide tuttav ja ta vOib jargneva
tdestuse vahele jatta.
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b) Vaatleme distributsiooni f*J)" , millest on juttu
toestatavas teoreemis. Kuna CgZ(K¥)c , siis me vodime
funktsionaali feJO" vaadelda ka lineaarse funktsionaalina
ruumil C~ (Kt); kuna

ruuniis (H)AY/K-»Y ruumis X -~
“m<f, -*<f,
siis f on pidev lineaarne funktsionaal ruumil C* (KE). Ees-
pool tdestatu pdhjal (vt. (2)) leiduvad sellised >0 ja
naturaalarv p, et
|<f,y>U clYBp (VyeC~(Ze)). (€)

Olgu a«<C=<(Rn) selline funktsioon, et a(x) = 1 hulgal
K&2 ja supp acKt (84 teoreemi 1 kohaselt selline funkt-
sioon leidub). Kuna hulga K= supp f Umbruses K£'2 on

a(x) =1, eiis af = f (84, teoreem 4) ja
<f,)0> = <af,y?> = <f,ay>> (Vy>*£>).

Paneme tdhele, et gp£ (KE), kui ~£D . Vorratuse (3)
pdhjal

I<f./»] = \<f,ay»\ * c|larllp .
8ete

I<f,/>] < c X max 1D “Ta(xMx)]] (Y/*D ). &
MSp xeKe
Veendume, et f * (KF) korral

nax Jy(i)] * JI(1..... IVIL(K )* f d(L..... wwl te- (5>
*oxf A KF

£
Tdepoolest, X1 N
y(x) = J...J dxl--,dxn»
—00 —00

millest saamegi vdrratuse (5):
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IlyOG)l «1 1D (1,***,1)y(x)| dx = J|D(1,#**,1)y(x)|dx.
R* K
Kuna funktsioonid Yi,(X) =d* £a(xX)"(X)J « CE(Kr), siis

virratustest (4) ja (5) jareldub

kus m = p+tn. Korrutist a f diferentseerides leiame siit,
et
I<ftF>l * c* Z1 | Bolyrlu(Ke) (VF«s) (6)
mingi uue kordajaga c".
c) Olgu s selliste paarikaupa erinevate multiindeksite
bi= arv, et [ « m. Defineerime Banachi ruumi

Be>,«,) XK ... »li(xka, |v], =J] hl, , 1
___________ Jo<u m 1 £

ja lineaarse operaatori J ; 3 -» E valemiga

Iz = (DY) \gin
Ruumi E alamruumil J  defineerime funktsionaali f* valemiga

<f*,0)C> = <f, /> .
Et veenduda selle definitsiooni korrektsuses, on vaja naida-
ta, et

MFyQ = ~/2 N = 2%
ehk
jy? = O=><f,f>= 0.
Viimane aga on ilmne: kui Jy?= 0, siis supp”™ ei 16iku
hulgaga supp f = K«=K£, mistéttu <f,f> =0 (84, teoreem
3).
Vorratus (6) tahendab, et
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j<tt iyl KFEPL * o 110Mg

on pidev lineaarne funktsionaal Banachi ruumi E

s.t. f*
alamruumil JID . Hahn-Banachi teoreemi pdhjal on funktsio-
naal f* jatkatav pidevaks lineaarseks funktsionaaliks kogu
ruumil E. Kuid iga pidev lineaarne funktsionaal ruumil E

kui ruumide LA(KZ) otsekorrutisel avaldub teatavasti kujul

Q)

<f#,v>

X1 (—I)r]_J A (X)vu (xX)dx,
TT*m KE

kus f,<(xX) on mingid md6tuvad tdkestatud funktsioonid hulgal
Ke (kordajad (-"D¥1 integraalide ees ei oma printsipiaalset

tahtsust). Muuhulgas

<f,y>> <f#,Jf>

fot(x)D X)C(x)dx
««um Ke

ehk, jatkates funktsioone f*(x) valjaspoole K£ nulliga,

<£,f> = H -DW i fAX) D evf(X)dx =
iy DV B, F200 D evf()
= H (-1)“3f«,D*7> = Z  <D*W> m
i*ram leti* m
=<21 D
H>im 7 )
Seega
f= H D/MF*,
17410

kusjuures f«

supp F« “KE£, kus K& on K£ sulund.

1 vaited tdestatud,

ndrgema vaite supp f~ « Kt. Kuid arvestades

meie arutlustes, vdime leida ka sellise esituse (1),

supp f* ckV 2 cKE .

on regulaarsed distributsioonid ning

Sellega on teoreemi

ainult supp f~ & Kt asemel saime pisut

O suvalisust

et

Teoreem 1 on taielikult tdestatud.
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Teoreemi 1 vaidet vdib tugevdada:
Ulesanne 1. Naidata, et iga finiitne distributsioon
fcJD® on esitatav kujul f = D*h, kus h(x) on pidev funktsi-

oon. (Vt. 87 teoreemi 1 tdestuse viimast osa d).) B

2. Distributsioonide lokaalselt I6plikud read. Distri-
butsioonidest gi e X)" (i=1,2,...) moodustatud rida XI gi
nimetatakse lokaalselt 18plikuks, kui iga tokestatud hulk
& e ri 16ikub Glimalt 16pliku arvuga kandjatest supp g?
(i=1,2,...). Lokaalselt I8plik rida g" defineerib tea-
tava distributsiooni f (rea summa f = X1 g")» mis suva-

lisele y>*£ seab vastavusse arvu

<gi» - ®
Paneme tahele, et arvreas > A nullist erinevaid
liikmeid vaid I0plik arv - ;ee jareldub suppy> tokestatusest
ja rea ~1 S lokaalsest I8plikkusest: supp g~ J1suppy> = O
killalt suurte i korral ja <gity> = Onende i-de korral
(vt. 84 teoreemi 3)* Lihtne on naha, et funktsionaal f on
lineaarne; naitame tema pidevust. Kui f~ ruumis 4) ,
siis leidub selline tdkestatud hulk U < Rn, et

supp £ *U (k=1,2,...), supp M c U;

vastavalt hulgale U leidub selline N = N(U), et
N N
<f,/v = X1 <gx=Tfk>, <E*f> = X1 <SHf> .

Nitd saame funktsionaalide g~ pidevusest, et
N

N
<F, Yl = X1 Si» )V —» N2 <Hf>-= » m.o.t.t.
Seega valemiga (8) defineeritud funktsionaal f on tdepoo-
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poolest lineaarne ja pidev, s.t. f««@
Lemna. lga distributsioon £££" on esitatav finiit-

sete distributsioonide lokaalselt 18pliku rea summana.

Tdestus . Konstrueerime ihe sellistest esitus-
test. Olgu £ (i=1,2,...) sellised funktsioonid, et
a#x) =1 rongas 1 - 1 <D3li i ja a”x) = 0 valjaspool sel-
le ronga £-uUmbrust (£<j). Siis

La.(x)*1 (1/x7),
i1

kusjuures iga x«Rn korral on selles reas vaid (ks v6i kaks

nullist erinevat liiget. Funktsioonid

a,(x)
bi(x) = 5[2 fu 7 (1 *2»eee)

kuuluvad samuti ruumi 2) ning
XIb~rx) =1 (Vx«Rn).
i
Olgu antud £ *£" . Suvalise y*w korral

<fF,f> = <f, Hb if> =<Z1bif»/>
1 1 1

kusjuures suppy? tdkestatuse tdttu vaid I6plik arv funktsi-
oonidest bYy> ja arvudest <b~f,f> erinevad nullist. Sel-
lega olemegi esitanud f lokaalselt 18pliku rea summana fi-

niitsetest distributsioonidest:

f = SUPP (bjf) « supp bi = supp a”
Lemma on tdestatud.

Edaspidi tuleb meil vaadelda ka kordseid lokaalseid
I16plikke ridu kujul n

f= = EI| eee Sy/102* «*xn
>0 0

(ténu lokaalsele Idplikkusele ei olene rea summa summeerimi-
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se jarjekorrast). lga y<mt korral on vaid 18plik hulk ar-

vudest < g7, <> nullist erinevad ning leidub selline m =

= m(y>), et

/d*m
Ulesanne 2. Naidata, et lokaalselt Idpliku rea X1
osasummade jada (k=1,2,...) koondub ruumlis !
€' rea summaks.
3. Suvalise distributsiooni esitus regulaarsete distri-

butsioonide tuletiste summana. Siin me Uldistame teoreemi 1
juhule, kui distributsioon f * ei pruugi olla finiitne.

Teoreem 2. lga distributsioon f *£" on esitatav ku-
jul

f = XI d* f, ©

kus f* on regulaarsed distributsioonid ja rida on lokaal-
selt 1oplik.
[I_ Tdestus . Toetudes eelmises punktis tdestatud
lemmale, esitame f kéigepealt lokaalselt I6pliku rea summa-

na

milles gi £<*/ on finiitsed distributsioonid. Seejarel, toe-

tudes teoreemile 1, esitame iga gi kujul

(11)
kus E{I .on regulaarsed distributsioonid ja supp fx si-

salduvad supp gi £ -lUmbruses. Seega
(12)

Defineerides f.. >k= 0, kui G»mi, kirjutame f avaldise



taber kujul
f=12""" - £X1,,) ml » 0% e

Siin iga fg= X] f. . kujutab endast lokaalselt Idpliku
rea summat. Allpool nditame, et rida g ® on &M
lokaalselt I6plik. Kahe viimatimainitud rea lokaalsest 18p-
likkusest jareldub ka &asja labi viidud summeerimise jarje-
korra muutmise seaduslikkus. Soovitame lugejal selles ki-
simuses jarele mdelda.

Niisiis jé&ab naidata, et rida XGZ"* 011 lokaalselt
I6plik. Uldisust kitsendamata vdime lugeda, et avaldises
(12) on ml<m2<mj< ... .Olgu Q Rn suvaline tdkesta-
tud hulk. Kuna supp D supp f*, siis piisab ndidata,
et vaid 18plik arv funktsioonide f kandjatest 18ikub hul-
gaga Q . Kui Q f)supp f* DO , siis f* = fi N tot-

tu on mingi 1 = i~ korral ka

O IMsupp fjr* PO*
kusjuures
Il « I,
et
vt. (12); e|>mId: korral on f.j@)* =0).
supp f1 * sisaldub supp g, edlmbruses (vt. (11)), siis

Edasi, kuna

n supp gi™ dO0,

kus on f? £-Umbrus . Rea (10) lokaalse ldplikkuse tdttu
leidub selline N, et i>N korral supp g" = 0. Jéreli-
kult i~ *N ja

i]*n 405 -
Kokkuvottes, kui Q Osupp f* @0, siis k7 , s-t.

vaid I8plik arv funktsioonide f* kandjatest I16ikub hulga-
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ga Q , m.o.t.t.

Teoreem 2 on tdestatud. *J

4. Uhepunktilise kandjaga distributsiooni struktuur.
Jargmise teoreemi tlestust me ei esita, tdestuse vdib leida
opikust [lj -

Teoreem 3. Kui distributsiooni f< kandjaks on lhe-
punktiline hulk (0), siis ta on lhesel viisil esitatav 18p-
liku summana

f=H c¢c*DV

Ki*m
kus on mingid konstandid ja <fon Dirac ¥ delta-funktsioon.
Kui F kandjaks on mingi muu punkt fxQj, siis esi-

tus on analoogiline, ainult ”"~(X) asendub distributsiooniga
- xQ), mis toimib pdhifunktsioonidele jargmiselt:
o< - xQ), Y(X) y="(x0)*
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86. Distributsioonide
tensorkorrutis
ja konvolutsioon

1. Distributsiooni de tensorkorrutis. Distributsioonide
f(x)c ja g(y)e " (RI tenaorkorrutiseks nimetatakse
distributsiooni f(x)*g(y)* Z>/(Rn+m), mis igale pohifunktsi-

oonile y?«0(Rn+m) seab vastavusse arvu

<FOY«g(y), T (X,¥) > = <F(x), < g(¥), Y?(x,y)>>. @
Allpool néitame selle definitsiooni korrektsust. Me pea-

me naitama, et iga y?e?2) (RnTm) korral

y(x) =<g(y)>f (x,y)>" £ (Rn) @
(vastasel korral pole sellele funktsioonile voéimalik raken-
dada funktsionaal! f« "(R1D)). Peale selle on vaja ndidata,
et valemiga (1) defineeritud funktsionaal f(x)»g(y) on tdée-
poolest distributsioon, s.t. pidev lineaarne funktsionaal
ruumil wD(Rn+m); kuna lineaarsus on ilmne, on vaja naidata
vaid pidevust, s.t. implikatsiooni
Mi<—* T ruumis 2)(Rn+m)="<f(x).g(y), k> - » <F (X) *g(y), (©)]
Esitame distributsiooni g lokaalselt 16pliku summana
s = Elt d”3 gg,
milles g~ on regulaarsed distributsioonid (vt. 85» teoreem
2). Sisaldugu supp”(x,y) keras ™2+ /2 zr™, siis ~(X,y)
kui yfunktsiooni kandja sisaldub keras ({ i r (vt. joon. 11).
Kera j§il * r 18ikub vaid Igpliku arvuga funktsioonide g"(y)

kandjatest (IRl Z m), seega
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YOO = <9(),y2060Y)> = HBA(Y),)00<,y)> =

Y Viimaseid integraale voib x jJar-
gi diferentseerida kuitahes pal-

Joon. 11. \ ju kordi. Seega "feCACRI1) ja

Ev(>) = JZ C-1)I"™ J gp(7) Bj DAx,y)dy; O]

viies eelnevad teisendused labi vastupidises jarjekorras,
saame
D*y(x) = <g(y), D* y>(x,y)>.
Veendume, et "~(x) on finiitne. Téepoolest, |M|»r

korral ~(x,y) = Oja

my() = <g(y), F(x,y)> = <g(y),0> =0,
s.t. supp Yy sisaldub keras L4 £r. Sellega oleme ndidanud,
et valemiga (2) defineeritud funktsioon y(x)cf£)(Rn).

Implikatsiooni (3) tdestamiseks n&ditame kbigepealt, et
Ak = *'F ruumis 2KRn+m)s**Y'k(x) —*y(x)ruumis ~(R1), (5)

kus YC<) = <g(y), Yk(x,y)>. Kuna funktsioonide "(Xjy)

kandjad sisalduvad mingis keras L:k_f + ﬂy|I24 r2, siis, nagu
me &asja nagime, funktsioonide yk(x) kandjad sisalduvad vas-
tavas keras |l £r. On vaja veel ndidata, et iga diferent-

seerimieoperaatori D* korral
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D*yk(x) — r-D"yCx)
Uhtlaselt ruumis Rn. Korrates arutlusi, mille viisime labi

valemi (4) tuletamisel (vdi rakendades kohe valemit (4)),

saame
G I -y(x)J =
= [ ervvYNYY"Y'Ir YT Y)Y
p B> IyHr
Uhtlaselt x « Rl suhtes, sest ) — 'm0 Uhtlaselt x

ja ysuhtes. Implikatsioon (5) on pdhjendatud.
Nuud ei valmista ka implikatsiooni (3) pdhjendamine
enam raskusi:

-* v ruumis 2(Rn+m)

<g(y)»yR(x,y)> - ¢ <g(y)»yXx,y)> ruumis i) (R1l) =*
EXTA <FCx),<g(y).yk(X,y)» - »<F(x),<g(y),)0(x,y)» =»
~7~>1<F () *g(y) . "> - » <f(x)-9(y),y?>, m.o.t.t.

Kui distributsioonid f(x)<2D/(Rn) ja g(y)*JD"(Rm) on

regulaarsed, siis ka f(x)*g(y)"on regulaarne,

<FCO*g(y).Jc> = j  TOg(y)M)(x,y)dxdy.
Rn+m

2. Tensorkorrutise omadusi, a) Tensorkorrutis on kom-
mutatiivne: F()*g(y) = g(y) *F(x) mistahes F(x)* Q)" (R1),
g(y)« JD"R1) korral. Teiste sdnadega, iga £ (Rn+m) korral

<F(),<g(y),">Gy)» = <g(y),<f(),/7(x,y)>>.  (6)

Tdepoolest, esitades distributsioonid f ja g lokaalselt 1dp-

like summadena
f(x) :%; DACac)» S(y) :kh DVjCy).
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taandub vérduse (6) pShjendamine analoogiliste vorduste pdh-
jendamisele regulaarsete distributsioonide f (X) ja g (y)
jaoks, fiegulaarsete distributsioonide korral jareldub vdr-
dus (6) Pubini teoreemist integreerimise jarjekorra muutmi-
se kohta. Jatame tdestuse ilksikasjad lugeja hooleks.

b) Tensorkorrutis on pidev kummagi teguri suhtes eral-
di: kui ffc(x) — *f(x) ruumis JID*CR1D), siis Fl(x)»g(y) —»
- *f(x)»g(y) ruumis JI"(Rn+m) ja analoogiliselt teise teguri

suhtes. ToOepoolest, iga y>tfjO(Rn+m) korral
<Fk()*9(y) .M (X, y)> = <Fk(X),<g(y),"(X,y)>> = <Fk(X),y(x)>-»
—KE Q) YE)> = <F(x),<g(y),y0(x,y)»= <F(x)*g(y)."(x,y)> ,
m.o.t.t. Me kasutasime siin eelmises punktis tdestatud oma-
dust (2). Pidevus teise teguri suhtes jareldub tensorkorru-
tise kommutatiivsusest.

c) D*(f(x) =g(y))=DiIE(X) *g(y) . Téepoolest, iga ~<.0(Rn+a)
korral

<D*(FCA* g \y>(x,y)> =

= (DK <f(x).g(y), D«y<x,y)> =

= (DM <g(y),<F(x), DEy<x,y)>> =
= <g(y),<Def(x),)P(xfy)>> =
= <D* F(X)»g(y),y>(x,y)> fm.o.t.t.
d) a()E ) 9()) = a()fF ) *g(y) (aeC”CRI).
Tdestus on analoogiline eelmise omaduse tdestusega ja jaab

lugeja hooleks.

Ulesanne 1. Naidata, et distributsioonide tensorkorru-



tis on assotsiatiivne: f(x)<(g(y)*h(z)) = (F(x)*g(y))*h(z2)
mistahes f(x)« **(R1), g(y)*r£) "R¥), h(z) e £5"(Rk) korral.

3» Funktsioonide konvolutsioon. Olgu f(x) ja g(x) sel-
lised ruumil RI1 m&&ratud lokaalselt integreeruvad funktsioo-
nid, et peaaegu iga x <R1 korral eksisteerib integraal

(P = J f(x - y)a(y)dy. Q)
Funktsiooni f*g nimetataksgnsellisel juhul funktsioonide f
ja g konvolutsioonlks. Muutujate vahetusega x - y= z saa-

me

(P )= J F(x - ady= J g(x - DF(@)dz = (g*F)(x),
R1L R
s.t. f*g = g*f.
Piisav tingimus konvolutsioon! f*g eksisteerimiseks on
funktsiooni

h() = J [f(x - y)g(y)J dy (8)
R1L
lokaalne integreeruvus. Kui see tingimus on taidetud, siis

ka f*g on lokaalselt integreeruv.
Kui Uks funktsioonidest f(x) ja g(x) on finiitne, siis

konvolutsioon f*g eksisteerib. Toepoolest, kui néiteks
supp g C Gr = {x€ R : jxlI*r },
o
siis iga kera vpcRn korral

[ heoydx =3 T 1f(x - WIg)] dydx =
u. - i}



s.t. h(x) on lokaalselt integreeruv, m.o.t.t.

Ulesanne 2. Ndidata, et feL~CR1), gel~CR1) korral
konvolutsioon f*g eksisteerib ja f*g« LACR1).

Kui valemiga (8) defineeritud funktsioon h(x) on lokaal-
selt integreeruv, siis, nagu juba mainitud, on ka f*g lokaal-

selt integreeruv ning me vdime vaadelda konvolutsiooni f*g

regulaarse distributsioonina: iga (R1D) korral
<f*g,f>= JI</KF)(F»g) (F)dE =
R1L

J f3-y)ay)dydj =
Rn Rl

= £ Jy>(x+y)T()g(y)dxdy- (9)
Rl R11

Viimane integraal meenutab dist-

ributsioonide f(x) ja g(y) ten-

sorkorrutist f(x)*g(y) rakenda-
tuna funktsioonile y>(x+y). Kuid funktsioon yOo(x+y) ei kuulu
ruumi £(R2n), sest tema kandja pole tokestatud (vt. joon.

12), seega tensorkorrutisega siin siiski tegemist ei ole.

Olgu antud jada efa(x) e ~(R1D), k=1,2,... _Me Utleme,
et ek “*1 ruumis R1, kui e~C*) = 1 keras LXI4k, kusjuures
jada ek(x) ning selle kdikvdimalikest tuletistest moodusta-

tud jadad on tUhtlaselt tdkestatud:

line”Cx)/ ~ @l (Vx <R, k=1,2,...).
Selliseks jadaks on naiteks e"Cx) = e(™), k=1,2,... , kus
e €£(Rn) ja e(x) =1 keras #|f <1.

Naitame, et vOrdust (9) saab esitada kujul

83



<f*g,> S lim J J ek(X,y)y<x+y)FC)g(y)dxdy,  (9%)
K— oo pFirB

kae e~Cxjy) e ACR211) on suvaline selline jada, et e —»

ruumis R2*. Tdepoolest,
efe(x,y)/?(x+y)f(x)g(y) —>/(x+y)f(x)g(y)
peaaegu k8ikjal ruumis R2n ning
lek(x,y)y<x+y)f(x)g(y)j ~c0ly>(x+y)f(x)g(y}J (k=1,2,...),

kusjuures (vt. (9) ja (8 )) majoreeriv funktsioon on integ-

reeruv:
J o ly?(x+y)f(x)g(y)fdxdy = Jf(F-y)a(y)l =
Rn H1 Rn Hn
= J ICDIbDIdi: = ] dn
Rn suppy>

funktsiooni h(£) lokaalse integreeruvuse ja funktsiooni
finiitsuse tottu. Nild vdime Lebesgue®i teoreemi pdhjal min-

na piirile integraali margi all:
[ ek, Hy)TO)g(y)dxdy —»

-»/ J ~"x+y)F(x)g(y)dxdy, m.o.t.t.
Rn R

Funktsioonide ek(x,y)"(x,y) kandjad on tb8kestatud, see-
ga need funktsioonid kuuluvad ruumi 25(R211) ja me vOime Kir-

jutada vdrduse (9") umber tensorkorrutise mdistet kasutades:
<f*g,”> = lim <f(x) *g(y), ek(X,y)y<x+y)>. "
Kokkuvottes, kui h(x) = J |f(x-y)g(y)| dy on lokaalselt in-

tegreeruv, siis iga ruum?g R?n koonduva jada efo(x,y) —-»1 ja
iga "(xJaJDCRL) korral avaldub <f*g,y>> kujul (9")» See oma-
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due vdetakse aluseks konvolutsiooni mdiste laiendamisel

distributsioonide jaoks.

4. Distributsioonide konvoiutsioon. Oletame, et distri-
butsioonid f<s<z2)XRn) ja gcjD"CR1D) on sellised, et iga
MX)EQRn) ja iga ruumis R211 koonduva jada €(<y) - » 1

Pr»
(ekcz) (R r)) korral eksisteerib piirvaartus

AN<F()*g(y), ek(X,y)y<x+y)>
ning see piirvaartus ei sdltu jada e\ (e® - *1) valikust.
Distributsioonide ¥ ja g konvolutsiooniks nimetatakse siis

funktsionaali f*g, mis seab igale ye)EI) vastavusse mai-

nitud piirvaartuse:

<f*g,y?> = lim <F()*g(y), ek(X,y)yJ(x+y)>. (t0)

1
k-*oc
IImselt on selliselt defineeritud funktsionaal lineaarne;
saab ndidata, et ta on ka pidev (see jareldub ruumi "D/ R1L)
taielikkusest, mida me ei ole tdestanud). Seega, kui dist-
ributsioonide f<s ja g~JDMR1) konvolutsioon f*g ek-
sisteerib, siis ka f~gcjD/RID)-

Esitame konvolutsiooni olulisemaid omadusi.

a) Kui eksisteerib distributsioonide f*JD;(Rn) ja
g cIDARn) konvolutsioon f*g, siis eksisteerib ka konvolut-
sioon g*f ja

f*g s g*f

(konvolutsiooni kommutatiivsus). See vdide jareldub vahetult
tensorkorrutise kommutatiivsusest ja konvolutsiooni definit-
sioonist 00).

b) Kui eksisteerib konvolutsioon f*g, siis eksisteeri-
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vad ka konvolutsioonid D=*f*g ja f*D"g, kusjuures
D*f*g = D*(f.g) = f*D*g. 11

Seda vaidet on piisav tdestada esimest jarku tuletiste
g=1,..., n) jaoks. Olgu antud mingi Jada £?(R2n),
ek(x,y) —¢ 1 ruumis R2n. Me peame eelkbige nditama, et iga

(R1) korral eksisteerib piirvaartus

< * g, > = lim< * 9(7), el(x,y)f(x+y) >

3 K ]

ja et see piirvaartus ei sOltu jada et (e -» ") valikust.

Teisendame piirvaartuse margi all olevat suurust:

< * g(y), ek(,y)y?(x+y) > =
- <f(x).9(y), [efe(x,y)f(x+y)]> =

< F00-3). T B ek Iy
J

<FOI*9(Y), aYIOHY) -

o
R - p-
Paneme Eahele, et koondumisest e.K—> 1 ruumis R jareldub,
et ka + e®-» 1 ruumis R211. Meid huvitava piirvaartuse
d
olemasolu ja s6ltumatus jadast e® (ek-» 1) jareldub niid

konvoiufc™iooni f*g eksisteerimisest:

<

-Alim<f(x)»g(y),.[- ¢ ekOGLY)TIY) (XHy)> +

+ Lim <F(X)-g(y).e. (x+y)fy(x,y)- "2ExZ1j>=

= - <o P>+ <frs, f—$3>:

- <f*s. > = <agqr <f*g)»/ >
0 J
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Vérduste ahela aarmistest osadest naeme, et

3x7 (f*8) = M"
konvolutsiooni kommutatiivsust arvestades saame silt ka

3x1 = 357 (g*f):VIU*f: Iy~

Kokkuvdttes salme valemi (11) esimest jéarku tuletiste jaoks:

H" *s =5x= = f*AT *
0 s =5%3 J
5. Finiitse distributsiooni .juhtum. Nditame, et konvo-

lutsioon f*g eksisteerib, kui vahemalt Uks distributsiooni-
dest f< JD4R1) ja g«2>"(Rn) on finiitne. Olgu nditeks T fi-
niitne. Vaatleme mingit funktsiooni a(x) e £ (R3D), mis supp f

mingis Umbruses omandab vdartuse a(x) = 1. Siis
a@)(fF(x)-9(y)) = a)f)-a9(y) = F()-9(y)
ja (vt. konvolutsiooni definitsiooni (10))
<FCO*g(y), ef(x,y)y)(xty) > =
=<a() (F(x)-9(¥)), ek(LYY(xty)> =
=<f()*9(y), ek(x,y)a()y>(x+y)
Paneme tahele, et a(X)y>(xty) e D (R211). Toéepoolest, selle
funktsiooni I6pmatu diferentsee-
ruvus on selge, kandja aga sisal-

dub tokestatud hulgas (vt. joon.

13)
f(x,y) *R2n :

DIIxIMr,  |peyl] 4 o,
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kus rja r™ on sellised (kullalt suured arvud), et
supp a(x) cUp, supp™(x) cwmrl-
Kuna ek(x,y) = 1 keras [fq]2 + DM24 *2f siie killalt suure K
korral ek(x,y)a(x)y>(xty) = a(xty(x+y) ja
<FO)*g(y), e®(X,y)y>(xty)> = <F(x)«g(y), a()"(x+y)> .
Seega konvolutsioon f*g eksisteerib ja
<frg,y>> = <FO)*g(y), a(x)y>(xty)> . @12)

Antud juhul on lihtne ndidata ka funktsionaali f*g pi-
devust, kasutamata ruumi 2)ARX) taielikkust. Tdepoolest,
yk(x) = »” ) ruumis D (RL)

aGPACHY) —» a()M0(x+y) ruumis 2>(R2n) ==*-
N==i<F(X)-g(Y) ., ayAOHY P - mEO)*g(y), a(x)y>(x+y)>=*

N=><f*g,y»k> — ¢ <f*g,”> | m.o.t.t.

Valemist (12) ja otsekorrutise pidevast sOltuvusest oma
teguritest teeme veel jargmised jareldused: 1) kui f« «*(RWD)
on finiitne ja g" —» g ruumis JD"R1), siis f*gft-*f*g ruu-
mis JD”R1); 2) kui supp tkc Ur (k=1,2,...) ja fk -» f
ruumis " (R1), siis fk*g —¢ f*g ruumis JD"R1) . Teises jarel-
duses kindlustab ndue supp fk « Up (k=1,2,...) sellise
funktsiooni a(x) « JD (R1) olemasolu, et a(x) = 1 korraga kdoi-
gi kandjate supp f~ Umbruses.

Kuna Dirac®"1 delta-funktsioon <T(x) on finiitne distri-
butsioon, siis konvolutsioon ge/ = <f*g eksisteerib iga
g«JD/ARn) korral. Veendume, et

gr<f =<f*g = g. 13)
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Tdepoolest, (12) pbdhjal
<<,y = <or()*g(y) . a)y>(xty)> =
= <9(¥) <), a()y>(xty)» « <g(y), "(y)> ,
sest a(x) = 1 punkti{o}= supp«” Umbruses, muuhulgas a(0) =1.
Valemitest (11) ja (13) jéareldub, et
D*g = D=4<f*g) = Hf g = <FD*g. (¢E))
Ulesanne 3. Naidata, et ck« (RID) ja g£ JD"(Rn) korral

(@ g)(x) =<g(y), co(x-y)> cCee(Rn).
tilesanne 4. Naidata, et £~ *+ 0 korral "£*g -» g ruu-
mis ~(R1), kus ~«”~(R1) on &4 punktis 1 defineeritud
funktsioon. (Kasutada &4 il. 3 tulemust.)
Ulesanne 5. Naidata, et ~(R1) on ruumis ~*(R1) tihe,
s.t. iga geJD”R1) jaoks leiduvad sellised g< «*0(Rn), et
£-*0 korral gf£ -* g ruumis ~(RL).

6. Uldisem piisav tingimus konvolutsiooni eksisteerimi
seks. Naitame, et distributsioonide f,g<”),(Rn) konvolut-

sioon f*g eksisteerib, kui iga (kuitahes suure) c 0 korral

on hulk

{(x,y) « R211 : Ixnkla g IN (supp F(x) * supp g(y)J cR21
tokestatud. Kirjutiste lihendamiseks té&histame

ST = supp T, Sg = supp g,

Qc

Uutes tdhistustes ndeb tehtud eeldus véalja nii: hulk

{(x,y)€R2n : |Ix+ty|u}.

& cn (SfxSgJ Cc r2u
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on tokestatud iga c¢c> O korral.

Veendume koigepealt, et iga c> 0 ja t> Okorral osutub

tokestataks rahulk
Gf*SP c r2s*
kas ja S* on hulkade Sf ja Sg £-Umbrused. Tdepoolest,
vastasel korral leidub tdkestamata jada
(xk*ykre~rc n"SfxSgJd (ksl,2,...).
Valime sellised (x£,y£) « Sf"Sg, et [pE. - xTIIE,
K" < £ * Sile to 3ada Ga<nyt on tdkestamata. Sisaldu-
vuse Cxk,yk) e P c tottu (xk,y*) €~ c+2£ :
¢ YN <|XE - xkB + UBE -ykH ¢ |k ¢ ykH< 2s ¢ c.

Seega
(XE,yE)€fle+2tfl {ST *Sg} (k*1,2,...).

Kuna tehtud eeldase kohaselt on haik » C+2£/1(sfxsgl ta-
kestatad, siis pesb rajada (XE,y£) olema tdkestatud, mis
on aga vastuolus eespool 6elduga.

Olgu a(x) c ja b(y) « CM"CR1) sellised funkt-
sioonid, et a(x) =1 hulgal S~ , b(y) =1 hulgal Sgt ning
iga ckorral on hulk

Q ¢ A{supp a(x) wsupp b(y)} R
tokestatud (eespool tdestatu pdhjal on viimane tingimus

téidetod, kui nditeks supp acS®, supp b e Sg). Siis

aCOb[FC)-g(¥)JI s aC)F(x)-b(y)g(y) =F(x)*g(y).
Konvoiutsiooni f*g eksisteerimise tdestamiseks peame ndita-
ma piirvaartuse (10) olemasolu ja sOltumatust jadast ek(x,y)

"eh —%1 ruumis R ). Vaatleme suvalist po6hifunktsiooni
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O (R1); tema kandja sisaldab mingis keres jpj~r. Tei-
sendame avaldist piirvéartuses (10):

<F)*9(Y). ek(X,y)y<x+y)> =
= @a(ObTFC)»9(Y)J . ek(X,Vy?(x+y) > =
= <FC)*g(y), ef(x,y) M (x+y)a(x)b(y)>
Paneme tahele, et
supp[y>(x+y)a(x)b(y)d <Q p O {sq?p a(x) x supp b(y)} ,

kusjuures paremal pool olev hulk on tdkestatud funktsioonide

a(x) ja b(y) valiku kohaselt. Seega

Ax+y)a(x)b(y)« @ (R211).

Kuna axy) = 1 keras flx2 ¢ pp K2, siis killalt suurte

Kkorral

BOYYOty)a)by) s y>(x+y)a(x)b(y)

<F)»g(y), et NX-fy)a()b(y) > a
= <F)*g(y),  (xty)a(x)b(y)>.
Seega piirvadrtus (KO) eksisteerib ja ei sdltu jada ek(xty)
valikust, s.t. eksisteerib konvolutsioon f*g, kusjuures
<f*g.yj>= <F(x).g9(y). aCOb(y)yfl(x+y)>.

Viimasele valemile toetudes on lihtne n&didata funktsio-
naali f*g pidevust, kasutamata ruumi ~*"(R1D) t&ielikkust.

Votame tdestatud tulemused kokku teoreemiks.

Teoreem 1. Kui hulk

f(x,y) €R211 t JIx+yg <c} r. (supp F(x) xsupp g(y)j cR=2a
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on iga c>0 korral tokestatud, siis distributsioonide f,g«-
£5)"(R1) konvolutsioon f*g «**(R1) eksisteerib ja avaldub ku-
jul

<f*g,y» = <F)*g(y). aCOb(y)y?(x+y)>, 15)
kus a(x) ja b(x) on suvalised ldopmata diferentseeruvad funkt-
sioonid, sellised, et: 1) a(x) =1 hulga supp f mingis umb-

ruses ja b(y) = 1 hulga supp g mingis lmbruses* 2) hulk

{(X,y)« R2n : Lka1<c}/1 {supp a(x) x supp b(y)} cR2n
on tdkestatud iga c >0 korral.

Ulesanne 6. 0lgu f(X)« (RM) ja g(xX)EJD"(R™N) selli-
sed, et supp f(x) ja supp g(x) sisalduvad poolteljel x»0.
Naidata, et konvolutsioon f*g « 2)"R ) eksisteerib, kusjuures

supp (f*g) sisaldub samuti poolteljel x»0.

Ulesanne 7» Naidata, et teoreemi 1 tingimused on tidide-
tud, kui Uks distributsioonidest f.gi”"CR1) on finiitne.
Tuletada valem (12) valemist (15).

Ulesanne 8. Ndidata, et teoreemi 1 tingimustel s&ltub
f*g pidevalt kummastki tegurist eraldi: kui iga wkorral si-
saldub supp fk hulga supp f mingis £ -Umbruses ning -+ f
ruumis ~"(RW), siis fk*g-*f*g ruumis ~"(R1D); analoogiline

vdide teise teguri kohta.
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87- Aeglaselt kasvavad
distributsioonid

1. Pohifunktsioonide ruum ¥ . Defineerime pdhifunktsi-
oonide ruumi ¥ =y(Rn), mille elementideks on sellised
funktsioonid yj~C~CR1), mis iga multiindeksite paari

ja @& (/,..../) korral rahuldavad tin-

gimust
sup IX*3 D &4V?(x)] < oo . @
* *
Siin kasutasime mdatud tahistusviisi Xia= 1 xnn,

mis on analoogiline tuletiste tahistusviisiga. Arvestades
« ja suvalisust, on tingimus (1) samavaarne sellega, et
IMl -*00 korral funktsioon y>(x) ja selle kdik tuletised
ldhenevad nullile kiiremini kui [N| mistahes aste. Funkt-
sioone YEY nimetatakse kiirelt kahanevateks funktsiooni-
deks .

Ruum Y on lineaarne. Defineerime temas koondumise
jargmiselt: — *W ruumis ¥, kui iga jalBR korral

XADACXx) —rxP D yYX)

thtlaselt ruumis Rn. Koondumist ruumis Y vdib iseloomusta-
da normide

M D= H SuP + NJ2)P| (p=0,1,2,...)(2

" l«Kp xeR1L
abil \ Nimelt on lihtne néaha, et k ~ / ruumis Y para-

*) Ruum ¥ on Freshet ”ruum normide (2) poolt definee-
ritud topoloogia mittes.
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jasti siis, kui |k - /]lp -*0 iga p=0,1,2,... korral.

IImselt . Sealjuures koondumisest - >»f ruumis
3D jareldub koondumine — »y7ruumis ¥ . Tdepoolest, koon-
dumine - »y? ruumis tédhendab, et supp ~ (*1,2,...)

asuvad uhes fikseeritud tdkestatud hulgas U”Rn, kusjuures
DOf~ —e D*f Uhtlaselt iga * korral. Kuna x” on tdkesta-
tud funktsioon hulgal U, siis ka x/3D* fo(x) -*e x”" D*y7(x)
thtlaselt, s.t. y>k —» ruumis ¥ , m.o.t.t.

Diferentseerimise operaatorid on pidevad ruumis

- »y? ruumist =/ —* ruumis )P .
Selles on lihtne veenduda, kasutades jada koondumise defi-
nitsiooni ruumis ¥ .

Funktsioonidega atfCACR1D) korrutamine vdib ruumist
valja viia. Naiteks, funktsioon e e ¥ , e™@ e C°=,
aga nende korrutis e“"x®2 e*xN =1 Tahistame sumboli-
ga Cp = (R) nende funktsioonide a< QD hulga, mille
kdik tuletised (Ja muuhulgas nulljérku tuletised - funktsi-
oonid ise) kasvavad XJ —+oo korral mitte kiiremini Kkui
mingid polinoomid:

ID< a(x)] « 0<(1 o LkR)“".
Funktsioonidega a« korrutamise operaator on pidev ruu-
mis (pbhj endadal):

afCj, Y & ay)oyY;

atCj7f*-»¥Y ruumisY -> a -»a ruumis

Ulesanne 1. Nididata, et ruum B on tihe ruumis ¥ : iga
yic ¥ jaoks leidub selline jada e (k=1,2,...), et

ruumis Y . Mainitud jadaks sobib naiteks (pdhjen-
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dadal) y>k(x) = a(])y>(x), kus aed , a(x) = nnkeras |x( *1.

2. Distributsioonide ruum ¥*. Pidevaid lineaarseid
funktsionaale ruumil ¥, s.t. ruumi ¥ kaasruumi V*7elemente,
nimetatakse aeglaselt kasvavateks distributsioonideks. Aegla-
selt kasvavate distributsioonide ruumis ¥ defineerime koon-
dumise kui ndrga koondumise: f~ —*»f ruumis ¥ , kui iga
korral <f -2 <f, P> e

Aeglaselt kasvavad distributsioonid on distributsooni-
deks ka &4 mottes, s.t. Tdepoolest, téttu on
iga funktsionaal f « f rakendatav muuhulgas ka elementidele

; tédhistame ajutiselt = F (f kitsend hulgale D).

Kuna

—» p ruumis 2) =» ruumis Y e'r

=%y <E£,N> — =

siis on f pidev lineaarne funktsionaal ruumi1X) , s.t. f «JQy
Erinevatele 2,2 « vastavad sealjuures erinevad JNEN o
Selles veendumiseks piisab tdhele panna, et f * ®d 0 kor-
ral ka f @O (allpool on see vaide formuleeritud tUlesandena
2). Oeldu véimaldab samastada elemente f « Hi" vastavate ele-
mentidega f « & .Sellist samastamist silmas pidades vdimegi
kirjutada, et Y'«/) .

Lihtne on n&ha, et koondumisest f~ — » f ruumis ¥" jarel-
dub koondumine fk —*f ruumis (vordle vastavaid definitsi-
oonel). Arvestades ka eelmise punkti tulemusi, vOime konsta-

teerida, et )
& cC , IP.clh"
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hulgateoreetilises ja topoloogilises mdttes \

Toome nditeid aeglaselt kasvavate distributsioonide
kohta.

1) Olgu f finiitne distributsioon, a«jb selline
funktsioon, et a(x) = 1 kandja supp f mingis Umbruses. Siis

(vt. 84, teoreem 4) af =f ja

<f,)o> = <af,y>> = ).
Paneme tahele, et P=& a”~S) ning valemiga
<f,y>> = <f,a (V? e Y) (©)

on distributsioon f « £)" laiendatav lineaarseks funktsio-
naaliks ruumil Y . Laiendamisel saadud funktsionaal (me

margime teda endiselt f) on pidev ruumil ¥ , sest

ruumis iP =<%» ay,. - » ay ruumis 2) »
SR av —ray )

Seega T «y" , s.t. iga finiitne distributsioon f « 0 on
laiendatav distributsiooniks f < ¥ " . See laiend on lheselt
maaratud (vt. ul. 3 allpool).

2) Vaatleme regulaarset distributsiooni f « 2)* ,

<f,y>> = F F(X)y<x)dx. ()]
R1L
Kui lokaalselt integreeruv funktsioon f(x) on selline, et

mingi m>O korral

c=J (@ ¢ IMR)'™M [fX)/ dx < oo , )
R1L

Oeldakse, et sisalduvus on topoloogiline, kui koon-
dumisest kitsamas ruumisajareldub koondumine laiemas ruumis.

96



siis fey " . Toepoolest, suvalise f Yy  korral

I<f,y»l 4jn |[FOOy(X)|dx =
R

= J @HP<2)-wo<)] scl+i]2)“ U/l to i chaen,
R1L
millest jareldamegi, et f on pidev funktsionaal ruumil ¥

(lineaarsus on ilmne). Lokaalselt integreeruvat funktsiooni
f(x), mis mingi m*0 korral rahuldab vdrratust (5)» nime-
tatakse aeglaselt kasvavaks funktsiooniks. Niisiis, iga aeg-
laselt kasvav funktsioon defineerib regulaarse aeglaselt kas-
vava distributsiooni (mida me edaspidi samastame vastava
funktsiooniga). Muuhulgas, iga ~<Y rahuldab tingimust (5)
ja mainitud samastamist silmas pidades vdime kirjutada, et
Y«¥*" Lihtne on ndha, et see sisalduvus on topoloogiline.
Arvestades ka eespool pdhjendatud sisalduvusi saame topoloo-
giliste sisalduvuste ahela
DcY cy'c D
Distributsiooni f « ¥* tuletise D*f defineerime taas

valemiga (vordle 84)
<D*f,y#> = (-1),x*<f,De“f > (V/BY).

Sellest, et D* *Y- »Y on pidev lineaarne operaator, jéarel-
dub, et ka D“ *Y'on pidev lineaarne operaator (pGhjen-
dadal).

Funktsiooni atCp ja aeglaselt kasvava distributsioo-
ni T « ¥7 korrutise af «y* defineerime valemiga (vordle
84)

<af ,y>> = <f,ay>.
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Sellest, et operaator ymY *) ayV on ax korral pi~~”
dev ruumist , jareldub, et operaator f «Y"™—*af< ¥Y" on
pidev ka ruumis Y".

Lerev1i4 3. Néidata, et kui f*Y' ja PdOmin-
gi ¥Ye Y korral, siis <£,?> * Oka mingi y?Z> korral.
(Kasutada tlesande 1 tulemust.)

Ulesanne 3. Naidata, et iga T e Y on iheselt maara-
tud oma vaartustega hulgal <« cy (Kasutada tulesande 1 tu-
lemust.)

Ulesanne 4. Naidata, et kehtivad topoloogilised sisal-
duvused Y Lg* YY" wu eruva ruudu-

ga funktsioonide ruum

3. Aeglaselt kasvavate distributsioonide struktuurist.
Jargneva teoreemi tdestus on analoogiline &5 teoreemi 1
tdestusega.

Teoreem 1. lIga f €Y" on esitatav kujul
f=D*h, ()

kus h(x) on mingi pidev aeglaselt kasvav funktsioon.
Toestus, a) Funktsionaali f e " pidevusest ja-
reldub selliste < Oja p>0 olemasolu, et iga eY kor-

ral

I<f.y»] < clUl = c SUP (14/x|R)p | tF(X)] -
"k p x«Rn

Selle védite tdestus on tdiesti analoogiline vastava vdite
tdestusega &s 5.
b) Analoogiliselt nagu 8&-s 5 veendume, et iga y«y kor-

ral
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suply(x) 14 £ jDAL»** "1~ F(x) | dX.
X<Rn Rn

Kuna yp”~(x) = @+Ix|2)" D*y(x) ey, siis kahest viimasest
vOrratusest saame
I<f,f>1 * cJZ fID(I»**#»1) Ff(1+|x|2)P D ““ y>(x)]/dx

ehk R

I<f,y»l « < L, JIn Q] IXFI2)m O N QT dx ), a
ki m R

KIS m = p+n ja € on mingi uus konstant.

o Olgu s selliste paarikaupa erinevate multiindeksite

<tz Rpe eetn) arv, et K7 4 m. Defineerime Banachi ruumi

E = ARI)*1M (RID*... * Ly, (R1D)

oo s korda=" — Thai= g telwg,

ja lineaarse operaatori J : ¥Y¥-)»E valemiga
Jf - {0+ ©2)WD“)I»(x)}|c<]|<4
Ruumi E alamruumil JY defineerime funktsionaali f~ valemi-

ga
= <f’/> -

Vorratus (7) téhendab, et
I<f*,Jf>| = {<f,f>J 4 ce-QiyPflg ,
s.t. f~ on pidev lineaarne funktsionaal Banachi ruumi E alam-
ruumil jy. Hahn-Banachi teoreemi pdhjal on funktsionaal f
jatkatav pidevaks lineaarseks funktsionaaliks kogu ruumil E.
Kuid iga pidev lineaarne funktsionaal ruumil E kui ruumide

L/j(Rn) otsekorrutisel avaldub kujul

<f*,v> = Jl *()v*(x)dx,
kasn Rm
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kus fccCx) on mingid mddtuved tokestatud funktsioonid ruumil
R11. Muuhulgas

<f,y» = <f#,Jy» =L (DK J fef(x)('1*IxI2) alftf(x)ax =
ri1

= L D<) nfe,Dry>> =

= X1 <Det((L+|x]|2)TFO)iF > . (Vy*«y),

l«1iO
mistoéttu

f = 2Z DACO+Ixe2)““f*¥). ®
I«Um

d) Vorduse (8) kirjutame Umber kujul
f = 21 Deb(1I»™»"1)ges, 9
Ak ( )9 ©®

kus

% m
&8I =/**] (1+N 2) F«(x)dxl..,dxn .
O O

Funktsioonide f*(x) tokestatuseet jareldub, et funktsioonid

gA(x) on pidevad. Tdepoolest,

X* XN m
Joat(x,)-gk(xW)] a 1j1.,. J (1+IxJ2) fFe(x)dx -

o o
?1 M ?2m |
- J .o J@aelx] ) fe()dx £
o o
< J (1+B|12)m |fet(x)]dx,
Q (x1,x™)

kus B (x %X") cRn on teatav risttahukate summa jargmise
omadusega: kui x - »x", siis mes Q(x",x") —»0. Seega
x “=>xn korral gK(x? - »g™(x"), s.t. g*(x) on pidev.
Funktsioonide f*(x) tdkestatusest jareldub veel, et
funktsioonid g*(x) rahuldavad vorratust
lg*(x)] * cjx™ ... pnf(l+ X]|2) mi c "Cl+KD2) ™ 11 (lo)
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Asendame avaldises (9) funktsioonid gw(x) sobivate tu-
letistega = gA , nii et f avaldises tuleksid kdik tu-

letised lUhesuguse multiindeksiga:

f = D*"N1» Jf*hn = Y2 = b"h,
Iwii m io<i< m
kus
b= 7 K-
W< 1l

Funktsioonid h* vdime leida, integreerides funktsioone g* ra-
jades (0,><), 1i=1,...,n, vajalik arv kordi. Funktsioonide
g*(x) pidevusest jareldub h*(x) pidevus; vdrratustest (tO)
jarelduvad analoogilised vdrratused h,(x) jaoks, seega h*(x)
on aeglaselt kasvavad funktsioonid. Pidev ja aeglaselt kas-
vav on ka funktsioonide h*(x) summa h(x). Sellega ongi diet-
ributsiooni f« Y nb6utav esitus (6) konstrueeritud.

Teoreem 1 on tdestatud. J_

4. Aeglaselt kasvavate distributsioonide tensorkorrutis.
Distributsioonide f(x)< " (R1) ja g(y)< ¥Y(MHT) tensorkorruti-
seks nimetatakse distributsiooni f(x)«g(y)« VARI**D» mis

igale pohifunktsioonile « if (Rn+m) seab vastavusse arvu

<FCO*9(y). /> = <f(x),<g(y), (X,¥)>>. an

See definitsioon on téiesti analoogiline &6-s toodud defi-
nitsiooniga. Ka definitsiooni korrektsuse nditamine on ana-
loogiline eelnevaga. Me peame nditama, et iga yicy (Rnffl)

korral

yKx) = <g(y)-/(x,y)> £ ¥Y(RI)
ja et funktsionaal f(x)*g(y) on pidev ruumil «g7(Rn+m). Toetu-

des teoreemile 1, esitame ¢g& Y kujul g =D*, kus h on



pidev aeglaselt kasvav fanktsioon. Sellega
Y(x) = <D h(y),y(x,y)> = (-DIrt<h(y), DV(X,y)> =
(-1).17 h(@y) D (x,y)dy - a2

RB
Siit on suhteliselt lihtne ndha, et "~«”"(R1). Tdepoolest,

savaliste multiindeksite paari korral

xD*y(x)=(-1 J h(y)x"D* DN (x,y)dy =
R«
= (-1)WJI (1+]yi2) ™ h(y)-f(1+|y]2)m x*D* Dy/(x,y)Jddy. (13)

e
Me valisime siin naturaalarvu m nii suure, et

CL* i (I+M 2)_m h(y)] dy <oe
Rm
(vt. aeglaselt kasvava funktsiooni definitsiooni); tingimuse

/€Y (ETTL) tottu

c2 = sup |(1+ yA2)m x*D* DA(X,y)j < 00
(X.yXRM™
(vt. kiirelt kahaneva funktsiooni definitsiooni). Seega
sup Ix/ty*yCx) | £ 4 » m.o.t.t.

Veendume, et
yk -+f ruumis Y (Rn+m)-~ - »Y ruumis ~(Rm), (14)
kus  Y'"fc(X) & <g(y)» y>k(x,y)>. Tdepoolest, iga multiindeksi-
te paari aja /3 korral (vt. (13))

x*Drffyk() - y()1 = (-1 @+ fyiz)"*“h(y)x
RE“

x {d.lyl12)m x*d£ Dy [FK(X,y) - y(x,y)J]dy -»O
GUhtlaselt x £ Rn suhtes, sest loogelistes sulgudes olev

avaldis koondub nulliks uhtlaselt (x,y)<Rn+m suhtes (vt.
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koondumise definitsiooni ruumis Y).
Naitame, et f(x)*g(y) on pidev ruumil y(Rn+m):
Yy. — » ruumis y(Rn+m?%) - ->
y K = *Y"ruumis y(Rm)
==> <r,¥>—><f,Y> —_—
fey K
=25 <F(X)«q(y), k>- xF()*g(y).j<»>, m.o.t.t.

(11)
Sellega oleme pbhjendanud tensorkorrutise definitsiooni

(11) korrektsust.

Margime mdningaid tensorkorrutise omadusi.

a) Tensorkorrutis on kommutatiivne: F(xX)*g(y)»g(y)*f(x)
suvaliste f(x) « Y'RW), g(y)« y"(Rm) korral.

b) Tensorkorrutis on pidev kummagi teguri suhtes eraldi,
naiteks kui gk(y) - *g(y) ruumis ~"(R1), siis F(x)«gk(y) —-»
=* f(x)*g(y) ruumis y /(Ru Hu) =

¢) DETFC)™g(y)) = DAMF(x)*g(y).-

d) aCOFC)-g(y)) = aC)f(x)-g(y) (ae Cp).

Nende vaidete tdestused on analoogilised 8§6-s esitatu-
ga-

Ulesanne 5» Naidata, et tensorkorrutis on assotsiatiiv-

ne.

5. Aeglaselt kasvavate distributsioonide konvolutsioon.
Me teame (vt. ™ 6), et konvolutsioon f*g *JD"eksisteerib, kui
Uks distributsioonidest f,g t£" on finiitne. Siin naditame,
et f*g £Y 7w liks distributsioonidest f ja g on finiitne,
teine aga aeglaselt kasvav (kuulub ruumi ¥"). Olgu nditeks f
finiitne ja g « Y .

lga y?& (Rn) korral (vt. 86, valem (12))
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<f*g, = <FO)*g (>, a(x)F(x+y)>, 15

kus a «JD on suvaline funktsioon omadusega: a(x) = 1 kandja
supp f mingis Umbruses. Vorduse (15) parem pool omab mdtet
ka 1iga f « ¥ (Rn) korral, sest f(x)-g(y)£ y'(R2n) ja
a(x)f(x+y) e y(R2n) (pbhjendadal!). Vorduse (15) abil laien-
damegi funktsionaali f*g ruumilt SD(R1) ruumile Y@ir). Tuleb
naidata, et laiendamisel saame pideva lineaarse funktsionaa-
li ruumil YQRL), s.t. f*g £ . Kuna lineaarsus on ilm-
ne, jaab ule vaid ndidata f*g pidevust ruumil ~(R1). See ja-
reldub jargmistest implikatsioonidest, millest esimese Uksik-
asjalisem pdhjendus jaagu lugeja hooleks:
yk(x) —*/(x) ruumis y(Rn) =-»
- » a()fk(xty) —»a(x)f(x+ty) ruumis y(R2n) —=>
<F0O *9(y) ,a(x)/(xty) >= >

==> <f*g, > -¥ . mo.t.t.
(15) 7
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88. Fourier-” teisendus

1. Kiirelt kahanevate funktsioonide Fourier* teisendus.
Eespool vaadeldud kisimuste kasitlemisel oli Ukskdik, kas
ruumid 3} ja Y (seega ka j0" ja ¥*) on reaalsed vOi komp-
lekssed. Fourier® teisenduse kasitlemisel on sobivam kasuta-
da kompleksseid ruume. Kompleksse ruumi Y elementideks on
funktsioonid kujul =/M(xX) ¢ 172(X), kus M(x) ja
y2(x) on reaalsed kiirelt kahanevad funktsioonid, i on ima-
ginearihi K

Funktsiooni y?(X)« y(Rn) Fourier* teisenduseks F\p ni-
metatakse funktsiooni -

(FHX) = @r)vej elXx*~md£
Rn

kus x-£ = oo+ Kuna Jeix“5 j= 1, funktsioon
aga on absoluutselt integreeruv, siis integraal (1)
koondub ja Fy> on ruumil Rn m&dratud tdkestatud funktsioon.
Sageli kasutame funktsiooni Yy teisenduse B> markimiseks ka
tahist ~ = P>
T Naitame, et F teisendab ruumi ¥ endasse; F/cY . Vas-
tavalt ruumi ¥ definitsioonile peame naitama, et R,
kusjuures iga multiindeksite paari t ja /3 korral
sup Ix"DA(X)( < ob - (@)

X«Rn
Valemis (1) oleva integraali formaalsel diferentseerimisel

parameetri x jJargi leiame, et *)
1 .- - -
) Siin (ip* = ittt
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D*p(x) = @TO)Hrr*| (ipGerfycrdfc ;
Rn
kuna FKjj-+oa korral f(f) —»0 kiiremini Lf] igast ast-

mest, siis diferentseerimisel saadud integraal koondub abso-
luutselt ja integraali diferentseerimine oli seaduslik. Uht-
lasi néeme, et D- f(x) on pidev iga multiindeksi korral.
Seega ~eC~CR1); vOrreldes D*/ avaldist Fourierl teisendu-
se definitsiooniga (1), paneme téhele, et DA"Cx) on funkt-

siooni (ix)"y(x) Fourier* teisenduseks:

D*Ff = F((ix)"y?(x)). (©)
Koos funktsiooniga on ruumi Y elemendiks ka te-
ma tuletis ; moodustame selle Fourier® teisenduse
(FD~y0OCx) = el*”~ D*f(f)dfc.
Rn

Ositi integreerimise teel leiame siit, et

(F )Y = Ty H($ W
R

ehk
FDAF = (-iX)BFF . (O]

Valemite (3) ja (4) pb6hjal

(-ix/D"Cx) = (-ix/ F((Ax)*y>(x))= F(DA((ixr*(x))). (5

Siit saamegi vlrratuse (2), sest funktsioon D/3((ix)cy>(X))

kuulub ruumi ¥ ning tema Fourier™ teisendus on tdkestatud.
Niisiis FAciP . Ilmselt on F lineaarne operaator. N&i-

tame, et operaator F on pidev ruumis P . s.t. et koondumi-

sest ruumis Y jareldub koondumine Ffk — *FA> ruu-

mis Y Vastavalt koondumise definitsioonile ruumis Y peame
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naitama, et iga multiindeksite paari <« ja /3 korral

sup Jx*3D*[yf(x) - ~(x)]1|-*0. ©)
xaR1
Valemi (5) kohaselt

(-ix)" D¥lyk(x) - y(x)]1 = 1(D'((I*)"“f/k(x) - y>()]1)) =

= (2N-T W2 J el** M-Y Ll p-~c¢p -y>CE)J)at.
Rn
Siit
2% XD F2kW - y>Jl <
« (2r>- “f/r j iD"cap-fftCj) -

-y |<IFIH2S -0*1»2) -

<(2rM)- N o 6% J (1+]92F « dE ,
R1L
kus m valisime nii suure, et T (1+|pR)’hde<<> (s.t. m>5)
R*

6t = xp <FI$|r=|B,(cu)“lMh -y>P/1 =

Paneme tahele, et koondumisest yk — y ruumis 1P jareldub

ning

koondumine £k — *0. Sellega ongi (6) pdhjendatud.

2 2
2. Naide (funktsiooni e~a * Fourierl teisendus). Ol-

gu algul n = 1. Valemi (1) kohaselt
Fe<d> = (2F)- 46 Jer-S e-aV e d* =
= (2F)- A~ J W -“2%2 d* =
-00

16 1 f . Ixs
ate (« «J .- +T d.

2y~ 2 S ds. (7>
o
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Naitame, et iga b = const korral

-00
(b = const téhendab antud juhul, et b ei sO6ltu muutujast s).

2
Je’”s +ib) ds = Je“S ds ®)
-®

Tdepoolest, vaatleme
kompleksmuutuja z = s+it
funktsiooni e‘zp ning
joonisel 14 kujutatud Cc*
kinnist koverat I, mis Joon. 14
koosneb neljast liulist.
Funktsiooni e-z2 anallutilisuse tdttu
J ESZZ dz = O

ehk r

J R a ] e(ctit2at ¢
-C (@]

-C
+ J e-(s+tlb) ds + J e-(-c+it) dt sa0.

Piirprotsessie c-»<> ldheneb teine ja neljas integraal nul-
lile (pbhjendada integraalialuste funktsioonide ihtlast koon-

dumist nulliks vastavatel lilidel!), seega

oc p o
l e~s ds + Je~(s+ib) dg _
@©

-00

Muutes viimases integraalis integreerimise suuna vastupidi-
seks, jouamegi vorduseni (8).
Teatavasti (vt. nait. [20], 1k. 246)

1 f8 ds :\[T (9)

Voérdustest (7), (8) ja (9) saame
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RaxX --m-B " (r=l). (10)
V2a

Olgu nidd n suvaline. Valemi (1) kohaselt

le-*2| M2« (2r)-“72 | el<tlb+" -«nW)

Rn
-rw %
— - IxL!
S w2 n frp - Py
=(JpPea X3 M — -« =- 1— .
= - ~"VSa (VSa)“
Niisiis 0
- ISI-
Pe-a2M12 = — — a . (100
<\Ra)n
Muuhulgas a= 1/72 korral saame siit
-m2z _ -mfz
Fe = e " , (109
. -N?2 - -
s.t. funktsioon e Tangeb kokku oma Fourier®™ teisen-
dusega.
3. Fourier* podrdteisendus. Funktsiooni ""«."(R3D

Fourier* podrdteisenduseks F Yy nimetatakse funktsiooni

Ff)(x) = @M1 J e"ix y(b)d . 1)
Rn

Péordteisendus erineb teisendusest (1) vaid margi poolest e
*

astmenaitajas. ) Tapselt samuti nagu eelmises punktis nai-

*) Kumba teisendustest (1) ja (11) lugeda podrdteisen-
duseks, on suhteline. Sageli kasutatakse terminoloogiat, mis
on vastupidine esitatuga.
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datakse, at Fi;ykjy ja et F_I*on pidev lineaarne operaator
raumie ¥. Mulde, neid vaiteid voib lihtsalt jareldada ka

analoogilistest védidetest F kohta, kui paneme t&hele, et

(F"lyo(x) = (Fyo(-x)=
Meie eesmdrk on ndidata, et operaator F’_i on operaatori

F poordoperaatoriks (see asjaolu on kajastatud ka sumbooli-

kas). Selleks néaitame kdigepealt, et suvaliste kor-
ral
1 e ixr®)y()dr =3 A0x+y)y(y)dy. 12
R1L R11
Tdepoolest,

M N ONM O

=j e-ijcn J e3f' z~Nz)dz]-y/(E)d™ =
R R1

= j FQTD™ J ei@@R)* () d ( 2)dz =

= Jy(z-x) Y)(@dz = J y(y) y>(xty)dy, m.o.t.t.
RIL R11

(integreerimise jarjekorra muutmine oli seaduslik, sest in-
tegraalide all olev funktsioon on absoluutselt integreeruv).
Rakendame valemit (12) funktsioonile E(£) =y/(££), kus

£>0. Kuna

~gy) = (TT)N2 t eiy'£y(Efc)d =
Rn 7 7

? «**7

=e~n QIN-r2 Je * y(y)dr = ehy(™),
R1
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siis valemi (12) rakendamisel saame

J e_ix* y("N)y(£r)dj = £~n J y>(x+y) y(l)dy

Rn Rn
Yy
ehk (tehes viimases integraalis muutujate vahetuse - = z)
¥ e“fixEt "(f£)y(ef)dE = J y?(x+£z)-y/(z)dz.
Rn R3
Piiril €-)» 0 leiame siit
y(0) J e-lIxef ~(I)dE = y»(x) [ y(z)dz: 13
Rn R1
piirile minek integraali all on pdhjendatav Lebesgue”i
teoreemi abil (teha labi!).
Valem (13) kehtib iga ¥ korral. Valime No(x) =
- M2/2
= e . Siis y(0) =1 ja (vt. (10™))

Tt =3 ¢ dz =
R1L Rn

(V2)n £ e 2 d$ = (2ir)n//2.

zrt2=$% Rn <9)
Valem (13) vdétab kuju

J e~ ~ ~d f = T ) //2y»(x)

Rn
ehk

F"1 F = y? ( cy ).
Analoogiliselt naidatakse, et

FF1f = f (VF e Y).

Viimase vdrduse voime lihtsalt saada ka eelnevast vdrdusest,
arvestades seost (F>> f )(x) = (F~A)(-x).

Sellega ongi nadidatud, et F'nja F on teineteise poord-
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operaatoriteks. Vottes arvesse ka eespool (punktis 1) saa-
dud tulemusi, oleme tdestanud jargmise teoreemi.

Teoreem 1. Fourier* operaatorid F ja F’!1on lineaarsed
ja pidevad ruumis ¥ ning on teineteise podrdoperaatoriteks.

Sellest teoreemist jareldub muuhulgas, et F ja F tei-
sendavad ruumi ¥ kogu ruumiks ¥ .

tilesanne 1. Naidata, et iga Y korral

Fyi = F<®%? , F’1* = Fy*,

kus kriips tdhendab kaaskompleksi votmist.

Ulesanne 2. Naidata, et kehtib nn. Parsevali vdrdus

Iny>(£)5c(pdf = Inr(M)X(N)dn /> XeY).
(Vﬁita valemis (12) 5 = Oning kasutada Ulesande 1 tulemust
ja teoreemi 1.)
4. Aeglaselt kasvavate distributsioonide Fourier* tei-
sendus ja podrdteisendus .Vottes valemis (12) x = 0, saame
7 (yy(ydy = (B)y (E)dE ( fey)
ehk, vaadeldes funktsiooni (regulaarse) distributsioonina,
*EWAY> = <y, Fy?>.

Selle seose votame aluseks suvalise distributsiooni fe
Fourierl teisenduse defineerimisel.

Distributsiooni f«y" Fourierl teisenduseks nimetatak-
se distributsiooni Ff &Y", mis igale WfY seab vastavusse

arvu
<Ff,y> > = <f,Fy>> . 14)

Distributsiooni f «y" Fourier* pédrdteisenduseks nimetatak-
|4
se distributsiooni F*”fe YY" , mis igale ”>CY seab vastavus-

se arvu
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<p"Ifo>= <F,FV >e <15)

Kontrollime nende definitsioonide korrektsust. On vaja
ndidata, et Ff ja F“1f on pidevad lineaarsed funktsionaalid
ruumil ¥ , s.t. et tdepoolest Ffey*, F*Af Lineaarsus

on ilmne, pidevus aga jareldub jargmisest implikatsioonide

ahelast:
>V ruumis Y # FyL — *F” ruumis ¥- >
/K ) Fjrypid. 7/c )
f#" ~/kto-o<f

(funktsionaali F““f pidevuse néitamine on analoogiline).
Niisiis FA"cy”™ , F¥ "cy". Jargmisest teoreemist jJéa-
reldub muuhulgas, et F ja F_l teisendavad ruumi Y’ iksihe-
selt kogu ruumiks Y .
Teoreem 2. Operaatorid F ja F  on lineaarsed ja pide-
vad ruumis Y ning on teineteise pddrdoperaatoriteks.
Téestus. Operaatori F : ¥ *y® pidevus jareldub

jargmisest implikatsioonide ahelast:
* isy" =* - - =
fK f ruumisy def_<f1n?P> f,y > (v¥_« Y )=>

= - (¢ -»
==> <Ffk,y>>- ><Ff,f> (VFf«Y) FFA — = pf  ruumis
m.o.t.t. Analoogiliselt ndidatakse operaatori F‘ﬂ:)[->)/'pi—
devust» operaatorite F ja F lineaarsus on ilmne.
Naitame, et F : —-»Y¥Y"ja F~* : Y=~ »y" on teineteise

podrdoperaatoriteks. Tdepoolest, iga €> ja f *y" korral

<F?MEf,ym = <FF»F*™ > = <fjFF*® >= <f,f

<FF<1f,f>= <Fif,Ff>= <f,F"1IFf>= <f,f>



SitF IFF - FtFFLF = I ffidtote

Ulesanne 3- Naidata, et LARID* y*(Rn), FL2*L2,
F?”Lg c.2 ning et operaatorid F ja F  on isomeetrilised

ruumis L2, s.t. |FFLN = , WAJA\\N = ("«Db 2).

(Kasutada tlesande 2 tulemust ja hulga Y tihedust ruumis L20

5. Fourier* teisenduse omadusi. Kdigepealt nditame,
valemid (3) ja (4) Fourier* teisenduse tuletise ja tuletise
Fourier* teisenduse kohta jadvad kehtima ka distributsiooni-
de f e Y1 jaoks.

a) Fourier* teisenduse tuletis. Iga f « Y korral

D*Ff = F((ix)=<F). (16)
Toepoolest, iga ye P korral

<D*Ff,y» = (-1)U<FF,DV> = (—1)I5|<I_,FDe<V>(:)
4

(-1 <F, (CiX)*F>> = <F, (iX)*F/> =

<(IxX)*f,F/> = <F((ix)*f,~ >, m.o.t.t.

b) Tuletise Fourier®™ teisendus. lga f « Y korral

FD“F = (-ix)*Ff. an
Tdepoolest, iga ~ korral
n
<FD*f,p> = <D*f,Fy>>= (-1) d|<f .D"FF> =
®

D0 <F,F((ixfy>)>= (-1) &<FF, (ix)y> =

=<Ff,(-iX)° y> = <(-ixX)*FF,A >, m.o.t.t.
¢) Tensorkorrutise Fourier® teisendus. Iga f« ~"(RL),
g ey"(Rm) korral
FIFCO*g()I = (FHC)=(Fa) () - (18)
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Veendume k&igepealt, et iga 7Y (Hr¥T) korral

v-v,/ av”™ -
Tahistades

z=(y) = (XN o, »ym),

~ f - ** e %Iy

vdime kirjutada
n+m
@ = @n) J  eia™ y>($)d$ a
N
n+m

= (2¢)" J  eIx'**1n /(3,7)dfd7 =
RAR“*

= (@rre/ » {@r)-~J  iy-T =Vy>»t
Rn Rm

s.t. PY = P*Py/* « teise vdrduse pbhjendus on analoogiline.

TOestame nidd vorduse (18). lga ~«/(R1¥) korral
<FFEC)*g (V) -y>> = <F(x) B(Y),.Ff> = <F(x)*g(y),PyFx * >=
= <f(x),<g(y),FyFxy>>a <f(x),<(Fg)(y).Fxy >> =

= <FO)-(FO(Y) . Fxy> = <(P@)(Y)*F(x),Px F > =
<(FOY),<F(x),Fxy>»= <(Fg)(y),<(FF)(x),/>> =

<FHM*CPH), > = <FHCO*(FPI(Y).f>, mo.t.t.

Ulesanne 4. Defineerida f(x,y)< y /Rn+m) osalised

Fourier® teisendused F~ ja F f ning ndidata, et
Ff = FAyf = FyFA.
Ulesanne 5. Naidata, et iga f« y"CRID)* g 4 y*(Rm) korral

FIFCO *g(NI = FxFFO)-(PY(Y)] = Fy F(FHCO*g(N] -
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6. FIniitBete dletribatsloonlde Fourier* teisendus.
Siin se naitame, et finiitse distributsiooni Fourier* tei-
sendus kuulub funktsioonide klassi (vt. 87). Seejérel
anname mugavama eeskirja Fourier* teisenduse leidmiseks.

Olgu f finiitne distributsioon ja a«JD selline funkt-
sioon, et supp f mingis Umbruses a(x) = 1. Siis af = f ning

iga \fey> ja multiindeksi < korral

<D*FF,f> = <F((ix)*F),/> = <F,(ix)*Fy>> =

(16)
= <af,(ix)“F f>= <f,a(x)(ix)*Fy>> =
nz (€]
= @ry” <f), [ a()(x)e >
Rn

Toetudes 87 teoreemile 1, esitame f kujul ¥ = D*h, kus h(x)

on aeglaselt kasvav pidev funktsioon. Eelnevast vdrduste ahe-

last saame
<D*Ff,f>= (afo"~D"Vx), | a()(ix)* eix* y>(£)dE> =
Rn
= @20)'"M2>(-1) JKb(),BY a(x)(ix)* elr* y?(£)dE> =
Rn
= QT I ~-D™j h()jj dDMa(x) (ix)0'ix A~ (N)dNJdx.
Rn Rn

Integraalide all olev funktsioon on absoluutselt integreeruv

ning Fubini teoreemi kobaselt vdib integreerimise jarjekorda

muuta:

<DFf, ,»>=(2T)-% <-DW.J {( h(xX)DE[a(xXix) “Br-*I<IxUpclE
Rn Rn
Seega

OEF)(E) = (20 TV2(-1),/// h()DMNa()(ix) Bix Idx (19)

Rn
(integreerimise Ule R1 vB8ib asendada integreerimisega lle t6-
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kestatud hulga supp a). Siit jareldame, et DAFF on pidev
funktsioon ja
|(O*FP)(E)/ $ ol 171
Multiindeksi < suvalisuse tottu saamegi siit, et Ff e
Tuletame nddd mugavama valemi Ff arvutamiseks. Valemi

(19) kohaselt (vdttes = (0,0,...,0))
(FF)Q) = (2r)-4/2(-"D),/,<h(x),Da(x) ek > =

= @2D)"R<D (x) ,a(x) end*>= (2r)<r <F(X),a(x) e3* N> |

Seega

(FB)(E) (2r)-n/2<f(x),a(x) e**"* > (20)

ehk

(FHO

Naiteks, Dirac"i delta-funktsiooni /(x) Fourier* tei-

(r0Tl"™p.adg el* > > (20%)

senduseks on valemi (20T) kohaselt

FNHX) = @ErIr 2« dp,ap e *ba
= @m)1"2 a(0) el**0 = f
S.t.
Fd4= @~)’12 . 1)
7. Konvoiutsiooni Fourier* teisendus. Kui f,g«y" ja f

on finiitne, siis f*g«y" (vt. 87)- Naitame, et sel juhul

F(f*g) = 2r)n/2(FF)(Fg). 2?)

Eelmises punktis tdestatu pdhjal f = Ff « , mistdttu te-
ma korrutis distributsiooniga Fg tfif" omab mdtet.

Olgu a ef) taas selline funktsioon, et supp f Umbruses

a(x) = 1. lga ye Yy korral
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<F(f*g), £> = <fxg, * > = <f)*g(y) ,aQ)tf(xty) > =
r r

r 05)87
A" r<gy)-f(x)1 3 a(x) ei(x+yHy»(pd» > =
BP-
= (2r) M/72k9(y), J <f(x),a(x) Bm 1>Bly‘Ll)(1 ™
*) Rn

=<g(y), J ht) eH~chdbr
(20) RN

(z) @nli/<g,F(f/)> = (2F)"2 <Fg,f)>=

= (2F)iy2<fFg,/> = (2T)"™ <(FF)(Fg),”>,

mistéttu F(f*g) = (2r )* (FF)(Fg), m.o.t.t. Esitatud vlrra-
tuste ahelas on vorduse (*) pdhjendamiseks vaja ndidata, et
<f(x), J ax) elx*r(M)dr>= J<f(X),a(x) eixh/(£)d £ .

Rn R1L
Selle vOrduse toestust vGib labi viia eelmise punkti arutelu-

dega analoogiliselt: esitada f kujul f = D*h, kus h(x) on
aeglaselt kasvav pidev funktsioon, kanda diferentseerimisope-
raator D™ Ule teisele liikmele, esitada h(x) rakendamine in-
tegreerimisena, muuta integreerimise jarjekorda ning tuua di-
ferentseerimisoperaator V? tagasi h(x) juurde. Tulemuseks

ongi ndutav vdrdus. *J

8. Nditeid Fourierl teisenduse arvutamise kohta. Eespool
oleme leidnud funktsiooni e-a MXH ja Dirac"i delta-funktsi-
ooni Fourier"™ teisendused. Need ja allpool kasitletavad nai-
ted leiavad rakenduse jargmises peatikis.

Finiitse distributsiooni f(x) Fourier®™ teisendus aval-

dub valemi (20") kohaselt kujul

118



FHC) = (27<f(p,a(") e"b, (23)

kus ac.3 on suvaline funktsioon, selline et supp f mingis
timbruses a(x) = 1. Kui f(x) on lisaks veel regulaarne, vo-

tab see valem kuju (vordle valemiga (1))

FH =@D)2 ) e » FE)IE ; 24)
Rn
me vdtsime arvesse, et supp T Umbruses a(x) = 1.

Meenutame funktsiooni O(t) definitsiooni:

1% kui t>0
o = ]
O, kui tZo.
Olgu r>0 mingi fikseeritud reaalarv.

1) Naitame, et
FO(r-Ix]) = 2(2M_v2 s iML M (n=1)

finiitne (vt. joon

dir -d)
vy "
/ /L
J m
Joon. 15* Joon. 16.
ning valemi (24) kohaselt
J
FO(r- IxI )=(2v)~ 2 f = (2r)’» I L,
hr -r
~ - 2(2r)'1/2 1 eirx-e"irx
£=r

. 22INy2sie_2c . r@rr ¥r ainrM, ».0.t.t.
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2) Naitame, et
J 6(r-IxH) _ sin r|x| (n=2).
V r2-wi?2 n
Selles ndites on taas tegemist regulaarse distributsiooniga;

kandjaks on ring |2 = xif + x| <r2. Valemi (24) kohaselt

Fo(r-13x]1) = @r)-1 f ,ixjr O(r-w) ,y =

R2 Vr2- 1y2
ix*E ilxp2
= @r)* d$ = (2F)1 ] S o
|/H<r Vr2- /IR IFdlr Vr2- Iyt
Me l&ksime Cartesiuse ristkoordinaadistikust
uuele ristkoordinaadistikule > valides telje sir-

gel x ™ + x272 =0 (vt. joon. 16) ning suunates *?2 punk-
ti (x*x2) poole; sellega

= 0*1*72» | . an =d»
(ileminek muutujatelt ~»”2 muufcudatele 7i»72 toimut) or~
togonaalteisenduse abil, mis ei muuda vektorite pikkusi ja
pinnaelementide pindalasid). Niid on meid huvitav Fourier*

teisendus juba elementaarselt arvutatav:

Vr2-2
P R
p g(r~ixf2 - (2T)~1 ¥ a2 ’ d?2 =
5 = J]6 ’
v ~ s
aP - 2
) ~> Ti=WAi
1 | I arcsin 1 d72 =
-r 4l=-W4af
r
1 v imxwre sin rixll mo.t.t
=3 72 1w T
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(viimasel sammal kasutasime arvutusi esimesest naitest).

3) Defineerime singulaarse distributsiooni X
r
<g *Jf B <
Sr

(pindintegraal ule sfaari Xi[ ¢ x] + x| = r2). Naitame, et

F<Sr = 22rITYr rSiS-pl (n=5).

Tegemist on finiitse distributsiooniga, mille kandjaks on

sfaar Sr< Valemi (23) kohaselt

(P)(x) = (r "A c P, a®) eix,b =

@2~ | el*** dS, .
Sr

Valides teljestiku ja sfaarilised koordinaadid joonisel 17

Joon. 17.
naidatud viisil, saame x«f£ = jxflr cos”™ ning
(FGs YX) = (2 r2 j d*J e”™»>r as=nJi dJi

@r)-%r2a/j.iWVv a,

cos~r=/1 _ -/
Y. r sin”rJxH N



Kolmes naites leitud Fourier® teisendused on omavahel

sarnased - Icbik nad avaldavad kujul < sinjr|xE kug c (
n n

konstant (c-, 2(2\11)_te = 2(2r) r). Arves-

n
tades, et F ?f * f, saame
J@2r)¥2 o(r-/x]), kui n=1;
--1 ein ruxii - _n.
fxf kui  n=2; (25)
fr2-Hx12
Ne )2~ , kui n=d.

Margime 15paks, et Fourier™ teisenduste kohta on koos-

tatud ulatuslikke tabeleid.
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111. CAUCHY ULESANNE

89* Lineaarse diferentsiaal-
operaatori fundamentaal-
lahe™d
1. Diferentsiaalvdrrandi lGldistatud lahend. Vaatleme

diferentsiaalvorrandit

22 ak(x)b«u = f(x), (€))
|oticm
milles kordajad au< CACR1D) ja vabaliige f « SD'CR1) . Dife-
rentsiaalvdrrandi (1) tUldistatud lahenditeks nimetatakse se-
da vérrandit rahuldavaid distributsioone. Seega u« ©"(RT®
on vorrandi (1) uldistatud lahendiks, kui iga "~«”(R1) kor-
ral

< 22 a«(x)D*u, f>= (7))
[=4* W
6eldakse, et u« X" on vorrandi (1) Uldistatud lahendiks
piirkonnas ReR 1, kui u rahuldab vdrrandit piirkonnas Q ,
s.t. kui vBrdus (2) kehtib iga y«.0(£2) korral. (Meenutame,
et Z>(£2) koosneb sellistest funktsioonidest y>jO , mille
korral supp
Vorrandi (1) klassikaliseks lahendiks piirkonnas Q ni-

metatakse funktsiooni u, mis on piirkonnas Q m korda pide-
valt diferentseeruv ja rahuldab voérrandit. Ilmselt on klassi-

kaline lahend ka tldistatud lahendiks. Vastupidine lldiselt
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ei kehti, sest uUldistatud lahend ei pruugi olla uldse funkt-
sioon (-rggll_{laal;n(_e distributsioon). Kui aga uldistatud lahend
osutub killalt siledaks funktsiooniks, siis on ta ka klassi-
kaliseks lahendiks. Tapsemalt, kehtib jargmine teoreem.
Teoreem 1. Kui ueJdD on vorrandi (1) uldistatud lahen-
diks piirkonnas P c R1l, kusjuures u < Cm(Q) ja f « C(®9),

siis on u vorrandi (1) klassikaliseks lahendiks piirkonnasP.

TOestus. Kuna ue Cm(E2), siis kK i m korral lan-
gevad uldistatud tuletised D*u kokku klassikaliste tuletiste-
ga, kusjuures D*u on regulaarsed distributsioonid. Tingimuse
(@ kohaselt

/(TL a,0)D*u(x) - FOQIF()dx = C
iga Te3D(Q) korral. Siit jareldame, et

Y2 ae(xX)Deu(x) - f(x) s O
I<*Un
piirkonnas Q .

Teoreem 1 on tdestatud.

Toetudes teoreemile 1, vdib klassikalise lahendi olemas-
olu tbestada jargmise skeemi alusel: algul naidata uUldistatud
lahendi olemasolu, seejarel mingile téiendavale informatsioo-
nile tuginedes naidata, et Uldistatud lahend kuulub klassi Cm.

Sageli kasutatakse veel nn. ndrga ja tugeva lahendi mdis-
teid, mis Uldisuse astme poolest on vahepealsed klassikalise

ja uldistatud lahendi mOistete vahel. Tahistame

P(x,D) = X1 ad(x)Det
x,D) G ac)
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(vorrandis (1) esinev diferentsiaaloperaator) ja

P*(x,D)y>= 2Z HfD”a-W/)
Joum
Oletame, et F<b2(d). Vorrandi (1) ndrgaks lahendiks piir-

konnas Q nimetatakse funktsiooni u«L2(E?)i mis iga

y>e2)(£!) korral rahuldab tingimust
<u,P* X,Dy>>= <f,y> .
Vorrandi (1) tugevaks lahendiks piirkonnas P nimetatakse

funktsiooni u«L2(EF), mille korral ka DMu «L2(£) Q1 <m)

ning mis rahuldab vorrandit (1) peaaegu igas punktis X «

Ulesanne 1. Naidata, et: 1) tugev lahend on ka n&rgaks

lahendiks; 2) nork lahend on ka Uldistatud lahendiks.

2. Konstantsete kordajatega diferentsiaaloperaatorl

fundamentaal lahend» Vaatleme diferentsiaalvorrandit

P(D)u = f, (©)
milles diferentsiaaloperaatori

PO =||(-(lum ajy*
kordajad a* on konstantsed. Diferentsiaaloperaatori P(D)
fundamentaallahendlks ehk md.lufunktsiooniks nimetatakse
distributsiooni £ c )" , mis rahuldab (ruumis Rn) vérrandit

PD) £=o1x) - ®»
Kui £ on operaatori P(D) fundamentaallahend, SQ aga homo-
geense vorrandi P(D)u = O lahend, siis ka £+ £Q on operaa-

tori P(D) fundamentaallahendiks, sest

P(D)(£+60) = P(D)£ + P(D)£0 = /(X) + O =
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Teoreea 2. Olgu £ diferentsiaaloperaatori P(D) funda-
mentaallahend. Olgu vBrrandi (3) vabaliige T *£)" selline,
et konvolutsioon £ =T eksisteerib ruunis JD". Siis u =
=£» f £Don vorrandi (3) uldistatud lahendiks r>irg ei leidu
kahte erinevat Uldistatud lahendit u®eJD® ja W2 , mil-
le korral eksisteerivad konvoluteioonid £* a « I ja
£e Ugen)".

TO6e8tus. Kuna (vt. § 6, valemid (13) ja 04))
D*(E* £)= &*£*E£ ja <I*f = f, siis

PMDE*F) = X1 et,D*E.P) = (22 4<D"'E).f =<P£ = £,
kl<o KI*m
ja u =£*f on tbepoolest vorrandi (3) uldistatud lahendiks.
Kui P(D)oj = f, P(D)ug = £ ning eksisteerivad konvolut-
sioonid Ja £*u2cd0” - siis
W - w2 =<, - v2) = POE*UL - w2) =
6 *P(D)(Ul- u2) m F*(F - ) »<?2*0 » O,
S.t. @ = u2.

Teoreem 2 on toestatud.

Fundamentaal lahendi leidmiseks on sageli otstarbekoha-
ne kasutada Fourier® teisendust. Arvestades operaatori

F - Y™ *$”Ukstuheeust, on vBrrand (4) samavadrne virrandiga

FP(D)E£ = F<F.
Et aga (vt. § 8, valemid (17) ja (21))

FP(D)E =F(CXI a”~0 = X1 a*FD*e ~
Js<um Id<j”m
= X1 ax(-ixX)-FE =P(-IX) £ ,
H<m
Fef= @m-1
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siis vdrrand (4) on samavaarne vdrrandiga

PC-DOEQ) = (2r)"n, ®

kus £= FE on distributsiooni £ Fourier” teisendus Jja

P09 2§y 2
on polinoom. Kui O6nnestub leida vorrandi (5) mingi lahend
£.€yl,siis Fourier®™ poodrdteisendust rakendades saame katte
ka operaatori P(D) fundamentaal lahendi

£= F"1£ <y"c2".

Kui P(-ix) ~ 0 iga x * Bl korral, siis £(x) on vdrran-
dist (6) uUheselt mddratav, kusjuures
£(x)=1i2l2n
P(-ix)
on aeglaselt kasvav funktsioon. Selline olukord on siiski
kaanis erandlik. Tavaliselt pole nullkohtade hulk
Np ={XER : P(-ix) =0}

tihi ning g(x) leidmine vorrandist (5) on siis marksa kee-
rulisem. 1950*a* toestas L.HOrmander, et suvalise konstant-
sete kordajatega diferentsiaaloperaatori P(D) korral on vor-
randil (6) olemas lahend £ *Y ,seega fundamentaallahend £=
= £ eksisteerib*). Muide, lahend £ *¥" pole Np & O kor-
ral Uheselt madratud, kusjuures suvalise kahe lahendi vaheks
on distributsioon, mille kandja sisaldub hulgas Np . lgas

-\
"TOestuse vdib leida monograafiast [15J.

Margime, et pole teada, kas ka igal x-st sodltuval
operaatoril P(x,D) on olemas fundamentaallahend. See prob-
leem pole lahendatud isegi teist jarku elliptilist tudpi
vOrrandite jaoks.
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piirkonnas Q , mis ei sisalda Np punkti, langevad vorrandi
(B) lahendid kokku funktsiooniga (regulaarse distributsioo-
niga) iZITZL .

p(-ix)
' Toone naite. Diferentsiaaloperaatori P(D) =D (=)

korral naeb vorrand () valja nii:
-ixl(x) = @rri/z;
saab naidata, et selle vorrandi tldlahendiks on
EX) = 1@inN“"2reg ™ + cef(¥),

kus c on suvaline konstant ja reg ™ <Y" on defineeritud va-

lemiga

<reg y>= lin ( j +J ) dx (¢ MU
e—*o™N0 cC

Antud juhul Np = (Oj- lgas vahemikus (a,b), mis ei sisalda

nulli, langevad distributsioonid E(x) kokku funktsiooniga

i 2 j . -2
Peab markima, et sageli osutub fundamentaallahend! £ =
= F”ﬂéA praktiline leidmine vorrandi (5) abil Usna komplit-
seerituks. Soojusjuhtivuse vdrrandi ja lainevfrrandi funda-
mentaal lahendi leidmiseks kasutame allpool meetodit, kus

Fourier* teisendust rakendatakse vaid ruumimuutujate suhtes.

3. Hariliku diferentsiaaloperaator! fundamentaal lahend
Olgu n = 1; tahistame sO6ltumatut muutujat t. Vaatleme kons-

tantsete kordajatega diferentsiaaloperaatorit
jin
L<D) =X? + * eee ¢ am-i « - -

Naitame, et tema fundamentaallahendiks on lokaalselt integ-
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reeruv funktsioon

£(D) 19(HUCL) ,
kus
@, kui t*0
0, kui t$0
jJa uU(®) on vdérrandi L(D)u = 0 lahend algtingimustel

oCr) =

u@) =0, U*@© =0,..., u(m2)@©) =0, Uu@m1)© = 1.
Toepoolest, 0"(Y) = /(t), UM)/(t) = UO)/(t) (vt
§ 4.3, 4.4) ning
£EM® =0"(DHUC) +0)U () = /(DU +0()U () =
= <FOUO) + 0(B)U*(Fc) = 0(Lt)U*(tL).
Jatkates diferentseerimist ja kasutades algtingimusi, leia-

me
E(DH® =0(BHUE® (i=0,1,..., m-1)
ja
EMCYHY =$[0(HUM-1H(®] =
= 0"COU (L) + 0(E)UM) (D) =
= <T(®) + 0(E)UM) (D).
Seega

LD E = <T(®) +0o()U(m() + alo()u(m /D) + ..
.. Aamo(U(L) = <T(D) + 0(E)[L(D)UI =<Ff(t), m.o.t.t.
Jargnevas pakuvad meile huvi kaks lihtsat erijuhtu.

1) Diferentsiaaloperaatori  + b korral U(t) = e“bit ja
fundamentaal lahendiks on £(t) =0(t)e

d2

2) Diferentsiaaloperaatori + b2 korral U(t) =

= ®ABnbt v-\? fuuKjamentaallahendiks on £(t) =0(t)
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4. Soojusjuhtivuse operaatori fundamentaal lahend. Soo-
Jusjuhtivuse operaatori » - &2A Tfundamentaallahend £(X,t)
tuleb leida vorrandi

i - aznf = €KX, 10 ®
lahendina. Rakendame vdrrandi mblemale poolele Fourier® tei-
sendust Fx ruumimuutujate suhtes. Kdigepealt paneme tahele,

et Fx I~ =~ Fx£ , sest iga y>(X, )<Y korral

* X <EXE -Ft >=<N V»/*-

Arvestades veel, et

Fx<f,0) = Fx [CT0)./(D] = FXETR).CT® = (O~/2 ./(Y),

saame vOrrandist (6) vorrandi

* a2exB2 £(x,) = @ANAV/2 “/(v), ®")

n
milles kasutasime tahist £= Fx £ . Vorrand (6") kujutab en-
dast fundamentaal lahendi leidmise Ulesannet harilikule dife-

rentsiaaloperaatorile + b, milles b = a2 D4R - Eelmise

du
punkti tulemuste pdhjal

£(X,) = (.rTy”B (De-a2 k»2t.
N
Nagu ndha, on £(x,t) tbkestatud funktsioon, kusjuures fiksee-
ritud t korral on £(x,t) kui argumendi x funktsioon ruumi

Y (RD) element. Poordteisendust rakendades leiame £= F~"£ :
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E(x,t)=(2r)-11/2e<t)ir" e-®2*1W™ -(2T)-% g(®Vv e-a2W 2t=
[ %)% 2
= @m-%0(0 _ 1 - . A = & e 41
(10*)88 cv2t a) (2avn)n

Me vOtsime siin arvesse, et
f(-x) =F(x) Vx <R1L F'ly = B>
(pdhjendadal),
Niisils, soojusjuhtivuse operaatori :J}J'E a?Ll, funda-

mentaal lahendiks on
Hdl 2

E(x,t) =-110 - e ~ ) )
(2av?t)n

5* Laineoperaatori fundamentaallahend. Lainevdrrandis
esineva diferentsiaaloperaatori :—fi - a2,£l. fundamentaal la-
T
hend £(x,t) tuleb leida vbrrandi

41 - a2h £ - cT(x,©)
3t2

lahendina. Toimides samal viisil nagu eelmises punktis, leia-

me, et fg: Fx £ rahuldab vorrandit

+azjx|R| (x>t) = (2MWy'w2 . </(t)
o] w4
ja avaldub kujul (vt. teist naidet punktis 3)
E<x,t> = (2D-“/2 0O(t)
Seega

ecx.t) = (2r)-"*r f;1 . (8)

Teguri O(t) tottu piisab leida — —yY"™"™ wvaid t>0 kor-

131



rai. Rakendades § 8 valemit (25) r=at korral, saame

N2/t -IX]D),  kui n=1;

F“1l sin atkxK At _FXH) kui n=2; ©
1bH VEVI K1
L2SF bl ¥Yr e *ui n=5-

Siin Y "E€D'®D on finiitne distributsioon, mis toimib
pohifunktsioonidele jargmiselt:

«'sat*/> JJ IN4s (t0)

sat
(pindintegraal ule sfaari Saflc keskpunktiga koordinaatide al-

guses ja raadiusega at).

Valemitest (8) ja (9) saame, et laineoperaatori

2
oat - sxn, kui n=1;
£(x,t) = o &at - lixt kui n=2; (11)
Ix1
- Cx), kui n=3e
V 4Ta2t at

Me vOtsime arvesse, et O0(t)0(at - fIx]) =@Cat - |pdD).
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§100. Cauchy Ulesanne soojus -

juhtivuse vorrandi jJaoks

1. Soojusjuhtivuse operaatori fondamentaallahendi oma-

dusi. Soojusjuhtivuse operaatori fundamentaallahendi

0(® -y !
) = — —=—z e Fp* 1
ecx.t) Ga Virt)z » (@)
ae leidsime (vt. § 94-) kui vorrandit
Il - aAS = fW-At) @

rahuldava distributsiooni. Funktsioon £(x,t) on positiiv-
ne, lokaalselt integreeruv, (X,t) ¢ (0,0) korral koguni

I6pmata diferentseeruv klassikalises mfttes. Naitame, et

J E(x,B)dx =1 O <t<<?). (©)
R3L
Toepoolest, t>0 korral O(t) =1 ja
,'44 w
JEop,Ddx = — — —— [ 8 A 1ax =
gn (2av™t)n Rn x=2aVt £

=—1 \ B—"r4K = ﬁ : 1. cv
Ne I_)I'n pn &, 51 )
Naitame veel, et
g(x,t) —» oX) ruumis IR, kui t ==+0, (@)
s.t. iga y>*1KH1) korral
J £ (X, ©) y?0)dx — * \»(0), kui t-*+0. “"

Rn
Toepoolest, virduse (3) pdhjal
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J & (X, t)y>(x)dx = J S(x,t)[yi<x) -y>(0)]dx ¢ ~(0)
R1L Rn

ning koondumise (4*) naitamiseks piisab veenduda, et
J g, DIy(X) -y?(0)]dx —»0, kui t “w=Q. ®)

R
Olgu antud kuitahes vaike £ ? 0. Toetudes funktsiooni ~(X)

pidevusele ponktis x = 0, leiame sellise <f>0, et

IMI <7/ 1T - F(O)¥ > £. ®
Siis
Jj EGLBDJYy) -~ (0)Jdx |~
R1
* ] E(x,t)]tf(x) -~0)]dx + I & (x,1)]y>(x) -y?(0)]dx <
IMI<<T Ixi *(F
£ I 6(x,t)d 0*t< M)*
(6)?(3) T 1MI»</"(X ) o ¢ < @)

kus e = const on funktsiooni jJy?(X) —y"(0)j toke. Viimane in-

tegraal laheneb t -f+0 korral nullile:

6 (xft)dx ———(——7 =r-5 f _@'

VIrt) x—2a \/F
1ixhitF JXI/
=ml m L e dv —»0
(VDn J . 5

(t ¢0 korral integreerimise piirkond kahaneb). Seega kul-
lalt vaikeste t>0 korral
OO - @ S(x,D)dxj <2 e

Rn
ning £>0 suvalisuse tdttu on see samavadrne koondumisega

(B)* Koondumine (4) on sellega naidatud.

Margime, et koondumise (4¢) naitamisel me kasutasime
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vaid jargmisi funktsiooni y?(X) omadusi: tdkestatust ruu-
mis RIl ning pidevust punktis Xx e 0. Seega koondumine (4%)
leiab aset mitte ainult funktsioonide korral, vaid
ka suvalise tokestatud, punktis x = 0 pideva funktsiooni
korral. Seda markust laheb meil edaspidises vaja.

Peatume fundamentaallahend! £(x,t) fillsikalisel inter-
pretatsioonil. Soojusjuhtivuse vOrrandi U\ = a2ﬂ u e f(x, )
vabaliige kujutab endast konstantse teguri tdpsuseni soojus-
alllkate tihedust kehas (vt. § 1.5)* Vorrandi (2) vabaliiget
)*ef(t) vdib interpreteerida kui punktis x = 0 paikneva
soojusallika "tihedust", kui see punkt-allikas kiirgab aja-
momendil t = 0 Umbritsevasse ruumi Uhiku soojust. Funda-
mentaallahend £(x,t) kui soojusjuhtivuse voérrandi (2) lahend
kujutab endast keha temperatuuri punktis x ajamomendil t,
mille on pdhjustanud punkt-allikas. VBrdus (3) tahendab, et
igal ajamomendil t >0 on summaarne soojushulk kehas jaav.
Koondumist (4) vOib interpreteerida nii: t -»+0 korral l1&-
heneb soojusvali S(x,t) soojusvéaljale ajamomendil t = O.

Kuna £(x,t)>0 1iga t>0 korral, ajamomendil t * O
aga on temperatuur punktis x 0 vOrdne O-ga, sSiis soojus
levib kehas I16pmatu kiirusega. See on vastuolus tanapaeva
kujutlustega energia levimisest - energia levimise kiirus
on alati tokestatud (ei Uleta valguse levimise kiirust).
Niisiis teooria seisukohalt ei kirjelda soojusjuhtivuse
vorrand soojuse levimist killaldase tapsusega. Tehniliste
Jt. praktiliste rakenduste seisukohalt on aga tépsus osutu-
nud kullaldaseks. Energia levimise kiiruse I8plikkuse ar-
vestamisel jouaksime nn. Ulekandevdrrandini. Viimane Kirjel-
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dab eelkdige luhilainelise kiirguse (valguse) ja elementaar-
osakeste levimist keskkonnas, olles sellega atmosfaari- ja
tuumafiisika Uhes pohiliseks virrandiks. Ulekandevdrrandi

tuletamisega vOib tutvuda Opikus [1].

2. Cauchy ulesande lahendamine hariliku diferentsiaal-
vOrrandi korral. Siin selgitame soojusjuhtivuse vdrrandi
lahendamisel kasutatava meetodi ideed lihtsama vOrrandi na-

jal. Vaatleme Cauchy Ulesannet
¢ bu = f(©), u® = wo, @)

milles vabaliige f(t) on mddratud ja pidev poolteljel t*O0
ning lahendit u = u(t) otsime samuti poolteljel t»0.
Jatkame funktsioone u(t) ja T(t) nullvaartustega piir-
konda t<O:
u(t), kui t>0, v rF, kui t»0,

uw = 0, kui t=*0, T = 10, kui t<0.
Vaadeldes funktsiooni iL (regulaarse) distributsioonina,
leiame tema Uldistatud tuletise Dilc D". Kuna iga y¥£JO kor-

ral
40 e8]

DA, > = - <yu,Dp>= - ] UMDy>"(Ddt = - Ju(by»"(t)dt

@ ? 0]
= - [U®YI(D] ¢ JUF®Oy»(Ddt = y>(0)u(0)+J utt)/Kt)dt
~ 0 @
= u(O)</,y>> + <u’.,yp>,
siis

Du

u©)<T(®) ul , ®

u"(®, kui t>0,
0 , kui t<O0

u(®
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on t ¢ O korral funktsiooni 6(t) klassikaline tuletis.
Vordusest (8) teeme jargmise jarelduse: kui u(t) on
Cauchy Ulesande (7) klassikaline lahend, siis distributsi-

oon u(t) rahuldab vorrandit
DFf + bu = F(t) + u0</(D. a»
Toepoolest, iga "*JD(Rﬂ) korral
<Du + bu,>"="u"+ bu u@®</J =~f + ul<T,y>t m.o.t.t.

Vorrandil (7") on 16pmata palju lahendeid: liites min-
gile lahendile vastava homogeense vorrandi suvalise lahen-
di, saame taas vOrrandi (77) lahendi. Kuid meid huvitavad
ainult sellised lahendid u *£)", mille kandjad sisalduvad
poolteljel t »0. Allpool naitame, et selliseid lahendeid
on vorrandil (7%) parajasti Uks (ning jarelikult on tolleks
ainsaks lahendiks lahend u(t), mille saime Cauchy ulesande
() lahendi u(t) jatkamisel nullvaartustega piirkonda t <0).

Operaatori D + b fundamentaallahendiks on (vt. 8§ 9*3)

() =0(t)e~-bt ;
8 9 teoreemi 2 kohaselt on
u = S0*(F ¢ uda)
vorrandi (77) lahendiks, kui vaid see konvolutsioon eksis-

teerib. Konvolutsioon 60*cf eksisteerib, kusjuures

£0*/= *0
(vt. § 6.5). Me vaidame, et eksisteerib ka konvolutsioon
O*f. See jareldub nditeks § 6.6 Ulesande 6 tulemusest

(supp £0 ja supp f sisalduvad poolteljel t>0). Esitame
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siiski ka vahata tbOestuse, teietades Uhtlasi valemi £0*£
Jaoks. Konvolutsiooni £Q*f eksisteerimiseks ja lokaalseks

integreeruvuseks piisab (vt. 8§ 6.3)» et funktsioon
@
h(t) * J Jg0¢t -TF) |dir
/ ~m
oleks lokaalselt integreeruv. Funktsiooni f(t) definitsiooni
kohaselt

h(® * JlgQ(t -NT(r)|dr;

o
arvestades, et r >t korral 6Q(t -i) = 0, saaae
t
jleoct -nNf(r)|dr, kui t*0,

h(® =<
0, kui t<O.

See funktsioon on ilmselt lokaalselt integreeruv (Ja isegi

pidev). Seega konvolutsioon 60*F eksisteerib, kusjuures

t

J e“b(t-NF(r)def fai t>0>
@O*PH(®) -IrCt-rArdT = O

", kui t<O.

“ = &0*fF + uoSo

vorrandi (77) lahendiks, mille kandja sisaldab poolteljel
t>0; 89 teoreemi 2 pbhjal pole olemas kahte erinevat lahen-
dit GLj.u”a", mille kandjad sisalduvad poolteljel t>0,
sest selliste lahendite korral eksisteerivad konvolutsioo-
nid R0*«2 tUlesanne 6).

Teeme kokkuvotte. Cauchy Ulesande (7) asendasime jJarg-
mise Ulesandega: leida vorrandi (7°) uldistatud lahendid,

mis t<0 korral vbrduvad nulliga. Viimane uUlesanne on Uhe-
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seit labender, lahendiks on funktsioon u = £0*f * 10&05
Cauchy ulesande (7) lahendi u(t) saane, kitsendades funkt-
siooni u(t) maaramispiirkonda poolteljele 1t»0:
Tt
u(®) = j e“b” 7"TM(r)dr ¢ uee’bt.

o
Pohimotteliselt samasugust meetodit kasutame allpool

Cauchy uUlesande lahendamiseks soojusjuhtivuse vorrandi kor-

ral, jargnevas paragrahvis aga ka lainevorrandi korral.

3. Uleminek Cauchy ilesandelt Uldistatud Cauchy iiles-

andele. Vaatleme Cauchy ulesannet
|0 = a2 u + f(x,1), (©)

u(x,0) * a0(x)- (1)
Oletame, et vabaliige f(x,t) ja algvaartus uQ(x) on pi-
devad x eR1l, t>0 korral ning et uUlesandel on olemas klas-
alkaline lahend u(x,t), a.t. u(x,t) on pidev xR0, t*0
korral ning rahuldab algtingimust (00), xeR11, t>0 korral
aga eksisteerivad ja on pidevad ka vorrandis (9) esinevad
tuletised ning vorrand on x €Rn, t>0 korral rahuldatud.
J&tkame funktsioone u(x,t) ja F(x,t) nullvaartastega

piirkonda X <Rn, t*O0:

fu(x,t), kui t>0, rf(x, t), kui
ux,t) = j fx, * _
0 , kui t=*0, 0 , kui t<O.

Funktsiooni u(x,t) vaatleme distributsioonina ja leiame
tema (Uldistatud) tuletised. Kuna u(x,t) on katkev funkt-
sioon, siis on oodata, et klassikalised tuletised erinevad

Uldistatud tuletistest. Segaduste &arahoidmiseks kasutame
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kirjutusviisi uldistatud tuletiste tahistamiseks,

kirjutusviisi cLfu,;,; aga klassikaliste tuletiste tahis-

tamiseks, s.t.

“ia » kui t>0
ol kui t<o

f ut, kui t>0 w /
—_ *
=10 kit<o” S%%GTY

(t 3 o korral pole klassikalisi tuletisi oleaas).
lga y>£JD(Rn7D) korral

<]§,f> =-<5, fl>= -/ /.(*,« dedi =
gVu -oo
=- 1 j oo ok =
B? o
~ - J {fu(x,tvx,t)] - 5 ut(Xx, Dy?(x, Hdt}dx -
Rn =0 o

e}

J {0y x,0) ¢ | ut(x,By(x,t)dt}dx =

Rn -°

U0 (Y, «F(D),y>(X, D>>4- UT(X,1),y>(X, 1) > =
WOGYCT(D) ¢ Ut(xrD),yy,

<al,u>= <g >=Tr 5(,o =
H SxF Jin ax?
= ff u(x,t) = dxdt =
ORn AXi (ositi)
®
- J [ »X! (X, ) X, t)dxdt =
oR* 11
—_ H * _— —
= I, @x coopeenodr =<\ >
Seega
-iJ* = WQEY-/(t) + Uk, G=1,....,m. @D
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Muuhulgas me ndeae, et ruumimuutujate x» suhtes vbetud Ul-
distatud tuletised langevad kokku klassikaliste tuletiste-
ga. Seetdttu vOime tahist A kasutada nii klassikaliste kui
Uldistatud tuletiste mottes.

Valemitest (11) teeme jargmise jarelduses kui u(x,t)
on Cauchy ulesande {(©)»(10)} lahend, siis nullvaartustega
Jatkamisel saadud distributsioon uc 3)"(+1) rahuldab vor-
randit

~ = a2A u + F(X, ) + uQQO*/(P). 2
Toepoolest, iga F«Z)(Rn+1) korral
</§t - a2f u,y>(?i§uo(x) /(O + ab - a2j u, T >

Funktsioon ut - a2/l u on lokaalselt integreeruv ning pea-
aegu koikjal (konkreetsemalt, t 4 O korral)
uE - a2ju="+F

(vaadelda eraldi punkti, kus t>0 ja t<0!). Seega
- az2p U, fF >=<u0)-oT(® + F >, m.o.t.t.

Uldistatud Cauchy iilesandeks soojusjuhtivuse vorrandi
jJaoks nimetame jargmist Ulesannet: leida distributsioon
u(x,t) £ D{Rn+1), mis on vordne nulliga t<O0 korral ja
rahuldab vérrandit (12); uQ() e D (RID ja f(x,)F " (RI)
on etteantud distributsioonid, kusjuures t<0 korral
f(x,©) = 0.

Paneme tahele, et viimane tingimus f(x,t) kohta on
uldistatud Cauchy ulesande lahenduvuseks tarvilik. Tdepoo-
lest, kui lahend u eksisteerib, siis t<0 korral
ffx,) = 0 (lahendi definitsiooni kohaselt), siit aga jarel-
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dab, et t<O0 korral vbrduvad* nulliga ka a Uuldistatud
tuletised. Kuna t<0 korral ka <f(®) = 0, siis vOrrandist
(12) saamegi, et t<0 korral f(x,t) s O.

Kéesoleva punkti pdhitulemused vOib kokku votta jargmi-
seks lauseke: kui u(x,t) on Cauchy Ulesande {(9)*(0)} klas-
sikaliseks lahendiks, siis nullvaartustega jatkamisel saadad
funktsioon u(x,t) on uldistatud Cauchy tlesande (12) la-
hendiks (milles f on saadud vabaliikme F(x,t) nullvaar-

tustega jatkamisel).

4. Uldistatud Cauchy llesande lahendamine. Vaatleme iil-
distatud Cauchy Ulesannet: leida distributsioon n(x,t) *
£ 3H\X*1), mis t<0 korral vordub nulliga ning mis X <Rn,

-00 <t< & korral rahuldab vorrandit
= a2An + T(x, ©) ¢ uQX)*/(1), 3)

on etteantud distri-
butsioonid, t<O0 korral f(x,t) =0.
Votame kasutusele soojusjuhtivuse operaatori - a2l
fundamentaallahend! £(x,t), vt. valemit (1). § 9 teloreemi 2

péhjal on uUheks vorrandi (3) lahendiks
u = £, )» [If(X,t) ¢ u0(X)«<T(D)J, s

kui vaid see konvolutsioon eksisteerib ruumis o0O{RnT>). Osu-
tub, et valemiga (14) defineeritud distributsioon ongi siis
Uldistatud Cauchy ulesande lahendiks, s.t. lisaks vOrrandi

(13) rahuldamisele on taidetud veel tingimus: <0 korral
u(x,t) s 0. Viimane jareldub jargmisest lemmast, kui vdtame

arvesse, et t<0 korral £(,t) =0, Ff(x,t) *0, </ sO.
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Lemma 1. Olgu distributsioonid g(x,t) ja h(x,t)
sellised, et t*0 korral g(x() » 0 ja h(x,t) = 0. Kui
nende distributsioonide konvolutsioon eksisteerib, siis tcO
korral ka (g*h)(x,t) = 0.

Tdestus. Me peame naitama, et <g*h,f >= 0, kui

suppy ¢ {(X, ) £ERntl : xcR1L, t<0}.
Viimasest sisaldavusest jareldab sellise <P <f(f) >0 ole-
masolu, et
supp™ ¢ {(x.t)« ™1 : xtfil]
Olgu a(t)e C°° selline funktsioon, et t--" korral
a( =0 ja tz - korral a(t)

1 (@oon. 18). Siis

a(Hhg(x, ) = gix, v,

Joon. 18. Joon. 19.

Konvolutsioon! definitsiooni kohaselt
<g*h,j0o> = Nifl <g(X,)*h(y,s), ek(x,y,t,s)f(xty, t+s) >,

kus efE”™(R2n+2) on suvaline jada, e™—»1 ruumis
R2n+2. VBrduste (15) pohjal

<g*h,f> = ~Mim <a(g(x,)*a(s)h(y,s), eB'\C«y, t+s)> =
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= kliB® <s(x,bD«h(y,a), eka(Da(e) (x+y, t+s)>.

Paneme tahele, et funktsiooni a(a(s)yo(xty, t+s) kandja
sisaldab hulgas

{(x,y,t,8) *R2n+2s X, yERn, t»-" s>- /[, t+s - <f\,

mis viimase kolme vlrratuse totta on tihi (Joon. 19)* Seega
a(®ace)y?(xty, t+s) =0 ja <g*h, ~> = 0.
Lemma 1 on tdestatud.

Niisiis, konvolutsioonide
VX, 1) = £, D*F(xF), V/A°4x,t) a S(X, ). L) “<f®]

eksisteerimise korral on uUldistatud Caachy utlesandel olemas
lahend u =V e VA0~ Distributsioone V jJa nimeta-
takse soojuspotentslaalideks. Soojuspotentsiaal 7 on teki-
tatud kehas olevate soojusallikate poolt (soojusallikate ti-
heduseks on T(x,t)); soojuspotentsiaal 470} on tekitatud
kull algvdartaste uQ( poolt, kuid nende mdju on samasu-
gune, nagu soojusallikatel 'tihedusega"™ u0Q)*cT(Y).-
Soojuspotentsiaalid V ja eksisteerivad nai-
teks, kui f(x,t) ja u.(X) on Finiitsed. Jargmistes
punktides anname veel mdned olulised piisavad tingimused

so0j uspotentsiaalide eksisteerimiseks.

5. Soojaspotentslaal V. Tahistame simboliga U jarg-
miste omadustega md0tuvate funktsioonide F(x,t) hulga:
t<0 korral f(x,t) =0; igas ribas xeRll, Oo£t*T on
f(x,t) tdkestatud.

Teoreem 1. Kui feil, siis soojuspotentsiaal V =£*f

eksisteerib, VeU ning avaldub kujul
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V,t) »FF e *ACFfc-0 — fg .n didr (t o) (16)
i& [2«\7~0Jdn S

Kehtib vorratus

v(x,t) |4t su o t©0). 17

v, D f€R,8it*t|(1D| (>0) an

TOdestus . Funktsioonid £(x,t) ja fXx,t) on
lokaalselt integreeruvad. Veendtute, et funktsioon
h(*,t) ij £ |E(x-f, »-*)/(«£,r)]afcar
D Rn

kuulub klassi H ning on seega saauti lokaalselt Integree-
ruv. Toepoolest, T <0 korral f(£,r)"*0; t-I<0 kor-

ral £(x -£, t -r) = 0. Siit on lihtne ndha, et ti0 kor-
ral h(x,t) s 0, t>0 korral aga
T

h(x,©) -JJ  |6(x£,t-O)]] F(F,r)|dEdr *

oRLL
T
~ sup If(fe,n| = [ [ £, t-r)ddr =
£€R s o*T-t o Rn (©)
=t sup IfE.NDJ - as)
focRn, Otr™t

Sellest vOrratusest saamegi, et hell.
Funktsiooni h(x,t) Ilokaalsest integreeruvuseet ja-
reldub (vt. § 6.3)» et funktsioonide £ ja f konvolutsi-

oon

EDEY = ] J EG-],t-r)FES,rdsdr =
-0 jjn

t
=T f 6(x-],t-Nf,r)dfdt
o RL
eksisteerib ja on lokaalselt integreeruv funktsioon. Asenda-



des eilin £(x,t) tema avaldisega (1), saame valemi (16).

Kuna beM ja

Ivix)l = IEHED] *hx, D),
siis ka V<M. Vorratus (17) jareldub viimasest virratu-
sest ja vOrratusest (18).

Teoreem on tdestatud.

Potentsiaali Va £*f = & vdib kirja panna ka va-

lemiga (16) samavaarsel kujul w2
t -0

Vix.t) = F f f(x-t.t-t) , 1 e 48 1
J Jjn > [2aVS]n

Ulesanne 1. Naidata, et V(x,t) on pidev igas punk-
tis (XjoarRo4™, kui fell on pidev xeRn, t»0 korrall

Ulesanne 2. Naidata, et funktsioonil V(x,t) on ole-
mas pidevad osatuletised ruumimuutnjate x suhtes, kui
funktsioonil fTeU on olemas vastavad pidevad osatuleti-
sed x éRI, t~0 korral ning need osatuletised on tbkesta-
tud igas ribas 0 *t*T.

Esitame veel Uhe ulesande formuleeringu; lahendamise-
le soovitame asuda parast jargmise punkti materjaliga tut-
vumist.

tulesanne 3. Naidata, et funktsioonil V(x,t) on piir-

konnas x £R11, t>0 olemas pidev osatuletis
*n

" Peetakse silmas f(x,t) pidevust t»0 korral, kui
T(x,0) on defineeritud parempoolse piirvédrtusena t -*+0
korral; vasakpoolseks piirvaartuseks on 0 (vt. funktsiooni-
de hulga U definitsiooni) ning t = 0 korral vdib funktsi-
oonil f(x,t) olla uldiselt 16plik hipe.

Samasugune tapsustus tuleb teha Ulesannete 2 ja 3 for-
muleeringus. 140



funktsioonil fetF on selles piirkonnas olemas pidev osa**

tuletis “la on toOkestatud igas ribas OItET.

6. Soojuspotentsiaal
'I:eoreem 2. Eui ue(x) on tokestatud funktsioon ruumil
R1l, siis soojuspotenteiaal 7~ = 6 «[UWQ(X) <f(t)] eksistee-
rib, kuulub funktsioonide hulka H ning on tdkestatud ruu-
mil R1L:
sup J7N(x,t)] £ sup fu )I- 09)
x,t X
Piirkonnas x tR1l, t>0 on 77°\x,t) I6pmata diferentsee-
riv ja esitatav nn. Poissoni integraalina

7@, ) = —1- J e *2t Q(hdJ >0). (20)
(2aVsFt)n 05 J

Eui funktsioon uQ(x) on pidev ja tokestatud ruumil
R1, siis
t—»e0 korral 7N, D) —» LQX).- D
TOdestus . Funktsioon Q1) = WQ()«O(t) on
tokestatud ruumis ja vordne nulliga t<0 korral,
mistdttu FO£ M. Teoreemi 1 pbhjal eksisteerib konvolutsi-

oon 6*f0« £7(Rn+1)- Euna
N (EFF0) = £* fo = [LO(X) .67 (B)]=E. [UOC)—<F(D)],

siis eksisteerib ka konvolutsioon 77°"= £ «fuQ()*/(D] 6

£jD,(RN"™1) aing
v(@©) =J_ (g*fo).

Funktsioon £*f0 = S *uo(x>0(t) e M avaldub valemi

(16”) kohaselt kujul
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2

uftG-fic) — -— e ™ N dfodf, kui t>0,
é#_ g( I) (2avix)n 5
6O (X, ) =
O, kur t<0,

millest ndeme, et ta on pidevalt diferentseeruv t jargi
t>0 ning t<0 korral. Kuna selle funktsiooni uhepool-
sed piirvddrtused t-»0 Jja t-y-0 korral langevad

kokku (vBrduvad nulliga; vt. (7)), siis uldistatud tuletis

dt (6*1%!) on lokaalselt integreeruv ning langeb kokku klas-
sikalise tuletisega: .

VO&.H =" )X, D =

udJ2

J uQ¢-fc) e 4afcd”™,kui t>0
(aVron gn

0, kui t<0. 0%

Teades, et funktsioon VM°~(x,t) on lokaalselt integreeruv,
vOib tema puuduolevaid vaartusi t = 0 korral defineerida
suvaliselt, naditeks kasutades Uhepoolseid piirvaartusi
t—>10 korral, kui viimased eksisteerivad. Muide, maini-
tud Uhepoolsed piirvaartused on uldiselt erinevad - see ja-
reldub koondumisest (21), mille peagi tlestame. Oletame, et
VAN(x,0) on mingil viisil defineeritud, [v*\X,0)[ $ JWO)J .

Vorduse (20%) pbhjal iga x eR1l, -ocxt™«<*® korral

. jm!

l,t | - - - 48 6 dk =
Mo)(LO )s(ugn IUO(X)I (2aVvrt)n |he > (?)
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= sap |LOR)I,
xeRB

millega on tdestatud funktsiooni V/M°A(x,t) tdOkestatus ja
vOrratus (19). Siit jareldame ka, et V™« M

Valemi (20) saame valemist (20*) muutujate vahetuse
teel. Muide, kasutades funktsioonide konvolutsioon! muutuja
X suhtes, vOime iga t> 0 korral kirjutada valemi (20) kujul

=£*uo» valemi (207) aga kujul = ug*£ f ning
valemite (20) ja (20*) samavaarsus jareldub konvolutsioon!
koomutatiivsusest.

Valemile (20) toetudes on lihtne ndidata, et t>0
korral on funktsioonil V~°~A(x,t) olemas ja pidevad kdik-
vOimalikud tuletised x ja t jargi. Jatame tlestuse Uk-
sikasjad lugeja hooleks.

Jaab veel nadidata, et pideva ja tbkestatud funktsiooni

W) korral leiab aset koondumine (21). Piirprotsessis
t-»+0

@, 20*)jiIn
m.o.t.t. Meenutame siinjuures, et koondumiseks (4%) piisas

V() (,b) = J uo(x—£)£(:,t)de<r:Z_5 UO(X_FI)'IIH> = uo(x),

vastava funktsiooni y (antud juhul uQ) pidevusest ja tokes-

tatusest.
Teoreem 2 on tdestatud.
Markus. Teoreemi véaidet (21) vdib mdnevdrra tugevdada:
xn —»X, t—*+0 korral V™"On,©) —» UQX)- (2 =)
Seega, defineerides V~°)(X,0) = u0(xX), saab v(°) pidevaks
kinnises piirkonnas Xx«Rn, t»0.

Ulesanne 4. Olgu uQ(xX) tokestatud ruumis Rn ning pi-
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dev punktis x* <RIl (Ulejdénud punktides vdib ta olla kat-
kev). Naidata, et t—-*+0 korral V(@©)(C&*,t) —*=u0(x").

7. Uldistatud Cauchy illesande seade korrektsus. Resi-
meerime nuld punktides 4 - 6 saadud tulemused.

Teoreem 3« Kui £eM ja u0O(X) on tdkestatud funkt-
sioon ruunis R3L siis Uldistatud Cauchy tlesandel (13) on
funktsioonide klassis M olemas parajasti iUks lahend ning

see avaldub kujul
u(x,t) = VA(x,t) ¢ V(x, b,

kus V ja v™0”™ on valemitega (16) ja (20) avalduvad funkt-
sioonid (soojuspotentsiaalid). Lahend s6ltub Ulesande lah-

teandmetest pidevalt jargmises mottes: kui
ITCLE) — FXL,BDI<E£, W) - Q)] <eQ (X eE1l, O0*t<«»);

siis vastavad lahendid u ja U rahuldavad igas ribas

XxfR1, O “t4 1 voOrratust
Jux,©) - ux, | £ TE + £0. (€2)

Kui  u0(X) on pidev ja tdkestatud ruumis Rn, siis

t—»+0 korral u(x,t) —¢U0(X). 3)
TOestus. Teoreemide 1 ja 2 kohaselt eksisteeri-
vad soojuspotentsiaalid V =£*f ja =6 * L) </(DJ,

need kuuluvad funktsioonide klassi 1. ja avalduvad valemi-
tega (16) ja (20). Seega uUldistatud Cauchy lahend u =

= y(®) +y eksisteerib klassis M. Veendume, et see lahend
on ainus klassis M. To6epoolest, kui ttpUg”™™M on lahendid,

siis teoreemi 1 pdhjal eksisteerivad konvolutsioonid £*u®,
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£*u2 ning 8 9 teoreemi 2 pbhjal o, = u2.

Vorratus (22) jareldub vBrratustest (17) ja (19)» »ida
rakendame funktsioonidele f - f ja u0- uQ vastavatele
sooj uspotentsiaalidele.

Koondumine (23) jéareldub koondumisest (21) ja vOrratu-
sest (17)» mille kohaselt V(x,t) —»0, kui t-» O*

Teoreem 3 on tlestatud.

8. Klassikalise Cauchy Ulesande seade korrektsusest.

Vaatleme klassikalist Cauchy ulesannet

§g = azflu + f(x,0), ux,0) = WQ) @)
Ja temale vastavat uldistatud Caucby tlesannet

|H=2az2l u+ f(x,t) + ucx)*/(v), (25)

kus f(x,t) on piirkonda x eB3l, t<0 jatkatud nullvaar-
tustega. Eelmises punktis tdestasime teoreemi uUldistatud
Cauchy Ulesande korrektsusest. Teatud lisaeeldustel osutub
uldistatud Caucby llesande lahend ka klassikalise Cauchy
Ulesande lahendiks. Need lisaeeldused peavad garanteerima
lahendi sellise sileduse, et see vOiks pretendeerida klas-
sikaliseks lahendiks.

a) Olgu Ff(x,©) r o ning olgu uQ(X) pidev ja tokes-
tatud ruumis RIL Uldistatud Caucby iilesande (25) lahendiks
on sel juhul V~A°~(Xx,t). Teoreemi 2 kohaselt on VMN(X,1)
I6pmata diferentseeruv xeR3, t>0 korral ning pidev
XTrRn, t*0 korral, kusjuures

VAC\X,0) = 1im V™)X, = u ();
t >
8 9 teoreemi 1 pbhjal on vOrrandi ut= a2l u
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klassikaliseks lahendiks piirkonnas x€R1, t>0 (paneme
téhele, et mainitud piirkonnas uOQ)»<f(t) = 0; tuletame
ka meelde, et me ké&sitleme juhtu, kui TF(X,t) s 0). Seega

u = W°N(x,t) osutus klassikalise Cauchy tlesande

|IH = a2y, u®x,0) = uQQ
lahendiks.

b) Olgu wn0@E) - 0 ning olgu funktsioonil F(x,t)
piirkonnas x «Rn, t>0 olemas pidevad osatuletised
nn J'I2 2T

2-4,...,—
Ox% ax*
letised kuulugu klassi U (parast nullvéartustega jatka-

kusjuures Ff 1ise ning tema mainitud tu-

mist piirkonda t<0). Uldistatud Cauchy iilesande (25) la-
hendiks on antud juhul V(x,t). Tehtud eeldustel on V(x,t)
kinnises piirkonnas x £B1l, t>0 pidev, V(x,0) =0, lah-

tises piirkonnas x”B1l, t>0 aga eksisteerivad ja on pi-
devad osatuletised ,— Y — J (vt. teoreemi 1 ja

tUlesandeid 1 - 3). Siit teeme jurelduse, et funktsioon
u =V, t) on lahendiks klassikalisele Cauchy ulesandele
= a2iin + f(x, 1), u(x,0) = 0.

c) Vaatleme nidd tldjuhtu, kui f(x,t) Jja uQ() voi-
vad mblemad erineda nullist ja rahuldavad eespool pustita-
tud sileduse ndudeid. Siis funktsioon u = V™0™ + VeM on
klassikalise Cauchy lUlesande (24) (klassikaliseks) lahendiks.
See jareldub alajuhtudes a) ja b) saadud tulemustest.

Veendume, et ei leidu kahte klassikalist lahendit
un,U2 € M. Toepoolest, parast nullvdirtustega jatkamist

piirkonda t<O0 osutuvad klassikalised lahendid uUldistatud
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Cauchy Ulesande lahenditeks (vt. punkt 3) ning teoreemi 3
pdhjal tj s Ug.

Klassikaline lahend sdltub pidevalt lahteandmeteet sa-
mal viisil nagu Uldistatud Cauchy lahend, mis on kirjelda-
tud teoreemis 3*

Kokkuvottes voime 6elda, et klassikaline Cauchy ules-
anne (24) soojusjuhtivuse virrandi jaoks on seatud korrekt-
selt.

Margime matemaatiliselt pbhjendamata, et Cauchy tles-
anne soojusjuhtivuse vOrrandi jaoks ei osutu korrektseks
negatiivse aja suunas. Piirdume juhuga, kui kehas puuduvad

soojusal likad:

z—a2lu (X<RL, - TAr<o), ux0) =uX). @6
Sellise Ulesande mittekorrektsus on fllsikaliselt tsna ilm-
ne. Toepoolest, me vOime konstrueerida sellise soojusjaotu-
se kehas etteantud ajamomendiks r< 0, mille korral keha
ladhedaste osade temperatuurid on kull tugevasti erinevad,
kuid kompenseerivad Uksteist Kkiiresti, nii et ajamomendiks
N'= 0 on temperatuuride kdikumised kehas juba kuitahes
vaikesed. See nditab, et lahendi s6ltuvus llesande (26)
lahteandmetest %(*) ei saa olla pidev: vaikestele muu-
tustele funktsioonis uQ(x) vlivad vastata kuitahes suured
muutused lahendis u(x,r).

Ulesande (24) korrektsus ja iilesande (26) mittekorrekt-
sus on seotud soojusprotsesside mittepddratavusega: So0jus
levib kdrgema temperatuuriga osadelt madalama temperatuuri-

ga osadele, aja kulgedes toimub temperatuuride Uhtlustumine.
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Teades temperatuuride jaotust uQ(x) algmomendil t«=0,
on lihtne prognoosida keha te”eratuuride jaotust mistahes
ajamomendil t>0 (korrektselt seatud Ulesande (24) lahen-
damise teel) ning vaga raske leida, milline oli temperatuu-
ride jaotus mingil ajamomendil z<o - see nouab mittekor-

rektselt seatud tlesande (26) lahendamist.
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§11. Cauchy Ulesanne Jlaine-
vOrrandi jaoks
1 = Uleminek Cauchy iilesandelt ildistatud Cauchy iiles-

andele . Vaatleme Cauchy llesannet lainevlrrandi jaoks:

= a2A u + f(x,0),

u(x,0) = u0(x), TIrx,0) s w(x). 0

Oletame, et vabaliige f(x,t) ja algvaartused W) ja
() on pidevad x £R11, t?0 korral ning et ulesandel
on olemas klassikaline lahend u(x,t), s.t. u(x,t) ja
aeet. on pidevad kinnises piirkonnas xeR1l, t»0 ja
rahuldavad algtingimusi, lahtises piirkonnas xefill, t>0
aga eksisteerivad ja on pidevad ka vOrrandis esinevad teist
jarku osatuletised ning vorrand on selles piirkonnas rahul-
datud. Jatkame funktsioone u(x,t) ja f(x,t) nullvaartus-
tega piirkonda xeR1l, t=O:

Vaatleme funktsiooni u(x,t) distributsioonina. Tema ul-
distatud tuletised avalduvad kujul (vt. §10.3)

kus € fIL . on klassikalised tuletised. Viimast valemit

veelkord diferentseerides leiame Uldistatud tuletise
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2/\
= Ottt ¢ «wW,</() W a0()«/" ().
Nendest Uldistatud tuletiste avaldistest jareldame, et
distributsioon u rahuldab vdrrandit

a-] s a2l u F(x,1©) ¢ ULl)«/ (D) ¢ U OQ«</ (D). (A»)
at2 0

Pohjenduse Uksikasjad jaavad lugeja hooleks (vordle § 10.3)*
Uldistatud Cauchy iilesandeks lainevdrrandi jaoks ni-
metame jargmist Ulesannet: leida distributsioon u(x,t)c
mis on vOrdne nulliga t«0 korral ja rahuldab
vorrandit (1=)5 uQ() € D'RID, v Cx) £ DR ja F(x,He
on etteantud distributsioonid, kusjuures
f(x,t) = 0 piirkonnas xeR1l, t<O0.

2. Uldistatud Cauchy iilesande korrektsus. Vaatleme iil-
distatud Cauchy Ulesannet: leida distributsioon u(x,t)e
mis t*0 korral vordub nulliga ning mis ra-

huldab vorrandit

2

2 = a2l U+ D)+ W)W D) ¢ WLGK/D), @

kus u0(X),ul(X)€ 55"CRI) ja F(x,t) e DARH/I) on etteantud
distributsioonid, t<0 korral f(x,t) =0.
»2 p
Olga £(x,t) laineoperaatori 2-» - a /1 fundamentaal-
dtd
lahend. Tema kuju (vt. § 9.5) soltub oluliselt dimensioonist
n:
[25 O (at-|x]), kui n=1,
6(x,t) =£n(x,t) = j *5 2aV-illZT tUi a = 2~ (@)
- «H X), kul n = 5.
V.4ra2t < at i\
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Funktsioonid £,,(x,t) ja £2Ctt) on lokaalselt integree-
ruvad; distributsioon £j(x,t) on singulaarne ja toimib
pohifunktsioonidele y>2)(F") jargmiselt:

O

at
ehk

<£* 4»r|a'5 j [ “

Valemite (4) ja (4") samavaarsus jareldub jargmistest vor-

dustest:
a
JJ j y(tsdt a=™ J1 | y)Xx, |)dsrar =
o Sat o S,
rr )
mJJ vV - v -Com !
oS, r5

Valemitest (3) ja (¥ loeme valja, et distributsiooni
£(x,t) kandja sisaldub koonuses D)
K =f(x,t) : t© 0, |Ml1at},

Joon. 20.

See vaide on Oige suvalise n korral (mitte ainult
n=1,2,3 korral).
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kusjuures n 3 1,2 korral on kandjaks kogu koonus, n = J
korral aga vald koonuse rajapind. Joonisel 20 on kujuta-
dud koonust K n-1 ja n=2 korral.

Teoreem 1« Uldistatud Caucby ulesanne (2) on lheselt

lahenduv ning lahendiks on
use*[f ¢ u0X)"cT’(® ul()*/(t)Je jb, Rn 7D ®
(konvolutsioon eksisteerib). Lahend s6ltub pidevalt lles-

ande lahteandmetest: kui piirkonnas xeRn, t<0 on
fax,©) =0 ning K-»0 korral
fax,t) —*F(x,t) ruumis D"(+1),
uOk<x) “ik —¢ «<AQ) ruumis A" (KID»
siis leiab aset ka vastavate lahendite koondumine
UpixXge) —*>u(x,t) ruumis ID"RrH<D).
TO6es tue. Tahistame h = f + uUOQ)Y«</(D) ¢
+ 01(X)*</(t). Naitame, et konvolutsioon £ *h eksisteerib.

Vaetavalt § 6 teoreemile 1 piisab ndidata, et hulk
Bc = ((X»®»y»s)€ RBZ*2 "Vn*+ylI12* |tis] 2 *c} D
M (supp £(x,t) xsupp h(y.s) }
on iga c>0 korral tdkestatud. Kuna
supp £(x,t) cK = (X, ) eRn+l : t>0, ||Ix|M at},
supp h(y,s) c f(y,s) eR1¥1 1 8>0},
siis (X,t,y,s) <B  korral Ay]]2+ Jtts] 2* 2 D4 $ at,
v/ A
t90, 8>0, millest
Dxtyjl<c, t+s ic, t~c, ai c,
Xl aat ~"ac, I - [Pl + [xIM(a+1)c.
Seega (X,y,t,s)€Bc korral
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4R+ IMR+ €2+ s2 N a2c2+ (at+l)2c2+ c2+ c2
ning haik Bc on tdkestatud, m.o.t.t.

Niisiis konvolutsioon u = £ *h eksisteerib; § 9 teo-
reemi 2 pohjal on ta vorrandi (2) lahendiks, §10 lemma 1
pdhjal aga £*h = 0 piirkonnas xeR1l, t<0, s.t. £*h on
Uldistatad Cauchy tlesande lahendiks. Uldistatud Cauchy
tUlesande lahend on dUhene: kui u ja v on lahendid, siis
t<0 korral u(x,t) =0, v(Xx,t) = 0 (lahendi definitsioo-
ni kohaselt), jarelikult eksisteerivad konvoiutsioonid £*u
ja £*v ning 8 1 teoreemi 2 pdhjal u = v. Lahendi pidev
sb6ltuvus lahteandmetest (teoreemis mainitud mottes) jarel-
dub koondumisest

fk(, ) + uok(Q)* olf() + ulk()*/(t) —»
—» FOX,1B) + uUQOO)*cT() + ulQ)*cT(D)
ruumis JDL(RM/* ning konvolutsiooni pidevusest.

Teoreem on tdestatud.

Konvolutsioone

VLB = £GD*T(XGD),

VEIX, ) = £(XB)* [WEO* cf(D],

VAN(X, 1) S £ D™ [W GO/ (D)]
nimetatakse (hilinevateks) potentsiaalideks. Vastavalt § 6
teoreemile 1 avaldub <£*f, > iga y»(X,t)ejD(Rn/*) korral
kujul
<£ T, B=<£(X,t) *f(y,s) J(tMaz-/pH)oc(S)y>(xty,t+s) >,  (6)

kus atc C® on mingi Idpmatult diferentseeruv funktsioon
(vt. joon. 21), selline et t <-/ korral *(t) =0, t>-
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korral ce(t) = 1, cf on mingi (kuitahes véike) positiivne
arv. Toepoolest, funktsioonid a(x,t) = x(h)«(a2r2- IKkIR)
ja b(y,s) =0<(8) rahulda-

vad vajalikke ndudeid:

1 D ax,t) =
/ supp & (X,t) Umbruses ja
_— 0 < b(y,s) = 1 hulga supp f(y,s)
Umbruses; 2) hulk /(x,y,t,s)<
Joon. 21. €R2n+2 - vilbx+yH2 #Disll 2 <c]/1

/»>(supp a(x,t)xsupp b(y,s)}
on tdkestatud iga ¢c>0 kor-

ral. Viimase nbude kontroll

on analoogiline hulga BQ tdkestatuse naitamisega teoreemi
1 tdestuses.

3. Potentsiaal V. Olgu f(x,t) Ilokaalselt integree-
ruv, TFT(x,t) =0 piirkonnas xe Rn, t<0. Leiame valemi
potentsiaali V =£*f jaoks. Kuna fundamentaallahendi
6 = £n kuju sb6ltub oluliselt dimensioonist n, tuleb juhte
n =1,2,3 kasitleda eraldi. Peatume lksikasjaliselt juhul

ns 3. lga y>(x,BD)EIDR™) korral
<£3*f,y»=<f(y,s),<E5U,t"o<(tM a2t2-ex||2)o<(d)y>(x+y, t+s)» =
(6 .

Hx1
(X+Y* 8¢ a )

1 y
= —---p <f(y,s), &(s 'f_i —————————— dx >=
4») 47a O-9) ® Jj IX«
1 Trr, % Macty. s+
=172 J 1 1. f(7'S) IM dla7dsi
5 r3

me votsime arvesse, et aa(™p) =1, <@2(™) - IMVR) =
=o<(0)=1 ja o<(s)f(y,s) = f(y,s) . Laheme muutujatelt x,y,s
160



tule uutele muutujatele x"= x +y, y"=Xx, S=s+ S

<z}, fy>= ff fexm-y=. a™-ixli)ia)ddylds's
4Fra-H3 kK3 8 M1

Integreerimismuutujate Umbertahistamise teel (X" w X,
yFf»*¥» s ) kirjutame viimase virduse Umber kujul

n Trr fXxvy,t- -MpO

<63"»”"=w i i i — Fii-------- N ox,t) todydt =
1 FF(x-y,t- H)
= - <J_ - "~ - dy, y2(x,t) >=
47a2 £3 Dvil r

> r f(x-y,t-
*<J -————mm- a._. dy yXt>

~ lyFl<at WA

(Byl>at korral f(»,t- = 0, sest teine argument
saab negatiivseks). Niisiis on =gregulaarne
distributsioon,

N F fF(xy,t- -W)
————jyi a7 (t>0)"’ <N
at
kus Ur = U(o,r),
uUx,r) = i5(x,r) * fytfFR5 s Iy—=di<r J

on kera keskpunktiga Xx ja raadiusega r.

Muutujate vahetusega X -y teiseneb valem (7) ku-
3ule y T
T3U, <) =W J  “TSAL ———— d* (0)i (@
U(x,at)

muutujate vahetusega y = atz (dy = a’t"dz) teiseneb (7)
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kojale

3,0 =~ J dB (t>0). @
U1
Teoreem 2. 1) Kai funktsioon Tf(x,t) on lokaalselt
integreeruv Tung t<0 korral f(x,t) =0, siis samad oma-

dused on ka konvolatsioonil 7~ =6~*f (ning tema arvata-

miseks vOib kasutada naiteks valemit (7))« Kehtib vdrratus

2
uv

(1) eap
12 (F,NEB(x, )

1T [fCt.Til (1< 8 ,t>0, (8
15 5 1
kus

B(x,t) = B5(x,t) ={(",t)ER4s 0&Zi t, ilEx|| = a(t-T)}.

2) Kui*™ £zC2(t>0), siis ka Vj6C2(t»0) ning

7,(x,0) i lim 7,(x,t) =0, ®
5 t >4 *
37,(x,0 a7,(x,t)
- N i) lim — =0. ©"»
3t t mi>
TOdestus. 1) Teoreemi esimeses osas vajab tfes-

tust vaid vorratus (8). 7alemi (7'") kohaselt

2
73¢,0) = |- W3, ), 10)
kus
n r f(x-atz, t (@-ijzlh)
mj<**) =~ L1, a*. (11)
«1
Paneme téhele, et viimases integraalis toimub integreerimi-
ne tle selliste (»P) e mis on esitatavad kujul
)

Hulk Cp(t»O) koosneb funktsioonidest, mis on pide-
vad ja kaks korda pidevalt diferentseeruvad lahtises piir-
konnas xeRn,t>0, kusjuures funktsioon ise ja tema esimest
jJa teist jarku osatuletised on jatkatavad pidevateks funkt-
sioonideks kinnises piirkonnas xeRn,t£0.
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£=x - ata, T=tl - #7)) Orli<D);
siit O«r*t, t -r=tR0, - x| = at |z} = a(t -r), s.t.

(E,r) €B(X, ).

Seetdttu
MB&.O] * sup IfE.Nl-JL j jf-
* (E,NDEBX, )" 5 2iI’JJi «*8
Viimane integraal on lihtsalt arvutatav:
J fc m1f | «*! ¥»«-o
Ul o] Sr o]
Seega .

i i «
IT.C. 1)/ &, r§gg(x,t)

ning vorratus (8) jareldub vdrduaest (10).

If(F.0|

2) vaide Vj(x,t) diferentseeruvuse kohta on ilmne
valemist (10). Seosed (9) ja (9*) jareldavad vordustest
(10) ja viimase diferentseerimisel saadavast vorduaest

av, (x,t) 2 aw,(X,t)
~ht— =-7><**> or -*«— =

Teoreem on tdestatad.

Teoreemi 1 kohaselt on Vj =£*f (ldistatud Caechy
tulesande (2) lahendiks erijuhul, kui u0(i)sO, ) =0.
Eui f6C2(t’\O), siis VWV~ on ka klassikalise Cauchy ules-

ande
2
S=afu + f(x,t), u(x,0) =0, Ux.(x,00 =0
at* c
lahendiks. Toepoolest, V~(X,t) on vajalikul maaral sile

ning vorrandi rahuldamine piirkonnas x€Rn,t>0 jareldub
8 9 teoreemist 1, algtingimuste rahuldamine aga seostest

® Ja (9)-
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4. Potentsiaalid y(°) ja V~A\ Olgu uw®) ja ayj®
pidevad funktsioonid, n = 3* Tuletame valemid potentsiaali-
de

VAO\X,t) =S5, ) *fuo(x)*/ (0],

VALAX, 1) =65(X,) * [LL()*/(D)]

arvutamiseks. Kdigepealt paneme tahele, et
T30)- < W - y3)* Tt w = a2

fOU,t) * w0CON(E), F,,0L1) = ul()*0 ()

on lokaalselt integreeruvad funktsioonid, mis t<O0O korral
vOiduvad nulliga. Toepoolest, konvolutsiooni ja tensorkorru-

tise diferentseerimise reegleid kasutades saame

N 63**1 =S3* ful (X)-0(t)]=S5* UL (X)*/()J = V 1),

2 t
“A2NBFFO)N* A2 E=%*TQ(X)0,,(I =% * K (C)*(DI= V3°}»
m.o.t.t. Konvolutsioonid "j*f0 ja kujutavad endast

potentsiaale, mille kohta eelmises punktis tuletasime mitu

valemit. Naiteks valemi (7) rakendamisel leiame
1 f ajéy)

~inyli dy (t>0)-
at
Vorduste (12) kohaselt

WalkBolers 87 w o (o).
Uat

Viimane tuletis eksisteerib ka klassikalises mottes: /b -»0

korral
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ir f Y*-y) , f tgu-y) . 1

nu J M 7 3
a(t+At) uat It Y
n r ~(X=y) f ~(x-y)
= a adt J Wl dy—-»al as -
at<Jy|<a(t+At) 171 Sat 1’

=1 j ~(x-yjasy»! |j
Sat S(x,at)

KUS
SU,r) ={$“9> 113> = r]j
on sfaar keskpunktiga x ja raadiusega r, Sp= S(0,r)

ning viimased integraalid on pindintegraalid. Hiisiis*)

rN) x,t) =— — J cu,(x=y)dsS (t>0) a»
Sat
ehk
2/A)(X,t)=— 3L- ] inChdSj (E>0);  (139)
S(xjat)

muutujate vahetusega y = atz (dS?’,L = a% 2dSZ) votab valem
03) kuju
VA (x, £)="] ul(x-atz)dSz t>0). (13i)

s1
Arvestades, et avaldis (12) sisaldab uhe virra

kdrgemat jarku tuletist kui (1)avaldis, vOime analoogiale
toetudes valja kirjutada ka jargmised valemid:

*

: Me leidsime Vglg arvutamisel Uldistatud tuletise
dt G asemel klassikalise tuletise. See samm on Gigus-
tatud, sest mainitud tuletis osutub pidevaks (vt. valemit
(@3 allpool vdi teoreemi 3)»
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Sat

VEO)(1*™) m » s k L'bX,St) “o(*)4sf  (t>0)-

V3)(x®) =N A 1 wx-at.)dSz (t>0). (7))
S1
Viimastes valemites esinev osatoletis dt eksisteerib ka

klassikalises mbttes, kui aQ(x) on pidevalt diferentsee-

rus funktsioon. Toepoolest, valemist (14m) saame

Vo) (X,B) = uo(x-atz)dsSz -
S1
_stJ £ (w,
4T J 1 i 2
S1

Teoreem 3. 1) Kui ,uQ€c\ r), ure€C°(BMN)T siis po-
tentsiaalid VMM (x,t) ja VA(X,t) on pidevad X«Rn,t*0
korral (nende arvutamiseks vOib kasutada nditeks valemeid

(13") ja (147)). Kehtivad vodrratused

IVie\xtol * UO()J ¥ at 15
5I X0 $€Sr(n>?i(at)'| 0(>)J a£€8?§>,(at) +J 1 =)
|v’\(xtt)|’°t|_| max o [oe! [@)]] (xeR1, t»0). (16)

2) Kui u0«C3(R3), CLjCCAR3), siis VAOEC2(t»0), VSDE

€C2(t>0) ning

VA (x,Q) 1 N i« 0V30)(X, ) = u0(x), an
8_V29) (X’(l) =  Ug, g_vg 0).(5’_9 =0, a7
o* t»+o0

166



V<) (x,0) = Tlim V<1)(x,©) =0, ; 18)
9 w0 5

3VA>(x,0) A1) (X, 1)
———————— U (X>* (18))
Tdestus. 1) Funktsioonide V/A°N(X,t) jJa
Vjn(x,t) pidevus jareldub vahetult valemitest (13i) ja
4" ning funktsioonide uQ(x), du0(x)/9x" ja cl,X
pidevusest. Vorratus (16) jareldub valemist (13"):

v£1\x Ol £t nmax UT ! - ds=t max iu®@)| -
I I £«S(x,at) ~Tg |:€S(x,at)I |
1

Vorratus (15) jareldub samal viisil virratusest (14''").

2) vaide funktsioonide V~"ja V™ ~diferentseeruvuse
kohta jéreldub vahetult valemitest (13') j® (14'"") ning
tingimusest uQeCX, iI,eCO. Piiril t & +0 saame valemi-
test (13'") ja (14T1) seosed (17) ja (18):

vI1)(x,t) 0, Veo)(x,t) — J- j wWU)dSz= w0(x).

S1
Valemist (13') leiame
9\/2 X, D) th ds - fXI 5u*A(x—atz) ds
T %ot cu(x-atz) 2 4rJ 34 Zi z’

- A 51
millest jareldub seos (187):
3V™MI\X, t) A
-/\-é-z —————— u14(|x)dSz ="N(X), kui t-*o.

s1
Valemist (14™'") leiame
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A j £ i4(~E
a, I>=1 3liai3
Piiril t >+0 saame siit seose ("7*)s

3T?°%%Xlt-) _>®m r1a f 24S =0.
4T ox+ J 1 z

Teoreem on tdestatud.

Teoreemi 1 kohaselt on 7~°~ uUldistatud Cauchy ulesan-
de (@ lahendiks erijuhul, kui f(x,t)sOf cu](x)s0. Kui

UQ€C”, siis on 77" ka klassikalise Cauchy ulesande

2

= a2/n, u®x,0) = u ), ul(x,0) =0
at2 o *

lahendiks. Tdepoolest, 77°" on vajalikul maaral sile ning
vlrrandi rahuldamine piirkonnas xeR1l, t>0 jareldub § 9
teoreemist 1, algtingimuste rahuldamine aga seostest (17)

ja (17"). Analoogiliselt saame, et ai<C2 korral on 781

klassikalise Cauchy Ulesande

2
5 - a2 u, u(x,0) =0, ut(x,0) = cuy®
t
lahendiks.
5. Klassikalise Cauchy ulesande korrektsus (n = 3).

Kirchhoffi valem. Poddrdume tagasi klassikalise Cauchy Ules-

ande juurde:

32'u_ 5/3211 32'u .32'u\ r,, .4
ip-ac(

u(x,0) = WE, ul(x,0) = wiX).

€)
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Teoreem 4. Kui FfeC2(t”"0), uOeCn, <l€C2, siie
Cauchy Ulesandel (19) on olemas parajasti Uks lahend

u(x,t) ning see lahend avaldub kujul

1 r nbt-JIxzM)
u =
n U(x,at) n 20
IR J Uox +aTA27 1 APF> e
g S(x,at) 4ra S(x,at)

(Kirchhoffi valem). Lahend s6ltub pidevalt Ulesande léhte-
andmeteet: kui

T, ) - TP < e (X"R5, t>0),
Juod) -sOu)i < £0, (»n,
X)) - M)« & «r3),

siis vastavad lahendid u(x,t) ja u(x,t) rahuldavad igas ri-

bas x tRn, OMti1T VvOrratust
JuGx, ) - ux, D] $~-£ + £0+ aT €0 + TEL. (@i))

Tdest us. Teoreemi 1 kohaselt on Uldistatud

Cauchy uUlesandel (2) olemas parajasti Uks lahend
u=V+VA+VA1IA = 6%F + S* LOQ)*</*(D)I+ £« [MNO)*/(D)J .

Teoreemide 2 ja 3 kohaselt V,V~°\”™ «C2(t>0) ning nen-
de sutma u = V+V~2A+V~"  rahuldab Ulesande (19) algtingimu-
si

ux,0) = V(x,0) ¢ V(0)(x,0) + V(1)(x,0) = uoC9,

u (x,0). + 3V<>(X,0) + sviNtoil = «.<X)
b 3t dt ot -

Vt. (), (9%, 07), 077), 08), 087). § 9 teoreemi 1
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pdhjal rahuldab u *Y ¢ piirkonnas k R», t>0

vorrandit (2) ka klassikalises mottes, s.t.

2
S sa2A u + f(x,t) (t>0)

(piirkonnas t9>t0 on «/_(t) =0, <";(t) = 0). Sellega oleme
naidanud, at klassikalisel Cauchy ulesandel (19) on olemas
lahend u =V + V" + 72" see lahend on ainus, sest igale
klassikalise Caoohy Ulesande lahendile u vastab Uldista-
tud Cauchy Ulesande lahend (mille saame u jatkamisel null-
vaartustega piirkonda t<O0, vt. punkt 1), viimane aga on
teoreemi 1 kohaselt ainus. Lahendi u =V + ?(°)+ esi-
tus kujul (20) jareldub valemitest (7")» (13")e (147).

Vorratase (21) tuletamiseks paneme tdhele, et

U-u=(V-V)+ (V(0)- V(o)) ¢ (V(D- Vv(1)),
kus

V-V =6*CF -1,

y(*)_ M0) s6* {[L0() - w0 -/ (D},

v(1)- VMV = £+ {["C) - EUCI] = a (D}
Rakendades viimastele potentsiaalidele vdrratusi (8), (@PF)
ja (16), jduamegi vorratueeni (21).

Teoreem on tdestatud.

Kirchhoffi valem (20) kehtib ka marksa uldisematel
eeldustel kui teoreemi 4 eeldused. Naiteks T«C(t»0),
ud«C, W€ Cn korral valem (20) kehtib ja esitab pidevat
funktsiooni. See funktsioon on (parast nullvaartustega jat-
kamist) uUldistatud Cauchy ulesande lahendiks ning teda on

loomulik kasitleda kui Cauchy llesande (19) uldistatud la-
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bandit.

6* Polason,i valan. Eespool uurisine lksikasjaliselt
potentsiaale V, ja vV~  ning Cauchy ulesande korrekt-
sust lainevdrrandi jaoks juhul« kui ruonlnuutujate arv n=3.
Kui n=2 vO6i n=1, on vdinalik labi viia analoogilised arut-
lused (enanasti lihtsustuvad need tunduvalt) wi«g tuletada
Cauchy Ulesande lahendusvalenid nendel juhtudel. On olenas
aga veel teine vdinaiue, nn. laskuaisneetod. nis vdinaldab
kiiremini saada tulemusi juhtude n=2 ja n=1 jaoks, lahtudes
teadaolevatest tulemustest n=3 korral.

Vaatlenegi kahedinensionaalset Ulesannet

(22)
UCX™XN0) = u0(x1,x2), ut(xl,x2,0) = CLAX"XQ)-

Vaatleme niidd roodbiti Glesandega (22) kolnedlneneionaalset

tulesannet
2un _ a2/£u wn  3ja\ f(

n N (22*)
u(x,0) = u0(x1,x2), ut(x,0) = ul(x1,x2),

milles vabaliige fT(x,t) ning algvdadrtused wn (xX"Zg) ja
A(xMXg) el s6ltu ruumimuutujast x*. Intuitiivselt on sel-
ge, et siis vorrandi (227) lahend el sdltu samuti ruunimuu-
tujast x* ning langeb kokku vorrandi (22) lahendiga (sest
= 0). Meie intuitsioon leiab allpool kinnitust.
Kui fAC2(t*0), uQeC™, §4*C2, siis teoreemi 4 koha-
selt on Cauchy Ulesandel (22*) olemas parajasti Uks lahend

ning see avaldub Kirchhoffi valemiga
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A r f(fc.t - fe" H
me/a | - K”*r - «wtrt -

(23)
¢V i D|PSeN “V ] NS

* « 2* S(x,at) n at "Ta2fc S(x,at) -

Teisendaae seda avaldist. Vaatleme Uksikasjaliselt teise
Integraali teisendamist. Kai sfaari raadios on r = at,

keskpunktiks x = (x1,x2,x"), siis (vt. joon. 22)
&S = Gy -
Eo,Mi. Jbdi 1.

Vrr2—( )2-($2-x2)2

seega
at d~dfe
ds=<
NA22-(X1-"N1)2-(x2-"2)2
Arvestades, et oN") ei sdltu argumendist Saame
J a2k =2c J === e
S(x,at) U2 (x,at) va t -Ix-£11
siin X = (N\Jx9), ("™»"2™» kordaja 2 tekkis seetfttu,

et kasutatad teisendus on Uksihene Ulemise poolsfaari ja
ringi U2(x,at) vahel, pindintegraalid ule Ulemise ja alu-
aise poolsfaaride aga on vordsed.

Samal viisil teiseneb kolmas integraal avaldises (23).
Esimese integraali teisendamiseks paneme kdigepealt tahele,
et
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. § ¢, fc- JSjU) * 1 r
———— ijITj =jn j f(~Nr)dsn™dr ,
U3 (x,at) ot o] S(x,a(t-z:))

ning teisendama pindintegraali samal viisil nagu eespool.

Kokkuvottes saame valemist (23) nn» Poissoni valemi

«*24a!l
o Up(X,a<t-t)> Va2(t-t)2-ix-HI2
* } @)
+ _di_ T ,3 1 f
2Fati2(x,at) "V 24 SN i F 2irau2 (x,at)vVaze2-| |xM|?

milles x = (xX1,2), £= (M"»"
U2(x,r) = {feH2: |p£l|I2= (x1-"M1)2+ (x™g)2<r2}

on ring keskpunktiga Xx Jja raadiusega r. Nagu ndha, ei
sOltu tlesande (227) lahend (24) muutujast X~ ning on ja-
relikult klassikalise Cauchy Ulesande (22) ainsaks lahen-
diks (lahendi Uhesus jareldub tldistatud Cauchy ulesande
lahendi Uhesusest, vt. teoreemi 1).

Sellega oleme kahedimensionaalse Ulesande (22) jaoks
pohjendanud tulemuse Cauchy llesande korrektsuse kohta, mis
on taiesti analoogiline teoreemiga 4 (lahend avaldub niud
muidugi mitte Kirchhoffi, vaid Poissoni valemi abil). Jata-

me Uksikasjaliku formuleeringu lugeja hooleks.

7. D"Alembert! valem. Vaatleme nuud Uhe ruumimuutujaga

tulesannet
= a2 + f(x, ),
ng

G0 = WG, UEGL0) = WG @)
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Kasutades laskomismeetedit vdi leides vahetult potentsiaa-
lid 7, 77~ ja 7”~\ on lihtne j6uda jargmise lahendusva-

lemini Cauchy ulesande (25) jaoks:
t x+a(t-r)

u@x,©) =+ [ { f(f,r)dfdr +
o x-a(t-r)
x+at
o~ J + ¢ UQ(x-at)] (26)
x-at

(DfAlembert®1 valem). Jatame tdestusmeetodi valiku ning Uk-
sikasjalise pohjenduse lugeja hooleks. Olgu margitud, et
g-s 3»3 me tuletasime D"Alembert"i valemi kolmandal viisil
erijuhul, kui f(x,t) = O.

Muidugi kehtib ka ntud teoreemiga 4 analoogiline tule-
mus. Kuid tingimusi f, u0 ja u sileduse kohta vdib antud

Jjuhul lihtsustada.

Ulesanne 1. Naidata, et klassikalisel Cauchy ilesandel
(25) on parajasti Uks lahend (ning see avaldab D"Alembert”i
valemiga), kui FT*Cl(t>0),uQiC2, u*Cl.
Ulesanne 2. Naidata tlesande (25) lahendi pidevat sol-
tuvust llesande lahteandmetest jargmises mottes: kui
Ifx,©) - FX, D] <€ (-00 <x<«> , t>0),
JWU) - SO(X)I<ED, To™x) - ul(X)|<£l (-oo<x<oc),
siis vaetavad lahendid u(x,t) ja u(x,t) rahuldavad igasri-

bas 07~t<T vlrratust

Jux,©) - ux,©)] 4 +£0 .
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8. Aja poodratavas lalnevorrandis. Vaatleme Cauchy

Ulesannet lainevOrrandi jaoks negatiivse aja saonas:

u™ = a2A u af(x,n (X ERL, -0 0,
ux,0) a9y, ur(x,0) -y(x).
Teeme muutuja vahetuse r= -t, s.t. maudame aja kulgemise

suuna vastupidiseks. Kuna

siis Cauchy Ulesanne (27) laheb Ule Cauchy Ulesandeks

3

Cauchy ulesanne (28) on, nagu me eelnevast teame, seatud
korrektselt. Siit jareldame, et ka Cauchy ulesanne (27) on
seatud korrektselt. Niisiis on Cauchy lGlesanne lainevlrran-
di jaoks seatud korrektselt nii positiivse kui ka negatiiv-
se aja suunas. VOrdluseks meenutame, et Cauchy Ulesanne
soojusjuhtivuse vorrandi jaoks on seatud korrektselt vaid

positiivse aja suunas.

9. Lainete levimine. Anname fulsikalise interpretatsi-
ooni lainevdrrandi utt = a2A u lahendile; me piirdume ju-
huga kui valisjoud puuduvad: F(x,t)3 0. Kuna lainevdrrandi
lahendi kuju soltub oluliselt dimensioonist n, peame juhte
n=1,2,3 kéasitlema eraldi. Eriti huvitab meid kusimus, kui-
das hakkab hairitus levima, kui algmomendil t = 0 on hairi-
tud (tasakaalust valja viidud) vaid teatav osa keelest,

membraanist voi elastsest kehast. Hairituse levimist vOib
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vaadelda koi laine liikumist.

On otstarbekohane kasitleda ka ideaalset johtu, kui
ajamomendil €t = 0 on hairitus kontsentreeritud vaid Uhte
punkti - punkti x =0, s.t. kui tegemist on punkt-hairitu-
sega </QQ*cf(t). Kdrvalekallet tasakaaluasendist aistahes
punktis x mistahes ajamomendil t>0 iseloomustab sel
Juhul laineoperaatori fundamentaallahend £Q(X,t).

a) Lainete levimine ruumis (n = 3)« Laineoperaatori

fundamentaallahendiks on n = 3 korral

Kuna <f, () kandjaks on sfaar |M] = at, siis igal ajamo-
mendil %>O on hairitus lokaliseeritud sfaaril |p] = at.
Seega alghairitus <[X) tekitab sfaarilise laine Umber
punkti x = 0, see levib (sfaari raadius kasvab) Kiirusega
a. lga punkt x ¥ 0 on tasakaalus kuni ajamomendini t" =
= fpgy/a ajamomendil = }l/a 18bib teda laine, ning ko-
he taastub jalle tasakaal.

Vaatleme niiud reaalsemat olukorda, kui algmomendil
t = 0 on regulaarne hairitus lokaliseeritud mingis tdkesta-
tud piirkonnas Q ¢ RM. Sel juhul on meil tegemist Cauchy

ulesande
utt = a2 u, u(x,0) = WX, ut(x,0) = a,Xx

lahendiga, kusjuures supp uQc Q , supp acQ , supp WQV
nsupp \ =Q . Lahendiks on Kirchhoffi valemi kohaselt



Fikseerime suvalise punkti x fQ ja vaatleme hairitust

u(x,t) temas. Olgu r" kaugus x-st lahima punktini

Ajamomendini L el 168iku
sfaar S(x,at) hulgagaQ

ning valemist (29) ndeme, et
u®x,©) =0, kui 0t <t",

s.t. hairitus pole punktini
Joon. 23. X veel joudnud. Ajavahemikus
(4, tg) on punkt x hairitud
olukorras, héairituse suurus
mistahes ajamomendil t sellest ajavahemikust on maaratud
nop Ja m™@¢p vaartustega hulgal ~2/)S(x,at) vastavalt
valemile (29). Kui t>t2, ei 16iku sfadr S(x,at) taas

hulgaga & ning valemist (29) naeme, et

u(x,t) =0, kui 2<t* .
Seega parast lainete labimist taastub punktis x tasakaal.
Sellisel juhul kéneldakse, et on taidetud Huygensi print-
siip. Niisiis lainete levimisel (kolmemdotmelises) ruumis

on taidetud Heugensi printsiip.
b) Lainete levimine tasandil (n = 2). Laineoperaatori

fundamentaal lahendiks on n = 2 korral

17?
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lga punkt x 4 0 on tasakaalus ajamomendini t1 = ||x]|/a;
ajamomendil LU = PD¥l/a jouab temani kiirusega a liikuva
laine front, kuid erinevalt kolmembédtmelisest juhust ei
taastu seejarel tasakaal, vaild punkt jaab igavesti hairitud
olukorda (tbsi kull, hairituse suurus ldheneb t —*oo kor-
ral nullile). Sellisel juhul kdneldakse, et leiab aset lai-
nete difusioon; Huygensi printsiip ei leia kahemdotmelisel
Juhul aset, lainel puudub tagamine front.

Sama olukorda on voimalik analitsida ka kolmemd&tmeli-
ses interpretatsioonis. Alghdiritusele Jcx”xg) Vvastab
kolmemdotmelises ruumis kogu x~-telje hairitus. Telje igast
punktist hakkab levima Uhesugune sfaariline laine, millede
koosmdjuna tekib kiirusega a liikuv silindriline laine Um-
ber Xj-telje (vt. joon. 24). Selles interpretatsioonis

leiab lihtsa® selgitu-
se ka difusiooni nahe:
kallalt suure t>0

korral asub mistahes

1 je teatavast punktist
n Ol sobival kaugusel r=at
(vt. joon. 24), olles
mdjutatud sealt algava
sfaarilise laine poolt
Joon. 24. - seetdttu hairitus

punktis (xX*,x2,0) ei
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Analiidsime ka olukorda, kui algmomendll t =0 on re-
gulaarne hairitus lokaliseeritud mingis t6kestatud piirkon-
nas PcR 2. Hairituse suuruse u(xtt) mistahes punktis

_ _ _ R _ _
X€Rp mistahes a;jamomendil t>0 saame Poissoni valemist

u(x,t) =

= f

in b ]
u2Cx ,atMranP
Vaatleme suvalist punkti XFEP
Joon. 25. Olgu [I7] tema kaugus piirkon-
nani Q (vt. joon. 25)* Ajamo-
mendini LU = r“~a ei 16iku
ring U2(x,at) hulgaga Q ning u(x,©) =0, kui 04t<l .
Hairitus jduab punktini x ajamomendil t = r“/a ning
jJaab pisima igavesti (lainete difusioon), kusjuures t o
korral laheneb hairitus nullile.
©) Lainete levimine sirgel (n = 1). Laineoperaatori

fundamentaal lahendiks on n = 1 korral
=, D) * 7~ 0@t - [IxD-

Seega algmomendll t a O mdjuv punkthairitus </(X) teki-
tab laine, mille kdrgus on konstantne ning mis liigub
kahele poole punktist x a O Kkiirusega a. lga punktini

X O jOuab hairitus ajamomendil # = fx|/a ning halrl-

tue suurusega jJadb plUsima igavesti. Seega leiab aset
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lainete difusiooni ndhe, kusjuures isegi t o korral ta-

sakaal ei taastu, vaid jaab pisima nn. jaaknihe suurusega

1
2a *
Vaatleme sama hairitust ka kolmemb6tmelises interpre-

tatsioonis. Alghairitusele ) vastab kolmemddtmelises
ruunis kogu XgX"-tasandi hairitus. Tasandi igast punktist
hakkab levima Uhesugune sfaariline laine, millede koosmd-
jJuna tekib kaks tasandilist lainet, mis eemalduvad
—-tasandist kiirusega a.

P66rdume tagasi themddtmelise interpretatsiooni juur-
de. Olgu alghairitus regulaarne. Sellisel juhul saame hai-

rituse arvutada d"Alembert”i valemist
x+at

ax, ) e~ J ¢ 1Cu0”x+at) + uQx-at)] -
x-at
Vaatleme algul juhtu, kui )=0 ning uQ(x)» 0

kéikjal, valja arvatud vahemik = (xX™yx2), milles
uQ() ¢ 0. Hairitus
U = J[uO(x«t) + uo(x-at)]

koosneb sellisel juhul kahest poollainest ~uQ(x-at) ja
éuO(x+et), nn. otselainest ja poordlainest, mis liiguvad
vastandsuundades kiirusega a (vt. joon. 26). lga punkti
x1fx/pxg] l1abib Uks nendest poollainetest ning seejérel
saabub taas tasakaal. lie ndeme, et algharituae uQ() te-
kitatud lained alluvad Huygensi printsiibile.

Vaatleme nlud vastupidist juhtu, kui uwQ(x)=0 ning
un(xX) =0 koikjal, valja arvatud vahemik Q = (xX1Ix2),
milles u™X) 4 0. D*Alembert™i valemist saame sellisel ju-
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Juhul

u=v(X + at) - v(x - at)

kus
X
v(x) =3J J Ne
*1
IImselt X korral T(X) =0 ning x»xg korral

v(x) = v(x2) = const.

Hairituse u(xft) kuju mitmesugustel ajamomentidel on il-

lustreeritud joonisel 27. Funktsiooni u(x,t) graafiku
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leidmiseks fikseeritud ajamomendil t>0 tuleb v(xX) graa-
fikut nihutada vasakule at vdrra ning -v(xX) graafikut
Bana palju paremale ning liita saadud funktsioonid. Laine
levimist voimegi kujutleda nii: v(xX) graafik liigub vasa-
kule kiirusega a ning -w(X) graafik parenale sama kiiru-
sega, kusjuures hairitus u(x,t) on igal ajamomendil nende
graafikutega maaratud funktsioonide summa. Hairitus u(x,t)
liigub vasakule ja paremale kiirusega a, labitud piirkonnas
tasakaal ei taastu, vaid tekib jaaknihe suurusega
*2

V32) = 281 -
*1
Kui vahemikus & = (x*,x2) on mdlemad funktsioonid
uo®) ja u™X) erinevad nullist, on hairitus u(x,t) maa-

ratud kahe eespool vaadeldud hdirituse summana.
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