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EINLEITUNG.

N

Si Euleri scripta perfectissimis inventis redundant,
non minore in pretio habenda sunt quae ipse imper-
fecta aliorumque curis expolienda reliquit.

Jacobi in Crelle's Journal Bd. 24. (1842).

Bei allen Fortschritten, welche in der Integralrechnung den vielseitigen und eifrigen
Bemithungen neuester Zeit gelungen sind, ist die Integration der Differentialgleichungen
erster Ordnung fast leer ausgegangen. Noch gegenwirtig bleiben Euler’s Institutiones cal-
culi integralis die reichste, ja fast die einzige Fundgrube von Beispielen solcher Integra-
tionen, welche iber die seitdem bestindig nur wiederholten Regeln fir homogene und fiir
lineare Differentialgleichungen hinausgehen. Will man namentlich sich nicht bloss mit dem
allgemeinen Nachweise und den einfachsten Anwendungen des integrirenden Faktors be-
gniigen, so sieht man sich auf jenes Werk verwiesen, wo allein von diesem Faktor ein wirk-
licher Gebrauch gemacht und dadurch manche beachtenswerthe Integration gewonnen wird.

Dass diese Arbeiten Euler’s so wenig Eingang in die neueren Lehrbiicher gefunden
haben, mag in mancherlei Ursachen begriindet sein, hat indessen doch einige Entschuldi-
gung fiir sich, in so fern sie zwar auf sehr bemerkenswerthe, aber nur vereinzelt stehende
Beispiele fiihren, welche bei oft betrichtlichem Aufwande von Rechnung doch kein Ge-
setz irgend einer Art erkennen lassen und daher fir die Methode nur geringe Ausbeute
gewiihren.

Hiermit stimmt auch das Urtheil, welches Jacobi in den oben vorangestellten Wor-
ten einer Abhandlung ausgesprochen hat, die vorziiglich geeignet war, die Aufmerksam-
keit der Mathematiker von neuem auf jene Arbeiten Euler’s zu lenken, indem sie eines
der merkwiirdigsten Beispiele des letzteren in erweiterter und zugleich vereinfachter Ge-
stalt kennen lehrte.

Durch das Studium dieser Arbeiten Euler’s und Jacobi’s gelangte der Verfasser
vorliegender Schrift dahin, einen kiirzeren und leichteren Weg zu demselben Ziele zu
finden, woriiber er in einem Aufsatze Rechenschaft gab, der im vierten Bande des Bulletin
de I Avadémie de St.-Pétersbourg (1845, p. 375) erschienen und spéter in Crelle’s Journal
f. M. (Bd. 40, S. 361) tibergegangen ist. Er glaubte damit eine neue Anregung fir diese
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2 Dr. Ferp. MinDING,

Art von Untersuchungen gegeben zu haben, liess sie aber damals als ihm einstweilen fern-
liegend fallen, in der Hoffnung, dass das einfachere Verfahren sich Geltung verschaffen
und der erdffnete Weg von Anderen weiter verfolgt werden wiirde. — Nachdem er aber in
neueren Schriften, so viele hierher gehorige er zu sehen Gelegenheit hatte, iiberall nur
das Gegentheil seiner Erwartung bestitigt gefunden, niimlich iiberall nur die alten Metho-
den wiederholt und des Spiteren mit keinem Worte gedacht —; so ist ihm bei weiterem
Nachdenken mehr und mehr die Nothwendigkeit klar geworden, nochmals auf die Sache
zuriickzukommen und das frither nur Angefangene durch eine umfassendere Untersuchung
mehr zu ergriinden und zu erweitern.

Das Ergebniss seiner Bemithungen legt der Verfasser hiermit dem mathematischen
Publikum in Gestalt eines abgesonderten Heftes vor, welches er als eine Beilage zu den
Lehrbiichern der Integralrechnung betrachtet zu sehen wiinscht, indem er glaubt, dass die
hier mitgetheilte Methode, abgesehen von ihrem nichsten wissenschaftlichen Zwecke, anch
als eine reichhaltige Quelle sehr lohnender Uebungsbeispiele dem Unterrichte gute Dienste
leisten kann. Um dem Bediirfnisse Studirender so weit als nothig war entgegen zu kom-
men, hat der Verf. es nicht an Erlduterungen fehlen lassen, die unter anderen Umsténden
zum Theil entbehrlich gewesen wiren; doch wird als bekannt vorausgesetzt, was die Lehr-
biicher iiber die Integration der Differentialgleichungen erster Ordnung vorzutragen pflegen.

Bei den linearen Differentialgleichungen hoherer Ordnung ldsst sich bekanntlich das
allgemeine oder vollstindige Integral aus unvollstindigen Losungen (particularen Integra-
len) durch blosse Addition bilden. Bei nicht linearen Gleichungen kann ein Gebrauch un-
vollstindiger Losungen fir die Integration, wenn iiberhaupt, doch nur in ganz anderer,
von den besonderen Umstinden abhingiger Weise gedacht werden; auch ist ein solcher
nur selten vorgekommen, aber er ist nicht ganz unbekannt. Im vierten Capitel sagt Euler
daritber folgendes: Saepenumero quidem cognitio integrals particularis ad inventionem completi
viam patefacit, quemadmodum in hoc exemplo usu vemii cet. — Interdum autem integrale parti-
culare parum twval ad completum investigandum , velutv st habeatur haec aequatio cet. — So un-
leugbar der zweite Satz ist, so wiirde Euler doch auch auf den ersten grosseres Gewicht
gelegt haben, wenn ihm der entschiedene Vortheil nicht entgangen wiire, welchen die Be-
nutzung unvollstindiger Losungen bei seinen eigenen Beispielen gewihrt.

Von dieser Thatsache ansgehend habe ich in vorliegender Schrift niher untersucht,
unter welcheén Umstinden der integrirende Faktor — oder vielmehr eine seiner unzihligen
Formen — aus unvollstindigen Losungen, die ich in Riicksicht auf ihren Gebrauch fiir
das Integral auch gern vorldufige nenne, sich bilden lisst. Es hat sich dadurch eine aus-
gedehnte Classe von Differentialgleichungen ergeben, welcher eine bestimmte, aber viel
‘umfassende Form des integrirenden Faktors entspricht und deren Integration durch die
Benutzung vorliufiger Losungen zwar nicht von jeder Schwierigkeit befreit, aber doch in
hohem Grade erleichtert wird. Wenn auch in einzelnen Fillen solche Gleichungen ohne
jenes Hiilfsmittel integrirt werden konnten, allgemein wird es sich durch keine Art von
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Substitutionen und Transformatlonen ersetzen lassen, sondern fir diese Classe von Glei-

chungen unentbehrlich bleiben.

Die Aufgabe, den integrirenden Faktor einer Differentialgleichung aus ihr selbst zu
finden, bezeichnet Lagrange in der 13. Vorlesung als eine solche, von welcher keine
allgemeine Losung zu hoffen sei; gewiss mit vollem Recht. — Dann aber stellt sich als
Ziel heraus, wenigstens die Fille, in welchen sich der integrirende Faktor durch die be-
kannten Elementarformen vollstindig darstellen lisst, von allen andern zu scheiden und
zur Erledigung zu bringen. Dazu hofft der Verfasser durch vorliegende Arbeit einen an-

nihernden. Schritt gethan zu haben.

Dorpat, im Mirz 1860. L

Erste Abtheilung,

enthaltend allgemeine Sitze.

§ 1. Um dem Leser sogleich die erste und zunichstliegende Art zu zeigen, wie vor-
Jaufige Losungen sich zur Integration von Differentialgleichungen — unter geeigneten Um-
stinden — benutzen lassen, beginne ich mit der einfachsten Differentialgleichung, welche
weder homogen noch linear ist, noch die Trennung der verinderlichen Grossen etwa durch-
blosse Umstellung gestattet, nimlich mit der Gleichung

(@ +a,x +ay)dr + (b -l——bix -+ b,y)dy =0,

. welche ich auch zur Abkiirzung mit Mdz + Ndy = O bezeichne, so dass

M=a+a1:/v+a2y, N=>b—+bx b,y ist.

So allgemein bekannt das Integral dieser Gleichung ist, so hat man es doch bisher

niemals, so viel ich weiss, auf andere Weise hergeleitet, als durch Einfithrung neuer ver-

snderlicher Grossen, welche die Gleichung in eine homogene verwandeln. Es wird daher
in Hinsicht auf die Methode von einigem Belange sein, zu zeigen, wie es bei einem andern
Gange der Betrachtung ganz entbehrlich wird, neue verinderliche Grossen einzufiihren.

Um gewissen scheinbaren Ausnahmefillen zu entgehen, setze ich voraus, dass in
obiger Gleichung b, nicht = O ist. Denn gesetzt auch, es wire anfinglich b, = 0, so
brauchte man nur z mit y zu vertauschen, um an der Stelle von b,ydy in obiger Gleichung
a,ydy zu erhalten. Diese Aenderung witrde erfolglos bleiben, wenn auch noch a,= 0 wire;
allein die Annahme: b,=0 und a, =0, wirde augenscheinlich die ganze Aufga.be ver-
nichten und daher unstatthaft sein.

* Versucht man zuniichst der gegebenen Gleichung auf irgend eine Weise zu geniigen,
so ergiebt sich lexcht dass dies geschehen kann durch die Form: y = az + 8, welche man
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bekanntlich eine lineare zu nennen pﬁegt. Wird nimlich dieser Werth von y in die Glei-
chung eingesetzt, und das hieraus entstehende Polynom nach z geordnet, so kommt:

a—+ a8+ (b-+bp)a—+[a,+an~+ (b +baja]z=0

und dieser Bedingung geschieht unabhéingig von z durch o und 8 Geniige, wenn gesetzt wird: \

a+af+0+bfa=0
a,+ a,0 —+ (b-+ba)a=0.

Die zweite dieser Formeln giebt fiir & eine Gleichung zweiten Grades:
bﬂar.’+(aﬁ—+—Ab,)oz—i--a1 =0;

aus der ersten folgt sodann fiir 8 der Werth:

a + ba
f=— g+ bya?
welcher sich auf folgende Gestalt bringen ldsst, wenn mittels der vorhergehenden Gleichung
o aus dem Nenner weggeschafft wird:

B __abj—ab+(aby—azb)a
- a,by — ayb,

Die vorliegende Gleichung bietet daher zwei lineare Losungen dar, némlich y, = a,x + 8,,
y, = a,@ —+3,, wenn durch a, und «, die beiden Wurzeln der Gleichung fiir & und durch
8, und 8, die jenen zugehdrigen B bezeichnet werden. Es sei noch M, = a + a,z -+ a,y,
und N, = b+ b,z ~+b,y,, d. h. es seien M, und N, die aus der Annahme y =y, hervor-
gehenden Werthe von M und N, und ebenso M, und N, die zu y = y, gehorigen M und N;

ferner sei = (y—y,)(y—y,) und der Werth von % fir y—=y, werde bezeichnet durch
{'y,, so dass ¢y, =y, —y,, also auch ¢y, = yg——@‘h; so ergiebt sich durch Zerlegung in
einfache Briiche, unter Voraussetzung, dass y, von y, verschieden ist:

Mdz -+ Ndy __ Mydz + Nydy M,dz + N,dy
b T Vnl—v) Y-

Hieraus konnen mit Hilfe der Gleichungen M, dx + N,dy, = 0 und M, dz -+ N,dy,= 0,
M, und M, weggeschafft werden, wodurch erhalten wird;

Mdz + Ndy _Ndy—u)  Mdy—y)
¥ Yy ly—u) Yy y—y)’

Die Voraussetzung, dass y, von y, verschieden sei, wird bestehen, wenn d, von a, ver-
schieden ist, was ich fir die nichstfolgénde Betrachtung annehme, welche die Briiche

_Nl —— Nz_— . 0
= Oy 5= Q, betrifft. )

Einige Aufmerksamkeit auf diese Briiche fiihrt leicht zu dém Schlusse, dass beide
unabhéngig von x sein miissen. Denn es ist N =b-+b -+, (e, +B,) ein Polynom

ersten Grades nach z; dasselbe gilt von ¢y, =y, —y,= (2, —a)) 2+, —B,; also sind

s vt ¢

G e e e i

s

T, ¢

I i -
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Zghler und Nenner von gleichen Graden. Ferner ist M dx + N,dy, = 0, oder, da dy, = «,dz,
M, + No = 0 und ebenso M, + N,a,= 0, fiir jeden Werth von z. Bezeichnet nun # den
B — B

’
o, —a,

Werth von #, fiir welcheny, =1y, wird, also den Werth ' = so ist klar, dass dieser

Werth von , indem er y, = y, macht, auch die Gleichheit von M, mit M, und die von N,
mit N, herbeifithrt, da M,, N, aus M,, N, hervorgehen, wenn y, fiir y, gesetzt wird. Es ist
also fir x = '

M,+No, =0, M,+N,0,=0, M,=M,, N,=N,,

1
oder es ist fir z = a':
M,~+ N, =0 und M, + N,a, = 0;
mithin N, (e, —a,) =0, und da nach der Annahme &, — a, nicht = 0, so ist fir z =4/,
N, =0 und zugleich M, = 0. Folglich ist N, theilbar durch #— 2’ und mithin auch durch
Yy, = (@, —a,)(x —&); also ist, da N,= (b, + b))z +b-+b,,
Mo h+be

01:5’1/—1- o — a, =1

eine von x unabhiingige Grosse, wie behauptet wurde. Auf gleiche Weise ergiebt sich

by
. . 02 - oy — &, - q2
daher erhilt man schliesslich:
Miz+Ndy __  dy—y) Gv—y)
" T oy—y +'q2 Yt =d@,

wobei ich ein fiir allemal bemerke, dass das oft wiederkehrende Zeichen dQ iiberall nichts
anderes besagen soll, als dass der ihm gleichgesetzte Ausdruck ein vollstindiges Differen-
tial ist. Sind ¢, und g, reell, so ergiebt sich hieraus das Integral:

@ =log[ly—y)" (y—u)"];

wiiren aber unter Voraussetzung reeller a und b, die Wurzeln «, und a, complexe Grissen,
némlich &, = g + ki, @, =g —hi, 1=V —1, so ergibe sich hieraus 8, = m —+ i,

B=m—ni, g, =r—+t, g =r—u. l

Setzt man nun y — gz —m = Ucos ¢, hx -+ n = Usin ¢, so wird

dly—y)__dU .
. y_.yl ——F—id?’
und man erhilt
av
dQ =r— + tdp
oder:
hr4-n
y—gr—m'

Q =rlog (y — gx — m) -+t arctg

Solche Umgestaltungen werde ich jedoch spiter als genugsam bekannt tibergehen.
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‘Der wichtigste Schritt in vorstehender Integration besteht in dem Beweise, dass die
mit Q, und Q, bezeichneten Grossen unabhiingig von « sein miissen. Obgleich dieser Be-
weis keinen Zweifel zuldsst, wenn nur «, von e, verschieden ist, so wird es doch dem
Leser vielleicht willkommen sein, denselben Schluss auch durch die wirklich ausgefiihrte
Division noch nachtriglich bestitigt zu sehen.

Mit dem obigen Werthe von 8 in « findet man:

i __ (aby — ayb) (b, + bya)
bbf = =

und hiermit sofort :

N,= (b, +b,0) (2 + Z:=05)

a,b, — a,b;

sowie
_ab, — ayb

Y— Y= (2, —a,) (a: e, agh, )

also geht in der That y,—y, in N, auf, wie als nothwendig schon erkannt war. Dem Vor-

stehenden zufolge ist % ein integrirender Faktor, oder
q": C(y_aww—sq)(y—a‘gw_ﬁg)
ein integrirender Divisor der vorgelegten Gleichung. Die Constante C ist beigefiigt, um

nachher einen Nenner fortzuschaffen. Entwickelt man das Produkt mit Hilfe der Werthe
der symmetrischen Funktionen von «, und a, und setzt zur Abkiirzung

ab,—ab =4, ab—ab=B,, ab,—ad=2B,
so wird erhalten -
b2A2 (y—a,z—8,) (y—a,z—B) = b, [Ay—B|]2 —+ (b, + a,) (dz + B)(4y—B) +a, [Ax —+ B2]2.

Hierbei ist noch zu bemerken, dass b,B,’ — (b, a,) B,B,~+ a,B.’ durch 4 theilbar ist,
nimlich = (aB,—bB,) 4; daher hat auch das vorstehende Polynom zweiten Grades den
Faktor 4 und man erhilt schliesslich den integrirenden Divisor von jedem iiberfliissigen

Faktor befreit in folgender Gestalt:
§ = A[by*+(b,+a) 2y +a,z’)+[(b,+a) B,—2b,B ]y+(2a,B,—(b,~+a,) B, & + aB,—bB,.

Diesen integrirenden Divisor hat auch Euler in § 486 der Instit. vollstindig entwickelt,
aber ausgehend von der Verwandlung der Gleichung in eine homogene und ohne zu be-
merken, dass jener Divisor in zwei Faktoren ersten Grades zerlegbar ist, welche als lineare
Losungen leicht aus der Differentialgleichung selbst gefunden werden und auf dem gera-
desten Wege zur Erledigung der Aufgabe fithren.

Die Herleitung des integrirenden Divisors griindete sich auf die Annahme, dass a
nicht = «, und a,b, — a,b, nicht = 0 war, insofern dieser Ausdruck als Nenner von (3
auftrat. Es verdlent Jedoch bemerkt zn werden, dass der gefundene integrirende Divisor
in allen Fillen ohne Ausnahme richtig bleibt und bleiben muss, nachdem seine Theile von

.Y
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jedem gemeinsamen constanten Faktor befreit sind, welcher = 0 gesetzt den Divisor ¢
selbst untauglich machen wiirde. Aber wihrend der Ausdruck :
(@ 4+ a,T + agy) dax + (b + b,z + byy) dy
$

die Eigenschaft eines vollstindigen Differentials behalt, welche Werthe den a, a.o.n.. b,
auch beigelegt werden mogen, so dndert sich in gewissen Fillen die Form seines Integrals
woriiber, um nichts Erhebliches zu iibergehen, noch Folgendes beigebracht werden mag:
Wenn a, = a, ist, so erhélt man

2

_— b +a,
%= 20,

’

bb, + ba, — 2ab.
Bi=8= l‘(a:._b t=8,

y=y,=ax+f, (0 +a)l=4ab, ba’=aq,

Alsdann ist (y—y,)* der integrirende Divisor und das Integral erhilt die in nachstehender

Gleichung angegebene Form, von deren Richtigkeit man sich leicht durch eine kurze Rech-
nung iiberzeugen kann, nidmlich :

(@ + 0,2 + ayy) dz + (b + by + byy) dy ———d (b+blz+b,(a:c+p)) b d(y— az)
(y—oz —BP y—az—p 2y—aw—p°
Wenn ferner a,b, — a,b, = 0 ist, so se1 a,=ka,, b, =£kb,; die gegebene Gleichung wird
dann folgende :
[a + a,(kx—+ y)]dx +[b+ b, (kx + y)] dy = 0.

Sie bietet nur eine lineare Losung dar, nimlich

a — bk

y|=——kw—c fﬁr c=mo

Geht man nun auf diefMoher entwickelte Formel fir zuriick, so wiirde die zweite

a -+ ba

Losung gegeben werden durch a,+ b, =0, § = —‘-;12—_'_ 520 Woraus kein endlicher Werth

von § gefunden wird, wenn nicht etwa noch a—+ ba =0 sein sollte, was nur ein hichst
vereinzelter, und, wie sogleich zu erkennen ist, ganz unerheblicher Fall sein wiirde.

Es besteht also jetzt eine lineare Losung und sie allein bildet auch den integrirenden
Divisor, mit welchem sogleich gefunden wird :

[a+ay(kz+y)dr+ [b+by(kx +y)ldy (ab—-ab)d(y+kc)

* y+kz—+c¢ : —adm+b2dy+ : y+zka:+c
In Uebereinstimmung hiermit geht auch der allgemeine integrirende Divisor in dem gegen-
wirtigen Falle, da 4 = 0 ist, in eine lineare Form iiber. Ueberhaupt aber wurde dieser
Ausnahmefille deshalb besonders erwihnt, um darauf hinzuweisen, dass in jedem Falle
der integrirende Divisor nur aus den eben vorhandenen linearen Losungen gebildet wird.

v
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§ 2. Es ist einleuchtend, dass die vorhin gebrauchte Schiussfolge eine nicht bloss auf
jenes Beispiel eingeschrinkte Bedeutung hat. Sind M und N ganze Polynome in Bezug
auf y und denkt man sich, dass durch eine vorangegangene Untersuchung gewisse Funk-
tionen von «, nimlich y,, y,, y,. ..y, als eben so viele unvollstindige Losungen der Diffe-
rentlalglelchung Mdx + Ndy = 0 ermittelt sind; so wird sich auf dem schon durch das
vorige Beispiel angedeuteten Wege das Integral jener Gleichung in dém Falle leicht finden
lassen, wenn es in folgender Form darstellbar ist, in welcher U ein ganzes Polynom nach
y anzeigen soll, némlich in der Form:

Vly—y)i(y—y)..... (y— yu)qu — Const.

Denn zuvorderst ist klar, dass y,, y,. ..y, unvollsténdige Losungen der vorliegenden Diffe-
rentialgleichung sind, den Werthen O oder ~ der Constante entsprechend, wenn, wie ich
Jjetzt annehme, das Integral in der That die obige Form hat. Unter dieser Voraussetzung
ist also

M,dz + N,dy, = 0, M,dz + N,dy,= 0, u. s. w. bis M dz + N,dy, = 0.

Es sei noch ¢ = (y—y)(y—4y,)....(y—y,), und da M und N ganze Polynome in y sind,
auch die Funktionen y,, y,. ...y, hier nicht anders als jede von jeder anderen verschieden
gedacht werden konnen, so erhilt man durch Zerlegung in einfache Briiche, die unge-
brochenen Theile mit G und H bezeichnend,

M, My N
—"—‘G e, ——'—"
dah ¥ T Vhw—w Yy v—y)' ¢ H+¢yl(y—y1)+
aher :
Mdz + Ndy _ H M,dz + N,dy Mydz -+ Nudy
3 = Gdx + Hdy + Vrw—y) Tt V=)

Da ferner M,dx + N,dy, = 0, u. s. W. so ergiebt sich durch Wegschaffung der ¥, M, ...

Mz + Ny _ Gdo + Hdy + - A=) o M a6,
¢ "pyl ¥y—4 \byp, Y—¥u

Der Ausdruck rechter Hand, gleich Null gesetzt, ist also die gegebene Differentialgleichung
selbst, in etwas veriinderter Gestalt, in der Form:

d d(y —
dU —+ -+, 1(/!/— ;1) . qp. ,(/y_ ;:l-) =0 ]

und da beide Formen mit einander iibereinstimmen miissen, so folgt, wenn noch zur Ab-
kiirzung (}WZelchen —T—— =0, f’% =Q,,.... gesetzt wird und ein Faktor X eingefiihrt

wird, der bloss von @ abhangen darf:
Gdz + Hdy = XdU, ¢ X=0,, 4,X=0,....¢,X=0,.

Unter den gegenwiirtigen Voraussetzungen miissen also die Grossen Q,, 0,... Q, Produkte
aus Constanten in eine und dieselbe Funktion von & sein, und ob dies wirklich der Fall
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ist, wird durch die Rechnung sofort entschieden; ferner muss Gdo + Bdy ein vollstindiges

Differential sein, woriiber ebenfalls leicht entschieden wird. 8

Durch den hiermit genugsam bezeichneten Gang der Rechnung wird die Schwierig-
keit der Integration einer Gleichung, deren Integral die oben vorausgesetzte Form in der
That besitzt, zwar nicht ganz gehoben, aber doch lediglich auf die Ermittelung der vor-
lanfigen Losungen zuriickgefithrt, welche in das Integral eingehen. Denn sobald diese und
zwar alle gefunden sind, so fihrt die weitere Rechnung ganz sicher zum Ziele, wofern
dieses iiberhaupt erreichbar ist, d. h. wofern das Integral die obige Form wirklich hat.
Indem ich fiir jetzt bei dieser Voraussetzung beharre, welche iibrigens bei sehr vielen der
bisher untersuchten Gleichuugen, z. B. der Euler’schen, zutrifft und also der Brauch-
barkeit nicht ermangelt, darf ich noch bemerken, dass die Schwierigkeit, die nothigen vor-
liufigen Losungen zu finden, kaum jemals uniiberwindlich sein mochte. Entschieden ist
sie viel geringer als die, wirksame Substitutionen zu entdecken, ich mochte sagen zZu er-
rathen, wofiir gar kein Princip vorhanden ist und was auch bei einer grosseren Anzahl
der erforderlichen Losungen, wenn deren Formen nicht sehr einfach sind, @berhaupt gar
nicht mehr gelingen kann.

Die Losungen, welche im vorliegenden Falle in das Integral eingehen, sind — wie
schon oben gesagt wurde — unvollstindige (particulare) Integrale, zu den Werthen 0 oder oo
der Constante gehorend; sie werden daher in der Regel vor anderen Losungen, welchen
andere Werthe der Constante entsprechen, eine gewisse Einfachheit der Form voraus ha-
ben, wie ein Blick auf die Integralgleichung sofort erkennen lasst. Moglich ist es freilich,
dass auch sehr einfache Losungen, welche sich vorfinden, doch nicht in den Ausdruck des
Integrals eintreten; wofern jedoch alle fiir das Integral erforderliche Losungen gefunden
sind, so konnen die noch ausserdem gefundenen Losungen den Erfolg nicht vereiteln, in
sofern es bei niherer Priffung moglich sein wird sie auszuschliessen.

Ohne diese Betrachtungen weiter fortzusetzen, hoffe ich gezeigt zu haben, dass durch
die vorgezeichnete Methode ein zwar — wie alle andern — sehr beschrinktes, aber inner-
halb seiner Grenzen wirksames und nicht leicht ersetzbares Hiilfsmittel zur Integration
gegeben ist. \

§ 3. Einen ganz besonderen Werth aber gewinnt dieses Mittel da, wo es moglich ist,
aus der Form 'der Differentialgleichung und der gefundenen Losungen zu beweisen, dass
die Grossen Q,, Q,.... zu einander in constanten Verhiltnissen stehen miissen.

Es seien M und N ganze Polynome nicht allein nach y, sondern auch nach x, und
die gefundenen Losungen y,, y,.. ...y, seien ebenfalls ganze Polynome nach . Man setze

=y,, so erhélt man eine Glelchung in x, von welcher r irgend eime Wurzel sei. Nach
der Voraussetzung ist fiir jedes z, M, + N, d”‘ =0, M,+ 2d—d’-’3 = 0; fir = r aber wird
wegen y, =y, auch M, = M,, N,=N,; es seien ferner der Kiirze wegen z, und z, die
Werthe von 24 5, und 2 y” fir z =r.

Mémoires de I’Acad. lmp des Scleuces Vlnie Série.
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Man erhilt also fir # =r, M, + N,z,= 0 und M, + N,z, = 0, daher wenn z, nicht |

=z, ist, M1=0 und N1=0 fir x =r.
Wenn aber das ganze Polynom y,—y, nur durch & —r, nicht aber durch dessen
Quadrat theilbar ist, so ist

10— 9) fijr 5 = r nicht = 0

also auch z, nicht = z,; also folgt, dass unter dieser Voraussetzung das ganze Polynom
N, durch  — r theilbar ist, wo r eine Wurzel von y, —y, = 0 ist, und da derselbe Schluss
von jeder Wurzel dieser Gleichung gilt, auch alle Wurzeln von einander verschieden sein
sollen, so ist N, durch y, —y, theilbar. Bezeichnet y, eine dritte Losung, ebenfalls ein
ganzes Polynom, so folgt auf gleiche Weise, dass N, durch y, —y, theilbar ist, wenn alle
Waurzeln der Gleichung y,—y, = 0 von einander verschieden sind, und hieraus ist weiter
zu schliessen, dass N, durch das Produkt (y,—y,) (y,—y,) theilbar sein muss, wenn zu den
vorigen Bedingungen noch die hinzutritt, dass keine Wurzel von y, —y, = 0 irgend einer
von y,—y, = O gleichkomme. Also wird iberhaupt N, durch (y,—vy,) (y,—y,) theilbar
sein, wenn die Gleichung (y, —y,) (y,—y,) = O keine gleiche Wurzeln hat. Nimmt man
die noch iibrigen Losungen nach und nach hinzu, so ergiebt sich, dass das ganze Polynom
N, durch (y,—y,) (y,—y3)....(y,——-y“):_-¢'y, theilbar sein muss, wenn die Gleichung
q)’y' =0,[d=uy—y)y—9)..- .(y—yp) gesetzt wie frither] keine gleiche Wurzeln hat.
Ebenso muss N, durch tla'y2 =Y, —Y)Y,— ). .- .(yz—y“) theilbar sein, wenn die Glei-
chung ¢y, = O nur ungleiche Wurzeln hat, u. s. w. Sind also die ganzen Polynome
Yoo Yoo v e e Yo welche als Losungen der obigen Glelchung angenommen waren, so beschaffen,
dass keme der Gleichungen ¢'y, = 0, ¢y, = 0. q»y =0 irgend zwei gleiche Wurzeln
darbietet, so miissen die ganzen Polynome N,, N N der Reihe nach durch qay,, Yy,
u. s. w. theilbar sein.

Wenn daher N, und ¢y, von gleichen Graden sind, so ist ihr Quotient Q, constant,
und unter den entsprechenden Bedingungen sind es 0,, 0,.... Qu ebenfalls. Allgemein
sind aber diese Q,, 0,.... Ou im gegenwirtigen Falle, wie bewiesen ist, ganze Polynome;
es kann sich nun treffen, dass diese simmtlich nur durch constante Faktoren von einander
abweichen, so dass man hat: Q,=g¢,X, 0,=¢,X . Q,=9¢,X, wo X ein ganzes Poly-

nom; d1v1d1rt man alsdann mit X, so blelbt nur noch zu untersuchen ob der in Hinsicht
auf y ungebrochene Theil der verwandelten Differentialgleichung, nimlich ob &};’—”—” ein
vollstindiges Differential ist oder nicht.

In Anwendungen findet sich nicht selten 6 =0, H=0, oder H= 0 und G = f(2);
in diesen Fillen ist die Frage sogleich erledigt; oder es findet sich iiberhaupt, dass
Gz +H% oin genaues Differential ist = dU; alsdann ist auch das Integral der Gleichung
gefunden ; man erhilt ndmlich

d()—_—dU—f-q,g—fly_;;i—‘—)+....+qu.
>
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Die Bedingungen, unter welchen der angedeutete Gang Erfolg haben kann, betreffen
theils die Anzahl und die Grade der hier als ganze Polynome gedachten vorliufigen Lo-
sungen, theils die Beschaffenheit der mit Q bezeichneten Quotienten, und ob sie erfiillt
werden oder nicht, ist daher in jedem vorgelegten Falle leicht, oft schon durch den
blossen Anblick der Ausdriicke zu entscheiden. Man wird daher diesen Weg nur betreten,
wenn ein vorlinfiger Ueberblick ihn nicht von vorn herein als ungangbar ausweist, wie es
offenbar gewohnlich geschehen wird. In solchem Falle gelangt man wenigstens zu der Er-
kenntniss, dass das gesuchte Integral der vorausgesetzten Form, welche sich zunichst
durch das Dasein einiger einfacher Losungen als moglich dargestellt hatte, in der That
nicht fihig ist.

Wenn ibrigens alle diese Betrachtungen sich auf viele Annahmen stiitzen, die bei
einer ganz willkiirlich gebildeten Differentialgleichung gewdhnlich nicht zutreffen werden,
so ist damit gesagt, dass sie — wie alle bekannten Regeln — nur fiir eine gewisse Classe
von Differentialgleichungen gelten. Es ist auch wirklich ganz unmoglich, allgemeine Regeln
fir die Integration jeder Differentialgleichung zu geben, wenn nicht von Anniherungen
durch Reihen u. dgl. die Rede ist, welche hierher nicht gehoren. Der Umfang der hier
angezeigten Mittel iibertrifft jedoch nicht wenig den der bisher bekannten, da sowoh! die
Regel der homogenen als auch die der linearen Gleichungen als sehr eingeschriinkte Fille
den obigen Betrachtungen untergeordnet werden konnen, die erstere wenigstens insoweit,
als sie sich auf rationale Formen der M und N bezieht; wobei noch gelegentlich bemerkt
werden mag, dass die Bedingung, wonach M und N ganze Polynome in y sein sollten, hier
iiberall nur der Klarheit und Einfachheit wegen gestellt, keineswegs aber durchaus noth-
wendig ist. Da jedoch diese Untersuchungen allerdings nur unter vielen Einschrinkungen
auf anderweitige Formen ausgedehnt werden konnten, so habe ich es vorgezogen, in gegen-
wirtiger Schrift bei der Annahme stehen zu bleiben, dass in Bezug auf y, M und N ganze
Polynome sind.

Die merkwiirdigste unter den vorhin aufgestellten Bedingungen fiir die vorausgesetzte
Form des Integrals ist die, dass von den durch ¢'y,, ¢y,,.. .-{'y, bezeichneten Produkten
keines durch ein Quadrat theilbar sein darf. Wenn diese Bedingung, welche bloss von der
Beschaffenheit der vorliufigen Losungen abhiingt, nicht erfiillt wird, so ist klar, dass damit -
nicht gesagt ist, es konne das gesuchte Integral nicht dennoch in der angenommenen Form
bestehen; vielmehr lassen sich offenbar Gleichungen von dieser Form, in welcher eben ¢y,
u. 8. w. durch ein oder auch durch mehrere Quadrate theilbar sind, ganz leicht absichtlich
bilden. Aber wenn die obige Bedingung nicht erfiillt ist, so fillt der Beweis weg, dass N,
durch ¢y, theilbar ist und es kann nur durch die Ausfihrung der Division oder fiberhaupt
auf irgend eine andere Weise entschieden werden, ob diese 'Theilbarkeit stattfindet oder
nicht. Wenn sie nicht stattfindet, so werden spitere Beispiele zeigen, dass dann in gewissen
Fillen der integrirende Faktor eine andere Gestalt annimmt, welche aber doch auf das

engste an die vorliufigen Losungen gekniipft ist.
E
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§ 4. Eine Art von Differentialgleichungen, fir ‘welche die obigen Voraussetzungen
simmtlich zutreffen und deren Integration sich daher durch sehr einfache Betrachtungen
bewirken lisst, ergiebt sich wie folgt.

Es seien M oder N ganze Polynome sowohl nach « als nach y und zwar vom ne"
Grade in dem Sinne, dass die héchste Summe der in M oder N — im Allgemeinen, aber
nicht nothwendig, in beiden — vorkommenden, demselben Gliede zugehorigen Exponenten
von « und y gleich n sei, und die Gleichung Mdx + Ndy = 0 habe n -+ 1 lineare Losungen

y=a,c+pB,. ... v, ., =a,,,x+B,,, Dass dies miglich ist sieht man leicht. ‘Denn
wirdin der Gleichung Mdx + Ndy = 0, y = ox -+ § gesetzt, so erhilt man eine kein y
enthaltende Gleichung, — sie werde durch (M) —+ (N)a = 0 bezeichnet — worin z auf

den n* Grad steigt. Soll diese fiir jedes # bestehen, so ergeben sich n—+1 Bedingungen
zwischen den Vorzahlen in M und N, da die Faktoren der verschiedenen Potenzen von x
verschwinden miissen. Mit Ausnahme besonderer Fille, welche zu beachten dem augen-
blicklichen Zwecke fremd sein wiirde, enthalt die erste dieser Gleichungen, von der hoch-
sten (n**) Potenz von « angefangen, kein § und ist in Bezug auf @ vom (n—+ 1)" Grade.
Die zweite giebt fir jedes a den Werth von 8 als eine rationale Funktion von a, welche
sich auch in die Form einer ganzen Funktion von a bringen lisst, némlich

B=A-+Aa—+Ao" +.. . + 44"

wo die 4 sammtlich bekannt, d. h. durch die Vorzahlen der M und N gegeben sind. Hier-
mit erhilt man n -1 Paare zusammen gehoriger a und 8, deren jedes den noch iibrigen
n—1 Bedingungsgleichungen geniigen muss. Es bestehen also zwischen den Vorzahlen
der M und N, deren Anzahl (n—+ 1)(n—+ 2) ist, wenn jene als vollstindige Polynome n*"
Grades gedacht werden, (n -+ 1)(n + 2) Bedingungen, so dass noch 3n 43 Vorzahlen in
M und N willkiirlich bleiben, oder vielmehr nur 3n -+ 2, da immer eine derselben als Ein-
heit angesetzt werden kann. ‘

Da M und N nach der Voraussetzung in Hinsicht auf y den 2* Grad nicht fiberschrei-

. . . M N
ten, wihrend ¢ =(y—y)y—y,).. (Y —Y,,,) vom (n+ 1) Grade ist, so sind in v und 3

ungebrochene Theile nicht enthalten, oder man hat, den friiheren Bezeichnungen gemiss,
G = 0, H=0. Ferner ist N, ein Polynom n'® Grades und ¢'y, ist es auch unter der Vor-
aussetzung, dass alle @ von einander verschieden sind. Wenn also noch ¢'y, durch kein
Quadrat theilbar ist, so wird die frithere Schlussweise sofort giiltig und man hat Q, =
const. = ¢, und ebenso, wenn ¢'y, durch kein Quadrat theilbar ist, hat man Q,=¢,n.s W

Daher folgt der Lehrsatz:

Wenn M und N ganze Polynome nach « und y sind, welche den n*" Grad nicht
tiberschreiten, von der Beschaffenheit, dass die Gleichung Mdz —+ Ndy=10,n—+1
lineare Losungen hat, wie y,=a,2--8,, u. 8. W.; wenn in diesen jedes a von jedem
andern « verschieden ist; wenn nach Bildung des Produktes ¢ = (y —y,)(y —¥,)
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....(y—y,_.,) keines der daraus abgeleiteten ganzen Polynome V'y,[=(y,~y,) ¥,—Ys)
o ey = Y], Yy Wy, ., durch ein Quadrat [d. h. einen Ausdruck von
der Form (z —+ 3)*] theilbar ist — so ist jenes Produkt ¢ der integrirende Divisor
der Gleichung Mdx + Ndy = O und zwar hat man:

Midz+Ndy _  d{y—y) Ay —Yn1)
$ TN oy—y e e Ty =y,

Y= Yns

Die Werthe von q,, ¢,. ... ergeben sich leicht. Es sei, nach Potenzen von z entwickelﬁ,

)V‘ =Ca"+Ca" "'+ 2" " ..., so folgt:
— G
"= (@ — ag) (g — o) oo (%) — Xpgy)’

und ebenso die iibrigen q.

Wenn die zuletzt aufgestellte Bedingung in Betreff der ¢'y,, ¢'y,...... nicht erfiillt
wird, so kann die obige Form des Integrals dennoch bestehen, aber es ist auch mdglich,
dass sie nicht zulissig ist, wie bereits am Schlusse des vorigen § bemerkt wurde.

Zusiitzlich ist hier noch zu bemerken:

Die allgemeine Form einer linearen Losung ist Ay = ax —+ B, wofiir y = ax + @ ge-
setzt werden kann, wenn A nicht = 0 ist. Es kann aber der Fall eintreten, dass die obige
Gleichung n— 1 lineare Losungen hat, darunter aber p solche mit A= 0; seien diese
T="Y,, T=1Y,,.... & =Y,, die ibrigen aber von der fritheren Art, ndmlich

=02+ B,.. o z—+f3

"yn+1—y-= n--1— Nt

wobei angenommen bleibt, dass alle @ von einander verschieden sind und ebenso jedes Y
von jedem andern y. Auch in diesem Fall gilt der obige Satz; wird namlich

Y= —Y)Y—Y) Y1)
gesetzt und

X=@—1)@—1)....(—7%),

so ist X.¢ der integrirende Divisor der Gleichung Mdx —+ Ndy = 0, wie folgendermassen
zu beweisen ist.

Da der Gleichung durch ==y, Geniige geschieht, so muss fiir z=1,, N=0, also

* N durch z—y, theilbar sein; ebenso durch z—1, u. s. w., also muss N durch X theilbar

sein oder
N=X.9,

wo P ein ganzes Polynom in x und y ist, welches nach beiden zusammen nur vom (n—p)*"

Grade sein darf, da X vom p*" und N vom n*" Grade sein soll. Da ferner M+ No.=0 wird
fiir y = oz —+ 8, und da die hieraus entspringende Gleichung fir @ nur vom (n—+ 1—p)*
Grade ist, indem sie nur ebenso viele Werthe von « nach der Voraussetzung darbietet, so
darf auch M in Bezug auf y den (n—+1—p)* Grad nicht uberschreiten. Daher sind M
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und ¢ in Bezug auf y von gleichen Graden oder wenigstens M nicht von hoherem Grade
als ¢; zerlegt man also in einfache Briiche, so kommt

M __ "
$ = G+\D'y1(y—y1)

wo der ungebrochene Theil G von x allein abhiingt. Weil M vom n*® Grade ist, so kann
die hochste darin vorkommende Potenz von y,, nimlich die (n +1—y)* nur mit einem
Polynom vom (p — 1) Grade in = multiplicirt sein; also ist 6 im Allgemeinen und hoch-

stens vom (. —1)** Grade in «. Ferner ist i—v oder X—f in Betreff des y ein dchter Bruch,

da ® nach y den (» — )" Grad nicht iiberschreitet, wihrend ¢ den (n + 1— )" erreicht;
daher giebt die Zerlegung:

N _x( O Pppoy —pt
¢ X(‘P'.’h (y—y|)+””+q"yn+1—p(y—1/n+l—p.)>.
Mit Hiilfe der Gleichungen M,dz + N,dy=0,..... folgt hieraus:

Mdz+Ndy __ Gdz  ®,d(y —y,)

4 Y (y—w) e

Xy

G .o k .
Nun ist 3 ein &chter Bruch, zerlegbar in die Summe f_{— “+ ... +;5"~Y— und in Betreff
iy ity

der \l'gle = Q, u. s. w. gelten die obigen Schliisse, wonach 0,=4g,0,= q,,--.. alle constant
sind. Da nimlich jedes « von jedem andern a verschieden ist, so ist 'y, vom (n— p.)e
Grade, wie ®, auch. Ferner wird fir den Werth 2’ von z, welcher Yy,=1Yy, macht, M, = M,
und N, = N,, also M,+ N,a,= 0 und M,+Na,=0; also N,=0, M, = 0 fiir z = .
Danun N,=X.® =0 fir z= 4/, so folgt @, =0 fir z=21'. Es konnte freilich auch
fir z=a, X=0 werden, wenn zufiillig eines der y dem «' gleich kime; allein da die
Grossen y ganz beliebig gegeben sind, so wiirde ein solches Zusammentreffen hier ohne
Bedeutung sein und konnte durch eine unendlich kleine Aenderung der v sofort getilgt
werden. Es ist also ®, durch # — 2’ theilbar und ebenso durch die tibrigen Faktoren von
¥y, nimlich —a", 2—2", ... . o—a""* welche nach der Voraussetzung simmtlich
von einander verschieden sind. Demnach wird Q,=g,, u. s. f.; mithin schliesslich :

Mdz -+ Ndy kdz . kp.dz adly—u)
XY z— N @—Yu Yy—u

..+ %+1-—Md(y"‘yn+1-—u).
Y= Uns-1—p

§ 5. Die bisherige Untersuchung ging davon aus, dass zuerst gewisse vorlaufige Lo-
sangen der Differentialgleichungen als gegeben gedacht wurden, nimlich y,,y, u. s. f., und
beantwortete dann die Frage, unter welchen Umstinden sich der integrirende Divisor in
der Form X(y—y)(y—y,)....= X.¢ aus jenen Losungen bilden liess. Es zeigte sich,
dass dies zuweilen mit aller Sicherheit geschehen konnte. Um aber die Beziehungen,
welche zwischen gewissen Formen des integrirenden Divisors und einigen vorliufigen Lo-
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sungen bestehen, vollstindiger zu ergriinden, wird es niitzlich sein die vorige Untersuchung
in umgekehrter Richtung aufzunehmen, wodurch folgender Lehrsatz gewonnen wird :

Wenn der integrirende Divisor die Form X.¢ — wie oben — hat, so sind die
Y4» Yy - .. sdmmtlich Losungen der Gleichung Mdz + Ndy = 0.

Hierbei wird wie iberall angenommen, dass M und N ganze Polynome in y, so wie die
von x abhingigen Grossen y,, y, ... alle von einander verschieden sind. Auch dirfen
nicht M und N beide durch einen der Faktoren von ¢, z. B. durch y—y,, theilbar sein.

Da derselbe Satz spiter fiir eine viel allgemeinere Form des integrirenden Faktors
bewiesen werden wird, so hitte der gegenwirtige, als ein besonders einfacher Fall, jenem
umfassenderen untergeordnet und dadurch einige Wiederholung vermieden werden konnen.
Es gestatten jedoch die einfachen Fille, welche hier zunichst hervorgehoben werden, eine
Darstellung, wodurch nicht allein der obige Satz leicht bewiesen, sondern auch das Inte-
gral in vollstéindig entwickelter Gestalt sofort gefunden wird, wie es bei der spéteren all-
gemeineren Form des integrirenden Faktors nicht mehr angeht. Unter diesen Umstinden
wird die Wiederholung, wie ich hoffe, kaum fiihlbar und gewiss nicht storend sein.

Md’;"%’@ ein vollstindiges

Differential. Der von y unabhingige Faktor j} kann dem M und N einverleibt gedacht, also

~ Es seien demnach ¢ =(y—y,)(y—y,)....(y—y,) und

fir % und —Xl! bloss M und N geschrieben werden, wonach man hat:

Mdz + Ndy
—y = aQ.

Durch Zerlegung in einfache Briiche wird erhalten :

M P P N
— = G, v = - e
b y—u y—yv’\ $ y—u V"’Vv’

wo zur Abkiirzung gesetzt ist :

— M _ N
Pi_Vy—;’ 0'—,—1, u. S. f.

Demnach ist gegeben:

P
dQ = Gdz + Hly +- 282+ Q% | Pde+0dy,
¥—n Yy—¥Yy
daher:
a9 P, aQ 0
dn = ——— =, — =
dz y—yl ? d +3/'—!h+
Hieraus folgt :
sz—-ig_.__PL_ Py
dedy — dy  (y—y,P y—uF
ng!L Qv% 0
a2 dH dz dz daQ, aQ, .
dyde " do +(y—!lx)2+ +(v—-vv)’+(y—y,) dz y—y,dz’
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also muss identisch folgende Gleichung bestehn:

dy, dyy
P+ 0 Py+Qy
dH 4G V" ¥l de YT PV de a0, a0,
e M ) R VRN i R AT~ S TR ST TN
Diese Gleichung kann nicht anders fiir jeden Werth sowohl von  als von y richtig bleiben,
als wenn die rechter Hand vorkommenden positiven Potenzen von y (einschliesslich der 07)

durch ‘das Verschwinden ihrer Faktoren alle wegfdllen, was darauf hinauskommt, dass

identisch %’%—%: 0 sein muss und wenn ferner die Zihler der auf jene Glieder fol-

genden Briiche, jeder einzeln, gleich Null sind. Denn es konnen weder die Briiche, welche
eine Potenz von y — y, zum Nenner haben, andere aufheben, deren Ngnner Potenzen von
Yy—9Y,, Y—UYs,---- sind, da nach der Voraussetzung unter den Grossen y,, ¥,, Yp>-----
gleiche nicht vorkommen; noch konnen solche Glieder, welche verschiedene Potenzen von
y—y, zum Nenner haben, einander tilgen, wie leicht zu sehen oder auf nahe liegende
Weise darzuthun ist, wenn man nur festhilt, dass alle Zihler von y unabhingig sind.

Demnach hat man P, + Q, dy‘- =0, d. h. M,+N, y‘ = 0; also ist y, eine Losung der

(Jlelchung de+Ndy_-0, und ebenso sind es y,, ¥5,..--- y,, wie im Lehrsatze be-
hauptet wurde. Q
Ueberdem folgt aber noch aus dem Gange der obigen Rechnung, dass auch — ' =0,
also Q, constant s sein muss; ebenso die iibrigen Q; diese Constanten mogen w1e blsher
durch ¢,, g, .. . . ¢, bezeichnet werden, so dass z. B. ist:
W,
¢; =gq,, u.s. f.
Es war aber oben M fiir %, N fiir % gesetzt worden;'stellt man also jetzt die M und N
. . W,
in ihrer urspriinglichen Bedeutung wieder her, so wird }._4:37, =g¢,, W s. f. und

Mdzr +~Ndy __ Gdx + Hdy dly—uy) d(y— yy)
X X 1 y—u Y y—uy

Hier ist fiir die obigen G und H, % und E geschrieben, damit G und H die in den Briichen
13 ﬁ enthaltenen ganzen Polynome blelben auch wenn M und N jetzt wieder in ihrer
urspriinglichen Geltung genommen werden. Die obige Glelchung d ';H muss daher jetzt

geschrieben werden: (6 , ‘_’)
(%) (),
Tdy ~—  do
also ist 95”—';@’1 ein vollstindiges Differential = dU, und man erhilt fitr die Form des
. . 1
Integrals der gegebenen Differentialgleichung, deren integrirender Faktor ¥.g War,

dfy yl) d(y—y)

Mdx 4+ Ndy -+ .
2T =dQ y—. T Ny =y

I =dU-+q,——
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§ 6. Es ist vorauszusehen, dass der vorige Satz auch giiltig bleiben wird, wenn
mehrere Faktoren von ¢ einander gleich sind; aber es ist auch wichtig, diesen Fall niher
zu betrachten, um die dabei bestehende Form des Integrals kennen zu lernen.

Sei demnach ¢ = (y — y,)xl (y— y2)kz ...... (y———-yv)kv; die von « allein abhingigen
Y5 Y,--..y, alle von einander verschieden, die Exponenten A simmtlich positive ganze
Zahlen, keiner = 0 und wenigstens nicht alle = 1. Auch diirfen, wie frither, die M und N

nicht beide zugleich durch y —y, oder y —y, u. s. w. theilbar sein. Mit diesem ¢ sei nun

Mdz + Ndy

—xg 2Is vollstindiges Differential gegeben, oder wenn wieder der bloss von z ab-

hiingige Divisor X den M und N einverleibt gedacht wird, so sei gegeben:

Mdz + Ndy

v = d.

Fir die Zerlegung in einfache Briiche geniigt es, nur die y—y, im Nenner enthaltenden
Briiche zu entwickeln, da die iibrigen Glieder denselben Gesetzen folgen; daher wird fiir
jetzt auch bloss ) statt A, geschrieben werden diirfen. Setzt man zur Abkiirzung:

M, N, —
1 — y)h Wy, — ya))"’ ey — yv)xv (3/ ) (v, — Y. (¥, — y)M (y')

oder was dasselbe ist, setzt man :

. du*yl $h
so wird erhalten :
, " A—
¥ F(y‘)x+ F(y‘x) -+ F(y‘)l PR . ~+....
¥ y—u) (y—y )~ 21y —y )2 C—Nhly —y)
2 " y
Y . 4’(1/1)}_.__‘_1’(1/1)) -+ ‘D(yl)x - e
¥ (y—uy) (y— w1 2y —y)h 2 A—11y —y)

G und H sind die in den Quotienten enthaltenen ganzen Polynome; die den ibrigen Fak-
toren von ¢, nimlich y —y,, y—y, u. s. f. zugehorigen Theilbriiche sind nach Anleitung
der zu y —y, gehorigen erginzend beizufiigen.

Es wird keine Dunkelheit verursachen, wenn hier noch kiirzer fir F(y,) und ®(y,)
nur Fund ® gesetzt werden; ferner ist % = %, ‘—J
gehorigen Glieder von nun an weglassend :

d F

o 1 ! (y — y PP

oYy
B=H+Z———¢~
dy iy —y =

Die Summation erstreckt sich von g =0 bis p. =r—1.

Mémoires de 1'Acad. Imp. des Sciences, Vilme Série.

= 'm ; daher erhilt man, die zu y,, y,..

e
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Aus der ersten dieser Gleichungen folgt :

@2Q _ d6 2 (A — p) F
dzdy  dy ply —yh—r+1

und aus der zweiten :
aok

a2Q  dFE | dy, O (A—powm N “dr
= 4+ — -+ *
dyds  dx  dz ‘\-iu!(y—yl)*‘*““ il (y— y PP

Hier ist %:L) die vo‘llsté‘mdige Ableitung nach # von ®"), sowohl nach y, als nach
dem in ®™ noch anderweitig vorkommenden « zu nehmen. In der vorstehenden zweiten
Summe schreibe man p.—1 fiir p, so erstreckt sich die Summation von p =1 bis p =12,
und wenn das zu p =\ gehorige Glied abgesondert wird, so kann jene Summe ersetzt
werden durch den Ausdruck:

dow—1 dpt—1
i L, da
= Dy —y)TE =D — )

M-:w')\—-l

.

'Wird hier noch (Tf‘:_f)‘t durch }% ersetzt, so kann die unmittelbar vorstehende Summation

auch auf p. = O ausgedehnt werden, da % mit p zugleich Null wird; dadurch verwandelt
sich der vorliegende Ausdruck in folgenden :

dpmB—1 dpAr—v

dx - dzx
LR G—y AR =)y —yy]

p==i—1 p

i
g

=
1

'

. . azQ . . .
welcher in dem obigen Werthe von Tyds 20 die Stelle der zweiten darin vorkommenden

Summe zu setzen ist, wodurch erhalten wird :

dy dpv—1 dpr—n
1 (f— g @, Y AT e
2o amg "R A—w T e —, dz

—— e - -+ .
dydz  dz 2-' plly—yh—r+! A=D'y—w)

=0

Die Gleichheit der entwickelten beiden Werthe von g;% giebt folgende Bedingungs-

gleichung, welche identisch bestehen muss, wenn mit dem gegenwirtigen Werthe von ¢,

y—d-‘z{——lv-d—y ein vollstindiges Differential sein soll, nimlich:
dy d@ =1 apA—1n
=1 (\— ) (P 4 o ;4) aeit—o o
dH dG * L p)(F + @ dr | e dx dx
0= ——+ S \ -+
dz Ay m ply —yr—r A—=Uy—y)

—+ die zu y,, y,, .. ..y, gehorigen Glieder.
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Diese Bedingung kann nicht anders erfiillt werden, als durch das Verschwinden der
einzelnen Summanden ; es miissen also folgende Gleichungen bestehen :

dH 46 .
w0
—1)
Y R 1T =0, fir p =0,1,2.... bis \—1,
endlich =
—— =0

weil dieses Glied das einzige ist, das die erste Potenz von y—y, im Nenner hat. Dass
zu den vorstehenden Gleichungen noch die entsprechenden fiir y,, y,....y, hinzutreten,
versteht sich von selbst. Fiir p. = 0 giebt die mittlere unter den vorstehenden Gleichungen

F+® %’i‘- =0, d. h. M dx+ N,dy, = 0; folglich ist y, eine Losung der Differentialgleichung
Mdx + Ndy = 0, was zu beweisen war. Dasselbe gilt von y,, y,....y,.

Unter der Voraussetzung, dass die soeben aufgestellten Bedingungen simmtlich er-
fiillt sind, ist nun noch die Form des Integrals Q zu finden. Lis war

) .
dQ = Gdz + Hdy + N Eﬂfiﬂ?‘ % 4+ die zu y,, y,.. . . gchorenden Glieder.
o ply—y )t

Setzt man hier fir ™ den aus der obigen Gleichung folgenden Werth:

pm_____@(m,fm__&_.w
o dz A—p dz
so folgt:
F-=)\>‘—l X ) . 3

dQ = Gdx + Hdy + > (E"_“._dg“x_@___ B AQUH—1 : >+

' p=0 P-Y(y—y,) ~—k p!o\_p)(y_yl} "
oder:

p5? ) p=A—1 _

dQ = Gdie + Hldy+ Y WAy —y) "N dDi—1 T

Wy — yh =B s 1) ) g —F | G—1) y—y
®=0 i p==1 ' 1 1

wo O¢ " = q, gesetzt ist, da dieser Werth zufolge der letzten Bedingungsgleichung con-
stant sein muss. In der zweiten der vorstehenden Summen schreibe man nun p.—+ 1 fiir g,
um die Grenzwerthe von p auf O and A — 2 zu bringen, so kommt:

p.=)‘ﬁ—2 . —
dQ = Gdz + Hdy + > (_“?,”3‘”-"—”1’— e I v+ it SRS
g ety — T Rl R -y TR A=1!y—y)

wo sich der Ausdruck unter dem I sogleich als vollstindiges Differential zu erkennen
giebt und mithin erhalten wird :
p=AiA—2 pan

dQ = G —V —_ R qld(lj__yl) + .
o+ 11ty p=;,d(u!(x—u—x)(y—y,)*-" *)+<1—1)3(y—u,>

*
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Da nun auch vermoge der ersten Bedingung Gdx —+ Hdy ein vollstindiges Differential
ist, so ist hiermit die Integration erledigt. Der Deutlichkeit wegen mag noch bemerkt
werden, dass ®* folgenden Werth hat:

o — # 2 (y)= M _ M )
dy,* R R A O R

Ferner ist ®*~" = q,= constans, eine Bedingung, welche die Funktion N, erfiillen
muss, und &dhnliche Bedingungen gelten fir N,, N,....N,. Es darf daher auch das Po-
lynom N nicht ginzlich willkiirlich gewihlt werden; seine nothwendige Form ergiebt sich

aber sogleich, wenn man die obige Zerlegung von ¥ in Betracht zieht, wonach war:

"
Ne=HY 4+ (D) + Py (y—g) + ...+ SO0ty
S ! ! Yoo—-nt Jy—y
d. h. da @*"(y,) = g, ist, also constant:
Ne=Hy+ @ —y) =HYp+Dy. ¥ .. ...
¢ +y—y) (y—y by (y—y)‘+

Py kann jedes ganze Polynom nach y vom (A — 1) Grade sein, wofern nur die hochste
Potenz von y einen constanten Faktor hat; es ist also allgemein zu setzen:

A—1
‘Py=A0+A1y+A2y2+...,+A)‘_2yk +%.%I)

wobei die 4 beliebige Funktionen von « sind.

Esseiz. B.y={(y —-y,)x‘(y—yz) (y— X3 und man bezeichne mit 4., 4,...., B,
B,...., C,, C,.... beliebige Funktionen von z, so ist die hierhergehorige allﬂememe Form
von N folgende:

— Y ;
N=(A0+Aly+-A2y2+....+Akl_2y‘1 +q(lxi1)v>( _yg)Az(y__y3))\a

— A,
-+ (B +By+........... +B’x2__2yxz z—a—%ry:—,)( —-3/,)A1(3/—y3))3

o — " ks—l
+<CO+C13/+ ........... + 0,y 2+%‘;_—3'_—1—)-r—)(y—y1)ll(y———y2)x2+H.qa;
H ist ein ganzes Polynom in y, beliebig nach .

Sind nun ¢ und N gegeben und soll == > = dQQ sein, so findet sich Q sofort aus

der vorstehenden Entwickelung, wobei nur noch zu bemerken ist, dass dann fiir ¢ der
Werth

Mdx + Ndy
o

G = fd 5 dy +§
genommen werden muss; das beigefiigte & ist eine beliebige Funktion von «; dadurch wird

Gdx + Hdy = Edzx + d(fHdy) = dU, also U=/Hdy + [Edx;
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es versteht sich, dass die Integration in /'Hdy sich auf y allein bezieht. Mit Hilfe des ge-
fundenen Q ergiebt sich dann sofort

aQ
M:H'q).

. A—
Es sei z. B. ¢ = (y—y)}, N= A+~Ay+Ay+. ...+ 4, _ ¢y q—‘y——:, und

=11
der Kiirze wegen H=0. Alsdann ist ®(y,)= N, und

U= h—2 atn,

Md:c-a—-Ngy_dQ de_E day,* . P (1t Rt TR
(y — wy) - A —p—T1)(y —y)r—r—1t G—=Dly—y)

G hingt allein von x ab.

Einige einfache Beispiele mogen zur Erlduterung dienen. Es sei

] =14’ N=A +Ady—+ky
un
Mdzx + Ndy
y3

=dQ;
so folgt, wenn G eine beliebige Funktion von x ist:
dQ = de—d(%)—d(%)+k%’
=Gy — 1%y 24 p
es ist also, wenn 4, 4, und G beliebig in x gegeben sind:

d d4
<Gy3—- ! {«" y— -1

Az yz) dz 4+ (4y+ A,y + ky?) dy

" = dQ
und

—dex——y———+klogy

Essei N=2'—y*—1, ¢ = (y — 2)* und ¥* I Ny dQ, so findet man nach obiger
Regel :

1@ = Gdz + §d (1o5) + § 4 200) + 34 (5 25) —20=2,

y—a
G eine beliebige Funktion von z. Hieraus folgt:

M=1+30*(y —2)+ 62 (y — ) + 4 (y— 2 + G (y — 2)*.
Es sei

N=0G 0y +Xy+X)—u)+@y+y—y)
und ¢ =(y—yY¥(y—y,); ¥, ¥ X,, X,, &, G beliebige Funktionen von z; so wird
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Mdz + Ndy _ Lay+ Xy + X
2_d9_de——d( -

=P —yy) 2(y — y ¢
— q_ny,n_t&) 1, 2 —w)
d< y—un +24 V—0n

g2y +E dy—yy),
d( V—U¥2 > + y—y

woraus sich dann M = %wp ergiebt.
Man kann auf diese Weise mit einem innerhalb gewisser Schranken willkiirlich gege-

benen N beliebig Differentialgleichungen bilden, deren integrirender Faktor die obige Form
hat, und zugleich ihr Integral augenblicklich hinschreiben.

§ 7. Im dritten Capitel des zweiten Abschnittes der Institutiones calculi integralis be-
schiftigt sich Euler damit, Differentialgleichungen aufzusuchen, welche durch Multipli-
catoren von gegebener Form integrabel werden. Dass die Losung solcher Aufgaben durch
die hier entwickelten Hiilfsmittel nicht unerheblich vereinfacht und erleichtert wird, will
ich jetzt an einigen Beispielen zeigen.

Die erste Aufgabe lautet: die Funktionen P und Q von « so zu bestimmen, dass die
Gleichung Pydz + (y + Q)dy = 0 durch den Multiplicator F?o—“ﬂlyT—c—Ty’ worin M und N
Funktionen von « sind, integrabel werde.

Auflosung. Zufolge der Aufgabe soll sein:

YW—y)—uy)

Pydr + (Q+y)dy dQ

Wenn nun y, von y, und beide von Null verschieden sind, so muss sich d€ auf folgende
Gestalt bringen lassen, wie in § 5 gezeigt worden ist, nimlich ;

dy— d(y —
dQ =g¢ W=w)  , dU—y) +q W
1 y—y 2 y—y, iy

Die Faktoren q,, ¢,, q, bedeuten Constanten. Diese Form mit der gegebenen verglichen
giebt sofort, wenn man einen constanten Fuktor fzu Hiilfe nimmt :

fR+Y=9yy—9)+q,y4—y)+eH—y)y—y)
[Pyde = —q,y(y—y,) dy,— ¢,y (y — y,) dy, ,
woraus folgende Bedingungen fliessen :
q¢+'q2+q3:O’ q,,y,'+(]2!/2=f, q3.y1y2:f0
q1dy1+(12dy2=0) qijdy|+(]2y1dy2=/.Pd‘z,

deren vierte eine Folge der zweiten ist. Werden nun y, und die Constanten ¢, 9, [ beliebig
angenommen, so folgt aus der ersten Gleichung g5, aus der zweiten y,, aus der dritten Q,
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aus der letzten P, womit die Aufgabe gelost ist. Euler giebt der gefundenen Gleichung

die Form:
—Brydr 4+ (0 —x+ B+ y)dy dQ
Y2+ (20 —2)y + o — oz -+ afz?] *

Um zu dieser zu gelangen, muss man zuerst bemerken, dass der eingeklammerte Faktor
des Nenners in zwei lineare Faktoren zerlegbar ist; es ist namlich fir § = V'1— 4af:
o 148 138
¥+ (20 —2)y 4+ &’ — ax + afx’ = (y—%xﬂ—a)(y——j—x +a).

Diese Thatsache, welche in Euler’s Darstellung gar nicht zu Tage kommt, enthilt
dennoch das, was aus dieser Untersuchung eigentlich zu lernen war, nimlich dass die vor-
liegende Aufgabe nur dann, dann aber immer Iosbar ist, wenn y, von y, linear abhingt,
also y, = my, + n ist. Dabei bleibt zwar y, noch eine willkiirliche Funktion von z, allein
dies ist ganz unwesentlich, da in der Differentialgleichung die urspriingliche Verinderliche

nur in dem Produkte % -dz, also in der That gar nicht vorkommt, vielmehr y, als solche
angesehen und sofort durch « ersetzt werden kann.

Um jedoch sogleich auf die Euler’sche Form zu kommen, setze man in den oben ge-
fundenen Gleichungen
1+6 18 .
yt - 'Y1-T'—a, y2= "{2-1;'—@, Yl = ~;~ ’ 'Y2: 7;QA; Y1+Y2= 17 Y|Y2: aﬁ’

Igt :
so folgt 9, + 4,7, =20, (¢,+¢)a+[=0 oder ga={;

aQ=yy,= afs’ —ar+a’, also Q0 =a—z-+§z°;
P=q,7,(1,2 — o)+ 0¥, (Y, & — ) = (g, + ¢,) 0z = — [Pz
daher P = — 8 ; wodurch die gewiinschte Uebereinstimmung mit der Euler’schen Form
hergestellt ist.

Will man noch die bisher ausgeschlossene Annahme y, =y, in Betracht ziehen, so
ist zu bemerken, dass dadurch nur die Form des Integrals geiindert wird, wihrend der
gefundene Werth von dQ auch fiir y, = y, ein vollstindiges Differential bleibt. Aus

@“"(Q*‘y)d.’l —dQ

yy—un)?
erhilt man nach § 6 sofort:
— n+0 \__ 4ty dy
d(l——-—d(yl(y_yl)> 1 Yy—Y +q!l
q = 3/—(1)2 = const.
Dies giebt Q =q¢y,” und P = — (1 + gy,); also
— —(+gyydy, +(qy > +v)dy
a8} = vy — )k
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Die Euler’sche Form wird im gegenwiirtigen Falle, da h=YY7,=Y,=4,8=0,

1 2 i
B=x> 0=a——w+% oder aQ:(%-—a)z ist:

19— —%dw+[§(—g———a>z+y]dﬂl

x )
3/(3/—5-'—“)2

womit die vorige in Uebereinstimmung gebracht wird durch die Annahme q =§ und die

Einfihrung von 3 —a fiir y,. Hiermit findet sich

adQ:-d( z )__ d2y—2)  dy

2y — x4+ 2 2y —z + 2a y

oder

— R .
al) = log Sy s s Zat

§ 8. Die niichstfolgende Aufgabe Euler’s fordert: P, Q, M, N in z so zu bestimmen,
dass fiir einen beliebigen positiven ganzen Werth von = sei:

Py"dz + (Q+y) y""ldy __
Y2+ My+ N = dQ.
Diese Aufgabe (§ 497 der Instit.) wird jedoch dort nur fir n = 2 gelost, da die allein
angewandte Methode der unbestimmten Coefficienten auf allzu verwickelte Differential-
gleichungen fithrt, welche sich nur fiir n =2 vereinfachen. Mit den gegenwirtigen Mitteln
lost sich aber die Aufgabe leicht, wie sogleich gezeigt werden soll.

Gegeben ist Py"dz + (y + Q™! dy
= dQ.
W—v)y—y)

Hieraus folgt wenn y, von y, verschieden ist, wie ich annehme :
Py dz~+(y, + Q) dy,= 0, Py,dz—+(y,+ Q) dy,=0............ a)

Zerlegt man ferner in einfache Briiche, so wird

49 = Gdz + Hdy + qQ d Ly:yyl) +q, d Ly —y?lz)
1 — Y2

H+0Q) 1‘/1?_—_'
W~ Y

=g, LrOw"T

v Y2— %
g, und ¢, miissen constant sein. Zwischen den fiinf Grossen P, 0,y,,y, und x sind dem-
nach vier Bedingungen & und b gegeben, bei niherer Betrachtung zeigt sich aber, dass
eine davon in den drei andern enthalten ist. Aus den Gleichungen h folgt durch Weg-

schaffung von Q:

4 92
e s By s |
y,r 1 y? 1

= 1, ........................ c)
sowie aus & :
Pylnd@‘ +q, (y1 - y2) dy‘ =0, Pyzndx -+ (Y, —y,‘) dy2 =0,
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und wenn P hieraus weggeschafft wird:

7,9y, g8y, __ 0
A2 e 222 =0,
y‘n ¥ ’ .

welche Gleichung schon in e enthalten ist. Es besteht also zwischen y, und y, nur die eine
Beziehung e; dabei hat man

0= =i —¥) — ¥, = jasi(th—y) — ¥,

p— W) W __ B~y 1%

?Il?b Tde T y." dr*

Man konnte, ohne die Auflosung einzuschriinken, y, = x setzen; ich ziehe es jedoch
vor y, beizubehalten, um nicht die Symmetrie der folgenden Ausdriicke zu storen. Es
bleiben noch G und H zu bestimmen. Man hat:

Py Py" Py"

W — %) ¥ — ) = (y1— v2) (?/A— v1) o (yx-; ¥2)(y -jyz)

y" 4+ Qyn T} Y+ Q! Yyt QT
= - y
W—y)(Y—y2) W—¥Y—v) G—v)y—y)

daher

Poyt—y =™\ —ady Yo" 4 Ay Yy
:E:.?L( Y—9  y—% /) u" dz y—uy, ¥" dr Ty —y,
N—i . 4 B—1 n—1_ . N—1
H— L (—=u__ y.":i/ﬁ) 9 (y__my_n_‘ T e,
Yi—Y%\Y¥—U Y—UY2 Y1— Y Yy—un Yy—UY,

Mit Hiilfe der obigen Ausdriicke fiir Q lisst sich der Werth von H also schreiben :

Y —y "+ <?7ﬁq'l_—1‘ ¥ —y2) — yl) "=y
1

= h— vy — )
Yyt —y (3/_32:.‘1 (2—Y1) — ?/2) (P —r—y," Y
2
+ (¥ — ¥) (Y — ¥2) ?
d.i
7R PXCjntont 1 0 BUFIR L1 Jnd T i
oyl y—w) "y — v
da die iibrigen Glieder einander tilgen, weil
—_ b n—1 7n—1
Yyt —y y" ! Uil 73 A y =0;

- — +
M=y y—y)  W—9y—Y) n—Y Y2 U

demnach wird

. n—1__ oy BT — (g™ — . dy.

@ — Yy dy — " — 9N dyl) -+ %((!} Yo )yf!; (y ¥.") .'/2)_
Yy—Y Y2 y 2
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Gdz + Hdy = ﬂn(
% 4
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Man betrachte jetzt den in ¢, multiplicirten Theil allein; ich nenne ihn (g,). Vollzieht man
die Diwision mit y — y,, so wird, n > 1 vorausgesetzt :

— n—l u=n—1
y"— yrTl gyt ’ n—p—1 u y"—ylf__? ( n—p p.—t) L, n—
y—w y I YTy T o Y Y *Y
b=1
daher:
=n-—1
(9)=q“V‘ (”""“_“’y._y” *‘dw) dy,
',{51 ytE p" TR 1y’
d. i
=11 n—
. V Y s dy, .
(qi)_qigﬂ_l d(("“‘l-'-)?h”_p’> 1 n'

daher ist (¢,) ein vollstindiges Differential und ebenso ist es (g,)- Setzt man demnach
Gdx + Hdy = dU, so folgt sofort :

n—p
U= <y1':1i’“ + Z/g"qz-l“)!}:t—p. -4, logyi_qglogy2'

Hiermit ergiebt sich folgende Auflosung der vorliegénden Aufgabe:

Sind y, und y, Funktionen von @, verbunden durch die Glelchung Ly i =1,

yz
S0 ist:
22—y
!/1"

y"dy, -+ (z/ — %+ q';’l’h_l ) Yy lay

= d{.
v—y) (y—9)

Mit Ricksicht auf die zwischen y, und y, bestehende Beziehung kann d€ auch auf fol-
gende mehr symmetrische Form gebracht werden :

_ d o d
(!I"‘ 7:’11:2“'“ 1:,12—_-"2_'3/1—3/2>yn ld!/-( g%—zll+fq:,;—ﬁ)y”
L Yo h v = dQ
W—v)y—v)
Der Werth von Q ist:
p=n—1 7=
—_ 4 4 \y"TH ) = Y2
(l_z <yln—|‘+y2"'—f~">n——p. +q,log +q210g v
p=1

Der Fall n=1 muss noch besonders betrachtet werden. Geht man auf die im Anfange
dieses § aufgestellten Grundgleichungen zuriick, so folgt fir n =1:

Pydz +(y+ Q)dy dQ
- ?

Y-y —v)

Py dz—+(y,+ Q)dy, = 0, Py,dz-+(y,+ Q)dy,= 0;
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ferner durch Zerlegung:

G=0, H=0, =y, 2 g, ) D=0 B =0
daher

¢, +q=1; Pydz—+q,(y,—y)dy, =0, Py,dv—+q,(y,—y)dy,=0,
folglich
2, 2:"’2 0; Pdx=—gq,dy,—q,dy,, y,%.y,% = ¢= const.
und

0=—0,%— %Y

Man erhilt daher fir n=1:

(¥ — @ ¥2 — %) Y — ¥ (119Y1 + 429¥,) = dQ
y—y)y—vo) ’

wobei die Bedingungen: ¢, +¢,=1 und y,% .y,% = ¢ bestehen miissen. Alsdann ist

dy—v) , . W =¥
=g, y——yl Ty,

Wiinscht man der Vollstindigkeit wegen dieselbe Aufgabe auch unter der Apnahme der
Gleichheit von y, mit y, zu losen, so ist zu setzen:

Pytdz +(y+ Q)y" Tldy _ 0y
w—w)?

Hier kann jedoch y, ohne Weiteres als unabhingig veréinderliche Grosse angesehen und
durch z ersetzt werden; also sei:

Pyldz + (y + Q) y"—1dy —dQ
(y — )? )

Wenn diese Voraussetzung bestehen soll, so muss der Zihler links fir y = « verschwin-
den; dies giebt:
Pr+ax—+(Q=0.

Ferner muss flﬁ-‘!’?fd " TY ny" '+ (n—1) Qy" ~* fiir y = « constant sein; also:
v .
ne" " '-(n—1)0z" " =yq.

Sind noch 6 und H die in -2~ und £--2""" enthaltenen ganzen Polynome, niimlich:

y—2? y—ap
. y* — nz?"ly 4 (n — 1) 2™
G=P y—ap
= Yyt — nz—ly 4+ (n —1)a" 4+ Q(y"* 1 — (n—l)w"—2y+(ﬂ—2)z""l),
- (y—ap s

in welchen Ausdriicken der Nenner in den Zihlern aufgeht, — jedoch muss n wenigstens

= 2 sein — so erhilt man: .
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n—la"2 gnp_1° n—1 =1
und mit diesen Werthen von P und Q

Q= Gdo + Hly—d(T 2971 | =)

y—a y—ax

Hier bleibt noch zu beweisen, dass Gdz -+ Hdy ein vollstindiges Differential ist; dies wird
aber sogleich dargethan sein, wenn die obigen Werthe von P und Q den Ausdruck

&

Py"dz +(y + Q) y"—dy
(y — )2

in der That zu einem vollstandigen Differential machen, wozu nur nothig ist:

(i e (5

dy dx
oder
(P — 2y )y —a) = 2Py 2 (" 4 Oy
d. i.
d
(nP—(%Z) (y—x)= 2P+ 2)y+20;
also )
r—2)P = %+2 und 20+nPw——w—"£ = 0.

Nun ist

aQ _ (n—2)¢q n

E——(n—l)m”—‘_nul’

daher in der That

aQ . n—2 (n—2)q __ .
'd‘a:+2_n—l—(n—l)m"_‘ = (n—2)P;

ferner findet man :

— nz —2)q __ 40,
20+npx—_—n~l_I?{:T)_x”:2—$75’

es sind also die Bedingungen der Integrabilitit erfiillt und man hat in der That, wie ver-
langt wurde :

R )
(1 :c"_l)n—ldm+(y+(n—l)a:"_2——n~l y y
: - =dQ,

, y — =)
némlich

AQ = Gz + Hdy + 1 d(7= ) 4 g 2=

y—z y—az '

wo nunmehr auch Gdz-+ Hdy als ein vollstindiges Differential erwiesen ist, dessen Entwicke-
lung ich jedoch unterlasse, da sie mit obigen Werthen von & und H leicht vollzogen wird.
Man erhilt z. B. firn=2, G =P, H=—1 und

(1—— q) yrdz + (y + ¢ — 2z) ydy

T - q [ x? — g d{y — =z,
T e T (l - };) dz —+ dy -+ dkﬁ'yﬁ;‘é,‘) -+ Y-z
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fir n=3 wird 6 = P(y + 2y), H=y~+2y,+ 0,

i 3
é(l—— q)y’*(la:-r-(y+—q——-— )yzdy

! : . dly— &
2\ x? 2z 2/ :dU—&—ld(i*— ,gf>+q,_(§/,,.-J
v — YT oo
und
, [ X a\Y 1 o e
U=y —i—(.z+2—m>§+—2—a — ¢ log x;

fiir n=—14 wird

1 q\ q 1 3
37(1—»w—3)y4d.r+<y—|—3‘;m—,2——§x>ydy_dU_* lwd(:c*—qm>+qd(‘y:i.@

y — o) 3 — y—=zx
und . 1
U= e (o ) L g,
U. s, w.
Firn=1 wird 6 =0, Il == und ¢ =1; daher
l’ydx+(y+())dg{___d<w_—gQ +ﬂy——z)
y— ) T _y—w) y~-=z °
und

Pr+xz+0=0.

Wird ferner rechterhand differentiirt und mit der linken Seite verglichen, so ergiebt sich
fir Q die Bedingung:
Qdx — z(dxz + dQ) = 0;

“daher mit der Constante k: Q =kx — z log x, und P =1logz —k —1. Also schliesslich:

(loga:——k~1)ydm+(y+km—zl(_)gm)dy_:d&-l
(y —ap

Q="lsz—k+V2 100y —a).

y—x

§ 9. Wenn der integrirende Divisor die bisher allein betrachtete Form hat, némlich
b=(y—yl..... (y —v,/™, in welcher alle Exponenten positive ganze Zahlen sind, so
kann mit Hiilfe vorstehender Entwickelungen das Integral sofort dargestellt werden; dies
wird aber im Allgemeinen nicht mehr zu erreichen sein, wenn jene Exponenten beliebige
Zahlenwerthe erhalten. Die Eigenschaft aber, worauf es hier hauptsichlich ankommt, dass
die in ¢ vorkommenden Funktionen von «, nimlich y,, y,...... y,, simmtlich Losungen
der vorgelegten Differentialgleichung sein miissen, bleibt auch fiir beliebige Werthe jener
Exponenten giiltig. Mit dieser Erweiterung ist jedoch noch nicht die allgemeinste Form
des integrirenden Faktors gegeben, welche sich aus vorlaufigen Losungen bilden lisst; es
sind vielmehr dazu noch Glieder von anderer Form erforderlich. .

Dic Voraussetzung, dass M und N in Bezug auf y ganze Polynome sind, auch fir die
Folge festhaltend, gehe ich jetzt zur Untersuchung der allgemeinsten Form des integri-
renden Faktors iiber, welche ich aus vorliufigen Losungen habe bilden kounen.
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Es sei Mdz + Ndy = 0 die vorgelegte Differentialgleichung, e~ ihr integrirender
Faktor ; also
’ e ¥ (Mdx + Ndy) = d{}.

Die Funktion 7/ bestehe aus mehreren Theilen; der erste V sei ein ganzes Polynom in
Bezug auf y, beliebig nach z. Der zweite Theil T, sei mittels der gegebenen Funktionen

vy, D/. D). ... D’u. von x und der Constante ¢, folgendermassen gebildet :

v _£1’ MDzL_ l’p..
T, =i—u —l—(y_yl)z—f— R +(y—y“l)Tf. “+¢, log(y——y|).

Solcher Theile wie T, enthalte # eine bestimmte Anzahl, etwa v, aus den Funktionen
Y41 Y5+ .-y, nebst den zugehorigen Faktoren D nach demselben Gesetze gebildet wie T,
aus seinen Elementen; es ist also

/N n," D'

= Tk D, PR
I, Ty—y, Ty T +(y—y2)v~z+5210g(?/ ¥);
und
W:[7+T1+-7;+T3+ ..... +T,.
Es wird angenommen, dass jede der Funktionen y,, Yy---.. ..y, von jeder andern ver-

schieden ist.

Die Polynome M und N kénnen mit gemeinschaftlichen Faktoren behaftet sein; sollte
jedoch eine der Differenzen y —y,, y—y,,..... y—y, in beiden aufgehen, oder ein ge-
meinsamer Faktor von der Form (y—y,)" vorhanden sein, so wire ein solcher in ™' ®¥—y,
zu verwandeln und der Exponent dem logarithmischen Theile von 7 beizufiigen, so dass.
schliesslich keine jener Differenzen als gemeinsamer Theiler von M und N sich vorfinde,

Unter diesen Voraussetzungen gilt nun folgender
Lehrsatz. Wenn e~ % (Mdx + Ndy) ein vollstindiges Differential ist, so sind die Funk-

‘tionen y,, y,....... y, eben so viele Losungen der Gleichung Mdz —+ Ndy =0,
oder es ist
M dx + N dy, =0, M,dx + N,dy,=0,..... M, dx + N,dy, = 0.

Beweis. Da
e~ % (Mdz + Ndy) = dQ,

S0 ist
a6 ) de”"N)
dy - dr
oder
dM  dN aw aw
oy =My —Ng,
d. i
i=V

dM N av av
‘_d_m_M“[iy_—Nﬂ'_F

dy > (Md_& _" NdTi)'
=1

é‘ dy dz

N
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Um die Formen auf der rechten Seite genauer zu entwickeln, geniigt es ein 7 allein,

es sei T,, niher in Betracht zu ziehen, da fiir die iibrigen dasselbe Gesetz gilt; ich setze

daher, zur Erleichterung des Druckes alle fiir jetzt entbehrlichen Zeiger weglassend :

+....+—~D—'u—-p+elog(y—y1').

T TP ., D
y—w)

1 T y— Yy (T_ 1;1)-_z
Hieraus erhilt man
Mo — NG = R(M-- N%)+ SN,
y z dx

d
wo
Re . __ D 2D, ___uD
y—y,  (y—w)P (—uw)? T (y—y)rH
§—__ 1 4D, 1 4D, _ 1  aby
y—y, dz (y—y)2 dz "7 (y—yM do

zur Abkiirzung gesetzt ist.

Man denke sich nun die Polynome M und N nach Potenzen von y —y, entwickelt. also
in folgende Formen gebracht:

m

M= M1 ~+ C1(y-—y1)+ C2(y-—y1)2+ oo +Cm(y—y1)
N=N+E(@y—y)+Ey—y)+....+E (y—y)

n

und fiihre mit diesen Ausdriicken die Multiplicationen aus, iiberall die ganzen Polynome
von den algebraischen Briichen trennend, so ergiebt sich Folgendes:
Ks ist

ar ,dT , d d 7
My — N = R(M,+ N2) 5N, + R(M—M,)+<R7”;+S)(1\—N,)~

Der erste Theil R(M1 +N1%> ist in Bezug auf y ein dchter algebraischer Bruch, in dessen

Nenner y —y, auf die (. -+ 1)* Potenz steigt. Der zweite Theil SN, ist ebenfalls ein dchter
Bruch, in dessen Nenner y—y, nur auf die p* Potenz steigt. Der dritte Theil R(M — M)
zerfillt in ein ganzes Polynom und in einen fichten Bruch, dessen Nenner nur die p Po-
tenz von y —y, ist, da M— M, den Faktor y —y, wenigstens einmal enthilt. Der vierte

Theil (R% -+ S> (N—N,) zerfillt ebenfalls in ein ganzes Polynom und einen dchten Bruch, -

in dessen Nenner y —y, nur auf die p* Potenz steigt, da N— N, durch y —y, theilbar ist.

Folglich enthalt M %F— N 2T ginen ungebrochenen Theil P, und eine Summe von
g dy dzx =] 1

fchten Briichen, in welcher neben dem Gliede

dy,
nD, (Ml +N‘—E>
-yt
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nur noch solche auftreten, in deren Nenner y —y, hochstens auf der p' Potenz erscheint.
Seien U,, U,.... U, die Zahler dieser letzteren, welche bloss von « abhiingen, so hat man:

dy
. w D, | M+ N, —J)
d dr, U U H( ! YV
wh __NL_p O O U da
dy d 1 y—y —y) vy —y ¥ (y—y P+t

Diese Entwickelung gilt fiir alle 7. Bezeichnet man also mit P die Summe aller hierher

s o " : !
gehorigen ganzen Polynome, mit Einschluss des von V herrithrenden Theiles M 71; _ 7% ,
so hat man:

aw | aw i U v }LID,M(Ml"”Nx ddgg)
M— —N—- =P+ — 4 £—2++ B x
dy dx ¥y—Y (y—yy) (y—y ™ (y —y P+t
dy.
! v T <M2+ N, 7;;#)
L PR . T
Y= Y—yai* (y — yya+1
R
und dieser Ausdruck soll fiir jeden Werth von # und y dem ganzen Polynom dé—f——'z_lv
x

gleich sein. Diese Gleichheit kann nicht anders bestehen als wenn

P="0—2

und alle Zihier der vorstehenden Briiche, jeder fir sich allein, Null sind, da ein gegen-
seitiges Aufheben der hier unterschiedenen Briiche unmoglich ist. Demnach sind nicht
allein die obigen U, jedes einzeln, gleich Null, sondern es verschwinden auch die Zihler,
welche oben durch die (g, + 1) Potenz von y —y,, die (p, +1)* von y —y,, u. s. f. divi-
dirt wurden, jeder fiir sich. In Betreff dieser Zihler ist noch zu bemerken, dass sie eine
andere Gestalt annehmen, wenn alle D’ = 0 sind, also z. B. T, bloss das Glied ¢, log y—y,
enthilt ; wo aber ¢, nun nicht mehr = 0 gedacht werden darf, da diese Annahme iiber-
haupt das Glied T, in 7V ganz vernichten wiirde. In diesem Falle sind die obigen Aus-
driicke U/, U/, .... U'yLl simmtlich gleich Null, oder es ist p., = 0 zu setzen; der zuletat
stehende Theilbruch erhilt aber die Form:

d
€ <MI+NIE%>

Yy—u
und mauss fiir sich allein verschwinden.

Da also unter allen Umstéinden M, + N, %’% als Faktor eines Produkts auftritt, welches
gleich Null sein muss, dessen zweiter Faktor aber nicht = 0 ist, so folgt: M, + N, %‘ =0
oder M dx + N,dy, =0, d. h. y, muss eine Losung der Gleichung Mdx + Ndy = 0 sein;
und dasselbe gilt von den anderen Funktionen y,, y.,....y,; W. z. b. w.
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§ 10. Der vorstehende Satz weist auf eine reichhaltige Classe von Differential-
gleichungen hin, welche sich mit Hiilfe vorldufiger Losungen integriren lassen. Den frither
entwickelten Fillen schliesst sich jetzt als zunichst liegend und besondere Beachtung ver-
dienend derjenige an, welcher aus der Annahme entspringt, dass W nur aus einem ganzen
Polynome V und einem logarithmischen Theile besteht, wihrend der algebraisch ge-
brochene Theil ganz verschwindet. Es seien also alle D gleich Null und

W="V¢clogly—y)-+elog(y—y,)+....+elog(y—y);

so finden, wenn ¢~ (Mdx -+ Ndy) = dQ ist, nach dem vorigen Lehrsatze folgende Glei-

chungen statt:
Mdx -+ Ndy, =0,....M,dz+ N,dy,= 0.

Setzt man ferner ¢ = (y —y,)* (y —y,)* .... (y—y,)", mithin

Miz + Ny __ o6

Ty
S0 Mmuss sein:
AM__ N _ gdv AV M 40 N b
dy de 77 dy dr ¢ dy ¢ dx
und weil
—e 2y,
L ‘ 1 oab M e
b ody T y—y Y—Y Y ode T y—uy Y—Y,
so wird :
AM  dN av av M'“N% M‘“N%Z:
dél——d—w:?"@——-jv—d;—l— 51—>y—:y—1-+€2'—§‘:y2 -

W — _ . .M N )
Nun sei P2 — ¢ ¥=M __  also G, und H, die in —— und -~ enthaltenen
¥—u " y—y 1 ! ! y—u Yy—%

ganzen Polynome, so wird wegen M,dx + N dy, = 0,

dy,
M+ IV‘d

x ay
e =G, + H -
¥y —U 1 1 dz

also erhilt man, wenn G,, II, auf dieselbe Weise zu y, gehoren, wie G, I, 7wy, u. s. 1.

. , \ “ 1y,
dM AN ay AV dy, ( /| ‘.’,-‘!2>+ A ((1 —+ 11,20,
‘.iy"‘a'—"l”ﬁg’—A‘.{i+°1(('1+”1 ar) F el VAT Var

\

Diese Gleichung, welche schon in der allgemeinen Gleichung des vorigen § enthalten
war, hier jedoch der leichteren Uebersicht wegen unabhiingig von jener entwickelt worden
ist, giebt die Bedingungen, welche noch erfiillt werden missen, wenn y,, y,,....J4, Lo-
sungen von Mdz —+ Ndy = 0 sind, damit letztere Gleichung durch den Divisor ¢ ¢ inte-
grabel werde.

Ménioires de I’Acad. Imp. des Sciences, Vlime Série.
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§11. Um sogleich eine Anwendung zu machen, sei die Frage: Wie miissen die Funk-
tionen P, P, Q, Q, von z beschaffen sein, wenn

P+ Py)de +(Q+ Qly)d!l_ dQ
¥ — )5y —y)% - !

d. h. w8nn der Ausdruck linkerhand ein vollstindiges Differential sein soll ?

Nach § 9 erhilt man erstens die Gleichungen :

P+Py +(0+Oy)dy'—0 .................... a)
PPy +(Q+0y)L=0...........oo.... .. h)

Ferner, da hier 6, =6,=P,, , =H,= 0, ist, muss sein:

P—2—y=c(p, + 0, )+ ¢, (P, 0,52);

daher

dol_O 0 =const. = £,

und wenn zur Abkiirzung <y, +¢,y, = u gesetzt wird, so wie e, +¢,—l=a,

Wird nun mittels der Gleichungen a und b (worin Q,=k), P und P, durch Q ausgedriickt,
und der Werth von P, in e eingesetzt, so ergiebt sich eine lineare Differentialgleichung
fir Q, durch deren Integration Q und damit auch P und P, vollstiindig bestimmt werden,
womit die Aufgabe erledigt ist.

. Um iberall weitliufigeren Formeln auszuweichen, will ich nur y,=0 und y,=r
setzen, was um so mehr zuldssig ist, als iiberhaupt durch einen Wechsel der verinder-
lichen Grossen die gegenwiirtige Aufgabe immer auf diese einfachere Form zuriickgefiihrt
werden kann. Man erhilt alsdann nach einigen ganz leichten Umrechnungen folgende
Gleichung, in welcher noch 1+ 8, fiir ¢, und 1+ 9, fiir ¢, gesetzt ist, nimlich :

(k8, + e. 20+ 8) ydr 4 (k8 2 — (8, + &) ky — ¢c. a0 +8,+1] g4y
yr+o (y— a)i+ 90,

=dQ,

und hieraus findet sich das Integral

S L (o R o R e

wo das zweite Glied augenschein]ich ein vollstindiges Differential ist.

Hierher gehort eine der merkwiirdigsten Gleichungen Euler’s (cap. 2, exempl. 4,
art. 490); sie ist folgende :

ydex — xdy -+ az” V' b cydy =0,
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Dieser Gleichung wird geniigt durch y = 0, wie sogleich erhellet, aber auch durch

y=y, =— ~——. Denn es ist:

(—ab)". y'n = anb?

daher:
dy, dz il l_l_i;f __7bd-"7
¥ — Tz aab  z("+b)’
also "y do
7Yy
ylda:——xdy'— P
d .1:”"" by}_dw . x"yld.z
L b.y,dy,= (@b alab’
folglich :

y,dz — xdy, + az" Va™ b, y,dy, = 0.

Da die Gleichung die beiden Losungen y =0 und y =y, hat, so ist Grund zu ver-
suchen, ob sie durch Division mit

Xy—y)y™
integrabel wird. Setzt man X = ¢~ wie bisher, und

ydz +(Qy — 2} dy __ dQ,
e (y—y)hys

so erhilt man:

Q av L@u)
2 —2y=—Ng+5,(1+05)+s
oder: v g
9__ 40, _ ay h 6,5
2——y=—0QHy+r4 ~+€,0 " +¢,
daher av 4
y
2 —¢,—e,=ao-+¢0,2
und

do av
dx =0 dz ?
also Q = const. x ¢”, d. i. ¢ = Q, da die Constante hier ohne Einfluss ist.

Die andere Gleichung wird nunmehr:

d dy
2—e —E,= Q+€Q e

Qdzx
n N
Nun ist Q = az™ V2" + b, daher wird
n
dy a” a0 __ 2
Q2 = — gy Wnd @5, =10 7y

folglich wird die zweite Gleichung:

.z" l_a).
2_e1—52_"=xn+b( 17
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sie wird erfillt durch ¢, =1, ¢, =1-—n, und mithin ist _

n..
ydr — zdy +- az™ V" + b . ydy

=d,

n .
" (& + aby V& 3-b) yl—nr

wie auch Euler gefunden hat. Uebrigens ist dieses Beispiel schon in der obigen allge-

meinen Formel enthalten; wenn ndmlich in dieser 8,=0,8=—n,za=——"“—— und
' abVu® 4+ b
c= -—(?"aib)ﬁ gesetzt wird, so folgt genau das Vorstehende. Auch die schliessliche Iorm

des Integrals ist durch die obige Formel sofort gegeben; ich will jedoch ihre Entwickelung
dem Leser anheim stellen.

§ 12. Aufgabe. Man verlangt die P und Q so zu bestimmen, dass fir gegebene
Y1) ¥y, Y, die in nachstehender Gleichung ausgedriickte Forderung erfillt
werde, nédmlich:

(P+ Py + Pyy2+ Poyd) do +(Q + Qly+Q2y2)dy::d9 ¢
(Y — )oY —y)%2 y — ¥y)ts )

Setzt man zur Abkirzung
g he e, —3=a, gy ey, ey =u, cy’rey’rey’=12v,
und bemerkt, dass
G=P +P,(y+y)+ I’a(y2 +yy+y’)
H,=0Q,+0,(y +y,),
u. s. w.

so folgt nach den Entwickelungen in § 10:
oP,+ %& =0
2 x

dQ d
—d—xl—l—(aﬂ—l)Pz—-l—— “Ps+£0220,

d d d
—d%+(a+2)P1+uP2+21;P3+d£0,+d~;)02=0-

Ferner erhiilt man drei Gléichungen, aus deren erster
b B . 9 d
P+P1y1+P2y12+P3y,- +(0+ 0y, + Oy, )E%l: 0

die beiden andern sich durch Vertauschung von y, mit y, und y, ergeben; also iiberhaupt
6 Gleichungen zwischen den 7 Funktionen P und Q. Wird nun eines der 0, es sei Q,, will-
kirlich angenommen und werden aus den 6 Gleichungen die vier Gréssen P, pP,P, P
weggeschafft, so ergeben sich zwei lineare Differentialgleichungen fiir Q und Q,, nimlich:

aQ
. +g()+g10’+g2=0

dQ .
G +hQ 0 Q, +h, =0,
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worin die g und & bekannte Funktionen von x sind. Multiplicirt man die erste mit /, die
zZweite mit f,, und setzt o
df,
fo9,~+fh,= E;‘
$0 kommt : N
d(fQ)+d(f,0,)+ /9, +fih)de =10
oder
fO+ 1,0, ~+ [(fg,~+ [,h,) dx = const.

Hiermit wiirden Q und Q, bestimmt sein, wenn es gelinge [ und £, aus den vorhergehenden
Gleichungen zu finden.

- .
Diese geben, wenn f, = f.r gesetzt wird:

d daf dr
flg-+h) =", flg,+hr) =13+ 3,
daher
g|+h1r—(g+hr)r = %
oder

dr ={g, + (h,—g)r — hr"] dz.

Wenn man von dieser Gleichung eine einzige Losung besitzt, sie sei r =r,, so kann
man daraus, wie Euler gezeigt hat, ihr volistindiges Integral herleiten. Da nimlich
dr,=[g,~+ (h,—g)r,— hr’]dz,
so folgt \
dir—r)=(h,—g—hr,—hr)(r—r)dzx
oder
dir—r)=[h,—g—2hr,—h(r—r)](r—r )de

. ; 1 .
Dividirt man nun mit (r —r,)* und setzt s = - _ b S0 folgt
dz 4+ [(h,—g—2hr)z—h]de = 0;

eine lineare Gleichung, welche s und damit r giebt, woraus dann f, f, leicht gefunden werden.
Die Schwierigkeit vorliegende Aufgabe allgemein zu 1osen, kommt also darauf zuriick,
der obigen Differentialgleichung zwischen » und « auf irgend eine Weise zu geniigen, was
nicht allgemein angelit.
Wenn man aber auf vollstindige Allgemeinheit verzichtend annimmt, dass a=0,
d. h. e, ~+¢,+ ¢, = 3 sei, so lasst sich die Auflosung durchfithren. Némlich es wird zuerst

’fi%z 0, also Q, = const. = k; alsdann bleiben noch 5 Gleichungen zwischen P, P,, P,, P,.

0, 0, Wird nun Q, beliebig angenommen, und schafft man alle P weg, so folgt eine lineare

Differentialgleichung in Q, durch deren Integration die Aufgabe erledigt wird.
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Der Gang der Rechnung ist also folgender Setzt man y, = 0, y, = z, so wird sofort
= 0 und zur Bestimmung von P, ,» Py, P,, Q hat man folgende vier Gleichungen, worin
() und y, als gegeben betrachtet werden konnen auch zur Abkiirzung einstweilen z fiir

geschneben ist:
Px —f—P2w2 +P2+(Q 4+ Qr —+kz' =0

P1y1+ P'2y12+ P3y13+ OZ""—‘ 01?/,""’" ky12z= O

2P +Pu +9Pv+30+01d—" /,d_“ =0
dx

P2 + Pu+ -+ t%—i—k@ =0.
.

Werden nun die Faktoren f, f,, fys [, oder vielmehr ihre Verhiltnisse, aus folgenden
Gleichungen bestimmt :

fw2+f|y,2+ fzu—i—/; =
f.z3+f1y13+ 2o+ fiu=0,
so erhdlt man fiir Q folgende lineare Differentialgleichung :
, . d . _ .
(/+/'1z)0—|—/2a;0+<fx+/1zy1+ 2dx>() +f3‘101+k</'x +f1~y1 +/2%+f335):0,

nach deren Integration sich dann auch P, P,, P, leicht ergeben, jedoch nicht ohne weit-
lautige Formeln, auf die ich nicht eingehen will.

Einen einfacheren Fall bietet die Aufgabe, wenn 0, und Q, = 0 gesetzt werden und

(P4 Py -+ Pyy% -+ Pyyd) dx + dy
o (y —u))o (y — 2)fayts

=dQ,
dabei ¢, +¢,+¢,= 3 und ¥ nur von x abhiingig sein soll. Wird die vorstehende Glei-
chung in folgende Form umgestaltet :

[Psy(y—w) Y—y)+Ry+Ry?de+dy —dO
F (v — )5 (v — 2)fa s ’

so hat man:
P2:R2_P3(‘”+y1)’ P1=R1+P3wy1
und
R,m+R2x2+l=O, R1y1+R2y'2+z=0 <WO z:%);
daher

— zzz——yl _ Yy —xz :
1 Yy, (N —w) 27 ay,(y,—x)’
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die noch iibrigen Bedingungsgleichungen sind:
P,+~uP,=0

av

2Pl +uP2+ 2vP3= T

Aus der ersten erhilt man R, == P, (z +y,—u) oder, da u=¢,y, +¢,,

— R,
P3_ A—e)y+(1—¢ez’

und hiermit sind durch die bekannten R, und R, die Fuuktionen P,, P,, P, villig bestimmt,
woraus endlich durch die vorstehende zweite Bedingungsgleichung Z—: und damit }° be-

stimmt wird, so dass nunmehr ist:

(Pyy(y — o)y —y)+ Ry + Ryy’lde+dy _ o
oy —y)y—h. P TaT g ’

oder mehr entwickelt:

yy— 2=y t) 4+ R de—a—d
l_l‘2<l-—a 1——52\.T+y)+ lyﬂ‘ y

=dQ;
(3/ — Yy — oyt T TS

R, und R, wie oben;

; o &
ay § (19,24 €22 — (2 + ¥, ) (€, ¥ + E2@) + 2y, ] Ry
= 2R, +(ey,+¢e,2) R, + AT ’

oder i
av OR 4 g (l—e)y 2 +2(1—¢e) oy, + & (1—e)a? R2.
az = = T—eun+(l—ea

§ 13. Wenn ¢~ (Mdx + Ndy) = dQ sein und /¥ die folgende Form haben soll:
W__\—a- -+ Jog(y—y) +-£§—+e log(y—uy,),

so milssen nicht allein die Gleichungen M,dx + N,dy, = 0, M,dz + N,dy, = 0 bestehen,
sondern auch noch folgende Bedingungen, welche sich auf dem in § 9 bezeichneten Wege
ergeben, nimlich:

Es sei M _ . M, 6 4 B,
y—y ' y—y y—u VT y—y
also N
v A M
T b
W—y 2 1 y—y y—wuf
desgleichen sei
N oy N, H, Ay
y—y 0V y—y’ vy 17 y—u
und
N = I\ —4- Ay A"l‘_—,
v — 9,2 17 y—y, y—wn?
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so nimmt die Bedingung

2y, ay, an, dy,
an_av_ M Vap MrNa, N o MeNy
dy dr 1 y—y 1 (y—y 2 y—u, &, V—y, ... y

nach Angabe des § 9 verwandelt, folgende Gestalt an:

ZJ; ‘%V: 61(-G'+H'%%)_D’ <F1+K1%12> -1, d.Dl
-+ 6,6, 1,2) — b, (1, -+ K, 22 )— a8

D(A—n—/\d"’!) N2D—o

D (A + A "yz)+1v‘“’2 0.

2 dx

Es sei
so wird :

M=P ~+ Py, —+ P2y'2 N=0~+y,

G, =P +Py + Py H=1

I''=P, K,=0

./.\I:P1+2P2y1 =1
woraus sich auch G,, H,.... durch Vertauschung von y, mit y, sogleich ergeben. Daher
wird :

¢ aQ ‘
2P2y+P,—d—m=ei<P1+P2y1+Py+ ) DP——da:

dy db,
&(Py+ Py, Py + ) g p 00

27 2 dx

d
D,(P,+ 2Py, + ) +(0+y) 0l = 0

D(p + 2Py, + ) (0+y)Pr— .
Hierzu treten noch die Bedingungen :
P+Py —+ szf +(Q+ yﬂ% =0

PPy, + Py’ + (Q+y) =0

Die erste Gleichung giebt e,~+¢,==2. Setzt man ferner zur Vereinfachung y,= 0 und
y,=2%, 80 tolgt
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d abD ab.
P,—% —9p +c,(Pe+1)—DP,—DP,— 2t 0
DP+ Q% =0. D,(P,+2P,x +1)+ (0 +2) 22 =0.

171

P=0. P1z+P2x2—|—Q+w=0.

Zur Bestimmung der fiinf Grossen P,, P,, Q, D,, D, sind demnach vier Gleichungen
gegeben ; ich will jedoch nur einige einfache Beispiele entwickeln.

Setzt man D, =0, so wird die vorletzte Gleichung erledigt; nimmt man nun noch D,
willkiirlich an, so lassen sich mittels der zweiten und vierten Gleichung P, und P, durch Q
ausdriicken, und diese Werthe, in die erste gesetzt, geben fiir Q eine lineare Differential-
gleichung, woraus Q sofort gefunden und die Aufgabe gelost wird. Es sei z. B. D, = ax”,

so folgt
Px+20=0, P+ P+ Q+a=0;

daher
20 1
’ Plz——;—’ P __——m—
und
ﬂ—£’-+§—-a0—aw=0,

dz
wo fiir e, bloss ¢ gesetzt ist, oder
' o (e—2
(T —a)o=a,

also
Q=a""%""(C+ afwe_'e—‘””dw)

und mit diesem Werthe von Q:

[(g—l) v—20|Lazr@+nay

ax?
€T .2 (y — )

= dQ.

Sei, um obigen Bedingungen noch auf eine andere Weise zu geniigen, D, =0, D, = q,
so hat man

P,+2Px~+1=0, Po+Pa*+Q+x=0,
%g+P1+(ax—a)P2+s=O;
daher
P=5, P=—1—22und 22+ ((22—5)0—1+c=0;
folglich |

Q:(l——e).ﬁ_ee—;(C+_/xe—2e%dm>’

Mémoires de I'Acad. Imp. des Sciences, VIIme Série. /
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und mit diesem Werthe von Q:

<‘gg—1— 2Q>ydav+(<?+y)dly_—dQ

2—¢ €
e/ "* .y (y—a)

Das einzige Beispiel dieser Art, welches ich bei anderen Schriftstellern habe finden
konnen, steht in einem Aufsatze von Abel, iber die Differentialgleichung (y -+s) dy
~+(p—+qy—+ry’)dz = 0 (oeuvres posth. t. II, p. 241). Die Aufgabe ist diese:

e~ v [P,ydx + (y + Q) dy] = dQ.
Hier ist also, mit den obigen Formeln verglichen, e,=¢,=0,D,=0, D=2, P,=0.
Um P, und Q zu finden, erhélt man aus den allgememen Entw1ckelungen sofort
Pz+(Q=0, P‘——-—E—l—l:(),
daher mit der willkiirlichen Constante a:

1 a a 1
Q‘——Ew"'_;’ p—_8__1
und

x

e—?[(y+%+§>dy—\-—(z%+%> yd.’z:] =dQ.

Wird hier y + <+ 2 =z gesetzt, so kommt:

x
e<;+%_z>,:zdz+<:—:;+‘%+—f—z>dx]= aQ

und wenn fir — z wieder y geschrieben wird, so folgt genau die Abel’sche Form,
némlich :

1
e(f““%*%) [ydy+<%§+%+{-+g>dx]=d9.

Setzt man hier den Nenner im Exponenten gleich Null, so folgt y— —2>—2 und
dieser Werth von y muss der Gleichung dQ = 0 Geniige thun, wie auch die Rechnung so-

gleich bestitigt.

§ 14. Durch das bisherige ist der Nutzen, welchen vorliufige Losungen fir die Inte-
gration gewihren konnen, hinreichend dargethan. Wenn néimlich M und N ganze Polynome
in y sind und der Logarithmus des integrirenden Faktors von Mdz —+ Ndy = 0 aus einem
algebraisch-rationalen und einem logarithmischen Theile (immer in Bezug auf y) besteht,
so haben vorliufige Liosungen eine wesentliche Bedeutung fir den logarithmischen und
den gebrochenen Theil des rationalen Theils, dagegen keine fiir den rationalen unge-
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brochenen Theil. Es wird also in einem solchen Falle die Aufsuchung vorliufiger Lo-
sungen immer der erste unumgingliche Schritt sein, um den integrirenden Faktor zu
finden, und es ist klar, dass dieses Mittel im Allgemeinen, mit Ausnahme einfacher Fille,
durch keine Substitution zu ersetzen ist. Wenn jedoch der integrirende Faktor bloss die
Form =" hat, so leisten, wie gesagt, unvollstindige Losungen fiir die Integration keine
Dienste. Die niihere Betrachtung dieses Falles gehort daher auch nicht zu der eigent-
lichen Aufgabe gegenwirtiger Schrift; ich will ihn jedoch der Vollstandigkeit wegen nicht
ganz unerwéahnt lassen. Sei also V ein ganzes Polynom in y und

e~ " (Mdz + Ndy) = dQ,
so ist:

dM dN av av

= Mgy — NG
Nun sei z. B. M=1+Py—+Py"+ Py’ N=0+Qy—+ Q,", V= X+ Xy+ Xy’
so ergiebt sich aus vorstehender Gleichung die folgende:

d d
3Py + 2P,y + Pl—%f—%}y—ﬁ:(l—i— Py + Py +Py*)(X,+ 2 X,y)
dX  dx dx
—(+ 0,9+ 0,9 (5 + Sy + 2v),

und hieraus nacH den verschiedenen Potenzen von y:

2P,X,— 0,22 =0

ax, dx,
2P2X2+P3X1_0171;2—027ij:0

dXx dX a0

2P1X2-1-P2X1 . —Q —2 17;—023—5_3P dz’

dx dX daQ

2X,+PX . . - — 0 —0,z=2P—

aQ __ ax
P—@=X—0%

1

Sind nun 2,, P,, Q,, O, als Funktionen von z beliebig gegeben, so findet man aus
der ersten der vorstehenden Bedingungen sofort X,; alsdann ergiebt die zweite fir X, eine
lineare Differentialgleichung, mittels deren X, durch bekannte Funktionen dargestellt wer-
den kann. In den beiden folgenden Gleichungen finden sich dann nur die Unbekannten P,

und g, da alles tibrige darin bekannt ist; multiplicirt man also die dritte mit X,, die vierte
mit 2 X, und subtrahirt, so ist P, weggeschafft und :—f, also auch X, gefunden. Und voll-
zieht man ebenso die durch 3) Q, — 4) Q, angedeutete Operation, so erhilt man P,.
Schliesslich giebt die fiinfte Bedingung Q durch Integration einer linearen Glei:hung.
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§ 15. Ehe ich zur Anwendung des Vorstehenden auf einige besondere Fille iiber-
gehe, habe ich noch eines Satzes zu erwiihnen, der eine Erweiterung der bekannten Regel
fiir die Integration homogener Gleichungen enthilt. Sind nimlich M, N, Q0 homogene Funk-
tionen von  und y, die beiden ersten von gleichen Graden n, die dritte von einem belie-
bigen Grade ¢, so besteht der Satz darin, dass die Gleichung

Mdzx + Ndy + Q (vrdy —ydx) =0
sich nach Art der homogenen Differentialgleichungen durch Einsetzung von tz fiir y inte-
griren lasst.
Denn es wird fir y =1tz
M=2a"f(), N=a"F(), 0= a"D(), ady— yde = o1,
daher geht obige Gleichung iiber in:
" (ft+t Fyde+a"*" Ft.dt+ 292 Ot di=0
oder in folgende:

"Il t F)de 42" 79T P dt+ @t de= 0,

welche augenscheinlich nach 4"~ 77" linear ist und in nachstehende Gestalt gebracht
werden kann:

(fe+¢. Feyd(z™—9—1

+ Ft.2" " 974t + Dt dt = 0.
n—gq—1

Setzt man nun
f(n—q—l)Ft.’dt

ft+t.Ft :J,

e

und multiplicirt obige Gleichung mit
n—q—1
it rt
so erhilt man das Integral

—g— : J.®¢. dt

J. 2" 1 1+(n—q——l)fﬂ+t._Ft: Const.
Wiinscht man den integrirenden Faktor der vorgelegten Gleichung ohne Einfithrung neuer
verinderlicher Grossen in seiner einfachsten Gestalt darzustellen, so setze man

Mdz + Ndy __ dP

"Mz+Ny P’

alsdann ist dieser Faktor :
pr—q—1
Mz + Ny
und man erhilt sofort :

PP =91 Mdx + Ndy + Q (zdy — ydz)] __ pr—9—24p P91, ) (zdy — ydx) —dQ
Mz + Ny - Mz + Ny )

e §
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Setzt man ndmlich y = tx, so findet sich soéleich

Ft. dt

- ftat.Fo,
P = ze ;

ferner ist Q = 2?.®t, ady —ydxr = 2°dt, Mz -+~ Ny ="+ (ft + (. Fi); daher wird das
zweite Glied in vorstehender Formel, nidmlich
Ft.dt Fe, dt

PP—9—1 Q(zdy —ydz) " 171, e"‘—q_“fﬂw-l’t. o1, Ot a2t ¢TI/ E o at

Mz + Ny - " Fi(ft+t. Fi) o fta-t.Ft

.

~ ein vollstindiges Difterential.

Es sei z. B. Q eine beliebige hgmggeﬁé‘ Funktion von %, also eine homogene Funk-
tion vom Grade ¢ = 0, so ist:

P"—1 [Mdz + Ndy + Q (zdy — ydx)] d

it (
Mz -+ Ny 2

Es sei M= a2’ + bay + cy’, N= ¢, & + b ay +c,3*, also n= 2, dabei der Grad ¢
der homogenen Funktion Q beliebig, so wird

_ a; + byt + ¢ t? .
log P =logx +‘/;+(b+al) t4(c+ b)) 2+ cyt? dt.

Angenommen, der Nenner unter dem Integralzeichen zerfalle in drei ungleiche Fak-
toren, sei also = ¢, (t—p.,) (¢ — ) (t —t,), S0 folgt durch Zerlegung in einfache Briiche

log P = log x —+ v, log (t—.,) + v, log (t— ) + v, log (t — )

und zugleich ist:
NV Y, =1;
daher wird
P=(y—p, @)1 (y — )2 (y — )",
so wie auch
Mz + Ny = ¢, (y — b, ) (y — 1, %) (y — p, ).

Hiermit ergiebt sich:

(a2 + bay + cy?) do + (2,27 + by + ¢, y?) dy + Q (xdy — yda) dQ
(y —w e N+ W (y — o)=YV 4Y2, (y — pga)t — Yo+ q¥s — 72

wo Q eine beliebige homogene Funktion vom Grade q bedeutet. Ein im Folgenden vor-
kommender Fall ist der, dass Q = const. = g ist, also ¢ = 0. Man hat demnach

(az? + boy + cy?) dz + (a, 22 + b, 2y -+ ¢ y?) dy + g (zdy — ydz) —=dQ
ey — @) TNy — @) T T2 (y — pga)t Ve

)

und zwar ist

Q= (y—w, @)1 (=1, 2)"2 (y —py@)s -+ [ f =@ Y@ - @) (ady — yda),
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wo das letzte Glied fiir y — tx tibergeht in f t—p ) t—p ) t— ) dt, also ein
vollstindiges Integral ist. Ueberhaupt ist die Form des Integrals fiir alle Gleichungen
dieser Art schon oben gegeben-

Anmerkung. Ueber die Darstellung des Integrals @ mag Folgendes hier noch im

Allgemeihen bemerkt werden. Wenn @m"‘;—ﬂ = d{} gegeben ist, so wird die Quadratur,

wofern nicht besondere Vereinfachungen sich darbieten, am besten vollzogen nach der von
Jacobi in Crelle’s Journal, Band 23, S. 92, mitgetheilten Weise. Nimlich man nimmt
fir eine der Grossen « oder y einen beliebigen passenden Werth an, er sei #=c¢, und
integrirt zuerst nach « von ¢ bis x, setzt hierauf ¢ fiir « in fp—v ein und integrirt diesen, nun-
mehr bloss y enthaltenden, Ausdruck nach y; so erhilt man:

Q:f d.’z—i—f

d
_n (
. dQ_—de-l-dde—y

In der That folgt hieraus

Mdx ~+ Ndy
—_— ————\IJ ’

wie verlangt wurde. Ebenso auch, wenn ein passender Werth k fiir y gewihlt ist, hat man

o= )

Doch bieten sich nicht selten andere Wege dar, um die wahre und einfachste Gestalt des
Integrals zu entdecken, und es bleibt immer nothig solche aufzusuchen.

_—b
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Zweite Abtheilung,

enthaltend Anwendungen.

§ 16. Es seien M und N nach z und y ganze Polynome vom zweiten Grade, ohne
gemeinsamen Faktor; also

2 2
M=a+ar-+ay+ax+azy—+ay

N=b+bz—+by-+ba*+bay+ by
und Mdz + Ndy = 0.

Auch wird angenommen, dass die Vorzahl von y* in N, also b,, nicht gleich Null ist;
denn wire in der urspriinglich gegebenen Gleichung b, =0, so bediirfte es nur einer
linearen Substitution, um in die verwandelte Gleichung das Glied y'*dy’ mit einer giiltigen
Vorzahl einzufiihren. Durch die Annahme, dass b, von Null verschieden sei, entgeht man
der Nothwendigkeit einige besondere Fille zu betrachten, welche mehr scheinbare als
wirkliche Ausnahmen bilden. Eine wirkliche Ausnahme ist jedoch in der That vorhanden,
denn in einem gewissen Falle bleibt b, bei jeder linearen Substitution gleich Null; diese
wird also fiir jetzt ausgeschlossen und spiter untersucht werden.

Wenn die vorgelegte Gleichung so beschaﬁ"en ist, dass ihr durch y = ax + $ Geniige
geschieht, so muss fiir jedes « sein:

a—+ a,x + a,(ax + P) + a,2" + a,x (az -+ 8) + a, (ax + B)*
~+ [b+ b’w+b2(aw+(3)+b3w2+b‘w(ax+ﬁ)+b5(ow:+6)2]a—_— 0;

folglich :
olglich a3+a4a+a5a2+(b3+b4a—l—-b5a2)d-=0

a,~+ a0+ a8+ 2a08+ (b, +bo~+bp+ 2baf)a=0
0+ a8 4+ a B+ (B +bg +bp)a=0. /
Die erste dieser Gleichungen, nimlich:
b’ + (b, + a) o’ + (b4 a) ot +-a,= 0

giebt drei Werthe fiir a; sie seien «,, a,, a,. Die zweite Gleichung bestimmt das jedem o
zugeordnete (3; es ist:

6 . b2 (b+a)a+a
T 2bia?+ (b, + 2a) a+a,”’

woraus fir a =a,, 8,, fiir a=ua,, 8, u. s. f. gefunden wird. Endlich giebt die dritte
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Gleichung, da sie fiir jedes Paar zusammengehoriger Werthe von a und 8 bestehen muss,
folgende drei’ Bedingungen :

a+ba1+a2(31+b2a161+a5312+b5a1612= 0
2 2

a -+ ba, +a,B,+ba8 +ap +baB =0

a—+ bas —+ a2(33 -+ b2a3(33+ a5632 -+ b5a3‘332 =0,

welche erfillt werden miissen, wenn die Differentialgleichung drei lineare Losungen wirk-
lich darbieten soll.

Werden nun «, b, a,, b, als unbekannt, alle iibrigen a und b aber nebst der Summe
a,+b = cals oegeben betrachtet so ist leicht zu sehen, dass in den obigen Gleichungen
o undﬁ nur durch bekannte Grossen ausgedriickt werden, da namentlich b, und a, nicht
einzeln, sondern nur in der Summe b, + @, im Zihler von § vorkommen und diese Summe
= c gegeben ist. Es sind demnach fu1 d1e unbekannten a, b, a,, b, vier Gleichungen ersten
Grades gegeben, nimlich die vorstehenden drei Bedingungen ¢ + b, + a8, +...=0,...
und a,~+ b,==¢. Da in jenen Bedingungen b, nicht vorkommt, so findet man durch ihre
Auflosung a, b, a, und dann b, = ¢ — a,. Dabei ergiebt sich als gemeinschaftlicher Nenner

der Werthe von a, b, a,:
A= 0‘162— a261 -+ %63— a8, + “361 —af,

= (&, — ) (B, —B)) — (&, — &) (B, —B,);
man erhilt also immer bestimmte Werthe, wenn nicht A =0 ist.

Werden nun, wie frither, die linearen Lﬁsungen durch Y, Yy Y, bezeichnet, so dass
y=a,z-+f3 u s w. und wird (y—y,)(y—y,) = { gesetzt, so macht es einen
wesentlichen Unterschied, ob keines der Produkte q) y)_ W, —Y,) (¥, —Ys), Py, Yy,
ein Quadrat ist oder ob diese Bedingung nicht erfillt wird. Im letzteren Falle, wenn also
wenigstens eines jener Produkte ein Quadrat ist, sieht man sogleich, dass es alle drei sein
miissen. Denn cs sei y, —y, = m,(z +3), y, — ya_ms(x-c— 3), also 'y, = m,m, (x + 5%
so ist auch y,—y, durch =+ 3 thellbal folglich sind auch ¢'y, = (y,—y,) (J2 y,) und
'y, =y, —y, (y3-——y2) Quadrate. Also ist entweder keines jener Produkte ein Quadrat
oder sie sind es alle drei zugleich, und zwar findet, wie leicht zu sehen, der erstere oder
der letztere Fall statt je nachdem A nicht gleich Null oder A = 0 ist. Denn es sei:

y|~y2=(a‘—a2)(x+62), Y, — Yy == (@, — 0;) (& + 3,),
mithin
h=aTa h=asa
so wird fir A = 0 auch 8, = 3, und mithin 'y, ein Quadrat; wenn aber A von Null ver-
schieden ist, so ist auch §, von 3, verschieden, also 'y, kein Quadrat, und iberhaupt
keines jener Produkte ein Quadrat. :
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Daher folgt: wenn die drei Wurzeln e, a,, a, simmtlich von einander verschieden

sind und A nicht gleich Null ist, so sind die Quotlenten q); =q,, %j Gy, &: 'R
nothwendig constant und man hat:

Mds + Ndy adly— _y_) d(y—y dly—y)

=dQ=q,~ =y TRy TRy,

0
Der Werth von ¢, ist:

bsa® + byay + by
"= (ay — %) (& — ag)
und durch Vertauschung von a, mit o, und mit a, ergeben sich ¢, und g,.

Wenn hingegen die vorgelegte Gleichung zwar drei lineare Losungen mit drei un-
gleichen a hat, aber von solcher Beschaffenheit, dass A=0 ist, so nimmt ihr integrirender
Faktor eine andere Gestalt an, die jedoch immer mit jenen Losungen in unmittelbarem
Zusammenhang steht. Um die Rechnung moglichst zu vereinfachen, ist es zweckmissig
eine Substitution anzuwenden, wodurch die vorhandenen Losungen auf die Form y, = 0,
y, =&, y, = ax -+ § gebracht werden. Da niimlich nach der Voraussetzung folgende drei
Lisungen stattfanden: y,=a,z +8,, y,=0o,2 +§,, y,=a,z +f,, und da keine der Dif-
ferenzen o, —a,, a, —a,, a, — a, gleich Null war, so denke man sich in die Gleichung
Mdx <+ Ndy = 0 die neuen Argumente « und v eingefithrt mittels der Gleichungen :

y=yw—+y, t=u-+3
oder -
- r=u+93 y=ou4+y+ad+f,
und zwar sei

y:ag-—a” ——az_al,
also
frae — @2“1
Y

Z=u—+39, y=—0a,u 4+ Y0+
Nun sei fir y=y,, v =71,; fir y=y,, v=n1,; fiir y =y,, v =1,; so erhilt man sofort:
I v,= 0,
W, =y,—Yy,= (2, —a)z+B—B =v(@—3) =1,
v,=u;
Yo, =y, —y,= (& —a)u—+ (0, —a)d+F—f,

oder wenn gesetzt wird :

HTH o, (a«z_a’1)(@3_61)—(a‘3_a’1) (62_6’):- A

Op— &)

wie oben, endlich

=6,

(o — °‘1
so folgt:
v, = au —+ 8.

» Mémoires de I'Acad. Imp. des Sciences, Vilme Série. 7
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Die also umgestaltete Gleichung, worin die Grade der M und N nicht verdndert sind,
hat nunmehr, wenn » und v wieder durch x und y ersetzt werden, die Losungen y, = 0,
y,=x, y,=ax + §, wo o weder gleich Null noch =1 sein wird, da a, von a, nach der
Voraussetzung verschieden war. Sei nun, wie bisher, Mdx + Ndy =0 die Differential-
gleichung, und zwar:

2

M=a+az-+ay+ a2’ + a,xy + ay
N=1b-+bx by + b’ +b.xy +y,
also zur Abkirzung b, =1 angenommen, da der Fall b, =0 ausgeschlossen bleibt, so
miissen die Vorzahlen a und b folgende Bedingungen erfiillen, damit die obigen drei Lo-

sungen bestehen, niimlich: weil y =0 der Differentialgleichung geniigen soll, so muss
sein: a=10, a,=0, a,=0. Weil y =« ebenfalls geniigen soll, so ist

b=0, a2+b1+b2= 0, aé'A—l—a5+b3+b4+ 1=0.
Endlich weil auch y = ax + 8 eine Losung sein soll, so folgt zuerst:
a2+(b£+a5)a+b3+a4:0,
und da @ = 1 eine Wurzel dieser Gleichung ist, so ergiebt sich fiir die andere:
a-+1-+b —+a,=0; daher auch a = a,+b,.

Sodann muss sein :
B _ bya2 + (b, + ay)a
- 202+ (by-+ 2a;) o + ay

’

oder wenn fir b, -+ a, vermoge der entsprechenden obigen Gleichung — b, gesetzt und o

aus dem Nenner weggeschafft wird :
_ba(l—a)
p="2G=,
wo zur Abkiirzung eingefiihrt ist:
B=(1+4+0b)(1+b,+a)—<b

5.

Endlich muss y, auch noch die dritte Bedingung erfillen, welche, da jetzt a = 0 und
b = 0, nachstehende Gestalt annimmt :

(a,+a3+bo—+af)=0.
Die verwandelte Differentialgleichung ist daher folgende:
Mdz + Ndy =0,

M=(a,+azx+ayy N=bz-+by+ b,a’ 4 b xy + by’
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und zwar:

a,=—b—b, e,=—1—b—b—a,

wozu noch die fiir die dritte Losung geltende Bedingung kommt, dass namlich fir

bya (1 T_ti)

a:aé—f—bS,B: 5

sein muss :
(a,+ a, + b0+ af)B=0.

Es soll nun gezeigt werden, dass der integrirende Divisor dieser Gleichung unter

allen Umstinden durch ¢ = y% (y — @)%z (y — ez —B)%s dargestellt werden kann. Dies
wird erwiesen sein, wenn es moglich ist, der am Schlusse des § 10 entwickelten Bedin-

gungsgleichung, worin ¥ = 0 zu setzen ist, also der Gleichung:
S daM anN dy, dy
—— :51<G1+ [lfd;)—f—eQ(Gz—n—II? &;2>
{ dy,
. e (G, I, d;)
durch constante Werthe der ¢ zu geniigen.

Man findet: G,= a,y+ a,y,+a,x+a,, =y +y +bx~+b, woraus G,, G,
I1,, H, durch Vertauschung von y, mit y,, y, hervorgehen. Ferner ist y =0, y, ==,
y, = a.x + ; daher wird obige Gleichung:

(2a,—b)y —+ (a,— 2b) & + a,— b, = [ae ~+ (a,+ 1) e, + (a,+ d)e ]y
+[ae,+(a,+a,+ b + e, + (a0 +a,+bo+a’)e,]x
~+ a6, + (a,+ b)) e, + (a,+ ba +a B +af)e,.

Diese Gleichung kiirzt sich nicht unerheblich ab, wenn man fiir ¢, 1+ 3 setzt, also
e,=1-+38 u s L Vergleicht man sodann die in y multiplicirten Glieder beider Seiten
mit einander, ebenso die in x multiplicirten und die dann noch iibrigen, so ergeben sich
fir die & folgende Gleichungen:

O:b4+a5+a.+1+(81+82+83)a5+82+83a
0=20b,+ 2a4+a5—f~b/‘+1+a5a+b4a+a2—+—(81+82+83)a4
+ (3, + d,0) (a,+ b) + 3, + 3,0’
0= b, +2a,+ b +ba+af+ad+(3 +3 +3)q
-+ (3, + 9,0) b, + 3,83 (a, + @).
Nun ist 1 + a + b, + a,=0; daher wird die erste Gleichung:

a,(3,+ 3, + 8) + 8, + 8,0 =0.

[y
i g
b= §
A
=7
e 1
(5
&2
2
S
3
prc
€3
£
o
(]
(4]
&
.
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Ferner ist (a,+ b, +a)a = — a, 2¢, + 2b,+a,+ b, + 1 —a =(a,+ a5-+—l_)3+b,,‘+v 1)
—+ (a, + b,— a) = 0; daher die zweite Gleichung:

a,(8,+3,+8)+(a,+b)(3,+d,0) + 3, + 3,a" = 0.

Bei der dritten Gleichung kommt es darauf an, ob 8 =0 ist oder nicht. Es sei 3
nicht = 0, so ist vermoge der zuletzt gestellten Bedingung fiir die dritte Losung:
a,+b,a +af-+af =0,
daher:
2a,+b +b,+boi+af-+af=a,+b +b=0;
mithin wird die dritte Gleichung, wenn $ nicht Null ist,

a2(81 -+ 82 -+ 83) -+ b2(82+83a) 4+ (‘a5 -+ a)BSaz' 0.

Wenn dagegen § = = 0 ist, so folgt, da nach der Voraussetzung a« von 0
und von 1 verschieden ist, b, = 0, daher a,+ b, =0, und die dritte Gleichung wird:
a,+a,(3, +3,+3)=0 oder: 3 +3,+3,=-—1, indem die Annahme a, = 0 unbe-
achtet bleiben kann, weil sie mit =0 und b,=0 die Differentialgleichung homogen
machen wiirde.

Wenn demnach 8 (und mithin auch das obige A, welches jetzt mit 3 zusammenfillt,
weil @, =0, 8,= 0, a,=1, §,=0, o, = a, B, =B ist) nicht verschwindet, so erhilt man
3,=23,=138,=0, d. h. den integrirenden Divisor y(y — ) (y —ax—8), wie schon vor- '
her auf anderem Wege gefunden war.

by (1 —a)
B

Wenn aber 8 = A = 0 ist, so ist der integrirende Divisor:

1+6 140 1+8
. Y=y (y—2) " (y—az)
und zwar:
2
3, +8,+d =—1,8,+ad,=ga,d,+ad +a(e+b)=aq
oder weil
. Q 2 — .
o+ 1-+a,~+b =0 ist, 3 -+0a"d,==a,+a,+o0a;
daher:
8 _a4—a 8 _-_a4+(15 _—a4—aa5
1T e P 2T 11—’ 3T a(l—w T
Mit diesen Werthen ist also:
(ay,+a,2 + a5 y) ydz + (by x4 by + y? — a,7) dg:d(l

y 8y — x)H—S, Sy — M,)1+63

Dabei ist zu bemerken, dass die Werthe der 3 nothwendig endlich sind, weil o von Null

wie von 1 verschieden gedacht werden muss.
Uebrigens bedarf das vorstehende vollstindige Differential keiner besonderen Kut-

wickelung, da es unmittelbar unter den in § 15 aufgestellten Satz fillt.
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Aus der bisherigen Untersuchung ergiebt sich, dass die Gleichung Mdx + Ndy = 0,
M=a+ax—+....+ay N=b+bx+..... ~+y*, wenn sie drei lineare Losungen,
Yy, = o, + 3, u. s. f. mit drei verschiedenen o hat, immer durch Multiplication mit
(Y—y)" . (y—y,) " *2.(y —y,) ‘s integrabel wird; und zwar sind alle ¢ der positiven
Einheit gleich, wenn A =a 8, —o.8 +..... von Null verschieden ist; fir A = O aber
erhalten sie andere, jedoch immer bestimmte endliche Werthe.

Im Vorstehenden lag iiberall die Annahme zu Grunde, dass die gegebene Differential-
gleichung drei lineare Losungen mit drei verschiedenen a darbot; es bleibt also noch zu
untersuchen, was erfolgt, wenn zwar drei verschiedene lineare Losungen bestehen, aber
nicht alle drei o von einander verschieden sind. Man iiberzeugt sich jedoch leicht, dass,
wenn alle drei o einander gleich sein sollten, also a1:a2=a3:a, die Differential-
gleichung auf die Form d (y — o) = 0 zuriickkommen miisste, in so fern niimlich, wie
hier festgehalten werden muss, die ganzen Polynome M und N den zweiten Grad nicht
iibersteigen diirfen. Es bleibt also noch der Fall zu erwigen, dass a, = a,, aber von a,
verschieden ist, so wie auch 8, von §, verschieden sein muss, damit drei verschiedene Lo-
sungen stattfinden.

Sei also y,=a,x+§,, y,=a,2+8,, y, = a,@ + B, und 3, verschjeden von §,, so
wie o, von a,. Setzt man y—y =wv, (0,—a )@+ 8, — B, =u, so verwandelt sich die
Gleichung in eine andere, welche als Losungen v, = 0, v, =8, — 8, = 8, v, = u darbietet,
und worin § von Null verschieden ist. Eine Gleichung Mdx + Ndy =0, welcher durch
y,=0, y,= 3, y,= x geniigt wird, wihrend die ganzen DPolynome M und N nur vom
zweiten Grade sind, muss folgende Gestalt haben :

y(y—B)dx +|(py + gz +mB)(y —2) — & (z — )| dy = 0;
P, q, m sind willkiirliche Constanten.

Sei ¢ =y"1.(y—P)%.(y— )%, so findet man nach § 10, dass diese Form in der
That den integrirenden Faktor giebt, und zwar wird :

E,=—m, ¢ :_'m—p—(], 53:2;
also :

y(y—B)daH—[(py+qw+mﬁ)(y—m)—m(w——ES)de_du
Yty =BT M TP (y — xp e

Von der Richtigkeit dieses Ergebnisses kann man sich auch so iiberzeugen j

Es sei:
. Yyy—_p __(py+rgr+mply —x)—x(x—p),
M= G , N= v ;
daher:

aM __ l—m _ I4+ma+p+q 2

dy—M( y y—B y—ﬂﬂ)

1{\':]\7( @-pPy—(2g+z+(1—mp 2_A>

dx py+qz+mp)ly—a)—s@—p)  y—=a/ '
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Die Gleichsetzung dieser Werthe giebt :

2y (y —
(I—m)(y—8 +(+map+qy—"20" =g —py—(2g+ 22z
+ (1—m)B + 2py+2()x+ 2m(3-——2iy!2%g),

und wegen gy(y—-p;:iz(m—a): 2y + 2z — 28:

C+p+qy—(1—mB=@G—py—I(2¢+2)z+(1—m3p
-+ 2py + 2qx + 2mB

-+ 2y + 22— 28 identisch richtig.

Das Integral Q findet sich auf bekannte Weise. Es ist

Q = yr=m ;i}};nt+p+q__(l - q)Jqq._(i___s)W"ffpjj.

Alles zusammengenommen folgt schliesslich, dass die Gleichung Mdz + Ndy = 0.
M=a+azx-+..... +ay, N=b+bo+ ... .. ~+y°, wenn sie drei lineare Losungen
Y., Yy, Y, hat, deren jede von jeder andern verschieden ist, immer durch Division mit
einem Ausdrucke von der Form (y —y,)** (y —y,)™ (y — y,)°* integrabel wird.

Wenn aber die im Eingange dieses Paragraphen entwickelten Bedingungen fiir das
Bestehen dreier linearer Losungen so beschaffen sind, dass z. B. a, =, und 3, =33, ge-
funden wird, so hat man in der That nur zwei Losungen. Diese reichen zwar in gewissen
besonderen, iibrigens gar nicht schwierigen Fillen zur Bildung des integrirenden Faktors
hin, wie z. B. auch die so eben vollzogene Integration fiir § = 0 noch gilt; allgemein aber
sind sie nicht ausreichend.

§ 17. Die im Vorigen festgehaltene Voraussetzung: b, nicht = 0, erleidet eine Aus-
nabwe, welche jedoch nur dann eintreten kann, wenn schon in der urspriinglichen Difte-

rentialgleichung nicht allein b, sondern auch a, gleich Null war. Alsdann erhilt man,

au + 3v fur « und yu + dv fir y setzend :

(4, 2y + a,y") do + (b,2* + b awy) dy = (aw’ + a/uv + a/v") du
A

& + (b w® b uv 4 b %) dv
und findet:
a, = (a, + b’y -+ (a,+ b)) ay’, b, = (a, -+ b) 3’3 + (a,+ )85

- War also neben a, = 0, b;= 0 auch noch a, -+ b, =0 und ¢, + b, =0, so behalten
a, und b, bei jeder linearen Substitution den Werth Null und es stellt sich als einzig mog-
liche hierher gehérige Ausnahme die von Jacobi untersuchte Gleichung dar, ndmlich

Mdx + Ndy = 0:

(S]]
[&1]
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M=a+az+ay—bay—by, N=b-+bax+by-—+ba’+bay,
welche sich auch also schreiben lisst:
(@ + a2+ a,y)de -+ b+ b x4+ by)dy + (b,x + b.y)(xdy — ydx) = 0.

Wird hier y = ax + 3 eingesetzt, so braucht man nur auf die im Anfange des vorigen
Paragraphen allgemein entwickelten Formeln zuriickzublicken, um zu erschen, dass durch
das Verschwinden von a,, b, a, -+ b,, a;,+ b, die Gleichung fiir o sich unmittelbar erle-
digt und nur die beiden andern iibrig bleiben, nimlich:

a,+(a,+b)a+bo’—bB—baf=0
a—+-a,f +bo+baf —b8° = 0.
Aus ersterer folgt:

B__._ byo? 4 (a, + b)) a +a;
__ by +b,u ’

und dieser Werth in die zweite gesetzt giebt fiir o die Gleichung:
(@ ~+ ba) (b, + b,0)* + (a, + b,00) (b +b,a)[a, + (a,+b) o +b,a’]
=b,{a,+(a,+b)a + b,a’,

welche vom dritten Grade ist, da die Glieder in o' einander tilgen. Sind a,, o, o, ihre
Wurzeln, 8,, 8,, 3, die jenen zugehorigen 3, und setzt man:

q’ = C(y-—alx-—31)(y'—_a‘zx*62)@_0‘31"—@3)’

so wird nach Entwickelung der symmetrischen Funktionen und passender Bestimmung
der Constante C, ¢ gefunden als eine rationale ganze Funktion der sammtlichen @ und b,
welche unter alien Umstinden den integrirenden Divisor darstellt, so dass man hat:
Mdx I{vﬂry- = dQ. Dieses dQ verwandelt sich in dQ = ¢, Ay —y) , ay—y) g, =y
- - —.
wenn iberhaupt jede der drei Losungen Yys Yy» Y, VOD jederyzlmdern v:rscillzieden ist.y D:ﬁei
sind zwei Fille zu unterscheiden, je nachdem sich unter den « zwet gleiche befinden oder

nicht. Sind gleiche a nicht vorhanden, so erhiilt man:

by +b,a,

"= (@ — ag) (@) — o)’ .= (o — o) (2 — ay)’ U (a3 — o) (a3 — )’
es ist jedoch zu bemerken, dass es nur auf die Verhiltnisse zwischen den ¢, nicht aber
auf die Werthe dieser Grossen selbst ankommt.

Sollen zwei a einander gleich, aber die zugehorigen B von einander verschieden sein,
so kann dieser Fall nur dann eintreten, wenn der Nenner b, ~+b,a von 3 im Zihler (chne

Rest) aufgeht. Alsdann erhilt man: o, =0, = —-';J und fiir die zugehorigen § eine Gleichung
X _
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zweiten Grades; zugleich aber verschwinden in diesem Falle die in #* multiplicirten Glieder
von N, und N;, so dass beide Polynome nur den ersten Grad erreichen und man erhilt :

N, b+byB (b b +bB)z by +byay b,y

U= §y, ™ B Bl [ — %) @+ By — B Br— o) (5 — )

ebenso
__l}l+b2al+b4§2_ bg+lg4a3.

9= (B2 — B\) (o —a3)” 9= (g — ’3‘1)2 ’ '

dabei ist stets

—_— Nl 3
ql —+- (I2+ qg—W;—i"—'—- - 5=

Fallen dagegen zwei Losungen y, und y, génzlich zusammen, oder mit anderen Worten,
sind zwei Faktoren von ¢ einander gleich, so bleibt zwar der integrirende Divisor ¢
immer giiltig, aber die Form des Integrals wird eine andere. Man findet in diesem Falle
pach den fritheren allgemeinen Entwickelungen sofort:

—d(— N dy—y)__, du—u,

d x(y.—ya)(y—y‘)>+q3 Y—Ys 7y —y,

L]

Mdz + Ndy ( N,
¥ — y)*(y — vy

__ bg+ b0,
7= (g — ay)?’

Sind alle drei Faktoren von ¢ einander gleich, so wird:

dn,
Mdx + Ndy __ ¢ <__N_1_> _ ( JEL_>
W—u)? 2\ y—w)? \Y — ¥/

Um diesen Fall etwas weiter zu. verfolgen, geniigt es y, =0 anzunehmen. Setzt
man noch N=b+2b1x+bzy+b3w2+b4xy, wo 2b, fiir b, geschrieben ist, so wird
N=>b~+ 2b,x + b3x2, %%‘ =1b, -+ b,z und man findet M= — (b, + b,z +b,y)y, so dass
sich folgendes Differential mit dem integrirenden Divisor y* ergiebt, nimlich:

(b ++ bz + byy) dy 4 (by 4 byx + byy) (zdy — ydo) dQ
e - )

T+ bya? b,+b,x
¥ v

Qz_éb—r%l

Es verdient bemerkt zu werden, dass die allgemeine Methode, auf das vorstehende
Differential angewandt, nicht 4°, sondern einen andern integrirenden Divisor herbeifithrt.
Setzt man nimlich y =eax -+ in die Gleichung (b—+ b,x—+b,y)dy ~+ (b, + bz + b.y)
(zdy — ydz) = 0, so erhilt man:

(b +bpa=(b+5bp8
(b, + b,a) 0 — (b, —+ b,a) 3,
daher nach Wegschaffung von J3:
(bb? + b,b,> — 2b,b,b) & ~+ 2], (bb,— b ) —+ b, (bb,— b= 0.

17274
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Diese Gleichung kommt nur dann auf «® = O zuriick, wenn bb, = b, ist; aber wenn diese
Gleichheit auch nicht besteht, so bleibt der integrirende Divisor y* dennoch richtig; zu-
gleich aber muss auch

V=yly—ox—Bly—a,z—3)

ein integrirender Divisor sein, wenn o, und o, nebst o, = 0 die Wurzeln der vorstehenden
Gleichung und 8,, 3,, 8, = 0 die dazu gehorigen B sind. Es folgt hieraus, dass y, = a,& + 3,
eine Losung der Differentialgleichung sein muss, und man kann fragen, zu welchem Werthe
der Constanten des Integrals sie gehort. Setzt man Q@ = C, so hat man nach dem Obigen
das Integral

20y + 2(b,+b,x)y + b+ 2bx+ b3x2:: 0.

Dieser Gleichung muss y = nx ~+ 3 geniigen, wenn a eine der Wurzeln a, oder o, ist und
¢’ gehorig bestimmt wird. Daher muss sein:

200 +2b0+b,=0
+Cad + 2,0 +bp8)+2b=0
208+ 20,83 +b=0.

Die erste Gleichung, verglichen mit der obigen fiir a, giebt sofort:

9 (0 — Di7+bybs2 — 2b,byb,
bb, — b2

als den Werth der Constante €, welchem die beiden obigen linearen Losungen zugehdren.

womit auch die folgenden stimmen; es ist klar, dass die dritte Losung y =0 einem un-
endlich grossen € entspricht.

Wenn man das Integral der obigen Gleichung mit Hilfe des Divisors ¢ entwickelt.
so ergiebt sich mit der Constante A4 :

Ay =(y—oax—B)(y—ax—3,)
Mit dem Divisor ¢ wurde gefunden:”
20y  + 2(b, 4+ b x)y + b+ 2bx + bz’ =0.
Ls ist aber, wenn € den obigen bestimmten Werth der Constante € andeutet:
20" (y — mar— 3y —a,x—0)=2 C'y2 “+ 2(b,+bx)y+ b+ 2bx -+ ham“",
daher verwandelt sich die erstere Form in
204y =20y + 2 (by+b,z)y + b+ 2bx+ b2,

welche fiir 2¢' — 2C'4 = 2C in die zweite iibergeht.
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Es mogen jetzt noch einige Zahlenbeispiele folgen, die Sonderfille der vorliegenden
Differentialgleichung betreffend, jedoch ohne weitere Erlduterungen.

l) (1—-3:1:—7y)da3+(l+11x+7y)dy+(6w+2y)(zdy—ydz)_du
...... - W—r— 1P y+a) = dil.
D d —_
d@ = —4d( 22 )4t =
y—a —1 y+x y—z—1
— 2y) d d (rdy — )
) . Urz—dor@rydy @y —ydr)__ 4q)
(y—ax—1y
__;l (@ + 1)? . L
Q= (y—xz—1)2 y—az—1°
l+32 -2y +zy+yYde+(l+2) (2 —x—ydy
... ‘ Y—dQ.
) y—oz— By — ez — Py) (x+1)
__ de 14+ o d(y—al_iv)‘ 1_—_!—_&1 diy—a,z1 |
@ $+1+“2‘"“x y—oz—p G —y Yy— a2 — Py’

a, und o, sind die Wurzeln der Gleichung 20’ — 50— 16 = 0.

74+a 7+ o
B="150 =15

2y —a,x—pB)(y—oa,@x—8,)=2y"—day — 162" — 11y +x + 13.

4 (4y—m)dm—o—((iy—3w+2)dy+(2y+m)(mdy—-ydw;_d\Q
oo [(4y + 2z — 12+ 7](10y — 3z + 1) - ;
(= 1 4Wy—389) T+ llV=T  diyw2e T UVeT o ddyea
61 10y — 82 +1 7.128 bya-2z—1—V—7 7198  dy+22—14V—7
5) ........... ydz + b+ +y)dy + 2z +y) (ydx—-a:dy)zdﬂ.

YRy +dz —1F —8b— 1]
Sei V8b—+1=1m, so ist

d
v

@

d9_3+m d(2y +1x) m-— 3 d(2y + 4z
T 16m 2y +4x—m—1 16m 2y+4zx+m—1

L
S

Die beiden letzten Beispiele sind solche, in welchen zu zwei gleichen a ungleiche 3 gehéren.

§ 18. Beispiele zu § 16
1) M= — 0 g Ty, N=2 4 24 2.
v M= — 52 — Yy~ —y, N=g 4 r+yray+y.

Mdzx -+ Ndy = 0.

Diese Gleichung hat drei lineare Losungen, nimlich wenn o eine Wurzel der Gleichung
o’ «+ o + 1 = 0 bedeutet, so ist

3+ 20 2 3+ 2a* . 3
y':am——45—, yi__ax—-—»—,——- . y%:.ﬂ——,)-,
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daher

2 47_{—0.)7

yq——y2=(l —I—QG.)(‘Z‘—g), 93_:‘/12(1—-—@)(1’“— 5

ya—y2=(2+a’)(w_3ga>°

Folglich sind nicht allein die Vorzahlen von x in y,, y,, ¥, (ndmlich o, a’, 1) alle
von einander verschieden, sondern es sind auch die Produkte ¢'y,, ¢'y,, ¢'y, [wo

$=(y—y,) (y—,) (y—y,), wie bisher] keine Quadrate; daher sind @%] =gq, u. s. f.

" _ a?+a _ o _ a2 l+a 2
constant und man erhilt sofort ¢, =55 T =35 G="3= 3 L= 5
Miz4+-Ndy _ edly—y)  1+edly—y) 24y =y
b 3 y—u 3 ¥ 8 y—u
. 7 2 2 1 2
2) Sei dagegen M= —1+x—3y—2 —y, N=g+a+y+ay+y,

Mdx -+ Ndy = 0, so hat man folgende lineare Lijsungen:

- 3 + 202 5 : :
y, = m__3i;_{°_‘, y, =o'z —2" 2%y =2 —7; o dasselbe wie vorhin;

daher

y,—y=(1+2a@—13), y—y,=0—a)(z—1), y—y,= (2 +a)(x—3);

Die Produkte ¢'y,, ... .. sind also Quadrate und die Integration geschieht nach der an-
dern oder zweiten Art. Setzt man

b= —y)" (Y —y)2 (y—y)",
und zufolge § 10

aM dN
h;—»E=e1(G1+Hia)+s_2(G2+ H,o*) + ¢, (G, + H,)
.3 . a 1
G1_—:—y—a.x+§~—], 111:y+(1+a)w_§-+z
~ 2 a2 I 2 a2 1
(12——y——f1x+—2———1, 12:y+(1+a)x____2__+4
‘ 1 )
ngy+2w—z, 11‘3:—3/—"‘1"—37

so erhilt man folgende Bedingung:

4

—

_3y_.14l:si((a.———l)y—-(a+ l).z‘—i—éa—-é)
(

-+ g,

(0 — 1)y — (¢’ + 1)x+§a2———§)
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odere, =1+3,¢e, =143, ¢=1-+3,setzend:
, 5 1
+%:81((a—1)y—(a+ l)x+za—§)

~+-82<(a2— 1)y — (e + l)x+%a2——~;—v)+83(x—;);

daher :
3, (. — 1)+82(a2— D=0

-——31(a.+1)—-82(a2+1)+63:0

Sl(éa——l)+ 82(203—%)——5? 3, =

1
\ 4 2 1

Durch Einfihrung der Grossen ¢ =38, +39,, 0, =9, + 3,a’, werden vorstehende Glei-
chungen in folgende verwandelt :
c=0,,0+0,=38,50 =1-+20+39,

woraus hervorgeht:

1 3 3 g *
und schliesslich :
o «? 2
8':—§, 82:.3’, 83—_———-‘§"
=1 3 —1 a2 1
81-—- +§, 52—-— +—3—, 53-——-?‘.

Hiermit ergiebt sich das vollstindige Differential :

1 \
<—l+w—%y—-w2——y2)dz+(—+w+y+xy+ y2)dy

16
3 = d§2,
1+ % 14 & 1 :
Rt S TP Bt 5 S )"
y—ar+—7 (y——a i -~> y—ax+ g
oder nach Vereinigung der complexen Faktoren .
1+2 7 2 2)d (1 2)d
— —4y-—m ——y) T+ 16—f—ar/'+y—i—.z'y—f—y ) Y (01/3
et T = d )
o 5.3
2 2y TV (y—r a2
(k;y + Y+ +y 4+1 (y .r+4)
wo zur Abkiirzung gesetzt ist:
(1—2x)V3
arCtgALy—:éz-i—Z— :
17 14 2 2 __ 53 , ¢ 2
3. .. M=—g5+cy—z —y. N=g+or—2y+ay v+

Mdz + Ndy = 0.
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Die drei Losungen sind :

1l+4o 9 11 +4a? - 9
y':a.lf-l—-—g—, y2=ax+ 5 ,yg_x—r,

o’ + o -+ 1 =0, wie in den vorigen Beispielen.

Daher:
= yy= (1 2@+ ),y —y, = (1= )2 — 257 b Y= 2+ o) [« —257).

Also sind die Quntienten%—,. ... constant; man findet:
]

o . a? 1+« 2,
q1=—§7 q2—_§_ 3 9 q3—§.
Wiz Ny _ s dly=y) , lrad—y) 40—y,
b 3 y—un 3 Yy— VY. 3 y—u,
4) .......... M::l——x2-—y?, N:l—}—{p_—zy_{_a;y_'_yz

Mdx + Ndy = 0.
y,=oazx+1, y,=0z+1, yy=z+1. o+a+1=0
Die Gleichung gehort also zur zweiten Art. Man findet:
G=—y—y, H=y+y+2—2,
G,+Ha=(@—1)y+d’'z+a
GQ+I{2a.2=(a2—1)y+mm+a,

G3+Hg = r—2;
daher:

—3y—1=—3y—3+3 [(a—1)y~+ a2x+a2]+82[(42-—-1)y+a.z'+a.]+83(x——2);

also: S,la—1)+ 3, (¢’ —1)=0

S‘az—f- 82a,+ 83= 0
§,0° + 3,0 —23, =2,
oder fiir 8, +3,=0, da+ 3,0’ =gq,:
+2=0;

c=¢,06+0=23,0+0 + 23,

2 1.,
§y=—3, 0=0,=—73;

a a? 2,
51:—?;, 82:.?7 ) =—73;
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. . . o . a? 1 .
folglich e, =1+ ¢, e,= 1+ 5, ;= 3 und damit:
(1 —a2—y¥Ydr +(1+a—2y—+axy+y*dy
2 --l:d»Q,

I+ 3 1
y—ax—1) TRy —atz—1) T3y —a— 1)

s

oder nach Wegschaffung der complexen Faktoren :

l—22— ) dr+(1 +a2—2y +xy +y*d — 9
¥?) { Yy yhdy  —ieVs _ 4Q.

el

b
Wrary +a2—2y —a+ 16y —z—1)
o

zV3
@ = arctg ,——

Das Integral ldsst sich in folgende Form bringen:

Q:y"‘J{ (1 —a2— y*jdx.¢
(

2
Y¥+ay+a?—2y —ax+ Dby —ax — 1)°

—4oVs

i

|
ot |

wo die Integration sich allein auf « bezieht und ¢ den so eben angezeigten Werth hat.

Da an Ausdriicken wie das vorstehende dQ die Eigenschaft eines vollstindigen Diffe-
rentials nicht ohne eine etwas umstiindliche Rechnung erkannt werden kann, so wird es
vielleicht dem Leser willkommen sein, an diesem Beispiele den Gang einer solchen zur
nachtriglichen Prifung und Bestitigung dienenden Rechnung noch kurz angedeutet zu
tinden. Ausgehend von der Formel

dM__dN_Mdy__ Ndy

dy  dz_ 0 Ay b’

und zur Abkiirzung setzend P = y* -+ (x — 2)y + 2° — z + 1, hat man im gegenwirtigen
Falle : :
1 day

L aw 1 dy
¢ dy )

‘3 dz *

0=3y+1—(y +a'—1) [y +(z—2)y + 2+ 1]

. 5 1 1
Nun ist ¢ = Pé . (y—xr—1)* .e“’m; daher :
1 dy__ 5 2y+r2—2 1 1 1 do
R T e vy b RS
1 db__ 5 y+2zx—1 1 1 1./, do
=% P37 asit3V3 &
do _ __4V3.x de _ {V3.y—1])
o dy P dz T P
und hiermit :
ld_¢_5y+a;—5+ 1 *Zyz—(w+4)y+m+2'
Y dy 3P 8(y—ax—1) "~ Py—=x—1)
1dd __ dy+bzx—4 1 =2y 22241

s
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wodurch schliesslich tolgende Gleichung entsteht:
0=By+ Wy —z—D[y+@—2)y+az'—r+1]
— (P — D[22 — (e +4)y+ax+ 2]
— |+ (x— 2y + 2+ 1 (y*—2y— 22"+ 1.

welche der Leser identisch richtig tinden wird.

Auch méchte es zweckmissig sein, nochmals aut die im § 16 behandelte allgemeine
(ileichung zuriickzukommen, ym sie in ihrer vereinfachten Gestalt vollstindig zu ent-
wickeln. Sind niimlich drei lineare Losungen vorhanden von solcher Beschaffenheit, dass
der frilher mit A bezeichnete Ausdruck von Null verschieden ist, so lisst sicl die Diffe-
rentialgleichung durch eine lineare Substitution in eine andere verwandeln, welche fol-
gende Liosungen hat: y, =0, y,=2, y,= ax + (3, so dass o und 3 endliche bestimmte
Grossen sind, beide verschieden von Null und a auch noch verschieden von 1. Dieser
erste (allgemeine) Fall der vorliegenden Gleichung verdient noch ndher betrachtet zu
werden. Damit er bestehe, miissen M und N folgende Form haben:

M =—(b + [;_Z)y——(a5 ~+ b, + b, + by) wy + aﬁyz
N=bx+by—+ b3oc2 + b xy + b5y2.
Hier sind b,, b,, b,, b;, 4, willkiirlich, jedoch weder b, noch b,=0; b, aber ist bedingt

durch die Gleichung

b — byby (by + 2b; +a;)
1 B b

wo B= (b, + b,)(b, + b+ a,)— b,b, von Null verschieden sein muss. Ferner ist
bo=-—(b,+b+a), 3=""—p -

alles den Entwickelungen des § 16 gemiss. Alsdann sind die oftgenannten Quotienten
4,5 4, g, CONStant, und zwar erkennt man sogleich ihre Werthe, nimlich :

. _ by by b, b, by bia+ba?
1= 2 2= 1—a 127 a@—1 °

Wiinscht man jedoch den aus anderweitigen Griinden gezogenen Schluss, dass jene Quo-
tienten unabhiingig von x sein miissen, durch die Rechnung noch nachtriiglich bestitigt

zu sehen — und solchem Wunsche entgegen zu kommen ist der Zweck dieser Anmer-
kung —; so hat man:

l\‘vlz(b|—l—[)3.'1}’)$. q)’yr—_—(m;p_;-‘j)w’

N’l: [b' +b2 +(b?.+b'. +b5)xlx7 q),yg—':(l —n)x— 3.

N, = b,x +b,{0nx —+ 3) + bsz + b,z (ax + 3)+ b, (rx + 3.

Vy, = (ax—+3) [(a— 11r + 3]
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Folglich 1st

P
W= sa+p =
und es muss sein :
b _ B
b, o’
Ferner ist
L bl+b2+(b3+b4+b5)a:__{J3+b4+b5
2 1—ajz—p - J—
und es muss sein :
by+b, _ 8
b3+b4+b5_a—1'

Auf die obigen Werthe von b,, o, 8 zuriickgehend, findet man sogleich :

by (b, 4+2b, +a b b
g == bz (by 4 2b+ag) b, gpgp B oo

- .
3 b, = b, wie, erforderlich.

Ferner ist auch:
a_ balby+by+a)(x— 1),
‘3 - . B ’

zugleich aber ist:

by~ by by [B+by(b,+2b; + ag)]
byt b, +b, B (b, +b,+b,)

. by [(by 4 b;) (by - by + a5) — bybs +- by (b, + 2b; + a))
= B (b + b, + by)

bbby +a)
- B T a—1"

wie verlangt wurde.

Endlich soll noch N, durch {'y, theilbar sein. Um auch dies sogleich zu bestétigen, darf
man nur bemerken, dass fir az + 8 =0 oder x =— p’ N, = (6,3 —b,2) %, also N, =0
-4 3 177 a 3

wird, da b,8—b,a = 0 gefunden ist. Fir (@—1)z+3=0 oder ar +3=1x= B

1—a
wird N, = [(b, + b, + b)) — (b, + b)) (& —1)] (TLB’T)Z und es ist oben gezeigt, dass der
eingeklammerte Faktor verschwindet; also ist auch fiir diesen Werth von z, N, = 0. Dass
aber diese beiden Werthe von z einander nicht gleich sein konnen, folgt aus den hier
geltenden Voraussetzungen, dass 3 nicht = 0, a nicht gleich 0 und nicht =1, beide
aber endliche Grossen sein sollen.

Als Zahlenbeispiel diene noch die Gleichung:

39 21
(—'70— 11.1-+7y>da:+(——a:-+— 3y—2z2+5my+y2)dy
20 L= 4e:

&

273
— 13 2
y iy w)(y+ z -+ 40)

2 d 2Qd{y—=x 5
d&l:%-‘ywﬁ d{y—a) 51 d(y—+13a)

y 7 y—«x 9N 273"
y+132 -+ -
40
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§ 19. Um einen einfachen Fall anzugeben, dessen vorliufige Losungen nicht mehr

linear sind, sei:
' M = a + bx + cx” + [z° + (g + ha)y

= a,+ b x+c2+gY;
Mdx ~+ Ndy = 0.
Diese Gleichung kann zwei Losungen haben von der Form:
y=1x +Bx+a;
damit solches stattfinde, miissen folgende Bedingungen bestehen:
297 4+ (h+2¢)y+[=0
c+(2b|+g)y+(h+c'+ 3g1~()3:0
b+(bl+g)(‘3+g‘62+ 2ay+ (h+2gy)a=10
a+af+(g+gpa=0.

Die erste Gleichung giebt zwei Werthe von vy, da man die Amnahme g = 0 von vorn
herein ausschliessen kann, weil durch sie die Gleichung nach y linear werden wiirde; es
konnte daher auch ohne Nachtheil sofort g, =1 gesetzt werden. Die zweite Gleichung
giebt 8 durch y und die dritte o durch 3 und v; endlich muss die vierte fiir beide y und
ihre zugehorigen 8 und a erfiillt werden. Man erhilt also:

y, = 1,2+ B x4+, Yy, =Y,o + B,z + a,
nebst den Bedingungen :
a+aB +(g-+gB)e, =0, a+a1{32+(g+g162)a220.

In den obigen vier Gleichungen fiige man den v, §, @ zuerst iberall den Zeiger 1 und
sodann den Zeiger 2 bei und ziehe jede zu 2 gehorige oder zweite Gleichung von der ent-
sprechenden ersten ab, so folgt:

:(‘Y1_Y2)g+(61—‘32)h . +2(Y4—_Y2)b1 —+ (61_62)61—‘—— 3(Y1B|—Y262)g1
0: * +(;Y1_'Y2)h ¢ ' . +2('Y1_Y2)0| -+ 2(Y12 —Ygz) g|
0=(8,—8,)9 + (&, —a)h-+2(y,—Y,) a,+@,—B8)0b, - (BB, + 2a,y,— 20,7, 9,
0= (_0'-,—‘12)9 . -+ (61_‘32)“1 . -+ (a13|—a262)g|

Diese Gleichungen multiplicire man der Reilie nach von oben an beziehungsweise mit
den Faktoren v
Mémoires de I'Acad. Imp. des Sciences, VIIme Série. 9
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fi=—2(,—0a)(\,—7,)
/2: -+ (a1_—a‘2) (61—32)
/3=+ (‘31— 52) (Y1_Yg)

2

f/, = —2 (Y| - Yg)
und addire die Produkte, so kommt:
0= (Y1 - Yz) [(‘31 - 62)2_ 4 (a'1 - d.2) (Yl - YQ)] Lq —+ b| -+ (Bq -+ 62) y1]

Dieses bemerkenswerthe Ergebniss bedarf nur in Betreff der g, enthaltenden Glieder
noch eines niheren Nachweises. Die Summe dieser Glieder ist, wenn (y,—1,)g, als Ge-
meintheiler gestrichen wird, folgende: '

— 6 (a, — 0,) (7,B,— 1,8 + 2 (0, — &, ) (B, —B,) (v, + )
. + (3" —8,) (B, —B,) + 2(ay,—%,7,) B, — 3,

— 2(a,B, — a,8) (Y, — ok
Die beiden ersten Glieder vereinigt geben:

2 (a, — o) (3,7, —Byv, — 28,v, -+ 28,1,
die beiden letzten:
20, (3, — 8,7, — B8, (Y, — Y] — 20, [, — 8) v, — B (¥, — V)] = 2 (@, — ) (8,1, — B,
also geben diese vier Glieder zusammen :

2 (2, — ;) (2B,Y, — 28,Y,— 2B,v, + 28,7,) = 4 (@, — o) (1, — 1)) B, +B,);

dazu das fiinfte Glied:

(312 - 622) (61 - ‘32) - (31 - ‘33)2 (B| -+ Bz);
so erhilt man die obige Summe

= [(61 - 3;2)2 — 4 (a‘1 - a‘z) (Y1 - Y;)J (31 —+ 62)1
wie behauptet wurde.

Die gefundene Gleichung zerfillt in drei Faktoren, von denen wenigstens einer gleich
Null sein muss, wenn die vorausgesetzten beiden Lisungen wirklich stattfinden sollen.
Der erste Faktor verschwindet, wenn vy, =1,, der zweite, wenn y —y,=(y,—Y,) x*
+ (8, —8,) & + a,—a, ein Quadrat ist; also folgt

Wenn die gegebene Differentialgleichung zwei Losungen von der angenommenen
Form hat, worin vy, von v, verschieden ist, und wenn zugleich der Unterschied jener bei-
den Losungen y, —y, kein Quadrat ist, so ist nothwendig :

g+b + ({:’»I 4+ (32)‘:]l = ().
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Unter diesen Voraussetzungen lisst sich sogleich die in § 3 im Allgemeinen bezeich-
nete Schlussweise anwenden. Es sei ¢ =(y—y,) (y—y,), 0 wird durch Zerlegung der

h . . - Mdxr + Nd : . . v
% und N i einfache Briiche der Ausdruck Rl —q’——ﬂ verwandelt in die Form:
Miz+ Ny __ N dly—y) N dU—w)
) Yy — Y2 y—Y Yo — Y1 Y—Ys

Nun ist leicht zu sehen, dass gi‘ly_ und rN_z, constant sind. Denn es ist y,—y, ein

17 J2 2 1
Polynom zweiten Grades und kein Quadrat; setzt man also y,—y,= (Y,— Y, (z—o') (z—2"),
so ist ' verschieden von «"; auch ist y,—, nicht gleich Null, nach der Voraussetzung.
Ferner wird fir « = ', y,=y,, mithin auch M, = M, und N, = N,; daher hat man fiir
xr = .17, .

dy, ___ dy, __

M ~+N-= 0 und M, -+—N|752 =0
d. h. ’ ’ ,
M+ N Q2yz + g)=10 und M, + N, 2y, +B,)=0.

Da aber y, —y, kein Quadrat ist, so sind auch die Werthe von %Z;‘ und %2 fir x =a'

sicherlich von einander verschieden; denn es ist bekannt, dass ein Polynom zweiten Grades
wie y,—y, ein Quadrat sein miisste, wenn fir 2 =« mit ihm zugleich seine Ableitung
verschwinden sollte; folglich ist 2v,a' -+ 3, von 2,2+ 8, verschieden und es ergiebt sich
daher sofort: M, =0, N, =0 fir 2= #. Da derselbe Schluss auch fir z = «” gilt, und
da «” von « verschieden ist, so ist N, theilbar durch das Produkt (x— ) (x—2"), und
da N,=a,+ bz + Cv‘.ib'?—l— 9,4, = a,~+a -+ (b +gp)z-+(, +g1~(1)x2 den zweiten

, . : : W, .. N
3re iiberschreitet, so ist der Quotient ——-—1—— constant, oder es ist ot
Grad nicht ib , Q G covstant, el I
. . . . . . N, ¢, + B
und zwar ¢, = 229N wie sogleich ersichtlich ist; und ebenso ist - *~ =g, = H Y,
' Yy — Y2 Y2— % 2 Yo — Y1

also schliesslich :
Mdxr + qu — d(y _},/}_) d (9":_?/_2_)

LIV g — .
Y y—y, q2 y—Uy,

§ 20. Wenn dagegen zwar ¥, verschieden von vy,, aber y,—y, ein Quadrat ist, so
kommt die Aufgabe ginzlich auf die des § 11 zuriick, wo sich der integrirende Faktor und
das Integral selbst schon angegeben finden. Wird in den dortigen Ausdriicken fiir dQ und €,
r* anstatt # und noch ¢ fiir ¢ geschrieben, so hat man:

2 (k8,7 + qrtd 1) ydo + (k8,22 — (8, + &) ky — g2+ By a0
yl—f—(‘?l y — I2)1+8, ’

.

Q= /«y"‘*l(y—wz)‘%ﬂj R P

oder
=3 9. — & dt " ¥
&2:It_y l(y—x) 2_—(1 ;—-—;—S—l--(—t—:-‘__)l_‘_&x fur l—zz'
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Um nun auf die gegenwirtige Aufgabe zu kommen, setze man:

281+282-+1=0
oder
1

dy=—g5—r, 3=,

so folgt, wenfl noch der Faktor 2 beigefiigt wird :

(drkx + 4¢) ydx + [ky — (13- 27) ka? — 2qx] dy
1Y : = = d{.
)I+r

Ty —az

. Y 4-r N—T ¢ de . ¥
Q=2 " (y—2) —qu,a—r(?__l,vﬁ”‘ﬁ'

Wenn man in die vorgelegte Gleichung:

[a + bx 4+ ca® + fr’ + (g -+ hx) y] dz + (a,+ b,z -+ cle +g,y)dy=0,

welche nach der Voraussetzung folgende Losungen hat:

y,= «(Ix2+61x+a1, y,= Y2x2 + 8,7 + o, =y, +(Y2'—Y,>(m+)\)2:

die Argumente » und » einfiihrt, nimlich:

w=1x-+»x v=2"Y,
Ye— Y1

so behilt die verwandelte Gleichung genau die urspriingliche Form, indem hohere Po-
tenzen von u, als vorher von z vorkamen, dadurch nicht herbeigefilhrt werden, ungeachtet
die Substitution nicht linear ist. Da der verwandelten Gleichung Mdu —+ Rdv = 0 geniigt
wird durch v, =0, v,=1u", so nimmt sie folgende einfachere Gestalt an, wie leicht ge-

funden wird:
(26 -+ 2 Hu)vdu +[26G,0v— Gu— (H~+ 26 )u’|dv =0
und diese trifft ganz mit der vorigen Form zusammen, wenn gesetzt wird:

G=2q, =21k, 2G, =k, u=x,v=y.

Geht man nun durch Herstellung von « —+ ) fiir « und ;"—_% fir v wieder auf die
urspriingliche Gleichung zuriick, so erhélt man auch zugleich deren Integral; es ist nam-
lich unter den hier bestehenden Bedingungen :

(@ -+ b3 + ca?+[z* + (g + ko) y)dz + (@, + LT+, 2+ gy dy )
147 - ’

%—T(

y—u Y — Yo}

wobei besonders festzuhalten, dass y, =y, + (v,— v ) (2 -+ 3’ vorausgesetzt wird: ferner

ergiebt sich:
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dt

u:k(.‘/_yi)iq_r(y y‘z)—.r—'_p Ty [ p——s
| &t t—p)
fiir

¥y _
—(;;T)lé’ P="Ty—"y

Um die Constanten r, &k, p zu bestimmen, darf man nur einige Glieder des Differentials
von Q mit den gegebenen vergleichen. Man findet:

4Q — B+ W —yo) [y —dyy) — kr(y — y)(dy — dyp) +p (@ + ) (dy —dy) —2p(y —y)) de
w—u) Tly—y) T

Zieht man nun die mit dy und die mit ydr multiplicirten Glieder, so weit es nothig, in
Betracht, so kommt:

9, = k, ¢, =kry,—k(r-v4)y,, b,="hr,—kr-+1)8, +p,

g=hr,—k(r4+3)8,—2p, h=2krv,—k(2r +1)7y,;

also
k= 2g,, b1= 291r{31——y'(2r+1){32+1)
g= 29'7’{32—9'(27’—*‘1)6'—2[)

bl +g= —91‘31—9262_177
also

p=—(g+b)+g @ +38):

h=4gry, —292r+1)y, =49, (1,—Y)r—297,:
demnach :
— h+29,
r= 49,0

Das Integral der vorgelegten Gleichung ist daher t'olgendes:

Q= le(y_y')ml(y_y?)mz_(y -+ b1 +y|l’31 -+ g;sz)ft’n'— ' (1—9)"12‘ ' de,

wo
— W= y=v,2+8xr+a =y a4+ = ‘ N%
(x+127 N ) 1 1 Y=, ‘+i32x+a2—”y|+(Yg—Y|)(x+

und Y—Y,=¢;

die Exponenten m sind:

h+2gy, 1 h+2gy
m, —= — s, m = A
V49 (- 1) 2 B ¥ Y ST 2

Der Vollstindigkeit wegen wiire noch die Annahme Y, =1, 2U prifen. Sie fithrt aber mit-
tels der Substitution v = y —y, auf eine Gleichung von der Form der gegebenen zuriick,
welcher durch v, = 0 und v, = 3 + a genuggethan wird und die desshalb folgende Ge-

stalt haben muss :
grdzr —+(a, + b x + g v)dv= 0.
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Diese Gleichung ist nach « linear, oder sie kann auch nach dem Verfahren in § 1 inte-
grirt werden und bedarf hier keiner Untersuchung.

§ 21. Beispiele zu § 19 und 20:
1)... M=a+x+328+228—(2+62)y, N=a,+z+ 32’ 4y,

Mdzx + Ndy = 0. Bedingung: 8a +4a,=1.

Setzt man
y=1y&' +Bzr+a,
so folgt :

Y1=01-B8-4+8y=0, 1—6a—B+f +2ay+20y=0; a—20+af-+af=0.

daher: ,
Daher y,=V—1=1, 8, ="', 400, =3 —da,+(12a¢,+1)i.

Mit diesen Werthen giebt die vierte Gleichung

80a+40(1+1)a, = (3 —1)[3 —4a,+(12a,+1)1]
oder
80a + 40a, + 40a, =10+ 40a,,

also 8« -+ 4a, =1, wie oben angegeben.

Durch Vertauschung von ¢ mit — ¢ erhilt man v,, 3,, «,, aber keine neue Bedingung.
Es sei zur Abkiirzung

3 —4da 12a,+1
=M T =
daher
y1:x22'+1—.;_1:.1‘+)\+p.2‘—- +)\+(w—|~— +p.),y2 +)\——(az +§+p)

woraus zu ersehen, dass y,—y, kein Quadrat ist, wenn nicht etwa p = §; jedoch auch
dann bleibt g + b, -+ g,(8, +B,)=—2+ 1+ 1=0; also sind die Quotienten y—ii?;« =y,
i 2

und ¢, =.... nothwendig constant. Man findet auch sofort :

!

N,:a,—+—x+3w2+y1=(3+i)<x2+%+p..);

tolglich
_ 3+i_1 1+3z
qq_' 9; H
Mdzx + Ndy 1—3id(y —y,) 1+-3i d(y — y,)
e e RS
y—y) ¥ — Y} 2 y—u 2 Y—Y

Setzt man y——%—)\ =(Qcoso, .Zz—i—%—f—p.‘—: Q sinp, so wird das Integral:

Q = C.¢"? (C die Constante).
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). M=a+2x+ 22+ (g+22)y, N= a,+(g+kae+z+y;

Mdx + Ndy = 0.
Bedingungen :
hda==4+54g—12k— 274" + 8K

36u, =48 — 369 — 24k + 9¢° + 189k + 84,

Diese Gleichung hat folgende Lisungen :

2 2 — 6g — 1k .
.'/, a —'E-Z' y =a, +_~*'g4kx-—-2$i
WO
o, = b‘},tﬂ_:ll . :—26 —l—24g+l4k—9g2__129k_ 1k2
l ’ P 18 .
Demnach ist =9 3942k —2 | ] .
$— Y%= (w—l— ‘;T—”) , also y, —y, ein Quadrat. Da hier v, = 0.
Y2:—27 9:--—~2. )\:_)g—f" ’k—— §7 .’/2:y1——2(.r+)\) P——-<Qg+k_'°lf_ﬂ‘)
k 1
oder p= ¢, r=-—+, 80 wird zufolge der vorausgeschickten Erlduterungen :
Mdz + Nd ,
- %: MW = 4g;
(y_yl J'—yo "
Q=20— J + 3 e —y=un
G—y)' y—y) o ;i o= 2=

3) Das Integral der Gleichung
[a bz —x' + (1 —32)yldr + (¢ + 2+ 22" 4+ y)dy = 0
ist

(v + x_”_%ly =C(y~+ ’; + &+ ——{—il—) . (€ die Constante).

§ 22. In Betreff der Anwendungen auf hiohere Grade der M und N werde ich mich
hier nur auf einen Fall beschrinken, welcher innerhalb des dritten Grades dieselbe Stel-
lung einnimmt, wie die Jacobi’sche Gleichung fiir den zweiten.

Es sei () =a +a,2 +ay + a,&" + a,zy + 0y’
(B =b+bx +by-+ ba’+ b, xy
(€)= r~3z"' “+c,zy
M=)+ (O)y, N=(B)—(C)x
(D dx -+ (B)dy + (C)(ydx — xdy) = 0 oder Mdx -+ Ndy = 0.

Dem (€) hatten auch noch die Glieder ¢ + ¢ & —+ ¢,y beigefiigt werden konnen, doch hitte
deren Produkt mit ydz — zdy nur Bestandtheile ergeben, welche sich mit den gleichartigen
in (A)dx und (B)dy vereinigten und also einer gesonderten Darstellung nicht bedurften.
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Damit vorstehender Gleichung durch y = o.x + 3 geniigt werde, miissen folgende
Bedingungen bestehen :
a0’ - a,0 + a, + b,a’+ b0+ c,a8 +cf=10
5 2 2
2a,0f -+ a8+ a0+ a,+bad+ba’ +bo+cf=0
af+af+a+bal+ba=0,
oder nach Potenzen von « und § geordnet:
(a,+b) o’ +c,0f . (g, +b)a +cf+a,=0
b2m2 +(2a,+b )0 + 04(32 + (a,+b)a+af+a =0
+b2a{3+a5{32 + bo—+af+a =0.

Multiplicirt man die erste dieser Gleichungen von oben an mit — 1, die zweite mit p., die
dritte mit A, und setzt die Summe der Produkte identisch oder unabhingig von a und 8
gleich Null, so ergeben sich nachstehende Bedingungen :

a,= M+ pa, 0 =2a, + pc,
€, = hd, ~+pa, ¢, = hb, + (20, -+ b))
a, + b, =2 -+p(a,+b) a—+b =pb,

deren Erfilllung jede der obigen Gleichungen zu einer Folge der beiden andern macht und
denen geniigt wird, wenn man die sechs Grossen «,, a,, a,, b, ¢,, ¢, durch die 9 iibrigen
Girossen a, a,, a,, b, b,, b,, b, A, p. ausdriickt wie folgt:

a,=ha—+pa,, a,=r+pb,+a)—b, ag=—pb,
b, =2ub,, ¢,=ha,—pb,+ p(Ab-+pa,+pb), ¢, =NMb,.
Mit diesen Werthen erhilt man:
M—=a-—+ a,w—i‘— ay —+ (ha +pa,) & 4 (N0~ pu, 4+ b, — b ) xy
—wb,y” A (a,+ p.&}«-ﬁ- i (pa, +pb, — b)) 2’y + Ab,zy’,
N=b+bz-+by— b2 + 2pb,xy
—{M%+w$%+um%+ﬁh—4ﬂw“—wﬁ%,

und die hieraus gebildete Gleichung Mdx «+ Ndy = O hat vier lineare Losungen, welche
aus folgenden Bedingungen gefunden werden :

(a,+0) o'+ c,of 4+ (¢, -+ b)a+cB+a,=0

a8 -+~b,af + ba +af+a=0.
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Die erste giebt

B_(a5+b4\a2+(a4+b3)a+a3
- €40 —+ ¢y

und dieser Werth in die zweite gesetzt fithrt auf folgende Gleichung vierten Grades fiir a:
a, [(a5 -+ bé) o’ - (a,+ bg) o —+ (13]2 — (bza -+ az) [(a5 -+ bé) o’ —+ (a4 -+ b3) o aa] (e, 0.+ c¢,)
+ (ba +a) (c,a + ¢, =0,

worin noch a, a,, a, b,, ¢,, ¢, durch ihre obigen Werthe auszudriicken sind.

Nun'sei ¢ =k{y—a,z—B,)(y —a,2—B,) (y— 0,2 —8,) (y — a,2—§), so treten
in ¢ die vier Wurzeln der Gleichung in a symmetrisch auf und es ist daher ¢ eine ratio-
nale Funktion der simmtlichen in der Differentialgleichung vorkommenden Constanten,
welche durch, Multiplication mit einem passenden Faktor k in eine ganze Funktion jener

Constanten iibergeht. Es ist nun aus dem Friiheren genugsam bekannt, dass unter den ge-
genwirtigen Umstéinden die Quotienten ﬁ‘—l u. s. w. im Allgemeinen constant sein miissen,
nimlich so lange die vier Wurzeln « simmtlich von einander verschieden sind und keines
der Produkte ¢y, .... durch ein Quadrat theilbar ist. Daher ist ¢ der integrirende Divisor

der Gleichung und das Integral erhilt die bekannte Form; niimlich es wird:

Mdx + Ndy dQ

v—y) diy—yy
v — bk B L8

d
Ty % 1y =y,

Allein auch in den angedeuteten Ausnahmefillen bleibt dennoch ¢ ein integrirender
Divisor und die Ausnahme bezieht sich nur auf die Form des Integrals, welche in solchen
Fillen eine andere wird. Denn es findet hier ein stetiger Uebergang zwischen den beiden
unterschiedenen Fillen statt, indem eine unendlich kleine Aenderung an den ganz willkiir-
lichen und von einander unabhiingigen Constanten der gegebenen Gleichung hinreichen
wiirde, um eine bestehende Besonderheit auszutilgen und den allgemeinen Fall herzu-
stellen, wodurch der angegebene integrirende Divisor ¢ wieder herbeigefiihrt werden
wiirde. Dieser ist also ohne Ausnahme giiltig, ebenso wie in den dhnlichen Aufgaben § 1

und § 17.
Im Allgemeinen erhilt man also ;pN;
1
vom ersten, ¢ aber vom vierten Grade ist, so folgt aus der identischen Gleichung
N_ o, & o B %
b y—w y—Y  y—yy  Y—yy’
~+q,y,= 0; daher hat man:

= const. = ¢, u. s. f. Da N in Bezug auf y nur
dass ¢, + ¢, + g, -+ ¢, =0 ist, so wie ¢y, +.....

¢+ q+g¢+q=0
7,00 g, 0, g0, 4 g0, = 0

(]1(31 -+ q-z@z -+ ‘]3@3 —+ qABA =0.

Mémoires de I'Acad. Imp. des Sciences, Vilme Série. $10
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Die Differentialgleichung enthilt 9 beliebig gegebene Constanten «, Wy, ay, by, bbb,
A, 1, von welchen jedoch eine aus den « oder b als Einheit angesetzt werden kann, also
S beliebig gegebene Grissen. Demnach enthiilt auch das Integral @ nur acht von einander
unabhiingige constante Zahlenwerthe, wofiir die vier Paare der « und 8 zu nehmen sind;
durch diese werden die drei Verhiltnisse zwischen den Exponenten ¢,, ¢,, ¢, ¢, mittels
vorstehender Gleichungen bestimmt, eines der ¢ aber bleibt ganz unbestimmt, weil es, wie

dy— d(y—
W=, 4 q, v =)
¥ —y by —uy,

hilltnisse zwischen den ¢ ankommt.

die Form der Gleichu\ng q, = 0 zeigt, eben nur auf die Ver-

Bezeichnet man die oben aufgestellte Gléichung fiir & durch
Clo—a)(a—a)(@—a)(a—a)=C.pa=0,
so ist € der dortige Faktor von o', oder: .
C=(a;+b)[a,(a;~+b)—b,c,].

AJ L T 2 3 2 , e
Ferner ist ¥ =0b0-+b 2+ by, + b, 2"+ bay, — c,x —¢,x'y,, oder wenn fiir y, dessen
Werth o, 2 + 8, eingesetzt und nach Potenzen von x geordnet wird:

N =—(c,+ c,o)2" 4 (b, 4+ b 00, — ¢, B) 2" + (b, + b, + bB)x—+b-+b3 .

Da dieses Polynom theilbar ist durch ¢'y,, d. h. durch
[(”‘1 - ”“z‘ T+ @1 — ‘81.] [(a,,' - (1.3) T+ Bl - 6.3] [(a! - tx,,‘).z —+ ‘31 - 3/.] - ‘P’L‘/,:

s0 wird : _ — (e3¢ ay) _ —(ey+c )
"= {0y — ag) (ay—oy) (o — a)) Qo
Nun st — = R 1—, und @a vom vierten Grade; daher:
Qu Qay (@ — ) 9o, (@ — ay)
1 1 ] o o 3
e e =0, R S T ()
Q' @, Py Qe  Qay @y,
,? oy? ay? 9‘42 —
@'oy @y @y Qa, 7?7
dagegen
a,® g3 ag? f43 —1
L L
Hieraus ergeben sich wieder die obigen Gleichungen: ¢ —+..... =0, ¢0-+..... =0;
die dritte aber, ndmlich ¢,8, -+ .... +¢,8, = 0 fiilhrt auf eine neue Kigenschaft. Denn es

sel § nach Potenzen von e entwickelt in die Form:
B=h—+ha-+ha’+ho
so tolgt aus der unmittelbar vorhergehenden Gleichung :

gy o 4= ko) - g (b’ = ho?) 4 g (b’ -+ ha®) - g, (b, -+ h,o*) = 0,
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Wird nun fiir ¢, der obige Werth —""—}:“i gesetzt, so kommt :
. : l

(e, c o) (hyo '+ hoo?) = cgh,o,* <+ (¢, b, —+ eh)a® + ¢ b’

und wenn hieraus mittels der Gleichung
pr=a'+Eoa’+ Eo’+Eo+E=0
die vierte Potenz von a weggeschafft wird, so erhilt die rechte Seite die Form
" D,+D,a + D2a|2 —+ D3a13.
Demnach wird :

Do+ Doy + Dy + Dy, 3

Dy ~+ Dya, + Dya 2 -OTL)BC(Q
@y

Pay

3

also mit Weglassung. aller schon als ungiiltig bekannten Theile :
' o3 o3
D3<£P}:—x‘l+....+cp—,;’;>:0,
oder da der eingeklammerte Faktor = 1 ist, D,=0, d. h. es ist:

c,.h2 —+ c3h3 —c, 113E3 = 0.

Da ¢ immer ein integrirender Divisor der vorliegenden Gleichung ist, so folgt, dass
die allgemeine Form des Integrals so lange giiltig bleibt, als ¢ in vier von einander ver-
schiedene Faktoren zerfillt, also namentlich auch noch dann, wenn zwar gleiche o vor-
handen sind, zu denen aber ungleiche 8 gehéren. Dieser Fall kann nur eintreten, wenn
der Zahler von 8 durch den Nenner ¢, c,0. theilbar ist. Wenn aber dieser Umstand
nicht stattfindet, so gehiren zu gleichen « auch gleiche 8 und die Form des Integrals er-
leidet dann Aenderungen, welche schon frither genugsam erirtert sind.

§ 23. Beispiele. Es Seien a, = b, = 2, alle iibrigen « und b = 1, auch A=p. = 1,
so wird : :
M=1+22+y+32"+ay—y* + 22%y + ay’

N=1l+z4+y+ 22"+ 2ay—2a° — 2%y,
Mdz + Ndy = 0,
3+30+284+af+a’=0

1+3—pf+(1+pBa=0,
daher
2af 4 11a3+24a2+25a+11=2.<pa:0,

3+ 8a a2
2+a

g=— =4+ 9+ Ta’ + 2a°;
auch hat man

28"+ 38° 4482+ 38+ 1 =0,
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Die vier Wurzeln o sind mit den zugehorigen § folgende:

o, =— 1.72129 + 0.48360 .1, B,=—0.17384 + 1.06907 .¢
o, = — 1.72129 —0.48360 .7, g,= —0.17384 — 1.06907 .+
a, = —1.02871 —0.81380.1, 8,=-—0.57615 + 0.30693 A
o, =— 1.02871 + 0.81380.¢7, B,= —0.57615—0.30693 .1.
L . 2 44-2
Hiermit lassen sich ¢, = — ;ar‘ = — 8a13+33:1;:}18a1+25 und eben so ¢,, ¢, g, be-

rechnen, wobei ich jedoch nicht verweile.
Da gegenwiirtig :

c3=a2—-b3+b+a2+b|= 1—2+3 =2, c,‘=b2=l, h,=1, h3:2;

—

)
4y o3 2 25 11 B 1
pa =o'+ + 120 5o -+-5, daher E, =5,

so findet sich ¢ h, -+ chy— ¢ h B =T+ 4—11= 0, der obigen Bemerkung gemdss.
Die Form des Integrals ist die bekannte.

Um noch ein zweites und leichter durchzurechnendes Beispiel zu oeben, seien alle
a und b gleich 1, dagegen p. =2 und A= — 2. Hiermit wird:

M=1-+x-+y+xy—2y —2ay, N=1-+az+y+a +day—+ 2a’y,

Mdz -+ Ndy = 0.

Wird 2 -+ § fiir y eingesetzt, so erhilt man:

14 a+8 . —+ af—2f=0....coionnn. 1)
14208+ o . —28=0.....c0cioinn. ?)
9% . +2a"—2aB . =0........ennn 3) .

Daher ). 2 + ®). (—2)+ 3). 1=0; es bestehen also nur die beiden Bedingungen:
a+a'—a=0, 1+2a~+ a3 —28=0.

o - — %

Sei einstweilen o + o’ — a8 =1, also § = " 80 giebt die zweite Gleichung:

(1 4+ a)a’ 4+ (0 +a+ua= 2 (a4 o+ u)’;
daher tir u=0: ’
(1 4+a)a’+(1 +n)at =20 (1 +a)
oder
w(l+a=a'(l+a),d i (1 +a)(l +a—1)=0, also &’ (x +1) = 0.

>
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Die Gleichung in o ist folglich vom vierten Grade mit der dreifachen Wurzel a = 0.
Fiir & = 0 crgiebt sich nun 1 +3—28°=0, also =1 und § =—3; fir o = —1
wird 8 = 0. Da hiermit nur drei Werthe von § gefunden sind, so muss einer davon dop-

pelt zihlen. Entwickelt man die Gleichung fiir 3, so hat man zunichst & = 1"‘2;?-?@_ 1, und
hiermit wegen a + a’—af =0:
; 232 :
(28 —8—D(1—B+ 15 —1)=0
oder . _
@28 —p—1)E—8#=0,d i — 1*(28 + 1) =0.
Demnach ist |
a,=0, =1 a,=0,8,= 1; a,=0, By=—4: a,=—1, 3,=0,

oder ,
y=y,=1,y=—4%,y=—zund Y= (y— 1) (y—+ }) (y + .

Da das obige M sich auch also schreiben ldsst

M=(1+2x)(1—y (1+2y),

so erhilt man:
(_lvtrf)(l—y)(l+2y)dz+(1+z+y+w2+4wy+2x2y)dy__dQ

y—1*y+Hy+a

7ur Darstellung von Q entwickele man:

_1_\’_____26—0—1_33_——143/_._ l4y —4z+9  26+18z — 14y R
v Sy—1¢ T hwwaee . 9w—1F

und setze demnach:

N _ __26+18z—14 :
(y+%)(y+_)_q)(y)_ 9 Y+ R(y— 1),
so wird .
’ 14 dR ;
Py=—4+(2R+LH—D1)y—1),
also fir y=y,=1: e
L -6 g 14
q’y,Z»—g—, (p '=—-§;
daher wird schliesslich :
g8z 14 dy 4 dy d(y+ x)
dQ = d<3y—3.) 9 .y—l—?)..y—l-% Y-+ °

Um noch ein Beispiel zu entwickeln, sei p. =0, also die erste der im Eingange des
§ 22 aufgestellten Gleichungen zwischen «, 8 und den gegebenen a und b mit der dritten
identisch. Man erhilt fiir p = 0:

M=a+ a4 ay-+raz’ + (b —b)zy + Aa, &’y + Mb,xy’
N=b+ba +by + bz —rea’ — b2’y ;
(b0 +a)8 +ba+a= 0

b,0 4~ (a, +b,) & 4+ 2b,8° + (Ab—by) B + ¢, =0
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daher nach Wegschaffung von §:
[h,o’ 4+ (a0, b))+ a](b,a + a,) -+ Ab, (ba + a)’ + (b,—Ab)(ba ~+ a) (b, + a,) = 0.

Eine noch weiter gehende Vereinfachung wird erlangt, wenn man annimmt, dass
ha —+ a durch b o + a, theilbar ist. Es sei b= gb, und a = gu,, so wird:

M = gu, + a,@ + ayy -+ Aga,®” + (Agb,—b,) zy + ha, 2’y + Ab,zy
N=gb, + bz + by —+b,a"—ra,a® —\b,z’y;
(b a) @+ g)=0
b’ + (a,~+b,) o0+ 1b,8° + (Agb,— b,)B +a,= 0.

Da nunmehr « und b in vorstehenden Gleichungen gar nicht mehr vorkommen, so kann
der Zeiger 2 bei a, und b, weggelassen und dafiir nur « und b gesetzt werden. Schreibt
man noch ¢ fiir b, und ! fiir X, so ist

M=ga+ a,x+ay + lgaz® + (Igh — c) xy + lax’y —+ lbxy’
N = gb—+ b,z + by + c&’ — laz® — lba’y;
(bo+a)+g)=0
(ba—+ a)o—+b,o—+ a, + 6B+ (lgb—c) = 0.
Wird nun zuerst ba —+ « = 0 gesetzt, so ergiebt sich fiir 3:

16°8* + (lgb — ¢) b3 + ab—ab,=0;

daher zu =, :az;—; die Wurzeln vorstehender Gleichung 8, und 8, gehoren. Wird
sodann 3 = — g gesetzt, so folgt fiir a die Gleichung
ba’ + (a —+ bl)a+a1+yc#0;

seien a, und a, ihre Wurzeln, so ist §, = §, =-—g.

Hiermit folgt :
lb2(y— a1x~61)(y——a2x—32) =4,

A= l(by + ax)’ —+ (lgh — ¢) (by + ax) + ab—ab,;

ferner
b(y—a3x+g)(y—-on4x+g)=b’,
B="b(y—+g)+ (a+b)x(y—+g)+ (o, go)z*
und
Mdz -+ Nd
Y=dA. Bk, == =adQ,
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oder mit etwas verinderter Anordnung der Glieder:

(8,7 + a (y + g)] do + [(b)x + b (y + ¢)] dy + gl (ax + by) zdx + [l (az - by) — ¢] x (ydr — 2dy) 1Q
[0 (az + by -+ (bgl — ) (az + by) + a,b — aby] (@ + g0 @+ (@ + b)) @ (y+g) + b(y + g "0

wo alle Constanten ganz beliebige Grossen sind.

Seiz. B.a=4,¢,=0,b=1,b =0,c=2,g=2, 151, so erhilt man:

(& +4y+ Sz +422y + ay?)de + 24y + 22% — 4o? — 22y) dy .
- =dQ;
Hr+y)? 2z +y—+ 22 ’

20 +y+2

4z +y

Q::j

=

1( 2 ! ‘)-4—110
2r4+y+2 Az +y) 7108

Die vorstehende Formel ergab sich aus der Annahme, dass der Zihler von 3 (im
vorigen §) durch den Nenner theilbar und zugleich g = 0 war. Lisst man die Beschrin-
kung des Werthes von g fallen, so tindet man eine umfassendere, aber auch weitliufigere
Formel, deren hier noch kurz erwihnt werden mag.

Wenn der Nenner von 3, nimlich ¢,a + ¢, im Zihler aufgeht, so ist zu setzen:
2 2 :
e, [(a, 4 b)a’ 4+ (a, 4+ b)) + a,) = (c,a + c)(go + )

und fiir ¢ 0 = —¢, wird:

’ 2 . 2 __

(a,+b)ec,"—(a,+b)c,e, + ae” = 0.

Zieht man die zweite Gleichung von der ersten ab und dividirt den Unterschied durch
¢,0 4+ ¢, s0 folgt:

(g +b,)(c,0 —¢,) + (a, + ba) €, = qo + k;

daher ergeben sich °
g=\a;-+b)c,, k=(a,+b)c,—(a,+b)c,

Unter diesen Umstéinden hangen ~ und 3 von folgenden Gleichungen ab :
- (e, —+¢c,)(B4+go—+k)=0
ad +b,08+ bo+ a8 +a=0.
Sei nun erstens ¢,a + ¢, = 0, so folgt fiir 8 die Gleichung:
;e B (a0, —b,e )8 + ac, — be, = 0,

\

deren Wurzeln 3, und 8, zu o, =, = — ? gehoren. Hieraus bilde man das Prodakt:
2 2 »

(l.’iclf(y - a‘1$ _‘31) (y - a‘gw—ljg)

=, (c,y + cguv)2 = (a,c, —b,c.)(c,y 4+ c,x) 4 (ac, — bey) ¢, = A.
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Sei zweitens 3 —+ qa + k= 0, so findet sich fur o

a (g —+ kf — (b,n + a,) (ga—+ k) +ba +a=0

oder
(a,g — b,) g + (b— bk —a,g + 2a,qk) o+ a —ak + ak’=0,

und sind a,, @, die Wurzeln dieser Gleichung, so folgt:
"8, = —qa,—k, B,=—qa,—k.
Hieraus bilde man das zweite Produkt: .
(ayq—b) g (y — 22— )y — @, @ —B)
= (a,g—b,) qly +k+a,(g— )] [y +k—+oa,(¢g— )]
— (a,q— b)) g (y + k) + (a,g+ b,k —b—2a,gk) (g — @) (y + k) + (0 — a,k+al’) (g —x) = B,
s ist 4. B der integrirende Divisor des vorgelegten Differentials Mdx —+ Ndy, oder es ist:

Mdz + Ndy
A.T"—du'

In diesem Ausdrucke haben M und N dieselbe Bedeutung wie in § 22, nur mit dem
Unterschiede, dass hier die Bedingungsgleichung (a,+b) e, —(a, -+ b,)e,c,+ a,c =0
erfiillt sein muss und mithin eine der fritheren unabhéngigen Constanten durch die iibrigen
bestimmt wird. Setzt man fiir die abhiingigen Constanten ay, a,, &, b, ¢,, ¢, ihre Werthe
aus § 22 ein, so verwandelt sich die vorstehende Gleichung in folgende :

i (ha, — b, + prb + pla, b))

— A(\b =+ pb, + pa) (ha, — by~ phb -+ pla, + b)) -+ (ha+pa) Wb, =0,
woraus im Allgemeinen am bequemsten der Werth von a entnommen wird, wenn alles
iibrige beliebig gegeben ist. Zugleich wird

g="rp.b> k= [(A—p) (A0 +pb) — wha, —+p*b]0,.

Es mogen noch zwei leichte Zahlenbeispiele folgen.

Sei a,=a,=b=0b,=0b,= by=A=p=1, s0 wird vermige obiger Bedingungs-
gleichung a = — 1; ferner wird ¢= 1, k=0 und man erhélt:

(_1+z+y+2my-—yir+312y+my2)dm+(1+a‘.+y+w2+2wy—3.1'3—:r?y\dy — dQ
[(y+3a:+1)2+3][2y2+(a:—1)2] -

Sei a,=aq,=b,=b,=0, b=b=r=p=1, s0 wird a=0, ¢g=1, k=0 und

hiermit :
(zy — y? + 22y + zy?) de +(1+y+2ay — 2> — 2%yl dy dQ.
(+a+t+3iRy—z+1)y -
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Die allgemeine Formel in vollstindig entwickelter Gestalt hier niederzuschreiben, wie es
im vorangegangenen Falle (fir p. = 0) geschehen ist, wiirde zu viel Raum erfordern.

So vielen Stoff nun auch der Fortgang zu hoheren Graden der Polynome M und N
noch darbieten wiirde, so geniigt doch das Vorangegangene, um den Nutzen nachzuweisen,
welchen die Aufsuchung vorliufiger Losungen fiir die Integration einer ausgedehnten
Classe von Differentialgleichungen gewihrt, deren erschopfende Behandlung zukiinftigen
Arbeiten vorbehalten bleiben muss.

§ 24. Zum Schlusse mogen hier, noch einige Bemerkungen folgen iiber die Integra-
tion der Gleichung Mdx + Ndy = 0, wenn M und N nach x und y ganze Polynome zweiten
Grades mit beliebigen Vorzahlen sind. Denn nachdem im Obigen so verschiedene beson-
dere Fille dieser Form ihre Erledigung gefunden haben, ist es kaum mdoglich der Frage
nach dem allgemeinen Integrale dieser Gleichung auszuweichen, woriiber nirgends eine Aus-
kunft gegeben worden ist. Gewiss ist dieses Integral eine sehr verwickelte und durch die
bekannten Formep nur in Reihen darstellbare Funktion; ich gebe hier, da ich eine so
wichtige und naheliegende Aufgabe nicht ganz mit Stillschweigen iibergehen mochte, die
einfachste Reduction, welche ich habe finden konnen, ohne ihre Unvollkommenheit zu
verkennen.

Durch Einfiihrung von z—+k fir  und y + & fiir y denke man sich die Polynome
M und N von ihren constanten Gliedern a und & befreit; es sei also:

M=z +a,y+ax +axy +ay
N=b= + by -+ bz 4 b,xzy + by’

auch sei b, nicht = 0; denn wire b;=0 und bliebe es trotz jeder linearen Substitution,
0 hitte man die Jacobi’sche Gleichung (§ 17).

Fiir y = tz und wenn noch der Kiirze wegen gesetzt wird:
a,+ a4+ af 4+ (b +bt+b ) t=F{l)=F
a,+ @l (b, +b)t=flty=f
b, +bt-+bl=0l)=q¢, b +bt==,()=
erhilt man P ’ P b b=40 =9,

. Mdz + Ndy = (F. 2%+ f.x)dx 4+ (p. 2+ ¢ . 2")dt
oder

Mdz:o—Ndy:dw+<p.wdt+di¢1_z+ f drx

z. F F F F z

-

Nun sei J 9L —=1log T, so folgt:

T.(Mdx + Ndy) Tyde T dzx
zr =0l +—F +F3
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oder fiir Tz =z, do __ i 4T,
x z T
T. (Mdx +- Ndy) __ Tdt—farT Tr dz
R Rl T A
Sei endlich Tnl»th— 4T _ gdi = du, —__ Q, so wird:
(de+Ndy)

dz
T dz+du+07,

wodurch die Aufgabe auf eine moglichst einfache Grundform zuriickgefiihrt ist, welche im
Allgemeinen keine weitere Reduction zulésst.

Will man auf die urspriinglichen Grossen zuriickgehen, so war

y=tr, F=bLl+ (b, +a)l+..... =b(t—a)(l—a)(t—a);
daher — die drei a als ungleich vorausgesetzt —: ‘
P __ bbby v Y2 Ys —1-
F — F _—l—al+t—a2+t—a3’Y1+Y2+Y3—1’

T=(t—a)(t—a)2({—a)%,
z=To=(y—o,2)1(y—a,x)2(y —a,z)'s;
6,0 = (t—a " (t—a,)s T (t— o) [b,8 4+ (b, + a) t+a]

T(byt + by) dt — [«bl?ﬂ + (by + ay) t +a,]dT
by (£ — o)) (£ — ap) (€ — ag)

du— = @dt.

Fir f=0,d. h. =0, b,+a,=0, ;=0 wird 0=20 und das Integral & =z +u;
auf diesen besonderen Fall, dessen in § 15 erwihnt worden, weist also die vorstehende
Transformation zuriick.

Sei = const. das Integral von dz + du + Qd—: =0, so ist
aQ aQ
= (0 +72) e

eine partielle Differentialgleichung, mittels deren @ in Reihen entwickelt werden kann.
Setzt man
Q=logz +~J.d—;+A1z+ A, A7

s0 kommt :
w2 3 _— o d4, o dd, .
1+ Az-+24,7 + 34,2 +.....—(0+..)< 4zt 71';2'"’""")

daher : A——Qgﬁ-;-—l-
177 % du Q
dd,  dd,
24,= Q%2+
dd d4

34, =00+ 2w 8. w,
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Es sei noch /
d -
i1—“—:——90(161‘1)_'—_8 Q,

0 v

so verwandeln sich vorstehende Gleichungen in folgende :

Aot =T A dU4n) =T ‘
2
24, +vddA2+v%gé_—:0 oder d(A202)+°—%ﬂ=0;
eben so erhilt man:
d (4,%) + ”“2_0 w s, W
Also ist
A1v= , 4,07 =——[ ‘, u. s. f.

Diesen Integrationen liegt als unabhingig veriinderliche Grosse ¢ zu Grunde; nimmt
man daher einen bestimmten Werth ¢, von ¢ als untere Grenze an, so verschwinden fiir
=1, simmtliche 4 in obiger Reihe. Soll nun fir t=1¢, (wofiir auch w= 0 wird, wenn

man u — f dt setat) s = z, werden, so hat man das Integral :

ty

0=log ~ +J0d'+A1z 4,5

Hier sind fir 4,, 4,.... die obigen Integrale zu setzen, welche fiir ¢ = ¢ alle verschwinden.
Dabei ist vorausgesetzt dass die gegebenen Werthe z, und ¢ nicht wegen der Form der
Funktionen unzulissig sind, wie es z. B. z, = 0 hier sein wurde

Man kann auch © nach fallenden Potenzen von z entwickeln; die gedrungenste Dar-
stellung ergiebt sich aber, wie ich finde, durch Entwickelung nach fallenden Potenzen von

t
Z -+ u, wenn u _—_fﬁdt, also =0 fiir t=1¢,, wie vorhin.
L,

C B, B, B, L
Sei ndmlich @ = log (z+u)+(z+u)2+(z+“)3+(z+u)4+ ..., SO wird:
4@ __ 1 2B, 3By
T s+u (+up  (z+u)
aQ __dQ 1 4B, 1 aB,
e dr T Ewwr de T Erw dw

und diese Werthe in die Gleichung z%g = (0 + z)%g— eingefithrt geben:

dQ 1 dB 1 d B,
0=Q-d7+(o+z)((7;7)2,._df+(ﬁ7)§-75 )
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oder wenn mit z -+ « multiplicirt wird :

0= 01— i)

- (z4-u)? — (z 4 u)?

1 dB, 1 dB,
+ (0= W e e )

' 4B, 1 4B 1 dB,
aw i du+(z+ 2" dw
also:
. dB, , __ dB, dB,
0=0+7; 0=(0Q—w3 ~+3"
_ dB, dB,
iB, dB,
O=—-3B3Q+(0-—u)7u‘!+-au—5;u.s. w.
daher

B2=—f0du, B3=‘/!(‘O—u)0du, Bﬂz—ﬁo—u)z()du—<fu0du)2. U.s w.

Demnach wird folgende Reihe erhalten:
Joau +f(g — ) Qdu___f(Q—w Qau—+(SQduy: .

(z+u)? (z -+ u)? (z +w)? trete

Q = log (z + u)—
in welcher alle Integrale von ¢t = ¢, oder » = 0 anfangen.

Anstatt die Integralfunktion Q@ zu suchen, ist es da, wo es sich um Zahlenwerthe
handelt, zweckmiissiger die gesuchte Grosse z durch eine Reihe in » darzustellen. Schreibt
man hQ fiir Q, so kann nach Umstinden zur Ermittelung von z aus dz + du —+ h()%f =0
eine nach Potenzen von k fortschreitende Reihe brauchbar sein. Um eine solche zu ent-

wickeln, sei
z=Uo+hU1+h2U2+h3U3+h'U‘+

logz=V,+hV, 1V, + BV, +....
also V,=1log U,, ferner wenn nach h differentiirt wird:

Uy +2hUy+3R2U, + . ..
Uy+ hU, 20, + .. ..

=V, -+ 2hV,+ 3h2V3+....;
daher '
uv,=U0, 20V,+ UYV,=2U,

SUYV,+2U0V,+ UV, =3U, u. s w.
Aus der Differentialgleichung aber folgt:

du+dU0+hdU1+h2dU2+....+h0(dVo+th1+h2dV2+....)= 0;

d. h. .
: AU, +du =0, dU,+QdV,=0, dU,~+ QdV,=0, u. s. .
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Soll nun fiir den gegebenen Werth ¢, von ¢, welchem = 0 entspricht, z einen gege-
benen Werth haben, so muss dieser als von der Constante h abhingig gedacht werden,
also z,= ¢ (h) sein, und da hier iberhaupt z durch eine Reihe nach Potenzen von h aus-
gedriickt werden soll, so muss auch z; diese Form zulassen; also sei:

z0=q>(h)_7k0+k1hi+-k2h2+... .
Alsdann ergiebt sich:
z—@(h)= U —k, ~+ h(U,— k)~ B (U, — k) + . ...
und die Differenzen U, —k,, U, —k,,.... ‘miissen fir # = 0 alle verschwinden. Daher wird

U= k,—u, V, = log (k,—u);
U
. ) U
U=k, +[0dV,, V=g
(1}

20, — U, ¥,
v,

a
U,= k,~+[QdV,, V,= s, W
0

wodurch nach und nach beliebig viele Glieder der verlangten Reihe bestimmt werden.

§ 25. Schliesslich mag noch eines Beispiels von Integration durch Reihen erwihnt
werden, welches in so fern belehrend ist, als es zeigt, wie viel dabei auf die Wahl des Argu-
ments der Reihe ankommt. In § 174 des Lehrbuches der Integralrechnung von Moigno
wird die Aufgabe gestellt, aus der Gleichung

dy = (2 +y!) dz

den Werth von y fir =1 zu finden, unter der Voraussetzung, dass fir =10 auch
y =0 sei. Durch eine ziemlich mihsame Anwendung des Restausdruckes der Taylor-
schen Reihe wird dann gefunden, dass der gesuchte Werth von y zwischen 1.18879 und
1.37687 liegt.

Es scheint der Mithe nicht unwerth, der dortigen Betrachtungsweise eine Reihe fiir y
zur Vergleichung gegeniiber zu stellen; doch hat die vorliegende Aufgabe das Eigenthiim-
liche, dass sie die Entwickelung von y nach ganzen Potenzen von z nicht erlanbt, wenn
mit z zugleich y verschwinden soll. Diese Schwierigkeit fillt aber giinzlich weg und es
ergiebt sich eine sehr wohl convergirende Reihe, wenn nach Potenzen der vierten Wurzel
von « entwickelt wird. Sei » =V, =1" und demnach die vorgelegte Gleichung

dy = 4 (u® + y?) uPdu.

Setzt man nun, da fir « =0, y = 0 sein soll:

2 ~ ‘
y= (1 +au+ a,u 4 a W )
2
Vy=‘/§.u3(1 U~ 0, - U L)y
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so wird: 1

B
—
—

©w

1
€y == 5 Uy~ 7 4,0, + £ 4,

..
-
oW
[\
o
'

1 a2+ 2a,a, '3a2a, bHa?
i e 8 + g 128 °

1 4,0, 4 apy 3 (@, 2,2 + a,%ay) 5a,%a, 7ap
8 275 4 16 32 256

s UL S W,

Hiermit findet sich:

<

w
. 2 :
y:%ue(l “+au A QU .)=§u6-+— 4fl/y cutdu,
[\]

oder wenn fiir Vy obige Reihe gesetzt wird:

248(1 au’ ... )=2 o V(W aw oW ;
(1 +au-+a, ce) =g 7 \7 85 9 S H

Ve : 1. 3 9
S a, = -; ferner ¢,= 7 V6.¢,=1;, ¢, =gz}
76 _ ve . _ 29.9 29.9.V6
G =g, G="g g 4= Ty G —mgml BT T s

276

folglich ist a, = , daher ¢, =

w Wl

u. 8. w,

Die Werthe der Vorzahlen « lassen sich auch so schreiben:

7T 2 7 3 _ 7_~ 4 . 29 .7 5
4G=35:i0, =gz 30, 4= gzt B="m % W5V

Demnach erhiilt man fiir y die Reihe:
2 7 ’ 7 7 4 29.7
y=31’ (.1 —+ a,u—+ 53 (a,u)’ + ﬂ(a,u)3-—- 5 E (a,u)' — m(a,u}"’ e )
worin a, = %VG und welche schnell convergirt, so lange a,u ein dchter Bruch ist. Wird

fir a, dessen Werth gesetzt, so kommt:

2. 2v6 3 o V6 3 3 9.20V6 5
y=szu (1”" UG R — R gy )
also fir u=1: (_2(),2Y6 3 V6 8 _ 261.V6 >
y—3< A VL Rl VST T T M

Nimmt man die ersten finf Glieder zusammen, so ergiebt sich y' = 1.291590 und

- fiigt man noch das sechste hinzu, so kommt 3{': 1.291388; es sind daher schon mit diesen

wenigen Gliedern mindestens die drei ersten Decimalstellen gesichert und einer genaueren
Anniherung wiirde keine Schwierigkeit entgegenstehen.

Schliesslich bitte ich die Bemerkungen der beiden letzten §§ nur als gelegentliche zu
betrachten, da Untersuchungen iiber Integration durch Reihen der eigentlichen Aufgabe

dieser Schrift fern lagen.
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Anhang.

Wiihrend meine Beitriige zur Integration der Differentialgleichungen etc. etc. gegen-
wiirtig auf Verfigung der Kaiserlichen Akademie gedruckt werden, habe ich mich mit
der bisher ganz unberiihrt gelassenen Frage beschiiftigt : welche Anwendung die dort be-
nutzten Mittel bei Differentialgleichungen hoherer Ordnungen, oder auch bei der ersten
Ordnung, aber mehr als zwei verinderlichen Grossen, finden konnten. War diese Anwen-
dung schon im einfachsten Falle von sehr beschrinktem Umfange, so wird sie weiterhin
verhiltnissmissig noch viel seltener moglich sein; dessen ungeachtet ist sie gewiss nicht
unfruchtbar, ja sie eroffnet vielmehr kiinftigen Untersuchungen ein ausgedehntes Gebiet.
So viel ich bis jetzt ersehen konnte, scheint der Versuch unvollstindige Losungen fir die
Integration zu benutzen, bei Differentialgleichungen hoherer Ordnungen weniger unmittel-
baren Erfolg zu versprechen, als bei Systemen erster Ordnung mit drei oder mehr verén-
derlichen Grossen, welche ich hier zum Gegenstande einiger Betrachtungen machen will.

Allem zuvor ist eine Verstindigung dariiber nothig, in welchem Sinne bei Systemen
von Differentialgleichungen erster Ordnung von unvollstindigen Losungen die Rede sein
kann. Sind P, P, P,,.... P, beliebige Funktionen von z, x,, z,, .. ... x,, so ist bekannt,
dass die Integration der n Gleichungen

zusammenfillt mit der Aufgabe: n verschiedene Funktionen € zu finden, welche der fol-
genden partiellen Differentialgleichung genugthun, nimlich :

dQ aQ aQ a9
P_d;_l_P'”d?l+P2a'm—2+....+Pna;n"=O.
Sind Q,, Q,, ....Q, diese Funktionen und v,, v,, .... ¥, eben so viele willkiirliche Con-

stanten, so stellen die Gleichungen Q, = Yo H="s..- -2, =1, das vollstindige System
der verlangten Integrale dar. Mittels irgend einer dieser Gleichungen — sei sie @ =y —

ldsst sich « durch z,, @,,...... x, und die Constante y ausdriicken; daher ist auch
dQ de  dQ
ds " az, T da,
der partiellen Differentialgleichung :

=0, u. s. w.; folglich geniigt der aus & =y entspringende Werth von «
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dz dz dz
P—P‘E+P2E+'...+Pﬂm’

in so fern namlich in den verschiedenen P jener Werth fiir « eingesetzt wird. Legt man
nun der Constante y irgend einen bestimmten Werth y' bei, so ist @ = ¥’ eine unvollstindige
Lisung der vorstehenden partiellen Differentialgleichung.

Jede Losung mit einer willkiirlichen Constante steht zu den urspriinglichen Differen-
tialgleichungen in solcher Beziehung, dass sich aus diesen mit Hiilfe gewisser integrirender
Faktoren [, f,,-. . -/, eine Summe bilden lisst, welche dem vollstindigen Differentiale d€2
gleichkommt, so dass man hat:

f,(P,dx— Pdz )+ f,(P,dx — Pdz)—+ ....+f (P, dx— Pdx,)=dQ,
oder wenn zur Abkiirzung gesetzt wird:
fiP,+ [P+ oo+ P =0
—fP=0,, —,P=0,, ...., —[,P= 0,
50 1st
Qdr + Q,dx,+ Q,dz, +....+ Q,dz, = dQ.
Da namlich € als gegeben gedacht wird, so werden auch die unbekannten f sofort gefun-

den aus den Gleichungen:

__4Q

a
—fP=0n, —[P= s —P=

= Tch;'
Die hiermit ebenfalls gefundénen Q geniigen stets der Bedingung:
PO+P101+P202+ ...+ P 0Q,=0.

Wird die Gleichung & = y nach « aufgelost und der Werth von = in dQ = Qdz—+ Q dx,+
...+ Q dx, eingesetzt, so folgt, da dQ = 0:

Qdx + O,dx, “+....+ Q. dr, = 0.

Diese Folgerung ist unabhingig von dem Werthe der Constante y und gilt also auch fir
jede unvollstindige Losung &= y'; eine solche giebt daher, wenn die Q durch die f aus-
gedriickt werden :

f,(P,dx— Pdx,) +f,(Pdx—Pdxr) +....+ f (P dx— Pdx,) = 0.

Hiermit ist der Zusammenhang einer unvollstindigen Losung mit den urspriinglichen
Differentialgleichungen dargelegt; sie gestattet nimlich ein der vorstehenden Gleichung
geniigendes System der f zu finden. In Riicksicht dieses Zusammenhanges kann die unvoll-
stindige Losung, welche zundchst nur der partiellen Differentialgleichung in  angehorte,
auch eine unvollstindige Losung des vorgelegten Systems von Differentialgleichungen,
wenigstens der Kiirze des Ausdrucks wegen, genanut werden. '
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Der in § 9 aufgestellte Satz iiber gewisse Formen des integrirenden Faktors kehrt
hier in folgender Gestalt wieder. Angenommen, die obigen / haben alle einen gemeinsamen
Faktor ¢ und seien demgemiiss jetzt bezeichnet durch

eW,f“ eW,f:z, LAY
auch sei mit den gegenwirtigen f
_/;P:()n _'/_)P:Oz? "“_—fnpzon’ /‘1P1+ﬁzp2+ T +"¢Pn:0’
so ist wie oben: |
P()+P1()1+P202+....+Pn()n=0

und man hat :
e (Qdx + Q,dx, + Q,dx,+....+ 0,dz,)=d&.

Wird nun vorausgesetzt, dass die Q ganze Polynome in Bezug auf x sind, frei von jedem
allen gemeinschaftlichen Faktor, deren Glieder iibrigens in beliebige Funktionen von x,,
z,,....x, multiplicirt sein konnen: dass ferner ¥ folgende Gestalt hat:

W=Va4+T+T +T,+....+ T,,
wo V ein ganzes Polynom in x ist; ferner:

— UV e log(xz—y)

T a—y)t
U
T ———t— ¢ log(x—y,)
T @—y)h !
u. s. w. fiir alle T';
~ . . . .
Yy Yys Yy - -+ Y, beliebige Funktionen von &, &,...... x,, jede von Jeder anderen ver-
schieden;
v, U, U, U ganze Polynome nach «, die Grade der zugehorigen Nenner nicht errei-

chend und keinen Faktor mit ihnen gemein habend, dbrigens beliebig
in Bezug auf x,, z,....%,;

€, €, &, ....5 Constanten; :

k,....k, positive ganze Zahlen oder auch Null;

alles dieses vorausgesetzt, so sind x =y, 2=Y;,.... T =Y, eben so viele unvollstindige
Losungen des vorgelegten Systems von Differentialgleichungen.

2" Q) 2@ g
dx LA

Beweis. Der Werth von d€2 fordert zuniichst die Gleichheit von

~r,
aQ  dQ, __ o 4W aw
dz, dz O iz 0 dz,*
Nach dem Obigen ist
dT __ dU 1 kU ¢ dT __dU 1 KU dy e dy

- = +

—_— e — -+ \
dx dx (m-—y)k (r — ylk+ x ——y’ dar, dr, (* —y) (x — -+ de, r—y dr|
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Mit diesen Werthen ergeben sich in 0, %—Og folgende mit der hochsten [(k —+ 1)*']
. i

Potenz von x—y im Nenner behaftete Glieder:

d kDO
—(0,0—*— 0 d%l> o g Wenn k=1 oder > 1,
hingegen, wenn & = 0, also ¢ nicht = 0 ist, (010 ~+ 00:%);5‘5;- Der beigefiigte Zeiger 0
e

bezeichnet die zu x = y gehorigen Werthe von U/ und Q. Da nun besagte Glieder fiir sich
allein verschwinden miissen; da ferner U° nicht Null ist, wenn k=1 oder > 1, dagegen
fir k=0, ¢ nicht = 0 ist, so folgt unter allen Umstinden :

0 ody __ o'
0' +0 "l?l———o-

(7 Q) — d (e Q,) .

P . . d
Aut‘ gleiche Weise entspringt aus iy i

0 0 dy
Q, +0 d—%—O,u. s.w. firz, z,....2,.

n

Die anderen Bedingungen der Integrabilitit, worin keine partiellen Ableitungen nach zx,
sondern nur solche nach z,, «,....«, auftreten, kommen hier nicht in Betracht.

Verbindet man diese Gleichungen mit P°Q°+ P Q'+ .... 4+ P,°0Q, "= 0, so folgt:
o dy o dy ’ o dy .
00(P1 &;I+P2Ex;+"°'+l)n EA—P())——-O.

Es ist aber Q° nicht = 0; denn da die Gleichungen wie Q° + 00% = 0 unter allen Um-
stinden bestehen miissen, so wiirden mit Q° auch Q,°, Q,°....0Q,° sétmmtlich = 0 sein;
alsdann wiren alle Q durch x —y theilbar, was unstatthaft ist. Folglich ist die einge-
klammerte Summe = 0, d. h. z =y ist eine unvollstindige Losung; und eben so sind es

Yoo Yoor o Yys W 2. b. w.

Anwendung. Seien die P ganze Polynome ersten Grades hinsichtlich aller Argumente
Xy Ly Tyoon o Xy also:

P =ax +bx, +cx, +....+kx, +h
P =ax +bx + &, + ... +kx, +h
P,=a,x+bx +cz,+. ...+kx +h,;

de:dx, . dx,....: de,=P:P:P,... .: P,
oder der Gleichung G pdo p
1dz 2dzx, ’ ndx,
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Man setze als unvollstiindige und vorliufige Liosung, worin die p. Constanten anzeigen:

T T L, 2, =0,

so folgt
8 Py P +y P —+....+p P =0

Zur Abkiirzung sei:
. a—+a 4p,a, ... +pa —A

b—+p b +pb,+....+p b =B

k—p kb ~-pok, . p k=K
h—-ph —ph, = b =1,
so verwandelt sich P+p,P,+....=0in

.Aw+Bac‘l+Cw2+....+Kwn+11::0.

Hiervon abgezogen A(z + ., , .. ..~ &, &, + ) =0 giebt:

(B—Ap.1).1;'+(C——Ap.2)x2+... . (K—Ap,) x, + H— Ap, = 0.

Damit diese Gleichung unabhiingig von #,, , . ...z, bestehe, muss sein:
B— Ayp., =0, C——A}LZZO, cee K—-—Ap.n: 0, H—Ap.o.—_— 0.

Es ist aber B— Ap, :b—r—(b,——ﬁp, “+ b, +.... b, ; daher erhilt man, um zu-
niichst die  alle durch A auszudriicken :

b+ (b,—A)p, +bp, ... +bp, =0

...........................

wozu noch die Gleichung Ay, = H kommt, welche p bestimmt, sobald p., u,. ..., ge-
funden sind.

Es seien p, = %, = %?, e = %’ die Werthe der y aus vorstehenden Glei-
chungen, so ist ihr gemeinschaftlicher Nenner M in Bezug auf 4 vom n' Grade, wihrend
die Zihler nur den (n — 1) Grad erreichen; folglich erhilt man durch Einsetzung dieser
Werthe ina— A4 +p,a, +....+p,a,=0 fir A die Gleichung (n +1)"" Grades, welche

die wesentliche Grundlage fiir die Integration gewihrt, néimlich:
Z=(@a—AM+aM +aM,+. .. oM =0

Diese Gleichung bleibt dieselbe bei jeder linearen Substitution, wodurch das vorliegende
System von Differentialgleichungen in ein anderes von dhnlicher Gestalt verwandelt werden

kann. Jede ihrer Wurzeln giebt eine vorliufige Losung; setzt man
*
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X=AMz+Mzx +....+Mzx)+MH
=M(Adx+h)+ M (Ax,«+h)+ M, (dz,+h) + ...+ M (Az, +h )
=MP+MP +MP,+....+MP,

o ist X=0 die allgemeine Form solcher zur Wurzel 4 gehoriger Losung. Werden nun

mit A, A, A, .... A, die verschiedenen Wurzeln 4 der Gleichung Z= 0 bezeichnet, die
ihnen zugehorigen X der Reihe nach mit X, X, X, ....... X, so erhilt man sofort das
Integral

Q=qlog X+ ¢, log X, + ¢, log X, +.... ¢, log X

n?

wo die ¢ Constanten sind. In der That folgt hieraus, wenn die zu A gehorigen M durch
M, M,, M,...., die zu A, gehorigen durch W, M/, M. ... u. s. f. bezeichnet werden:

¢A Mdr + Mde,+....+Mydz,) U (‘m'dzé—n—ﬂﬁl'd:n e M day,)
= RO et ! . I 4

dQ

X X
Setzt man hier P fir dx, P, fir dx,,.... P, fir de,, so muss der vorstehende Ausdruck
in Null iibergehen, wenn  wirklich ein Integral ist; es ist aber klar, dass dies geschieht,
weil MP+ M P, +..... +M P, =X, MP+M'P, +..... +~W P =X, us w,

sobald nur die ¢ der nachstehenden Bedingung unterworfen werden :
S=Nqg+Wq, +Ag,+....+A g, =0
Es stellt aber die hiermit gefundene Gleichung

X X%, X%, ... X "= Const. mit der Bedingung $=0
oder ’
g +Aq, +Wg,+....+Aq,=0

nicht bloss ein Integral, sondern vielmehr alle Integrale der Aufgabe auf einmal dar, mit
Ausnahme gewisser besonderer Fille, die ich fiir jetzt bei Seite lasse. Im Allgemeinen
sind die Wurzeln 9, 2, .... %, alle von einander verschieden, keine gleich Null und fiir
keine geschieht es, dass alle dazu gehorigen M gleich Null werden, wodurch das ent-
sprechende X in eine blosse Constante oder in Null iibergehen und seine Bedeutung als
Losung verlieren wiirde. Unter diesen im Allgemeinen zutreffenden Voraussetzungen lisst
sich der Bedingung $=0 immer auf-» und nicht mehr verschiedene oder von einander
unabhiingige Arten genugthun; am einfachsten geschieht es durch die Annahmen: ¢ =1,
A+A g =0, alle ibrigen ¢=0; wo m nach und nach =1, 2, 3....n zu setzen ist.
Hiermit ergeben sich folgende n verschiedene Integrale mit eben so vielen willkiirlichen
Constanten X.X0=C, X.X=C, .. X Xin=C,

oder wenn man fiir die ¢,, ¢,.... ihre Werthe setzt:
N o N Ny o k] N — (S ki
Yh=G€X" X'=06X"....X=06 X"

Jedes andere Integral folgt aus diesen.
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Eine durchgreifende Behandlung. der vorhin angedeuteten Ausnahmefille ist nicht
ohne Umstindlichkeit moglich und mag daher einer kiinftigen Gelegenheit vorbehalten
bleiben. Wie die Gestalg des Integrals sich verwandelt, wenn die Gleichung Z = 0 gleiche
Wurzeln hat, die jedoch nicht Null sind, — dies ergiebt sich leicht aus der allgemeinen
Form durch Variation der Constanten. Ist A =0 eine Wurzel jener Grundgleichung Z.
so lisst sich durch eine lineare Substitution die urspriingliche Anzahl der in den P be-
findlichen Argumente z, z,....z, wenigstens um eine Einheit erniedrigen, wodurch die
Aufgabe auf die Integration eines Systems von n—1 Gleichungen vorliegender Art mit
n Argumenten zuriickgefithrt wird. Sind die » — 1 Integrale dieses Systems bekannt, so
erhilt man das noch fehlende n' Integral durch eine Quadratur, welche ibrigens schon in
den einfachsten Fillen sowohl wegen der dazu nithigen Eliminationen als der [ntegration
selbst die Macht der Analysis weit iibersteigt. Wenn der Ausdruck Z sich in das 'rodukt
sweier oder mehrerer von einander unabhiingiger Determinanten zerlegen lisst, so zer-
fallen die gegebenen Differentialgleichungen in eben so viele getrennte Gruppen, deren
jede fiir sich allein integrabel ist; die nach Integration dieser Gruppen noch fehlenden
Integrale werden ebenfalls durch Quadraturen gegeben. Es bestehen noch andere Aus-
nahmefille; ich begniige mich aber hier nur noch einige Beispiele folgen zu lassen.

Merkwiirdig einfach ist die Integration des Systems:

dz __dey __ dvy —dzp_y _ doy

z, o g Ty, T
Man findet Z= 4"""'— 1 =0 und hiermit »n Integrale von folgender Form:
Cx—+x, + 2,4+ ... +wn‘)=(x+rm’+r2x2+r3x3—+—. Al

wo fiir » nach und nach die verschiedenen (» + 1) Wurzeln der Einheit, mit Ausnahme
der Wurzel 1, zu setzen sind. Die Richtigkeit dieser Integration wird auch ganz leicht

durch Differentiation unmittelbar bewiesen. — Es seien z. B. nur zwei Gleichungen dieser
ooeoode d dz . ,
Art gegeben, nimlich =3 "2 % kaun man die Integrale zu folgenden, von V' —1

befreiten Formen verbinden :
C(x+y—+z) =( Ay 1D (@t ) (P er e 1= 0)
Cy(w+y—+ B =(x-+ry+13 . (z+ry+ r;)’z.

Ueberhaupt wenn die Gleichung Z complexe Wurzeln hat, so ist klar, dass es immer mog-

lich ist, durch zweckmissige Verbindung der Integrale das Imaginire auszuscheiden, sobald
nur die in den P befindlichen Constanten alle reell sind.

. 1 a dz . . . o . . .
Wird aus % =Y — = weggeschatit, so erhilt man die Differentialgleichung zweiter
Ordnung
‘ydyy _ xdz - Aty l(dy : T
d ( ~d':r") paad “y—— oder dx? —+ m d(l‘) — g
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deren Integral also gefundén wird durch Elimination von z aus den beiden Gleichungen :

z+y+3=C@+ry+rs = C'(x+r2y+rz)ri; (1 +r+1=0);

. . b d . . .
wird hier fiir = gesetzt: %, so ergeben sich die beiden ersten Integrale.

Als zweites Zahlenbeispiel sei vorgelegt :
P=x—4y—+ 3z-+h, P =2x+y—+3z2+h, P=x—y—+2z+h,; %:%’—{:%ﬁ.
Die Gleichung Z wird hier (U*— 4% + 13)A = 0; die Wurzel A = O fiihrt darauf,
die z, y, z in den P durch nur zwei Argumente » und v zu ersetzen; dies geschieht durch
u=ux~+ 3, v=y— }z; dadurch wird P =u—4v+h, P, =2u+v+h , P,—=u—v+h,
Ohne indess von dieser Substitution Gebrauch zu machen, kann man aus der allgemeinen
Formel sogleich zwei Losungen herleiten. Man findet nimlich nach einigen Reductionen,
" wenn U eine Wurzel der Gleichung ¥°—4A~+13 =0 bedeutet, M=A—8, M, = 5— 49,
M, = 3A—15; sei noch der Kiirze wegen H =N (h>—4h, + 3h)—8h -+ 5h —15h,;

so wird nach der allgemeinen Formel fir X:

X=A[A—8)x+ (5 —4Wy+BA—15)z] + H = A[U(u— 4v) -— 8u~+ do|+ II,
d. i. X=—(4A+13)u—+ (52 —11U)v + H.

Sind nun X, und X, die zu A, und A, gehorigen X, so folgt sofort das Integral
X‘le J— C . X;ll, .

1
also eine Gleichung zwischen » und ». Fihrt man jetzt diese Grissen in die Differential-

. . . s he e 3du _ dz . 3(w—4v+hydu
gleichungen ein, so erhilt man leicht: SPaiP, — P d. i dz—su—17v+3h+5h2’ WO v

mittels der gefundenen endlichen Gleichung durch u auszudriicken, einzusetzen und dann
die Quadratur nach » zu bewirken ist.
Noch ein leichtes Beispiel, worin gleiche Wurzeln vorkommen, ist folgendes:
P=2z+z+1, P=2y+2z, Py=a—y; 0 =% % Die Gleichung Z wird
1 2
(A—1)*(A—2)=0; hieraus ergeben sich zwei Losungen: X=2z—y+1, X, =ax—y—z-+1.
Das Integral ist in folgender Form enthalten :
—@Qg+q)(z—1)
Q=XX%e x_ll -,
wo die ¢ ganz beliebig sind, nur nicht beide zugleich Null. Nimmt man erst 2¢ +¢,=0

und dann ¢, = 0, so hat man die beiden Integrale: :
2z — 2 o
X=C.X} X=C,.c %

Minding.
Dorpat den 18. (30.) Januar 1862.

. BEITRAGE ZUR INTEGRATION DER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN ERSTER ORDNUNG. 95
Inhalt.
Seite.
Binleitung . . . . . . . . e e e e e 1
Erste Abtheilung, enthaltend allgemeine Siitze.

§ 1. Integration der Gleichung (2 -+ a,x -+ @a,y) dx + GO+b, x4+ b, y) dy = 0 mittels vor-
lanfiger LOSUNZEN . « -« o o v v v v v e m e e e e e 3

§ 2, § 3. Unter welchen Umstinden sich dasselbe Verfahren auf andere Gleichungen anwen-
Aen LSSt . . . o o e e e e e e e e e e e e e e e e e 8

§ 4. Anwendung auf die Gleichung Mdwx ~+ Ndy — 0, wenn M und N nach & und y ganze Po-
lynome vom n'e" Grade sind und ihr »—- 1 lineare Losungen zukommen . . . . . . . .. 12

§ 5. Wenn der integrirende Faktor die Form %‘5 hat, wo Y==(y —y,) (y —y,).... und X
nur von x abhingt, so sind y,, ¥,,.... LOsungen der gegebenen Differentialgleichung . . 14

E § 6. Dasselbe gilt auch wenn Y=(y — yl))“ y— yz))“'. ... ist und dic Exponenten X positive
N . ganze Zahlen sind. Nithere Entwickelung des Integrals fiir diesen Fall . . . ... . . .. 17
§ 7, § 8. Anwendung auf einige Aufgaben von Euler. . . . ... .. .. ... ... ... ... 22

’ § 9. Allgemeinste Form des integrirenden Faktors, welche sich aus vorliufigen Losungen bil-
5 QO TASSE. « o o v e e e 29
§ 10. Untersuchung eines besonderen Falles dieser Form. . . . . ... ... .. ... . ... . 33

§ 11, § 12, § 13. Entwickelung einiger Gleichungen, deren integrirender Faktor besagte Form hat. 34

§ 14. Bemerkung iber eine Form des integrirenden Faktors, welche in keiner Beziehung zu
unvollstindigen Losungen steht. . . ... .00 00000 42

§ 15. Ueber eine Erweiterung der Regel fir die Integration homogener Differentialgleichungen. 44

Zweite Abtheilung, Anwendungen enthaltend.
§ 16. Untersuchung der Gleichung Mdr -+ Ndy =0, worin M und N nach x und y ganze Po-

lynome vom zweiten Grade sind, wenn sie drei lineare Losungen hat. . . . . . ... . .. 47
§ 17. Besonderer Fall: die von Jacobi behandelte Gleichung. . . . . . . ... ... ... . .. 54
§ 18. Beispiele zu §16 . . . . . . . ... L L 58
§ 19, § 20. Eine Differentialgleichung, deren vorliufige Losungen nicht linear sind. . . . . . . 65
§ 21. Beispicle zu den beiden vorigen §§ . . . . . . .. .. ... oL L 70
§ 22. Untersuchung einer Classe von Differentialgleichungen, worin M und N auf den dritten
Grad steigen und welche vier lineare Losungen darbieten. . . . . .. ... ... ..... 71
§ 23. Beispiele nebst Entwickelung eines besonders einfachen Falles . . . . . .. .. . ... .. 75
§ 24. Anhang iber die Integration von Mdx -+ Ndy==0 durch Reihen, wenn M und N nach
« und y ganze Polynome vom zweiten Grade sind . . . . ... .. .. ... ... ... .. 81
§ 25. Bemerkung iber dic in dem Lehrbuche des Herrn Moigno behandelte Gleichung
dy= ("1‘5 ~+ y&) de. .. ... e e e e e 55
Anhang . . . . . - e R7
P -



¥/

»

»
»
»

»

=%
+
-~
~

Druckfehler.

.11 v. u. statt hoher 1. frither.

79 »
4 » »
15 v. o,
S v, u.
15 » »
16 v. 0.

jetzt eine 1. jetzt nur eine

das Zeichen 1. der Zeichen

wenn 1. oder wenn

in welcher eben I. in welcher aber
pa-Ljn+2)L.(n —1){n+1
seien 1. sei

e

s e e e



