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PERIOODILISTE KUUPSPLAINIDEGA HISTOPOLEERIMINE
Bakalaureuset66
Markus Rene Pae

Liihikokkuvote

Bakalaureuset6os uuritakse perioodilisi kuupsplaine, mis on maaratud vorgul, kus on
paarisarv osaloike. Lahendatakse histopolatsiooniiilesannet: otsitakse paarisarvulise osa-
loikude arvuga histogrammile vastavat splaini, kus igal osaloigul maaratud kuuppolii-
noomi graafikualune pindala vorduks histogrammi vastava tulba pindalaga. Histogram-
mi osaloikude pikkused ei pea olema vordsed. Varasemast on teada, et kuupsplainidega
histopolatsiooniiilesanne on iiheselt lahenduv, kui histogrammi osaloikude arv on paaritu.
Samuti on teada, et kui osaloike on kaks, siis iilesanne ei ole iiheselt lahenduv. Bakalau-
reusetoos uuritakse tildisemat iilesannet, kui histogrammi osaloike on paarisarv.
CERCS teaduseriala: P170 Arvutiteadus, arvutusmeetodid, siisteemid, juhtimine (au-
tomaatjuhtimisteooria).

Marksonad: Histopoleerimine, kuupsplainid, perioodilised splainid.

PERIODIC CUBIC SPLINE HISTOPOLATION
Bachelor thesis
Markus Rene Pae

Abstract

The objective of this thesis is to examine periodic cubic splines that are defined on a grid
with an even number of subsections. More specifically, it is attempted to study a wide
class of histopolation problems: for given histogram would there exist a periodic cubic
histopolationg spline. The widths of the subsections do not have to be equal. It is pre-
viously known that the solution exists and is unique whenever the number of subsections
is odd. If there are only two subsections, then the solution to the histopolation problem
is not unique. In this thesis we try to obtain a more general result: for even number of
subsections the histopolation problem is not uniquely solvable.

CERCS research specialisation: P170 Computer science, numerical analysis, systems,
control.

Key Words: Histopolation, cubic splines, periodic splines.
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1 Kuupsplainid

1.1 Kuupsplaini definitsioon

Olgu antud 16ik [a, b], kus a, b € R ning a < b. Kui sellel 16igul méarata sdlmed x;, saame vorgu
Ay
A, ={xo,z1,...xn:a=x0< 21 <...<xH =b}.

See vork koosneb n osaldigust, mida téhistame edaspidi [z;—1,;], ¢ = 1,...,n. Vorgu jarjesti-
kuste solmede vahekaugust nimetatakse osaldigu pikkuseks h; = z; —x;_1,i=1,...,n.

Definitsioon. Funktsiooni S : [a,b] — R nimetatakse splainiks, mille aste on m ja defekt k, kui
on tdaidetud jdargmised tingimused:

1. S € P"[zi—14],i=1,...,n, ehk igal osaldigul on S ulimalt m astme polinoom,

2. Se€C™¥*a,b] ehk S on léigul [a,b] m — k korda pidevalt diferentseeruv.

Kéesolevas bakalaureusetoos vaadeldakse suvalisel vorgul A,, méaratud kuupsplaine ehk splaine,
mille aste m = 3 ning defekt k& = 1. Vastavalt splaini definitsitsiooni esimesele punktile peab
vaatlusalune splain olema igal osaldigul tilimalt 3. astme poliinoom. Definitsiooni teisest poolest
saame, et nii S, S’ kui ka S” peavad olema koigis solmpunktides pidevad.

Definitsioon. Kuupsplaini nimetatakse perioodiliseks, kui vorgu otspunktides kehtib S(a) =
S(b), S'(a) = S'(b) ning S”"(a) = S"(b).

Perioodilise splaini puhul saab késitleda vorgu otspunkte samamoodi nagu splaini sisesolmi. Sa-
geli tuleb ette situatsioon, kus moni indeks &k on nullist véiksem voi n-st suurem. Sellisel juhul
moeldakse indeksi all vihimat mittenegatiivset taisarvu, mis on kongruentne arvuga k& mooduli
n jargi.

Edaspidi nimetame solmedele vastavaid funktsiooni vaartusi S(z;), 7 = 0,...,n, solmviirtus-
teks ning tahistame kui f;, ¢ = 0,...,n. Splaini esimesi ja teisi tuletisi solmpunktides nimetame
vastavalt splaini esimesteks ja teisteks momentideks. Esimesed momendid on tahistatud kui m;
ja teised momendid on tahistatud kui M;, kus ¢ =0,...,n.

1.2 Histopoleerimisiilesanne

Olgu antud vork A, ning arvud z;, ¢ = 1,...,n. Histopoleerimisiilesandega otsitakse sellist
funktsiooni S, mille korral funktsiooni keskmine vaértus igal i-ndal osaléigul oleks vordne arvuga
z;. Geomeetriliselt tdhendab see seda, et otsitava funktsiooni graafiku joonealune pindala peab
igal osaldigul vorduma sellise ristkiiliku pindalaga, mille korgus on z; ning laius h;. Integraalkujul:

Ty

/ S(x)dx = zh;, i=1,...n. (1.1)

Ti—1

Kaéesolevas bakalaureuset6os otsime perioodiliste kuupsplainide ruumist kuupsplaini, mis rahul-
dab tingimust (1.1). Jargneval joonisel on toodud néide ebaiihtlasest vorgust, kus igale osaloigule
on joonestatud ristkiilik korgusega z;. Punase joonega on toodud antud histopolatsiooniiilesande
lahend, mis kuulub perioodiliste kuupsplainide ruumi.



Histopolatsiooniulesannet rahuldav pericodiline kuupsplain S(x)
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Joonis 1: Niide histopolatsiooniiilesande lahendist.

Varasemast on teada, et teatud tingimustel on histopoleerimisiilesanne perioodiliste splainide-
ga lahenduv, teatud tingimustel mitte. Jargnevas tabelis on horisontaalteljel osaloikude arv n
ning vertikaalteljel splaini jark m. Kui histopoleerimisiilesanne on igasuguse vorgu korral {ihe-
selt lahenduv, siis on see mérgitud tabelis plussiga. Kui iilesanne ei ole iiheselt lahenduv, siis
on see margitud miinusega. Kiisimarkidega on tahistatud tabelis need lahtrid, mille puhul on
lahenduvuse kiisimus lahtine.

Tabel 1: Histopolatsiooniiilesande lahenduvus erinevate osaloikude arvu n ja splaini jar-
kude m korral. [2]

"1 2 3 4 5 6
m
1 T
9 o+ o+ o+ o+
3 o+ 0?47
4 o+ o+ o+ o+ o+
5 Lo 7 4 ?

Lisaks on [2] pohjal teada, et kui histopolatsiooniiilesannet lahendada vorgul, kus koigi osaloi-
kude pikkused on vordsed, siis tabelis olevate kiisiméarkide asemel on miinused ehk, teisisonu,
histopolatsiooniiilesanne ei ole iiheselt lahenduv. Selle pohjal saab piistitada hiipoteesi, et su-
valisel vorgul A, ei ole iilesanne (1.1) iiheselt lahenduv parajasti siis, kui osaldikude arv n on
paarisarv ning splaini jark m on paaritu arv. Kéesoleva bakalaureuset66 eesmérk on uurida juh-
tu, kus histopoleerimisiilesannet lahendatakse perioodilise kuupsplainiga ning osaloikude arv on
suvaline paarisarv.



2 Kuupsplaini esitusviisid

Kuupsplaine on voimalik esitada mitmel erineval viisil. Kéesolevas peatiikis on kirja pandud
kaks erinevat kuupsplaini esitusviisi ning iihtlasi on kirja pandud tingimused, mis tagavad nii
splaini pidevuse kui ka vajaliku sileduse. Punktis 2.2 on toodud selline esitusviis, mille alusel
uuritakse histopolatsiooniiilesande lahenduvust.

2.1 Kuupsplaini esitus labi solmvaartuste ja esimeste momentide

Esitame osaldigul [z;_1, x;] kuuppoliinoomi jargneval kujul

S(z) =a; + bj(x — zj—1) + ¢i(x — azi_l)2 +di(x — xi_1)3 x € [Ti—1, x4 (2.1)

Méédrame kordajad a;, b;, ¢;, d;, kasutades solmvaartusi f;—1 = S(x;—1), fi = S(z;) ning esimesi
momente m;_1 = S'(z;-1), m; = S’(x;). Selleks on vaja lahendada vorrandisiisteem

(xz 1):(1 z 1

S(x;) = a; + bih; + c;hi + d;hi = fi
S'(zi—1) = by =m;—q

S’ (x;) = b + 2cih; + 3d;h? = m;.

On lihtne néha, et a; = f;_1 ning b; = m,_1. Ulejadinud kordajad avalduvad kujul

3(fi— fiz1)  mi+2mi
h2 h; ’

)

C; =

2(fi—1 — fi) 4 m; + mi—l_

di = h3 h2

Asetades leitud kordajad a;, b;, ¢;, d; avaldisse (2.1) ning korrastades seda, saame splaini esituse:

)2 PRt
S(z) = (a:ZhQa:) (Bfim1 + himi—1) — (xlhgw) (2fic1 + himi—1) +
@=wim) g gy @me) o .
hz2 % lml) h? ( fl zmz)a T < [xz—l,ﬂ?z] . (22)

2.1.1 Kuupsplaini sisevorrandid

Kui igas osalbigus defineerida kuuppoliinoom kujul (2.2), siis on tagatud splaini S pidevus
sisesdlmedes. Uhtlasi on tagatud ka esimese tuletise pidevus. Uuritav splain kuulub ruumi C? [a.b]
parajasti siis, kui koigele eelnevale lisaks on taidetud tingimus

lim S”(z) = lim S"(z), i=1,...,n—1 (2.3)

T—T;— T—T;+

Funktsiooni (2.1) teine tuletis on x € (x;_1, x;) korral

S"(z) = 2¢; + 6d;(x — wi1). (2.4)



Kuna S” on vahemikus (x;_1, ;) kujul (2.4), siis

lim S”(:B) = lim [201' + 6di(£13 — l‘i_l)] = 2¢; + 6d;h; =

T—T;— T—T;—
2mi—1  4m;  6(fic1— fi)
h; * h; * h? ’ et

(2
Kirjutades vorduse (2.4) valja vahemikus (z;, z;41), saame

S”(JZ) = 2¢i+1 + 6d¢+1(:€ — 371)

Jarelikult
xll)grzl_i_ S"(z) = $£1>2r11+ [2¢it1 + 6dit1(x — 24)] = 2¢i41 =
o e S(ficfw) oy
hiv1 hit hi, 4
ning vordus (2.3) saab teisendamise jérel kuju
2 4 (hi + hit1) 2 6 6 (h?,, — 1) 6 ,
2. . =0 ' : —1,...
himz 1+ hihist ml+hi+1 M1 h% fici+ h?h?+1 fz+h22+1 fit1s ? )

Neid vorrandeid nimetatakse splaini sisevorranditeks.

2.2 Kuupsplaini alternatiivne esitus

Ti—1 + T;

Olgu & = — s kus i € Z, vorgu A, osaldikude keskpunktid.
a b
-
Z &1 1 &2 T2 Ti-1 i x; Tn

Joonis 2: Ebaiihtlaste vahedega vork ning osaloikude keskpunktid &;.

Lisaks olgu kasutuses jargmised tahised

M’i - S”(:Ci)v m; = Sl(é-l)u
1 [

oi=o [ S@ds  si=5()
v Jxi—1

Esitame poliinoomi S Taylori poliinoomina 16igu keskpunktis

5"(&) S"(&)

2
5 (x—&)" + G

S(x) = S(&) + S'(&) (x — &) +
Sellest

S"(x) = 8"(&) 4+ S"(&) (x — &),

hi "
S"(wi—1) = 5" (&) — 55 (&) = M;_1,
hi "
8" () = 8" (&) + 55 (&) = M;.

(x — fi)?’, x € [mi—1,x4].

(2.5)



Viimase kahe vorduse liitmisel saame, et

M; 1 + M;
5" () = S
ning lahutamisel
M; — M;_
S//l(gi) — hil

Asetades leitud kordajad avaldisse (2.5), saame kuuppoliinoomi esituse, mis soltub vééartusest

osaloigu keskpunktis, esimesest momendist osaloigu keskpunktis ning teistest momentidest osa-

loigu otspunktides:

M; 1+ M;
4

M; — M; 4

G @&, welmial. (26)

S(m):SZ-—l—mi(x—ﬁi)—i- (%—fi)2+

Esitust (2.6) on lisna mugav integreerida ning sellest saame splaini keskvéértused o; igal osaloi-
gul:

1 [ 1 —&)?
o = hi/gw_1 S(x)dx = W Sm—l—mz‘% +
M;—y + M; 3, Mi— M 7
M1+ M; 5
= 5+ LT,
Si + 13 ;
millest omakorda Moo+ M
et S i 3
S; = o; 18 h;.
Splaini (2.5) saab osaloigul [z;_1, z;] esitada kujul
M;_1 + M; M;_1 + M; M; — M;_
S(a) = 01— == hi b m (x = )+ —— o (= &)+ o (= &) (27)

Jarelikult sellisel kujul esitatud splain on igal osaloigul méaédratud parajasti siis, kui on maaratud
esimene moment osaldigu keskpunktis m;, teised momendid osaligu otspunktides M;_1 ja M;
ning splaini keskvaartused o; igal osaldigul.

2.2.1 Kuupsplaini sisevorrandid

Kui esitada splain kujul (2.7), siis pole garanteeritud selle pidevus ja pidevalt diferentseeruvus
solmpunktides. Selleks peavad kehtima vordused

lim S(z)= lim S(x) (2.8)
ja
lim S'(z) = lim S'(z). (2.9)

Nendest piirvadrtustest saadavaid vorrandeid nimetame konealuse splaini esitusviisi sisevorran-
diteks. Vordusest (2.8) saame, et

Mifl + Mz 2 mlhl Mifl + Ml 2 Mz — Mi,1 2
 — h, h. h< —
7i 48 it 16 T i
M; + M; Misthisn M+ M, My — M,
= Oit1 = — S - lHQ 4= 16 S - 7#118 “hiiy.



Viimasest saamegi lihtsustatud sisevorrandi, mis tagab splaini pidevuse sisesolmedes

h2
3 (mihi +miy1hig1) = 0ip1 — 07 — Miflé‘i‘
h? h? h?
+ M, < 12;1 - 16) + My Zél‘ (2.10)
Vordusest (2.9) saame, et
M;_ M; M; — M;_
mi + 114+ Zhi—l- % g 1lhi2:

B M; + M; 4 b M1 — M; 32
=Mkl = e il e i,

mille teisendamisel saame sisevorrandi, mis tagab splaini esimese tuletise pidevuse sisesolmedes

h; hit1 8
M M 4 3Mi+— P M=
hi+hip1 Uit hi N i+ hin

(mH_l — mz) . (2.11)
Sisevorrandite juures sai toonitatud, et need tagavad splaini ja selle esimese tuletise pidevuse
sisesOlmedes. See tdhendab seda, et sisevorrandite puhul ¢ = 1,...,n — 1. Kuna bakalaureuset66
fookuses on perioodilised kuupsplainid, siis on tarvis, et sisevorrandid kehtiks ka i = 0 (iihtlasi

ka i = n) korral. See tagab, et S(a) = S(b), S'(a) = S'(b) ja S”"(a) = S”(b).



3 Histopolatsiooniiilesande lahendamine

Kéesolevas peatiikis voetakse aluseks splaini esitusviis (2.6) ning selle sisevorrandid (2.10) ja
(2.11), kusi = 1,...,n. Eesmérk on koostada histopolatsiooniiilesandele vastav vorrandisiisteem
tildisel juhul. Tuuakse néide siisteemi maatriksist juhul, kui osaldikude arv n = 4. Vorrandisiis-
teemi lahenduvust uuritakse jargmises peatiikis.

Enne histopolatsiooniiilesande lahendamise alustamist olgu toodud iiks definitsioon ja iiks lem-
ma, mille rakendamine osutub kasulikuks.

Definitsioon. Maatriks A on ridade kaupa domineeriva (pea)diagonaaliga, kui
n
‘aii|>2|aij|, t1=1,...,n.
=1

]Ai .
J#i

Lemma 1. Kui maatriks A on ridade kaupa domineeriva peadiagonaaliga, siis maatriks A on
pooratav.

Toestus. Eeldame vastuvaiteliselt, et ruumis R leidub selline nullvektorist erinev vektor z, et

Az = 0. Sellest jareldub, et 2?21 ajjr; =0 Vie{l,...,n}. Olgu xj suurima absoluutvéértu-
sega komponent vektoris x. Muidugi xx # 0, sest x # 0. Siis

Z AT = 0 = apprr = — Zak]‘l’j — Ak = — Zak]‘fj.

J=1 J7#k J7#k

Vottes viimases vorduses molemast poolest absoluutvaértuse, saame

— Ly
’akk| - Zakjl'k .

%k

Lj

Tk

Kuna xj on vektori x suurima absoluutvaartusega komponent, siis < 1 iga indeksi j korral.

Sellest aga saame mitterange vorratuste ahela

S22 < 3 o
ki | S akjl

i#k Rk

a
2L Jag]

i#k

Tk
ja
n
lar] < laggl-
Jj=1
J#k
Viimane on aga vastuolus eeldusega, et A on ridade kaupa domineeriva diagonaaliga maatriks.

See aga tdhendab, et 0 ei ole maatriksi omavairtus, millest omakorda jareldub maatriksi A
regulaarsus ja seega A on pooratav. [1]



3.1 Sisevorrandite uurimine

Jargnevas peame silmas, et vork on perioodiliselt laiendatud, st h;1, = h;, samuti M;4, = M;
ja my1n = my; iga i korral. See voimaldab moista jargnevaid vorduseid, mis sisaldavad h;, M; ja
m;, kus voib olla ¢ > n voi ¢ < 1.

Kui esitame splaini kujul (2.7), siis kasutasime esimesi momente osaldigu keskpunktis m; ning
teisi momente osalGigu otspunktides M;_1 ja M;. Olgu meil esimestest ja teistest momentidest
moodustatud vektorid, vastavalt m ja M:

m = (my,ma,...,my)
M:(M17M27"',Mn)

Vaottes sisevorrandites (2.11) indeksid ¢ = 1,...,n, saame vorrandisiisteemi kirja panna kui
AM = Bm, kus maatriksi A elemenditeks on need arvud, mis on konealustes sisevorrandites
teiste momentide ees olevad kordajad. Maatriksi B elemendid on esimeste momentide ees olevad
kordajad.

Maatriksi A elementide puhul tasub téhele panna, et selle peadiagonaalil olevad elemendid on
i hit1

h; + h¢+1 hi + hit1

1-ga. Sellest tulenevalt on maatriks A ridade kaupa domineeriva diagonaaliga ja seega pdoratav.

ay; = 3. Samas iilejddnud elemendid igas reas on , mille summa on vordne

Maatriksi B igas reas on tapselt kaks elementi, mis on nullist erinevad ning mille vaartused
8 .
a

hi + hiy1 J

. Esimene neist asub maatriksi peadiagonaalil ning teine asub peadiagonaalist vahetult

absoluutvaartuselt vordsed. Seejuures i-ndas reas on vastava elemendi vaartused —

8
hl + hz+1 . . . . .
paremal — vélja arvatud maatriksi viimasel real, kus iiks element on maatriksi esimeses veerus
ja teine element viimases veerus.

Maatriksi B mootmed on nxn, millest tulenevalt maatriksi veerud on lineaarselt soltuvad. Piisab
sellest, kui votta iga veeru kordajaks arv 1. Kuna veerud on lineaarselt soltuvad, siis jarelikult
B ei ole podratav. Maatriksi A péoratavusest saame jireldada, et kui m = 0, siis M = 0.

Sisevorrandid (2.11) saab viia kujule

h; 3 hi
?Miq +3 (hi + hit1) M; + %IMZ'JA = Mip1 — M. (3.1)

Sisevorrandid (2.10) saab viia kujule

h? hiy —hi hi
- ﬂMFl + TMi + o4 M1 = mihi + mip1higa. (3.2)

Korrutades vorrandit (3.1) teguriga —h;4; ning liites tulemusele vorrandi (3.2), saame

1 h?
M. (3.3)

1 h; (hi + 3h; 1
1 hi (hi + H)M' 1_§(hi+2hi+1)Mi_EW f
i T hit1

T Ty hi + hiy1 "

Viimasest jareldub, et kui M = 0, siis m = 0.

10



3.2 Vorrandisiisteemi koostamine

Vorrandid (3.3) (kus i = 1,...,n) maatrikskujul kirjutatuna on m = AM, kus maatriksi A
elemendid on vorrandites tundmatute M; ees olevad kordajad. Asetades selle vorrandisse AM =

Bm, saame
AM = BAM = (A—BA)M =0. (3.4)

Maatriksi A — BA kordajate leidmiseks votame votame vordused (3.3) ning teeme nende abil
vorrandi (3.1) paremas pooles asendused. Selle tulemusena jouame vorranditeni

h; 3 h;
gMiA +t3 (hi + hit1) M; + THMz'H =
L hiyi (hiv1 + 3hit2) 1 1 g,
S M; — = (higt + 2hipe) Mipq — — ——42  ppon
24 hipy1+hige 8 (hiss +2) Mia 12hi1 + hisg
1 hi(h; +3hit1) 1 1 h%—i—l
= R O e By 2Ry M 4 — —
1+ 2 (hi + 2hip1) M; + 12 7+ i +1

24 hi+ hit1 8

Tuues koik litkmed vasakule poole vordusmérki, saame leida maatriksi A — BA kordajad. Need
on jargnevad:

e M,; 1 kordaja:
E B ihz (hl + 3hi+1) . 1 hlz

8 24 hit+hiy1  12hi+hip

o M; kordaja:

3 1 higi (hig1 + 3hiye) 1

2 (hi 4+ B il  C(h OB =

8( Z+ 7f+1)+24 hi+1+hi+2 8( Z+ Z+1)

_ 1 3hihiga + 2h? | + 3hihito + 3hit1hive
12 hit1 + hiyo ’

o M;,q kordaja:

hit1 N 1 (his1 + 2hss0) — 1 hZ. 4 _ 1 3hihip + 2h? | + 3hihiya + 3hi+1hi+2’

8 8 12 hy + hit1 12 hi + hit1
o M, o kordaja:
1 b,

12hisy + hita

Seega vorrandisiisteemi (3.4) maatriks A — BA on neljadiagonaalne maatriks, st igas reas ja
veerus on neli nullist erinevat elementi. Kui selle maatriksi determinant on nullist erinev, siis
vorrandisiisteem on iiheselt lahenduv. Uhtlasi tasub tihele panna, et iga kordaja ees on tegu-

1
rina —. Kuna vorrandisiisteemi lahend ei muutu, kui koiki tegureid iihe ja sama teguriga l&bi
korrutada, siis voime asjaleitud M;_1, M;, M;11, M; 1o kordajad arvuga 12 1abi korrutada.

3.3 Naide vorrandisiisteemist ja selle maatriksist

Kui tihistada H = A — BA, siis lahendatav vorrandisiisteem (3.4) on kujul HM = 0. Kui
histopolatsiooniiilesandes on osaldikude arv n = 4, siis vastav vorrandisiisteemi maatriks H
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néeb valja jargnev:

h
hi+ho
h3
h3+hy

3hshy +2hi+3h1 h3+3hi1hyg

3hiho +2h%+3h1 h3+3hahs

3h1hso +2h§+3h1 h3+3hshs

h3+hy
3h1ha+2h3+3hoha+3h1ho

ho+h3

h3
ho+hs

h3
hi1+hs

3h1ha+2h3+3hoha+3h1ho

h1+ho
3hah3+2h3+3hohy+3hshy

h3
hs+hs

3hah3+2h3+3hohy+3hshy

hi1+ho

h1+ha

h3+hy
h3

h3+hy
h3

h1+h2

ha+hs
3h3h4+2h3+3h1 h3+3hi1hy

hi+hg

h3
h1+hy

Nagu naha, siis selle maatriksi kirjapilt on iisna pikk ja kohmakas. Seetottu on mugav defineerida
abimuutujad a;, b; ja ¢; jargnevalt:

a; = h?,
bi = 3hihit1 + 271 + 3hihito + 3hiy1hiya,
¢; = hi+ hit1.

Abimuutujate abil saame vorrandisiisteemi H M = 0 veidi kompaktsemalt kirja panna:

ap by b a3
it ¢ (€1 (€2

M,
ag az by by
cg Cg 3 9 M2:0
by a1 az b3 || Ms
€3 4 3 4\
by by ag ag

1 ¢ € &

Jargmises peatiikis uuritakse selle vorrandisiisteemi lahenduvust niin =4 kuikan =6 jan =8
korral.
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4 Vorrandisusteemi maatriksi determinant

Teatavasti on n x n vorrandisiisteem {iiheselt lahenduv parajasti siis, kui slisteemi maatriks on
regulaarne ehk kui selle determinant on nullist erinev. Kui determinant on null, siis on siisteemi
maatriksi veerud lineaarselt soltuvad. Arvutuste kidigus ilmneb, et kui n = 4 v6i n = 6, siis
slisteemi maatriksi determinant on vordne nulliga ning seega saame méaédrata veergudevahelise
lineaarse soltuvuse kordajaid. Kordajate méaramiseks kdesoleva histopolatsiooniiilesande kon-
tekstis on kiesoleva t66 autor loonud SymPy pohise siimbolarvutuse programmi, mille lahtekood
on leitav bakalaureuset66 16pust (vt Lisa 1).

Ainus muudetav parameeter selles 1ahtekoodis on 5. real olev osaldikude arv n. Programmiloik
koostab vorrandisiisteemile vastava maatriksi ning leiab veergude lineaarse soltuvuse kordajad.
Kéesolevas punktis on néidatud juhtudele n = 4, n = 6 ja n = 8 vastavad siisteemi maatriksid
ning valja kirjutatud lineaarse soltuvuse kordajad n = 4 ja n = 6 juhul.

4.1 Naited

Definitsioon. Maatriksi H veerud on lineaarselt séltuvad, kui selle veeruvektorite £1,&2,...,&n
korral leiduvad sellised kordajad A1, Ao, ..., An, mis pole koik nullid, ning

A&+ A&+ A6, = 0.

Stimbolarvutusprogrammi abil ilmneb, et n = 4 ja n = 6 korral on vorrandisiisteemi veerud
lineaarselt soltuvad ning sellest jarelduvalt ei ole nendel juhtudel histopolatsiooniiilesanne iiheselt
lahenduv. Jargnevates alapeatiikkides on kirja pandud siisteemimaatriksi H veergude lineaarse
soltuvuse kordajad \;, kusi=1,...,n.

4.1.1 Juhu n = 4 uurimine

Vorrandisiisteemi maatriks H on jargnev:

Selle maatriksi veerud on lineaarselt soltuvad, kusjuures lineaarse soltuvuse kordajad on

A1 = —3hihohs — 3hihohy — 3hahshy — 3hihshy—

— 2h2h3 — 2h3hy — 2hoh’ — 2h1h3

Ao = 3hihohs + 3hihohy + 3hohshg + 3hihahg+

+ 2h1h3 + 2hohd + 2h3hg + 2h3h;

A3 = —3h1hshy — 3hahshg — 3hihohs — 3hihohy—

— 2h3h3 — 2h1h3 — 2h3hy — 2hoh3

My = 3h1hohg + 3hihahy + 3hihsha + 3hahshg+
+ 2h3hg + 2h3hg + 2h h3 + 2h3hy. (4.1)
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On teada, et siisteemi maatriksi astak on n voi n — 1 [1]. Seetottu piisab iihe nullist erineva
kordaja fikseerimisest.

4.1.2 Juhu n = 6 uurimine

Vorrandisiisteemi maatriks H on jargnev:

H =
a, aq b4 b4
60 0 =
Cs5 €4 C5 O
b a1 ag b5
bs @ as
Cs  Ce Cs  Cp

Selle maatriksi veerud on lineaarselt soltuvad, kusjuures lineaarse séltuvuse kordajad on

Ai = (=1)"- (9hihii1hivohiyshita + Ohihiy1hiohiyshiys + 6hihit1hivohi, g+
+9hihig1hizohiiahiis + 6hihiy h?+3hz'+4 + Ghihi+1h12+3hi+5+
+6hihit1hitsh? g + Ohihivihivshivahivs + 6hih? ohivshivat
+6hih? ohishits + AhihZ ohZ,, + 6hih? ohiyahiys+
+6hihisohZ shita + 6hihiyoh?, shits + 6hihiiohiish?, ,+
+9hihitohirshitahits + 6h% hiyohiyshiva + 6h3, hivohivshivs+
+4R7, hiyohi g + 67 hiyohiiahiys + 407, Yy ghiat
+4hi hY shigs + 4hF hivahiyy + 6h g higshipahigs+
+6hit1h7 ohivshiva + 6his1hdohivshivs + 4hi1h?oh? 4+
+6hi11h? ohivahivs + 6Rhig1hiioh? ghiva + 6hig1hioh? shivs+
+6his1hitohivshiig + Yhiv1hirohiishivahiys) . (4.2)

Kui moni indeks on suurem kui osaloikude arv n, siis késitletakse indeksina vahimat positiivset
taisarvu, mis on selle indeksiga kongruentne mooduli n jéargi.
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4.1.3 Juhu n = 8 uurimine

Vorrandisiisteemi maatriks H on jargnev:

a bobhoawog o9 o 0
cCi €2 C1 C2
a by by a
0 2 2 2 u (g 0 0
a by b as
000304030400
0 0 0 2@ & b aw g
H = C4 C5 C4 Ch
000 0 % b b o
Cs Cg C5 Cp
s 0 0 0 b b
cr C6é Cr Cg
bboa g0 0 0 2 &
cr  Cg Cr C8
b9 g 0 0 @
i Cg C (&)

Kui asendame abimuutujad vastavate avaldistega, mis sisaldavad vaid osaloikude pikkuseid, siis
stimbolarvutusprogrammi véitel on maatriksi determinant samaselt null. Paraku ei 6nnestunud
t66 autoril saada veergude lineaarse soltuvuse kordajaid, sest sattus silmitsi kahe probleemiga:
programmi t66tsiikkel votab palju aega ning kasutatav vaba malu sai otsa. Viimase kohta andis
Python eraldi veateate.

Punkti 4.1 tulemusi reprodutseerides tuleb silmas pidada, et n = 4 juhul kulus t66 autoril li-
neaarse soltuvuse kordajate leidmiseks umbes 5 minutit ning n = 6 juhul kulus selleks pisut
vahem kui iiks tund. n = 8 juhul t66tas programm ligi kaks padeva, kuniks andis teate sellest, et
kogu kasutatav programmimélu on otsa saanud.

Margime kokkuvotteks, et saadud tulemused on tugevaks toetuseks t60s [2] esitatud hiipoteesile:
paarisarvu n korral ei ole suvalise vorgu juhul perioodiliste kuupsplainidega histopoleerimisiiles-
anne iiheselt lahenduv.
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LISA 1. Stiimbolarvutusprogrammi kood

Jargnevat programmiloik sai loodud stimbolarvutuste tegemiseks SymPy abil. Koodiloigus koos-
tatakse vorrandisiisteemile vastav maatriks ning tehakse kindlaks ridade lineaarse kombinatsioo-
ni kordajad. Koodildigu 5. real saab méérata osaloikude arvu n.

1 import numpy as np
2 import sympy as sp
3 from sympy import *

5 n=4 # osaloikude arv
7 h=sp.symbols('hl:%d'%(n+1))

s matlst = []
9 for i in range(n):

10 1st = [0] # n

11 firstind = i

12 secondind = (i+1)%n

13 thirdind = (i+2)%n

14 1st[i] = h[firstind]**2/(h[firstind]+h[secondind])

15 1st[(i+1)%n] = (3*h[firstind]*h[secondind]+2*h[secondind]**2

16 +3*h[firstind] *h[thirdind]

17 +3*h[secondind] *h[thirdind] )/ (h[secondind] +h[thirdind])
18 1st[(i+2)7%n] = (3*h[firstind]*h[secondind]+2*h[secondind]**2

19 +3*h [firstind] *h [thirdind]

20 +3*h[secondind] *h[thirdind]) /(h[firstind]+h[secondind])
21 1st[(i+3)%n] = h[thirdind]**2/(h[secondind]+h[thirdind])

22 matlst.append(1lst)

23

22 matlst = np.asarray(matlst)
25 A = sp.Matrix(matlst)

26

27 result = A.nullspace()

28

20 for rida in result[0]:

30 print(rida.simplify())
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