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Saateks,

Konspekt sisaldab materjali toendosusteooria ja mate-
maatilise statistika kursuse ulatuses majandusteaduskonnale.
Toendosusteooria teoreetilisi kiisimusi ja rakendusi
matemaatilises statistikas kisitletakse paralleelselt, Kee-

rulisi matemaatilisi tGestusi on v#lditud. Suurt réhku on
pandud matemaatiliste arutluste ja valemite sGnalisele sel-
gitamisele. See on eeskdtt vajalik neile, kelle ettevalmis-
tus matemaatikas el ole eriti tugev. Paragrahvides 2 ja
3 kdsitletud iildisi mdisteid ja arutlusi rakendatakse ning
konkretiseeritakse jargmistes paragrahvides. Sellepédrast
on viga oluline 2. ja 3 paragrahvli sisu pdhjalik mGistmine,
Konspekt on varustatud filesannetega iseseisvaks lahen-
damiseks, Teoreetilise materjali kinnistamiseks on konspek-
tis mitmel pool jéetud iksikkiisimusi iseseisvaks lahendami-
seks, Nendele kiisimustele vastuse leidmise kiiigus saab ise
kontrollida, kuidas on aru saadud eelnevatest punktidest,
Konspekt on mdeldud kasutamiseks esmajoones majandus—
teaduskonna iilidpilastele, kuid ta sobib tden#osusteooria
Ja matemaatilise statistika pohimdistetega tutvumiseks ka
teiste teaduskondade lilidpilastele (mittematemaatikutele ).

Autor.



Toendosusteooria ja matemaatilise statistika aine,

Igal elualal tuleb massiliselt kokku puutuda nsdhtustega,
mis ka samades tingimustes on teatud m#&ral erinevad. N&i-
teks lhel katselapil kasvavates viljapeades on terade arv
erinevy vOrdse liikmete arvuga perekondades el tarbitz piima
samal hulgalg tekstiilik#itises toGtavate samatiilibiliste au-
tomaattelgede seisakute arv lthe tunni jooksul on erinevg té-
ringuga igal viskel saadav silmade arv on muutuv, N&htuste
esinemist mGjutavad peamised tegurid on samad, kuid teise-
jérgulised (kdrvalised) tegurid pole iga samatiiiibilise nih-
tuse korral tépselt samad ning need tingivadki erinevusi
ndhtuste esinemises,

Harilikult voetakse arvesse ainult ndhtust oluliselt
mojutavad tegurid, ignoreerides tdiesti kérvalisi tegureid.
Selliselt toimides asendame reaalse n&htuse uurimise tema
lihtsustatud mudeli uurimisega. XKul aga paljude teisejédrgu-
liste tegurite koosmdju oluliselt mdjutab ndhtust, siis ei
tohli neid tegureid arvestamata jdtta. Sagell aga ei ole
voimalik tédpselt hinnats k&iki nd#htust mdjutavaid kdrvalisi
tegureid ning iga liksikteguri mGju. Neil juhtudel réégitak-
se juhusest sGltuvatest ndhtustest.

Juhusest s@ltuvaks ehk juhuslikuks nimetatakse né@htust,
mis esineb paljude kdrvaliste pdhjuste koosmdjul ithe ja sa-
ma katse kordamisel teatud erinevustega,

TSendosusteooria uurimisobjektiks on juhuslikud ndhtu-
sed. TOendosusteooria selgitab ja kirjeldab juhuslike néh-~
tuste massilisel toimumisel kehtivaid seaduspédrasusi mate-
maatiliste meetoditega, Tdeniosusteooria abil saame teha
Oigeid jéreldusi massiliste katsete tulemustest, sest iga
iiksikkatse tulemus voib sisaldada palju juhuslikke, vaadel-
davale ndhtuste liigile ildisaslt mitteomaseid jooni.

Inimkond on jéuduud uma arengus sellisesse staaditmi,
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kus reaalses masailmas valitsevate seaduspdrasuste uurimiseks
ja kirjeldamiseks tuleb uuritavale objektile vastavusse ssa-
tud mudelit t#psustada, s.t., veel rohkem ldhendada tlelisele
objektile, Sellisel juhul btuleb aga seaduspérasuste selgi-+
tamiseks kasutada ka tden#osusteooria meetodeid. TGendosus-
teooriat rakendataksegl erinevates teadusharudes Jérjest
rohkem,

TSensdosusteoorias loodud mdisted ja ndhtuste uurimise
meetodid v3imaldavad kokku holda sege ja vahendeid katsete
sooritamigeks, kuid ei véimalda neist tdiesti loobuda, Ju-
huslike n#htuste uurimine tugineb 1dppkokkuvéttes siiski
katsele ja vaatlusele, :

Massillste juhuslike ndhtuste vaatluse tulemuste re-
gistreerimise, kirjeldamise ja analiiisi tildiste meetodite
loomine ring srendamine on matemaatilise statistika aineks.
Matemaatiline statistika tegeleb eri 1iiki massilistele nidb-
tustele iihiste tunnuste ja omaduste uurinisega., Ta Jjétab
kdrvale uuritavate objektide spetsiifilised isedrasused ja
kisitleb statistiliste uurimismeetodite formaalset, matemaa-
tilist kiilge., Matemaatilise statistika meetodeid saab ker—
gesti kohandada véga erinevate konkreetsete nihtuste uurimi-
seks,

Matemaatiline statistika on lahutamatult sectud tGen#o-
susteooriaga, Matemaatil.ses statistikas vaadeldavad spets-
iifilistest tunnustast “pubastatud™ ndhtused alluvad toe-~
ndosusteoories seadustole. Tlendosusteooria seadused on mas-
siliste juhuslike néhtuste seaduspérasuste matemaatiliseks
védljenduseks, Tden#docsusteoorial on matemaatilises statis—~
tikas umbes sama osa mis geomeetrial moddistamises voi Joo-
nestamises,



§1. TOENAOSUSTEOORIA ALGMOISTED.

-

je Sindmusede,

Esimeseks pdhiliseks mdisteks tdendosustecorias on sind-
mus, Siindmuseks peetakse kfike seda, mille kohta saab rdé-
kida toimumisest ja mittetoimumisest.

Siindmus saab toimuda teatud tingimustes. Kui jédlgime
mingi slindmuse toimumist voi mittetoimumist, rédgime katse
‘sooritamisest,

Wéiteids

1o Laskur tulisteb mérklauda, Katseks on lasu soorita-

mine, mérklaua teatud tsooni tabamine on siindmuseks,.
2s Urais on mitut vérvi kuulid, EKuuli vétmine urnist
© on katse, teatud vérvi kuuli saamine on siindmus,
9. Jalatsivabrikus konveieril valmistatud jalandud 1ii-
- gitame kolme kategooriasse: esimene ja teine sort
- ning praaske Votame kontroilimiseks juhuslikult ihe
paeri - see on katse., Katse tulemuseks on iiks siind-
mustest: esimese sordi, teise sordi. véi praakpaari
saamine,

' Sama katse korduval sooritamisel riéfgime katseseeriaste
Iga kataéseeriasse kuuluvat katset nimetame iiksikkatseks,
; ‘Stindmusi liigitame nende toimumise vdimalikkuse seisu~
- 'kohalt kindlateks, voimatuteks ja juhuslikeks,

Kui katsel teatud siindmuse toimumine on véltimatu, ni-
metame teda kindlaks siindmuseks, EKul katsel silindmus toimuda
i saz, nimetame teda vdimatuks siindmuseks.

Slindmust nimetame juhuslikuks, kui ta antud katsel voib
toimuda voi mitte toimudas Juhusliku siindmuse toimumist voi
mittetoinumist ei saa garanteerida, teda iseloomustad toimu-
mise vOimalikkus,

Néiteid:
1. Olgu urnis kdik kuuiid rohelised. Kuuli v3tmisel urnist
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on rohelise kuuli saamine kindel siindmus, punase kuuli
saamine on vdimatu siindmus. &

2, Viskame kaht t#ringubt korraga. Uhe vdi teise silmade
kombinatsioeni esiletulek on juhuslik siindmus.

3, Kauplus uiiiib erinevatel p#evadel kaupa erinevalt, Péeva-
se l#bimiiigi suurus on juhuslik slindmus.

4, Automeattddpingil valmistatud detaili kvaliteetseks voi
praagiks osutumine on juhuslikud siindmused, kuigi esimene
siindmus toimub vdrratult sagedamini kui teine. :

5. Pdikese tdusmine lddnest on vdimatu slindmus.

6. Perekonnas poisslapse silindimine on juhuslik siindmue,

7o Loteriil v3itmine on juhuslik siindmus,

Siindmuse juhuslikkus el ole vastuolus dialektilise ma-
terialismi seisukohtadega. Siindmust losme juhuslikuks sel-
les mottes, et me kas el tea kSiki siindmuse toimumise pShju-
si voi ei suuda nende mdju tdpselt arvestada,

Slindnuste tdhistamiseks kasutame edaspidi suuri tdhti.
Nii vGime konveierilt tulevate kingapaaride kontrollimisel
esimese sordi paari saamisel. rdékida slindmusest A, teise
sordi pasari saamisel siindmusest B ja praakpaari saamisel
silindmusest C.

2.5indmuste liigitamisest.

4, Kaht siindmust nimetame teineteist v#listavateks, kui iihe
slindmuse toimumine antud katsel vdlistab teise siindmuse toi-
munise samal katsel,

Néitveid:

1o Vapi ja kirja esiletulsk ilihel rzha viskel on teineteist
vilistavad siindmused, Visates raha kaks korda jérjest
voib pérast vapi esiletulekut esimesel wiskel tulla tei-
sel viskel kiri, Sellise katseskeemi korral on vapi ja
kirja esiletulek mittevidlistavad slindmused. i

2, Uhe loteriipiletiga samaaegselt 40 rbl, ja 100 rbl, vdit-

" mine on vHlistavad siindmused.

o



3, Liigitame t%6pingll valmistatud detailid I sordi, II sor-
di ja praskdetailideks. Sama detaili kuulumine I sordi
ja praagi hulka on vélistavad silindmused, Kui loeme I ja
II sordi detailid standardseteks ja praakdetailid mitte~
standardseteks, siis detaili kuulumine I sorti ja stan-
dardsete hulka el ole enam vdlistavad. Detaili kuulumine
standardsete hulka el vdlista vdimalust kuuluda samdaeg-
selt ka I sorti,

B, Sindmusi nimetame vdrdvoimalikeks, kui v@ib eeldada, et
antud katsel on iga slindmuse toimumise objektiivsed véimalu-
sed samad.

Naiteid:

. Imgedes tédringu viskel erineva silmade arvu saamist oma-
ette slndmusteks, voib toimuda liks kuuest silindmusest. 1
kuni € siima saamine on vdrdvGimalikud glindmused, sest
korrapédrase tédringu korral on loomulik eeldada, et iga
tahu pealejdéimiseks on véimalused samad,

2, Olgu urnis 6 valget ja 4 musta kuuli. Kirjutame kuulidele
Jérjekorranumbtid lbest kiimneni, Kuuli v3tmicel ei ole
valge ja musta kuull saamine vOrdvéimalikud siindmused.
Jérjekorranubritega 1, 2, 3 Jjne. kuuli: ssamine on vird-
v@imalikud slinduused.

s Televiisori ostmisel kvaliteetse aparaadi ja praakaparaa-
di saamine el ole vGrdvoimalikud siindmused -~ esimese siind-
muse toimumine on palju codatavam,

4, Iga loteriipiletiga vOitmise vdimalused on samad - siind-
rused on vordvoimalikud.,

C. Sundmusi nimetame ainuvﬁlmalikeks, kui antud katsel neist
kindlastl ks toimub,
Néiteids
1 Téringu viskel 1 - 6 silms sasamine on ainuvoimalikud siind-
nused,
2, Valgeid ja musti kuule sisaldavast urnist kas valge voi
musta kuuli sasamine on ainuvdimaslikud siindrmused.
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3, T66pingil valmistatud detail saab kuuluda kas I sorti,
II sorti vdi praagi hulka - need kolm silindmust on ainu-
voimalikud.

4, Marklaua tulistamisel 1 - 10 silme saamine pole ainuvoi-
malikud silindmused. EKuul volb marklauast hoopis mééda min-
na,

D. Ainuvdimalikud iiksteist vdlistavad siindmused moodustavad
tdieliku siindmuste siisteemi, Uks tdielikku slindmuste siis-
teemi kuuluvatest siindmustest toimub kindlasti.

Néiteid:

1. Raha viskel vapi voi kirja tulek moodustavad téieliku
stindmuste slsteemi,

2. Tdringu viskel kas 1, 2 jne. kuni 6 silma saamine moo-
dustavad tdieliku siindmuste slisteemi.

3, Alajaotuses C toodud n#ites &4 pole tegemist tdieliku siind-
muste sisteemiga., Loetletud 10 sindmust on kiill iikksteist
védlistavad, kuid poie ainuvdimalikud - iliks tdieliku siind-
muste slisteemi moodustamiseks vajalikest nSuetest pole
tdidetud.

Tdieliku siindmuste silisteemi moodustavaid iiksiksiindmusi
nimetame ka vGimalusteks ehk juhtudeks, T&aringu viskel esi-
neb kuus voimalustg kui 3 silma saamine on siindmuseks A,
siis A toimumiseks on iiks soodne juht.

E, Katsel voib siindmus A toimuda véi mitte toimuda, A mitte-
toimumist loeme uueks silindmuseks B, Pole oluline, missugune
konkreetne siindmus toimub - kui ta pole siindmus A, siis loe-
me teda slindmuseks B, Uks neist kahest siindmusest toimub
kindlasti: nad on ainuvéimalikud ja teineteist vdlistavad,

Kaht teineteist vélistavat ainuvdimalikku sindmust ni-
metame vastandsiindmusteks,

Siindmuse A vastandsiindmuse téhistamiseks kasutame siimbo-
1it X, Sindmused A ja X moodustavad téieliku siindmuste
slisteemi, Katsel toimub kindlasti iiks neist, kolmandat vdi-
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malust ei ole.

Néiteid:
1. Vapi je kirja esiletulek raha viskel on vastandsiindmused.
2, Olgu urnis mustad, valged ja punased kuulid., Valge kuu-
1i ssamine ja valge kuuli mittesaamine, gt. kas musta vdi
punsse kuuli saamine on vestandsiindmused. EKuid valgs kuu-
1i saamine pole vastandsiindmuseks musta kuuli sasamisele,
géat on veel kolmandes siindmuse toimumise vSimalus ~ puna-
ge kuuli saamine,

% Bindmuse tdendosuse mdilste.

TSenéosus gte, T3endosustecorias veadeldakse sind-
musi nende toimumise vdi mittetoimumise vdimalikicuse seisu-
kohalt, Antud katsel vdib ithe siindmuss toimumine olla roh-
kem v3i vihem vdimalik kui mdne teise siindmuse toimumine.
Bilndmuse toimumise objektiivse v3imelllkkuse niitajaks vali-
takse teatud arvuline suurus, mide nimetatakse slindmuse tde-
nédosuseks., Belgitame tdenHosuse mdistet kahe lihtsa nHite
varal,

'Olgu urnis 7 musta ja 13 valget kuuli, mis on hoolikalt %
segatud. On selge, et valge kuull saemiseks on rohkem loo=-
tusi kui musta kuull saamiseks, Vaatame, kuidas oleks mdist-

1ik valida arvulist n#itajat, mis iseloomustaks seda, et val-
ge kuuli saamine on rohkem-vdimaiik kui musta kuuli saamine.
Urnist ssame kuull vdtta 20 erineval viisil, kusduures valge
kuyl v3ib sattuda meie kdtte 13 Juhul, must 7 juhul. ' Maistd

1lik on valida valge kuuli saamise v&imalikkuse n#éitajaks EU'

Kui valgete kuulide arv suureneks mustade arvel (kuulide arv
urnis ei muutu), siis suurenevad ka vdimalused valge kuuli
saamiseks, Murrus, mille 1ugejaks on urnis olevate valgete
kuulide arv Ja nimotejeks kuulide koguarv, kasvaks lugeja
(nimetaja muutumatuks jHHdes), Murru vdldrtus suurencks. Kui
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lisada urni musti kuule, siis valge kuuli saamise objektiiv-
sed vdimelused vdhenevad. Meie poolt koostatud murru nime-
taja oleks ka suurem ja murru vd#rtus viheneks, Utleme, et
valge kuuli sesamise tJsnéiosus on ;8 Ja analoogiliselt mus-
ta kuuli ssamise t3dendosus on Zg ; Juhime tHdhelepanu ag-
Jaolule, et kul kuulid oleksid varustatud jérjekorranumbri-
tega, slls v3imalused mistahes JHrjekorranumbriga kuuli
soamiseks (vdrv pole oluline) oleksid v3rdsed.

Viskame korraga 2 téringut., Kul suur on tdendosus 4
silma sesamiseks? Piilame jélle selgitada kdigl téringute
viskel esineda vdivate vdimaluste arvu ning 4 silma saamise
vodimaluste arvu, Uhe tHringu mingil tshul olev silmade arv
véib esile tulla kooe iga silmade arvuga teisel téringul -
see oleks 6 erinevat vdimalust, EKombineerides selliseldb
ihe tléringu kdiki tahke teise tlringu kdigl tahkudega, sask-
sime kokku 6.6 = 36 v¥imalikku silmade kombinatsiooni, Neli
8ilma saame siis, kul kummalgi téringul on 2 silma v3di kul
{ilhel t#ringul on 1 ja telsel 3 eilma. Tundub, et analoogi-
liselt eelmise nlitesa v3iks niiid 4 silma saemise tdendo-

suseks v3tta murru _E « See oloks aga vHdldr, Soodsaid Juhto

4 silme saamiseks pale ailnult kaks, Loetletud socodsad juhud
pole v3rdvdimalikud: 2 ¢+ 2 silma v3ib esineda ilhel viisil,

1 + 3 silme kahel viisil, BSeega on 4 silma saamiseks sood-~

sald vdrdvdimalikke Jjuhte 3 ja otsitavaks tdenHosuseks oleks

2
8ige valida 3—6; ~ 0,083,

+ Nigime, et siindmuse toimumiseks soodsate Jjuhtude arvu

mééramisel tuleb arvesae vdtta kdik vdrdvdimalikud juhud,
Olgu antud n v8rdvdimalikust Uksteist vilistavast siind-

musest koosnev tdlelik siindmuste sileteem. Olgu . n vdimaliku
katsetulemuse hulgas teatud sindmuse A toimumizeks soodsate
Jjubhtude arvm ., Meid huvitab sindmuse A toimumise v3imallk-
kuse mddt ehk silndmuse A tdendosus sooritataval katsel, mille
nidirame jérgmiselt,
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Slindmuse matemaatiline tdendosus on vordne murruga,
mille lugejaks on siindmuse toimumiseks soodsate juhtude arv
ja nimetajaks koigl voimalike juhtude arv,

Kui t#histada siindmuse matemaatilist tGendosust téhega
p ja sulgudes mérkida siindmus, mille tGenZosusest on juttu,
siis

m
p(A) = - .
n

Seega tuleb silindmuse matemaatilise t3en#dosuse leidmiseks
nédrata
a) iliksikkatsel koigi mGeldavate tulemuste ehk vdimalike
Jjuhtude arv eeldusel, et nad mcodustavad téieliku
slindmuste silsteeni, .
b) meid huvitava siindmuse toimumiseks scodsate juhtude
arv,
c) scodsate juhtude ja kdigi vdimalike juhtude arvu ja-
gatis,

Antud toendosuse leidmise eeskirjast jﬁrelduvéd Jjarg-
mised tdendosuse omadused. ;

1, Juhusliku siindmuse téensosus on positiivne lihtmurd. Toe-
poolest, juhusliku silindmuse toimumiseks soodsate juhtude aiv
m moodustab zinult osa koigi vGimaluste arvust n ja seega on
m<n ning

m
O<-<1.
n

2. Kindla siindmuse tden#dosus on 1 .
Kindla slindmuse korral on katse iga mdeldav iksiktulemus
siindmuse toimumise seisukohalt soodne juht, S.te m = n ja
n
p=—=1.
n

3, Voimatu silindmuse toensosus on O

D



Voimatu silindmusé toimumiseks soodsate juhtude arv on O ja

Kokkuvote s
Mis tahes sindmuse matemaatiline tdendosus p rahuldab
tingimusi

Relatiivne sagedus. Igal katsel pole voimalik médrata
slindmuse toendosust eespocl éntud skeemi jérgi, Alati pole
voimalik m#é&rata katsel esineda vdivate vOrdvoimalike juhtude
arvu ja saaubi slindmuse toimumiseks soodsate juhtude arvu.
Nditeks etasimmeetrilise tdringu korral pole taringu viskel
esineda vdivad kuus voimalust vordvoimalikud ja ithe silma
. Saamise tOendosus ei tarvitse clla g Samuti ei saa an=-
tud tGendosuse leldmise eeskirja poShjal leida, kui toendc—
ne on televiisori valmistamisel praagi esinemine jne., Ometi
on nende siindmuste toimumine vdimalik Ja voimalikkuse astet
saab iseloomustada teatud arvulise nditajaga. Olgu nditeks
1000 kontrollitud televiisori hulgas defektidega 50, Kui
tootmistingimused oluliselt ei muutu, siis on alust arvata,
et ka teistes 1000 aparéadist koosnevates partiides koigub
defektidega aparaatide arv 50 lUmber ehk moodustab umbes

50

1000

vaadeldud tiilipi te . eviisorite korral presagi esinemise voima=-
lust. Antud juhul pole vdimalik hinnata defektidega tele-
viisorite osa kogutoodangu hulgas teisiti kui katsel saadud
andmete pdhjale.

* Kui slindmuse toendosuse leidmine pole teostatav juhtude
loendamise skeemi ehk nn, tGendosuse klassikalise definitsi-
ooni jédrgi, kasutatakse teisi, katsele tuginevaid meetodeid.
Katsel puutume kokku siindmuse relatiivse sageduse mdistega.

Olgu n katsest koosnevas katseseerias teatud silindmus A

= 0,05 kogu partiist, Arv 0,05 iseloomustab
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toimunud m katsel, Biindmuge relatilvne sagedus vaadeldavas
katseseerias on vdrdne murruga, mille lugejaks on sindmuse
toimumiste arv ja nimetajaks sooritatud katsete iildarv,

m
Kui tihistada relatiivne sageduz t#hega w, slis w == ,
n

kusjuures O € w &€ 1,

Stindmuse toimumiste arvu nimetame edaspidl siindmuse sa-
geduseks, _ ‘ ‘ :

Lithikeste kataseseeriate puhul v3ib relatiivne sagedus
ilkeikutes katseseeriates olla oluliselt erinev, Néiteks
reha viskamisel 10 korda v3ib vepp llhes katseseerias esineda
2 korda, teises Beerias 8 korda - esimesel Juhul on vapi
esinemise relatiivne sagedus 0,2 , teisel 0,8 , Katsete ar-
vu s.urenemisel on relatiivsel sagedusel tendents stablllisee-
ruda, ta kdigub viikeses ulatuses testud kindla arvu iimber, -
Rshe viskamisel l#hened vepi seinenise relatiivne sagedus
arvule 0,5, Relatiivee sageduse seda omadust on inimkond
oma praktilises tegevuses vHga palju kordi kontrollinud,
J, Bernoulli andis sellele omadusele matomaatiliug tdestuse

nn. euurts arvude seaduse kujuls siindmuse relatiivne sagedus

' 1l¥heneb katsete ervu suurenemisel siindmuse matemaatilisele
tdendosussle, :

Slindmuse t3endosus on loendatavate Juhtude korral lei-
tav katset sooritamata, relatiivne sagedus leitakse alati
pérsst katoote tegemist,

TGendosus js relatiivne sagedus - on lahutamatud mdisted.
Nditeks, kul laskuri poolt mérklaua tebamise t3enHosus on

0,9 , oiis m@istame seda nii, et laskur tabab m#érklauda kesk-
migselt 9C lasuga 100-8t ehk lasketabavus on 90% . BSiindmuse
tdendosus seostudb praktikas relatiivese sagedusega suure kat-
sete arvu korral, Buurems tSen#osusega slindmused tolmuvad
iildieelt sagedaminl kui viHlksema tSenBosusera siindmuged.

Kui siindmuse t3enéosus el ole leitav juhtude loendamise
tesl v31 speteliaaslsete matemaatiliste vtetega, siis voib
slindmuse tSendosuse liglkaudeeks vid¥rtuseks vdtta tema rela-
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btiivse sageduse kiillelt pikas katsceseeriss, Muidugi sHilib

v&imalus ka paljude katsete korral relatiivse sageduse ja
t3endosuse oluliseks erinemiseks, kuid sslline vdimalus rea-
liseerub véga harva ehk see on véhe tlenlione.

Kui. siindmuse t3enéiosus on vHge vHike, siis toimub siind-
mus harvas, s.t. teda viib lugeda praktiliselt v3imatuks.
Unele l8hedase tdenliosusege sindumust v3ib pldada praktiliselt
kindleks, Piir, millest véikseme tOendosuse korrsl vdib
slindnust pidada praktiliselt v8imatuks, on suhteline ja ole-
neb konkreetsetest Ulesannetest. Analoogiline olukord on
aﬂndmuse praktilise kindluse mélireamisega. Kui langevarju
mitteavanemise tdenliosus on 0,01 , siis el sas seda ihsoda
praktiiiselt vdimatuks siindmuseks., Kul aga automaattd8pin-
gll on praagl valmistamise tdendosus 0,01 , siis v3ime prak-
tiliselt kogu toodangu lugoda-gvaliteetneks.

Paljude majanduse valdkonda kuuluvate probleemide la-
hendamisel tuleb kasutada tdenHosuse m3istet,

Nditeld: ;

1. Kauplused peavad riietusesemeid ja jelandusid ftellima
iiksikute numbrite jédrgi erinevates kogustes, et rahulda~
da k3igi ostjate soove. Tuleks arvestada, kul t3enHone
on, et tellitavad kogused on piisavad.

2. T88 héireteta kulgemineks tehase taehhis on tarvis hoida
varuseadmeid, millegs sasks kohe asendada rikete tdttu
rivist vdljalangenud seadmsid, Tagavaraseadmete hulk ei
tohi olla liiga vdike egz liige suur - m3lemad variandid
on ebamajanduslikud. Oigete proportsioonide médramiseks
on tarvis teada seadmete riknemise t3endosusi, ' Analoogli-
line olukord on mitmesuguste iksikdetailide tagavaradegea,

3« Telefonikeckjaemade viimsuse planserimisal Luleb arvesta-
da, kuil t8endone on teatud arvu vidljekutsete esinemine
ajaihikus,

4, Uhe tédtaja pooll teenindetav kudumisautomaacide arv 561-
tub niitide katkemise tBenfosusest, Mide vihem vSimalusi

g 1 B
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AS

Se

on niitide katkemiseks, seda rohkem automaate saab lhe
tédtaja jérelevalve alla anda,

4 Nditedid.,

Leida metallraha viskamisel vapi esiletuleku tdendosus.
Raha viskel v3ib esineda kaks juhtu: voib tulla vapp
vdi kiri. Vapi tulekuks soodsaid juhte on iiks. Seega
on vapl esiletuleku tden#osus p = 1

L
.
2

Abonent on unustanud vajaliku telefoninumbri kaks viimast
numbrit (need on teineteisest erinevad) ja valib need’
Jjuhuslikult, Kui tGendone on, et ta validb Oiged numbrid?
Slindmuseks A olgu mdlema numbri dige valik, Telefoni-
ketta 10 numbrit annavad erinevaid vGéimalusi nii palju,
kui palju saab moodustada varlatgioona 10 elemendist 2-
kaupa:
2
3 o = 10,9°2.90 4
0
Sindmuse A toimumiseks on soodsaid juhte 1, Otsitav toe-
néosus : 1
p(a) = = =2 0,011 &
30
Kaupluses t68tab 7 nais- ja 3 mcesmiiijat. Uhes vahetuses

- t86tab 3 muilijat. Kui tdendone on, et iihes juhuslikult

valitud vahetuses on 3% meesmiiijat ?

Siindmuseks olgu 3 meesnilija t&otamine lithes vahetuses,
Erinevaid voimalusi miilijate jaotamiseks vahetuste kaupa
on nii palju, kui saab moodustada kombihatsiooné 10 elé—'
mendist 3-kaupa. Koigl juhtude arv n = Cop = 120,

Scedsaid juhte silindmuse A toimumisekﬂ on ainult liks, Ot-
sitav tdeniisus p(A) 120. =20,008,
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4, Tehase TKO avastes 100 detaili hulgas 5 praaskdetaill. Kul
suur on praakdetailide relatiivne sagedus?

Iga detaili kontrollimine on katse, Praakdetaill
esinemine on meid huvitav siindmus. Vaadeldav silindmus
toimus 100 katsel 5 korda, Praagl esinemise relatiivne

2 = 0,05 = 5%
100
5 Automaattddpingll vaimistatud detallidest on kvaliteet—
* seid keskmiselt 97%. RKul suur on arvatav praakdetallide
hulk 2000 detailist koosneves partiiz?

Praaki on kogutocdangust keskmiselt 3% ehk praagi
keskmine relatiivne sagedus on 0,03, 2000 detaill kor-.
ral on preekdeteilide arv m =w, n = 0,03 , 2000 = 60,

sagedus vesadeldud detailide partils w =

S5e Tendosuste 1iitmislause,

Tihti osutub siindmuse t3ensosuse arvutamine juhtude
loendamise teel viga keerukeks. Kasutatakse mitmesuguselid
kaudseid meetodeid, kus lhtede siindmuste tZendosuste jérgi
leitakse teiste siindmuste t3enéosusi.

Kdigepealt loome siindmuste summa m3iste,

Kahe siindmuse A ja B summeks nimetame siindmust C, mis
selsneb iiksk3dik kumme v¥i mdlema siindmuse toimumises,.

Rui C = A + B, siis siindmust C loeme toimunuks, kui toi-
mub kas siindmus A vdil siindmus B v3i mblemad jérjest, Siind-
musi A ja B nimetame liitsiindmuse € osasindmusteks.

Rohkem kui kahe siindmuse summaks on gilindmus, mis seisnsb
ikekdik millise antud osasiindmuse toimumises, ;

Naiteid:

1., Loeme siindmuseks C jalatsivabriku konveierilt standardse
kingapaari saamist. Kingapaar vdib kuuluda kas I v3i II
‘sorti. Standardse jalandu saamist v3ime vaadelda koosne-
vana kahe osasiindmuse summast, mida vGime siimboolselt
mérkida jérgmiselt

= (I) + (II).
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. 2, Tdringu viekel paaritu silmade arvu saamine koosneb kol-
ms osasiindmuse summasts: kas 1 voi 3 vdi 5 silma saamine.

3, Hundi ilheaegse. tulistamisel 3 jahimehe poolt v8ib hundi
tapjaks osutuda iikkskdik kes kolmest laskjast, Hundi tap-
mine (slindmus D)~on 7 osasiindmuse (hundi tapmine kas I,
IT v3i III jahimehe poolt) summa,

D=4, +4, +4; .

Kahes esimeses nHites on osasiindmused ilikateist vilista-
vad, Viimases néites on tegemist iiksteist mittevélistavate
osasiindnustega -~ ihe jahimehe poolt sooritatud surmav lask
ol takista ka teistel jahimeestel sama tH#pse lasu soorita-
mist,

Tdenéiosuste liitmislause tulatame ainult iliksteist vé-
listavate osasiindmuste jaoks,

TGen#osuste liitmislauses
Kahe iiksteist vilistava siindmuse summa tdendosus on
v8rdne osasiindmuste tdensiosuste summaga,

Kui C= 4 + B, eiis
P(C) = p(A) + p(B).

Liitmislause digsuses vdib veenduda jérgmise arutluse-
ga. Olgu katsel esineda vdivate juntude arv n, mille hul-
gas olgu osasindmuse A toimumiseks soodsaid jubte a ja osa-
siindmuse B toimumiseks soodsaid juhte © . Uksteist vdlis-
tavate osasilindmuste A ja B korral pole A jaoks scodsate juh-
tude hulgas scodsaid Jjuhte B jaoks je vastupidi, Siindmuse
C = A + B toimumiseks on soodsaid juhte a + b ja

a+b a
pP(C) = =——————— = . & -
n n

a b
Fuid - = p(A), - p(B), ning seega ongi 1liit-.
n

n

mislause Gigsus ndidatud.
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Liitmislauset kasutame siis, kui osasiindmuse kohta saab
kiisida "kasee.v3i"g sindmus C = A + B tdhendab kaz A v3i B
toimumist,

Liitmislauset kasutame ka enam kul kshe iiksteist vilis-
tava osasiindmuse korral, Nditeks kolmest osasiindmusest
koosneva liitsiindmuse puhul

p(A + B + C) = p{A) + p(B) « D(C).

Olgu tegemist n siindmusest koosneva t#ieliku siindmuste
silsteemiga, kus siindmused on t#histatud Ly By eee An.

Kui tdendone on, et toimub iikskdik missugune té#ielikku siind-
muste siisteemi kuuluvatest silindmustest? Teisiti vi#ljenda-
des: kul suur on téiellku siindmuste siistesmi moodustavate
siindmuste summs tden#osus? Ukskdik missuguse téielikku siind-
muate sisteeml kuuluv siindmus on osasundmuseks liitsiindmusele

= Ay + A ¢+ eoo ¢+ A, . Uks osasiindnustest ‘l (Lea 1,:2 5
eesy N) toimub kindlasti (seleta, miks}). Beega on liit-
siindmus B kindel siindmus ja tema tden#osus

p(B) = p(L‘ * cee ¢+ Ln) = 1.
Tdiellku siindmuste siisteemi moodustavad siindmused on ilks-
teist vélistavad ja vdime rakendada liitmislauset. Seega
p(L1 + ocoe + %) = p(l1) + p(la) + oces # P(Ln) =1

- téleliku siindmuste silisteemi moodustavate sindmuste t3den#o-
suste summa v3drdub ilhega.

Jéreldus., Siindmuse ja tema vastandsiindmuse t3endosuste
summa on iiks (seleta, miksl).

pA) +« p(EX) =1 .

Naiteid:

1« Urnis on 30 kuuli: 5 valget, 7 rohelist ja 18 punast,
Kul tOendone on kas valge vol rohelise kuull saamine iihe
kuuli juhuslikul votmisel?

Egimene lahendusviis, Valge kuuli saamiseks (siindmus

e



V) on soodsaid juhte 5, rohelise kuuli saamiseks (siindmus R)
- 7, Keas valge vBi rohelise kuuli saamine on iiksteist vi-
listavate osasiinc.nste summa (siindmus 4), Seega

p(kavaﬁiR):p(V+n)=332 + Zg' . %g i

Teine lahendusviis., Silindmuseks A on kas valge vdi ro-
heiise kuuli saamins - selle siindmuse toimumiseks on 30 voi-
maluse hulgas 12 soodsat vdimalust, Otsitav toendosus

e ey .
p(kas V v3i R) = p(A) = o8 Sl
2, Raha ja asjade loterii iga 10 COO pileti kohte loositak-

88 150 rahalist ja 50 esemelist vditu., Kui tdenéone on
ithe plletiga vditmine? :

Sindmus, "vditmine” (V) on kshe liksteist vidlistava
"rahaline véit" (R) Jje "eszemeline vdit" (E) sunma.,

150 50

AR TR e ) A sk Sl R s
10 000 10 000

= 0,02

3, Kul tGenlone on kahe téringu viskel sasda 7 véi 8
silma?

i Kahe tédringu viskel on erinevaid vordvéimalikke vdi-
malusi 6 4 & = 36, Soodsaid vdimalusi 7 silma saamiseks on
6: ilhel téringul 1, teisel 6 silmag 2 ja 5 silmag 3 ja &4
silme ning vastupidl. Soodsaid v@imalusi 8 silma saamiseks
on 5, Xas 7 vdl 8 silma saamise (siindmus A) tdendosus

- of e o+ B

4, Pikaajaliste vaatluste tulemusena selgus, et remondit88- -
kojas on treipingi 20 peatuse pdhjusteks keskmiselt 10
Juhul l13iketera vahetamine, 3 juhul transmissiooni rik-
ked, 2 juhul toorilute puudumine, Ulejdéinud peatused

on tiagitué muudast pitjustest, Leida muudest pohjustest -

tingitud peatusts toeadosus,

- 20 -
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E e e

kust

18iketera vahetamine (siindmus A), transmisslooni rikked
siindmus {B), toorikute puudumine (C) ja muudest pShjustest
tingitud peatused (D) moodustavad tHieliicu siindmuste siis-
teemi, Xuid !

p(A) + p(B) + p(C) + p(D) =

B(D} =% = pCk) - p(BY = p(B) - p(Gh =1 -3 ~F- 5=
= 0,256

Lahendage sama iilesanne liitmislauset kasﬁtamata.

5. Statistiliste andmete pShjal vdib tiltarlapse siindimise
tdendosuseks vitta 0,482, Leida poisslapse silindimise
t3endcaus p.

Tuhﬂrlapse ja poisslapse sundimine on vastandsiindmused

ning
0,482 +p=1,

Poisslapse silndimise tdendosus p = 0,518,

Mitmete maade statistilised andmed kinnitavad, et
1000 vastalindinust on polsslaepsi keskmiselt 518 Ja tiitarlap-
8i keskmiselt 482,

6, Loteriipiletiga vditmise tdendosus on % o Kul t@endone
on, ot 4 pileti omanik vdidab iihega neljast piletist?
Ukskdik’ missuguse plletiga vditmine (A) on nelja osa-

sindnuse (&4, Ass A, Ay~ 1ey 2. Jne, piletiga vGitmine)

summa, Liitmislause pShjal :
PCA) = P(A;) + P(Ay) + p(Ag) + D(A) =4 . 3=17%

Slindmuse tdendosus on ilhest suuremf? Kus on viga? Tée-
poolest osasiindmused Aq, A, A3, Ay el ole iiksteist vélista-

vad - voidu langemine’ ilhele piletile el takista samaaegselt
voitu langemast ka-ménele teisele piletile, TGendosuste
liitmizlause eespool antud kujul ei ole iiksteist mittevdlis-
tavate osasiindmuste korral rakendalav,

\



Uhe mooduse ilksteist mittevélistavate siindmuste summa
tden#osuse leidmiseks osasiindmuste tdenHosuste kaudu anname
hiljen.

6, B &ltumatud Jea.ssltuvad sind-
mused.,

Alusteme n8idetega,

1. nédide. Viskame térirgut 2 korda., Téringu teisel viskel
saadav silmade arv el olene tdringu esimesel viskel sae-

dud silde arvust,

2., néide, Urnie on 10 sinist ja 16 rohelist kuuli., Vota-
me urnist Ghe kuuli, registreerime tema vérvi ja paneme
kuuli urni tagesi. Teissl katsel sinise kuull saamine
el olene esimesel katsel sasdud kuulist, FEsimesne katse
tulemus ol m3Juta k& teisel katsel sinise kuuli sasmise

tdendosust, p(s) = '%% e  Toimime niilid aga nii, et esime-

sel katsel vBetud kuuli urni tagasi el pane, Teisel kat-~
sel sinise kuuli saamise tdeniosus sdltub sellest, mis
vHrvi kuul tull esimesel katsel. Kuil esimesel katsel
saime sinise kuuli, siis teisel katsel sinise kuuli saa-

mise tdendosus on 2% ¢ kul esimesel katsel saime rche-

lise kuull, siis - %% o

' Kaht siindmust nimetatekse s3ltumatuteks, kui .ithe
siindmuse tdendosus el sdltu teise siindmuse toimumisest vai
nittetoinumisest,

Esht slindmust nimetatakse sdltuvateoks, kul iihe siind-
nuse t¥endosus sdltub teise siindmuse toimumisest vdil mitte-
toimunisest, NS :

Olgu tegemist sdltuvate siindmustege A ja B, Siind-
nuse B tJendosust, arvutatuna eeldusel, et siindmus A on toi~
munud, nimeteme siindmuse B tinglikuks tdendosuseks, Tingli-

- 22 -



ku tdendosuse t#histans jérgmiselt: p(B/A) - kaldjoone ette
mérgime siindmuse, mille tinglikust tden#osusest on juttu,
kaldjoone tsha siindmuse, mille toimumist eeldame.

3, ndide, Kaubandusvdrku varustavad elektripirnidega kaks
tehast, kusjuures I tehas annab 70%, II tehas 30% miiiigile
minevatest pirnidest. I tehase poolt toodetud igast
100-st pirnist on keslmiselt 83 standardsed. II tehase
toodangus on vastav nditaja 6%, Leiame, kul tdendone on
plini ostmisel standerdse pirni sasmine,

Kaupluses on keskmiselt igast 100 pirnist 70 toodetud
I tehase poolt je 30 II tehase poolt, I tehase 70 pir-

nist on keskmiselt 70 . 188 standardseid, II tehase 30

pirnist on standardseid 30 . g% - kokku 70.0,83 + 30.
« 0,63 = 77 pirri, Seege on standardse pirni saamise

t3enéosus 1%5 = 0577 o

Leiame veel stendardse pirni saamise tGendosuse eel-
dusel, et kaupluses on kdik I tehases toodetud pirnid,.
I tehases toodetnd pirri saamine olgu siindmus A, standard-
se pirni saamine siindmus B, Seega tuleb leida siindmuse
B tinglik tGendosus., I tehase toodangu hulgast standard-
se pirni szaamise tZendosus 1%% ehk p(B/A) = 0,83,

4, ndlde, Kédesoleva punkti 2, nédite andmetel on teisel kat-
sel sinise kuull saanmise tinglikud tden#osused

PS/R) = 22 , P(S/S) = B .

Markuss: S3dltumatute sindmuste A ja B korral iihe
sindmusc toimumine v3i mittetoimumine ei mGjuta tvelse
sindmuse tdendosust ja

p (A/B) = p(A) p(B/A) = p(B) .

B



72 PT3endosuste korrutamislause,

Kahe aiindmuse A ja B korrutiseks nimetams 1liitsiind-
must: nis seisneb nii siindmuge A kui siindmuse B toimumi-
ses, Keahe vdi enama silindmuse korrutiseks on sundmus, mis .
selsneb k@lgl osasindmuste toimumises, 4

1. ndide. Viskame raha kaks korda. Olgu kirja tulek ilihel
viskel siindmus A, vapl tulek slndmus B, Kul esimesel
viskel tuleb kiri ja teisel vapp, siis riédgime, et toi~
mus siindmus AB, mids peamegl ossasiindmuste A ja B korru-
tiseks. M3lemel viskel kirja tulek oleks siindmuseks,
mida loeme osasiindmuste A ja A korrutiseks AA, M3lemal
viskel vapi saamine on siindmus B3,

2. néide, Tsdline teenindab kolme tddpinki, Hélreteta t60
iihe tunni jooksul I td8pingll olgu siindmus A, IT t38pin-
gil - gindmus B, III t88pingil - siindmus C, Biindmuste

A ja B korrutiseks AB loeme siindmust, mis seimneb nii I
kul IT pingi héireteta t88e ithe tumni Jjookaul, Kolme
siindmusé A, B ja C korrutiseks on ABC - giindmus, mis
seisneb k3igi 3 t68pingi h¥ireteta t88s the tunni Jook-
Bule.

Siindmust, mis seisneb nii ilhe kui teise osasiindmuse
tolmumiges, vdime t#hletada ka alnult iihe téhegae. Kul
soovime aga eraldl r8hutada, et on tegemist liitelindmu-
sega "nii Uhe kul teise osasiindmuse toimumine®, on ots-
tarbekas kasutada osasindmuste korrutist. {

RKulidas leida siindmuste korrutise taenhoaust?

T3endosuste korrutamislauses .

TSen#osus nii lhe kui teise sdltuva. siindmuse toimu-
miseke on vdrdne ihe siindmuse tSendosuse ja teise siind-
muse tingliku tGen#osuse korrutisega, kus tinglik t3enso-
sus on leitud eeldueel, et iiks osaaundmustcst on Juba
toimunudsg

tdendosus nil 'lhe kui telse sdltumstu elindmuse toi-
mumiseks on vdrdne mdiema osasiindmuse tdendosuste korruti-
Sega.
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Korrutamislauset voime esitada valemi abil:
1) sdltuvate osasiindmuste juhul:

p(AB) = p(A) + p(B/A) = p(B) . p(A/B) 3

2) sdltumatute osasiindmuste juhul
p(4B) = p(4) . p(B) .

Korrutamislause esimese poole Jigsuses veendume Jjirgmi-
se arutlusega, Olgu sindmuse A tolmumiseks ja B mittetoi-
mumiseks a soodsat vOimalustg B toimumiseks js A mittetoi~
mumiseks b soodsat voimalust, Nii A kui ks B mittetoimumi-
seks ¢ soodsat voimalustg nii A kui B teimumiseks d soodsat
wveimalust, Seega oleksid kOik mdeldavad véimalused loenda—

tud -~
n=a+b+c+d.,

Siindmuse "nii A kui B toimumine" (4B)- tdendosus p(AB) = % .
Sama tulemuse saame, kul korrﬁtame slindmuse A tSendosuse

p(A) = —%—3-9— siindmuse B tingliku t3en#osusega p(B/A) =
d

ey & | | ‘

-~ Blindmuse B tihgliku tdenédosuse arvutamisel eeldame, et A on
Jjuba toimunud ning kdigi vdimaluste arvuks tuleb vitta a + d.

Nuiid nﬂ&me, et S

p(A) « p(B/a) = S24 | 4 . &

ehk ¢
pP(AB) =‘p(A) « pP(B/A) .

Néita, et p(AB) = p(B) » p(A/B)!

S8ltumatute osasiindmuste puhul on p(B/A)
tdepoolest p(AB) = p(4) « p(B).

Korrutamislause kolmest osasiindmusest moodustatud sind~
muste korrutise juhuls

1) sdltuvate siindmuste korral

p(ABC) = p(4) . p(B/A) . p(C/AB) ,

kus siindmuste jdrjekorra valik on vabag

p(B) Ja

ey



3

4

Se

ne

2) s8ltumatute siindmuste korral
P(ABC) = p(A) « P(B) « p(C) .

niide, Olgu 2, naites I t863pingi hHireteta tidtamise tde-
néosus 0,9, II t88pingil 0,8 ja III td6pingil 0,85, Kul
tSenlione on, et 1) nii I kui II t88pink td88tavad vaadel-~
deva tunni jooksul hHiretetag 2) kdik kolm t88pinki t88-
tavad hiireteta?

the t88pingli normaalne t88 vdi ka rike ‘ei ndjuta teis-
te pinkide t884 - siindmused A, B ja O on s3ltumatud. EKuid
giis
1) p(AB) = 0,9 o 0,8 = 0,723 2) p(ABC) = 0,3 . 0,8 .

° 0185 o 0,6120

n#ide, Ettevdtte toodangust on 95% standardne, millest

86% kuulub I sorti. Kul t3endone on, et juhuslikult va-
litud toode kuulub I sorti?

Btandardse toote saamine olgu siindmus A, I sordl toote
saamine - slindmus B, Meid huvitadb nii slindmuse A kui B
toimumine, s.t. siindmus AB, Siindmuse A tdenHosus on
p(A) = 0,953 siindmuse B tinglik t3ensiosus eeldusel, et
A on juba toimunud, on p(B/A) = 0,86 ja seega p(AB) =
= p(A) « p(B/A) = 0,95 , 0,86 = 0,817 ,

pndide, Trikikojas on 4 samatilibilist triikimasinat., Iga
masina jaclks on antud momendil t88tamise tdenHosus 0,9
Kui t3snHone on, et antud momendil viéhemalt iiks masin
t38tab? :

Ulesannet v3ib lahendada mitmel viisil,
I, lahendusviis. Viéhemalt {the masine t¥8tamist (aiindmus
B) v3ime vaadeldas lihtsiindmusenag B on jérgmiste osasiind-
muste summas -

kdik 4 masinat t&8tavad,

% mesinat tédtavad, 1 ei tddta,

2 mesinat tédtavad, 2 el tddta,

1 masin t83tab, 3 et té8ta,

Trikimasina t88tamine olgu siindmus A, mittetddtaml-
- & . Bindmuse B osasiindnused on omakorda 1iitsiind-
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mused, Niiteks silndmus "k3ik & masinat t88tavad" on
slindmuse A korrutis iseendagg 4 korda, 8iindmuse B osa-
siindmuste tden#osused leiame korrutamislause abil ja
seejiirel B t3endosuse liitmislause abil.

" Kuna p{A) = 0,9 , siig masine mittetdStemise t3endio~

sus
p(X) @ 1 = p(A) =1 ~0,9 = 0,1,

Kaﬁfi 4 masina tthesegse t88tamise tBenéiosus p(AAAA)=
80'90 :

Siindmus AAAL v3ib realiseeruds 4 veriandis: kas el
t88ta I Ja t88tavad illejéénud vdi el t38te alnult IIX
v8l .ee BSeega

DCAAAR) = (0,97 o 0,1) o & 4

Blindmus AAXR sasb rsaliseeruda nii mitmes variandis
kui palju saadb moodustada kombinatsioone neljast elemen-
dist kahekaupe, 8,te Oi = 6 (pole Ju oluline, missugu-
sed 2 masinat neljast parajasti tédtavad),

P(AKKE) = (0,9° . 0,1%) . 6 4
Stndmus AKX saab realiseeruda j¥lle 4 variandis ja

PCATEE) = (0,9 « 0,1%) + 4
Véhemalt {ihe masina t%&tamise t3en#osus

PO 09" 40,9 . 0,1 ; & 40,9 ¢.0,1° « 64

+0,9 ¢ 0,17 = 0,999 o
lshendusviis., B8lindmus "vlhemulﬁ iikke masin t88tab" on

"~ vastandsiindmuseks sindnusele "kdik masinad seisavad",

6.

Kuid siis i
p(B) = 1~ p(B) ,

kus p(B) = p(AAAA) = 0,1* ja p(B) = 1 - 0,1* 2 0,999 .

Analoogiliselt 2, lahendusviisis kasutatud arutlu=-

‘sele saab leida viéhemalt ilhe osasiindmuse tdenéosust kat-

sel, kus v3ib tolmuda mitu adltumetut osasindmust,
néide, Kol jahimeest tulistavad samaaegselt hunti. Kui
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t8endone on, et hunt tapetakse, teades, et harilikult
kulutab igailks nendest jahimeestest hundi tapmiseks 2
lasku?. :

Téhistame sindmused "I jne, jahimees tapab hundi
ihe lasuga'" simbolitega Aﬂ, A2, AB' Antud juhul

P(A)) = P(Ay) = p(k3) = 3 Ja B(Ky) = p(Ky) = p(E;) =
:
=1“20 )
Hundi tapmine (pole oluline, kas surmavalt tabas 1 voi
rohkem lasku) on vastandsiindmus hundi m{ttetapmisele
K . | o |
Niilid saeme kohe, et 9(111213) =(%—) Jja tdendosus

hundi tapmiseks vihemalt iihe jahimehe poolt oleks
1 = 0,125 = 0,875, .

Slindmused Aﬂ, A2 Ja A3 on iksteist mitte védlistavad ja
seetdttu ei saanud kasutada tdendosuste liitmislauset ees-
pool kédsitletud kujul. !

Ulesanne, Lahendada punktis 5 kdsitletud 6., ndide di-
gesti.

8 Tdendosuste liitmislause ii'kps-
tedlst nittevilistavate siinas-=
" muste pubhul,

Uksteist mittevélistavate siindmuste summa tdendosus on
vordne nende siindmuste t3endosuste summaga, millest on lahu-
tatud mdlema osasiindmuse iihiselt esinemise t3endosus.

Vastav valem esitub kujul

p(A + B) = p(A) + p(B) ~ p(AB) .

Lause Jigsuses veendume jérgmiselt, Siindmused AB
ja AB on teineteist vdlistavad: A el saa samaaegselt
toimuda koos B ja B-ga., Kas AB voi AB toimumine téhen-
davad ka A toimumist ja seega

P(A) = p(AB) + p(4B) .
Analoogiliselt
p(B) = p(¥B) + p(AB) .
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_ Sindmus 4 + B toimub, kui toimub ilikskdik missugune
iksteist vidlistavatest slindmustest AB, AB, 4B . Kuid
siis liksteist vElistavate slindmuste liiimislause pdhjal
p(4 + B) = p(AB) + p(AB) + p(AB) .
Kui viimasesse vdrdusse asendada p(AB) ja p(4B) ka-
hest eelmisest, siis saame
p(.l + B) = p(A) + p(B) e p(AB), MeOotats
Mérkus 1., Kui A ja B on sdltumatud s@ndmused, siis

p(A ¢ B) = p(A) « p(B) -~ p(a) . p(B) 3
sdltuvate siindmaste korral

p(4 + B) = p(a) + p(B) - p(A) . p(B/A).

Mérkus 2., Uksteist védlistavate siindmusté korral on
nende korrutis AB voimatu siindmus ja p(AR) = O ning joua~
me ‘tuttava tulemuseni L8 :

p(A + B) = p(A) + p(B) »

1. ndide: Marki tulistatakse samaaegselt kahest ka-
hurist., Midrgi tabamise tGen#osus ilhe lasuga on I kahuri
korral p4-= 0,7 Ja II kahuri korral Py = 0,8, EKul tge-
nédone on mArgi tabamine véhemalt iihest kaburist (siind-
mus A, + A2) ? Silindmused Aﬁ Ja A, on iksteist mitte~
vélistavad, kuid teineteisest s&ltumatud.

Vastavalt k#desoleva punkti 1, mérkusele

P(Aq A2) =Py * Py = PyPpr = 0,7 + 048 - 0,7 » 0,8 =
= 0,94,
Méarkus 3. Uksteist mittevdlistavate siindmuste liit-

mislauset saab laiendada ka enam kui kahe siindmuse juhu-
le. Kolme siinduuse puhul saaksime

PCABLD) = B(A) + D(B) + P(O) - pCAB) < p(AD) = p(BO) 4
+ P(ABC)-
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(g Ulesanne, Lahends eeluises punktis antud hundl tulis-
temise llesanne viimase valemi J¥rgi.

2, néide, Kolme automaattdépingi {ihe tunni Jooksul
hdiretela td88tamise t8en#osused on vastavalt 0,9, 0,8 ja
0,75. Kui t8endione on, et viéhemelt illks pink langeb ri-
vist vélja ilhe tunni jooksul?

TSen#dosus I pingl seismajli¥imiseks on p(Aq) =1 =
- 0,9 = 0,13 agaloosiliaelt,p(&2) = 0,2 ja p(Ay) = 0,25,
Nii T kui II pingi seismajé¥mise t3enHéosus on p(lﬂlz) =
= 0,1 ¢+ 0,2 = 0,023 enaloogiliselt p(L‘.lB) a 0,1 ¢« 0,25 =
= 0,025 Ja p(A2A5) = 0,20 . 0,25 = 0,050, K&igli kolme
pingi seismajélimise tSenHdosus p(AquAB) =2 0,1.0,2:0,25 =
= 0,0050,

Véhemalt the pingl seismajé¥mlise t3enkosus
P(4y + Ay + A3) = 0,1 + 0,2 4 0,25 = 0, 02 = 0, 025-0,05+ -

+ 04005 = 0,460,
M&lemaid iilesandeid saab lehendada ka eelmiszes punk-
tls kasytatud mdtteklikudega.

§ 2.JUHUSLIKE BUURUSTE JAOTUSSEADUSED,
4 Juhuslikud suurused.

Tihtl puutume kokku suurustegs, mis muutumatute kat-
setingimuste korral vivad omandada erinevaid vé¥rtusi,

1. néide, Téringu viskamisel v3ime saeda kas 1, 2, 3,
4, 5 v31 6 silma, 8,%, 0t on tegemiot 6 vdimaliku vidr-
tusega.

Ulhiegl silmade arvu saamiet me el saa ette ennustada -
teatud silmade arvu saamine s3ltudb juhusest,

2. n#ide., Uhest viljapeast vBetud terade kaal on
{ildiselt muutuv, - faikute terade erinev kaal on tingl-~
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tud rea faktorite koosm3just, mida me ei oska mélrata. Rk~
gime, et tera kaal sSltub Juhuseszt,

3., n#dide, Slinnitusmajaes siindinud titarlaste arv 100
vastsiindinu kohta on suurus, mis v3ib omada vidrtusi nullist
kuni sajeni., Me ei saa ette méérata, milline tuleb tltar—
laste arv 100 alindiva lapse kohta. SBamuti ei saa kindlaks
teha, millistel pdhjustel on 100 vastslndinu hulgas kord 46,
teine kord 48 titarlast, 4100 vastslindinu kohta tulev tiitar-
laste arv on juhusest s3ltuv shk juhuslik suurus, mis saab
omandada ithe v@imalikest vHértustest.

4, néide, Telefonikeskjaamas {lhe tunni Jooksul telli-
tud keugekdnede arv on {ksikutel tundidel erinev, Kaugekd-
nede arv 1 tunni Jooksul v3ib olla 0, 1, 2 ... Jne., kus-
Juures pole v3dimalik médrata, mis pShjustest on tingitud
erinevused, Pikemaajaliste vaatluste p3hjal v3ime liglkau-
du otsustada, kul palju kaugekdnenid tellitakse p&eva erine~
vatel tundidel.

Suurust nimetatekse Jjuhuslikuks, kui ta omandab antud
tingimustes ilhe oma v&imalikest v&lrtusteat, mis s31ltudb ju-
huslikest pdhjustest,

Juhusliku suuruse ige vdimaliku vilirtuse esinemine an-
tud tingimustes on Juhuslik siindmus., Katse kordamisel ilm-
neb, et vdimalike védrtuste esinemise sagedus on erinev,
Juhusliku suuruse iga viélrtuse esinemise v3imalikkust saab
pdhindttoliselt iseloomustada vastave vidrtuse esinemise
tdendosuse abil, Niimiis, tédieliku lilevaate saamisekse Juhus-
1liku suﬁruse védlirtuste esloemisest peame mHHrama suuruse
k¥ik v3imalikud vHdrtused ja nende vdlrtucte tdendosused,

Juhuslikke suurusi liigltame diskreetseteks ja pldeva-
toks., :

.Juhuslikku suurust nimetame diskreetseks, kul tema v3i-
malikud védrtused erinsvad iiksteisest mingl 13pliku arvu
v3rra,

K¥esoleva punkti 1, 3 ja 4.nHites on tegemist diskreet-
#ete jJuhuslike suurustega. Suuruste vddrtused erinevad iliks-
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teisest vidhemalt 1 vOrra.

Juhuslikku suurust nimetame pidevaks, kui ta v6ib oman~
dada koiti vddrtusi teatud 16plikust voi lapmatust arvude
vahemikist,

Néites 2 voib terade kaal omandads mis tales reaalar-
vilise védrtuse kdige kergema ja kdige raskemz kaglu vahel,
Muldugl kaalude piiratdd tédpsuse téttu ei- ole vdimalik kuil
taheg vdikesi kaalude erinevusi ilmestada.

5. néide. Inimese jalalaba pikkust saame vaadelda pi-
deva juhusliiu suurusena. Tema voimalike vidrtuste hulk ei
ole loendatav ja ei ole-vdimalik anda ka iga voimaliku v&sr-
tuse toenfosust, Jaotene Jjalalaba pikkuse vdlksemateks
_ inpervallideks. Saadud intervallid nuumerdame ja jala suu=-
ruseks loeme sellele intervallile vastavat arvu, millesse
langeb jale pikkus, . Niid on vdimslik anda ka iga jalanumb-
ri esinculise tOendosus., Selle pshjal saavad jalatsivabri-
kud oma toodungut planeerida jalandude suuruse jérgis

Omblugvabrikad peavad valmisriiete Gmblemisel arvesta-
ma inimeste pikkuse ja rinnalimberm$§ddu vdimalikke vddrtusi
ning nende eginemissagedusi, et tagada kdipl tarbijate soo-
vide rahuldamist kaubandusvorgus.

Téhistame edaspidi juhuslikke suurusi tdhestiku suur-
te tibtedega, vdimalikke védrtusi viikeste téhtedega.
Juhuslik suurus X v8ib omandade vEBErtusi X;, X, Xzy eee
Mdnt X on suuruse simboliks ja x tdhistab suuruse véimalik-
ku vidrtust, Vi8rtuste toendosusi tdhistanme téhega pg§ védr-
tuse x, tdendosus on Py (i Vi 2% 3 sesle

2 Juvhusliku suuruse jaotus-~
g tabel.
Iga eeskirja, mis méirab seose juhusliku suufuse koi-
gl viimalike vddrtuste ja nende tdendosuste vahel, nimeta=-
me juhusliku-suuruse tdenfosuste ehk lihtsalt juhusliku
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suuruse Jjaotuseks., Juhusliku suuruse enda kohta utleme,
et ta allub antud jaotusele,
Uheks lihtsamaks juhusliku suuruse jaotuse esitamise
viisiks on jaotustabel, !
1., n#dide., Raha viskel on nii vapi kui kirja saamise
tGendosus —%— « Raha viskel esinevaid v@imalusi voime vaa-
delda juhusliku suuruse X vddrtustena jédrgmiselt: vapi tule-
kul itleme, et suuruse vddrtus on O, kirja'tulekul 1« BSee-
ga vddartuse O tOendosus on —%— je véadrtuse 1 tdendosus —%—.
Sobiv on juhuslikku suurust esitada tabeli. kujul, kus iile-

misse ritta kagpame §uurhse voimalikud vdértused ja alumis-

se ritta nende y#irtuste toendosused, Saame tabeli

x [ S 1

* mida nimetatakse jaotustabeliks.
P ! 0,5 0,5 ' ‘

2. ndide, Viskame kaht taringut korraga. Saadav sil-
made arv on juhuslik suurus, mis voib omandada naturaalar-
vulisi vd#rtusi 2 kuni 12. Leiame iiksikute védrtuste tde-
ndosused Py (L =2, 3, eee 12)s Kahe taringu viskel on koi-
gi vordvolmallke juhtude arv 36 (vt. nédide f 3, pnkt A,
dics 0%

Scodsate juhtude arvu médrame loendamnise teels:

2 silma saamiseks on soodsaid juhte 1% !

R SaRes ) " " w2 (1 ga e vol 2 ja 1);

4 " " " " ” 5 (1 Ja 5 v01 3 Ja 1
2038233

5 silma - 43 6 silma - 5§ ? sillma - 638 silma - 5§ 9 sil-
ma - 43 10 silma - 33 11 silma - 23 12 silma - 1.

Vastavate vidrbuste tdendosused saame soodsate Jjuhtude ja
koigi juhtude arvu jagamisel. Kui kanda tabeli ilihte ritta
silmade voimalikud véddrtused ja teise ritta va"thvad toendo=~

used, saame

silmade arvl

P SR T Tkl o N T, Gl + et B -
- SRS e A G0 R Baih . e Liedl SR
36 .36 36 36 36 36 36 36 36 36 36



Diskreetse juhusliku suuruse X jaotustabeli saame, kui
esitame tabelis snuruse vdimalikud vd#rtused Xy Jja vasta-
vad tden#osused Py X = 2. bl n)

x I : Pueer u s
P |P1 Pp eee Pp

Pideva jubusliku suuruse jaotuse esitamiseks kasutatak-
se ka Jaotustabelit, kus ilihes reas on voimalike vidrtuste
muutumisvabemiky intervallid ja telses reas vidrtuste vas-
tavasse intervalli kuulumise t3enHosused. Kui vdimalike
védrtuste muutumisvahemik ehk vddrtuste varu asub reaalar-
vude X, Jja x, vahel, siis jaotame selle vabemikp kind-
laks arvuks n intervalliks (intervallid véivad olla vord-
se vdi ka mittevdrdse pikkusega) X, = X4y Xy = Xpy eee
X,.q = %,, Téhistame juhusliku suuruse véirtuste teatud in-
tervalli langemise tGendosuse Py ~Bas Siis saame pideva ju-
husliku suuruse intervallitud jaotustabell

xo—x,‘ x,‘ -22 esces xn_1 -xn
P ] P.‘ pz escsce P

n

Intervallitud jaotustabelit kasutame ka diskreetse
suuruse korral, kul vGimalike vddrtuste arv on véga suur
ja iga iliksikvédrtuse vdimalikkuse modt polegl oluline,

Mé&rkuss Kahe intervalli piiril asuva védidrtuse Loeme
kdrgemasse intervalli kuuluvaks, Juhusliku suuruse jaotus-
tabelis on antud suuruse k0ik vdimalikud vddrtused, mil-
lest katsel lks kindlasti realiseerub. Suuruse voimalikud
védrtused moodustavad seega tdieliku siinduuste siisteemis
Taielika siindmuste slisteemli moodustavate sindmusbe tdendo-
suste summa on aga 1. Jérelikult suuruse jaotustabeli kor-
ral peab alati olema

n
R Po # eee P, = :Ej Py = Tve

41
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I VvVariatsioonrida. B8tatisti-
1inge Jaotustabel. ;
A. Statistika algméisted,

Statistilise uurimise ohjei i3 olevat néntuste, ese-
mete vdi indiviidide kogu unimet. s » kogumiks., Iga kogu~
misse kuuluv nghtus, ese v3dli indiviid kannab kogumi ele-
mendi nime, Koguml moodustamine toimub kSiglle elementi-
dele mingl iihise omaduse (véi omaduste) jérgl. Seda lihist
omadust, mille jérgi kollektiivi uurimine toimub, nimetame

- tunnuseks.

1. nédide, Uurime Eesti NBV tddstusettevétteid kvar-
taliplaani téitmise jérgi. To8stusettevétted moodustavad
kogumi, iga ettevdte on koguml e¢lement, plaani t#itmise %
on uuritavaks tunnuseks, Antud tunnust saab arvuliselt
avaldadas

2. néide. Rajoonikeskuse keskkooli Gpilased jaotame
vanemate tddala jdrgl kolhoosnikute, sovhoositédliste, t56s~
tusettevitete todliste ja teenistujate lasteks., Tunnuseks
on Opllaste vanemate tddala. Antud juhul me el saa vali-
tud tunnust arvuliselt kirjeldada, Tunnust, mida saab ar-
vuliselt kirjeldada, nimetame kvantitatiivseksg tunnust,
mida ei saa arvuliselt kirjeldada, nimetame kvalitatiivseks
tunnuseks. :

Tunnust kirjeldav arv kannab tunnuse véddrtuse nime.
Kogumi elementide tunnuste v#ddrtused on {ildiselt ilksteisest
erinevad, védrtused varieeruvad, Kul we ei suuda pdhjen-
dada tunnuse erinevate véddrtuste esinemisgt, siis réddgime
Jjélle Jjuhuslikust suurusest,

Vaatleme kvantitatiivse tuiuasaga kogumits Tunnuse
téhistame X-ga. Tunnuse X —#iértuse Xy saaue kacse vol vaat-
luse teel, Teeme k katset, mllle tulemusena eaame tunnuse
viEfirtusle jada

X4v Xo) Xge seey Xy g ¥us vGidb olla ka vOrdseid liikmeid,
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%, ndide. Ulidpilaste rilhma elksamihinded kGrgema ma-
temaatika eksamil olid vastamise jirjekorras Jjargmised:

Sy Oy Se. 29y Dyl Dy ity Be

Kogumi elementide tunnuse vddrtuste jada nimetame sta-
" tistiliseks reaka., Statistilise rea ssame katseandmete re-
gistreerimisel.

V6ib juhtuda, et staiistilises reas esineb tunnuse
méni vadrtus korduvalt, Nii esineb 3, nédite andmetel hin-
ne "vidga hea" statistilises reas 5 korda,

Arvu, mis nditab, mitu korda tunnuse mingi vd#rtus
esineb statistilises reas, nimetame selle vddrtuse sagedu-
seks, Sagedust mdrgime tihega f .

~ Otstarbekas on statistilises reas vddrtused ecsitads
kindlas Jjériestuses ja &dra n#didata lksikute viadrtustc sage-
duseds

Tabelit, kus tunanuse vddrtused on esitatud kas kasva-
' vas vdi kahanevas jérjekorras koos liksikvddrtuste sagedus-
tega, nimetame variatsioonreaks. EKui erinevaid vé&rtusi
cn n tikki, saame variatsioonrea iildiselt kujul

x [ X, Xy sesss X,
T f

RS TS

4, niiae, Eelmise ndite andmetel saame variatsioon-
reaks
Hinne 5 4 3

Sagedus 3 2
Katsete ilildarvu téhistame N ja nimetame kogumi mahuks.

; n
N:f,‘ f2+5-..+fn = ’§1 fi
Iga liksikvddrtuse x; sageduse ri -Ja kogumi mahu N
Jagatist nimetame vddrtuse relatiivseks sageduseks w3




BRI

Védrtuse X, relatiivne sagedus t&hendab sama, mis
siindmuse relatiivne sagedus ( §1. De 3e)o Vidrtuse Xy esi-
nemine on sitndmuseks, X; sSagedus vastab siindmuse toimumiste
arvule ja kogumi maht N katsete lildarvule.

B. Olgh antud jubusliku suuruse jaotustabel
x l %, Xy esees X

P l P4 7 P3 Pp

Uksikvidrtuse x5 téendosus Py n#éitadb vastava védrtuse esi-
nemise vGimalikkust katsel, N katsel realiseeruvad suuru-

se X viirtused x; teatud arv £, korda. Esitame katsetu-

lemused xas variatsioonreana voi gabelina, kus ilhes reas on

suuruse vdartused X5 ja teises reas nende relatiivsed sa-

gedused Wy

Tabelit

x I X Xy ecess X,
w I W/l w2 esoso wn

nimetame juhusliku suuruse statistiliseks ehk empiiriliseks
jaotustabeliks,
Teoreetiline Jjaotustabel nditab lksikvddrtuste esinemi-
se vdimalikkust (tdendosust), statistiline jactustabel ndi-
tab, kuidas Uksikvédrtused katseseerias realiseerusid.
Mida suurem on katsete arvy; seda paremas kooskdlas on mdle-
mad Jjaotustabelid, s.t. seda vdiksemad on erinevused Wy Jja
p; vahel iihe ja sama suuruse jaoks.

s Statistilise jaotustabeli korral kehtib relatiivsete sa-
geduste jaoks omadus

n
z: wy = 1%
i=1

s A



TSepoolestf : 2

n 1 fz fn f1 + ooe ""fn N
Wy = —— * eccee b T = = ——y
'Ei 1 N N N N N

5. naide. Kooegtada 4., ndite andmetel statistiline
Jactustabel.
Hinnete koguarv N = 10, Jaotustabeli saame kujul
Hinne l 5 4 3
Relatiivne sagedus IO,S 0,3 0,2
w

Relatiivsete sageduste summa on 0,5 + 0;3 + 0,2 = 1,

Rui statistilises reas con liikmeid niivord palju, et
on tilikes anda tunnuse iga véértuse esinemise sagedust,
s8iis kasutame intervallitud Jjaotustabelit, mille alumises
reag on vastavasse intervalli kuuluvats vHdrtuste sagedused.

Uksikvé#rtuste kaupa esitatud variatsioonrida nimetatakse
ka momentrecks,

6, naide, Uuritavate ettevitete tootmisplaani téit-
mise protsendid on Jjdrgmised:
100 “100 114102 114136 131 1467 ¥ 95 :102 1103 1411 :
108 1490% & B3 2228185 19 127 A% 309, 8 q2T 445
123 132 144 147 100 99 89 101 100 161 138 121
107 - 119 130::100: 140130 # 90 =130 1350 150,

Koostada intervallitud variatsioonrida ja statistiline :
Jjaotustabel, vettes intervalll plickuseks 10%.

Voteme plaanl v¥itmise % vdhemiku algvddrtuseks 75 ja !
13ppvAirtuseks 475 ning mddreme igasse intervalli kuuluvate {
etfevétete arva loendamise teel (statistika lildkursuses ki-

sitletakse rihmitamise votteid liksikasjalikumalt).
Pl;ani tditmise

!

I

1

(x) |75-85 85-95 95-105 105~115 115-125 125-135 f
Ettevotete arv 2 2 1% ) 6 8 -4
£ (2 5 2 !
Belatiivne sa- SR e S | T SR - e O .8 1
gedus 5 (w) 47 47 47 47 47 el
i




Plaani téditmise

% (x) 135=-145 145-155 155~165 165-175-
Ettevotete arv
(x) a4 2 4 1
Relatiivne sa~ 28 2 i v St
gedus (w) 47 47 o 47

Kogumi maht on 47, Statistilise jaotustabeli saame
intervalli kuuluvate ettevbtete arvu 47-ga jagades., Tabeli
I ja III rida koos vaadelduna ongi statistiliseks jaotusta-
beliks,

Ndeme, et juhusliku suuruse teoreetilise ja statistili-
se jaotustabeli koostamise printsiip on sama, Fdaspidi r#ésd-
gime iildiselt juhusliku suuruse jaotustabelist, eraldi rohu-
tamata, kas on tegemist matemaatiliste UGendosustega voi re-
latiivsete sagedustega. -

Q,P o'l d@sgeovoin. “J-a -l gt o.g.n amn ;

Kdigis teadusharudes kasutatakse mitmesuguseid diagran-
me ja graafikuid suurustevahelisest sdltuvusest nditlikuana,
selgema iilevaate saamiseks, Graafikud vdimeldavad matemaati-
liste tabelite ja valemite taga peituvaid seoseid konkreet-
semalt ja ilmekamalt tunnetada. TGendosusteoorias ja mate~
maatilises statistikas on téhtsamateks graafikuteks juhusli-
ke suuruste tdendosuste jaotushulknurk ehk poliigoon ja his-
togramm, Mitmesugused teised graafikud leiavad ldhema késit-
luse statistika iildteoorias.

Selgitame tﬁenéosuste jaotushulknurga ehk pcligooni ron-
strueerimist diskreetse suuruse korral.

On antud juhusiliku suuruse jaotustabel

P ]o,1 0,2 . 0,25 0,2 0,2 0,05



Yanname koordinaatteljestikus abstsissteljele valitud
mastaabis suuruse vadrtused Ja ordinaatteljele viddrtuste toe-
néosused. Kokkukuuluvad suuruse viirtuse x; ja tosnHosuse
Dy paarid kujutuvad tasaninna punktidena (x;5 py)e Unenda- -
me saadud punktid sirgl "’ udega ja saame murdjoone, mis kan-
nabki poliigooni nime, ;

Variagtsioonrea v ‘vciatilise' jaotustabeii korral
kanname ordinaattelje.: . astavalt sagedused f vl relatiiv~
sed sagedused w, saades sageduste vGi relatiivsete sagedus-
te poliigoconid. :

"

Eelmise punkti 4,ndite andmetel saame jdrgmised sage-
diste ja relatiivsete sageduste polligoonid.

w

45
o3 * sk
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Joonis 1,

Poliigooni abll saame kohe iilevaate sellest, milliste
vidrtuste esinemise GOen#osused ildse esineda vdivate vaidr-
tuste hulgas on koige suuremad voi, empiiriliste andmete
jérgi koostatud poliigooni®korral, millised vddrtused kaige
segedarinl esinesid. 2

Piderd Juhusliku suuruse korral on okstarbekas graafi- |
liseks kujutamiseks kasutada hlatogramml. Pideva suuruse
Jjaotustabelis on antud suuruse vddrtusie teatud intervalli
kuulumise toendosused, kusjuures harilikiit on intervallid
vdrdse pikkusega. £#bstsissteljele kanname intervallid pik— 9
. Kugsega A x Ja ehitazue reile 1dikudele ristkiilikud, mille-




de kdrgused on vordelised vastavate tGendosustega,
1. néide. Jaotustabelile
x -1 -0 0 -1 1. -2 2-3

' - ‘

B0 0,4 0,3 0,2

vastav histogramm on joonisel 2 1,

p £
04 2% >
7 % \\
0 & Ol
b o] / 7 \\
02 K a2 / \‘
0 o
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d | 1 g
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Joonis 2. Joonis 3.

Antud juhul on intervalli pikkus A x = 1 ja saadud
- ristkiilikute pindulade suma 1.(0,1 + 0,4 + 0,3 + 0,2) = 1.
' Iga ristkiiliku pindala on vordne suuruse véddrtuste vas—
favasse intervalli kuulumise toendosusegae.
2. néide. Juhusliku suuruse jaotustabel on ahrgmine

x[0,1-0,3 0,5-0,5 0,5-0,2 0,2 - 0,9
Bloaa T 703 0,4 0,2

Kcnstrueerime histogrammi, vai:\tes ristkilikute korgused
vordseks vastavate tdendosustega. Niiid on ristkiilikute pind-
" alad vordelis sed intervallide tdendosustega, kus vdrdetegu-
riks on 'mtervdlli pikkus A x = 0p2 . Kogu histogrammi
pindala vordub 0,2( Oy # 0,3 + 0,5 + 0,2 ) = 0,2 . 1 = 0,2,
- Kui aga valida abstsissteljel mastaap nii, et interval-
1i pikkus A x = 1 , siis oleks Histogrammi pindala 1. Sel=
lisel juhul vastaksid abstsissteljel endiste}e Jjaotustele

- 41 -



' X
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uued jaotused jédrgmisel p % o

.

Sulgudes on antud punktide koordinaadid endises mastaabis,.
| © 01 (0,3) (0,5 (0,7) (0,9
x| O 0,5 1,5 2,5 3,5 4,5

Histogrammi pindala oleks 1:(0,1 + 0,3 + 0,4 + 0,2) = 1,
Histogrammilt vdime iile minna poliigoonile, Selleks
iihendame 18ikudega ristkiilikute lilemiste aluste keskpunktid.
Joonisel 3 on poliigoon joonistatud punktiiriga. ‘

‘Mﬁrkus. Kui tunnuse vddrtuste muutumisvahemik pole
Jagatud vordseteks intervallideks, siis on otstarbekas kan-
da ordinaatteljele nn. sageduse voi relatiivse sageduse kesk-
mine tihedus. Relatiivse sageduse keskmise tiheduse all
mfistame intervalli kuuluvate vddrtuste relatiivse sageduse
Ja intervalli pikkuse suhet, Sama vdtet vdib kasutada ka
vordsete intervallide korral, .

3. ndide. Konstrucerida antud variatsioonreale vastav
histogramm,

Tunnusé va&r-
tused

5=10 10-15 15-20 20=-25 25-30 30-35 35-40
<

Sagedus £ |4 6 16 36 24 10 4

,Kuna intervalli pikkus A x = 5, siis sageduste tihe-
dvs intervallide jérjekorras on 0,83 1,23 3,23 7,23 4,83 2%
0,8.

Poliigoon ja histogramm on jaotustabelile vastavaks
graafikuks, Diskreetse suuruse korral kasutame ainult co-
ligooni, Pideva suuruse jaoks v@irv kasutada nii higtogrem-
mi kui ka poliigooni, e



Histogrami saame kujul
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Joonis 4,

5. cuhuwsl ikuls wuprus e jaotus =
funktsioon o

Diskreetse juhusliku suuruse iseloomustamiseks piisab
tema jaotustabeli teadmisest, Pideva juhusliku suuruse
korral on intervallitud jaotustabel ligikaudne jaotus. Ta
annab ainult vddrtuste antud pikkusega intervalll sattunise
lLoendosuse, té@psemalt méddramata antud pikkusest lihemsssa
intervalli sattumise v3i mdne lksikvddrtuse esinemise toe-
ndosust. Suuruse viddrtuste loendamabu hulga tdttu ei ole
vdimalik anda jaotuslabelit iiksikvEdrtuste kaupa.

Otstarbekas on anda seos pidevs suuruse voimallike vaEr-
Luste ja nende tdsundosuste vahel matemaatilise avaldise ku-
Jul. Seda vdib btcha ka diskreetse juhuslilu suurise korral.

Tithistame juhusliku suvuruse téhega X Jja selle suur ise
voimalikke vidrtusi x. = Oletane, et suuruse X voimalikud
vidrtused x moodusicivao pideva vahemiku ebk teisiti viljen~
dades kujutuvad arvtsljsl arvtelje katkematu osanae



Juhusliku suuruse jaotusfunktsiooniks nimetatakse
funktsiooni F(x), mille vddrtused esitavad iga x jaoks tae-
péosust selleks, . juhuslik suurus omendab véiksena vaqrf
tuse kui x,

Rui t8histame tGendosuse selleks, et X < x lithidalt
P(X < x), s8iis definitsiooni kohaselt

B(x) =5 P(X < X) &%

; Geomeetriliselt voime seda tdlgendada nii: F(x) méédrab
toendosuse selleks, et juhusliku suuruse vddrtusele vastav
punkt asub arvteljel punktist abstsissiga x vasakul,
Voime nditlikult arutleda ka jargmiselt., Vseretame
kuuli md6da 1dpmata pikks horisontaalset renni, Kuul v3ib |
Jddda (juhuslikest teguritest tingituna) peatuma kas iihes
v3i teises punktis. Munktsioon F(x)} médrab, kul tdendone
on, &t kuul el veere kaugemale etteantud punktist,
Jaotusfunktsiocn on ks juhusiiku suuruse jsotuse esi-
tusviise, Ta iselcomustab téielikult juhusliku suuruse
. vid#rtuste jaotumist nende esinemise tGeniosuse Jérgi. Tea=
daoleva funktsiooni F(x) korral on voimalik iga x korral
leida, kul t3enZone on, et juhusliku suuruse véirtused on
tokkest x vdikssuad. F(x) kasutame nii pideva kui ka dis-
kreetse suuruse korral. : !
Vaatlere jaotusfunktsiooni omadusi. !
1. Jaotusfunktsiooni piirvédrtuseks on null, kui :
X = - 00 v
li.ml'(x) =0
X—>»=- 00
ehk kokkuleppeliselt kirjutades F( -~ oo )} = 0 .

2. Jaotusfunktsiooni piirvi#srtuseks on iiks, kui
X4 O

PR F T St

lim F(x) =1 -
s X —» 4 0O :

ehk F(+ o) = 1 .




3, Jaotusfunktsioon on mitiekahanev, a.t,

Fxy) > B(xy) » uix, > x,
4, Kui jubusliku suuruse kdik voimalikud véddrtused asu-
vad vshemikus (a,b) siis

X))« 0y kul ¥'<a
X)) = L, kut g Sohis

Nende omaduste Sigsuses veendume geomeetrilise tdlgen~
duse abil., Jubuslikikm suurust X vaatleme kui arvtelje
liikuvat juhnalikicu punkti, mis vdid kateel sattuda ibte
vol teise kohta ' (joon. 5). F(x) mééradb siis liikmva punkti

X fikseeritud punktist x vasakule jé&-

““5‘”‘}—’;—"&' mise %0enfosuse, Kuil x —»~ @, 8iis
on siindmuse X < x tcimumine voimstu
Joonis 5. ja =eega F (=~ o0 ) =0,

KEui x— 4+ o , sils X < x on kindel siindmus, sest
punkt ¥ ei saa asuda enam punktist x paremal. - Seéga
F(+ 00) = 1,

Kui X, > X, , siis punkti x liilmmisel asendist x = X,
paremale poole arvtelje see osa, kus punkt X ¢6ib asuda,
pikeneb, sellega on lldiselt tdentiosus siindmuse (X < xa)
toimumiseks suurem kui silindmuse (X < x,l) toimumiseks, kuid
see iitlebki, et F(x) on mittekahanev.

Kui punkt X sasb asuda aihult vahemikus (a,b) , siis
siindmus (X < a) on voimatu ja jérelikult F(x) = O, kui
X < a., Sindmus (7 < b) on kindel, sest punkt x ei sea eel-

- duse pdhjal sattuda paremale punktist b, Amaugi on kindel

siindmus (X < x), kus x > b, Seega F(x) = 1, kui x > b,
Kokkuvotes )
Jaotusfupitsioon F(x) on mittekahanev ja tema vddrtu-
sed asuvad O ning 1 vahel

g 0 S < 1.
Jaotusfunktsiooni omadustest jéareldub, et tema graafik
asub sirgete y = C je ¥y = 1 vahel ning kulgeb tousvas

s



Joones, Jaotusfunktsiooni graafikut nimetatakse ka kumu-
laadiks,

Olgu teada, et pideva juhusliku suuruse voimalikud
védrtused asuvad vahemikus (& , b), Siis kumulaat kulgeb
iiladjoontes nii, nagu on ndha jocnisel &,

Joonis 6. Joonis 7.

1. niilde. Jaotusfunktsioon on md&ratud jérgmiselt

(9 s kuix < -1
1 i )
F(x):'gxl-g soxulie Ly £

4 R e 2

Konstrueerida kumulaat,

Eni ¥ < -~ 14, lUhtlb graafik abstsissteljegag kul
-1 £ x £ 2, on graafikuks sirge tdusuga 1 Jarx > 2
kor:al ssame abasimsissieljega paralleelse sirge y = 1 (joon.

7).
Diskreetse juhusliku suuruse kumulaadiks on treppjcon

(joon. 8).

2. ndide. Koovstame Juhusllku suuruse jaotuztsbell
Jargi jaotusfunktsioconi ja kumulaadi.

z J -2 <1 0 1 2 3

P10 0,2 035 0v8 D52 0,05

Sundmus X < -2 on vdimatnu jz seega F{-2) = O, Juhus-
ik movrus vdib vddrtuseesl x - -4 vdiksema vddrtuse omanda-

da tlendosusega C,1 , s.t,
P(X < ~1) = B(~4)20,1,

4 R



Siindmus x s O koosneb iiksteist vdlistavatest osasund-
mustest X = -2 Jja X = -1,
T3endosuste liitmislause pdhjal
.P(X = 0) = F(O) = 0,1 + 0,2 = 0,3
Analoogiliselt
F(1) = 0,1 +0,2 +:0,25 = 0,55
F(2) = 0,1 + 0,2 + 0,25 + 0,2 = 0,75
F(3) = 0,75 « Q0,2 = 0,95
#(x) = 0,95 + 0,05 =1, kui x > 3¢
Kuna suuruse antud véédrtuste vahel pols vdimalikke
viddrtusi, siis jddb F(x) antud véartuste vahemikus konstant-
seks,

L]

Mx) = g 0 5 ku} x -2 .
O, i eul e il e
045 - kul i- 1 X0
0,55 , kui QoA
0,75 , kui -
0,95 , kui AN LA
1 kui XD

k]

. Veendusime, et diskreetse juhusliku suuruse jaotus-
funktsiooni védértuste leidmine toimub jédrjest liksikvédrtus-
te tdendosuste juurdeiiitmise teel,

Punktsiooni graafiloul on hiipped suuruse v3imslikele
védlirtustele vactavates punktides.

Fix)
ST S
|
-
—
ATy
o | | | |
1 | | |
il | ! |
1 1 | 1
~geLl ey Y B 2 X,
Joenis 8,
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6; FuhuBliku suvruse’antuad vahels-
fikku langemise $oendaosus:. &

Paljude iilesannete lahendamisei on tarvia leida, kul
t3endone on, et Juhuslik suurus omandab vddrtuse antud védr-
tuste e Ja X5 vahel. Rﬁig:\.me sindmusest "juhusliku suu-
ruse langemine antud vahemikku® ja selle siindmuse tdendo-

sust téhistame
Plz; ¢X<x5)

Stindmus X < x2 on kahe lksteist v&listava siindmuse X < i
Ja x, Pals 43 X, sumna ning taen&oauate liitmislause p3h;)al

CP(X <x2) =P(X<x,') +P(x1<x<za)
Biit leisns, et
P(x,, <x<x2) :P(x<:2),- P(X <x1) A
8, ba_ 5 3 ; ;
Plx. <X < x) = Mx,) -~ ¥xy)
"= jubuslixu suuruse antud vahemikku langemise t3endosus on
vordne jactusfunktslooni vélrtuste vahega vahemiku otspunk-
tides, ehk junusliku suuruse antud vehemikku langemise tde-
adosus_cn virdne jaotusfunktsiooni juurdekasvuga selles
Vahm.k"ls. 2 ;
Résitleme ainult selliseid pidevaid jubnslikke suuru-
=i, mille jaotusfunkisiocon on pldev,
Téhistame X, =% + AXx, Xus Ax on arguaendi ;]nurde-
kasv ja leseme A x>0,
B8iis siilndmus® 2 <X<xy + A x teandub siindmuseks
=%y .
Euid Hiia ka
X =x) = bm P(x., <Xz, + Ax)

Ax~>0
= lim [F(x.] +AXx) - Fx1)]
AX >0

\

sest pldeva funktsiooni juurdekasv kahaneb tokestamatult
koos grgumendl juurdekasvu tokestamatu kahanemisega.

TN R




Seega pideva juhusliku suuruse mis tahes iikksikvédrtuse
esinemise tGendosus on null.

Voib tunduda, et joudsime vastuolulise tulemuseni,

Seni réddkisime, et vdimatu silindmuse tdendosus on null.
Siindmus X = x, on ometl voimalik, kuigl texa tOendosus on
null, Vastuclu siiski el ole. Olukord - siindmus on v@ima-
1ik, kuigi tema tden#dosus on null -~ 2sineb siis, kul tGendo-
suse leidmine ei taandu juhtude loendamisels. Fideva juhus-
1iku suuruse korral see toepoolest nii ongl, Kaetsel omandab
juhuslik suurus X iihe oma vdimalikest vi¥rtuastest, kuigi
iga iiksikvélrtuse tdensiosus on null, Siindmuse relatiivne
sagedus ei ole isegl suure arvu katsete korral ti#pselt vord-
ne siindmuse tJen#dosusega, vald ainult lihenedb sellele, Jéd-
relikult tulemusest P(X = x;) = O tuleb nii aru saada, et
katsete korduval sooritamisel tiilmub siindmus X = x4 viga
harva, s.t. tema esinemine on véga ebatdendcne,.

Pideva juhusliku suuruse korral on ndtet rdidkida ainult
tema mingisse vahemikku (ka kui tahes viiikesse) langemise
tGendosusest. Suuruse viimalike vid#drtuste 13pmatu suure
arvu korral on tédlesti loomulik, et teatud kindel itiksikvéir-
tus sasb realiseeruda véiga harva, Nii on s3dade kogemused
ndidanud, et praktiliselt kaks miirsku ithes lahingus tépselt
~ samasse kohta el lange, kuld viiikesele maa-~alale voib lan-

: geda palju miirske,

Praktika seisukohalt pakubki huvl néiteks see, millis-
tes piirides kdigub reisijate arv linnaliinide bussides
tippkoormuste ajal, mitte aga kindel reisijate arv,

T7TTS3ené&osuse tihedus,

Olgu antud pideva juhusliku suuruse X jaotusfunktsioon,
' mille kohta eeldame, et ta on pldev ning omab tuletise iga
x korral.

Suuruse X vahemikku (x; X + Ax) langemise t3en#osus

S



avaldub kujul
P(x <X<x+Ax) = Fx ¢+ Ax) - F(x),

Jagatis P(x <X<x+Ax)

AX
n##rab juhusliku suuruse X viddrtuste esinemise keskmiso
tdendosuse pikkusitaiku kohta 13igu A x ulatuses, mida nime-
tans tden#osuse keskmiseks tihedueeks 13igul A x,

. TdenHosuse keskmige tiheduse mdiste jaotusfunktsiooni
abil defineerime analcogiiiselt sellels, kuidaas joudsime
varem keskmise tootmiskiiruse mdisteni tootmismeaduse kaudu
v31i {ildiselt funktsiooni muutumise keskmise kiirueeni funkt-
slooni enda kaudu,

T3enkosuse keskmine tihedus pk(x) 1éigul A x on
leitavy valemiet

F(x+ Ax) - F(x)
Pk(x) =
i Ax
Kul Ax ~-0, siis

P(x (i<x«>/xx)

lim p(X) = 1lim
LxX»0 Ax=0 AXx

T3snfosuse keakmnlse tiheduse biirvéi'ért;uat_v_mmi.kn
E.kk\ﬁiojx tokesta.atul kahanemisel nimotng:_lguw_e-'
tiheduseka punktis x. TJen#osuse tihedus oleneb punktist
x, s.%. on suuruee vilmalike vddrtuste x funktsioon, mille !
téhistamineks kasutume simbolit p(x)., Tdenkosuss tiheduse
graafikut nimetams tiendosusto. jaotuskdveraks,

Teimelt poolt :

F(xe A x) = -F(x) :
lim ;i(x) = ~1im = F'(x)
4 X %0 AX»0 Ax

funktsiconi tuletise definiteioconi JjHrgi,
TéenBosuse Lihodus punkils x on vdrdne jaotusfunktei-
ooni tuletlsega samas punkiis

pOx) = PV (x) . , : -q




Véiksesse vahemikku pikkusege A x langemise t3enkosus
F(x+ Ax) - B(x) ~ dF(x)} [Ay zdya

Teame, ot :
dF(x) = F'{x) « d&x = p(x) dx .

Tdenliosus Juhusliku suvruse laocgemiseks viiksesse vahe-
mikku (x, X¢ Ax} on ligivaudu v@rdne punktis x arvutatud
t3endosuse tiheduse js vahemiku pikkuse 4 x korrutisegas, s.t.

p(x) A Xx

T3enlosuste jaotuskoévers ebil sasme seda tulemust tdl-
gendada kui punktis x alusega A x Je kdrgusega p(x) kons~
trueeritud ristkiliku pindalas. :

Vérduse

P(x <X <x¢ Ax)=p(x) « AX

viga on scda viiiksem, mida vHiksem on A x.

R

I X PECX

e T
Joonis 9, : Joonis C.

Joonismelt 9 néeme, et A'x vihenemisel vihesab ka kdver-
joonee kolmnurga ABC pindala, Pideva suuruse korral on kor-
rutie p(x) « AXx sama tdhendusega, mida diskrsetse suuruse
korral iksikvé#rtuse tdendosus p.

TéenHosmuse tihodus médrab samuti suuruse X véimalike
vddrtuzte reallseerumise vdimajused jz ta on jubusiiku suu-
ruse jeotuse iheks esitusvilsika, :

Teades tdendosusa llhedust, ssab lelds juhusliku suuruse
vahemikku (x,l, 1'.2) langenise tdendosuse, OSelloks Jjaotume
vehemiku osavahsmikeks pilikusega A x, Siindmus x, < D x,
on sits suuruse X omavahemiksesae pilkikusega /A x langemiste

| sunma, Vahemikku /) x langemise t@endosus oli aga p(x). A X.

e

TARTU ULIKOOLI
RAAMATUKOGU



T3endéosuste liitmislause p&h%a,l
P(x1<1<x2)¢«, PEE) AKX

X,

Tépse vSrduaeni Jjouame, kui saurendame osavahemike arvu
piirsmatult Jja Ax -— 0, Kuid

x,
lim

22
AX>a0 p(X) « AX = f p(x) a&x
1 b

vastavalt méédratud integraalii definitsioconile,
Joudsime tulsmusecle

x5
P(x,;< X<x,) = / p(x) dx

X4
. = Jubusliku suuruse antud vahemikku langemise tGendosus on
vordne toendosuse tiheduse médratud integraaliga vahemiku
otapunktidele vastavates rajades,

Goomeetriliselt vastab juhusliku suuruse vanemikku
(2,1. xz') langemise tGeniosusele toenidiosuste jaotuskivera
alla jddv kdverjocnelise trapetsi pindala vastavas vahemikus
(joonis 10)s Jaotuasfunktsiooni saab leida t3enH#osuse tihe-
duse kaudu jé-gmiselt:

X
x) = f p(x) ax
-Q0
X

T3epoolest P(X < x) = P( ~00<€ X K X) = _f p(x)ax
=00

TGendosuse tiheduse omadusi:

1. TGendosuse tihedus on mittensgatiivme funktsioon,

s.t,
p(x) 2 O,

Toepoolest, ¥{x) on mittekahanev funktsioon ja mitte-
kshaneva <funktsioconi tulstis on mittenegatiiwme,

R



2. Integrsal ldpmatutes rajades tdendosuse tihedusest
on vordne Uhega.

+Q0
d//;(x) @x = 1, sest ‘J/ﬂp(x) ax = F(+ 00) =F(~ 00) =
~-00 -c0

=1<0=1,
ehk teisiti: siindmus -co < X ¢ +00 on kindel siindmus ning
tema tJendosus on ‘.

Geomeetriliselt vdljenduvad need omadused Jirgmiselt:
tdendosuse tiheduse kdver ei asu allpool abstsisstelge ning
kopu kévera ja abstsisstelje vahele jddva kujundi pindala on
vordne iihega,

1. ndide. Jactusseadus kujul

@
=(x - a)
2 &

kannab normaaljaotuse tiheduse nime,.

Normaal jaotust ki:itleme lUksikasjalisemalt eraldi para-
grahvis, A

2. néide, Uhtlane jaotus,

Jaotust nimetatakse ilihtlaseks, kul tdOendosuse tihedus
on vahemikus (a, b) konstantne ja v#ljaspool sed: dikjal O.
T3endosuse tihedus on mé#ratud valemiga

a, 6 = const,

Px) w el R,
2

0 s lui x ¢ a

p(x) & 1 g kui x> a
b=a

(o} s kul x> b

Tema graafik ndeb vilja jérgmiselt
M) ¢

Joonis 11,
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Vahemikus (a,b) peao olena,p(f) = _51:_3____' sest muldu

el oleks téidetud tingimus, et t¥enéosuse tiheduse kdvera
ja abstsisstelje vaheline pindala vdrdub ilhega.

Jeotusfunktsiooni F(x) nm#¥rame p(x) graafiku abil
(joonis 11), Eni x <a, sils on p(x) graafiku ja x-telje
vaheline pindale nully vahemikus a < x < b on F(x) vdrdne
viirutatud ristkiiliku pindalagag kul x > b, siis on F(x)
vérdne thega, Beega g

0 2 T A en '
X~ g Kul S X <D
R - ;
3 , kui x> b

Uhtlase Jaotusega puutume kokku selliste iilesannete
lashendemisel, kus on teads, et suuruse vdimalikud vidrtused
asuvad kindlas vahomikus je k6ilgl voimalike viélrtuste tde-
ndosused on virdsed. 3

Liikugu bussid teatud 11inil S-minutiliste vaheaega-
degn, Dussipestusse tuleva reislijie ooteaeg T on juhuslik
suurus, mille vdimalikud vl&rtused asuvad O jsa 5 minuti
vahel, T@endiosus solleks, et tuleb coduta kas 1 min, vol 1
2 min, jne on konstantne ning vérdub 3 « Tdéendosuse sel-
teks, sl el btule oodata kauem kul teatud arv minuteid, leia- =
me Jaotusfunkisioonl F(T) abil. Knhest minutist liihcme
ooleaja tdendosus

P(T <2) = F(2) =
/

B(T {3) = B(3) = § PR <5)=R(5) =1 §

1 ' ‘WoAn lh.)

Ule 5 min, aga tocpoolest el tule oodata.

A Srsiony




8 De JUHUSLIKU SUURUSE ARVULISED XARAKTERISTIKUD.

4.A rvuliste karakt O'i itatikute

—~ee8smérk., : &
: , 3 .

Peluises parsgrahvis ridkisime juhusliku suuruse jac-
tumest, Jaotusseadus wmistahes kujul kirjeldab juhuslilkku
suurust tlielikult suuruse vidrtuste osinomise viinalikiku-
se meimukohalt,

Paljudes i{ilesennetes el ole eosmirsika suuruse téielik
xirjeldamine, vaid on olulige suuruse testud killgede esile-
toomine. BSelleks kasutatakse mitmesuguseid acrvulisi pars-
meetreid, Harillkult kirjeldavad need paramestrid suuruse
teatud killgi ilmekamalt kul jaotusseadus tervikuna, Neld
parameetreid nimetame juhusliku suuruse arvulisteks karak- -
teristikuteks, Suuruse eri kiilgede kirjeldamiseke vZime
luua mitmesuguseid karakteristikuid. Nende arvu ei makss
aga liigé suureks gjada ning nad tuleksid valida nii, et
suuruse melid huvitavad omadused véldenduksid véimalikult
hiati, ;

Jubusliku suuruse puhul tunneme ikka huvi, kss tena
védrtused grupeeruvad mine vﬂﬂrcuuevUmba:\tiho&amalb, kul
- laias pilirkonnas vdirtused palgutuvad jane, 'K&gﬁolovas-
parsgrahvis tutvume ssendib ja vapleeruiipb irjeldsvate :
karakteristikutaga diuquatﬁe auuruse jéqke.

2ReskvlErtus,

Asendi karexbteristikutest on kdige tEhtssm juhusliku
‘suurupe keskvadrtus. : y
O)gu suurua x méﬂratud-daotuatabéliga

X JL, X2 enenss xn : o

P

e

P.1 pa 2essd0 pn'
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Juauslilu suuruse xeskviddrtuseks nimet - Ae suuruse
vaimalike vHdrtuste ja nende tdendosuste komutiste sumnat,

mghistame suuruse X keskvidrtuse simboliga E(x) voi
a, Jaotusbapeli andmetel naen E(x) arvutamise eeskiri véai-
ja Jérgmiselt » 4

n 1
E(x) = 8 = x1p1 % xzpz * ase + ann = Z: 'xipi .
3 & i=1 ; i
1. néide., Xahe tdringu viskamisel saadave vdimaliku
silmade arvu jaotustabeli andmetel ( § 2 punkt 2) leida
silmade arvu keskvédrtus,

1 2 3 &
BX) 22 o o 3y ' BB g 4 5, e g
36 36 36 6
5 6 3
6, = $ 0 ceme £ 8y == 4§, = 410, =4
36 36 36 36 36 9
2 1 252
41 4 === 412 =—— = =7,
6 3 36 ]

2. n#lde, Siindmuse A toimumise viimalikkust {iksik-
katsel t3lgendame Jubusliku suurusena X , mis omandab '
véfrtuse 1, kul A toilmub Jja vé&rtuse O, kui A ei toinui
Kui A toimumise tdendosus on p Ja mittetoimumise tTendo-

4

guz g =1-p, sils suuruse X jeotustabel omab kuju .

l ) 1

P l q P

i

Leisme EB(x) .
> B(x) = 0eq + 1ap = p
T — e

MOnikord jétame summamir uures i J
P e A i gl -3 es indeksi {1 muutwnise;
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- iiksikkatsel on siindmuse toimumise kxeskva#drtus vdrdne siind-
- muse tJendosusega.
s

| Sy ke b eiet ol dnves e wekinak noe sy

. Olgu statistilise kogumi tunnuse x wurimiseks scorita-
| tud N katset ning katseandmed esitatud statistilise reana

i

l

x,l x? 13 escee xN Ll

Statistilise rea aritmeetiliseks keskmiseks x nimetatakse
| Lunnuse koigl vidrbuste summa ja vddrtuste {ildarvu Jagatiat.
! Keskmi sy 1og dm) reks saame eeskirja

Xg #Xn + eoe + Xy 3 2: xi

N K

T

i
i
| X
; . Tuanuse erl véidrbtused voivad esineda korduvalt., Harti-
| 1lkult kasutame variatsioonrida (tabel I) vdi statistilist
!Jaohusbabellt (tabel II)

Bty (11)

x | Xy eeees X x I Xy ecess X, 5

| : 4 l f1 eveoss T w I '1 ssece 'n

Variatsioonrea sndmetel tuleks X leida valemist

X484 # eoe # XL < infi
K Z‘ fi
Mdnikord rédgltakse, et viimasel juhul on leitud kaalutud
akeakmine, esimesel juhul lihtne keskmine, Samads andmete
3korral saame arvulise tulemuse lhesuguse, erinevus on ainult
'{mncemaatillse eeskirja vilises kujus. Widiteks korrutis
§x1.f1 téhendab sama, mida f, korda esinesud vddrtuse x,
' iseendaga liitmine.
Kui jagada X lugejas iga liidetavat eraldi nimeta-
Jaea N; Jjouame seoseni

i
U]
.

|
0
|
‘
i
4

4
|
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= '1 (1 = 1,2' 200y n) ®

Aritmeetilise keskmise lelame statistilise jaotuste-
beli korral valemist
X= x,w, *.12'2 + see + X W = Z: XyW, o

Kuidas on seotud keskvdértus ja aritmeetiline kesk-
mine? Katsete arvu suurendamisel liheneb suuruse X iga

vilirtuse relatiivne sagedus vastava viddrtuse tTendosusele,
8,0,

'1Q'zpi (1'—'1. 2..;.,-n).

4sendades x avaldises 'i toendosustegs Py Jouame
: tnlemuseni

x"x191#o.0+ﬁp %

Vérduse parem pool on aga suuruse X keskvddrtus,
Seega
x R B(x)
- juhusiiku suuruse keskvidlirtus ja katsel saadud viértuste
aritmeetiline keskmine erinevad teineteisest jérjest vihen
kafsete arvu suurendamisel,

Socritades suurusega X nitu katseseeriat, ssame iga
seerias erineva vidsrtuste jaotustabelil (erinevused vdivad
olla nii v#drtuste osas kvi ka vordsote vidrtuste sagedus-
te osas), Katseseeriatele vastayad erinevad keskmieed,
dils kﬁiguvad suuruse keskvdarcuse umcer, alati 21 ole suw
ruse jaotusseadus beada ja 1izikaudseks jaotusseaduseks
vaetakse katsaseeriala vastav variatsioonrida.- Leitud
aritﬂeetilisa kswkm;=e jéargi saame ligikaudselt binnat

BB



milline on uuritava suuruse keskviéidrtus, .
Aritmeetilise keskmise ja keskvidrtuse dimensiocn iihtid
suuruse dimensiooniga.
Mérkuss Tihti kasutatakse simboli E(x) asemel X , mis
on tdiesti Sigustatui, =ust x ~ E(x) .
1. néide, BSovhrucl 34 kombaini koristasid vilja iihel
péeval Jérgmiselt
x (ha pdevas) | 22 24 . 25 26 27
1
£ (komb, arv) , 6 5 8 7 8

Leida iihe kombaini kohta tulev keskmine hektarite arv pée-
Vase ]
Aritmeetiline keskmine

% 22,6 + 2445 + 25.8 + 26,7 + 27.8 _ 850 _
X = ]
34 34

= 25 ha .

2. n#ide, Automaatpingi tehnoloogilise protsessi ana-
liilis on n&idpnud, et t60plngi dige reguleerimise korral on
10 toodetud detailist koosnevas partiis standardile mitte-
vastavate detailide esinemise jactustabel jdrgmine

det, arv (x) | O 1 2 3 S 5 Ja rohkem

o |o,2¢ 0,38 0,26 0,10 0,02 ©

Teostati 50 kimnest detailist koosneva partii kontroll-
mo3tmine, kust selgus, et partiid jaotusid mittestandard-

sete detailide arvu jargi jérgmiselt 7
x [ 0 1 2 3 4 e
£ | 11 Y20 . 12 5 2 0

Leida mittestandardsete detailide arvu E(x) ja ¥ 10
detailist koosnevas partiise.



Ssame i

E{x) 002“*’-10038f20'(_b+3.o10f4.0()l_=’]28,‘

i 0611 & 1,20 ¢ 2612 + 3.5 4.
X = G 3
50
Partiide arvu suurendamisel mu:inks E(x) ja X erine~
vus veelgl vHiksemaks.

Lt Xeskvéddrtuse omadusi,. |

Késitletavad keskvdidrtuse omadused kehtivad ka arit—
meetilise keskmise jaoks, )

ksmalt loome juhuslike suuruste suums ja korrutice
uwdiste kahe suuruse x ning y jaoks (suurema zrvu suuruste
Jaocks oleks kGik analoogiline). Olgu entud Jaotustabelid

x ! Xy iaveny X y | Yy weees  Tn

B E Bg ewaey TG r | By Ngene R

n

Jubuelike suuruste summa on Jjuhuslik suurus, mille vdimali-
keks vddrtusteks on liidetavate kdigli viimalike viédrtuste
summad, Summa X ¢+ y véimalikud vd#rtused oleksid n#iteks
%+ Vg9 Xq # yé » X + Y, Jne, Mingi védrtuse X o+
tdendosuse leidmiseks puncme téhele, et X, + y, esinemist
v3ime vaadelds 1liitsiundmusena, millcks on nii x, kul ¥y
samaaegne esinemine, 8iis on ju Xy + Yy tOondosus vordae
osasiindmuste tJdendosuste korrutisega Py Ty o Suuma
Jaotustabeli esitame kujul

X+Yy l x1+y1 11 ﬂz ses I,] +yn x2+y1 ses ﬁ#yn

s Ip1“'1 P42 P1% "Pa%y Pufn-

1. néide; Koostsdz sdllumatute suuruste summa Jjaotus-

v B80S
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tabel, kui liidetavate jaotustabelid on

x - 1 (0] i

| ) 1 2 v
P I 0,3 0,5 0,2 r ] 0507 L PLhh 0,3

Summa ' x ¢+ y védrtuste saemiseks lildeme kdik véimalikud
x ja y védriused. TdenHosused saame vastavate p ja r kor—
rutamisel, Jouame tulemusels

x+y [ -1 0 1 0 1 2 y AT 3
p I 0,6 0,15 0,09 0,1 0,25 0,15 0,04 0,1 0,06

Vddrtused G, 1 ja 2 esinevad korduvalt., Véidrtuse O tGendo-
sused on 0,15 ja 0,1, TdenHosuste liitmislause pohjal on
0 téen#osus C;15.4 0,1 = 0,25, Toimides asnaloogiliselt

védrtustega 4 Jja 2 saame 13plikult

X+ Y 0 1 2 3

0,06 0,25 0,38 0,25 0,06

p

Séltumatute juhuslike suuruste korrutis on juhuslik
suurus, mille viddsrtusteks on tegurite kdigli vdimalike vilx-
tuste korrutised. Korrutise mingl véddrtuse tdendiosuse lei-
ame Legurite téendosuste korrutamisel (Jjélle korrutamislsu-
s8el) . Jaolustabell koostame jérgmisel pohim3ttel

xyi XY, x1yé' e Xg¥p X¥q seeee X¥p

19 Py, PaTs  ees  PqTh par1 sosoe pmrn

2. néide. Kcostada eelmise nédlle andmetel suurussd Xy
Jaotustabel.

Leiame tegurite kéik vdimalikud korrutised ja vastavad
tdendosused, Tulemused esitame tabelis

g |o b g oL Rgaiiog s

P |o,06 0,15 0,09 0,1 0,25 0,15 0,04 0,1 0,06

Wy~



* M3ne viddrtuse kordumisel voime tabelit koondada, Vddr-
tuse O tdendosus on 0,06 + 0,15 + 0,09 + 0,25 + 0,1 = 0,65,
Jaotustabel esitub 1ldpuks kujul

xy [ N e 0 1 2
p | 0,08 0,4 0,65 0,15 0,06

Jubuslike suuruste korrutise erijuhuks on konstandi ja°
juhusliku suuruse korrutis Ce.x, EKaust.unti voime vaudelda
suurusena, millel en iks vé#drtus tdendosusega 1., Summa
erijubuks on konstandi ja juhusliku suuruse summa x + C,
Vastavad jsotustabelid saame kujul

ox ' exy CX, ese CX, x4C , X 4 X+ © ...‘xn+ c
P ! Pq K3.2¢r ¥p l -y PR - N Pn

(Pohjendage, miks cx voi x + c¢ viddrtuste toendsused on vord-
sed x tdenirsustegal)e
Asume keoskvéd#drtuse omaduste kdsitlemisele,
1 omaduc, Konstandi keskvidértuseks on konstant ise,
THepoociest,
E(c) =¢Cel =¢C o
1. omadus, Suuruste summe keskvdértus on vordne 1lii-
_detavate keskvi#rtucte SuUmMmaga.
Fshe suuruse korral mérgime seda matemaatilises siim-
boslikas
B(x+y) = B(x) + B(y) .
Nditame selle vdrduse kehtivust lihtsal erijuhul @la-
juhul on wdttekdik analocglline), Cmagu suuruste jaotus—
tabelid kuju

"l"1~"2 a8 2

1 .
P i 91 1'2 r -‘31 I‘2



\ Summa x + y jaotustabel esitub kujul

: oDy A | g T XA TS SR B W N

|

‘ P ! PqTy P47y PoT4 PoTo
Leiame summa kaskviértuse x *otustabeliist

1 B(x+y) = (xﬂ+yﬁ) PaTy + (11+72>?132 + (12+74)P2r1 +

+ (X47,)p,7;

. |

XqPq(P143p) + XpPa(rqeT,) + 3474(Rqep3) +

3 yzrz(P1 4‘92)

(44 4%505) + (§474#7,7,) = B(xX) + E(Y) »
(Miks Pq+P,=1 Ja 1)+, = 12V

IITI omadus, Sdltumatute suuruste korrutise keskvadr-
tus on vordne tegurite keskvédrtuste kerrutisega.
Kahe suuruss juhul

E(x.y) = E(x) ° 3(3) °

(Eontrollige omaduse kehtivust eelmise omaduse juures
toodud erijuhu jaoks])

Jédreldused: 1. E(c.x) = c.E(x)
2. E(cex) = E(x) + ¢
3, E(Ax + B) = AE(x) « B

Need tulenevad omadustest I ~ IIT (kontrolligel).
Svuruse védértuse ja mingi ;ﬁﬁva,arvu ¢ vahet nimetatak-
se védrtuee hélbeks selle arvu suhtes. Suuruse x halivete
X -~ Jaotuataﬁel on Jjirgmine

x-,c 11"-0 2 x2-c cesse %—0

P II, 9, P, P

IV omadus, Suuruse keskvédrtuse a suhtes leitud hdl-

D o



vele keskvédrtus ou vérdne nulliza.

E(x~a) =0,

Tdepoolest,

E(x -~ a) = E(x) -Fiaj=a-a=0.
See tihendab, et h#lbed - .ldrtuse suhtes keskmiselt ta-
sakaalustuvads.

V omadus, Suuruse x ruudu keskvédrtus on suurem sama
suuruse keskvésirtuse ruudust

2d) > ] 2.

Kgsutame E(x) asemel simbolit a ja leiame hilvete ruu-
¢ keskviddrtuse E [(x - a)zj. See on positiivne, sest
(x ~ 3)2 véddrtused on kdik positiivsed. Teisendame seda
avaldist ja kasutame lihtsustamiscke eelmisi omadusi.

B%x - 3)2] = E(x2 - 28X + 12) = l(zz) - E{2ax) + E(az) =

= l(xg) - 2a B(x) + 32 = !(xz) - 2a2>+ F g ![xz) I .

1
R
i

Kuid - : }
zgr 4 a)3] = B(x°) - 82> 0 ehk E(x°) > [n(z)} = !

%  Aritmestilise keskmise
arvutusveottedid.,

Pikkede variatsioconridade vdi suurts arvude korral
v@ib aritmeetilise keskmise arvutamine kujuneds palju aega :
ndudvaks t&oks. Kasutame keskvélrtuse omadusi keskmine ar—
vutamise lihtsustamiseks,

Tunnuse Xx vddrtused voime esilada kujul 2 |

. X lx=-8) b,

kus b on meelevaldne arv, Otstarbekas on valida arvuké b
variatsioonrea kfige suurema sagedusega viddrtus voli rea al-
gusest ja 1lopust virdnel kaugusel seisev vaartus, Kuil koik i

LaK L



vahed x - b omavad ihisjegaje k, siis v3ime x vilirtused
esitada veel kujul
x-b

k

k#bo

=2 § 8lis x=kz.+ Db .

Eelmise punktl 3. jédrelduse piSh;lal

E(x) = E(kz + b)) s k B(z) + b
- ehk

X=kz+boe
- x-b

; Oleme taendanud x leidmise z = keskmise leld-
pisele, :
Aritmeetilise keskmize leidmise eeskirjes kasutade
saame valemi .
s ‘
et
o > ¥
X L k ¢b.
N

Eui sagedused fi omavad i&is;jugajat 1l , siis vaime
k3iki sagedusl vidhendada 1 korda. Keskmise viddirtust see
el mdéjuta, sest murru védrtus el muutu tema lugela ja nime~
taja jagamisel sama arvuga,

Valom aritmeetilise keskmise arvutamiseks omandab kuju

-
N ¢ o
- Z k p 9
X = k+Db

.

3 ‘Kui véértusi el scovita véhendada mingi arvu vdrra,
isiis tuleb antud valemis v3dtta b = O § vadrtustel vl sage-
dustel iihisjagaja puudumisel vGtame vastavalt k = 1 vl
=1, '

SHekiay
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Intervaliitud variatsioonrea pubul vitame keskmise
arvutamisel vddrtusteks intervallide keskkohad, See t@hendatl
et intervalli piir.des loeme tunnuse vélrtuste jaotumise
iibhtlaseks. - Seda tingib asjaolu, et harilikult pole olemas '
andmeid selle kohba, kuidas'vﬁlrtuaed/1ntervallisisese1t
jaotuvad, Keskmise arvutuseeskirjas valitskse arvuks k hari-
iikult intervalll pikkus v3i selle kordne,

Avvutusteks on kasulik koostada sobiv arvutusskeem,

1¢ n#lds, Leida tunnuse keskmine vé#rtus, kui variat-
sioonrida on jérgmine:

x [10,2 10,4 10,6 10,8 11,0 11,2 11,4 11,6 11,8 12,0
R R e T R R

Votame keskmise valemis b = 11,0, k= 2 ja 1 = 1, Siis'

x;~11
5 z
P8 gy 1
p - D m T 4
; Z r:!. )
Arvutusteke koostame skeemi
x-11 x~11 :
x IR £
-3 2 1
10,2 2 - 0,8 - 0,4 - 0,8
A0 8- -5~ ~ 0,6 50,5 = 0,9
10,6 8 - 0,4 - 0,2 - 1,6
40,8 13 - 0,2 Ot GRRE 1Y,
4
11,0 25 0 o Tt 1
14,2 20 0,2 0,1 2,0
G By | Y 0;2 25
11,6 10 0,6 0,3 3,0
1,8 6 0.8 0,% 244
12,0 1 1,0 0,5 - 0,5
100 10,3
‘ 5’7

~J




, Sellesse ritta, mis vastab X vHirtusele 11,0, lelame
negatiivsete arvude summa, ' Positiivsed arvud liidetakse
eraldi ja siis on kerge leids keskmise avaldises murru luge-
jat :
5,7
100

2, nédide, leida pdevanormi Taitmise keskmine % saja
t561lise tddtulemuste jérgi (vestlusandmed on tabeli kahes
esimeses veerus).

- X =

e 21 =11,1,

Plaani T681iste 1 x-137,5 x=137,5
téditmise arv f e X 137,5 o,
% Bt 25
50 - 75 2 62,5 - 75 -3 -6
75 - 100, 18 87,5 - 50 -2 - 36
100 - 125 32 1865 5 e 25 -1 S - 32
125 - 150 30 13745 i - 74
450 = 195711 162,5 25 1 1M
175 - 200 6 187,5 50 2 12
l 200 -~ 225 1 212,5 75 5 3
’{ 100 5 " : 26
| - 48
] ’
{ £ 48
| X = e 25 + 13795 = 125’5 %e

| 100
6, Mediaan,

Korrastatud statistilise reza mediesniks nimetatskse
seda liiget, millest mOlemale poole jHib virdne arv liikmeid
Nii onreas 32- 5 6 -9 12 15 17 mediaaniks 9,

sest lemast jédb mdlemale poole 3 liiget.
Kui reas op liikmeid paeritu arv N, siis leiame medi-
| aani (Me) jérjekorranumbri valemist

N + 1
Me = r——

2
- B




Reas 10 12 15 19 21 22 6:: 1liikmeid paariserv ja
sellist liiget polegi, millest mSlemale poole jéib tépselt
va@rdne arv liikmeic., Bellisel puhul véetakse mediaaniks
rea kaho liikme aritmeetiline keskmine, Vaadeldavas néi-

_tés on ' i E

: 15 ¢+ 19

2

i lihtesndmed on esitatud grupeeritult momentrsana
v3i intervallitud variatsioonreans, siis leiame medisani
Jérgnise mdttekdiguga. ‘

Jagame viédrtuste koguarvu pooleks, mis médrab mediaa~
ol jdrjekorranumbri, Seejdrel liideme sagedusi seni, kuni
JjOuame viélirtuseni, mille kohal sageduste summs iiletab esi-~

mesens ,_n_, o Beega oleks mediaangrupp miHrs: ud. Moment?

Mo =

217.

regs tdpautame medisani asukohta intervalii reces lineaars“
interpolatsioconl %eel, lugedes vilirtuste jaotuse ilhtlas :
1. ndide, Leids eelmise punkti 2,néive andmetel rea
wadiaan, Variantide sageduste summs orn 100, =sega vétame
medisaniks rea 50, liikme, BSageduste 1liitmisel leieme, et
mediaan asub int:zrvallis 100 = 125, sest seel 2 + 18 ¢
+ 32 > 50, BSaadud intervallist tuleb votta 30. liige (in-
tervallist alapoole jé&b 20 liiget), Intervalli 32 liik-
mele vastab %gﬁervalli pikkus 25, 30, liige =23ub algusest

R o SAGEAR o
Me = 100 + 23,4 = 1234,

Mediaapi arvvtemine kir;]eldatud viisil toimub :jﬁr@is

- valemi Jjargl N
)
2

lle-_-xue + ;

Bl dn-aidd.



PITINEY ¢ 1 A )

T

5% A medisanintervalllle eelnevate intervallide - -iuste

sumna, -

£y, - mediasnintervalli sagedus,

k -~ intervelli pikkus,

: Yy — medisanintervallil algus.

Momentrea korral v3ib aritmestiliseka keskmiseks tulls

 vé#irtus, mis ildse ei iihti rea liikmetega, mediaaniks on

ikka lks res lillkmetest (véi méhemalt ssllele véga liheds-
ne). Aritmeetiline keskmine resgesrib iges iiksikvidrtuse
muutumisels, mediaanile el avalda minglit mdju vidrtusts
muutumine mdlemal pool mediaeni. HMediaan reageerib siault
liikmete srvu muutumisele,

s

7'M o0od,

Moodiks nimetatakse rea kgiggrsuurema sagedusega 1ii-
get, Kidescleva paragrahvi 5, punktl 1. ndites on rea moo-
diks 11,0, Homentrese puhul leiame moodi ilma arvutustets.
Intervallitud rea korral mi#rame esmalt moodintervalli

'(1ntervalli, milles mood asub) suurima sageduse Jﬁrgi.

Moodi asukcha tdpuustamiseka intervallisiseselt loobume
ealduseet, et vidrtused jaotuvad intervalli ulatuses ihtla-
selt (seda eeldasime x - ja Me leldmisel), Moodintervalli

paaberintervalli sageduste abil otsustams leitud J&otumiser'

iile moodintervallis endas, ILiikmed loeme tihedamslt paigu-.
tatuks moodinterwy:ili selies osas, mille nasberintervalli
sagedus on Suurem, Moodi arvutame siis valomist

;v f¢1

Mo = xﬁo + * kua
fo1 * %4

S ST moodictervalll alumine piir,

k - 4dntervslli pikkus,
r*1, f_1 - vastavelt moodintervalll jérgneva ja eelneva
intervelli sagedus.

=g
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X e

1. n¥ide, ILeida 5. punkti 2, nélte andmetel rea mood.
Variatzioouareast ndems, €t

Yo <100, k=25, 2, =30, f,=318

Seepga ; 5 3
2 257530 g 750
Ko = 100 +

30+ 18 B

Viirtuste intervallisisest uhtlast Jaotumist eeldades
tuleka valida moodiks intervalli keskkoht,

Mé#rkus: Moodi arvutamiseks kasutatakse ka teistsugu~
seid valemeid, kuid tulemuste erinevused ei ole olulised, %
] Slimmeetriliste jaotuste korral langevad acitmeetiline
keskmine, mood ja mediaan kokku., Ebasimmeetrilise jaotuse
korral on nad erinevad. ;

¢ : W

Joonis 12 .

#ood on vordne pideva juhusliku suuruse jaotuskovera
korgeimale punktile vastava abstsissiga, mediaan - jaotus-
kovera alla jddvat pindela poolitava ordinaatléigu abstsis-
aige. Modiaan asub aritmeetilisest keskmisest wmbes iihe
kolmandiku moodi ja keskmise vahemaa kaugusel, 3

8.D 18 piex s iloon.,

Juhusliku svuruse gsendi karekieristikud peegelcavad
sunruse vddrtuste {ildist nivood, kuid nendes ei kajastn

S e e



viddrtuste omavahelised erinevused, vdiéztuste Jaotus iikstei-
se suhtes,
Olgu unHiteks juhuslikud suurused antud jactustabelitega

( - 0,01 0,01 ¥

X «100 100
P l 2 A 0:5 r

0:5 0,5

M3lems suuruse matemaatilised ootused on vdrdsed
B(x) = - 0,0140,5 + 0,01.0,5 = O
B(y) = = 100.0,5 4 100.0,5 = 0 ,

kuid vddrtuste jaotuste iseloom on visa’erinev, Suurnse x
vddrtused asuvad keskvidrtuse ligidal, suuruse y vidrtus=zd
kaugel, Teiste sdnadegas suuruse x hdlbod E(x) suhies on
véikesed, suurusel y suured,

Teades iliksnes keskvddrtusi vel ka moodi Jje mediasani el
/béa,otsustada, missugused on suuruse voimalikud vddrtused
Ja kuidas nad paigutuvad keskvéddrtusc suhtes, Tekidb vaja-
dus suuruse vdimalike védrtuste hajuvust iselcomustava ka-
rakteristiku jérgi. ;

Suuruse suurima ja véikseims véidrtuse vahe el iselocmus-
ta kuigi hésti vddrtuste hajuvust (kuigi seda mdnikord kasu-
tatakse), VOib juhtuda, et zuuruse va&rtused jactuvad ena-
muses tihedalt keskmise {imber, kuid lksikud vadrtused Jﬁ&-
vad koskmisest kaugele. Sellisel juhul annsb vane
tﬁmax' xminl moonutatud pildi vddrtuste jaotumismest, Oleks

vaje karakteristilut,mis arvestaks kdigl vdlirtuste paikne-
mist. Keskmise suhtes leitud hélvete keskmine ei sobi sel~
lepérast, et E{(x - 2) =0, kuigi vddrtused vdivad asuds
keskmisest kaugel. Hajuvuse méoduna kasutatakse mouikord
keskvddrtuse suktes leitud h8lvete absgolnutviddrtus-—

te keskvdértust, mida nimetatakse keskmiseks lineaarhiilbeks
de PFeskiri & leidmiseks omab luju

e -\—ﬂ o ks -
d:'= ¥ 3 Py ’xi a‘ .

Mida tihedsmalt asuvad suuruse vZartused keslanise limber,

a1




seda véiksem on ka

tega tillikas tegelda,

vdErtuste nsemel arvude

(x - _A)‘

(x, = 8)°

seskmine lineasrhdlve.
tilistes arutlustes on absocluubtvdrtusi sisaldsvate avaldis-
Hoopis muga\iam on kesutada absoluut-

suute, Hajumise karakbteristikutena

scsee (xﬂ . a)"

Jubuslilu suuruss. uape“sicnmiks nimetatekse tema kesk-

p.] - seses

Pn

viddrtuse subtes arvutatud hdlvete ruutude keskv&ﬂrtuat.

Bispersioon! s mbolina kasutsme kas O 2 ol D(x)e
Yastavals ded 1n1tsieonilo nisb oeakiri D(x) leldmiseks vdl~

Ja jﬁr;‘z..ue.u'

1, néide,

D(x) = B - [(x-a) 2] " Z(xioa)a R

vef

Leida suaruse x kesknina lis.c:ch&lve ja

digpersioon, kui on qmsud Jaotustabel

x ey

B T

G

Zemalt leiame )
8= 150,34 240,59 5,0,2 = 2,3 ; °

Bes iérel leieme hilvete absoluutvdlrtused Ja h#lvete ruudud,

Nende Jjavtustabeliteks on

X8 ‘ 1.5 QD '2'7,

Q55 7 0,2

22

0,5

9,2

P

D

!0.5 0,5 - 0,2

Midistes matemas=

Leiame suu-

(x-a)2 [1.69 0,09 7,29 -

T T T Ry apngey e

;
kesutatakss kiige sagedamini dispersioonl ja keskmist ruut-. .

hElvet, Belgltame nende mdistete t&hendusi,
Olgu amtud juhusliku suuruse jaotustabel,

ruse kesivddrtuse E(x) = a ning vddrtuste hdlbed a subtes,

Seajlirel leiawe hilvete ruudud, mille jactustabel onab ku;}



hsknine lineaarhdlve
; =.5.05+03.05+2,,.02-108,
dispersioon

D(x) = 1,69.0,3 ;_0,09.0,5 + 7429,0,2 = 2,01,

“Dispersiooni arvutamine iihtsustub, kui teisendada de-
finitsioonile vastavat valemit, Matemaatillise ootuse 5,
omaduse késitlemisel saime seose

Ekx -5)2} = E(x?‘) S

| -séeéa cleme joudnud tulemuseni
Nx)= 62 =2EGA) - [E@)] 2

-;,diapersioon on vdrdane suuruse voimalike vddrtuste ruutude
keskvddrtuse ja suuruse keskvidér juse ruudu vahega.

Euna E(xa) > a2 s 8iis on dispersioon alati positiivne.

2. ndide, Arvutame ée].mise nédite andmetel dispersioé—
ni teisendatud arvutusvalemit kasutades,

e R

-

B 0,3 0,3 1 0,3
2 0,9 1,0 4 12,0 D(x) = 7,3 ~ 2,32 = 2,01 «
B 0,2 1,0 25 5,0 e

2,3 743 ;

3. ndide, ILeida siindmuse toimumiste arvu dispersioon
liksikkatsel, 3 '
: Kéesoleva paragrahvi 2. punktis koostasime vastava ju~
husliku suuruse jaotustabeli

ning leidsime B(xX) =

- 03 -



Dispersioon

x) = E(x?) - [2x)] 2 = (1%.p40%0q) - p? = pp® =

= p(1-p) = pq &

Uksikkatsel vordub siindmuse toimumiste arvu disper-
sioon siindmuse ja tema vestandsimdmuse tdendosuste korru-
tisega,

Positiivset ruutjuurt dispersioonist nimetatakse
keskmiseks ruuth&lbeks ehk standardhélbeks 6

6 = VD(:) .

Standardhélbe dimensioon ihtib suuruse dimensiocniga,
dispersiooni dimensiooniks on suuruse dimensiooni ruut,

Mida suurem on dispersioon v3i standardhiélve, seda
rohkem on suuruse viirtused hajutatud keskvédrtuse iimber,

IDispersioobi onads 81,

I omadus, EKonstandi ¢ dispersioon on null,
T3epoolest

De) = B(c®) - [B(e)] 2 =¢2 -2 0 (vt. E(x) oma-
dusi),

Eonstant omab ainult ihe vidrtuse ja mingit hajumist
ei ole, Ny

IT omadus, Kui suuruse vdimalikud védértused omavad

thise teguri ¢, st, y = cx, siis vdib selle teguri tuua
dispersiooni mirgi ette ruutu tostetuna

D(cx) = ¢2D(x) .,

Omaduse &igsuses veendumiseks l&htume dispersiooni de-
finitsioonist ja vatame arvesse; et E(cx) = cE(x) = ca

ety T LI



Siis
D(ecx) = Z(cxi-l(anap,_ = 3 (exy~ca)®p; =
= §:<:“",(x‘1_—a)2pi = ¢? Z (xj_-a)zpi = ¢2.D(x) .

III omadus, Sdltumatute suuruste summa dispersioon
on vordne liidetavate dispersioonide summaga

D(x+y) = X(x) + DX(¥) .
Kui téhistada B(x) =e; , B(y) =a, ,

giis E(x+y) = a,+a, ning keskvidrtuse omaduste pdhjal

Dkx-;y) =E { [(x-o-y) - (a1+a2)]2} = B {[(x-an) +
+ (y-aa)] 2} = E {(x-tq)z + 2(x-a,) (y-8;) + (1-32)2 54

=B [(x-a.,)a] + B [(y—az)a] +2E [(x-&,) (:—ea)] .
Kaks esimest liidetavat annavad vascavalf D(x) Jja D(y) ,
viimane liidetav on null (pdhjendadal). Seega

D(x+y) = D(x) + D(F) »
Jéreldused:

Kahe suuruse vahe dispersioon vordub suuruste disper-
sioonide summaga :
D(x-y) = D(x) + D(y) ( II ja III omaduse pdhjal).

2, Kui k ja b on konstandid, siis
D(kx+b) = K°D(x) (pBhjendadai).

Juhusliku suuruse lineasaravaldise dispersioon vérdub suu=-
ruse dispersiocni ja suuruse kordaja ruudu korrutisega,

= h5 2



4, nédide., -Leida suuruse y dispersioon
¥y l 0,2 0,4 - 0,8
p| o4 o0& 02

Védrtustel on iihine tegur 2, BSuuruse y voime esitada
kujul y = 2x, kus suuruse x jaotustabeliks on

o l 0,1 032 0,4
P ] O i Ol L Oy2

Siis
x P xp X? XZP'

0,1 0,4 0,04 0,01 0,004
0,2 0,4 0,08 0,046 0,016
0,4 0,2 0,08 0,16 0,052

D(x) = 0,072 ~ 42° = 0,032 " ja. D(y) = 2°.0,032 = 0,128,

2o néide, Leida suuruste x Jja y summa dispersioon,
kui suurused on antud jaotustabelitega
x { 04 ¥ , =1 50 1
P |03 0.5:0,2 r ]0,2 0,5 0,3

Kﬁesolavg paragrahvi 4, punkti 1, nHites on x + ¥y jao-
tustabel koostatud

X+ yl -1 [¢] 1 2 .‘3
p ] 0,06 . 0,25 0,38 9,25 0,06

Leieme dispersiooni kahel viisii, Arvutuste kéik nah-
tub tabelist,

n

& 06



v x+y P (x+y)ep (m:r)2 (x+y_)2.p

-1 0,06 = - 0,06 4 0.06
T 025 0,00 0 3 0,00
4 0,38 0,38 1 0,38
4 0,25 0,50 4 1,00

3 0,06 0,18 9 0,54
1,00 1,98

D(z+¥7) = 1,98 ~ 12 i 0098 e

x p ¥ 3 xp y v T ¥ Pr
0 0,3 0 0 o} -1 0,2 -0,2 1 (o J-
i 095 0.5 0555 00,5 .-0;0-0 0,0
2 0,2 "4 0,4 0,8 g oot P o Sl " P T | 0’3
% 0,9 153, . 041 . 0,5

D(x) = 1,3 = 0,5° = 0,49 , () = 0,5 ~ 0,01° = 0,49 3

Dx) + D7) = 0,.98 =DX +3) o

flpispersiooni leidmine va-
rdatadogonrea i andneteol

Empiiriliste andmete puhul kasutame dispersiooni stim-
bolina O 2 asemel s° . ; s

Variatsioonrec: korral saame dispersiooni definitsiooni
 kohaselt arvutuseeskirjaks k :

! e
(X7 = %)% A
2 52 = L = i = z: (xi = x)Z ol
pRs]
Stﬁndardhélbe & leiame 87 kaudu
R T
3 = \;8

= P \



Dispersiooni teisen’atud arvutuseeskiri esitub kujul
o u B(xz) - [l(x)] T ;E - 2

- dispersioon vordub vidrtuste ruutude keskmise Ja keskmi-

8¢ ruudu vahega,

Intervallitud variatsioonreas valime tunnuse védrtus-
teks intervallide keskkohad,

Dispersiooni 32 arvutamine v5ib valmistada suurte
arvude puaul tehnilisi raskusi, Sellepéirast antakse 52
leidmise eeskirjele tihti telsendatud kujue Valemit teisen-
d=me nii, et saame &ra kasutada ka x leidmisel teostatud
arvutusi, Tuginedes x leidmise eeskirjale saame

2
xi-b £

—— i
ZLu k 3
82 = oka‘(x"b)z
fi ;

P

Simbolite b , k , 1 tiéhendus on sama, mls aritmeeti-
lise keslmise leildmisel,

Ecnkreetse arvutuseeskirja valik oleneb ldhteandmete
hulgast ja iilksikv&#rtuste suurusest,

1. ndide, Leida standardhdlve 3. punkti 1, ndite and-
metel, ;
Pdevas koristati keskmiselt X = 25 ha. Dispersioon,
kui h#&lvete ruutude keskmine

2. (22252 6sPis a7 4 P8 e

- = 2,88(ha?)

Standardhilve
8 = V-Z.,—B-S_ = 1,7(113).

2 néide, Leida dispersioon ja standardhilve 3e punkti
2. n#ite andmetel (automaatpingil toodetud detailide stan..
‘dardsuse kontroll),

e - e



Bsitame arvutused iihes tabelis, kusjuures puuduvad
lahtrid ) p.x Jja J f.x leidmiseks, sest keskmine on juba
saadud.

x P £ x2 p22 fx2
0 0,264 11 0 (o} 0
-1 0,38 20 ) 0,38 20
2 0,26 12 L 1,04 48
L) 0,10 5 3 0,30 45
4 0,02 216 0532 15
50 2,64 145

62=268-128°=213 GS= 1 =1.
5 145 5
BT T T = 1,1 § 8 = 1,05,

3., ndide, Aaatatel 1889 - 1890 mdddeti Moskva 1000
meestddlise pikkus (modtmisandmed on tabeli kahes esimeses
lahtris), Leida t58liste pikkuse keskmine ja standardhélve.

Valime k = 3, b = 165,5, l=1,

=16 x-165,5 2 x-16 ~16 2
. ¢ x-165,5 ¢ ’ ) 5,5 2 (x 515) of

3 2 2 2
143 - 146 1 -7 49 -7 49
W6 - 149" 2 -6 36 -12 72
9 -152 8 -5 25 40 200
152 =155 26. = &4 16 ~104 416
WDaw D8 65 harS 9 -195 585
158 -~ 161 120 = 2 4 -240 480
161 - 164 181 -1 1 ~-181 181
164 - 167 201 ~779
167 - 170 170 1 1 170 170

170 - 173 120 2 4 240 480

- 79 -



g 192 576

173 -~ 176 64 3 :
176 - 179 28 4 46 . 12 . 448
179 = 182 10" 5 25 50 . 250
482 -~ 485 3 € 36 18 108
185 ~ 188 1 7 49 iy 49
1000 ; 789 4064
: 10
Lelame . ' :
ot i
Sty - :
- ot k' \ 10.5
* =0+ . k = 165,5 ¢ = 165,53 cmg
N
x1~b 2
3 i) o ' 4064
L— > -
S SR © B S DY ! reaniocntins. s O
£ 1000

~(165,53-165,5)° . 36,584

B = V 36,58 = 6,05 cm.

Mide véiksem on standardhélve s, seda tihedamalt jao-
tuvad suurugse védrtused aritmestilise keskmise limber, kus-
Juures suuruse vddrtuste hdlbed koskmise subbes .enamikul
juhtudel ei ilileta kolmekordset standardh#lvet (pdhjendame
hiljewm}  Hinnake seni lahendatud n#idete puhul, kas ja kui
palju vairtusi jhéb véljapoole tdkkeld T 4 3s.

w 80 =



§ 4, JUHUSLIKU SUURUSE JAOTUSI.
{fkorduvate katsete skeemn.

: 1, nédide. Heal laskuril on mérklaua siidemiku tabamise
tdendosus iga lasu korral 0,9, Kul tGenZona on tabada sii~
damikku (saada 10 silma) 8 korda 10-st lasust? ;
Iga lasu tulemus éf 83ltu eelmiste laskude tulemustest,
Iga lasu puhul kas tabatakse 10 (siindmus A) v3i el tabata
(sindmus A), kolmandat vdimalust ei ole.
Ulesande lahendame hiljem,

2, n#iide. Urnis on valged ja mustad kuulid, kusjuures
valgete kuulide arvu ja kuulide lildervu suhe on p, Urnist
véetakse ilma valimata kuul, registreeritakse tema vérv ja
pannakse tagasi, Kuull vGtmine on iliksikkatse, mida vdime
korrata vajalik arv kordi., Pérast kuull tagesipanekut se-
game kuulid uuesti, Katsete sellise korralduse Juures ei
s86ltu jérgmise katse tulemus eelmistest katsetest Jja igal
katsel on valge kuuli saamise tOendosus pe

Urnist kuulide votmise pShimdttel toimub ka sama 1iiki
toodete kvaliteedi kontroll: toode kas vastab ndutud tingi-
mustele voi el vasta.

Muutumatutes katsetingimustes sooritatavaid iibetiilibi-
lisi katseid, kus ilhegl katse tulemus ei s3ltu eelmistesy
katsetest, nimetatakse sdltumatuteks katseteks, Kul kat-
sete kordamisel huvitume kogu aeg ainult sellest, kas kat-
86l toimub teatud siindmus A vdi ei tolmu - (s.t. toimub siind-
mus A ), siis rélgime korduvate katsete skeemist,

2,Bernoulli valen.

Tihti tuleb otsida vastust sellistele kiisimustele,
nagu néitekss: kui tdendone (kui usutav, pdhjendatud) on, et

e



piimakombinaadis vooluliinilt tulevast 1000 korgitud
pudelist on 950 vigasteamata?

kauplusse toocavast 10,000 kingapaarist on vdhemalt
9900 paari defektideta?

linnaliinidel kurseerivast 50 bussist ei lange pideva
jooksul rivist vdlja rohkem kyi 6 busai?

urnist kuulide votmisel n korda saame valge kuull =
korrai? Jjne.

Provleemi ildine seade on jédrgmine: kui suur on tde-
néosus siindmuse A m-kordseks toimumiseks n sdltumatul kat-
sel kui A tdenédosus iiksikkatsel on p?

Alustame vidikesest katsete arvust ja selgitame, mis-
sugused voimalused esinevad,

Uhel katsel on keks vdimalust: toimub A voi A toendo-
sustega vastavalt p véi q.

Kahel katsel on jédrgmised voimalused: 1) molemal kat-
sel toimub L| 2) esimesel katsel toimud A ja teisel A 3
3) esimeeol katsel toimub A Jja teisel Ag 4) mdlemal katsel
toimub A . Loetletud vdimalused on liitsiindmused., Esimene
vdimalus kujutab liitsilindmust, mis seisneb osasindmuse A
kaks korda toimumises, Analoogiliselt tdlgendame ka teisi
voimalusi, Iga liitsiindmus on osasiindmuste korrutis ja
me téhistame neid_gastavalt.varasemale kokkuleppele 1) AA,
2) 4k, 3) AA, 4) AA. Nende tdendosused leiame A ja A toe-
néosuste keudu korrutemislause abil, Néiteks siindmuse AA
tdendosus on gp. Esitame vdimalikud liitsiindmused ja nende
toendosused tabelina ]

Ak AZ AA Aj
DepP Psq Qop GeQ

Kolme katss pubul arur{eme semubtil kul kahe katse puhul
Jja jouame jirgmiste vdimalike iiitsilindmusteni

AAA AAA AAﬁ SAA ARA _AAA AAA LYY
% il x4 2 = 2 5
4 - q9. P 3 P Pg Pq pa q

A g



Tdendosuse siindmuse A iihekcrdseks toimumiseks kahel
katsel leiame tGendosuste liitmislause atil, Siindmus A
toimub iiks kord, kui Ukskdik kumb 1iitsindmustest AA vol
AL realiseerub., Thhistades tBenkcsuse sundmuse tihekord-
geks toimumiseks kahel ketssl simbolige P2 4 (esimene in-
deks n#iteb katsete, teins sundwuse A toimumiste arvu,
saame P2,1 = pPqQ ¢ QP = ZpQe Analoogiliselt leiame tdendo-~
suse A toimumiseks 3 katsel vastavalt

3 korda Py 5 = 0’
it >
2 korda P3’2 = p2q ¢ pPq+ p2q =2 p q
2 2 2 2
1 kord P3,1 = pq" &« pa” + pPe” = 3pq

g el
0 korda P5’o =qQ°
Kui vdrrelda leitud tdendosusi Newtoni binoomi (p + q)3
arendiga
: (P +2)® = p° « 25°q ¢ 3pa° ¢ @ ,
8iis n#éeme, et arendi 1., liige on vdrdne tdendosusega P5'3 (]
2. liige ~ tGendosusega P5 2 +he.

Kogu eelnevat mdttekiilku vaib iile kanda ka 4,5 ja ena-
- ma katse juhule, {ildiselt n katse juhule,

Taan!osua siindmuse A m-kordseks toimaniaeka n katsel P
on vardno Newtoni bimo arendi;(p -m + 1)-8€
liikmega

e

4 m _n-n
Pn,m m q: PR
8ee vodrdus kannab Bermgulli valemi nime,
Siimbol Cﬁ tédhendab kombinatsiconide arvu n elemen-

dist m kaupa ja seda viime leida valemist

ni

0

n

n} (n -m) }

kus juures lepime kokku lugeda Of = 1 .

Ry



n |}
P & pn qn-m
n,m ! ( n_m) 1

1. néide, FKui suur on tden#osus siindmuse 3-kordseks
toimumise}s neljal katsel, kui siindmuse toenﬁosus iiksikkat-
sel p = —— ? Antud juhul n = 4, m = 3,p —3- Ja

q=21-p= %— . Paigutame vastavad védrtused Bernoulli

valemisse

4§ 2 3 1 43,2 8 1
Pq_ 2 = (") 3 " B TR,
2 33 (4-3)8 3 36241 27 3
32
= ;1' )

2, n#ide, Lashendame eelmise punkti 1, néites tdstata-
tud probleemi, Laskude arv n = 10, mérklsua siidamiku taba-
miste (siindmus A) arvm =8 Jjap =0,2, Siis qgq=1 - 0,9
= 0,1 ning
1’10.8 X 104 . 0,98 2 10 « 9 oA

81 (10-8)2

1
®
o
p¥e)
°
n

. 0,9%< 0,194

i
Nl—\

Jubae k#desoclev ndide nditab, et Suxu'-emate arvude puhul
.pOrkame kokku arvutuslike raskustega.

3. nédide, T3endosus &pdevaks ettsnébtud elektriener-
glia normi mitteliletamiseks p = 0,75, Kul tGendone on, et
6 pédevast 4 pHeval el liletata normi?

Ulesande andmetest ndeme, et

20,75 y =6 ,m=4 ja qQ=1-p = 0,25,
Otsitav tdenéosus on

61 X on 8

P R s 078 50,0590
6% " ai(e-a)1 | ;

. 0,75% . 0,25° = 0,3

- TR



4, nédide, Mis on tOenHosem: kas vdita virdset vastast 5
korda kahsksast méingust vdi 3 kords neljast méngust?

Vordse vastasega méngides on mdlemal poolel voidu tde-~
pniosus p = 0,5 jaka q =1=-p = 0,5 &

o4 1.5 1.3 :
P, = ¢ . ) e
(X R ey Gd A AGALT 5
43 1 3 1 4
P = ) ® = . .
3= S 2 e

Tdendosem on viita 3 méngu neljast,

3, Binomiaeljaotus.

Blindmuse A toimumiste arvu m nimetatakse siindmuse sa-
geduseks n katsel, Sagedus m on juhuslik suurus, Bernoul-
11 valemi sbil koostame sageduste tiendosuste Pn,m Jjao~
tustabeli.

m i 0 1 2 S s m AR B

Toendosused jaotustabelis on vdrdsed Newtoni binoomi
arendi liiknetega ja selleplrast kannabki koostatud jaotus—
tabel binomisalse jaotustabeli nime,

Korduvatel katsetel allub siindmuse A sagedus m bino-
miaaljsotusele.

1. ndide. Koostada sageduse m Jjaotustabel, kui
P=0,4 ja n=5, Sagedus m voib omandada vé&drtusi
0,1,2,3,4,5, mille tOendosused leiame Bernoulli valemist

' m » S5-m
| P p = c‘; 0,4 ., 0,6
Jaotustabel esitub kujul
m | 0 R 2 3 4 5

5 ‘0,078 0,259 0,346 0,230 0,077 0,010

o



2. ndide, EKcosteda sageduse m jactustabel, kul
= 0,5 & n= 5, Khesoleval iuaul on ke g = 0,5 ja
evaldises & :

By =0 0,88 0,578

;M

on iga m korral 0,5% . 0,57® = 0,5 = 0,03125

Tgendosused leiame korrutades 0,5  kombinateioonide arvug
5 elemsndist m kaupa, JOueme jactustabelini

n c 1 2 ] 4 5 4

rj,m % 0,03125 G,15625 0,7125 0,3125 0,15625 0,03125

¥shes viimases n#éites koostatud jaotustabelite vOrd- 4
lemigel néeme, et teismel juhul on ﬁGen&osusﬁe Jjeotus slim- |
méetriline, esimesel Juhul ebesiimmeetriline, Kul p = q =
= 0,5, 2i¢13ib simmeetris ima n korral, p = q¢ korral on
banomi-aljsotus ebasimweetriline. Kuid isegl teineteisest |
srinevate p ja q korral katsete arvu n suurenemisel liéheneb|
Jeotustsbel simmeetrilisele, H&sti v3ib seds niéha polii-
goonidel, mis on koostatud jubuks xui p = 2,8, s.t. on lei-
tud bihoum! (0,8 4 0,2)" srendi 1liikmed kolmel n viirtuse
{joonis 13). Katsete arvu kasvamisgl léhenedb poliigoon su-
Jjuvale kGverale. 4 3

Z#mitleme mOningaid binomiaaljaotuse omcdusi cuginedeﬂ
ecelmistele néidetele ja joopisele 13. - !

I. Sagsduse tdendosused P iildipelt kasvavad makai-
mealse viartuseni ja seejérsl Jllle kahanevsd, .

1I. Katsete arvu n kasvades sama p korral taendosuse
fn.u widprtused vihenevad, See on hdsti néha Joonisei 13+ &
Seliele dreldusele voib jouda ka jdargmice arutlusega.
Alsti on kdlzl P summna vdrdne ithega  (jaotustabell koos-%
tanise pants1ip!5. Kui katsets arv aga suurensb, siis kas—j
vab ka sageduse vaimalike vi#rtuste arv Jja iga sapeduse
esiaemise viimnlusea vihenevad.

- B0 -



III. Katsete arvu n kasvades lidheneb binomiaaljaotuse
poliigoon pidevale kdverale, kusjuures poliigooni ja abstsiss-
telje vahelise kujundi pindala on ikke virdne lhega (sele-

ta, miksi).

020
o15
040

005

0 2 4 6 8 10 124 16 45 20 29 % m

Joonié a5

Leiame ‘binomiaasljaotuse karakteristikud, 8iindmuse
toimumise sagedust iiksikkatsel t3lgendasime 3, paragrahvi
2. punkti 2, néites juhusliku suurusena X, mille karakte-
ristikud olid jérgmised ¢

B(») = p3 D(x) = pd.
Kui katsete arv on n, sils scame sageduse m, liites n suu-
rust X 4 .
: = + Xo
m = X,' 2 % ek Xn .

Indeks tdhe X juures né#éitab, mitmendale katsele vastavst ju-
huslikku suurust X veatleme. Kdigi Xi Jactused on iihesugu-~
sed ja seegs on pexsde keskvadrtused ning diepersioconid vécd-
~ sed, Keskvéirtuae'ja dizpersiooni omaduste kohaselt

E{m) = rpg  I{(m) = n.pq S(n) = \npa

g7



~ konstantse p korial katsete arvu n kasvades kasvavad ka
sageduse keskvéddrtus, dispersidon ja standardhélve.

Jagades sageduse m vaimalikudmvﬁﬁrtused katsete ilildar-
vuga n saame relatiivse sageduse Sa—y Ka relatiivne sage-
dus on juhuslik suurusg tema keskvédrtus

g

m s
B(=)= = Em) = = .np=p}
n n, n

dispersioon

; o Pa
D(2)= ;117 D(m):-;%—_npqa s 5(-) V=

- binomiaaljactusel relatiivse sezgeduse keskvédértus vordub
asiindmuse tdenéosusega ilkslkkatsel ning el s3ltu katsete ar-
vustg hajuvue vEheneb katsete arvu kasvamisel (dispersiooni
avaldiges or n murru nimetajas).
Bagaduse m seda vélrtust, mille t3endosus on suurim,

nimetatakse tOendoseimaks sageduseks., TdenHdoseim sagedus

/4 on ' binemiaaljaotuse mood. Kuna binomiaaljaotus lﬁhe;i
neb siimmestrilisele jaotusele, siis léheneb ka mood kesk-
véd#drtusele, Tden#doseim sagedus on vordne E(m) -ga

/u-:np,
kui see korrutis on téisarv, Kul age keskvidédrtus el ole
t&isary, 2iis tuleb tTendoseimaks sageduseks vitta tdkete
np - Q@ Jja np + p vehel olev té&lsarv, s.t.

np-<-1</bi< np + Pe
Olles leidnud M saame Bernoulli valemiet leida ka
n,
1. néide. Leida tdendoseim sagedus, kui p = 0,4 Ja
= 5o Lelawe np = 5.,0,4 = 2 Jjs kuna np on praegu téisarv,
siis M = 2 « Tulemuse vOrdlemisel eelmise punkti 1, néite
tulemustega nseme, et tdepoolest 4= 2 tdendosus on suurim.

- 88 =



2. néide, Leida tdendoseim mérgi tabamiste arv iihek-
- past lasust, kui liksiklasuga tabamise tGen#osus on p = 0,8,
Katsete arvn = 9, p = 0,8 jaq=1 - 0,8 = 0,2, FKor-
rutis np = 7,2, S.t. ei ole tHisarv ja seepérast leiame
np + p = 7,2 # 0,8 3

_ np = q= 7,2 - 0,2=7
Tdendoseimad sagedused on 7 ja & vordse thendosusega.

3. ndide, Praakdetaili tootmise tdenéosus on 0,035.
Leida tOen#doseim praagi hulk 500 detaili tootmisel.,

Niiiid on p = 0,0353 n = 500 ja n « p = 500 0,035 =
= 17,5. TOendoseim praagi hulk asub tékete np + p = 17,5 +
+ 0,035 = 17,535 janp - q@ = 17,5 - 0,966 = 16,535 vahel,
Jérelikult A4 = 17, Lelame, kui tGenéone on:/ol= 17 praak-
detaili saamine,
‘Tuleb arvutada
%

500 ¢ :
P500,17 = —-——— = 0,035'7 , 0,965483
178 4838

mis velmistab tosiseid tehnilisi raskusi.

4, Ligikaudne valem toenégosuste

; Pn,n ; eidmiseks,.
Suure katsete arvu p korral on tdendosuste P, arvu-

n,m
tamine Bernoulli valemi abil viga tiilikas. Puuame leida

-lihtsama mooduse vastava tdendosuse leidmiseks., Kasutame
selleks ka joonisel 13 esitatud poliigoone. Néeme, et katse-
te arvu suurenemisel omandab poliigoon jérjest korrapﬁraseﬁa
kuju., Poliigooni haripunkt vastab abstsissile E(m) =
ning poliigooni siimmeetriateljeks kujuneb sagedusele «¢ =np
vastav ordinaatldik P e« Otstarbekas on valida uus
koordinaatide alguspunkt punkti, mille koordinaadid on esi-
algse teljestiku suhtes (np, 0) (vt. Jjoonis 14).

Téhistame punktide abstsisse uues teljestikus siimboli-
ga m', Uleminekuseos on jérgmine

.m! =m -n0p ,
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XS
=3

Joonis 14,

Suurte n vié#rtuste puhul poliigooni alus venib Jérjest pike-
maks ja ordinaadid véhenevad, Muudame mastaspi, vi#hendades
kujutusiihikut abstsissteljel (= /;EE‘ korda ja suurenda-—
des seda ordinaatteljel sama arv korda, Siis on punktide
m* uued abstsissid

m? n - np
X = &
npq npq
Ja sageduste m t3endosusi kujutavate ordinaatldikude Pn o,
?
asemel 13igud pikkusega

J = npq e Pn’m .

Seega oleme poliigooni iihes suunas kokku surunud ja tei-
ges suunas vdlja venitanud sama arv korda ning polugooni ja
abstsissatelje veheline pindala el muutunud.

Joonisel 14 on sageduste m tdendosuste teisendatud po-
liigoon léhteandmetega n = 253 p = 0,23 q = 0,8. Vastavad
arvulised vd#rtused lelame valemitest

m - np m - 25, 0,2 n-5
X= = = t

npq {25 0,2 . 0,8 % 2




¥y = /npq Pn,n "'?‘st,m

ja on toodud jédrgmises tabelis

n 0 1 2 3 4. 5

2w 2,5 w20 e K1 S -0
P 0,005 0,02 0,07 0,14 0,19 0,20
25,m

y| o,00 . o0,086 0,014 0,28 0,38 0,40

n 6 7 8 9y 10 1'1

x| 0,5 1,0 1,5 2,0 U PO
Prsm 0,16 0,11 0,06 0,03 (o 15 . Bl 0,005
v | 0,32 0,22 0,12 0,06 0,02 0,01
~ L

Tabelis el ole antud sagedusi alates 12-st, sest nen-
de tden#éosused. on arvutamise ja samuti joonistamise tépsuse
piirides praktiliselt nullid, ‘ 4

Sageduse m asemel on uueks jubuslikuks suuruseks x,
mis avaldub binomiaalse jaotuse karakteristikute kaudu -

m’- E(m)
S (m)

X =

Vahed m' = m - E(m) on sageduse m vdimalike valrtuste
bdlbed nende keskviélirtuse suhtes, Hiélbed m' on jagatud sa-
geduse standardhélbega. Suurust x nimetatakse sellepédrast
ka sageduse m normeeritud h#lbeks keskvélrtuse E(m) suhtes,

Laplace'i lokaalteoreem vdidab, et katsete arvu n tG-
kestamatul kasvamisel léhenevad suuruse- yynpq . Pn.m vidr-
tused piiramatult funktsioconi 12

P moeg E
véddrtustele, kus ‘ :

L e



m - np

X =
npq
katsete arvu n tdkestamatul kasvamisel ldheneb sageduse m
tGendosuste poliigoon piiramatult kdverale

x 2

1 ; i
= —a T2 .,
v X e

Matemaatilises siimboolikas voime seda esitada kujul

: 1 il
lim  y/npg .« P 2 — T T2

n-»>ao i VZT

ehk kiillalt suure katsete arvu n korral

1

TR (A Sl —ai -

Funktsiooniga {2 (x) m#dratud toendosuse tihedust ni;/¢
metatakse normaaljaotuse tiheduseks ja ¢eldakse, et juhus- |
lik suurus allub normaaljaotusele. Normaaljaotust késitle-
me liksikasjaliselt edaspidi.

Laplace'i lokaalteoreemi ja normaaljaotuse moistet ka-
sutades vOime ilitelda, et killalt suure n korral ldheneb bi-
nomiaal jaotus normaaljaotusele., Bionomiaaljaotusele alluva
suuruse voimalike véédrtuste toendosused saame leida normaal-
jaotuse tiheduse kaudu, Normaaljaotuse tiheduse {2 (x)
vifirtuse antud argumendi x véddrtusel leiame harilikult vas-
tavast tabelist (vt. lisa I),.

Rokkuvdte. TBendosuse Pﬁ & arvutame kiillalt suure
J s
katsete arvu n korral jargmiselt:
1) leiame sagedusele m vastava normeeritud hdlbe
m - np

X = H
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2) leiame saadud x védrtusele vastava ¥ (x) vadrtuse
| tabelist, kusjuures P (=x) = F(x)s
3) leiame otsitava tdendosuse

1
T ity P (x) °
/ npq _

Saadud Pn,m védrtus pole kiill péris tépne, kuid
viga on juba vdga vdike n 220 korral ning kahaneb kiires-
ti n kasvades, Arvutamine ligikaudse valemi abil on tundu-
_valt lihtsam ning véhem t00mahukas vdrreldes Bernoulli tép~
~ se valemiga.

1. néide. Praakdetailide tootmise tdendosus om 0,005.
Kui tOendone on, et 10 000 detailist on praskdetaile 407?

3 Liéhteandmetest p = 0,005 g m» = 10 000 , m = 40 leia-
me

Pn,m =

q=1-p=0,995 g /npq = ‘ﬁooo e 0,005 & ;995 ~~

- =2 7:05 3
m - np 40 -~ 10000 . 0,005 :
X = = 2 = 1,42 .
npq 7,05 :
Tabelist leiame (¥ (x) vélirtuse kohal x = 1,42 , sest
P (1,42) = P (1,42) = 0,1456 ja
0,1456
10000, 40 2 — ~, . 0,0206 .
7,05
Bernoulli valemiga arvutades saame
s 0000 I
Pa0000 , 450 = 0,005* , 0,99599%0 _0,0197 ,
25 403 960!

Ligikaudse vadrtuse viga 0,0206 - 0,0197 = 0,0009 moo-
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1

dustab 4,5% tédpsest védrtusest, mis praktika seisukohalt
el ole olulise téhtsusega.

ENormaaljaotuse tihedus.

A, Ralmises punktis nimetasime funktsiooni ~

Y@ = = 5 52
X) =

V2o ©
normaaljsotuse tiheduseks, Tuleks kontrollida, kas ¥ (x)
puhul on téidetud tingimused, mida peab rshuldama tdenédo-
suse tibhedus (vte §2, pe 7).

Funktsioon ¥ (x) on iga x korral positiivne, sest po-
sitiivee arvu e astmed on mis tahes astendaja puhul posi-
tiilvsed, TIntegraalarvutuse kursuses ndidatekse, et

+Q0 : : T
/ e-—‘rz & =1. |
-Q0

729‘( 3
Seaga tdidab ¥ (x) mdlemaid tdendosuze tihedusele esitata-
vaid ndudeid,

Rormaal jaotuse tiheduse ¥ (x) graafikut nimetatakse
normaalkdveraks enk Gaussi kaveraks._ Gaussi kGvera vorrand

on ;
1 e e '
yi= -7;;_ e 2 B , ,
Mnktsiooni y = W (x) uurimisel selgub (vt. I kur-
suse matarjall), et funktsioonil on maksimum punktis x = O

J2 Fnax =TT A20,3989 ning kidinupunktide abstsise
8id on x =4+ 1, millele vastav funktsiooni véirtus on
¥(+ 1) = 0,2420 , X3ver on simmeetriline ordinaattelje
suhtes. Gaussi kdver on joonisel 15a. '

o



) PO :

N

"

3 X a-60 a a+6 X

A e

Joonis 154

B, Osutub, et juhusliku suuruse tGendosuse tiheduzeks
on ka iildicema kujuga funktsioon

e (x-s 2

1 x-a)®
P(1)=.—gﬁ a 2@ 2 i3

kus parameetrid a ja & on reaalarvud., Seda funktsiooni

‘nimetatakse iildise normaaljactuse tiheduseks,

Eespool defineeritud normsalne tihedus J (x) on funkt-
siooni p(x) erijuht, mis vastab parameetrite védrtustele
=0, S =1.

Saab n#éldata, et p{x) avaidises esinev parsmester a on
normaal jaotusele ailuva juhusliku suuruse keslviirtusska ja
parameeter & on standardhiibeks

a'= E(x) , 6= ;/-ﬁzx) .

Loetleme funkteiconi p(x) vurimisel saaqud tulemusi
(vt. I kursuse mater;jall):

" 1) funktsiooni naknimum asub keskvidrtusele vestavas
punkbvis x = a Ja s A :_61-7 =}

2) ké&8nupunktid asuvad keskvéértusest kahel pool kaugu-
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sel 6, s.t., et ké#nupunktide abstsissid on

x = a + ¢ , Kédnupunktide vahel on kdver kumer,
vidljaspool noguss )

3) k&ver on simmeetriline sirge x = a suhtes,

4) kdvera asimptoodiks on abstsisstelge 1

Uldise normaaljaotuse tiheduse graafik on joonisel 15 bs |

Keckvéddrtuse a muutumine jééva @ korral nihutab nor=

mealkdverat abstsisstelje sihis vasskule v@i paremale, Kui

muutub standardhélve © keskvddrtuse a muutumatuks jaddes,

¢iis muutub normaalkdvera kuju, kuid nii, et kSvera ja abs

sisstelje vaheline pindala on ikka 1, Joonisel 16 on

esitatud normaalkdverad kolme erineva standardhélbe korrai"

nrvulised andmed on tabelis

x a a # 0,5 a +1 a+2
y(6 =1 |0,399 0,352 0,242 0,054
¥ &= 0,5)| 0,798 0,484 0,108 :
(&8 = 2) 0,200 0,194 0,176 0,121
)

]
=
>

..
i

S\

3oonis 160
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Ndeme, et mida‘yﬁiﬁsem on &, seds suurem ot Joon 38
im on kover ning seda rohkem kGvera all olevast pind-
on keskvédrtuse a iimbruses. Kui & kasvab, siis kdver
b jiriest lamedamaks ning pindala jaotub abstsisstelje
1alemalt. :
G. Normasl jaoitnge 'tib@duself

: Ctea®
oGe) = 6;/2%‘ BEiP

lle minne funktsiconile : : :

3 : Ay B

1 % Vg

P(t) < g 2
- oy :

' naatide texsenﬂamise teel. asenaades x vﬂértased nne

eritud halvetega 4o iF 3 5 )

XAl G £

t = q?.__. SIS o2 ; 3 &5

minek muutujalt x muutujale t {;ahendab koordigaatide al-

unkti nihutamist. punkti % a,ku;jubusuhiku véhendamist

tsisstelje sihis 6 korda ja s'uurenda'nst ordinaaﬁtelje

S sama-arv korda. See on analooglline punktia ? kasu~-

d koordmaati.de tel sendam.sewa. g

(7 ’ _ \
ormaalne, dao tusfunktaelodm
Laplace,'l funkt i3, 00 i,

lti'ormalaljadtusele alluvé ;ji;huslikzi sgurlise FuotusSunkt-
n ‘on kergesti saadav normaaljaotuse tiheduse Kaudu.
00l ( §1 Vs “Be- ) naitasime, et Jjuhus s¥iku suutuse jeo-
unktsioon avaldub toendosuse tiheduse kaudu midratud
sraalina STl : ‘
b R e
PERL T = R = f b(x) dx,

, Oy ST 3

"z g 97 ot

L B



Normaal jaotusele vastavat jaotusfunktsiooni nimetame
edaspidi normaalseks Jjaotusfunktsiooniks F(x). Normaalne
jaotusfunktsioon o.. esitatav kujul

1 2 ¢
By & e s o> a P ]
S V2% e ‘
~-0o

Geomeetriliselt vastab jaotusfunkisioonile normaalké~-
vera slla jddv pindala abstsissini x (joonis 17a).

P&

a)

>,
a0

R

R
(0

e

o

Joonis 17.

Normaalset jaotusfunktsiooni esitav integraal ei aval-
du elementaarfunktsioonides. Praktiliste iilesannete lahen-
damigeks voib koostada  F(x) védrtuste tabeli, kuid ei ole
mdeldav .seda teha iga a ja © vddrtuse jaoks eraldi. Sel-
le raskuse korvaldamiseks tehakse muutuja vahetus, minnes
x vddrtustelt lle normeeritud hélvetele

X ~ a

ey A
Avaldame muutuja x diferentsiaall uue muutuja diferent-
siaali kaudu '

x % SETRY B

dk = .6 at
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piferentsiaali dx kaudu sisse tulev kordaja & taandub
jaotusfunktsiooni avaldise nimetajas oleva teguriga 6 ja
normaalne jaotusfunktsioon omandab kuju

¥ 2
s A
F(t) = at .,
2 f e
-30

Normaalse jaotusfunktsioonl F(t) asemel kasutatakse
harilikult Laplace'i funktsiooni

t 2 t
= SR VR | &) atts
pog . ] o Jpwe.
(o] (o]

Normaalse jaotusfunktsiooni ja Laplace'i funktsiooni seos
on jérgmine 1
M) iy ¢ (t) .

T3epoolest, funktsiooni ¥ (t) graafik on simmeetriline or-
dinaattelje suhtes ning seega on mdlemal pool ordinaattelge
olev pindala vdrdne -%— (kogu pindala on 1 }). Seega

2 2 S 2
= x
dat = —'-2—- + f e 2 dte
o

1 ft -
;2i'
1 -00

Geomeetriliselt vastab Laplace'!l funktsioonl absoluut-~
véfirtusele Gaussi kdvera alune pindala ordinaatteljest kuni
dbstsissile t vastava ordinaatldiguni (joonis 17b),

Kédsitleme mdningeid Laplace®i funktsiooni omadusi,

1. Argumendi véHrtusel t = O’ on cp (t) = 0.

Tdepoolest, médratud integraali vé#rtus vérdse alumise

Ja lilemise raja puhul on null o

o) = f W (1) at =0,

0
- 09 =



1

+00 : 1

t dt:—— .
f @ () :
0 :

Funktsiooni Qb (t) vadrtusele 1Spmatu dlemice raja
puhul vastab Gausci kdvera alune pindala ordinaatteljestf
paremal, kuid see on vdrdne 1/2 , Praktiliselt on aga
juba argumendi védrtusel t = 5 gb'(t)c;—%— A

3, Funktsiocn qb(t)yon paaritu funktsiooh,\s.n.

b= - P

Gaussi kovera alused pindalad summeetrilisel¥ kahele poo
~ordinaattelge on vordsed. Findala abstsissiie ~t (% >4
vastava ordinaatldigu ja ordinaattsije vahel vdrdub

fy)(t)at.

-t

pindala ordlnaattelae Ja abstq15311e ‘% vastava ordinzat=
15igu vahel vdradub s

f @ (6) at .
0

: t
\ ‘ Vs R
Seega- f P (%) at = j 50 (t) at , MNd&ratud inte-

__t i o =00 : : } -

: -t o g
graali omaduste jérgi ‘{.Oa,tt) at s = }ﬂ () dti:
: =t et e : 2
ping jérelikult .
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- Pty = o
4, PFunktsioon qb(t) on kasvav, B.t. kui & N L
iis C]b(t,) > -}b (’c Jo. Suuremale % védrtusele vaatav
usai kovera alane plndala on suurem (jocnlsel 17b pind~
lad O ja t, ning O ja t, _vahel).
~ Laplace’i funktsiooni védrtuse saame leida tabelist
(vbe lisg 1T}, kusjuures arguméndi muutumisvahemik on hari-
1kﬁ1t O-gt 5-ni, Negatllvsefe argumendi vadrtuste puhul
leiame db(»f) qb(t) ning kui © > 5, siis vdtaue
E P (1) = 0,5% /
% Mirkus: TiLti uolb kohats Laplace'i funktsiounl defi-
‘neerituna

; t : 2
2 o & 5 ;
-;/-?’_“ e 2 af
- ;
o

mille vEdrtused on 2-kc;rda suurenad ecspool defineeritud
funktsiooni vaartustest, Tabelite kasutamisel tuleb jalgi-
3 misspgune on midratud intesgrasli ees olev kordaja. Kﬁe‘s-
eve konspekti ulatuses kasutame viimati defineeritud

- funktsiconi ténisena 4) HEhY (lisa III).

) 2 L)

TIJwhusliku suurunse vadrtus-~
Yo helantu o vahenikky se trtban i<

se t dentosans norwael.jaotin-
g pululs

{

J : ‘
-Sageli tuleb hinnata, kui toendone on, et juhusliku

: tis vaatleme normaal jactusele alluva juhuslikm suuruse X
vaddrtuste vahemikus (x,, xz) asumise tdendosust. Esimese
’paragrahv:. 6. punktis naitas ime, et Juhusliku suuruse antud

- 101 -
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vahemikku langemise tdendosus on virdne jaotusfunktsiooni
védrtuste vahega vahemiku otspunktides,
Normealse Jaotusfantsiooni korral

P(x, < X <x,) = F(x,) - Kx,) =

w4 lf 95 L.
; 6/* e f -

Minnes muutujalt x lile normeeritud hélvetele (vt. 7.0 )8

x—a 2

saame )

P(x,l & xz) = F(t2) - F(t1) s
kus - a

t1 = x1 t. = 12 & s

o H o3 S .
Kasubades seost
F(t) = . 4) (t)

lelsme . , -

£ 1
P(x, <X <Xy) == 4 P(t,) = | — +p(t)] =
1 e 5 2 o 1

* P (52 - q?(%

~ tdendosus normaaljaotuaele alluva juhusliku suuruse sattu-‘
mxseks antud vahemikku on v&rdne Laplace'i funktsiooni védr-
tuste vahega vahemiku otspunktides. 1

Geomeetriliselt vastab tGendosusele P(xﬁ F 5 & <’x2)
Gaussi kGvera alune pindala vahemiku otspunktidele vastavate
ordinaatlgikude vahel, Joonisel 17 on vastav pindala kahe-
kordselt viirutatud - 17a esialgse muutuja x jaoks, 17b uue
muubtuja t jaoks,

Erilist huvi pakub lilesannes kui tdendone on, et juhus-
liku suuruse hélbed keskvddrtusest mSlemale poole ei iileta
antud arvu £ , s.t. kul tdendone on, et

~E L XLawE
S ¢ o - o




‘ehk

lx-a|< E
_ mgketele a + £ Jja a - £ vastavad normeeritud hdlbed
on
a+E~a &~ Lmin
t2= z 3 +—6i 1 t1 = = =
: : sy o
® oplx-a] <€)= bE - P =5 = 2 P
oD (e
P (—%=).

Kokkuvdte, Normaaljaotusele (keskvéddrtusega a ja stan-
dardhdlbega O ) alluva juhusliku suuruse X antud vahemikiu
(x,,, 1:2) sattumise tTendosuse leidmiseks tuleb

1) mddrata vahemiku otspunktidele x, Ja x, vastavad qomee;
ritud hdlbed 7

’ X, - a x, - a

t1 = 6 ’ e tz s G ]
2) leida Taplace'i funktsiooni tabelist qb(t,]) Ja Cb (te).
' 3) leida P(x, < X< x) = P(t,) - P (5,) .
, T3eniiosuse P( /I - a} < E) leidmiseks tuleb
1) m#@rata normeeritud hidlve &

'
2) leida tabelist (B(t) ja seejirel 2 (%) =c}:(t) E

1., ndide, Normaaljaotuseie alluve juhueliku suuruse X. :
keskvidrtus on a = 168 ja standardhélve O = 5,5, Rul-tde-
ndone on, et juhusliku suuruse véddrtused asuvad vahemikus

(160, 180) ? :
Leiame normeeritud hélbed
160 - 168 180 - 168
ty = - == 1,356 3 5, = = 2,038,
5,9 ? 5,9
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%
~

Tabelistlleiams (lisa II ) lineaarset inte,rpolatéic
ni kasutades . 7 ik « Pt

P(2,034) = 0,6790 3 D(-1,356) = ~ B(1,356) = ~ 0,4125¢
Otsitav tTznéosus’ : v A Alyte L e

P(160 < X < 180) = G,4790 ~ (=0,4125) = C,B915."
Keskmiselt 89% suuruse X viiéi-tuste‘s’c asub 160D ja 180 W}ahel.f“

2. n#ide, "3 O reegel”. ' s
Leiame;'kui“tb"enﬁune on, et normsaljaotuseie alluva ,;j
husliku suuruse X vddrtused ei hdlbi keskvidrtuse a suhtes *
rohiem kui standardhflbe « O kordsete vdrra. Aaname, tokkele |
£ vadrtuse O ,'2 6, 306 b
3 ) % ) 4 § gl
Eab 1 ¥4 ‘-§-= 5 B( [x-a! < 6) = 2¢h(1) = 0,6826
S &, . (68."6% ;
EB28 T L 2% B )x-a}<. 26) = 2 (2) = 0,3545
; i : (95,45%) 3
0,9235 9
(99,93%)«

il

]

E=306 3%« p( [x-a; 36)

woll

2 i)

Selgus, el norizéé" ‘«.otuséle alluva Jubuslika suuruse
kslgn.s voimali r:es’c védrsustest satuvad keskuiselt 68,26%
kesrvaﬁrtt. sele lahomals kui 1ﬁ1ekord.ne ‘Standardbilve, Ana-
loogiliselt ‘Glgendame Ka kabt ,)argmist tulemust, Ainult £
tiihine oza (0,07%) voimalikest vddrtustest hilbib keskvaar—
tuse suhtes robkem kul 3 G vBrra ehk kelmelkordset standard-:
balvet ulstavate halvetega vadriusi esineb viga harva,

% C)( reegel”: praktiliselt v3ib olla kindel, et nor-
maaijaotuseis alluy jubuslik suurus ei h#lbi keskvdértuse
_ ~suhtes rohkem kui kolmekordse standardhalbe Vorra,

Maz-kns' Funr:r.iooni cp (t) tabeleld kasutades
s |

P(x,,gX<x2) 2 {'b’tg,-Cb(t)] 3 %

- AON



88indmuse sageduse antud ¥ ah e~
mikku sattsumise t3den&osus.

>

Kdesoleva paragrahvi aizusss lanendazime illesande
indmuse sageduse m tosnadosuse leidmisest korduvatel katse-
tel. Vorratult ssgedaminl tuleb prakiikss kokicu puutuda
ulesannetega, kus tulsb selgj.tada, kui toendone (kul usu-~
tav) on uuriteva sindmuse A sageduse m sattwnne zutud va-
bemiklu, Néiteks, kui tGendone on, et

10000 elektripirni bulgas ei ole praakpirne rohkem kui 100
(s.t. O kuni 100) ?

méargi tabamuste arv 100 lasust asub 85 ja 95 vahel ?

- kauplusse toodavatest naiste suvejalatsitest on iile 80%
heledates vérvitoonides?
jne. { :
Ulesande iildine seade on jérgmine: Kui suur on tdendo-
- sus n korduval katsel siindmuse A sageduse m sattumiseks
 vahemikku va#rtusest a védrtuseni b, kui ‘siindmuse A tﬁe—-
» n#osus iksikkatsel p(4) = p ?
Meid huvitaveks siindmuseks on niiiid "sageduse sattumine
_a jab vahele" - a € m <b ja selle siindmuse toendiosuse
' téhisteme "P(ag m < b).
. Slindmust a<m<b v3dime vaadelde osasiindmuste
‘sindmus A toimub m = a korda", "siindmus A toimub'm = a + 1
korda"™, .es , "siindmus A toimub m = b korda" summana- ja
toendosuste 1liitmislause kohaselt

2

\

P(a $m$ b) = Ph,a + Pn‘,.a#‘l + ses * Pn,l;\ + oco ¢ P

u,1)=
b ;
2 Z Pn,m .

'

w05 e : 2



Néide. Telestuudios on 5 kaamerat., TGendosus selleks,
et kaamera on vaadeldaval hetkel sisse liilitatud, on 0,6.
Kui tOendone on, ¢ antud hetkel ei ole ilile 3 kaamera sisse
lilitatud?

Siindmuseks A on "kaamera on sisse liilitatud". Meid hu-
vitab tOendosus siindnuse A sageduse m asumiseks O ja 3 va-
hel, ehk P(0<m £3), Selleks leiame ’

51

P, o = ———— 0,60 . 0,4° v5i lihtsanalt, korruta=
5 o1 51

mislause jargi

Bl 2 0.4° = 0,00028:4 P i = ek A 0,4% = 0,0768

548 B ot = U, 3 5’1—1141 'O o Uy = Uy

P55 = g 0,6° . 0,47 = 0,2304 § Pg g g%
«0,8% = 0, 5456

Ja

P(O<L n< 3) = 0,01024 + 0,0768 + 0,2304 + 0,3456 =

=40,66%50,

S.t, keskmiselt 66,3% kosu tdédajast el tocta lle 3 kaamera,

Suurema katsete arvu n ja pika vahemiku (a,b) korral
kujuneb eespool kirjeldatud vote vdga aegandudvaks., Kasuta-
me ligikaudset valemit otsitava tdendosuse leidmiseks, Kides-
oleva paragrahvi 4, punktis selgitasime, et katsete arvu n
kasvades ldheneb binomiaaljaotus normaaljsotusele, Noruwaal-
Jjaotuse puhul aga leiame juhusliku suuruse antud vahemikku
sattumise tdengosuse Laplace'i funktsioconi abil, Sageduselt
m ldheme iile normeeritud hdlvetele

m - E(m) m - np

G (m) y npg
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seejédrel leiame m toketele a ja b vastavad suuruse x tokked
xy Ja P ning

P(agn<b) T P(s,) - P (b)),
mida nimetatakse Laplace'i integraalvalemiks,

Edaspidi jateme ligikaudse virduse mdrgi dra, sest
killalt suure katsetve arvu n (isegi kui n » 20) korral on
viga vdga vdike.

Kokkuvdte. Sindmuse sageduse m antud vahemikku (a,b)
sattumise tGoendosuse leidmiseks tuleb
1) m#drata sageduse m toketele a ja b vastavad normeeritud
hélbed

a - np b - ap
t, = —————— 3 ty = —mm——
2 Y BPa 3 npq

2) leida Laplace'i funktsiooni tabelist 4D(t2) Jja Cﬁ (t1);
5) leida P(a <m < b) :_qo £5) = qb(t,l) .

9, Tumnpulesandeddy

Kaesolevas punktis selgitame, kuidas binomiaal- ja nor-
maaljaotuse jaoks tuletatud juhusliku suuruse antud vahemik-—
ku sattumise toOendosuse arvutamice eeskirju kohandada mit-
mesuguste praktikas esinevate tiilipllesannete lahendamiseks.

I tiuldpe. Leida sageduse m antud vahemikku sattumise
toendosus
P(a<m<£b) =P,

Ulesande sellise seade puhul on antud a, b, n, jap g
leida
P = ¢ (tp) o ¢J(t1) .

Ndide, Poisslapse sindimise tdendosus on 0,515, Kui
toendone on, et iga 1000 vastsilindinu hulgas on poisslaste
arv 455 ja 555 vahel ?

Lahteandmed: n = 1000, p = 0,515, a = 455, b = 5553
kohe saame ka q = 1 - p = 0,485,

g )



Leide P = P(455< m £ 555). o

Leiame 2
a8 - p 455 ~ 0,515 . 1000
t,‘ = = . = = 3,80
ymra 1000 . 0,515 . 0,485
b - np 555 = 05515 . 1000 3
ba = % == 2,574
npq 1000 . 0,515 o 0,485

LU

Tsbelist milivame QP(2,53) = 0,4943, b (- 3,80)
= = 9(3,80) = ~ 0,499, )
Otsitav tBensosus ' "
{ P = 0,493 - (- 0,4999) = 0,9942.
Tulemus n#itab, et vdhemalt 99 juhul 100-3%t on iga 1000
slinni korral peisslaste arv 455 ja 555 vahel,

IT tilip, Kui Goendone on, et sagedus m ef hglbi oma
keskvidartusest E{(m) rohkem ku. satud arvu £ vorra?
Antud on & , o, p, a=1~-p} ;
“1leida tuleb

P(|m<np} < &)

Kuna sagedus m allub binomiaaljactusele, mis on ldhe-
dane normaal jaotusele, siis saame kasutada eeskirja

)

oy 5
Pl gea) <€ 1 )n 2 Qo(t);, kus t = e i
Suurusele X vastsb sagedus m, siis ka E(m) = np = a ja

6(x) = 6 ()= Lf:ﬁﬁ—. Tehes vestavad ssendused
‘jOveme valemini i 35S

Mmool €t V=2 bW yua s 8

4 : npgq

Néide. Valmistoodangust jduab keskmiselt 20% lattu
TEO kontrolltemplita. FKui tJenZonc on, et 400 lattu saa-
buva toote hulgas ei srine vemplita toodete arv nende kesk-
misest rohkem kui 10 verza?

S o)



Léhteandmed: 8 = 400, p = G,2(20%), &=103g .
Qe e 0,2 = 0,8, )
Teldm @ [icainp] €100,
 Templita toodebe keskmine 400 toote huigas on kesk-
Brcuseks 3
E{r) = n,p = 0,2 . 400 = 80 .
\

0 a0
= e = = V.25 ¢
- /400 . 0,2 . 0,8 10 . 0,8

p( |m - 80| < 10) = 2 ¢ (1,25) = 2. 0,394 = 0,7888,

i Rui 400 tootest koosnevaid partiisid saadetakse lattu
corduvalt, siis umbes 79% partiidest on sellised, kus kont-
lltemplita toodete arv on 70 ja 90 vahel, illejéddnud par-—
ides voib vastav nditaja olla 70-st véiksem v&i 30~s8¥
suurem. ! .
III tilip. Sooritatakse '‘n katget; kusjuures igal‘kat-
sel on uurivave sindmuse tdendosus jédv ja vérdne p. Kui
t3endone on, et sindmuse rclatiivne sagedus %r el erine tde~
#osuseet p rohkem kui antud arvu & vérra?
. Antudion By Py L A ST Py
Vordse pikkusega katseseeriates on siindmuse sagedus m
m

arilikult erinev ja siis on ka  Jjuhuslik suurue, Oleme

_huvitatud, kui t@enfone on, et ‘ % - p} < . Vastava
gendosuse tdhistame :

PC IR -l <€)
 Binomiaaljaotuse kiisitlemisel nditasime, et p = E( 2 )

a
a G(3) = !/-23—- . Analoogiliselt IT tiiibis késitle~
ule asendame X suurusega % ja O (x) esemele vdtame

n ,
6¢%).,

P(‘%-p[(ﬁ):ZCP(t),kust:E —:-q—

e y i



Ndide. Toenwzosus mittestandardse detaili tootmiseks
on 0,1. Kui tdendone on, et 400 detaili korral mittestan-
dardsete det:.ilide relatiivne sagedus ei erine 0,1-st roh-
kem kui 0,03 vorra?

Léhteandmed: n = 400, p = 0,1 , £= 0,03 3

g=1=0,T=0,9%

Leida P( [ - 0,1] < 0,03).

Maérame argumendi t = 0,03 . . ¢ PRI 2
0,7 .90,0
Ja
P( /—’}:55-— = 0,1] ¥ 0.03) =0 c}a(a) = 0,9544,

Kui kontrollida 400 detailist koosnevaid partiisid
korduvalt, siis umbes 95% partiides ei erine mittestandard-
sete detailide relatiivne sagedus 0,1-st rohkem kui 0,03
vorra, voi siis asub piirides 0,07 kuni 0,13. Tulemust
voib t0lpgendada ka nii: 95% 400 detailist koosnevatest
partiidest on sellised, kus mittestandardsete detailide arv
asub 0,U7 . 400 = 28 ja Q0,13 . 400 = 52 vahel,

IV tiilip. Teades siindmuse tdendosust iiksikkatsel, leida
relatiirse sageduse % maksimaalne hdlve tema keskvaartuse
p suktes antud tGendosusega,

Suuruse X antud tOendosusega maksimaalset hdlvet oma
keskvddrtuse 5(x) suhtes nimetatakse sageli piirveaks an-
tud toendosusega., Piirviga § madrab suuruse usalduspiirid
E (x) # §£ Ja nendes piirides asumise tdendosust nimeta-
takse usaldusnivoocks,

Antud on n, p, P(I% —p]<6)=P| q = 1-p.

Leida relatilvse sageduse piirviga £ .

Antud p jdrgil mé@@rame Laplace'i funktsiooni tabelist
argumendi +t véddrtuse, kasutades vordust

P=2@M®=Pm 1 Ppw= § .

Piirvea § ja t vaheline sdltuvus esitub kujul

Eegifaie s

- 10 -~




kust leiame otsitava &

Pq
6: t ———rr— .

Tdide. Aultomaahliodpingil valmistatud toodangusi on
keskmiselt 10% praski. Leida praakdetailide relatiivse sa-
géduse piirviga keskmise praagiprotsendi suhtes usaldusni-
vooga 0,992 10 000 detailist koosnevas partiis.

L#' eandmed: n = 10000 , p = 0,1(10%) ',

P() - -o,1/<£)=o,992.

10000

Leida & .

Laplace'i funktsiooni tabelist leiame argumendi t véd&rtuse,
mis vastab kahekordsele funktsiooni vidrtusele 2 CP L) =
0,992 (voi cﬁ(t) = 0,992). Siis Cp(t) = 0,496 Jja

LA 29650

mitid

+ 0

= 0,00795 220,008

Keskmiselt 39% 10000 detailist koosnevatest partiidest
on sellised, kus praagi relaltiivne sagedus ei erine 0,1-st
rohken kui 0,008 ehk 104-st rohkem kui 0,8% vorrae

V tiip. MNitu katset tuleks sooritada, et antud tGendo-
susega (usaldusnivooga) garanteerida, et sindmuse relatiivne
sagedus ci erine slindmuse tOenfosusest iliksikkatsel rohkem
kui antud arvu § vorra?

ANtud/ On. D} Qs o8 5 B I%—pl<&)=P.

Leida katsete arv n.

Ulesanne on analgo:;iline eelmisega, Otsitavaks on &
asemel n, Leiame jédlle vorduse P = 2 CP (t) abil argumendi
te Kuna ¢ ja n on sectud vordusega

n
t = &/)— s
Pa
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siis saame >
pq
n= —'&““‘E‘ .

Niide. Mitu korda on vaja visate minti, et relatiiva
segedus ei erineks vapi esiletuleku téendosusest uksxkviff
kel vobkem Jul 0,01 vérra usaldusnivooga AJiP 20,6 7y
2) F =0, 9547 p &

. 1. Lebteandmed: / £ = 0,01, P = 0,63 varemast teame,”
et p = 0,5, Leida n,. T, E
Kuna P = 0,6, siis () £ 0,3 ja tabelist leiame, ¢

£ 220,84,
Winimaalne visete arv
R Gt e ~
n=———-—2—-—-=1'764.
0,01

= 0,954, Siis t = 2 ja n = 10000 . _

Ysaldusnivoo suurendamine sams tipsuse korral nouab katsed
apvu suyurendamiste.
\

‘40, Poissoni jaotus.

3

 ¥arduvstel katsetel leiame siindmuse n korda toimumisé:
- tBendiosuse P . Bernoulli valemi abil vBi suure katgete,i

arvi o puhul lig:kaudsest valemist
B ; 1 : =
Prn 7 s w(x) \

mis tHhendab bfnomiaaljaotﬁse ldheddanist normealjaotusegas’
Tulemusad on seda tédpsemad, mida l&hemel en p védrtusele
O,5. Kui aga on tegemist harva toimuvate stindmustega, S.led
p on vdga vaike (p < 0,1), voib binomiazljaotuse lidhendami
ne pofmaaljsotusega anda lpris ebatépseid tulemnsi. Saab
udidata, et vdgs Hikese p ja kiillalt suure n korral liheneb

m
£ 1 G-
Pa,m = O P (1-p)

gyt



L -

= ‘e v kus - a'= 0P

i m

Viimase valemiga m8#ratud juhusliku suuruse m tdendosuste
; ';jaotust nimetatakse Poissoni jaotuseks: Suurus ¢ on sage-
. duse m keskvddrtus, clles ainukeseks jactuse parameetriks,
Poissoni jaotus leiab laialt rakendamist massilise tee-
pindanise kiisimuste wurimisel, Poissoni jaotusele allub ndi-
teks telefonikeskjaama véljakutsete sagedus ajaithikusg kiir-
I abiauto védljakutsete sagedus teabud ajavahemikus jne.: Hari-
. 1ikult on tegemist olukordadega, kus siindmuse toimumise
toendosus liksikkatsel (viga vdikeses ajavahemikus) on vidike
’;ja ajavahemiku lithendamisel véheneb, kuid nii, et 4=np =
.= const, : ; ;
: : 1. ndide. Kangur teenindab 800 vartnat. Longa katke-
%ﬁ.‘nise tdendcsus igal vértnal 5 min, jooksul on 0,005, Leidg
t0endoseim 1dngade katkemise arv ja selle toendosus.
. TQendoseim katkemiste arv 4 = np = 800 « 0,005 = )
Leiame tdendosuse tédpsest Bernoulli valemist, samuti ligi-
 kaudsete valemitega, kasutades normaaljaotust ja Poissoni

e ";iﬂaotlx_st.‘ . : 3% :

Bernoulli valem: ;

800 3 - - A

4 796
P 0,005 . 0,995 = 0,1945 3
800,4 = 1 o6t : : 4
normaalaaotus H
el o 256

PL]- - —-4—1-——-- e = ® 0,0183 =O’1954 .

N#eme, et Poissoni jaotuse jérgi arvutatud tulemuse
~ viga (0,0009) on tublisti viiksem normaaljaotuse jérgi arvu=-
~ tatud tulemuse veast (0,0055).
w0 2. ndide, Telefonikeskjaam saab tuanis keskmiselt k

véljakutset, Leida t3endosus m vdljakutse saamiseks 1 minu-
61 jooksul.

-
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Uhes minutis saadavate védljakutsete arvu keskvddrtu- F
seks loeme vddrtuse u = %U . T3endosus m véljakutse saa=-
miseks minutis olelrs Poissoni valemi jérgi

m
&) - %
Pm 8 ——— @ .
m !

%, n#dide. Suures raamatuhoidlas on 100 pirni, nendest
igaiihe pClemise tdendosus on 0,02, Koostame pirnide sisse-
lilitenise sageduse m jaotustabeli (kdiki arvutusi ei olse '
18bi tehtud)e

Poissoni jaotust kasutades leiame 4= np = 100,0,02 =
=2 ja e i s 0,135335, BSageduse m viddrtustele
vastavad tGendosused arvutame valemist

2" -2 0,135335 . 2"

P = ———— '
o m § 2 m §

Nii saaksime néditeks
3 HE o
P, = 0,135335 . %,— = 0,18044 ,

Tulemused on antud tabelis, kus on vordluseks toodud
ka Bernoulli valemiga leitud t#dpsed tulemused, Arvutu-
sed on sooritatud S5-kohase tapsusega selleks,
et lildse ndha tédpse ja ligikaudse valemi kasutamisel tekki-
vaid erinevuci., Vastavate véddrtuste vordlemisel nideme,
et kooskdla on vdga hea. Tabelis puuduvate sageduste (12
Jne.) tdeadosused on antud tédpsuse piires praktiliselt
nullid,

3 0 1 2 3 4 5

Potaeemt 10,1353 0,20067 0,27067 0,160u: 0,0%022 0,036093

fﬁ;gz'_;‘;n 0,13262 0,27065 0,27342 0,18228 0;09021 0,03535
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n 8 7 8 9 ° 10 11

?3:‘{2;“1 0,01203 0,00343 0,00085 9,00013 0,00003 0,00001

Bernoulli
valem
0,01142 0,00313 0,00073 0,00015 0,00003 0,00001

et etdatyitisate Jaotnetie
tasandamines.

Kdesoleva paragrahvi oleme piihendanud juhusliku suu-
ruse X tdhtsamate jaotuste;binomiaaljaotuse, normaaljaotuse
ja Poissoni jaotuse késitlemiseie. Praktikas tuleb véga
tihti kokku puutuda juhuslike suurustega, mis alluvad ni-
metatud jaotuseles, Sellepidrast on neid jaotusi vaja tunda.

Matemaatilise statistilka iineks téhtsamaks iilesandeks
on juhusliku suuruse uurimisel saadud statistiliste andmete
Jirgl selle suuruse jaotuse médramine, Teatud suuruse X
eksperimentaalsel uurimisel sasme andmeid selle suuruse koh-
ta ikka piiratud hulgel, kusjuures need andmed pole kunagi
absoluutselt tépsed. Uurlja iilesandeks on katseandmete lé=
bitodtamisel vdlja selgitada uuritavale ndhtusele omased
Jooned ning seaduspérasused., BSelleks piilitakse statistilisi
andmeid kirjeldada matemaatiliste meetoditega analiilitiliste
8dltuvuste abll, Seda nimetatakse statistiliste andmete
tasandamiseks, BStatistiliste andmete tasandamise lilesande
seade on konkreetsemalt jérgmine: aubud empiirilise jaotuse
pohjal mé#rata suuruse teoreetiline jaotus tdendose tihedu-
se p(x) vdi jaotusfunktsiooni F(x) kujul ebk "mé#rata tasan-
dav funktsioon", Ulesanne on analoogiline empiiriliste
funktsionaalsete s3ltuvuste tasandamisega. :

Statistliliste andmete tasandamise {lilesande v3ime Jjaga-
da 3 etapiks:

1) valida sobiv tasandava funktsiooni tiilip (jaotuse
tllip) g :
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2) médrata valitud jactuse karakterlstlkud;
3A) hinnata statistilise Jjaotuse Jja konstrueeritud teo~7
reetilise jaotuse nnhoskdla, E
Tasandava funktsiooni tiilip mdératakse harilikult tiles-
ande sisu ja eelnevaid kogemusi voi ka statistilise jaotuse:
valist kuju arvestades. Sellel ebapil on sageli suur osa ?1
statistilise jaotuse graafilisel esitusel (poliigoon, histo-
gramm), Antud etapi juures me pikemelt ei peatu,
 Teigel etapil tulevad médirata valitud teoreetilise jao& :
tuse karakteristikud nil, et statistiline ja teoreetiline .
Jaotus oleksid vdéimalikult heas kooskdlas. Tihti toimub
see nii, et osa teoreetilise jaotuse karakbteristikuid vali-
takse vordseks statistilise jaotuse vastavate karakteristi
kutega;' Lébemalt kdsitleme seda jargmises punktis normasl-
Jaotusega tasandamisel, \ "
Kolmas etapp seisneb jérgnevas, ' 0lgu teoreetiline jao-
tus koostatude Alati esineb lahkuminekuid empiirilise ja .
teoreetilise jactuse vahel. Tuleb hinnata, kas need lahku- -
minekud on tingitud juhuslikest asjaoludest, wmis tulenevad |
katsete piiratud mahust vdi on nad olulised, olles tingitud‘}
tasandava funktsiooni ebadnnestunud velikust. Selle hinda- >
miseks kasutatakse nn. kooskSla kriteeriume, mille juures me
lghemalt ei peatu.

2,8 tatistilisterandmete
tasandamine normaal jaotusega,

. Ao Normaaljaotus on liks sagedamini esinevaid juhusliku
suuruse jactusi., Vastuse kiisimusele, miks see nii oa, annab
vene akadeemiku A, Ljapunovi -poolt tHestatud teorsem, Teo-~
reemi tépne formulatsicon ja tOestus jédvad oma keerukuse "
~tottu meie kursuse raamidest vdljs. Selgivame LJapunovi
teoreemist tulenevaid jdreldusi. ;

Kui juhuslik suurus I koosney suure arvu juhuslike osa-
puurustg Xq, XQ’ ey X, sunmast, millest iga liidetav erals
di vOetuna mdjubai. vihe pende summat, siis suuruse X jaotus
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on iéhedane normsslsele. Prekbikes tulebki viga tihti te~
gélda éuurustega, mis on'paljude faktorite mdju summsarse-
‘teks tulemusteks. Iga Uksikfaktori mdju summaarsele tule-
jﬂusele on tithine. Ljapunovi teoreemi kohaselt on sellise
\uuruse Jactus lﬁhgdane normaalsele hing meil avaneéb viima-
‘lus selle suuruse muubtumist ette niha. Samas on aga iga
;1iidetava Jjactus teadmeta ning nende suure arvu t5ttu-el
olegi voimalik iga 1iidetava mju summaarsele suurusele tép- '

.

" semalt arvestada. .

- T n#igde, M3Gduriiste abil toimub katsel teatud fiii-
‘]aikalise suuruse médtmine, Iga katse tulemusena saame mdo-
detava suuruse ligiksudse vadrtuse. MGGtmistulemust mdju-
. gavad véga paljud kdérvalised tegurid, nagu néiteks véga
véikesed temperatuuri, niiskuse jne., muutused, viikesed
mooteriista koikumised jne. Iga iiksiku kérvalteguri mdju
tulemusele on tithiselt véaike,; kuid nénde mGjude summeerimi-
. ne annsb juba umirgatava moStmisves. Bespool Beldu pdhjal
?ﬁxﬁime iugeda moGtmisvigu alluvaiks normaaljaotusele.
b 2. ndide. Tenase automaatliinil valmistatakse teatud
. mdotmetega volle. VBllide diameetri vastavus normidele ol-
. gu v6lli kdlblikkuse midramise aluseks, Juhuslikuks sturu-
seks X valime toodetud vGllide diameetrite hilbed ettendh-
tud diamsetrist. Toorikute materjali véikesed erinevused,
“temperatuuri koikumised, vooluliini iiksikute osade kulumine
. _ja paljud muud faktorid tingivad igailks 1opmata viikesi
‘diameetri hdlbeid, kuid nende summaarne mgju on mirgetav -
L v0llid on ‘erinewvatz diameetritega. Diameetrite hédlbed X
alluvad normasljactuseles :
3. niZide, Normaaljaotussle aliuvad ke paljud biomeetris
“lised n&itajad, nagu inimese kasv, Kaai; jala suurus jnee.
‘Rii-tusesemete tootmisel saab toodangut planeerida suuruse
Jérgi nii, et kaubandusvirgus el tule harilikult puudust ;
diksikutest numbritest ja ei teki mittendutavate numbrite
suuri ulejédks. - b 3 .
4, n8ide, HNormaaljactuse kujunemise illustratusigoniks
F;bn Jérgnine seade (joenis 18). Plaadi sisse on 158dud nae-

N
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lad malolaua siisteewis., Plaadi alumises servas on lahtrid.
¥ui seadme iihes otsas olevast avas% kallata sisse kuulikesi,
siis jaotuved nad lahtrites liglkaudu normaalkévera jérgi.

Iga kuulike porkub oma teel

‘ P vastu teisi kuulikesi ja nae-
SRE T lu, mis° kujutavad endast ju-

0 e ‘huslikke mdjustusi. Naelte .

R o e " puudumicel langeksid kuulid

s e ainult keksmistesse lahtri-

tesse,
Be Olgu antud mingi -
tunnuse statistiline jaotus

momentrea vdl intervallitud
rea kujul, kusjuures on sel-
gitatud, et uuritav tunnus allub normaaljaotusele. Antud
statistilice jeotuse tasandemlsel normaaljaotusega valitak-
se normealjaotuse keskvddrtuseks a variatsioonrea aritmee-
tiline keskmine X ja standardhdlbeks & variatsioonrea and- ;
metel leitud standardhélve s, s.t. ?

Joonis 18.

a=X ja O=a,

Seejédrel saame normaaljaotuse tiheduse kujul

: (x-%)°?
€ 28° =

p(x) = o “
4, nédide, Koostada tOen#osuse tiheduse avaldis §3

pe 10 3. néite andmetel, lugedes tddliste pikkuse Jaotuse
alluvaks normaaljaotusele, valides intervallid pnii nagu
statistilisel jaotusel,

: Léhteandmete pdhjal tuleb arvutada aritmeetiline kesk-
mine ja standardhélve. ©See on meil nimetatud nédites juba
tehtud,

Saime X = 165,5 cm 3 & = 6,05 ¢m.
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Tasandava normaaljaotuse tihedus esitub kujul

(x-165,5)°
1 € 2.36,58 .

p(x) =
6,05 yasi
: Intervallitud jaotustapelil koostamiseks tuleb leida
tden# - .sed suuruse X vé#rtuste asumiseks antud interval-
1ide o Arvutuste lihtsustamise huvides asendame X védrtu-
sed normeeritud hdlvetega
x -X x- 165,5

t s - 2

8 6,05

.kus x on intervalli keskkohale vastav vddrtus.

Siis saame p(x) asemel kasutada arvutuste kdigus S (t) ta-

beleid. Tdendosused Py voime leida ligikaudselt valemist
Py(x) =P(X <X <X+ AX) = P(E)e AL

vol tédpsemalt

Suurused i'i Ja ;1 + on intervallide otspunktidele
vastavad x védidrtused, ti Ja %’i 1 vastavad normeeritud
hdlbe t vddrtused. Intervallile 4 x = 3 vastav t muut

. B 3
Al = e = E;-UB—- = 0,496 %

Jaotustabeli moodustavad intervallid ja tGendosuste p
lahter, Vordluseks-on viimases lahtris toodud statistilise
rea andmeftel relatiivsed sagedused f:1000 = w. Tulemused
on heas kooskdlas (vdrrelge p ja w vastavaid vdiértusi 1).
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/
§5: SUURTE ARVUDE SEADUS.

{Juhuslike suuruste keskmine
? Ja-hajuvus,

Vaatleme n juhuslikku sdltumatut suurust, mida mirgime
suurte tahtedega X,‘, X2, ssey Xn. Olgu nende suuruste kesk- :
~ védrtused vastavalt 845 85y eee 5 8 Jja dispersioonid D1,

n
D2’ see 5 D)o TLeiame antud juhuslike suuruste aritmeetilise
. keskmise ‘
.3 x1 + x2 + ....Xn

X = >

3 n
E;nis on samuti juhuslik suurus. Leiame suuruse X keskvéédrtu-

. se ja dispersiooni. Keskvddrtuse E(X) ja dispersiooni D(X)
~ leidmisel kasutame nende omadusi. ' Saame :

A x,‘foo.'f% b |
= K )=n—E(X1¢...+X“) =

n

‘ 1 2 ) : )] a1+a2f.no+an
ff— ;— [ (X1 + cee + (x2 4 = 74 H
. + see + Xn 1
¥ D(X) = D( h ) = n2 . [D(x,‘) 4+ o0s + D(Xn)] =
D1 +* D2 soe + Dn 1
E n R
2 - 121 -
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Tulemused on seega jargmised:

1) juhuslike suuru.te aritmeetilise keskmise keskvddrtus v
dub nende suuruste keskviddrtuste aritmeetilise keskmisegag
2) jubuslike suuruste aritmeetilise kaskmisa dispersicon on
n korda vdiksem nende suuruste dispersioonide aritmeetili-
sest keskmisest.

Vaatleme erijuhtu. Suuruse X médramiseks teostame n
m3stmist. Selle suuruse keskvidrtus a on teadmata. Kuna
katsetulemused sisaldavad juhuslikke vigu, siis vdime suuru-.
se X modtmistulemusi x1, x2, 13 see Xn pidada juhuslikeks
soltumatuteks suurusteks, millel on iihesugune jaotusseadus.
Siis on nende keskvadrtused ja dispersioonid vordsed.

E(Xq)

E(Xa) ® Sove = E(xn) = a

D(X,) = D(Xy) = eee = D(X) =62 .

i

Suuruse X vddrtuste aritmeetilise keskmise keskvdédrtus

e n.a
E(X) = = 'a
n
Jja dispersioon
- n. 2 1 6;2
D(X) = = ¢ = = .
n

Vordse keskvddrtusega juhuslike suuruste aritmeetilise kesk-:
mise keskvddrtus vordub uUksiksuuruse keskvidrtusega ja dis-
persioon on n korda vidiksem iliksiksuuruse dispersioonist, i
Euna dispersioon iseloomustab juhusliku suuruse hajuvust,
gils on aritmeetiline keskmine usaldatavam, kui juhuslikud -
suurused, miilest keskmine on leitud. Keskmise hajuvus on
seda vdikeem, mida suurema hulga Jjuhuslike suuruste baasil K
ta oa arvutatud,.

Veelgi olulisemaid jéreldusi saab teha mitmetest teoree-
midest, mis on tuntud suurbte arvude seaduse nime all, Neil
teoreemidel on t&htis koht mabtemaatilises statistikas, kuna

-
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pnad seovad tdendosusteooria abstrektseid tulemusi katseand-
metega, andes voimaluse ette ndha arvatavaid tulemusi.
Suurte arvude seadusega tutvumegi Jjérgmistes punktides.

2B e rnoun bt sunwrite arvude
seadus.

Suurte arvude seaduse alla kuuluvatest teoreemidest
on ajaliselt esimene Bernoulii teoreem (1713.a.), mida té-
napdeval nimetatakse ka Bernoulli suurte arvude seaduseks.

Bernoulli suurte arvude seadus:

Kui korduvatel Soltumatuter Eibsetel on siindmuse A
toimumise tdendosus p koastantne, siis vdib kiillalt suure
katsete arvu n korral iihele kui tahes ldhedase tdendosusega
véita, et siindmuse relatiivse sageduse hélve siindmuse tGe-
. ndosuse suhtes saab absoluutvididrtuse poolest vdiksemaks kui-

tahes vdikesest positiivsest arvust & .
Toestamiseks lahtume eelmises paragrahvis (p. 9 )
~ tuletatud seosest

5’(!;— fPl s 6), ~2 CP(t); B a.Jg—;-.

Vordus on seda tépsem, mida suurem on n (binomiaaljaotus
l&heneb normaaljaotusele katsete arvu n kasvamisel). Tépse
vorduse saame iileminekul piirile, lastes n —s= a ., Kuid

R P . ey

S Ty k] R T s T L L

e b =" ddm &
n == Q0

Ja Laplace'l funktsiooni véértus ldpmata suurel argumendi
védrsusel omab piirvéﬁrtuq°na 0,5 . Seega toepcolest

s 9 3rke) -

mis ongi Bernoulli teoreemi matemaatiliseks valaenduseks.
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Bernoulli teoreemi ei saa t&lgendada nii, et katsete
arvu kasvamisel % - p, Isegi suure katsete arvu korral
v3ib juhtuda, et rclatiivne sagedus kaldub tSendosusest p
tunduvalt kérvale. Teoreem vdidab, et tdendosus relatiivse
sageduse %> tunduvaks kérvalekaldumiseks tdendosusest p on
viga vdike, See tdhendab, et relatiivse sageduse tunduvad §
korvalekaldumised t3endosusest esinevad kiillalt suure kat—h-;
sete arvu korral vdga harva, s.t. on praktiliselt v61matud3;7

Bernoulli suurte arvude scaduse kehtivust kinnitavad
paljude teadlaste poolt sooritatud katsed. Toome mdnede
katsete tulemused.  Buffon (biiffon) viskas 1777.a. minti
4040 korda., Vapp tuli esile 2048 ja kiri 1992 korda. Vapi'
esinemise relatiivne sagedus on %8%% = 0,507 Jja kirja
esinemise relatiivne sagedus 0,493. Nii vapi kui kirja
esiletuleku tdendosus iihel viskel on 0,5. !

Quetelet (ketles) registreeris 1846.,a. urnist kuulidef;
vdtmise tulemusi, Urnist, mis sisaldas 20 musta ja 20 val-
get kuuli, vGeti kuule 4096 korda, kusjuures valge kuuli '
esiletuleku sagedus'oli 2066, mustal kuulil 2030, Valge
kuuli relatiivne sagedus 0,504 erineb valge kuuli esiletu-
leku tdendosusest p = 0,5 ainult 0,004 vVorra. '

Romanovski registreeris 1919.a. nelja niindi iiheaegset
viset 20160 korda. Téhistame vapi ja kirja esinemise kom-
binatsioone jargmiselt: vapp kolmel miindil ja kiri dhel
miindil - 3v. 1k. jne., Tabelis on toodud vastavad t3endosu~
sed iiksikkatsel ja katseandmete pdhjal leitud relatiivsed
sagedused : ' ;

4, - 3v. 1k, 2v. 2k, 1ve 3k, 4.

b 0,065 °  0,2500 0,3750 0,2500 0,0625
2 0,0386 0,2435 0,3761.  0,2522 0,0695 |

Leidke iseseisvalt voimalike vapi ja kirja kombinatsi-
" oonide tGendosused. :

¥3ik kirjeldiatud kaitsed on heas kcoskdlas Bernoulli
'suurte arvude seadusegs.
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"Z373eboBevi suurte arvude
seadus.,

Svurte arvude seaduse lildisemal kujul tdestas kuulus
vene matemaatik TSeb&fev 1867, aastal, TGestuse komplit-
‘seerltu se tottu ei saaz me seda kdesolevas kursuses esitada.

Kdesoleva paragrahvi 1. punktis kdsitlesime jubuslikke
suurusi, millel on sama keskvaddrtus ja dispersicon. Selgus,
et juhuslike suuruste keskmise hajuvus on seda vidiksen,

. pida suuremast arvust suurustest keskmine on leitud. Tde-
. bddevi teoreem (suurte arvude seadus) t&psustab asja veel-
gl. : A
. ggebasevi suurte arvude seaduss:
Kullalt suure arvu vordsete keskvddrtuste ja dlsper—
io a_sdéltumatute juhu rust v3il ele

kui tahes ldhedase tOen#osusega vdita, et nende suuruste
aritmeetiline keskmine erineb iihisest keskvdartusest kui

tahes vihe, /

7 Kui t#histame jrhuslike suuruste X, XZ' eee 5 X
keskvddrtuse tdhega a ja nende aritmeetilise keskmlse sum-

boliga x, mis on mAdratud 1. punktis, siis saame TSebdSevi

; suurte arvude seaduse matemaatilises siisboolikas esitada

. kujul ‘

: im ¢ |X~al<E )=

n —a= 00

%a suure n korral v&ib X oluliselt h#lbida a suhtes,
kuid selle tOendosus on vidga viike, Seda juhtub vdga harva
ehk see on praktiliselt vdimatu,

mSebdSevi suurte arvude seadus on ildisem Bernoulli
suurte arvude seadusest, TSebdSevi teoreem esitatud kujul
kehtib kdigi juhuslike suuruste jacks,; mis rahuldavad ees-

~  pool nimetatud tingimusi, Bernoulli teoreem k#ib ainult
slindmuse relatiivse sageduse kohta korduvatel katsetel ( %
on samuti juhuslik suurus).

&2 =




foodud suurte arvude seadus on erijuhuks veelgi ldi=
sematel eeldustel kehtivast TSebdfevi teoreemist. Suurte .
arvude seadus Bernoulli ja T8ebdSevi kujul moodustavad sel=-
le seaduse ihe killje. Teise kiilje moodustab Ljapunovi teo-
reem, mis vdidab, et teatud tingimusi rahuldavate juhuslike
sauruste summa jaotus on ldhedane normasljaotusele kiillalt
suure arva suuruste korral, Uheks ocluliscks tingimuseks on

, see, et iksgki summasse kuuluvategt juhuslikest suurustest
el tohi domineerida,

KGigl nimetatud teorsemide puhul on tegemist piirprot-?
sesgiga ja neid nimebataksegi sageli toenaosusteoorla piir-8
teoreemideks, LJjapunovi teorecmi nimetatakse tema erakord-
co Uldisuse t3ttu ka tsentraalseks pllrteoreemiks.

‘fS uurte arvude seaduse prak-
5 W e, B D S e e R VO (s

P8ebodevi teoreemist tuleneb rids tdhtsaid jéreldusi.

1. Juhuslike suuruste védrtused kdiguvad oma keskvisr-"
tuste suhtes molemale poole ja aritmeetilises keskmises
necd hilbed kustutavad iksteist. Seega .on juhuslike suurus'{
te avitmeetiline keskmine peaaegu vaba juhuslikkueest, Kesk-
mises péaaegu ei wvdljendugi juhuslike suuruste konkreetsad “
isedr ahusad;' Keskmine on vaadeldavale protsessile omase
seadugpérasuse peegeldaja,

a. Katsel m#sratava suuruse vaartuseks voetakse mdoot-
misfulemuste aritmeetiline keskmine, TSebdSevi teoreemi
kohaselv on selline talitusviis Gigustatud, Olgu mddtmis-
Suleansed I <45 Xy ese y X Me voime neid vaadelda n 1uhus--?
liku suprusena. Kuna +avalise1b uhe katse tulemused ei mo-
Juta teiste katsete tulemusi, siis on ka ndue suuruste stl-
tumatusest tdidetud. Kui moStmized on tesstatud ilma siis~
temaatilisbe vigsdeta, s.t. kui tulemuSed koiguvad arvatava
cOelise vé8rtuse Umber m3lemale pcole, om suuruste 21. X2
jne. keskvidriused vordsed wddratava suuruse toelise vddr-

tusega. HXui mdOveriistad garanteerivad teatud tdpsuse, siis
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; _on ka mddtmis tulemuste hajuvus piiratud ning vordsetes mdot-
nistlngimustes voime lugeda iga iiksilkmGotmise dispersiconi
&“samaks. Seega on Téebddevi teoreemi nduded tHidetud ja
teoreemi enda kohaselt viime olla praktiliselt kindlad, et
maatmistulemuste aritmeetiline keskmine erineb viga vihe
' suuruse tdelisest véArtusest.
3o Suure hulga samatiiubiliste obaektide omaduste ile
. otsustatskse nende hulgast valitud piiratud arvuga objek-
. gide ° .gi. Uuritavate objekiide arv on samatiiibiliste °
‘objekcide lldarvuga vorreldes kiill vdike, kuid siiski kiil-
i,lalt suur lldiste jdrelduste tegemiseks.
Sel pChimgitel toimub nditeks taimede seemnete idane-
 vuse kontroll, toodete kvaliteedi hindemine ine.
: Bernoulli teoreemist jédreldub, et kiillalt suure kat-
@ sete arvu puhnl relatiivne sagedus erineb harilikult viga
. véhe siindmuse tdendosusest iliksikkatsel, Katseseeriate
kordamisel saame enamikul juhtudel lksteisest vdhe erinevad
. relatiivsed sagedused, mis on léhedased siindmuse tden#osu--
- sele, Suuri labkuminekuid esineb harva ebhk praktilisels
{ neid ei esine, BSiit tuleneb ka pGhjendus sellele, et siird-
muse UGendosus loetakse kiillali suure arvu katsete puhul
vdrdseks katseandmetest leitud siindmuse relatiivse sagedu~
~ sega.
3 Suurte arvude seaduse kebtivust on inimkond cma prak--
tilises tegevuses lSpmata palju kordi kontrcllinud,

Sl




§ 6. VALJAVOTTELISE MEETODI MATEMAATILINE TEOORTA.

{vdljavotteline meetod

1. ndide. Bttevitte ametiihingukomiteé tahsb vdlja
selgitada t6otajate korteriolusid. Selleks kiisitletakse E
k3iki t86tajaid. Kiisitlusel saadud andmete pdhjal saab teha
vajalikke jédreldusi ja leida vajalikke arvulisi nditajaid.

2. néide. Bussipark on huvitatud reisijate sGidumaa ‘
pikkusest, BEi ole mdeldav kiisitleda kéiki reisijaid ja pea-
legi veel pikema aja jooksul. Kiisitletakse ainult osa rei- 3
ijaid iikaikute pﬁevadé,teatud tundidel. Saadud andmete kL
pdhjal tehtud jéreldusi iildistatakse koGigile reisijatele.
Utleme, et kasutati véljavittelist meetodit. Valjavotteli-
se meetodi idee on jérgmine: - B

Olgu btegemist mingi objektids hulgaga, milles pliliame
mi#rata meid huvitavat tunnust X, Harilikult =i ole vdima-
1ik uurida kdiki objekte, vaid valime nende bhulgast vidlja
teatud osa, mida uurime vajaliku tunnuse seisukohalt. Saa~
dud andmete pdhjal tehtud jéreldusi pullame Uldistada koigi--
» le samatiiltbilistele objektidele,

" Vaatluse alla vdetud objektid moodustavad védljavottes
objektide hulk, millest valik tehakse, kannab iildkogumi
nime, Kogumi elementide arvu nimetame edaspidi kogumi ma-
huks, Uldkogumi mahtu tEhistame N, wHljavdttel - n.

Vdljavittelise meetodiga uurime iildkogumit kaudselt -~
valjavotte kaudu. VEljavittes peab wuritav tunnus jaotuma
ligikaudu samuti nagu tildkogumis.. Viljavotte ja iildkogumi
vaatiuse tulemuste kooskdla nimetame representatiivsuseks
Jja Utleme, et vdljavote representeeribd iildkogumit (védlja-
vote on kiillalt esinduslik).

Vil javottelist meetodit kasutatakse laialdaselt tehno=-
loogilistie protsesside kontrollimisel, toodangu kvaliteedi’
nédranisel, keemiliste ja fiisioloogiliste eksperimentide
korraldamisel, elanikkonra teenindamise efektiivsuse hinda-
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3
 misel jne.

: Representatiivse vdljavitte tegemiseks kasutatakse
.initmesuguseid votteid. Nimetagem neist olulisemaid: 1) ju-
; hﬁslik korduv vdljavote, 2) Jjuhuslik kordumatu vdljavste,

~ 3) mehhaaniline vdljavite. Vdljavotte vegemisel tuleb silmas

~ pidada, et elemendi valik iildkogumist ei Gohi sdltuda wuri-
ﬁ tavast tunnusest ja uldkogumi elementidel peab olema vdlja=-
*’vattesse sattumiseks vordne toendosus., Nende tingimuste ga-
. ranteerimise vdtteid k#sitletakse statistika {jldtecorias.

»-Juhuslik korduv vdljavote on selline, kus element

. pdrast uurimist tagastatakse lldkogumisse ja ta vOib seega
f,uuesti sattuda vdljavottesee,

3 Juhuslikul kordumatul vdljavdttel valitud elemendid

. {ildkogumisse tagastamisele ei kuulu.

: Mehhaanilisgl véljavottel valitakse valjavottesse iildko-
}>gumi mingil viisil jédrjestatud elemente vdrdsete interval-

. lide tagant, see viis on oma iseloomult seega samuti kordu- £
. matu vdljavdte.

2Va o dan 9 u et s ¢ n e ord L ka0 -
7 tamisel esinevatest vigan-
:' : dest, y ;

Téhistame tunnuse X keskmise vadrtuse ja dispersiooni
- iildkogumis siimbolitega a ning 6 2 , vdljavotus vastavalt
B a5,

Valjavotte uurimisel -saadud tulemuste tdpsus sdltub
kogumi mahust, uuritava tunnuse hajuvusest ‘ja uurimise tap--
susebt. :

Vaatluste hooletu teostamine, valearvestused, ja tels-

_te isikute poolt andmete tahtlik moonutamine tingivad jéme-
daid vigu. lModteriistade ja vaatlusvahendite ebatdpsus ja
f vaatlejate individuaalsed isedrasused tingivad sistemaatili-
~ si vigu - vaatluse recultaadid on ebatapsed, kusjuures hal-
- _bimine toimub iihes suunas, Jémedaid ja slistemaatilisi vigu

/
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saab pSaimditeliselt vdlitida voi vaatlusandmete 14bitddta=
misel arvestada, Edasistes arutlustes eeldame, et nimetg-"
‘tud vigu ei esine. 3

Lisanduvad juhuslikud vead, mis on tingitud paljudest
Juhuslikest, mittekontrollitavatest faktoritest. Juhuslike
fakxtorite mdjul kéiguvad vaatlustulemused kord ihele, kord
taisele pocle ning nende kdikumiste koguefekt on véil,javiittf"
kiillalt suure mahu puhul suurte arvude seaduse jérgi prak=
tiliselt null. -

V&ljavotte matemaatiline teooria pédreb peatéhelepanu ;
nn, representatiivsuse vigade médframisele ja hindamiseles
Representatiivsuse vigadeks nimetame lahkuminekuid iildkogu-
mi ja vdljavotte karakteristikute vahel. Nad on tingitud
sellest, et vidljavdte ei kopeeri tédpselt ildkogumit. Uld-
kogumis on a ja G % Jjdavad suurused, kuigi meile harilikul:
tundmatud, Vdljavotteid saame moodustada erinevalt ja iildi-
selt on ¥ ning 52 varieeruvad, nad sisaldavad ,juhu.sliklcu‘
se elementi. TEhistame iildkogumi mingi karakteristiku bté-
hega K, vidljavottes olgu vastav karakteristik Kk, mis on :
dldkogumi karakteristiku statistiliseks hinnanguks, Vilja-
votte korduval moodustamisel saame erinevad k vadrtused 3
Eqy k, ssses Karakberistik k on juhuslik suurus ja tema

véddrtused grupeeruvad keskvddrtuse BE(k) lmber. Selleks, et
karakteristk k oleks iuldkogumi karakteristiku K nihutamata
statistiliseks hinnanguks, on vaja, et

E(k) = K..

- Rarekteristiku k véddrtused varieeruvad ja me vSime
rddkida ligikaudsest vordusest k =~ X, Representatiivsuse
viga lK —kion samuti juhuslik suurus ja me saame hinnata,
kui tdendione on, et |K - k| ei iileta antud toket & , s.t.

|
]

P=2(|K-k|<€&)

TGendosust P mimetame v#ljavotte usaldusastimeks, toket
& vEljavette makainsalseks veaks antud tGen#osusega. Tin-
gimust | K-« !( £ voime vaadelda kujul

- 130 -



-£ <K-k <& ;

Mida véiksem on & , seda tipsemalt on ndfiratud ildko-
karakterisitik X ehk seda vihem erinevad teineteisest
alduspiirid k¥ = £ Jja k &« £ antud tSendosusega P,

§ Védljavotte matemsatilise teooria peamistéks tilesanne-
ks on ;

médrata representatiivsed viljavitte karakteristikud,
hinnata leitud karakteristikute tdpsust antud usaldusast-
megé, ) g :
mi#érata viljavette maht nii, et ta antud tingimustes re-
_ presenteeriks {ildkogumit vajaliku tdpsusegas.

)

30ldkeskmise hindamine,
Uldkesknise nihutamata statistiliseks hinnanguks tuleh
alida selline vidljavotte karakteristik k, et kehtiks vordus

E(k) = 8e

: Suurte arvude seaduse kdsitlemisel néitasime, et n
juhusliku suuruse aritmeetvilise keskmise keskvddrtus on
vordne nende suuruste keskviidrtuste aritmeetilise keskmiéer
ga. Uldkogumi elementidel on vdrdne vaiﬁalus sattuda vdlja-
vottesse ja seega on vdljavotte iga elemendi puhul uuritava
_tunnuse X véidrtus x Juhuslik suurus ning tema keskvasrtu-
seks on lldkogumi keskmise a, S.t.

E(xi) = a (i % 1,2, R IR 0

TPunnuse X vd#drtuste aritmeetiline keskmine on
ZX;
Z = 3
= 1

nende védrtuste keskvdartuste keskmine aga

£ 4 =13 - g




A 4+ 8 + e0e + 8 ne.a2a
= = a .

n n

Seega eespool ni.etatud teoreemi pohjal on E(X) = a .
Vordleme viimast tulemust ldhteseosega E(k) = a, Nédeme, et |
iildkeskmise a nihutamata statistiliseks hinnanguks tuleb va- |
lida vdljavdottekeskmine X , 3 :

Viljavottekeskmise leiame viéljavotie uurimisel saadud
variatsiconrea andmetel.

4, 1'ddi1spersiooni hindamine.

Valjavotte andmetel saame leida vdljavotte dispersiooni
s~ o Saab ndidata, et 32 keskvdsrtus ei lange kokku Uld-

dispersiooniga, S.t.
2 E(SZ) # 62»

Uldadispersiooni 6 2 nihutamata statistiliseks hinnanguks
vGib voétta korduval vdljavottel suuruse
n
-—-————82
n -1 ’

kordumatul vdljavdttel
~ . a2 82 .
n-=19 N
Kui lildkogumi maht N on kiillalt suur, siis

N -1 1
=1= — 4

N N

Jja voime iilddispersiooni kordumatul véljavottel leida samast
seosest nagu korduval vdljavottel,
Vdljavottedispersiooni leiame valemist

od
SR T LR

S

n s
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Pannes 52 avaldise ilddispersiooni ligikaudsesse aval-
disse, saame

.

T & - B X /E:(xi - 8° 2
o - S TH e AT 2 =y n ~ 1

Seega leiame Ulddispersiooni v&dljavdtte andmetel samuti
-~ nagu vdljavottedispersiooni, ainuli elementide arv tuleb
voota the virra vaiksem vAljavotte mahust, Kui vEljavdte
on kiillalt suur, siis olulist erinevust &% Ja s vahel
ei oles

SV a1l javototekeskmise dispers=
8 L.00.n-,

Vdljavottekeskmine X on juhuslik suurus, mille kesk-
vddrtus on a, kuid X jaotus on teadmata, Vdljavdttekeskmise
hajuvust lldkeskmise ilimber hindame vdljavottelteskmise dis-
persiooni abil, mida téhistame simboliga G - e

Cheat ey

X

Rzl daios =

= Vaatleme eraldi korduvat ja kordumatut vdljavotet.

A Eorduv_véljavdte.

| Korduval vdljavottel on Uldkogsumi elementidel igal kat-

. sel vordne sBendosus sattuda védljavottesse ning tunnuse X

' ﬁksikﬁéértused on iiksteisest sdltumatud juhuslikud suuruseds
‘Suurte arvude seaduse kdsitlemisel nditasime, et n soltumatu
Jjuhusliszu suuruse critueetilise kesk:ise dispersioon on n
kerda vdiksem iiksiksuuruste dispersioonist. Tunnuse X iga
idksikvidsrtuse X dispersiooni.g iildkogumis loeme 3 2. Arit-
meetilise keskmise X dispersioon oma keskvididrtuse a suhtes

on seega
2
62= G
i n

- védljavottekeskmise  dispersioon on korduval vdljawottel n
korda vdiksea tunnuse dispersioonist lildkogumis,
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Korgumatu'va;ngate. =
Kordumatul véljav3ttel elemente ilildkogumisse ei tagas=

tata ja iga jérgmise elemendi sattumine vdljavottesse 551,5
tub eelnevate katsete tulemustest, Ei saa enam rddkida
tunnuse X véddrtuste sdltumatusest. Siis aga ei saa kasu
da a3 eelmi°t mdttekéiku,

nersioan uldkeskmise subtes avaldub kujul

Tate N-n /
@ = .
Oi W5z N,—'l :

Vorreldes véljavottekeskmise dispersioone korduval ja ko
dumatul véljavottel, néeme, et kordumatul véljavottel on
viga vadiksem kui korduval védljavottel.

N ~-n
Murd - Lo Ja seega
2 N -1 ; 3
2 ? 2 5
< N=n ¥ 1 { 3
n R N % N ¥

Kui lldkogumi maht on suur ja vﬁljavﬁtté mahust tunduvalt
suucem, siis N &= N -1 Ja

N ~n N-n

A, Rk N

Vdljevdtte keskinise dispersioon séltub iildkogumi dispersi-
-oonist O 2 ja vdljavobte mahust n .

. Mida suurem on vdljavdtte meht n, seda vdhem h&lbib X
ﬁldkeskmfse a suhtes, Mida vdiksem on tunnuse dispersioon
ildkozumis, seda viiksem on ka X hdlbimine a suhtes.

Valjavottekeskmise X kooskdla iildkeskmisega a ehk ¥
bapsust hindame standardhdlbe & = abil, Standardhédlve
5

x

~
2
= ..,....‘_ s
l‘

|
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-
\-‘ Kuna n védike suurendamine ei muuda oluliselt /n  vadrsust,

TL giis jdreldub sellest, et vdljavdtte mahiu vdike suurendsmine

Suurust G - nimetatekse ka keskmiseks vdljavotteveaks.

el suurenda oiuliselt keskmige X t#psust. Soovides nditeks
suurendada keskmise tdpsust 10 korda, pesksime suurendama
vdljavotte mahtu 100 korda ( VY100 = 10 ).

Juhime veel td#helepanu suuruste 62, g2 ja 62 ari-

nevals dhendusele:

6‘- iseloomustab tunnuse véirtuste hajuvust iildkogumis la-
keskmise a limberg

52 ~ tunnuse vddrtuste hajuvust vdljavottes védljavdtte-
keskmise ¥ iimberg
62 - viljavottekeskmiste X hajuvust iildkeskmise a iimber,

x A
6o Keskmise vdl Jjavdttevea l1eid-
mine vdl javdtte standardhiédle-
be kaudu.

Eelmises punktis néditasime, kuidas leida %iilddis-
persiooni 2 yaudu, Euna 2 on harilikult teadmata ja
teda leiame ligikaudu 52 kaudu, siis on otstarbekas anda
eeskiri % Jja 2 leidmiseks vahegult si kaudu,
Selleks kasutame 4, punktis saadud Jja 8 vahelist seost

ning 5. punktli valemeid % Jja 2 seose kohta.
Eorduvel vdljavottel

2 62 n052 . 82

g

n
i

Feb) =
X n (n-1)n n-1
Ja kordumatul véljavEttel .

‘2 N-n 7B N-1
=i

2
: _ % Lu
. P I T }n.N‘-'I
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Kokkuvgte. Dispersiooni ja standardhdlbe arvutamise eeskir
jed on jérgmised:
korduval vdljavottel ; ; £

2 n
6 = 52; \
n-1
2
s
62= 5 6: H
;—{ n =1 2
kordumatul vdljavottels:
2 n
é :-—-—-—-(']_.._..) 52;
n-1 N
Pe il B S iy
A = P o= H G = (1 =~ )=
% 11-1‘ N = n =1 N
s2
~!1—1 .»
>

_ Suuruste X ja s° arvutanine toimub tavaiise eeskirja jér- ‘
'gi'véljavafge Jjaoks koostatud variatsioonrea andmetel.
Hespool (2. punktis) loetletud llesannetest saame niilid lahen—
dada esimest.

%22 Vsl javettekesknise uUSaldatba=
NoH 8¢

Olles leidnud védljavottekeskmise X ,  peame hindama,
nillistes piirides vdib asuda iildkeskmine téatud tdensosuse- '
ga. See- tdhendab 2, punktis loetletud viljavotteteooria
seise lilezande lahends iiste
Ulesanns on jérgmine: Md&drata tokked, mida iildkeskmise Ja



javattokeskmise orinevus ei lileta antud tGendosusega.
eid, mille vahel iildkeskmine s vdib asuda, nimetatakse
~usalduspiirideks ja usalduspiirides asumise taenlosuat,
se usaldusnivooks. FKegkmise a usalduspiiridoks on

£ ja X - {-; $ usaldusnivoo té#histame Prga, Vahe

X - a] ei tobi’ililetada téket & us:idusnivooga F ning

vu & nimetatakse vdljavatte piirveaks. :
nuleeritud lilesande vdime sCnastada ka Jjérguiselt: leida
; ;]avatte piirviga antud usaldusnivoosa. Tdljavottekesk-
ne allub normsaljaotusele v3i on sellele léhedane ning
jirvea £ leiame nii nagu normaaljaotuse puhul hindame
_suuruse véddrtuste hdlbeid keskvddrtuse suhtes, Kéesoleval
3 on suuruse védartuste osas vdimalikud viljavﬁttekesk-
‘mised ¥ Jja nende keskvﬂ&rtuseks iildkeskmine a.

TSendosuse selleks, et } X =-a ] < €& leiame I:aphce'i
siooni abils

P(|E-al<e)=2 ¢ (B

Teades usaldusnivood P ja vdljavotteviga ] § » leia-

1) vérduse P = 2 @ (t) abil fuuktsiooni b (t) ta-
1list tGendosuse véddrtusele P vastava argumendi vairtuse

2) seosest ‘ & 60’ ,-
3 = ; ;
védljavdtte piirvea : 2 4
6 = t o 6 s
X

vt, Laplace'i integraalvalemi rakendusi).
| Olles leidnud ¢ saeme a usalduspiirid ¥ 4 ¢ ,

on ette antud piirvigs & vai ‘usalduspiirid, ledame Gld-
skmise antud usalduspiiridesse kuulumise tGendosuse (usai-
dusnivoo) jérgmiselt:

- 137 =
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1) leiame argumendi

Q|

X
2) leieme Laplace'i funktsiooni tabelist 2 ¢b (t), mis ongi
usaldusnivooks P,

. Mida suurem on usaldusnivoo, seda laiemad on usaldus-
piirid (pikemas vahemikus asumist on kergem garanteerida),.

8, NEiteiad.

Lahendame mdned lilesanded eespool késitletud kahe
védljavotteteooria pdhililesande kohta.

Nisu saagikuse md#ramiseks 10 000 ha suuruselt pind-
alalt tehti kontrollmddtmised 1000 hektaril, mis valiti
korduve véljavdtte teel, Leida keskmise saagli usalduspii-
rid usaldusastmega 1) 0,997 je 2) 0,9 . Veatlusandmed
on arvutusskeemi kahes esimeses lahtris.

Alustame X ja g° leidmisest.

x £

?:;§ Ha arv x-=16 -Eilé'f% (_ggjga%f%
M-13 150 -2 - 30 60 |
el s G I Rl PR B el
15 ~ A% 450 0 =90
17 - 19 200 5 20 20 f

;553— =30 : 100 |
Keskmine i =30

X ==y o+ 2+16=154 ts
dispersioon
2 100

8° = gy 4= (16 - 15,8)° = 3,64 ts°

Si3B




Lelame vdljavittevea

3
R / g = /2088~ 0,06 ts
X n-1 999 g

Niiid saame leida v&ljavotte plirvea &

1) P = 0,997 .
Laplace'i funktsioonl wabelist leiame antud t?)eniosusele
vastava argumendi véddrtuse t = 3 Ja

£= bt 6:‘: = 3, 0,06 = 0,18 t8
2)P=O|940

Analoogiliselt leiame, ot & = 1,67 ja & = 1,67 « 0,06 =
= 0’1 ts.

Keskmise saagi usalduspiirid on ciis
1) 15,4 = 0,18 < & < 15,4 + 0,18 § 15,22 < a <15,58

2) 15,4 = 0,1 < a <154 + 0,1 3 15,3 < & <15,5 &

(Podrake téhelepanu sellele, kuidss P muutmine mdjutab.
piirvea ja usaldusvahemiku muutumist}). ,
‘ Leida eelmise iilesande andmetel piirveale & = 0,15 ts
vastav usaldusnivoo, : ‘

Arvutame i
t = 66 & i - 2,5
: 3 - 0,06

Jja tabelist .
P = 2¢)(2,5) = 0,9876,
Viimast tulemust tdlgendame jérgmiselt:

Kui moodustada veel viljavitte, siis 98,76% Jjuhtudest
saame iildkeskmisele usalduspiirideks 15,4 ¥ 0,15 ts. Ja
ainult 1,2% juhtvdest vdidb anda selliaed uselduspiirid, mis
el sisalda iildist keskmist saakd,
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N

%Tunnuse relatiivse sageduse
' windamines,

Rea probleemide uurimisel me ei huvitu teatud tunnus
sritmeetilisest keskmisest {ildkogumis, vaid sellest, kui
suure osa moodustavad vastavat tunnust omavad elemendid il
kogumist, Nii ollakse huvitatud praagi protsendist ettevd
te kogutoodangus, eriharidusega tootaaate arvust antud kut
2ealal jne.

.Olgu N elemendist koosnevas iildkogumis M slemendil
ilhine tunnus X, Selle tun;use relatiivne sagedus on

Vdljavotte uurimizel saame sama tunnuse relatiivseks sage-
duseks n . 5

vittes antud usaldusestmega. g
Vahe |w ~ pl piirvea € ja p usalduspiiride madrami
seks tulst leids relatilvse sageduse w viga 6 ( sama t&
hendus w jaoks nagu Ox keskmise X jaoks). Relatiivse
sageduse disversiooni 52 (w) leidsime binoniaalaeotuse ki~
sitlemisel '

2w =w. (1-w o
ning analoogiliselt © = leidmisele korduval viiljavattel 5
s2(w) [ w(1-w)
n T V n
kordumatul v&ljavittel

/w(1~') n
(1 SRS ) L]
N

w on
Edasi toimuvar piirves leidmine ja muud arutlused sa-
mal pdhimdttel naga X jaoks.

ZrARO



Ndide: Selleks, et selgitada 1000 rbl. mitteliletavate
uste protsenti hoiuste lildarvust, vaadeldi 900 hoiuarvet.
lgus, et 30% hoiustest ei filetanud 10CO rbl., ‘Kui suure
ldusastmega viib vdita, et selilste hoiuste osatihtsus
gl hoiustajate hulgas ei erine leitud véljavottelisest
emusest rohkem kui 2% ?

0s3(1 = 0,3) .
i A - 2z 0,0153
w 9500 :

£ =2% = 0,02 ja

t = < = —049-2—- = ;1,51
5, 0,0153

tdendosus. : p

10, Va1 javotte mahu maddramine.,

Ulesanne on. j&rgnine. Mitu elementi tuleb véljavdttesse
lida, =t véljavoite piirviga ei iletaks antud nsalduspilre*
antud usaldusnivooga?

Vaatleme eraldi korduvat ja kordumatut védljavotet.
Korduv véljavote.

Antud- usaldusastme P jargi lelame t ja aeosest

¢=t6-
arvestades t
6é
= .
- n
2
e’
?
o
R R
—"-“?— 3
&

R T S



Kordumatu viljevite.
M3ttekdik on analcoglline eclmisegag ainult et

/';;2?“’ ‘”"h‘*j“
o Ryl R T

lahendedes vorrandi

g L S
.c= V " -

tundmatu n subtes saame tulemuseks

;, 2
Nt

___1?__.__._. 4

# g2
Ndides Glgu ildkogumi maht N = 1000 ja tunnuse disper- 1
siocon iildkogumis 632 = 5, MEivame vajaliku viljavdtte mahu
n, ot garanteerida véljavdtte piirvea £ = 0,1 mitteliletamist
_usaldugastiwege 0,997,

Korduv viljavite.
¥unu ‘n leidmiseks mE#rame tabelist t = 3 Ja

n %205 4500
—0,1? = ®

Seega 1000 elemendist koosneva iildkogumi puhul el saagl moo—'ﬁ
dustada sellist vdljavotet korduval védljavdttel, mis garanteo—
riks nii vdikese piirves viga kdrge usaldusastmega.

Kordnmatu zﬁljevatp, RO
Msht o

AT S e

‘ 1000 « 3% . 5 8006 1 7 2,
p = ) - = 834, 1.8
1000 o 0,4%43%,5 1

P
SHet

mis'erineb'vahe iildkogumi mahust N,

Olgu~ﬁidkogumis ¥ = 100 OCO elementi, Slin saaksime vasta-
vateks arvudeks 4500 ja 4305, Seega pole mahtude erinevus
korduval ja kordumatul viljavittel enam suur. Tulemus aga
néitab veel kord seda, et kordumatu véljavotte puhul saavuta-

2 e



me sama tdpseid tulemusi mis korduval véaljavottel _véikﬂahat
" arvu elemente uurides.

11 - Dldai s 1 8ee 1l dunia i
; Seigitame, kuldas mdjubavad iiksteist suurused n, &, &
. ja Ps Valime kaks suurust komnstantseteks (loeme antuteks)
;Ja uur’ ., kuidas teised 2 suurust teinetelst vastastikku
. m3ju ivad, Suuruselt P v3ime kdikjal iile minna argumendile
. t, kusjuures suuremale P-le vastab suurem t vAdrtus, Duri-
~ tavad suurused on seotud valemis
; t2 S 2
n = ——-—5-1‘—-——— .

, Antud on P ja 6 . Mahu n suurendamine tingip £ vébe-
‘fnemise (murru lugeja on const), Sisuline tdhendus: vdlja-
 vobtte mahu suurendsmisega kaasneb usaldusnivoc muutumatuks
. jdddes tulemuste tdpsuse kasv (piirviga vibeneb),
f ~ Antud on P ja & , Suurendades O 2 guurcneb ka u ~
 guurema hajuvusega tunruste jaoks tuleb sama uséldusnivooga
tdpsuse tagamiseks moodustada suvurem vilJavdte,

Antud on © ja & . Muutumatu tépsuse korral seeb uzal-
dusnivoed tGsta Vvdljavotte mahtu suurendades.

Antud on & ja n, Tunnuse hajuvuse suurenemine véhendsb
vaatlustulemuste usaldusnivood. . y

Analiilisige O ja- £ vehekorda antud P ning n puhul, sa-
E/muti P ja & vahekorda antud & ning n pubull
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5 7+ KORRELATSIOONITEOORIA ENRMENTE.

oSt atinttli"ne 88 tuwvus

lateuaaﬁika iiheks tihtsamgks mdisteks cn funkisiooni
25iste. Kshe suuruse vahelist g51tuvust nimetatekse Tunkt=
zionaalseks, kui dihe suuruse (arsunendi) igaie vdﬁrtuaele
vastab teise suuruse (funktsiooni) kindel vadrtus.

NBiteid:1. Antud rahasumme (n) korral on ostetava kaub
hulx (y) je kauba hind (x) pdédrdvdrdelises séltuvuses, mida
saab analiiiitiliselt esitada kuanl

4 - 7 T = ]

2. Kepa Tuumala (V)‘ja'raadfuqe (R) s8ltuvuz vdljendub
kugjul ; P

stk

it :
V= — i('Ra.
&5 -3
3, Olgu kapiteli alsva!rtus teatud ajemomendil ¥, ai
" toimugu kepitali suurenemine alnult kasumi nZol konstantae

kgsuminormiga 100 p% aastas, Ihpitali (y) .suuruse s&ltuvus
ajast (t) esitub tehtud eeldustel valemiga -

Ty, (1 S e

Punktsionealne sdltuvus kehe suuruse vahel on matemnatiline 4
absiraktsioon, mis peegeldab—reaalseid seoseid suuruste vahe

Leldub aga palju suurusi, mis on iiketeisest soltuvad,
kuid oi ole tdidetud funktsionaalse sdltuvuse definitsioonis
riputatud tingimus, ét ihe suuruse igale Vilrtusele vastab
teise suuruse kindéilvﬁértus,

Néiteids

4, Inimese raskus séltub teme pikkusest,

5. Perekonnas tarhitav piima hulk sdltub pnrekouna
Buurusest.

-~
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6, Samatiilibilistes ettevitetes toodangu mahu (x) kasv

b omahinna (y) alanemise, Kuid same toodangu mahuga et-

evotetes on omahind erinev. See erinevus on tingitud sel-

t, et tootmistingimused ei ole tépselt samad, omahinda

jutavad peale toodangu mahu ka teiged faktorid.

7. BEttevotte t66liste arv séltub ettevatte pohifondide

purusest.

8, Omahind on seotud t&dviljakusega. : N

9, Teravilja saagikus sdltub vietise hulgaste Toome

. tabeli, mis iseloomustab rukkisaagi (y) sdltuvust maale
tud sdnniku bhulgast (x)

Samadele sonnikukogustele vastavad érinevad saagide.
Puudub iliksiihene vastavus suuruste x ja y vahel,

Toodud n#ited kuuluvad nn. statistiliste sGltuvuste
bulka., Kahe suuruse vahelist sdltuvust nimetatakse statis-
. tiliseks, kui iilhe suuruse igale antud vadrtusele vastab tei-
; se suuruse vaﬁftuste jaotus, mis muutub koos esimese suuru-
| se muutumisega, :

10. Toome andmed omahinna (y) ja pédevase toodangu mahu

e 200 400 300 200 300 200 400 800

(hz.b%nd-—] 150 160 150 160 160 180 150 4140 %
b 4 ! ; .

500. 800 -200 300 400 500 800

140 140 180 160 150 150 140
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Samadele x véirtustele vastavad erinevad y vddrtused ja vas- |
tupidi ehk iihe suuruse kindlatele véddrtustele vastavad tei-
se suuruse erinevad jaotused, Nii vastab vidrtusele x = 200
suuruse y Jjaotus

v J 150 160 180
T 1 2
védrtusele x = 300 8
y |150 160
it gy

Omahinna y vdértustele vastab toodangu mshu x viéirtus-
te jaotus, Véadrtusele y = 150 vastav x jaotus on

x|200300400500
r,1 1 2 1

Sageli tuleb iildkogumit uurida mitme tunnuse jérgi.
Harilikult tuntakse siis huvi, kuidas iihe tunnuse muutumine
mdjutad teise tunnuse muutumist ebk kuidas uuritavad tunnu-
sed on teineteisega seotud. Eelmises n#ites ongl toodud
andmed, mis on saadud ettevitete uurimisel omahinna ja too-
dsngu mahu jérgi. Saame selgitada, kuidas toodangu mahu
muutumine mdjutab omahinna muutumist vdi vastupidi, Selli-
ses kidsitluses jdtame kdrvale teised faktorid, mis mdjuta-—
vad nii omahinda kui ka toodangu mahtu, Arvestamata faktori-
te koguefekt aga tingibki seda, et ilhe suurvse igale vidrtu-
sele vastab teise suuruse véddrtuste jaotus, mitte aga enam
kindel vé##rtus,.

Statistilise sdltuvuse liheks piirjuhuks on funktsionaal-
ne sdltuvus: funktsiconi muutumine on tingitud argumendi muu-
tumisest, kui lisafaktoreid mojumas ei ole. Teiseks piirju-
huks on suuruste tdielik sdltumatus: ihe suuruse muutumine
el avalda mingit mdju teise suuruse muutumisele, Néiteks
tehase toocdangu maht el s6ltu sellest, kui suur on valveper-
sonal tehase sissapddsu juures,

Jjne.

Jjne.
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2, Lidhteandmete esitusviise,

Uldkogumi uurimisel saame harilikult andmed tunnuste
vastavate vddrtuste registreerimise Jjdrjekorras nn. lcendus-
tebell n#ol (n#éiteks eelmise punkti 10, ndites tcodud and-
med), Uldiselt vdime loendustabeli esitada kujul

X | t‘l X.Z sscoee xN
y l y1 7? Soevee yr
kus N on vddrtuste lUlderv, mille hulgas v3ib esinzda ka kord-
seid védrtusi, ¢
Selline tabel sobib suuruste vahelise sdltuvuse tépse-
maks uurimiseks siis, kui ilihe suuruse védértusi ei esine
kordselt ja selle suuruse vdértused on esitatud Jédrjestatult

voi siis, kui véirtuste hulk on vdike, Sellist tabelit ni-
metatakse ka lihtsaks korrelatsioonitabeliks,

EKorrelatsioonitabel. Iihtsa korrelatsioonitabeli and-
med esitatakse korrastatult mdlema tunnuse jérgi. 8Seejuures
el ole oluline, kas tunnuste vé#rtused on antud intervalli-
tult voi iksikvédrtustena, Uks vdimalus on eraldi vidlja
kirjutada iihe suuruse jaotustabelid teise suuruse liksikvE&r-
tuste jédrgli ja vastupidl (samal pShimdttel, nagu eelmise
punkti 10, n#ites alustasime} Uhe tunnuse iliksikutele v&&r-
tustele vastavaid teise tunnuse jaotuqi‘nimetatakse tingli-
keks jaotusteks, Palju lilevaatlikum ja kompsktsem on esi~-
tada mGlema suuruse jérgl koostatud tinglikud jaotused iihi-
se tabelina, Valitud n#ite puhul sasme sellise koondtabeli
Jjérgmisel kujuls

y
x 140 150 160 18
200 - 1 1 2 4
300 - 1 2 & 3
400 - 2 1 X 3
500 1 1 -t - 2
800 3 - - - 3
4 5 4 2 15 7
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Selliselt koostatud tabelit nimetatakse korrelatsiocni=
tabeliks, Ridade ja veergude lGikekohas olevad arvud ndi-
tavad ettevotete ar u, millele vastab vaadeldav suuruste x
Jja y vddrtuste paar. Nii on omahinnaga yf= 160 ja toodang
mahuga x = 300 kaks ettevdtet jne. Uksikutes veergudee Jja
ridades olevate sageduste liitmisel saame vastavalt vordse
omahinnaga (y) vdi vérdse toodangu mahuga (x) ettevdtete
arvu, Nii on 5 ettevottes toodangu omahind y = 150, 3 -ette-
vottes on toodangu maht x = 400, Sagedusts summa alumises
reas ja viimases veerus on alati v3rdne uuritavate elementi-f
de arvuga. -,

Eui tunnuste vadrtused on intervallide kaupa, siis valiuj
takse tunnuste diskreetseteks vddrtusteks intervallide kesk- ‘
kohad. !

Uldisel kujul v3ib korrelatsioonitabeli esitada jérg-
miselt:

¥
x\\\ y1 7'2 gesse "d eveoce 71 , mx
% fag  fyp o fqy By | my
!2 f21 e @ o e » o o o @ f21 g ma
A% i3 faf o my
T o TA AR B L DN
v e a e s o

Sageduste fxy liitmine tulpade kaupa annab éageduste
summad ny ¢ sageduste fxy liitmine ridade kaupa annab sum- ]
mad By e Seega :

n, = f1j + f23 +vae fij Y EE: rid $

mi = fi'l + fia % sse *+ ﬁi.j + soe fil = ; fij ‘

T&ht summe mErgi all nditab, kumma indeksi jérgl 1liit--
mine on bteostatud,

=

ANl




¥edusfe m, summa on vardne sageduste n, summaga

'n1 + W, +eeoDy =D, # D5 4 .e0 #0y =N

| enk

TN Zmi=an=Hn
i P

Korrelatsiconiv#li. Sageli on ofstarbekas statistilist sdl-
tuvust esitada geomeetriliselt., Iga tunnuste kokkukuuluvate
vadrtuste paari,(xi, ¥:) t8lgendsme punkti koordinaatidena
ristkcordinaadistikus, Igale véddrtuste paarite vastab nii
palju Uksteisegu katbuveid punkte, kul suur on vastav sa=-
gedus fxy ehk teisiti vdljendades: igal punktil (xi, ¥y:)
on kaal £__ ., Kaalud vSime mérkida-punktidele juurde v@i
ikese arvu punktide korral mirgime punktid iliksteise.ligi-
dusse. tevdtete nditele vastab korrelatsioonivdli joo-

| nisel 19.
4 mt_ %
A
160} x % x
i RS S CERE e
0o} - g P
£y

1 J i 1 1 1
00 200 3{10 400 s00 6o 700 800 X
Joonis 19, :

. Nii korrelatgioonitabeli kui ka korrelatsioonivdlja abil
 saab jdlgida the suuruse ildist muulumise tendentsi teise
suuruse muutumise taustal, Toodangu cmabinnal on tendents
~ langeda toodangu mahu kasvades, :

- Statistilise sdltuvuse lksikasjalikum uurimine toimub kor-
. rastatud ldhteandmetele tuginedes. S&ltuvuse tabeliline
_esitus j#&b léhtepunktiks andmete matemsatilisel 1ébitosta—
‘misel, Korrelatsioonivdlja abil ndeme monikord suuruste

. muutumise tendentsi paremini kui korrelatsioonitabelist.
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Korrelatsioonivdli aitab seega tihti leide suunda, milles
tuleb liikuda s@ltuvuse tdpsemal uurimisel Ja seaduspérasuste
véljaselgitamisels ]

FePTinglike Jaotuste kareakteris~
tikute leidmines,

1. ndide, Kasvu (x) ja kaalu (y) iseloomustavad andmed
50 4, klsssi Gpilase kohta on esitatud korrelatsioonitabelis,

x\y 24 .25 .26 27. 28 29 30 m
125 1 1
126 1 27 3
129 2 Vit e 7
128 35 1%y 10
129 - IACN e T R 12
130 e .00 2 9 “
13 ’ DA et 5 |
132 1 1 2 |
% 3 1 3
n., 2 9 o Mg ¢ - 7 3 50

Uke suuruse vddrtustele vastavaid teise suuruse vidrtus-
te jaotuegi nimetasime tinglikeks jaotusteks, Tinglike jao-
tuste karakieristikuid nimetatakse tinglikeks karakteristiku-
teks, Nii r#¥gitakse tinglikest keskmistest, tinglikest dis-
persioonidest ning standardbilvetest jue. :
Kasvule x, = 128 cm vastav kaalu y tinglik jaotus omab variat-
sioonrea

¥ ‘ AT T v e
: 4



mille keskmine

Ty = 70~ (125 + 3.26 + 5.27 + 1.28) = 26,6 kg on vértus
sele x, = 128 vastavaks tinglikuks keskmiseks,
Samale védrtusele vastav tinglik dispersioon on

D"'(‘” = ;,‘-5 . [ (2,56 « 1 # 0,36 4 0,16.5 + 1,96.1 )}: 0,64
ja tinglik standsrdhélve

64(7) = Vo."f = 0,8 kg.

Analoogiliselt saab leida ka teistele x vdirtustele
_vastavad y tinglikud karakteristikud ja y védrtustele vasta-
vad x tinglikud karakteristikud, Edasipidi puutums peamiselt
kokku tinglike keskmistega. ILeides tinglikud keskmised
mdlema tunnuse jaoks, saame tinglike keskmiste jaotustaebe~
1lid

x, 125 126 127 128 129 130 131 132 133
yxj 24,0 24,7 25,9 26,6 27,4 28,0 29,0 29,5 30,0

J
7‘] PR,0 125, 1 06 IR TR 20 30

;*125,5 126,8 127,8 128,6 129,5 130,6 132,0

Nédeme, et koos ilihe tunnuse muutumisega muutuvad ka
teise tunnuse tinglikud lkeskmised.
2, ndide, Koostada tinglike keskmiste jaotustabel jérgmise
korrelatsioonitabeli andmetsl.

N O G T
1 1 1| 2
2 1 1 1 1| a
3 Ty 5
4 1
ny 25285 3]

Lihtne on kontrollida, et tinglike keskmiste jaotus-
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tabelid on jirgmisea

S kA RS e s a3 8
Tp Rl G TR A8 08 207

Tanpnuse y muutumine tingib ka X muutumise, Tunnuse
x vAdrtustele vastavad y tinglikud jaotused on kill ‘erinev: ]
kuid tinglikud keskmised 7: ei muubu,’
Uldjuhul toimub korrelatsioom*abeli andmetel tinglike
keskmiste leidmine jﬁrsmiselt

‘.71 i1 + see * yl! - 1 fasiey 5 13
yi = o .1 s mi A nyid (1 = 1,2 ese
e ' 3 : ; .'j=1
S : D -
Xgfgs # one + X100 . 1
R 5 i i £
xd = : nJ < 7R S = nj 121 xi ij (J = e e 3

Kogu korrelatsioonitabeli uiatuses arvutatud aritmeeti
igi keskmisi nimetatakse Uldkegkmisteks., Nende leiduwine
toimub arihneetilise keskmnise def:.nits:.oon; kohaselt.

i

(x1m1 4+ sest x,gnk) Z xixni

}‘ (y4n1 4+ one “f ylnl) = %“" 'ZJ yjnj 0

1
1

Punkti koordinaatidega X0 y) nimetatakse korrelat-
siconitsentriks, 7
Uldkeskmisi saab leida ka tinglike keskmiste kaudu

i k J"
T Gy Tl v e + T e b T mE s
: Pt gt o b
A « 1
~ -~ = ¥ n ! b2
R = (xnna’ "'xznz ¥ seo 12112) . N"' = %“ Z ndxd .
St 3=1

. ' & 98py
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Saadud seoseid kasutame edaspidi.
%, ndide. Leiame 1. nédite andmetel Gpilaste keskmise

‘kaalu.
Kasutame keskmise arvutamist lihtsustavat valemit (vt.
(y=b)n
i‘ = E J +b
N
ja valime b = 27
b 4 Dy Y= 27 (y - 27) ny
24 2 -3 -6
25 5 =2 =10
26 9 -1 -9
27 12 0 =25
28 12 1 12
29 7 2 14
3013 3 9 .
10
10

. Eoxnrel el iy e g0y Y s,

3
Uhe suuruse sdltuvuse uurimine teise suuruse varieeru-

' misest on matemaatiliselt tiilikas, Otstarbekam on i{ilesanne

taandada lihtsamate sGltuvuste uurimisele, Tinglikke jao-
tusi saab kirjeldada nende arvuliste karakteristikute abil,
Iga tinglikku jaotust saame kirjeldada keskmise, dispersioo-
ni, standardhdlbe ja teiste arvuliste karakteristikute abil,
Seega ongi statistilise sdltuvuse kirjeldamiseks sobiv m&d-
rata iilhe tunnuse tinglike karakteristikute muutumine teise
tunnuse muutumise taustal. Jaotuse pdhiliseks karakteris+~

T
20,



tikuks on aritmeetiline keskmine ja harilikult uuritaksegi
ilhe suuruse tinglike keskmiste sdltuvust teise suuruse muu-
tumisest, - '

Téhistame suuruse x védértustele vastavad suuruse y ting-
likud keskmised j, Jja y védrtustele vastavad suuruse x ting-
likud keskmised X,

Suuruse y sdltuvust suurusest x nimetatakse korrelatiiv-
seks, kui suuruse x igale viddrtusele vastab suuruse y v&&r-
tuste jaotus ja tema tinglikud keskmised j, ei jé& konstant-
sebeks, Analoogiliselt defineeritakse ka suuruse x korrela-
tiivne sdltuvus suurusest y.

Mérkus 1, Korrelatiivse s@ltuvuse asemel rdsdgitakse tihti
korrelatiivsest seosest uuritavate suuruste vahel,

Mérkus 2., Korrelatiivse sGltuvuse definitsioonist jéreldub,
et ta on kitsam statistilise sdltuvuse mdoistest. Uks suurus
voib olla statistilise sdltuvuses teisest suurusest, kuid
Jaotustabelid voivad olla sellised, et tinglikud keskmised
on kogu aeg samad (2. ndide 3. punkt).

Mérkus 3. Voib esineda ka olukordi, kus néiteks suurus y on
korrelatiivses sdltuvuses suurusest x, kuid x ei ole korre-
latiivses sGltuvuses suurusest y (2. ndide 3, punkt).

Helmise punkti 1., ndites on Gpilaste kaalud ja kasvud
korrelatiivses sdltuvuses, kusjuures see sdltuvus on vastas—
tikune, Jérgmises ndites on suurused x ja y vastastikuses
statistilises sdltuvuses - tinglikud jaotused muutuvadg sa-
wati on suurus x korrelatiivses sdltuvuses suurusest y, kuid
suurus y ei ole korrelatiivses sdltuvuses suurusest x, sest
ik = const.

Korrelatiivse sO@ltuvuse definitsioonist jérgneb, et
tinglik keskmine ix on argumendi x funktsioon, mida v3ib va-
lemi kujul esitada

= P @
Esitatud s¢ltuvust nimetatakse korrelatsioonivdrrandiks

ehk y regressiooniks x jérgi. EKorrelatsioonivdérrandile vas-
tavat graafikut nimetatakse regressioonikdveraks,
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Suuruse y muutumisele avaldavad peale x muutumise mdju
ka muud faktorid, mille mdju me ei saa korvaldada. See
tingib y véddrtuste hajumise ja y tinglike jaotuste tekkimi-
se. Kiillalt suure katsete arvu puhul on alust arvata, et
korvalistest teguritest tingitud y hédlbed kustutavad ks~
teist (tugineme suurte arvude seadusele).',Jﬁrelikult kor-
relatsioonivdrrand ix = W (x) kirjeldab keskmiselt y
nuutumist x mdjul,

Analoogiliselt rédédgitakse x regressioonist y jéargi
ning korrelatsioonivorrandist iy = £(¥)e

Kui suurused x ja y oleksid funktsionaalses sdltuvuses,
siis oleksid seosed

¥ = P(x) = Xy o= (D)
ilhe ja sama s@ltuvuse kaks esitusviisi. Vorrand X_ = £(x)
on saadud vorrandist 5* = P (x) viimase lahendamisel X suh-

tes.
Regressioonikoverad langevad kokku.

Korrelatiivse s0ltuvuse korral on iliks kord argumendiks
suurus x ja ix tema funktsiooniks, teine kord on argumendiks
¥y ja tema funktsiooniks X_. Kuna x ja y ei ole iiksiiheses
vastavuses, siis me ei saa lihest korrelatsioonivdrrandist
teist. Regressioonikdverad on samuti erinevad. Argumendi
osasse valitud tunnust nimetatakse faktortunnuseks.

Kui mdlemad uuritavad tunnused alluvad iihiste faktorite
mojule, siis on otstarbekas uurida kahepoolset regressiooni.
Nii on n#diteks tarbitud tooraine maksumuse ja valmistoodangu
maksumuse vahekorra selgitamisel. Faktortunnuseks tuleks
iithel juhul vétta tooraine maksumus, teisel juhul toodangu
maksunus, Kui aga liks tunnus on teiﬁe muutumise pohjuseks
Ja vastupidist mdju ei ole, siis uurime ainult ilhepoolset
regressiooni, valides faktortunnuseks pdhjuse. N&éiteks
lehmade vanuse Jja piimaanni vahelise s@ltuvuse uurimisel tu-
leb faktortunnuseks valida vanus.
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5.Lineaarne korrelatsioon.

vKorrelatsioonivErrandi koos tamine toimub katseandmete
pohjal, Tinglike keskmiste jaotustabeli abil saame koosta-
da eksperimentaalse‘regressioonikﬁvera, milleks tuleb hari-
likult murdjoon., N&#iteks 3, punktis késitletud ndites y
regressioon x jérgi esitub graafiliselt allpool toodud ku-
Jul 3

B 8us
T

1 Js '

aks 1 I - % 1
25 126 127 128 129 4130 434 132 133 X

as

Joonis 20.

Katseandmete piiratud hulga tottu sisaldub tinglikes
keskmistes juhuslikkuse elemente, mis tingivad punktide
korvalekaldumise teatud pidevast kdverast. Katsete arvu
piiramatul kasvamisel l#heneb murdjoon pidevale regressioo-
nikoverale, mille vorrandiks oleks korrelatsioonivdrrand

5! = P (x)c

Meil tuleb korrelatsioonivorrand koostada piiratud ¢
katseandmete abil, See tdhendab funktsiooni avaldise kons-
trueerimist funktsiooni tabeli abil, milles funktsiooni .
véddrtused pole pdris tédpsed., Teatavasti kasutatakse selleks
harilikult vdhinciuntude meetodit,

Vahimruutude meetodi kohaselt tuleb eelnevalt valida
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nbiv funktsiooni tiilip katseandmete tasandamiseks ja seejé-
rel midrata funktsiooni avaldises esinevad parameetrid nii,
¢t valitud teoreetilise funktsiooni suhtes arvutatud katse-
Iv jiste funktsiooni vé#rtuste hdlvete ruutude summa oleks mi-
pimaalne. Parameetrite leidmine taandub normaalvorrandite
 siisteemi lahendamisele. ki :
Praktikas tuleb kdige sagedamini kokku puutuda line-
sarsete ja ruutfunktsioonidega, s.t. valitakse

Jy = 8X + b - linesarne korrelatsioon,

ix =ax° +bx ¢+ ¢ - paraboolne korrelatsioon,

Peatume ldhemalt lineaarse korrelatsiooni juures, Li-
neaarse korrelatsiooni vdrrandeid nimetame edaspidi lihtsalt
i regressioonivorrandeiks ja nende graafikuid regressiooni-
sirgeteks,

Regressioonivorrandeiks oleksid

.ix = ax + b

xy =cy + d.

| Viime arutlused l&bi ainult §x = ax + b jaoks, Tule-
- mused kanname ilile ka teisele vorrandile, vottes x asemele
y ja J, asemele iy .

b.Regressioonivorrandite
koostamine,

Olgu antud argumendi u ja funktsiooni v katsel saadud
védrtused u; ja vy (1 = 1,2, «os N). Katseandmete ta-
sandamisel lineaarfunktsiooniga

vYsXu +f3
ndératakse parameetrid « ja 8 normaalvirrandite silisteemist
N . § N
‘ a Jo W $p Y myow 2w
=1 i= i=1



‘ N- N
A Z: ui +/5N=|.=Z;V‘_

'
a1

Regressioonivdrrandi koostamisel on argumendi osas x
ja funktsiooni osas tinglik keskmine §x « Vorrandisistee-
mis esinevate summade leidmisel peame arvestama seda, et
iga erinev védrtus esineb m, korda., Regressioonivorrandi
?x = ax + b kordajad a ja b leiame slisteemist

fooK k : k
a Z mixi2 +b Z miXy = Z mixij?i §
i=1 i=1 i=1
4 ‘ ()

k X r
a 2:: miX; + Dy N o g; V”;?}- 1

=

L

Arvutades korrelatsioonitabeli andmetel tinglikud keskmised
ii S paigufame nad sisteemi (I) nidg viimase lahendamine
annab otsitavate a ja b vddrtused, Asendades saadud a ja
b védrtused regressioonivérrandisse, olemegi koostanud vaja-
liku vGrrandi.

Piiliame normaalvorrandite siisteemi teisendada niisuguse-
le kujule, et saaksime k3ik vajalikud arvutused teostada
korrelatsioonitabeliga ‘mi#dratud andmetest lédhtudes, Siis
langeks &ra vajadus tinglike keskmiste leidmiseks.

Kolmanda punkti 10pus nditasime, kuidas saab iildkesk-
mist ¥ avaldada tinglike'keékmiste ja iildkeskmist X korrelat-
sioonitabeli andmete X kaudu. EKui vorrelda seal saadud
seoseid silisteemi (I) esimeses vdrrandis tundmatu b kordajaga "
voli teises vorrandis a kordajaga ning teises vdrrandis vaba-
liikmega, ndeme, et

k k
Y. mx; =NX 3 2:: my; = NF. (I1)
i=1 i=1
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Dispersiooni arvutamiseka_kasutasime the eeskirjana
2
6 =12—i2.
Téhistame tunnuste x ja y lUlddispersioonid vastavalt

2 2

s, Ja sy « Siis
S i [ 2P
By »x =X 3 = A MRS
i=1
kust
: LS 2 g i "

z:: mx; < = (sx +X°%) . N, (III)
i=1

Teisendame ka esimese vorrandi vabaliiget
k =
Lo XYy
i=1

Tinglike keskmiste ii leidmine tcimub jérgneva eeskirja
kohaselt (vt. 30 punkt).

- 1 2::
yi = e— yj : fij ’ (i=1,2,¢o..k).
kust

3
J=

Paigutame wvabaliikmesse miii asemele saadud summa

> n5; X f: x; (21:' iji;;,'

i=1 i=1 3=1
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Siin on meil tegemis s kdigl xy Jja yj véddrtuste nins neile
vastavate sageduste f1 korrutiste summaga, mida tahistane:

Jjérgmiselt

K i
- Z x4yifs; = Z myy%y (m)
1,39=1 i=1 ;

EKui asendada siisteemis (I) vastavad liikmed seoste III)
{111), (IV) jérgi, saame silisteemi kujul :

2

9
it 5 g i J
a(sx +4X°) ¢ N¢ bXN ' = 1?521 xiyifij 3

aZN + BN = N y
Avaldame teisest vorrandist b ning asendame esimesse
k,1
y> SRR g = = H
N.a (Sx +x° ) + N(y - ax) + X = 32%L1 xiyifij i

\;1

kust lelame kordaja a

~

1 X, L5 : Yo
RN SR b E i d
i,9=1
-z < : ¢
Sx > 3

Ea regressioonivdrrandisse paigutame b avaldise a kaudn.,
Regressioonivorrand omandab kuju b

3& =ax +b=ax + 3y - ax

ehk 5 7 2!
¥ -Tesa(x=X),
Seega langes &ra vajadus eraldi arvutada b védartuse.
Regrecsioonisirge tOusu a nimetatakse regressioonikordajaks
ja tdhistatakse harilikult Joyx (y regressioon x jargi).

xXui rédgitakse x regressiconist y jédrgi, siis téhistatakse

P =3
| - 160 -



Korrelatsioonitsentri koordinaadid (X, §) rahuldavad
regressioonisirge vdrrandit, mis nditab, et regressiooni-
sirge 1#bib korrelatsioonitsentrit.

Kokkuvdte. Regressioonivirrandite koostamiseks tulevad
leida korrelatsioonitsentri kordinaadid (X , ¥) ;ja regres—
sioonikoefitsiendid valemitest

Cry Cry

ot RO A T
x J

Qpy = = Z: X,y,fy4 - %F kennad kovariat-
1,3=1

siooni nime ning seejérel esitada regreseioonivdrrandid
kujul

I =T = PuyrE-32;

‘ £-%= pPrG-9.
Arvutuste lihtsustamiseks minnakse sageli léhtemuutu-
Jatelt x ja y iile uutele muutujatele u ning v jérgmiste

seoste abil
x-C 1-02
u=T-1- s 7=.T-'

Konstantideks 01 Ja ('22 valitakse harilikult kas suurima
sagedusega x ja y vddrtus vdi rea algusest ja 1ldpust vord-
sel kaugusel asuv vddrtus, Suurused h P Ja h2 valitakse
nii, et u ja v oleksid absoluutvidrtuselt vdimalikult vil-
kesed tdisarvud (intervallitud ridade pubul sageli inter-
valll pikkus),

: Regressioonikoefitsiendid Fyx ja po, lelame siis

velemlitest 5 a
Pna%——;‘é!——'f)v,-%—_-—;%v——-o
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C . 3 %_l‘

uv .. 1;3‘:1 ulv.‘lti.‘l it

2

Ja s ning 32

g Oa vaetavalt suuruste u ja v dispersiooniq,

2N K 1rae,

Belgitame konkreetse illesande varal, kul -
das regressioonivdrrandite koostamine vdiks toimuda.

Tdehhoslovakikia 120 psllumajandusartellis uuriti 1 ha
kohta tuleva puhastulu ja tddpaeva eest makstava tasu vahe-
korda (rahaline arvestus on kroonides). Andmed on esitatud
korrelatsioonitabelina (vt. ®. Srepwaiiep, B, I'pysun, B. Buax,
OcHosu craTucTukM, Mocksa, I96I).

u

£ Tasu
Tull 0=3 3-6 6=9 9-12 12-15 15-18 18-21 21-24 24-27 27-30

00- 4001 2 1
400~ 800 1 12 8
800~1200 s

1200-1600 4
4600-2000
2000-2400
2400~2800
2800~3200
3200~3600 , 1 2
3600-4000 1 1

NN OV

NS FoOwWNN
W W

ORI S §

Arvutuste lihtsustamiseks asendame k3igepealt interval-
1lid nende keskkohtadele vastavate vddrtustega x (tulu) Jja
¥ (tasu) ning seejédrel lidheme iile uutele muutujatele u ning
v , mis on seotud tunnustege x ja y jérgmiselt

X-Q1 y—02

“=——W‘—-!V=—-g—.

A



K#éesolevas ndites on valitud
01=1800|02=16.53h1=400'h2=3-
Siis
Sore x - 1800 SR ¥y - 16,5
? 400 !
Sooritades vajalikud arvutused, esitame korrelatsioo-
nitabeli kujul (vt. lk, 16%4),
Alumises reas ja viimases veerus on vastavate ridade
(veergude) sageduste summad,
Regressioonikoefitsientide avaldistes esinevad keskmised U
ja ¥ ja dispersioonid aﬁ g 53 arvutame jérgmiste eeskirja=-
de kohaselt:

u my um u® nznx v a, v v ;Zn’
-4 4 - 16 16 o4 -y e B T gl 25
-3 23 -69 9 207 -4 3 -12 16 48
-2 22 -~-44 4 88 -3 20 =60 9 180
-1 22 =22 .1 22 -2 17 =34 & 68

-117 =17 % 17

0O 14 -151

0 27 -128

Ol AL ART WS

2 9 18 4 36 129 21 1 21

% ES 12 9 36 I, 1% 4 28

4 3 12 16 48 3 &4 12 9 36

5 2 10 25 50 4 3 = .16 48

__5_9_ + 59
- 82 568 - 69 471

Tabeli andmetest Jjéreldub, et
- - 82 2

= =-0,683 3 8 = - 0,683° = 4,267 3
120 ; g
- 6

; = —--—?-— - - 0.575 $ .3 = - 0'5752 = 5!5% L]
120 120
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Summa 2:'uivjfid arvutamiseks on otstarbekas kasuta-

da vahetult teisendatud korrelatsioconitabelit, Ridade Ja
veergude ldikapunktides olevate sageduste kdrvale kirjutame
vastavate u ja v vddrtuste korrutised., Nullviddrtustele vas-
tavad rida ja veerg jagavad tabeli neljaks, kusjuures I ja
IIT vdlje puhul on kdik korrutised positiiveed, II ja IV
véilja puhul negatiivsed. Korrutadss wv vastavate sage-
dustega, on vdljade kaupa kerge summeeri saadavaid kor-
rutisi, Nullreale ja veerule vastavad korrutised on nullid

“\\7 =15 -4 =3 -2 -110} 1 2 2> &
-4 1|20 2hs 1p2

-3 112 12)g 8l =
- 76 S5k 712
ARG BT 08 LTSl

0

2 52 18 216

> 2l

4 w L ip2 2[16
5 195 120

I véljale vastav summs on 322§ III = 131 § II - =~ 38
IV - - 2, Kogusumma on 322 ¢ 131 -~ 3 = 2 = 448,
Jérgnevalt leiame

4l
e ot 01683 ° 0)575 = 5.340 .

g
Regressioonikoefitsiendid
S 2,340.3 0,0059 34340,400
T —— ] T ——— = 124
» 4,267,400 4 Py 3,594,3
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Regressloonivdrrandice koostamiseks on tarvis teada X ja § »
Viimased leiame U ja V abil. Selleks avaldame x ja y uute
mautujate u ning v kaudu ja kuna keskmiste vshel kehtib sa=-
masugune seos, siis

X = 400 U + 1800 = 400,(~0,683) + 1800 =1527,

F= 3V+16,5= 3.(=-0,575) 4 16,5 =~ 14,78 ,
Regressioonivdrrandid saame kujul
¥y - 14,78 =:0,0059 (x - 1527)

Xy - 1527 124 (y - 14,78) .

Regressioonisirged on n&ha joonisel 21 , Tous -Pyx = tan X g

Px-y = tang , sest esimesel

Juhul on argumendiks x ja abst-
sleseteljeks x-telg, teisel ju-
hul on argumendiks y ja abst~
sissteljeks y-telg. Kul valida
iihikud mdlemal teljel vordsed,
siis oleks regressioonisirgete
kalle x~telje suhtes véga vidi-
ke: tan = = 0,006 .

Joonis 21.

8. Regressioonivdodrrandite
koostamine 1ihtsa korre-
latseioonitabeli andmetel.

Kuil léhteandmete hulk on piiratud, siis pole vajadust
nende korrastamiseks mGlema tunnuse jédrgi ja v3dime piirduda
lihtsa korrelatsioonitabeliga

x I x,l 12—000 XN
v ! y". Tp eee Ty
S AEE -

%
!

4



Sellisel juhul leisme ilildkeskmised valemitest

g ok . 1 ¥
x=—;Z R e ) ¥ s
i=1 i=1

dispersiooni
: [ N N 3
k2 3 > 2
oI 2 e
[ =1 1=1
1 - ] 1
s
e e
y N ; N
ix1 1=1

Kui regressioonikordajate avaldistes murru lugejat ja nime-
tajat korrutada katsete arvuga N, sasme arvutuseeskirjad

Nédide. Leida lineaarne korrelatsioon Noukogude Liidu rakyus-
lika tuln (y) ja 1d8viljakuse kasvu (x) vahel tddstuses.

R g



Andmed on protsercides 1950 sastaga virreldes:

Aastad 1950 1951 - 1952 1953 1954 1955

x 100 110 17 125 133 144
v 100 112 125 136 153 168

Arvutuste lihtsustemiseks léheme iile uutele muutujatele
u=x-125 3} v=3-136 .

Vajalike summade arvutamisel kesutame arvutusskeemi

< y u v uv u? v

100 100 =25 =36 900 625 1296
110 M2 =15 =24 360 225 576
117 125 - 8 -1 88 4 21
165 136 0 0 0 0 0
133 153 8 17 136 64 289 ;
44 168 19 32 608 361 1024

21 -22 2092 1239 3306
Bdasi ;

6 » 2092 - 21,22 12090
6o 1339 = 21° 7593

£y oy

42030
Pxy © 5.3306 - 222

30'66.

Regressioonivérreandid vdime esitada muutujates u ja
v v3i puutujates x ja y o Viimasel juhul lelame

Fa@e125=- 2 4125 =121,5

" FaTe136m- L 4 136=132,33.

- 168 =



: Begressioonivirrandid oa
e ~ 132,53 = 1,5(x - 121,5) 3 R - 121,5 = 0,66(y - 132,3).

9. Korrelatesioonikoefltsient

g Vaztleme tumnmse y sltuvust tunnusest x . Et paremi-
'ni aru seada, arutleme selwise punktl ndite sndmetels y -
Némhvuslik tulug X - tédvil jakuse kusv (mdlemeé protsenmti-
‘des 1950, aastaga vdrreldes).

& Olgu eesmiirgiks mil#ireta suurvse y vilirtus mingl suuru-
‘fso x vddartuse punml. Selleks v3ime kasutada mitut moodust.

b 1, Valime suuruse x valitud vi#rtusele vastavaks y
i vﬁurtuaexa vema kesinise ¥ . Keskmise suhtes leitud hiélve-

Bee téhendab, et loome kogu ajavahemikue 19501355 rah~
vusliku tulu kasvaks 132,33%. Graafilisel kujutemisel té-~
‘hendab selline valik seda, et tddviljakuse kasvule vastavaks
. rahvusliku tulu muutumist néitavaks jooneks on horisontaalne
sirge y = 132,33 (joonisel 22 punktiiriga mirgitud asirge)
ning punktide hdlbed on leitud selle sirge suhtes,.

2. Kasutame suuruse y v#ddrtuste médromiseks z Jﬁrgi ro~
(grenqioonivarrandit. Naiteks vH#rtusele x = 110 vastav y
. yiAArtus on : :

3110 £ 152,58 6 456(110 = 12935) = 113500,
Tepellk viddrtus oli 112, Analoogiliselt ssame leida igale

|
E

¢ x~le vastuva y vddrtuse, Sellise middramise joures tehtud

viga hindame suuruse y tegelike vA&drtuste hidlvele ruutude
kesimise abil, kus hdlbed on leltud regressioonivérrandist

. T
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Keskmi tv
eskmise ruutves 8.

véttes arvesse, et

\

Graafiliselt vastab sellele punkti-
de hdlvete leidmine regressioonisirge suhtes (vt. joonis 22),

Keskmise § suhtes leitud
hédlvete ruutude keskmine on
dispersioon a « Regressiooni-

sirge suhtes {eitud y véértuste

hdlvete ruutude keskmise téhis-
tame silimboliga 55: , kus esi-
mene indeks t&histab adltuvat
muutujat.

Suuruse s leidmisel
arvestame, et y = v + 136 ja
dispersiooni omaduste pdhjal

2

D(y) = D(v + 136) = D(v)

ehk

3306 22
— - g ) 537:6 .

leidmiseks kasutame arvutusskeemi,

Ig = 12255 # 135(2 <1421,5) &

Xy 1R, 50,5 (s e (y-:'rx)2
100 100" - 32,25 100,1 -0,1 0,01
110 112 = 172,25  115,0 -3 WL e e
117 125 - 6,75 125,6 -0,6 0,36
125 136 ¢ 5,25° 137,6 1,6 2,56
133 153 17,25 149,6 43,4 11,56 > Rie
144 168 33,75 166,0 2,0 4,00

27,49

LAY
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Suuruste 83 Jja ssx vadrtustest lelame rautjuure
87 = v537’6 = 23,18 H 332 = “‘.58 = 2'14 .
Suhe s néiteb, mitu korda v!ikaema vea oleme

- teinud y lezgmisei regresueoonivorrandist l#&htudes virrel-
~ des hindamisega keskmise abil

8
yx 2,14 ;
= ! = 0,092 = (992%) °

8y 23,48 '~

Tulemus néitab, et regressioonivdrrandist leitud y védrtus-
te hinnang on tublisti tédpsem. Regressioonivérrandi kasu-
tamisel tehtud viga moodustab 9,2% veast, mis tekkis y méd-
ramisel keskmise abil,

Belgitame s Ja sy vahekorda., Vdivad esineda jérg-
mised juhudsg

1. SBuurused y je x on funktsionaalses s3ltuvuses, Siis
= 0, sest hdlbed puuduvad ja s t18_=0, 8Sel juhul
saame iihe suuruse t#pselt mé&rata telse kaudu.
2+ Buuruste y ja x vahel puudub tédiesti lineaarne
korrelatiivne seos., Siie suurusé y tinglikud keskmised el
reageeri iildse suuruse x muutumisele, S.t. ii =¥ . EKuid
sellisel juhul on ka s = Ja s e
3. Suurused on korrelatizvses saixuvuses. Siis -

syx s 8 <: 1 « Kaks esimest juhtu on kolmanda piirjuhud.

Mida vdiksem on suhe s yx , seda tugevamalt (tihedamalt)
on seotud suurused y ja X. guurusi loeme seda tihedamalt
seotuks, mida rohkem iihe suuruse muutumine mdjutab teise
suuruse muutumist, Selles mdttes ongli funkisionaalne s6l-
tuvus kdige tihedam,

Otstarbekas on suurustevahelise seose tiheduse m&dduks
vdtta suhte s t 8, asemel selline suurus, mis suureneks
seose tiheduse kasvades, Selliseks suuruseks valitakse nn,
korrelatsioonikoefitsient,
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‘on d.finc-ritud 3irsllaolt

nae., méivk walitakee siis, kul mdlemsce suuruste muutumiecs
tendenis on semapidine (positiivmne korrelatsiocon)} ja'~'
8iis, kui muutumise tendents on westupidine (negatiivns
korrelatsioon), ;

Mida vélksem on 8 __ : s , seda vdlksem on tema ruut
. Ja seda suurem on ruutjuure mﬁrgiAall oleva avaldise vHEr-
tus, Biis on suurem ka korrelatsioonikoefitsiendi absoluu
vidirtus v, Kul suhe 8 s 8, —== 1 , 8iis ruutjvure alun
liheneb nullile ja [r /=0, Beega tdepoolest korrelatsi-
oonikosfitsient r imsloomustsb suurastevahelise seose tu-
gevust,

\i#

. Eorrelatsiconikoefit-
8iendil arvutamine.

Korrelatsioonikoeritsienti r voib arvutada tema defi-
nitsioonvalemi abil

r.=:v/'1-'-:§!-—- .

1. piide, Punktis 8 toodud n#ite andmetel saame punk-
tis 9 tehtud tH#iendaveid arvutusi kasutsdes ;

, R e G
e * 1~ b = ¢0,992 = 0,996 .,
23,18
Otstarbekam on teisendada velem r leidmiseks niigugu-

sele kujule, et suasksime kssutada regressioonivérrandste
koostemigel tehtud arvutusi, PHrest teisendusi saame

‘i
5
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r= _g!I__ v '.
%

" kus kowsriatsioon x,1

; 4 } : S
Ogiiethe O il A
p 1’ﬁ=1

. Kovari&taiéoqi miirk mEivadb ka » mérgi, sest
‘;. 'Bx > O’ > [ <
Kui arvestada regressioonikoefitsientide avaldici

\

C : . o]
pyx‘_-,zsx—'— § PrJ= 5 22 s
8y By

- .

- korpelatsiodnikosfiteieat on vordne regressioonikooflt-
sientlide geomeetrilise kesimisega.

Arvutades r regressioonikoefitsientide kaudu, valims
v méegiks kovurtatuioopi ny mirgi, T

2. néide. Lelane korrelatsioonikoefitsiendi 8. punkti
néditie andmetel regressivonikoefitsientide abil.

=+ )16 . 0,66 = \/o 99 = 0,995,
Tulemus ihtib 1., niite tulemusega (erinevus vitmanes
kohas on tingitud lUmardamisest asvubtuste kEigus},
3. né#ide., Leiame korrelatsiconikoefitefendi {. punkti
néite andmetel. :
Uutelt muutujate]c u ja v ei tervitese enam tegasi min-
na esialgaetele muutujatele x ja y , sest

N s R ¥ SRR & g
r = 3[Pyx B ny 3 2 ;v h‘l u; & ol g
h,‘ 8!1 112 Bv_ ‘ Bu . Bv
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Bespool ‘saime
Opy = 32340 3 85 =4,267 § 85 =3,50% .
Seega
3,340 3,340
4,267 o 3,59 2,066 . 1,896

51. Korrelatstoonikoetftitseslendld
sisust.

Korrelatsioonikoefitsient r on defineeritud valemiga

e
8
e s
8
J
Ja teda saab leida regressioonikoefitsientide kaudu valemist

r=4 b/f:)yx . ‘P y °

Rorrelateioonikoefitsiendil omadusi selgitame nendele vale- °
mitele tuginedes,

1. Korrelatsioonikoefitsiendi absoluutvédrtus el iileta
lihte, s.t.

BERRE
-']SI‘S‘I.

Uheksandas punktis selgitasime, et alati on tdidetud
tinginus

8
0 g XE.ig

by

Ja ruutjuure aluse avaldise v#drtus ei ilileta iihte., Kuid
ruud juur arvudest, mis ei ilileta ihte, ei lileta ka ilihte.
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Seda vdime illustreerida ka geomeetriliselt. Jooni-

- sel 23 on esitatud regressioonisirged, kusjuures koordi-

naatide alguspunkt on valitud korrelatsioonitsentrisse.

Suuruse y midramisel x Jérgi loeme argumendi vddrtusi x-tel-
jelt ja pyx médrab vastava regres-—
sioonisirge tousu x - telje suhtes,
s.te P = tan o¢, BSuuruse x

fye médremisel y jirgl loeme argumendi
véddrtusl y -~ teljelt ning vastavalt

Pq =1;a.n/d .

Jooniselt ndeme, et G < 90° -
Ja siis ka tan B3 < tan (90° - ) =

Joonis 23,

= cot ., Kuna tan «, cotx= 1,
siis tan o . tan/j <tancxe cOt X = 1 .

2, Funktsionaalse sgltuvuse korral on r = ¢+ 1 ehk
lrl = 1 . Funktsionaalse sdltuvuse korral on suurused x
ja y iiksiheses vastavuses, olles seotud iilhe vorrandiga
y = ax + b, millele vastab ainult iiks sirge (joonis 24 a).
Siis xX+p = 90° ja tan/s = tan (90° - ) = cot « ning

tan of » tan/,& = tanor. cotar= 1

ehk
2

pyx . P xy A s T
3. Kui korrelatsioonikoefitsient r = 0, siis puudub
suuruste vahel lineaarne korrelatsioon, V&ib esineda kover-
Jjooneline korrelatsioon.

Niid on 1 --sqfi——=o ohk s, =8, . Punktis 9
veendusime, et sellisel juhul lineaarne korrelatsioon puu-
dub - ilihe suuruse tinglikud keskmised ei muutu ilildse teise
suuruse muutumise taustal,

Tingimusele r = O vastab Pyx * P xy = 0 ehk re-
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gressiconisirged ou teineteiscza risti [joonis 2% b).
v, \ . L

“ 9% Riox
Tamif Yy
o -, VR ke0
Bl 7q
i
R ;( x 5 G |
Joﬁni- 24,

Korrvelatsioonikoefitsiendi =r ab:oluutv!&rtus ueloo_f-'
mistab uur!bavate suuruste seose tugevust. Mids ldhemal on
ebeoluutvairtus } dhele, seda tugevem on suurustevaheline
seos ning, seoda viélksem on regressioonisirgetevaheline nurk,

4, gewibm suuruste 85 ja s°  td#hendnat. Duptm'—

loga L"i peloonustab tego?fx ¥ vHdrtusts varisorumist,

- uegailke ¥ vllnwst;e vmoovumiat rogressiconivor-—
randist leitud vﬂlrtuitb ’i suhtes, kusjuures

xr

§n

2
s§_ Z(‘ -:ﬂndan(:v);s =')< 1”"3
gn’x.

Leiame vael regresaioonivarrandist leitud viiirtuste ’x i dis-

persiooni
2

e =R O ey = B0y =D H ) .

H1tame, st

ehle, teistes téhistes,

u(y) =‘Dyx + D( 5* Yive

Selleks ldhtume samasussat y = ¥, + (y - ¥, ) ning leiamo

v



¥y dispersiooni kui summa dispersiooni

X9 =D [T+ =5 )] = DT+ Xy - T -
(vt. summa dispersioon})

Esimene lildetav on juba tuttav., Teine liidetav
Dy - ix) aga ongi tegelike y vaartuste dispersioon vdrran-

dist leitud 7, suhtes, s.t. D = sgx 4

Kul suurused y ja x oleksid lineaarses funktsionaalses
sdltuvuses, siie y = 5* ja 62 =0 ning s? = s?c Y Bete
et y muutumine on téielikult mddratud x muutumisega., Suu-
rus s iseloomustabki suuruse y varieerumise seda osa,
mis on tingitud sdltumatu suuruse x muutumisest. Selle-
pérast nimetatakse 32 monikord ka suuruse y "seletatud"
variatsiooni m&dduks. Arvestades dispersioonidevahelist
seost saame, et :

2 o g
sy syx = syc
Jja
2 2 2 2
x s’x sy Byx Byc
it e s YR
J J J

Saadud suhe néitab, kul suur osa suuruse y varieeruvusest
on tingitud sdltumatu suuruse x muutumisest, Ulejéd&nud osa
y varieeruvusest tuleb lugeda tingituks muudest mdjutustest,

7. punkti néite andmetel saime r = 0,85, Lelame
r2 = 0,73 , mis néitab, et 73% p#evapalga varieeruvusest on
seletatav puhastulu muutumisega, ililejéénud 27% on tingitud
muudest mdjutustest,

Korrelatsioonikoefitsiendi ruutu r2 nimetatakse ka
determinismikoefitsiendiks.

Suurqmale r2 viddrtusele vastab ka suurem r véértus,
Kokkuvdttes saame delda, et korrelatsioonikoefitsient »
iseloomustab suurustevahelise seose tugevust, voimaldades

=477 =
23.



binnata, kui cluliselt mudjutab sdltumatu suuruse muutumine
sdltuva suuruse muutumist. ¢
5. Kui korre.atsioonitabel esitab vdljavotte andmeid,
siis suurustevahelise seose kuju ja tugevus ei tarvitse {
kogumis iihtida vdéljavdtte jaoks saaduga. Selgub, et kiil-
lalt suure védljavotte (N > 50) korral vdib lildkogumi korre-
latsioonikoefitsiendi Ty statistiliseks hinnanguks vétta
véljavotte andmetel Jleltud r keskmise ruutveaga B

1 =R

T

Ja voib olla praktiliselt kindel, et Ty asub usalduspii-
rides

r—3 6r$rﬁ$r+36r .

Néides Lefame korrelatsioonikoefitsiendi Ty usaldus—~
piirid MSehhoslovakkia koigi pdllumajanduslike kooperatii-
vide jacks (ndide 7. punktis),

Kesimmine ruutviga

i 1 - 0,853° 0,272

Seega

0,928 < 1y € 0,778,
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$lesanded.

5 T

1. Kastis on 50 iicesugust detaili, millest 5 on vir-
:Vitud siniseks. Kui #Benione on, et valikuta vBetud detail
" on sinist vArvi? :

; 2. Kui t0endone on taringu viskamisel kolmega jaguva
 silmade arvu saamine? i

3 %, Opperiihmas on 8 nais- ja 17 meesiilidpilast. Kui
- suur on naisiiliSpilaste relatiivne sagedus? Kui tdenéone

- on, et iilidpilaste nimekirjas on esikohal naisiilidpilane?
. 4, Tehase TKO avastas 100 valmistoote hulgas 5 mit-
~ testandardset toodet. Leida standardsete toodete relatiiv-
' ne sagedus.

: 5. MArklaua tabamise relatiivne sagedus on 0,85,

. Leida tabamuste arv, kui sooritati 120 lasku.

) 6., Kui tOenéone on, et uue passi saamisel passi num-
ber 1dpeb paarisnumbriga? Nulliga?

7. Oppejdud palus kursusevanemal kutsuda, konsultat=-
sioonile 3 iilidpilast 6 kontrolltdd mitterahuldavalt kirju.
- tanud 1lidpilase hulgast. Kursusevanem unustas kutsutute
i nimed ja saatis 3 iilidpilast K oma érandgemisel, Kui tGendo-
- ne on, et ta saatis Gppejou poolt kutsutud lilidpilased?

8, Tdendosus mirklaua tulistamisel 10 silma saami-
seks on 0,1, 9 silma saamiseks 0,3, 8 voi vdhema silma
saamiseks 0,6, Kui tGenéone on ilihe lasu sooritamisel véhe~
malt 9.silma saamine?

9. Raha=- ja asjadeloterii iga 1000 pileti kohta
tuleb 5 rahalist ja 25 esemelist vditu., Kui t3endone on
voita lihe piletiga? ~

10. Valmistoodangu hulgas on 40 I sordi, 60 II sor-

di, 45 IITI sordi ja 5 praaktoodet. Kui tdendone on vali-

.
B

W 1 - SO -
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kuta votmisel I véi II sordi toote caamine? B

11. Loteriil véidavad k3dik piletid. 200 vdidu hulgas E
on hinnalisematesi vditudest 10 téditesulepead, 30 tdite-
pliiatsit, 40 keraamillst tuhatoosi, Ulejdénud on védikse-
mad vdidud, Mis on tGenéosem, kas lihe piletiga saada hin- ‘n
nalisem v3i vdiksem voit?

12, Detaili valmistamisel sooritatakse 3 pGhioperat-
siooni, Esimesel operatsioonil on praagi tGendosus 0,01’
teisel ~ G,02, kolmandal 0,03. Leida standardse detaili
valmistamise tCendosus eeldusel, et praagi tekikimine thel
operatsioonil ei mgjuta teiste operatsioonide tulemusi.

13, Toendosus raamatu asumiseks esimeses raamatukogus
on 0,5, teises~ 0,7 , kolmandas -~ O,4. Kui tGendone on, et
raamat on olemas vdhemalt iihes raamatukogus?

14, Tden#osus iilesande lahendamiseks iilidpilase A poolt
on 0,75 , Ulidpilase B poolt 0,80 . Kui tGendone on, et E
ilesande lahendab likskdik kumb {ilidpilastest, kui mdlemad
ilidpilased tdotavad teineteisest eraldi?

15. Kiirrongi Oigeaegse saabumise tden#iosus on 0,95
Kui tGen#done on, et 3 kiirrongi saabuvad hilinemata?

16, Kodanik ostis televiisori ja raadiovastuvétjae.
TGendosus hdireteta t6dks garantiiaja jooksul on televiiso-
ril 0,85 , raadiovastuvétjal 0,98. Kul tdendone on, et
mdlemad aparaadid ei vaja remonti garantiiaja jooksul?

2.

" 1. Koostada 3 tdringu viskamisel saadavate silmade sum-
ma jaotustabel ja poliigoon.

2. Koostada kaupluses pdeva jooksul miiidud 45 kingapaa~
ri suuruste variatsioonrida ja poliigoon jérgmistel andmetel:
39 41 40 42 41 40 42 44 40 4342 41 43 39 42
41 42 39 41 37 43 41 38 43 42 41 40 41 38 44
40 329 41 90 42580 AT <82 R0 43 B39 U 8T S4aks

3. Koostada histogramm ja kumulaat kolhooside jaotusele
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traktoripargi vdimsuse jargi.

Voimsus kuni 1000~ 1500- 2000- 2500~ Ule
(HJ) 1000 -1500 =~2000 =2500  -3000 3000
Kolhoosi~
de arv
e e K B R S T g S

4, MGotmisvea X jaotustabeli pdhjal koostada jaotus-
funktsioon ja kumulaat.

Vea ’
intervall” €0,3) (3,6) (6,9) (9,12)
p 0,035 0,050 0,166 0,212
Vea
intervall (12,15) . (15,18)  (18,21)  (21,24)
P 0,212 0,195 0,090 0,090

3

: 1. Juhusliku suuruse X jaotustabeli pohjal leida kesk-
vddrtus, keskmine lineaarh#ilve ja dispersioon

2, Leida § 2 llesande 4 andmetel mootmisvea keskvédr-
tus, dispersioon ja keskmine standardhédlve. ¢

3. Leida § 2 llesande 2 andmetel kingapaaride suuruse
aritmeetiline keskmine ja keskmine standardhédlve,
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4, Leida § 2 ilesande 3 andmetel traktoripargi kesk-
mine vdimsus ja keskmine standardh&lve.

5. Perckondade jaotus tulu jérgi iihe perekorinaliikme
kohta on jérgmine: 4

d

Tulu(rbl). |[Funi 25 25 =50 50 =75 75 - 100 Ule 100

. Perek.arv

) 5 13, 8L a8 15

Leida keskmine tulu, jaotuse mood ja mediaan,
4, X

1. Urnis on 25 kuuli: 10 punast ja 15 rohelist. Urnist
vGetakse kuule 5 korda, kusjuures pérast katset pannakse
need urni tagasi, Koostada voimalike katsetulemuste jaotus~ !
tabel (Bernoulli valem) ja poliigoon.

2. Kaugdppija tellib opikuid posti teel. TOendosus
selleks, et dpik on kdvas kdites, on 0,7. Kui toendone on,
et tellitud 7 Opikust on 4 kdvas koites? ;

%+ Spordiklubi esindusvdistkonnas on 10 meistersport-,
last, Tdendosus weistersportlase arvamiseks vabariigi
koondvdistkonda on 0,5. Kui tdendone on, et 8 sportlast
10-st valitakse vabariigi koondvdistkonda?

: 4, Kogutoodangus on keskmiselt 3% praaki. Leida tde-
ndoseim praagi hulk 800 tooté hulgas ja vastava sageduse
tdendosus, “ '

5 Miinti visatakse 40 korda; Kui toendone on vapi
e311e+u1e 15 kuni 25 korda?

&, Mitu katset on vaja sooritada, et usaldusnivooga
0,90 ¥8ib véita, et relatiivse sageduse hidlve siindmuse tCe-
ndosuse p = 0,40 suhtes ei ilileta 0,047 ;

7« Mitu seemet tulesks idanevusproovi‘tegemiseks votta,
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et tdendosusega 0,977 voiks vdita, et idanemisvoimeliste
seemnete relatiivne sagedus ei epine 0,9-st rohkem kui 0,02
vorra?

8., Kontrolliti 3000 elektripirni, Praagi relatiivne
sagedus on 0,15, Kui tOendone on, et praagi relatiivne sa-
gedus kontrollitud pirnide hulgas ei erine 0,15-8t rohkem
kui 0,01 vOrra?

" 3lindmuse toendosus iliksikkatsel on 0,3, Leida siind-
muse celatiivse sageduse plirviga toendosuse 0,3 suhtes,
mida vdib garanteerida tdendosusega 0,935,

" 10, TBendosus lennuki tabamiseks Shutdrjekahurist iihe
lasuga on 0,01, Sooritatakse 100 lasku. Leida tGen&osus
lennuki tabamiseks 2 miirsuga Poissoni, Bernoulli ja Laplace’i
valemigs. 3

11. Juhuslik suurus X allub normaal jaotusele, mille
parameetrid on a = 5, G= 2+ Kui tdendone on, et X vdidr-
tused asuvad vahemikus (1,10)7?

12, Normaaljaotusele alluva juhusliku suuruse paramee-
trid on a = Hily G = 0,5 Kui tGendone on, et X vidrtused
ei h&lbi keskvddrtuse suhtes rohkem kui 1,3 vorra?

13. Traadi tOmbetugevuse jaotus 100 traadi katsetamisel
saadi jérgmine

Koormus

50-60 60-70 70-80 80~-90 90-1C0 100~110 110-120
Traati- :
de arv 3 9 20 28 24 1e 4

Tasandada antud statistilist jaotust normaaljaotusega.
Vorrelda normaaljaotuse kaudu leitud sagedusi eksperimen- 1
taalsete tulemustega.

6.

1, Toodangu kvaliteedi hindamiseks moodustati 10 000
tootest koosneva lldkogumi jaoks véljavdte mahuga n = 300,
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Esimese sordi toodangu relatiivne sagedus vdljavdttes oli
0,6, Msdrata esimese sordi toodangu usalduspiirid uldkogu-
mis usaldusnivooga 0,999 a) korduval, ,b) kordumatul vElja-
vottel.

2, Kartuli térklisesisalduse selgitamiseks mdddeti
thirklise hulk 560 kartulil, Modtmistulemused on antud va-
riatsioconreana

Térklise 9 =10 =1 =12 =~ 13 - 14 - 15 ~ 16 - 17 =
hulk %

Kartuli- 2 e
te arv-’ 1 2 6 12 19 26 46 94

Tdrklise
hulk % 17 = 18 =~ 19 = 20 = 21 = 22 = 23 = 24 - 25 - 26

Kartuli-
te arv 106 110 76 39 14 7 1 0 1

=
o

Médrata iildkeskmise usalduspiirid usaldusnivooga 0,96.

3, Kvalifitseeritud tddliste keskmise t66staazi selgi-
tamiseks kontrolliti 10 000 tdédlise tooraamatuid korduva
viljavotte teel. Keskmiseks tédstaaziks saadi 15,5 aastat
keskmise standardhélbega 4,8 aastat, Kul tdendone on, et
ildkeskmine ei erine viéljavdttekeskmisest rohkem kui 0,5
aastat,

‘4, Uuritakse telefonikdnede keskmist pikkust., Mitme
kons pikkus tuleb registreerida, et tdendosusega 0,997 voiks
garanteerida, et vdljavottekeskmise ja ilildkeskmise erinevus
el ilileta 10 sekundit keskmise ruuthédlbega 2,5 minutit?

5. Raamatukogude lugejate keskmise vanuse médramiseks
kasutatakse vdljavottelist meetodit, Mitu lugejakaarti tu-
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leks 30 000 lugejakaardi hulgast kontrollimiseks votta, et
usaldusnivooga 0,99 voiks garanteerida, et lildkeskmise ja
~ vdljavitte keskmise erinevus ei iileta 1 aastat keskmise

~ standardhélbega 5 aastat?
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