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Sissejuhatus.

Kéesolev loengukonspekt on mdeldud eeskidtt TRU mate-
maatikaosakonna ﬁliépilastele vastava kursuse omandamiseks.
Kompleksmuutuja funktsioonide teooria kursus jaguneb 3ppe~
plaani kohaselt kahele semestrile (5. ja 6.sem,). Kdesole-
vasse védljaandesse on koondatud materjal, mis on mdeldud
Oppimiseks S.semestril ning mis tutvustab peamiselt elemen-—
taarfunktsioone ja vastavaid geomeetrilisi teisendusi. Et
koos elementaarfunktsioonide tutvustamisega uurida ka vas—
tavaid geomeetrilisi teisendusi, selleks on konformse kuju-
tamise teooria pdhikiisimused kantud kursuse algusse. Selli-
sel viisil on vaimdlik koos iiksikute funktsioonide ja nende

“omaduste vaatlemisega lahenaada ka hulgaliselt iilesandeid
ning seega kinnistada ja illustreerida teoreetilist mater—
jali.

Sellisel materjali paigutusel on kiill ka omad puudused -
see el voimalda tGestada konformse kujutamisega seotud {ildi-
s8i teoreeme, kuid autori arvates mitmed positiivsed momendid
korvavad selle puudujéddgi. Nende positiivsete momentidena
voiks mainida jérgmisi: 1) nditliku materjali suurem valik,
2) rohke iilesannete valik ning 3) mdningate kordamiste vil-
timine. Pealegi jédks programmi kohaselt t3estuseta ikkagi
iildine Riemanni teoreem konformse kujutamise pdhiiilesande

lahendi olemasolu kohta, samuti ka mitmed teised fildised
teoreemid, mis on ette néhtud ilma tdestuseta. Et drajéd-
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nud tdestuste kohta saada informatsiooni, selleks on teksti
paigutatud kiillaltki rohked viited kirjandusele.

PGhirdhk iiksikute elementaarfunktsioonide esitamisel
on asetatud nende geomeetrilistele omadustele, tédpsemalt
6eldes, vastavatele geomeetrilistele teisendustele. Pare-
ma iilevaatlikkuse mottes on konspekt varustatud lisaga,mis
Jooniste abil piiiiab selgitada iiksikute funktsioonidega
teostatavaid kujutusi. Selline lisa on vietud raamatust [2].

Numbriga nurksulgudes on viidatud konspekti 13pus esi-
tatud kirjanduse loetelule. Sellist viitamist on kasutatud
mitmetel juhtudel, peamiselt sel juhul, kui teatav aineldik
on konspektis esitatud ilma tGestuseta. Nende viidete ko=
val on kasutatud ka sisemisi viiteid, nditeks (vt.§ 2.1).
Siinjuures t&éhistab esimene number peatiik'ti ning teine vas-
tavat paragrahvi. Viited valemitele on esitatud pParagrahvi-
sisestena, Kui iiksikutel Jjuhtudel on tegemist viidetega tei-
Se paragrahvi teatavale valemile, siis on see tekstis mir-
gitud.

Pea-aegu iga paragrahvi 1Gpus esineb teatav hulk i{iles-
andeid, mida on socovitatav lahendada aine siigavama omanda-
mise eesmirgil. Uksikutel Ulesannetel on tdhtsus ka edasise
teoreetilise materjali esitamise seisukohalt, Vajalikul ko-
hal on neile ka sel Juhul viidatud. Enamik iilesandeid on
antud koos vastustega. Viimased puuduvad vaid iiksikutel
lihtsamatel Ulesannetel,

Aine pavema omandamise eesmirki peavad teenima ka para-

grahvide 1dpus esinevad kiisimused. Neid on kahte liiki.
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Uhed on niisugused, mis sunnivad tagasi p&érduma oluliselt
tdhtsate moistete ;]\mrde,l mida on vaja kindlalt meelde jédtta.
Nendele v3ib vastuse leida vastava paragrahvi tekstist. Tei- i
sed, mdnevdrra raskemad kiisimused uaga nouavad enam Juurdle—
mist vastavate mdistete kallal ning seetdttu peaksid aitama
kaasa aine sisulisele omandamisele.

Konspektis puuduvad olulisemad ajaloolised mirkused.Luge-
jal, kes tahab tutvuda xompleksmuutuja funktsioonide tecoria
ajalooga, on soovitatav tutvuda erirasmatuga [10] .

Lugejale, kes soovib jdudu katsuda suurema hulga ja ka
t3sisemate iilesannetega, on soovitatav kasutada iilesannete
kogu [4] , mis on ainulaadseks kogu maailma kirjanduses.

Autor peab oma meeldivaks kohuseks avaldada siidamlikku
tédnu prof. H.Keresele ja dots., U.Kaasikule retsenseerimisel
tehtud miarkuste eest. Siigavaim tédnu L.Karule suure too eest |
ké@sikirja vormistamisel.

25. mirtsil 1966.

Autor. !

Eessona 2 vl Jraia a diel 1hey i

Kdesolevas viljadndes ei ole olulisi muudatusi vorreldes
esimese trilkkiga. Parandstud on vaid moningad trikivead, mis

autoril onnestus avastada,
21,aprillil 1970.
Autor.



I peatikk.

KOMPLEKSARVUD .

§ 1. Kompleksarvud ja tehted nendega.

Kompleksarvudeks nimetatakse Jérjestatud reaalarvude
paare
™ : 2 =(x,4),
millega teataval kindlal viisil defineeritakse aritmeetili-
sed tehted ning vdrdus. Olgu antud kaks kompleksarvu
2, = (21 4) jJa 2, = (%2, 4;)s Nende vordus, summa ja
korrutis defineeritakse Jérgmiselt:

iy % =2, 5 kui X, =X, Jja y.=y:,)‘
2% :é,+2,,=(x.+%,y,+g‘);
* 2 =(xyr ~—gqy,, E Yy + XY, ).

Antud definitsioonidest ldhtudes saab ndidata, et iga
z = (x,g) puhul kehtib vdrdus
(2) 2= (=,9) = (x,0) + (01)(y,0).

Sellest avaldisest paneme tdhele, et eriline osa on
kompleksarvul 4 = (0,1) ning kdigil neil kompleksarvudel,
millele vastavas paaris teine arv vordub nulliga. Kui defi-
neerida veel kahe kompleksarvu vahe kui summa pdsrdoperat-
sioon ning jagatis kui korrutise podrdoperatsioon, siis
osutub, et defineeritud tehete suhtes kiitub paar (x,0)

nagu reaalarv X . Seetdttu vdime identifitseerida nad oma-

vahel, s.t. x = (x,0).




Sel viisil saame, et kompleksarvude hulk sisaldab reaalar-
vude hulga, kusjuures 0 = (0,0).
Seda kdike arvestades vdime vdrduse (2) iiles kirjutada

kujul 2.(x’y)=x+4'/g-

Saadud vordust nimetatakse kompleksarvu algebraliseks kujuks.

Reaalarve
z=Rer =Re(zy) ja Y= Imz = Jm ?x,yj

nimetatakse vastavalt kompleksarvu 2 reaal- ja imaginaar-
osaks. Kui Re# =0 ,siis kompleksarvu 2 nimetatakse
pubtimaginaararvuks.

Et ka iga tasandi punkt P (ehk siis tema kohavektor
0—5) (joon.1) on médratud 4
jédrjestatud reaalarvude

paariga (oma koordinaa- ‘p
tidega), siis saame kor- :3
raldada iiksiihese vastavuse |

o x 1 xX

kompleksarvude ja tasandi
punktide vahel. Teisiti T e

deldes: me viime kdik kompleksarvud kujutada koordinaat-
tasandil. Niisugust tasandit nimetatakse siis kompleks-
tasandika. Seejuures nimetatakse x-telge reaalteljeks ning
4 ~telge imaginaarteljeks.

Seades kompleksarvule 2 vastavusse tema kohavektori O_b,
saame anda kompleksarvude liitmisele ja lahutamisele geo=—
meetrilise interpretatsiooni. Eompleksarve liidetakse ja
lahutatakse nagu vastavaid vektoreid (joon.2).
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1.

2.

Joon,.2.

Kisimused.

Defineerida kompleksarvude vahe ja Jagatis.
Kus asuvad komplekstasandil reaalarvud?
Kus asuvad komplekstasandil puntimaginaararvud?
Millega vdrduvad summa reaal— Ja imaginaarosa?
Millised kompleksarvude paarid asuvad komplekstasandil
slimmeetriliselt koordinaattelgede (koordinaatide alguse)
suntes? :
Mida tdhendavad geomeetrilised v3rratused

a) L2220 , v) JImz2=20 ?
Milliste punktide geomeetriline kont on midratud seosega

.Qc 2 + Jﬂn-z =0 ?

Ulesanded.
Toestada, et a) 2, + 2,= 2, + 2, (sumna kommutatiivsus) ;
DY Ry )i Ryim By (l;+ #,)(summa assotsiatiivsus) ;
¢) 2 =22, (korrutise kommutatiivsus) 5
d) (2, )z, = 2, (=, 2,) (korrutise assotsiatiivsus):
e) (%, + ) = %, 2, + 2,%, (distridbutiivsus) .
Ndidata, et 4* = (0,1)(0,1) = (-1,0) ¢ Babe cli—g,
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28
6.

7.
8.

9-

kus juures ‘J

Ndidata, et vahe 2 — 2, on iheselt middratud mistahes
kompleksarvude %, ja Z%, puhul.

Leida %i « Veenduda, et selline jagatis on iheselt
madératud iga 2, # O korral.

1

. SOk Sy

Néidata, et Ay ¢ A -5:

TGestada, et kahe kompleksarvu korrutis on null parajasti

siis; kui vdhemalt iiks tegureist on vdrdne nulliga.
Toestada, et (1 + 2)* =4 + 22 + 2*
Leida graafiliselt 2, +2 ja % -2, ,kul
8 E, el W=l B ;
D) B,=-3*+ ¢, 2‘='f“""“"5
c) 2,=3¢ i z,.=—2—<1 )
a) & =-R+R¢, Z,m~8i.
Nédidata, et kompleksarve algebralisel kujul vGime korru-

tada kui kaksliikmeid, arvestades, et <% =-1.

§ 2. Kompleksarvu moodul ja argument.

Et punkti tasandil saab médrata ka polaarkoordinaatides,

(1) T=rc08¢ ja y-'vn'tup 2

siis kompleksarvu 2 mddrab ka n

reaalarvude paar ( ¢, ),milles 0

esimest arvu nimetatakse kompleks—

P s

arvu 2 mooduliks ning teist argu- Joon.3.

mendiks. Neid tdhistatakse vastavalt |z| ja .4/72 .Vahetult

geomeetrilisest pildist on selge, et kompleksarvu moodul on

iheselt mddratud, kuid argument mitte. Kui ¢ on kompleks-
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arvu argumendiks, siis on ka seda iga arv P + 2 IT
(k =0,%1,%2,..). Kompleksarvu %  sellist argumendi
vadrtust ¥ , mis rahuldab vdrratusi
- <Y<,
nimetatakse argumendi peavdidrtuseks ning téhistatakse a@z,

Puhtgeomeetrilistest kaalutlustest on selge, et argument on
mé@ératud iga kompleksarvu 2 # O puhul. Kompleksarvul %= 0O
aga pole argumenti. Arv 2z =0 on midratud sellega, et tema
moodul vdrdub nulliga.

Vordustest (1) saame, et

n=lzl=Vat+ gt

arctan % Skui 2 >0,

(2) g2 = (N + ancbon 4 ,kui z< O ja ¥20,
T = arclan ¥ xui 2<0ja < 0.

Asendades kompleksarvu algebralises kujus suurused X ja
y valemite(1) pshjal, saame, et
(3) =1 (cosp +iaing),
Saadud avaldist nimetatakse kompleksarvu trigonomeetriliseks

k ,]uks.

Matemaatilise analiiusi kursuses t3estatakse nn.

Euleri
valem Cp A T
e’ = AP + ¢ whp,

mille abil sasme vordusest (3) kompleksarvu 2 eksponent-

b 2=2ef.

Mitmesugustes arvutustes on kasulik rakendada Just kompleks-
arvu eksponentkuju tema kompaktsuse tottu.

- 10 =




Vaatleme kompleksarvude korrutamist trigonomeetrilisel
kujul. Olgu 2, = 7,(cosp, +<isng)ja %, =41, (coop + Lang,),
Sel juhul saame, et

2,2 =17 (eos @, +Lanp, ), (s, -0-4;44"(44(,?;) e
= e, [(conp, cosipy — s, sinpy) +

i (g, conp, # anp cosp, )] =

= 1,1, [€93 (P + 1) + & #n (P + P2)]=
e/d(fzd-¢h)

U T,
ehk siit L (
z’ z-,b - ,t‘A(’Lelo (Pf.‘-‘pb)'

Tdieliku induktsiooni meetodi abil vGiksime lildistada saa-
dud valemi mistahes 13pliku arvu tegurite juhule. Kui see-
jérel vdtta 'koik tegurid vordseina, saaksime nn. Moivre'i

valemi
n n_n
2% m T eS8 Ey
kus 1 on naturaalarv.
Analoogiliselt korrutise juhuga saaksime, et

E - 6(;(%_(‘0"),

3 -}L[m(w. - ®) + 44¢~(%-<P»)]=-’fj
Kui niilid poérduda tagasi kompleksarvude summa ja vahe
juurde, siis puhtgeomeetriliste kaalutluste (kolmnurga.kiil-
gede vahekorra) pdhjal
l2, +2,1< |2l +12l,
| 2, - 2] <lizl — 1.

Edaspidiseks on aga eriti oluline mérkida, et suurus [z -,/
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on vordne komplekstasandi punktide 2, ja %, vahelise kaugu-

sega (vt. joon.2).

2.
3.
40

5-

6.
7.

8.
9.

Kus'imuseds i

Sdnastada korrutamise reegel, kui kompleksarvud on antud
mooduli ja argumendi kaudu.
Sama jagatise puhul.
Sama astendamise puhul.
Milline on virrandiga |2 ~%,/=R ( %, = const) madratud
punktide geomeetriline koht?
Milliste punktide geomeetriline koht on maidratua seosega

fal<d 2
Mida tdhendab geomeetriliselt vorratus |2 —1|>{?
Millised punktid on mddratua vdrrandiga

argx = £ 7

Milline on positiivsete (negatiivsete) arvude argument?
Miliine on puhtimaginaararvude argument ?

10, Milliste punktide geomeetrilise koha m#&dradb vdrrand

M.

aﬂjz =X ?
Kuidas kirjeldada iilemise pooltasandi (Jm 2z >(0) punkte
argumendi moiste nbil?

12. Kus asuvad komplekstasandil punktid

eif,e"’x’ - c_:,g aé-,,’t

CAX
AT p i ?

Ulesandeod.

1. Toestada vordused (2).
2. Naidata, et ZZ; =e” ‘%,
140



3

4,

Se

6.

Kirjutada jargmised kompleksarvud trigonomeetrilisel ja
eksponentkujul: )

a) J¢, e) {+ 4, £ L S P N
b) -4, £)-1-<, 3):=3 + 8¢,
) 2, &) V3-<, k) 2-5%<,
a -2, ) 1—4V3, 1) -2-5<.
Leida axgz ,kui
'

a) 2=T:_—;.’—',-3—) 4 2=2,2%, ,
b) 2=T‘—:—2—6 ) o) 1% R
o) Z2w(VF ~-<)° £) -.-—;L.

2

Olgu %, mingi kompleksarv ning K positiivne reaalarv,
Ndidata, et kui 2 asub punkti -2, iimbritseval ringjoonel
raadiusega R, siis ta rahuldadb vdrrandeid

a) Iz« &l =R,

D) - 2= =2, + Re‘?,

Milliste punktide geomeetriline koht on méddratud seos-

tega:
a) l2-4<|<3, e) [2-<|=12+2),
- -3
b) [2+2022, £) l%{|34:

c) l2-3-4:]=5, g) Mg(2+é)=—§,
d) la+2|+l2-2]=5, h) §<wny(z—4.')<§a'5.

§ 3. Kaaskompleksarvud.
Iga kompleksarvu z:(x,y) puhul nimetame tema kaaskomp-—

-13 -



leksarvuks arvu % =(.z:,—g). Sellest definitsioonist jd-
reldub, et kompleksarvu Z kaaskompleksiks on 2 , sS.t.
(—fj = 4 . Samuti mirkame, et (vt.joon.4)

a/oyg =—ong 2 9 2

|Z] =12l Va

ning

&

Scega

Wi

i : -ce
Z=(re?)=0" Joon.4.

Vahetul kontrollimisel v3dime veenduda, et

> i 21 = E, 38 —; )
2, his Z'L = 54 i _,z, )
™) st aion, 4 i

2%, = % -2,

(B
2, i

Wl

Osutub, et korrutis %-% on alati reaalne. TGepoolest,

2
)

2T =(x9)(e,-y)=x"+y*= g
l2]l =V2-Z
Seda arvestades saame kergesti anda jirgmise eeskirja komp-—
leksarvude jagamiseks algebralisel kujul:

Jagatise —;l algebralise kuju leidmiseks tuieb selle
murru lugejat j; nimetajat korrutada nimetaja kaaskomplek-
siga.

Toepoolest,kui 2, = (x, 1 Ye) I8 2 = (e, ?z) »8iis
2 _ 2% (g )2~ < y)
2, 2 31.5; i .z:'~+ jhf

e



1.

3.

4.

5.
6.

30
4,

_ (X, +4y,) + (e — Zitfs)
Y zy + 42
:x'xl'-o-:z,z,, . Lotfe =%y |

x + oy g

Kisimused.
Kuidas asetsevad % ja % komplekstasandil?
Millised kompleksarvud virduvad oma kaaskompleksidega?
Millised on kompleksarvude 7 +< , —< ,#- 3¢ kaaskomp-
leksid?
Milline on kompleksarvu 2 vastandarvu -2 kaaskompleks?

Millisel jumuil 2 = (-2) ?°
Sonastada vordused (1).
U lesanded.
Nédidata, et
C. %! &
Ke 2 =-}:(fe+2) ja Imz=- 7 (2 =%
Kirjuta komplekskujul vorrandid
a) x"+2x+7"—y o
b) .z;‘ - y-‘ =
Vastus: a) 2% —+ (1+ f); o (1= i_); =1,
b) 2% + 52 = 2.
T5estada virdused (1).
Niidata, et ringjoone |2 -2,/=R punktid rahuldavad
vorrendit 28 - 2 24T w28, = R,

Millisel juhul on vorrand
azz +Az+~A%Z £ =0,
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kus @ ja 6 on reaalarvud ning 4 —kompleksarv, ringjoone
vorrandiks?
Vastus: [Al* —aé > 0.
6, Milline on sirge vorrand komplekskujul?
Vastus: Az AR « £ =0,

§ 4. Stereograafiline projektsioon.
Eelnevas veendusime, et kompleksarvude hulga ja tasandi

punktide vahel saab korraldada iiks-iihest vastavust. Nditame
jérgnevas, et ka sfddri punktid ja kompleksarvud voib seada

liks~lihesesse vastavusse. Selleks asetame komplekstasandile
P

mingi sfédari, mis toetub
komplekstasandile ) null-
punktis (vt. joon.5). Kui
niiid iihendame komplekstasandi
punkti % diameetri OP

otspunktiga P ,siis vas-
tav sirge 1gikab sfiddri mingis punktis & .Sel viisil saa-
megi lks-ilihese vastavuse komplekstasandi ja antud sfairi
punktide vahel. Teostatud vastavusse seadmist nimetatakse

stereograafiliseks projektsiooniks. Vaadeldud kerapinda ni-
metame kompleksarvude sféidriks.

Kui 1%| - o0 , si1is & ldhenev punktile P . Siin-
Juures on tidiesti lkskdik, millises suunas ¥ kaugeneb null-
punktist. Sellest lédhtudes toome sisse uue "kompleksarvu"

2= oo,'mida. nimetame lopmatuspunktiks ning mis vastab sféiri

punktile P . Kompleksarvude sfiiril paneme tidhele 16pmatus-
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punkti (punkt P) iihesust. Kui vaadelda kompleksarvude kuju-
tamist tasandil, siis voiks tekkida mulje, et on lGpmata pal-
ju lapmatuspunkte1. Osutub aga, et edaspidi on lopmatuspunk-
ti iihesuse ndue kiillaltki oluline.

Lisades komplekstasandile ldpmatuspunkti, nimetame saa-
dud hulka kinniseks ehk tdielikuks tasandiks. Vastasel ju-
hul aga kdneieme lahtisest ehx 13plikust tasandist. Niisiis
on moiste "15plik tasand" identne moistega "komplekstasand"

ning mSiste " kinnine tasand" on ekvivalentne mGistega “komp-
leksarvude sfdar." !
Tdielikul tasandil voime defineerida ka
a X 0 (a#0,a#00).

-6'200 ja Py

§ 5. Piirkonnad.
Komplekstasandi punkti 2, iimbruseks (tédpsemalt &-iimbru-

seks) nimetatakse nende punktide 2 hulka, mis rahuldavad

vorratust
f= < &,

Umbruseks on seega ring keskpunktiga vaadeldavas punktis.

Lopmatuspunkti imbruseks nimetatakse hulka
|2]>€.

Piirkonnaks 15plikul vdi siis tdielikul tasandil nimeta-
takse punktide hulka «© ,mis rahuldab jdrgmisi tingimusis
a) koos punktiga 2 kuulub hulka © ka mingi selle punk-

ti limbrus (lahtisuse omadus);

T Reaalarvude puhul vaadeldaksegi kahte lipmatust —+ oo
ja — o0,

VA, (- i



b) igat kaht punkti ¥, ja %, hulgast D on voimalik iihen—
dada pideva joonega, mis tdielikult kuulub hulka £ (sidususe
omadus) .

Kui koos punktiga kuulub vaadeldavasse hulka ka mingi
selle punkti iimbrus, siis nimetatakse seda punkti antud hul-
ga sisepunktiks. Hulka, mis koosneb vaid sisepunktidest,ni-
metatakse lahtiseks. Piirkond on seega lahtine hulk.

Hulga rajapunktiks nimetatakse punkte, mille iga iimbrus
sisaldab) nii vaadeldavasse hulka kuuluvaid kui ka mittekuu-
luvaid punkte. Rajapunktide hulka nimetatakse rajaks. Piir-

konda koos oma rajaga nimetatakse kinniseks piirkonnaks.

Piirkonna raja sidusate osade arv méddrab piirkonna sidu—
suse jédrgu . Nii nimetame piirkonda |% —4|<4 iiheli sidusaks

ning piirkonda 4<|2 — <I<2 (rdngas) kaheli sidusaks. Joo-
nisel 6 on esitatud neljali

sidus piirkond.
Kui piirkonna raja koos—
neb enam kui ilihest sidusast

osast, siis nimetatakse piir-

konda mitmeli sidusaks.

Piirkonna raja puhul Joon.6.
méﬁratakse ka kindel {imberkdigu suund. Positiivseks iimber—
kdigu suunaks loetakse seda, kus vaadeldav piirkond jddb
liikumisel vasakule. Seejuures méddratakse ka rajapunktide
kordsus. 0;1dakse, et punkt A on n-kordseks rajapunktiks,
kui raja téielikul l#bimisel punkt A libitakse # korda.

Piirkonda nimetatakse lopmatuks,kui vﬁhemalt'tema raja

& Ap



sisaldab ldpmatuspunkti. Vastasel korral kdneleme tdkestatud
piirkonnast. e 7 ;
Kisdinus i .
1. Tuua nditeid 15plike piirkondade kohta.
2. Kas reaalarvude hulk moodustab piirkonna?
3. Kas 18plik hulk vib moodustada piirkonda?
4, Tuua 4 ndidet hulkadest, mis ei moodusta piirkonda.
5. Millised jérgmised antud hulkadest moodustavad piirkonna
vol siis kinnise piirkonna:
a) Kez<2, e) 1512 +41<2,
b) | Ima|>1, £y Betalwd,
c) 1 Re(z~1)I<2, pg) --;E<M?z<3”.,
a) il B -3 2 h) Osgargzc ?
6. Millise kordusega punkte on joonisel 6 esitatud piirkon-
na rajalz
7+ Leida {ilesandes 1 antud hulkade rajad.
8. Milline sidususe jark on iilesandes 1 esitatud piikondadel?

9. Millised iilesandes 1 antud piirkondadest on 13pmatud?

Ulesanded.
1. Kirjeldada geomeetriliselt jédrgmisi piirkondi:
a) —J< g, (#1<2;
) I<ia—-241< 2, ,{£<M§z<%’-‘;
) 122 +31>4;
A Re(L)<%; .
e) Iz -+ 4>z ¢

)
2 3 7 Pt
D Im(2=0)'>0 1 o |2Z5]>2.
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TL ALpieia’t a ke
FUNKTSIOON JA TEMA TULETIS.

§ 1. Funktsiooni mdiste.

Vaatleme mingit kompleksarvude hulka £ . Kui % téhistab
mingit suvalist arvu hulgast © , siis deldakse, et % on
kompleksarvuliste vidrtustega muutuv suurus ehk kompleksmuu-
tuja. Igat kompleksarvu z2€ nimetatakse seejuures kompleks—
muutuja vddrtuseks.

Definitsioon. Kui kompleksmuutuja 2 igale védrtusele
%< D vastab mingi kindel kompleksarv - ,siis Oeldakse, et A
on kompleksmuutuja z funktsioon hulgal <8 ,ning téhistatakse

bl / (®).

Iluutujat- % nimetatakse funktsiooni #+=¢(%) argumendiks.
Argumendi 2 igat vadrtust nimetatakse ka originaaliks. Igat
kompleksarvu a-= f(i) nimetatakse funktsiooni védrtuseks ehk
kujutiseks. Viimased moodustavad hulga, mida nimetatakse
funktsiooni vadrtuste hulgaks.

Kui igale originaalile vastab ainult iiks kujutis, siis
nimetatakse funktsiooni iiheseks,vastupidisel korral - mitme-
seks. Kui aga igale kujutisele vastab ainult {iks originaal,
siis nimetatakse funktsiooni iiheleheliseks, vastasel korral
- mitmeleheliseks. Seega esitab iihene ja iiheleheline funktsi-

oon iiks-iihest vastavust.

Eui meil on iiks-iihene vastavus kahe, hulga & ja &, vahel,

ol



siis on meil sellega médratud kaks funktsiooni a+= /( z)
ja z=g(4r) ,kus z=g[}(t)J ning &= f[g(»)] . Neid
funktsioone nimetatakse iliksteise suhtes podrdfunktsiooni-
deks. Niisiis on igal funktsioonil, mis teostab iiks-iihese
kujutuse,poordfunktsioon.

Kui hulgaks 9 on naturaalarvude hulk, siis nimetatakse
funkteiooni jadaks, mida téhistatakse {2.f.

Kui hulgaks ¢© on mingi reaalarvude hulk, siis saame
nn., reaalse argumendi kompleksmuutuja funktsiooni

2= p6) =x(€) +iyl®).

Selline funktsioon ei paku oluliselt uut virreldes
analiliisis vaadeldud funktsioonidega, sest #£(¥) avaldub
siin kahe reaalmuutuja funktsiooni lineaarse kombinatsioo-
nina. Seetdttu on funktsiooni #(¢) omadused tédielikult

“sarnased funktsioonide x(¢) ja y(t) omadega.

Omaduste poolest hoopis erinevamad funktsioonid saame
sel juhul,kus nii originaalide kui ka kujutiste hulkadeks
on teatavad piirkonnad. Edaspidi vaatlemegi funktsioone,
kus originaalide hulgaks on piirkond. Viimast nimetatakse
antua funktsiooni médramispiirkonnaks ehk originaalide piir-
konnaks. Kujutiste hulka nimetatakse kujutispiirkonnaks

ehk funktsiooni muutumispiirkonnaks.
Kui me reaalmuutuja funktsiooni puhul kasutame piltlik-

kuse saavutamiseks funktsiooni graafikut (seal on see kahe~
dimensionaalse ruumi objekt), siis kompleksmuutuja funktsi-
ooni korral pole see mjeldav. Siin on graafikuks neljadi-
mensionaalse ruumi objekt. Geomeetrilise pildi saamiseks

-



kasutame kahte tasandit: uhele ( R-tasand) kanname originaa-

lid, teisele ( #-tasand) kujutised. Seda silmas pidades
iitlemegi, et antud funktsioon kujutab 2 -tasandi mingi
piirkonna #*-tasandi piirkonnaks.

Niide 1. Vaatleme funktsiooni

#=r2Z,

g s cp c®
kus # on positiivne reaalarv. Olgu 2=%¢ ' ja &= ?Q« 5
siis seosest &= K2 saame, et

?:lc"c ja 9:(?-0—2?\«75.
Aj L'

by =
S °

Joon«7.

Viimastest vordustest ndeme, et vastavate punktide 2 ja %
polaarnuxigad on vordsed, kuid kujutise polaarkaugus on suu-
rem (kui k>1) voi védiksem (kui k<1) originaali omast (vt.
joon.7). Teisiti Geldes: toimub teguri k-kordne mastaabi

muutus.
Néide 2. Olgu
= zwz skus o0 on mingi reaalarv.
Siit saame seosed:
Q=% ning O =@+ + Inx.
Nendest seostest ndeme, et vaadeldava kujutamise puhul poor—

dub iga ring |2l=R nurga o vdrra (vt.joon.8).

dean



& G
/ 3
w(R)
2% Ol %
o} R p7
Joon.8.

Eri jubul, kui o= F,8.t. =<2, saame tasandi pdorde
tdisnurga vdrra, kui aga o =J,8.t. #=-2% ,siis saame ta-
sandi pddrde sirgnurga viérra.

Ndide 3. Vaatleme funktsiooni
: r e 4-6.
Olgu W=« +iv, 2=x+iy ning 4=, +cp,. Antud funktsi-
ooni korral
u,=z>+,6, ning 4*’8?4—,@*,

s.t., toimub tasandi paralleelliike vektori 4 vorra (vt.joon.

9) .
g

o) x
\_ 0 A

Joon.9.

Ay



Nii nditeks kujutub ring [®2l<#% ringiks Ja —4l< .
Nédide 4. Vaatleme niiiid nn. lineaarset funktsiooni

ANMN=Axr + g 'y
Olgu a:x,ef'd' ja 4= /54 + 6/6,‘ . Tdhistades
a mn , B =ty g w=p, + &
saame, et antud funktsiooniga toestatav kujutus on vaadeldav
kolme eelnevas kdsitletud kujutuse jadrjest rakendamisena.
Kui a# { , siis sasme funktsiooni
=az +4
esitada kujul
w—p=a(e-p ),
kus A = /—_‘i; . Saadud seosest jdreldub, et @ # / korral
leidub niisugune punkt /B , mille suhtes lineaarne funktsi=-
oon teostab tasandi poorde nurga w«fz vorra ning mastaabi
muutuse | @/ kordselt. Erijuhul, kui = 0, toimub see null-
punkti suhtes. :
Ndide 5. Vaatleme funktsiooni
= 2'2'.
Olgu jallegi 2 = "o(’,&? Jja ”=?$d9. Siin saame seosed:

2

?=/c ja @=2,(,a+2m?c.
Nendest seostest selgub, et xz-tasandi punktid, mille moodu-
1id on vordsed ning argumendid erinevad suuruse JU poolest,
kujutuvad a*-tasandile iiheks ja samaks punktiks. Siit jarel-
dub, et piirkond O<¢Moy%<-7c kujutub piirkonnaks

0< wvy A < LI , s.t. kogu -tasandiks, vdlja arvatud

reaaltelje positiivne osa.
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Kui meil on antud mingl funktsioon af= f(z) hulgal B,
siis téhendab see seda, et igale piirkonda & kuuluvale ar-
gumendi 2 vddrtusele on vastavusse seatud mingli a* vdartus.
Et aga %= 2+ dy ja @ = AL +44~ on middratud oma reaal-
ja imaginaarosadega, siis vastavus = #(z) nidrab meile

kaks kahemuutuja funktsiooni
a:u(z,y) ja 4/'=0'[&:,y).
Seega
=+l =f(2) = “(""}) -+ év(x,é/).
Funktsioone u(x,y) ja #(%,4) nimetatakse kompleksmuutuja
funktsiooni /(%) reasal- ja imaginaarosaks.
Nidide. Kui a+= 2% ,siis

-

A = Q":Cx-o-o'y)":(x“—y‘)-f-&'-zxj,

Bete

: iz, y)= x®- g"' ja w(x,y)=2zy.

Kisimused.

1. Miks vGime reaalse argumendiga kompleksmuutuja funktsiooni
pubhul delda, et see avaldub kahe reaalmuutuja funktsiooni
kaudu? :

2. Milliste punktide geomeetrilise koha vdrrandiks on

#(t) = 2(¢) +<yl€) s te[a,é],
kui z(¢) ja 7(4) on 13igul [a,€] pidevad funktsioonid.

3. Miks votsime ndites 1 seose 6= ¢+ 2nsm, aga mitte
lintsalt © =¢ 7

4, Millised ndidetes vaadeldud funktsioonidest on iihesed,
millised iihelehelised?

W




Ulesanded.
1. Leida funktsiooni

p2) = 4 + o AL

s
médramispiirkond.

2. Leida sirgete y=o (¢ >0) ja poolsirgete z=p (g >0)
kujutised funktsiooni &= %% puhul.

3; Milliseid jooni esitavad vorrandid:

a) x=+¢(1+4<), e) z-:u&';é—o-pe,“"“’
b) z=a cost +4§€4¢4c£,‘ ( ® ja B reaalarvud)?
c) 2= £ —+ -é'— ’

a) #=t'+ f;,;

4. Leida jédrgmiste funktsioonide reaal- ja imaginaarosad:

a) N’=—£—9 d) - e

b) =12+ 2%, e) ”,=3'?-L,
= 3 i
c) w=2°, £) v

§ 2. Piirvadrtus.

Jérgnevas vaatleme kompleksarvuliste vidrtustega
jérjestatud suurusi.Viimaste all mdistame niisuguseid muutu-
vaid suurusi 4 ,mille kofral viéhemdlt osa A vddrtuste =;,
#, puhul on kindlaks médratud, kumb vadrtustest #, voi 4%

<
Jérgneb teisele. Selle jdrgnevuse puhul nduame transitiiv-

sust ja suunat;ust.1 Viimast arvestades kdneleme ka, et suu-

Ge.Kangro, Matemaatiline analiiiis I, Tallinn 1965,1k.75.

- 26 =



rus # muutub "suunatud protsessis"”.

Et matemaatilise analiilisi kursusest on tuttav reaalarvu-
liste vddrtustega jidrjestatud suuruse piirvédrtuse mdiste,
siis seame endale iilesandeks taandada kompleksarvuliste
viddrtustega jidrjestatud suuruse piirviddrtusega seotud mois-
ted ja vastavad teoreemid analoogilistele miistetele ja
teoreemidele reaalarvuliste suuruste korral. Aluse selleks
annavad kompleksarvu definitsioon ning kauguse moiste komp-
lekstasandil. Nende pdhjal saame alljérgneva seose (1), mis
voimaldabki meil lahendada oma iilesande.

Jédrjestatud suuruste ndidetena mainiksime jargmisi:

=%, (heoo), w=2()( Jja »=4(2) (x+a),
millega tuleb meil sageli kohtuda jérgnevates paragrahvides.

Et need kompleksarvuliste vddrtustega suurused on tdepoolest

© jidrjestatud suurused, selle fakti tGestuse jétame lugejale.

Siinkohal mdrgime vaid seda, et selle tGestuseks on vaja
kontrollida nende jdrgnevuste puhul transitiivsust ja suuna-
tust.

Me nimetame kompleksset muutuvat suurust # lopmata
viikeseks vaadeldavas protsessis, kui selles protsessis on
reaalarvuliste védrtustega suurus |a  1ldpmata viike,s.t.

Lim %] =0 .

Kompleksarvu A =a+¢6 nimetame muutuva suuruse

N = w + ™ piirvddrtuseks vaadeld;vas suunatud prot-

sessis, kui selles protsessis vahe #—- A on ldpmata vdike.

£t A on suuruse #+ piirvddrtuseks, seda midrgime jérgmi-

selt: B o i A
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Teoreem. Muutuva suuruse 2r=«+<¢ piirvédrtuseks on
konstant A =a+<6 parajasti siis, kuil vaadeldavas protses-
sig bm w=a ning Lem =4, '

Toestus.Teoreemi vidide jédreldub vahetult vorratustest

[« = a|
S

kui peame silmas dsjatoodud piirvddrtuse definitsiooni ning

}5 Jar —Al Slu,—a,l*t-lﬂ“—g',

vastavat definitsiooni reaalarvuliste muutuvate suuruste
korral. Toodud vdrratuste ahela parem pool annab meile teo-
reemi tingimuste piisavuse ning vasak pool - tarvilikkuse.

Rakendustes on sageli otstarbekas kasutada piirvdsrtuse
definitsiooni mGnevdrra teisel kujul, mis agea sisuliselt on
samav&irne eelnevas toodud definitsiooniga.

Definitsioon.Konstanti A nimetatakse muutuva suuruse
2 plirvdartuseks, kui vastavalt positiivsele arvule &
leidub vaadeldavas protsessis niisugune koht, millest ala-
tes kehtib vGrratus

s =A< &

Vaatleme niiid jada {%,} piirvéértust ning rakendame
selle puhul &sja esitatud ildist piirvddrtuse definitsi-
ooni. Jada puhul on protsess iseloomustatud jada indeksi
kasvamisega. Koha midrab siin indeks, s.t. mingi naturaal-
arv. Seegas

punkt A on jada {%.} piirvdiirtuseks, kui vastavalt
arvule £>0 leidub selline naturaalarv N(E), et iga
n > N(&) punul
|2, -Al <E&. VRN
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Jada, millel on piirvédédrtus, nimetatakse koonduvaks.

"Eelnevas vaadeldud teoreemi abil saame kompleksliikmetega

jadadele iile kanda Cauchy kriteeriumi, mida tunneme reaal-
arvuliste jadade puhul.

Cauchy kriteerium. Jada {zjon koonduv parajasti siis,
kui vastavalt reaalarvule £>0 leidub naturaalarv AN(€) sel-
liselt, et iga n >AN{) ning iga naturaalarvu #v korral keh-
tib vOrratus

: [z~+,v—%ml<6.
Teise konkreetse rakendusena vaatleme funktsiooni £(%)

piirvéddrtust punktis @ ,8.t. funktsiooni ,l(z) piirvadrtust

protsessis % »@ . Mirgime seda

Siinjuures eeldame, et £(%) on midratud punkti @ mingis
iimbruses ( vdlja arvatud vdib-olla punktis a endas) .Selles
protsessis on koht midratud punkti % kaugusega punktist @ .
Toodud piirvadrtuse lildise definitsiooni rakendamisel saa-
mes
kompleksarv A on funktsiooni {(!) piirvddrtuseks
punktis @ ,kui vastavalt arvule £>0 leidub selline d(¢)>0,
et iga vorratusi
O0<lz—al<be)
rahuldava Z puhul kehtib vorratus
[f(z) —Al<E.
Ndide 1.TGestada, et ff."f {xli="1"

/Y

Ksjaesitatud definitsiooni pShjal tuleb meil nédidata,
et £>0 puhul leidub niisugune J(€) >0, et 12 —-<1<8()

A



korral kehtib vdrratus
[121 = 4] < €.
Et aga (vt.I ptk.§2)
[1zl — 4] = |1z = 121] < 12 =<l
siis voib votta 8(€) =€ . P
=
2

Niide 2. Nditame, et ei eksisteeri f«:ng,
~BIAE L -

Selle nditamiseks. ldheneme punktile O kahte erinevat teed
pidi ning néitame, et sel puhul saame erinevad piirvddrtu-
sed, See iitlebki, et vaadeldaval funktsioonil pole piirvddr—
tust punktis O .

1) Olgu 2-=x+Lg. Léheneme nullile piki reialtelge,s.t.
y:O.Sel juhul % =% = 2 ning seega &me —g— =

2) Kui aga lﬁhanene‘ nullile piki imaginaartelge, s.t.

2=0 ,8iis zsdg ning’ &= —-t'g , mistdttu Lim -—z— =-1.

Kisimusi,

1. Rakendada antud teoreemi ﬁa; isiida ff.'ét f£(%) puhul.

2. Kuidas iseloomustada kohta protsessides % —+o00 , £ »+o00
ja & »-00 (% - kompleksarv,* - reaalarv)?

%, Mida tdhendab geomeetriliselt % — %, ? E

4, Kuidas saaksime siimbolites kirjeldada protsessi: 2z kuulub
ringi l2|<{ ja lédheneb arvule 1 ?

5. Muutuvat suurust 4+ nimetame aptud protsessis tokesta-
tuks, kui selles protsessis leidub koht, millest alates
mingi M >0 puhul kehtib vdrratus

ol € M.

Mida tdhendab see geomeetriliselt? :
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6. Veenduda esitatud kahe piirvadrtuse definitsiooni sama-

vadrsuses.

Ut lesandeiad.

1. Niidata, et punkt A ([/Al# O ning cng#JC) on muutu-

va suuruse # piirvddrtuseks parajasti siis, kui Lm [3]=IM

ja lim arg # =ang A .

f 2. Toestada, et

a)

b)
c)

a)
e)

£)

m ¢ =¢,

22,

bwm (a2 *") =azg,+ ‘,
-2,

bm (#2+c) =2, +¢,
2r2,

e‘r‘m 2¢} = -Qe 20 ’
22,

&.'M ; = E, ’

22,

am, [‘t-*é(lx-o-y)]:zl-.-i,,
2ri-C

5; Tsestatud teoreemi abil nididata, et komplekssete muutuva-

te suuruste korral kehtivad aritmeetiliste tehete puhul

samasugused teoreemid nagu reaalarvuliste suuruste puhul.

4, Ndidata, et iga suurus, millel on piirvddrtus, on tokes-

tatud.

5 Nﬁidata,let ka kompleksarvuliste jadade puhul kehtib

Bolzano-Weierstrassi teoreem.

§ 3, Funktsiooni pidevus.

Edasises teoorias on eriline tdhtsus funktsiooni pide-

vuse mdistel, millel me peatume kdesolevas paragrahvis.

Definitsioon. Funktsiooni £(%) nimetatakse pidevaks

o B



punktis %,e D , kui’

1° eksisteerid f(%,) ,

2° eksisteerib fum f(%),
gt 7

3° lim flz) = f(=.).

22,

Sellest definitsioonist ldhtudes saame, et funktsioon
{(z)on pidev punktis %, parajasti siis, kui vastavalt £>0
leidub selline &() >0 ,et | % ~2,|< §(&) puhul

l,(i') feT f(zo)l s S

Piirvadrtuse omadustest saame vahetu jédreldusena, et pi-
devate funktsioonide summa, vahe, korrutis ja jagatis on pi-
devad funktsioonid (viimase puhul ei tohi jagaja vadrtus
vaadeldavas punktis vorduda nulliga).

Vaatleme mingit argumendi véértua:; % ning temale ldhe-

dased argumendi vddrtused kirjutame kujul 2+ A% .Suurust

A%  nimetatakse argumendi kasvuks. Et funktsioon }(z)oleks
pidev punktis 2 , selleks peab

lim $(x +43) = §(2)

Az+0
ehk teisiti
/0 [f(Q+A1») ool f(Q)] = 0.

a2-0

Vahet f(2+4%)-f(2) nimetatakse funktsiooni /(%) kasvuks
punktis 2 . Meie t3Jestasime sellega, et funktsioon f£(z)on
pidev punktis R parajasti siis, kui selles puﬁktis 16pmata
védikesele argumendi kasvule vastab lopmata vidike funktsioo-

ni kasve

Funktsiooni vddrtust ja piirvddrtust vaatleme ikka
16plikena.

g v -
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Kui funktsioon f(2) on pidev piirkonna & igas punktis,

siis nimetatakse seda funktsiooni pidevaks piirkonnas D .,

Néide. Néitame, et aayz on pidev igas punktis 2 ,mis
ei asu reaaltelje negatiivsel osal.

Et #=0 ja %= oo puhul pole a/lgl mddaratud, siis
loomulikult vaatleme vaid neid ® vadrtusi, mille korral :
2#0 ning % #o0o . Olgu niilid &, punkt, mis ei asu reaal-
telje negatiivsel osal. Votame mingi &£>0 .Tdhistame siim=
boliga 8§ sellise ringi raadiuse, mille keskpunkt asub punk-
tis %, , mis ei sisalda reaaltelje negatiivse osa punkte
ning asub sektoris arg - SN ity <R <l 4/7204-5. Sel juhul
jdreldub vdrratusest |% - %,/<8 vdrratus larng 2 — arngz,|<e.
Et %, ja & olid suvalised, sils olemegi tGestanud oma

védite.

Joon.10.

Selle tGestuse juures on oluline téhele panna, et vas=-
tavalt arvule & >0 konstrueeritud & s3ltus punkti %,
valikust, Kul aga sellist sGltuvust ei esine, siis saame
nn. iihtlase pidevuse.

Funktsiooni nimetatakse ilihtlaselt pidevaks piirkonnas

& ,kui vastavalt arvule & >0 leidub selline §(e)>0,
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et piirkonna ©H iga kahe punkti %, ja %, puhul kehtib vir-

ratus

1 £(=,) _)e(*:.)l <€,

kil %, — 2,1<8(@).

1.
2,

Kisimusi.
Kuides defineerida funktsiooni pidevus mingil joomel C ?
Milline vahe on mGistetels
a) funktsioon on pidev komplekstasandilj;
b) funktsioon on pidev kompleksarvude sriiril?
Kumb m3iste on rangem, kas pidevus piirkonnas & v&i

’

iihtlane pidevus piirkonnas & ?

4,

1.

-

4

Mida tdhendadb geomeetriliselt funktsiooni pidevus?

lesanded.
Néidata, et funktsioon £(%)= « + <¢ on pidev punke
tis %, = *,+cy, parajasti siis, kul funktsioonid «(z,y)
ja M(x,g) on pidevad punktis (., y,) .
Sonastada pidevate funktsioonide kohta kédivad Cantori ja
Weierstrassi teoreemid kompleksmuutuja korral. Tdestada
need analoogid.
Toestada, et pidevate funktsioonide superpositsioon on
pidev funktsioon.
Niidata, et funktsioonid w=%+<,4=L ja a= 2" on
pidevad punktis 2 =< .




§ 4., Diferentseeruvad funktsioonid.

Vaatleme mingis piirkonnas £ defineeritud funktsiooni
# = f£(%) . Tihistame:

A = f(z+ax) — f(=).

Definitsioon. Kui eksisteerib piirvdsartus Ae::og %—;: ]
siis nimetatakse funktsiooni f(z) diferentseeruvaks punk-
tis 2 . Seda piirvéirtust nimetatakse funktsiooni £(=)
tuletiseks punktis 2 ning tdhistatakse

Niide 1. Olgu # = %% . Sel juhul

aw= (2 +42)" — 2= 2* +234% + 22" — 2*=

= 2242 + o%*

‘ning siit
. Ax : 224% + Azt 3
Wy, see— = &«m-————:&,m 22 +A2 =2,2,
A0 AR AR~»0O Az A2 -0 ( )
Seega

(¢*)' = 22,
Niide 2, Olgu # =/2/*=2% .Siin
L= (2»-.-42)(@—:_[5— 21_? =(2+42)(Z+4%)-2% =
= 2% + %A% + EL% +02A% - 2% =
= 2A% +FAR +~284% ,

millest



Saadud summa piirvadrtus aga ei eksisteeri, kuna vastavalt
antud peatiiki §2 nditele 2 el eksisteeri esimese liidetava

piirvddrtus. Seega pole antud funktsioon diferentseeruv

{iheski punktis peale punkti 2 = 0.

Antud niite pohjal veendusime, et leidub kiillaltki liht-
said kompleksmuutuja funktsioone, mis pole iildiselt diferent-
seeruvad. Kui vaadelda sama funktsiooni g= la‘/l"=-‘b"’ reaal-
muutuja korral, siis seal on ta diferenfseeruv igas punktis.
Sellest jdreldub, et kompleksmuutuja puhul on diferentseeru-
vuse noue hoopiski rangem vorreldes samasuguse ndudega reaal-
muutuja puhul, kuigi formaalselt on diferentseeruvus defi-

" peeritud milemal juhul iihel ja samal viisil. Selle tdsiasja
sisulise tdhendusega tutvume monevorra hiljem, kui vaatleme
kdrgemat jérku tuletisi.

| Olgu funktsioon a+ = £(2) diferentseeruv punktis % .
Vastavalt piirvddrtuse ja diferentseeruvuse definitsiooni-

le on suurus
L BN g e
e £As)
diferentseeruva funktsiooni puhul lopmata vdike protsessis
A% = O .« Viimasest vordusest saame, et

<)) aw = f'(2)az + AR .

Saadud vorduse paremal poolel on esimene liidetav madalamat

jédrku ldpmata véike1 teise liidetavaga vorreldes (kui }Zi)#q)

1L<‘5pmata viikesi suurusi vorreldakse kompleksmuutuja
puhul tépselt samuti kui reaalmuutuja korrale
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Nagu reaalmuutuja funktsioonide puhul, nii nimetatakse ka

siin suurust f’(z)4z funktsiooni kasvu peaosaks. Et sel-
line suurus s3ltub lineaarselt argumendi kasvust A4z ,siis

nimetatakse teda funktsiooni diferentsiaaliks ja tédhista-

takse
da = fl(}) AR .
Kui votta ar=2 ,siis a'=7 ning JLa =Lz = AZ.

Seega voime kirjutada
dar = /,Cﬂ)a(il P

millest saame
fl(ﬂ') = ;d_g'}- .
Az

Et formaalselt on funktsiooni diferentseerimine definee-
ritud nii nagu reaalmuutuja funktsiooni korral, siis on dife-
rentseerimise reeglid kompleksmuutuja funktsioonide puhul
samasu_gused. nagu neid tunneme matemaatilise analiiusi kur-
susest. Vaatleme siinkohal vaid liitfunktsiooni diferentsee-
rimise reeglit.

Olgu antud funktsioonid a=£(3) ja &= g(%) kus % ja
& kuuluvad vastavalt piirkondadesse 8 ja ﬁ, y8.t. esimese
funktsiooni médramispiirkond sisaldab teise funktsiooni kuju-
tispiirkonna. Eeldame, et funktsioon 9(2) on diferentsee-

ruv punktis % ,s.t.

@ 08 =gl(n) a2 +«i%,

kus g:‘\). ®=0. Olgu veel funktsioon #(4) diferentseeruv punk-
tis & =g(2). Sel juhul

3) an = f(3)oe + Bas,
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¥ ffi’b'ﬁ=o.nt aga ﬁ%A¢=0,siis ka f;‘_tvg/e:o_'
Seoste (2) ja (3) pohjal saame, et

aw = §(2)[g'2)ax +xsz] + plg(r)az +~oa%] =

f'(z)gl(ﬁ)Ai‘ -+ [«f’(&) '-o-ﬂg'('z) oy ocp]A:e =
= §i(z2)gle)ax + Yaz ,

Tus )‘:otf”(‘;) "'pg@)-»oc/ﬂ. Bt f’g‘:‘é y=0 ,siis saamegi
siit matemaatilise analiilisi kursusest tuntud valemi

av _ du _ g(s)are) = Lo 242
it S G Az —'f(&)g(z)— ads Az

Toome 13puks pasr jédrgneva jaoks olulist mGistet. Funkt-
siooni, mis on piirkonna & igas punktis iihene ja diferent-
seeruv, nimetatakse regulaarseks piirkonnas D . Funktsi-
ooni nimetatakse regulaarseks punktis % , kui sellel punk-
t11 leidub selline iimbrus, kus #(%) on regulaarne.

Kui vaatleme diferentseeruvuse ja regulaarsuse nduet
plirkonna puhul, siis iiheste funktsioonide korral need iithti-
vad. Regulaarsuse ndue punktis on aga rangem kui diferent-
seeruvuse ndue. Nii on néites 2 vaadeldud funktsioon dife-
rentseeruv punktis ¥ = 0 , kuid ei ole seal regulaarne.

Kisimusi.
1. Veenduda, et punktis 2 diferentseeruv funktsioon on
selles punktis pideve. :
2. Veenduda, et ndites 2 toodud funktsioon on diferentsee-~
ruv punktis 2 =0 .




Ulesanded.

| .1, Naidata, et vdrduse (1) paremal poolel on teine liige

kdrgemat jérku ldpmata vdike vorreldes esimesega.

2. Néidata, et funktsioon #£(%2) on punktis 2 diferentsee-
ruv parajasti siis, kui funktsiooni kasv selles punktis
avaldub kujul

A =Aar + %,
kus o4 on kdrgemat jérku ldpmata vdike suurus vorreldes
argumendi kasvuga A% ning A ei s3ltu suurusest AZ.

3., T5estada valemid: :

a) (#+w)=o"+a,

b) (ew) =c,

¢) (#w) = 2w + wa),
) ’ )

0 (5) - Hasee

4, Leida tuletised funktsioonidest

a) »= (22 +<)", ¢) ¥ =3@*—4z +<,
Py L 2o
b) & % ) d) a = g
Vastus: a) o =82z +4)% ) #'= .i:: »
¢) #'=62-4,a) ¥ =~ _ﬁ—s y
(2 -4)

5, Ndidata, et funktsioonid ar=Z%ez , #=m %, 4= pole
diferentseeruvad.

6. Leida funktsiooni &= (2+<)%2* diferentsiaal punktides

z=2—£, 23* Ja ﬂz-—é,
Vastuss /24% , 2(2+4L)azx  ja 4(41-2L)az .
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'§ 5. Cauchy-Riemenni vorrandid.

Eelmises paragrahvis nidgime, et suhteliselt lihtsad pi-
devad kompleksmuutuja funktsioonid ei osutu diferentseeru—
vaiks. Seoses se€llega tekib probleem niisuguste tingimuste
leidmisest, mille jargi saaks otsustada funktsiooni dife-
rentseeruvuse iile. Kdesolevas paragrahvis lahendamegi selle

probleemi. Olgu antud funktsioon

w=ft) = wlxy) + éw(x,y),
Eeldame, et see funktsioon on diferentseeruv punktis 2 9Sete
eksisteerib piirviddrtus

pay g
Ag-0 A%

Siinjuures on oluline téhele panna seda, et piirvddr-
tuse definitsiooni kohaselt ei sGltu vastav piirvddrtus
sellest, millisel viisil A% 1l&heneb nullil®. Teisiti

teldes, kui teame, et piirvéirtus Lim o= = eksistee-

s2-0 AR
rib, siis piisab tema leidmiseks vaadelda vaid teatavat
kindlat suuruse A% nullile léhenemise viisi (nditeks piki
mingit sirget).
Léhenegu AZ=AX+cay nullile selliselt, et Ay =0,
Ss.t. punkt % +A% ligineb punktile 2 paralleelselt reaal-

teljega. Sel juhul

ftz) = lim BY = fom, & vaw)+ L(o+o0) = (i)

A20 A2 Ax—0 ol J .
L SRR A g, (a«, AV )_ ;o
‘ﬁz_ﬁ—_ ’ﬁ;‘.:é’ 2x **2z)" Pz T

Kui aga A% ldheneb nullile nii, et Ax =0 ,siis saame

S Ty G




G U ~car
' f?i) 2F TR ot e )— = -—-
A’-oo 04’ 4’-.0 ’ g
Eelduse kohaselt oli funktsioon dlferentseernv. Seetdttu
peavad kahel erineval ldhenemisel saadud tulemused olema

vordsed, s.t.
a“ _30‘_42«..
T oy 17
Seega funktsiooni f(#) diferentseeruvuse korral:
Sy OB T T
e iyt og F T 00

Saadud vdrrandeid nimetatakse Cauchy-Riemanni vdrran-
deiks.’

Jérgnevas nditame, et Cauchy-Riemanni virrandite tédide-
tus osutub ka funktsiooni diferentseeruvuse piisavaks tingi-
museks, kui eeldada lisaks kahemuutuja funktsioonide ¢c(hagj
ja v{qu diferentseeruvust. Viimane asjaolu tdhendab seda,
| eht
, AL A az|
: AU = Ax+——A I 1
; ox - f 7

(1)
P
Ao—:a——:Az*-——Ay %IAI’I,

us A% = Vax’m-of ning 7,,7, ldhenevad nullile, kui A%-+0.
jeoste (1) ja Cauchy-Riemanni vdrrandite abil saame

A¥ _ AU+ LAV
2% AT + Ay ¥
1 2] (1&4:: gf g)+o(s—4x+ 5?_;*45) +(9,+<,)|sz| !
i Az + Loy :

Honingas osas kirjanduses nimetatakse neid ka
'"Alembert-Euleri vdrrandeiks.

i

i
‘ 6.
t
E

& A -




(PE i 2)a 2+ (Y v §E)ay ( laxl _
= - ~+ (o +47‘,)
Al'.-l-LAg

1

du - Q- ” 82|
e v igs M) SR L

Saadud tulemuse pohjal

(b— *“a“)l—‘?l""’%'“’o ?kuiax*o.

Seega funktsioon #:f(?.) on diferentseeruv ning

dw L oY
/ i

P RLas etiing

Ndide. Nditame, et funktsioon #=-§- on diferentseeruv

igas nullist erinevas punktis.

Et ¢
4 i 8V PSR Tt

x+ey 8 xt + y* x"-o-yl’

4
”’—-—2—_

siis tuleb meil veenduda, et funktsioonide

x —_
A= Jja 9P = —= 3
zt+y A
puhul on rahuldatud Cauchy-Riemanni vSrrandid. Arvutades
saame, et
QU 2_ gt w -2zy
g 881 P, A = ’

T @agy | % T Greg

Thc SRR AR S el
i T (x* + 4*)* 35 o '(x,"-o-g‘)"
. 4

Siit niemegi, et Cauchy-Riemanni virrandid on tédidetud,

s.t. funktsioon -;— on diferentseeruv.
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Ulesanded.

1. Arvestades, et X =tcasp ja 7:»‘»44,'«,4/7, ndidata, et po-
laarkoordinaatide puhul avalduvad Cauchy-Riemanni vorran-

did kujul

o iy g Apaa R
% - % b % e 6Nt 7

2. Eelmist iilesannet kasutades tdesta, et funktsioon =2"

<l

(» tdisarv) on diferentseeruv.

%, Veenduda, et jédrgmised funktsioonid pole diferentseeru-
vad: §
a) ®-%, c) @"’(My—é«'mg},,
b) ,Z.r,-c-a:g"'é, Q) xacny —Lycesx .
4, Millistes punktides eksisteerivad jérgmiste funktsioonide

tuletised:
LB L0 W)
8) f(e)ei5 5. ) f(®) =21 L
o) flz)=2=Imz ! ;
Leida nende tuletised neis punktides, kus nad eksisteeri-
vad.

5. Kui f(&) =2* — L(y=4)* ,siis 24 4 (2 =3a

Miks 3x*osutub antud funktsiooni tuletiseks ainult punk-

tis s =i d

§ 6. Harmoonilised funktsioonid.
Kui eeldada, et funktsioonidel « ja ¢ eksisteerivad
teist jédrku osatuletised, siis Cauchy-Riemanni vorrandite

diferentseerimise tulemusena saame ,et
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2w 2% i AR s

Sk 2y : 2g* 2x oy

Siit jareldub, et funktsioon « rahuldab nn.Laplace'i vorran- |
dit

tw 2%«

GD) o —+ 'ay" =0.

Funktsiooni, mis rahuldab mingi piirkonna D punktide puhul
Laplace'i vorrandit, nimetatakse selles piirkonnas harmooni-
liseks funktsiooniks.

e e e

Me tdestasime, et teatud eeldustel (teist jéarku osatule-

tiste olemasolu korral)1 on diferentseeruva kompleksmuutuja
funktsiooni reaalosa harmooniline funktsioon. Analoogilisel
viisil saab sama ndidata imaginaarosa kohta.

Funktsioone 4« ja ¥, mis rahuldavad peale Laplace'i }
vorrandi veel Cauchy-Riemanni vorrandeid, nimetatakse kaas—
harmoonilisteks.Osutub, et igale harmoonilisele funktsioo-
nile saab leida kaasharmoonilise. Selle fakti tGestuse juu-
res me kdesolevas ei peatu. Piirdume vaid nididetega.

Niide 1. Leida kaasharmooniline funktsioonile u=.z"—-y':

Bt 4+ oleks kaasharmooniline, peab ta téitma tingimusi
(Cauchy-Riemanni vorrandid)

%—E:—%‘;—=2yv %;—"4-%%:2&:.

Esimesest seosest saame, et

wiw e g_;m + p(y) = [2ydz +p(y)= 22y + ¢ly).

Hiljem ndeme, et tehtud eeldus on alati tédidetud.

PG T,



Teise seose pohjal
D~

3¢ = 2z + 90’(7) =2x,
Bt ;0'(7}:0 .Seega ()o(?}_—:md ning siit

= Z.xy + C.
Ndide 2. Leida diferentseeruv kompleksmuutuja funktsioon
J(2) =i ui o=eiany.
Leiame
Lt . D z ‘
foLagets " o
Vastavalt Cauchy-Riemanni vorrandeile saame

@ = je"mgal:c + ¢ly) = e eory + ¢ly) »

| 2 = -efany + ¢ly) = —eainy.
‘ Siit tuleneb, et (p’(y):O,s.t. cf(y)- eonit Seega
f(2)= u~+cv = Lzmg + 0 «+ [e'tu'ng =

6"’(“‘4? ...é»u'«.g) F

Ulesanded.

< runktsiooni /(2)=! =(z +4.’) reaal- ja imaginaarosi
nimetatakse n-astme harmoonilisteks polunoomideks.Leida
k5ik harmoonilised poliinoomid kuni 5. astmeni.

2. Leida diferentseeruv fuanktsioon f(%)=« + ¢v ,kul

Sy 7 Z L L

a) 4 =% —a +2x , ¢) w=— L—zg,
=___._——z d) 4}'_—____L_

b) « ) (=0t S
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&) v =2ey +3x, £) v =arcban 4 , x>0.

Vastus:
> ot A
2 ; B
a) #*+2z +C<, Q) 2*44—6,
v) £ + Ccy e) #*+3ix+C,

c) % +2i% +CC, ) f2) =% Ln(x*+yt)+
+iaretan £ +C.
3. Toestada, ét piirkonnas & diferentseeruv ja reaalar-
vuliste véartustega funktsioon on selles piirkonnas kons-
tantne.

4, Olgu f'(!) = (0 piirkonnas & . Ndidata, et f(z) = const,




III peat ik k.
KONFORMNE KUJUTAMINE.

§ 1. Tuletise geomeetriline téhendus.

)

Kdesolevas paragrahvis uurime diferehtseeruva funktsi-
ooniga teostatava kujutuse geomeetrilisi omadusi. Selle uuri-

mise aluseks on meil II peatiikis § 1 vaadeldud ndited 1 ja

2, mille pdhjal vGime vdita, et funktsioon
N =
teostab teisenduse, kus kujutiswektor 2#* on originaaliga 2
vorreldes podordunud nurga o« =‘”‘j“‘ vorra ning tema pikkus
on muutunud lal kordselt.
Sellest jareldub, et teisenduse
-, =a (2 —2,)
‘pubul kujutavad punktist 2, punkti 2% suunduvad vektorid

punktist 4%, punkti #+ suunduvateks vektoriteks, kusjuures
kujutisvektc')r on originaaliga vdrreldes poordunud nurga /
% = a/c?a. vérra ning tema pikkus on muutunud |a| kordselt
Olgu meil niiid diferentseeruv funktsioon = f£(%).
Vaatleme punkte, milles #£'(%) # O . Sel juhul
aw =flz)azx + B,

kus /", on esimese liidetavaga vorreldes kdrgemat jirku 1op-
mata vdike suurus. Kiillalt viikese A% puhul kehtib seega

ligikaudne vdrdus
1) AX = f(2)sz .

Seosest (1) ndeme, et vektor Ax* on vorreldes vektoriga

T




A% poordunud nurga m? f '(2) vorra ning tema pikkus on muutu-
nud A2 pikkusega vorreldes suuruse lf'[ﬁt)l kordselt. Et see
kehtib igasuguse kiilllalt védikese ‘42 ja temale vastava AZ-
korral, siis saame siit jédreldusena jédrgmise fakti:
kujutamisel diferentseeruva funktsiooniga £(%) toimub
neis punktides, kus f£(%)+# O, tasandi pddre nurga 5=aﬂj/[-§)

vorra ning mastaabi muutus l}"(*)l kordselt (vt. joon.11).

L'
1 ‘d Z+AZ
A%
i X F+A
‘ﬂ
0 x 0 v “
Py
Joona11 .

Et kdigi vektorite A% kujutised on podratud oma origi-
naalide suhtes iihe ja sama nurga § vorra, siis on kahe
punkti 2 1lébiva joone C, ja C, vaheline nurk vdrdne
(nii suuruse kui ka suuna poolest) vastavate kujhtisjoonte
S, ja SL vahelise nurgaga (vt. joon.12). Selles vdljen-

dub nne. nurkade sdilivuse omadus.

Ca

Joon.12.

S T




Teiselt poolt, nagu nédgime, muutub vektori A2 pikkus
igas suunas iihte viisi, s.t. lopmata vdikeste raadiustega
ringjooned X (keskpunktiga punktis % ) teisenevad joon-
teks o€ , mis erinevad ringjoontest (keskpunktiga punktis

2+ ) suurusega 9 vorreldes korgemat jarku lopmata vdikes—
te suuruste vorra. Selles vdljendub nn. ldpmata vidikeste
ringjoonte invariantsuse omadus.

Kujutust, millel on kaks eespool mainitud omadust, nime-
tatakse konformseks kujutuseks. Niisiis, iga diferentseeruv
kompleksmuutuja funktsioon teostab konformse kujutamise (s.t.
sdilitab nurgad nii suuruse kui ka suuna poolest ning muudab
mastaapi igas suunas iihte viisi) k3igis punktides,kus tule-
tis on nullist erinev.

Meie nédgime eelnevas, et kui originaaliks on lGpmata
‘vdike ring pindalaga 4% , siis on kujutuseks piirkond,
mis on ligiléhedaselt ring pindalaga |§'(2)[*7 1%, s.t.
pindala muutub lf{z)ﬁ' kordselt. Selline tulemus on mate-
maatilise analiilisi kursusest hidsti tuntud. Seal ndidati, et
muutuja vahetuse w = u(x,y) 3 0:4}(1:,!),' s.t. teisenduse
w:f{z) = “(x'y)ﬂ'”(%y) puhul muutub pindala jakobiaani

) 24
2 o(w, _ |= 2y
ey 5 o e

2 oy

kordselt. Arvestades aga Cauchy-Riemanni v@rrandeid, vordub

see jakobiaan avaldisega

(551> (i Pl
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Siit saime teise geomeetrilise tdhenduse funktsiooni tuleti-

se moodulile.

Et jakobiaan (2) on nullist erinev, siis viime matemaati-
lise analiiiisi kursusest,t:ﬂn oleva tulemuse pghjal &elda,
et teisendusel « = «(x, y) , e ﬂz,g) eksisteerib vaadeldavas
punktis iihene podrdteisendus z=x(«,¢) ja g:y(a.,o*}.
Kui seda tulemust interpreteerida kompleksmuutuja funktsiooni

seisukohalt, siis éaame, et nende punktide iimbruses, kus
£(2) # 0, eksisteerid funktsioonil ar= #(#) iihene povrd-

funktsioon
3 =g(»-) = x(w,v*) + L»y(u,ar).

Kisimused.

1. Milline on tuletise argumendi geomeetriline tdhendus?

20 Milline on tuletise mooduli geomeetriline t&hendus?

3+ Kuidas mé&rata nende punktide hulka, kus funktsioon
teostab {ihesuguse mastaabi muutuse?

4, Milline' vorrand iseloomustab nende punktide hulka, kus
kujutamisel funktsiooniga a+=f£(%) posrdub tasand nurga
o vorra?

5. Milliste 2-tasandi punktide {imbruses toimub tasandi kok-
kusurumine (kujutispunktid on iliksteisele ldhemal kui ori-
ginaalid) kujutamisel diferentseeruva funktsiooniga
w=f(2) ?

6. Milliste punktide puhul ei muutu mastaap kujutamisel dife-
rentseeruva funktsiooniga & = f£(%) ?
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U'die s arn d eidiy

1. Leida tasandi pdore ja mastaabi muutus kujutamisel funkt-
siooniga a+= %? punktides:

b) 2=i~ e %2=Vi-<,
c) 2 "7;) £) 2=2<c.
Vastus: a) O ja 'Z, d) 'z’;;ja 2VZ ,
b) 0ja 1, e)-Eja 4 ,
¢) Wja 7 e)-Fja 4 .
2. Sama funktsiooni #+= 2% puhul,
Vastus: a) O ja 3, d) % ja 6,
b) 0ja £, e) —'—3‘- 38\ 42 ;
¢ ¢) 0 ja -4-55; £) - ja 12,

5. Milline 2 -tasandi osa surutakse kokku, milline venita-
takse vdlja jargmiste funktsioonidega kujutamisel:

a) a##=2% o) »=z'+22,
D) #=2, ) fa)=e(coy + Laingy)
Vastus: Kokku surutakse
a) lzl< sy c) |z +4l<i— ’
b) l2l>1, d) x=Lez<O.
Vdlja venitatakse:
&) 121>4, ¢) la+41>F
b) O<l%l<4, a) Rez>O0.
4., Néidata, et ainult lineaarne funktsioon muudab mastaapi
, o S
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igas punktis iihte viisi ning poérab tasandit igas punk-
tis iihe ja sama nurga vorra.
5. Milline funktsioon teostab igas punktis tasandi poorde
nurga JC vorra?
Vastus: f('z)= -a%+A,kus @ on suvaline positiivne
reaalarv ning A — kompleksarv.
6. Millistes punktides teostab funktsioon &= -é- tasandi

poorde nurga -15 vorra?

Vastus: wnj 2 = -4‘5 .

§ 2. Dirichlet' iilesanne.

Mitmesugused vdljateooria ja hiidromehhaanika probleemid
taanduvad jdrgmisele matemaatilisele iilesandele:

leida piirkonnas & harmooniline funktsioon /»(z,y), mis
selle piirkonna rajal C omandab etteantud véértused.1

Sellist iilesannet nimetatakse Dirichlet' iilesandeks.
Mitmete piirkondade jaoks saab lihtsasti anda Dirichlet’
iilesande lahendi. Uheks selliseks piirkonnaks on nditeks
{ihikring |2l< 1 ,mille puhul Dirichlet' iilesande lahend
avaldub nn. Poisson' integraali abil,mille anname V peatiikis
puaérahvis 6 nn. Cauchy valemi rakendusena.

Kdesolevas nditame, kuidas konformse kujutamise mdistet
kasutades tekib voimalus Dirichlet! lilesannet keerulisema

T Harmoonilise funktsiooni 4(=x,y) védrtustena rajapunk-
tis (x,,g.) mdistame piirvdartust a'pvy L(z,?) , kus
22,

z-:x-c—o'g ja 2=x,+<4,. 2e®
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piirkonna puhul taandada Poisson' 1ntegraé.lile.

Olgu teada mingi funktsioon a-= f£(%), mis kujutab kon-
formselt piirkonna & iihikringiks [a]<{ .Et meil 2=z,
siis midrgime jédrgnevas L(x,y)=‘($). Olgu antud, et raja C
punktides (téhistame viimased t&hega S0

&P L(s)=(3).

Et ar=f(2)= d{t,’)-&t'#{x,g) teisendab piirkonna & iihik-
ringiks, siis teisenevad rajapunktid & ringjoone lwl=1
punktideks. Teisenduse konformsuse tGttu f’(‘z);t O .Seega
eksisteerib poordfunktsioon 2 =f"(17) (vt. eelmine para-
grahv) .

Olgu teada Dirichlet' iilesande lahend 7(«,¢) = T(»)
piirkonna |[a[< 1 jaoks rajavédrtustega

£ 4/’((4)) ! ‘P[{-‘(“’)J'
Niitame, et sel juhul osutub funktsioon

H(z) =T [#z)]
Dirichlet' ﬁleéande lahendiks piirkonna o9 jaoks rajavddr-
tuste (1) pubul. Selleks veendume k3igepealt, et H(2) on
harmooniline funktsioon. Leiame "I"(u,vf) kaasharmoonilise
S(u..v) ja moodustame diferentseeruva funktsiooni

», = T(«,») + < S(w,v)=F()-
Et aga ”':f(&)' on diferentseeruv, siis on seda ka liit-
funktsioon

A = F[f(*)] ’

mille reaalosa

H(z) = T[#()]

on seega harmooniline.
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Nditame niiid, et ka tingimus (1) on téidétud.
TSepoolest,
H(3)=T[#(3)] = T(w) = w(w) = [f@)] = ¢(3).

o

Nii olemegi leidnud Dirichlet' ililesande lahendi piirkonna D
jaoks rajavddrtuste (1) korral. Selle lahendi leidmise taan-
dasime niisuguse funktsiooni #:f(fé) leidmisele, mis teos-
taks piirkonna & konformse kujutamise iihikringiks. Selle

nn. konformse kujutamise pdhililesande lahenduvusega seotud

kiisimusi vaatleme kahes jadrgnevas paragrahvis.

§ 3. Konformse kujutamise pdhiiilesanne.

Juba eelmises paragrahvis tutvusime konformse kujutami-
se pohililesandega: leida diferentseeruv kompleksmuutuja
funktsioon, mis antud piirkonna D kujutab konformselt
teiseks piirkonnaks £4 . Esimene kiisimus, mis tekib seoses
selle iilesandega, on tema lahendi olemasolu kiisimus. On sel-
ge, et igal konkreetsel juhul pole selline iilesanne lahen-
duv, Nii ei saa mitmeli sidusat piirkonda kujutada konform-
selt iiheli sidusaks piirkonnaks. TGepoolest, kui & on mit

meli sidus, siis vGib temas valida kinnise joone e , mis
hdlmab ka piirkonda 4 mittekuuluvaid punkte. Kui o@, on
iiheli sidus, siis on joone 64 kujutis selles piirkonnas
kinnine joon C, , mis h3lmab ainult piirkonna B, punkte.
Deforme\erime kGverat C, nii, et ta kogu aeg jd&b piirkonda
09,, ning 16puks taandub iiheks punktiks. Kui niiud kujutus
oleks konformne, siis on nii tema kui ka tema paard/teisen-

dus pidevad ning seetdttu peaks ka kdover  taanduma iiheks
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punktiks, kuid sealjuures nii, et ta ei vidljuks piirkonnast

H . See on aga vdimatu.

Sellest ndeme, et on oluline leida tingimused, mis mddrak-

sid konformse kujutamise pdhililesande lahenduvuse., Sellised
tingimused on antud nn. Riemanni teoreemiga, mille kédesple-.

vas esitame ilma tGestuseta, sest viimane nduaks spetsiaalse
aparatuuri sissetoomist. Selle teoreemi tGestuse vdib leida
nditeks raamatutest [3] (vt. VIII ptk.), [5](vte. IX ptk.),

[13] (vt I osa V ptk.) voi siis [11] (vt XII ptk.). °

Riemanni teoreem. Igat iiheli sidusat piirkonda,-mille

raja sisaldab vihemalt kaks punkti, on vgimalik konformselt ...

kujutada lihikringileo

Markus. Riemanni teoreemis esineva iihikringi asemel vGiks

olla mistahes iiheli sidus piirkond, mille rajal on samuti
védhemalt kaks punkti. TGepoolest, sellist piirkonda oleks
dsjasonastatud teoreemi abil vGimalik kujutada konformselt
Uhikringile. Poordteisendus oleks samuti konformne ning tei-

sendaks lhikringi vaadeldavale piirkonnale. Et kahe konformse

kujutamise jédrjest rakendamine on jéllegi konformne kujutus,
siis saamegl siit Riemanni teoreemi ndiliselt iildisema so-

nastuse.

On selge, et kui leidub iiks konformne kujutus, mis teisen-

dab piirkonna & iihi s 44 ; 3

si lopmata palju. TGepoolest, iga teisendus, mis erineb vaa-

deldavast konformsest teisendusest mingi podrde (iimber null-

-
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punkti) vorra, on samuti konformne.

Et sellisel Riemanni teoreemil on suur teoreetiline t&ht-
sus, nihtub kasvoi sellestki, kui rakendada teda Dirichlet'
{ilesande lahenduvuse kiisimuse selgitamisel. Eelmise para-

grahvi arutlusi aluseks vdttes voime delda, et Dirichlet!'

iilesanne on lahenduv igasuguse piirkonna puhul ,mis rahuldab

Riemanni teoreemi tingimusi. Et niisuguste piirkondade klass

on viga lai, siis voime sama Oelda nende piirkondade kohta,
mille puhul Dirichlet® {ilesanne on lahenduv. g
Samasugune arutelu on rakendatav ka teiste rajaiilesan—
nete puhul, mis on seotud Laplace'i vGrrandiga. Seetdttu on
miistetav iihelt poolt Riemanni teoreemi,teiselt poolt aga
kogu konformse kujutamise suur téhtsus nii lahendi olemas-

olu kui ka lahendi leidmise seisukohalt.

Kiisimused.
1. Miks on konformne kujutus ning tema podrdkujutus pidevad?

2. Miks on kahe konformse teisenduse jédrjest rakendamine

konformne teisendus?

§ 4, Uldisi kiisimusi seoses konformse kujutamisega.

Vaadeldes konformse kujutamise pohiiilesannet, mérkisime
eelmises paragrahvis, et see on lahenduv véga laia piirkon-
dade klassi puhul. Tekib kiisimus, milliseid lisatingimusi
vGib seada konformse kujutamise pohililesandele, et lahend
nleks iiheselt mddratud. Vastuse sellele kiisimusele annab

Jdrgmine konformse kujutamise ainsuse teoreem:
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Leidub iiks ja ainult iiks funktsioon == f(x), mis ku- /Iw( ;
jutab etteantud iiheli sidusa piirkonna & ",mille rajal on

vihemalt kaks punkti, iihikringiks (/<1 ning tdidab tingi-

musi

e
O s M,,'(;,F:{

!

kus 2,€9 ja |a]<1.
Selle teoreemi t3estust me kdesolevas ei esita. See tGes-
tus nduab enam teadmisi kompleksmuutuja funktsioonide teoo-
riast, kui me senini oleme omandanud (vt. [8] ,1k. 294
vei [6] , 1k.103).
Tingimusi (1) ,mis md&ravad iiheselt konformset kujuta-
mist teostava funktsiooni, ni:metatakse‘:gximeerivateka tix_xg}-

musteks. Kui vaadelda neid normeerivaid tingimusi (1), siis
)

mérkame, et need sisaldavad kolm reaalset parameetrit (2% -
reaal- ja imaginaarosad ning ov). Osutub, et tingimuste )
asemel v3ib vaadelda ke teisi tingimusi, mis samuti sisal-
davad kolm reaalset parameetrit ning normeerivad konformse
kujutamise. Nditeks, anname ette iihe sisepunkti ja iihe ra-
japunkti kujutise:

. I:;(z.).-.-m y (%) =% J

( 2,€B ja I%]|<1, %,e C ning IN'.I=.=Q. Konformne kuju-—

tus on iiheselt madratud ka siis, kui fikseerida kolme ra-

japunkti teisenduseds————

W& l (k=1,2,3).

Konformse kujutamise pdhiiilesande puhul on meil tege-
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mist iihe piirkonna kujutamisega teiseks piirkonnaks. EY
piirkond on lahtine hulk, siis el {itle ei Riemanni teoreem
ega' ka &dsjavaadeldud iihesuse teoreem meile midagi selle koh-
ta, milline on kujutis vaadeldava piirkonna rajapﬁnktides.

Vastuse sellele annab nn. teoreem rajade vastavusest:

Kui funktsioon f£(%) teostab piirkonna A konformse ja
{iks—iihese kujutamise piirkonnaks <&, , siis

1) leiab aset iiks-iihene ning pidev vastavus nende piir-
kondade rajapunktide vahel, kui piirkonna &, raja ei sisal-
da ldpmatuspunkti ning igat raja punkti lugeda nJ:.imitu korda,
kui suur on tema kordsusg

2) funktsioonil j('}) on rajal ¢ pidev tuletis, kui
piirkondade 8 ja -9, rajadel on igas punktis pidev kove-
rus ning. need rajad ei sisalda 15pmatuid harusid.

Funktsiooni ar=f(%) tuletiseks rajal C nimetatakse

piirvdartust

w'(s) = Lem Lok et d SR
440 A4
kus 4 on raja kui joone kaare pikkus, mida mdddetakse sel-
le raja mingist fikseeritud punktist alates.
Kui jdrgnevates paragrahvides vaatleme iiksikute konkreet-
sete funktsioonidega teostatavaid kujutusi ning lahendame
, vastavaid {ilesandeid, siis kasutame sageli nn. ra';]ade vas-
tavuse printsiipi:
Olgu antud kaks iiheli sidusat piirkonda L ja .@, raja-
dega C ja C, , kusjuures piirkond &, on tdkestatud. Kui
fwktsioon #+=£(#) on regulaarne piirkonnas H , pidev ka
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selle rajal C ning teostab raja C iiks~iihese kujutamise
rajaks C, , kusjuures sdilib raja iimberkdigu suund, siis
teostab see funktsioon ka piirkonna o konformse ja iiks-
iihese kujutamise piirkonnaks B, .

Mérgime l3puks veel iihe tédhtsa tulemuse, mida kasuta-
takse konformse kujutamise puhul. Nimelt, kui kénstandist
erinev funktsioon #:f(ﬁ) on regulaarne piirkonnas g

e A
- siis nende punktide hulk aQ, ymilleks teisendab antud funkt-

sioon piirkonna & ,moodustab piirkonna, kusjuures sdilib

7
raja ldbimise suund. Teisiti Geldes: kui piirkonna 9 raja

lédbitakge nii, et piirkond & jadb vasakule, siis analoo-
gilisel viisil 1dbib vastav kujutispunkt ka piirkonna B,

raja. Sellist tGsiasja tuntakse piirkonna sdilivuse print- k
siibi nime all,

Kidesolevas paragrahvis vaatlesime mdningaid glulisi kii-
simusi seoses konformse kujutamisega. Need tulemused on too-
dud tdestuseta, sest paljude nende tdestused vdljuksid kédes-
oleva kursuse raamidest. Lugejale, kes tahab nende kiisimus-

tega pdhjalikumalt tutvuda, soovitame p&drduda vastava kir-

janduse poole, nditeks [3] (vt.VIII ptk.),[5] (vt. V ja IX
ptk.), [6] (vt. II ptk.) ning [11] (vte XII ptk.).

KEisimused.
1. Miks me vdime delda, et mingi piirkonna rajapunkt on
miésrs 1 ilhe reaalse parameetriga?
2. Missugune on raja ldbimise positiivme suund ?
3, Milles seisneb pohimGtteline erinevus teoreemil rajade

e

u‘7
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4.

vastavusest, vorreldes rajade vastavuse printsiibiga ?

Miks on piirkonna sdilivuse printsiibi puhul ndutud, et
funktsioon oleks erinev konstandist? Kas see ndue on

oluline?
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IV peatikk.

ELEMENTAARFUNKTSIOONID .

§ 1. Astmefunktsioon.

Eelnevas juba selgitasime, mida mjista astmena 2™ ,
kus # on positiivne tédisarv. Jédrgnevas tutvume nn. astme-
funktsiooni #*= 2" mdningate lihtsamate omadustega. Et sel-
line funktsioon on diferentseeruv, seda samb k3ige lihtsami-
ni kontrollida Moivre'i valemi ning Cauchy-~Riemanni vGrran-
dite (polaarkoordinaatides) abil.

~ Asudes uurima astmefunktsiooni omadusi, vGtame lihtsuse
ﬁéttes kdigepealt vaatluse alla ruutfunktsiooni.

a) Funktsioon a =2 Eelnevas juba ndgime
(vt. ndide. 5 § 2.1), et selline funktsioon pole iiheleheline,
s.t. igale kujutisele ei vasta iiks originaal. Sellise vas-
tavuse ldhemaks selgitamiseks vitame nullpunktist léhtuva
kiire ning poorame teda vastupidiselt kellaosuti liikumise

suunale (vt. joon.13).

(%) )
1 @ ‘ (W
) >
bod (7 (2]
x A
(5) ®
(4) (5)
Joon.13.
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Kiirele 2-tasandil vagtab kiir ar-tasandil (vt. ndide 5

§ 2.1),, kusjuures polaarnurk #-tasandil kasvab poole kiire-

mini vastavast polaarnurgast %-tasandil. Liigutava kiire
kujutis katab seega kogu. # ~tesandi jubassiis, kul %-ta-
sandi kiir katab vaid ililemise pooltas +« Kui niilid labime
oma R2-tasandi kiirega ka alumise pooltasandi, siis katab
kujutiskiir a#~-tasandil teistkordselt kogu tasandi.

Et saada iiks-iihest vastavust kujutiste ja originaalide

vahel, selleks votame vaatluse alla kaks eksemplari kujutis-- ‘

te tasandit. Seejuures olgu 4%-tasandi iilemisele poolele
vastavad kujutised ar-tasandi esimesel eksemplaril ning
alumisele poolele vastavad kujutised teisel. Need tasandid
iihendame nii, et saavutaksime kujutiskiire pideva liikumise
kui liigutatav kiir originasalide tasandil teostab t&dispdsr—
de. Sélleks 15ikame mGlemad tasandid 1&bi piki reaaltelje
positiivset osa, iihendame esimese tasandi 13ike iilemise ser—
va teise tasandi 1Gike alumise servaga ning vastupidi (vt.
Jjoon.14).

Joon.14,

Sellist kahelehelist pinda nimetatakse ruutfunktsiooni
vddrtuste Riemanni pinnaks. Vastavalt selle pinna konst-
ruktsioonile vGime Selda, et funktsioon 2= 2% kujutab
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kogu *%-tasandi pidevalt ja iiks-iiheselt oma vadrtuste Rie-
nanni pinnale. Saadud pind on kaheleheline, kﬁs,juures iga
punkti #*+, vdlja arvatud #=0 ja a*=oo,kohal asub kaks
Riemanni pinna punkti.

Kui l&bime nuilpunkti imbritseva ringjoone [%/=7% iihel
korral, siis 1&bib vastav punkt Riemanni pinnal nullpunkti
iimbritseva ringjoone || =4 kahel korral. Sama mirkame ka
siis, kui nullpunkti asemel vaadelda lopmatuspunkti. See an-
nab pdhjuse nimetada neid punkte vaadeldava Riemanni pinna
teist jarku harunemispunktideks. Need on punktid, kus on seo-
tud vaadeldava pinna iiksikud lehed.

b) Funktsioon a-=2", Kul tdhistame siin

% = nel? ja w=0etf

s 8ils saame

¢=" 3 O =np + 2w .

Sellest ndeme, et nullpunktist léhtuva kiire kujutiseks an-
tud funktsiooni pubul on jéllegi nullpunktist ldhtuv kiir,
nillel aga polaarnurk on # korda suurem originaali omast.

Toimides nii nagu ruutfunktsiooni puhul, saame
liks-iihese vastavuse 2-tasandi ja #~-tasandi # eksemplari
vahel, Kui iihendame need # eksemplari, nagu ndidatud jooni~-
sel 15, siis saame pideva vastavuse.

Saadud pinda nimetatakse funktsiooni =#r= 2" viidrtuste
Riemanni pinnaks. See on‘ n =leheline pind, mille harune -
nispunktideks on jéllegi # =0 Jja 2~=o0 .,Bt ringjoone
12| =% iihekordsele ldbimisele vastab +i-kordne ringjoone
|%| = 4" 1ldbimine, siis nimetatakse punkte #= 0 ja #*=oce

- 63 =



n-jédrku harunemisgunktideks .

Kisimusi,
1. Miks ruutfunkteiooni véirtuste Riemanni pinna lehed
on iihendatud piki reaaltelje positiivset osa?
2. Millise funktsigoni puhul on nullpunkt selle funktsiooni.
véértuste pinna neljakordseks harunemispunktiks?
3. Mitmeleheline on funktsiooni wr=2% védrtuste Riemannni
pind?
“. Millised on funktsiooni a+=(2+4)" védrtuste pinna
harunemispunktid?
Ulesandea

1. Leida ruudu O0<®eg</, O<Imzc s kujutis, selle pind-
ala ning rajajoone pikkus kujutamisel funktsiooniga
= g2,

- Gl o




Vastus: S=:§;; =2 (1+VT)+2(1+VZ).

2. Leida jooned, kus funktsioon #+=2% teostab vordse mas-
taabi muutuse, ning jooned, kus ta teostab iihe ja samasu-
guse tasandi poorde.

Vastus: a)(2|= vonst. b)arg 2= const.

3, On antud funktsioon ar = ‘.‘ez:

a) leida joonte x =%, 12| =Q,w¢g1=ockujutised ja sel=-
gitada, millised neist joontest kujutuvad iliks-iihe-
selt;

b) leida joonte « =, =(C (#=u+woriginaalid.

Vastus: a) « =0 (#20) , |wl=R* ong & = 2 e
Ainult viimane kujutub iiks-iiheselt.
b) x"—y" =C (kui ¢ =0 , siis sirgete paar),
Xy = zc’— (kui ¢ = Q, siis sirgete paar).
4. Leida funktsioox_x, mis teisendab piirkonna lan?(:e+3)l<%":
iilemisele pooltasandile.
Vastus: ar =< (% +3)°,
5. Konstrueerida funktsiooni 2+ = (#-<)'véirtuste Riemanni
pind.

§ 2. Juurfunktsioon.

Me nimetame n astme juureks kompleksarvust % kompleks—
arvu ar = V o 3 ymille puhul
<) W
Kul téhistada #=te%¥ ja zr:ga‘e , siis saame vordusest
(1)’ et
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?"’.—_«, ja ~#6 =o¢/<7.‘é = p+2AT ,

millest

2 ?=vzda 6:"“3*= @+ 2w

r

Vordustest (2) selgub, et saame s oluliselt erinevat & viir-
tust, mis vastavad « vddrtustele Oy,1,..., #« -1, Tédhistame
need vastavalt 6,,6,,...,6,,, Kul aga x©= A~ , siis saame
B =L +27x =6,+2x.
Selline polaarnurk koos polaarkaugusega V% aga médrab
A ~tasandil sama punkti, mille miérab &,. Seega on juurel
{7; erinevaid vddrtusi s .

Juurfunktsioon a+=V% on seega mitmene funktsioon.

Nii rakenduslikust kui ka teoreetilisest seisukohast on
aga oluline funktsiooni iihesuse ndue. On isegi autoreid, kes
ildse el tunnusta niisugust mdistet nagu mitmene funktsioon.
Uheks viisiks, kuidas saame muuta vaadeldava mitmese funkt-
siooni iiheseks, on see, et argumendi muutumise piirkonnana
vaatleme mitte komplekstasandit, vaid teatud mitmelehelist
Riemanni pinda. Me juba saime eelmises paragrahvis niisuguse
pinna, mille puhul astmefunktsioon a+= 2" seab iiks-iihese
vastavuse 2-tasandi ja vaadeldava Riemanni pinna punktide
vahel. Bt juurfunktsioon a-= VZ on sstmefunktsiooni
pédrdfunktsiooniks, siis t3epoolest seab ta igale astmefunkt-
siooni v&ﬁxvtuqte Riemanni pinna punktile vastavusse para-
Jasti komplekstasandi iihe punkti ning selline vastavus on
liks-iihene. Seda pinda nimetatakse juurfunktsiooni Riemanni
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pinnaks. Niisiis on astmefunktsiooni védrtuste Riemanni pind
selle funktsiooni péiird.funktsioogi - juurfunktsiooni Rie-
manni p .

Mitmesuguste rakenduste seisukohalt on aga oluline, et
saaksime niisuguse iihese funktsiooni, kus ka argumendid muu-
tuvad tavalisel komplekstasandil. Teisiti Geldes, me otsime
niisuguseid piirkondi 2-tasandil, kus saame antud mitmest
funktsiooni vaadelda iihesena. Sellise olukorrani jouaksime,
kul eraldaksime kdik vaadeldava funktsiooni Riemanni pinna
lehed. Funktsiooni 4+ = V2  Riemanni pinna iiksikud lehed
sasksime eraldada nditeks sel viisil, et 1oikaksime selle
pinna k3ik lehed 1&bi piki reaaltelje negatiivset osa. Sel
juhul ei oleks meil enam vGimalik liikuda iihelt lehelt tei-
“sele ( 13ikejoon jéib ette). Me saavutame olukorra, kus iga-
le lehele vastavad kindlad juure védrtused. Nii on I lehe
pubul —JT<Mga<% ning seega O € (-%,%), 11 1lehe pu-
hul aga Jt<Arg¥<Mning O € (£,3%%) jne.jne. Viimase
lehe puhul (2n-3)T <4192 < (2n-4)%  ja O€ (23 g, 22t x),

Sel viisil sasme mitmesest funktsioonist & = V&

kokku # erinevat iihest funktsioonis

w=V% , Blrn<trgzr< dexl (k=0,4,2,... n-1).

Neid funktsioone nimetatakse antud mitmese funktsiooni iihes-
teks harudeks. Esimest neist («=0) nimetatakse juurfunktsi-
ooni peaharuks. Punkte, millel leidub niisugune iimbrus, kus
fimber selle punkti liikudes m&ode mistahes kinnist kdverat
jouame mitmese funktsiooni {ihe haru juurest teise juurde, ni-
metatakse selle funktsiooni harunemispunktideks. Funktsioo-

e



nil 2 =VZ onneed O ja oo.
K Rcele m nieresde
Ly e ns ..
1. Veenduda, et VZ viirtused asuvad korraparase A -nurga

6.

1.

_2.
3.

4.

tippudes, mille keskpunkt asub koordinaatide alguses.
Mitu harunemispunkti on juurfunktsioonil? !
Kus asuvad juurfunktsiooni peaharu védrtused ?
Mitmeleheline on funktsiooni &= J\/E Riemanni pind ?
_Kuida.s on seotud omavahel mitmese funktsiooni harunemis-
punktid ning tema Riemanni pinna harunemispunktid?

Millised on funktsiooni 4r=V2*—17 harunemispunktid ?

B liews n.ndieids
Leida mitmese funktsiooni 2= V 2 —1
puhul  a(2) = -1,
Konstrueerida funktsiooni 4+ =VZ%(%+1) Riemanni pind.

see haru, mille

Milleks teisendab joomega @ = 2(1+ coagp)sing ¥

x =2(1 +corp)cosy  piiratud piirkonna funktsiooni
#=VZ see haru, mille vidrtused x~telje positiivses
osas on positiivsed ?
Vastus: «w®+4%< 24 .
6 3
Arvutada funktsiooni #+=V2-C koikide harude vidrtused
punktides

2,282+4, Xy=-4+L , w, =1,




§ 3. Eksponentfunktsioon.
Vastavalt matemaatilise analiilisi kursusest tuntud Euleri

valemile

e = cosy + Lansy o
Reaalarvude puhul tuntud eksponentfunktsiooni omadusi arves-
tades on loomulik defineerida :

) iy,

gest 2= 2 -+C»y.

vordusest (1) saame, et

[e*] = ¢® ning #A?e"‘:g-o-z:wr.
Sellest tuleneb, et e = % ykui Im 2, = Im 2,=2ex, ,
s.?.t‘on perioodiline perioodiga 27T¢ -
Kui vaatleme funktsiooni
ar=e%,
pida nimetatakse eksponentfunktsiooniks, siis jédreldub eel-
nisest mirkusest, et see funktsioon pole iiheleheline. Nii-
gifs tekib ka eksponentfunktsiooni puhul kiisimus tema védr-
tuste Riemanni pinna konstrueerimisest. Enne selle juurde
asumist aga nditeme, et eksponentfunktsioon on diferentsee-
ruv. Selleks leiame vordustest
W= rivr=er= (g rinny),

et

—p s T
w=e my Ja P =e zwwy.
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Vahetu kontroll nditab, et Cauchy-Riemanni vdrrandid on
rahuldatud iga 2 Ja o korral, s.t. eksponentfunktsioon on

kéikjal diferentseeruv.

Konstrueerime niiiid eksponentfunktsiooni vidrtsuste

Riemanni pinna. Selleks paneme téhele, et ‘ax-telg teiseneb
«~telje positiivseks osaks. TGepoolest, zx-telje punkti- 1
de puhul S e B #=0,ning —oc0 < X < 00, s.t. |
b < larl = gx < 0 . Iga az-teljega paralleelse sirge kuju- |
tiseks on aga #*-tasandi nullpunktist ldhtuv kiir, mille po-
laarnurk vordub selle sirge kaugusega ®x-teljest. :
Kui nihutame 2-tasandil sirget paralleelselt Z-telje- |
ga ililespoole, siis p&ordub vastavaks kujutiseks olev kiir
vastupidi kellaosuti liikumisele. Selline kiir katab kogu
2+ -tasandi, kui sirge %-tasandil katab riba laiusega 27
Kul sirge katab jédrgmise riba laiusega 27t , siis katab
kujutiskiir uuesti kogu a+-tasandi Jne.jne. Kui me aga lii- |
guksime sirgega £ -tasandil allapoole, siis liiguks kuju- 1
tiskiir ainult kellaosuti liikumise suunas, kuid muus osas

analoogiliselt eelnevaga.

Sellest arutelust saame, et eksponentfunktsiooni vidr-
tuste Riemanni pind peab olema ldpmatuleheline. Need lehed
peavad olema iihendatud nii, et X ~teljega paralleelse sir-

ge pidevale liikumisele vastaks kujutiskiire pidev liiku—

mine méoda vastavat Riemanni pinda. Selle saavutamiseks vi-

tame l3pmata palju #*-tasandi eksemplare, 1gikame nad Ldbi

piki reaaltelje positiivset osa. Iga eksemplari 13ike alu-—

mise serva {ihendame Jédrgmise eksemplari 15ike lilemise ser- |
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vaga ning lilemise serva eelmise eksemplari alumise servaga

(vt. joon. 16).

Joon. 16.

Kui kujutleda seda Riemanni pinda K asetsevana mingi
2¢ -tasandi Kohal, siis asub iga #+-tasandi punkti kohal
13pmata palju pinna £ punkte. Erandeiks on vaid # = 0 ja

4= oo , mille kohal on vaid iiks pinna 2 punkt.

Kui 1ibida Z-tasandi sirge x = &,siis pinnal L vastab
sellele liikumine iimber punkti a+=0 (lopmata palju kordi) ,
kusjuures liigutakse pinna K iihelt lehelt teisele. Seda
liikumist viime aga vaadelda ka liikumisena iimber punkti
2+ = 00 « Seetdttu nimetatakse punkte 7= O ja #r=co vaa—
deldava pinna & l3pmata jérku harunemispunktideks.

Vaadeldes funktsiooniga &= e? teostatavat ku,thust
konformsuse seisukohalt, ndeme, et see funktsioon teostab
igas punktis konformse kujutise, sest (e2) =e*#0 iga
2 puhul. Selle kujutuse pubul, nagu nidgime, kujutub riba

O < Im % < JU iilemisele pooltasandile ning riba
0 < Im % <27 kogu tasandiks vdljaldikega piki reaaltelje

- -



positiivset osa.

-
.

2.
3

PRSI T YAV U ;
Veenduda, et #dsjadefineeritud eksponentfunktsioon e% on
tildistuseks analiiisi kursusest tuntud funkbtsioonile eZ.
Millistes punktides surub funktsioon e~ tasandi kokku?
Millise poorde teostab eksponentfunktsioon reaaltelje

punktide kujutamisel?

Ulesandea.

Néidata, et e™. g% = ¥+ %
Milleks teisenevad kujutamisel funktsiooniga a = ¢?

a) jooned x=0C , v=2C;

b) sirged o o il £ 5

¢) riba a<y<pB- (0 x<p<2r);

d) sirgete =2 ja Yy =X+ AT vyahel asuv riba;

e) poolriba a < O 9 O<3{<d$275 H

f) poolriba = > O O<y<ocs»2.7c 3

g) ristkilik o<z <B , r< Yy < 8§ (8-¥<axn).
Vastus: a) ¢= const, 6?: const;
b) spiraal ¢ % ,kui « # O,
kiir O=€,kui w=0 j
¢) nurk «x<8<A(kui x=0 ja B=2r,siis
kogu tasand, 13ikega piki reaaltelje po-
sitiivset osa);

d) kogu tasand, l3ikega mooda spiraali ¢= e

e) sektor g< 1, 0<O<x (kui « = 27 ,siis.
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ihikring, 1dikega piki punkte O ja 1
iilhendavat raadiust);

£) piirkond ¢>1,0< O <« (kui «x = 2x,
siis iihikringi védline piirkond, 1l0ike-
ga piki reaaltelje positiivset osa
punktist 1 kuni + 09);

g) piirkond e<@<e?, J<O<§ (kui 5-¥=2x,
siis rdngas lmber nullpunkti ldikega
piki kiirt € =¥ ) .

3. Kujutada iilemisele pooltasandile sirgete g=x ja 7=x+/\,
vaheline piirkond.

X(1—4)2
Vastus: - = ¢ 9

4. Milleks teisendab funktsioon ar=e¢* riba O<JIm2< T,
15ikega piki punkte O ja 3 & ihendavat sirgldiku ?

Vastus: Ulemine pooltasand, millest on védlja
jédetud iihikringjoone esimese veerandi

osa.

§ 4. Logaritmfunktsioon.

Kompleksarvu 2 logaritmiks o&v‘z nimetatakse kompleks-
arvu #,mille puhul 2= ¢”. Olgu 2=2¢¥ ning 2=« + <o

Sel Jjuhul ¢ e
nwe? =e“ e,

s.te €“=4 ning = @ +2ex . Sellest saame, et
1) #=dng = u+ v = bar + L(p+2AnX),

- 0% -
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ehk teisiti

(2) Dz = bulzl + ¢ (arg + 2em).
Seega nideme, et kompleksarvude vallas on logaritmil 13pmata
palju védrtusi. Teiselt poolt: seosest (2) ilmneb, et komp-
leksarvude puhul eksisteerib logaritm igasugusest arvust 2 ’
vdlja arvatud vaid 0‘ja o0 .

Funktsiooni ar=dnz nimetatakse logaritmfunktsiooniks,

Viimane osutub eksponentfunktsiooni poordfunktsiooniks,kus-

juures kehtivad seosed

e"‘gﬁ:s& ning oln e® = 2 + 2wl

Et logaritmfunktsioon on eksponentfunktsiooni poordfunktsi-
ooniks, siis kujutab sée viimase vddrtuste Riemanni pinna
(vt. joon.14) iiks-iiheselt komplekstasandile. Seda pinda nime-
tatakse samuti logaritmfunktsiooni Riemanni pinnaks. Punktid
2=0 ja #=o00 on selle pinna harunemispunktideks. Neid
nimetatakse logaritmilisteks harunemispunktideks.

Osutub, et logaritmfunktsioonil on oma Riemanni pinna
igas punktis ( vdlja arvatud 2= 0 ja =00 ) tuletis.Se-
da voib kergesti kontrollida Cauchy-Riemanni vdrrandite (po-
laarkoordinaatides) abil, kui arvestada seost (1)

Et logaritmfunktsioon (vaadelduna komplekstasandil) on
lopmata mitmene, siis huvitab meid ka siin tema regulaar-
sete (s.t. iiheste Ja diferentseeruvate) harude eraldamine.
Nende harude analiiitilised avaldised saame seosest (2) kor-
daja k erinevate véddrtuste puhul. Haru, mille saame x=0

puhul, nimetatakse logaritmfunktsiooni peaharuks ning tidhis-
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tatakse

(3) n 2 =£¢vl:¢:|+dangz,

Rakendustes kasutatakse enamikus seda.

Logaritmfunktsiooni analiilitilisest avaldisest (2) on ker-
ge ndha, et'tema harude eraldamine on voimalik nendes piir-
kondades, kus on eraldatavad u%e?é iksikud védidrtused. See
on aga voimalik X-tasandil, millest on vdlja 1ldigatud re-
aaltelje negatiivne osa. Kui vaatleme logaritmi harude eral-
damist tema Riemanni pinnal, siis toimub see tédiesti analoo-
giliselt juurfunktsiooni juhuga. Ka siin loikame Riemanni
pinna lehed 18bi piki reaaltelje negatiivset osa. Sellega on
lehed iliksteisest eraldatud, sest ei ole voimalik liikuda
iihelt lehelt teisele ilma 1Giget iiletamata.

Peaharule vastab sel juhul Riemanni pinna see osa, mis
asub lehe O iilemisel poolel ning lehe (~1) alumisel poolel
(vt. joon.14). Need kaks osa moodustavad tasandi, millest on
vaid védlja 1digatud reaaltelje negatiivme osa. Seega vGime
delda, et funktsioon (3) kujutab kogu 2Z-tasandi, 1l3ikega
piki reaaltelje negatiivset osa, ribaks -Z<Jmar<J ning
iilemise pooltasandi ribaks O<JIma<x,Selline kujutus on kon-

formne, kuna iga % puhul (&%) = —%— £0.

Kisimusi.

1. Milliste 2 vddrtuste korral on éwi puhtimaginaarne ?
2. Millised on negatiivsete arvude logaritmid ?
3. Millises omavahelises seoses on logaritmfunktsiooni iiksi-
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kute harude tuletised?

4 .,Millistes punktides teosteb logaritmi peaharu tasandi p&oér—
de nurga JU vorra ?
5.Millistes punktides surub logaritmfunktsioon tasandi kokku?
o.Millistel tingimustel kehtivad seosed:
8 G z)=bus, + lnn,

wzw%=um—ua,

C) &\,2“': Hre*v}-

Ulesanded.

1. Arvutada logarifm ja tema peavddrivs jadrgmistest avaldis-
test:

& (1<) y ) (-1 +<)(~1+¢V3),

; 4 | Rt :

Vastus: Peaviddrtused: a) 3.2 - é% ’
b) 42 + <3,
&) 3l - < 3T
a)imz—um—é%'
2. TGestada seosed:
a) n (=, %,) = o 2, + dn 2, ,
b) o&»% = dnz -dus,
o) et = B > InmC.
3. Milleks teisendab funktsicon ar= €u 2

U5 w

'



a) joomed I|%l =R ;

b) jooned argz = ¢ ;

c) nurga O <AGR <X & AX ;

d) sektori I!l<4,0<wtgz<o¢s-27c;

e) ronga «, < [%l<%,,15ikega piki 15iku [%.,7%.].

Vastus: a) « =C ;

n
o

b) o

c) riba O< ¥ < j

a) poolriba &< 0 1 Q& &g ot

e) ristkiilik Ca %, <4< bnn, , O<*< Ar.

4, Konstrueerida funktsiooni z}:a&»%(}-l) Riemanni pind.

§ 5. Uldine astmefunktsioon.
ldiseks astmefunktsiooniks nimetatakse funktsiooni

X adnz
1) A = %a' = e b

kus @ = o +<B, Kui arvestame logaritmi avaldist, siis saa-

me seosest (1), et

VR R Nt aemnd 1 ~plp+ann) , ilxlps ) plur]

kus n=I%| ja @=0rg%.

Seocest (2) selgub, et B# O puhul on %% 1lopmata mitme-
ne funktsioon. Kui aga =0 ,siis :
) BRI S b
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Vordusest (3) selgub, et
lwl:,boc ning (a/o?ar).c=d(<f’+2‘=7c)+2‘/""f-

Saadud tulemustest ndeme, et ainult té’.isarvulis.e a korral
on funktsioon =% ihene, sest ainult sél juhul éaame kdigi
naturaalarvude « ja Vs puhul iihe ning sama kompleksarvu
argumendiga oy =a . ;

Ratsionaalarvulise a= puhul saame « oluliselt erine-
vat argumendi vadrtust:

€=, Oy=ap+T2x, ..., 6, , =A@+ Ru-1)ir.

Kui & on irratsionaalarv, siis saame iga « puhul oluli-
selt erineva argumendi védrtuse, sest siis kehtib iga téis-

arvu #~ puhul jédrgmine seos:

(4) a(p+2k,;c) —aly +-21cLJC)=;E2n7C.

J
Uldise astmefunktsiooni definitsiooni pshjal saame, et :!
selle funktsiooni iiheseid harusid v3ib eraldada samas piir- |
konnas, kus see oli voimalik logaritmfunktsiooni puhul, Nii-
siis #=2%on regulaarne komplekstasandil, millest on vilja
15igatud reaaltelje negatiivne osa.

Kui tldise astmefunktsiooni avaldises v3tame logaritmi
peaharu, siis saame iihese funktsiooni, mida nimetatakse iildi-

Se astmefunktsiooni peaharuks:

(5) & g% = Rl

Sel korral saame liitfunktsiooni diferentseerimise reegli ko-
haselt

=08 o




i i 1y (R -4
Lz _ dz Iz i

-;; L S 5,

Siit ndeme, et vaadeldav funktsioon teostab konformse kuju=-
tamise oma regulaarsuse piirkonna igas punktis (punktid %=0
ja 2 =00 kuuluvad vidljaldikele). Millist laadi on see kon-
formne kujutus ? Selle méﬁramiéeks kasutame seost (5), mille

xohaselt (olgu konkreetsuse mdttes a >0)

¥ = e®* kus =R, ning e =l L

Vaatleme, milline piirkond teiseneb 4*=~tasandi illemi-
seks pooleks. Eksponentfunktsiooni omaduste tGttu on selleks
%, -tasandi riba O< Jm%,< 7T, Viimase originaaliks &,-ta-
sandil on riba O0< Im #,<Z, Selle riba originaaliks Z-ta-
sandil on aga nurk 0<Wl§2< g. Seega saimegi piirkonna,mis

teiseneb funktsiooniga ar= 2% (& >0)-iilemiseks pooltasan-

diks.

Kisimusi.

1. Kuidas defineerida {ildine eksponentfunktsioon a? s kasu~
tades analoogiat iildise astmefunktsiooniga? Kas see
funktsioon on iihene voi mitmene ?

jiZ. Kas 3#0 korral on iildine astmefunktsioon ldpmata mit=-

mene?

Ulesanded.
1. Milline on iilemise pooltasandi originaal kujutamisel

funktsiooni ar= 2 %(a>0) peaharuga ?

Vastus: £<M'?'Z<O'
&g




2.Milline on iilemise pooltasandi originaal kujutamisel funkt-

siooni #= 2% (a= o +<B mistahes kompleksarv) peaha-

ruga ?
Vastus: 0<,eew4:ﬂ +oca/u?2<.7€ o

3. Toestada seos (4), kui a4 on irratsionaalarv.

§ 6. Lineaarne funktsioon.

Juba II peatiiki ndidetes uurisime lineaarse funktsiooni-
ga

teostatava kujutise iseloomu. Teeme siinkohal veel mdned mark-
‘med selles suunas. On loomulik eeldada, et a#0 ,s.t.
#' = a# O . Sellest aga jireldudb, et lineaarne funktsioon
teostab kdikjal konformse kujutamise.
Mérgime ﬁeel, et lineaarne funktsioon kujutab iga ring-

joone jdlle -ringjooneks. TGepoolest, kui meil on ringjoon
| Robi=
siis seose (1) pdhjal saame, et kujutispunktid rahuldavad
vorrandit
| —6€

T Rl

ehk siit

lay — 2, | =,
kus at, = @%,+6. Sellest arutelust jareldub, et ringjoone
keskpunkt teiseneb kujutisringjoone keskpunktiks ning raa-
dius muutub teguri |al kordselt.

ST ot




Néditame veel, ‘et -iga sirge teiseneb sirgeks, kusjuures
l&htesirge suhtes siimmeetrilised punktid teisenevad kujutis—
sirge suhtes siimmeetrilisteks punktideks. Olgu meil mingi sir-
ge suhtes kaks simmeetrilist punkti %, ja 2,. Sel juhul on

see sirge médratud vdrrandiga

(2) |2 - 2,1l =1%—%,1.

Asendades selles vdrrandis 2 seose (1) pdhjal, saame vdrdu-

se

[L’w—_‘_z‘|='?ﬁ£__‘._%b|’
millest
(33 |- — ”'4I=I”— ”-!.',

kus & =a% +4 ja a=ax,+4 .VSrrandist (3) jéreldub,
et sirge (2) teiseneb sirgeks, kusjuures punktide %, ja X,
kujutispunktid 44 ja %, on siimmeetrilised sirge (3) suh~-
tes.

Mdnevdrra hiljem nditame, et ka ringjoone suhtes siimmeet-
rilised punktid teisenevad kujutisringjoone suhtes siimmeet—
rilisteks punktideks. Selle saame jédreldusena murdlineaarse

funktsiooni vastavast omadusest.

Eisimusi.
1. Millise mastaabi muutuse ja millise tasandi podrde teos-
tab lineaarne funktsioon ?
2. Milline lineaarne funktsioon jédtab mastaabi muutumatuks?

Millise korral on tasandi péore vordne nulliga igas punk-

VRE Y
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tis ? ;
3. Milline lingaarne funktsioon teisendab nullpunkti suhtes
kontsentrilised ringjooned Jélle nullpunkti suhtes kont-

sentrilisteks ringjoonteks ?

U lesanded.
1. Leida lineaarne fuhktsioon, mis jédtab paigale punkti /+2¢
ning punkti 4 teisendab punktiks —-<.
Vastus: = (R +<)2% + 1-3< .
2. Leida iildine kuju niisugusele lineaarsele funktsioonile,
mis tdidab iihte jargmistest tingimustest:
a) kujutab {ilemise pooltasandi iseendaks;
b) kujutadb alumise pooltasandi iilemiseks pooltasan—
diks;
c) kujutab iilemise pooltasandi parempoolseks pool-
tasandiks;
Vastus: a) #=ax+4£,0b) =-ax «4 9
c) N‘=—4-'(wz-+€), kus' o ja € on reaalarvud
ning a>0,

R Leidé lineaarne funktsioon, mis

a)teisendab riba O<z< / iseendaks;

\

b) teisendab riba —1<y<4 iseendaks.,

Vastus: a) ar=2 « §¢ voi 4’-:-—?444-5(:;

D) = +4 Vi M=-%_L+f.

4, Leida lineaarne funktsioon, mis teisendab Uhikringi
ringiks |a--a|<R selliselt, et horisontaalne diameeter

teiseneks diameetriks,mis moodustab reaalteljega nurga o .
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Vastus: v:e“?zwu,, A by O W

= - Ra+a,voi #=—-0"Rz +n,

§ 7. Funktsioon a» = —; 4y

Vaatleme jédrgnevalt funktsiooni ar= -‘%, mis on méddra-
tud iga nullpunktist erineva X puhul. Kui aga vaadelda
laiendatud komplekstasandit, siis vdime oelda, et funktsioon
A = - on nmidratud igas punktis (sel juhul L-=09). Et
grzz-—,¢0, siis teostab vaadeldav funktsioon igas punktis
konformse kujutuse. Vaatleme,millist laadi on see kujutus.
On selge, et siin iga sirge ei teisene sirgeks. TGepoolest,
iga sirge ldbib lopmatuspunkti. Lopmatuspunktiks aga teise-
neb nullpunkt. Seega v3ib sirgeks teiseneda ainult nlisugu-
ne joon, ‘mis 1&bib nullpunkti, {

Osutub aga, et vaadeldav funktsioon teisendab iga ring-
Joone ja sirge jédlle ringjooneks vdi sirgeks, kusjuures sir-
ge voib teiseneda ringjooneks ning vastupidi. Selle tdestu-
seks ldhtume sirgete Jé ringjoonte iihisest vorrandist (vt.

§ 1.3, iilesanded 5 ja 6)

1) a2 +Ax + A% +§{ =

kus 4 on kompleksarv, @ ja 4 - reaalarvud, ning on tédide-
tud vGrratus

(2) (Al* - al 50,

Antud funktsiooni korral 2= # ymistdttu vérrandist (1)

saame, et

RegR e




J'wa? L AR AN =0,

Ka see on ringjoone voi sirge vorrand, sest tingimus (2) on
selle puhul t&idetud. ‘ :

Arvestades, et ringjoonte ja sirgete iihisest huléast ai-
nult viimased lédbivad lcopmatuspunkti, saame, et sirgeteks
teisenevad funktsiooniga V=-é' kdik need, ja ainult need
sirged ning ringjooned, mis l&dbivad nullpunkti.

Kul uurida ldhemalt funktsiooniga = % teostatava
kujutuse iseloomu, siis paneme tdhele, et ilihikring j&db sel-
le kujutuse puhul paigale. Paigale jddvad ka punktid =% =1
ja #=-1. Viimaseid nimetatakse antud funktsiooni piisipunk-
tideks. Uhikringi iga sisepunkt teiseneb vélispunktiks ning
vastupidi, kusjuures

awgar:—-aﬂ»?x.

Kisimusi.
1. Millised jooned teisenevad funktsiooniga ar= —24- nullpunk-
t1 labivateks joonteks? :

2, Millistes punkﬁides el poordu tasand kujutamisel funktsi-
ooniga #-= —é_— ? Millistes punktides ei muutu mastaap?

3+ Kas funktsiooniga = _3‘4? teostatav kujutus on iiks~iihe-

ne?

Ulesanded.

Ve ililleks teisendab funktsioon &= %

a) ringjoonte &x*+ y": ax  pere;

S e




b) ringjoonte x*-+ 7‘:‘: pere;
c) sirged y=x 7-‘ ;

d) sirged 4= mx ;

e) punkti %,# O lébivad sirged;
£) parabooli = i

Vastus: a) sirged «= 7, b) sirged v =- -f-,

¢) ringjooned g(ut+1*) +u v =0,
d) sirged 4 =- mw ,
e) punkte #, =4 ja #=0 labivate

ringjoonte pere,

£) wr= by

a+A4

/

: § 8. Murdlineaarne funktsioon.

Jérgnevas vaatleme nn., murdlineaarset funktsiooni
4
(1) = _a.'_?:._ ]

e +d
millel on kompleksmuutuja funktsioonide teoorias kiillaltki

oluline koht. See seletub iihelt poolt tema huvitavate geo-

'meetriliste omadustega, teiselt poolt aga m1tmesugus1\;e prak-
tiliste rakendustega. Osutub nimelt, et seda funktsiooni sadd
kasutada vdga mitmete oluliste konformsete kujutuste teosta-
imiseks. Meie juba mérkisime eelnevas, et iiheks oluliseks
]piirkonnaks, millele kujutatakse teisi piirkondi, on iihik=-
ring. Kédesolevas ndeme, et igasugune iihikringi konformne ku-

jutus iseendale on teostatav murdlineaarse funktsiooniga. Eui

funktsiooni ( 1) avaldises teostada jagamine, siis saame

-85 =




AR s T gl
&0 e(ee~+d)
Viimasest avaldisest ilmneb, et on mdtet vaadelda vaid nii-

(2) A=

Suguseid murdlineaarseid funktsioone, mille puhul #fe— a0,
Samuti saame vdrdusest (2), et funktsiooni (1) vGib vaadelda

Jdrgmiste funktsioonide superpositsioonina:

%'_—_C:&—‘-d’

1
Ry = e
iy be —ad
1 e e c S

\
Arvestades kahe eelmise paragrahvi tulemusi, voime delda, et 1
funktsioon (1) teostab igas punktis konformse kujutuse,mille
suhtes ringjoonte ja sirgete ithine hulk on invariantne, s.t.
isa.sirge Ja ringjoon teiseneb jédlle kas ringjooneke voi
sirgeks. Et ainult punkt %,=0, s.t. = - %? » teiseneb
1opmatuspunktiks, siis sirgeteks teisenevad vaid niisugused
sirged ja ringjooned, mis libivad punkti =.-%% .Viimast
nimetatakse murdlineaarse funktsiooni (1) pooluseks.,

Margime ka, et iga sirge kujutis peab lédbima punkti ar= %,
sest viimane on ldpmatuspunkti kujutiseks, nagu see kergesti
Jéreldub seosest (2),

Bt ké murdlineaarse funktsiooni pédrdfunktsioon on murd-
lineaarne, siis v5ib iga sirge ja ringjoon olla vaid sirge
v3i ringjoone kujutiseks.

Kui vaaﬁelda murdlineaarse funktsiooni avaldist, siis

mdrkame, et selles on kolm sdltumatut kordajat ( neljandaga

= ABE L



: voime murru lugeja ja nimetaja 1#bi jagada). Nende kolme kor-
| daja, s.t. murdlineaarse funktsiooni mé#dramiseks on vaja et-
:_ te anda kolme punkti kujutised. Et aga kolm punkti mddravad
fringjoone; siis vGime delda, et murdlineaarne funktsioon on
iméératud the ringjoone kujutise etteandmisega. Niisiis m&d-

ravad murdlineaarse funktsiooni seosed:

: az, + € az, + 4 ax, + 6
R(3)- &= L e d R AP IR L 7 Voma L pog
“ez +d gl ¥ A Sl ci, +~d

Seostest (1) ja (3) jéreldub, et

() gode Mrth. . Ko B dazie
oW Hm W T E-a, 2 -2,

Selle vorduse vasakul ja paremal pool seisvat avaldist nime-

tatakse nelja punkti liitsuhteks. Seos (4) iitleb, et nelja
punkti liitsuhe on murdlineaarse teisenduse invariant. Et
seda kontrollida, tuleb vdrduste (1) ja (3) pshjal asendada
vorduse (4) vasakul poolel 4%, 24, , #, Jja &5 . Peale liht-
sustamist saamegi vorduse (4)‘parema poole.

Seose (4) pohjal on hea leida sellist murdlineaarset
funktsiooni, mis fikseeritud kolm punkti kujutab etteantud
kolmeks punktiks. Kui moni vaadeldavatest punktidest on oo,
s8iis asendame seda punkti sisaldava liikme arvuga 1,

Nédide 1. Leida murdlineaarne funktsioon, mis punktid 2,1
ja o0 teisendab vastavalt punktideks oo , £ ja O,

Asendades antud arvu vérdusse (4), saame

st e e e
BT BN AR TR R e

/
el




milles®

o wed
- 2 —1
Avaldades @ ,saame
&= .
A= —
Z(%-2) -+ &
. ehk siit ;
<
Ay= -
-2

Jédrgnevas naitame, ¢t murdlineaarse funktsiooni puhul
teisenevad ringjoone (voi sirge) suhtes siimmeetrilised punk-
tid kujutisjoone suhtes siimmeetrilisteks punktideks.

Meenutame, et punkte £, Jja %, nimetatakse ringjoone
| % —2,|=R suhtes siimmeetrilisteks, kui nad asuvad mingil ’
keskpunktist lihtuval kiirel ning |%,—Zo|-12%,— 2.|=R*
(vt. joon. 17). Ulalmainitud murdlineaarse funktsiooni oma-!

dus jéreldub kergesti jargmisest?
teoreemist.

Teoreem.Punktid on ringjoo=
ne suhtes siimmeetrilised para- ‘
Jasti siis, kui nad asuvad sel-

le ringjoonega ortogonaalsete

ringjoonte kimbu tippudes.

Joon. 17.

Tarvilikkus. Olgu punktid 2, ja' 2%, siimmeetrilised
ringjoone C suntes (vt. joon.17), s.t.

5) 2, — 2ol-]1%, — 2, =R*=]A-2]%.



Elementaargeomeetriast tuntud teoreemi (ringjoone puutuja ja
16ikaja 1ldikude kohta) pdhjal saame, et 16ik Az, on ringjoo-
ne S, puutujaks, s.t. ringjooned C ja S, on omavahel ris-
ti .

Piisavus. Olgu ringjooned S, ja &, risti ringjoonega C .
Ringjoonte S, ja S, 1l5ikepunktidega %, ja %, mddiratud sir-
ge (kimbu telg) on risti ringjoonega (C ning 1lébib seega
ringjoone C keskpunkti £, . Ulalmérgitud elementaargeomeet-
ria teoreemi kohaselt saame niilid, et on rahuldatud seos (5).
Seega on punktid ¥, ja %, siimmeetrilised ringjoone (
suhtes.

Néide 2« Leida funktsioon, mis kujutab iihikringi kon-
formselt iseendaks, kusjuures punkt 2, (%,/<{) teiseneb null-
p\}nktiks. \

Et siin ringjoon peab teisenema ringjooneks (ra;jgde vas~
tavus), siies otsime vastavat funktsiooni murdlineaarsete
funktsioonide hulgast. Selle nurdlineaa;-se funktsiooni méé-
ramiseks on meil tingimus #+(%,) = O . Et aga nullpunktile
9 siimmeetriliseks punktiks
% iihikringjoone suhtes on o,
siis peab punktiga 2%, s{im-
- meetriline punkt &, (vt.

%o

joon.18) teisenema 1Gpma-

tuspunktiks, s.t. #(%)=o00.

Joon., 18. Milline punkt on punktile
%, slimmeetriline? Et antud juhul [%,[|-1%,]l =1 ,millest
1 & T
iz | .= T2 , ning an?z._mjz, »8iis 2, = —i Seega
- 89 -




Saadud kahe punkti #, ja -,17 teisenduste jérgl piiiiame
midrata otsitavat murdlineaarset funktsiooni
(6) A% 6

ez +d

Vastavalt kon.forhse kujutamise iihesuse teoreemile vOime Oel-
da, et otsitava funktsiooni puhul peab jééma midramatuks iks
reaalne parameeter, sest meil ei ole fikseeritud péorde suu-
rus punktis %, . Niisiis: me peame saama mddrata murdline-
aarse funktsiooni, milles esineb vaid iiks reaalne parameeter.

Seosest

\

az, + 6

HE S e

o

saame, et a2, +4=0 ,s.t. 6 =-a, , Teiselt poolt,

c,é +d. ¢ +dg,

o

= = o9,

’)-“é*é i <K

s.te ¢ +d% =0 ,millest ¢ =-&X, Asendamisel seosesse
(6) saame, et j

of ad-agz, a %X %

-dzz+d  d 1-%,2
Et aga Uhikringjoone punkt 2= 4 peab teisenema iihikring
joone punktiks, siis

al||l 1 —-% a 9
4 :I—H———: ‘: ,—‘ =
I”( )‘ d/ 4 A% 'zo d/ 1 9
gete % Sipt® ,kus o¢ on mingi reaalarv. Seega saame, et
otsitavaks funktsiooniks on '



Q) P it S X
1 — %,%

Leides saadud funktsiooni tuletise punktis

) e 4 — %, o R TR
il ¢ R 57 2:20‘6 1S R

nieme, et aa;ar,'zan,s.t. parameetri o midrab tasandi pddre
punktis 2, .
Kui avaldada seosest (7) muutuja % ,siis saame antud

teisenduse pdordteisenduse, s.t. funktsiooni, mis teisendab
Uhikringi iihikringiks, kusjuures nullpunkt kujutub ettean-
tud punktiks %, (%, <1).
| Niide 3., EKujutada iilemine pooltasand Jm x>0 iihikringi-
le | <1 selliselt, et punkt %, (Jm%, >0) kujutub null-
punktiks.

Otsime ?eda funktsiooni jédllegi murdlineaarsete funktsi-

| oonide hulgast, sest- rajaks olev sirge peab teisenema ring-
Jooneks. Et sel juhul rajade suhtes siimmeetrilised punktid
'peavad teisenema siinmeetrilisteks punktideks, siis

(%) =0 ning (%) =oo.
Kui téhistame
| o az+§6
e
8iis eelnevate tingimuste pShjal saame, et

’

at,+6=0 ning cf,-c-at_r-o,

millest

By




”=£!'_—__9_- 4
AR

Et punkt 2 =0 on originaalide piirkonna rajapunkt,siis

ks

peab tema kujutispunkt asuma iihikringjoonel. Seega saame,na-
gu eelmisegi ndite puhul, et % = ¢“® ,kus o~ on reaalne
parameeter. KokkuvGttes vdime kirjutada, et otsitav funktsi-

oon avaldub kujul

alieel ! i ()
(8) _ M =e -—Lﬁ‘-io

Leides selle funktsiooni poordfunktsiooni, saame funktsi-
ooni, mis teisendab iihikringi {ilemiseks pooltasandiks, kus-
juures #-(0) = 2, (Imx,>0).

Néide 4. Leida funktsioon, mis teisendab konformselt
ﬁlemis; pooltasandi iseendaks.

' Sellise murdlineaarse funktsiooni saame, kui vitame va-

lemis (4) 2, ja % (k=1,2,3) reaalseina. Peale vajalikke
l;l.htsustusi saame, et

_ ax+ &
g bt o Y

kus 2,{,¢,4 on reaslarvud. Siinjuures teisenedb reaaltelg
toesti reaalteljeks. Ka iilemine pooltasand teiseneb iilemiseks
pooltasandiks, kui punktidel %, ning % on iihesugune jérjes-
tus ( raja suund peab sdilimal ).

Vastupidis kui kordajad a,é,c,oL on reaalsed, siis
teisened reaaltelg reaalteljeks. Et ka reaaltelje suund jédks
plisima (siis teiseneb iilemine pooltasand iilemiseks pooltasan-

- ignl L



diks), selleks peab funktsiooni #* tuletise argument virdu-—

ma nulliga iga reaalarvulise 2 puhul,s.t. tuletis peab ole-
ma neis punktides positiivme.
Leides vastava tuletise, saame tingimusena, et
&' =
millest
(10) ad - e 3,0 .

Seegas iilemise pooltasandi iseendaks teisendab niisugune
murdlineasarne funktsioon (9), mille kordajad on reaalsed
ning tdidavad tingimust (10).

Mirkus: Euigl funktsiooni (9) avaldises on ndiliselt 4
parameetrit - o, £,c ja d , on neist vaid 3 séltu@tut,
gest {ihega neist voiksime jagada nii murru lugejat kui ka
nimetajat.

Arvestades sirgete ja ringjoonte invariantsust murdline-
aarse funktsiooni puhul ning rajade vastavuse printsiipi,
saab murdlineaarse funktsiooni kaasabil konformselt kujuta-
da iilemisele pooltasandile (sealt edasi ka {ihikringile) mit-
mesuguseld niisuguseid piirkondi, mis anv piiratud sirgete
ja ringjoontega. Illustreerime setla kahe jédrgneva nditega.

Néide 5. Leida funktsioon, mis kujutab kaksnurga {ilemi=-
sele pooltasandile.

Kaksnurgeks nimetatakse piirkonda, mis on piiratud kahe
13ikuva ringjoonega voi siis ringjoone ja seda lgikava sir-
gega (vt. joon.19). Votame kiigepealt funktsiooni

=g



g'=.3'__:'4_.

)
8 i
See funktsioon teisendab kaks-
nurka piiravad jooned nullpunk-—
ti (punkti A kujutist) lébiva-
s teks sirgeteks (vt. joon.20),
kusjuures nende sirgete vahe-
Joon.19, line nurk on vdrdne kaksnurga
nurgaga o¢ .
Jérgnevalt poorame ‘yl

tasandit iimber nullpunkti
nurga /5 vorra nii, et

selle nurga iiks haara-

~dest asuks reaaltelje ° 1

positiivsel osal ning

sellest kui lahtehaa- b

rast moddetuna oleks nurk positiivme (vt. joon. 21). Selleks
votame

ip

2 =Pz, .

Niilid rakendame {ildist astme-

Y
funktsiooni ning kujutame
/ / // / saadud nurga iilemiseks pool=-
5 /////////,, tasandiks. On selge (vt. § 5

X
* 13pp), et vajaliku astme-

Joon.21. funktsiooni astendaja on —‘g_- .

Seega saimegi soovitud funktsiooni

=94 a



/-’&5(%—2 -
iy

a"=2&£=e

ll__a_.r_kul_;_. Et siin ei olnud antud normeerivaid tingimusi,

- siis ei ole see loomulikult ainus funktsioon, mis teostab va-
jaliku konformse kujutamIse. On selge, et kui me kujutaksime
veel iilemise pooltasandi iseendsks funktsiooniga w = £(%),
siis funktsiooni /(”‘) muutmisega saaksime iga vGimaliku
funktsiooni, mis antud kaksnurga teisendab konformselt w-
tasandi iilemiseks pooleks. Et aga funktsioon ;(xr) sisaldab

- kolme reaalset parameetrit, nagu nédgime eelmises ndites, siis
ndeme jdllegi, et konformse teisenduse normeerimine tdhendab
kolme vaba reaalse parameetri mddramist.

Ndide 6. Kujutada Iﬁlemisele pooltasandile piirkond, mis

on piiratud kahe puutuva ringjoonega (vt. joon.22). A

Selle funktsiooni leidmiseks
kujutame vaadeldava piirkonna

 kdigepealt funktsiooniga

kahe paralleelse sirge vaheliseks

ribaks ( vt. joon. 23). Antud piir-

konna kujutis . & -tasandil on toepoolest riba, sest selle
kujutispiirkonna rajaks on nende ringjoonte kujutised - sir-
ged,'mille ainsaks iihiseks punktiks on punkti A kujutis -

15pmatuspunkt.
Edasi teostame paralleelliikke, viies iihe riba piirava—

test sirgetest nullpunkti ldbivaks ( vte joon. 24). Seda

Wk



saame teha funktsiooniga
2, =% —a .

4 ',:,.
\ \
v 5&:(‘
5 f««‘(
o g x, < 0 %,
Joon., 23, Joon. 24.

Jérgnevalt péorame tasandit nii, et riba iiks serv asuks
reaalteljel ning riba ise iilemises pooltasandis (vt. joon.
25). Selleks votame

4s

i Pidades silmas, et eksponent-
v

Bfls SAH ARG A G funktsioon kujutab taolise riba

: iilemiseks pooltasandiks, kui sel-

LI AN 4 0/0000 000000802020 008

Xy le riba laius on & , muudame

Joon. 25. mastaapi selliselt, et saaksime

riba laiuseks & . Selleks vitame
¥4
ol e X

Vottes niitid ",
”:‘-e’,

saamegi funktsiooni, mis meie etteantud piirkonna kujutad
iilemiseks pooltasandiks,

- 96 =



Miirkus 1. Ka siin nagu eelmiseski ndites v3ibd iks ring-

joontest olla sirge (vt. joon. 26). Tépselt samasuguse skee-

Joon. 26. Joon. ao

mi alusel toi-ﬁb ka joonisel 27 antud piirkonna kujutamine
{ilemisele pooltasandile.

. Méirkus 2. Ka siin el olnud antud normeerivaid tingimusi,
mistdttu saadud funktsioon ei ole ainus vdimalikest. Nagu
eelmise ndite puhul, nii saame ka siin, et varieeruda vdivad
kolm reaalset parameetrit.

Kisimused.

1. Mitme punkti kujutise etteandmisega on médratud murdline-
aarne funktsioon ?

2. Millist punkti lébivad kdikide sirgete originaalid murd=-
lineaarse teisenduse puhul ?

3, Millist punkti lébivad kdikide sirgete kujutised murdline-—
aarse teisenduse puhul ?

4, Punkti nimetatakse antud teisenduse {isipunktiks, kui ta
jédb selle teisenduse pubul paigale. Veenduda, et igal

—97—
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6.

7.

8.

9.

10.

1.
2.

4

murdlineaarsel telsendusel on kaks piisipunkti, S.te Vor-

randi 7
at + &

= 2
ct +d

-

lahendit (Erijubul voivad need olla iihtivad.).

Millisel murdlineaarsel funktsioonil on 15pmatuspunkt
kahekordseks piisipunktiks?

Milline on ringjoone suhtes keskpunktile siimmeetriline
punkt?

Milline murdlineaarse funktsiooni kordajaist ei vSrdu
kindlasti nulliga, kui mingi ringjoon teiseneb sirgeks?
Mida v6ib Gelda murdlineaarse funktsiooni kordajate koh-
ta, kui nullpunkt on piisipunktiks?

Milles seisneb ringjoonte Ja sirgete invariantsuse oma-
dus murdlineaarse teisenduse puhul ?

Milline on parameetri ot geomeetriline tdhendus vale~
mis (8)?

Ulesanded.
T3estada vordus (4).
Nédidata, et iga murdlineaarse funktsiooniga teostatav
kujutus on igas punktis konformne.
TSestada, et ringjoone suhtes simmeetriliste punktide
definitsioon on iildistuseks sirge suhtes siimmeetriale,
kui sirget vaadelda 15pmatult suure raadiusega ringjoo-

nena.

Leida murdlineaarne funktsioon, mis kujutab punktid 1 ,

So08



00y L
a) vastavalt punktideks < , 1, {+4
b) vastavalt punktideks oo, < , 1 ;
¢) vastavalt punktideks O, oo, 1 .

Vastus: a) 2 = (i) o205
(A+L)t +3 + 4

CR +2+4
& +1

6). i aki= 1%—‘-;(:&-'-4).

) p A

5. Leida iilemise pooltasandi kujutus iseendaks, kul

& #(0)=1{, »{1)=2 Ja #(2)=00;

b) #(0)=1, (<) =2¢.

Vastust a) A = poo b)) w=-2222L.
6. Eujutada iihikring iseendale selliselt, et
a) #(£)=0 ja a/oy”’(i-)=0';
» »(£)=0 8 ag #'(F)=7;
¢) #(0)=0 ja a,z?w’(o) =-%;
) #(a)=a ja arg w'(a) = « .
s e 4



st o A S i Bk R

c) A = -—4.:2, d) I—E”’ I—e’ii

7. Kujutada iilemine pooltasand iihikringiks selliselt, et
a) #(¢)=0 . 3ja auoy')f(b) 7 1‘ ’
b) #(2¢)=0 ja a/tjfv'(l/o)= 5 e

— —‘ .3_“
\'f - .3 ¢ Ap= 4, Z¢
astus: a) A = b) @ 26

5 R Fotailan Bakbardel | e u B b kompleksta—
A+ 4%

sandi esimese veerandi?

Vastus: ihikringi alumine pool.
% nurga 0<a/72<7f-?
Vastus: alumine ﬁooltasand, millest on vdlja 1ldigatud

ring |- 4 -4-%[(%.

9. Milleks teisendab funktsioon 2=

10. Ililleks teisendab funktsioon ar=-¢ -%_—— ihikringi
+1
ulemise poole?

Vastus: kompleléstasandi esimene veerand.
11, Leida fl/mkﬁsioonid, mis teisendavad jidrgmised piirkonnad
lilemisele pooltasandiles
0 el ) 18 -%]L 0
b) |zi>2., |2 -VZl<VZ ;
) Ima>1 l*l<2.§
a 12|<2, O<carg@<

2
Z
&) 12]>2, 0<Agz< 3% ;

- 100 =



£) kogu tasand, millest on vdlja 13igatud punkte
{+4 ja 2+2¢ iihendav 15ik;
g lel<2, lz—11>1;

n l2l>2» l:e—3|>4;

i) iihikring, 1oikega piki raadiust [0,1] 3

j) iilemine pooltasand, 13ikega piki 13iku [O,bk](k>0)

k) kogu tasand, l5igetega piki poolsirgeid (-00,—=R]
ja [R,+e0) (R>0).

Vastus: a) #=—(i:rg::>%;
i z—vzy-b)J‘*.
N [‘2—»/?,(!4-4:) 4

LS
& ”z_(?_t_ﬁ_i.’);
2—-V3 -4

R

o ws(22L25)F5

g) e 3"‘ *

h) =20
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1) 2 = (M

VE — 1

Y

T

3 &

]
A 1Y

e i i dl
e d Wi e

12, Peisendada piirkond |t -al<1 (a>1) ,Rez >0
konformselt réngaks 1< /a/< 2 , Millise a puhul on
see vaimalik ?

£, b Lo — 3
of ‘e e AT G vai

Vastuss a =

o

i Cot by +3
2 = 3 Ak
Sy

13. Teisendada piirkond [% -3|>9,|% - 8|</6 konformselt
rongaks 7 <[#/<{ , Millise # puhul on see v3imalik ?

Vastus: =2 wp® X% coL X+24
g, M=o 1*14%1”6 3w
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§ 9. Zukovski funktsioon.
Selliselt nimetatakse funktsiooni

(1) ar=4(2~%)-
Seda funktsiooni kasutas N.J.iukovski‘(1847-1921) oma aero-
diinaamika-alastes uurimustes. Tema oli esimene, kes hakkas
laialdaselt kasutama kompleksmuutuja funktsioonide teooria
meetodeid hiidro- ja aeromehhsanikas. Tema t60d panid aluse
lennuki tiiva ehituse teoreetilistele uurimustele. Kéesole-
vas ei ole meil voimalik vastavate kiisimuste juures isegi
mitte pdgusalt peatuda. Asjast huvitatu voib nendega esimest
tutvust teha kasvsi raamatute [14] (vt. § 38), [7] (vt.ptk.
VIII § 6 ning ptk. IX § 5) ja [15] (vt. ptk. III ja ptk.
IV) pdhjal.

Kui diferentseerida Zukovski funktsiooni, siis selgub,
et ta teostab kdikides punktides konformse kujutamise (vélja
arvatud punktid 2==*1 ). Funktsioon (1) aga ei teosta iks-

iihest kujutist, sest seos

A
e Y i

4

on rahuldatud kahel juhul : =2, ning %, = -,‘3 .Seega tei-
senevad punktid 2 ja —;— iiheks ja samaks punktiks, s.te
meil on tegemist kahelehelise funktsiooniga. Et mddrata piir-
konda @ ,kus Zukovski funktsioon teostab iiks~iihese kujuti-

se, peame valima piirkonna, mille kaks mistahes punkti ei
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rahulda seost. 2,-2, =1.Sellisteks piirkondadeks on |z|<1
Ja 1zl >1.

Selgitame, milleks teisendab Fukovski funktsioon piir-
konna |%/<{. Samaks piirkonnaks teiseneb siis ka [2|>1 ,
sest’ nende kahe piirkonna punktide vahel miiérab seos %, %=1
iks~iihese vastavuse. Ringi |2z|< 1 kujutispiirkonna médra=-
miseks vaatleme ringv;joonte lzl=2 (e< 4) ning nende raa-
dluste arg¥=¢ (0<7<1) kujutisi. Olgu 2 =2¢'? ning

ar = & + £¢  ,s8iis seosest (1) saame, et
(2) ,a,:%("b-o-;{—)&&!? ) 4":—1‘(”’—7477)“?'

Nende seoste pdhjal voime delda, et ringjoone [2| =%
kujutiseks on ellips pooltelgedega

W= hCert) 38 by =404 -n).
Selle ellipsi fookused asuvad punktides 2 =% 1 . Kui
% - O ,8iis ap+ o0 ning 4,—~>0 , EKui aga ¢ -1 ,siis
@1 ning £, - O « Seega on iihikringjoone |%| =1
kujutiseks kahekordne 13ik [-1,4 ] (lihikringjoone iilemine
pool kujutub 15iguks [-4,4] ning samuti alumine pool).

Kui lébime ringjoone |%[=4% positiivses suunas ldhtu-
des x ~telje punktist % =4 ,siis lébitakse vastav ellips
negatiivses suunas. TSepoolest, kuna 4 -:%<0,siis ge [0, %]
pubul 4-<O , Sellest jéreldub, et iihikringi iilemine pool
teiseneb alumiseks pooltasandiks ning alumine pool iilemiseks.

Seega voime delda, et piirkond [%[<4 teiseneb kogu
tasandiks, millest on vilja 13igatud 13ik [-4,4).
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Eui vaatleme raadiuse a/eyz: (7] ku,jutist, siis saame
seoste (2) pohjal (elimineerides suuruse 4 ), et selle mad-

rab 2 s

7 B R, o
cosp Al

=4.

Saadud vorrand esitab hiiperbooli, kusju;.xrea ka selle hii-
perbooli fookused asuvad punktides X =% 4 . Osutub aga,et
raadius ei teisene mitte kogu hiiperbooliks, vaid ainult selle
teatavaks osaks. T§epoolest, kui 0< @< %t- y8iis saame seos-
te (2) pohjal, et, « > O ning «<O. Seega on esimeses vee-
randis asuva raadiuse kujutiseks neljandas veerandis asuv hii-
perbooli haru. Kui aga votame sama raadiuse pikenduse kolman-
das veerandis, s.t. (¢ asemel nurga ¢ -7, siis on selle
kujutiseks teises veerandis asuv hiiperbooli haru. Kuli @ ase-
mel votta —¢ ning T~ , siis saame vastavalt sama hiiper-
booli harud I ning III veerandis.

Me négime, et punktid 2, ja 2, kujutuvad iiheks ja sa-
maks punktiks, kui %,%, =1 ,s.t. 4472, s i) .Seega
asub iiheks ja samaks punktiks teisenevatest punktidest iiks
iilemises, teine alumises pooltasandis.

Eelnevas n&gime, et iihikringi alumine pool teisenes iile-
miseks pooltasandiks ning ililemine pool alumiseks. Seda arves-
tades voime niitid vdita, et iilemise pooltasandi osa védljas-
pool iihikringi teiseneb kogu iilemiseks pooltasandiks ning
alumise pooltasanzli vastav osa kogu alumiseks pooltasandiks.

Kui tahame konstrueerida niisugust Riemanni pinda, mille-
le Zukovski funktsioon teisendaks kogu 2-tasandi iiks—ﬁheselt,‘
siis tuleb votta kaks A -tasandi eksemplari, ldigata nad lé-
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bi piki 13iku [-1, 1] ning iihendada 13igete servad nii,et
ihe tasandi alumiselt poolelt liiguksime teise tasandi iile-
misele poolele ja vastupidi. See on vajalik seetat;tu, et
ihikringjoon teisenes 1ldiguks [-1 , 1] , kusjuures lihene-
misele iihikringjoone {ilemisele osale seestpoolt vastab kuju-
tispunkti l&henemine 1gigule [-1 , 1] altpoolt, vdljast-
poolt ldhenemisele aga iilaltpoolt ldhenemine. Uhikringjoone
alumisele poolele lihenemisel on olukord vastupidine. Nii-
siis tuleb esimese tasandi 15ike alumine serv iihendada teise

tasandi 1Gike iilemise servaga ning vastupidi.

Kisimused.

1. Milline on Zukovski funktsiooni p&érdfunktsioon ?

2. Mitmene on Zukovski funktsiooni pédrdfunktsioon ?

3. Millised on Zukovski funktsiooni péérdfunktsiooni haru-
nemispunktid? Millist liiki need on ?

4. Milleks teisendab Zukovski funktsioon komplekstasandi esi-
mese veerandi ?

5. Milleks teiseneb Zukovski funktsiooniga aullpunkti lébiv

sirge ?

Blesanded.
1, Milleks kujutab Zukovski funktsioon
a) piirkonna 4<(2|<R , Jmxz >0 ;
b) piirkomna R<|%l<1 , Jm >0
¢) piirkonna %<M!-l<l2, Imz >0, Re >0
d) nurga §5oc<a/l?2-<%f-+oc (0<x<F).

-.

Vastus: a) jilemine osa ellipsi
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s el )
R+r Y ®-

b) alumine osa sama ellipsi sisepiirkonnast;

2 1
g-c); =4 sisepiirkonnast;

¢) parempoolne osa sama ellipsi sisepiirkonnast,1dike-

ga piki 15iku [4, £(R+R™I};
L 4P3

i 7%
d) hijperbooll ——=— — —a— =4 harudevaheline

osa.
2. Kujutada tilemisele pooltasandile piirkonnad:
a) ihikring, 16ikega piki 13iku [£:1];
b) iihikring, 1digetega piki raadiust [-4,0] ja
15iku [a,1] (0<a<1);
o) fihikringi iilemine pool, loikega piki 13iku
[0,xi] (O<x< 1) ;
d) {ihikringi {ilemine pool, loikega piki’18iku
[aiyi] (0<ow< ).

B~

Vastus: a) A+ =

4+;%(=e+ﬂ] .

F-fG=4)]

» w={ile~s)-@-PIFF;

¥

(2%~ ) « («*+ )]

%~

c) A=

d) ”'z:fé[(“&4.é&)-P(2;4-%R”}*'

£i407°=



§ 10. Prigonomeetrilised ja hiiperboolsed
funktsioonid.

Euleri valemist

ox

e = L + ¢ anx
saame (kui % asemele vitame —x), et
@“""'_:mx,_bm.z.

Nende kahe seose pshjal :

! tx _ -lax ‘x -Lx
Az =& 26@ BANg | G s il

Soovides laiendada funktsioonide "siinus" ja "koosinus"
midramispiirkonda kompleksarvude juhule, on seda loomulik
teha dsja saadud vorduste abil. Selleks asendame seal vaid
reaalse muutuja X kompleksse muutujaga % . Niisiis, defi-
neerime funktsioonid "siinus™ ja "koosinus" kompleksse ar-
gumendi korral vdrdustega:

r_ L -in cz -<2

ning mz:e__:‘-_e’__.

. R
IR b 2

Olles selliselt defineerinud funktsioonid «n 2 Jja ez,
voime vahetult kontrollida, et nende funktsioonide pubul keh-
tivad jérgmised omadused:

1° reaalse argumendi korral langevad need funktsioonid

kokku keskkooli kursusest tuntud siinuse Jja koosinu-
segaj

2° nad on kdikjal komplekstasandil regulaarsed, kusjuu-
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res

(M‘!)'=M‘z ning (esax) = -smn2 ;

3° nende perioodiks on reaalarv a7 ;
4° kehtivad tuttavad trigonomeetrilised seoseds
sints + coaty =1, snle=2eing eosn jne.;
5° 4cm % on paaritu, ced% aga paarisfunktsioon.
Ei saa aga Oelda, et kdik need trigonomeetriliste funkt-
sioonide omadused séiliksid kompleksse argumendi korral,mi-
da me tunneme vastavatel funktsioonidel reaalse argumendi

juhul. Nii teame, et iga reaalarvu X korral

jmnzlsq Ja leszls 1.
See omadus el ole aga kehtiv kompleksse argumendi puhul. Nii
néditeks,

-1
ol A l¥C

-1
‘;‘ = 45% ning Al =

v

oA =

Punktsioonidega ¢e12 ja A4nZ teostatavate geomeetri-
liste teisenduste uurimiseks taandame need funktsioonid ju-
ba tuntud funktsioonide superpositsioonideks. Vastavalt
funktsiooni & = c&4% definitsioonile saame, et teda
voib vaadelda jérgmiste funktsioonide superpositsioonina:

2 o 2, 4 A
(1) =42, %Z=0 ja w=4(2,+%)-

Funktsiooni ar=4vai puhul saame vastavalts

(2) z,=4z2, z:.‘e’z': R, = -4, 3Ja »—=£(za+%‘)'
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Selgitame niiid, millise piirkonna teisendab funktsioon
sr=cosx kogu A -tasandiks. Kasutame selleks seoseid (1) ta-
gant ettepoole. Viimasest seosest ( Zukovski funktsioon) ja-
reldub, et %, ~tasandi iihikring teiseneb kogu ﬂ_"-tasan—
diks, millest on vdlja 13igatud vaid 15ik [-1 , 1] . Edasi
tuleb‘selgitada, millise piirkonna teisendab funktsioon
2, = az‘ ihikringiks. Eelnevast teame, et niisugust piip-
konda pole. Kiill aga teisendab vaadeldav funktsioon poolriba
Le e, e 0, -m< %»z.<7c iil;ikringiks, 16ikega piki raadiust
[+1,0] .Seega ei saa me ka #+r-tasandil %, ~tasandi 15igu
[-1,0] kujutist,s.t. <« -telje osa ( - oo s =1] . Jédb veel
ielgitada, millise piirkonna teisendab funktsioon 2, =42
iilelmérgitud poolribaks. Et funktsioon 2 =<2 teostab
Yaid tasandi podrde {imber nullpunkti nurga %— vorra, siis
on otsitavaks piirkonnaks poolriba -JT<Re <, mz >0,
Niisiis: funktsioon ar=ces% teisendab poolriba -Z<Keg <7 ’

Im i >0 kogu 2+ -tasandiks, 15ikega piki reaaltelje
e K :

Ulejéénud kaks trigonomeetrilist funktsiooni Lan zx ja
cot 2 defineerﬁne vordustega:

tm%=ﬂ=_;, e,é!_e’—é!=—b ez"’z_,f )
o X e"z_‘_ z—(:l e"f"fl i
tobh & SOER e A ad oty e ¥y

4nE o s _b-c:‘ & et _ ¢

Nende funktsiobnidega teostatavaid kujutisi vdime vaadelda
kui lineaarsete, murdlineaarsete Jja eksponentfunktsioonidega
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teostatavate kujutiste superpositsioone.
Analoogiliselt trigonomeetriliste funktsioonidega defi-

neeritakse vastavad hiiperboolsed funktsioonid, nimelt

z -% 2 -8
44,2_5_.%3_ P R G s

2

)

|

shoz thys S
ékz- c—L-;- i) b P i

Vdrreldes neid funktsioone trigonomeetriliste funktsioonide-

ga, ndeme, et
CB) Mg =-Lsinin , A% =cHi, bhp = - Clanly

oék}: oooél:& .

Kisimused.

1., Millised trigonomeetrilistest funktsioonidest on paaris-,
millised paaritud funktsioonid ?

2. Millised hiiperboolsetest funktsioonidest on paaris-, mil-
}1sed paaritud funktsioonid ?

3, Milline on funktsioonide tanz Ja cotz periood?

4, Kas trigonomeetrilised funktsioonid on iihesed ja iihelehe~
lised ?

5, Sama hiiperboolsete funktsioonide kohta ?

6. Kuidas lahutada fanz ja ecofXx  juba tuntud funktsi-
‘oonide superpositsiooniks i 1

7. Kuidas lahutada hiiperboolsed funktsioonid juba tuntud
funktsioonide superpositsiooniks *
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Ulesandead.
1. Toestada omadused 2°, 4° JH 5% .
i 2. TGestada seosed 3°.
3. Millistes punktides on funktsioon 4cuz reaalne, mil-
listes puhtimaginaarne ?
Vastus: reaalne — sirgetel ax = (2n + 4)% ja y=0,
pubhtimaginaarne ~ sirgetel = = A 7T .
4. Sama funktsiooni ce4® puhul.
Vastus: reaalne — sirgetel x=m{t ja ‘y=0 ’
pubtimaginaarne — sirgetel = = (2n+1)% .
5¢ Milleks teisendab funktsioon ar= co4i Jjérgmised piir -
konnad:

o
)

b) o<x<§€, 9 >0;

M o @ R 4 <0

’

@) O<ax<x, ~h<y<h (L>0),

Vastus: a) iilemine pooltasand, b) neljas veerand,

v

¢) ellipsi z‘fg} + g7 = 4 sisemine
osa, ldigetega [-cA &,-1] ja [41,cL 4],
6. Milleks teisendab funktsioon a+=ch2 Jérgmised piirkon~
nad: 3
8) 0 <& Y< T ;
b) x>0, O<y< X,

Vastus: a) kogu tasand, ligetega ( - o0 , -1] ja
[1’ o0 ) i

b) ililemine pooltasand.
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7. Milleks teisendab funktsioon #r= fansjérgmised piirkonnad:
a) O<zx<mt , y>0;
p) O<cze< ¥

e) -~ E<cax<

Vastus: a) iilemine pooltasand, 15ikega [0,<] ;

b) iihikringi iilemine poolj
¢) iihikring.

8. Teisendada iilemisele pooltasandile jédrgmised piirkonnad:

a) le -4 >4, lx+41>4 , Imz>0;

b) poolriba 0<Z<J,4>0, l3ikega piki 15iku o=
Osgsk.

Vastus: a) w=m£§%‘:;_il ;

b) »—:\/ZM.?.:-#&LIUV v

9. Teisendada piirkond |%|1>4, Ime<4 iihikringiks selliself,
et

w(-3)=0 ja ang #'(-3)= 3

Vastuss & = — (+ V3 4y TL(R+3)
2 4(z-2)
§ 11. Arkus- ja areafunktsioonid.

Trigonomeetriliste funktsioonide pédrdfunktsioone nimeta~

takse arkusfunktsioonideks. Neid tédhistatakse vastavalt:

aw=Anerin 2, ¥=Rrwcd , #=Artany w=Arecot 2,
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Osutub ,et arkusfunktsioone saab avaldada logaritmfunktsioo-
ni kaudu. Teeme seda niditeks funktsiooni a=Arecosz puhul.
Et vastavalt definitsioonile & =co4a ,siis

N g S

& = 2 & 2% /]

Meid huvitab avaldada #* muutuja 2 kaudu. Selleks paneme

téhele, et
. 4
L S g

millest saame

ning seega
(1) v:ubwm:&:_l;aém(z:\/z"—4).

Et aga

1

(2) = _\/ LR
%+ Yrtoy 2 el

siis vGime valemis (1) miinusmirgid ;jﬁure Ja logaritmi eest
dra jdtta. TGepoolest, Juure eest vGib mirk " - " &ra jaa-
da, kuna ruutjuur on kahene funktsioon. Seos (2) iitleb , et
ka logaritmi eest voib mirk ™ - " dra jaada. Seega
#=Arccorx =Lt (2 + V2t 1 ),

Eelnevas paragrahvis nigime, et funktsioon #= ces 2 ku-
jutab poolriba -t < Le2 < It , Fmzc0 kogu #r ~tasandiks,
millest on vdlja 1digatud vaid poolsirge - oo < Lear < 1.
Sellest jdreldub, et vaadeldavas 2+ -tasandi piirkonnas

saab eraldada funktsiooni & =Atcces regulaarse haru.

418



Funktsiooni #*=Arccoi® sellist regulaarset haru, mis teisen-
dab kogu % -tasandi, vdljaldikega piki poolsirget

— oo < Rew < 1 , poolribaks - < Rea < T, I »-< 0,
nimetatakse arkuskoosinuse pesharukg ning téhistatakse

A = ArCCoN Z .
Ka teiste trigonomeetriliste funktsioonide poodrdfunktsi-
oonid voib avaldada logaritmfunktsiooni kaudu. Kehtivad va-
lemid:

Aresin -% — Arecos = %ia&v(ﬂ'* Var—1 ),
)

Mct‘m:%:-z—z —W2=ﬁ0&m—:—/—:—_‘%'
Analoogiliselt eelnevaga saame ka kdikide nende mitmeste
funktsioonide puhul eraldada nende iiksikud harud.
Hiperboolsete funktsioonide poordfunktsioone nimetatakse
are tsioonideks ning téhistatakse vastavalt Arihoz
Inchot » Ath % 3o Anethz, Areafunktsioonide puhul keb-

tivad jérguised valemid:
Aih g = ln (2 + V2t +q), Anch 2 = dn (2 + VE=1),

4
T TTs ] S

(4)

Anth ¢

On ilmne, et ka koik areafunktsioonid on mitmesed funkt-

sioonid.

A Kisimused.
1. Kui palju harusid on arkus- ja areafunktsioonidel ?
2. Millised on arkus- ja areafunktsioonide tuletised ?
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3. Milliste % védrtuste korral on arkusfunktsioonid reaal-
sed ?

4. Sama areafunktsioonide kohta.

Ulesanded.
1. T3estada seosed (3) ja (4) .
2. éelgitada, milleks kujutab funktsioon ar = arescn %
a) f{ilemise pooltasandi,
b) kogu tasandi, 13igetega ( - 0o, -1] ja [1, o0 )

c) esimese veerandi.

Vastus: a) - & < w < y >0

x
2 2
b) —f<u.<%. 3

-
’

c) O<u,<i’-, v >0,

3+ Selgitada, milleks teisendab funktsioon
W= Ak 2

a) kogu tasandi, 15igetega piki imaginaar—
telge /‘§<°° ja ~co<y<-1;

b) esimese veerandi.

Vastus: a) —%<M<% 3

b) o<o<%, « >0,
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Aineregister.

areafunktsioonid 115

argument 9, 20

argumendi kasv 32

argumendi peavddrtus 10
arkusfunktsioonid 113
arkusfunktsioonide peaharud 115
astmefunktsioon 61

Cauchy kriteerium 29
Cauchy-Riemanni vorrandid 41
diferentseeruv funktsioon 35
diferentsiaal 37

Dirichlet' {ilesanne 52

eksponentfunktsioon 69
Euleri valem 10

funktsiooni harunemispunkt 67
funktsiooni imaginasrosa 25
funktsiooni kasv 32
funktsiooni muutumispiirkond 21
funktsiooni reaalosa 25
funktsiooni védrtus 20

harmooniline funktsioon 44
harmooniline poliinoom 45
hiiperboolsed funktsioonid 111

imaginaarosa 7
imaginsartelg 7

jada 21
juurfunktsioon 65
jérjestatud suurvs 26
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kaasharmooniline funktsioon 44
kaaskompleksarvud 13

kaheleheline pind 63

kaheli sidus 18

kinnine piirkond 18

kinnine tasand 17

kompleksarv 6

kompleksarvu algebraline kuju 7
kompleksarvu eksponentkuju 10
kompleksarvu trigonomeetriline kuju 10
kompleksarvude sféddr 16

kompleksmuutuja 20

kompleksmuutuja funktsioon 20
kompleksmuutuja vddrtus 20
komplekstasand 7

konformne kujutus 49

konformse kujutamise ainsuse teoreem 56
konformse kujutamise pShiiilesanne 54
konformset kujutamist normeerivad tingimused 7
kujutis 20

kujutispiirkond 21

lahtine hulk 18

lahtine tasand 17

Laplace'i vorrand 44
lineaarne funktsioon 24,80
logaritmfunktsioon 73
logaritmfunktsiooni peaharu 74
logaritmiline harunemispunkt 74
16plik tasand 17
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