
TARTU RIIKLIK ÜLIKOOL 
Teoreetilise mehaanika kateeder

M A T E M A A T I K A  Ü LE S A N D E I D  

TRÜ-sse  AS TUJ A I LE

{ 1986.a. sisseastumiseksamitel )

Lahenduste ja kommentaaridega varustanud 

Elvi Mieidla ja Endel Meidla

TARTU 198 7



Kinnitatud matemaatikateaduskonna nõukogus 19. detsümbnil 

1986.a.

S a a t e k s

Kogumik sisaldab ülesandeid, mida lahendasid 1936. aas

tal Tartu Riikliku ülikooli geoloogia ja geograafia ortakon- 

da ning füüsika-keemia, majandus- ja matemaatikateaduskonda 

astujad. Eksamiülesanded valisid või koostasid ise matemaa

tika ainekomisjoni liikmed, TRÜ matemaatikateaduskonna õp

pejõud U*Kaljulaid, T.Lepmann, A.Pedas, M.Somelar»V.Soomer, 

M*Tombak ja üldhariduskoolide õpetajad H.Keerutaja,R.Kivis

tik, K.Kruse, B.Meidla, J.Reinson, L. Tartes ja S. Tiirik. 

Koos ülesannetega esitas koostaja ka lahendused, snt need 

olid sageli vaga lakoonilises vormis ja raskesti jalgitavac1., 

ülesannete lahendused on ühtlustatud, lisatud vajalikud kom

mentaarid ja kirjutatud ülikooli vastuvotueksamiteks valmis

tujatele sobival kujul Elvi ja Endel Meidla poolt,

Koik kirjaliku eksami tööd sisaldasid seitse ülesannet, 

aille lahendamiseks oli aega 4 tundi (240 minutit), ttlesan- 

de korrektset lahendust hinnati nelja punktiga. Hinnati ka 

osalist ning vigast lahendust. Sel juhul võis saada uks ku

ni kolm punkti. Täiesti vaar lahendus ning lahendamata üles

anne punkte ei andnud. Igasse teaduskonda ning osakonda as

tujaid hinnati eraldi. Tüüpiline hindamise skaala oli järg

mine:

0 - 8  punkti - hinne „2", 9 - 1 8  punkti - hinne „3",

19 - 25 punkti - U n n e  „4", 26 - 28 punkti ~ hirme „5”.

Matemaatika kirjaliku eksami keskmine hinne oli statsio

naarsesse osakonda kandideerijail 3*61 ning kaugõppesse pür
gijail 3,00.

J.Lellep 

Matemaatika ainekomisjoni 

esimees 1986. aastal.



I Ü L E S A N D E D

1. Beotsendld

1. Kauplusse toodud kangast nuudi esimesel paeval 25 %t 

teisel №6vai .50 % ülejäägist Ja kolmandal paeval 40 % 

uuest' ülejäägist* Mitu protsenti kangast oll alles ksl~ 

амш&а päeva oht uks?

2« Kauba hinda alandati 20 % võrra, hiljem uut hindA

15 % võrra. Ärast inventuuri laitges kauba hind vvel 

10 %• Mitme protsendi vorra oli kauba eeialgne hind *ua- 

лвя tema lõpjshinnast?

,J„ Mitme protsendi vorra muutub ristküliku pindala, tui 

tema pikkust suurendada 11 % vorra ja laiust vahendada

10 % vorra?

4, Mitu protsenti suureneb ristküliku pindala, kui tema 

pikkust ja laiast suurendada 10 % võrra?

5, Mitu liitrit vett tuleb lisada 1,5 liitrile 30 %-li- 

sele äädikhappe lahusele, et saada j> %-liet lahust?

6» Mitu protsenti moodustab arv

arvust 2000?

7* Leida arv, ais on avaldise
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2. Arvutamine ja algebraline teisendamine

2*1• Arvutada

j-2
1 T -1

Г 2
(0 .4 5 Г 2* 8^ * (Oe01)‘

2.2. Leida suurus z tapse arvut^aise teel.

( ( 7^ t h ^  + 6138)* 82 - 29 J

2*3* Lihtsustada

E а ♦ ЗЪ а - 3b _2 ,*2 
, g— t J b #

(a - b)2

2.4. Lihtsustada

i _  * 5l ±j 2 , / a - i  _ у г g
-  2 25 -  J ( ?  -  25 2y + 9t  -у - 2 25 - У 

2*5. Lihtsustada

f а 1 \_ ab i 1 а
ta - 1 b - abi ü> а - 1

М *4
ja arvutada avaldise vaartus, toil a = -10 .

2.6. Lihtsustada

X2 x^r / X У )
~ТГ*— 2 ---- 2 '2 --------- 2 + "2  -----/хг - j  х + у ixy + у х + ху J

2.7* Lihtsustada

х - у

[ш . п 4вп \ , ( а д 2шп \
V a + n J *  в n ~ п - а 2 ~2)  *

Ш — П '

stada

С »(« - 2> + ä . а2 - 5 ____ 2[7T7TZ 7Т?) —

2.8« Lihtsustada

2*9« Lihtsustada

№  - УЗ /Т + /2 V 1 Õ + / 2  .

206.
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2.10. Lihtsustada

Щ * b) . f Щ. ,S' 1
аГЪ - 2ab ♦ Ъ5 \a2 - ab

kui a > 0 ,  b > 0 ,  a ^ b .

2.11. Lihtsustada, kui x >  0 ja x / 2

I/(X ♦ 2)2 - ar 

X

2.12. Lihtsustada

x + ̂ x2 - 4x _ x - /x2 - 4x 

x - fx2 - 4x x + l/x2 - 4x

J. Funktsiooni määramlspilrkonna leidmine

3.1. Leida funktsiooni ___________

f(x)

määramispiirkond.

3.2. Leida funktsiooni

у = log(4x - x2 - 3)

määramispiirkond.

3.3. Leida funktsiooni

у = Vx + 3 + /log2(x - 1)
määramispiirkond.

3.4. Leida funktsiooni ,_______

у = 0,5 h  -  x2 + j-l^T

määramispiirkond.

4. Võrrandid .1a võrrandisüsteemid

4.1. Leida kahekohaline arv teades, et tema uheliet* number 

on kahe võrra suurem kümneliste numbrist ja et otsitav 

arvu korrutis tema numbrite summaga on 144.
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4-.2. Kiirrong peatati semafori juures 16 minutita. Purast 

seda suurendas ta kiirust 10 km/h võrra ja likvideeris 

hilinemise 80 km pikkusel teel. Leida rongi plaanikoha

ne kiirus*

4.3« Jalgrattur sõidab igas minutis 500 m vähem kui люо- 

torrattur. Seeparast kulutab ta 120 km pikkuse tee lä
bimiseks 2 tundi enam aega kui mootorrattur. Arvutada 

kummagi kiirus.

4,4» Mootorrattur peatus bensiini võtmiseks 12 minutiks. 

Pärast seda suurendas ta sõidukiirust 15 km/h võrra,te

hes kaotatud aja taaa 60 km pikkusel teelõigul. Missu

guse kiirusega sõitis ta pärast peatumist?

4.5. ühele asutusele eraldati erinevaid turismituusikuid 

300 rbl eest, teisele 270 rbl eest. Teine asutus, kes 

sai 5 tuusikut vahem, maksis iga tuusiku eeet 3 rubla 
rohkem kui esimene asutus. Kui palju tuusikuid sai kumb

ki asutus?

4.6. Linnade A ja В vaheline kaugus (mooda maanteed) 

on 160 km. Auto väljus linnast А 3 tundi hiljem kai 

jalgrattur, aga linna В jõudsid üheaegselt» Auto kesk

mine kiirus oli 2 „5 korda suurem kui jalgratturil. Lei

da need kiirused,

4.7. ühe detaili valmistamiseks kulutab esimene tööline 6 

minutit vähem kui teine. Mitu detaili valmistavad mõle

mad 7 tunniga, kui esimene vrd mistab selle ajaga 8 de

taili rohkem kui teine?

4.8. Lahendada võrrandisüsteem 

+ У = -5»
2x - у

= 6 .
I 2x - у

4*9# lahendada võrrandisüsteem

-1

X
x  + у

=  -2
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4.10. Kaks tigu hakkavad roomama 13 m kauguselt teinetei

se poole. Nad liiguvad konstantse kiirusega ja kohtuvad 

ühe tunni pärast. Mitu meetrit roomab ühe tunni jooksul 

esimene tigu, kui on teada, et 10 m läbimiseks kulub 

tal ühe tunni vorra rohkem aega kui teisel teol 8 m 

läbimiseks?

4.11. Leida kolm järjestikust paarisarvu, kui on teada, et 

nende arvude ruutude summa on 9Õ0.

5. Võrratused .1a vorratuaesüsteemld •

5.1. Lahendada võrratusesüsteem

Jl,25x - 0,12 > 0,3* + 0,07 

|l - x ^ 0,5x - 4 .

5.3. Leida võrratusesüsteemi

täisarvulised lahendid

5.4. Lahendada võrratus

5 » 5 . Lahe nda da vor rat us

5.6. Lahendada võrratus

5.7« Lahendada võrratus

2*
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5*8. Lahendada võrratus

4aT + 1

5*9* Millistel a väärtustel on võrrandi

lahend positiivne?

5ИО. Millistel a väärtustel on võrrandisüsteemi 

/ x + у = а ,

{ Зх + 2y = 10 

lahendis x ja у positiivsed?

5.11. Milliste b väärtuste korral on võrrandisüsteemi

( * - у = Ъ 

( 5* + &  = 4 

lahendiks negatiivsete arvude paar?

5.12. Leida x väärtuste hulk, mis rahuldavad võrratust

2 (x - 3,5| - 15 <C 0 .

5 .13. Leida koik reaalarvude paarid (x, y), mis rahuldavad

võrrandit 2x+"i = 4y2 + 1  ja võrratust 2X ̂  2y .

6. Juurvõrrandid

6.1. Lahendada võrrand x - V x  + 2 = 4 .

6.2. Lahendada võrrand ^3x - 3 + \j3x - 8 = 5 .

6.3. Lahendada võrrand \/ 2x - 4 - l/x + 5 = 1 .

6.4. Lahendada võrrand /гх2 + 8 x + 7  - x = 2 .

6.5* Lahendada võrrand

■ M 29 + -5jx - 4 = 2 .

6*6. Lahendada võrrand

\/зх - 3 + l/x2 - x + 5 l/x - 1 = 0 .
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7. Jadad

7.1. Paigutada arvude 4 ja 130 vahele 6 arvu nii, et 

nad koos antud arvudega moodustaksid aritmeetilise jada.

7.2. Aritmeetilise jada esimese ja viienda liikme summa on 

26, teise ja neljanda liikme korrutis 160. Leida jada 

kuue esimese liikme summa.

7.3. Aritmeetilise jada kolmanda ja seitsmenda liikme вши

та on 6, korrutis aga 8. Leida selle jada 16 esimese 

liikme summa.

7.4. Leida aritmeetilise jada esimene liige ja vahe, kui 
esimesel viiel paariskohal oleva liikme summa on 15.Esi

mese kolme liikme summa on -3.
О О О

7.5. Arvud а , b , с moodustavad aritmeetilise jada.Nai- 
data, et siis arvud

1__  1 1
Ъ + с * с + а * а 4 Ъ

moodustavad samuti aritmeetilise jada.

7.6. Aritmeetilise jada 3 esimest liiget on

(a + b)2 , a2 + b2 , (a - b)2 .

Leida selle jada n esimese liikme suma.

7.7* Seomeetrilise jada viies liige on 486 ja tegur 3. 

Leida see jada.

7.8. Geomeetrilises jadas nelja esimese liikme summa on 30, 
järgneva nelja liikme suuma on 480. Leida jada esimene 

liige.

7.9. Leida 3 arvu, mis moodustavad geomeetrilise jadatkui 

esimese ja kolmanda liikme summa on 52, aga teise liikme 
ruut on 100.

7.10. Kolm arvu moodustavad aritmeetilise jada,Kui selle ja

da esimesele liikmele liita 8, siis saadakse geomeetri

line jada, mille sunma on 26. Leida need arvud.

7.11. Vordkulgse kolmnurga külg on a.Kolmnurga külgede kesk

punktide ühendamisel saadakse uus kolmnurk,selle külgede 

keskpunktide ühendamisel jallв uus kolmnurk jne. lopma—

9
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tuseni. Leida koigi nii saadud kolmnurkade ümbermõõtu

de suana .

7*12. Leida kõikide selliste kolmekohaliste paaritute arvu- 

de зшиаа, mis jagamisel viiega annavad jäägi üks»

7.13* Pall langeb lauale 1 m kõrguselt ja põrkab tagasi
1 * * j m kõrgusele; siis langeb uuesti lauale ja porkab ta

gasi jj; m kõrgusele jne. Kui pika tee läbib pail aeis- 

majäaaiseni?

8. Logaritmid, eksponent- ,1a 1одагitmvõiTandid

8.1. Lahendada võrrand

4X - 10*2х“1 - 24 =0.

8.2* Lahendada võrrand

8.3» Lahendada vorrand

22x+1 - 33»2X-1 + 4 = 0 .

8.4. Lahendada vorrand

4-X~2 - 17*2Х_Л + 1 = 0.

8.5. Lahendada vorrand

3.2Ж-5 _ gX-1 + _ 6r„-(

8.6. Lahendada vorrand

c. cx+1 r-X+2 r r-x6*5 - 5 * b*5 = .

8.7. Arvutada

9 ' - 5

8.8. Lahendada võrrand

1 - log32 -log^A

10log(x2+x-8) _ ^

8.9. Lahendada võrrand

log(x~ - 4x + 3,1} -

10



8.10. Lahendada võrrand
2

log^ x - 3 log^x s 0 .

8.11. Lahendada võrrand

1 + log(1+x2-2x ) - log(1+x2) = 2 log(1-x).

8.12. Lahendada võrrand

log^ | X+1 | + log^ | X+1 ! a 3 .

8.13. Lahendada võrrand

( x - a - b x - b - c  x - с - a\l o g ^ ------- 3-------  + S J -  1.

8.14. Milliste muutuja x väärtuste korral soodustavad «г- 

vud log x, log(x+6) ja log(2x+7) (esitatud järjetaoar-

ras) aritmeetilise jada?

9. Vektorid

■

9.1. Leida vektori a + b pikkus, kui a = (1; -2j 3),
—эр

b = (3j 1; -4). Kontrollida, kas vektorid a ja b on 

risti.

9.2. Kas punktid A(-2; 3? 4), B(2* -4; 5). C(-1; 2; -3) 

ja D(7{ -12; -1) võivad olla trapetsi tippudeks?

9.3. Näidata, et kolmnurk ABC on võrdhaarne, kui

A<3; -1; 2), B(3; 3t 2), C(2j 1; 3).

Leida küljele AB tõmmatud kõrgus.

9 »4. Leida nurk vektorite a ja a + b - с vahel, ьп

t - (1; 0; 3), b = (-3; -2j 7), с = (-1; -2; 8).

9 * 5 « Tõestada, et kolmnuxk tippudega A(-2; -1), B(õj 1),

0(3; 4) on täisnurkne.

Su6. Kolnmorga Ш  tipud on K(1; 2; 1), L(0$ 1 ; 5) ja 

M(2; 0; 3). Leida tipu К juures asuv sisenurk.

9.7. Kolmnurga tipud on A(1; 0; 1), B(0; 1} 1), C(1j 1*0). 

Leida tipu С juures asuv sisenurk.

11
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9.8. Leida kolmnurga ABC ümbermõõt, kui A(-5; 0; 3) » 

B(2| -4» -1), C(Oi 3i -2).

10.

10. 

10.

10.

10.

10.

10.

10

10

10

10

10. Trigonomeetrilised teisendused

1 . Toestada samasus

1 - t.SB*2L * coe 2 «  .
1 + tan <x

2. Lihtsustada
4 4 2

cos x - sin x + 2 ein x .

3. Tõestada samasus

sin^0̂  - cos^ <* + cos2<* __ 2 **-
----- srr - cos«.)--------  “ 008 T

4. Lihtsustada ja arvutada, kui «.= 225°

1 * JL . tan2 - coe2 oc .
1 - cosoc d.

5. Tõestada samasus

cot x * sin 4x
T r — г

= -4
(sin x - cos x) sin (90°-x)

6. Lihtsustada

1 - cos 2x + sin 2x
1 + cos 2x + sin 2x

7. Toestada samasus

cos <* + slnoc cos <* - sin«- _ ~ P 
•os ÕT - sin<* " cos c* + sin oc

>8. Tõestada, et
2 2 

cos(x+y) cos(x-y) я cos X  - sin у .

,9. Tõestada, et 2 2
sin(x+y) sin(x-y) = sin x - sin у .

,10. Tõestada samasus

16 cos 20°*cos 40°•cos 60°• cos 80° = 1 .

»11. Olgu <* ja (h positiivsed teravnurgad.Näidata,et seos

test tanot= ^ ja sin ■ järeldub,et <*+ 2|J = 45°.

12



1 1 . Trigonomeetrilised võrrandid.

11.1. Lahendada vorrand

sin(2x + - 3 cos(x - = 1 +

11.2. Lahendada vorrand2
6 co3 x + 5 sin x - 7 = 0 .

11.3. Lahendada vorrand

sin 3x + ein x * cos x .

11.4. Lahendada vorrand

COS 7x + COS X s cos 4x .

1 1 .5. Lahendada vorrand

sin 3x + sin 5* + sin 4x = 0 . 

11*6. Lahendada vorrand

cos 2x + 3 sin x = 2 .

11.7« Lahendada vorrand

cos22x - 5 sin^x + 1 = 0 .

11.8. Lahe ndada vorrand

2 2
4 sin x » c o b  x(sin x - cos x) +

11.9. Lahendada võrrand

V2 - 3 cos 2x = /sin x .

11.10. Lahendada võrrand

* + 1 _ \Tõ~
1 + cos x tan x v *

11.11. Lahendada võrrand

2 tan2x + 4 cos^x = 7 •
11.12. Lahendada võrrandisüsteem

7t
x + у = “7j~

cos x + cos у = 0
11.13» Lahendada võrrand

2sin 3x _

2 sin x .

1 = 0 .

'4
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12. Tuletise rakendamine

12.1. Leida funktsiooni

y = i £ L  + 2 f j j . ä j g  tuletl3.

V T

12.2. Leida funktsiooni

у = ^  tuletis, kui x = 0,25.
5 ^

12.3. Leida funktsiooni у = 2x^ + 3x2 - 2 kasvamis- ,1a 

kahanemispiirkonnad. Joonestada graafik.

•5 2
12.4. Leida funktsiooni у = xr - 4x - 3x kasvamispiir- 

kond.

1 2.5. Leida funktsiooni у = x^ - 12x kasvamispiirkond ,ja 

maks imumpunkt;

12.6. Leida funktsiooni у = xex ekstreemumkohad ja kas

vamis- ning kahanemispiirkonnad.

1 2.7 . Leida funktsiooni f(x) = 4x^ - 15x2 - 18x - 5 suu
rim ja vähim väärtus lõigul [-1; 1j *

12.8. Leida funktsiooni у = —я? - x2 - 4x + 5 kasvamis-
3

ja kahanetais piirkonnad* Visandada graafik,

12*9. Milline peab olema ringi diameeter, kui ringi on ku

jundatud maksimaalse pindalaga ristkülik, kusjuures 

ristküliku ümbermõõt on 40 cm? Leida otsitava ristkü

liku pindala.

12.10. Leida joone у = x2 + x - 4 puutuja võrrand punk

tis, kus puutuja on paralleelne sirgega y+5x-2 = 0 .

12.11. Millistes punktides on joone у = 2x^ - ^x^ + 2 

puutujad paralleelsed sirgega y - 1 2 x + 1 0 = 0 ?

12.12. Leida у’С-̂ *)» kui у = 2 sin x - sin x*cos x »

1 2.1 3. Koostada puutuja võrrand joonele у = 3""? punktis, 

kus joon lõikab y-telge.

14



12.14. Täisnurkae kolmnurga kaatetite ашвта on 36 cm. Leida 

kolmnurga küljed nii, et kolmnurga pindala oleke mak

simaalne .

12.15* Leida avaldise 3(sin x + cos x) euurim väärtus piir—
TC

konnas 0 x < -ig- .

12.16. Silindrikujulise paagi ruumala on V m^. Millised 

peavad olema paagi põhja raadius ja paagi kõrgus, et 

paagi valmistamiseks kuluks vähim hulk plekki?

12.17. Traadist, mille pikkus on 120 cm, on tarvis valmis

tada ruudukujulise põhjaga risttahuka mudel. Kui suur 

peab olema põhiserv, et risttahuka täispindala oleks 

suurim?

12.18. Leida joone 7 = 2x2 + 2 need puutujad, mis läbivad 

koordinaatide alguspunkti.

1 3 , Planimeetria

13.1 . Leida võrdhaarse trapetsi pindala, kui aluste pikku

sed on 5 om ja 13 cm ning diagonaal on haaraga risti.

1 3.2. Iie ida võrdhaarse kolmnurga pindala, kui alus on 6 cm 
ja alusele tõmmatud kõrgus on võrdne aluse keskpunkti 

ja haara keskpunkti vaheliee kaugusega.

13*3* Kolmnurga küljed suhtuvad nagu 3*4:6.(Thendades kolm- 

nurga kõigi külgede keskpunktid üksteisega, saame kolm

nurga üabermõõduga 5»2. Arvutada kolmnurga küljed.

1 3«Ar» Täisnurkse kolmnurga üks kaatet on teisest 10 cm võr

ra pikem, kuid 10 cm lühem kui hupotenuua. Leida kolm

nurga hüpotenuus.

!3»5' Ristküliku ümbermõõt on dm ja tema diagonaal 13 ds. 
Leida selle ristküliku pindala.

13.6. Trapetsi alused on ( V~3 + 6) cm ja 5 cm ning nur

gal pikema aluse juures on 45° ja 60°. Leida trapetsi

pindal a .

ц*
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13*7. Võrdhaarse trapetsi alused on 12 cm Ja 20 cm ning2
pindala 144 cm . Arvutada trapetsi diagonaal.

13.8* Kolmnurga kaks külge on a ja b. Leida kolmas kulg, 

kui see võrdub temale tõmmatud mediaaniga.

13*9» Trapetei kesklõik, pikkusega 10 cm, jaotab trapetsi 

osadeks, millede pindalade suhe on 3:5. Leida trapetsi 

alused.

13*10. Kolmnurga alus on 4 cm vorra lühem kõrgusest. Kolm-
2 А

nurga pindala on 96 cm • Leida kolmnurga alus ja kõr

gus.

13.11. Täisnurkse kolmnurga kaatetid on a ja Ъ. Leida täis

nurga poolitaja pikkus selles kolmnurgas.

13.12. Rööpküliku küljed on 23 cm ja 11 cm. Nurk nende kül

gede vahel on 120°. Leida rööpküliku pikem diagonaal.

13*13* Võrdhaarse kolmnurga pindala on S ja tipunurk . 

Leida selle kolmnurga ümberringjoone raadius.

13.14. Täisnurkse kolmnurga täisnurga poolitaja jaotab hü- 

potenuusi osadeks pikkustega 15 cm ja 20 cm. Arvutada 

sellise kolmnurga ümbermõõt.

1 3.1 5. Täisnurkse kolmnurga ümbermõõt on 70 cm, hüpotenuus

29 cm. Leida selle kolmnurga pindala.

1 3.16. Rombi teravnurk on 60° ja tema lühem diagonaal

10 cm. Arvutada rombi pindala.

1 3.1 7 . Arvutada rombi nurgad, kui nürinurga tipust joones

tatud rombi kõrgus poolitab vastaskülje.

13.18. Kolmnurga ABC küljel AB on võetud punkt D nii, et

ning küljel BC punkt E nii, et

® = e> < 1*
Punktist В tõmmatakse küljele AC paralleel, mis lõi

kab külge AB punktis F. Leida kolmnurkade BDE ja B£F 

pindalade suhe.
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14. Tahk- ja pöörcUflBhad

14.1. Võrdhaarse kolmnurga alus on a ja tipunurk «*-. Lobi 

kolmnurga aluse on pandud tasand., mis moodustab kummagi 

haaraga nurga fi . Leida selle tasandi kaugus kolmnurga 

tipust.

14.2. Võrdhaarse kolmnurga ABC alus AC asub tasandil , 

tipp В on aga sellest tasandist 3 V"2 cm kauguse 1.Ar

vutada kolmnurga ABC pindala,kui AC = 18 cm ja kolm

nurga ABC tasand moodustab tasandiga <*- nurga 45°.

14.5. Püstprisma põhjaks on võrdhaarne kolmnurk,milie kül

gede pikkused on 5 cm, 5 cm ja 6 cm. Vaiksema kulgta- 

hu diagonaali ja suurima kiilgtahu vaheline nurk on 45°. 

Leida prisma ruumala.

14.4. Korrapärase nelinurkse püramiidi põhiserv on 8 cm ja 

külgtahk moodustab põhjaga 60°-se nurga. Arvutada pü

ramiidi täispindala.

14.5. Korrapärase nelinurkse püramiidi kulgserv on b ja 

külgtahu tipunurk on . Avaldada ruumala ?.

14.6. Korrapärase nelinurkse püramiidi kulgserv on a ning 

nurk külgserva ja põhi tahu vahel 60°. Arvutada püramii

di ruumala.

14.7» Korrapärase nelinurkse prisma põhiserv on a. Prisma 

diagonaal moodustab külgtahuga nurga <*-. Leida sellise 

prisma ümber kujundatud silindri külgpindala.

14.8« Kolmnurkse püstprisma kaks põhiserva on 3 em ja 5 cm 

ning nende külgede vaheline nurk on 120°.Suurima külg-
P

tahu pindala on 55 сш. • Leida prisma ruumala.

14.9. Avaldada korrapärase nelinurkse püramiidi ruumala ja 

täispindala, kui tema põhiserv on a ja kulgserv moo

dustab põhjaga nurga 45°.

14.10. Korraparase kuusnurkse püramiidi põhiserv on а пАпд 

kahetahuline nurk külg- ja põhitahu vahel on 45°'. Ar-

,v«tada püramiidi täispindala.

17
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14.11. Leida regulaarse tetraeedri ruumala, kui tema kõrgus 

on H.

14.12. Korrapärase kolmnurkse püramiidi serv од a. Avaldada 

ruumala ja täispindala.
1T О А •• Л 44

14.13. Silindri külgpindala on —j- m ja põhja ümbermõõt on 

ТГ m. Arvutada silindri ruumala.

14.14. Suurim nurk koonuse moodustajate vahel on 60°. Leida 

koonuse külgpindala ja põhja pindala suhe.

14.15. Kerasse raadiusega R = 4 cm on kujundatud silinder. 

Leida silindri ruumala, kui silindri telglõike diago

naali ja silindri põhja vaheline nurk on 60°.

14.16. Kuubi umber on kujundatud silinder. Avaldada silindri 

täispindala kuubi serva a kaudu.

14.17. Kerasse raadiusega R = 10 cm on kujundatud koonus, 

mille kõrgus on pool kera raadiusest. Leida selle koo

nuse ruumala ja koonuse telglõike tipunurk.

3
14-.18. Koonusesse kujundatud kera ruumala on 8 cm . Loik, 

mis ühendab selle kera keskpunkti koonuse põhja piirava 

ringjoonega, moodustab põhjaga 30° nurga. Leida koonuse 

ruumala.

14.19. Kolmnurgas on antud külg a ja tema lähisnurgad (b

ja у- . Leida niisuguse pöördkeha ruumala, mis tekib sel

le kolmnurga pöörlemisel ümber külje a.

13
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LAHENDUSED JA VASTUSED
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1.1. Olgu algul kangast x pikkus ühikut. Pärast esimest 

päeva jäi kangast alles (x - 0,2Sx) = 0,75x (pikkus- 

ühikut). Teisel päeval müüdi kangast 0,3«0,75x = 0,225x 

(pikkusühikut) ja alles jäi 0,75* - 0,225x = 0 ,525x 
(pikkusühikut). Kolmandal päeval müüdi kangast 

0,4*0,525x=0,21x (pikkusühikut) ning alles jäi 0,525x -
- 0,21x = 0,315x (pikkusühikut).

Parast kolmandat päeva oli esialgsega võrreldes al-

188 0,?1?* • 10° ft * 31,5 %.

Vastus: 31»5 %•

1.2. Olgu kauba esialgne hind x. Parast esimest hinna

alandust on kauba hind 0,8x. Teisel korral alandati 

hinda 0,15*0,8x = 0,12x võrra. Kaup maksab pärast 

teist hinnaalandust 0,8x - 0,12x = 0,68x.Inventuuriga 

langes kauba hind 0,1»0,68x = 0,068x vorra ning kaup 

maksis pärast inventuuri

0,68x - 0,068x = 0,612x .

Kauba esialgne hind oli suurem lõpphinnast x - 0,612x =

= 0,338x vorra ja see on protsentides

Vastus: 63,4 %.

1.3. Olgu ristküliku pikkus a ja laius b. JSt pikkus 

suurenes 0,11a võrra ja laius vähenes 0,1b võrra,siis 

ristküliku uued mõõtmed on 1,11a ja 0,9b ning uus 

pindala on 0,999ab. Ristküliku pindala vähenes

ab - 0,999ab = 0,001 ab 

võrra ning see muutus protsentides on 0,1 %•

Vastus: 0,1 %.

1.4. Olgu ristküliku küljed a ja b, siis pindala on ab. 

Rjale külgede suurenemist on ristküliku küljed 1,1a 

ja 1,1b ning pindala on sel juhul 1,21ab. Pindala 

muut on 1,2lab - ab = 0,21ab (protsentides 21%).

Vastus: 21 %.
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1 .6. Et

1 *5» 1*5 liitris 30 %-ses äädikhappe lahuses on äädikhapet

1 ^  = lü^rit. Lisades x liitrit vett, saame

(x + 1 ,5) liitrit»milles on äädikhapet Ikka 0,45 liit

rit. See lahus on O ff i. y_00 protsendiline. St hape 

oleks 5 %-line, peab x -  3» millest x = 15»5»

Vastus: 13»5 1*

(I)-* ] '  . ( I ) 3 . 0.09-0 '5 = 0.3-1 I

0,1“ 5 = 1000 da 8° = 1 , siis 

(I)5 • ¥  * 1000 = 720 ja see moodustab 2000-st

= 36 %.

Vastus: 36 %•

1.7. Võttes ühisele nimetajale ja lihtsustades saame

f 2 - 1 + JpT + 1 = ( f T - 1 ) 2 t ( ^ 2 i 1 ) 2 =

{г + 1 V T -  1 ( \T2 + 1)( \f2 - 1)

2 - 2 V 2  + 1 ♦ 2 + 2 V T  + 1 = --------------------- -------------------------------------- *  6 .

20
Et 6 • = 1,2, siis otsitav arv on 7*2.

Vastus: 7*2.

2.1 . Arvutamist teostame tehete kaupa:

( i f 2 = 52 = 25 , C-fe) ^ - 1fi3 * * •

(25*4)" 1 « 100"1 = 0,01; |(0,45)"2‘ 8̂  j ° a 1 ; 

Saame -]

0,01 • 1 * (0,01)2 a 0>01 , 0>1 M 0#1 #

Vastus: 0,1 .
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2*2. Aritmeetiliste tehete omaduste põhjal peab olema loo- 

gelistes sulgudes oleva avaldise väärtus 206*307=63242. 

Esimene liidetav loogelistes sulgudes on 

63242 - 44658 = 18584.

Nurksulgavaldise väärtus on 18584 : 404 = 46.

Nurksulgudes esimene liidetav on 46 + 29 = 75.

ümarsulgavaldise väärtus on 82 • 75 = 6150.

ümarsulgavaldise esimene liidetav on 6150 - 6158 = 12,

s.t. _ 12, millest 756 + 32x = 133* ehk

32x = 576, kust x = 18.

Vastus: x = 18.

2,3* Leiame sulgavaldisele ühise nimetaja ja teisendame:

Г2 + “2— t2 I* 77 '
I: ä£jL 
J (a -(a - b) a - b J ( a - b )

2a2 + 6b2 a2 + 3b2 2a —  ■ : . .. •-*- —  = ' ■ r .
(a-b) (a+b) (a-b) a + Ъ

Vastus: .

2.4* Sulgudesse jääb parast algebraliste murdude lahuta

mist

ат - 1 у - 5 зу2 з(т )̂(у-2)

у*- 25 2у% 97 -5 (7 -  25)(27 -  1 ) (7 -25)(27- 1 ).

Lahteülesannb teisendub kujule

Л -  + fr2* Ц  s =
7-2 25 - 7 (У - 25)(27-1 )

2 .
7 - 2  7 - 2

Väetus: -2.

2.5. Teostades kõigepealt tehted sulgudes saame

f—-- 4l a - 1  b - a b /

, ab + 1 аx — н
b а* - 1

И -La-1
JL. + _d_
a-1 b(a-1) .

ab + 1 _ a _ _1_____ a = 1

b a - 1 ~ a-1 a2 -1 a2-1
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Saadud avaldisse aaetame a arvulise vaartuse ning saa- 
л

me *

л
Vastus: -1 -gg-

2.6. Vottes sulgavaldisest mõlemad liidetavad ühisele nime

tajale ning taandades saame

~2~ — 2 " 2^ '^  2 ( ----— 2 + 2 7---с - у x + у \xy + у x^ + xy x - у

Vastus i j-f-y .

2.7* Vottes jagatavas ning jagajas liikmed ühisele nimeta

jale saame
f  4mn \ [ ш n 2mn \
(m + n ------- ; ( -------------------- 2---- 2 J =
V m + n J ^ m + n n - m  m - n /

2 2 2 2
m + n — 2mn m + n — 2mn= ■■ —  ------ ===i f 7 ■ ■ r. st. . . = m - n .

m + n С® + n)(m -n)

Vastus: m - n .

2.8. Avaldise lihtsustamiseks on kasulik korrutad* sulgudes
2

olev hulkliige murruga ä_Z_|. Peale taandamist jääb 

4(e - 2)2 а - 3 2 За2 - 12a + 9
ТЛа"-ТГ '  r r- f - r^T J, = fs ■-Т)ТГ» 17 = 3 *

Vastus: 3 •

2.9. Vabaneme juurtest murdude nimetajates. Selleks laien

dame esimest murdu teguriga \p]ü + )[~У , teist murdu te

guriga \[J - / 2" ja Lx>l mandat murdu teguriga УШ -

Selle tulemusena saame

7 < Ж ?  t J 2 1  _ ,g r  „ a( y i õ  - V 2 1  . 2  y ^ g - .

Vastus: 2 У 10.

2.10. Avaldise ab i b saab kirjutada kujul VTR 'fiT \ГЪ) , 

mistõttu esialgne avaldis võtab kuju

6*
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■С Vä ± \Zb~K - v'b)« /F  * а(а - Ъ) e 1 
Ъ(а - 2аЪ ♦ Ъ*).а* \рЬ °

Vastus: £ *

2.11. Avame sulud lugejas oleva juure all ja teisendame ni

metaja üheks murruks. Parast koondamist ja jagamist 

saame:

У(х*2)2- ,вх e -Ух~_ \/x"V(x-2)2 в l x-2l j g  ( 

x - 2 x - 2 x-2
T l

a) Kui x > 2, siis |x - 2 | = x - 2 ja lihtsustatud 

kuju on /x ;

b) Kui x <  2, siis |x — 2 | = -(x - 2) ja avaldise 

lihtsustatud kuju on - \fx .

Vastus: /"x~ voi - f x  .

2.12.. Võttes ühisele nimetajale ja koondades saame

-4x _ x - \/x2-4x _ (x+ /х2-Лх)2- (x - Vx 2-4x )2_ 

x _ |/x2—4x x + (/ x2-4x * - ^ 4x)

jlJÜL Xе- - 4x
4X

l /5 T 4x

3.1 .

Vastus: l/x2 - 4x .

Funktsioon f(x) on maäratud neil x reaalarvulistel 

väärtustel» mil

x2 ♦ x -  6 ^  0 ja x2 - 4 / 0 .

Ruutf unkbeiooni x2 + x — 6 nullkohad on —3 ja 2 

ja graafikult leiame positiivsuspiirkonna:

»!,
x <  -3 voi x >  2.

X  Seega funktsioon f(x) on mää

ratud, kui

' 1 W

Vastust

*J - oo» -3 J  
J  - 00 » -3] ^  ] 2 » 00 [

] 2 ’ 00 [
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3*2» Logaritmid on maaratud ainult positiivsete arvude kor-2
rai, seega 4x - x - 3 >  0. Ruutfunktaiooni nullkohad 

ja 3« Graafikult leiame ruutkolmillkme positiiv- 

suapiirkonna

(1 <  x <  3) . 

mis ongi ühtlasi funktsiooni 

määramispiirkonnaks.

Vastus: Jl ; з[ •

3*3* Funktsiooni määramispiirkonna leiame tingimustest

x - 1 1 , 

x >  - 3 .
Selle vorratusesüsteemi lahendiks on x >  2 •

Vastus! [2 , 00 [.
3,4. Maäramispiirkonna leidmiseks on tingimused

loggCx - 1 ) ^ 0, x+3 ^ 0, millest

4 - x ^ 0  ja x ^ 1

Ruutfunktsiooni 4
У

4.1

nullkohad on - 2 ja vorratu-

se 4 - x2 -ž 0 lahendid

( - 2 ^ x 4  2) 

leiame graafiku abil.

Vastus: [-2; 1 f <J ]l; 2 ] .

, Olgu kahekohalise arvu kumneliste number x, siis uhe- 

liste number on x+2. Kahekohaline arv on 10x + (x+2) 
ja ülesande tingimuste kohaselt saame võrrandi

[lOx + (x + 2)J * [x + (x ♦ 2) j  * 144,

ehk (11x + 2)(2x + 2) » 144, millest

11x2 + 13x - 70 = 0.
л tL M

Selle ruutvorrandi lahendid on 2 ja ~3^f • Bt kimne- 

liste number ei ole negatiivne, siis kahekohaline arv 
on 24.

Vastus: 24.
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4.2. Olgu rongi plaanikohane kiirus x . siis 80 km lä-
ол nВО

bimiseks oli planeeritud ~  tundi.

Tegelikult kulus 80 km läbimiseks Т1Г1Ü tunii*

Seega ----- x^+TÜ * Sü » “ülest

x2 + 10x - 5000 = 0  ja x = 50.

Vastus : 50 .

4.3. Olgu mootorratturi kiirus x ^  , siis jalgratturi 

kiirus on (x - 30) sest 500 ^j~ = 30 ^5 . Vahe

maa läbimiseks kulutab mootorrattur tundi ja jalg- 

rattur tundl, seega

x2 -

120 120 
x ““3ö - —  s 2 » 8iit

30x » 1800 = 0 ja x = 60.

Vastus: 60 ^  30 ^  .

4.4. Olgu mootorratturi kiirus pärast peatumist x ^  ,
Irm

siis enne peatumist oli see (x - 15) -jp .Pärast peatust

kulus 60 km läbimiseks aega —  tundi ja enne peatust

x ~T^5 tundi. Seega

60 60 1 
Г П 5  - “ = 5 . millest

x2 - 15x - 45ОО =0 ,  x1 = 75, x2 = -60.

- 60 ei sobi.

Vastus; 75 § .

4.5« Oletame, et I asutus sai x tuusikut* siis teine asu

tus sai x - 5 tuusikut.

I asutus maksis tuusiku eest rubla ja II

rubla.

tflesande tingimuste kohaselt = 3 *
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millest ülesannet rahuldav lahend on x = 20. Seega 

esimene asutus sai 20 ja teine 15 tuusikut.

Vastus: 20; 15.

4.6. Olgu jalgratturi kiirue x siis on auto kiinis 

2,5x Jalgratturil kulub sõiduks tundi, autol

tundi. Kuna jalgratturi sõiduaeg oli 3 tunni võr

ra suurem kui autol, siis saame võrrandi

T T  “ ?}fx = 3 *

Kuna x fi О, в iie korrutades võrrandit 2 15x-ga, saaae 

2,5*160 - 160 = 7,5x ja siit x = 32.

Seega jalgratturi kiirus oli 32 autol 2,5*32=80 

Vastus: 32 jj— ; 80 ^  .

4.7. Valmistagu I to'öline 7 tunniga x detaili, siis val~ 

mistab II tõ*õlin® selle ajaga (x - 8) detaili»tfhe de

taili valqiist amis eks kulub I tõ*õ‘lisel 2 minutit ja tel-2

sel töõ*lisel minutit. Seega

7 7 1 
x“-"S - x ‘ W •

Siit saame ruutvõrrandi, mille lahendid on 

=28, x2 = -20 (-20 ei sobi).

Järelikult valmistab esimene tööline 28 ja t v m e  20 ds- 

taili.

Vastus: 28 { 20.

4.8. Võrrandisüsteemi teisest võrrandist avaldasta ä.

a ^ ja asendame selle esimesse võrrandisse,

6 2 
Siis saame Щ + у = -5 ehk у + 5y + 6 я 0, millest

У/J ■ “3 » y2 = -2.

Asendades y^ ja y2 , leiame x̂  * - 1Ž da x  ̂ * - lj .

Võrrandisüsteemi lahendid on

27
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■ - 1* ’ 3« ( ^  = - 1s
71 = -3 |у2 = -2

Vastust (-1^; -3) ; (-1g$ -2).

4,9« Võrrandisüsteemi teisest võrrandist leiame ~ =
Ä.Tjr

Asendades selle esimesse võrrandisse saame

-1 ehk x2 + x - 2 = 0, millest x^=-2; x^=1.- S  * X ж
X

Asendades x^ Ja x ^  saaipe, et У1 = 3 ; У2 = -I3 • 

Võrrandisüsteemi lahendid on

f s “ ‘- » . f * ” ,
(y1 =3 ly2 * -I5

Vastus: (-2; 3> ; (1 j -l^)*

4.10. Olgu tigude liikumiskiirused x g ja у j . Bt nad 

ühe tunni Jooksul läbivad kokku 13 km, siis 

X + J а 1} .

Esimene tigu kulutab 10 m läbimiseks tundi Ja tei

ne 8 m läbimiseks ^ tundi, mistõttu

! - ! •

Seega x ja 7 peavad rahuldama võrrandisüsteemi

f
x + 7 а 13 . 

1 * 1 . ¥ .  

Vastus: 5 5 •

mille lahend on
[x = 5,

17 « 8 .

4.11, Olgu otsitavad paarisarvud 2n - 2, 2n ja 2n + 2. 

tflesande tingimuste kohaselt

(2n  -  2 )2 + (2 n )2 + (2n ♦  2 )2 *  980, 
millest n,j я -9 ja n2 • 9.

Otsitavad paarisarvud on seega -20, -18, -16 või 

16, 18, 20.
Vastust -20, -18, -16 või 16, 18, 20.
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5.1 . Beale lihtsustamist jõuame võrratusesüsteemini

Iх 4 \ millest -3 £ x <  £ .
(х > “ 3 ,

Vastuss [-3 » ^ [ •

^•2. Lihtsustamine annab võrratusesusteemi

!  4
x ^ 5 millest ^ <  x ^  2 .

x <: 2 ,

Vastus: J 2 J .
5.3. Korrutame esimest võrratust teguriga 6, teist tegu

riga 8. Peale lihtsustamist jõuame võrratusesüstee-

mini

I х > 27 millest Щ С x < 2 .
lx < 2 ,

Selle võrratuse taisarvuline lAhend on x « 1 .

Vastus: x = 1.

5.4. Murd on negatiivne sel juhul, kui lugeja ja nimetaja 

korrutis on negatiivne, s.o. x(2x - 3) < 0 . 
VorratusA vasakul poolel oleva ruutfunktsiooni null

kohad on = 0 ja Xg в 1 ,5 ning see ruutfunkt- 

sioon on negatiivne siis kui О < x < 1 ,5.

Vastus: J 0; 1,5 [ •

5.5. Antud võrratuse lahendeid fctsime ruutvõrratuse

(4 - 2 x ) d  + 3x) > 0

lahendihulgast. Võrratuse vasakul pool ole?a ruut- 

funkbsiooni nullkohad on ■ 2 ja Xg * - ^ .

* 1
Seega võrratuse lahend on - ^ < x <  2 .

Vastus: ] “ J * 2 [ •

5.6. Viime kõik liikmed võrratuse vasakule poole, siis

-з!-Н -1>0 •

29
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Teisendades võrratuse vasakut poolt saame

=§K-f>° ?I-H <0 .
ülesannete 5*4 ja 5.5 eeskujul saab leida antud võr

ratus e lahendi

5.7. Teisendades antud võrratust naeme, et

x - 1 - 3 ^ 0

Selle võrratuse lahend on
- 5 4 x < - 3 .

Vaetua: [-5 s —3 •

5 *8. Murru nimetaja on x mistahes reaalarvulisei väärtu

sel positiivne» seega antud murd on mittenegatiivne,kui

16 - x2 ̂  0 .

Selle ruutvõrratuse lahendi (-4 ^ x ^ 4) saab välja 

lugeda ruutfunktsiooni graafikult.

Vaatusi [-4 ; 4] .

5 #9. Kuna siin x > 0 ja sel juhul murru nimetaja 1 +2хД) 
võime võrrandit korrutada avaldisega 1 + 2x. Saame

(2 - a )(1 + 2x) = 5 ♦ x, millest x = | +■ ga .

Lahend x on positiivne kui ^ > 0. Leides selle

võrratuse lahendi eelmiste ülesannete eeskujul saame 

-3 <  а < 1,5 .

Vastus: ^ “3 • 1 »5 [_

5 .10. Lahendame võrrandisüsteemi x ja у suhtes. Korru

tades süsteemi esimest võrrandit -2-ga ja liites tei
sele oaame

x а 10 - 2a.
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Esimesest võrrandist leiame

у = За - 10. 

Suurused x ja у on positiivsed, kui

(10 - 2a > 0

^3a - 10 >  0 .

Siit saame j a ^ 5 ehk

а >  3^

З3 < а < 3 .

Vastusi ]з^ i 5 [ •

>.11. Korrutades süsteemi esimest võrrandit 2-ga ja liites

tulemuse teisele võrrandile saame

„ 2Ъ + 4 x = ■" j  —  •

Esimese võrrandi pohjal

у = x - b = —  у .

Et lahend oleks negatiivne, peavad kehtima võrratused

( b С -2

'■— w o  ", m e e t  L s “
7 —  < 0 > 1ь > 5

Siit nähtub, et sellist b väärtust ei leidu,mille pu

hul x ja у mõlemad oleksid negatiivsed.

Vastus: Lahend puudub.

3.12. Jagades vorratuse mõlemaid pooli kahega saame

|x - 3*5 I < 7,5.

Viimane võrratus on rahuldatud, kui

-7,5 < x - 3,5 < 7,5 *

Liites selle vorratuse kpikidele liikmetele 3,5 saame 

-4 <  x <  *11 .

Vastus: J -4 { 11 .

8*
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5.13» Jagades võrrandi 2X+1 = 4y2 + 1 mõlemaid pooli ar

vuga 2 saame
0x ~ 2  1 
2 * 2y + jj •

Asendades 2X antud võrdus e abil võrratusse 2X  ̂  2y
2 1

saame 2y ♦ ^ ^  2y .

Seega у2 - у + J ^ 0 ehk (y - J) 2 ̂  0 .
Viimasest võrratusest järeldub, et у = Siis 

2X+  ̂ = 2, s.o. x = 0 . 

ülesande tingimusi rahuldab ainus Reaalarvude paar (0;^). 

Vastus: (0 * j) .

6.1. Kuna x - 4 * /x + 2 , siis tõstes võrrandi mõlemad 

pooled ruutu saame

x2 - 8x + 16 = x + 2 ehk x2 - 9x + 14 = 0 .

Ruutvõrrandi lahendid on x^ = 2 ja x2 = 7* Kontroll 

näitab, et x = 7 on lähteülesande lahend, x = 2 aga 

mitte.

Vastust x = 7»

6.2. Kirjutame antud võrrandi kujul

'/Зх - 8 = 5 - /зх - 3 

ja tõstame saadud võrrandi mõlemad pooled ruutu 

3x - 8 = 25 - 10 V jx - 3 + 3x - 3 .

Siit avaldame \/^x - 3 = 3» millest x = 4.

Vastus: x а 4.

6.3. Esitame võrrandi kujul

V 2x - 4 = 1 + у/ x + 5 

ja tõstame mõlemad pooled ruutu. See annab 

2 x - 4 s l  + 2  \/x+5 + x + 5, millest x - 10 = 2 /x+5 . 

Saadud võrrandi mõlemad pooled tõstame veel kord ruutu. 

Siis saame x2 - 20x + 100 = 4x + 20 ehk
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x2 - 24x + 80 = 0 .

Seega x^ * 4 ja = 20.

Kontroll näitab, et ruutvorrandi lahend x = 20 eobib 

ja x = 4 ei sobi esialgse vorrand! lahendiks.

Vastusj x = 20.

6.4. Võrrandi mõlemaid pooli ruutu tõstes saame võrrandile

У2х2 +8х + 7 = 2 +  х

anda kuju 2x^ + 8x + 7 = 4 + 4 x  + x2 .Siit x2+ 4x + 3 =

= 0, millest x^ = -3, x^ = -1. Kontrollides selgub, 

et -3 ei sobi esialgse võrrandi lahendiks.

Vastus: x = -1,

6.5. Tõstame võrrandi mõlemad pooled viiendasse astmesse.

Siis 29 + -n/x - 4 = 32 ehk \̂J x - 4 = 3.

Tõstes viimase võrrandi mõlemad pooled kuupi saame

x - 4 = 27 ehk x = 31 •

Vastus: x = 31•

6.6. Selle võrrandi kõikidest liikmetest saab ^x - 1 tuua 

sulgude ette. Tehes seda saame

\jx - 1 ( VT + \Jx + 5) = 0 .

Kuna Г̂з + ylc + 5 / 0 ,  siis ^x - 1 = 0,millest x = 1.

Vastus: x = 1.

7.1. Selles aritmeetilises jadas esimene liige a^ = 4,ka

heksas liige ag = 130 ja liikmete arv n - §. Jada 

üldliikme valemi põhjal

130 а 4 + 7d, millest 7d “ 126 ehk d = 18. 

Otsitavad arvud on seega = 22, a^ = 40, a^ = 58, 

a^ = 76, a& = 94, з 112.

Vastus: 4, 22, 40, 58, 76, 94, 112, 130.

7.2. Et a,j + a^ = 26 ja = siis asendades 

aritmeetilise jada liikmed a^ ja d kaudu saam
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(  2a1 + 4d = 2 6  

\(a 1 + d)(ai + 3d) = 160 .

Esimesest võrrandist leiame, et a^ = 13 - 2d. Asenda

me a^ «eile seose abil teise võrrandisse. Beale liht

sustamist jõuame võrrandini

d2 = 9 . Siit d = - 3.

Seega = 19 või a^ = 7. Jada liikmete summa leid

miseks kasutame jada n liikme summa valemit, mille 

põhjal leiame, et kuue liikme summa on 69 või 87.

Vastus: 69 või 87.

7*3* Ülesande tingimuste kohaselt

f aj + ay = 6 ,

3 * *7 s 8 •

Selle võrrandisüsteemi lahendid on 

a3 = 4

= 2

Jada esimese liikme ja vahe leidmiseks kasutame üld

liikme valemit, mille põhjal

â j + 2d = 4 ,

a^ + 6d = 2

ja

a^ + 2d = 2 , 

а<| + 6d a 4 .

Esimese süsteemi lahendamisel leiame, et 

a,, a 5 » d X - 5 * 

teine süsteem annab

a^ = 1 , 4 *  j ,

Aritmeetilise jada esimese 16 liikme summa on 20 või 76. 

Vastus: S^g « 20 voi S^g a 76.
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7.4. Tingimuste kohaselt

a2 + a4 + a6 + a8 + a1Q * 15 .

a1 + a2 + a? = -3 .

Asendame kõik jada liikmed a_1 ja. d kaudu; siia jõua

me süsteemini
Ы л + 25 d = 15

(3a1 ♦ 3d = -3 - 

Selle võrrandisüsteemi lahend on

Vastus: = -2, d = 1.

a^ а -2 

d = 1 .

7 .5. Aritmeetilise jada liikmete vahel kehtib seos 

a2 ~ a1 = a3 “ a2 *

K2 2 2 ъ2 
d  -  а  = с — D .

Seega antud juhul

Föneme tähele, et

1 1 b - а _ b2 - а2 (л ч
с + a Ъ + с * (a+c)(b+a) (а+с)(Ъ+с)(а+Ъ)*

2 21 1 с - b ____с - b (2)а + Ъ ” с + а = (.а+Ъ)(а+с) * (а+Ъ)(а+с)(Ъ+с) *

Vorduste (1) ja (2) paremad pooled on võrdsed, mis

tõttu ka vasakud pooled peavad olema võrdsed.Seega ar-

^  1 _ 1_  1
Ь + с ’ с + а * a + Ъ

on aritmeetilise jada järjestikused liikmed.
П ß
' * * Aritmeetilise jada liikmete vahe d = a_ - a^, s.t. 

d = (a2 + b2) - (a + b )2 « -2ab.
p

Et jada esimene liige a^ = (a + b) ja d « -2ab,siis 

jada n esimese liikme summa

Sn = 2.,(» ± Ъ)2 ~ ,2аМй.Л..и. . n c (a2+ 5ab + b2- abn)n.

2 2 
Vastus: (a + 3ab + b - abn)n .

35

Э*



7.7» Geomeetrilise jada üldliige

rt-1
an « aiq

л S—1
Selle põhjal 486 = а «̂3 , millest a^ = 6.

Seega geomeetriline jada on 6, 18, 54, ...

Vastus: 6, 18, 54, ...

7*8* Selle geomeetrilise jada 8 esimese liikme suruna on

30 + 480 = 510.

a1(Q8~ 1) a (q4- 1)
Seetõttu —  = 510 ehk  ̂ .(q4 + 1)= 510.

a1Cq4 - 1)
Tegur — qZ* "J[--- viimases vorduses kujutab endast ja

da esimese 4 liikme summat, mis tingimuste kohaselt 

on 30. Seega

30 * (q4 + 1) = 510 ehk q4 = 16.

Siit leiame q * - 2.

Jada esimese liikme leiame seosest

ai(l6 - 1)
-4--------  = 30, mille st а. = 2 voi a. = -6.

± 2 - 1  1  1

Vastus: 2 voi -6.

7*9* Olgu geomeetrilise jada kolm esimest järjestikust lii

get a^, ag ja a^. Et geomeetrilise jada liikmete va

hel kehtib seos 2
ag я а1аз * siis а-|аз = 100•

Saame võrrandisüsteemi

a1 + аз s 52» 

a1 * Ä3 * *

Selle süsteemi lahendid on

a1 = 5° , /au s 2 ,

sl = 2 Ц  = 50 .

Geomeetrilise jada teine liige on - 10.

Otsitavad arvud on 2, 10, 50 või 2, -10, 50, sest
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jada esimese .ja kolmanda liikme järjekord ei muu

da ülesande sisu.

Vastus: 2, 10, 50 või 2, -10, 50 .

7„10.0lgu aritmeetilise jada liikmed a^, ^  siis

3a^ + 3d = 18 ehk a^ + d = 6 .

Seega aritmeetilise jada teine liige on 6, esimene on

siis 6 - d ja kolmas 6 + d.

Geomeetrilise jada esimene liige on 14 - d, teine 6

ja kolmas 6 + d. Geomeetrilises jadas teise liikse

ruut võrdub esimese ja kolmanda liikme korrutisega,see-

ga о 2
6 = (14 - d)(6 + d) ehk 36 = 84+14d.-6d.-d .

p
Siit saame ruutvorrandi d - 8d - 48 = 0, mille la

hendid on d в -12 ja d = 4.

Aritmeetilise jada liikmed on 18, 6, -6 või 2, 6, 10. 

Vastus: 18, 6, -6 või 2, 6, 10.

7.11. Antud kolmnurga ümbermõõt ü^ = 3a, järgmiste kolm-
A Л i Л

nurkade umbermoodud = £*3a. , u^ = 3£*3Ä Jne•

Tekkinud lõpmatult kahanevas geomeetrilises jadas esi

mene liige on 3a ja jada tegur on ^ . Koigi saadud 

kolmnurkade ümbermõõtude summa on

S = - -2% = 6a .

1 - 5

Vastus: 6a.

7.12. Vaadeldavad arvud on

101, 111, 121, ... , 981, 991.

Seega tuleb leida aritmeetilise jada n liikme summa, 

kus jada esimene liige a^ = 101, vahe d = 10 ja 

an = 991.

Jada üldliikme valemi põhjal

991 * 101 + (n - 1)10, millest n = 90.
(a. + aqn)»90 

Otsitav summa S^q  = — ! --- • ■ 49140.

Vastus: 49140.

JO
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7.13* Balli läbimise teekonna pikkust arvutame valemi

S = - j . 'q põhjal, kus = 1 , q = ^ .

*#
Ball labis teekonna S = — —r - 2 .

1 - i

Vastus: 2 m.

8.1. Vorrand.it võib esitada kujul

22x - - 24 = 0 .

See on ruutvõrrand 2X suhtes. Selle i*uutvõrrandl la

henditeks on
2 = 8  ja 2 = -3 .

Arvu 2 aste ei saa olla negatiivne, seega -3 ei sobi. 

Jääb 2X = 8 ehk 2X = 25 . Siit x = 3 .

Vastus: x * 3 .

8.2. Võrrandit voib esitada kujul

32x - 3*3X - 4 = 0 .

Sellest ruutvorrandist 3X suhtes leiame, et 3х = 4, 

millest x log 3 = log 4 ehk x = .

Ruutvõrrandi teine lahend 3X = “1 öi sobi.

Vastus: x = •

8.3. Korrutame võrrandi mõlemaid pooli arvuga 2 ja esi

tame võrrandi kujul

4*22x - 33*2X + 8 =• 0 .

Sellest ruutvorrandist 2X suhtes leiame, et

2X = J ja 2X = 8.

Seega x^ = -2 , x2 = 3*

Vastus: x^ » -2, x2 = 3.

8.4 . Korrutame võrrandi mõlemaid pooli 16-ga ja esitame 

võrrandi kujul
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г2* - 17.2х + 16 = о
Sellest võrrandist saame, et 2х = 1 (seit x = О) ja 

2х = 16 (x = 4).

Vastus: x^ * О, х̂ = 4.

8.5. Antud võrrandit võib kirjutada kujul
*2x ,2x ^

27 " + 3 = 675 ‘
Py

võttes 3 sulgude ette saame

З2* ^  - 3 ♦ 1) * 675,

Seetõttu 32X* ^  = 675; siit З2* = 3^» millest x =3* 

Vastus: x = 3 .

А X
8.6. Toome võrrandi vasakult poolt 5 sulgude ette. Siis

saame 5*(30 - 25 + 6) = 22 ehk 5X = 2.

Selle võrrandi lahend on x = logc 2 (või x « f ).
5 log 5

Vastus: x = log^ 2.

8.7. Kasutades logaritmi definitsiooni võime kirjutada

91 - l0g32 .  5- l0g54 .  32.G 10g52;  "г - .
= 9 • 2"2 - 4“1 = 2 .

Vastus: 2.

8.8. Logaritmides võrrandi mõlemaid pooli, jõuame võrran

dini log(x2+x-8)log 10 = log 4 ehk log(x2+x-8) - log 4. 

Kui arvude logaritmid on võrdsed, siis ka arvud ise on 

võrdsed, järelikult
2

x + x - 8 = 4, millest x^ = 3, x^ = -4.

Kontrollist nähtub, et mõlemad lahendid sobivad.

Vastus: x^ a 3 , = -4.

8.9# Arvu -1 asemele võib kirjutada log 0,1, mistõttu 

teiseneb võrrand kujule
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log(x2 - 4x + 3,1) = log 0,1,
millest saame

x2 - 4x + 3,1 =0,1 ehk x2 - 4x + 3 = 0.

Saadud ruutvõrrandi lahendid x^ = 3 ja x^ = 1 on 
ka lähtevõrrandi lahenditeks.

Vastus: x^ = 3, x2 = 1.

8.10. See on mittetäielik ruutvõrrand log^x suhtes:

log5x(log5x - 3) = 0 .

Viimane võrrand on rahuldatud juhtudel, kui 

log^x = 0, millest x = 1 või

logj-x - 3 = 0, millest x = 12 5.

Vastus: x^ = 1 , x2 = 1 25.

8.11. Et log(1 + x2 - 2x) = log(1 - x )2 = 2 log(1 - x),

siis lahtevõrrandi võib kirjutada kujul

1 + 2  log(1 - x) - log(1 + x2) = 2 log (1 - x).
2

Siit log(1 + x ) = 1 ,  kust omakorda järeldub, et

1 + x2 = 10. Seega x = * 3 •

Kuna negatiivsetel arvudel ei ole logaritmi, siis -3 

ei sobi.

Vastus: x = 3.

8.12. Et log^|x + l |2 = 2 log^|x + 1 | , siis võime lähte- 

võrrandi asemel kirjutada

3 logj|x + 1 | = 3 ehk lofrjl* + 1 j = 1 .

Sellest võrrandist saame

jx + 1 | * 3 » millest x + 1 = - 3 . 
Seega x^ = 2 ,  x2 = -4.

Kontroll näitab, et mõlemad lahendid sobivad.

Vastus: x1 = 2, x2 = -4.
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8.13

8.14

Kuna võrrandi parema poole võime esitada kujul log^3* 

x - a - b  x - b - c  x - c - a
siia ---- ----- + ---- ----- + ---- 5----  = 3 .

Saadud võrrandi mõlemaid pooli korrutame teguriga abc* 

See annab
2 2 2 2 2 2 

abx-a b-ab +bcx-b c-bc +acx-ac -а с = 3abc.

Liikmeid rühmitades saame

x(ab + bc + ac) = 3abc + ab(a+b) + bc(b+c) + ac(a+c),

millest ab(a+b+c) + bc(a+b+c) + ac(a+b+c) 
e ab + bc + ac

■ = а + Ъ + c.

Vastus: x = а + b + c.

. Kui aritmeetilise jada kolm järjestikust liiget on 

a^, a2 , a^, siis kehtib seos a2 - a^ = a^ - a^. Kasu

tades seda omadust, saame

log(x + 6) - log x s log(2x + 7) - log(x + 6) 

ehk teisiti

2 log(x + 6) = log(2x + 7) + log x.
Seetõttu

log[x(2x + 7)] = log(x + 6)2 ,
kust saame

2x2 + 7x = x2 + 12x + 36 ehk x2 - 5x - 36 = 0.

Selle ruutvõrrandi lahendid on x^ = -4 ja x2 = 9.

Esimene neist ei võimalda maarata logaritmi, aga log 9t 

log 15 ja log 16 moodustavad aritmeetilise jada.

Vastus: x в 9«

Vektori ~a + b koordinaadid on

a* + b = (4, -1, -1) 

ning selle vektori pikkus

| a + b j = Y16 + 1 + 1 > 3 f ž  .

Vektorite ristseisu saab kontrollida vektorite skalaar
korrutise valemi põhjal, s.o.
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Teiselt poolt a b  = 1*3 - 2*1 - 3*4 * - 11.

Et a b / 0, siis vektorid, a ja b ei ole risti# 

Vastus s | ' a + b | = 3 V 2 ; " a  ja 1? ei ole risti.

Leiame vektorid.

AB = (4, -7, 1) , AD = (9, -15, -5) ,

DC = (-8 , 14, -2), ВС = (-5, 6 , -8).

Et За ^  ^ t =| , siis

—^  ̂ A
vektorite AB ja DC koordinaadid on võrdelised, aga
-* -^ Л
AD ja ВС koordinaadid ei ole vordelised, seega vek

torid AB ja DC on kollinea&rsed, aga AD ja BC ei 

ole kollineaarsed. Järelikult punktid А, В, С ja d või

vad olla trapetsi tipud.

Vastus: Punktid А, В, C, D on trapetsi tipud.

Leiame vektorite AB, AC ja BC pikkused.

Et AB =(0, 4, О), AC a(-1, 2, 1), BC =(-1, -2, 1) 

siis |ab|= / ? =  4, |ÄC| = V1+4+1 = V6, BC = ^T+4+T= f5.

Seega A  ABC on vordhaarne, kus AC = BC. KÜljele AB

tõmmatud kõrgus i— 5---- z--- ö" ______
h = \I AC2 - (JAB)2 = I/ 6 - 4 = fZ,

Vastus: АС = ВС ; kõrgus h = \/~2~,

Vektori li pikkus on j sT j = ^10 .
—  ̂ •-* ^  1 —̂  ^ I f—

Kuna а + b - с = (-1, 0, 2), siis | a + b - c |  = y 5 *
—  ̂  ̂ ^

Arvutades vektorite a ja a + b - c  skalaarkorrutise 

koordinaatide kaudu* näeme et

?*(a + 1Г -  ~c) -  1 • (—1) + 0*0 + 3*2 - 5 .

Seega - ______ 5_____  _ _1_

003 f - fiõ • /5 ' n '

kust järeldub, et * 7T
T  = 4 *

Vastus: ^ = -7̂ - .



9.5. Kolmnurga tippude koordinaatidega on määratud kolm

nurga külgede pikkused. Leides vastavad vektorid, näe

me, et

AB = (8, 2) , BC = (-3, 3) , A? = (5, 5)

|АВ|а/б8 , |BC i = . | A C | * V 5 0  .

Kolmnurga kõige pikem külg on AB ja selle ruut võrdub 

teiste külgede ruutude summaga, seega Л ABC on täis

nurkne, kus Z. ACB = 90°.

9.6. Määrame vektorid KL = (-1, -1, 4) ja KM «(1, -2, 2). 

Olgu KL ja KM vaheline nurk </> , siis

cos я . Seega = -4—  .
)Fiä • V T  d

Vastus: Z. LKM = .

9.7. Tähistame kolmnurga tipu С juures oleva sisenurga 

tähega ^  . Leiame

CA =s(0, 1, -1), CB a(1, 0, -1) ja |CA | * |СВ|= \/Т. 

Et cos f a 1  ̂ siis m  a J!L ,
IcaMcbI d ' 3

Vastus: Z. ACB * ^  •

9.8* Kolmnurga "mbermoodu leidmiseks määrame külgede pik

kused. Tehes seda vektorite abil saame

AB * ( 7, -4, -4) ; I AB I = l/iT « 9 ,  

вс = (-2 , 7 ,- 1 ); |ic| = V54 = 3t/~6 , 

ÄC = ( 5 , 3, -5) ; |AC | = ̂ 59 .

Kolmnurga ümbermõõt on seega (9+3 \[*> + V 59) pihkus- 
ühikut.

Vastus; 9 + 3V"6" + l/59̂  *

10.1. Teisendades võrduse vasakut poolt ja asendades sellee
. . sind 
tan cc = ■ , saame 

cosoc
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10.2. Ruutude vahe valemi pohjal
21. 4. 2 2 2 2

cos x - sin x = (cos x - sin x)(cos x + sin x).

cos4x-sin4x+2 sin2x =(cos2x-ain2x)(cos2x-fsin2x)+2sin2x
2 2 2 2 2 

= cos x - sin x + 2 sin x = cos x + sin x = 1 .

Vastus: 1.

10.3. Teisendame avaldise 1-cos ot korrutiseks;
2

1 - со в a = cosO° - cos = -2sinrg-8in(— -̂) = 2 sin 

Asendades tulemuse lähteülesandesse ja lihtsustades

saame 4 4 2
sln O  - cos cx + cos O- 

2(1 - cosot )

(sln^o^- cos2** X s l n 2**- + coa^o- ) + cos2«- _ sin2^
о (x 2 cx

4 sin 45— 4 sin “2*

Et sin2<x = 4 sin2 -ту- • cos2 -2£- , siis

sin2 <* 4 sin2 T* 008 2 1 Г 2 «
4~“s i n ^ f  = 4 sin2 f  = COS ^  *

. 2 cos2 %1 ± c o s « _______ ~ ..  ..
10.4. Kuna 1 - cosoc 2 ciri2 ’

/1 n /w о rv о 2 cos2 15- • sin21 + cos а +._2 ос __ 2 2
T - cõsõT * tan 7  "  008 *  * ™  2 а--  2 "а- “2 sin -j- • cos -j-

2 2 2- cos o< = 1 - cos cx = s i n  ОС..

Arvutame arvulise väärtuse:

sin2225° = sin2(l80°+ 45°) = sin2 45° = J .
л

Vastus; ^ •



10«5» Asendame võrduse vasakul pool

cot x = ~  , sin 4x » 2 sin 2x cos 2xt

4 4 2 2 2 2
sin x - cos x = (sin x - cos x)(sin x + cos x)

2 2 
ja sin (90° - x) = cos x. Sel juhul teiaendub sa

masuse vasak pool kujule

cot x • sin 4x

(sin x - cos x)»sin (90° - x)

cos x • 2 sin 2ж cos 2x
s -------------ж------- 2 ---2------- 2-------- 2” =

sin x • (sin x - cos x)(sin x + cos x) • cos x

4 sin x cos x cos 2x_____  _ .
= sin x •(— cos 2x)»cos x =

10.6. Asendades lähteülesandes

2 2
1 - cos 2x = 2 sin x ja 1 + cos 2x = 2 cos x

ning teostades lihtsustused saame
2

1 - cos 2x + sin 2x 2 sin x + 2 sin x cos x
■■ — —  '■ ........................ sa n  -  ■ -  ■ s

1 + cos 2x + sin 2x 2 cos x + 2 sin x cos x

2 sin x(sin x + cos x) „
38 2 cds xt sin x '+ cos x) = tan x *

Vastus s tan x.

10.7* Teisendame samasuse vasakut poolt, leides murdude

ühise nimetaja:

cosot + sinoc cos oc - sinoc 
cosot - sin<* ~ cos ot + sinot 3

cos2<>+2sinotcos «. +sin^*-cos^*+2sinacosc* -sln2oc
= ---------------------- 2— ------2------------- -----

cos ot - sin ot

4 sinck: COS CX 2 sin2oc „ J_...
3  cos 2 oc 3 — * 2 tan 2oc*

10.8. Rakendame kahe nurga summa koosinuse ning samade nur

kade vahe koosinuse valemeid. Siis

cos(x+y)cos(x-y)=(cosxcosy-8inxsiny)(cosxcosy+sinxsiny)=

= со s2xcos2y-s in2xs in2y*cos2x (1-sin2y)-(1-cos2x)s in^ys

=cos2x-cos2xsin2y-sin2y+cos2xsin2y * cos2x - sin2y.
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10.9. Seda samasust saab toestada eelmise ülesande eesku

jul. Tõestame selle aga teisiti. Samasuse vasakul pool 

on siinuste korrutis, mille võib teisendada vaheks,s*o.

sin(x+y) sin(x-y) .= £Pg Z  c?a _

« c2s2y-sin2y-(cos2x-sin2x) _ 1-sin2y-sln2^-1 +sin2x+sin2x _

• 2 . 2  = s m  x - s m  у .

10.10. Korrutades ja jagades selle samasuse vasakut poolt 

teguriga sin 20° saame

16 cos20°cos400cos600cos80° =

16 cos20°cos40°* J . cos800sin20°

= --------------- ein" 20*------------- *

4(7 ein20<>cos200)cos400cos800 _ 4 sln40oC0s40oC0s8G° _
*  ein 2Õ 8 sin 20

2f2sin40°cos40°)cos80° 28in800cos800 _ sin 160° _
■  sin 2õe ------  sin 2ÖB sin 20* ~

sin 20°
= siii " 2 ^  - 1 *

Л ••
10.11. Seosest sin fb = järeldub, et

' \no

cos p.}jl = Ja tan ^ ni*g

t a n 2 A , 2 tanfl . 3 .
' 1 - tan p 4

Kasutame valemit tan( cx + 2 ß ) =

Tehes vastavad asendused saame

» ♦ J
tan( oi + 2 ) = ---  11 У = 1 •

1 “ 7 * 4

Sellest järeldub, et <x+ 2|Ь * 45°.
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11.1. Taandamisvalemite põhjal

sin(2x + * sin(2x + |) = cos 2x,

ja cos(x - ^7T) = cos(x - ^ir + 4 ^ )  *cos(x + *j)e-sin x.

Seega võrrand saab kuju

cos 2x + 3 sin x = 1 + 2 sin x.

Kasutame kahekordse nurga koosinuse valeäit ning asen-

2 2 
dame cos x = 1 - sin x, siis saame

2 2 
1 - 2  sin x = 1 - sin x ehk 2sin x - sin x = 0,

millest sin x(2 sin x - 1) =0 .

See võrrand on rahuldatud, kui

sin x = 0, millest x = 7Г n, kus n Z, või
л

2 sin x - 1 а 0 ehk sin x « >£, millest 

n Tf
x = (-1) -g- + Я n, kus n €  Z.

n 7Г
Vastus i x = ТГп ja x « (-1) -g + 7Г n kus n £  Z.

11.2. Asendades c o s ^  * 1 - sin2x saame sin x suhtes 

ruutvõrrandi

6(1-sin2x)+5 sin x-7«0 ehk 6ein2x - 5sin x + 1 = 0. 

Selle ruutvõrrandi lahendid on

Л Uff
sin x = 2» millest x = (-1) -g- + TTn kus n € Z  ja

sin x a millest x « (-1)natcsln^- + TTn kus n ̂  Z.

njf n 1
Vastuss x а(-1) -g- + TTn, x »(-1) arcsin ^ + TTn kus

n €  Z.

11.3. Teisendame võrrandi vasakul pool siinuste summa kor

rutiseks:
2 sin 2x cos X  - cos X  а 0.

Tuues cos x sulgude ette saame

cos x(2 sin 2x - 1) а 0.
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Sellel vorrand.il on järgmised, lahendid.:

I cos x = 0, siit x e -fTTn, kus n <£ Z.

Muidugi võib üldlahendit x avaldada ka kujul 
+ Tf

x ж - + 2 7Tn, kus n e  Z.

II 2 sin 2x - 1 s 0 ehk sin 2x = ^ .

Siit 2x *(-1 )П-£- +7ГП ja x=(-1)Q^ .  + -~n kus 

n £  Z.
/Г П7Г 7Г

Vastus: x = у +ffn , x =(-1) ^  + -j-n  kus n в Z.

11.4. Teisendame võrrandi vasakul pool koosinuste summa 

korrutiseks ja toome seejärel cos 4x sulgude ette. 

See annab
2 cos4x cos3x - cos4x = 0  ja 

cos4x(2 соэЗх - 1)= 0 .

Lahendid leiame võrdsustades mõlemad tegurid nulliga

I cos 4x = 0, siit 4x = + /Tk ehk x = + — k 

kus к <£ Z. (Võib aga ka selliselt:

4x = i -if- + 2 7Гк, x = ± -J- + -5j-k).

*‘1 • *
II 2 cos 3x - 1 = 0  ehk cos 3x = £ . Siit järeldub 

3 x = i j -  + 27rk ehk x = i-|- + |/rk, kus k 6 Z .

Vastus: x = -g- + трк, x ж — + ^TTk, kus к Z.

11.5. Teisendades sin 3x + sin 5x korrutiseks ja tuues 

seejärel sin 4x sulgude ette jõuame võrrandini

sin 4x(2 cos x + 1) = 0 .

See võrrand on rahuldatud, kui

I sin 4x = 0 ehk x = -̂ -n, kus n Z, või

1 + 2
II 2cos x + 1 = 0 ,  kust cos x = - j jä k=- ^/T+2 7rn, 

kus n £  Z.

Vastus: x = n, x = - + 2/rn kus n ̂  Z.
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11.6. Kasutades kahekordse nurga koosinüse valemit ning
2 2 

seejärel asendades cos x = 1 - sin x, saame

1 - 2  sin2x + 3 sin x - 2 = 0,

millest peale lihtsaid teisendusi järeldub
2

2 sin x - 3 sin x + 1 * 0 .
Л

Saadud ruutvorrandi lahendid on ^ ja 1. Seega

I sin x = millest x =(-1)П--21 +ТГn, kus n ^  Z,

II sin x * 1, millest x « + 2Я"n, kus n в Z.

n ж те
Vastus: x =(-1) -g- + ̂ n, x * -g- + 2#  n, kus n ё Z.

11.7. Asendades poolnurga siinuse valemi kohaselt

, _2__ 1 - cos 2x sin x s '1 ^ ■

saame võrrandi
2

2 cos 2x + 5 cos 2x - 3 = 0.

Saadud ruutvorrandi lahenditest -3 ei sobiy jäab

cos 2x = millest

2х = --у + 2Яп ehk x = “ ^  + /Гп» kus n ё Z.

jjr
Vastus: x = - -g- + rrn , kus n £  Z .

11.8. Kasutades kahekordse nurga siinuse ja kahekordse nur

ga koosinuse valemeid saame

2 sin 2x(- cos 2x) + 1 = 0  ning sin 4x = 1.

Siit 4x = -j- + 2 #  к Ja x « j  + -̂ -k, kus к €  Z. 

Vastus: x = -g- + -|rkt kus к €  Z.

11.9. Tõstame võrrandi mõlemad pooled ruutu. See annab võr- 

randi 2 - 3 cos 2x * sin x .
p

Asendades cos 2x = 1 - 2sin x saame ruutvorrandi
2

6 ein x - sin x - 1 = 0 ,
1 1 

mille lahendid on j ja - ^ .
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Seetottu tuleb vaadelda kahte juhtu.
*1 Л ST

I sin x « millest x *(-1) -g- +^n, kus n e  Z .

A 1 ..
II Ruutvõrrandi lahend - ei sobi lahtevorrandi lahen

diks, sest negatiivsetel arvudel ei ole ruutjuurt.
n jf

Vastus: x =(-1) +7Tn , kus n e  Z.

11.10. Murru nimetaja ei tohi olla null, s.t.

cos x Ф- -1 , tan x Ф 0, millest

x ф. 77 + 27Гп , x фттп, kus n €  Z.

Votame võrrandi vasakul pool mõlemad liidetavad ühisele

nimetajale: p 2
sin x + cos x + cos x jrx- 

(1 + cos X) sin x * v *

1 + cos x _ ,/-5- 
(1 + cos x) sin x “ ' *

Tehtud eeldustel voime lugejat ja nimetajat jagada tegu

riga (1 + cos x), mille järel saame

Slž-x * ** eh* sln * * •
«• П7Г

Järelikult x =(-1 ) -ц- +7Гп, kus n £  Z.

Vastus: (-1)П̂- +3Tn, kus n £ Z  .

11.11. Asendus о P
j__ 2„ sin x _ 1 - cos xtan x = — ~n~ = ----- 2---

COS X  COS X
л 2 

annab ruutvõrrandi cos x suhtes:
4 2

4 cos x - 9 cos x + 2 = 0 .

Siit saame какв lahendit:

I c o 8 2 x  =  ^  e h k  cos x  =  ±  ^  .

1 + 7Г
a) Kui cos x = j» siis x = - - y + 2 / T n  ja

b) kui cos x = - 75, siis x = - ^ + 2 /Tn, kus

n С Z.
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Neid kahte lahendite seeriat saab esitada ka ühe üld-

lahendina «•
x я -j*(3k i 1)t kus k€! Z, kuid sisse

astumiseksamil ei ole see kohustuslik;.

* 2
II Teine ruutvorrandi lahend cos x a 2 ei sobi,sest

-1 ^ cos x ̂  1 .

Vastus: J-(3k 1 1 )  kus к €. Z.

11.12. Esimesest võrrandist avaldame у = 7- - x ja asen

dame selle teise võrrandisse.

Tf
Siis saame cos x + cos(-^- - x) = 0 .

Teisendades siin koosinuste summa korrutiseks jõuame 

võrrandini
2 cos—g— cos(x - ^—) а 0.

Et 2 cos -g- / 0, siis cos(x - -̂ -) = 0, millest

ГX - -g- X

Esimese võrrandi põhjal

у я ■ц— — x = — §тг - ТГп , kus n €  Z.

Vastus: x s + тгn, у a - fl'n , kus n ̂  Z.

1 1 .1 3 . Võrrandit võib esitada kujul

2sln 3x e *>2 millest sin 3x = ^ .

Seetõttu

3x =(-1) -g- + 7ГП ja x »(-1 )n^g + -j-a, kus n в Z.

Vastus: x а(-1) jg + -^-n , kus n ̂  Z.

12.1. Väljendame kõik liikmed suuruse x astmena ja leia

me seejärel tuletise:

-  1 1 _  1 1 
у = 2x*.l 5 + Jx.i2 . /  5  _ 4x 2. X-1 =

J ? -4
а 2  X 1̂  +  3 x  - 4 x  .

■y + «"n ehk x a |j r ♦ ?rn , kus n ̂  Z.



12.

12.

1 1 - 4
Edasi у а Зх̂ + £ х̂ + 2х = 3 + 3^ -§/х + ■ .

' х\Гх

Vastus: у = 3 fx + 3» ̂ ~х + — ~  .
х ух

2. Muutuja у saab väljendada muutuja х astme kaudu,

1 1
2 7 ’ 1 1

s.o. у = -F x . Selle tuletis у = г x = — !—
5 5 5 fx

ning у' (0,25) = — 7= =  = А  = 0,4.
5 ^/0,25

Vastus: f (0,25) = 0,4.

3. Leiame funktsiooni tuletise:
* 2

у = 6x + 6x .

Tuletise nullkohad leiame võrrandist

6x2 + 6x = 0 ehk x(x + 1) =0.

Tuletise nullkohad on x^ = 0, x^ « -1.
«

Funktsiooni ka svamis piirkonnas on у >  0, s*o«

2 *
6х + 6х >  О, seega х -1 voi х >  О.

Funktsiooni kahanemisplirkonnas on

у <  О, s.t. -1 <. х <  О.

Funktsiooni teine tuletis

у = 12x + 6 ning у (-1) = -6 <  О,

millest järeldub, et x = -1 on maksimumkoht. Maksimum- 

väärtus on
У„ = 2(-1)5 + 3(-1)2 - 2 = -1.

Graafiku maksimumpunkt on järelikult (-1; -1).
Tl

Kuna у (0) = 6 > 0 , siis x = 0 on miinimumkoht ja 

miinimumvaartus Уга̂п = 2 » 0 " + 3 » 0  - 2 =  -2.

Graafiku miinimumpunkt on (0; -2).

Funktsiooni kaanukoht on punktis, kus у =0 .
Л

Antud juhul 12x  + 6 = 0 ,  kust saame x s - j .
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Kaanupunkti ordinaat

y(- *r) = 2(- + 3(- *r) - 2

•••• 1 1 
Graafiku kaanupunkt on (- Л » - 1j)»

- 2 *

Funktsiooni kumerus piirkonnas on у <  0, s.o.

12x + 6 < 0 , millest x <  - i •

12x + 6 >  0 ehk x > -

.t. ч

Г

<c

А J
Arvestades eelnevalt funkt

siooni uurimisel saadud tu

lemusi, voime visandada 

graafiku järgmisel kujul:

Vastus: Kasvamispiirkond on ]- oo ; -1 £ voi Jo joe[ 

ja kahanemispiirkond on J-1 ; 0[.

12.4. Leiame funktsiooni tuletise:

* 2 у а Зх - 8x - 3 .

Arvestades, et funktsiooni kasvamispiirkonnas

f'(x) > 0 saame 3x2 - 8x - 3 > 0 .

Saadud ruutfunktsiooni nullkohad on

1x„ = - ja * 2 = 3

mistõttu võrratus on rahuldatud, kui

või x >  3 .x < - $

Vastus: <*> $ “ ^ [ V  J3 » •

12.5. Funktsiooni esimene tuletis у' » 3*2 - 12. Kasva-

mispiirkonnas , Q
у > 0, s.t. 3xr - 12 >  0 .

Ruutfunktsiooni Зх2 - 12 nullkohad on x^»- 2, x^ = 2.

Ruutvõrratuse lahendid on x < -2 ja x >  2, ale üht—
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iasi on funktsiooni kasvamispiirkondadeks. Funktsiooni 

ek3treenmmkohad on x^ = -2, x^ = 2 -Kontrollime, mil- 

line neist on maksimumkoht.
n  »1

Et у s 6x ja у (-2) = - 12 <  0 , siis maksimum

koht on x = -2 ning Утяу~(-2)^ - 12«(-2) = 16.

Seega maksimumpunkt on (-2j 16).

Vastus: Kasvamispiirkond onj-oo; -2[ V  J 2 ;<=>«£ 

ja maksimumpunkt (-2; 16).

12.6. Leiame funktsiooni tuletise:

* X  X  X , .  4
у = e + xe = e (1 + x) .

Ekstreemum punktis

у =0 ,  s.o. eX (1 + x) = 0 .

Et eX/ 0, siis 1 * x = 0, millest x = -1.
I

Funktsiooni Kasvamispiirkonnas у (x) > 0  ja kahanemis-
f -jjr

piirkonnas у (x) < 0. Kui e (1 + x ) >  0, siis

1 + x > 0 ehk x > -1, sest eX > 0 x mistahes 

reaalarvulisel väärtusel.

Kui eX (1 + x) <; 0, siis 1 + x < 0 ja x < -1.

Vastus: Ekstreemumkoht x = -1, kasvamispiirkond J-1 

ja kahanemispiirkond]- oo ; -1[ .

12.7. Funktsiooni tuletis on f s 12x2 - 30x - 18. Eks-
.... I

treemumkohad on need x väärtused, mille puhul f =0 .  

Seega ekstreemumkohad saame võrrandist

12x2 - 30x - 18 = 0 ehk 2x2 - 5x - 3 = 0,millest

x1 — —0,5 * ~ 3 •

Viimane arvudest on väljaspool nõutud piirkonda.

Et f"(x) = 24x - 30 ja f"(- 0,5) 0, siis 

x = - 0,5 on maksimumkoht ning

fmax= 4*(-0,5)5 - 15*(-0,5)2 - 18*(-0,5) - 5 = - 0,25. 
Leiame funktsiooni f(x) väärtused lõigu otspunktides: 

f(-1) = 4*(-1)5 - 15*(-1)2 - 18*(-1) - 5 = -6 ,
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f(1) « 4*13 - 15*12 - 18*1 - 5 * - 34. 

Järelikult f(1) on funktsiooni vähim väärtus loigul

[-1 , 1 ] .

Vastus: - 0,25} - 34.

12.8. Leiame funktsiooni tuletise, selle järgi ekstreemum- 

kohad.

Et y' i 2x2 - 2x - 4, siis y* * 0, kui 2x2-2x-4 = 0.

Seega ekstreemumkohad on x^ = - 1 ja x^ = 2.
A t

Funktsiooni kasvamispiirkonna leiame vorratusest у > 0 f 

mis antud juhul saab kuju

2x2 - 2x - 4 > 0 ehk x2 - x - 2 > 0.

Seega x < - 1 voi x > 2.

Funktsiooni kahanemispiirkonnaga on tegemist siieJf kui

y'(x) 0. Siit - 1 < x <  2 .
Funktsiooni graafiku 

visandamiseks uurime eel

nevalt funktsiooni (üles

ande 12.3 eeskujul) ja 

veendume,et maksimumpunkt

on (-1; 7^) ning miini-
о

mumpunkt (2; - 1^)«

“ Funktsiooni kumer us piir

kond on x < 2 » nõgusus-
Л

piirkond x > 5 3a graa-
л Ц A

fiku kaanupunkt (^ ; 2g). Graafiku visandamiseks voib 

valida veel täiendavaid punkte.

Vastus: Kasvamis piirkond on J-oo; - l [ y j 2  ; oo [ ja 

kahane mi spllrkond jj-1 ; 2 [ *

12.9. Olgu ringi raadius R, ristküliku küljed x ja y. 

Esitatud tingimuste kohaselt

2x + 2y * 40, x + у = 20, millest у = 20 - x. 

Ristküliku pindala S = xy = x(20 - x) * 20x - x2 .
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Pindala tuletis S = 20 - 2x .

Ekstreemumkoha leidmiseks peab võt

ma S = 0. Seega 20 - 2x = 0, 

millest saame x = 10.

Et S * -2 < 0, siis x = 10 on 

maksimumkoht, millele vastab 

у = 20 - 10 = 10. 

Maksimaalse ristküliku pindala

SmaT = 10.10 = 100 (cm2).

Kolmnurgast ABC leiame, et ringi diameeter

AC * I/aB2 ♦ BC2 ehk 2R « l/l02+ 102« 10 f T  (cm).

Vastus* 2R = 10 '/~2" cm, S^  = 100 cm2 .

12.10. Joone puutuja võrrand on

У - У0 * f'(x0)(x - xQ) kus (x0 ;y0) on puutepunkt.

Sirge у + 5x - 2 в 0 ehk у = -5x + 2 tous on -5,

seega ka puutuja tous on -5. 
t

Et у « 2x + 1, siis 2x + 1 = -5 > kust x = -3 . 

Fuutepunktl abstsiss on xQ = -3 ja puutepunkti or

dinaat yQ = (-3)2 + (-3) - 4 = 2 .

Puutuja võrrand on y-2= -5(x+3) ehk 5*+У+13 = 0. 

Vastus: 5 x + y + 1 3 = 0 .

12.11. Sirge у - 12x + 10 = 0 ehk у = 12x - 10 tous on

12, järelikult ka puutuja tous on 12. Otsitavate 

punktide abstsissid leiame võrrandi - 6x = 12
• 2 a

lahendite hulgast, kuna у = 6x - 6x. Võrrandi 

x2 - x - 2 = 0 lahendid on x^ = -1, x^ = 2.

Otsitavate punktide ordinaadid on

У1 = 2.(-1)5- 3*(-1)2 + 2 = -3 ja

У2 = 2*23 - 3*22 + 2 = 6  ning 

punktid on (-1; -3) ja (2 ; 6).

Vastus: (-1 ; -3) ja (2 ; 6).
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12.12. Funktsiooni tuletis on:

у = (2 sin x)2 - [(ein x) cos x + (cos x) sin xj

2 2
= 2 cos x - (cos x - sin x) ж 2 cos x - cos 2x.

7Г
Selle tuletise vaartus kohal -g- on: 

у ’ ф  .  2 сов%  - c o * f  . 2

Vastus: 2 ^ 3 - 1
T

Y ^ A
12.13. Joon у = | Z' loikab y-te Ige punktis (0; 3), s.t. 

et ka puutepunkt on (0; 3)*

Et y'(x) = x ~ - -  ^  ---j , siis
(x - 2) (x - 2)2

Joone puutuja tous on у (0) * 1 Ja puutuja vorrand. 

on у - 3 = 1 »(x - 0) ehk у • x + 3 .

Vastus: у = x ♦ 3 .

12.14. Olgu täisnurkse kolmnurga kaatetid a Ja b. Siis

а + b = 36» b а 36 — а .

Kolmnurga pindala S * ^  * *

Pindala tuletis on S * 18 - a. Skstreemumkoht on 
«

punktis, kus S а 0, siit 18 - а * 0 ja a *  18. ti
Bt S ж -1 <  0, siis а * 18 on maksimumkoht ning 

maksimaalse pindalaga kolmnurga kaatetid on 18 cm Ja 

18 cm ning hüpotenuus on 18 V*2* cm.

Vastus: 18 cm, 18 cm, 18 'fz om.

12.15. Lahendame selle ülesande kahel viisil.

Esimene lahendus.

Siin kasutame tuletise mõistet. Tähistame

f(x) a 3(sin x + cos x) Ja leiame f'(x)»3(coe x -

- sin x). Ekstreemumpunktis f'(x) = 0* Seega

3(cos x - sin x)=0, millest tan x *= 1 Ja x • -j—  .
I»

Kuna f (x) = 3(-sin x - сое x) a -3(ein x ♦ cos x ),
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'л JT ~ к
siis f. (-J-) <  0, mistõttu x = -jj- on maksimumkoht

ning avaldise 3(sin x + cos x) suurim väärtus on 

3/2.

Teine lahendus.

Teisendame lähteülesannet, korrutades ja jagades aval

dist /2" -ga, siis saame
Л А

3(sin x + cos x) = 3 l/2(—7=sin x + — r=cos x) =
VŽ  V 2

* 3 yiT(sin x cos-^- + cos x sin^-) = 3 V^sinCx + .

Saadud korrutis on maksimaalne (maksimaalne väärtus 

on 3 V~2) &uhul, kui sin(x + = 1 ,s.t* kui x=

Vastus; 3 •

12.16* Olgu silindri põhja raadius R ja kõrgus H,siis si

lindri täispindala

St = 2 Л-R2 + 2 7TRH.
Antud tingimuste kohaselt ruumala

V =ttR2H, millest H = — ,
7TR

Asendame täispindala valemis suuruse H ja leiame 

tuletise R järgi. Siis saame

St = 2 7TR2 + ning St '= 4 7TR - ^ 2  .

1
Funktsiooni ekstreemumkoht on punktis, kus Ŝ . = 0,

s.o. 4 7TR - = 0, millest R = - ^ J r

siis R = * V 21Г 0n m;S-inimumko '̂fc* 

Minimaalne kõrgus H
_  3 A I V  УГ 2

1Y

V a s t u s :  R = , и = j y i Z E I
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12.17. Olgu risttahuka mudeli põhiserv x ja kõrgus h, 

siis tingimuste kohaselt

8x + 4h = 120 ehk 2x + h = 30, millest h = 30 - 2x.

Risttahuka täispindala on

St = 2x2 + 4xh = 2x2 + 4x(30 - 2x) = 120x - 6x2 .

Täispindala tuletise abil saame võrrandi ekstreemum- 

koha leidmiseks.

St St’x 120 - 12x, siis St ' = 0 kui 120 - 12x = 0 ehk 

x = 10.
II

Kuna Ŝ . = -12 < 0 ,  siis x = 10 on maksimumkoht ning 

mudeli kõrgus h = 30 - 2*10 = 10 (cm).

Vastus: 10 cm.
p

12.18. Olgu joone у = 2x + 2  puutepunkt P(xo ; yQ), siis 

puutuja tõus on у (xQ), s.t. antud juhul у (xQ)* 4x q. 

Koordinaatide alguspunkti labiva puutuja võrrand on 

У = y ' U 0)»x, s.t. у = 4x qx .

St punkti Р(х0 » У0) koordinaadid rahuldavad parabooli
Л 2 а

võrrandit y = 2x + 2  kui ka puutuja võrrandit у =

* 4x.x, siis , о

0 у, ж 2*0 + 2 *

/о * '“о2 •
•• 2 2 2 

Sellest süsteemist leiame 2xQ + 2  и 4xQ ehk xft = 1,

Seetõttu xQ= ±1 ja yQ= 4. Seega puutepunktid on

(1; 4) ja (-1; 4) ning puutujate võrrandid vastavalt 

у = 4x ja у a -4x.

Vastus: у = 4xj у = -4x.

13*1. Olgu afctud võrdhaarne trapets ABCD, milles BC » AD. 

Joonestame trapetsi kõrguse CE, siis

EB = — -g ^  2 5 e 4 (cm).

Joonise põhjal
A E a A B - E B « 1 3 - 4 » 9  (cm).
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Et kolmnurk 

2
ABC on täisnurkne, 

a AE»EB, seega 

ehk EC = 6 cm.

Trapetsi pindala

Antud Juhul

15 + 5

s a + b

13.2.

6 = 54 (cm ).

Olgu antud vordhaarne 

kolmnurk, milles AB = ВС 

Ja BD в DE. Loik DE on 

kolmnurga keskloik ning 

seetottu DE = ^ AB.

1 ••
BD = 2 AB.Täisnurkses kolm-
A

nurgas ABD sin Ä  = ff “ 5* kus ^  on ^ P 11 A Juures 

asuv sisenurk. Siit järeldub, et «.= 30°.Samas kolm-

Analooglliselt leiame, et

BD

nurgas 

dusest leiame

ehk tan <* = BD

BD = 3 tan 30°
A

Kolmnurga pindala S = ^ah, 

Vastus: S = 3 \Гз" cm2 .

T *

= 3* = /з" (cm), 

s.o. S = 3 V T  cm2

Viimasest vor-

13.3-

Jboc

M 6oc

Paneme tähele,et kolm

nurga külgede pikkused 

peavad olema

3x, 4x Ja 6x. 

Toepoolest»sellisel Ju

hul nende suhe on 3:4:6. 

Kolmnurga iga keskloik

on paralleelne ühe küljega ja võrdub poolega sellest 

küljest, seetõttu kolmnurga KI/Ä küljed on 

1,5x; 2x ja 3x.

Tingimuste kohaselt

1 ,5x + 2x + 3x = 5,2 ehk 6,5x = 5,2 ja x = 0,8.
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Antud kolmnurga küljed on seega 2,4; 3*2 ja 4,8,

Vastus: 2,4; 3*2; 4,8.

13.4. Kui täisnurkse kolmnurga kaatetid on a ja b, kus 

b > a ning hüpotenuus c, siis b = a+10 ja с =a+20. 
lythagorase teoreemi järgi

Lahend -10 ei sobi kolmnurga kaatetiks. HÜpotenuus

on 30 + 20 = 50 (cm).
Vastus: .50 cm.

13 .5. Olgu ristküliku üks külg x, siis teine on 1? - x, 

sest ristküliku kahe külje summa on 17 . fythagorase 

teoreemi jargi

kolmnurgas CDL on LD = h. Et alue AD * AK + KL + LD,

а2 + (а + 10)2 = (а + 20)2 .
Siit saame ruutvõrrandi

a^ - 20a - 3ОО = 0, millest a^ s -10, a2 ■ 30

2 2 г 
(1/ - x) + x = 13 .

Siil saame võrrandi

x2 - 1 ?x + 60 = 0, millest x^ = 5» x^ = 12 
Ristküliku pindala on 12*5 * 60 (da2).
Vastus: 60 dm2 .

13.6. в С Olgu trapetsi kõrgus h* 

Täisnurksest kolmnurgast 

ABK avaldame lõigu AK

А К L D

Võrdhaarses taienurkees

Trapetsi pindala S = -g6 * «*. \f$ « 3 ^ ^ (cm2)

Vastus: cm2 .
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Trapetsi pindala vale

mist „ а + b v.S = ■ • n

avaldame
28П s —--- - .
a -f b

Teades trapetsi pindala 

ja aluseid saame siit

h » fg '*'+^2ö * ^ (cm). 

Kuna trapets on võrdhaarne, siis

AB - DC
-------5—

20 -  12 
---5—

AE * AB -

4 (cm) 

я 20 — 4 * 16 (cm).

ja

Täisnurkses kolmnurgas АСЕ lythagorase teoreemi jargi 

trapetsi diagonaal

AC V’a e2 + У337 (cm).

Vastus: V337 cm.

13.8, Olgu kolmnurga küljed a, 

b ja c,siis eeldatavasti 

AB = DC = с .

Tähistame Z.ADC = ec siis 

Z.BDC «Т- cx .

Kolmnurgas ACD koosinusteo

reemi poojal

ъ2 n2 ^ •Ъ = с + -7j- 2c* £cos — c2coüä Ot-

Rakendades sama teoreemi kolmnurgas BCD saame

? ? ж2 r cr2 p
а * с + -jj- — 2c* ^cos(7T — <x) = 4. с сое о..

Liites võrduste vastavad pooled leiame
2

♦ b2 . 2 . Sf , millest

С я

Vastus:

|(a2 ф b2) j®
'2,2 .2, 
r(a + b )

= У |(a2 + b2) .
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13»9« Olgu trapetsi alused a ja Ъ ning kõrgus h. Tra

petsi kõrgus jaotub kaheks võrdseks osaks, tihe trapet

si pindala on 10 + a h 
81 * “2—  * 2 » 

teise trapetsi pindala

S,
10 + b 
“2—

tflesapide sisule vastavail

si

4
10 + а 
1 Ü T T >

Arvestades trapetsi kesklõigu omadust, saame võrrandi

süsteemi
10 + а 
Т Г Г Б  =

Ю

Teisest võrrandist avaldame b ■ 20 - а 

selle esimesse võrrandisse saame

Asendades

50 + 5» я 30 + 60 - >a, millest а о 5 cm.
Trapetsi teine alus b = 20 - 5 » 15 (cm).

Vastus: 5 cm ja 15 cm.

1 3 .10. Olgu kolmnurga kõrgus h, siis alus on h 

tades kolmnurga pindala valemit saame

2

4. Kasu-

* 96. Siit

h^ = -12 (ei sobi) h2 = 16.

h - 4h - 192 = 0 ,  millest 

Ja

Järelikult kolmnurga kõrgus on 16 cm ja alus 12 cm. 

Vastus: 12 cm ja 16 cm.

Tähistame täisnurga 

poolitaja pikkuse tä

hega x. Jooniselt näe

me, et

8ABC “ ®BCP 4 SCPA* 
Kasutades kolmnurga 

pindala avaldamiseks va

lemit kahe külje ja nende külgede vahelise nurga liiau—

63



ae kaudu, voib kirjutada 

Seega

ab _ ax ein 45° bx sin 45‘ 
~T -----2---- ^  + ---Z "  '

ab =(a sin 45° + b sin 45°)x, millest x = | .

Vastus: ab V~2 
а + b

Vastus; d = \Гэ03 cm.

Rööpküliku diago

naali d avaldamiseks 

kasutame koosinusteo

reemi, mille kohaselt

,2 . .2  d = 11 + 23 -

- 2 • 23 • 11 cos 120%

13.13. Olgu kolmnurga ümberringjoone 

raadius R. Ühendame võrdhaarse 

kolmnurga ABC tipust A tõmmatud 

kolmnurga ümberringjoone diameetri 

teise otspunkti A^ tipuga B,siis 

nurk ABA^ on täisnurk kui dia

meetrile toetuv piirdenurk. Täis

nurksest kolmnurgast ABA^ saame, 

et võrdhaarse kolmnurga haar

AB = 2R со a -jp •

Raadiuse avaldamiseks kasutame kolmnurga pindala va

lemit kahe külje ja nende vahelise nurga siinuse kau

du. Selle kohaselt

S « % • 2R cos • 2R cos sin c* , ehk

S a 2R2cos2 sin oc, , millest R = -- cx
cos -j*

Vastus:
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13.14

13.15

13.16

13.17

Olgu täisnurkse kolmnurga 

kaatetid x ja y. Kolmnurga 

sisenurga poolitaja omaduse 

kohaselt võime kirjutada, et

T 5  * "§5 • 

Täisnurkses kolmnurgas lytha- 

gorase teoreemi järgi

„2 2 ,c2 
x + у = 35 .

Võrrandisüsteemist r 0 0
l x + у = 1225 ,

 ̂ “1 5

leiame, et (x « 21,

1 - - b

у « 28.

Kolmnurga ümbermõõt on 21 + 28 + 35 * 04 (cm). 

Vastus: 84 cm.

. Olgu täisnurkse kolmnurga üks kaatet x, siis teine 

kaatet on 70 - 29 - x = 41 - x . lythagorase teoree

mi kohaselt

(41 - x)2 + x2 » 292 .

Selle võrrandi lahendid on x . = 21, x„ о 20.
1 2

Kolmnurga pindala on 2(̂ 2^ * 210 (cm2).

Vastus: 210 cm2 .

» Kui rombi teravnurk on 60°, siis lühem diagonaal 

jaotab rombi kaheks võrdkülgseks kolmnurgaks, mille 

külg on 10 cm, seega ka rombi külg on 10 cm. Rombi 

pindala leiame kahe külje ja nende külgede vahelise 

nurga siinuse kaudu. Rombi pindala on seega

102 sin 60° = 100 . ж 50 |Гз (cm2). 

Vastus: 50 ]f,3~ cm2 .

Joonise järgi

AK = KD .

Seega kahe külje ja nende vahelise nurga võrdsuse 

tõttu
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13.

13*18.

on 8

А АКБ а Д DKB.

Siit AB = BD ning 

£ ABD on võrdkülgne

ja Z  BAD = 60°.

Rombi nurgad on 60° ja 

120°.

Vastusi 60°i 120°. 

Kolmnurga ABC pindala 

1
'ABC AB*BC sin

ülesandes esitatud tingi

muste kohaselt

= a , millest

"В AD * Л.АВ Ja Ц = fi ,

BE * |S*BC.

Joonise jargi AD + DB = AB. Asendades siia AD aval

dame DB AB kaudu, s.o.

«•AB + DB = AB, DB =(1 - <X)AB.

Kolmnurgad ВЕР ja ABC on sarnased. Kuna samaste 

kolmnurkade pindalad suhtuvad nagu vaetavate külgede 

ruudud, siis

S ~  * ( ü )  = f> 2* ***** ^BEF = P ^*SABC * 

Kolmnurga BDE pindala

SgDE* \ BD«BE sin p a ^*(1 -<х).дв» ß »БС sin ri *

Я 2*(1 - a ) • |'5 *AB»BC sin p В ( I -«)* 4

Leiamo kolmnurkade BDE ja ВЕР pindalade euh.t«$

Vastus:

^BEP

1

ft* sABC

1 -  ^  

ft
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14И.

Joonestame punktist В loigu BD _L AC ja ühendame 

punktid D ja B’, kus B' on punkti В projektsioon 

tasapinnal ^  * Kolme ristsirge pöordteoreemi pohjal on 

B’DJ-AC. Täisnurksest kolmnurga et ABD saame, et

sin • Seega AB =. AD
4 Оsin Tg* 2 sin

täisnurksest kolmnurgast ADB' saame, et 

sin f> = Ц-' , millest BE1 . AB sin в « a 8lB

Vastue: S-SiSjL

2 sin

2 sin

6 * 1 8  on — ■£— — 54 (cm2)

Kolmnurga tasapinna 

ja tasandi а vabelia© 

kaise tahulise nurga 

joonnurk on ^ B D B 1*^®. 

Täisnurksest kolmnur

gast BDB* saame

sin 45° * ehk

BD e 3 \[2 i ■ "̂ 2 *6(cm). 

Kolmnurga ABC pindal®

Vastus: 54 cm .
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14.3

14.4

Cj Joonestame punkrist 

MĈ j ± ja üiendaroe

punktid M ja B.sel ju

hul lõigu ВСЦ ristpro

jektsioon külgtahul AA^B^B 

С on lõik MB ning diago

naali ВСЦ ja selle külg- 

tahu vaheline nurk on 

В MBC1 = 45*.

Täisnurksest kolmnurgast MB^C^ leiame Pythagorase 

teoreemi järgi, et MC^ * 4 cm,järelikult ka MB =4 cm. 

Täisnurksest kolmnurgast MBB^ I^thagorase teoreemi

jargi 2 2 2 r-
B B * = 4^ - 3 = 7. BB1 = f? cm.

Prisma põhja pindala on = 12 (cm2) ja ruumala

V * 12 f? cm5 .

Vastus: 12 )l~7 cm5.

Joonestame punk

tist S lõigu SE 

risti küljega BC 

ja ühendame punk

tid О ja E. Kol

me ristsirge teo

reemi pöördteoree- 

mi põhjal on

OS J-BC. Järelikult 

/- SEO on kulg- ja 

põhitahu vahelise 

kahetahulise nurga joormurk, s.t. ^  SEO = 60°. Püra

miidi apoteemi leiame täisnurksest kolmnurgast SOE.

Et cos 60° = —järg , siiä SS = 8  cm.

Püramiidi külgpindala on i »4»8*8 = 128 (cm2)

ja täispindala on 64 + 128 = 192 (cm2).

2
Vastus: 192 cm .
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- OE2 ■ \ftb2cos2-^

St OS в EC, siis täis

nurkse at kolmnurgast SOB 

saame püramiidi kõrgus*

— b2sin2-^ * Ъ Veos ot •

Kuna on joonestatud 

SB J_BC,süs kolme rist- 

sirge pöordteoreemi ko

haselt on OB X  BC. Täis

nurksest kolmnurgast SBC 

leiame, et

SE«b ooe4jr ja EC=b sin|p.

Püramiidi ruumala avaldub valemiga

2
V = “ ^*(2b sin-^r) • b V oos a  ■ ^

Vastus: \ b W f  ^COS 01 .

sin -J-/cos a  .

14.6. Kulgserra SB pro

jektsioon põhitahul 

on OB, jarilikult 

8B0 on kulgserva 

ja põhja vaheline 

nurk s.o.

<1SB0 * 60°. 

Kolmnurgast SOB saab 

arvutada OB ja SO.

cos 60° * ~  ,

siis OB = g, ning et sin 60® * siis SO в .

St

SO
а

Püramiidi põhjaks oleva ruudu diagonaal on a.Bt ruu

du pindala võrdub poolega diagonaalide korrutisest, 

siis põhja pindala

S. а • а
2 ac

Püramiidi ruumala •2 - U  - «3У7

Vastus:

1 а . аГ 3
ут ТГ

12
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14.7. Täisnurksest kolnmurgast ADB 

saab leida silindri põhja raadiu

se r, sest

(2r )2 = a2 + ac 

Siit 4r2 = 2a2 Ja

Korraparase nelinurkse püstprisma

põh.iserv AB on risti külgtahuga

AlA^D^D, seega see põhiserv on

risti iga sirgega sel külgtahul, s.t. AB X  AD^ ja

Л ABD- on täisnurkne. Sellest täisnurksest kolmnur-
1

gast leiame

tan a  = jj- , s.t. AD1 = ^skõC *

Täisnurksest kolmnurgast ADD^ leiame silindri kõr

guse h. St p o o
V V f  = A D ^  - AD , siis

DD„ 2tan a

„2 a2(cos2 <*- sin2«.)el s ■■■"■' ■ '■ ■■■ —  ■«■■■ — ..- ■
sin <*■

ning

а /cos 2d
DDi * L b » —  = h -

Silindri külgpindala on S^ = 2 fTrh, seega

<9 _ о it . _a_ . a /cos 2» ^ a 2 / 2  cos 2 <X 
к * y~2 sin ä * sin ot *

Vastus, ■ Уа °°a ^

14.8.
&

К
\

\
N\

iC

Kolmnurgast ABC leiame koo- 

sinuateoreemi kohaselt

AB2= 32+ 52- 2.3*5 cos 120° =

= 9 + 25 + 30Л = 49-

Seega AB = 7 cm.

Et suurima külgtahu pindala on
2 A

35 cm ja põhiserv 7 cm, siis 

prisma kõrgus on 5 cm.
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Prisma põhjaks oleva kolmnurga pindala saab leida ka

he külje ja nende külgede vahelise nurga siinuse kaudu:

Sp = sin 120° = 7,5 sin 60° * ^  S T  (cm5).

“ 375 V 5
Prisma ruumala V * 1 cm'

Vastus:, Z ž ü o « 3

Kulgserva AS pro

jektsioon püramiidi 

pohjal on AO, see

ga külgserva ja 

pohja vaheline nurk 

SAO = 45°. Täis

nurkses kolmnurgas 

ABC hüpotenuus AC= 

ж a . Bt kolm- 

nurk ASC on vord-

haarne, siis AO = - ja püramiidi kõrgus h •

Püramiidi ruumala V = ^Sph, V = ■ a .

Püramiidi täispindala avaldamiseks leiame apoteemi m 

kolmnurga st SOS:

Püramiidi taispindala 

.2 . 1 а
St == VJ = ♦ s*2 i/з * »  ( \ZJ + 1).

Vastus: V = , St = a2( у'Т + 1).

14*10. Joonisel vaatleme uhte osa

korrapärasest kuusnurksest pü

ramiidist. Kolmnurk AOB on 

võrdkülgne ja selle pindala on
2 l, -

. Püramiidi pohjapindala

2 ,rr ,.2
4

eMga 6.
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Vordkulgse kolmnurga, mille külg on a, kõrgus on .

E*t QE a OS *з siis püramiidi apoteem

SB я ^OE2 + OS2 = ]{ ^ Щ 2 + ( ^ ß ) 2 « f  /б" • 

Püramiidi külgpindala

вк- 

ja taispindala

2 ,г? ,_2
S^ = S_ +

2
Vastus: 2 C O (1 t/2) .

Olgu regulaarse tet- 

raeedri serv a. Siis 

ühe tahu pindala

S £УГ

Vordkülgse kolmnurga 

kõrgus on .Tais

nurksest kolmnurgast

OLC leiame cos 30° ■ LC ; ОС = I : ОС.

Siit ОС = g 'cõs ~ = ■y= • Täisnurksest kolmnurgast

SOC voib kirjutada, et
2 2 2 

OS* + ОС = SC*

Siit saame о
2 а 

а - —2 » H 2,

ehk

2 «2 
3 *  =

•“• ( t s

H2 , a‘ ¥  •

Asendades püramiidi ruumala valemis S ja a saame

Vastust V =

H-
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в
See püramiid on regulaarne tetraeeder, tema uhe ta

hu pindala S =* —  Ja ruumala V » ^ ~ ^ ^ h  * b.

Püramiidi kõrguse h saab avaldada täisnurksest kolm

nurgast SOD, kus

SD = Ja OD s j AD ■ •

2 2 2 
lythagorase teoreemi Jargi SO * SD - OD ehk

' (^) " ^  ' тг ’ Seega w  j f  •
Püramiidi ruumala

1 a 2 V T  . i ГГ a5 \f2
V ж Г“1* * Ä 1/3 * 1 2  *

Täispindala on neljakordne ühe tahu pindala, s.o.

S « 4. s i ü  . a2 /?I

h2

Vastus: V

T

» S * а2 Л̂з

14.13. Olgu silindri korgus h Ja pohja raadius r, siis 

ülesandes esitatud tingimuste kohaselt

(2 ТГ rh ш I  ,

[ 2JTr ш tT .

1 1
Süsteemi lahend r * ^ , h « j .

Silindri ruumala V = ff r^h * 415 /г

Vastus:
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14.14. Olgu koonuse moodustaja s ja 

põhja raadius r. Siis koonuse 

põhja pindala Sp * 7ГГ ja küig- 

pindala »  JTvm. Selle koonuse 

telglõige on võrdkülgne kolmnurk, 

kus m =2r ja nõutud suhe

= 2 : 1 .

Vastus: 2: 1

?Tr.2r

14.15. Olgu silindri korgus H ja 

põhja raadius r . Täisnurksest 

kolmnurgast OLB saame:

OL = R —sin 60°= ^ ja

cos 60°=
LB LB s R cos 60°= R

2*

ruumala

Silindri kõrgus H = R Уз~ ja põh-
ТЭ

da raadius r = 5 ning silindri

7TR'

Ruumala arvuline väärtus on V = 16 /r 1/ 3 cm3 . 

Vastus: l e T V ^ T c m 3 .

14.16. Olgu silindri põhja raadius r 

ja kõrgus h. Siis silindri täis

pindala st * 2 тгг(г + h).

Joonisel viirutatud kujund on 

kuubi põhi. Silindri kõrgus võr

dub kuubi servaga, s.o. h = a. 

Silindri põhja raadiuse leiame 

täisnurksest kolmnurgast OKC.

fit cos 45° = I : r, siis г =
а а а \ЛГ

2 cos 4$4 “ 2 = ~  
Silindri täispindala

St * гг. S-|I (aVI + a) ,,Уа2(

Vastus: T a2( /2 + 1) .
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18,

Tähistame koonuse põhja raa

diuse tähega r ja koonuse kõr

guse h-ga. ülesande tingimus

te järgi h * lj. Täisnurksest 

kolmnurgast NOP зааЪ avalda

da põhja raadiuse r :

ir -(tr
r . f ß - .

Koonos® ruumala
7П?

Kui R = 10 cm, siis V * 125 свг.

Olgu otsitav nurk <x. Kolmnurgast MNP saame

CKtan -Tr-

Ot
Seega а 60° Ja ot * 120°. 

Vastus: V = 1257Г cm^, ос» 120е

JooniseJl on kujutatud koonu

se telglõige. Kera ruumala va

lemi järgi saab leida kera raa

diuse R.

Et 8 ш tirr3„ siis
3  --------

6 * JT R5 Ja Й * l/~r~ * 

Koonuse põhja raadiuse r • KB 

leiame täisnurksest kolmnurgast 

0KB seose

tan 50 pohjal. Siit

KB

Põhja raadiuse ruut rÄ

Koonuse kõrguse h avaldame täisnurksest kolmnurgast 

SKB. Et tan 60° a siis



Koonuse ruumala ^

V ж ^7Tr2h « I JT. 3 ~ j • 3 a 18 (cm3).

Vastus: 18 cm5 .

Pöördkeha koosneb kahest 

koonusest, millede põhjad, 

on koos. Olgu koonuse pohja 

raadius r. Siis pöördkeha 

ruumala

V * \ /Гг2.В0 + J Гг2.ОС =

а ^Гг2(В0 + ОС) = J /Гг2а.

Kolmnurgas ABC siinusteo-

reemi pohjal

AB _______ a_________
sürTjT s sin [18Ö -( fb + j*' )J’

sellest AB = • K0011118® pohja raadiuse

r avaldame täisnurksest kolmnurgast ABO seosega

e in  p . f c .  s m  Г  .  AB Bln ц .  •

2
Asendades suuruse r pöördkeha ruumala valemis,

x о 2
____  TTa^sin ß sin ^
saame V * м— u-----•—  .

3 sin ( ( b + f )

Vaatus. Уа3 sin ^ s i n ^ .  e

3 sin ( |ft + /-)
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ülesanded Lahendused

S I S U K O R D

1 . Protsendid 3 20

2, Arvutamine ja algebraline teisendamine 4 21

3. Funktsiooni maararaispilrkonna leidmine 5 24

4. Võrrandid ja võrrandisüsteemid 5 25

5. võrratused ja vorratusesüsteemid 7 29

6 . J uurvõrrandid 8 32

7. Jadad 9 33
8 . Logaritmid, eksponent- ja logaritm

võrrandid 10 36

9« Vektorid 11 41

10* Trigonomeetrilised teisendused 12 43

11. Trigonomeetrilised võrrandid 13 47

12. Tuletise rakendamine 14 51

13. Planimeetria 15 59
14. Tahk- ja pöördkehad 17 67
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