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Vorwort.

Bei Beginn meiner Lehrthätigkeit hatte ich dem geometrischen
Unterrichte das damals hier allgemein gebrauchte Lehrbuch von

Legendre zu Grunde gelegt. Es wollte mir aber nicht gelingen
eine eben so allgemeine und freudige Theilnahme für diesen
Unterricht zu erregen, wie für den arithmetischen. Die oft im

Unmuth an mich gerichteten Fragen: Wozu dient denn eigentlich
die Geometrie? was nützt dieser oder jener Satz? was habe ich
von dem Erlernen dieses oder jenes schweren Beweises? — ließen
mich den Grund für die Abneigung so mancher Schüler die

Geometrie zu erlernen in der gangbaren Lehrmethode erkennen,
welche dem Schüler ein Chaos zusammenhangloser Sätze dar-

bietet, das weder Zweck noch Ziel erkennen läßt und daher auch
nicht geeignet ist sein Interesse zu erregen. In Folge der plan—-
losen Zusammenstellung der Sätze erscheinen die einzelnen Beweise
derselben als eben so willkürliche wie gekünstelte Combinationen

vorangegangener zerstreuter Lehrsätze, so daß sie den Schüler
eben so wenig zu einer productiven Thätigkeit veranlafsen und

befähigen können, als der Lehrgang selbst es vermag. Zudem

werden die Beweise meist (und namentlich bei Legendre) in einer

Darstellung vorgeführt, die selbst die Uebersicht des Ganges und

damit auch das Behalten des Beweises ungemein erschwert. —

In Folge dieser Erwägungen war es mir erklärlich, daß das Er—-

lernen der Geometrie vielen Schülern zur wahren Tortur werden

konnte, und ich entschloß mich daher die alte Euklidische Lehr—-

methode ganz aufzugeben und auch in der Geometrie den Gang
einer wissenschaftlichen Untersuchung einzuschlagen, wie ich es
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schon früher in der Arithmetik gethan hatte: Jede Raumform
unterwarf ich einer Erörterung in vierfacher Hinsicht, in Hinsicht
der Lage, der Form, der Größe und der Abhängigkeit von ihren
Elementen. Für die bei den Erörterungen gewonnenen allge—-
meinen Erkenntnisse wurde die Begründung ebenfalls gemeinsam
angestrebt und gefunden, und so erschienen denn auch die Beweise
dem Schüler nicht mehr als aufgedrungene Künsteleien, sondern
als natürliche und nothwendige Errungenschaften seines eigenen
Nachdenkens zur Feststellung der empirisch gefundenen Wahrheiten.
Zur Belebung der productiven Thätigkeit erhielten die Schüler
am Schlusse eines jeden Abschnittes leichte, nicht unmittelbar zum
Systeme gehörige Lehrsätze, für die sie den Beweis selbständig
zu suchen hatten: Nicht jeder fand den Beweis, doch immer

einige, die dann als Lehrer der Schwächeren, meist in den Zwischen-
minuten, auftraten und nicht wenig zur Förderung der Sache
beitrugen. — Ich hatte bald die Genugthuung, daß nicht nur

die früheren so ostensiblen Fragen nach Zweck und Nutzen der
Geometrie verstummten, sondern daß auch die Schüler sich willig
und gern der zeitraubenden Bearbeitung des Vortrages unter—-

warfen (denn ich hatte nur die Lehrsätze dictirt). — Da aber in

den späteren Abschriften der so entstandenen Hefte sich vielfältig
Lücken und Fehler zeigten, so entschloß ich mich, den Bitten meiner

Schüler willfahrend, mein Manuseript drucken zu lassen. So er—-

schien denn die jetzt vollständig vergriffene erste Auflage dieses
Buches ohne Pretension auf weitere Verbreitung, daher ohne
Vorwort und im Selbstverlage.

Inwischen habe ich bei ausgebreiteterer Bekanntschaft mit der

pädagogischen Literatur gefunden, daß auch viele namhafte Lehrer
Deutschlands, seitdem die Mathematik in den classischen Gymnasien
als ein wesentliches Bildungselement mehr und mehr Anerkennung
gefunden hat, die alte Euklidische Lehrform aufgegeben und mit
mir ähnliche Bahnen eingeschlagen haben um den gesteigerten
Anforderungen zu genügen. — So glaube ich mich denn berech—-
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tigt das im vorliegenden Lehrbuche niedergelegte System als im

Prineipe anerkannt zu betrachten, und es bleibt mir nur der

Wunsch übrig, es möge mir auch die Darstellung in so weit
gelungen sein, daß das Büchlein in der neuen Bearbeitung einer
freundlichen Berücksichtigung meiner Fachgenossen werth und so—-
mit zur Förderung und Hebung des geometrischen Unterrichtes
beizutragen geeignet sei.

Da das Lehrbuch zugleich und vornehmlich ein Handbuch
für Schüler sein soll, so hat die Entwickelung des Ganges nicht
durchweg zur Darstellung gelangen können, indem eine vollständig
durchgeführte Analyse (die ja die Sätze erst in umgekehrter Reihen-
folge zu Tage fördert) dem Schüler die Recapitulation erschweren
würde, während die hier und gelegentlich im Terte gemachten
Andeutungen genügen werden um den Lehrer in Betreff des beim

Unterrichte einzuschlagenden Weges zu instruiren. — Auch bei
den Beweisen habe ich mich meist darauf beschränkt ihnen eine

Darstellung zu geben, welche die Uebersicht des Ganges möglichst
erleichtert, während ich es für durchaus geboten erachte, daß bei
dem Unterrichte jedem Beweise eine Analyse desselben vorangehe.
Bei Sätzen, die mehrere Fälle involviren, habe ich die Beweis-
form stets so gewählt, daß derselbe Beweis für alle Fälle und

Lagen paßt, und ich erlaube mir besonders auf die Beweisform
für die Gleichheit zweier Verhältnisse aufmerksam zu machen,
welche einmal erfaßt in jedem besonderen Falle leicht Anwendung
findet. Ist schon die Trennung des incommensurablen Falles
von dem commensurablen an sich mißlich, so erheischt der für den

ersten Fall angestrebte indirecte Beweis jedesmal einen beson—-
deren Kunstgriff um den Widerspruch hervorzubringen, und der
Beweis läßt daher als eine Künsftelei nicht nur unbefriedigt, son—-
dern wird auch leicht vergessen und dann schwerlich je von dem

Schüler reproducirt. ;

Daß der Schüler auch durch Lösung geometrischer Aufgaben
zur produetiven Thätigkeit veranlaßt und befähigt werden müsse,
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ist wohl allgemein anerkannt. Aus der Zahl guter und reich-
haltiger Aufgabensammlungen dürfte jedoch den Schülern nur

Wöckel's Geometrie der Alten allgemeiner zugänglich sein; die

Art aber wie hier die Lösungen angedeutet sind, verleitet die

Schüler zu einem planlosen Tatonniren, indem sie nur durch

Gewöhnuag an eine ordentliche Analyse zur Selbständigkeit ge—-

langen können. — Daher habe ich es angemessen gefunden dem

Lehrbuche einen Anhang mit vollständig gelösten Aufgaben bei—-
zufügen, als Anleitung und Muster für die Schüler.

In Bezug auf die gebräuchlichen Zeichen und Abkürzungen
scheint es mir wünschenswerth, daß auch für den Logarithmus
eben so wie für alle übrigen algebraischen Functionen ein einfaches
Zeichen allgemein eingeführt werde. So gut man die Gleichung

a»— b in a auflöst, indem man a — E schreibt, so kann

man sie in n auflösen, indenm man n — r setzt. DasZeichen

empfiehlt sich einmal als umgekehrtes Wurzelzeichen und dann,

weil es eben so gut an ein L erinnert, wie das Wurzelzeichen
an ein r. In Ermangelung geeigneter Typen ist im Anhange

statt des gebräuchlichen log. das Zeichen A gebraucht worden.

Schließlich halte ich mich für verpflichtet der Verlagshand-
lung für die sorgfältige und saubere Ausstattung des Werkes

meinen Dank auszusprechen

der Verfasser.

Dorpat, im Januar 1876.
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Einleitung.
Geometrische Vorbegriffe.

I. „Die Geometrie handelt von den Gebilden des

Raumes.“ ;
Oer Begriff der Ausdehnung und des Ausgedehnten, des Raumes,

entsteht in uns durch Bewegung.
Wenngleich die Definition der Bewegung den Begriff des Raumes voraus—-

setzt, so ist doch der letztereBegriff der ursprüngliche, da wir uns der Bewegung
unserer Gliedmaßen unmittelbar bewußt werden, und die Netzhautbilder erst durch
Vermittelung des Tastsinnes — also durch Bewegung — als aus außer uns

besindlichen Ursachen stammend, d. h. als räumlich erkennen.
Im Raume ist nach allen Richtungen Bewegung möglich: „Der

Raum ist das allseitig Ausgedehnte.“ — Die Ausdehnungen
des Raumes sind endlos, grenzenlos.— „Der Raum ist unendlich.“
— Im unendlichen Raume giebt es endliche, begrenzte Räume, die wir

Körper nennen. —

I. So wie wir zur Vorstellung des Raumes überhaupt, so

gelangen wir auch zur Vorstellung der verschiedenen Raumgebilde durch
Bewegung. — Das sich Bewegende aber ist Körper — denn ein

Nichtseiendes können wir uns überhaupt nicht, geschweige denn in

Bewegung denken. — Richten wir aber unsere ganze Aufmerksamkeit auf
die Bewegung, so sehen wir unwillkürlich ganz ab — wir abstrahiren
— von den Dimensionen des sich Bewegenden, und in so fern wir das

thuen, nennen wir es einen Punkt “.
Der Namen Punkt fordert uns also stets auf ganz abzusehen von

den Dimensionen des betreffenden Körpers, und nur daran zu denken,
daß er eine Stelle im Raume einnimmt.

* Abstrahiren heißt nicht leugnen, sondern abstreifen, absehen, also
doch von etwas wirklich Vorhandenem.

*) Der Astronom nennt die Erde einen Punkt, wenn er die Eigenschaften
ihrer Bahn beschreibt. :

Paulson, Planimetrie. 1
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11. Der Punkt in Bewegung erzeugt die Vorstellung, der wir
den Namen Linie geben. — Die Art der Bewegung bedingt die Form
der Linie; die Größe des Fortschrittes aber die Länge derselben. —

Erfolgt die Bewegung eines Punktes nach einem bestimmten Gesetze,oder genügt sie einer gegebenen Bedingung, so nennen wir die Linie
auch den geometrischen Ort des Punktes — Der geometrische Ort
eines Punktes, welcher in seiner Bewegung stetig auf ein
Ziel (auf einen zweiten Punkt) hin strebt, heißt die gerade Linie.

Grundsatz. Die gerade Linie ist durch zwei Punkte unzwei—-deutig bestimmt.
Folgerung. Zwei Gerade können daher höchstens einen Punkt

gemein haben, denn haben fie zwei gemein, so bilden sie nur ein Gerade.
Zwei Punkte haben einen bestimmten Abstand. — Die Gerade

allein ist durch zwei Punkte bestimmt, daher ist die gerade Linie der
Ausdruck des Abstandes. — DasStreben auf ein Ziel hin nennenwir Richtung; die gerade Linie ist daher auch der Ausdruck der
Richtung. Faßt man die Gerade als Ausdruck der Richtung, so istsie unbegrenzt, unendlich zu denken; faßt man sie als Ausdruck des
Abstandes, so bilden die sie bestimmenden Punkte zugleich ihre End—
oder Grenzpunkte. — Aendert der sich bewegende Punkt stetig seineRichtung, so beschreibt er eine stetig gekrümmte Linie; ändert er die
Richtung sprungweise, so entsteht eine gebrochene Linie. —

WWV. DODie Bewegung einer Linie erzeugt im Allgemeinen die Vorstel-
lung der Fläche. Die Bewegung einer geraden Linie kann man sich als
eine zweifache denken: Entweder verläßt die Gerade ihre ursprünglicheLage so, daß alle Punkte zugleich heraustreten und eine fortschreitende
Bewegung ausführen, oder die Gerade bewegt sich um einen festen Punkt.Erstere Bewegung nennen wir eine parallelfortschreitende, letztereeine drehende Bewegung. — Die parallelfortschreitende Bewegungeiner Geraden erzeugt die Vorstellung einer durchweg geraden
Fläche, welche Ebene genannt wird. — Auch durch !drehende Bewe—-
gung wird die Vorstellung einer Ebene erzeugt, wenn man nehmlich die
sich drehende Linie zugleich längs einer zweiten Geraden gleiten läßt.In der Folge werden alle Gebilde als in der Ebene liegend vor—-ausgesetzt, daher die Bezeichnung Plan imetrie.

V. An den durch Bewegung erzeugten einfachen Vorstellungendes Raumes hat die Geometrie zu betrachten:
1 Die Größe der Ausdehnung, oder kurz — die Größe.2) Die Art der Ausdehnung, oder die Form. —
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Sowohl nach Größe als nach Form kann eine Raumform
durch andere, einfachere, bestimmt sein. Man nennt die letz—-
teren die Elemente der ersteren, und es hat die Geometrie

daher noch zu betrachten:
3) Die Abhängigkeit von den Elementen.

O Die Lage.
Aus diesen Betrachtungen ergeben sich neue Gebilde, die dann

denselben Erörterungen unterliegen. :
Eine aus dem aufgestellten Begriffe sich unmittelbar ergebende

Wahrheit wird ein Grundsatz oder Axiom genannt. Alle weiteren

Erkenntnisse werden als Lehrsätze hingestellt; ihre Giltigkeit wird durch
einens.g. Beweis erhärtet. Der Beweis hat durch Schließen oder

Folgern zu zeigen, daß der betreffende Satz eine nothwendige Folge
bereits anerkannter Wahrheiten ist. — Ist ein Satz in dem Beweise
eines anderen Satzes mit bewiesen, so wird er als Zusatz dem ersteren
beigefügt. — Ist dagegen ein Satz bloß das Refume einer vorange—-
gangenen Betrachtung, oder eine unmittelbare Folge eines anderen Sahes,
so habe ich ihn eine Folgerung genannt.

Die Formen des Schließens sind:

De()-b 2a—es) a e 4 —e
a—e bec b—d d

0 b a—b ab—c—d a—b—c—d

sae 6a*e a— b a —b—-
— d p—d b—e c d

axbcxXd a:b—c: a—e ace —b—d

—r wa— wie— 1— ;
—— — —7

a—— b—d axXe—bxa ate—bd a e—h Ha

13) a — b 14a*hb 15a b 160a— bh
— e—d c—4 ——4

a—c —b—d aXc—bXd a:c b:4 a—e — b—d

Zur Erklärung der hier und im Lehrbuche gebrauchten Symbole
diene die Bemerkung: Zwei gleichlaufende Striche drücken Gleichheit
aus, und zwar horizontal gestellt, Gleichheit der Größe; vertikal

gestellt, Gleichheit der Richtung. — Zwei ungleichlaufende Striche
drücken Verschiedenheit aus, und zwar steht das Kleinere nach der Seite
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der Converganz. — Ein Strich unter zwei Gleichungen bedeutet folglich
d. h. das unter dem Strich stehende ist wahr, wenn das drüber Stehende
wahr ist. ;

Merkt man sich noch, daß - (a) eine jede Abhängigkeit von a

bezeichnet, so lassen obige Formen sich leicht in Worte kleiden):
N Statt einer Größe kann man stets eine ihr gleiche Größe setzen.
2) Zwei Größen, die einer dritten gleich sind, sind auch einander gleich.
3) Gleiche Größen geben auch gleiche Summen.

2c.

Es ist bei den Geometern üblich diese Formen des Schließens, in Worte
gekleidet, allgemeine Grundsätze zu nennen, was ein Mißgriff ist: Sie ent—-
sprechen vollkommen den logischen Figuren, die kein Logiker Grundsätze nennt.

—
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Erster Abschnitt
Die Größe und Lage der Linien in der Ebene.

Cap. I.

Die Größe.

Sl. Die Größe der Linien bei gemeinsamen Endpunkten.
1. Definition. Linien sind gleich groß, wenn sie bei

gemeinsamen Endpunkten sich decken.

2. Folgerung. Gerade Linien mit gemeinsamen End—-

punkten sind gleich
3. Grundsatz. Bei gemeinschaftlichen Endpunkten ist

die gerade Linie unter allen die kürzeste.
4. Lehrsatz. Von zwei elnmal gebrochenen Linien mit

gemeinschaftlichen Endpunkten ist die umschlossene stets klei—-

ner als die umschließende.
1. Fall. Der mittlere Punkt M) der umschlossenen Linie (ADO)

liegt auf der umschließenden (ABO. sFig. 1

Bew. Hier haben die beiden gebrochenen Linien (ABC und ADO)
das Stück DO gemein. Von dem nicht gemeinschaftlichen ist aber das

Stück ABD, der umschließenden Linie, größer als das Stück AD der

umschlossenen (3.). Mithin ist auch die ganze umschließende Linie größer
als die umschlossene.

ABRD — AD (.3)
DOC— DOC

ABD - DCO— AD 4 DO (E.3.8.)
d. h. ABO— ADO

/
A

0

2. Fall. Der mittlere Punkt der umschlossenen Linie liegt nicht
auf der umschließenden. sFig. 2.]

Bew. Weil hier die beiden gebrochenen Linien (ABC und ADO)
kein Stück gemein haben, so lassen sie sich auch nicht unmittelbar mit

einander vergleichen. Man muß daher eine dritte Linie suchen, mit

welcher sich beide vergleichen lassen.. Diese dritte Linie erhält man,

wenn man den einen Theil der umschlossenen verlängert, bis die Ver—-

Fig. 1.

B
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längerung die umschließende Linie (in dem Punkte E) trifft. Alsdann
hat man zwischen den beiden Endpunkten A und C drei gebrochene
Linien: ABC, AEC und ADC, und es ist nach dem vorigen Falle:

; dis 2.

ABC— AEOC —

AEC AO6
um so mehr ABO— ADC (E.38.7)

A 9

5. Lehrsatz. Von zwei mehrmals gebrochenen Linien
einfacher Krümmung ist die umschlossene kürzer als die um-—
schließende.

Bew. Ist ABODE die umschließende, AFGN die umschlossene,
mehrmals gebrochene Linie, so verlängere man die einzelnen Theile der
umschlossenen Linie, bis die Verlängerungen die umschließende treffen
(in den Punkten H und Hz; alsdann ist: ʒ

: „/Beide haben HDE gemein und

Beide haben AF u. IE gemeinAHDE — AVJIE
und FUDI— F 3 3)A

ABCDES AFIE (S 3.7)
Sie haben AVG gemein und

ABODE—AFGE (&.3.7.) ;

F

6. Lehrsatz. Unter allen Linien einfacher Krümmungzwischen denselben Endpunkten ist die umschlossene die
kürzeste. [Fig. 4.

Fig.4.VBew. Ist ABC die umschlossene Linie F

und nicht kürzer als die sie umschließenden, so
muß unter den letzteren doch eine sein, welche
die kürzeste, also auch kürzer als ABC oder
ihr höchstens gleich, ist. — Es sei nun ADC A c

diese kürzeste Linie, so kann man auf ihr immer zwei Punkte H und NH
so wählen, daß die gerade Linie (ANH zwischen denselben, die Linie
ABO nicht schneidet. — Dann ist aber HI als gerade Linie kürzer als
HDJ, mithin auch AHJC kürzer als ADC, und umschließt zugleichABC. Also kann ADO nicht die kürzeste sein, sondern alle umschlie-henden Linien sind länger als ABC. -

Fig. 3.
c
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Bemerkung. Wird die eine von zwei krummen Linien, mit

gemeinschaftlichen Endpunkten, nicht von der anderen umschlossen, so läßt
sich über ihr Größenverhältniß auch nichts Bestimmtes sagen. Nur über

das Größenverhältniß ihrer Theile läßt sich noch folgender Satz aufstellen:
7. Lehrsatz. Wenn zwei einmal gebrochene Linien mit

gemeinschaftlichen Endpunkten sich schneiden, so sind die sich
schneidenden Theile zusammen größer, als die sich nicht
schneidenden Theile. AFig. 5.1

Bew. Schneiden sich die gebrochenen Linien ABC und ADC in

E, so werden die sich. schneidenden Theile in je zwei Theile zerlegt und

es sind nun die beiden Theile AL und BE zusammen größer als AB,
die Theile DE und CH zusammen größer als DOC. Folglich sind die

vier Theile, d. h. die beiden sich schneidenden Theile AD und BC

zusammen größer als die sich nicht schneidenden AB und DC.

Fig. 5.
AE 4 EB—AB

1 les

A E —6 0 e —
d 6 d

2. Die Ausmessung und das Verhältniß gerader Linien.

Läßt sich eine Linie mehrmals von einer anderen Linie abschneiden,
so daß kein Rest bleibt, so heißt sie ein Maß der anderen, — letztere
ein Vielfaches der ersteren. — Die Zahl aber, welche angiebt, wie

oft das Maß in der vorgelegten Linie enthalten ist, heißt die Maßzahl
dieser Linie. 8

Ist z. B. die Linie CD vier Mal in der Linie AB enthalten, so ist AB das

Vierfache der Linie CD und man schreibt AB —4. OD, oder auch 8 4d. h.
AB gemessen turch CD giebt 1. -

Läßt die größere von zwei geraden Linien, durch die kleinere

gemessen, einen Rest, so ist eine dritte Linie denkbar, welche zugleich
ein Maß beider Linien ist. Diese dritte Linie heißt das gemein—-
schaftliche Maß beider Linien.— Das Verhältniß der Maß-
zahlen bestimmt dann zugleich das Größenverhältnißder
beiden Linien. :

Bezeichnen wir das gemeinschaftliche Maß der beiden Linien a und

b durch m, und sind a und ß die respectiven Maßzahlen, so ist:
a—I.m

b—ßm
a:ba.m:ß.m a:h.
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Gelesen: Die Linie a verhält sich zur Linie b, wie a zuß)Ist aber b — ß. m, so ist m der Bte Theil der Linie b; — istnun zugleich a — a. m, so kann man sagen: der Bte Theil der Linie hgiebt amal gesetzt (addirt die Linie a, was man also in Zeichen ausdrückt:
a

a —.b.
8

Im weiteren Sinne nennt man nun auch den Bruch Maßzahlder Linie a, indem man b als Maßeinheit setzt. -
In diesem Sinne sagen wir z. B. eine Linie ist Zolt lang.18. Aufgabe. Es soll das gemeinschaftliche Maß zweier Linienermittelt werden. :

Lösung. Sind AB und CD die gegebenen Linien, so schneidetman die kleinere (0D) so oft als mööglich bon der größeren (AB) ab,den Rest B) ebenfalls so oft als möglich von der kleineren (CD), denabermaligen Rest von dem vorigen u. s. f., den jedesmaligen Rest so oftals möglich von dem vorhergehenden, bis kein Rest bleibt. Der letzteRest ist dann das gemeinschaftliche Maß beider Linien
4 E BAB—2Ch 11EB

——

2 CD2.EB—rDa 8) EB—2 FD.
Die Maßzahlen der Linien AB und OD) hat man nun nichtdurch eine neue Messung zu ermitteln, sondern sie ergeben fich durchRechnung aus den Gleichungen, welche die Resultate der jedesmaligenMessung ausdrücken. Zu dem Zwecke beginnt man mit der letzten Glei—-chung und bestimmt, aufwärts gehend, das Verhältniß der einzelnenLinien zu dem gemeinschaftlichen Maße D) wie folgt:EB — 2 PD ;
CD—2 EB —FD—4FD—FD—S PD.
AB—2 MD—EB—2 5 FIL2 —1 rp

AB CD —12:5 6h. AB verhält sich zu OD, wie 12 zu 5), oderAB — /. CD .h. der ste Theil von CD giebt 12 mal gesetztdie Linien AB).
Wenn nun auch eine jede, in obiger Weise ausgeführte Mesfsungin Wirklichkeit stets ein Ende erreichen wird, indem der Rest, wenn jaeiner bleibt, schließlich so klein wird, daß er nicht mehr aufgefaßt werdenkann, — so ist es doch denkbar (und auch theoretisch nachweisbar), daßes Linien giebt, die kein gemeinschaftliches Maß haben. Solche Liniennennt man incommensurabel und ihr Verhältniß irrationl
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während im entgegengesetzten Falle die Linien eommensurabel und

ihr Verhältniß rational heißt. Das Verhältniß incommensurabler

Linien kann durch keine bestimmte Zahl angegeben werden, man kann

sich demselben aber durch Grenzen so weit nähern als man will (oder,

bei einer Bestimmung durch Messung, so weit die Mittel es erlauben).

Die Grenzen für das Verhältniß incommensurabler Linien findet

man, wenn man in den Gleichungen, welche die Resultate der Messung

ausdrücken, den jedesmaligen Rest zuerst —O, dann gleich dem Maße setzt.

Haben sich z. B. für die Linien a und b durch Messung folgende

Gleichungen ergeben:
a?2h +1

n — 3 r; —1

so setzt man: —

sn—o und erhälta—2b oeder —2
1

; an—» - -a—3b - 53

r— 0 und erhalt jb— or er — 2
2

a 71; b /
; bAr a
1- - — —2—

H 1 ; b
/a

n—o b7r. -
— — 224

3
a 16r b

b 10r: a
— - — 22 —

22/0e—: e hie

b 24r. a
r— 0— - 2 — / —2

48 r —— ——

b— 3lr a

Woraus sich suecessive die Grenzen ergeben:

—2 — 3 Differenz — 1

2% 2
1 b— 21 a



102 2 - * 22h0
a

2/1 — ʒ — 2/4 Vaa

Setzt man nun den einen der beiden letzten Grenzwerthe, oder

noch besser das arithmetische Mittel aus beiden, als wahren Werth des

Verhältnisses, so begeht man einen Fehler, der jedenfalls kleiner ist als
die Differenz der beiden Grenzen (hier — 4 der Linie b).

Cap. IH.

Die Lage.
Sl. Bestimmung der Lage eines Punktes in der Ebene.

Für einen Punkt ist jede Lage gleichgiltig, kommt aber ein zweiter
Punkt hinzu, so muß er in einem bestimmten Abstande vom ersteren
gedacht werden, sein Ort heißt die Kreislinie.

9. Definition. Die Kreislinie ist der Ort eines Punktes,
welcher einen eonstanten Abstand von einem festen Punkte
hat. — Der constante Abstand heißt der Radius, der feste Punkt der

Mittelpunkt des Kreises*). — Der Abstand zweier Punkte der Kreis—-
linie heißt Sehne (Chorde); ein Stück der Kreislinie Bogen.

10. Folgerung. Der Kreis ist bestimmt durch den Mittel—-

punkt und den Radius. ; —— —
Da durch zwei Punkte zugleich eine Gerade gegeben ist (II Grd.),

so denken wir uns, indem wir zu einem Punkte einen zweiten hinzu—-
treten lassen, zugleich unzählig viele Gerade (Strahlen) einen s. g.
Strahlenbüschel, für welchen der erstere Punkt den Mittelpunkt (Strah—-
lungspunkt) bildet.

11. Folgerung. Durch einen Punkt sind unzählig viele Gerade
denkhar. ; :

Sind zwei Punkte gegeben, und es tritt ein dritter hinzu, so muß
er von jedem der gegebenen Punkte einen bestimmten Abstand haben,
d. h. er muß zugleich in zwei Kreislinien liegend gedacht werden. —

* Die Namen Kreis und Kreislinie werden oft gleichbedeutend gebraucht.
In Sonderheit versteht man unter Kreis die von der Kreislinie umgrenzte Ebenen;
die Kreislinie heißt dann auch Peripherie des Kreises. 7
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Hiermit ist aber seine Lage noch zweideutig, aber auch nur zwei-

deutig bestimmt:
12. Lehrsatz. Sind auf einer Geraden V)zweiPunkte

M und M gegeben, so können auf derselben Seite dieser
Geraden nicht zwei Punkte (Pund P,) in gleichen Abständen
von jedem der gegebenen Punkte gedacht werden

Wäre 2) Fig. 7. PM —P,M — -

so wäre auch PU—P, N— P,M — PN was Lehrsatz 7 widerspricht.

1. Zusatz. Zwei Kreislinien können nicht mehr als zwei
Punkte gemein haben, und diese liegen nach entgegengesetzter
Seite der Centrallinie*).

2. Zusatz. Durch die Sehne ist auch der zugehörige
Bogen bestimmt. — Mit anderen Worten: Zu gleichen Sehnen
in einem Kreise gehören auch gleiche Bogen oder Winkel.

Zur Bestimmung der Lage eines Punktes in der Ebene müssen
hiernach zwei Punkte gegeben sein. Kennt man dann die Abstände eines

Punktes von den gegebenen und auch die Seite nach welcher er von der,
durch die gegebenen Punkte bestimmten Geraden liegt, so ist seine Lage
unzweideutig bestimmt.

S 2. Von der Veränderung der Lage einer Geraden durch drehende
Bewegung oder vom Winkel.

Um alles was die Lage einer Geraden in der Ebene betrifft zu
ermitteln, müssen wir sie aus einer Lage in eine andere überführen.
Die erstere bleibt uns dann als Axe oder Richtlinie in Erinnerung. —

Hierbei sind nur zwei Arten der Bewegung denkbar: Nur ein Punkt
verharrt in ursprünglicher Lage, oder alle Punkte treten

* Centrallinie heißt die Gerade, welche durch die Mittelpunkte zweier
Kreise geht.

Eine dritte Lage ist aber nicht denkbar
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zugleich heraus. Die erstere Bewegung nennen wir eine drehende,
letztere eine parallel fortschreitende.— Bei der drehenden Bewegung
müssen die Punkte, welche vom Drehpunkte nach entgegengesetzter Seite

liegen auch von der Richtlinie nach entgegengesetzten Seiten hin sich
bewegen. ;

13. Folgerung. Zwei Gerade die einen Punkt gemein
haben, schneiden sich in diésem Punkte.

Mit der Lage wird durch die drehende Bewegung zugleich die

Richtung der Geraden geändert.

14. Definition. Die Größe der Drehung oder Rich—-
tungsänderung heißt Winkel.

Da ein jeder Punkt der gedrehten Linie in constantem Abstande
von dem Orehpunkte verbleibt, so beschreibt er einen Kreisbogen. —

Aus der Länge des Weges — des Kreisbogens — den ein Punkt der

gedrehten Linie beschreibt, beurtheilen wir die Größe des Winkels. —

Nach 12 Zus. 2 ist der Bogen durch die Sehne bestimmt, daher ist der

Winkel auch durch die Gerade bestimmbar. ——
15. Aufgabe. Einen Winkel gleich einem gegebenen

Winkel zu eonstruiren.
Losung. S Prop 27.

Ist die Gerade also auch jeder Punktderselben, bei fortgesetzter
DOrehung in ihre ursprüngliche Lage zurückgekehrt, so hat sie eine Um—-

drehung vollendet; es ist ein completer Winkel entstanden, und jeder
Punkt der gedrehten Linie hat eine volle Kreislinie beschrieben.

Der ceomplete Winkel oder der Kreis ist die Maßeinheit des
Winkels. — Er wird getheilt in 360 Grade, der Grad in 60 Minuten,
die Minute in 60 Secunden. ;

Außerdem heißt die Hälfte des eompleten Winkels ein flacher
oder gestreckter, der vierte Theil desselben ein rechter Winkel: Der
gestreckte Winkel hat 1809 der rechte 90.. — Ein Winkel der kleiner

ist als ein Gestreckter (—1809) heißt ein concaver; ist er größer als ein

Gestreckter (—180) so heißt er ein eovexer. — Ist der concave Winkel
kleiner als der rechte (—909, so heißt er ein spitzer; ist er großer
als der rechte, (— 9209 ein stumpfer Winkel.

Eine Gerade kann durch Orehung in doppeltem Sinne aus einer

Lage in eine andere gebracht werden: Durch eine Drehung rechts-
herum oder linksherum. Beide entgegengesetzte Drehnngen ergänzen
sich zu einer halben Umdrehung: Zwei Gerade bilden mit einander zwri
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Winkel, die sich zu einem Gestreckten ergänzen; der eine heißt der Neben—-

oder Supplementwinkel des anderen.
Wächst ein Winkel, so nimmt sein Nebenwinkel ab, es muß also

eine bestimmte Lage geben, in welcher der Winkel seinem Nebenwinkel

gleich ist diese Lage heißt die normale Lage.
16. Definition. Zwei Gerade stehen normal zu einander,

wenn sie den copleten Winkel viertheilen, oder rechte Winkel
mit einander bilden. ;

Man pflegt daher den rechten Winkel meist als denjenigen zu definiren,
welcher seinem Nebenwinkel gleich ist. ; :

Zwei sich schneidende Gerade stellen zwei Winkel dar; welcher von

beiden gemeint ist, kann dem Gebilde nicht unmittelbar angesehen werden.

Um Zweideutigkeiten zu vermeiden nimmt man daher die Geraden

im Schneidepunkte einseitig begrenzt. — Der Schneidepunkt heißt nun

der Scheitel die vom Scheitel ausgehenden Strahlen aber heißen die

Schenkel des Winkels.

Zur Bezeichnung des Winkels setzt man einen Buchstaben an

den Scheitel und je einen an jede Schenkelspitze; beim Ansagen
nimmt man den Buchstaben am Scheitel in die Mitte. — Häufig
aber bezeichnet man den Winkel nur durch einen (griechischen) Buch-

staben, den man zwischen die Schenkel in die Nähe desScheitels stellt.

Ist kein Mißverständniß zu befürchten, so giebt man den Winkel auch
bloß durch den Buchstaben am Scheitel an:

der Winlel Fig. 8 heißt also CAB oder auch a,

— unter Umständen auch A.

c

A

B

Bei der Erzeugung des Winkels durch Drehung ist es hiernach

genügend nur das eine Ende der gedrehten Linie zu berücksichtigen,
— welches Ende ist an sich gleichgiltig. Für manche Zwecke aber ist
es bequem die gleichzeitige Drehung der entgegengesetzten Enden, als

besondere Winkel erzeugend aufzufassen, die dann Scheitelwinkel genannt
werden.

17. Folgerung. Scheitelwinkel sind einander gleich.
Gehen von einem Punkte aus drei Strahlen, so haben wir auch drei

Winkel, von welchen je zwei einen Schenkel gemein haben. Der Winkel

von den dreien, welcher den gemeinsamen Schenkel der beiden anderen

zwischen seinen Schenkeln hat heißt die Summe dieser beiden. Hat der

Winkel den gemeinsamen Schenkel nicht zwischen seinen Schenkeln, so

heißt er die Differenz.

Fig. 8.



14

ABAD/BACH ACAD
Fig.v. BACO— BAD— AD

ACAD— ADAB— ACAB C

D

18. Folgerung. Die Summe zweier Nebenwinkel ist ein

Gestreckter (der 2 92.
Zus. Die Summe der Winkel über einer Geraden beträgt einen

Gestreckten. ;
19. Lehrsatz. Sind zwei Winkel gleich, so sind auch ihre

Nebenwinkel gleich.
Vorauss. BAC und EPG sind ge- Fig. 10.

rade Linien, und — 0
Behauptung. 47— /d

—
BGew. a 2—210615;
—

;

C
2 —25 S.F. 9.

In Bezug auf die Lage einer Geraden in der Ebene entnehmen
wir aus dem Obigen als Resume:

20. Folgerung. Die Lage einer Geraden in der Ebene

ist bestimmt durch einen Punkt und den Winkel, den sie mit
der Richtlinie bildet. — Oder in anderer Fassung:

21. Folgerung. Durch einen Punkt ist nur eine Gerade
denkbar, die mit einer gegebenen Geraden einen bestimmten
Winkel in bestimmten Sinne bildet.

8 3. Die Veränderung der Lage einer Geraden durch fortschreitende
Bewegung, oder die Paralleltheorie.

Da jede Richtungsänderung eine drehende Bewegung um einen

festen Punkt voraussetzt, so ist eine Fortschreitende Bewegung einer
Geraden nur denkbar, wenn eine Bewegung derselben ohne Richtungs—-
änderung möglich ist. — Nach 21 ist die Richtung einer Geraden allein

durch den Winkel bestimmt, den sie mit der Richtlinie bildet: Eine Gerade
wird also nur dann eine fortschreitende Bewegung in der Ebene machen,
wenn sie den Winkel mit der Richtlinie bei ihrer Bewegungnicht ändert.

Der Satz 17 kann leicht aus 18 abgeleitet werden, und die Ableitung
bietet Anfängern ein gutes Beispiel zur Uebyng im Schließen dar. Nach dem obigen
Begriff des Winkels hat es aber keinen Sinn diesen Satz als einen Lehrsatz hinzustellen.
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22. Lehrsatz. Zwei Gerade, die mit der Richtlinie gleiche
Winkel in gleichem Sinne bilden haben keinen Punkt gemein.

Bew. Ist a—ß, so ist nach 20 auch /7 —d, und daher
vollkommene Symmetrie auf beiden Seiten der Richtlinie:

Z— A6e
Zn— 2.
Ai— A
2 — 21:

7

ß,

Es ist daher nicht abzusehen auf welcher Seite die Linien sich
schneiden sollen. Schnitten sie sich rechts, so müßten sie sich auch links
schneiden. Da aber (nach II Folger.) zwei Gerade sich nicht zweimal
schneiden können, so können Gerade, die mit der Richtlinie gleiche Winkel
in gleichem Sinne bilden, sich gar nicht schneiden. — (Verg. Prop.
S. 40 Anm.). ;

Hat die Gerade den Winkel zur Richtlinie geändert, so hat sie
ihre Richtung geändert und es ist ein Punkt in ursprünglicher Lage
geblieben, um den sie sich gedreht hat:

23. Folgerung. Zwei Gerade, die mit der Richtlinie
in gleichem Sinne ungleiche Winkel bildenhaben nothwendig
einen Punkt gemein.

Winkel in gleichem Sinne, d. h. Winkel die von zwei oder auch
mehreren Geraden von der Richtlinie ausgehend durch eine Drehung in
gleichem Sinne um je einen besonderen Punkt erzeugt sind, nennen wir
correspond irende Winkel. Die durch eine Drehung in entgegengesetztem
Sinne von mehreren Geraden mit der Richtlinie gebildeten Winkel sollen
Gegegenwinkel heißen. — Sind bei der ODrehung die entgegengesetzten
Enden berücksichtigt, d. h. liegen die Winkel des Paares nach entgegen—-
gesetzter Seite der Richtlinie, so werden die Winkel als wechselnd be—-
zeichnet. Wechselnde correspondirende Winkel nennt man kurz W echsel—-
winkel; wechselnde Gegenwinkel aber Gegenwechselwinkel. —

Liegen die Winkel des Paares beide zwischen den Geraden, so heißen
sie innere, liegen sie nicht zwischen — äu Bere Winkel.

24. Definition. Bilden zwei Gerade mit einer dritten
gleiche correspondirende Winkel, so nennt man sie Linien
gleicher Richtung oder Parallellinien. ;

25. Folgerung. Zwei Gerade die in einer Ebene liegend
keinen Punkt gemein haben sind parallel. — Vergl. 23)
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26. Lehrsatz. Durch einen Punkt giebt es nur eine

Gerade, die einer gegebenen Geraden parallel ist. (Fig. 115)

Bew. Ist XV eine Gerade die durch den Punkt C geht, und

zugleich parallel AB ist, so muß sie mit der Fia n

Richtlinie RL, die wir beliebig, also auch durch x
C legen können, den bestimmten Winkel a bilden, 7

x

den AB mit RL bildet, folglich ist sie nach 21
— z

die einzige durch C gehende Gerade, die AB

parallel ist. 24
27. Lehrsatz. Ist eine Gerade parallel der einen von

zwei parallelen Geraden, so ist sie auch der anderen parallelzwei parallelen Geraden, so tist ste auch der anderen parallel

;
1 A 6 CD K

Beruun 7h A 6 :
Behaupt. Er c —
Bew. Ist RL die Richtlinie so ist: a —
a /6 (Vorauss. 1) e 8

ʒ
— 217 GCoraus.2) ;

A— 21.7:2 : L

28. Lehrsatz. Schneidet eine Gerade die eine von zwei
Parallellinien, so schneidet sie auch die andern.

Bew. Schnitte die Gerade die zweite Parallele nicht, so wäre

sie (nach 25) ihr parallel, und dann auch (nach 27)derersteren parallel,

Bew. Schnitte die Gerade die zweite Parallele nicht, so wäre

sie (nach 25) ihr parallel, und dann auch (nach 27) der ersteren parallel,
was der Voraussetzung widerspricht.

29. Lehrsatz. Parallele Gerade bilden mit jeder Schnei—-
denden gleiche correspondirende Winkel. (Fig.l2)

Vorauss. Die Parallelen AB und 0D ?Fig· 12. G
werden von GH geschnitten, und bilden mit ihr
die Winkel GEB und GED

xX
Behaupt. / EB — / GFD ;en e c

Beweise. Ist der Winkel GEB nicht
D

— / GPD, so kann man durch E jedenfalls ü
eine Gerade IK so legen daß / GEK — / GFD; als dann wäre

aber (nach 24 IK OD, was dem Satze 26 widerspricht.

30. Lehrsatz. Parallele Gerade bilden mit jeder Schnei-
denden auch gleiche Wechselwinkel. (Fig. 13.)

Vorauss. Die Parallelen AB und CD werden durch GH

geschnitten. *
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Behaupt. 41—28

Bew 14 A 6 .29
Z — 270.109

Al—26E.3.2.)

31. Lehrsatz. Parallele Gerade bilden mit jeder Schnei
denden Gegenwinkel, deren Summe —2R ist. sFig. 18.1

Vorauss. Die Parallelen AB und OCD werden durch GH

geschnitten.
Behaupt. A67O—2R

Bew. Za— /O—2R q(.18)
Za 60.29

2 2 —2R(E.3.15
Anm. Satz 30 ist eigentlich nur ein Zusatz zu 29. — Es bieten aber die

Sätze 80 und 31 dem Anfänger vortreffliche Gelegenheit dar zur Anwendung der
einfachen Formen des Schließens, daher gehe man mit ihnen alle Paare von Wechsel—
und Gegenwinkel durch.

32. Lehrsatz. Bilden zwei Gerade mit der Schneidenden
gleiche Wechselwinkel,so sind sie parallel.

Vorauss. AB und OCD werden von GH durchschnitten und es ist
A Fig 13.)
AB CDBehaupt.

Bew. 21 2 Worauss.)

Z2— Za (.175

Za— Z6E.8.2)

ABOD (.24)
33. Lehrsatz. Bilden zwei Gerade mit der Schneidenden

Gegenwinkel, deren Summe — 2Rist, so sind die Linien

parallel. (Fig. 13.) —
Vorauss. AB und CD werden von GH durchschnitten und es ist

22—2 R

Behaupt. ABIeD

Bew. Z 0 A6— 2R (Vorauss.)
22— 21R0 15

Paulson, Planimetrie.
— 2
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2 28— 2 a(E.3.2)

— 2 .5.1

AB HD (-24)

34. Lehrsatz. Bilden zwei Gerade mit der Schneidenden
correspondirende Winkel die nicht gleich sind, so schneiden sich
die Geraden auf der Seite der Schneidenden, auf welcher die
Summe der inneren Gegenwinkel kleiner als zwei Rechte ist.

Bew. Werden IKundODvonu
schnitten, und ist / GEK — / GPD, so müssen
die Geraden IK und CD (nach 23) sich schneiden.
Ziehen wir nun durch L dieGerade AB ,so ist

26E8 — / GrD.29)
ZGEK — / GED (Vorauss).

ZGER—ZGEB H

d. h. die Gerade IK und OD convergiren rechts von GH

Ferner ist: / GED — 2 GEK (Vorauss.)
ZFEK /PEKR

ZGFD— AFEX— /GEK— Z/PEK (5.3.9)
76 KFER—2KR 18

AGFD — / FEKR— 2R (S.F.H
d. h. die inneren Gegenwinkel deren Summe —2R ist, liegen eben

falls rechts von der Schneidenden GH.

Uebungsstoff.
1. Stehen zwei Gerade normal auf den Schenkeln eines Winkels, der kein

Gestreckter ist, so schneiden sich diese Geraden.

2. Sind die Schenkel eines Winkels parallel den Schenkeln eines anderen

so sind die Winkel einander gleich, (oder ergänzen sich zu 2 R)
3. Durch einen gegebenen Punkt außerhalb einer gegebenen Geraden, eine

Gerade zu ziehen, diedengegebenen parallel ist. (s. Propäd. 1. 8 47).
;

3



Zweiter Abschnitt
den geradlinien Figuren.

Drei Gerade in verschiedener Richtung schneiden fich gegenseitig
und umgrenzen bereits ein Stück Ebene. — Eine von Linien rings um—-

grenzte EbeneheißtFigur in engerem Sinne. Sind die umgrenzenden
Linien sämmtlich gerade Linien, so heißt die Figur eine geradlinie
Figur oder ein Vieleck (Polygon. Die Schneidepunkte der geraden
Grenzlinien heißen Ecken, die Grenzlinien selbst; von Ecke zu Ecke
aber Seiten des Vielecks. Je zwei in einer Ecke zusammenstoßenden
Seiten bilden einen Innenwinkel, eine Seite mit der Verlängerung
der Anderen einen Außenwinkel. Seiten und Winkel bilden die
Elemente des Vieleckes. — Eine Gerade die, ohne Seite zu sein,
zwei Ecken verbindet heißt Diagonale; durchschneidet die Gerade die
Figur überhaupt, so heißt ste eine Secante, unter Umständen auch
Transversale. —Je nachdem die Figur von 3,4, 5 -e. Geraden

umgrenzt wird, oder 3,4, 5 -e. Ecken hat, heißt sie ein Dreieck, Viereck,
Fünfeck. .. .

Vieleck. Hat das Vieleck eine ungerade Zahl von Ecken,
so liegt jeder Ecke eine Seite und jeder Seite eine Ecke gegenüüber; hat
das Vieleck eine gerade Seitenzahl, so liegt einer Ecke auch wieder eine

Ecke; einer Seite wieder eine Seite gegenüber. — Sind alle Seiten
unter sich, und auch alle Winkel unter sich gleich, so heißt das Vieleck
ein regelmäßiges. ; ;

Cap. I.

Die Innen- und Außenwinkel der vielecke.

Sl. Die Winkel des Dreiecks.

35. Lehrsatz. Die Summe der Innenwinkel eines
Dreiecks beträgt zwei Rechte. :

Um den Satz zu beweisen muß man eine Hilfslinie so legen, daß
man Winkel erhält von denen es bereits bekannt ist, daß ihre Summe
einen gestreckten bildet, und die sich dann als den Innenwinkeln des
Dreiecks gleich erweisen lassen. Nach dem Obigen beträgt die Summe

) Vergleiche Propäd. S. 30 8 51.

2*
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der Winkel über einer Geraden einen Gestreckten, desgleichen die Summe

der Gegenwinkel an Parallellinien. Beide Sätze können hier in An—-

wendung kommen.

1. Bew. Man verlängert die eine Seite (AB) über die eine

Ecke (B) hinaus, und zieht von dieser Ecke aus eine Gerade 1)

parallel der gegenüberliegenden Seite, alsdann ist: (Fig. 14)
c ig.14

Z+Ze4 Z6—2R q(.18 3us.)
— 029

— 70.30
D

Zal6B—2R (S.F.D
1. gZusatz. Der Außenwinkel eines Dreiecks ist gleich

der Summe der beiden ihm nicht anliegenden Innenwinkel.

2. Zusatz. Der Außenwinkel eines Dreiecks ist größer
als jeder der ihm nicht anliegenden Innenwinkel.

2. Bew. Man zieht durch die eine Ecke (O) des Oreieckes eine

Gerade (D H) parallel der gegenüberliegenden Seite; als dann ist: (Fig. 15)
—

p 6 E

23 24 -
ZaZl42B—2RG8.0.4

3. Bew. Man zieht von einer Ecke (0) aus eine Gerade (OD)

parallel der gegenüberliegenden Seite, alsdann 16.
:

ist:
i

: 16.

— Z 6

Za—Zl+426B—2R A

Anm. Diese Beweisform ist bemerkenswerth, weil hier dieser Satz sich als

eine bloße Erweiterung des Satzes 31 darstellt. In allgemeiner Fassung würde

der Satz lauten: Werden zwei Gerade von einer dritten geschnitten, so beträgt

stets die Summe der Innenwinkel einen Gestreckten.
36. Lehrsatz. Die Summe der Außenwinkel eines

Dreieckes ist aleich vier Rechten. (Fia. 175 Fig 17.Dreieckes ist gleich vier Rechten. (Fig. 17)
Bew. Jeder Außenwinkel macht mit seinem

anliegenden Innenwinkel zwei rechte, folglich ist
die Summe aller Außen- und Innenwinkel gleich
3x 2R — 6R. Zieht man die Summe der

Innenwinkel gleich 2R ab, so bleibt für die Summe der Außenwinkel 4R
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Aa?2R
B—6—2R .25)

AHB—c«16 —6R—-
a6l—2R

ABc—4R

Zusätze.

40)
(49)

a5)

1 Ourch zwei Winkel eines Dreieckes ist auch der dritte gegeben.
2) In einem Dreiecke kann nur ein Winkel ein rechter sein. Ein

Dreieck mit einem rechten Winkel heißt ein rechtwinkliges.
3) In einem Oreiecke kann nur ein Winkel ein stumpfer

sein. Ein Dreieck mit einem stumpfen Winkel heißt ein

stumpfwinkliges.

Uebungsstoff.
1. Zu zwei gegebenen Winkeln eines Dreieckes den dritten zu finden a) durch

Rechnung, b) durch Construction. — 22

1Die Größe der Winkel eines Dreiecks in Graden, Minuten und Secunden

anzugeben, wenn ihr Verhältniß gegeben ist.
3 Stehen die Schenkel eines Winkels normal zu denen eines anderen, so

sind die Winkel gleich.·
4. Ist die Summe zweier Winkel eines Dreiecks gleich dem dritten Winkel

so ist dieser dritte Winkel ein Rechter.
65. Ist die Summe zweier Winkel eines Dreiecks kleiner als der drittex so

ist dieser dritte Winkel ein stumpfer Winkel.
6. Ist die Summe der beiden kleineren Winkel des Dreieckes größer als der

Dritte so ist dieser dritte Winkel ein spitzer. ;

F2. Die Winkel des Viereckes.

a) Das Viereck im Allgemeinen.
37. Lehrsatz. Die Summe der Innenwinkel eines

Viereckes beträgt 4R.

Bew. Ourch die Diagonale BD wird dasViereck in zwei Oreiecke

zerlegt, und es ist:
ZAHZ6A—Za—2R .35) gig.is. B

26 2 120 2R

AAFZH46 146/0—4O,—R(S3.B) 4

Z -i 4 Z 2 —E4 B

—

Zd+Zd- —— D

ZAFZZC/B+D—AR (E.3.1,)
D
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38. Lehrsatz. Die Summe der Außenwinkel eines Viereckes

beträgt ebenfalls vier Rechte.
Bew. Jeder Außenwinkel macht mit dem anliegenden Innen—-

winkel 2R, also alle vier Außenwinkel mit allen vier Innenwinkeln
1x 2RBR.

— Zieht man die Summe der Innenwinkel — 4R ab,
so bleibt für die Summe der Außenwinkel auch 4R.

— b) Das Viereck im Besonderen.
„Sind zwei gegenüberliegende Seiten eines Viereckes parallel, so

heißt das Viereck ein Parallelogramm. — Ist nur ein Paar gegen—-
überliegender Seiten parallel, so heißt das Viereck ein Trapetz.

39. Lehrsatz. In einem Parallelogramme ist die Summe

der, an einer Seite liegenden Winkel gleich zwei Rechten.
Bew. Je zwei, an einer Seite eines Parallelogrammes liegenden

Winkel sind Gegenwinkel an Parallel-Linien.
40. Lehrsatz. In einem Parallelogramme sind die gegen--

überliegenden Winkel einander gleich. (Fig. 19.)
Bew. Jeder von zwei gegenüberliegenden Winkeln ergänzt einen

anliegenden Winkel zu zwei Rechten, also sind sie unter sich gleich.

ZAF/B—2R ZAF/B2R DdFis 19. q

—
e

— ——AB—2R“ A442D—2R ——ZA 4B—o. —
Zusatz. Ist der eine Winkel eines Parallelogrammes ein Rechter,

so sind alle Winkel desselben Rechte. Ein solches Parallelogramm heißt
ein Rechteck.

41. Lehrsatz. In einem Trapetze ist die Summe der
beiden Winkel die an einer Convergenten liegen, gleich zwei
Rechten. ;

Bew. Die an einer Convergenten liegenden Winkel sind Gegen—-
winkel an Parallel-Linien. ;

412. Lehrsatz. Wenn in einem Vierecke zwei Paar Winkel,
die einen Winkel gemein haben, gleich zwei Rechten sind, so
ist das Viereck ein Parallelogramm. (Fig. 19)

Bew. Ist2A28—21R,soistAD BC
ist zugleich /A— AD —2R, so ist AB 0D

13. Lehrsatz. Wenn in einem Vierecke die gegenüber—-
liegenden Winkel gleich sind, so ist das Viereck ein Paral—-
lelogramm. sFig. 19.) —
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Bew. Ist! A— A 0
; und 4B— 20D

soin E 8.35 12
aber 2A423 O—R

A—B—AAB—AR (E.3.1.)
d.h. 2. A 4B) 4R

ZAA B—2R

ADBC (33)

Ist A— 40—
und 0— 28

(Fig. 19.)

sorist 4—2o—20 (:33)
ZAF/DCB AR q(.37.)

AAH2D—2R

AB OD (.33)
44. Lehrsatz. Ist die Summe von zwei an einer Seite eines

Viereckes liegenden Winkel gleich zwei Rechten, so ist das Viereck ein

Trapetz. [Fig. 20.
c dis. 20.

Bew. Ist A—o— 2R,
so ist AB OD (q. 383.)

A

8 3. Die Winkel des Vielecks.

45. Lehrsatz; Die Summe der Innenwinkel eines n

Eckes ist gleich (n—).2R— (n —R ——

; Bew. Setzt man an die eine Seite eines Polygones ein Dreieck

an, so kommt zum Polygone eine Ecke, zur Winkelsumme aber kommen

2 Rechte hinzu, — Geht man nun von einem Dreiecke aus, so erhält
man folgende Resultate:

Die Summe der Innenwinkel eines 3Eckes — 1. 2R

— - - 2 - 4 - —II 22—2 .2R

- 2 - — - 5 — 242 —3.2KR
- — - -

f

-16 2 —3.242—4.2R

- - - - u—— (I—2) x 2R.
Zusatz. Sind die Winkel eines n Eckes alle einander gleich, so ist

.

2n —4 ;
ein jeder — —R.
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46. Lehrsatz. Die Summe der Außenwinkel eines
Vieleckes ist gleich vier Rechten. — :

Bew. Bezeichnet man die Innenwinkel eines Polygones mit A,,
A A A.; die Außenwinkel respeclive mit a, a, a. 0

se st —

Ar a— 2R

— 11

Na— R
Ar HAHA...HAHa —a- a- .. . —a. — 2nR (5.8.38)
AA A. — 2nß—R (45)

a, —a-—as—...Ha.—4R (5.F.4)

Bemerkung. Faßt man das Polygon als eine mehrmals gebro-
chene geschlosfsene Linie auf, so ergiebt sich der Satz über Außenwinkel
unmittelbar, indem man das Polygon nach und nach durchBrechung
einer geraden Linie entstehen läßt.

Bricht man nehmlich die in

A, einseitig begrenzte Gerade

sFig. 21.] A„X in dem Puntkte
A- und dreht sie in die Lage
A X, so ist bei A, eine Ecke
und ein Außenwinkel a, ent-

standen. Bricht man die Linie

bei A- zum zweiten Male und giebt ihr die Richtung A,X,, so ist eine
zweite Ecke und ein zweiter Außenwinkel a, gebildet. Setzt man die
Brechung in dieser Weise fort und führt schließlich die Linie durch den
Punkt A., so ist das Polygon vollendet. Bricht man nun noch die Linie
in A. und dreht sie in ihre ursprüngliche Lage zurück, so hat die Linie
in Summa eine volle Drehung gemacht, zugleich sind nach und nach die
sämmtlichen Außenwinkel gebildet, deren Summe also einem completen
Winkel oder vier Rechten gleich ist. Da nun die sämmtlichen Innen—-
winkel mit den sämmtlichen Außenwinkeln zusammen 2nR betragen, so
beträgt also die Summe der Innenwinkel allein 2nR — AR.

3
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Cap. 11.

Abhängigkeit von den Elementen und der Elemente von einander.

Es ist an sich klar, daß eine Figur durch ihre Elemente — Seiten

und Winkel — bestimmt ist, so daß zwei Figuren, die aus denselben
Elementen, in derselben Reihenfolge zusammengesetzt sind, gehörig auf
einander gelegt, vollkommen zusammenfallen, sich decken oder congruent
sind. (as Zeichen für die Congruenz ist D.) 1—

Nun sind aber die Elemente einer Figur offenbar nicht alle will-

kürbich oder von einander unabhängig. — Durch zwei Winkel eines

Oreieckes z. B. ist auch schon der dritte gegeben (36. Zus. ), woraus

hervorgeht, daß zur Bestimmung einer Figur nicht alle ihre Elemente

erforderlich sind, und es ist daher von Interesse zu ermitteln, durch wie

viele und welche ihrer Elemente die Figur bestimmt sei. — Wir erfahren
es, wenn wir die Figur aus ihren Elementen also herstellen, daß wir

dieselben nach und nach zur Construction verwenden. — Wir beginnen
mit dem ODreiecke, als der einfachsten Figur.

8 1. Das Dreieck.

Das Oreieck hat sechs Elemente, drei Seiten und drei Winkel.

In welcher Reihenfolge wir dieselben zur Construetion verwenden, ist
an sich gleichgiltig. — Wir beginnen mit einem Winkel, und lassen die

anderen in jeder möglichen Folge hinzutreten. — Für die Bezeichnung
wollen wir feststellen, das die Seiten mit den Buchstaben des kleinen,
die gegenüberliegenden Ecken mit denselben Buchstaben des großen

Alphabetes, die Winkel aber mit den entsprechenden griechischen Buch—-
staben bezeichnet werden.

1. Bestimmung des Dreieckes aus einer Seite und zwei
Winkeln. sFig. 22.]

a. Soll a der eine Winkel Fig. 22.

des geforderten Oreieckes sein, so
bestimmen wir den Punkt A als die

eine Ecke und die Linie AX als

die Richtung der einen Seite will—-

kürlich (da die Lage des Dreieckes

gleichgiltig ist). — Darnach eonstruiren wir den Winkel LAX — Winkel

a (. 15), und haben somit auch die Richtung der zweiten Seite, aber

noch kein Dreieck; — wir können noch ein zweites Element willkürlich
wählen. — Den zweiten Winkel aber und die dem Winkel a gegen—-
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überliegende Seite können wirnicht brauchen, daæ wir sie nicht anbringen
können. — Wir wählen daher die Linie b als die eine, dem Winkel «

anliegende Seite, und schneiden von AX das Stück AC— h ab, so
haben wir in C die zweite Ecke des Dreieckes. — Die Lage der dritten
Ecke auf der Linie AX ist aber noch unbekannt, und wir können daher
noch über die Größe eines dritten Elementes willkürlich verfügen, und

zwar können wir wählen 1) den zweiten Winkel, 2) die zweite, anliegende
Seite, 3) die dem Winkel a gegenüberliegende Seite. — Ueher die Größe
des zweiten Winkels können wir nicht ganz willkürlich verfügen, dennda

die Summe aller Winkel eines Oreieckes gleich einem Gestreckten ist, so
muß er offenbar kleiner sein, als der Nebenwinkel zu a. — Erfüllt nun

der Winkel 7 diese Bedingung und wir construiren den Winkel A 07 —l,
so muß der Schenkel CZ den Schenkel AX in einem Punkte B schnei—-
den, und es ist das Dreieck ACB entstanden.

Hätten wir statt 7 den Winkel ß als drittes Element gewählt,
so hätten wir den zwar nicht direct anbringen können, aber das Dreieck
wäre doch bestimmt, da (nach 36. Zus. 1.) dann auch 7 bekannt ist. —

Wir ziehen hieraus den Schluß: Durch eine Seite und zwei Winkel

sind auch die übrigen Elemente des Dreieckes, und somit das
Dreieck selbst bestimmt.

47. Folgerung. Zwei Dreiecke sind congruent, wenn

sie in einer Seite und zwei gleichliegenden Winkeln über—-

einstimmen.
Bemerkung. In congruenten Dreiecken sind die homologen (gleichliegenden)

Elemente gleich, d. h. es sind die Winkel gleich, die den als gleich gegebenen Seiten,
und die Seiten gleich, die den, als gleich gegebenen Winkeln gegenüber liegen.

48. Lehrsatz. Gleichen Winkeln liogen in einem Oreiecke

auch gleiche Seiten gegenüber. sFig. 23.]

Vorauss. Za— /5

Behaupt. BC—AC

Bew. Durch die Ecke C läßt sich jedenfalls
eine Gerade OD so ziehen, daß sie den Winkel bei
0 halbirt; alsdann ist:

Za 26 (Vorauss.)
An— A154 Gemacht)
CD.— OD

AO — BC (. 47 Bem.)

Fig. 28.
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1N gZusatz. Sind in einem Dreiecke zwei Winkel gleich,
sohalbirt die Gerade, welche den dritten Winkel halbirt
zugleich die Grundlinie und sieht auf ihr normal.

2) Folgerung. Hat das Oreieck zwei gleiche Winkel, so hat es

auch zwei gleiche Seiten, und heißt ein gleichschenkliges; die dritte
Seite aber heißt die Grundlinie. — Hat das Oreieck drei gleiche
Winkel, so hat es auch drei gleiche Seiten, und heißt ein gleichseitiges
Dreieck.

49. Lehrsatz. Dem größeren Winkel in einem Dreiecke

liegt auch die größere Seite gegenüber.
Vorauss. a— 24

Behaupt. CB—CA

Bew. Macht man den Winkel DAB ß, so
fällt nach der Voraussetzung AD zwischen AC und AB,
also der Punkt D zwischen C und B, und es ist:

AD — DCO—AC q(.3)
AD — BD & 48;

BD DCS AC E.83.1
BD — DC —BC

BO AC(E.3.I)

2. Bestimmung des Dreieckes aus zwei Seiten und dem
dazwischenliegenden Winkel. ;

Hat man den Punkt A als die

eine Ecke und die Gerade AX als die

Richtung der einen Seite, willkürlich
gesetzt, so ist durch die gegebene Seite
e die zweite Ecke B bestimmt, da es

auf AX nur einen Punkt geben kann,

welcher von A den bestimmten Abstande hat. Durch den Winkele
ist die Richtung AXV der zweiten von A ausgehenden Seite (nach 20)
unzweideutig bestimmt. Die dritte Ecke C muß auf AX liegen, und

da ihr Abstand von A (— h) gegeben ist, so ist auch sie, und somit das

ganze Dreieck bestimmt.
50. Folgerung. Zwei Dreiecke sind eongruent, wenn

sie in zwei Seiten und dem zwischenliegenden Winkel

übereinstimmen. ;

Fig. 24.

Fig. 25
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51. Lehrsatz. Gleichen Seiten liegen in einem Dreiecke
auch gleiche Winkel gegenüber. — (Fig. 23.)

Voraus ACBC

Behaupt. ; 6—
Bew. Man lege durch die Ecke C die Gerade CD so, daß sie

den Winkel ACB halbirt, so ist: ——
AC — BO (Vorauss.)

Zu 21.
CD — CD

2— 6 50 und Bem zu 47.
1. Zusatz. Halbirt man in einem gleichschenkligen Dreiecke den

Winkel am Scheitel, so steht die halbirende Gerade normal zur Basis,
und sie halbirt auch die Basis. ——

2. Zusatz. Errichtet man in der Mitte der Basis, eines gleich—-
schenkligen Dreieckes eine Normale zur Basis, so geht diese durch den

Scheitel des Dreieckes. :
52. Lehrsatz. Der größeren Seite in einem Dreiecke

liegt auch der größere Winkel gegenüber. sFig. 26.]
R a — Fig 26
Bew. Ist in dem Dreiecke ABO die Seite

AB — BC, so kann man von ihr das Stück BD — BC

abschneiden, und es wird dann die Berbindungslinie
DC nothwendig zwischen AC und BOfallen, folglich ist:

—
—

A

2406 061
7Dcß— BC 6 51

ZACB— 2 BDCS. 5.1)
2BDC— BAC (.35 Bus. 2)

um so mehr / ACB—2 BAC E.3.7)

3. Bestimmung des Dreieckes aus einem Winkel, einer
anliegenden und einer gegenüberliegenden Seite.

Hat man die Ecke A, und die 1 Fig. 27.

Richtung (AX) der Seite e willkürlich
gewählt, so ist die Ecke B durch die
Seite c bestimmt, desgleichen die Rich—-
tung (AV) der zweiten von A ausge-
henden Seite durch den Winkel a. —

Die Dritte Ecke (O muß nun einmal c

a4
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auf der Geraden AX liegen, und da ihr Abstand von der Ecke B (— a)

gegeben ist, so muß sie zugleich auf der Peripherie des Kreises liegen,
den man mit dem Radius a um B'schlägt. Diese Kreislinie kann aber

mit der Geraden AX vielleicht mehrere oder gar keinen Punkt gemein

haben, wie ein Blick auf die Fig. 27 zeigt. — Wir erhalten daher

zunächst ein bloß negatives Resultat: —

Zwei Seiten und der nicht zwischen liegende Winkel

sind zur Bestimmung des Dreieckes ohne weiteres nicht
ausreichend. 3

Dergroßen Bedeutung wegen, welche die s. g. Congruenz- Sätze
für die Geometrie haben, ist es nothwendig, daß wir auch hier ein

positives Resultat zu erzielen suchen.— Zu dem Zwecke haben wir zu

untersuchen: Unter welchen Bedingungen wird eine Gerade

von einer Kreislinie geschnitten, die um einen Punkt außerhalb
der Geraden geschlagen wird, und wie viele Punkte kann eine

Kreislinie mit einer Geraden gemein haben?
Es ist leicht einzusehen, daß beide Fragen leicht beantwortet sind,

sobald festgestellt ist, welches die kürzeste Linie zwischen einem Punkte
und einer Geraden ist, und wie viele gleich lange Gerade von einem

Punkte zur Geraden gezogen werden können. — Hierüber belehren uns

folgende Sätze:
53. Lehrsatz. Die Strecke von einem Punkte zu einer

Geraden hin ist um so kürzer, je kleiner die Differenz der

Winkel ist, die sie mit der Geraden bildet. sFig. 28.)
;

Vorauss. XV sei die gegebene Gerade, Fig. 28.

A der gegebene Punkt außerhalb derselben, und
A

Za— AB—l— Zo

Behaupt. AC—AB

Bew: a4—144q.18) ;—
Durch Subtraction: 2 —2O (S. F.138)

—E.5.11)
AB AC qq.49)

Zusatz. Die kürzeste Strecke von einem Punkte nach
einer Geraden hin ist die Normale von diesem Punkte zur
Geraden. — Die Normale heißt daher auch der Abstand des Punktes
von der Geraden. ; —
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54. Lehrsatz. Von einem Punkte nach einer Geraden

hin sind die Strecken gleich, deren Fußpunkte gleich weit vom

Fußpunkte der Normalen sind. sFig. 29.
Vorauss. LADxXx Fig 20.2 DB — DC

Behaupt. AB — AC AN
Bew. DB — DC (Vorauss. 2.)

ZADB ADCQWvrausf 1)
AD AD

5

B —

55. Lehrsatz. Unter zwei Strecken, von einem Punkte
nach einer Geraden hin, ist diejenige die längere, deren Fuß—-
punkt vom Fußpunkte der Normalen weiter absteht. sFig. 30.

Vorauss 1 Dxx Fig. 30.

2 PRB— DC A

Behaupt. AB — AC

Bew. Macht man DE DC, so
fällt E zwischen B und D, und daher ist

BAD— / A0
RAP— 2 CAD 50

AZ BAD — ACAD (&. 3.1)
ABAD 6— A CADA— 7 (.35.)

———7/5
AC ZA8.49)

56. Folgerung. Nur zwei Punkte einer Geraden können von

einem außerhalb gelegenen Punkte einen gleichen Abstand haben.
57. Folgerung. Ist der Radius eines Kreises kürzer als der

Abstand seines Mittelpunktes von einer Geraden, so hat die Kreislinie
mit der Geraden keinen Punkt gemein, sondern diese liegt ganz außer—-
halb des Kreises. ; ;

58. Folgerung. Ist der Radius eines Kreises gleich dem
Abstande seines Mittelpunktes von einer Geraden, so geht die Kreislinie

durch den Endpunkt der Normalen, und hat daher mit der Geraden
diesen einenPunkt gemein, und nicht mehr. Denn nach 53 Zus. ist
der Abstand aller übrigen Punkte der Geraden vom Mittelpunkte des
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Kreises größer als der Radius, sie liegen also sämmtlich außerhalb der
Kreislinie. ;

59. Folgerung. Ist der Radius eines Kreises länger als der

Abstand seines Mittelpunktes von einer Geraden, so liegen einige Punkte
der Geraden innerhalb der Kreislinie, und die Gerade wird von der

Kreislinie mindestens in zwei Punkten geschnitten.
60. Lehrsatz. Eine Kreislinie kann mit einer Geraden

nicht mehr als zwei Punkte gemein haben. —7

Bew. Liegen die drei Punkte A, B, O Figs-.
auf der Kreislinie, so sind ihre Abstände vom

Mittelpunkte, MA, MB, MO, einander gleich h
(. 9.) — DOieselben drei Punkte können daher i
nicht zugleich aud einer Geraden liegen (wie
es hier scheint, wo der Radius sehr nahe der AC

Normalen gleich ist), da nach 56 nur zwei Punkte einer Geraden von

einem Punkte außerhalb derselben einen gleichen Abstand haben können.

In Bezug auf die vorliegende Aufgabe entnehmen wir nun aus

dem Obigen folgenden Bescheid:
Ist die dem gegebenen Winkel (Fig. 27) gegenüberliegende Seite

a ( a,) größer als die Normale von der Ecke B auf die Richtung AX

der gegenüberliegenden Seite, aber kleiner als die zweite gegebene Seite

c, so schneidet die mit a; um B geschlagene Kreislinie die Gerade AX

zweimal, und nicht mehr (s. 60). Es entstehen daher zwei Oreiecke,
AOCB und ACB, die zwar nicht congruent, aber leicht zu unterscheiden
sind, indem das eine einen spitzen, das andere einen stumpfen Winkel

e gegenüberliegend haben muß: Denn da BC, — 8C,,50 ist (s. 51)
ABOC,— / BOC,C, also jeder von ihnen ein spitzer (f. 36 Zus. 2 u. 3),
und daher A AC2B ein stumpfer (s. 85 Zus. 2).

61. Folgerung. Durch zwei Seiten und einen gegenüberliegenden
Winkel ist das Dreieck bestimmt, sobald die Art des der zweiten Seite

gegenüberliegenden Winkel bestimmt ist. ;
Ist die dem gegebenen Winkel a gegenüberliegende Seite a (— a,)

größer als die anliegende c, so liegt die Ecke A innerhalb der mit dem

Radius a, und B geschlagenen Kreislinie, und diese schneidet die in
A einseitig begrenzte Gerade AX nur einmal, in dem Punkte C, und

es entsteht daher nur ein bestimmtes Dreieck: :
62. Folgerung. Durch zwei Seiten und den der größeren Seite

gegenüberliegenden Winkel ist das Dreieck unzweideutig bestimmt.
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Beide Folgerungen lassen sich in den dritten Congruenz-Satz
zusammen fassen:

„63.Folgerung. Wenn zwei Dreiecke in zwei Seiten und—-
einem egenüberliegen Winkel übereinstimmen, so sind die

Dreiecke congruent, sobald der zweite gegenüberliegende
Winkel in beiden Dreiecken gleichartig ist, oder so bald der

gleiche Winkel der größeren Seite gegenüber liegt.

4. Bestimmung des Dreieckes durch seine drei Seiten.

Ist die Ecke A und die Richtung (AX) der Seite c beliebig hin-
gestellt, so ist durch die Seite c die Ecke B unzweideutig bestimmt.
Da nun die dritte Ecke C von A den Abstand b und von B den Ab—-

stand a haben muß, so ist auch sie nach Satz 12 unzweidentig bestimmt,
und somit das ganze Oreieck.

64. Folgerung. Zwei Dreiecke sind eongruent, wenn sie
in ihren drei Seiten übereinstimmen.

5. Einige geometrische Oerter und merkwürdige Punkte
im Dreiecke.

65. Lehrsatz. Der Ort eines Punktes welcher von zwei
festen Punkten einen gleichen Abstand hat, ist eine Gerade
die auf der Verbindungslinie der Punkte normal steht.

Bew. Punkte die von zwei festen Punkten je glejche Abstände haben
können als die Scheitel von gleichschenkligen Dreiecken betrachtet werden,
welche den Abstand der Punkte zur gemeinsamen Basis haben, sie liegen
also (nach 51 Zus. 2) alle in der Geraden welche, durch die Mitte der Basis
gehend, auf derselben normal steht. — (Vergl. Propäd. S. 50. Anhang).

66. Lehrsatz. Der Ort eines Punktes, welcher von den

Schenkeln eines Winkels gleiche Abstände hat, ist die Gerade,
die den Winkel halbirt.
Bew. IstOB AX Fig. 82.

oD Av
a

*

0D 0B OA — OA

Seist ABOO a-
Mche

0— 67 63) 12 — r

67. Lehrsatz. Die drei Geraden, welche die drei Innen-
winkel, oder einen Innenwinkel und die beiden ihm nicht
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anliegenden Außenwinkel eines Dreieckes halbiren, schneiden
sich in einem Punkte, welcher von den drei Seiten gleiche
Abstände hat. 44 oun

Bew. Halbirt man den Winkel C

durch OC und /B durch 08, und fällt von

dem Schneidepunkte O die Rormalen OP,
0Q und OR auf die drei Seiten, so ist·

A oOcCP OCR unt orrSal 7
H OP—OR 20P-0Q

OR — OQEs liegtalso (nach 66)
der Punkt O auf der Geraden die den Winkel A halbirt

Anmerkung. Setzt man O;, Pi Ri statt 0 1, so hat man

den Beweis des zweiten Theiles der Behauptung.

68. Lehrsatz. Errichtetman in den Mitten der drei Seiten
eines Dreieckes Normalen zu den Seiten, so schneiden sich die

Normalen in einem Punkte.

Bew. Sind F, D,Edie Mitten der drei Fig. 34.
2 1.2 InA lA4 c

Seiten des Dreieckes ABC, und man errichtet
in zweien derselben, (in V und D) Normalen,
so schneiden sich dieselben (da /B— 2 R) in

einem Punkte (0). Verbindet man den Schneide-
punkt O mit den drei Ecken, so ist:

BA

AP — BR

Aro s amrof FO— rO e 50)
ZAPO — ABro

6

BD — OD

auvo ovol 0D —OD 50)
2BDO — 2 bo

2) 0C 0B

OA— 00 (&.F.2)

Da hiernach AOOC ein gleichschenkliges Dreieck ist, so muß (nach
51. Zus. 2) der Scheitel O in der Normalen liegen, die in der Mitte )
der Basis errichtet ist. ——

Paulson, Planimetrie. 8
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6. Aufgaben, deren Lösung im Vorhergehenden als möglich
vorausgesetzt ist.

69. Aufgabe. Einen gegebenen Winkel zu halbiren

Lösung. Um den Scheitelpunkt A des

gegebenen Winkels BAC sFig. 35.] schlage
man einen Kreisbogen, der die Schenkel
schneidet in den Punkten B und C. Aus diesen

Punkten (B und O schlage man mit gleicher
Zirkelöffnung zwei sich schneidende Kreisbhogen.
Die Verbindungslinie DA des Durchschnittspunktes mit dem Scheitel
punkte halbirt dann den Winkel BAC.

Der Beweis folgt aus 64. ;
69a. Aufgabe. Eine gegebene Strecke zu halbiren.
Lösung. Aus den Endpunkten A und B der gegebenen Strecke

AB sFig. 36.] schlage man mit gleicher Zirkelöffnung nach oben und

unten zwei sich schneidende Kreisbogeñü. Die Verbindungslinie CD

dieser Dutrchschnittspunkte halbirt die Linie AB in E. Fig ʒo. e
Bew AACD E 1800 (64 a

— E
Aer E 60 e

A—BE

70. Aufgabe. Durch einen gegebenen Punkt eine Gerade

normal zu einer gegebenen Geraden zu ziehen.
Lösung. Um den gegebenen Punkt A sFig. 37.] „welcher entweder

in der gegebenen Linie XX liegt oder außerhalb derselben, schlage man

einen Kreisbogen, der die Linie XV in zwei Punkten B und C schneidet;
Um diese Punkte B und O schlage man dann mit gleichem Radius

zwei sich schneidende Kreisbogen und verbinde den Durchschnittspunkt D

dieser Kreisbogen mit dem gegebenen Punkte A. Oiese Verbindungs—-
linie DA steht dann senkrecht zu XX.

Fig. 35.
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Bew. ADAB EDAC 64)

20a68 — AA6

sFig. 37a.] DA XV sFig. 37b. A BEAE CEA 60)

A BEA — / CEA

X

Uebungsstoff.
1. Aufgabe. Das gleichschenklige Dreieck zu construiren, wenn gegeben

sind
1) Die Basis und der eine Schenkel.
2) Die Basis und der anliegende Winkel.

3) Die Basis und der gegenüberliegende Winkel.
4 Der eine Schenkel und der Winkel an der Basis.
5) Der eine Schenkel und der Winkel am Scheitel.

2. Aufgabe. Ein rechtwinkliges Dreieck zu construiren, wenn gegeben
sind

1) Die eine Cathete und ein spitzer Winkel. (Zwei Fälle.)
2) Die Hypotenuse und ein spitzer Winkel.

3) Die beiden Catheten.
Die Hypotenuse und eine Cathete.

Bemerk. Catheten heißen die den rechten Winkel einschließenden Seiten,
Hypotenuse, die ihm gegenüberliegende Seite. ;

3. Aufgabe. Das gleichseitige Dreieck aus einer gegebenen Seite zu
construiren.

$2. Das Viereck.

a) Das Viereck im Allgemeinen.

Die Construetion des Vierecks läßt sich auf die des Oreieckes

zurückführen. :

Zieht man in dem Vierecke ABOD sFig. 18] Fig. 18. B

die Diagonale DB, so ist das eine Dreieck (ADB)
durch drei, von einander unabhängige Elemente be—-

stimmt. Durch dieses eine Dreieck ist zugleich ein

Element des zweiten Dreieckes mit bestimmt —

nehmlich die Diagonale DB — und es sind somit

6

D

zur Bestimmung dieses zweiten Dreieckes bloß zwei Elemente noch er—-

forderlich. Hieraus geht hervor:
Das Viereck im Allgemeinen ist durch fünf von einander unab—-

hängige Elemente bestimmt.
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b) Das Liereck im Besonderen.

1. Das Parallelogramm.
71. Lehrsatz. Die Diagonale theilt das Parallelogramm

in zwei congruente Dreiecke. sFig. 38.1 ;
Bew. zZieht man in dem Parallelogramme ABOD die Diagonale

CB, so ist:
*

—c cis. p

AABO ADCB Als Wechselwinkel an

ZACB— ADRBCN Parallellinien.

AABCSD 6 0.47)
72. Folgerung. In einem Parallelogramme sind die

gegenüberliegenden Seiten einander gleich.
783. Lehrsatz. Sind in einem Vierecke die gegenüberlie—-

genden Seiten gleich, so ist das Viereck ein Parallelogramm.
Bew. Ist in dem Vierecke ABOD sFig. 38.] die Seite AB —

CD und ACBD, so wird dasselbe durch die Diagonale in zwei
Dreiecke zerlegt, welche in ihren drei Seiten übereinstimmen, also eon-

gruent sind. Folglich: 7 —

ZABC /DCB desgl. AOB — /DBO (als homologe Winkel.)

ARMOD 3 — 7010325

74. Lehrsatz. Sind in einem Vierecke zwei gegenüber—-
liegende Seiten gleich und parallel, so ist das Viereck ein

Parallelogramm. sFig. 38.]
Bew. Ist in dem Vierecke ABOCD -die Seite AB—CD so

wird dasselbe durch die Diagonale CHin zwei ODreiecke zerlegt, welche
in zwei Seiten und dem zwischenliegenden Winkel ühbereinstimmen,
folglich sind auch (nach 50) die homologen Seiten AC und BP gleich,
also das Viereck (nach 73) ein Parallelogramm).

75. Folgerung. Das Parallelelogramm ist durch drei,
von einander unabhängige Elemente (nehmlich durch zwei
Seiten und einen Winkeh bestimmt.

76. Aufgabe. Aus zwei Seiten und einem Winkel ein

Parallelogramm zu construiren sFig 39
86fung An der Unbegrenzten XV eonstruirt man den Winkel

BOA gleich dem gegebenen Winkel 7 und schneidet von dem einen

75 dSquler häben die Betweise der Sätze 72 bis 74 regelrecht in Glei-
chungen auszuführen. na

—

E 3
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Schenkel desselben das Stück CA

gleich der einen gegebenen Seite b

und von dem anderen Schenkel das

Fig: 39.

Stück OB gleich der anderen gege—-
benen Seite a ab. Von B aus con-- x

struirt man dann BD CA, und S 7

von A aus AD CB, oder man schlägt um Bmit b und um A mit

a als Radius Kreisbogen und verbindet den Durchschnittspunkt D der-

selben mit B und mit A, so ist in jedem Falle ACBD ein Parallelo—-
gramm. (Die erstere Construction stützt sich auf die Definition, die

letztere auf 13)

2. Das Trapez.

Das Trapez (ABOD sFig. 40.] kann entweder Fig· 10.

durch eine Diagonale (AD) in zwei Dreiecke, oder durch
g- lchitt. D

eine parallele Transversale OE) in ein Dreieck und

ein Parallelbgramm zerlegt werden. Aus jeder Zerle·a

gung folgtgleich einfach:
77.DasTrapez ist durch vier von einander unabhängige

Elemente bestimmt.
;

78. Aufgabe. Ein Trapez aus je vier, von einander

unabhängige Elemente zu eonstruiren.
Bemerk. Ob man das Trapez aus zwei Dreiecken oder aus einem

Oreiecke und einem Patallelogramme zu construiren habe, erkennt man

leicht, wenn man sich zuvor ein beliebiges Trapez zeichnet und an dem—-

selben die gegebenen Elemente bemerkt.

3. Das Rechteek.

Da in einem Rechtecke alle Winkel als Rechte gegeben, die

gegenüberliegenden Seiten aber gleich sind, so folgt ohne Weiteres:

79. Folgerung. Das Rechteck ist durch zwei Elemente,

namentlich durch seine beiden Seiten bestimmt.
Bem. Man nennt daher das Rechteck ein Produet seiner Seiten,

und bezeichnet es, wenn a und h seine Seiten sind, durch a Xx b.

4. Die Raute und das Quadrat.

Als besondere Vierecke müssen hier noch angeführt werden 1 das

gleichseitige Viereck oder die Raute, 2) das gleichseitige gleichwinklige
Viereck oder das Ouadrat. — Beide Vierecke sind (nach 73) zugleich

Parallelogramme.
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Da nun bei einer Raute durch eine Seite alle Seiten, und durch
einen Winkel alle Winkel gegeben sind, so folgt:

80. Die Raute ist durch zwei Elemente, durch eine Seite
und einen Winkel, bestimmt.

In dem Quadrate ist außerdem der Winkel als Rechter gegeben,
daher folgt:

81. Das Quadrat ist durch ein Element, nehmlich durch
seine Seite, bestimmt. ;

Bem. Ist a die Seite des Quadrates, so bezeichnet man das
OQuadrat durch a a-. ;

F 3. Das Vieleck.

Setzt man an ein Polygon ein Dreieck an (so daß die Seiten dessel-
ben nicht geradlinige Verlängerungen der Seiten des Polygones sind),
so erhält das Polygon eine Ecke mehr. — Zur Bestimmung dieses
Dreiecks sind aber bloß zwei Elemente erforderlich, weil die eine Seite
bereits, als Seite des ursprünglichen Polygones, gegeben ist. Aus dieser
Bemerkung kann man leicht die Anzahl der Elemente, die zur Bestim—-
mung eines Polygones im Allgemeinen nööthig sind, ableiten:

ZurBestimmungeines Dreieckes sind erforderlich ; 3Elem.
— Viereckes — - 342—341.2 —

- - Fünfeckes — 3 1.22—342.2 -

— Sechdeckeb-- 34-2.22—343.2 —

- Siebeneckes 343.2 2—344.2 -

n Eckch o n4(—N2—n3
Der Winkel eines regelmßigen Polygones ist (nach 45 Zus.) —

20 also bekannt; da nun auch die Seiten unter sich gleich sind,

so folgt:
82. Das regelmäßige Polygon ist durch ein Element,

und zwar durch eine Seite, bestimmt.

Nebungsstoff.
1. In einem Parallelogramme halbiren sich die Diagonalen.
2. Ein Viereck, inwelchem sich die Diagonalen halbiren, ist ein Parallelogramm.
3. In einem Rechtecke sind die beiden Diagonalen gleich.
4. Ein Parallelogramm, in welchem die Diagonalengleichsind, ist ein Rechteck
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5. In einem rechtwinkligen Dreiecke ist der Scheitel des rechten Winkels
von der Mitte der Hypotenuse um die halbe Hypotenuse entfernt.

6. gst in einem Dreiecke die eine Ecke von der Mitte der gegenüberliegenden
Seite, um die Hälfte dieser Seite entfernt, so ist das Dreieck rechtwinklig.

7 In einer Raute stehen die Diagonalen senkrecht zu einander.

8. Ein Parallelogramm, in welchem die Diagonalen senkrecht zu einander

stehen, ist eine Raute. :
-

9 In einem Quadrate sind die Diagonalen gleich und schneiden sich unter

rechten Winkeln. : —

10. Sind in einem Parallelogramme die Diagonalen gleich und stehen

senkrecht zu einander, so ist das Parallelogramm ein Quadrat.

Cap. 11.

Die Größe.

Jede geschlossene Figur umgrenzt ein Flächenstück von bestimmter allseitiger

Ausdehnung, von der man sich eine bildliche Vorstellung machen kann. Diese

anschauliche Auffaffung der Größe einer umgrenzten Fläche ist hier von keinem

Interesse. Wir haben die Flächen ihrer Größe nach mit einander zu vergleichen.
— Nun lassen sich aber die Flächen von verschiedenerForm nicht leicht mit einander

vergleichen, und wir haben daher zunächst die Aufgabe, den Flächen eine Form

zu geben, die für den Vergleich geeignet ist, zu welcher Forderung uns die
Vemerkung berechtigt, daß gleich große Flächen von verschiedener Form sehr wohl

denkbar sind. — Dieses Capitel zerfällt daher in zwei Abschnitte:

81. Verwandlung der Form.

Um hier nicht im Dunklen zu tappen, müssen wir erwägen, welche Form

für den Vergleich die geeignetste ist. Es ist offenbar die Form, bei welcher die

Größe derFläche durch ihre beiden Dimensionen bestimmt ist, d. h. die Form des

Rechteckes. ZurRechtfertigung“ dieser Behauptung diene folgende Erörterung:

Der Ausdruck einer Dimenston ist die gerade Linie. Die beiden Dimensionen
einert Ebene werden also durch zwei, zu einander in bestimmter Lage befindliche,

d. h. zu einander normal stehende Geraden bestimmt. In der Ebene selbst können

sie aber jede beliebige Lage einnehmen, da in einer unbegrenzten Ebene keine

besonders ausgezeichnete Linie gegeben ist. — Anders gestaltet es sich bei
begrenzten Flächen, wo die Dimensionen eine bestimmte, in verschiedener Rich-

tung verschiedene, Größe haben. Nehmen wir z B. ein Parallelogramm, so

sind alle Linien, die der einen Seite parallel sind (als Parallelen zwischen

Parallelen), dieser Seite selbst gleich. Es eignet sich daher die eine Seite selbst

zum Ausdruck der einen Dimension. Wir nennen diese Seite die Grundlinie —

und wählen als solche gewöhnlich die horizontale Seite. — Alle Normalen aber

zwischen der Grundlinie und der ihr parallelen Seite sind ebenfalls (als Parallelen

zwischen Parallelen) einander gleich. — Nennen wir daher die Normale, von einem

Punkte der gegenüberliegenden Seite auf die Grundlinie gefällt, die Höhe des
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Parallelogrammes, so erhalten wir den Satz: Die Dimensionen eines Pa—-
rallelogrammes werden durch die Grundlinie und Höhe bestimmt.—
Bei einem Rechtecke aber stehen die beiden Seiten senkrecht zu einander. Nimmt
man die eine als Grundlinie, so ist die andere die Höhe, und da nun das Rechteck(nach 79) durch seine beiden Seiten bestimmt ist, so ist obige Behauptung gerecht-
fertigt.

Mag nun auch für den Vergleich die Form des Rechteckes genügen, für die
anschauliche Auffassung ist jedenfalls die Form geeigneter, in welcher die beiden
Dimensionen gleich sind, das ist die Form des Quadrates. — Somit ist unserZiel
bekannt: Wir haben zu ermitteln ob sich ein beliebiges Polygon zunächstin ein Rechteck und dann weiter in ein Quadrat verwandeln läßt.

Da das Rechteck ein Parallelogramm mit
einem bestimmten Winkel ist, so haben wir die Auf—-
gabe zu lösen: Ein Parallelogramm in ein

Fig. 41

—D

anderes mit einem vorgeschriebenen Winkel — -
zu verwandeln. — Aendert man nun den Win- na———

—— ——

—
—

14 uu Uu 01 Xon—

c O,C Dtel CAB sFig. 41.] des Parallelogrammes ABOD, u 7

Seite BD ist das ursprüngliche Parallelogramm um IZ -das Dreieck D, BD verkleinert; durch die gleichzeitige A

Bewegung der Seite A ist es aber um das Dreieck CAC vergrößert. Da nun
beid- Dreiecke stets in zwei Seiten und dem zwischen liegenden Winkel überein-
stimmen, also congruent sind, so ist durch eine solche Aenderung des Winkels die
Größe des Parallelogrammes nicht geändert. — Das Resultat läßt sich folgender-
maßen in einen Satz fassen: —

—

83. Lehrsatz. Zwei Parallelogramme, die gleiche Dimen—-
sionen, d. h. gleiche Grundlinie und Höhe haben, sind gleich
groß. sFig. 41.

AGAOS AD,BD CA— D6072

;

Z C AO— / D, BD (Absj.l üũbst. 2.)
ABC,D — A CAC — ABC.D — ADBD E F. 1.)
d. h. ABOD — ABC D;

Anmerk. Sind die Parallelogramme getrennt, so denke man sich das eine
beweglich und trage es so auf das andere, daß die gleichen Grundlinien in ihren
Endpunkten (also auch überhaupt) zusammenfallen. Da nun die Gegenseiten der
gemeinschaftlichen Grundlinie parallel sind und von ihr in allen Punkten gleiche
Abstände haben, so müssen sie nothwendig beide in eine, der Grundlinie parallele
Linie fallen, und wir erhalten so eine der drei obigen Lagen. —

Mit diesem Satze ist nun auch die Lösung der obigen Aufgabe
gegeben.

—

—— loin Paralleloarammes 80, —— —
ohne seine Dimensionen zu ändern, so kommt es %—

4nach und nach in die drei besonderen Lagen der D,C
bezeichneten Figur. — Durch die Bewegung ber -

Seite BD ist das ursprüngliche Parallelogramm um
das Dreieck D, BD verkleinert; durch die aleich-eitige A 2
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84. Aufgabe. Etn Parallelogramm in ein anderes von
gleicher Größe und einem vorgeschriebenen Winkel zu ver—-

wandeln. sFig. 42.1 7

Lösung. Ist ABOCMD das gegebene Pa—-

rallelogramm und a der gegebene Winkel, so
construire man an der Grundlinie (oder deren

Verlängerung), in jedem Endpunkte einen, dem

Winkel a gleichen Winkel (O AB — D BX—0)
und verlängere die Schenkel, bis sie die Gegen- A

seite (oder deren Verlängerung) in C und Di schneiden, so ist O, ABD,
das verlangte Parallelogramm. — Will man das Parallelogramm in ein

Rechteck verwandeln, so braucht man nur in den Endpunkten der Grund—-

linie rechte Winkel an dieselbe zu setzen, oder, was dasselbe ist, man

errichtet in jedem Endpunkte der Grundlinie eine Normale zu derselben
und verlängert die Normalen bis zum Durchschnitt mit der Gegenseite.

85. Folgerung. Jedes Parallelogramm läßt sich in ein

Rechteck von gleicher Größe verwandeln. dienn ot
Gehen wir jetzt zu der Verwandlung des Dreieckes über, da das

Dreieck das einfachste der Polygone ist.
Aus Lehrs. 71 ersehen wir, daß die Diagonale ein Parallelogramm

in zwei congruente, also auchgleiche, Dreiecke zerlegt. Mit Hinzuziehung
von Lehrs. 83 ergiebt sich hieraus sogleich:

86. Lehrsatz. Das ODreieck ist die Hälftẽ des Parallelo—-

grammes von gleicher Grundlinie und Höhe.

Zusatz. Oreiecke von gleicher Grundlinie und Höhe sind gleich.
87. Aufgabe. Ein Dreieck in ein Parallelogramm zu

verwandeln. sFig. 43. —

Lösung. Man halbirt die Grundlinie AB des Fig. 43.

... AAnR c Inl
Dreieckes ABO in D, zieht DE /AC und OE AD
so ist das Parallelogramm ADEO — AABO.—
Denn ergänzt man das Dreieck ABO zum Parallelo-

gramm ABCH, so ist sowohl das Dreieck ABO als

1

auch das Parallelogramm ADOE gleich der Hälfte von ABOF.

Da nun jedes Parallelogramm in ein Rechteck von gleicher Größe
verwandelt werden kann, so folgt:

88. Folgerung. Jedes Dreieck kann in ein Rechteck von gleicher
Größe verwandelt werden.
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Um ein Polygon in ein Rechteck zu verwandeln, können wir jetzt
zwei Wege einschlagen?

Wir zerlegen das Polygon durch Diagonalen in Oreiecke, ver—-

wandeln jedes Dreieck in ein Parallelogramm,nnd vereinigen, wo möglich,
sämmtliche Parallelogramme in ein Parallelogramm.

2 Wir verwandeln das Polygon directin ein Dreieck von gleicher
Größe, indem wir eine Ecke nach der anderen verschwinden lassen. —

Wir wollen beide Wege versuchen.
89. Aufgabe. Es soll ein Parallelogramm ceonstruirt

werden, welches gleich der Summe zweier Parallelo—-
gramme ist. sFig. 44.

Analbyse. Da wir (nach 84.) den Winkel eines Fig. 44.
oarammes beliebia ändern kznnen sp tind wir hoe— c DPXParallelogrammes beliebig ändern können, so sind wir be—-

rechtigt, die beiden Parallelogramme als gleichwinklig vor—-

auszusetzen. Zwei gleichwinklige Parallelogramme können
wir aber immer so an einander setzen, daß ihre Grundlinien
eine Gerade bilden. — Sind nun ABOCD und BGPN die

beiden also aneinander gesetzten Parallelogramme, und wir ergänzen die ganze
Figur ARFGDO zu einem Parallelogramme ARHO, so ist dasselbe um das

Parallelogramm GVHD größer als die Summe der gegebenen Parallelogramme,
und wir haben also von demselben ein Stück —G AD so abzuschneiden, daß
das Uebrigbleibende ein Parallelogramm ist. — Zu dem Zwecke suchen wir in der
Linie GV einen Punkt O so zu bestimmen, daß eine durch diesen Punkt parallel
der Seite BD gezogene Linie XV ein Parallelogramm XHE— GDHP oder,
da XOFH beiden gemein ist, VOPE— GOXD abschneidet. — Verbinden wir
nun den Punkt O mit den Punkten B und 1, so ist: ; —

BOY — BOG
171 ;HOF — HOX ;

VOFE — GOXD (Annahme.)

BOY — HOF YOrr — BOG 4 HoOX 4 GOXD (&.3.3)
Hieraus folgt, daß der Punkt O so gewählt werden muß, daß die Linie

BOH das Parallelogramm BEUD halbirt, d. h. der Punkt O ist der Durchschnitts-
punkt der Diagonale BH mit der Seite G—.

Lösung. Ziehen wir die Diagonale BH und durch den Durch-
schnittspunkt O die Linie IK DB, so ist: [Fig. 15.

ig. 45.;
Am — — 0 ; Fig

D I H

ABHES BHD

ABOKS 806 471;
AOHF & OHI

BHE — BOK 4 OH) — BHD— BOG — OHn (E.8.3und4
d. h OKEV — OIDG —



43

BKOG— OKXEF — BXOG OJIDG (E.3.3)
d h. BEGF — BRDI

AbBCD —BEGF— C 0 6RDi —AKCi (E.3.3)

1. Zusatz. Die Summe zweier Rechtecke von gleicher Höhe
ist gleich einem Rechtecke von derselben Höhe und einer

Grundlinie, gleich der Summe der Grundlinien beider

Rechtecke. Sind die Grundlinien a und b, die gemeinschaftliche

Höhe h, so ist:

axh—bxh—(ab)xh. sFig.46.
:

2. Zusatz Zieht man durch einen Punkt der Diagonale eines

Parallelogrammes zwei den Seiten parallele Linien, so wird das Pa—-

rallelogramm in vier Parallelogramme getheilt, von welchen die zwei
einander gleich sind, durch welche die Diagonale nicht geht.

Uebungsstoff.

1. Ein Parallelogramm zu construiren, welches einem gegebenen Paralle—-
logramme gleich ist, und eine vorgeschriebene Seite hat.

2. Ein beliebiges Viereck oder Fünfeck in ein Parallelogramm von gleicher
Größe zu verwandeln. ;

155. Ein Parallelogramm zu construiren, welches der Differenz zweier Paralle-
logramme gleich ist. ;

4. Den geometrischen Ort der Scheitel aller Dreiecke zu bestimmen, die üher

derselben Grundlinie gezeichnet einander gleich sind. 21—

Können wir nun zwei Parallelogramme, so können wir auch beliebig viele

in ein Parallelogramm vereinigen, und die Verwandlung eines Polygones in ein

Parallelogramm, — also auch in ein Rechteck — ist auf dem ersten Wege möglich
—aber weitläufig. — Versuchen wir daher auch den zweiten Weg.

90. Aufgabe. Ein Polygon in ein anderes, von gleicher
Größe zu verwandeln, welches eine Ecke weniger hat. sFig. 47.)

Lösung. Wollen wir die eine Ecke des ge—
Fig. 47.

A

gebenen Polygones A80D.... N, etwa die Ecke

Bverschwinden lassen, so schneiden wir durch die

Diagonale NB das Oreieck NAB ab und ersetzen
es durch ein anderes von gleicher Größe, dessen
Scheitel aber in der Verlängerung der Seite BO

A;

D

liegt, was (nach 86 Zus.) leicht ausführbar ist: Wir verlängern also CB

über B hinaus, ziehen durch A die Linie AA,NB und verbinden den

Durchschnittspunkt A, (dieser Parallelen mit der Verlängerung von 0B)
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mit N, so ist NA/B NAB (86 Zus), also auch ACD... N—-
ABCD...N.— Z3ugleich hat das Polygon A/CD..N eine Ecke
(die bei B) weniger als das ursprüngliche.

Lassen wir in dieser Weise eine Ecke nach der anderen verschwinden,
so müssen wir endlich auf ein Dreieck kommen, das dem ursprünglichen
Polhgone gleich ist und (nach 87) in ein Rechteck verwandelt werden kann.

39 Folgerung. Jedes Polygon kann in ein Rechteck
verwandelt werden.

Es bleibt uns nun noch die Aufgabe, ein Rechteck in ein Quadrat zu
verwandeln, übrig. — Zur Lösung dieser Aufgabe verhelfen uns zwei Eigen-
schaften des rechtwinkligen Dreieckes, welche hier sogleich, ohne vorhergehendeMo—-
tivirung, hingestellt werden: ;

-

22. Lehrsatz. Fällt man in einem rechtwinkligen Dreiecke,
vom Scheitel des rechten Winkels, eine Normale auf die
Hypotenuse, so ist das Quadrat dieser Normalen gleich dem
Rechtecke aus den beiden Abschnitten der Hypotenuse. sFig. 48.]

; — 0
——

— Vorauss. /ABC—
gig -s

u — INR 11—

77777
——

a.. AeBehaupt. BDa —AD XDeo.

Bew. Man verlängere die Normale BD und mache die Verlän—-
gerung DE — DA. Ziehe durch E die Linie EF AC und durch den
Punkt E, in welchem sie die Verlängerung von BO schneidet, die Linie
FIBE; ferner BIAC, und endlich durch C die Linie HG BD.
Dann verlängere man noch AC bis sie IV in K schneidet. — Alsdann
ist D OEG dasRechteck aus DO und AD, und nach 89 Zus. 2 gleich
dem Rechteck HOIK, defsen eine Seite HO— BD ist. Wir haben
also bloß zu zeigen, daß auch die zweite Seite CK —BD ist, welches
sich sogleich aus der Congruenz der Dreiecke CKP und BDA ergiebt,
denn es ist: ;

FX — AD (weil beide — D)
ZOKF — / BDA (beide sind Rechte.)
AKOF — ADBA (beide machen mit / DBC einen Rechten.)

O CKF BDA q.47)

OK — BD

OXHI— BDoO
CKHI — DOEG (89 3us. 2.)

EI

2
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BDo — DOFG (S.F-2)
HCEG — DOXDA

BDO — DC X DA EF 2)

93. Lehrsatz. Fällt man in einem rechtwinkligen Dreiecke

eine Normale vom Scheitel des rechten Winkels auf die

Hypotenuse, so ist das Quadrat der Kathete gleich dem Rechtecke
aus der Hypotenuse und dem, der Kathete anliegenden Ab—-

schnitte. sFig. 49

Vorauss. 2 ABO—IKR —

A 0 t
Behaupt. AB —AO XAD 72e

BewMan verlangert die Normale pon a
imacht die Verlängerung DF — AC; zieht ABD -
und VE AD; darnach EK ABund AG BO /
— Alsdann ist ADEF —AC X AD; wir haben jun

nachzuweisen, daß ABKG —AB q 0 und dann, daß 2
ABXG—ADER ist:

: AC —AR gemacht ; ; J

AABCSAGE /ABC— AGE als Rechte hoit oa
/BAC / GAL beide ergãnzen GAC zum

Rechten.AB— AG

Da nun auch alle Winkel in ABK G Rechte sind, so ist:
ABIG — ABO

nun ist ABRG — ABHLE (83)

ABO — ADFE CXx AD (.8.2)

Welchen der beiden Sätzeman nun auch zur Verwandlung eines Rechteckes
in ein Quadrat mag anwenden wollen, jedenfalls muß man zuvor noch die Auf—-

gabe lösen: Ueber einer Geraden ein rechtwinkliges Dreieck zu eon-

struiten, so daß der Scheitel in eine auf der gegebenen Linie errich-
tete Normale fällt. — Zur Lösung dieser Aufgabe verhilft uns der, im Uebungs-
stoffe zum vorigen Cap. angeführte Satz: ;

94. Lehrsatz. Ist die eine Ecke eines Dreieckes von der

Mitte der gegenüberliegenden Seite um die Hälfte dieser

Gegenseite entfernt /so ist das Dreieckrechtwinklig. sFig. 50
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Vorauss. AD — DB—DC 7
Behaup 6—K * du eo

Bew. 2x— Z y((weil AD—B
— AMu —A2 (weil DB—DO) (51) —— —

Axu— 25 —— AABC(E33)
AABC—IR (55 und Uebst 4)

Der im Lehrsatze 94 ausgesprochenen Bedingung genügen nun alle
Dreiecke, deren Scheitelpunkt in der Peripherie eines Kreises liegen,
den man aus der Mitte der Grundlinie, mit der halben Grundlinie als
Radius, schlägt. — Der Winkel dessen Scheitel in der Peripherie eines
Kreises liegt, heißt ein Peripheriewinkel.

95. Folgerung. Der Peripheriewinkel über dem Durch—-
messer ist ein Rechter.

26. Aufgabe. Ein gegebenes Rechteck in ein Quadrat
zu verwandeln. sFig. 51.

1. Lösung. Man verlängere die Grund— Fig. 51.
AR pheß ac6achsioubn Rodito ARAn clinie AB des gegebenen Rechteckes ABCD, und

mache die Verlängerung AV — der zweiten Seite
AC des Rechtecks; schlage dann über EB als

Durchmesser einen Halbkreis und verlängere OA
bis zur Peripherie, so ist AP die Seite des
Quadrates, welches gleich dem Rechtecke ABOD

ist. — Denn verbindet man die Punkte V und
B mit V, so ist / EFB — 1R 05), folgl AFO —AB X AE —

ABOD 592 - nun :
2. Lösung. Von der Grundlinie AB schneidet man AE, —AC

ab, schlägt über AB „als Durchmesser einen Halbkreis, errichtet in E,
die Normale E L und verbindet den Durchschnittspunkt F,
dieser Normalen und der Peripherie mit dem Endpunkte A der Grund—-
linie, von welchem ausdie zweite Seite abgeschnitten wurde, so ist diese
Linie AH die Seite des verlangten Quadrates. — Denn verbindet man
den Punkt auch mit B, so ist AP,B —IR (05), folgl. ABO
—AB X AE — ABOD 593.

N. Folgerung. Jedes Polygon läßt fich in ein Quadrat ver—-
wandeln· (. 91 und 96) 1

Noch eine Methode, ein Polygon in ein Quadrat zu verwandeln, ist denkbar:
Nan zerlegt das Polhgon durch Diagonalen in Dreiecke, verwandelt die einzelnen
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Dreiecke in Quadrate und vereinigt die Quadrate, wo möglich, direct in ein ODuadrat.
— Wenn diese Methode vor der vorigen auch keinen Vorzug verdient, so ist

jedenfalls die Lösung der Aufgabe, zwei Quadrate direct in ein Quadrat zu

vereinigen, von Interesse.
98. Aufgabe. Ein Quadrat zu eonstruiren, welches gleich

der Summe zweier gegebenen Quadrate ist. sFig. 52.1

Lösung. Wir setzen die gegebenen Quadrate so Fig 52.

aneinander, daß die Grundlinien eine gr. Linie bilden, 22

und ergänzen die also entstandene Figur AODEFG

zueinem Quadrate AUIG. — Verlängern wir nun

die Seite BD bis K, so ist das Quadrat AUIG um

die beiden Rechtecke CHKD und ELKIE größer als

die Summe der gegebenen Quadrate, und wir müssen —

also von diesem Quadrate Flächenstücke abzuschneiden suchen, so daß sie

zusammen den genannten beiden Rechtecken gleich sind, der Rückstand

aber ein Quadrat ist. —

Durch die beiden Diagonalen OK und KF werden die Dreiecke
CHK und KIF abgeschnitten, welche zusammen gleich einem Rechtecke

sind. Ziehen wir daher FL |KO und verbinden C mit L. Laßt sich

nun beweisen daß die zuletzt abgeschnittenen Dreiecke den vorigen gleich

sind, das Vierecd CKLF aber ein Quadrat ist, so ist die Aufgabe so

richtig gelöst:
; ;2

CH —KI

Bew. LAHCK EIK KH— FI Nach der Construction

AHK — / KIF als Rechte.

H CK —KF (. 50)
x—: ausl

2 CKF—IR Alx—IR,weil AA IKR
u ZxXHy — 1R

3) /KFL— 1R aFL KC gezogen wurde.)

EG 1
;

n Air6 rxki A 1 als Reqte
2a— y beide ergänzen -zu IR.

O r L KE

5)0K — LI (aus 1 und 4.)

Da nun auch OK LPE ist, so folgt, wenn man zugleich 1, 2 und

Lehrsatz 74 berücksichtigt, daß OKFL ein Quadrat ist. — Nun ist

endlich auch
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17

I. ACALE AL6Gr ZA Gals Rechte
Aw — Zu beide erg. v zum Rechten.

Es sind also die vier abgeschnittenen Dreiecke unter fich gleich, und
zusammen gleich den beiden Rechtecken. Folglich ist OKEldas verlangte
Quadrat. ; ; -

TVergleichen wir aber die Seite dieses Quadrates mit den Seiten
der gegebenen Quadrate, so sehen wir, daß diefelbe die Hypotenuse eines
rechtwinkligen Dreieckes ist, dessen Katheten die Seiten der beiden gege-
benen Ouadrate sind. — So sind wir dann hiermit auf den berühmten
PythagoräischenLehrsatz geführt: ;

Lehrsat. In einem rechtwinkligen Dreiecke ist das
Ouadrat der Hhpotenuse gleich der Summe der Quadrate
beider Katheten. sFig. 53

Bew. Oer Beweis folgt unmittelbar aus —
Lehrsatz 93. — Ist nehmlich ABOG oin hot n B Fig. 68.Lehrsatz 93. — Ist nehmlich ABO ein bei B

rechtwinkliges Dreieck und BD AC, so ist:
fni Kt —ao 6

Bos 0 Do 03.)
—

— ——— A——— a — c

n

800 —0 0 93) N

ABO 4 800 —AO X ACXDC-AOXD+D
—ACXACACO. [B93uf.l]

7

Bemerkung. Aus diesem Satze ergiebtsich nun eine viel einfachere Lösung
der Aufgabe 98: Man setzt die Seiten der gegebenen Quadrate rechtwinklig an
einander und zieht die Hypotenuse, so ist diese die Seite des gewünschten Quadrates.

Anhang.
1. Lehrsatz. Das Quadrat über der Summe zweier Linien

besteht aus der Summe der Quadrate und dem doppelten Rechtecke
beider Linien.

(ab)a?—b· 2ab.
Setzt man in der Figur 52, AB — a und BG— b, so zeigt ein

bloßer Anblick der Figur die Wahrheit.
2. Lehrsatz. Das Quadrat über der Differenz zweier Linien

ist gleich der Summe der Quadrate beider Linien, vermindert um das
doppelte Rechteck aus denselben.

Bew. Ist (Fig. 54) AE —a;EB —b; AEPG a; 10GH
b?; ACBD — (a—b)-/ so ist! ACBD — ARGP4 ICHG—-
GBEVE MKH), d. h. a—)— a- 4 b-— 2X ab. “
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E

3. Lehrsatz. Die Differenz der Quadrate zweier Linien ist gleich
dem Rechtecke aus der Summe und der Differenz der Linien

Bew. Ist Fig. 55 Ab a; B—— — b; ABCD —

a0; CFEG— ba, so ist: ABOD— OFEG — AHFI (da BKIH

— GED), d. h. a?—b-2 (a —b) X (ab).

4. Aufgabe. Ein Quadrat zu construiren, welches gleich dem

Unterschiede von zwei gegeben Quadraten ist.

Lösung. Man construirt ein rechtwinkliges Dreieck, in welchem
die Hypotenuse gleich der Seite des größern, die eine Kathete gleich der

Seite des kleineren Quadrates ist. Die zweite Kathete ist dann die

Seite des verlangten Quadrates.

5. Aufgabe. Ein Quadrat zu construiren, welches ein beliebiges
Vielfache eines gegebenen Quadrates ist. :

Lösung. Mit Anwendung des Pythagoräischen Lehrsatzes kann

die Seite des verlangten Quadrates bald als Hypotenuse, bald als

Kathete eines rechtwinkligen Dreieckes construirt werden.

S 2. Neduetion von Flächenverhältnissen auf Linienverhältnisse.

Die oben gelehrte Verwandlung der Form läßt sich wohl im Kleinen, auf
dem Papiere, nicht aber auf dem freien Felde mit einem ganzen Grundstücke aus-

führen. — Eben so ist die directe Quadrirung eines Grundstückes oder eines Landes

praktisch unmöglich, und daher hat die theoretische Geometrie noch die Aufgabe zu

lösen: Die Flächenmessung auf eine Linienmessung zurückzuführen,
oder das Verhältniß zweier Flächen durch das Verhältniß zweier
Linien zu ersetzen. — Da hierbei die Gleichheit zweier Verhältnisse nachzuweisen
ist, — Verhältnisse aber im Allgemeinen irrational sind, so liegt vor allem die

Frage vor; Woraus erkennt man die Gleichheit irrationaler Größen?
Diese Frage findet in folgendem Lehrsatze Erledigung.

100. Lehrsatz. Zwei irrationale Größen sind gleich, wenn

sie stets zwischen denselben Grenzen bleiben, auch wenn die

Differenz der Grenzen sich grenzenlos der Null nähert.
Paulson, Planimetrie. 4
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Vorauss. a und ß sind zwei irrationale Größen; G die obere,
g die untere Grenze, d. h. G nimmt stetig ab, bleibt aber — a und

auch — ß; 8 nimmt stetig zu, bleibt aber — a und auch —ß.
Behaupt: a—— —
Be w :Z ; Vorausf

G—s — a—ß (S. F. 16.)
Da nun bei stetiger Abnahme von 6, und gleichzeitigem Wachsen

von g die Differenz G—s fich grenzenlos der Null nähert, und doch
—a —ß bleibt, so muß a—ß—o,d. h. es muß « ß sein.

Um hiernach die Gleichheit zweier Verhältnisse zu erweisen, genügt es nicht
etwa zu zeigen, daß für beide Verhältnisse die Grenzen um so weiter dieselben
bleiben, je sorgfältiger die Messung ausgeführt wird, denn das würde höchstens
die fragliche Gleichheit als wahrscheinlich vichtig darthun. — Man muß vielmehr
zu erkennen suchen, weshalb die Grenzen für beide Verhältnisse dieselben fein und

bleiben müssen, man mag sie bestimmen können oder nicht.— Diese Exkenntniß
wird bei Raumgrößen meist dadurch gewommen, daß man zeigt, daß bei Ermitt—-
lung der Grenzen für das eine Verhältniß die Grenzen für das andere Ver-
hältniß zugleich mit erhalten werden.

101. Lehrsatz. Das Verhältniß zweier Rechtecke, die
eine gleiche Seite haben, ist gleich dem Verhältnisse ihrer
ungleichen Seiten. ;

HBew. Sind ABOCPD und EEGH die. 56.
ʒ(Fig. 56) zwei Rechtecke, die eine Seite ———

gleich haben (AC— EG) und die wir
kurz durch AD und LH bezeichnen wollen,
so würde man das Verhältniß ihrer un-

gleichen Seiten (nach 8) finden, indem man

die kleinere von der größeren so oft als 1

mööglich abträgk, den Rest von der kleineren -c. Denken wir uns das

ausgeführt und in den Theilpunkten gleichzeitig Normalen errichtet, so
schneiden diese Normalen jedesmal so viele dem kleineren Rechtecke eon-

gruente Rechtecke ab, als die gemessene Seite Abschnitte hat, woraus

hervorgeht, daß in der That die Rechtecke mit den Seiten zugleich ge-
messen worden:

Ist ) AB—2X EF IB so ist nothwendig AD—2xEI4 ID

2 Er 2xlß IKF-- : EH—2x ID 4KH
3 1—xK— 1—KH4ILP

—
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Bestimmen wir hieraus die Grenzen, so erhalten wir:

aus H··2 2A 8 desgleichen 2 A 3 Miffer. d.Grenzen:3—2—l)

AB AD
2 42% 2% 221 -2/—2 / )

/2n n M4n n

Mag nun die Messung der Grundlinien richtig ausgeführt sein
oder nicht, mag sie weiter fortgesetzt werden können oder nicht, — es ist

gleichgiltig; wir wissen jedenfalls, daß für das Verhältniß der Rechtecke

die Grenzen stets dieselben sein müssen, die man für das Verhältniß

ihrer ungleichen Seiten erhält, und daß der Unterschied dieser Grenzen

je mehr und mehr, und grenzenlos sich der Null nähert. — Beide Ver—-

hältnisse sind also nach Lehrs. 100 nothwendig einander gleich —
a f———

102. Lehrsatz. Das Verhältniß von zweihettebigen

Rechtecken ist gleich dem Producte aus den Verhältnissen ihrer

entsprechenden beiden Seiten.

Vorauss. R und Q (Fig 57) sind zwei beliebige Fia: :
Rechtecke; a und a, b und ß ihre entsprechenden beidenSeiten.

a P
Behaupt. R:Q —

Bew. Um den Satz auf den vorigen zurückzuführen

construiren ·wir ein Hilfsrechteck P so, daß dasselbe mit
R die eine Seite (h), mit Q die andere () gleich hat.

struiren wir ein Hilfssrechtect Hso, oaß oasselve mit ;
die eine Seite (h), mit Q die andere (-) gleich hat.

Aus 101 folgt alsdaun:

DR:P—a:«a oderR—x?
ʒ Vergl. Abf. I Cap.1.52.)

HP:Qb: ß oder r 2

7 2—

R—xXXx E.F.H

oder R: Q—x 2 (Abs. 1 Cap. 1. 8 2.)

Zusatz. Das Verhältniß von zwei Parallelogrammen, oder von

zwei Dreiecken ist gleich dem Producte aus dem Verhältnisse ihrer Grund—-

inien und dem Verhältnisse ihrer Höhen.
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Anm. Da ein jedes Vieleck sich in ein Rechteck verwandeln läßt, so ist mit
diesem Satze die Aufgabe des Paragraphen gelöst. Im Anhange fügen wir noch
ein Paar an sich bemerkenswerthe und für die Anwendung bequeme Sätze hinzu.

Anhang.
1. Lehrsatz. Das OQuadrat der Hypotenuse verhält sich zum

OQuadrate der Kathete wie die Hypotenuse zur Projection“) der Kathete
auf der Hypotenuse. —

Bew. Begzeichnet a die Hypotenuse, b die eine Kathete, p ihre
Projection auf der Hypotenuse, so ist:

a —aa q 79 Bem)
bo—axpq.9s)

ad: b9—axa:ax pE.3.6)
axXxa:aXxp—a: (.100

a0:b —a:p 5.F.2)
2. Lehrsatz. Die Quadrate der Katheten verhalten sich zu ein-

ander, wie ihre Projectionen auf der Hypotenuse. ;

Bew. Sind b und e die Katheten, p nnd q respeetive ihre
Projectionen auf der der Hypotenuse, so ist.

—
. 983)edO a q

bo:ec— aXp:a q (5.F.6)
axP: axa*p:q.10h

pO:e —p;: 5.8.2)

8 3. Der Flächeninhalt.
Unter F 1 fanden wir als die geeignetste Form für das Flächenmaß die

Form des Quadrates. — Da aber die Ausmessung der Fläche auf die Messung
von Linien reducirt werden muß, so ist es nothwendig, daß die Flächeneinheit aus

der Längeneinheit abgeleitet werde: Als Flächeneinheit dient daher stets das
Quadrat der bei der Messung gebrauchten Längeneinheit.

1083. Definition. Das Verhältniß einer begrenzten Fläche
Einer Figur) zur Flächeneinheit heißt die Maßzahl der

Fläche. — Die auf die Flächeneinheit bezogene Maßzahl der
Fläche bildet den Inhalt der Fläche. 1

Fällt man von den Endpunkten einer Strecke Normalen auf eineGerade,
so heißt die Strecke zwischen den Fußpunkten der Normalen die Projection der
ersteren Strecke. ; N 17
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Folgerung. Sind zwei Flächen gleich, so sind auch ihre auf die—-

selbe Einheit bezogenen Maßzahlen gleich.
104 Lehrsatz. Die Maßzahl eines Rechteckes ist gleich

dem Produete aus den Maßzahlen seiner beiden Seiten.

Bew. Sind R und Q zwei Rechtecke; a und h die Seiten von

R; a und ß die Seiten von Q, so ist nach 102:

R:—x2
Bezeichnen wir nun mit m die Längeneinheit, und setzen a — ß

m, so ist Q — mH, welches, in die obige Gleichung gesetzt, uns giebt:

R:im 2

Nach 103 ist R: mO die Maßzahl des Rechteckes R; 2 und 2
aber sind die Maßzahlen seiner Seiten (s. Abs. I. Cap. 1. $ · Hiermit

ist also der vorliegende Satz bewiesen. ;
1. gZusatz. Der Inhalt eines Rechteckes ist das Produet

aus den Maßzahlen seiner beiden Seiten, bezogen auf die

Flächeneinheit“).
2 Zusatz. Der Inhalt eines Parallelogrammes ist

gleich dem Produecte aus den Maßzahlen seiner Grundlinien

und Höhe, bezogen auf die Flächeneinheit. ( 83)

3. Zusatz. Der Inhalt eines Dreieckes ist gleich dem

halben Produete aus den Maßzahlen feiner Grundlininie
und Höhe, bezogen auf dieFlächeneinheit. (. 86.)

Hiermit wäre nun zwar die Ausmessung der Fläche auf die Messung ihrer

Dimensionen zurückgeführt. Dennoch setzt das Verfahren mindestens noch die Con-

struction von Normalen voraus, welche manche practische Schwierigkeiten darbietet,

und es ist daher nicht bloß theoretisch von Interesse den Inhalt einer Fläche, wo

möglich, aus ihren Elementen selbst abzuleiten. Da ein jedes Polygon durch

Diagonalen in Dreiecke zerlegt werden kann, so können wir uns füglich auf das

Ist die eine Seite des Rechteckes 7 Fuß, die andere 4 Fuß lang, so

lßt sich das Rechteck in 7 X 1 Quadrate zerlegen, deren Seite ein Fuß lang ist,

d. h. die Maßzahl des Rechteckes ist 4xX 7 —2B, und sein Inhalt beträgt 28

Quadratfuß. — Der Unterschied zwischen Fläche und Flächeninhalt besteht darin,

daß man unter letzterem Ausdrucke die in Quadrate der Längeneinheit zerlegte
Fläche sich vorzustellen hat. — Löst man die zweite Gleichung unter 104 algebraisch

: b
in R auf, schreibt also R—2 7m, so steht links die Fläche, rechts die in

Quadrate zerlegte Fläche oder der Flächeninhalt.
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Dreieck beschränken. — Nun ist zwar das Dreieck durch je drei von einander unab—-
hängige Elemente bestimmt; da aber Winkel und Seiten, als ungleichartige Größen,
sich nicht unmittelbar vergleichen lassen, und wir somit (vorläufig wenigstens) kein

Mittel besitzen, um die Abhängigkeit der Winkel von den Seiten in Zahlen auszu—-
drücken, so können hier bei der Berechnung des Inhaltes eines Dreieckes aus seinen
Elementen die Winkel nicht in Betracht kommen.

105. Aufgabe. Es soll eine Fotmel entwickelt werden

zur Berechnung des Flächeninhaltes eines Dreieckes aus den

Maßzahlen seiner drei Seiten.

Lösung. Bezeichnen wir die Maßzahlen der drei Seiten des
Dreieckes ABO (Fig. 58) respective mit a, b, e; die Maßzahl der Höhe
BD) mit h, und die des Inhaltes mit i, so ist nach 104 Zus. 3:

i— Xxl
und wir haben daher h durch die Maßzahlen der Seiten zu ersetzen.
Bezeichnen wir zu dem Zwecke mit d die Maßzahl der Projection der

Kathete a auf der Hypotenuse, so erhalten wir aus Satz 99 mit Berück—-

sichtigung der Folgerung unter 103 für die Bestimmungen von h die
beiden Gleichungen.

2bd — ab-— e-

-2 2 12

durch 2 b div. . Ha— ct dieser Werth in2 substituirt giebt:

n

Zwar ist hiermit h durch die Maßzahlen der drei Seiten ausge—-
drückt, doch ist die Form für die Rechnung unbequem, und wir haben
dieselbe noch zu reduciren:

(Arithm. S. 69,3und Anhang Satz 3)
2ab—a-b-— eab —a—b4e-
-2

2h 3 ——
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— sdenn 2ab —a? —b- —a— b)-1

4 et — eta— e—-
; 7

2b — 2b

— —
. t b—e —9

Setzen wir nun diesen Ausdruck für h in 1, so erhalten wir:

i— / —e—
—

;

Bringt man noch b unter die Wurzel:

.
2 —— ab—-

: 1

Dieser Ausdruck erhält eine noch elegantere und für dieRechnung
bequemere Form, wenn wir die Summe der Maßzahlen

a b e s setzen, sol ist
b—e—a—s —2a rkre 21

a—e —b— s —2b Lie !0 2

; ; ab—ece —s —2c ae— ———

a

6

; ; ; — — x 4 ; 27 28— 26

2 — a s—b s—e. ———
s—— i 1 —e)

a

Cap. IV.

Gegenseitige Abhängigkeit der Seiten und winkel eines Dreieckes.

Daß an eine vollständige Lösung dieser Aufgabe hier nicht gedacht werden

tann, ist schon oben bemerkt worden. — Nur einige allgemeine Beziehungen zwischen

den Seiten und den Winkeln, sollen hervorgehoben werden. ; :

106. Lehrsatz. Wird der eine Winkel eines Dreieckes

geändert so erleidet die gegenüberliegende Seite eine ent—-

sprechende Aenderung.
Bew. Lassen wir in dem Dreiecke ABOC

[Fig. 59] den Winkel bei B wachsen, so daß der

Schenkel BO (hne seine Länge zu ändern) nach
und nach die drei Lagen BO;; BC,; BC- ein-

C;

nimnt, so ist:
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in der 1. Lage BC — CA —BC4 CA (f. 4
BiC — BC

1N CA— CA (5.3.9)
in der 2. Lage wo C auf die Verlängerung von AC fällt):

AC2 — B —BC —AC .7)
B

Ac.0 S 9
in der 3. Lage: AC — BC, — BG —AC, . D

c BC,

AC; — AC (E.F.9)
Es ist also AC; — AC, —AC —AC, d. h. wächst in einem

Dreiecke der eine Winkel, so wãchst auch die gegenüberliegende Seite. —

Das Resultat läßt fich auch also aussprechen:
107. Lehrsatz. Stimmen zwei Dreiecke in zwei Seiten

überein, nicht aber in dem zwischenliegenden Winkel, so
liegt auch dem größeren eingeschlossenen Winkel die größere
dritte Seite gegenüber. sFig. 60) Fig. 60.

NRoraust 1 2:Vorausl. AB —A, B,
BO — B; C

AB— AB6
cBehanpt. A 0 —10

Bew. Deckk man das eine Dreieck B 0 so auf das andere
ABC, daß die eine gleiche Seite A,B, auf AB fallt, so muß das
erste Dreieck zu letzterem in eine der drei Lagen kommen, welche die
Dreiecke ABC,; ABC-; ABC; zu ABO in der Fig. 59 einnehmen.

108. Lehrsatz, Stimmen zwei Dreiecke in zwei Seiten
überein, nicht aber auch in der dritten, so liegt der größeren
dritten Seite auch der größere Winkel gegenüber. sFig. 60.

Vorauss. AB — AB
BC — Bi ;

Behaupt. / ABCSA, B, (
Bew. Wäre der Winkel ABO— / AB,O so wären die

Dreiecke congruent (50, also könnte nicht AC — A,O, sein; wäre aber
gar ABO Z A BiC, so müßte nach 107 auch O—A, O sein.
Da auch dies der Voraussetzung widerspricht, so kann nur

ZABC— Ab. C ein.
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109. Lehrsatz. Ist das Quadrat der einen Seite eines

Dreieckes gleich der Summe der Quadrate der beiden andern

Seiten, so liegt der ersteren Seite ein rechterWinkel
gegenüber. sFig. 61]

Vorauss. AB2 — ACO 4— BCO

Behaupt. ZaCB 1.1

Bew. Wir ceonstruiren CH AC; machen CD —CB und ver—-

binden D mit A, so ist:
ADO — ACO 4 DCO q.99.) Fig. 61. —

AB9 — ACO 4 CBO Worauss.) s

AP — AB ; Mre B

Es stimmen also die beiden Dreiecke ACD und AOB in ihren
drei Seiten überein, folglich find auch die homologen Winkel in ihnen

gleich also: — 0— A 0 — 131

110. Lehrsatz. Das Quadrat der Seite eines Dreieckes,
welche einem spitzenWinkel gegenüber liegt, ist gleich der

Summe der Quadrate der beiden anderen Seiten, vermindert

um das doppelte Rechteck aus der einen und der Projection
der anderen auf diese. ;

Bew. Ist in dem Dreiecke ABO Fig. 58.] der Winkel C ein

spitzer, so fällt das Loth BD (von B auf AC gefallt) in das Dreieck,
und es ist DO (—q) die Projection von a auf b. — Nun ist;

c—nh(0 — 2..le-
e? —a· —d· — —O- (.F.l)
—a—d· b— d —2 bd (S 48 Sat 2

c—a—b-— 2.bd

111. Lehrsatz. Das Quadrat der Seite eines Dreieckes,
welche einem stumpfen Winkel gegenüber liegt, ist gleich der

Summe der Quadrate-der beiden anderen Seiten, plus dem

doppelten Rechtecke aus der einen und der Projection der
anderen auf diese. ;

Bew. Ist in dem Dreiecke ABO sFig. 62.] der Winkel C ein

stumpfer, so trifft die Normale, von B auf AC gefällt, die Verlängerung
von AC und es ist OD (— 0) die Projeetion von a auf b. — Nun ist:
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n— a 4 . 09) B Fig. 62.
7

1 4

e—a6+q . 8.1) —

—a— d·b- d· 2bd .48, Saß 1) v
c·—a4b2hd :

Cap. V

Anwendung der Arithmetik anf die Geometrie.

8 1. Geometrische Deutung und Construction arithmetischer Symbole.

Daß man nicht mit Linien rechnen kann, ist an sich klar; nichts
destoweniger haben wir in Obigem Linien durch dieselben Symbole ver—-

knüpft, durch welche wir in der Arithmetik die Zahlformen ausdrücken,

deren Werthe respective durch die Addition, Subtraetion, Multiplication
und Oivision gefunden werden. — Der Sinn ist folgender: Sobald

die Maßzahl eines Raumgebildes durch eine bestimmte arith—-
metische Operation aus den Maßzahlen der dieses Raum—-

gebilde bestimmenden Linien ermittelt wird, so verknüpfen
wir die Linien selbst durch das gleiche Operationszeichen.

Bezeichnen wir mit a, b, e, d.... beliebige Strecken und mit

a, ß,7, d... respective die Maßzahlen derselben, so daß 4
a—a. m; b—ß.m;e—7.m; Jdd.m

so erhalten wir folgende Definitionen:
112. Definitioñ. a— b bezeichnet eine Strecke;
Denn construiren wir c — a — b (. Propäd. 8 8.)

so ist in der That auh 7—a—B
118. Definition. a— b bezeichnet eine Strecke;
Denn construiren wir e—a—b(. Propäd. 9

so ist in der That ——

114. Definition. ax b bezeichnet ein Rechteck mit den

Seiten a und b. — ;

Denn bezeichnen wir die Fläche desselben mit R, so ist nach 104:

R —

7 en —. ß
;

—

115. Definition. a: b— bezeichnet eine gahl (s. Abs. L. Cap 1.52)

116. Definition. a bezeichnet die Seite eines Rechteckes,

welches gleich dem Rechtecke ax b ist und zur Seite c he—t.
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Denn setzen wir 1) — x und construiren

2)ex ab q. unter 89 Uebungsst. 1)

so erhalten wir durch Substitution der obigen Werthe für a, b und e:

.m.x—a.mxßm— aß.m- (104 Zus. D
mx

oder t

wx
m 7 :

o

oder 07 -1 da —q. on ;
L Zusatz. —a ;
2. Zusat. .b; denn setzen wir - — und subhstituiren

in die Gleichung 2) a—p.e, so folgt:
; ex eh —

nach (10h wb d. h. —b— b
un. Definition. V bezeichnet als Verhältniß zweier

Rechtecke eine Zahl und läßt sich immer auf das Verhältniß zweier
Linien zurückführen. Denn construiren wir (nach 89 Uebst. 1).

Hex ab

:
abex

so ist 2)
—

47 — 401)

Da ah ein Rechteck bedeutet, desgleichen
ab a b

Anmerkung. Da ah ein Rechteck bedeutet, desgleichen ed, so ist nach 102:

Die geometrische Deutung des Symboles ist also mit der algebraischen im
Einklange. ;

n

118. Definition. /ab bezeichnet die Seite eines Qua—-

drates, welches gleich dem Rechtecke a x b ist.
Denn construiren wir (nach 96)

c 0 — a Xxb
und substituiren a —a.m;b— ß. m;e —7. m; so ist:

m 9 — am.ßm
oder 7x m 9 — aß. m-

d.b. aß

1—V-
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119. Definition. /a? —b- bezeichnet die Hypotenuse
eines rechtwinkligen Dreieckes, dessen Katheten a und b sind.

Denn bezeichnen wir die Hypotenuse mit c, so ist:
en — a 8 4— b 9 (99

aam; b —ßm; c — ym substituirt:
.m 9 am 4— Bmß

—af
ale r— 17—

120. Definition. 1— bezeichnet die Kathete eines

rechtwinkligen Dreieckes, in welchem a die Hypotenuse, b die
cine Kathete ist. ;

Denn bezeichnen wir die Kathete mit e, so ist
;

—a —0 (099
a—a.m; b—ß.m und c7.m substituirt:

;

7.m- — a. m- — B.mß

;
P—a — ß

i 1—

2. Das Vielfache einer geraden Linie.

Im Vorhergehenden ist öfter eine Linie als möglich vorausgesetzt,
welche ein beliebiges Vielfache einer gegebenen Linie ist. — Wir haben
hier zu untersuchen, in wie weit die Construction einer solchen Linie

ausführbar ist.
Ist a eine beliebige rationale oder irrationale Zahl, a eine beliebige

Linie, so hat die Aufgabe, eine Linie x— . a zu construiren keine

Schwierigkeit, wenn a eine ganze Zahl ist G. Prop. I.814. — Ist aber

a ein Bruch und etwa — w so haben wir den n-ten Theil der Linie

m-mal zu setzen; wir haben also vor Allem die Aufgabe zu lösen:
121. Aufgabe. Eine begrenzte gerade Linie in eine belie-

bige Anzahl gleicher Theile zu theilen.
Löfung. Ist AB sFig. 63] die gegebene Strecke, so ziehe man

durch den einen Endpunkt A die Gerade AX in beliebiger Neigung zu
AB; schneide von dieser Geraden, von A aus, beliebige, aber unter sich
gleiche Stücke in der gewünschten Anzahl ab; verbinde den letzten Theil—-
punkt A. mit dem zweiten Endpunkte B der gegebenen Linie, und

ziehe endlich durch die übrigen Theilpunkte Linien parallel der Lidie
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A.B, so theilen diese die Linie AB

in die gewünschte Anzahl gleicher
Theile. — Oenn ziehen wir die

Linien AC; AC;; AC...
A.— C. alle parallel der Linie

AB, so sind die Dreiecke AA Bi;
Ai AcC; AASC, — A A.

7

Fig. 63.
A B. B 2 Bʒ Bn-; B

C.— unter sich congruent, da sie in einer Seite und zwei anliegenden
Winkeln (die als Correspondirende an Parallelen gleich sind) überein—-

stimmen. Folglich ist:

AB AC —AO — —A C ez ist aber guch
A; C; E Biß

A- C B-RB;

A 4 B 4 B qd. 72) -

AB — BiB; — 8,8- ..... . B (.F.1.)

Zusatz. Schneidet man auf dem einen Schenkel eines Winkels

gleiche Stücke ab, und zieht durch die Theilungspunkte Parallellinien, so
werden durch diese auch auf dem anderen Schenkel gleiche Stücke abge—
schnitten. ;

122. Aufgabe. Eine Linie x—«. azu construiren, wenn «

als eine beliebige rationale oder irrationale Zahl, a als eine begrenzte
gerade Linie gegeben ist.

Lösung.
1. Ist a eine ganze Zahl, so trägt man die Linie aso oft auf

eine unbegrenzte Gerade als a Einheiten hat. (s. Prop. I. 8 14)

2. Ist a ein rationaler Bruch —B; so theilt man die Linie a

(nach 121) in n gleiche Theile und trägt einen solchen Theil so oft auf
eine unbegrenzte Gerade, als m Einheiten hat.

3. Ist a eine irrationale Zahl und =—/ß; so ist

x—/B.a/6a—/aa
d. h. x die Seite eines Quadrates, welches gleich dem Rechtecke pa d a

ist 61185 —

Beispiel. Es sei x — /3. azu construiren. sFig. 64.]

1



62

Lösung. Man mache AB-— 3a, BO a;

schlage über AB als Durchmesser einen Halbkreis, A

errichte in C die Linie CD AB und ziehe BD,
so ist:

BDO—AB Xx Coß—3aXa

folglih BD—/3a.a—/3.ax

8 3. Die Proportion.

1. Die Verbindung zweier Verhältnisse durch das Gleichheits—-
zeichen heißt eine Proportion.

Man schreibt: a:b—e:d oder —2
und liest: a verhält sich zu b, wie sich c zu d verhält,

gemessen gemess ;
oder a durch b giebt dieselbe Zahl als 6

elce s durch d.

2. Die zur Proportion vereinigten Größen heißen Glieder der

Proportion und werden der Reihe nach gezählt. — Das erste und vierte

Glied heißen die äußeren, das zweite und dritte Glied die inneren

Glieder.
—

Die Glieder des ersten Verhältnisses heißen die vordern,
die des zweiten die hinteren Glieder. Das erste und dritte Glied

heißen die Antecedenten, das zweite und vierte die Consequenten.

3 Zede der vier zu einer Proportion vereinigten Gröoößen ist durch
die drei übrigen bestimmt und heißt die vierte Proportionale zu

denselben. ;
4. Sind die inneren Glieder einer Proportion gleich, so heißt die

Proportion eine stetige, und das gleiche Mittelglied heißt die mittlere

Proportionale oder das geometrische Mittel aus den ungleichen
Gliedern. — Ein jedes der ungleichen Glieder aber heißt die dritte

Proportionale zu den heiden übrigen.Proportionale zu den hbeiden übr

123. Lehrsatz. Ist das er

größer ;gleich - als das zweite Glied

fleiner
;

größer
gleich als das vierte Glied.
kleiner 19

BRew &tab——c aund

123. Lehrsatz. Ist das erste Glied einer Proportion

größer
gleich - als das zweite Glied, so ist auch das dritte Glied

kleiner — 8
:

Bew. Ist a: b—ec: dunda b, so ista:bZlund daher
auh e:AZld.h.eZa.

*3
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sgrößer

124. Lehrsatz. Ist das erste Glied einer Proportion
kleiner

; größer
als das dritte Glied, so ist auch das zweite vuel als das

; —

: kleiner
vierte Glied.

Vorauss. Hanb e:d

2 aZe

Behaupt. 74

Bew. Setzen wir a: be so ist auch e: d— e (Vorauss. 1.)

Da nun 7

e — ed ;

und aZe

wist eb? ed (.5.1)

bad E.F 6Gund 11)
125. Lehrsatz. Stimmen zwei Proportionen in drei

gleichstelligen Gliedern überein, so stimmen sie auch im vierten
überein.

Beiw. u:be:d
;

n 2 Voraussetung

e:d—e:k G5.F.2.)
0—

126. Lehrsatz. Sind zwei Producte gleich, so sind die

Factoren umgekehrt proportionirt. (ie Faetoren des einen Pro—-
ductes bilden die inneren, die des anderen die äußeren Glieder der

Proportion). ; —

Vorauss. abed
Behaupt. a:e— d:b

Bew. ab — ed (Vorauss.)
ch — cb

ub ea (5.7.6.
cbeb

oder a:cd:b
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Zusatz. In zwei gleichen Rechtecken verhalten sich die

Grundlinien umgekehrt wie die Höhen.
Sind b und h Grundlinie und Höhe des einen Rechteckes

bi h - —— anderen —

so ist wenn ; bx h b, xh

auch p:ibi—h:k

127. Lehrsatz. In einer richtigen Proportion ist das

Produet der inneren Glieder gleich dem Produete der äußeren
Glieder.

Vorauss a h e 0

Behaubt. bx ca 4

Bew. Setzenwir bXxe—a Xk, so ist nach 123

a:bc:Kk

Nach der Vorauss. ist a: bc:4

k— d

128. Lehrsatz. Aus einer richtigen Proportion erhält
man durch Umkehr der inneren oder äußeren Glieder, so wie

durch die Umkehr der Vorder- und Hinterglieder wieder eine

richtige Proportion. ;
Ist a: be: d, so ist nach 127 auch b. e — a. d, woraus

man nach 126 ableiten kann:

Da:cehb:d
23d:b c;:a

3 a— d

129. Lehrsatz. In jeder richtigen Proportion verhält
sich die Summe und die Differenz der Vorderglieder zu einem

Vordergliede, wie die Summe und die Differenz der Hinterglieder
zum entsprechenden Hintergliede. ;

Vorauss, a:b :

Behaupt:

Eb48Behaupt. n

Bew. Setzt man a: b—e, so ist auch e: d—e; nun ist:
a .1
— E2—e1E e 1

ed 4

—— —— —el

aE e—4———
8 2

E3
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; Zusatz. In jeder richtigen Proportion verhält sich die Summe
und die Differenz der Vorderglieder zur Summe und Differenz der

Hinterglieder, wie ein Vorderglied zum entsprechenden Hintergliede.
129a. Lehrsatz. In einer richtigen Proportion verhält sich die

Summe der Vorderglieder zur Differenz der Vorderglieder, wie die
Summe der Hinterglieder zur Differenz der Hinterglieder.

Voruss a:b 4
Behaupt.(a— b): (a — h —(90: — 9

Bew. a—b): (e——b:dMure ʒn

ab):( 0— (a—b):(e—q 5.F.2
oder (a — b): — —(e4 c—qO Isl2B, H

Bemerkung. Sind mehrere Verhältnisse einander gleich:
— so vereinigt man sämmtliche Glieder in die zuf am

mengesetzte Proportion:
:a a — 5

in welcher je zwei Glieder der einen Seite zwei entsprechenden der
anderen Seite proportionirt sind.

130. Lehrsatz. In einer zusammengesetzten Proportion ver—-

hält sich die Summe der Vorderglieder zur Summe der Hinter—-
glieder, wie ein Vordergliedzu dem entsprechenden Hintergliede.

Vorauss. a : a,: : :a—b: b,: bz: 171 : b

VBehaupt. ua-a .—a.a ;haurt

Bew. Aus der Voraussetzung folgt:
au:b, —a.: b. oder 3 —

—b.a 2b. :::b,:

—
; A

ab— bi - ——be
— x

h n2: x kna- h a h - b

ua au a. 0 Ib. 1 10
oder —a—.—a.a

bi—b-—b-—... —b. b.
Paulson, Planimetrie. 5
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Cap. VI.

Die Form.

Die Form einer Figur hängt nicht von der absoluten, sondern von

der verhältnißmäßigen Größe ihrer Elemente ab. — Die Formele—-

mente sind also Seitenverhältnisse und Winkelverhältnifse.
Wir nennen zwei Polygone ähnlich, wenn sie in ihren

Winkelverhältnissen und Seitenverhältnissen übereinstimmen.
— Oas Zeichen für die Aehnlichkeit ist: .

131. Lehrsatz. Stimmen zwei Polygone von gleicher
Seitenzahl in ihren Winkelverhältnissen überein, so stimmen
sie in ihren Winkeln selbst überein.

Bew. DOer Satz gründet sich darauf, daß die Winkelsumme eines

Polygones bloß abhängig ist von der Anzahl der Seiten (. 45). —

Denn bezeichnen wir die Winkel des einen Polygones durch A; A2;

A-; . . · A,; die des zweiten von gleicher Seitenzahl durch Bj; B2; Ba;

Bund ist die Voraussetzung A;

Bi:. so folat aus 120

A 2— 24
— 2

Da nun AA, A. A.— Bi —B- B- 18.
—(Cn—OR (.1415) ist, so ist auch: ; ;

; AiA ;.. A — 6.(.123)
Die obige Definition reducirt sich also dahin:

132. Definition. Zwei Polygone von gleicher Seitenzahl

heißen ähnlich, wenn sie in ihren Seitenverhältnissen und

in ihren Winkeln übereinstimmen. ;

81. Das Dreieck.

Die Elemente eines Dreieckes sind drei Seiten und drei Winkel;
wir hätten somit als Formelemente drei Seitenverhältnisse und drei

Winkel. — Durch zwei Seitenverhältnisse eines Dreieckes ist aber auch
das dritte gegeben. Denn ist

a

M
e

NM n
a m»— :M —

*
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Da nun auch durch zwei Winkel eines Dreieckes der dritte gegeben ist,
so bleiben als formbestimmende Elemente eines Dreiecks zwei Seiten-

verhältnisse und zwei Winkel übrig.
Um nun die Abhängigkeit der Form eines Dreieckes von diesen

Formelementen zu ermitteln, müssen wir das Dreieck aus denselben zu
eonstruiren suchen. — Wir beginnen wieder mit den Winkeln:

1. Die Form des Dreieckes durch zwei Winkel bestimmt
In dem Endpunkte B

einer einseitig begrenzten Gera-
den BX sFig. 65] construiren
wir den Winkel VBX gleich
dem gegebenenWinkel ß, nehmen— — 1 1 1 — — —— —— xX
auf BXeinbeliebiges Stückßo.
als die eine Seite x. und construiren in dem Punkte C den Winkel

BOZ dem zweiten gegebenen Winkel 7. Ist nun / B—7— 2R,
so schneiden sich die Schenkel BY und C 2 in einem Punkte A und es

ist ein Dreieck BOA mit bestimmten Seitenverhältnissen entstanden.
Wir haben nun noch nachzuweisen, daß all die Dreiecke BOA;

BOA-; 80CA,.., — welche in gleicher Weise entstehen, wenn wir für
x, suecessiv die Strecke BC; B0,; 8C;... auf BX nehmen, und

von denen wir wissen, daß sie in ihren Winkeln übereinstimmen, —

auch in ihren Seitenverhältnissen übereinstimmen. — Da nun die Linien

AC; A- 0; A- C-; A; C-; . . . unter sich parallel find, so haben wir

also folgende Sätze zu erweisen:
133. Lehrsatz. Die Schenkel eines Winkels werden durch

Parallellinien proportional geschnitten; d. h. die Abschnitte
des einen Schenkels verhalten sich zu einander wie die entsprechenden
Abschnitte auf dem anderen Schenkel. sFig. 66.

Vorauss. AB 0D ig. 66.

tie 22
Behaupt. LB: ED — EA:EC —7

Bew. Mißt man die Linie EB durch ED

und zieht durch die Theilungspunkte Linien pa—-
rallel den gegebenen Parallelen, so wird (nach
121, Zusatz) zugleich EA durch EC gemessen und wir erhalten also —

* Die den Winkeln -, ß, 7 gegenüberliegenden Seiten sind hier bezie—-
hungsweise Xa, Xb, Xe bezeichnet. — Durch X wird das Unbestimmte der Länge,
durch den Index die Lage der Seiten bezeichnet.
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wie bei 101 — zur Bestimmung der Grenzwerthe beider Verhältnisse
dieselben Gleichungen, also auch dieselben Grenzen für beide Verhältnisse,
daher sind die Verhältnisse gleich. (s. 100.)

Fig.60EB—2 x ED— FB FA—:

ED—1*FB—GD EC 1

rß—G 016 I——

RA—2lECHIA
RC 1 14 4Kkc
I — K14A

2 — —2 2— (Differenz der Grenzen: 3 —2—l)

EB EA
2 76 38 ; - 3—2—)

EB EA
— — —— C—-

folglih EB: ED — EA: EC (. 100)

Zusatz. Ist ) EB: ED— EA: EC, so folgt aus 129:
EB — ED: ED — MA—EOEC

; d:h22 DB: ED CA EC

also auch 3) EB: DB— EA:CA

Vie lassen sich die drei Proportionen in Worten ausdrücken?

134. Lehrsatz. Werden die Schenkel eines Winkels durch
Parallellinien geschnitten, so verhalten sich die Abschnitte der

Schenkel (vwom Scheitelpunkte aus genommen) wie die parallelen
Transversalen. sFig. 67.] Fig. 67.

Vorauss. AB CD

Behaupt. VNA: EC AB: 0D

Bew. Man ziehe CE ED; so ist
EA:EOC AB:1B 433,5)

PB— OD (f.72)

EB: EC— AB:CD

134a. Lehrsatz. Sind zwei Strecken (AB und CM Fig. 67) parallel
und es liegt ein Punkt () auf der Geraden, die durch je einen End—-

punkt (A und 0) dieser Strecken so geht, daß seine Abstände von diesen
Endpunkten sich verhalten wie die parallelen Strecken, so liegt dieser
Punkt (1) auch mit denbeiden anderen Endpunkten (B und D) in einer

Geraden. ; 2
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Bew. Die Gerade BE muß die ParalleleDO jedenfalls schneiden.
Hieße dieser Schneidepunkt D,, so wäre:

EA: EO AB : CD, (da EOAeineGerade und OD AB).
Nach derVorauss. ist LA: EO— AB:CD

CD,—CD d. h. die Gerade VB geht durch D.

185. Lehrsatz. Werden die Schenkel eines Winkels durch
zwei Gerade proportional geschnitten, so sind die Geraden

parallel. sFig. 68. 8
;

Vorauss. AE: CE — BE: DE

Behaupt. AB CD

Bew. Ist DO nicht parallel AB, so könnte Fig 6s A

man doch durch D eine Gerade parallel AB ziehen;
es sei diese EF, so wäre nach 133: —

——
Nach der Vorauss. war AL: CE — BE: DE

c
also muß der Punkt F auf C fallen, d. h. OD ist AB.

136. Lehrsatz. Zwei Dreiecke sind ähnlich, wenn sie in

zwei Winkeln übereinstimmen. sFig. 69.] —

Bew. Man mache AC,— AC A

und ziehe CB- 0B

so folgt: AC: AC— AB;: AB (33)
AC: AC CB:06 04) 4

2 AC — A

nun ist NACB; SAOB A— ZA
— oweil beide —OC

A A; CBi V ACB S. F 15

2. Die Form des Dreieckes durch einen Winkel und ein
- Seitenverhältniß bestimmt.

Lassen wir jetzt den einen Winkel fallen und nehmen statt dessen
ein Seitenverhältniß, so sind zwei Fälle zu unterscheiden:

a) Oer Winkel wird von den proportionirten Seiten eingeschlossen.

sFig. 70.)
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Gegeben: Der Winkel a und —/ Fig.
Schneiden wir von dem einen Schenkel des ——7Schneiden wir von dem einen Schenkel ds —J

gegebenen Winkels a ein beliebiges Stück AB als xab,
construiren sodann (nach 122) x- —n. x-; (hier also B

AD / AB), und schneiden diese Linie von dem zweiten Schenkel
ab, (machen also AO — AD); verbinden die Endpunkte C und B,so
haben wir in ACB ein der Form nach bestimmtes Oreieck.

137. Lehrsatz. Zwei Dreiecke sind ähnlich, wenn sie in

einem Winkel und in dem Verhältniß der den Winkel ein—-

schließenden Seiten übereinstimmen. sFig. 71.
;

Vorauss ) A— 14
2 BiA; : AC — BA: AC

Behaupt. ABiC & ABC

Bew. Man mache AC, A,C;
-- AB- ABi, so folgt, wenn man die Werthe

in der Vorauss. 2 substituirt:
;

ABAC — BAAC Fig. 71.

B-C-BC q.185)

A AB-C 2 ABC q(.136)
es ist aber AABC2S ABiC q(.50)

AA;Bi C; ABC

b) Der Winkel liegt einer der proportionirten Seiten

gegenüber. sFig. 72) A 4 10

Der WinkelA und das Verhältniß der Seiten “— n (— %)

ist gegeben. Wir schneiden von dem einen Schen—
kel des gegebenen Winkels Aein beliebiges Stück

AB für x. ab; eonstruiren darnach x. — n.x.

(AD /; AB) und schlagen mit x. (— AD)
um H einen Kreis. Ist nunn —lsoist x.—.

AD — AB), und es schneidet der Kreis den

zweiten Schenkel in einem Punkte C (s. 62.). — Verbinden wir den Punkt
C mit B, so haben wir in ABC ein der Form nach bestimmtes Dreieck.

Durch ein Seitenverhältniß und den nicht eingeschlofsenen
Winkel ist nur dann das Dreieck der Form nach bestimmt, wenn
der Winkel der größeren proportionirten Seite gegenüber liedt.
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138. Lehrsatz. Zwei Dreiecke sind ähnlich, wenn sie in

einem Seitenverhältniß und dem Winkel, welcher der größeren
proportionirten Seite gegenüber liegt, übereinstimmen. sFig. 73)

Vorauss. H
—

— x — 24 Fig. Is.mn Ix— ZA4
2) Ccß: AB — C Bi: ABi
B — AB und C bi— ABi

4;
3) 0B — AB und Cißi — AB

Behaupt. AABO A BiC

Bew. Man mache AB-
»

B.
und ziehe 8-0 B0

so ist H.. AABC ABAC

2.. CB:AB— C-Bb,: AB : —
Nach der Vorauss. war CB: AB—C Bi:AB; —

3— a aB. —AB) f125.
HAABC SABC q 63) —

aus 1) und 4 folgt AABOS ABiC

Anmerkung. Auch wenn der gleiche Winkel der keineren proportivnirten
Seite gegenüber liegt, sind die Dreiecke ähnlich, sobald sich nachweisen läßt, daß
der Winkel, welcher der zweiten proportionirten Seite gegenüber liegt, in beiden

Dreiecken gleichartig ist. (Vergl. 61.)

3. Die Form des Dreieckes durch zwei Seitenverhältnisse
bestimmt.

Lassen wir nun auch den zweiten Winkel fallen und nehmen statt

dessen ein zweitesSeitenverhältniß. — Ist nun m; und ——l
gegeben, (z. B. m — ; n— /), so nehmen wir

o Fig. 74
die Seite x; beliebig (— AB) sFig. 74] und eon-

struiren x. m. x. (AD — % AB); x. n.x.

AE — % AB). — Das Dreieck ist jeßzt aus B
drei Seiten zu construiren, also jedenfalls bestimmt, —
wenn möglich. :

-

ta

139. Lehrsatz. Zwei Dreiecke sind ähnlich, wenn sie in

zwei Seitenberhältnissen übereinstimmen. sFig. 73.]

Vorauss. ) AB: AO A/Bj: AC

3 AB:BOCO— AB:Biq

Behaupt. A ABC Ab/q;

A 3;
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Bew. Man mache ...AB-— A b
l AC2 — A C, so folgt, wenn man diese Wer—

the in d. Vorauss. 1 subst. AB: AC ABʒ: AC,

BC BC .185)

D A6Bq A:0.
2) AB:BC AB.: B,C

nach Vorauss.2 ist .
AB: — AB bC

) B.C—B.C (da AB-—AB) f.125)
9 AABffC CABiO (.64)

aus 1) und 4) folgt: AABCœ ABiC

4. Anhang.
140. Lehrsatz. In ähnlichen Dreiecken ist das Verhältniß

ihrer Grundlinien gleich dem Verhältnisse ihrer Höhen. sFig.7s.]
Fig.756. B

Vorauss. ABC&b0
b und h, die Grundlinien, h und h, die Höhen.

Behaupt. b: b hb: h

Bew. b:bi —a:a (Vorauss.)
hh —a:a BDCœBD,C (/.136))
b:b,—h:h E. F. 2.)

141. Lehrsatz. Fällt man in einem rechtwinkligen Dreiecke
eine Normale vom Scheitel des rechten Winkels auf die

Hypotenuse, so wird das gegebene Dreieck in zwei Dreiecke

zerlegt, die unter sich und dem ganzen ähnlich sind. sFig. 53.

Vorauss. /ABO I.R

BDAG

B— Fig. 58.

Behaupt. AABD ABCD AACB —0
Bew. AADB — / BDC (als Rechte).

ZAABD — ABOD (weil beide DBO zu LR ergänzen

AABD& ABOD (.136) —
: 2caAß — BaAD

ZCBA — /BDA (als Rechte) —
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; 2) AABOC ADB (.136)
Aus 1) folgt: AD: DB — DB: DO

2 AOC: AB —AB:ADd h.
L Zusatz. In einem rechtwinkligen Dreiecke ist die

Normale, vom Scheitel des rechten Winkels auf die Hypotenuse
gefällt, die mittlere Proportionale zu den beiden Abschnitten
der Hypotennse (Vergl. 922)—

2. Zusatz. In einem rechtwinkligen Oreiecke ist die
Kathete die mittlere Proportionale zu der Hypotenuse und
der Projeetion der Kathete auf der Hypotenuse. Gergl. 93.)

142. Aufgabe. Zu drei gegebenen Strecken die vierte

Proportionale zu eonstruiren. sFig. 76.] ;
Forderung. a:b— e:x

Lösung. Sind a, b, e die gegebenen Strecken, so schneidet man

von den Schenkeln eines beliebigen Winkels

— —Fig. 76.

ACb

AD«c

ab, verbindet B mitD und zieht CE BD, so istidet ß mitß und zieht CLBV, so ist: ——
AB: AC— AD: AE (. 138) e

d.h. a:b — e: AE (Vergl. S. 43. übst. 1)
AB x ;

143. Aufgabe. Zu zwei gegebenen Linien die dritte

Proportionalezu eonstruiren. sFig. 76.] ;
Forderung. ab b:x

Lösung. Ergiebt sich äus 142, wenn man e— b setzt, oder aus
140 Zus. 1 und 2. Hiernach macht man sFig. 77.]

:

und verlängert BA bis D, so ist
AB:AC AC:AD (1. 3us.)
d.h.a:b—b:AD

AD—x

AB —a

schlägt über AB einen Halbkreis,
trägt von A aus b — AC, als

Sehne ein, zieht C,D- AB, so ist
AB: ACI=AC: AD C 3us.)
d.h.a:b b: AD;

AD, — X

Fig. 77.
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144. Aufgabe. Zu zwei gegebenen Linien die mittlere

Proportionale zu eonstruiren.

;

Forderung. artx—x:b

Lösung. Da aus der Proportion a: x—x: b nach 127 folgt:
x 2 ab

so ist die Aufgabe bloß eine andere Form der Aufg. 96 und also nach
dieser zu lösen.

S 2. Das Polygon.

145. Lehrsatz. Zwei Polygone von gleicher Seitenzahl
sind ähnlich, wenn sie durch Diagonalen — aus entsprechenden
Ecke gezogen —in ähnliche Dreiecke zerlegt werden. sFig. 78.

;
—

Bn-2

i A A.AA- BaBB-
-2 A,AA Baßffß.

—Vorauss. /) OA -l—
n—2) AA. A. — 288 Ba

Behaupt. AAAA .
A BiBB-8...8

N 244 23 (Vorauss.)
27 Z 4 —ßi Worauss. 1.)

2—A.— —Bʒ aa2 ß (Vorauss. 25

: baa—6 .

Bew.

E

7
A 14*

—

aa .. Ha.—bi—b- —... b.
NAA:AA—B.Bi:BiB, (Vorauss. 1)

AA AAB. .10
nl2 AA: AA- — 88-:B-B-! A,- A-:B,Bʒ —A, A-: 8.8- (V.2)

; 2 ; ; AA,:B, B- A, A-:Bffß-
n—N) AA:AA —B B:B B. GVorauss.n —)
Aus I und I folgt: A, A-A- A. B, B-B;ʒ —B, Wergl. 132)
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Zusatz. Regelmäßige Polygone von gleicher Seitenzahl
sind ähnlich. ;

146. Lehrsatz. Aehnliche Polygone werden durch Diago—-
nalen — aus entsprechenden Ecken gezogen — in ähnlichenarlen —aus enlspremhenden Ecten gezogen — in ayh
Dreiecke zerlegt. sFig. 78.

A — 86
I. A AAiA; 8.8. B; l A,E:B; B, Vorauss.

AA—B, VWorauss.)

s Aß Gus H
—

Ha-ß, (5.F.3)
—IAA A A BBb

a . B laubn
A; A-:Bi B- ——— (Vor.)

—

(137)

1

N— 2OA.AA 08.8.8 l- —— :
nAn— An

—

An

—— On O—l

B- B. Worauss.)
Zusatz. Zu jedem Punkte in der Ebene eines von zwei ähnlichen

Polygonen giebtes einen homologen (gleichliegenden) Punkt in dem

anderen, so daß diese Punkte von den homologen Ecken proportionirte
Abstände haben und die Eckstrahlen mit je zwei homologen Seiten

ähnliche Dreiecke bilden.
Bemerk. Um den homologen Punkt zu finden, verbindet man den

gegebenen Punkt mit den Endpunkten einer beliebigen Seite des Poly—-
gones und construirt über der entsprechenden Seite des anderen Poly—-
gones ein dem so entstandenen Dreiecke ähnliches Dreieck. Der Scheitel
dieses Dreieckes ist der homologe Punkt. d

147. Lehrsatz. Liegen zwei ähn—-
liche Polygone so, daß zwei Seiten

des einen den homologen Seiten des
anderen parallel sind, so schneiden
sich die Geraden, die durch homologe
Ecken gehen, in einem Punkte. Dieser
Punkt heiß der Aehnlichkeitspunkt der

Polygone für diese Lage.
Bew. Sind AB und AC zwei von

einer Ecke ausgehende Seiten des einen,
AB, und A,C die entsprechenden des

anderen Polygones, so ist nach der Voraussetzung AB A, B, und ACAB;
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Ist nun O der Schneidepunkt der Geraden AA und BBi, so ist
OA:OA4 — A8:A0.154)
AC:AC — AB : AB, Worauss)

Folglich liegt (nach 1342) der Punkt O in der Geraden OCC. —

So geht man von Ecke zu Ecke weiter, denn sind zwei Seiten eines

Polygones parallel den homologen Seiten eines ihm ähnlichen Polygones,
so müssen wegen der Gleichheit der entsprechenden Winkel alle homologen
Seiten einander parallel sein. ;

83. Größenverhältnisse an ähnlichen Polygonen.
148. Lehrsatz. Aehnliche Dreicke verhalten sich wie die

Quadrate homologer Seiten. sFig. 75.)
Vorauss. ABO ABio
Behaupt. ABOC: ABiC — a-:a
Bew. ABOC— b.hl

—A O bilh —
ARCAB — bl:b (5 6.

ABC 14 ;oder um q 117 Anm.)

b a

—x — e1
149. Lehrsatz. Aehnliche Polygone verhalten sich wie die

Quadrate ihrer homologen Seiten. sFig. 80.
Bew. Sind AA2... A„und B, 8-.. B, die ähnlichen Poly—-

gone, die wir respectiv mit P., und P, bezeichnen, und zerlegen wir sie
durch Diagonalen aus entsprechenden Ecken in Dreiecke, die wir respectiv
mit , und d, bezeichnen wollen, — so ist: A

— Ax
djatdj—a:b—a.-:b.- oder d — X dirv oden B

a.
2

2 —
— d 2d2 — 2

1

7 2775 1 -27 Fig. 2 A
2 v m

dt d aut:bi au-bi d X d — ʒ
; — 2

—

34 3

; 2

d d d XC d Aab) :
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dia — d-- —. — — a.also— — — h.;
die —dr —.. — d p

h

; 6:
150. Lehrsatz. Die Umfänge ähnlicher Polygone ver—-

halten sich wie ihre homologen Seiten.
Bew. Bezeichnen wir die Seiten der ähnlichen Polygone mit

a; ; a- und bi; b-; bz; bha; die Umfänge respectiv mit

Va und V,, so ist nach der Voraussetzung:
:a a a — b-:bz b b.

a;—aras —... —a. da
————— (.130.
— a 0

k V.d hn

150b. Aufgabe. Es soll ein Polygon gezeichnet werden, wel—-

ches einem gegebenen Polygone gle ich, einem anderen gegebenen Poly—-
gone aber ähnlich ist. ;

Lösung. Sind A und B sFig. 81] die gegebenen Polygone und

bezeichnen wir das gesuchte Polygon mit X, so ist —

die Forderung H X B

2X — A

Bezeichnen wir nun die eine Seite des gesuchten Polygones, welches
einer bestimmten Seite a des Polygones B entspricht, mit x, so muß
nach 148, um der ersten Forderung zu genügen,

X:Bx?:a-sein; Fig. 81.
F

—a
Hdanun nach Ford. ).. X A ist,

-

so folgt: A: B—x2:a- —
Verwandelt man die Polygone A

und B in Quadrate, so daß A—y2;
B 2 wird, so ist:

::22 x2:a-

also auch y:zx:a
d. h. x ist die vierte Proportionale zu a, y und 2 und kann also nach
142 eonstruirt werden. — Hat man aber die eine Seite des Polygones,
so ist die Construction des Polygones selbst, mit Berücksichtigung von

145, leicht ausgeführt.
:

In beistehender Figur ist GUHII—A; 6L—y; EDEP—B
ACKr; M—7; CD—a; CD—x; Dif IDE; Ei
Er; CD,E Pi X.



Dritter Abschnitt.
Der Kreis in seinen Beziehungen zu Punkten, Linien und Figuren.

Cap.l.

Der Kreis und ein Punkt.

Aus dem bereits unter 9 festgestellten Begriffe der Kreislinie ent—-

nehmen wir in Bezug auf die Lage eines Punktes zur Kreislinie ohne
weiteres: :

151. Folgerung. Ist der Abstand eines Punktes vom

größer
Mittelpunkte eines Kreises als der Radius, so liegt

leiner —

außerhalb ;
der Punkt auf der Kreislinie. —

innerhalb
152. Lehrsatz. Der kleinste und der größte Abstand

eines Punktes von der Peripherie eines Kreises führt durch
den Mittelpunkt.

Vorauss. Aist der gegebene Punkt, M der Mittelpunkt, B und

C die Punkte auf der Peripherie, welche mit M und A in einer Gera—-

den liegen; X ein beliebiger Punkt auf der Peripherie.

1. Behaupt. A —AX 2 Behanbt: 2X
1. Der Punkt A liegt außerhalb

Bew. AB—BM—AXA-XM (f. 8) Bew. AM MX—AX (f.5)
BM— XM Fig 82. A MXKMCOC

AMMC—AX (5.3.1)
AMMOAC

ABAX(E.3.9

ACAX(&.F.I)

23
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; 2. Der Punkt A liegt innerhalb
Bew. MX—MAAX (f.3) - Fig. 83. Bew. AM——MX—AX(S&.F.I)

MXMA AB Bx MXMOC

MAAB—MAAX (5.38.2) AM—MCAX (5.3.1)
AMMCAO

ACAX (S.F.I)

Der Kreis und die gerade Linie.

Sl. Der Kreis und eine gerade Linie.

Kommt zum Kreise eine Gerade hinzu, so schneidet sie die Kreis-

linie entweder in zwei Punkten (60) und heißt dann Secante, oder sie

hat mit ihr nur einen Punkt gemein und ist eine Tangente am Kreise
(58). Das Stück, welches die Kreislinie von einer Secante abschneidet,

ist eine Sehne. Geht die Sehne durch den Mittelpunkt, so heißt sie
ein Durchmesser.

153. Lehrsatz. Der Radius, welcher auf einer Sehne
normal steht, halbirt die Sehne und den zugehörigen
Bogen. sFig. 84.] Fig. 84.

Vorauss. MOHAB

Behaupt. - Bog b ( — Bog. AC

Bew. Verbindet man die Endpunkte der Sehne mit dem Mit—-

telpunkte des Kreises, so ist:
MD MD

AMDB EMDA MB—MA 63.

AMDB—AMDA

.. IBDAP
2 /BMC /AMO oder Bog. BO Bog. AC

154. Lehrsatz. Die gerade Linie, welche den Halbirungs—-

punkt der Sehne mit dem-Mittelpunkte des Kreises verbindet,

steht normal auf der Sehne. sFig. 84.)

Cap. 11.
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Bew. Ist D der Halbirungspunkt der Sehne AB, so stimmen
die Dreiecke MDA und MDB, welche entstehen, wenn man diesen Hal—-
birungspunkt D, so wie die Endpunkte A und B der Sehne mit dem

Mittelpunkte M verbindet, in ihren drei Seiten überein; sind also
eongruent, folglich ist auch

:

ZMPA— ZMPE
deh MDAB

Zusatz. Eine Gerade, welche im Halbirungspunkteder
Sehne normal zur Sehne errichtet wird, geht durch den Mittel—-

punkt des Kreises.
155. Lehrsatz. Je größer der Abstand einer Sehne vom

Mittelpunkte ist, desto kürzer ist die Sehne. (Fig. 84.)

Bew. Begzeichnen wir die Sehne AB mit s, die Normale MD mit

h und den Radius des Kreises mit r, so ist:
ADO — MAO — MDO (.99)

*: — m h-

— —
alsos—2 —1

Je größer nun h wird, desto kleiner wird r? — h2; desto kleiner wird

also auch s. — Ist h — o, so hat s seinen größten Werth — 2r (gleich
dem Ourchmesser). — Ist h —x, so ist s —O.

Zusatz. Gleiche Sehnen stehen gleich weit vom Mittel—-

punkte des Kreises ab, die kleinere aber ist weiter. ;

Dreht man eine Secante OD sFig. 85] um Fig. 85. C

einen ihrer Punkte (O), der außerhalb des Kreises liegt,
so daß fie sich vom Mittelpunkte immer mehr und mehr
entfernt, so wird die Sehne (AB) nach dem Vorigen
immer kürzer, d. h. die Durchschnittspunkte A und B

nähern sich immer mehr und mehr und fallen endlich —

wenn der Abstand der Secante vom Mittelpunkte —

dem Radius —x wird — in einem Punkte (1) zu—-

sammen: — Die Secante ist eine Tangentesammen: — Die Secante ist eine Tangente 1

geworden. —Da hierbei stets/ MAB — / MPEA, also auch
/MAC / MBD bleibt, so muß auch schließlich / MEC /MED
sein, d. h.

E3
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156. Lehrsatz. Die Tangente steht normal auf dem

Radius, der durch den Berührungspunkt geht; und umgekehrt:
Eine Gerade, die im Endpunkte eines Radius normal auf dem—-
selben steht, ist eine Tagente am Kreise. (Vergl. 58.)

S 2. Der Kreis und zwei Gerade.
Kommt noch eine zweite Gerade hinzu, so kann sie der ersten

parallel sein oder sie schneidet die erste. —
A. Kreis und zwei Parallellinien.

157. Lehrsatz. Zwischen zwei parallelen Seeanten liegen
gleiche Bogen. sFig. 86.1

Voraus' AB CpP
Behaupt. Bog. AC — Bog. BD

;

Bew. Man ziehe ME AB, so ist auch
ME CD und es ist:

1) Bog. AE Bog. BE Ale 1n
B

B

2 von 1 subtrahirt: Bog. AC — Bog. BD

B. Kreis und zwei sich schneidende Gerade.

Kommen zu einem Kreise zwei sich schneidende Gerade hinzu, so hat man

ihre Lage nach der Lage des Schneidepunktes zu beurtheilen, und es sind drei
Fälle denkbar: Der Schneidepunkt fällt auf den Mittelpunkt, er fällt auf die
Peripherie, oder drittens, er fällt weder auf den Mittelpunkt noch auf die Peri—-
pherie. Zwei sich schneidende Gerade bilden ferner einen Winkel, dessen Scheitel-
punkt der Schneidepunkt ist. Liegt der Scheitel eines Winkels im Mittelpunkte,
so heißt der Winkel ein Centriwinkel, liegt der Scheitel auf der Peripherie,
ein Peripheriewinkel. ; ; ;

I. Der Schneidepunkt liegt im Mittelpunkte.
Fällt der Schneidehunkt der Geraden mit dem Mittelpunkte zusam-

men, so ist der Winkel, den sie bilden, ein Centriwinkel, und wir ent—-

nehmen aus 14 u. f. unmittelbar den Sahz: ;
158. Folgerung. Der Centriwinkel hat den Bogen zwi—-

schen seinen Schenkeln zum Maße. ;
I. Der Schneidepunkt liegt auf der Peripherie.

159. Lehrsatz. Der Peripheriewinkel ist halb so groß,
als der Centriwinkel auf gleichem Bogen, oder der Peri—-
pheriewinkel hat den halben Bogen zwischen seinen Schen—-
keln zum Maße.

Paulson, Planimetrie. ; ; ; 6

Fig. 86.
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Ist ABO der Peripheriewinkel, AMC der Centriwinkel auf
gleichem Bogen und enthält / ABO—x Winkelgrade, der zugehörige
Bogen AC— n Bogengrade, so ist die

— ;
Behaupt ABc AAMC

oder X — n
Bew. 1. Fall. Der eine Schenkel AB geht durch den Mittel—-

punkt. sFig. 87.
Man ziehe den Radius MC, so ist:

allso /ABC=2 AMC —
ZAMO— n (. 157)

Z ABC — ne : L
oder — /n

2

fo ist:

5 CBC— OxMP — 1. Fall.

Lu. 2addirt. ABC— AMC

AAB — n

oder —1

3. Fall. Der Mittelpunkt liegt außerhalb der Schenkel. sFig. 89.
Man zieht wieder den Durchmesser BD und die Radien MA und

MC, so ist: : Fig. 89

H ZCBD—/ /CMD
3 cu

1. Fall

2vonl subtrah. . ./ABC/ZAMC

4. Fall. Der eine Schenkel BO ist eine Tangente. [Fig. W.
Man zieht wieder den Durchmesser BD und den Radius MA, so ist:

2. Fall. Der Mittelpunkt liegt zwischen den Schenkeln. sFig. 88.
Man zieht den Durchmesser BD und die Radien MA und MOC;

Fig. 88.
B
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B Fig.9o.

2von Isubtr. . / ABC/,/AMB
ABO Bog. ABn)

; oder x/
n—

1. Zusatz. Peripheriewinkel auf gleichem Bogen sind gleich.
2. Zusatz. Der Peripheriewinkel im Halbkreise ist ein Rechter.

111. Der Schneidepunkt liegt innerhalb oder außerhalb
des Kreises.

160. Lehrsatz. Der Winkel, den zwei sich schneidende
Mee Summe

Seeanten bilden, hat zum Maße die halbe ene der

zwischen den Schenkeln liegenden Bogen, wenn der Durch—-
: Nmt ; ;schnittspunkt sert des Kreises liegt.

Bew. Sind A, B, C, D die Durchschnittspunkte der Secanten
mit der Kreislinie, istE der Durchschnittspunkt der Secanten unter

sich, und enthält der Bogen AD — mo; der Bogen BO— n, so
ist: Fig. 91.1 ;

1.Behaupt. AED — (n 2 wennKinnerhalb des Krei—-

-5

Ee Lo “U ses liegt. Fig. 91.

23; — 1— :

Bew. Zieht man die Sehne AC, so ist:
AAED— ZAOD A4-/ BAC (35, Bus. )

2) AACD —/m ; A
D

aus 2und 3in 1 substituirt: A AED/m4 /n— (m 4 m)-

2. Behaupt. —

wennEaußerhalh des Krei-
haupt. Z am —w· s lient si

Fig. 92.

Bew. Man zieht wiederum die Sehne AC, so ist: E

D ZAED —ZAOD —/ RAC(3S, Bus. D B

2 ZACD m —
5 BAC 1n 159) 4

aus 2u.3i.l subst.AED/2(m—w-

HnaA
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161. Lehrsatz. Schneiden sich zwei Secanten inner—-

halb oder außerhalb eines KHreises, so sind die beiden

Rechtecke aus den Abschnitten je einer Seecante gleich,
oder was dasselbe ist: die Abschnitte sind umgekehrt propor—-
tional. (Fig. 91 und 93.)

Schneiden sich die Secanten in E und werden von der Kreislinie

in den Punkten A, B, C, D geschnitten, so ist die Fig. 8.
AAa

—
a

1— .—
HN — 1n E

Behaupt. AEX EB —DE XEOC —

oder AL:EC— DE: EB

ZAEC /DPEB
rAC— 06 059 3u.15

AAECæDEB (. 136).

AE:EC— DE: EB

also auch AEX EB— DEX EC

Zusatz. Zieht man durch einen Punkt in der Ebene

eines Kreises eine Secante, so hat das Product aus den

Abschnitten der Seeante (Sehne), zwischen dem Punkte und der

Kreislinie, eine constante Größe, und heißt die Potenz des

Punktes in Beziehung auf jenen Kreis.

Bemerkung. Dreht man die Secante LD sFig. 93] um den

außerhalb desKreises fallenden Durchschnittspunkt E, bis sie eine Tangente

wird, so fallen die Durchschnittspunkte C und D in einem Punkte F zu—-

sammen, und es ist EO— ED EF geworden. Substituiren wir aber
EF statt EC und ED in die obige Proportion, so erhalten wir: :

:

AR:EF—ER:EBd. h.
162. Folgerung. Die Tangente ist die mittlere Pröportionale
er Soeeante und ihrem oberen Abschnitte. Fig. 94. N

zu der Seeante und ihrem oberen Abschnitte.

ODer specielle Beweis für diesen Satz ergiebt sich
aus dem allgemeinen (für 161), wenn man statt der

Buchstaben C und D den Buchstaben F setzt. Fig. 98

geht dann über in Fig. 94.

Cap. 11.

Zwei Kreise.
S 1. Gegenseitige Lage zweier Kreise

Die Lage zweier Kreise zu einander ist abhängig von dem Abstande ihrer
Mittelpunkte im Verhältnisse zur Summe und Differenz der Radien. Eine Gerade,
die durch die Mittelpunkte zweier Kreise geht, heißt Centrallinie; insonderheit
heißt Centrale der Abstand der Mittelpunkte.
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163. Lehrsatz. Ist die Centrale größer als die Summe

derßadienzweierKreise, soliegen dieKreise ganz aus einander.
Bew. Bezeichnen wir die Mittelpunkte der Kreise mit M und

m; die Radien respective mit R und r, und es schneide der Kreis um

m die Centrallinie in den Punkten A und B, so ist: [Fig. 95)3
Mm — R4— r (Vorauss.)
mA —x

AM—maA —R (S. F.9
Am —mA—MA

MA—R (S. F. H
Der Punkt A liegt also nach 151 außerhalb der Kreislinie um M.

Da nun nach 152 unter allen Punkten auf der Peripherie um m der

Punkt A den kleinsten Abstand von M hat, so liegen um so mehr die

übrigen Punkte der Peripherie um m außerhalh der Kreislinie um M,
d. h. die Kreise liegen ganz aus einander.

164. Lehrsatz. Ist die Centrale gleich der Summe der

Radien, so berühren sich die Kreise und der Berührungspunkt
liegt auf der Centrallinie. sFig. 95.7

Bew. Mm — R——r (Vorauss.)
mArx

Mm— mA—R (S.F. 49
Mm —

mA — MA

MASR S. ?F: 2)
Nach 151 liegt also jetzt der Punkt A auf der Peripherie um M,

und da zugleich (nach 152), unter den Punkten auf der Peripherie um

m, der Punkt Aden kleinsten Abstand von M hat, so liegen alle ühri-

gen Punkte der Kreislinie um m außerhalb der um M. Beide Kreis—-

linien haben also nur den einen Punkt A gemein, d. h. sie berühren
sich und der Berührungspunkt (A) liegt auf der Centrallinie.

165. Lehrsatz. Ist die Centrale kleiner als die Summe
und auch kleiner als die Differenz der Radien, so liegen die

Kreise ganz in einander. [Fig. 95.1
Bew. 1. Vorauss. Mm —R4—r 2.Vorauss.Mm—R—r

mA—r mß—r
:

Mm — mA — R(S.F.9) Mm — mB — (5.3.8)
— Mm —mA— MA Mm mB —MB

MA — R (E.F.I) MB—R

Fig. 95.
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Aus der ersten Voraussetzung folgt also (nit Berücksichtigung von

151), daß der Punkt A innerhalb, aus der zweiten, daß auch B

innerhalb der Kreislinie und M liegen muß. Da nun (nach 152)

unter allen Punkten auf der Kreislinie um m der Punkt B den größten
Abstand von M hat, so muß der ganze Kreis um m innerhalb der

Kreislinie um M fallen.
166. Lehrsatz. Ist die Centrale kleiner als die Summe,

aber gleich der Differenz der Radien, so berühren sich die

Kreise von innen und der Berührungspunkt liegt auf der

Centrallinie. sFig. 95.] :
Bew. Da die erste Voraussetzung dieselbe ist wie unter 165, so

ist auch die Folge dieselbe: Der Punkt A fällt auch hier innerhalb der

Kreislinie um M.
—

2. Vorauss. Mm — R—r
mB —rx

Mm—mß —R (5.F.3)
Mm — mB — MB

MB — R E.F.2)
Aus der 2. Voraussetzung Folgt also, daß der Punkt B auf die

Kreislinie um A fällt (s. 151). — Da aherB unter allen Punkten der
Kreislinie um m den größten Abstand von M hat, so liegen alle übrigen
Punkte innerhalb der Kreislinie um M, d. h. die Kreislinien haben nur

den einen Punkt B gemein, welcher auf der Centrallinie liegt.
167. Lehrsatz. Ist die Centrale kleiner als die Summe,

aber größer als die Differenz der Radien, so schneiden sich die Kreis—-

linien. (Fig. 95.) 7
Bew. Aus der ersten Voraussetzung folgt wiederum, daß der

Punkt A innerhalb der Kreislinie um M fallen muß.
2. Vorauss. Mm — R—r

mB rx

Mm —mß — R .F.8.)
Mm — mB — MB

MB—R (.5.1)
Mit Berücksichtigung von 152 folgt hier aus der zweiten Voraus—-

sehung, daß der Punkt B außerhalb der Kreislinie um M fallen muß. —

Da nun A innerhalb, B außerhalb der Kreislinie um M liegt, so
müssen sich die Kreise schneiden. -
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Anm. Daß zwei Kreislinien sich in zwei Punkten schneiden, und daß diese
Punkte nach entgegengesetzter Seite der Centrallinien liegen, ist bereits unter 12 gezeigt.

1

F2. Kreise, Punkte und Geraden.

168. Lehrsatz. Alle Geraden, welche durch die Endpunkte
gleichliegend paralleler Radien zweier Kreise gehen, treffen
die Centrallinien in

demselben Punkte.

Bew. Ist ACBP
und schneidet die Gerade CD
die Centrallinie in O, so ist:

OB: OA— BD:AC(134)
also auch OB: OA— BE: AF

Ist nun BE AP so
liegen (nach 134 Zus.) die

Punkte H, E, O. in einer

Geraden. -

169. Definition. Der Punkt, in welchem die Centrallinie

zweier Kreise von einer Geraden geschnitten wird, die durch
die Endpunkte von zwei parallelen Radien gezogen ist, heißt
der Aehnlichkeitspunkt beider Kreise. — Liegen die parallelen
Radien auf einerlei Seite der Centrallinie, so bestimmt die durch ihre
Endpunkte gezogene Gerade den äußeren Aehnlichkeitspunkt, liegen sie
nach verschiedener Seite der Centrallinie, so geht die gedachte Gerade

durch den inneren Aehnlichkeitspunkt. -

Folgerung. Die Abstände eines Aehnlichkeitspunktes
von den Mittelpunkten der Kreise verhalten sich wie die

Radien dieser Kreise. -

170. Lehrsatz. Zieht man durch den Aehnlichkeitspunkt
zweier Kreise eine Secante, sosind die Radien zu den Schneide—-

punkten der Seecante und der Kreislinie paarweise parallel.
Bew. Ist (Fig. 96) O der Aehnlichkeitspunkt, sind F, Fi, E, Ei die

Schneidepunkte einer durch O gehenden Seeante, so ist (nach 138 Anm):

A OAF OBH desgleichen OAV, & OBE;
denn die Dreiecke haben den Winkel O gemein, ferner ist OA: OB —

AF: BE; ebenso OA: OB — AF,: BE, und die Winkel bei V und E,

ebenso die bei P, und E, sind gleichartig. —

Fig. 96.
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1. Zusatz. Die gemeinsame Tangente zweier Kreise
geht durch den Aehnlichkeitspunkt, und umgekehrt: Zieht man

von einem außerhalb eines Kreises liegenden Aehnlich—-
keitspunkt eine Tangente an den einen Kreis, so ist diese
zugleichTangente an dem anderen Kreise. —

2. Zusatz. Berühren sich zwei Kreise von außen, so ist
der Berührungspunkt der innere Aehnlichkeitspunkt; be—-

rühren sie sich von innen, so ist der Berührungspunkt der

äußere Aehnlichkeitspunkt. In beiden Fällen steht die gemein-
same Tangente normal zur Centrallinie. —

171. Lehrsatz. Ist die Differenz der Quadrate der Abstände
eines Punktes von zwei festen Punkten constant, so ist der Ort des
Punktes eine Gerade, die auf der durch die festen Punkte bestimmten
Geraden normal steht. — ;

Bew Sind M und N die festen Punkte sFig. Fig. 97.
97] und XY MAN, so ist für jeden Punkt O dieser
Normalen: ; n

114
— ——

—

06 10.

97] und XY MAN, so ist für jeden Punkt O dieser
Normalen: o

OOM-— OA?— MA- : —
0 N— OA- — NA- —

OM?—ON?— MA- — NA-— Constans. sa n
Anmerkung. Ist die Constante —e- gegeben, so

läßt sich der Punkt (A), in welchem der Ort die Verbindungs-
linie der festen Punkte schneidet, (also auch derOrt selbst)
leicht durch Construction bestimmen: —

(MA- — N 42 —

MANA) (MA—NA)e
MAANAMN

MN.(MA—NA)=e
e 2

oder MA NA

MAA NA—MN

3: —durch Addition: 2 MA— x —AN

e- —MN-
MA—

Bei der Construction wendet man erst 119, dann 148 an.

172. Lehrsatz. Der Ort eines Punktes, der in Bezie—-
hung auf zwei Kreise gleiche Potenzen hat, ist eine
Gerade. — Diese Gerade heißt Potenzlinie, Chordale (auch
Radical-Achse) der bheiden Kreise. *
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Bew. Sind M und N
die Mittelpunkte zweier Kreise,
deren Radien respective r· und

p; und ist O ein Punkt, für
welchen OAx OC— OCx OD

ist, so ziehe man noch die Se—-

eanten O 8 und OQ durch die
Kreismittelpunkte und es ist
nun:

OAxX OB — OLXOBS
oc &OD— 0P& 0Q

OLX008—OPXOQ
oder (OM—r) xON — — ON-Koxn2 4

—

ro 07
OM— ONr2N— r- — p-— Constans.

dFolglich ist nach 171 der Ort des Punktes O eine Gerade, die

auf MN normal steht. —

1. Zusatz. Die Chordale zweier Kreise steht auf der
Centrallinie der Kreise normal.

2. Zusatz. Schneiden sich zwei Kreislinien, sogeht
ihre Chordale durch ihre beiden Schneidepunkte. ;

3. Zusatz. Berühren sich zwei Kreise, so ist ihre gemein—-
same Tangente zugleich ihre Chordale. :

4. Zusatz. Werden zwei Kreislinien von einer dritten geschnitten,
so ist der Schneidepunkt der beiden Secanten, die durch die Durch—-
schnittspunkte je eines der beiden Kreise mit dem dritten gehen, ein

Punkt der Chordalen beider Kreise.
Anm. NMit Hülfe dieses Satzes ist es leicht, für zwei Kreislinien, die keinen

Punkt gemein hahen, die Chordale zu construiren. ;

CaplV.
Kreis und Vieleek.

Sind die Seiten eines Vielecks sämmtlich Sehnen, so heißt das Vieleck

ein Sehnenvieleck. Die Ecken eines Sehnenvieleckes liegen auf der Peripherie,
und daher heißt das Vieleck dem Kreise eingeschrieben, der Kreis dem Viel-
ecke umschrieben. Sind die Seiten eines Vieleckes sämmtlich Tangenten, so
heißt es ein Tangentenvieleck, und ist dem Kreise umschrieben, während der

Kreis ihm eingeschrieben ist. ; : ;
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173. Lehrsatz. Einem jeden Oreiecke läßt sich ein
Kreis umschreiben. :

Fig. 34.
Bew. Soll der Kreis durch die Ecken B

A und B gehen, so muß sein Mittelpunkt in der
Normalen liegen, welche die Seite AB halbirt
q. 154, Zus.); soll der Kreis durch die Ecken
B und C gehen, so muß sein Mittelpunkt in der :

Normalen liegen, welche die Seite BC halbirt. Da nun jeder Winkel
eines Dreieckes —2R ist, so müssen sich die beiden Normalen schneiden
q. I. Uebst. H, und sie schneiden sich nur in einem Punkte (O), welcher
also der Mittelpunkt der einzigen durch die drei Ecken des Dreieckes

gehenden Kreislinie ist. (Vergl. 68.)

Zusatz. Der Kreis ist durch drei Punkte, die nicht in gerader
Linie liegen, bestimmt. — ;

174. Lehrsatz. Einem jeden Dreiecke läßt sich ein Kreis
einschreiben. —

Bew. Es ist bereits unter 67 bewiesen, daß der Schneidepunkt
der winkelhalbirenden Transversalen von den drei Seiten gleiche Abstände
hat. Dieser Punkt ist daher der Mittelpunkt des dem Dreiecke einge-
schriebenen Kreises, da eine Kreislinie, mit einer der Normalen als
Radius geschlagen, durch die drei Fußpunkte der Normalen geht und

(nach 156) die Seiten als Tangenten hat. —

175. Lehrsatz. In einem dem Kreise eingeschriebenen
Vierecke ergänzen sich die gegenüberliegenden Winkel zu
zwei Rechten. sFig. 99. ;

Bew. Ist ABOD ein Sehnenviereck, so hat der Winkel ABO

(. 159) den halben Bogen ADOC, der Winkel ADOC den halben Bogen
ABC zum Mäße; die Summe der gegenüberliegenden Winkel ABOC

und ADO hat also die halbe Peripherie zum Maße, d. h. sie ist gleich
zwei Rechten.

176. Lehrsatz. In einem dem Kreise eingeschriebenen
Vierecke ist das Rechteck aus den Diagonalengleich der
Summe der beiden Rechtecke aus den gegenüberliegenden
Seiten. :

Ist ABOD sFig. 99] ein Sehnenviereck, sind AC und BD die

Diagonalen, so ist
;

die Behaupt. ACOXBD—BCXAD —ABXCD *
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Bew. Man mache /OBE—/ABD u
ð

Ayxgemacht
Fig. 99. so ist ACBE avpal 136

ar CB:OE —DBDA also
I. E Xx DB—CBXDA

o ZABE — ADBC
AABE - ADBC 42

AB: AE DB:DO
11. AEXDB — ABXDO

I.u.I.addirt (CE -AE)X DB — 0B x DAFABXDOC
d.h A6XDB—DBXDAHABXDC

177. Lehrsatz. Einem jeden regelmäßigen Vielecke läßt
sich ein Kreis um· und einschreiben,d. h. es ist zugleich

Sehnen- und Tangentenvieleck.
Bew. Ist A80D... N sFig. 100] ein regelmäßiges Polygon,

so kann man zunächst (nach 173) den Mittelpunkt eines Kreises finden,
der durch drei auf einander folgende Ecken, A, B und C geht. Verbindet

man nun den Punkt M mit den Ecken des Polygones, so ist:

AAMBS ACMNB (64

Z— —
dih y 2ABC

r
27 — ABC

AABC— 2BCD

A—/ ABOD *

dh 22 Aou j
peer

ABMCSEADNC Z— Zu dO.
üca c

MD—MOCO—MB

d. h. der Kreis, der durch die drei Ecken ABO geht, geht auch durch
die folgende vierte Ecke D des regelmäßigen Polygons. — Da nun der

Kreis durch die drei B, C, D geht, so folgt in gleicher Weise, daß er

auch durch die folgende Ecke V geht u. s. f. — Kurz, wir erhalten den

Schluß: Der Kreis, welcher durch drei auf einanderfolgende
Ecken eines regelmäßigen Polygons geht, geht zugleich durch
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alle Ecken. Da nun aber (nach 178) durch drei auf einander folgende
Eckpunkte stets ein Kreis möglich ist, so folgt weiter: Jedem regel—-
mäßigen Polygone läßt sich ein Kreis umschreiben.

Da hiernach das Polygon A80...N ein Sehnenvieleck ist, so müssen
die Seiten desselben vom Mittelpunkte M als gleiche Sehnen gleich
entfernt sein; d. h. die Normalen von M auf die Seiten gefällt sind
unter sich gleich. Ein Kreis also, der um M mit der einen Normalen
als Radius geschlagen wird, berührt alle Seiten des Polygones, woraus

folgt: Jedem regelmäßigen Polygone läßt sich auch ein Kreis
einschreiben und der Mittelpunkt des umschriebenen ist auch
der Mittelpunkt des eingeschriebenen Kreises.

Cap. V.

Aufgaben zum vierten Abschnitte.

178. Aufgabe. Zu einer gegebenen Kreislinie oder einemKreis—-
bogen den Mittelpunkt zu finden. ;

Lösung. Man halbirt zwei beliebige Sehnen durch Normale;
der Schneidepunkt dieser Normalen ist der verlangte Mittelpunkt (s.
154, Zus.).

179. Aufgabe. Durch einen gegebenen Punkt eine Tan—-
gente an den Kreis zu ziehen. ;

1. Fall. Der gegebene Punkt A liegt auf der Peripherie: [Fig. 101.]
Lösung. Man verbindet den gegebenen Punkt A mit dem Mit—-

telpunkte M des Kreises und zieht durch A die Linie XY MA.

2. Fall. Der gegebene Punkt A liegt außerhalb des Kreises
sFig. 102.1

Lösung. Man verbindet Fig. 102.

den gegebenen Punkt A mit

dem Mittelpunkte M des Krei-

ses, schlägt über MA als Durch—-
messer einen Halbkreis und zieht
von A durch den Durchschnitts-
punkt B beider Kreislinien die
Linie AX, so ist diese eine

Tangente am Kreise; denn ver—

bindet man B mit , so ist / MBAIR. (59, gus. 2)
Anm. Von einem Punkte außerhalb des Kreises kann man zwei Tangenten

an den Kreis ziehen, und diese sind gleich lang.

Fig. 101. A
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; 180. Aufgabe. Ueber einer gegebenen Strecke soll ein
Kreisabschnitt beschrieben werden, welcher einen gegebenen
Winkel als Peripheriewinkel faßt. — [Fig. 103.)

Lösung. Da die gegebene Strecke Fig. 1083.

AB eine Sehne des Kreises sein soll, so
muß der Mittelpunkt des Kreises in der

Normalen OX liegen, die man in der

Mitte (O) der Sehne zur Sehne errichtet
q. 154, Zus.). Construirt man am End—-

punkte () der gegebenen Geraden den

Winkel BAD gleich dem gegebenen Winkel
a, so muß (s. 159, Fll. ) AD eine Tan-

gente des Kreises werden, also muß der Mittelpunkt auch in der zu
AD in A errichteten Normalen liegen (s. 156). Der Durchschnittspunkt
M beider Normalen ist daher der Mittelpunkt des gefällten Kreises.

181. Aufgabe. An zwei gegebene Kreise die gemein—-
samen Tangenten zu ziehen.

Lösung. Man ceonstruire zu beiden Kreisen die Aehnlichkeits-
punkte und dann nach 179 vom Aehnlichkeitspunkte eine Tangente an

den einen Kreis (vergl. 170, Zus. 1 und 2). — Liegen die Kreise aus

einander, so giebt es eine innere und eine äußere gemeinsame Tangente.
182. Aufgabe. Es sind zwei Kreise gegeben; man soll

die Punkte bestimmen, von welchen gleich lange Tangenten
an beide Kreise gezogen werden können. —

Lösung. Man construirt (nach 172, Zus. 1 bis 4) die Chordale
zu beiden Kreisen. — Jeder Punkt der Chordalen, welcher außerhalb.
der Kreise liegt, genügt der Forderung.

183. Aufgabe. Es soll eine begrenzte gerade Linie durch
den s.g. goldenen Schnitt stetig getheilt werden, d. h. so, daß
der größere Abschnitt die mittlere Proportionale zu der ganzen
Linie und dem kleineren Abschnitte ist.

1H Analytische Lösung. Ist a die gegebene Linie, x der ge—-

suchte größere Abschnitt derselben, so ist nach der Forderung:

a:xXxx: (a—)

x2— à — ax (f. 127)
ax ax addirt

x ax4a
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aV2 addirt

2

d

—— 0
ala

35 5 subtrahirt ;
— 1

x — 2WV (0) 2

Construirt man nun das rechtwinklige Dreieck

mit den Katheten a und 2 so ist die Hypotenuse

ac WV- ) u 9
1 2

;

Schneidet man von dieser Hypotenuse das

Stück D 2 ab, so ist der Rest AD —

V— +E— —x. — Schneidet man

ABC sFig. 104.

ferner von der gegebenen Linie a das Stück AL — AD ab, so ist
dieselbe in E stetig getheilt. ; ;

2) Synthetische Lösung. sFig. 104.J In dem Endpunkte B

der gegebenen Linie AB errichtet man das Loth B 0 — / AB, schlägt
um den Punkt C mit dem Radius OB einen Kreis, zieht von dem

zweiten Endpunkte A aus durch den Mittelpunkt C die Secante AF und

schlägt endlich mit dem äußeren Abschnitte AD als Radius einen Kreis;
dieser schneidet die Linie AB in K, und der goldene Schnitt ist geschehen:

Bew. AP: AB AB: AD (/.162) ;
AB: A— AB)AD: AB—AD)(.I29)

AP—AB ADSAE (da DE—AB)
AB — AP— EB—

AB: AE AE:EB

184. Aufgabe. Es soll einem Kreise ein regelmäßiges
Dreieck, Sechseck. .· 3X 2· Eck eingeschrieben werden.

Lösung. Trägt man den Radiuẽ lsSehne in den Kreis und

verbindet die Endpunkte (A und B) sFig. 105.] mit dem Mittelpunkte
3— 1.4. —

At --1- — tH 72— —
4

Fig. 104.



95

M), so ist das entstandene Dreieck (AMH) gleichseitig,
also auch gleichwinklig, und folglich der Winkel (AMB)
amMittelpunkt — -/ʒ R, d. h. der 6te Theil von einem
Eompleten. — Es läßt sich also der Radius sechsmal
als Sehne in den Kreis tragen und es entsteht eine

geschlossene Figur, ein regelmäßiges Sehnen—-
sechs eck. Verbindet man aufeinanderfolgend zwei Eck—

punkte des Sechseckes durch Diagonalen (AR, EQ, CA),
Eẽ

so entsteht ein regelmäßiges Sehnendreieck (AVO. Halbirt man

aber die Bogen (AV, VE, ED...) über den Seiten des Sechseckes
und verbindet die Halbirungspunkte mit den Eckpunkten des Sechseckes,
so erhält man ein regelmäßiges Sehnenzwölfeck. In gleicher Weise
erhält man, durch Halbiren der Bogen, aus dem Zwölfeck ein Vierund-
zwanzigeck.. -ec.

185. Aufgabe. Ein regelmäßiges Viereck, Achteck. 4.2Eek
in den Kreis zu beschreiben. ;

Lösung. Der Winkel am Mittelpunkte eines Sehnenviereckes ist
der Ate Theil von einem Completen, also ein Rechter. — Zieht man

daher zwei senkrechte Durchmesser und verbindet die Endpunkte derselben
durch Sehnen, so erhält man ein regelmäßiges Sehnenviereck. — Durch
fortgesetzte Halbirung der zugehörigen Bogen erhält man neue regel—-
mäßige Polygone jedesmal von der doppelten Seitenzahl. ;

186. Aufgabe. Ein regelmäßiges Fünfeck, Zehneck..
5.2Eck in den Kreis zu beschreiben sFig. 106.1

Lösung. . Theilt man den Radius durch den goldenen Schnitt,
so ist der größere Abschnitt die Seite des dem Kreise eingeschriebenen
regelmäßigen Zehneckes.

Bew. Ist AM: MB— MB: BA und trägt Fig.106.
man MB — AC als Sehne in den Kreis, verbindet
C mit M und B, so ist:
- MA: ACAC: AB

0r A nt— 1

M — 26 ;

und 0B — ACO — BM

8212Z65

Da AAMO gleichschenklig, so ist
auch AOCB gleichschenklig.

Fig. 105.

F
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aus 1 und 2 folgt /ACOM—26. Da nun / MACO — /MOA,
so ist auh / MAC 25

— ferner ist 4AMOCIB

ZACM— MACH AMC 65;

56—21 R
10ß —4R

Da nun der Centriwinkel AMC 10mal herum getragen einen com-

pleten Winkel giebt, so läßt sich auch der größere Abschnitt MB des
Radius 10mal als Sehne eintragen und giebt eine geschlossene Figur,
ein regelmäßiges Sehnenzehneck.

Wie man aus dem Zehnecke ein 5 Eck, 20 Eck, 40 Eck.
. . zu bilden

habe, ist aus dem Vorhergehenden klar. —
187. Aufgabe. Einregelmäßiges Fünfzehneck, Dreißigeck

15. 22Eck in einen Kreis zu beschreiben.
Lösung. Subtrahirt man vom Centriwinkel des Sechseckes —/, R

den Centriwinkel des Zehneckes — , R, so erhält man ( — )KR
/5 R4; vom Completen, also den Centriwinkel des regelmßigen

Sehnenfünfzehneckes; die dem Winkel gegenüberliegende Sehne ist die
Seite desselben.

Bemerkung. Diese Polygone find die einzigen regelmäßigen
Polygone, welche fich auf elementarem Wege aus dem Radius construiren
lassen. — Zieht man durch die Eckpunkte eines regelmäßigen Sehnen-
vieleckes Tangenten, so bilden diese ein regelmäßiges Tangentenvieleck
von gleicher Seitenzahl. ;



Vierter Abschnitt.
Größenverhältnisse an regelmäßigen Vielecken und die

; Kreismessung.

Cap. I.

Abhängigkeit der Größe regelmäßiger Polygone von den Radien
der ein- und umschriebenen Kreise.

188. Lehrsatz. Die Umfänge regelmäßiger Polygone von

gleicher Seitenzahl verhalten sich wie die Radien der ein—
und umschriebenen Kreise, die Flächen aber wie die Quardrate

dieser Radien.
;

Sind ABCD.. .N und AiB,CD ...N,
[Fig. 107.) zwei regelmäßige Polygone von

gleicherSeitenzahl, und bezeichnen wir ihre Flächen
respective mit lund L, ihre Umfänge mit V
und 0,, ihre Seiten mit s und s,, die Radien
der umschriebenen Kreise mit R und Ri, die
Radien der eingeschriebenen Kreise mit r und

n;so ist:
1. Behaupt. V: V—RRr:n

Bew. Ziehen wir von den Mittelpunkten
M und M, aus die Radien der eingeschriebenen
Kreise MO AB; M 0 ABj; ferner die

Radien MA, MB, MA-, MB, der umschriebenen Kreise, so ist:

AANMB&AAM B 4 MAB — AMABi Als Haãlften gleicher
——4 MBA— AMBA Polygonwintel.
AB: AB— AM: AM;
d.h 1)8:5; —Ri: Ri ;
Bauo Sao sto—oo

2MOOA— 2 MOA — 1.1)
MA:MA,— MO:M,O :
d. h. 2) R:R r:r da nun nach 145 Zuf. und 150

3) V:V, s:s, so folgt aus 1 und 2

VU:V — R:Ri r:r;

Paulson, Planimetrie. 7

Fig. 107.
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2. Behaupt. 1:I — R-:R— r-:r-
Bew. — :s 0 149

aus 1 und 2 folgt s?:s,?—R-:Ri-—r2:l
I:L — R-:R—r-:r

189. Lehrsatz. Ein regelmäßiges Polygon ist halb fo
groß als das Rechteck (oder gleich dem halben Producte) aus

seinemUmfange und dem Radius des eingeschriebenen Kreises.
Behaupt. 1— ur

Bew. Zieht man vom Mittelpunkte nach allen Ecken hin gerade
Linien, so theilen diese das Polygon in so viele unter sich congruente
Oreiecke, als das Polygon Seiten hat. Nimmt man nun die Seite des

Polygones als Grundlinie eines solchen Oreieckes, so ist der Radius des
eingeschriebenen Kreises seine Höhe, also der Inhalt

; Ar 865
Hat das Polygon nun n Seiten, so ist seine Fläche

; I n

da aber ns—u

so folgt — ru

Zusatz. Der Inhalt eines regelmäßigen Polygones ist gleich dem
halben Producte aus den Maßzahlen seines Umfanges und dem Radius des
eingeschriebenen Kreises, bezogen auf die Flächeneinheit. (Vergl. 104 Zus. 1).

Cap. 11.

Ausmessung des Kreises.
Der Kreis ist durch seinen Radius vollkommen bestimmt. — Trotzdem hat

sich die Construction eines Quadrates aus dem Radius, dessen Fläche gleich der
Kreisfläche ist, oder die sogen. Quadratur des Zirkels, als unmöglich erwiesen, und
wir werden uns daher mit einer annähernden Berechnung des Kreisinhaltes begnügen
müssen. Bedenken wir nun, daß ein regelmäßiges Vieleck sich immer mehr dem Kreise
nähert, je mehr Seiten wir demselben geben, daß sein Inhalt aber stets gleich dem
halben Producte aus den Maßzahlen seines Umfanges und des Radius des ihm
eingeschriebenen Kreises ist, so werden wir zunächst auf den Satz geführt:

190. Lehrsatz. Der Kreis ist gleich dem halben Produete
(Rechtecke) aus seinem Umfange und seinem Radius. :

Beschreiben wir um und in den Kreis regelmäßige Vielecke von

gleicher Seitenzahl und bezeichnen: ;
die Fläche des Kreisebt mil
die Peripherie . -

den Radius.. — K
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die Fläche des dem Kreise umschriebenen regelmäßigen n Eckes mit 1.
denmn 5 1

-
0.

n u u 0.
die Flche „eingeschriebenen — -

den Umfang u u u u u „Ua

den Radius des dem eingeschrieb. n Ecke eingeschriebenen Kreises „r

so ist: —

Behaupt. L 0 R

Bew. Es ist (nach 189) HI. 0..R
3i — u R

Ferner ift ) — —i.

O.R—L—urE3.0
Nach Satz 6 ist aber V.— V.— u.

0. R— OR— u.r Qatauh — (E.5. 10)

Verdoppeln wir nun fortlaufend die Seitenzahl der Sehnen- und

Tangentenvielecke, so wird V, immer kleiner, u, immer größer, es bleibt

aber stets V, — 0. und u., — V.. — Indem sich hiernach 0, und

u, fortwährend nähern, wird auch die Differenz /»V.R— /u,r immer

kleiner und kleiner (denn auch r wächst fortwährend, bleibt aber immer

— R) und nähert sich unendlich der Null. — Dabei behalten aber alle

obigen Gleichungen, also auch die Gleichungen I und 1I ihre Geltung.
Folglich ist: —— ;

I. — U.R (.100)
Um daher den Inhalt des Kreises durch Rechnung zu finden,

brauchen wir bloß noch die Maßzahl der Peripherie, oder das Verhält-
niß der Peripherie zum Radius zu bestimmen. Diese Aufgabe (die
sogen. Rectification der Kreislinie) ist aber eben so wenig direct möglich,
als die Quadratur des Zirkels, da die Kreislinie, als eine stetig gekrümmte
Linie, sich nicht unmittelbar durch eine gr. Linie mefssen läßt. — Be—-
weisen wir zunächst, daß das Verhältniß der Peripherie eines Krelses
zum Radius in der That ein eonstantes ist, und suchen dannoineFormel
für die annähernde Berechnung dieses Verhältnisses zu ermitteln.

191. Lehrsatz. Die Peripherieen zweier Kreise ver—-

halten sich wie ihre Radien. sFig. 109.]

Beschreiben wir einem jeden der beiden Kreise regelmäßige Poly-
gone von gleicher Seitenzahl ein und um, und behalten die Bezeich--
nungsweise unter 190 bei, indem wir die Buchstaben für den zweiten
Kreis durch angehängte Striche unterscheiden, so ist:

Fig. 108.
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Behaupt. V.: V. —R: R oder V.:R— V.:R-
Ben

— — — 0 —n

Ux 0 u
— n——

Vermehren wir nundieSeitenzahl der Sehnen- und Tangentenviel-
ecke durch fortlaufende Verdoppelung, so nähern sich ihre Umfänge fort-

-2 8 2 x : 2 — 89 u, ; uwährend, und es nähern sich auch die DifferenzenE nd ———
mehr und mehr der Null, während die obigen Gleichungen stets ihre

. 0 u 11.;Geltung behalten. Da nun hierbei stets — 1 und — bleibt

; -
—(188), so ist —— 3 . 100).

192. Lehrsatz. Die Flächen der Kreise verhalten sich
wie die Quadrate ihrer Radien.sFig. 109

Da (nach 190 L — 0R
— 04R ;

seith
nun ist Ve: Vn —R:Rq 19) Zig 109

11—13 isi

2) V.R: UR— R-:R- (&.8.5u.117)

aus 1 und 2 folgt L: —R: :R“

193. Aufgabe. Das Verhältniß der Peripherie eines
Kreises zum Durchmesser oder die sogen. Ludolph'sche Zahl
— welche durch bezeichnet wird —zu bestimmen.

Lösung. Können wir aus einem regelmäßigen n Ecke ein 2 nEck
von gleichem Umfange eonstruiren, so können wir auch Formeln ableiten,
nach welchen wir aus den in Zahlen gegebenen Radien des n Eckes die
Radien für das 2 nEck berechnen können. Es ist aber der Radius des
dem 2n Eck umschriebenen Kreises kleiner, der Radius des ihm einge—-
schriebenen Kreises größer als der des n Eckes von gleichem Umfange;
setzt man daher die Verdoppelung der Seitenzahl, bei eonstant bleiben-
dem Umfange, immer weiter fort: so müssen sich die beiden Radien

immer mehr und mehr ausgleichen und endlich bis auf eine bestimmte
Anzahl Decimalstellen übereinstimmen. — Ist aber der Radius des einẽm
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regelmäßigen Polygone eingeschriebenen Kreises gleich dem Radius des

ihm umschriebenen Kreises geworden, so müssen auch beide Kreisperi—-
pherieen zusammengefallen, das zwischenliegende Polygon selbst muß ein
Kreis geworden sein.

Können wir also die Verwandlung eines regelmßigen Polygons in
ein anderes von gleichem Umfange und der doppelten Seitenzahl ausfüh—-
ren, so brauchen wir nur von einem der regelmäßigen Polygone auszu—-
gehen, die wir nach Abschnitt IV Cap. V aus dem Radius construiren und
von welchen wir also sowohl den Umfang, als auch die Radien in Zahlen
ausdrücken können, um die Zahlen x bis auf jede gewünschte Anzahl
Decimalstellen genau durch Rechnung zu erhalten. — Ist nun AB die
Seite eines regelmäßigen nEckes [Fig. 110.), AMB der zugehorige
Centriwinkel, so muß die Seite des 2n Eckes von gleichem Umfange
offenbar die Hälfte von AB sein. Zugleich muß aber auch der zuge—-
hörige Centriwinkel die Hälfte von/ AMB sein, und wir müssen
daher die Hälfte der Linie AB in eine solche Lage zum Mittelpunkte
M bringen, daß ihre Endpunkte von demselben gleiche Entfernung haben
und der zugehörige Centriwinkel — AMB wird. — Schlagen wir

zu dem Zwecke mit dem Radius AM (— MB) einen Kreis, halbiren
den Winkel AMB durch den Radius MO, ziehen die Sehnen AC und
80, fällen ME AC, MP BO und verbinden endlich E mit F,
so ist:

Fig. 110.

N EM — FM (155, gus.)
EMc— xxMO

153
Zruc— Bxoß.

20— u 8 (.8.5

Aß CE:CA— CF:CB LDa CE—, CA

AEOF— /ACB und 0F — 0B

EF:AB — CE:CA

da nun 0B — CA 0. 153)

3) EF— /,AB

Es ist also die Linie EV die Seite des 2n Eckes von gleichem Um—-

fange mit dem nEcke in der richtigen Lage zum Mittelpunkte, so daß
EM der Radius des ihm umschriebenen, GM der Radius des ihm ein—-

geschriebenen Kreises ist. Wir haben nur noch die Abhängigkeit dieser
Radien von den Radien (AM und DM) des nEtkes zu bestimmen.
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Bezeichnen wir die Maßzahl des Radius MA durch r

u
- w MEI

u o u u
MG ; — N

so ist:
;

—7

a
MG—MD — DG
DG— GC (da ACEGCAD und CE— RA)
MG — MDA—GOC q.F.D
GC— OM— GM :

; 151
d. h. 06—r —-

)

——

26—p+—r

2

Esist ferner AAME- EMG)AAME ZENG q(.153).-eHn HOEUs Zur— uGr i

AM:ME — ME:MG :
h rt1

nr.6
also I. I 4 12

Mit Hülfe der beiden Formeln I und 11l können wir nun leicht
und einfach die Radien für das 2n Eck aus den Radien des n Eckes

berechnen. ;
Gehen wir z. B. von einem Quadrate (ABOD) aus und nehmen

den Radius (MB sFig. 1111 des demselben eingeschriebenen Kreises als

Maßeinheit, so ist die Mahzahl dieses Radius A eder
Del

2

Ferner ist MA?— ME— AE?— 2. ME- (da ME — EA)

MA42 Fig. 111.

xr a—-

d.h 2)r—l/35— 141421 c p

Hieraus erhalten wir die Radien für das Achteck von gleichem
Umfange, nämlich

—
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pi — 1,20710

—V1414121 X 120710 — 1,30655

Setzen wir nun

und p sind, so
die Radien für das

verzeichnet sind.

Eck. p

4 1,00000.
8120711

7 16 1,25683
2

32 |1,26915
4 1,27224

128 1,27301
2566 s 1,27320
512 1,27825

1024 1,27326

Ein regelmäßiges Polygon von 1024

einem Kreise verschieden, daß der Radius

nicht um /0000 größer ist als der des

nun der Umfang des Quadrates Bmal so
eingeschriebenen Kreises, dieser Radius aber

Einheit gesetzt wurde, und der Umfang

das Achteck als das nEck, so daß seine Radien r

erhalteu wir in gleicher Weise aus den obigen Formeln
das Sechszehneck u. s. f., wie sie in der folgenden Tafel

r

1,41421
1,30656
1,28146-
127538
127878

1,27339
1,27330
1,27827
127826

4 Ecken ist also so wenig von

des ihm umschriebenen Kreises
eingeschriebenen Kreises. Da

lang ist als der Radius des

bei der obigen Ableitung als

constant blieb, so ist auch die

Maßzahl des Umfanges vom 1024Eck — 8. — Man kann daher sagen:
die Maßzahl der Peripherie des Kreises ist—B, dessen Radius die

Maßzahl 1,27326 hat. — dFolglich ist
8.

— ae

welche Zahl das Verhältniß der Peripherie zum Durchmesser auf Zehn—-
tausendstel genau angiebt (die letzte Stelle ist fehlerhaft); eine Genauig-
keit, die meist hinreichend ist.— Der genauere Werth ist:—

— 3,1415926.
Für die Berechnung des Kreises merken wir uns jetzt noch die

beiden Formeln: —

0 21R
2) 1 — /2 V.. R R
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1

Anhang.

Anleitung zur Lösung geometrischer Aufgaben.

———





Cap.ll

Geometrische Rechenaufgaben.

8 1. Das rechtwinklige Dreieck aus je zwei Elementen zu berechnen.

1. Aufgabe. Die Katheten eines rechtwinkligen Dreieckes sind

gegeben; es sollen die übrigen Elemente und der Inhalt berechnet werden.

Auflösung. Es sei a die Hypotenuse, b und e seien die Ka—-

theten, p die Projection der Kathete b, q die Projection der Kathete

c, i der Inhalt und h die Höhe, so ist:

H a —Vb&
/2

—

3)

ah

— -
-

: —
-

:

2ii

2
be

b- —

H

21406

—
e

n

—
—

h- -4 c-

Beispiel: b — 9,86- H a12,038*

e — 757 haenten
3ü— 886 5) 4— 4,760“

2. Aufgabe. Die Hypotenuse (a — 13,45 und die eine Ka—-

thete — 7,28) sind gegeben; es sollen die übrigen Elemente und der

Inhalt berechnet werden.
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3. Aufgabe. Die Hypotenuse (a — 27,57) und die Höhe
92,84 sind gegeben; es sollen die übrigen Elemente und der In—

halt berechnet werden.

Auflösung. be—ah 3) i—/ ah — 135,64708
2 2

—
2 2

p— 544
b2be e— a-4 2ah

b?—2be — e·— a- 2ah — 11ia 2

be— 2 —36,093
b—e—/a(a 2h) —14,749 2

1—25 121
2) e — 10672

4. Aufgabe. Die Hypotenuse (a — 25) und dieProjection
der einen Kathete (p— 7,8) find gegeben; es sollen die übrigen Ele—-
mente und der Inhalt berechnet werden.

Auflösung. H b— /ap — 18,9642

232a—a———.
»e — Vaq 20,7864*

H I—l/— 11,5827-
5i — Gah — 144,78430-

5. Aufgabe. Die Hypotenuse (a —25) und der Inhalt ( —

1000 sind gegeben; es sollen die übrigen Elemente berechnet werden.

Auflösung. H h— 2— 8

Hiermit ist die Lösung auf die der Aufgabe 3 zurückgeführt; man

findet:

2 —23,5078-
3e 18,5078-
H p — 22 1046-
53)4— 2,3954-

Anmerkung. Die Aufgabe ist nur lösbar, wenn a nicht kleiner als 2. V
gegeben ist.

6. Aufgabe. Die Projectionen beider Katheten auf der Hypo—-
tenuse sind gegeben (p — 0,97»; 42,05 ); es sollen die übrigen
Elemente und der Inhalt berechnet werden.

Auflösung. Ha—pq93,o2
Hiermit ist die Aufgabe auf die Aufgabe 4 redueirt, und man

findet darnach:
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2 h—1,4101
3 b—1,7116-
H e—2,4882
5) i— 212930

7. Aufgabe. Die eine Kathete (b— 15,112) und der Inhalt

— 294,070 sind gegeben; es sollen die übrigen Elemente berechnet
werden. —

Auflösung. Aus der Gleichung i—/he findet man He-

—38,919, womit die Aufgabe auf die erste Aufgabe redueirt ist, und

man findet darnach:
23a41,75— 9— 36,2587

5) h— 14087*3 —547

8. Aufgabe. Die Höhe (I—lo) und der Inhalt (i — 1000*

eines rechtwinkligen Dreieckes sind gegeben; es sollen die übrigen Ele—-

mente berechnet werden.

Auflösung. Aus der Gleichung i—'/ ah findet man 1) a —

— 20“, womit die Aufgabe auf die dritte Aufgabe redueirt ist; oder

man berechnet p aus der Gleichung: h-—p (a— D, und erhält:

2 p— 10 9 b—lo/2—14,1421“

3 q— 10- 5 e—lO/2—14,1421-

8 2. Berechnung des schiefwinkligen, gleichschenkligen und gleichseitigen
Dreieckes und des Trapezes.

9. Aufgabe. Die drei Seiten eines Dreieckes sind gegeben

sa — 42,7“; b — 38,4“; e 27,9 ); es soll der Inhalt () desselben

berechnet werden.

Auflösung. RNach 105 ist: i — I2 )

abe h

ʒ

8, 602324 5, 000000 7, 000000 4,068667

6,200000 4,658324 4,091453 3,074085

i p 4

17,500000 2,906190 5,696134

9,529663 3,5600000 2,700000
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Berechnung. a 42,7 a 1 A
A—al,o7lßß

eb—l6—l6l —b —120688
—e26,6 A — 142488

Ai—5,43999: 2—2,71999
i— 24500 —

n einem gleichschenkligen Dreiecke ist gegeben

2384

e27,0
810,9
8 8

10. Aufgabe. Von einem gleichschenkligen Dreiecke ist gegeben
die Basis (b—11,75 und die Höhe (n—7,92; es soll der Schenkel
(a) und der Inhalt berechnet werden.

-

Auflösung. Ha—/— b-(.99) 5 i—4b.h

Berechnung.
; — : — 627 209 ;2 aum 72746 — 62,727 Aù — Ar Y 0,99393
2x —1,53805 4 —34516 a-0613-

»( 26

Ah 1,07004

Ah — 0,50873

A —A 1,96877

A 2 0,30103

Ai 1,66774

2 i—46,5310
11. Aufgabe. Von einem gleichseitigen Dreiecke ist die Seite

6—25,5) gegeben; es soll der Inhalt () berechnet werden.

Auflösung. Nach dem Pythagoräischen Lehrsatze ist:
h— s? — /82 — 82

e 451/3 ;
i 8 15/348/3

Berechnung: A0,25—0,39794 —1

2 A 8 2,81308
A 3 0,23856

Ai2,44958
i — 281,570»
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12. Aufgabe. Wie lang ist die Seite () eines gleichseitigen
Oreieckes, dessen Inhalt ( — 259 gegeben ist?

Auflösung. Aus der obigen Gleichungi— Bs2 /3 folgt:

4.i ʒ
— 2; 1— 7,5084

138. Aufgabe. Es soll der Inhalt eines Paralleltrapezes aus

seinen vier Seiten berechnet werden.

Auflösung. Bezeichnen wir die parallelen Seiten mit p und q,
die Convergenten mit a und b und ziehen (Fig. 1) die Gerade BE

AC, so finden wir für die Höhe des Dreieckes EBD (welche zugleich
die Höhe des Paralleltrapezes ist) aus 105.

——V e

Da nun das Trapez durch die Diagonale in zwei Dreiecke zerfällt,
deren Inhalte durch ph und qh ausgedrückt sind, so finden
wir für den Inhalt () des Trapezes:

3 0 —9) 4

Substituirt man jetzt aus 1 den Werth für h, indem man zugleich
c— p — q setzt, in die Gleichung 2, so ist:
:

; 1— ———— ——— —
i—o 9 6— VG 2906 —22 —— H oder

— 53 s heah
Beispiel p—36,7*; 4—27,6*; a —11,5; b —9,8“ giebt

i — 304,120-

8 3. Berechnung der regelmäßigen Polygone und des Kreises.

14. Aufgabe. Die Seite (5 eines dem Kreise eingeschriebenen
n Eckes und der Radius des Kreises sind gegeben; es soll die Seite (8)
des demselben Kreise eingeschriebenen 2n Eckes berechnet werden.

Auflösung. Es sei AB—S die Seite des eingeschriebenen
n Ecks (Fig. 2), und MC AB, so ist AC s die Seite des einge-
schriebenen 2 n Ecks, MO — r der Radius des Kreises, und wir erhalten:

AC?— DCX EC q(.93) oder s?—2 r. EC

ferner ist: KO—MO— ME—MO— M —r — V —

s—2r. —V
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arresru
—5

15. Aufgabe. Die Seite (s) eines dem Kreise eingeschriebenen
2nEckes und der Radius des Kreises sind gegeben; es soll die Seite O
des demselben Kreise eingeschriebenen nEckes herechnet werden.

Auflösung. Unter 14 erhielten wir die Gleichung:
s—2r—V 85,

welche wir hier bloß in 8 aufzulösen hahen:
; 2

21*

2 f
—

— —

17— ; 47x-

1 82 12x2

82 —: 1rx282

2
2

—
s
E
r 82)

s— e—
16. Aufgabe. Es soll die Seite eines dem Kreise eingeschrie—-

benen regelmäßigen Fünfeckes aus den Seiten des demselben Kreise ein—-
geschriebenen regelmäßigen Sechseckes und Zehneckes bestimmt werden.

Auflösung. Bezeichnetk die Fünfecksseite, z die Zehnecksseite
und r die Sechsecksseite, so ist nach der vorletzten Gleichung in der vor-

hergehenden Aufgabe:
112 — 24r —225

—

Nach 186ist aber: r:—2:( —

2)22 — r—r- 7

t — durch Subst aus 2 inl)
O —( —2Gr 42 ( durch Vereinfachung aus 3)
5) i3r —2r—?—r2o—r2) —22

t—r4222 — 22 ( durch Substitution aus 2 in 8 1
f—r 2
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17. Aufgabe. Die Seite und den Inhalt eines regelmäßigen
Dreieckes aus dem Radius des umschriebenenKreises zu berechnen.

Auflösung. sFig. 3.] Es sei die Seite AB des gleichseitigen
Dreieckes ABOB, der Radius MA des umschriebenen Kreises —r,

so ist, da das Dreieck AMD gleichseitig ist, AL— rl/3 (. 10,
und da AB—2 x AR so ist

B—r./3*—1,7820508 Xxr

Und da nach Aufg. 11 der Inhalt i, — 821/3 ist, so erhalten wir

Ni—4l.l/3— 1,2990381 Xxr

18. Aufgabe. Die Seite und den Inhalt eines regelmäßigen
Viereckes aus dem Radius des umschriebenen Kreises zu berechnen.

Auflösung. [Fig. 4.] Ist ABOD das regelmäßige Viereck (Qua—-

drat), AC und BD die Diagonalen, die sich im Mittelpunkte O schnei—-
den, so ist / BOOA—1RundAOOO— BO 1, also:

ARB— AO BO oder — 2.r- folalich
DB—r./2

und da AB- auch zugleich der Inhalt i, des Viereckes ABOD ist,
soist Mi s —

19. Aufgabe. Die Seite und den Inhalt eines regelmäßigen
Fünfeckes aus dem Radius des umschriebenen Kreises zu berechnen.

Auflösung. Bezeichnen wir die Seite des Fünfeckes mit t, die
des Zehneckes mit z, den Radius des umschriebenen Kreises mit r, den
des eingeschriebenen mit p, so ist: ;

r:2—2:( —2 oder4r7r

aho —— V 4 —5+5V/5
—

5

2

;

Nach Aufg. 16 ist fk—r 72—

Substituirt man hier den oben gefundenen Ausdruck für 22, so erhält man-

Resultirt auch aus der Endformel zu Aufg. 15, wenn man s —r setzt.
Paulson, Planimetrie. 8



114

Da nun der Inhalt eines regelmäßigen Polygones gleich ist dem

halben Producte aus seinem Umfange und dem Radius des eingeschrie—-
benen Kreises, so haben wir noch p durch r auszudrücken: Es ist aber

—lO7
Felglich ist der Inhalt L

— 2 — der
— ʒ

n i-r 2 — 2,877641 Xr?
;

; Anmerkung. Ist statt des Radius r die Seite k des Fünfeckes gegeben,
so findet man zunächst aus obiger Gleichung 1: ;

— —

2 61 26/0

oder r—t 4 ;
10

und wenn man diesen Ausdruck für r in die Gleichung 2 substituirt:

—
2 ; : 200

oder is —f? X
V 26 x 10Vo4x i

20. Aufgabe. Die Seite und den Inhalt eines regelmäßigen
Sechseckes aus dem Radius des umschriebenen Kreises zu berechnen.

Auflösung. Befkanntlich ist die Seite des regelmäßigen Sechs-
eckes gleich dem Radius des umschriebenen Kreises; also

01
Zieht man von dem Mittelpunkte des Sechseckes Radien in alle

Ecken, so theilen dieselben das Rechteck in sechs gleichseitige Dreiecke mit

der Seite s—r, deren Inhalt also nach Aufg. 11 gleich r- /3 ist.

Es ist somit der Inhalt ic des Sechseckes —6X / r/8 oder

2 r/3oder auh —26, /3

21. Aufgabe. Die Seite und den Inhalt eines regelmßigen
Zehneckes aus dem Radius des umschriebenen Kreises zu berechnen.
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Auflösung. Aus Aufg. 19 entnehmen wir für die Zehnecksseite
2 die Gleichung:

—rx—— 0,618034 Xxr

Bezeichnen wir den Radius des dem Zehnecke eingeschriebenen
Kreises mit p, so ist

p—r —1122

und da r—sa+l/95
2

r2a Hl/ — —1 64215;

e— V52105

so ist

Da nun der Inhalt gleich ist dem halben Producte aus dem Um—-

fange und dem Radius des eingeschriebenen Kreises, so erhalten wir:

i0—7.10.2. 72V 120510——

oder 2) o—42V2 — 7,69481 X-2

Substituiren wir für 2 den Werth aus 1, so ist:

ie — 20080265 r

; 2

22. Aufgabe. Die Länge des Kreisumfanges und eines Kreis—-

bogens aus dem Radius zu berechnen, (Rectification des Kreisbogens).
Auflösung. Ist der Radius des Kreises r, so ist nach 193, H:

Der Umfang oder 360 — 2xr— 6,2831853 x r

Der Halbkreis oder 180 =— xr 3,1415926 Xxr

Der Bogen von 1 L Xxr0,0174533 Xxr

⁊ — nx
—

u u 2
1— 180 60 Xxr 0,0002909 xr

« e 14 180 60e6O xro,ooooo4Bxr

Ein Bogen von

o — 11—
— 1

271753,42
: —75 29 13, 42

— 271753,42 —

150bo e6o IA 1,317498r
Oder: Der Bogen von 75 —75 0,0174533 X r —1,3089969r

- - „„
20—29x0,0002909 Xxr—o,ooß4Bs7xr

-
75 2913/ 42— 1,3174977 Xr
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23. Aufgabe. Aus der Lage eines Kreisbogens und dem zuge-
hörigen Radius soll die Zahl der Grade berechnet werden, die der Bogen
enthält.

Auflösung. Ist die Bogenlänge p, der Radius r und a die

Zahl der Grade die p enthält, so ist
: 360 b; 24

—O2 ;a—x360· — 180

Ist p—r, so ist a — — x 180—57· 17 4, 78 — 206264, 78

24. Aufgabe. Den Inhalt eines Kreissectors aus der Länge
des zugehörigen Bogens und dem Radius zu berechnen.

Auflösung. Ist p der Bogen, r der Radius und j, der Inhalt
des Sectors, so ist:

iinr p; 24r

also H —
r

—

Ist p in Graden gegeben, so findet man aus 23:

— 1
p—r

welches in 1 substituirt uns giebt:

— —27 2Ni—xX -r— r

Cap. I.

Anwendnng der Algebra auf die Geometrie.

F 1. Construetion zusammengesetzter Zahlformen.

25. Aufgabe. Es seien a, b, c, d, e fünf gegebene Strecken;

man soll eine sechste x — re construiren.

Analyse. Man confstruire y— 2 nach 142 als vierte Propor—-

tionale, so ist x— ebenfalls eine vierte Proportionale.
;
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Construction sFig. 5.1

AB a

Man mache ACh

AD 4

Ziehe CE DB, so ist —

ARE: AB =— AC:AD

Hiernach macheman AF e

AGe

Ziehe EH GH, so ist
AH:AF—AE:AG

oder AH:e y:e
oder AB:a—b:d

— —
e

a

; 2

Strecke * e construirt25. Aufgabe. Es soll eine

werden.

1. Analyse. M ire y- Eri
Ana yse. Man ceonstruire y?— ab, so ist x— — hier—-

; 2

nach construire man 72—y Hc- so ist x 2 also ist x die dritte

Proportionale zu Z und d.

Construction. sFig. 6.] Man mache AB—b, ACa, schlage
über AB einen Halbkreis und errichte CD AB; so ist AD y.

—

Hiernach DE AD, ED e; so ist AL 2. — Endlich APd,
AG —2 und EHF6G; so ist AH2.

2 Analyse. Esistt —

2
ys ist

ã
— —F ;eonstruirt man daher

e;
— —

und 277 so ist x —y —2.
27. Aufgabe. Es soll eine Strecke x —/ ab —e- con—-

struirt werden.

Analyse. Man construirt y als mittlere Proportionale zu a und

b, so ist a:y —y:b also y-— ab. Hiernach ist x die Kathete eines

rechtwinkligen Dreieckes, dessen Hypotenuse y und dessen Kathete e ist,
denn es ist nach der Substitution x —/ y—e-

Anm. Die Aufgabe ist nur lösbar, wenn ab —e ist.

—
Analyse. Da a?babeab(a4e) ist, so ist x

oder x — (a — c). — Man construire also zunächst y — 2
und darnach x—/ y(a e) als mittlere Proportionale zu y und a e.
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«29. Aufgabe. Es soll eine Strecke x — con-

struirt werden.

uea aAnalyse. Man schreibt
—— —7 7x a —

b-
; a- b- : a-x ez; so ist x — 21 a — 7e. Construirt man jetzt y— 3

und 2— — so ist x —/ ya — Ze. Construirt man ferner vs ya

und u?—2c, so istx—/ also die Hypotenuse eines recht-
winkligen Dreieckes, dessen Katheten v und u sind.

3 262 2
30. Aufgabe. Es soll eine Strecke x — — red

construirt werden.

Analyse. Man dividirt den Zähler und Nenner des gegebenen
Ausdruckes durch a-, so wird

b de

—X7
Construirt man nun a b — y-

b-
; — 2

a bde.
—x ——2z. uyv-de X—-: a

a ; ;
ub -

—. —— —

— w
a4a a

soiisa —:— —::
r

Anmerkung. Die obigen Aufgaben werden zur Genüge darthun, daß eine
jede zusammengesetzte Form durch eine geeignete Umformung sich als eine Verbin—-
dung der im Abschnitte 11, Cap. V, F 1 aufgeführten einfachen Formen darstellen
läßt, so daß die Construction auch der zusammengesetztesten Formen stets mit Hilfe
der dort gelehrten Elementarconstructionen ausgeführt werden kann. — Soll aber
die Construction ohne Anwendung des Maßes möglich sein, so muß der Ausdruck
durchweg homogen sein, d. h. seine Glieder müssen, nachdem sie von ihren Nen—-
nern und etwaigen Wurzelzeichen befreit sind, alle aus gleichviel Factoren bestehen.
— Schließlich sei bemerkt, daß die Schärfe und Eleganz der Construction wesentlich
erhöht wird, wenn die Construction, wo möglich, an einer Figur ausgeführt wird-
so daß die vermittelnden Strecken in ihren Lagen verbleiben.
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8 2. Algebraische Lösung geometrischer Aufgaben.

31. Aufgabe. Man soll ein gegebenes Dreieck durch eine der

einen Seite (Grundlinie) parallele Gerade so durchschneiden, daß der

obere Abschnitt der einen Seite gleich dem unteren der anderen Seite

werde.

Analyse. sFig. 7.] Soll die Schneidende der Seite AB des

gegebenen Dreieckes parallel laufen, so genügt es offenbar zur Löfung,
die Lage des Schneidepunktes auf dem einen Schenkel, d. h. seinen

Abstand vom Scheitelpunkte zu kennen. Es sei nun X der fragliche

Punkt, XV die gewünschte Linie, so wäre, da XV AB fein soll:
CX: 0A — O0V: COB

Setzen wir den gesuchten Abstand OXx, die gegebene Seite

ACh und BCa, so muß nach der Bedingung der Aufgabe auch
BY—x, alfso CY— a — x sein; diese Werthe, in die obige Proportion

eingesetzt, geben uns:

xb—— a

Hiermit ist uns die Abhängigkeit der gesuchten Strecke x von den

gegebenen a und b in implicirter Form gegeben, und wir haben die

Gleichung nur noch in x aufzulösen und den resultirenden Ausdruck für
x nach den Regeln des vorigen Paragraphen zu construiren.

Nach 127 ist axab —bx

ax bxab

—
ab

ab

Construetion. [Fig. B.] Man verlängere die Seite OB und

schneide von der Verlängerung die Strecke BD — AC ab; verbinde A mit

D und ziehe BE AD, so ist V der verlangte Punkt; denn es ist:

CE:CA— O0B:CD

oder O0OB:a—b: (a 4b)
a
64

Bew. Da EP AB, so ist CA: CE— CB: CF

EB AD, - CA:CE— CD:cB
COD:CB— O0B:0F

CD— CB:CB — CF— CB:CH (.129.3u5.)
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CD—COB —BD
CB — COF — FB

BDB — CB: CH

CB:CF— CA:CB

BD: 6 C: 01

BD — CA gemacht

B— CE0.124)
32. Aufgabe. Es soll ein Dreieck in eine beliebige Anzahl glei—-

cher Theile getheilt werden durch Transversalen, die der einen Seite
(Grundlinie) parallel laufen.

Analyfe. [Fig. 9.1 Ist ABC das gegebene Dreieck, XY Aao;
so ist A XBY æ ABC und daher

XBYV: ABC XB-: AB— x2:c-

Ist nun XBY— ABC, so ist auch
Nx-— e

oder :Xx:e
3stferner XBY ALC, qe ist

Nx—e?
oder e:x—x:e

Soll also die Parallele XV von dem Dreiecke einen bestimmten Theil
etwa abschneiden, so ist der Abschnitt x auf dem Schenkel (c) die

mittlere Proportionale zu e und e. —

Lösung. [Fig. 10.] Man theile die eine Seite AB (nach 121) in n

( 2)gleicheTheile, schlage über dieser Seite einenHalbkreis, errichte in allen
Theilpunkten Normalen zur Seite und verlngere sie bis zur Peripherie.
Verbindet man die Endpunkte (D,, D,) mit dem Scheitel B des Orei—-
eckes, so sind diese Sehnen die gewünschten mittleren Proportionalen.
Nimmt man daher auf der Seite AB die Strecken BH, — BDi;
BI — BD, und zieht durch die Punkte H,, H, die Geraden H, Ki
H, K- parallel AC, so ist die verlangte Theilung geschehen.
Bew. ABLK: AHBK,: AABC HB-:H,82: AB-

H, B— D,B—V,Bx AB—/ ABX AB—AB-
H.B-— D,B-— F,B XAB AB XAB— AB-u— —r x 6x6— 46

AMIBLK: AHBK,: AABO/4 AB-: AB- A8—1:2:3

Anmerkung. Hat man sich überzeugt, daß die Gleichung richtig angesetzt
und gelöst ist, so ist der synthetische Beweis nicht durchaus nothwendig, jedoch bit-
det er für den Schüler eine gute Vorlage zur Uebung im Beweisen.
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33. Aufgabe. Gegeben sind zwei sich·schneidende Gerade

und ein Punkt. Man soll durch den Punkt eine dritte Gerade

so legen, daß ein Dreieck entsteht, welches einem gegebenen
Quadrate gleich ist.

Analyse. sFig. 11.1 Sind 858, und 11, die in A sich schnei-
denden Geraden, P der gegebene Punkt, PB die gewünschte Gerade

und qdie Seite des gegebenen Quadrates, so kennen wir den Abstand
D a) dieses Punktes von der einen Geraden 85, so wie die Strecke

(AC 0), welche die durch den gegebenen Punkt P parallel der zweiten
Geraden (11) gezogene Gerade PC von der ersten abschneidet. —

Kennen wir nun den Abstand des Punktes (B), in welchem die erste
Gerade XX, von der gewünschten geschnitten wird, von dem gegebenen

Schneidepunkte A, so ist die Aufgabe gelöst.— Wir setzen daher diesen

Abstand AB — x und erhalten, da jezt AAEB œ ACPB ist:

AB:CB—EP:PD

oder, wenn wir EV— y jetzen:

Nx 6H—:4

Zur Elimination der zweiten Unbekannten (), die wir genöthigt waren

einzuführen, erhalten wir die erforderliche zweite Gleichung aus der Be—-

dingung, daß das abgeschnittene Dreieck (ALB) dem OQuadrate der

gegebenen Strecke q gleich sein soll, denn es ist der Inhalt des Drei—-

eckes ALB — / xy und daher:

B xy4—9
; : 2

Substituiren wir den hieraus sich ergebenden Werth für y — e in

die erste Gleichung, so ist
2

; xi6o a
29-e

ax24+

oder ax· — 29x —2 q-e
2 2

x—20 24
a a

und — 1
a a 2 a

oder x 21 (V2
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Construetion. (Fig. 12.) Man mache OOE —AO e, so ist
AE 2e; ferner mache man AV— a; FZ AH und ziehe AZ, so
ist AZ—2ac. — Hiernach construire man 26 AZ und mache
Z2G6 — q, ziehe AG, so ist AG— /2ac — Schneidet man nun

GU und GU, 4 ab, so ist AU-q4 / 2ac und AU, —

V F2ac — — — —V 1 ac). Scqhneiden wir endlich
AQ 4—4 ab und ziehen QXFV und QX, FU,, so ist:

AX— La V H2a -x und AX, ——a V —.

Macht man daher Al— AX und AL — AX, und zieht von P durch
lund L je eine Gerade bis sie die gegebene Gerade D 1 respeetive in
den Punkten B und B, schneiden, so ist :

AABI— AABI. 19?

Anmerkung. Soll die gewünschte Gerade mit den beiden Schenkeln,
zwischen denen der aegebene Punkt liegt, das Dreieck bilden, so braucht man nur

in der Gleichung — e statt ezu setzen, es wird dann *—+ 11 3 Die
a a

Lösung ist jetzt unmöglich, wenn q- — 2ae. — Ist q— 2ae, so ist /7 e

; a Nae ;
20 also * —

I— 2e: Das kleinste Dreieck wird also durch die Gerade

abgeschnitten, welche in dem gegebenen Punkte P halbirt wird.

34. Aufgabe. Auf einer unbegrenzten Geraden sind zwei Punkte
gegeben; man soll einen dritten auf derselben sobestimmen, daß die drei

Abschnitte stetig proportional sind.

Analyse. [Fig. 18.1 Sind A und B die gegebenen Punkte auf
der Geraden 88, und X, der gesuchte Punkt außerhalb AB, so setze
man AX x;, AB a. — Nach der Forderung muß AX,: AB—-
AB : BX, sein oder x;:a —a: ( — 9) folglich x, — ax, — a-

woraus 1) x, -; — Ve
Soll der gesuchte Punkt X, zwischen A und B liegen, so ist

AB: AX; — AX, : X,B
oder ax — x(—x

hieraus x — 1— ax

oder x2? ax,
—a?

—

——
2 — 0 0 -
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Jede Gleichung giebt also die Lösung beider Fälle, und zwar den

nicht beabsichtigten Fall als negotive Wurzel.

Construection. sFig 14.] Man errichte BNAB, mache BC

— AB, so ist

AC —/— 4 schneidet man nun OD — CD, —/ a ab, so ist

D—-1/ + — x oder die positive Wurzel der Gleichung 1

:
AD, 1 : 22— )— - — - - - - 22

Macht man daher AE —AD und AL AD,, so sind E und

E, respective die verlangten Punkte, oder es ist:
N AE:AB— AB:BE und 2) AB:AE, — AE: Eiß

der zweite Fall ist die bekannte sectio aurea (s. 183).

35. Aufgabe. Ein regelmäßiges Fünfeck und ein regelmäßiges
Zehneck zu construiren, wenn die Länge der Seite gegeben ist.

Analyse. sFig. 15.] Es sei AB die Seite eines regelmäßigen
Fünfeckes, C die gegenüberstehende Ecke, so ist / AOCB — R (da
der Centriwinkel des Fünfeckes “/ʒ R beträgth und daher / OOAB

Z CBA /R, d. h. die Winkel an der Basis (AB) sind doppelt
so groß, als der Winkel am Scheitel (0). Halbiren wir nun den Basis-
winkel A durch die Gerade AL, so ist:

ZBAB— ACB

EBA— ABC

A FBAB AACB

D 0b: ABAB:BE

2 AB—AE—EC
OB: AB — AB: (CB — AB)

Wir können also CB aus AB nach dem 1. Falle der vorigen Aufgabe
(nach dem erweiterten goldenen Schnitt) finden.

Construction. sFig. 16.J Ist AB —a die gegebene Seite, so
construiren wir (nach 34,1) AP: AB — AB : BE, schlagen um A und

B mit einem Radius —. AF Kreise; der Schneidepunkt C dieser Kreise
ist die der Seite AB gegenüberliegende Ecke des Fünfeckes. Die beiden

noch übrigen Ecken finden wir, indem wir erst um B und C, dann

um A und C mit einem Radius — a Kreise schlagen; die Schneide—-
punkte D und E dieser Kreise sind die fehlenden Ecken.
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Da der Winkel AOB —R— HR ist, so ist zugleich der

Punkt C der Mittelpunkt des Kreises, in welchen die Seite a sich zehn-
mal als Sehne eintragen läßt. Schlagen wir also um O mit dem
Radius CA einen Kreis und tragen die Seite a so oft als möoglich
als Sehne ein, so erhalten wir das regelmäßige Zehneck mit der
Seite — a. :

36. Aufgabe. Ein Punkt hat von zwei unter einem rechten
Winkel sich schneidenden Geraden einen gegebenen gleichen Abstand.
Man soll durch den Punkt eine Gerade so legen, daß das zwischen den

gegebenen Geraden liegende Stück eine gegebene Länge habe. ;
Analyse. sFig. 17.] Sind XX,V die gegebenen Geraden,

P der gegebene Punkt, dessen Abstände PA und PB von den Geraden — a

und ist PI die verlangte Gerade, so muß El die gegebene Länge c

haben. Setzen wir Al—x, ee—), so ist:

HNAI:AP 0O1:OE oder x:a—(x— 9):y
2) OE4 012— EI- oder y- 4— ( — )-— e-

Eliminirt man aus den Gleichungen y, so erhält man:

e — — e

Diese Gleichung führt, gehörig reducirt, auf eine vollständige Gleichung
vom 4. Grade, und wir müssen daher suchen sie in zwei Gleichungen
vom 2. Grade zu zerlegen. Entwickeln wir zu dem Zwecke die Qua—-

drate, so ist:
2a- a 4 :

— —ax 1 e

a- ; a 2
oder —2a x— 2a E+l)e—

- 2

Die drei ersten Glieder dieser Gleichung bilden das Quadrat von —x,

also erhalten wir:
;

E49) — (15)
l

setzen wir nun
:

Hx—2, so ist

1 7— 2az e

2) x 2 — 2X — a2

Aus der 1. Gleichung erhalten wir z— a —/a- c- und darnach .

aus der 2. Gleichung x. :
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Construction. sFig. 18.] Verlängern wir AP, schneiden von

der Verlängerung die Strecke! PC—e ab und ziehen CB, so ist

CB—/1&. — Verlängern wir nun auch PB nach beiden Seiten

und schneiden B2— B7—BC ab, so ist P2Z—aV e
der positive Werth von z und F7— a — /a- —e- der negative
Werth von 2.

Geben wir nun der zweiten Gleichung die Form:
XC—xX 4a oderx:a—a:—

und bedenken, daß die Normale, in einem beliebigen Punkte des Durch—-
messers eines Halbkreises zum Durchmesser errichtet, stets die mittlere

Proportionale zu den beiden Abschnitten des Durchmessers ist, so leuchtet
ein, daß die Aufgabe sofort gelöst ist, wenn wir über PA und P 2 (den
beiden Werthen für 2) je einen Halbkreis schlagen. Die Durchschnitts—-
punkte 1,, 1,, Iʒ, L dieser Halbkreise mit der Geraden XX, sind die

Punkte, durch welche wir die Geraden von P aus zu ziehen haben, deren

Abschnitte zwischen den Geraden XX, und VV die gegebene Länge c

haben. Denn fällen wir von irgend einem 1 aus eine Normale (19)

za Z 2 so ist jedesmal
PV:V2—:2—P

vder P:aa: — 9
Es sollte aber sein x:a— a: —

Also ist jedes PV — x; und da stets Al— PV ist, so ist
auch jedes AI —. ; ;

Determination. Lösen wir die Gleichung 2) in x auf, so
2

erhaltenwir x—2 1765 — a-. Dieser Ausdruck wird nur

imaginair, wenn —a ist; da aber 2— a 2/a—& ist und

Va e- stets —a, so ist der positive Werth von Z nämlich a —

Vac-—2a, so klein auch e sein mag; also Z stets —a: Es

schneidet daher der Halbkreis über PZ stets die Gerade XX,„ die Punkte
1, und I, sind immer vorhanden, d. h. von dem Punkte P aus lassen
sich immer zwei Gerade ziehen — und zwar in die Nebenwinkel zu
XOI — die der Bedingung entsprechen, so klein auch e sein mag. —

Ist aber e? SBa, so ist a· e·Sda- und Va? e·S 3a,

folglich —a 4 V e S2a. — Ist also e·—Ba so ist der
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negative Werth von 2—2 a (also — —a und auch x—a2): der
Kreis über P 2 berührt die Gerade XX,, die Punkte 1ʒ und I, fallenin einen Punkt zusammen; in dem Quadranten XOI, in welchem Pselbst liegt, kann durch P nur eine Gerade —c gezogen werden — dieAufgabe hat drei Lösungen. — Ist e· — sa- so wird —2 —2a(und somit x imaginair): der Kreis üher PZ: trifft die Gerade XX, garnicht; in dem Quadranten XOV ist durch P keine Gerade —e möglichdie Aufgabe hat nur zwei Lösungen.

Cap. 11.

Synthetische Lösung geometrischer Aufgaben.
37. Aufgabe. Ein rechtwinkliges Dreieck zu eonstruiren, wenneine Kathete und die Summe der Hypotenuse und der anderen Kathetegegeben ist.
Analyse. Fig. 19.] Die eine Kathete ist —b, die Summeder Hypotenuse und der anderen Kathete —s gegeben. — Wäre nunABC das richtige Dreieck, so müßte AC— b sein, und wenn man dieandere Kathete AB um die Hypotenuse BO verlängert, also BD —BC

macht, so müßte AD —s sein. Da nun h unds gegeben find, so läßtsich das Oreieck ADO construiren. Da ferner das Dreieck DOB gleich-schenklig ist, so muß die Normale, welche die Basis DO halbirt, durchden Scheitel B gehen, wodurch die Ecke B bestimmt ist.Determination. Aus den beiden Katheten ist ein rechtwinkligesDreieck immer möglich, das Dreieck DAO also immer construirbar; sollaber die Normale, welche DO halbirt, die Kathete AD treffen, so mußdiese Kathete oder s— h sein. Die Aufgabe ist also immer lösbar, wenn
8— b gegeben ist.

Confstruetion. sFig. 20.] Man mache ACh, errichte in A die
AX LAC, schneide von der Normalen die Strecke AD — s ab, verbinde
D mit C und halbire DC in E durch die Normale VZ. Der Punkt B.in welchem diese Normale die erste schneidet, ist die dritte Ecke des
Dreieckes. Verbindet man noch B mit C, so ist ABO das verlangte Dreieck.

Beweis. BDBCADEBSCHEB)
AB —BD—AB4BC (S F. 3)
AB — BDS gemacht
ABA—BC

und AC— b gemacht
folglich sind die Bedingungen erfüllt.
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388. Aufgabe. Ein rechtwinkliges Dreieck zu eonstruiren, wenn
die eine Kathete und die Differenz der Hypotenuse und der anderen

Kathete gegeben ist.

Analyse. sFig. 21.) Ist ABOC das verlangte Dreieck, AC die

gegebene Kathete b, und BD — BO gemacht, so ist AD die Differenz
der Hypotenuse und der anderen Kathete, — also ebenfalls gegeben.
Das Dreieck DAO ist also bestimmt, und da DB — CB ist, so braucht
man nur die Gerade DO durch eine Normale zu halbiren, um die dritte
Ecke B des verlangten Dreieckes zu erhalten *).

39. Aufgabe. Ein rechtwinkliges Dreieck zu construiren, wenn
die Hypotenuse und H die Summe, 2) die Differenz beider Katheten
gegeben ist.

lAnalyfe. sFig. 22.) Ist wieder ABO das verlangte Dreieck,
BOa die gegebene Hypotenuse, und ADAC gemacht, so ist BD s

die Summe beider Katheten, und daher ebenfalls gegeben. Zugleich ist
ZCDB— R (weil / CAD —R und ACSAD). In dem
Dreiecke DBO sind also zwei Seiten und ein Winkel bestimmt; da aber
der gegebene Winkel der kleineren gegebenen Seite gegenüberliegt, so
ist die Ecke C nicht unzweideutig bestimmt (. S. 28, 3).

Construetion. sFig. 28.1 Man mache DB —s, /DB —

/R und schlage um B mit dem Radius — a einen Kreis. Der Kreis

schneidet die Gerade DV in zwei Punkten C; welchen von beiden
Punkten man wählen mag, ist gleichgiltig, denn zieht man CA AB,
so ist jedesmal CAB dafsselbe richtige Dreieck, nur in verschiedener Lage.

Determination. Fällt man von B auf DX das Loth BC, so
ist DO, BC, also 280, — DB- oder da DB 5—

BG — V et

Ist also a — 7 d. h. D als das geom. Mittel aus s und s,

so ist kein Dreieck möglich; ista —V7 so entsteht das gleich—-
schenklige Dreieck A, CB.

2. Analyse. Ist außer der Hypotenuse noch die Differenz der

Katheten — a gegeben und AOB (Fig. 22.) das verlangte Dreieck, so
ist, wenn AD, — AC gemacht wird, D, B — d; außerdem / OD, A—-

Man benutze diese Gelegenheit, um den Schülern zu veranschaulichen,
daß Aufgaben, die sich nur darin unterscheiden, daß einmal die Summe, das
andere Mal die Differenz gewisser Größen gegeben ist, stets durch eine analoge
Construction gelöst werden.
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NR, also /OD, B —/ R und daher das Dreieck D, BC unzwei—-
deutig bestimmt, hiermit auch A OCAB.

40. Aufgabe. Man soll ein Dreieck durch eine Gerade halbiren,
die durch einen gegebenen Punkt in der einen Seite des Dreieckes geht.

Analyse. sFig. 24.] Es sei ABO das gegebene Dreieck, P der
gegebene Punkt in der Seite BC. Um die Lösung zu finden, gehe man

von einer bekannten Halbirung aus: Verbindet man die Mitte D der
Seite AC mit der Ecke B, so wird das Dreieck durch diese Gerade

OB) jedenfalls halbirt. Soll nun auch PX das Dreieck halbiren, so
muß das Dreieck PEB — DEX sein, also auh A PEB — A PED

— ADEXA APED d. h. es muß A PDB — A PDX sein.
Diese Dreiecke haben aber die gemeinsame Grundlinie PD, also müssen
ihre Scheitel B und X in einer Geraden liegen, die der PD parallel
ist. Hiermit ist der Punkt (X) auf der Seite AC bestimmt, durch welchen
die halbirende Gerade gehen muß, und somit die Gerade selbst.

Construetion. [Fig. 25.1 Man halbire die Seite AC in D, ziehe
BD, und BEPD. Verbindet man nun P mit F, so halbirt PH das
Dreieck.

Bew. APDB — A PDF q(.86. Bus)

APDB — APDC— APDE— APDC
oder A BDC A FPC

ABDO/, AABC

AFro— AABC
Determination. Die Aufgabe ist immer loösbar: Liegt der

Punkt P auf der Mitte der Seite BC, so fällt F mit A zusammen;
liegt aber P der Ecke C näher als der Ecke B, so muß man die Mitte
der Seite AB mit P verbinden und von der Ecke O aus die Parallele
iehen.ties

Anm. Eine der obigen ganz analoge Analyse führt zur Lösung der Aufgabe,
wenn die Gerade vom Dreiecke 2, —· · · 2 abschneiden soll, desgleichen der Auf—-
gaben: Wöckel Nr. 824 und 327.

41. Aufgabe. In einem Kreise ist eine Sehne gegeben;
man soll auf der Peripherie desselben Kreises einen Punkt
so bestimmen, daß die Summe seiner beiden Abstände von

den Endpunkten der Sehne eine gegebene Länge habe.
Analyfe. sFig. 26.1 Es sei AB die gegebene Sehne, D der

gegebene Punkt, so muß AP— BP der gegebenen Strecke s gleich sein.
Verlängert man AP und schneidet PD —PB ab, so mußnun dauch
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ADsB sein; da aber ABPD gleichschenklig ist, so ist ADB—, ZANR,und hiermit der Punkt D (also auch H) bestimmt: Denn einmal mußD auf der Peripherie eines Kreises liegen, den mau um A mit demRadius —s schlägt, und dann auch auf der Peripherie einesKreises,welcher AB als Sehne hat und über AB einen Peripheriewinkel
2 Z APB faßt.

Construetion. sFig. 27.1 Man halbire die Sehne AB durch die
Normale CE, schlage um E mit dem Radius VA einen Kreis und
um A mit dem Radius —s einen zweiten Kreis. Den SchneidepunktD beider Kreislinien verbinde man mit A, so ist der Punkt P, inwelchemdiese Gerade die gegebene Kreislinie cum M) schneidet, der ver—-langte Punkt.

Bew. AADB— APBD— ZAPB
ZADB— ZAPB

—1
7

BP— PD

AP —PD *65

AP—BP—s
Anmerkung. Mit Hilfe der obigen Aufgabe läßt sich leicht die Aufgabelösen: Aus einer Seite, dem gegenüberliegenden Winkel und derSumme der beiden anderen Seiten das Dreieck zu construiren.

/12. Aufgabe. Einem Dreiecke soll ein Quadrat um—-schrieben werden, so daß beide Figuren eine Ecke gemeinhaben.
Analyse. sFig. 28.] Es sei ABOC das gegebene Dreieck, APDEdas umschriebene Quadrat. Man richte sein Augenmerk auf die der

gemeinsamen Ecke A gegenüberliegende Ecke D: Da AODB—IR,so liegt D auf der Peripherie eines Halbkreises über O0B; und daAADB4R, so liegt D zugleich auf der Peripherie einesKreises,welcher AB zur Sehne und über AB einen Peripheriewinkel — Rhat. Hiermit ist D bestimmt.
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S. — Seite

siehe
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