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Yorwort,

Bei Beginn meiner Lebhrthatigteit hatte iy bem geometrijdhen
Untervichte a8 damald hier allgemein gebrauchte Lehrbuch von
Legendre gu Grumbde gelegt, G wollte miv aber nidyt gelingen
eine eben {o allgemeine und freudige Theilnahme fitr Ddiefen
WMintervicht 3w ervegen, wie fitr den avithmetijden. Die oft im
Wnmuth an midy gevidyteten Fragen: Wozu dient denn eigentlich
die Geometrie? wasd niift diefer ober jener Sah? wasd habe idy
von Dem Grlernen diefed oder jened jdyweren Veweijes? ~— liefen
mich den Grund fiir die Abneigung fo- mandjer Schitler die
Geometrie u erfernen in der gangbaren Lehrmethode erfennen,
weldhe dem Sdiiler ein Chaod ujammenbhanglofer Shke dar-
bietet, Das weber Jwed noch Biel erfennen it und daber aud
nicht geeiguet ift fein Jnteveffe zu ervegen. In Folge der plan-
lofen Bujammenitellung der Sape erjdyeinen die eingelnen Beweife
berfelben al8 eben jo willfiliche wie gefiinjtelte Combinationen
vorangegangener gerftventer Lehridte, fo dafy fie den Sdhiiler
eben fo wenig u einer productiven Thatigfeit veranlaffen und
befdbigen fomnen, af8 der Lehrgang felbft e8 vermag. Bubem
werben dic Veweife meift (und namentlidy bei Legendre) in einer
Darftellung wvorgefithrt, die felbjt bie Meberficht ded Ganged und
pamit auch) dag BVehalten des Vetweifed ungemein erjchwert. —
In Folge diefer Crwdgungen war e miv erflarlidy, dafp das Cr-
Ternen der Geometrie vielen Schyiilern gur wahren Tortur werben,
fonnte, und ich entjhlofy midy daber die alte Guflidijde Lehr-
methobe gang aufsugeben und audy in der Geometrie den Gang
einer  wiffenjdiaftlidien Unterfuchung  eingujdhlagen, wie idy es



{hon frither in Der Writhmetit gethan Dhatte: Jebe Raumform
unterwarf idy einer Gridrterung in vierfadper Hinjidyt, in Hinficht
ber Lage, Der Form, der Grofe und ber Wbhingigteit von ibhren
Glementen. Fiir die bei ben Crirterungen gewonnenen allge-
meinen Crfenntniffe tourde die Vegriindung ebenfalld gemeinjam
angeftrebt md gefunden, und jo erjdyienen denn auch die BVeweife
pem Sdiiler nicht mehr ald aufgedrungene Kiinjteleien, fondern
ald natiirlide wund nothwendige Croungenjdyaften jeines ecigenen
Nadydentend gur Fejtftellung der empirijch gefundenen Wahrheiten.
Bur Belebung der productiven Thatigfeit erbielten die Schiiler
am Sdluife eines jeden Abjdymittes leichte, nidht unmittelbar um
©pfteme gehorige Lehridbe, fitr die {ie den Beweis felbftdandig
s fuchen Datten: Midyt jeder fand den Beweis, doch immer
einige, die dann al8 Lehrer Der Schwddjeren, meijt in den Jwijdhen-
minuten, auftraten und nicht wenig zur Forderung der Sadje
beitrugen. — I Hatte bald die Genugthuung, daf nidht nux
bie fritheven fo oftenjiblen Fragen nach) Bwed und Nuben der
Geometrie verftummten, jondern dafy auch die Schiiler fich willig
und gern Dder eitraubenden Bearbeitung ded WVortrages unter-
warfen (benn icy Hatte nur die Rehridse Ddictirt). — Da aber in
den fpateven Abjchriften der fo entjtandenen Hefte fich vielfiltig
Litcfen und Fehler geigten, fo entidylof ich midy, Den Bitten meiner
Sdyiiler willfahrend, mein Manufeript druden ju laffen. So er=
fchien denn Die jebt vollftindig vergriffene erfte Auflage diefes
Budyes obne Pretenfion auf weitere Verbreitung, daher ohne
LBorwort und im Selbjtverlage.

Snwijdhen habe icy bei ausgebreiteterer Befanntjaft mit der
padagogijdyen Literatur gefunden, dap audy viele nambafte Lehrer
Deutjchlands, feitbem die Mathematif in den claffijdhen Gymnafien
als ein wefentlidyes Bildungselenent mehr und mehr Anerkennung
gefunden bat, die alte Guflidijde Lehriovm aufgegeben und mit
mir dhuliche Babhnen eingejdhlagen Haben um den gefteigerten
- AUnfordevumgen u genfigen. — So glaube ich mich denn berech-~



Vv

tigt dag im vorliegenden Lehrbucie nicdergelegte Syjtem afs im
Principe anerfannt u  betvadyten, und e8 bleibt miv nur der
Wunid) 1ibrig, 8 mige miv aud) die Darftellung in o weit
gelungen fein, daf das Biidjlein in der nenen Bearbeitung einer
freundlichen Veviidfichtigung meiner Fadhgenofjen werth und fo-
mit gur Fhrderung und Hebung des  geometrijdhen Unterrichtes
beizutvagen geeignet fei.

Da bad Lehrbud) juglei) und vornehmbid) ein Handbud)
fiiv Sdiiler fein foll, jo Hat die Entwidehmg des Ganges nicht
burdyweg jur Davtelling gelangen Fonnen, indem eine volljtindig
burdygefiihrte Analyfe (die ja die Sdbe erft in umgefehrter Reihen-
folge 3u ZTage fordert) dem Schitler die Recapitulation erjchweren
wirde, wihrend bdie Gier und gelegentlihy im Terte gemadhten
Andentungen geniigen werden wm den Lehrer in DBetreff des beim
Unterridite eingujdjlagenden Weges su inftruiven. — Aud) bei
ben Beweifen babe i) midy meift davauf bejjeantt ibnen eine
Darftellung 3u geben, weldye die Ueberficht des Ganges moglichit
erfeichtert, wdbrend iy o8 fitr duvchans geboten erachte, dafy Dei
dem Ilntervidite jebem Beweife eine Analyje deffelben vorangele.
Bei Sdten, die mehreve Fille involviven, habe idh die Beweis-
form ftetd fo gewdhlt, dafs derfelbe Beweis fir alle Falle und
Cagen pajt, und iy erlaube miv Bejonders auf die Beweisform
fic die Oleichheit gweier Verhdltniffe aufmerfjam u maden,
weldge einmal erfafit in jebem bejondeven Falle feicht Anwendung
findet. 3t jhon Ddie Tremmung des incommenfurablen Falles
von bem commenjurablen an fid) miflich, fo erheifeht der fitr Den
erften: Fall angeftrebte indivecte Beweis jebesmal einen bejon=
deren Sunftgriff wm den Wiberfprud) Bervorsubringen, und der
Boweis (it dalier alg eine Kinftelei nicht nur unbefriedigt, fon=
bern wird audy leicht vergefjen und dann jdhwerlich je von dem
Sdiiler veproducirt.

Dafy der Schiiler audh durd) Lbjung geonetrijdher Aufgaben
gur productiven Thatigeit veranlafit und befihigt werden miifje,
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ift wohl allgentein anerfannt. Aus ber Bahl guter und reidy-
altiger Aufgabenfammbumgen diirfte jedod) den Sdilern nuv
Wickel’s Geometrie der Wlten allgemeiner ugdnglich jein; die
Art aber wie Bier Die LWjungen angedentet find, verleitet bdie
Sditler u einem planlofen Tatonniven, indem fie nur durdy
Gewdhnuag an eine ordentlidhe Analyfe ur Selbjtdndigteit ge-
langen Eonnen. — Daber habe i) e8 angenteffen gefunden dem
Lehrbuche cinen Anhang mit volljtindig geldften Aufgaben bei-
sufiigen, afd Anleitung und Mufter fitv die Schyiiler.

In Begug auf die gebraudlichen Jeichen und Abkirzungen
jdpeint o8 miv wiinjjenswerth, daf audy fitr den Logarithmus
eben o wie fitr alle fibrigen algebraijhen Functionen ein einfaches
Beichen allgemein eingefithrt werbe. So gut man die Gleidhung

a" = b in a auffdft, indem man a = % jdhreibt, fo Famn

man fie in n aufldjen, indemt man n — élb jetst. Das Beichen

empfiehlt fich cinmal al8 umgefehries Wurgelzeichen und dann,
woeil ed eben fo gut an ein L erinnert, wie dad Wurzelzeichen
an ein . Jn Grmangelung geeigneter Typen ift im Anhange
ftatt Des gebriuchlichen log. das Jeidhen A_ gebraucht worden.

Sclieflichy halte ich midhy fiir verpflichtet der Berlagshand:
lung fitv die forgfdltige und joubeve Ausjtattung bes Werfes
meinen Danf auszuipredyen

ver Verfaffer.

Dorpat, im Janar 1876.
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Einleitnng,

Geometrifche Borbegriffe.

I ,Die Geometrie handelt von den Gebilden desd
Raumes."

Der Begriff der Ausdehnung und ded Audgedebnten, ded Raumes,
entftebt tn ung durd)y Bewegung.

Wenngleich die Definition der Beiwegung den Begriff ded Raumed voraus-
fet, fo ift Doch der leptere BVegriff der urfpriinglice, da fvir und der Betwegung
unjever Gliedmafen unmittelbar bewuft werben, und die Nephautbilber evft duvd)
Bermittelung ded Taftfinnes — alfo durdy BVefvegung — afd aud aufer unsd
befindlichen Urfachen ftammend, d. h. ald vauwmlich evfennen.

Im Raume ift nady allen Ridtungen Bewegung miglidy: ,,Det
NRaum tft dbad allfeitig Ausgedehnte! — Die Austehuungen
ped Naumes find endlod, gremgenlod, — ,Der Raum ift unendlid.”
— Sm unendlichen Naume giebt e8 endliche, begrengte Naume, die wir
Kovper nennen. —

II. ©o wie wiv zur Vorftellung - ded Naumed dberhaupt, fo
gelangen wiv audy gur Vorftellung der verfdyiedenen Raumgebilde durd)
Bewegung. — Das fid) Betwegende aber it Korper — denn ein
Nidytietendes fonnen wiv und fiberhaupt nidht, gejchweige deni in
Bewegung denfen. — Nidyten wir aber unfeve gange Aufmertjamteit auf
bie Vewegung, jo fehen wiv umwillfitclidy gany ab — wic abftrabiven®)
—- von Den Dimenfionen ded ficd) Bewegenden, und in fo fern wiv bad
thuen, nennen wir 8 einen Punft**).

Der Namen Punft fordert und aljo ftetd auf gang abzufehen von
ben Dimenfionen bded betreffenden Kovpers, und nur davan zu denfen,
pafs er eine ©felle tm Naume einnimmt.

*)  Abftrabiren Geifit nicht leugnen, jondbern abftreifen, abjehen, alfo
bod) bon etiwad wirflich Borhanbenen,

*¥)  Der Aftronom nennt die Grde einen Punkt, fwenn er die Cigenjdaften
ihrer Babhn befdhreibt.

Paulfon, Planimetrie. 1
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IH. Der Punft in Bewegung erzeugt die Borftellung, der wir
ben Namen Linie geben. — Die Art der Bewegung bedingt die Form
ber Line; bdie Grdfje bes Fortidyrittes aber die Linge derfelben. —
Grfolgt die Bewegung eined Paunftes nady einem beftimmten Gefee,
ober genitgt fie efner gegebenen Bedingung, fo nennen wic die Linie
audy den geometrijchen Ort bes Punttes, — Der geometrifdhe Ort
eined Punttes, welder in feiner Bewegung ftetiq auf ein
Stel (auf einen weiten Puntt) bin ftrebt, heifit die gerade Rinie.

Grundias. Die gerade Linie ift durdy 3iwei Punkte unzvei-
deutig beftimmt,

Folgerung. Bwei Gerade Hunen baber hidyftens efnen Puntt
gemein haben, benn haben fie gtwet gemein, fo bilden fie nur ein Gerade.

Bwei Puntte haben einen beftimmten 9 bitand. — Die Gerade
allein ift duvdy zwei Puntte beftimmt, baber ift die gerade Linie der
Ausdrud bed Abftandes. — Das Streben auf ein el hin nennen
wic Ridtung; die gerade Linie ift daber aud ber Ausddrud dex
Ridtung. Faft man die Gerade als Ausdrud bder Ridhtung, fo ift
fie unbegrenst, unendlidy g denfen; fafit man fie al8 Ausdrudt bes
Abftandes, fo bilden bie fie beftimmenden Puntte sugleidy ihre Gnd- -
ober Gremgpunfte. — Yendert der fih bewegende Puntt ftetig feine
Ridbtung, fo bejdhreibt er eine ftettg gefritmmte Rinie; &ndert er bdie
Ridytung fprunguweife, fo entteht eine gebrochene Linte. ;

IV. Die Bewegung einer Linie erzengt im Allgemeinen die Borftel-
lung der Flache, Die Bewegung einer geraden Line fann man fich alg
eine 3weifache denten: Gntweber verldft die Gerade ibre urfpriinglide
Lage fo, dafy alle Punfte gugleich beraustreten und eine fortjdhyreitende
Bewegung ausfiihren, oder die Gerade bewegt fidy um einen feften Puntt.
Grftere Bewegung nennen wir eine bavallelfortfdreitende, letere
eine drehende Bewegung, — Die pavallelfortichreitende Bewegung
einer ®eraben erzeugt die Borftellung  einer burdweg gerabden
Slade, welde Ehene genannt wird. — NYudy durd) ibrebende Bewe-
gung wird die Vorftellung einer Ghene ergeugt, wenn man nebmlichy die
fidy brehende Linie gugleid) ling8 einer weiten Geraden gletten Laft.

Sn ber Folge werden alle Gebilve als in ber Gbene fiegend wor-
audgefest, dabher bdie Begeidymung Planimetrie.

V. An den durdy Bewegung  erzeugten einfacyent Borftellungen
bed Raumes Yat die Geometrie su betradhten:

1) Die Grife der Ausdehnung, oder fury — die Grofe.

2) Die Art der Ausdehrmung, oder die Form, A
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Gowohl nady Grdfe ald nad) Form fann eine Raumform
burd) anbere, einfacyeve, beftimmt fein. Man nennt die lep-
teven die Glemente der erfteren, und ed hat die Geometrie
. baber noch zu betradyten:
3) Die Abbdngigfeit von den Elementen.
4) Die Lage.
Aud diefen Betvadtungen ergeben fidy neue @ebtlbe, die dann
denfelben Crovterungen unterliegen.
Gine aud bdem aufgeftellten Begriffe fidhy unmittelbar ergebende
_ Wabrhett wird ein Grundfap oder Ariom genannt. Alle weiteren
- Grlenntniffe werden alg Lebrjape hingeftelit; ihre Giltigfeit witd durdy
einen . g. Beweid erbivtet. Der Beweis hat durd) Sdhliefen ober
golgern gu geigen, Ddafy Dder Dbetreffende Sap eine nothwendige Folge
bereitd anerfannter Wabrheiten ift. — IJft ein Sap in dem Veweife
eined anbderer Saped mit bewiefen, fo wird er ald Sujat dem erfteren
beigefiigt. — Jft dagegen ein Safy blof dag Refume einer vovange-
gangenen Betvadytung, oder eine unmittelbare Folge eined andeven Sapes,
fo babe idy ibn eine Folgerung genannt.

Die Formen bed Schliefend find:

Dy oit== b s =101 +3) o = c &) An==:0
D=h s b =d b =d
(@b a=b a+b=c+d a—b=c—d
5) a=c¢ 6) a=c DATES 8 aseih
bi==id b= d bissito ci—d
aXb=cXd a:b=c:d a>c atc>b-+td
gy b 10) a>b 11) a>b 12) a'=b
c = d Ge=1{] c=d c>d

a—¢c>b—d a¥c>b¥d a:c>b:d afc>b+d

13) a=>D 14) a=D Ib)a ==b 16) a>b
c>d ¢ == i gend s
a—c<<b-d aXc>bj)d aoci<c bsd a—c>b—d

Bur Grfldrung bder hier wnd im Lebrbude gebraudhten Symbole
piene die BVemerfung: Jwei gleichlaufende Stride bdriiden Gleidyheit
aug, und zwar horvizontal geftellt, Gleidyheit der Grifie; vertifal
geftellt, Gleicdhbheit der Ridtung. — Bwei ungleidhlaufende Stridye
driidfen Lerjdyiedenbeit aud, und war fteht dad Kleinere nach der Seite

1*
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ber Gonvergang. — Gin Stridy unter ywei Gleidungen bebentet folglid
b. h. bag unter dem Stridy ftehende ift wabr, wenn das dritber Stehenbe
wabr ift. ,

Mertt man fidhy nod), daf o (a) eine jede Abhangigteit von a
begeidimet, fo laffen obige Fovmen ficy lecht in Worte Hleiben*):

1) ©tatt einer Grofie fann man ftetd eine thr gleide Grife fesen.

2) Jwei Grifien, die einer dritten gleidy find, find audy einander gleid).

3) ®leidie Grifien geben audy gleidie Sunmen.

2.

) @3 ift bei den Geometern iiblich biefe Formen ded Schliefens, in Worte -
getleidet, allgemeine Grundidte su nennen, wasd ein Mifigriff ift: Sie ent-
fprecien vollFommen den logifdien Figuven, die Fein Logifer Grundjdse nennt,



Crfier Abfdynitt.

Die Grife und Lage der Limien in der Ehene.
GCayp. L.
Dic Grife.

§ 1. Die Grofe der Linien bei gemeinfamen Endpuntten.

1. Definition, Linien {ind gleid) grof, wenn fjie bei
gemeinfamen Cudpuntten fidy decten.

2. Jolgerung., Gerabe Linien mit gemeinfamen End-
punften find gleid.

3. Grundfas, Bei gemeinfdaftliden @nbpunften ift
die gerabe Linie unter allen die fiivzeite. :

4. Qebrias, Bon zwei efnmal gebrodenen Linien mit
gemeinfdaftliden Gndpuntten ift die umjdloffene ftets flei-

ner alg die umjdyliefende.
: 1. Fall. Der mittleve Puntt (D) der umjdyloffenen Linte (ADC)
liegt auf der umjdyliefenden (ABC). [Fig. 1.]

Bew. Hier haben die beiden gebrochenen Linien (ABC und ADC)
bag Stitd DC gemein. Bon dem nidyt gemeinfdyaftlichen ift aber das
Gtiid ABD, ber umfjdyliefienden Linie, grofer al§ dad Stitd AD ber
umjdyloffenen (3.). Mithin ift audy die gange umidyliefende Linie grofer
ald die umjdhloffene.

] Fig. 1.
ABD > AD (j. 3) B
DC=DC 5
ABD 4 DC > AD 4 DC (©.%.8.)
b b. ABC > ADC 4
A

2. Fall. Der mittlere Punft der umijdyloffenen Linte liegt nicht
auf der umfdyliefenden. [Fig. 2.]

Bew. Weil bier die beiden gebrochenen Linien (ABC und ADC)
fein Stitd gemein haben, fo laffen fie fidhy auch nicht unmittelbar mit
einander vergleidhen. Man mufy daber eine dritte Linie fuchenm, mit
weldier fid) beide vergleichen Ilaffen.. Diefe dritte Linie erhdlt man,
wenn man Dden einen Theil der umfdhloffenen verlingert, bis die Ver-
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[angerung die umjdliefende Linie (in dem Punfte E) frifft.  Alddann
hat man wijden ben beiben Gndpunften A und C brei gebrodene
Linien: ABC, AEC und ADC, unbd e ift nach dem vorigen Falle:

%Big. 2.
ABC > AEC ~
AEC > ADC p>L

um fo mehr  ABC > ADC. (. §.7.) & .

5. Lehriag, Von zwei mehrmals gebrodenen Linien
einfader Kriimmung ift die umjdloffene fiivzer als die um-
fhliefende.

Bew. Ift ABCDE bie umjdliefende, AFGE bdie umjdyloffene,
mebrmal3 gebrodjene Linie, fo verldngere man die eingelnen Theile der
umjdyloffenen Linie, biz die Berlingerungen bdie umjdliesende treffen
(in den Punften H und J); algdanu ift:

Sig. 3.
C -

i » | Beide haben HDE gemein und

- : Beide haben AF u.JE gemein
AHDE> AFJE und FHDJ > FJ (1. 3) 4
ABCDE>AFJE (& §.7.) :
. ©ie haben AF G gemein wnd
ABCDE > AFGE. (©.§.7.)

6. Rebrfas, Unter allen Linien einfader Kriimmung
gwifdyen denfelben Gndpunften ift bdie umidloffene bie
tiivgefte. [Big. 4.]

Bew. It ABC die umjdylofjene Linie
unbd nicht fitrzer ald die fie umjdyliefsenden, fo
mufy untev den lepiteren doch efne fein, weldye
bie fitzefte, alfo aud fiirger ald8 ABC ober
ibr Dichftens gleid), ift. — @8 fei mun ADGQ A
diefe fitrzefte Rinte, fo fann man auf the immer gwet Puntte (H und J)
fo wdiblen, bafy die gerabe Linie (HJ) zwifchen bdenfelben, bdie Linie
ABC nidt {dhneidet. — Dann ift aber HJ al8 gerabe Linie tiirger alg
HDJ, mithin audy AHJC fiizer al3 ADC, und umjchlielt ugleid
ABC. Alfo fann ADC nidyt bie tiiczefte fetn, fondern alle umfchlie-
Benden Linien find linger alg ABC. *

Fig. 4.
F
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Bemerfung, Wird bdie eine von wei Ffrummen Linien, mit
gemeinfdaftlichenn Gndpuntten, nidht von der anderen umjdylofjen, fo lafit
fidy diber ihr Grdfenverhdltnify audy nidhté Beftimmtes fagen. Nuv iber
da8 Grofenverhilinifs ihrer Theile laft fich nody folgender Sap aufftellen:

7. Rebrias, Wenn zwei einmal gebrodene Linien mit
gemeinfdaftlidhen Eudpunitten fidy jduneiden, jo find die fid
fdhneidenden Khetle zujammen grifer, al8 die fidy nidt
fdneidenden Theile. -[Fig. 5.]

Bew. Sdmneiden fich die gebrochenen Linien ABC und ADC in
E, jo werden bdie fid). jdhnetdenden ZTheile in je ywei Sheile gerlegt und
e8 find nun die beiden Theile AE und BE jufammen grofer ald AB,
die Sheile DE und CE jujammen grifer ald DC. Folglich find die
vier Zheile, . h. die betben {fidy fdmeidenden Sheile AD und BC
sufaommen grdfer als die fidy nidht jdhneidenden AB und DC.

ig. 5.
AE 4+ EB > AB
DE+E0>DG}(7-3~) By GpiR
(AE = DE) & (BB + EC) = AB & DG,
55  AD -+ BC> AB I DC. 0% C

§ 2. ©ie Audmeffung und das BVerhaltnifi gerader Linien.

Laft fid) eine Linte mehrmald von einer anderven Linie abjdyneiden,
fo dafy fein Neft bleibt, jo beifst fie ein Mafy dbev anderem, — leptere
ein Vielfadhesd bder erfteren. — Die Jabl aber, welde angiebt, wie
oft bag Mafy in der worgelegten Linie enthalten ift, bheifst die Mafizabl

diefer Linte.
it 3. B. bie Linie CD vier Mal in der Linie AB enthalten, o ift AB bag -

Bievfache der Linie CD und man {dyreibt AB =4. CD, vder auch ﬁg =4, b, B,
AB gemeffen turd) CD giebt 4. -
fdft bdie qofiere von wei gevaben Linien, durdy bdie Fleineve
gemeffen, einen Meft, fo ift eine dritte Linfe denfbar, weldye Fugleidy
ein Mafy beider Linten ift. Diefe britte Linie beifit dad gemein-
fdaftlide Mafs beider Linien. — Dad BVerhaltnify der Mafe-
jablen beftimmt dann zugleidy dasd Grdfenverhalinif der
beiden Linten.
Begeidynen wir dag gemeinfdhaftliche Mafs der beiden Linten a und
b burd) m, und find o und B die vefpectiven Mafzabhlen, jo ift:
a=o.m
b=08.m
a:b=a . m:p. m=0a:f
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(Gelefen: Die Linie a verbdlt fidy qur Linie b, wie « su B
Jijt aber b= B . m, fo ift m der Bte Lheil ber Linie b; — ift
nun gugleidy a = o . m, jo fann man fagen: der Bte Theil der Linie b
giebt amal gefest (addivt) die Linie & was man alfo in Seichen ausdriictt:
a=2.bh

B

Sm weiteren Stune nennt man mm audy den Brud Oismaf;&abl

-Dev Linte a, inbem man b als Sﬁaﬁeinbgit fest. g

3 diefem Sinne fagen iviv 3. B. eine Qinie ift 3/, Boll lang.

8. Aufgabe. ©8 foll das gemeinfdhaftliche Mafy jweier Linien
evmittelt werden. :

C6fung. Sind AB und CD bie gegebenen Linien, fo fchneidet
man bdie fleinere (CD) fo oft als miglich von der griferen (AB) ab,
ben Neft (EB) ebenfalls o oft als miglidy von der Fleineren (CD), den
abermaligen RNeft von dem vorigen u. f. f., ben jededmaligen Reft {o oft
als moglidhy von bdem vorbergehenden, bis Fein Neft bleipt. Der lepte
Reft ift dann das gemeinjdyaftliche Maf beider Linten :

A , E B 1) AB=2.0D-EB
23 & Tl T 28 OB = 9 Wh 4 FD
O ooty gl 3) EB=2.FD.

Die Mafzahlen der Linien (AB und CD) ot man nun nidyt
durdy eine neue Meffung 3u evmitteln, fondern fie ergeben fidy durch
Redynung qus den Gleidyungen, weldye die Nefultate der jededmaligen
Meffung ausdriiden. Ju dem Bwede beginnt man mit per legten Glei-
dung und beftimmt, aufodvtd gehend, das Berbiltnify der eingelnen
Linten 3u dem gemeinjdyaftliden Mafe (FD) wie folgt:

EB=2.FD

CD=2.EB+FD=4FD+FD=5.FD.

AB=2.CD+EB=2.5FD+2FD=12.FD

AB:CD=12:5 q. b. AB verhdlt fid gu CD, wie 12 zu 5), ober
oo AB = 12/ CD (b, D. der 5te Theil von CD giebt 12 mal gefefst
die Linien A B).

Wenn nun audy eine jede, in obiger Weife ausgefithrte Meffung
in Wirtlidyteit ftets ein Gnpe ecreidhent wird, indem ey Reit, wenn {a
einer bleibt, fdblieflich fo flein Wwird, daf ev nidht meby aufgefafit werben
famn, — fo ift es bocy Denfbar (und audy theovetifch nadnveisbar), daf
e8 Linien giebt, bie fein gemeinfdhaftliches Mafs baben, ©olde Linien
nennt man incommenjurabel wund the Berbaltnif irvationm




wibrend im entgegengefepten Falle die Linfen commenfurabel und
ibr Verhdltnif rational beit. Dad BVerbiltnifs incommenjurabler
Qinien fann buvdy feine beftimmte Sahl angegeben werden, man fann
fidy bemfelben aber burdy Gremgen fo weit ndbern ald man will (oder,
bei einer Beftimmung durch Meffung, fo weit die Mittel 8 erlauben).
Die Grengen fitr dag Verhdltnify incommenfirablev Linien findet
man, wenn man in den Gleidhungen, weldye die Refultate der Meffung
ausbriicden, den jedesmaligen Neft guerft = 0, danu gleidy dem Mafse fept.
Haben fidy 3. B. fitv die Linfen a und b duvd) Meffung folgenbe
Gleidungen ergeben:
! a=2h4r
b=3r 41
rp =, -k 1,
r2=3‘l'3 +1'4

fo fept man:
g

lr, = 0 und ethdlt a = 2b oder ¥ == 2
l']==b z z a,=3b 2 %:3
r, = 0 und erhalt Bo=ridhi- 4ol = 1y == 21/
a=1n /
SnBENe. 675110101 b = 4r
¢ e § W 5 a_g;: z 219/4'_—-2!/4
= L b, ey

I

23/10 b 2:’/10

)
=2
=y
o
oie oie Tle o o

Il

o il 3 55/34 = 27/34

l’*:ra z z

|
|

|
{
i {b_——-lOr
=1 e s { 77 40%8
|
|

hu
(V]
—
&
&

(o PR Tl anniakln

Woraud fidy fucceffive bie ®rengen ergeben: .

2 < % <3 Diffeveny = 1

PRCE < =



2% < % < 2%0 : = %o

2% < % << 27/54 : = Y.

@ept man nun den einen der beiden lepten Grenzwerthe, oder
noch Deffer dad avithmetijche Mittel aus beidem, al8 wahren Werth des
Berbaltnifies, fo begeht man einen Fehler, ber jedenfalls Fleiner ift als
die Differeny ber beiben Gremgen (hier << Vq44 der Linie b).

Gayp, IL
Die Lage,
§ 1. Bejtinmung der Lage eined Punkted in der Ehene. y

Fiiv einen Puntt ift jede Lage gleichgiltig, fommt aber ein pweiter
Punft hingw, jo muf er in einem beftimmten Abftande vom erfteren
gedadht werden, fein Ort beift die Kreislinie,

9. Definition, Die Kreislinie ift der Ort eines Punttes,
welder einen conftanten Abftand von einem feften Punite
hat. — Der conftante Abftand Heifit der Nadins, der fefte Punft der
Mittelpunft des Kreifes™). — Der Abftand zweier Puntte der Kreis-
linie hetht Sehne (Chorde); ein Stitt der Krefdlinie Bogen.

10. Folgerung., Der Kreid ift beftimmt bnrd) den Mittel-
puntt und den Rabdius.

Da durdy gwei Puntte ugleidy eine Gerade gegeBen 1ft (III ®rd.),
fo benfen wir ung, indem wir ju einem Punfte einen pweiten hingu-
treten laffen, zugleidy ungdblig viele Gerade (Strablen) einen . g.

Strablenbiifdyel, fiiv welden der erftere Puntt den Sﬁtttelpunft (Strah-
Iung@punft) bilbet.

. olgerung, Durd) einen Puntt find unibliy viele Gerade
benfbat
Sind gwet Punfte gegeben, und e fritt ein bdritter I)mgu, fo mufy
ev von fedem Der gegebenen Punfte einen beftimmtien Abftand Haben,
. b.er muf gugleid) in gwei Kreiglinien legend gedacht werben. —

¥) Die Namen Kreid und Kreidlinie werden oft gleichbedbeutend gebraucht.
JIn Sonbderheit verfteht man unter Kreid die von der Kreidlinie wmgrenste @Benen,
die Kreidlinie Heifit dann aud) Periphevie des Rrelfeé
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Hiermit ift aber feine Lage nod)y zweideutig, aber aud) nuv Fwei
deutig beftimmt:

12. Rebrfas, Sind auf einer Geradben (XY) wei Puntte
(M und N) gegeben, fo finnen auf derfelben Seite bdiefer
Geraden nidt wei Puntte (P undP) in gleiden QIBftanben
von jebem ber gegebemen Punfte gedadt werden.

%tg 6.
Bew. Denn ware 1) (Fig. 6)

PM = P,M :
PN = P,N )
fo wire aud PM PN = P,M + PN X Y

wad mit Lebrfas 4 in Wiberfprudy fteht.

Wiare 2) Fig. 7. PM = PM
PN = PN b N ¥
fo ware auch PM P, N = P;M ~+ PN wad ehrfapy 7 wiberfpricht.

@ine bdritte Lage ift aber nidht dentbar.

1. Jufa. Bwei Kreislinien fonnen nidht mebr als Fwei
Puntte gemein haben, und diefe liegen nad) entgegengefepter
©@eite der Centrallinie®).

2. Jufa, Durd) die Sebhne ift audy der ugehdrige
Bogen beftimmt. — Mit andeven Worten: Ju gleiden Sebhnen
in einem Kreife gehdven audy gleiche Bogen oder Winfel.

Bur Veftimmung der Lage etned Punfted in der Gbene miiffen
biernady gwei Puntte gegeben fein. Kennt man danw die Abftande eined
Punttes von den gegebenen und aud)y die Seite nach weldyer er von der,
purch die gegebenen Puntte beftimmten Gevaden liegt, fo ift feine Lage
ungweideutiq beftimmt.

§ 2. BWon der Verdnderung der Lage einer Geraden durd) drehende
Bewegung oder vom Winfel.

llm alled wad die Lage einer Gervaben in der Ebene betrifft ju
ermitteln, miiffen wir fie aud einer Lage in eine andeve fiberfithren.
Die erfteve bleibt und dann alg Axe oder Ridytlinie in Crinnerung. —
Hierbet find nur gwei Arten der BVewegung dentbar: Nur ein Punft
verharrt in urfpriinglider Lage, ober alle Punfte treten

*)  Gentrallinie beifit die Gerabe, teldhe durch die Mittelpunite jteier
RKreife gebt.
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gugleidy hevaus. Die erftere Bewegung nennen wir eine drehende,
leptere eine pavallel fortjdyreitende. — PBet der bdrehenden BVewegung
miiffen die Puntte, weldye vom Drehpuntte nady entgegengefepter Seite
liegen aud)y won bdev Ricdhtlinie nad)y entgegengefepten Seiten hin fidy
bewegen.

13. Folgerung. Bwei Gerade die einen Punft gemein
haben, fchneiden fidy in diejem Punite.

Mit der Lage witd durdy bdie bdrehende Bewegung z,ugleid) die
Ricdhtung der Gevaden gedndert.

14. Definition, Die Grofe der Drehung vbet Ridy-
tungganderung heifit Winkel,

Da ein jeder Punft der gedrehten Linie in conftantem Abjtande
pou Dem Dvebpunifte verbleibt, jo befdreibt er einen Kreidbogen. —
Aus der Lhnge bdes Weged — bes Kreigbogens — den ein Puntt der
gedrehten Linie Dejdyveibt, Demrtheilen wiv die Grdofe ded Winfeld. —
Nady 12 Zujf. 2 ift der Bogen durch die Sebhue beftimmt, daber ift ber
Winfel audy durdy die Gerade beftimmbar.

15, Aufgabe. Ginen Winfel gleidh einem gegebenen
Winfel zu conftruiven.

Lofung. &. Prop. I § 37.

Jft die Gerade aljo audy jeder Punft derjelben, bei fortgefepter
DOrebung in thre urfpriinglide Lage suriidgefehrt, fo bat fie eine Um-
prebung vollendet; e ift ein completer Wintfel entftanden, unbd jeder
Punft der gedrehten Linie hat eine volle Kveislinie befdyrieben.

Der complete Winfel ober dber Kveid ift bdie Mafeinheit ded
Winfeld. — Gr ird getheilt in 360 Grade, der Grad in 60 Minuten,
pte Minute in 60 Secunden.

Auferdem Dheifit die Halfte ded completen Winfeld ein f[ad;er
ober geftrecfter, der vievte Theil deffelben ein vedhter Wintel: Der
geftrecite Winfel bhat 1809, ber redhte 90°% — Ein Winfel ber fleiner .
ift al8 ein Oeftrecter (<<180°) heifit ein concaver; ift er grifer als ein
Geftredter (<<180) fo beifit er ein coverer. — Jft der concave Winfel
fleiner al der redhte (<<90°), fo beifit ev ein fpiger; ift ev gedfer
ald der redhte, (=909 ein ftumpfer Wintel,

Gine Gerabe fann durd) Drebung in doppeltem Sinne qus einer
Lage in eine andere gebracht werden: Durdy eine Drebung r edyts-
berum. ober [int8hevum. Beide entgegengefesste Drehungen ergingen
fidy gu einer halben Umbdrehung: Jwei Gevade bilden mit etnander vt
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Wintel, die fich zu einem Geftrectten evgdngen; dev eine heift der Nebens
ober Supplementwinfel ded anbdeven.

Wechft ein Winfel, fo nimmt fein Nebemwinfel ab, ed muf aljo
eine Deftimmte Lage geben, in welder der Winfel feimem INebenmwintel
gleich ift diefe Lage heifit die normale Lage.

16. Definition, 3wei Gevade ftehen normal zu einanbder,
wenn fie den copleten Wintel vievtheilen, ober redye Winkel
mit einomder bilben.

Man pflegt daher den redhten Winfel meift al3 benjenigen ju definiven,
welcher feinem Nebenivinfel gleich it.

Bwei fid) fdmeidende Gerade ftellen zwei Winkel bax, weldjer von
beiden gemeint ift, fann dem Gebilde nicht unmittelbar angejehen werden.
Nm SBwetdeutigfeiten 3u vermeiden nimmt man daher bdie Geraden
im Sdnetdepuntte einfeitiq begrengt. — Der Schneidepuntt heipt mun
ber Sdyeitel die vom Scheitel audgehenden Strablen aber heifen die
Sdyentel bed Wintels,

Sur Begeidnung ded Winteld fept man einen Budtaben an
ben Sdpeitel und je einen an jede Schenfelfpite; beim Anjagen
nimmt man den Budftaben am Scheitel in bie Mitte. — Hiufig
aber begeidynet man den Winfel mur durd) einen (griechifchen) Budy-
ftabert, den man wijdhen die Schentel in die Nihe ded Scheiteld ftellt.
Sft fein Mifverftandnify gu befitechten, fo giebt man den Wintel aud)
blop burdy den Vudftaben am Sdieitel an: Jig. 8.

per Winlel Fig. 8 beifit aljo CAB oder audy =,
— unter Umftdnden auch A. A<w
1 B

Bei der Grzeugung des Winfeld durd) Drehung ift ed hiernad
geniigend nur dad eine Gnde ber gedrehten Linie zu beviidfidhtigen,
— weldhes Gude it an fidhy gleichailtig. Fiix manche Jwede abev ift
ed bequem Dbie gleidhzeitige Drehung bder entgegengefepten Gnden, ald
bejondere Winfel erzeugend aufufaijen, die dann Sdheitelvintel genannt
werden.

17, Folgerung, Sdeitelwinfel find einander gleid. _
®eben von einem Punfte aud drei Stvablen, fo haben wiv audy dret
Winfel, von weldyen je awei einen Schentel gemein haben. Der Wintel
von den brefen, welder den gemeinjamen Sdyenfel dev beiben andeven
awifden feinen Scdenfeln bat heifit die Summe diefer betden. Hat ber
Winfel den gemeinjamen Schenfel nicht awijdhen feinen Sdyenfeln, fo
beift ev bie Differeny.
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Fig. 9.
/BAD= / BAC+ / CAD B
%ig.9. | / BAC= / BAD — / CAD
S CAD =/ DAB= £:CAB, © A

D

18. Folgerung, Die Summe 3weier Nebenwintel ift ein
Geftredter (oder = 2 R)*). 3

Buf. Die Summe der Winfel iiber einer Geraden betragt efnten
Seftrecten.

19. Qehriag, Sind wei Wintel gleidy, fo find aud ihre
Nebenmwintel gletch. '

Vorausj. BAC und EFG find ge- Jig. 10.

rade Linien, und S a= /B D
Bebauptung. fr=z8 . g

Bew. Liark o y=2R 1 18 H
LB+ L3=2R S8 it
2%k La— AR @ 2) B G

' o — 7 B SUBbrgdsf)

=S e Ay

Jn Begug auf die Lage einer Geraben in der Ehene entnehmen
wir aud dem Obigen ald Rejume:

20. Folgerung, Die Lage einer Geraben in der Ghene
ift beftimmt durd) einen Punft und den Winfel, den jie mit
ber RNidtlinie bildet. — Ober in anderer Faffung:

21. Folgerung, Durd) einen Puntt ift nur eine GServabe
pentbar, die mit einer gegebenen Geraden einen beftimmten
Wintel in beftimmten Sinne bildet.

§ 3. Die BVeranderung der Lage einer Gevaben durdy fortihreitende
Bewegung, oder die Paraleltheorie.

Da jede Nidtungdinderung eine drehende Vewegung um einen
feften Puntt vovausfest, fo ift eine Fortjdhreitende Bewegung einer
Gervaden nur Ddenfbar, wenn eine Vewegung derfelben obhne Ridyhungs-
dnderung miglid) ift. — Nady 21 ift die Nichtung einer Geraden allein
durdy den Winfel beftimmt, den fie mit ber Nidytlinte bildet: Gine Gerabde
witd alfo nur dann eine fortjdjreitende Bewegung in der Ehene madyen,
wenn fie den Winfel mit ber RNidytlinie bei ihrer Bewegungnicht dndert.

) Der Saf 17 fann leidht aus 18 abgeleitet werden, und die Ableitung
bietet Anfiingern ein gutes BVeifpiel jur Uebung im Schliefen dar. Nach dem obigen
Begriff ded Wintels hat e3 aber Teinen Sinn diejen Sap ald einen Lehriat hinzujtellen.
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22. Rebrfas. Swei Gerade, die mit der Ridytlinie gleiche
Winfel in gleichem Sinne bilden haben Peinen Punft gemein.

Bew. Ift L a =6, jo ift nad) 20 audy £ y =23, und daber
vollfommene ©ymmetrie auf beiben Seiten der Ridtlinie:

L= /B
L= /%
L=/
L& =/1

@8 ift daber nidht abjujeben auf welder Seite die Lnien fidy
jdneiden follen. Sdynitten fie fidy rechts, fo miifsten fie fidy audy linfs
jdneiden. Da aber (nady III Folger.) jwei Gerade fidy nidht aweimal
fdmeiden fonnen, fo f5nunen Gerade, die mit der Ridtlinie gleiche Wintel
in gleihem Ginne bilden, fih gar nidyt fohnetden. — (Berg. Proy.
. 40 Anm.).

Dat die Gerade den Winfel quv Ridbtlinie gedndert, fo bat fie
ibre Midtung gedndert und e8 ift ein Punft in urfpringlicher Lage
gebliebent, um Dden fie fidy gedreht Hat:

23. Folgerung. Jwei Gerade, die mit der Ridtlinie
ingletdyem Sinne ungleihe Wintel B{Iben)f)ab en nothwendig
einen Puntt gemein.

Winfel in gleidem Sinne, d. h. Winfel die von gwet oder audy
melreren Geraden von dev Ridjtlinte audgehend durdy efne Drehung in
gleihem Sinne um je einen befondeven Puntt erzeugt find, nennen wir
correspondirende Winfel. Die durd eine Drehung in entgegengefeitem
Sinne von mebreven Geraden mit der Riditlinie gebildeten Winkel follen
Gegegentwintel Heifien. — Sind bei der Drefung die entgegengefepten
Gnden bevitcfichtigt, d. h. legen die Winfel des Paares nadh entgegen-
gejepter @eite der Ridhtkinie, fo werden bdie Wintel als wedfelnd be-
geidynet.  Wedyfelnde corvedpondivende Winfel nennt man fury W edyfel
winfel; wedfelnde Gegenwintel aber Gegenwedfelwinfel. —
Liegen die Winfel ded Paares beide wifden bden Geraden, o heifen
fie innere, liegen fie nidht swifdhen — Gufeve Wintel.

24, Dcfinition. Bildben zwei Gerade mit einer dritten
gleide corvepondirende Winfel, fo nennt man jte Linien
gleidyer RNidtung oder Parallelinien. :

25. Folgerung. 3wei Gerabde diein einer Ghene [tegend
feinen Punft gemein haben find parallel. — (Bergl. 23)
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26. Qebrfas, Durd) einen Punft giebt ed nuv eine
evabe, die einer gegebenen Gevaben pavallel ift. (Fig. 11.)

Bew. It XY eine Gevade bie durcdy den Puntt C gebt, und
sugleich pavallel AB ift, fo mufs fie mit dex B0/ T

Ridytlinie RL, die wir beliebig, alfo aud) dmed) 1% / i
C legen fomuen, den beftimmten Winfel o bilden, / : ¥
ben AB mit RL Dbildet, folglich ift fie nach 21, /& B
bie eingige durd) C. gehende Gerade, die AB 7

pavallel ift. R
27. Rebrfats, It eine Gevade parallel der eimen von
jwet pavallelen Gevaden, fo it {ie aud) der anberen pavallel

i L= AR CcDh
Borausi. 9 RF H AB l‘{
Behaupt. EF || CD 4 e \ .
Bew. 3t RL bie Ridtline fo ift: A B
/ a== /B (Bovausj. 1) s B Y
L= Ly (Brrausiid)
LB=471(8:2) L

28. RLebhrfat, Sdneidet eine @etabe bie eine von gwei
Lavallellinien, fo fdhneidet fie aud) die andern

Bew. Sdnitte die Gevade bie 3weite Pavallele nidht, jo wive
fie (nad) 25) ihr pavallel, und dbann audy (nady 27) dev evftevent pavallel,
wad der Vorausdfepung widerfpricht.

29. LQebrfats, Pavallele Gevabe bilden mit jeder Schnei-
benden gleidhe covredpondivende Winfel (Fig. 12)

Voraudf. Die Pavallelen AB und CD  Jig. 12 G

werden you G I gefchnitten, und bilben mit thr 1 /
die Wintel GEB und GED A B
Behaupt. / GEB = / GFD 4 /B %
Beweife. Ift der Winfel GEB nicht ¥ »

= / GFD, fo fann man durcd) E jedenfalls 11
eine Gerabe IK fo legen dafy / GEK = / GFD; ald dann ware
aber (nacy 24) IK || CD, wad dem Sape 26 widerfpricht.
- 30. Lebrias. Parvallele Gerade bildben mit jeder Sdhnei-
benbden audy gleidye Wedhfelwinkel, (Fig. 13.)
Voraudf. Die Parallelen AB und CD werden durd)y GH
gefdynitten, - )
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Sig. 180 o @&
Bebaupt. /y= /B 3
Bew.  La= /B (.29 ket SR D
La= /1 (17 R .
Ji1=/B (S &2) /
H

31. Rebrfas, Parvallele Gerade bilden mitjeder Sdhnei-
‘Denden Gegemwinfel, deven Summe = 2 R ift. [Fig, 13.]
LBorausf Die Parallelen AB und CD werden durdy GH _

gefdynitten.
Behaupt. B+ £8=2R
Bew. /a+ /3=2R (.18

Lo= /B (.29
LB+ L3=2R (& .8 1)

Anm. Gal 30 ift eigentlich nur ein Bufah su 29. — G38 bieten aber die
Siige 30 und 31 dem Anfinger vorirefflide Gelegenheit dar sur AUnfwendung bder
einfacjen Fovmen ded Schliefens, baber gehe man mit ihnen alle Paave von Wedhfel-
und Gegentvinfel durd.

32. Rebrfats. Bilben zwei Gerabe mit der Sdhneidenden
gleiche Wedhjelwintel, Jo find fie pavallel :

Borausdf. AB und CD werden von GH durdhjdhnitten und e ift

Ly=/LBi (Big. 13,
Bebhaupt. AB|| CD
Bew. Z 1=/ B (Borausgf.)

1= Le (. 11)
o=/} (S582
AB|[|CD (. 24)
33. Rebrfat, Bilden ywei Gerade mit der Sdneidenden
Gegenwinfel, deren Summe == 2R ift, fo find die Linien

parallel. (Fig. 13.)
Borausdf. AB und CD werdben von GH burcp[cbnitten unbd ed ift

L34 /B=2R
DBebaupt. AB || CD
Bew. Z 3+ / B=2R (Borausj.)

/34 /a=2R ( 18) -

Paulfon, Planimetrie. s P
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L3+ /LB=/840a (C. 5 2)
/B=/a ©.§4)
AB || CD (. 24)

34. RLebrfas, Bilben ziwet Gerabe mit her Shneidenbden
corvefpondivende Wintel die nidyt gletdh find, fo fdhneiden fid
bie Geraben auf der Seite der Sdhneidenden, auf welder die
@umme bder inneven Gegenwinfel fleiner ald wet Redte ift.

Bew. Werben IK und CD vont GH ge-
jdnitten, md ift / GEK > / GFD, fo mitffen i
die Geraben IK und CD (nady 28) fidhy jchneiden. o — / B
Steben wir nun durd) E dbieGerade AB || CD, fotft

/ GEB = / GFD (j. 29) c S
/ GEK > / GFD (Boraus). o
/ GEK > / GEB H
b. h. die Gerade IK und CD convergiren vechts von GH.
Serner ift:  / GFD < / GEK (Borausf.)
2 FEK =" ¥ TEK
/£ GFD 4 / FEK < / GEK 4+ / FEK (&. . 8)
/£ GEK 4 / FEK = 2R (j. 18)

/ GFD+4 /FEK<2R (©.§.1)
b. h. die inneven Gegemwinfel beren Summe << 2 R ift, liegen eben-
falls redhtd von der Schneidenden GH.

Fig. 12. G

K

Uebungshoff.

1. Gtehen siwei Gerabe normal auf den Schenteln eined Winfels, der fein
Geftredter ift, o jdneiden i diefe Geraben.
2. Sind die Schenfel eined Winfeld pavalle! den Schenfeln eined anbdeven
fo find die Winfel einanber gleidh, (ober evgingen fich su 2 R)
3. Durdy einen gegebenen Pun¥t auferhalb einer gegebenen Geraben, eine
Gerabde ju sieben, die }njgegebenen pavallel ift. (. Propdd, I § 47).
Skl .




Bweiter Abrdnitt,

Bou den geradlinien Figuren. :
Dret Gerade i verjdhiedencr Nichtung fdhneiden fidy gegenfeitia
und umgrengen bereits ein Stiid¢ Ghene. — Gine von Linien rings um-
grengte Gbene beift Figur in engerem Sinne. Sind bie umgrengenden
Cinfen fdmmtlid) gerabe Linfen, fo- heift die Figur eine gevabdlinie
Figur oder ein Vieled (Polygon). Die Schueidepuntte der geraben
Gremlinten Geifien Gden, bdie Gremglinien felbft;  von Gde 3u Gde
aber @eiten bdes Vieleds. Je gwei in efner Efe gujammenftofienden
@eiten bilden eiten Junenwintel, eine Seite mit der Berlangerung
ber nderen einen Auflenwinfel. Seiten und Winfel  bilhen bdie
Gleme nte ded Vieledes. — Gine Gerade bdie, ohne Seite 3w fein,
gwei Eden verbindet Peift Diagonale; durdfdineidet die Gerade die
Sigur diberbaupt, fo beift fie eine Secante, unter Umftanden aud
Lrangverfale. — Je naddem bdie Figur von 3, 4, 5 . Geraden
umgrengt wird, odev 3, 4, 5 1. Gelen hat, beift fie ein Dreted, Vieved,
Fimfed . . . . Bieled. Hat dbas Bielect eine ungerade Zahl von Geten,
fo liegt jeber Gcte eine Seite und jeder Seite eine G gegeniiber; hat
bag Vieled eine gerabe Seitenzabl, fo liegt efner Gefe aucdy wieder efne
Gde; einer Seite wieber eine Seite gegenitber. — Sind . alle Seiten
unter fidhy, und aud) alle Winfel unter fidy gleich, fo Heit dag Bieledt
ein vegelmafiges. :

GCayp. L.
Die Junen- und Aufenwinkel dov Vielecke.
§ 1. Dic Winkel ded Dreiects. ;

35. Rebrfas, Die Summe ber IJnnenwinfel eines
Dreieds betragt ywei Redyte.®)

Um den @afy qu beweifen muf man eine Hilfslinie fo legen, dafs
man Winfel erhlt von denen es beveits betannt ift, bafy thre GSumme
einen geftrectten bildet, und die fidy danm als den Jnnemvinteln des
Dreiedd gleid) erweifen laffen. Nady dem Obigen betrdgt die Summe

¥)  Bergleidhe Propibd. &S, 30 § 51.

g%
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ver Winfel itber einer Geraden einen Geftrectten, dedgleichen die Summe
ber ®egenwinfel an Parallellinien. Beide Sige Fonnen bier in An-
wendung fommen.

1. Bew. Man verlingert die eine Seite (AB) ither bie eine
@Gde (B) hinaud, und zieht von bdiefer Ede aud eine Gerade (BE)
pacallel der gegeniiberliegenden Seite, alddann ift: (Fig. 14)

* /b4 fed /B=2R (. 18 Suf) W A 1:
/ 8=a (].29) ¥
/e=7 (.30
Lot 1+ /B=2R @ &D 15 B8 D

1. Zufas, Der Aufenwintel einesd Dreieds tft gletd
per Summe der beiden ihm nicht anliegenden Snunenwinfel
2. Jufat. Der Aufienwinfel eines Dretedd ift grofer
ald jeber ber ihm nicht anliegenden IJnnenwintel
2. Bew. Man zieht durd) die eine Eefe (C) bed Dreiected eine
@embe (D E) pacallel ber gegenitberliegenden Seite; als dann ift: (Fig. 15)
Fig. 15.

L3+ Ly+ Le=2R (.18 3u]) R |
43:4“}@%)

Le= /B
La+AT+AB=2R(@'%‘1)' A/t ;3 B
3. Bew. Man zieht von einer Gcfe (C) aus eine Gerade (CD)
parallel ber gegenitberliegenden ©eite, alddmnn %is- 16.

ift: (g 16).
a0y e S N )
gbum /B
L odE paek B2 R
Anm. Diefe Beweisform ift bemerfendiverth, weil hier diefer Sal fidhy als
eine blofe Griveiterung bde3 Safed 31 darftelt. Jn algemeiner Fafjung wiirde

per Sap lauten: Werden zwwei Gerabe von einer dritten gefchnitten, fo betrfigt
ftets die Sunune der Jrmenivinfel einen Geftredten.

36. Rebrfas. Die Summe bder Uufenwinfel eined
Dretected tft gleid) vier Nechten. (Fig. 17) Jig. 17.

Bew. Jeder Aufenwintel madyt mit feinem (o
anliegenden Jnnemwinfel ywet vecyte, folglidy ift v
pie Summe aller Yufpen- und Innemvintel gleid 3
3 X 2R = 6R. 3Bieht man bdie Summe der B
Snnemwintel gleidy) 2R ab, fo bleibt fitr die Summe der Aufzenwintel 4R,
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A+4oa=2R
B+B=2R;} (j. 25)
C+yv=2R

A+B+CF adp-+1=6R (10
a+B41=2R (49)

A+ B+ C=4R (13).

Quiatse.
1) Durdy awei Winkel eined Drefected ift aud) der dritte gegeben.
2) S einem Orefecte fann nur ein Wintel ein vedhter fein. Gin
Drefed mit einem vechten Wintel heifit ein redytwintliges.
3) Sn einem Drefece fann mu ein Winfel ein ftumpfer
fein. Gin Oreied mit etnem ftumpfen Winfel Deifst ein
ffumpfwintliges.

Uebnngsfoff.
1. 3u gwei gegebenen Winteln eined Dreiected den dritten ju finken a) purdy
Rechnung, b) durdy Conftruction.
2. Die Grife der Wintel eined Dreiecd in Graden, Minuten und Secunbden
angugeben, fvenn ihr BVerhaltnif gegeben ift.
3. Gtehen die Schenfel eined Winfeld novmal su denen eined andeven, fo
find die Winfel gleich..
4. Sft die Sunme 3iveier Wintel eined Dreiekd gleich dem dritten Wintel
fo ift diefer dritte Winfel ein Redjter.
5. Sft die Summe jiveier Winkel eined Dreiedd fleiner ald ber britte/, fo
ift diefer dritte Winfel ein ftumpfer Wintel,
: 6. Sft bie Summe der beiden fleineren Winkel ded Dreieced grifev ald dev
Dritte fo ift diefer dritte Wintel ein fpifer.
§ 2. Die Winfel des Vierees.
a) Dog Bieveck im Allgemeinen.
37. Rebhria, Die Summe der Jnmenwinfel eined
Bieredesd betragt 4R.
Bew. Durdy die Diagonale BD wird das Vieved in gwei Drefece
geclegt, und ed ift:
LA+ /B + £8 =2R (1.85) gig.18. B
ZC+432+482=2B‘ }
LA+ L0+ LB+ £ Bt /8 + £3=4R(SF.3) 4
LB+ /LB=/B
LW+ L= /D
LA+ /C+ /B+ /D=4R (&.5.1)
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38. Lebrfas, Die Summe der Aufenwinfel einesd Bievedes
betriigt ebenfalls vier Redhte.

Bew. Jeder Aufenwinfel madht mit dem anliegenden Jnnen-
winfel 2R, alfo alle vier Aufemwintel mit allen vier Snnemwinfeln
4 X 2R =8R. — 3ieht man die Summe der Jnnemwinfel = 4R ab,
fo bleibt fitr bie Summe der ufenwinfel audy 4R.

- b) Da§ Biereck im Befonderen.

+ Sind gwei gegenitberliegende Seiten eines Bieredted yavallel, o
beift dag Bierek ein Parallelogramm. — Ift nur ein Paar gegen-
uibevliegenber Geiten pavallel, jo beifst dad Viered ein Trapes.

: 39. Rebrfag, In einem Parvallelogramme ift die Summe
der, an einer Seite lfegenden Wintel gleich 3wei Rechten.

Bew. Je gwei, an einer Seite eined Pavallelogrammes liegenden
Winkel find Gegemvinfel an Pavallel-Linien.

40. febriag, In einem Pavallelogramme find die gegens
uberliegenden Wintel einander gleidy. (Fig. 19.)

Bew. Jeder von gwei gegeniiberliegenden Winfeln ergdnzt einen
anliegenden Winfel su gwei Nechten, alfo find fie unter fidh gleid.

ZA4 /B=2R /ALt /B=2R D Fig19.
Yok /B 2B O bk /DR @Y, T
LA=/C /B< /D ALD;_ 3

Bufap. Jft der eine Winfel eines Pavallelogrammes ein Redhter,
fo find alle Winkel deffelben Rechte. Ein foldyes Parallelogramm Heift
ein Redhted. _

41. Rebrfas, In einem Trapepe ift die Summe der
beidben Wintel die an einer Convergenten liegen, gleid) zwet
Redten. 3

Bew. Die an einer Convergenten liegenden Winkel find Gegen-
winfel an Pavallel-Linien. :

42. Lebrfas. Wenn in einem BVierede ywei Paar Winfel,
bie einen Wintel gemein haben, gleidy swei Recdhten find, fo
ift bag Biered ein Pavallelogramm. (Fig. 19)

Bew. Mt LA+ /B=2R, o it AD||BC

ift gugleiy / A 4 / D = 2R, jo ift AB||CD
43. Rebrfas, Wenn in einem Vievede die gegenitber-

liegenden Wintfel gleid) find, fo tft bas Vieved ein Paval-

Telogramm, [Fig. 19.] -
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Bew. It L A=,/C
umd / B= /D
joit /A+/B=/C+ /D (S.F.3) =R
abet / A+ / B/ C+D=4R (87)
A+B+A+B=4R (& §.1.)
.h. 2.(A+4+ B)=4R
AA T LB=IR
' AD || BC (33)
#3190 ISg A= £O
umd /D= /B
foit /A+ /D= ,/C+ /B(&.§.3)
LA+ /D+ ZCH+ /[ B=4R (, 37)
/A4 /D=2R
. AB||CD (. 33)
44. RQebrfap, Jft die Summe wvon wet an einer Seite eined
Biereded liegenden Winfel gleidy zwei Redhten, fo ift dad Viered ein
Lrapep.  [Fig. 20.] ¢ ie.20. o

Bew. St A4 C= 2R,
fo iitAB ||'CD (.33)  / A
A B

§ 3. Die Winfel des Vieleds.
45, Qebrfas. Die Summe der 3nnenmtnt‘el eined n
Gdes ift gleid m —2) .2R=2n—4) R.
' Bew. Sept man an die eine Seite eined Polygoned ein Dreted
an, fo fommt um Polygone eine Gce, jur Winfelfumme aber Tonmmen
2 Redyte hingu, — Geht man nun von einem Dreiede aud, fo erhalt
man folgende Nefultate

ﬁ)te @umme ber Sumenwintel eined 3(&&5 =1 J2R
2 2 ] z = l 2 2 + 2 = 2 . 2R
z 2 z z z 5 z == "2 4 2 + 2 s 3 . 2R
B o p .6 s =8.2+4+2=4.2R
z z n-e (n = 2) X IR
Suf ag @mb bie QBmfe[ eined nGded alle einander gleidy, fo ift
ein jeder = —— g 14
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46. Lebrfas, Die Summe der Yufenwintfel eines
Lieledesd ift gleid) vier Redhten :
Bew. Begeidmet man die Jnunenwinfel eined Polygones mit A,,
Ay, Ag .. A, bie YuBenmwinfel vefpective mit a,, a, as ...a,
fo ift: ;
A 4 a, =2R
A; 4 a;, == 2R
ol B i A R
A, +a,=2R
A+ A+A o A Ha +at a4 Fa.=2nR (S.§.3)
A Ay Ay A, = 2nR—4R (45)

a+a-ta4t..+a=4R (& 5.4)

Bemerfung. Faht man das Polygon alg eine mehrmald gebro-

dhene gefdhloffene Linte anf, fo ergiebt fidy der Sap fber Aufenwintel

unmittelbar, indem man dag Polygon nady und nacdh durdy Bredhyung
etner geraden Linie entftehen Iifit.

Bricht man nehmlich die in 5 Sig. 21,
A, einfeitig begrenzte Gerade —8aA3 v
[Fig. 21.] A, X in dem Puntte X Ty 2
A, und drebt fie in die Lage & 7&
A, X, o ift bei A, eine Gcfe i
und ein Yufenwinfel a, ent- Angr—— " X
ftanden. Bricht man die Linie o

bei A, gum gweiten Male und giebt ihr die Richtung A, X,, fo ift eine
gweite Gde und ein Fweiter Yufenwintel a, gebildet. Sept man bdie
Brechung in diefer Weife fort und fithrt jdhlieplich die Line durdy den
Puntt Ay, fo ift dad Polygon vollendet. Bricht man wun noch die Linie
in A, unbd bdrebt fie in ihre urfprimgliche Cage zuriidt, fo bat bie Linte
in @umma eine volle Drehung gemadyt, gugleidy find nach und nach die
fammtlichen Aufemvintel gebildet, deven Summe alfo einem completen
Wintel ober vier Necbten gleidh ift. Da nun die fammtliden Jnnen-
winfel mit den jdmmilihen Auffenwinfeln jujammen 2nR betragen, fo
betrdgt alfo die Summe der Jnmemwinkel allein 2nR — AR.
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i Gayp. IL
Abhingigkeit von den Elementen wud dev Elemente von cinander.

@8 ift an fidh flar, dafy eine Figur durd) ihre Clemente — Seiten
und Winfel — beftimmt ift, jo Ddaf wei Figuven, die aus bdenfelben
Glementen, in Dderfelben NReibenfolge ujammengefest find, gehorvig auf
einander gelegt, wollfommen gujammenfallen, fid) decten ober congwent
~{ind.  (Das Jeidyen fitr die (&ongruen& ift S2)) :

Nun find aber die Clemente einer Figur offenbar nidyt alle will-
fiiclich ober von einander unabbangig. — Durdy wei Winfel eines
Dretedes 3. B. ift audh fchon bder bdritte gegeben (36. Zuf. 1), woraus
bervorgeht, bdaf gur Veftimmung einer Ftgur nidt alle thre Elemente
erfordetlidy find, und ed ift daber von JInfeveffe zu evmitteln, dburch wie
viele und weldye if)rer Gfemente die Figur beftimmt fet. — Wiv erfabren
e8, wenn wir bie Figur aus ihren Glementen alfo herftellen, dafy wiv
diefelben nady und nady gur Gonftruction verwenden. — Wir beginnen
mit dem Drefecte, ald der einfadyiten Figue.

: : § 1. Das Dreied.

Dag Dreted bat fed)s Glemente, dret Seiten und dret Winfel.
Sn welder Reihenfolge wir diefelben zur Conftrnetion verwenbden, ift
an fidy gleichgiltig. — Wiv beginnen mit einem Wintel, und laffen bie
andeven in jeder mbglichen Folge bingutreten. — Fitr die BVezeidhnung
wollen wiv feftftellen, dad die Seiten mit den Vudyjtaben ded fleinen,

die gegeniiberliegenden Gden mit denfelben Budytaben ded grofen
Alphabetes, die Winfel aber mit den entjprechenden griechifchen Bud-
ftaben Dbegeichnet werden.

1. VBeftimmung ded Dreiecfes ausd einer Seite und jwei
Winteln, [Fig. 22.]
a. ©oll a der eine Winfel ‘&ig222. ¥

bed geforderten Dreieces fein, fo
beftimmen wiv den Puntt A ald die
eine Gde und die Linie A X al
dte Ridhtung der etnen Seite will-
firclidy (da die Rage de§ Dretecfes
gleichgiltig ift). — Darnach conftruiven wir den QBmfeIYA X = Winfel
a (f. 15), und Dhaben fomit audy die Nidtung der pweiten Seite, aber
nody fein Dreted; — wiv fonnen nody ein jweited Glement willfivlidy
wiblen, — Den gweiten Winfel aber und bdie dem Winfel « gegen=
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iiberliegende Seite Einnen wir nicht braudyen, do wir fie nidht anbringen
tonnen. — 2Wiv wdiblen daber die Linie b ald die eine, dem Winfel o
anliegende Geite, und fdhmeiden von A X dag Stiid A C = b ab, fo
haben wir in C bdie jweite Gce bes Dretecfes. — Die Lage der dritten
Ecfe auf ber Linfe A Y ift aber nody unbefarmt, unbd wir fomnen daher
nody iiber bdie Grofe eines britten Glementes willtinlicy verfitgen, und
gwar fdnnen wir wiblen 1) den weiten Winfel, 2) die yweite, anltegende
@eite, 3) die dem Winfel o gegeniiberliegende Seite. — Ueber bie Grofe
bed weiten Winteld Fonnen wiv nidt gany willfinlich verfiigen, denn da
bie Summe aller Winkel eined Drefectes gleidh einem Geftrectten ift, fo
mufy er offenbav fletner fein, al8 ber Mebemwinfel 3u a. — Grfiillt nun
per Wintel v diefe Vedingung und wiv conftrniven den Wintel A CZ =1,
jo muB ber Schenfel CZ ben Sdhenfel AY in efnem Puntte B jdymei-
ben, und ed ift bag Dreiet ACB entftanden.

Hittern wir ftatt v bden Winfel B al8 bdrittes Glement gewdhlt,
fo bitten wir den gwar nidyt divect anbringen Ednmen, aber dag Dretec
wave dody beftimmt, ba (nad) 36. Juf. 1.) dann audy v befannt ift. —
Wir ziehen hieraus ben Shluf: Durd) eine Seite unb gwei Wintel
find aud)y die itbrigen Glemente ded Dretedes, und fomit das
Dreted jelbit beftimmt.

47. Folgerung, Bwei Dreiede find congruent, wenn
fte tn etner Geite und jwet gleidhliegenden Winfeln fiber-
einftimmen.

Bemerfurig. Jn congruenten Dreiecen find die homologen (gleichliegenden)
Glemente gleich, b. . e8 find die Winkel gleidh, die den als gleich gegebenen Seiten,
und die Seiten gleidh, die den, al3d gleich gegebenen Winteln gegenitber Liegen.

48, Qehrias. Gleidyen Winteln [ioagen tn einem Dreiede
aud) gleihe Geiten gegendiber. [Fig. 23.]

"Borausl 7 wetilg

Behaupt. BC = AC

Bew. Durd) die Ede C lafit fic) jebenfalls Sig. 25,
eine Gerade CD fo giehen, bafs fie ben Winfel bei ¢

C Dalbivt; aledbann ift:

oo == /B (Borausi.)
Z =/ 1 (Gemadit)
CD.= CD

AC = BC (j. 47 Bem.)
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1) Jufag, Sind in einem Dreiede gwei Wintfel gleid,
fo halbict bie Gerade, welde den dritten Wintel halbirt
sugleich die Srundlinie und fleht auf ihr normal

2) Eolgerung, Hat dag Dreiect awei gleihe Wintel, fo hat es
audy gwei gleide Seiten, und heifit ein gleidhjdyentligesd; die bdritte
@eite aber Deifit die Grunbdlinie. — Hat dag Dreied bdrei gleide
Wintel, fo hat 8 audy dret gleidhe Seiten, und beifit ein gleidhfeitiges
Dreiec.

© 49, Qebrfas, Dem griferen Wintel in einem Dreiece
ltegt aud) die guifiere Seite gegeniiber, :

LBoraus]. La> /B

Behaupt. " CB>CA

Bew. Macdht man den Winkel DAB = B, jo ?;g' b

fallt nady der Vorausfepung AD wijden AC und AB,
alfo der Punft D awijden C und B, und ed ift:
AD 4+ DC> AC (j. 3)
AD = BD (j. 48)
BD 4+ DC> AC (&.§. 1)
BD 4+ DC = BC

BO>AC (&.%.1) 8

2. Beftimmung des Dreieckes aus jwei Seiten und dem
dagwifchenliegenden Winkel.

Hat man den Punft A als bdie ig. 25

eine Gde und die Gerade AX al§ bdie
RNichtung der einen Seite, willfiiclich
gefet, fo ift durd) die gegebene Seite \
¢ bie pweite Gde B beftimmt, da e8

anf AX rur einen Punft geben fann,
welder von A den Deftimmten Abftand ¢ I)nt DQurdy ben %ml’c[ al
ift die Midytung AY ber weiten von A audgehenden Seite (nady 20)
umtoeidentiq Dbeftimmt. Die bdritte Gfe C mufy auf AY legen, und
da thr Abftand von A (= b) gegeben ift, fo ift auch fie, und fomit das
ganze Dretect beftimmt,

50. Folgerung. Zwei Dreiede find congruent, wenn
fie in zwei Seiten und dem zwifdenliegenden Winfel
fibeveinftimmen.
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51. Rebrfat, Gleidhen Seiten liegen in einem Dreiede
aud) gletdye Winfel gegenitber. — (Fig. 23.)

Lorausy. AC=BC

Behaupt. ' L= / o

Bew. Man lege burcb die Gee C C die @erabe CD fo, daf fie
pen Winfel ACB halbirt, jo ift: :

AC = BC (Borausj.)
2 g
LEDI== N
o= /B (J. 50 und Bem. zu 47).

1. Bujab.  Halbirt man in einem gleidhjdentligen Dreiecte den
Wintel am Sdeitel, fo fteht die halbivende Gerade novmal zur Vafis,
und fie balbirt audy die Bafis.

2. Bufas. @md)tet man in der Mitte der Bafis, eined gleidh=
fhenEligen Dreieced eine Novmale jur Bafis, fo qebt diefe durd) ben
©dyeitel deg Dreieces.

52. Rebrfas, Der grifieren Seite in einmem Dreiede
liegt audy der grofere Winfel gegeniiber. [Fig. 26.]

Bew. Sft in dem Dreiede ABC die Seite 0L

B
AB > BC, jo fann man von thr dad Stixt BD = BC
abjdynetben, und e8 wird dann die BVerbindungslinie D
D C nothwenbig gwijdyen AC und BC fallen, folglid) ift: £

C
/ ACB> / DGCB
/ DCB= / BDC (. 51)

/ ACB> / BDC (&.:8.1)
/ BDC > / BAC (. 35 8uf. 2.)

um fo melr / ACB> / BAC. (&.%.7)

3. Beftimmung des Dreiected aus einem Winfel, einer
anliegenden und einer gegenitberliegenden Seite,

$at man die Gde A, umd bdie mg. 2.

a4,

 Ridytung (AX) der Seite ¢ willfiilich e —
gewdblt, fo ift die Gde B durdhy bie | a——

tung (AY) der weiten von A ausge:
bentden Seite durd) den Winfel a. —
Die Dritte Gde (C) muf mun einmal ¢

|
|
eite ¢ beftimmt, desgleidjen die Ridy- |
I
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- auf der ®eraden AY liegen, und da ihr Abftand von der Cde Bi(=a)
gegeben ift, fo mufy fie jugleid auf ber Peripherie ded Kreifed liegen,
den man mit bem Rabdiug a wm B'{dligt. Diefe Kreidlinie fann aber
mit der Geraden AY vielleicht webrere oder gar feinen Puntt gemein
baben, wie ein Bli¢ auf die Fig. 27 zeigt. — Wir erhalten daber
sunddyft ein blofs negatived NRejultat:

Bwei Seiten und der nicht ywifden liegende %tnfe[
find zur Veftimmung besd Dreiedes ohne weitered nicht
ausreichend.

Der grofien Bedeutung wegen, welde die f. g. Congruens- Sipe
fiir bie Geometrie Dhaben, ift e8 nothwendig, daf wiv audy hiev ein
pofitives Nefultat 3 erzielen juchen. — 3u dem Bwede haben wiv ju
unterfudyen: Unter welden Bebdingungen wird eine Gerabe
von einer Kreislinte gefdynitten, die um einew Punft auferhalb
ber Geraden gefchlagen wird, und wie viele Punfte fann eine
Kreislinie mit einer Geraben gemein haben?

@8 ift leicht efngufeben, dafs beide Fragem leidht beantwortet find,
fobald feftgeftellt ift, weldhes die Fiirgefte Linfe awifchen einem Puntte
und einer Gevaden ift, und wie viele gleidy lange Gerade von einem
Puntte ur Geraden gezogen werden finnen. — Hievitber belehren und
folgenbe Sife: ;

53. Rebrfap, Die Strede von einem Punfte zu einer
Geraden hin ift um fo Fivzer, je fleiner die Differeny der
Wintel ift, die fie mit der Gevaden bildet. [Fig. 28.]

Borausdf. XY fei bie gegebene Gerade, Fig. 28.

A bder gegebene Puntt aufierhalb derfelben, und %
o S < Yo B

Behaupt. AC < AB

Bew. /a+ /f=/1+ /3 (. 18)

Ja— /B</1— /8 (Borausf.) y Oé/f’ 6‘37 X

Durd)y Subtraction: 2 > 2 3 (S. §. 13.)

B> (@8 11)
AB > AC (. 49.)

Bufats, Die firvzefte Strede von einem Puntte nad
einer Geraben hin ift die Normale von diefem Punite zur
Geradben. — Die Normale heift daher audy ber Abftand ded Punfted
vou Der Geraden.
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54. Rebrfas, BVon einem Punfte nady einer Geraden
hin find die Streden gleidy, derven Fufpuntte gletdy weit vom
Fuppuntte der Normalen find. [Fig. 29.]

Q}Drauéf. 1. AD XY Sig. 29.
2.1DB =D A
Behaupt. AB = AC
DBew. DB = DC (Borausf. 2.) :
/ ADB = /' ADC (Borausf. 1) 'y—f—t—¢
AD = AD
AB = AC

55.  Lehrfas, lnter 3wet CGtreden, von einem Punite
nad) einer Gervaden hin, ift diejenige die ldngere, deren Fuf:-
puntt vom Fufipunfte ber Novmalen weiter abiteht. [‘_Big. 30.]

Borausdf. 1. AD | XY Fig. 30.

2. DB > DC 3

Behaupt. AB > AC
Bew. Madit man DE = DC, fo - T %
fillt E awijden B und D, und daber ijt BB D Y
' / BAD> / EAD
/ EAD = / CAD (j. 50)

/ BAD > / CAD (&. §. 1)
/ BAD + B = / CAD 4+ 7 (. 35.)

/B</7 (&8§.13)
AC<AB (. 49)

56. Folgerung, Nur wet Puntte einer Geraden Hnnen von
einem aufierhalb gelegenen Puntte etnen gleichen Abftand hober.

57. Folgerung, Jft der Rabdius ecined Kveifes Fitrger alg der
Abftand feined Mittelpunttes vou einer Geraden, fo hat die Kreidlinie
mit der Geraden feinen Puntt gemein, fondern diefe liegt gang aufier-
balb bes SKreifes.

58. Folgerung. Jft der Radius eined Kreifes gleidh dem
Abftande feines Mittelyunttes von einer Gevaden, fo gebt die Kreislinie
burdy Dben Gndpuntt der Novmalen, und bhat daber mit der Geraden
diefent einen Punft gemein, unbd nidht mehr. Denn nady 53 Juj. ift
ber Abftand aller itbrigen Puntte der Gevaden vom Mittelpuntte ves
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Kreifed qrofer al8 der Nabdius, fie legen alfo jammilidy auferhalb der
Kreislinie.

59. Folgerung. It der Rabdiud efned Kreifes [anger ald der
Abftand feined Mittelpuntted von einer Geraden, fo legen einige Puntte
der ®eraben innerhalb Dder Kreidlinie, und bdie Gevade wird von der
SKreiglinie mindeftend in jwei Puntten gefdnitten,

60. RQehrfas, Cine Kreislinie fann mit einer Gervaben
nidht mebr als zwei Punfte gemein haben.

Bew. Liegen die dret Puntte A, B, C
auf ber Kreislinie,- fo jind ihre Abjtande vom
Mittelpuntte, MA, MB, MC, einander gleich
(1. 9.) — Diefelben drei Puntte fonnen daber
nidyt augleich audp einer Gervadben liegen (wie
e8 Dier fdeint, wo Dder Jadiud fehr nahe dev
RNormalen gleidy ift), da nach 56 nur 3t et Punfte einer Geraden von
etnem Puntte auferhalb devfelben einen gleidyen Abftand haben fdnnen.

In BVegug auf die vorliegende Aufgabe entnebmen wir mm aud
pem Obigen folgenden Befcheid :

It die dem gegebenen Winfel o (Fig. 27) gegeniiberliegende Seite
a (= ay) qedfer ald die Normale von der Ede B auf die Ridtung AY
der gegeniiberliegenden Seite, aber fleiner ald die weite gegebene Seite
¢, fo jdneidet die mit a; um B gefdhlagene Kreislinie die Gerade AY
gweimal, und nicht mebr (f. 60). @8 entftehen daber zwei Drefecte,
AC,Baunbd AC,B, bdie awav nidt congruent, aber leicht u unterfdyetden
find, indem das eine einen {pipen, das andere einen ftumypfen Winfel
¢ gegenitberliegend haben muf: Denn da BC, = BC,, fo #ft (f. 51)
/ BC,C,= / BC,C,, alfo jeder von ihren ein fpier (f. 36 3uf. 2 u. 3),
und daber / AC,DB ein ftumpfer (f. 35 Juf. 2).

61. Folgerung., Durd) ywei Seiten und einen gegeniiberliegenbden
Wintel ift dag Drefect beftimmt, fobald die Avt ded der aweiten Seite
gegeniiberliegenben Winfel beftimmt ift.

it die bem gegebenen Wintel o gegeniiberliegende Seite a (= ay)
grdfier al8 die anliegenbde c, o liegt bie Gefe A inmerhalb der mit dem
Rabdiud a, und B gefdhlagenen Kreislinie, und bdiefe jdymeidet die in
A einfeitiy begrengte Gevade AY nur einmal, in dem Punfte C, und
ed entftebt daber nur ein beftimmtes Drefecd:

62. Folgerung. Durd) gwei Seiten und ben ber groferen Seite
gegeniiberliegenden Winfel ift das Dreiedt ungweideutig beftimmt.
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Beide Folgerungen laffen fid in den bdritten Congrueny-Sap
sufammen faffen:

63 Folgerung, Wenn gwei Dreiede in wei Seiten und /-
einem gé'@enuber[tegen Wintel dbereinftimmen, fo find bdie
Dreiede congrient, fobald ber jzweite gegeniiberliegende
Wintel in beiden Drefeden gleidyartig ift, oder jo bald der
gletde Winfel der groferen Seite gegenitber liegt.

4. DBeftimmung des Dreieckes durch feine drei Seiten.

Jft die e A und die Nidhtuny (AX) der Seite ¢ beliebig hin-
geftellt, fo ift dburd) die Seite ¢ die Gde B umwetdeutig beftimmt.
Da nun die dritte Gde C vou A den Abftand b und von B den Ab-
ftand a haben mufy, fo ift aud) fie nad) Sap 12 ungweidenti beftimmt,
und fomit bad gange Dreied.

64. Folgerung, Bwei Dreiede find congruent, wenn fie
in thren drei SGeiten fibereinftimmen.

5. Ginige geomefrifche Oerfer und merfiwitrdige Punkre
im Oreiece,

65. Rebhrias, Der Ort eined Punfted welder von wei
feften Puntten einen gleidhen Abftand hat, ift eine Gerade
die auf der Verbindungslinie der Puntte normal fteht,

Bew. Punfte die von 3wei feften Puntten fe glejdhe Abftande haben
fonnen al8 die Sdyeitel von gleichjhentligen Dreieclen betrachtet werden,
weldye den Abftand bder Puntte gur gemeinfamen Bafid haben, fie legen
aljo (nady 51 Zuj. 2) alle in dber Geraden weldye, durd) die Mitte der Viafis
gebend, auf berfelben novmal ftebt. — (BVergl. Propid. ©. 50. Anbang).

66. RLebrias, Der Ort eimed Punttesd, welder von den
©Gdyenteln eined Winfels gleicdhe Abftanve hat, ift die Gerabe,
die Den Wintel halbirt.
Bew. ItOB | AX

0D | AY
OD=0B { OA=0A
: OB = 0D
©oift A\OAB=0AD ] / OBA= /ODA als Redter
/ OAX = / 0AY (. 63.) P By

67. Lebrfaks, Die drei Geraden, welde die drei Innen-
winfel, oder einen JInnenwinfel und die beiden ihm nidt
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anIiegenben Yufenwinfel eined Drefeded halbiven, jdhneiden
fidy in einem Puntte, me[cbet yon den Ddrei Seifen g[etd)e
Abftande hat.

Bew. Halbivt man den Wintel g Jig. 33,
durdy OC und / B durd) OB, und fallt von
dem Sdyneidepuntte O bdie Normalen OP,
0Q wtd OR auf bie drei Seiten, fo ift:

A OCP20CR mnd om’gom{(f iy
1) OP=0R . 2)0P=0Q '

OR = 0Q @8 liegt alfo (nady 66)
der Puntt O auf der Geraben die den ‘QBinl’eI A balbirt.

Anmerviung. Seht man Oy, Py, Q;, R,, flatt O, P, Q, R, fo Hat man
ben Beweid bed jiveiten Theiled der Behauptung.

68. Lehriat, Grriditet manin bensmttten der bret @etten
eines Drefectes Normalen ju den Seiten, o fdneiden jid) die
Normalen in einem Punfte.

Bew. Sind F, D, E die Mitten bev dret &ig. 34.
@eiten ded Drefectes ABC, und man ervidytet y
in aweien bderfelben, (in F und D) Normalen,
fo fdneiden fidy biefelben (da / B << 2 R) in |
einem Punfte (0). Verbindet man den Sdneibe-
punft O mit den brei Gden, fo ift:

AF = BF \
AAFOgABFO{ FO=TFO } @. 50.)
/ APO = / BFO
71). 0OAZ 0B

BD.= €D
/A BDO2CDO 0D = 0D (J. 50.)
/ BDO = / CDO
2) 0C=0B
0A = 0C(&.§.2)
Da biernady AOC ein gleidyjhentliged Dreiedt ift, fo mufy (nady

51. Zuj. 2) ber Sdyeitel O in der Novmalen liegen, die in ber Mitte ()
der Bafid ervidytet ift. ;

Paulfon, Planimetrie, 3
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6. Aufgaben, deren Lofung im Vorbevgehenden als miglid
vorausgefest iff.
69. Aufgabe, Ginen gegebenen Wintel yu halbiven.
‘Lbfung., Um den Scheitelpuntt A ded Fig. 35.
gegebenen Wintels BAC [Fig. 35.] fdhlage B
man  einen . Kreigbogen, ber bdie Sdhentel i

fdhnetdet in den Puntten B umd C. Aus diejen 2
Puntten (B und C) {dhlage man mit gleider .
Btvtelbffnung wei fich fchneidende Kreidbogen. <

Die BVerbindungdlinie DA ded Durchjchnittdpuntted mit dem Sdheitel=
punfte halbivt dann den Winfel BAC, -

Der Beweis folgt aus 64.

69a. Aufgabe. Gine gegebene Strede gu halbiven.
~ R6fung, Ausd den Cndpuntfen A und B der gegebenen Strece
AB [Fig. 36.] {dlage man mit gleidher 3ivfeldffnung nad) oben und
unten awei fidy fdneidende Kreisbogern. Die Verbindungslinie CD
biefer Durdhjdynittépuntte Halbirvt die Linte AB in E. Sig. 36, ©

Bew. /\ ACD 22 BCD (64.)
/ ACD. = / BCD. ot sl
A\ ACE = BCE (50, s
AE = BE ¥

70. Aufgabe, Durd) einen gegebenen Punft eine Gerabde
normal 3u einer gegebenen Gervaden 3u ziehen.

Lofung, Um den gegebenen Punft A [Fig. 37.] welcher entweder
in der gegebenen Linte XY liegt ober auferhalb devfelben, fdhlage man
einen Kreidbogen, der die Linte XY in 3wet Punften B und C jdyneidet;
Um bdiefe Punfte (B und C) jdlage man dann mit gleidem Radius
awet fidy jdhmeidende Kreidbogen und verbinde den Durchjchynittdpuntt D
diefer SKreidbogen mit dem gegebenen Punfte A. Diefe Lerbindungs=
finte DA fteht dann fenfrecht ju XY.

Fig. 87b.
A

Jig. 37a.
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Bew. /A DABDAC (64
/ DAB = /DAC
[Fig. 37a.] DA | XY [Big. 37b.] A\ BEA 2 CEA (50.)
/ BEA = / CEA
AD | XY

Uebunasfoff.
L. Aufgabe. Dad gleichfdentlige Dreied su conftruiven, wenn gegeben
finb:
1) Die Bafid und ber eine Shentel.
2) Die Bafid und der anliegende Winkel.
3) Die Bafid und der gegeniiberliegende Wintel,
© 4) Der eine Schentel und dber Wintel an der Bafis.
5) Der eine Schentel und der Wintel am Scheitel.

2. Aufgabe. Cin vedhtiviniliged Dreie ju conftruiren, tvenn gegeben
find: :
1) Die eine Cathete und ein {pier Wintel, (Biei Fille.)
2) Die Hhpotenufe und ein fpiger Wintel,
3) Die beiben Catheten.
4) Die Hypotenufe und eine Cathete.

Bemeri. Catheten Heifen bdie den vedhten Winfel einjhlieenden Seiten,
Dohpotenufe, die ihm gegeniiberliegende Seite.

3. Aufgabe. Dag gleidjeitige Dreied aud einer gegebenen Seite zu
confiruiven.

§ 2. Dad BViered.
a) Das Biered im Allgemeinen.

Die Conftruction des Vievedtd Iift fidh auf bdie bed Dreiedes
auriicfithren. .

Bieht man in dem Vierede ABCD [Fig. 18] Jig. 18. B
die Diagonale DB, fo ift dad eine Dreiet (ADB)
burdy dref, von einander unabhingige Glemente be-
ftimmt. Durd) diefes eine Drefect ift ugleich ein
Glement bded jweiten Drefeded mit beftimmt — 5
nehmlidy die Diagonale DB — und e8 find fomit D
gur Beftimmung diejed weiten Dreiected blof zwei Elemente nody ers -
forberlidy. Sievausd gebt hervor:

Dad Vieved im Algemeinen ift durd) fiinf von einander unab-
bangige Glemente beftimmt.

b

3*
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b) Dag Bieveck im BVejonderen. -
1. Das Parallelogramn, -
71. Lebrfats, Die Diagonale theilt dad Pavallelogramm
in 3wet congruente Dreiede.  [Fig. 38.]
Bew. Jieht man in dem Parallelogramme ABCD die Diagonale
CB, fo ift:

CB=CB c B 38 D
/ ABC= / DCB | (8 edfelwintel an
/ ACB= /DBC Parallellinten..
AABC2RDCB (. 47) % R

72. Folgerung. Su einem Parallelogramme find Ddie
gegenitberliegenden Seiten einander gleid.

73. Lebriag, Sind in einem Biervede die gegenitberlies
~genben @eiten gleidy, fo ift basg BVieved ein Pavallelogramm.

Biew.  Jft in dem BVievede ABCD [Fig. 38.] bie Seite AB =
CD undb AC = BD, fo witb dadjelbe duvch die Diagonale in zwet
Dreiecte zerlegt, weldye i thren drei Seiten iibereinftimmen, alfo con-
geuent find. Folglich:
£/ ABC= / DCBbesgl. /ACB=/DBC (a[@ bnmologe Wintel.)

AB||CD (. 32) 'AC||IDB (7.32.)

4. Rebrfats, Sind in einem Vievede jwei gegenitber-
ltegende Seiten gleidh und pavallel, fo ift das BViered ein
Parvallelogramm. [Fig. 38.]

Bew. Jft in bem Bievede ABCD ‘bie Seite AB = || CD fo
witd bdaffelbe durcy die Diagonale. CB in gwei Dreiede gerlegt, weldye
in jwei Geiten und dem zwifdentiegenden Winkel iibereinftimmen,
folglidy find aucdy (nach 50) die homologen Seiten AC und BD gleidy,
alfo das Vieved (nach 73). ein Pavallelogramm™).

75. Folgerung. ) Das Parallelelogramm ift durd dret,
von einanbder unabbingige Glemente (ehmlid durd zwei
Geiten und einen Wintel) beftimmt.

76.  Anfgabe. Aud zwei Seitenw und einem Wintel ein
Pavallelogramm guconftruiven: [Fig 39.]

Lofung. An dev Nnbegremgten XY confteniet man den Winkel
BCA gleicy bem gegebenen Winfel v und fdueidet wom dem' einen

) Die 6d;ulev !)aben die %emetfe der Sige 72 His T4 regerrecf)t in @[el
diungen audzufiihren,
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@chentel . defjelben dad Stid CA b Fig. 39.

gleidy ber einen gegebenen Geite b Ta——— | N
unbd von Dem anderen Sdyenfel das ! B TN / \
Ctitd CB gleidy der anberen gege=
benen Seite a ab. BVon B ausd con= X
ftruirt man dann BD || CA, und
vor A aud AD || CB, ober man fdligt um B mit b b wm A mit
a al8 Nabdiud Kreidbogen und verbindet den Durdyjchnittdpuntt D, der-
felben mit B und mit A, fo ift in jedem Falle ACBD ein Parallelo=
gramm. (Die erftere Gonftruction ftigt fid auf bdie Definition, bie
lepteve auf 73)

2. Das Jrapes.

Das Trapey (ABCD) [Fig. 40.] famm entwebder Fig. 40.
purdh eine Diagonale (AD) in gwei Dreiede, oder durch . N
eine parallele Srandverjale (DE) in ein Dreied wnd /. )
ein Parallelogramm evlegt werden. Aus jeder Serle: A I
gung folgt gleid) einfach:

77. Das Trapey ift burd) vier von einanber unabhdangige
Glemente beftimmt.

78. Aufgabe, Ein Trapey aud je vier, von einander
unabhingige Glemente 3u conftruiven.

Bemert, Ob man dad Tvapey aud zwet Dreiecen ober aud einem
Drefede und eimem Parallelogramme zu confteuiven habe, erfennt man
feicht, wenn man fich zuvor ein beliebige Trapey geichnet und an dems
felben die gegebenen Glemente bemertt.

3. Das Nechtedk,
Da in einem NRechtede alle Wintel ald Rechte gegeben, bdie
geqeniiberliegenden Seiten aber gleid) find, jo folgt ohne Weiteres:
79. Folgerung, Dad Redyted ift durd wei Clemente,
namentlicdh durdy feine beiben Seiten beftimmt.

Bem. Man nennt daher dag Rechted ein Product feiner Seiten,

und begeidynet o8, wenn a und b feine Seiten find, durd) a >< b.
4. Die Raute und das Duadrat,

IS Gefondere Bierede miiffen bier nody angefithrt werden 1) das s

gleichfeitige Bieret oder die Raute, 2) dad gleidieitige gleidhwintlige
Viered oder dad Ouabdrat. — Beide Bievede find (nady 73) gugleich
Darallelogramme.
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Da nun bei einer Raute durdy eine Seite alle Seiten, und durd
einen Wintel alle Winfel gegeben find, fo folgt:

80. Die Raute tft durd) 3wei Glemente, durdy eine Seite
und einen Winfel, beftimmt.

Ju dem Duadrate ift auferdem der Wintel als Rechter gegeben,
paber folgt:

8L Das Duabdrat ift durd) ein Glement, nehmlidy dburd
feine Seite, beftimmt. ;

Bem. It a die Seite ded Quabdrated, fo begeidymet man das
Quadrat durdy a 0 = a2

§ 3. Das Bieled.

et man an ein Polygon ein Dreied an (fo daf die Seiten Deffel
ben nidyt gerablinige Yerldngerungen der Seiten des Polygonesd find),
fo erhdlt dad Polygon eine Ge mebhr. — Jur Beftimmung bdiefes
Dreiectd find aber blofs ywei Glemente erforderlich, weil die eine Seite
beveits, alg ©eite ded wifpriinglidien Polygones, gegeben ift. Aus diefer
Bemerfung fann man leidyt die Angabl der Glemente, die sur Beftim-
mung eined Polygones im Allgemeinen ndthig find, ableiten :

Bur Beftimmung eined Dreieded find evforderlidy / 3Glem.
- - Bieveded - : 34+2=3+4+1.2 -
= Fiinfeced - = 3+1.242=842.2 =
- Gedsedes - : 34-2.24-2=343.2 -

2 - Oiebenedes : 343.2-b2=3+44.2 -

28 = n@ded - = 34+ n—38).2=2n—3
Der Winfel eined regelmapigen Polygones ift (nady 45 Suf.) =
2n—4
n
fo folgt: : ]
82. Dasd regelmifige Polygon ift durdy ein Glement,
und gwav durd) eine Seite, beftimmt.

R, alfo befannt; da nun audy bie Seiten unter fidy gleich find,

Nebungshoff.

Jn einem Pavallelogramme halbiven fidh die Diagonalen.

GinBierest, in weldhem fich die Diagonalen halbiren, ift ein Parallelogramm,
S einem Rechtede find die beiden Diagonalen gleidy,

Gin Parallelogramm, in teldhem die Diagonalen gleich find, ift ein Nechtedt.

B o 1o
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5. S einem rechtivintligen Dreiede ift dev Sceitel ded rechten Winteld
won bet Mitte der Phpotenufe um die Halbe Hhpotenufe entfernt.

6. St in einem Dreiecte die eine Gebe bon bev Mitte der gegeniiberliegenden
Seite, um die Halfte diefer Seite entfernt, fo ift das Dreiedt vechtiwintlig,

7. Sn einer Raute ftehen die Diagonalen fenfvecht ju einanber.

8, Gin Parallelogramm, in welem bdie Dingonalen fenfvecht su einander
ftehen, ift eine Raute. .

9. Sn einem Quadrate find die Diagonalen gleich und johneiden fid) unter

vechten Winteln.
10. ®ind in einem Parallelogranme bdie Diagonalen gleich und ftefen

fenfrecht su einander, fo ift bad Pavallelogramm ein Quabdrat,

. Gayp. IIL
Diec Griofe

Sebe gefchloffene Figur umgrenst ein Jlachentitt von beftimmier allfeitiger
Yusbehnung, von ber man fidh eine pildliche BVorftellung maden fann, Diefe
anfchauliche Auffaffung dev Gripe einer wmgrensten Flddhe ift hier von Feinem
Sntereffe. Wir haben die Flidhen ihrer Grife nach mit einander ju yergleidjen.
— RNun laffen fidh aber die Fliddjen von perjhiedener Form nidyt leicht mit ginanbder
vergleichen, und fwir haben daber sunddhit die Aufgabe, den Fladen eine Fovrm
ju geben, die filr ben Bergleidh geeignet ift, su weldper Forderung uns bdie
Bemerfung bevechtigt, daf gleich grofe Fliden von perfdhicdener Form fehr wohl
penfbar find. — Diefed Capitel serfillt daher in jivei Abjchnitte:

§ 1. Werwandlung der Fovm.

S Um Gier niht im Dunilen su tappen, miiffen foiv eviodgen, welde Form
file den Vevgleich die geeignetite ift. ©8 ift offenbar bie Fovm, bei fvelcher die
Grivfe ber Flddpe durd ifre beiden Dimenfionen Beftimmt ift, 0. §. die Form bed
Redhteded. Bur mecﬁtiertigung‘ biefer Behauptung diene folgende Grivterung:

Der NAudbrud einer Dimenfion ift die gerade Linte. Die beiden Dimenjionen
einet Ghene merben alfo durch jivei, ju einander in beftimmter Lage Dbefindlicye,
b, §. su einanber novmal ftehende Geraden beftimmt, Jn bev Gbene felbjt fonnen
fie abev jede beliebige Cage einnehmen, ba in einer unbegvensten Ghene feine
befonberd audgeseichnete Linie gegeben ift. — Anber8 geftaltet ed fich bei
begrengten Jldchen, fvo bie Dimenfionen eine beftimmte, in verichicbener Ride
tung verfchiebene, Grdffe Haben. Nehmen wiv 3 B. ein Parvallelogramm, fo
find alle Qinien, die ber einen Seite pavallel find (al8 Parvallelen zwijden
Parallelen), biefer Seite felbft gleih. ©3 eignet fiy daber die eine Seite felbft
sum Ausdruc der einen Dimenfion, Wir nennen biefe Seite die Grunbdlinie —
und wiblen a8 foldye getwidhnlicy die horizontale Seite, — Alle Normalen abev
sivifchen der Grunblinie und der ihr parallelen @eite find ebenfall3 (al3 Pavallelen
swifchen Parallelen) einander gleic). — Nennen tvir daber die Novmale, von einem
Punfte dev gegeniiberliegenben Seite auf bdie ®rundlinie gefdllt, die Hihe besd



A

Pavallelogrammed, fo erhalten fiv den Safy: Die Dimenfionen eined Pa-
rallelpgrammed werden durd die Grundlinie und Hiohe beftimmt, —
Bei einem Rechtefe aber ftehen die beiden Seiten fenfrecdht su einanber. - Nimmt
man die eine alg Grundlinie, {o ift die andere die Dbbhe, und da nun das Rechtedt
(nady 79) durdy feine beiden Seiten beftimmt ift, fo ift obige Vehauptung gerecht:
fertigt,

Mag nun auch fiiv ven Jergleich die Form bes Recytedes geniigen, fiiv bdie
anjdjaulicdye Auffafjung ift jedenfalls die Form  geeigneter, in weldhet die beiden
Dimenfionen gleidh find, 5a3 ift die Form des Quadrates, — Somit ift unjer Jiel
befannt: Wiv haben ju exmitteln ob ficdhein beliebiges Polpgon gunidit
inein Redhted und dann weiter in ein Quadrat bertwanbdeln [t

Da dad Redhted ein Parallelogramm  mit
einem beftimmien Winkel ift, jo Haben wiv die Auf:
gabe su [fen: Gin Pavallelogramm in ein
andered mit einem vorgefdriebenen Wintel
ju veriwandeln, — Aendert man nun den Win:
fel CAB [§Fig. 41.] bed Parvallelogrammes ABCD,
ohne feine Dimenfionen su Hndern, fo fommt e3
nady und nach i die drei Gejonderen Lagen Hey
begeichneten Figur. — Durdh die Bewegung berct“---.._\
Seite BD ift das urfpriingliche Pavallelogramm um :
ba3 Dreiet D, BD verfleinert; burd) die gleicheitige
Bewegung ber Seite A ift e8 aber um dad Dreiect CiAC pergrifiert. Da nun
beive Dreiede ftetd in siwei Seiten und bdem sivifchen Tiegenden Winfel iiberein:
ftimmen, alfo congruent find, fo ift durd) eine foldhe Aenderung ved Winteld bdie
Oridfie ded Pavallelogrammes nidgt getinbert, — Das Refultat laft fidh folgenders
mafien in cinen Sap faffen: 7

83. Lehrias, Bwei Parallelogramme, die gleidye Dimen-
ftonen, d.b. gleidye Grunbdlinie und Hobhe haben, find gleid
grof. [Big. 41.]

CA=DB

A CAC2 AD,BD CA=DB{(7'72') :
Z GAC= / D,BD (bj. I 1ibft. 2.)

ABC,D — A\ CAC = ABC,D — A DBD (S F. 4)
. b. ABCD = ABC,; D,

Anmert, Sind die Pavalelogramme getrennt, fo benfe man fich das eine
betweglich unb trage e8 fo auf bas andere, baf bie gleichen Grundlinien in ihren
Cndpuntten (alfo andy iiberhaupt) sujammenfallen. Da nun die Gegenfeiten dev
gemeinjchafilidhen Grundlinie pavallel find und von ihv in allen Punften gleiche
Abftinde haben, fo milfien fie nothivendig beive in eine, ber Grundlinie pavallele
Rinie fallen, unbd wiv exhalten o eine der brei obigen Lagen. .

Mit diefem Sape it nun audy bdie Lofung der obigen Aufgabe
geqeben, ~




84. Aufgabe, Gin Pavallelogramm in ein andeved von
gleicher Grifie und einem vorgeid;ttebenen Winfel u ver:
wandeln. [Fig. 42.] :

2ofung. It ABCD bad gegebene Pa- §'9- £
vallelogramm  und « der gegebene Wintel, fo '
conftrnive man an der Grumbdlinie (ober deren
LBerlangerung), in jedem Endpuntte eiven, dem
Winfel o gleicdhen Winfel (C, AB = D, BK == o)
und verlingere die Sdhentel, bis fie die Gegens A :
jeite (ober derem Verldngerung) tn C, und Dy fdyneiden, 10 1ft C,ABD,
bag verlangte Pavallelogramm. — Will man dad Pavallelogramm in ein
Rechted verwandeln, fo braudyt man nur in dben Endpuntten der Grund-
linte vedyte Winfel an bdiefelbe 3u fepen, oder, wasd daffelbe ift, man
ervichtet in jedem Gndpuntte der Grumdlinie eine Novmale u derfelben
und verldngert die Normalen bi3 yum Durdyidmitt mit der Gegenfeite.

85, Folgerung. Jedes Parallelogramm (aft fid in ein
Redpted von gleidher Grife verwandeln.

®eben wir jept 3u der Verwandlung ded Dreieces iiber, da dad
DOreied dad einfachfte der Polygone ift.

Aud Lebrf. 71 erfehen wir, dafy die Diagonale ein Pavallelogramm
in awei congruente, alfo audy gleiche, Dretecte gerlegt. Mit Hinguziehung
von Lebrf. 83 ergiebt fidy hievaus fogleidh:

86. LQe¢brfas, Das Dreied ift die Halfte ded Parallelo-
grammesd vou gleidher Grundlinie und Hobhe.

Bufap. Drefede von gleiher Grundlinie und Hobe find gleich.

87. Aufgabe. Cin Dreied in ein Pavallelogramm jzu
verwandeln. [Fig. 43.] )

gofung. Man halbivt die Grundlinie AB ded Jig. 43.
Dreiectes ABC in D, ieht DE || AC und CE || AD R R
fo ift dag Parallelogramm ADEC = /\ ABC. —
Denn evgingt man dad Dreiet ABC zum Pavallelos , / 4 i
geamm ABCF, fo ift fowohl dag Dretet ABC alg i
audy bagd Parvallelogramm ADCE gleid) der Halfte yon ABCF.

Da niun jeded Parallelogramm in ein Rechtec von gleicher Grife
veriwandelt werden fann, fo folgt:

88. JFolgerung, Jeded Dreiect fann in ein Rechted von gleidyer
®rofe verwanbelt werden.




Um ein Polygon in ein Rechted ju verwanbdeln, fnnen wiv jept
awet Wege einfdlagen :

1) Wi erlegen dag Polygon durdy Diagonalen in Dreiece, vers
wandeln jedes Dretect in ein Pavallelogramm, nud vereinigen, wo moglid,
jimmtlide Pavallelogramme in ein Pavallelogramm.

- 2) Wir verwandeln dad Polygon divect in ein Drete von gleidher
Grife, indem wic eine Gde nad) der andeven verjchiwvinden laffen. —
Wir wollen beide Wege verfuden.

89. Aufgabe, &8 foll ein Parvallelogramm conftruict
werben, welded gleid) der Summe zweier Pavallelo-
gramme ift. [Fig. 44.]

Anatyje. Da wir (nad) 84.) bden Winfel eines
Pavallelogrammed beliebig dndern fonnen, fo find wiv be:
vedytigt, die beiden Parallelogramme ald gleichwintlig vor:
audzujefien. Bwei gleidhivintlige Parvallelogramme Ionnen ;
fiv aber tmmer fo an einanbder fetert, daf ihre Grundlinien
eine Gevabe bildben. — Sind nun ABCD undb BGFE bie
beiven alfo aneinander gejesiten Parvalelogramme, und fviv ergéngen die gange
Signe AEFGDC zu einem Parallelogramme AEBHC, fo ift daffelbe um bdas
Parallelogramm GFHD grifier al8 die Summe dev gegebenen Parallelogramme,
und fvir haben alfo von bdemfelben’ ein Stitt — GFHD fo abjufdneiven, dak
bag Uebrighleibende ein Parallelogramum ift. — Bu dem Jiveke juchen wir in der
Linie GF einen Punit O jo ju beftimmen, daf eine durdy diejen Punft parallel
ber Seite BD gejogene Sinie XY ein Rarallelogramm XYHE == GDHF ober,
oo XOFH beidben gemein ift, YOFE = GOXD abjdneidet. — Berbinden mwir
nun den Punft O mit den Punften B und H, fo ift:

BOY = BOG <71‘}
HOF = HOX :
YOFE = GOXD (Annahme.)
BOY - HOF + YOFE = BOG + HOX + GOXD (&. . 3.
Dieraus folgt, daf der Puntt O fo gewdhlt werben muf, daf bdie Linie
BOH ba8 Parallelogramm BEHD Kalbirt, b, b. der Puntt O ift der Durdhjchnitts-
puntt der Diagonale BH mit der Seite GF.
eofung. Jiehen wir die Diagonale BH und durdy den Durdy-
fdynittdpuntt O die Linie IK || DB, fo ift: [Fig. 45.]

SO

Jig. 45.
D

A\ BHE 2 BHD :
{ABOK’gBOG 1} / e
/\ OHF 22 OHI ! el

B
BHE — (BOK + OHF) = BHD — (BOG - OHI) (. . 3 und 4)
b. . OKEF = 0IDG .
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BKOG + OKEF =BKOG 4+ 0JDG (&. 3. 3)
b. h. BEGF = BKDI

ABCD + BEGF = ABCD + BKDI =AKCI (&.%.3)
1. 3ufas, Die Summe jweier Redhtede von gleidher Hobhe
ift gleidh einem Redtede von derfelben Hohe und einer
Grundlinie, gleid der Summe der Grundlinien beiber
Redytede. Sind bdie Grundlinien a wund b, bdie gemeinjdaftliche

Hihe h, fo ift: Fig. 46
aXh4+bXh=(@-4b) Xh [Fig46.] i blh

2, Sufas Jiebt man bdurdy einen Puntt der Diagonale eined
Parallelogrammed wei den Seiten pavallele Lintew, fo wird das Pa-
vallefogramm fn vier Pavallelogramme getheilt, von weldhen die zwei
einander gleidh find, burd) weldhe die Diagonale nidht geht.

Webunashoff.

1. Gin Pavallelogramm ju conftvuiven, feldjed einem gegebenen Paralle:
logramme gleich ift, und eine vorgejdyrichene Seite fHat.

2. Gin beliebiges BVievesk ober Fiinfed in ein Pavallelogramm von gléider
®rife ju bertwanbveln, ;

3. Gin Paralelogvamm zu conflruiven, weldhed dev Diffevensy nveier Pavalle:
[ogramme gleich ift.

4. Den geometrifchen Ort der Scheitel allev Dreiede ju beftimmen, bdie iiber
derfelben Grunbdlinie geseidinet einanber gleid) find.

fonnen fiv nun jwei Parallelogramme, fo onnen viv aud) beliebig viele
in ein Parallelogramm vereinigen, und die Verivandlung eined Polhgoned in ein
Parallelogramm, — alfo audg in ein Rechtedd — ift auf dem erften Wege miglich
— aber weitldufig. — BVerfudhen wiv daher audy den jiveiten Weg.

90. Aufgabe, Gin Polygon in ein andeved, von gleider
®rofie zu verwanbdeln, welded eine Ede weniger hat, [Fig. 47.]

gofung. Wollen wir die eine Gfe ded ge- 3ig. 47.
geberten Polygoned ABCD .. .. N, etwa bdie Gde ,
B verjdwinden laffen, fo fdmeiden wir duvd) bie
Diagonale NB dad Dreied NAB ab und erfesen
e8 burdy ein andered won gleidher Grofe, deffen
Sdyeitel aber in der Verlingerung der Seite BC
ltegt, wa8 (nacy 86 Juf.) leidyt ausfithrbar ift: Wir verldngern aljo CB
itber B binaus, ziehen durch A die Linie AA, || NB und verbinden den
Durdyjcnittépuntt A, (diefer Parvallelen mit der Verlangerung von CB)
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mit N, fo ift /\ NA;B == NAB (86 3uf), alfo ouch JAGODI. .. N =
ABCD...N. — Bugleidy bat dag Polygon A;CD...N eine Gde
(bie bet B) weniger al8 dag urfprimgliche.
Laffen wir in diefer Weife eine Gcfe nadh der anberen ver{dhwinden,
fo miffen wicr endlic) auf ein Dreted fommen, das dent urfprimglichen
Polygone gleidy ift und (nad) 87) in ein RNechtedt verwandelt werden Fann.

91 Folgerung, Jebes Polygon Fann in cin Redted
vermanbdelt werbdemn.

€3 bleibt un3 nun nodh die Aufgabe, ein Nedted in ein Quadrat 3
berwanbdeln, dibrig. — Bur Ljung bdiefer Aufgabe verbelfen uns sivei @igens
fdhaften ved vejtivintligen Dueiedkes, tveldhe Hiey fogleidy, ohne vorfergehende Mo-

v tibivung, bingeftellt werden:

92. Rebrfag, Fallt manineinem vedtwintligen Dreiede,
vom ©dyeitel bes vedyten Winfels, eine Mormale auf die

 Oypotenufe, fo ift bas Quadrat diefer Normalen gleidh bem

Redtede aus den betden Abfdhnitten dev Hypotenufe. [Fig. 48.]

Fig. 48
i Boraudf. / ABC=1R B B0

______L_~_~ / D >§C K
A Bt
E..

Behaupt.  BDo = AD X DC. I

Bew. Man verlingere die Normale BD und madhe die Verlin-
gerung DE == DA. 3iehe durd) E die inie EF || AC mnd durch den
Puntt F, in weldem fie die Berlingerung von BC f{dineidet, die Linie
FI||BE; ferner BI || AC, und endlidy durdy C die Linie HG || BD.
Dann verlingere man nody AC bis fie IF in K jdneidet. — Aledann
it DCEG bdag Redytect aus DC und AD, und nady 89 Zuf. 2 gleich
bem Redpted HCIK, bdeffen eine Seite HC = BD ift. Wix baben
alfo blof gu zeigen, bak audy die weite Seite CK = BD ift, weldyes
fich jogleidy aud ber Gongrueny der Dreiede CKF wund BDA ergiebt,
venn e§ ift:

FK = AD (weil beidbe = DE)
£ CKF = / BDA (beide find Redte.)
£ KCF = / DBA (beide madhen mit / DBC efnen Redhten.)
/\ CKF 2 BDA (j. 47.)

CK = BD

CKHI = BDo
CKHI = DCEG (89 3uf. 2.)

o



.

BDo = DCFG (&. §: 2)
DOEG = DC X DA

BDo = DC X DA (&. 8- 2)

93. Rebrias, Fallt man in einem vedytwintligen Dreiede
cine Normale vom Scheitel ded vedten Winfeld auf die
Hyypotenuie, jo ift Dad Duabdrat ber Kathete gleid) dem Redtede
aud bder Hypotenufe und dbem, der Kathete anliegenden Ab-
fdnitte. [Fig. 49.]
; L,
 Boraus]. / ABC = 1R Fig.49. C =T
BD | AC g e
Behaupt. ABo =AC X AD. Al

Bew. Man verldngert bie Normale BD umd § i 76
macht die Verlingerung DF = AC; gieht AE || DF i1i7
und FE || AD; damnady EK || AB und AG || BC,
— ABdann ift ADEF = AC X AD; wir haben E
nacdhguweifen, daf ABKG = AB o und dann, baf g
ABKG = ADEF ift: ey

AC = AE gemadt
/AN'ABCRAGE { / ABC=AGE, alg NRedte
/ BAC = / GAE beibe ergingen GAC amm

AB= AG §Re&)ten.

Da nun audy alle Winfel in ABK G Redte fiﬁb, fo ifts
ABKG = AB@
mm ift ABKG = ABHE (83.)

ABo = ABHE (&. . 2.)
ABHE = ADFE (83.
ABo = ADFE = %C X AD (&.§. 2)
IWeldhen der beiden Sike man nun andy sur Bertvandlung eined NRecjteded

in ein Ouadbrat mag anivenden fwollen, jedenfalld muf man suvor nodh bie Auf,
gabe lofen: Meber einer Geraden ein vedhtwintliged Dreied ju con:
ftrniten, 7o baf dber Scheitel in eine auf der gegebenen Linie ervidy:
tete Movmale fEIIt, — Bur Lojung diefer Anfgabe vevhilft un3 ber, im Uebungs:
ftoffe sum vorigen Cap. angefiihrie Sats:

94. Rebrfas, It die eine Gde eines Dreiedesd von ber
Mitte ber gegenitberlicgenden Seite wm die Halfte diefer
Gegenfeite entfernt/fo ift dasd Dueied vedtwintlig [Jig.50.]

!
i




46.
Voraudf. AD = DB =D(
Behauy. / ABC = IR

Bew. / x= / y(iweil AD = BD)
Zu= /7 (weil DB = DC) { (1-51) =

LX+u=/y+2=/ ABC (. §. 8)
Z ABC=1R (. 35 und Nebft. 4.)

Der im Lehriage 94 ausgefprodenen Bebdingung genitgen mun alle
Dreiecte, deven Sdheitelpuntt in der Peripberie eines SKreifes liegen,
ben man aud der Mitte der Grunbdlinie, mit der balben Grunbdlinie als
Radiug, jdhlagt. — Der Wintel deffen Scheitel in der Peripberie eines
Kreifed liegt, Deifit ein Pevipheriewintel.

95. Folgerung. Der Peripheriewintel iiber dem Durd-
meffer ift ein Redyter.

96. Aufgabe. Gin gegebenes Redted in ein Quadrat
3u verwanbdeln. [Fig. 51.]

L e5fung. Man verlingere die Grund
linie AB bes gegebenen Rechtectes ABCD, und
madye die Berlingerung AE == der gweiten Seite
AC bes Rechtects; jdhlage bann iiber EB als
Durdymefier einen Halbfreis und verlangere CA
bi3 3ur Peripherie, jo it AF die Ceite bes
Quadrates, weldjes gleidy dem Rechtede ABCD
ift. — Denn verbindet man die Puntte E wumd
B mit ¥, foift ~ EFB = 1R (95), folgl. AF0o == AB X AE =
ABCD [92.] . :

2. Lhjung. BVon der Grundlinte AB {dyneidet man AE, == AC
ab, fdhldgt diber AB _als Durchmefjer efnen Halbtreis, ervidytet in E,
bie MNormale E, F, ;@AB und verbindet den Durdyjdynittdpuntt F,
biefer Normalen und der Peripherie mit dem Gnbpuntte A der Grund-
linte, von weldiem aug die weite Seite abgefdynitten wurbe, fo ift diefe
Linie AT, die Seite des verlangten Ouabdrates. — Denn verbindet man
ben Puntt ¥, auchy mit B, jo it £ AF,B = 1R (95), folgl. AF, o
= AB X AE, = ABCD [93.]

97. Folgerung, Jedes Polygon Iafit fich in ein Quadrat ver-
wanbdeln. - (1. 91 und 96.) '

Nody eine Methode, ein Polpgon in ein Quadrat 3u verwanbdeln, ift benthar:
TMan gerlegt dasd Polygon durdy Diagonalen in Dreiede, veriwandelt bie eingelnen

B Fig. 60,
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Dreiede in Duadbrate und vereinigt die Quabdrate, wo mbglich, divect in ein Duadrat.
— Wenn biefe Methobe vor der bvorigen audy feinen Borsug perdient, fo ijt
jevenfalls bie Lbjung der Aufgabe; swei Quadrate divect in ein Quadrat ju
pereinigen, von Jnteveffe.

98. Aufgabe, Gin Quadrat ju conftruiven, weldesd gleid
der Summe jweier gegebenen Quabdrate ift. [Fig. 52.]

Lifung. Wir fepen die gegebenen Duadrate fo Fig. 52
aneinander, dafs die Grumdlinen eine gr. Linie bilden, Ko K
und ergingen die alfo entftandene Figur ACDEFG 4
su einem Duadvate AHIG. — Derlingern wir nun
bie Seite BD big K, jo ift das Quadrat AHIG um
bie beiden Nedtede CHKD und EKIF guier ald
bie Summe bder gegebenen Quadrate, und wiv miffen A L s LR
alfo von diefem Quabdrate Flachenftiicte abzujdmeiden fuchen, fo daf fie
sufammen den genannten beiden FRechtecten gleidy find, Dber Niidjtand
aber ein Quabrat ift. :

Durdy die Detdben Diagonalen CK wnd KF werden die Drefecte
CHK wnd KIF abgejdnitten, weldye ujammen gleid) einem Rechtede
find. Biehen wir daber FL || KC und verbinden C mit L. Lapt fidy
nun beweifen baf die gulegt abgefdynittenen Drefede ben wovigen gletd)
jinb, dad BVieved CKLF aber ein Quabrat ift, fo ift bie Yufgabe fo
richtig geloft:

OH =KI i
Bew. L A HCK 2 IKF{ KH = FI } Rod, bes Sonjppuction
/ CHK = / KIF, als Redyte.

1) CK = KF (j. 50.)
/ x=1z aud 1
2) /*'CKF-——-lR{/.Z—l-Y'—“;er weil £ I=1R
PR A s o gt
_"3) / KFL = 1R (ba FL || KC gegogen wurde.)
Gl ;

I ‘A LFG = FKI J J G= /1, als Redte
l J u= /vy { beide egiingen z gu 1 R. }

4) FL =KF
5) CK = LF (au8 1 und 4.)
Da nun audy CK || LE ift, fo folgt, wenn man gugletdy 1, 2 und
ebrfap 74 beriidfidtigt, daf CKFL ein Quabdrat ift. — Jum ift
enblidy aud
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OI<= R
o, A CAL2 A LGF{ Z A= / G alg Redste
4 W=/ ubeibe erg. v zum RNedhten.

©8 find alfo die wier abgefdnittenen Dretece unter fich gleidy, und
sufammen gleidy den Geiden Redytecter. Folglidy ift CKFL bas verlangte
Duabdrat. ' ;

Bergleidhen wir aber die Seite diefes Duadrates mit den Seiten
ber gegebenen Quabdrate, fo feben wir, dafy diefelbe die Hypotenufe eines
redptwintligen Dreiectes ift, deflen Katheten bie Seiten ber beiden gege=
benen Duabdrate find. — So find wir dann biermit auf ben bevithmten
Lotbagordijden Lebriap gefiifrt: '

9. Lebria,  Sn einem vediwintligen Dreiede ift bas
Duadrat der Hypotenufe gleidh der Summe der Quadrate
beider Katheten. [Fig. 53.] :

Bew. Der Beweis folgt unmittelbar aus ]
efriat 98. — St nebmlih ABC ein bei B P hes.
redytwintliges Drefect umd BD 1 AC, fo ift: Z/

: ABH ="AC'X'AD q LU
BOo = AC X DC { (5::93:)
ABDO 4-BCo = AC X AD + ACXDC=ACX (AD4DC)
= ACX AC=ACo. [89 Buf. 1] orR
Benterfung, Aug diefem Sabe evgiebt fich nun eine viel einfachere Lofung

ber Aufgabe 98: Man fest die Seiten ber gegebenen Quabdrate vedhptwintlig an
einanber und ieht die Hopotenufe, fo ift biefe die Seite ved gemwiinjchten Quadrates.

c

‘ Anbang,

1. Lebrfag, Dad Quabdrat ither der Summe aweter Linien
befteht aus der Summe. der Quadrate und bem boppelten Redhtecte
beider Linien.

(a +Db)2=a2-4 b2 4 2ab.

Sept man in der Figur 52, AB = a und BG == b, fo zeigt ein
blofev Anblict der Figur die Wahrheit.

2. Qebrfag, Das Quadrat itber der Differeny aweter Linien
ift gleidy ber GSumme der Quadrate beider Linten, vermindert um das
doppelte Nechtedt aus denfelben.

Bew. It (Fig. 54) AE = a; EB = b; ABFG == a% ICGH
= b2 ACBD = (a—b)2, fo ift: ACBD = AEGF 4+ ICHG —
(BKFE + IDKH), b. §. (a—b)? = a2 4 b2 —. 2 X ab. -~
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3. Rebrias. Die Differeny der Duabdrate zweier Linien ift gleid)
bem Nechtede aud der Summe und der Diffeveny der Linien

Bew. It Fig. 55 AB = a; BH = CF = b; ABCD =
a0; CFEG =bo, jo ift: ABCD — CFEG = AHFI (ba BKIH
= GEDK), b. h. a2—b2=(a 4b) X (a—Dh).

4. Aufgabe. Gin Ouadrat gu conftruiven, weldyes gleid) dem
Unterjdyiede bon wei gegeben Duadraten ift.

Lofung. Man conftutirt ein redyhwintliged Dretedt, in weldem
die Hypotenufe gleid) der Seite bed grofern, die eine Kathete gleidy dev
@eite des fleineren Quadrated ift. Die jweite Kathete ift dann die
Seite ded werlangten Duadrates.

5. Aufgabe, Gin Quadrat ju conftruiven, weldyes ein BeIieBige@
Bielfache eined gegebenen Duabdrated ift.

Lofung.  Mit Anwendung ded Pythagoraijchen Sef)tfageﬁ fann
bie Seite Dde§ wverlangten Duabdrated bald ald Hypotenufe, bald ald
Kathete eined rvedytwintligen Dreieced conftruivt werben.

§ 2. Nebduction vor Fladenverhaltnifien auf Linienverhaltnifie.

Die oben gelehrte Verwandblung ber Form Lift fidh wohl im Kleinen, auf
bem Papieve, nicht aber auf dem freien Felde mit einem gangen Grunbditiice aus:
fithren, — Gben jo ift die divecte Quadrirung eined Grunditiided ober eined Lanbes
praftifdy unmoglidy, und daher Hat die theovetijche Geometvie nodh) die Aufgabe 3u
[bfen: Die Fladenmeffung auf eine Linienmefjung juritdzufithren,
ober bad Berhialtnif sweier Fladen durd) dasd Verhiltnif zweier
Linien ju erjepen. — Da hierbei die Gleichheit siveier Verhiltnifie nadzuiweifen
ift, — Berhiltniffe aber im Allgemeinen irvational find, jo liegt bor allem die
Frage vor: Worausd erfennt man die Gleidhheit ivvationaler Grifen?
Diefe Frage findet in folgendem Lehriage Crledigung.

100. Lebriak, Bwei irvationale Grifen find gleidy, wenn
fie ftetd zwijden Ddenfelben Grengen bleiben, aud wenn die
Differens der Grengen fidy grenzenlos der Null nihert.

Pauljon, Planinetrie, 4
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Lorvausdf. o und B find wei irvationale Grofen; G bdie obere,
g bdie untere Grenge, d. h. G nimmt ftetig ab, bleibt aber > o und
audy > B; g nimmt ftetig gu, bleibt aber << o und aud) < p.
Behaupt, o =3

e (:; ; ; } LBoraus].

G—g > a—B (©.§. 16.)

Da nun bei ftetiger Abnabme von G, und gleidyzeitigem Wadyjen
von g die Differeny G—g fidy grengenlod bder Null ndbert, und dody
> a—f bleibt, {o muf a— B =0, d. h. e8 mufy « = B fein.

Tim biernadh die Gleichheit ziveier Verhalinifie ju eviveifen, geniigt e8 nidht
etfva gu eigen, daf fiir Geide Verhalinifie die Grenjen um o iveiter diefelben
bleiben, fe forgfiltiger bie Meflung audgefiibrt wird, denn dad witde HoGitens
bie fragliche Gleichheit al8 wabhrideinlity vichtig darthun. — Man muf vielmehr
su erfennen juchen, twedhalb die Gremen fitr beide Verhiltnifie diejelben fein und
bleiben miiffen, man mag fie beflimmen fnnen oder nidt. — Tiefe Crfenntnif
toird bei Raumgrdfen meift dadurch gewommen, daf man jeigt, daf bei Crmitt
fung ber Grengen filr da8 eine Berhdltnif bdie Grengen fitr da8 andere Ver:
hiltnifs sugleid) mit evhalten werden.

101. RLebriag, Dad Verhaltnify zweier Redhtede, die
eine gleidye Seite haben, ift gleidy dbem BVerhaltnijje threx
ungleiden Seiten.

Bew. Sind ABCD und EFGH | &ig. 56.
(Fig. 56) awei Redytede, die eine Seite o

gleih Baben (AC = EG) und bdie wir )é (
L

H
fur durdy AD und EH begeichnen wollen, KlF
fo witcbe man dad Verhdltnify ihrer un- C 1
gleidhen Seiten (nach 8) finben, tndem man R il
bie fleinere vom bder groferen fo oft af8 s
mbglidy abtrdgf, den RNeft von der Hleineren . Denfen fwir und das
audgefiibrt wnd in den Theilpuntten gleidjzeitiy Normalen evvicdtet, fo
jdnetden Diefe Normalen jededmal fo viele dem fleineven Redytede con-
gruente Rechtede ab, al§ die gemeffene Seite Abjhnitte hat, woraus
bervorgebt, daf in der That die Nedytecte mit den Seiten uqleich ge-
meffen vorden:

Jft 1) AB=2XEF + IB fo ift nothivendig AD =2 X EH+ ID

D

2) EFes25 1B +KF: 5 .= . EH=2XID4KH
8 IR R LT ID =2 XKH4+LD
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%efttmmen wir bievaud die @wng,en, fo erhalten wiv:
aug 1)--2 LI‘LL 3be6q[exd;en24LH /. 3(Differ. b@tenoen 3—2=1)

’2)"2'/34E‘F42'/‘2 . 2'/"4EF142'/2(’ - =21/,—21a=21;)

.8) 9% L% 42/1 22/54%%423/79 Y BV

Mag nun die S))‘teﬁlmg bet @runbhmen richtig au@gefuf)rt fem
ober nidyt, mag fie weitev fortgefept werben founen oder nidyt, — e8 ift
gleidhgiltig; wiv wiffen jedenfall, dafy fiir dad BVerhiltnih dev Redytede
bie Grengen ftetd diefelben fein wmiifjen, die man fiiv bad Verhaltnif
ibrer ungleihen Seiten erhilt, und daf der Unterichied diefer Grengen
je mebr und mehr, und gremgenlod fidy der Null nihert. — Beide Ver-
hiltniffe find aljo nady Lebrf. 100 nothwendiy einander gleichs

; AD: EH = AB: EF. -

102. . Rebrfas., Das Vevbaltniff von jwert ehtqen
Redytecten ift gleich dem Producte aud den BVerhdltniffen If)lel
ent{predhenden beiden Seiten. g, 57

BVorausdj. R und Q Fig 57) find awet beliebige ikl
Redytecte; a und o, b und B thre entprechenden beidenSeiten.  |a :

R
J Wb b
Behaupt. R: Q=;XF :
Bew. Um den Sapy auf den vovigen yuviczufihren 8 l

conftruiven avir ein Hilfsredhtet P fo, daf dafjelbe mit
R bie eine Seite (b), mit Q die anbeve (a) aleich bat. ‘oc P;

Aug 101 folgt aldbammn:
1Re¢ P=alfa ob,erR=3><P

LVevgl. ALY I Cap. 1. § 2.
2)P:Q=b:pvberP=§XQ }

a. :b '
R‘—'—";XEXQ ©.8%.1)

ober B : Q m= Z—x% (26, T Gap. 1. § 2.

Bufas Dad BVerhltnify von wei Pavalelogrammen, odber von
awei Dreieden ift gleid) bem Producte aud dem BVerhiltniffe threr Grunbd=
infen und dem Verhaltnifie ihrev Hoben.

4‘
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Anm. Da ein jebed BVielek fich in ein Rechted verwandeln [ift, fo ift mit
biefem Sape die Aufgabe ded Pavagraphen geldft. Im Anhange fiigen wir nod
ein Paar an fidh bemerfendmwerthe und fiiv die Anwendung Lequeme Siie hingu.

Anbang.

1. ertfatg Dad Quabdeat bder Hypotenufe werhdlt fidh zum
Duabdrate der Kathete wie die .Sjt)potenuf sur Projection®) der Kathete
auf der Hypotenufe.

Bew. Vegeidmet a die Hypotenufe, b die eine Kathete, p ihre
ﬁpro]echon auf der Hupotenuie, fo ift:

ab=aX a (.79 Bem.)
bB=aXp (. 93"
al: bU=aXa:a X p:i(©. F..6)
axaraxp=a:p (. 101)
al:bU=a:p (S.§.2)

2 Eef)tfaig Die Quadrate der Ratf)eten verhalten fich gu ein=

anber, wie ihre Projectionen auf der Hypotenufe.

Bew. Sind b und c die Katheten, p mbd q refpectwe ihre
Projectionen auf der der Hypotenufe, fo ift

bR G P Y gin) 0
CD=2L><Q{(‘93')

& bU:cl=aXp:raX4q (S F6)
aXp:aXq=p:q (. 101)
bO:ecl=p:q (& §2)

§ 3. ®er Fladeninhalt.

Unter § 1 fanben wir al3 die geeignetite Form fitr dad Flidhenmaf die
Form bed Quadrated. — Da aber die Ausmefjung der Flice auf die Meffung
von Linien veducivt wevden muf, jo ift 8 nothivendig, daf die Flicheneinfeit aus
bev Réingeneineit abgeleitet werde: AL Flacheneinheit dient daher ftetd das
Quabdrat der bei der Mejjung gebraudten Langeneinheit.

103 Definition, Das Verhiltnify einer begrenzten Flide
(einer Figur) zur Fladeneinbeit hHeifst die Mafzahl der
Slide. — Die auf die Fladeneinheit bezogene Sﬁaﬁgabl ber
Slade bildet ben Jnbalt der Fladye. '

. *) it man von den Cndpuniten einer Strece Rormalen auf eine @erabe,
fo_Deifit bie Strede mufc{)en dent Fufpuntten der Mormalen die EBrolectwn bev
erfteven Strede,
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Folgerung, Sind gwei Flicdhen gleich, o find aucy ihre auf die-
felbe Ginbeit begogenen Mafzablent gleidy.

104. Lebrias. Die Mafizahl eined Redytedes ift gleid
pem Producte aus den Mafzablen jeiner heiden Seiten.

Bew. Sind R und Q wei Redhtecte; a und b die Seiten von
R; o und B die Seiten vou Q, jo ift nady 102: ;

» s b
R Q= EX‘E
Begeidhnen wiv mun mit m die Lingeneinbeit, und fepen o = f =
m, fo ift Q == mO, welches, in die obige Gleidung gefept, uns giebt :
a.,b
R ¢ mbB -—, Exi—l
: RNady 103 ift R : mO bie Mafizahl ded Rechtected R; % und %
aber find bie Mafizabhlen feiner Seiten (. ABJ. L Cap. 1. § 2). Hiermit
ift alfo der vorliegende ©apy bewiefen. :

1. Zufas. Der Inbalt cines RNedytedes ift dad Product-
augd den Mafzablen feiner beiden Seiten, begvgen auf bie
Fladeneinheit™). ,

9. Jufas. Der Inbalt -eined Parallelogrammes ift
gleidy dem Producte aud den Mafzahlen feiner Grundlinien
und Hobe, bezogen auf die Fladeneinheit. (. 83)

3. Qufas, Der Inbalt eined Dreiedes ift gleid) dem
halben Producte ausd ben Mafizablen feiner Grundlininie
und Hohe, begogen auf die Fladeneinbheit. (f. 86.)

Hievrmit wive mm jivar die Audmefjung dev Flidhe auf die Mefjung ihrer
Dimenfionen juvitdgefithrt. Dennod) fept das Verfahren mindeftens nod die Con:
- ftouction bon JNormalen voraud, welde mandye practijcde Sehivievigleiten dbarbietet,
und 3 ift baher nicht blof theovetifeh von Intevefie den Jnhalt ciner Blédhe, o

moglic), aud ihren Glementen felbft absuleiten, Da ein jeded Polhgon durd
Diagonalen in Dreiede jerlegt werden fann, fo finnen fviv und fiiglich auf vas

*) St die ecine Seite bded Nechteded 7 Fuf, bdie andere 4 Fuf lang, o
(it fich dad Redjtect in 7 XX 4 Quadrate jerlegen, deven Seite ein Juf lang ift,
b. §. bie Mafizahl bded Nechtecded ift 4 X 7 =28, und fein  Snbalt betrigt 28
Quadratiup. — Der Unterichied swijchen Fliche und Flicheninhalt befteht davin,
paf man unter lepterem Ausbrude die in Quabrate der Qéngeneinbeit zerlegte
Flidhe fich vorzuftellen hat, — Lbft may die aweite Gleichung unter 104 algebraijd

b
in B auf, {dyreibt alfo B =I%>< w0, fo ftebt linfd die Flidhe, reditd bie in
- Quabrate jerlegte Flide oder dev Flacheninbalt,
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Dreiect bejdjriinfen. — Nun ijt jivar dad Dreied durdy je dvei von einanbder unab:
hiingige Clemente beftimmt; da aber Wintel und Seiten, ald ungleichartige Grifen,
fidh nicht unmittelbar vergleichen [affen, und wiv jomit (borldufig wenigftens) fein
Mittel befisen, um die Abhiingigteit der Wintel bon den Seiten in Jahlen audju:
" briiden, fo fonnen hier bei dev Beredinung ded Jnhalted eined Dueieckes aus jeinen
Glementen die Winfel nicht in Belvadt Tommen.

105. Aufgabe., ©8 foll eine Formel entwidelt werden
gur Berednung ded Fladeninhalted einesd Dreieded aus den
Mapzahlen feiner drei Seiten.

Lofung. Begeidnen wiv die Mafzablen der bdrei Seiten des
Dreteded ABC (Fig. 58) refpective mit a, b, ¢; die Mafzabl der Hibe
(BD) mit h, und die ded Inbaltes mit i, fo ift nach 104 Suj. 3:

D= haah

und wir baben bdaber h durd) die Mafizablen der Seiten u exfesen.
Begeidmen wir 3u dem Jwede mit d die Mafzahl der Projection der
Kathete a auf der Hypotenufe, {o evhalten wir aud Sap 99 mit Berii-
fidhtigung ber Folgerung unter 103 fiix die Veftimmungen von h die
beiben Gleichungen.

2) h2=a2—q2 Fig-53. B

3) h2 =2 — (h—d)? :
c2— (b—d)?2=12a2—d2 (&.F.2)

(b—d)? = b% 4 d2—2bd(S.48Lelnj2) A
¢?— (b2+4d?2—2bd) =a2—d*
ober ¢c2—b2—d242bd=a2—d?

—c¢24Db24d, = —¢2-- b2 d2abbditt Qrithm.&.79, 2.)

9bd = a2+ b2 — ¢?

2y iRy
ourcdh 2b div. . ... 4) d= a_‘-’_-}-%i‘ diefer Werth in 2 fubftituivt giebt:

5) h2=a? — (M)

Smm ift hiermit h durd) die Mafizablen der brei Seiten ausge-
briidt, dody ift die Fovm fitr die Redynung unbequem, und wir haben
diefelbe nod) yu veduciven:

: 2 b° whi 6e a2 4 b2 — ¢2
(s =y
(Arithm. ©. 69, 3 unbd Anhang Sap 3)
_2ab--l—a,2-|h-b2—-c2><2ab—aﬁ—bz-}-c'2
gt 2b 2b _ 2
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: =@i%%~£><9i:(2—ag—@—2 [benn 2ab —a? — b? = — (a—b)?]
__(a+b+e) (a.+b-—c)>-<(c+a—b. (c—a-+b)
Tl 2b 2b

4b2
@efen wiv mun bdiefen Ausdrudt fir h in 1, fo erhalten wir:
Gy l/(a-{—b-{—c) (b+c—~ail()::+c—-b) (a4b—c)
Bringt man nody /o b unter die Wurgel:
o ]/(a+b+0) (b + c—a)léa+c—b) @-+b—a

Diefer Ausdrud erhilt eine nocy elegantere und fiiv die NRechnung
bequemere Fovm, twenn wiv die Summe der Mafizablen
a4+ b 4 ¢ =s fepen, fo ift
b+ c—a=s—2a orhrs Wk 5
atc—b=8—2b Loz &> *
afbc=s5—2c wre- &=

. ¥ - B =

‘—VE §—2a '82=2b §=2¢. B T
Ny 2 : 2 i 2 s 2 L= ¥ .}-.S‘QV'N ($=0)

e G ol oo T

vaind)...h.—_—l/(a'l'bﬂ%) (a+b—¢)(afc—h) (b+c—2a)

’

Gayp. IV.

Gegenfeitige Abhingigheit der Seiten wnd Winkel eines Dreieckes.

" Daf an eine volfiindige Lofung diejer Aufgabe hier nidht gedacht fwerden
fann, ift johon oben bemertt tworden. — Nuv einige allgemeine Besiehungen ivijchen
den Seiten und den Winkeln, jollen Hervorgehoben werbden,

106. Qebrfals. Wird ber eine Wintel eined Dreieded
gqedndert fo exleidet die gegenitberliegende Getite eine ents
fpredyende Aenderung.

Bew. Laffen wic in dem Dreiede ABC  gi5.50. B
[Fig. 59] ben Wintel bei B wadyfen, o dafs de
Sdyentel BC (ohne feine Linge au dndern) nady fAND
und nady die dret Cagen BCy; BC,; BCy eine A=ghar "\
nimnt, fo ift:
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in der 1. 2age BC, + C,A > BC 4 CA (.4
B =B\
1) GA>CA (©.%.9)
© i der 2. Eage (wo C auf bie Verlingerung von AC fallt)
4 A 8- BGy > BCy 4 AC, (. 7)
BC, =BC,. - :
AC, > AC &.%.9)
in ber 3. Lage: ACy; + BC, > B, + AC, a7
3 BCz = BC3
AC, > AC, B.%.9)

@8 it alfo ACy > AC, > AC, > AC, b. b. widft in einem
Dreiecte dev eine Winfel, fo widft audy die gegenitberliegende Seite. —
Das Rejultat [GFt fid) audy alfo audfprechen :

107. Rebrfas, Stimmen jwei Dreiede in jwet Seiten
ubevein, nidt aber in bem swifdenliegenden Wintel, fo
liegt audy dbem grofieren eingefdloffenen Wintel die grofeve

britte Geite gegenitber. [Big 60.] Sig. 60,
LBoraus|. AB = A, B, ! Bt a8
i BC = Bl Cl
L ABC > L AleCI
" v
Bebaupt. AC > A, C, A,

A

Bew. Dedt man dag eine Dreied A, B, G fo auf das andere
ABC, bafi bie eine gleidhe Seite A, B, "auf AB fallt, fo muf das
etfte Dreiedt zu lepterem in eine der drei Lagen fommen, welde bie
Dreiede ABC,; ABC,; ABCy; st ABC in dev Fig. 59 einnehmen.

108. RLebrfas, Stimmen swei Dreiede in 3wei Seiten
libevein, nidyt aber audy in der britten, fo [iegt der gréferen
britten Seite audy der grafere Winfel gegentiber. [Fig. 60.]

Boraugf. Al = ALH :
BC == Bl Cl'
e AC > A G
$65ﬂupt. ‘4 .“\BC = A| Bl C]

Bew. Ware der Winfel ABC == Z MB €, fo wiren bdie
Dretede congruent (50), alfo Funte nidt AC > A, C, fein; waire aber
g / ABC << / A B, Gy, fo miifte nady 107 audy AC < A, €, fein.
Da audy bied der Borausfesung widerfpridht, fo famn nur

4 ABC = Z A]vBl C] fein. »
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109. Rebrfas, Ift dad Quabdvat der cinen Seite eines
Dreieded gleid) ber Summe der Quadvate der beiden andern
Seiten, fo liegt ber erfteven Seite ein vedter- Wintel
gegenitber. [Fig. 61]

LVoraud]. ABD = ACO 4 BCE
Behaupt. £ ACB — 1. R

Bew. Wir conftruniven CD | AC; maden CD = CB und ver-

binden D mit A, fo ift:

ADB ='ACO 4 DCO (. 99.) Fig, 1.

ABO = ACO 4 CBO (Bovaus|.) f‘*\

ADD = ABO (&.§.2,0aD(0=(BY) [ \
AD = AB DB

@8 ftimmen alfo die beiden Dreede ACD und ACB in ibren
brei Seiten fiberein, folglidy find audy die Homologen Winfel in ihnen
gleich, alfo: s el (Vo R e Ui

110. Lebrfas. Das Quadrvat der Seite eined Dreiedes,
weldye einem fpigen Winfel gegenitber liegt, ift gleid) der
Summe der Quabdrate der Heiden anderen Seiten, vermindbert
um dad bdoppelte Nedyted aus der einen und bev Projection
ber andeven auf diefe.

Bew. It in dem Dreiede ABC [Fig. 58.] der Winfel C ein
fpiger, fo fallt dag Loth BD (von B auf AC gefdllt) in dad Dreied,
und e8 ift DC (==d) bdie Projection von a auf b. — Nun ift:

Ce?=h*4 (b—d)2..
et g )

=2 -4+ b—-—D2G§1) i
==a2——(,12+b'l+d'3—\2bd (©. 48 Sap 2)

c*=a*--b?— 2.bd

111, Lebrfas, Das Quabdrat der Seite eined Dreiedes,
weldye einem ftumpfen Winfel gegenitber liegt, ift gleid) der
Summe dev Quadrate-der beiden andeven Seiten, plus dem
poppelten RNedytece ausd dev eimen und der Projection der
andeven auf diefe. :

Bew. Jft in dem Dreiede ABC [Fig. 62.] der Wintel C ein
ftumpfer, jo frifft die Normale, von B auf A C gefdllt, die BVerlingerung
von AC und e8 ift CD (= d) bdie Projection von a auf b, — Nun ift:
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¢t =h? 4 (b 4 d)2
20k g3 f 512 7 { £).-90:) B Fig. 62.

BB bt (e 1) i
a2 — d> 4 b2 4 d2 4 2bd (©. 48, ©ap 1.) Dd

& A
c2——a2+b2+2bd

C2

H !I

Cayp. V.
Anwendung dev Avithmetik anf die Geomelrie.
§ 1. Geometrifche Deutung und Conftruction avithmetifher Symbole.

Dafy man nidt mit Linien vedmen fanm, ift an fidy flav; nichts
beftomemger baben wir in Obigem Linien durch diefelben Symbole ver-
friipft, durdy weldhe wir in der Yrithmetif die Sablformen ausdriicen,
deren Werthe refpective durd) die Addition, Subtvaction, Multtplication
und Divifion gefunden werden. — Der Sinn ijt folgender: Sobald
pie Mafzah!l eined Naumgebildbed durdy eine beftimmte avith-

* metifde Opervation aud denm Mafzahlen der diefed Raum-
gebilbe beftimmenbden Linien ermittelt wird, fo verfnitpfen
wir die Linfen felbft durd) basd gleidhe Operationdzeidyen.

%egeid)nen wit mit a, b, ¢, d.... beliebige Stredfen und mit
a, B, v, ... vefpective die Mafzablen derfelben, jo baf

a=o.m;b=f.mc=7.m;d=3.m.
{o erbalten wir foIgenbe Definitionen:

112. Oefinitiont, a -+ b bezeidynet eine Strede;

Denn conftruiven wic ¢ = a 4+ b (f. Propad. § 8.)
fo ift in der That auch y=a 4 B :

113. Definition, a — b begeidhnet eine Strede;

Denn conftruiven wiv ¢ = a — b (. Propdd. § 9)
fo it e per=That -/ Ny =Ta =B

114. Definition, a X b bezeidynet ein Rechtedd mit den
Seiten a und b.

Denn begeichnen wiv die Flache deffelben mit R, fo ift nady 104:

R
—=a.f

mAd
115, Definition, a:b-——:%Begeid)neteineSa[)I (7. A6}, 1.Gap.1.§2)

116. @ef_initivn. s beseidinet bie Seite cined Redbteckes,
weldyed gleid) Demi Nedtede a X b ift und zur Seite ¢ hat.
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Denn fepen wiv 1) a,_cb = x und conftritiven

J2) ex == ab: (. unter 89 Uebungsjt. 1)

fo erbalten toir durdy Subftitution der obigen Werthe fitr a, b und c:
Y.m.x=a.mX p.m=af. mB (104 Juf. 1)

mx
ey y.—==a
[ mD ﬁ

mx . af

mb Mg :
5 L el i A
ober 3)m—- i { da o T (. 10,1) }

1. Bufag. _a_ﬁ_b = Q.

2..8111'\11}. a,cb =—2 . b; denn fegen wiv :E = pund fubftituiven
in die Gleidung 2) a=p.c¢, fo folgt:
eX== o Ch

nmuM)x=pmmﬁ%=%b=%m
117, Definition, %(—l; begeichuet als8 Verhaltnif zweier

Redytede eine Jahl und (aft fidy tmmer auf dad Verhdltnif weier
Cinten guviidfihren. Denn conftruiven wiv (nacy 89 Uebjt. 1).

1) ex=ab
¢ b éxaliox
: jo ift 2) P o B p (101.)
Anmerfung. Da ab ein Rechted Hedeutet, dedgleidhen cd, jou ift nad) 102
ab 8 b
cd=7c¢Xq

- Die geometvifshe Dentung des Shmboled ift alfo mit dev algebraifchen im

Ginflange. ki
118. Definition. }/ ab bezeidynet die Seite eines Qua-

drates, weldes gleid) dem RNedtede a X b ift.
Denn confteniven wix (nady 96)
c0=a>xXb
und jubftituiven a =« .mj;b=p.m;c=y.m; jo ift:
(y . m)B =am.fm
oder 2 X mH = af . mO
d. b. 42.= of

1=V 0B
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119. Definition, ]/ a> 4 b2 bezeidnet die Hypotenufe
eined redhtwinfligen Dreiedes, deffen Katheten a und b jind.
Denn begeidhnen wiv die Hypotenufe mit ¢, fo ift:
= ab 4 bO (99)
a=oam; b= fm; ¢c=ym fubftituirt:
1% . mU = ¢2m0 4 B2mB

2= g2 - B2
alfo 1=V a4 p2
120. Oefinition, |}/ a2 — b2 begeidynet die Kathete einesd
red)tmmfltgen Dreieded, in weldem a die Hypotenufe, b die
eine Kathete ift.
Denn Eegetd)nen wir die Kathete mit ¢, fo 1ft
cH = al — bo (99)
a=oa.m; b=0.mund ¢=y.m fubftituirt:
3 .m0 = a2, mO — §2. mO
V2= — pz

alfo 7 ==1/"a? — p?

§ 2. Dad BVielfache eirter gevaden Linie.

JIm BVorbhergebenben ift bHfter eine Linie ald moglidh voraudyefept,
" weldye ein beliebiges Vielfade einer gegebenen Linie ift. — Wir haben
bier zu unterfucben, in wie weit die Conftruction einer foldhen Linte
ausfithrbar ift.

3t o eine beliebige vationale ober fvvationale Sabl, a eine beliebige
finte, fo bat Ddie Aufgabe, eine Linie x = o . a u confteniven feine
©dywierigleit, wemt o eine gange Jabl ift (. Proy. L. § 14). — Jjt aber

o ein Brud) und ebwa = %, fo baben wiv den n-ten Theil der Linie

m=mal 3u fegen; wir haben alfo vor Allem bdie Aufgabe zu IBfen:

121. Aufgabe. Gine begrente gevabde Linie in eine belie- |
bige Anzahl gleidher Theile ju theilen.

Sofung Jit AB [Fig. 63] bie gegebene Gtrede, jo ziehe man
durd) den eimen Gudpunft A die Gevade AX in beliebiger Neigung zu
AB; fdneide von diefer Geraden, von A aus, beliebige, aber unter fich
gleide Stite in der gewiinfdhten Angahl ab; verbinde den, lepten Theil-
punft A, mit dem jweiten Endpunfte B der gegebenen PLinfe, und
giehe endlich durdy -die ibrigen Theilpuntte Linien pavallel dev Liie



A, B, jo theilen diefe die Linie AB ! o Fig. 63.

in bdie gewiinfdhte Auzahl gleicher . . , ST
Sheile. — Denn jiehen wiv die \A“\C'
Sinien A, Cy; AyCy; AsCy. .. Bedte
A, Coy alle pavallel der Linte
AB, fo {ind die Dreiede AA; B,;
AiAsC s A3AsCy ... . A A,
Co—y unter {idy congruent, da fie in einer Seite und aei anliegenden
Winteln (die ald Covrefpondivende an Pavallelen  gleidy find) iiberein-
ftimmen. Folglidh. ift:

AB = AC = A0 =1{...=A,, O ,; edift aber gud
A] C| o s B] B_g

A,C, = B,B,

! ¢ Ay Cy=B.,48B (i 72) 2
A..Bl = Ble = B2B3 =.,.....= B,,—]B (@.%.l.)

Bufat. Sdneidet man auf dem einen Schenfel eined Winfeld
gleihe Stitcfe ab, und gieht durdy die Theilungdpuntte Pavallellinien, jo
werden duvdy diefe audh auf dem andeven Sdyentel gleidye Stiie abge-
jchnitten.

122. Aufgabe, Eine Linie x == o . a gu conftrniven, wenn «
al eine Deltebige vationale odev ivvationale Babl, a al8 eine begrenste
gerade Linie gegebern ift.

ofung.

1. it o eine gange abl, fo tragt man die Linie a fo oft auf
eine unbegrenzte Gevade ald o Ginbeiten hat.  (f. Prop. L. § 14.)

2. 3t « ein rationaler Brud) = %; fo theilt man die Linie a
(nady 121) in n'gleid)e Zheile und fragt einen folden Theil fo oft auf
eine unbegrenzte Gerade, ald m Ginbeiten hat.

3. 3ft « eine irationale Zahl und =}/ @; fo ift

x=)B.a=) p.a0=) fa.a
b. I) x bie Geite eined Quadrates, weldyes gleid) dem Rechtecte Ba X a
ift. (. 118)
-Beifpiel. G5 fei x = }/ 3. a u confteuiven. [Fig. 64.]
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Lojung. Man made AB-= 3a, BC=a; Jig. 64.
idlage iiber AB als Durchmefjer einen Halbtreis, A -
erridhte in C die Linte CD | AB und 3iebe BD,
fo ift:

BDBe= AB X 0B = 3adga
folglih BD =] 8a.a=)8.a=x

§ 3. Die Proportion.

1. Die Verbindung weier Verbiltniffe durd) dad Gleidhheits-
geidhen Deifst etne Proportion.

Man jdyreibt: atb=-c:d obet & T Zi(i
und lieft: a verbalt fidhy zu b, wie ftd) c g d verhilt,

gemeffen ; : gemeﬁen} g

obet a { Sisibirt } burd) b giebt diefelbe Sabl alg 6{ iibirt burdy d.

2. Die zur Proportion vereinigten Grifen heifien Glieder der
Proportion und werden der Reihe nady gezahlt. — Dad erfte und vierte
®lied beifien die dufieren, das gweite und dritte Glied die inneven
Glieder. — Die Glieder des erften BVerbdltniffes heifen die vordern,
bie Deg weiten die hinteren ®lieder. Dad erfte und dritte Glied
Deifien die Antecedenten, dad pweite und vierte die Gonfequenten.

3. Sede der vier 3u einer Proportion veveinigten Grofen ift durd)
die drei dibrigen beftimmt und Deifit die vierte Proportionale 3u
denfelben.

4, ©ind die fnmeven Glieder einer Proportion gleidy, o hetft die
Proportion eine ftetige, 1nd dasd gleiche Mittelglied heifst die mittleve
Proportionale ober dad geometrifdhe Mittel ausd den ungleichen
Gliedern. — Gin jeded ber ungleichen Glieder aber heit die dritfe
Proportionale gu den betden itbrigen.

128. Qebrfag, it dasd erfle Glied einer Proportion

guofer | -
{ gleidy } alg das giweite Glied, fo ift aud) dasd dritte Glied
fletner ¥ , :

grofer
3 aletdy } al8 das vierte Glied.
fleiner
Bew. Jft atb=c: dumda /b, fo iita:bZ 1umd ba[)er

aud) ¢ : lebI)ch



o

‘ | grofser
124. Rehriat. Jft das erfte Glied einer fproportiont g!eid)}

fleiner
grofier
ald bas dritte Glied, fo ift aud) das giveite Glied{ gleidh ; ald bas
flener
vierte Glied.
- Borausj. 1) &b ==¢1id
2) a7 e
Behaupt. Bl d
Bew. Sepen wivr a:b=-cfoift aud)c:d=-e (Vorausf, 1.)
Da nun { A o |
Cie=ed s
umd a/c

foit: eb/Zed (& § 1.)
b/ d (& § 6undl1l.)
125. Lehrfap, Stimmen zwei Proportionen in Ddrei
gletdyftelligen Gliedern fibevein, {o ftimmen jie aud) im vierten
itberein.

Bet. 3. b=tesd
PYTE R k-} Borausdfegung
c:d=c:k (& §.2)
d=k (. 124)

126. Lebrfat. Sind zwei Producte gleidh, fo find die
Factoren umgelehrt proportionivt. (Die Factoren ded einen Pro-
ducte bilben Dbie inmerem, bdie bded anbderen bdie duferen Glieder dev
Proportion). i
Borausf.  ab=cd
Behoupt, “a:c=d ;'b

Bew. ab = cd (Borausj.)
ch=cb
ab _cd (©.§.6.)
$h., o0
a d
i { 101 }
ober ayc=d:Db
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Jufas. In zwei gleiden Redteden verbhalten fid) die
Grundlinien umgefehrt wie die Hohen.
Sind b und h Grundlinie und Hobe ded einen Nedytected
by = by z s ot onderen . -
fo ift wenn , bX h=b, Xh .
i aud b:b =h :h
127. RQebrfats, In einer vidytigen Propovtion ift bas
Produet der inneven Glieder gleid) dem Produete der duferen
Glieder.

Boraus). Tac-hi=0¢ o d

~ Behaupt. b X ec=a X d :
Bew. Sepen wiv b X ec=a XKk, jo it nady 123

a:b=c:k
- Nady der BVoraudf. it a:b=c:d
fe—cad

128. Rebrfak. Aud einer vidtigen Proportion erhalt
man durdy Umfehr der inneren oder dufferen Glieder, jo wie
burdy die Umfehr der BWorder- und Hinferglieder wieder eine
ridtige Proportion.

Jfta:b=-c:d, foift nad 127 audy b.c=a.d, woraus
man nady 126 ableiten famn:

Diasc=Db=:d
2nd i hie=zcia
3)biras==d:ec

129. RQebrfas, In jeder ridhtigen Proportion verhalt
fidy die Summe und die Diffevens dev Vorderglieder zu einem
RBordergliede, wie die Summe und die Differens bet Hinterglieder
3um entfpredenbden Hintergliede,

LBoraudf, a: b =c:d

i =Eh¥ TicE
Behaupt. —-b o 5 :
Bew. Sept man a: b =c¢e, fo ift aud) ¢: d =e; nun ift:
; a__—iil’___‘i—_;—k_eil
b ¢ YRR
caldissbetig i
uimihon s =y S W
e L
& 4
oL e R 5
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Bufap. In jeder ridytigen Proportion verhdlt fich die Summe
und die Differeny der Vorberglieder ur Summe und Diffeveny der
Hinterglieder, wie ein Vorderglied jum entjprechenden Hintergliebe.

129a. Rebriak, In einer ridtigen Proportion verhilt fidh die
Summe der Vorderglieder gur Differens der BVorderglieder, wie bie
Summe der Hinterglieder gur Diffeveny der Hinterglieder.

LVoraudf. a:b=-c:d
Bebaupt. (@ Fb)y: (@ —b)=(+d): (c—d)
Bew. @+b):(c+d=D>b:d
(a—b):(c —d)=b: d}f.129.8uf.
@+b:c+d=@a=h:c—d{S%2
oder  (a-b):@—Db)=(ctd):(c—d) | f 128 1)
, b2
e e e (NG b , fo vereinigt man jammtlide Glieder in bdie 5uf am-=

Bem erfung Sind mehreve BVerhiltnifje einander g[etd)

mengefegte SJ)toportwu
R S e e e Tl G e e
in welder je jwei @Iteber bcx einen Seite gwei entfprecdyenden bder
anbderen Seite proportionivt find.
130. Rebriafs, In einer jujammengefepten Proportion ver
Halt fidy die Summe dev Borderglieder jur Summe der Hinter-
glieber, wie em%orberghebgubementfprec{)enben .@tntergltebe
Borausf. a,":a, S8z : . sale= DR e he Tl el b
a +dz+as+'~+an . n
PSS e e T BT T
Bew. Aud der BVorausfepung folgt:

Qe

8 ¢b =a,:b, ober 8, = —.h,
1
b
a
& :bo=8,:b =« az—B’i.bs
k
a
1;:‘);)=ak:bk z a;]':‘Bli.bg
- "
a
g b, skigmsiiel o el GRS RE
by

o+ ot ot o= b Fbdb+....+b)

k

oder & +a, 4+ a4 ...4a _ a
b,+b2+b3+...+bn“b_k

Paulfon, Planimetrie. b
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Cayp. VL
Die Form.

Die Form einer Figur hangt nidht von der abjoluten, jondern von
ber verhaltnipmafpigen Ordfe ihrer Glemente ab. — Die Formele-
mente find aljo Seitenverhaltniffe und Winfelverhaltniffe.

Wir nennen zwei Polygone abnlich, wenn fie in thren
Wintelverhaltniffen und Seitenverhdltnifjen fibereinftimmen.
— Das Beidhen fir die Aehnlidhteit ift: o.

131. Re¢hrias, OStimmen wei Polygone von gleider
Geitengabl in ihren Wintelverhaltnifjen dtberein, jo ftimmen
fie in thren Winfeln {elbit itbervein.

Bew. Der Sap grimbet fih davauf, dafs dbie Winfeljumme eined
Polygoned blof abhingig ift von der Angahl der Seiten (1. 45). —
Denn begeidynen wir die Wintel Ded einen Polygoned durch Ay As;
Ag; ... A,; bie ded zweiten von gleidher Seitengabl durdy B, ;- By; By;
... B, und ift bdie BVorausfepung A, : Ap: Ay:...: A, =B :B,:
B;:...B,; fo folgt aus 130:

A+AFA+ . A A A A

B+B,+B,+...+B. B B ' B,
DammA +A+A4..+A=8B+B4B+..+B.
= 2n—4) R (j. 45) ift, jo ift audy: :
: A, =B,; A, =B,;.. A, =B, (J. 123)
Die obige Definition veducirt fich alfo dabin:
132. ®efinition, Jwei Polygone von gleider Seitengahl
feifen ahnlidy, wenu jie in ihren Seitenverhiltniffen und

inihren Winfeln itbereinftimmen.

§ 1. Das Dreiect.

Die Glemente eine Drefectes find drei Seiten und drei Winfel;
wiv Bitten fomit als Fovmelemente bdrei Seitenverbiltnifje und brei
Winfel. — Durd) 3wei Seitenverhiliniffe eined Dreiectes ift aber audy
bad britte gegeben. Denn ift

1)%=-m
2)%::11
a m
3)‘0“—;1‘ -~
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Da nun audy durdy gwei Winfel eined Drefecfes ber bdritte gegeben ift,
jo Dleiben al8 formbeftimmenbe Elemente cined Drefedts wei Seitens
verhdltniffe und gwei Winfel dibrig.

Om mm die Abhangigteit der Form eines Drefectes von diefen
- Formelementen 3w evmitteln, miiffen wiv das Dreiect aus denfelben zu
conftrutren judjen. — Wi beginnen wieder mit den Winteln:

1. ®ie Form des Dreieckes durch jwei Winkel befrimmt.

3 dem Gndpuntte B ;g 65. Y
einer einfeitig begremsten Gera- £
ben BX [&ig. 65] confruiven
wiv den Winfel YBX gleidh /7
bemgegebenen Winkel B, nehmen =~ _~
auf BX ein beliebiges Stic BC E
ald die eine Seite™) x, und conftruiren tn dem Punfte C den Winfel
BCZ = bem jweiten gegebenen Winfel v. Ift nun / B4+ v << 2R,
fo fdyneiden fidy die Schentel BY und CZ in einem Punfte A und o8
ift ein DOreied BCA mit beftimmten Seitenverhiltniffen entftanden.

Wir haben nun nody nacdhzuweifen, dafy all die Dreiede BCA;
BC A BCyA, .., — weldje in gleicher Weife entftehen, wenn wiv fii
X, fucceffiv die Strede BC; B C;; BCy; ... auf B X nehmen, und
vor denen iwiv wiffew, bdaf fie in ihren Winfeln dibereinftimmen, —
" audy in ihren Seitenverhiltniffen itbereinftimmen. — Da nun die Linien
AC; A, G A, Co; Ay Cy; ... unter fidy pavallel find, fo baben wiv
alfo folgenbe ©ate gu erweifen:

133. Rehrfut, Die Sdyentel eined Winteld werden durd
Pavallellinten proporvtional gejdnitten; d. §. die Abjdnitte
bed einen ©denfeld verhalten {idy gu einanber wie die entjprechenden
Abjdymitte auf dem anderen Sdenfel. [Fig. 66.]

Loraus|. AB||GD
Bepaupt. EB: ED = EA : EC

Bew. Mifit man die Linie EB dburdy ED
wnd ieht duvdy die Thetlungdpuntte Linten pa-
vallel den gegebenen Parvallelen, fo witd (nad
121, Bujap) zugleidy EA durd)y EC gemeffen und wiv erbalten aljo —

G G

*)  Die ben Winkeln o, B, ¥ gegeniiberliegenden Seiten find Hier besie:
hungsiveije Xa, Xb, Xec beseichnet. — Durd) X wird dad Unbeftimmte der Linge,
durd) den Jnder bie Lage der Seiten bejeichnet.

h¥*
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wie bet 101 — zur VBeftimmung der Grengwerthe beider BVerbhdltnifje
diefelben Gletchungen, aljo audy diefelben Grengen fiiv beide Verbdltnifje,
daber find die BVerbaltniffe gleidh. (f. 100.)
Fig.66)EB =2 X ED+4 FB | EA =2 X EC 4 IA
ED=1XTFB+4+GD | EC=1X IA +KC
FB——?XGD—]—HB IA =2 X KC4 LA

B g—g <3 B }éﬁ 3 (Differens der Grengen: 3 —2=1)

2= %g <23 OF = %% =3 - < = 3_.21/2=1/2)
- _EB EA

22/3 D = 23/4 22./3 EC <2 /4 oA 2?/4—2?3:'/.12)

folglich EB:ED =EA:EC (. 100.)
Bufas. It 1) EB: ED = EA : EC, fo folgt aug 129:
(EB—ED): ED = (EA —EC): EC
, b.h. 2) DB:ED = CA : EC
alfo audy 3) EB: DB= EA : CA
Wie [affen fich die drei Broportionen in Worten audbdriiden?
134. RQebhrfats, Werben die Scdhentel eines Winteld diurd

Pavallellinien gefdnitten, jo verhalten jidy die Abjdynitte der
Sdyentel (vom Sdeitelpuntte aud genommen) wie die pavallelen

Sransdverfalen. [Fig. 67.] Fig. 67.
Lorvausf. AB||CD
Behoupt. EA:EC=AB:CD /

B
Bew. Man ziche CF || ED; fo ift Lo
EA:EC=AB:FB (133,3) f\lg(i

FB=CD (j. 72) o
EB:EC= AB:CD Heeion )

134a. Rebrfas, Sinbd ywei Strecten (AB und CD Fig. 67) parallel
und e liegt etn Punft (E) auf der Gerabden, die durch je einen Enbd-
puntt (A und C) diefer Streden fo gebt, dafs feine Abftande vor biefen
Gndpuntten fidh verhalten wie die pavallelen Strecden, fo Iieqt diefer
Puntt (E) audy mit ben beiden andeven Gudpuntten (B und D) i emeL
Geraden.
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Bew. Die Gerade BE mufs die Pavallele DC jedenfalld fdhneiden.
Hiefe diejer Sdneidepuntt Dy, jo wére:
EA:EC= AB: CD; (da ECA eine ®erade und CD || AB).
tach der Boraus).ift EA: EC=AB:CD
CD;=CD b. f). bie Gerade EB gebt durdy D.
135. Lebriat, Werden die Scdentel eined Wintels durd
gwei Gevade proportional gefdynitten, fo find die Geraden
parvallel. [Fig. 68.] :
Loraus]. AE:CE = BE :DE
Behaupt. AB||CD
Bew. Jft DC nidyt pavallel AB, o fonnte Fig. 68.
man dody durd) D eine Gevade pavallel AB ziehen;
8 fei diefe EF, fo wire nachy 133:
AE:FE=BE:DE
RNady der BVovausf. war AE: CE=BE:DE
FE = CE (J. 125)
alfo mufy der Puntt F auf C fallen, d. h. CD ijt || AB.
136. Lebrfas, Bwei Dreiede {ind ahnlidy, wenn fie in
swet Winteln fibeveinftimmen. [Fig. 69.]

Boraus|. { LA =00 A) %191369.

L 0 = L Cl \ l
Behaupt. ABC ~ A, B, C, A
A, C

Bew. Man made AC, = A, G
~ambd ziebe C: B, || CB
fo folgt: AC,: AC = AB, : AB (133.)
AC,: AC=.C;B,:CB (134) A
A\ AC,B;, ~ ACB

E

: AC, = A C,
min ift ANAGB, A CGB { LA= LA '
Z Cy=/ C;, weil beibe = C
AACB ~ACB (S.§ 1)
2 Die Form des Dveieckes durch cinen Winfel und ein
Seitenverhaltnifi beftimmt,
Laffen wiv jegt den einen Winfel fallen und nehmen ftatt deffen
ein Seitenverhiltnifs, fo find wet Falle u unterjdheiden:
a) Der Winfel wirh von den proportionirten Seiten eingejdhloffen.
[Fig. 70.]
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®Gegeben: Der Wintel o und % = n(=3/).

Gdneiven wiv vou dem einen Schenfel des
gegabenen Winfeld o ein beliebiged Stird AB als x, ab,
conftruiven jodaun (nady 122) x, =n . x.; (hier aljo
AD = 9%, AB), und {dyneiden bdiefe Linte vom dem weiten Schentel
ab, (mad)en aljo AC == AD); verbinden bdie Gndpunfte C und B, o
baben wiv in ACB ein der Form nach beftimmtes Dreted.

137 ertfag Bwei Dreiede jind ahnlich, wenn fie in
einem Winfel und in dem Werhalinifh der den Winfel ein-
fdhliependen Seiten itbeveinftimmen. [Fig. 71.]

LBovausf. 1) L A= /A
2) BjA : A, Ci=BA:AC
Bebaupt. A;B;C, ~ ABC
Bew. Man made AC, = A, C,

z = AB, = A By, jo folgt, wenn man die Werthe
in ber Bovausj. 2 fubftituirt:

AB,:AC, = BA : AC e :
B,C; || BC (f. 135) ; A<:%,
/A AB,C, ~ ABC (. 136)
e8 ift aber A\ AB,C, 2 A, B, C (f. 50) C;‘ ¢
A ABC, ~ ABC B
b) Der Wintel Itegt einer der proportionivten Seiten L ‘
gegenitber. [Fig. 72.] G
DOer Wintel A und dad Verhiltnil der Seiten ;‘« == (=19%)
ift gegeben. Wit {cdyneiden von dem einen Sden- Sig. 72, C
fel bes gegebenen Winfeld A ein beliebiges Stiict e
AB fiix x, ab; confteniven darnady x, = n . x, //' _,/

(AD = 5/5 AB) und {dlagen mit x, (= AD) o :
um B einen Kreid. Ift nun n > 1 fo ift x, > x, 1&4-—-—~!}*—/—1*L
(AD > AB), und e3 jdmeidet der RKreis den 2 AN
sweiten Schentel in einem Puntte C (f. 62,). — Verbinden wir den Punft
C mit B, fo baben wiv in ABC ein der Fovm nad) beftimmtes Dreied.
Durd ein Seitenverhaltnify und ben nidt eingefdloffenen
Winfel ift nur dann dag Dreied der Form nady beftimmt, wenn
ber Winfel der groferen proportionirten Seite gegenitber lfeJt.
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138. Rebrfas, Swet Dreiede jind dhnlidy, wenn jie in
cinem Seitenverbhaltnify und dem Winfel, weldyer der griferen
proportionivten Seite gegeniiber liegt, itbeveinftimmen. [Fig.73.]

Borausf. 1) L A= LA %i%?&
2 GBS AE = C;B, { Ay B;
3) CB> ABund C,B, > A,B,
Behaupt. /\ ABCi~v A B, C,

Bew. Man made AB, = A, B,

%

und 3iehe B,C, || BC
fU ift 1) .. A ABC o0 ABQCQ
2) LGB B = Csz . ABz,
RNady der Vovausdf. war CB: AB=C; B, : A, B,
S n C,B, = C;B, (oa AB, ='A,;B)) { {.125. }
4 A AB,C, 2A,B,C (. 63)
aug 1) und 4) folgt A\ ABC ~ A, B, C,

Anmerfung. Audy wenn der gleiche Winfel dev Ileineven propovtionivten
Seite gegeniiber liegt, find die Dreiecte dhnlich, fobald {ich nadjiweifen lafit, daf
der Wintel, tweldher dev siveiten propovtionivien Seite gegeniiber liegt, in beiden
Dreieden gleidhavtig ift. (BVergl, 61.)

3. Die Form dHed Dreiecfed durch 3iwei Seitenverhaltnifje
beftimmt,

Laffen wiv mun audy den weiten Winkel fallen und nehmen {tatt

deffen ein gweites Seitenverhaltnif. — Jft nun -};— == 1m; und ;3 =.q

gegeben, (3. B. m == %; n == 3,), jo nehmen wir o' g 74,
bie Seite x, beliebig (== AB) [Fig. 74] und con-
fteuiteniX, == m . x, (AD = 3/; AB); X, = 1. X,
(AE = %, AB). — Da8§ DOreied ift jept aus
dbrei Seiten zu conftruiven, alfo jedenfalld beftimmt,
wenn moglid. '
139. Lehrfap, Jwei Dreiede find dhnlidy, wenn jic in
swei Seitenverbdltniffen fibeveinftimmen. [Fig. 73.]
BVopausf. 1) AB: AC= A;B,: A, C
3) AB:BC=A,B, :B;(
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Bew. Man made ... AB, = A, B,
z - A G, = A, Gy, o folat, wenn man dieje Wex-
the in b, Borausf. 1 fubft. AB: AC=AB,:AC,
B,C, || BC (. 135)
2) AB:BC= ABZ:Bzcz
nady BVovausdf. 2 ift .. AB:BC = A,B,:B,(,
3) B,C, = B, C, (baAB; = A, B)) {f.]?b}
4) A AB,C, 2 AB,C; (j. 64)
aud 1) wnd 4) folgt: A\ ABC o~ A, B,C,

4. Anbang. 4
140. Rehriats, In dhuliden Dreieden ift dasd Verhaltnif
ihrer Grundlinten gleid dem BVerhaltniffe ihver Hohen. [Fig. 75.]
¥ig.75. B

Borausf. ABC oo A, B,
b und"b, bie Grundlinien, h und h, die Hiben.

- Bebaupt. b:b, =h:h,
Bew. b:b =a:a (BVoraus).)
hihy =aia {BDCooB,D,C, (j.136))
b:b,=h:h (& §. 2)

141. Rebrfafs, Fallt manin einem vedhtwintligen Dreiede
cine Novmale vom Sdeitel ded redhten Wintels auf bdie :
Hypotenufe, o wird dad gegebene Dreied in wei Dreiede
- gerlegt, die unter fid) und dem gangen dhnlidh jind. [Fig. 53.]

Boraudl. L/ ABC=1.R ‘ l? Big. 53.
BD | AC :
Behaupt. A\ ABD co A BCD ~ A ACB A- 153““”‘“'“0

Bew. ,/ ADB= / BDC (al8 Redyte)
£ ABD = / BCD (weil beide DBC u 1 R ergdngen
1) A ABD « A BCD (j. 136)
/ CAB = / BAD
/ CBA = / BDA (al8 Redyte) bt
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2) A ABC co ADB (j. 136)
Aus 1) folgt: AD : DB = DB:DC
= 2) =« AC:AB=AB:AD, d.}.

1. Bufag, In einem vedytwintligen Dreiede ift die
Normale, vom Scdyeitel dedvedyten Wintels auf die Hypotennfe
gefallt, die mittleve Proportionale zu den beiden Abfdynitten
ber Hypotenufe. (Vergl. 92.)

2. Jufas. In einem redtwinfligen Dreiede ift die
Kathete die mittlere Proportionale ju der Hypotenufe und
ber Projection der Kathete auf der Hypotenufe. (Bergl. 93.)-

142, Aufgabe, 3u drei gegebenen Streden die vierte
Proportionale ju conftruiven. [Fig. 76.]

Sorderung. a:b=c:x

€ojung.  Sind a, b, ¢ die gegebenen Streden, fo jdymeidet man

von den Schenfeln eined beliebigen Wintels

AB o 'n _ b——ma
AC =¥ ;
AD=c¢

ak, verbindet B mit D unbd zieht CE || BD, o ift:
AB:AC= AD:AE (j. 133)
Db a:b=c:AE (Bergl ©. 43. 1ibjt. 1.)
AR =X
143. Aufgabe. Ju zwei gegebenmen Linien die dritte
Propovtionale-gu conftruiven. [Fig. 76.] :
Sorberung. a:b="b:x
eojung.  Grgiebt fidh aus 142, wenn man ¢ = b fet, ober aud
140 3uf. 1 wnd 2. Hiernacdh macht man  [Fig. 77.]

2 Jig. 77.
L NEBLERA R 5

AB =g

AB=a » jdldgt iiber AB einen Halblreis,
AC | AB B trigt von A au b = AC, als
AC=bD Sebne ein, 3ieht C,D, | AB, jo ift
DC | CB e AB:AC = AC, : AD, (2 8uj.)
und verlingert BA bi8 D, jo ift: [ . h. a:b=1b: AD,
AB:AC=AC:AD (1. 8uf.) AD, =x

b.b.a:b=>0tAD
AD e x
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144. Aufgabe., Ju zwei gegebenen Linien die mittlere
Proportionale gu conftruiven.
Fotberung. a:x=x:b
2ijung. Da aud der Proportion a: x = x: b nad) 127 folgt:
x2==ab
fo ift dbie Aufgabe blof eine andeve Form der Aufy. 96 wnd aljo nach
diefer zu Idjen.
§ 2. Das Polygon.

145.  Qebrias, Swei Polygone von gleider Seitengzabl
find abnlich, wenn jie durd) Diagonalen — ausd entipredenden
Gde gezogen — in dhnlide Dreiede zerlegt werden. [Fig. 78]

Fig. 78.

1) A -‘AnAl A‘Z 0 BnBl B'l
J 2) A AnAzAg 0 BntBJ

Borausf.

l i 2) A An An~2A|;~] &) Ban—ZBu—l g
Behaupt. A;A,A;A, ... A, 0 B B,B;B,... B,
Wew, ) e =8B (%otau?;f)
4 ay = B (LVovausi. 1.)
Py AT { AL ==[3 (%omn@f 2.)
: : oy 4y = @1 + B2 ;
/ ay =D
n) . A e B laz—lh
i a e by

a +a+...+a.=b+bh4...4b
1)A, A :A A,=B,B,:B, B, (Borausj. 1)
IA, A B Ba=AL ALB VB ORI
24, A2:A2A3=Bl B,:ByB; ! Ay A3:B,B; = A, A,:B,B, (B.2)
: © | AA;:B, B, = A, A;:B,B,
n—l) A, A,, it A. A, .=B.B.,:B.;B._; (Borausj. n—2)
Mg I und II folgt: A, A;A; A, oo B,B,B; — B, (Bergl. 132)




Jufas, Regelmihige Polygone von gleider Seitenzahl
jind abnlid. ;

146. Lebriags, Aehnlide Polygonewerden durd Diago:
nalen — aud entjpredenden Gden gezogen — in a[;n[td)e
Dreiede gerlegt. [Fig. 78.]

A='B
I A A,,Al »NB"BI {f{nAl A xé—fB,,bl B B, }%Dlﬂu@f
/ Ay=B, (Borausf.)
_Z .y Z.B\ (aug I) . (137)
Day=§, & % 3) ¢
Al A2:Bl Bz=AnA2:BuB3 (ng I)
Al AH:BI Bz =A2A3:BzBa (%L‘t.)

2) A,A,:B.B,=A,A,;:B,B;
A, = / B, (Borausf.)
N- 2) A A An—lAn—-ﬁmB Bu—an—z{AA AL Au_l An_2_Ban_l
B, B._; (Borausi.)

Bujab, Ju jedem Punfte in der Glhene eined von wei ahnlichen
Polygonen qiebt ed einen homologen (gleidhliegenden) Punft in dem
anbdeven, fo bdafy diefe Punfte von den homologen Ecfen propovtionirte
Abftinde haben und die Edftvahlen mit je zwei Homologen Seiten
abnlidye DOreiecte bilden.

Bemerf. Um den homologen Punft 3u finden, verbindet man den
gegebenen Junft mit den Gndpuntten einer beliebigen Seite des Poly-
gones und conftruivt itber der entjprechenden Seite ded anberen Poly-
goned ein dem fo entftandenen Dretecte dbmliches Dreted. Der Sdheitel
viefes Dreiected ift ber homologe Puntt. .

IL A\ A,A,A,B,B,B,

147. Rebriats, Liegen 3iei dhn- B g, .- 5ig 79
lidhe Polygone fo, bafs 3wei Seiten gy ,
ded einen den homologen Seiten des /AI \
anbderen parvallel jind, fo fdneiden o5 /’0
jidy bie Gevaden, die durd) homologe

Gden gehen, in cinem Puntte. Diefer
Duntt beify der AehnlichFeitdpuntt der
Dolygone fiir diefe Lage.

Bew. Sind AB und AC jwei von
einer Gde audgehende Seiten bes etnen,
A B, und A G bdie entfpredienden bdes
anbderen Polygones, fo ift nad) dber Vorausfesung AB || A, B und AC [ | A;B,.
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Ift nun O ber Schneidepuntt der Gevaben A A, und BB, fo ift
b QA 0 A= ABs A B34
AC:A,C =AB: A B, (Borausf.) i
Folglich liegt (nach 134 a) bder Punft O in der Geraden CC,. —
©o geht man von Gde zu Gde weiter, denn find ywei Seiten eined
Polygones pavallel den homologen Seiten eined thm dbnlichen Polygones,
fo miffen wegen der Gleichheit der entfpredhenden QBmfeI alle homologen
Seiten einander pavallel jein.
§ 3. Gurdfenverhiltniffe an dbnlichen Polygosnen.
148, Rebrfats, Aebhulide Dreicde verbhalten fich wie die
Quabdrate homologer Seiten. [Fig. 75.]
LBoraugf. ABC oo A, B, (
Behaupt. ABC: A, B,C, = a’:a,%
Bew. ABG=1,"h'h [
A B, G o by by [ I 86'.
ABC:A;B/C, = Y, bh:1, b h (& F.6).
ABL bbb

_— h §
oder ABC W_Exh_l (J. 117 nm.)

e
P a[<f'140}

ABC a g 92
- IEG-aXg—a S8l

149. Rebrfas, Aebhnlide Polygone verhalten fidy wie die
Quabrate threr homologen Seiten. [Fig. 80.]

Bew. Sind A, Ay ... A, und B, B, ... B, die dbhnlidyen Poly-
gone, Ddie wiv vefpectiv mit P, und P, begeichuen, und zevlegen wiv fie
durdy Dtagonalen aud entjpredhenden Ecfen in Drefecte, die wir refpectiv
mit 8, und 3, begeidhynen wollen, — fo ift: A

ap?
3“ Olb=al bl _akz bkz Dber alﬂ bk2>< 6“)

05400y == 8y2+ b, 2=20,2th . 2

A\l

an:——;l_)-“z X 62\)
k

1 Fig. 80.
~ ~ 2 2 2 2 a‘k2 2
OMZ Oy = an u bn =Qax :bk“ i 8nu 1 '—b—i >< onb

. b

a2

ala+aza+--+6nn b 2><(°lb+azb+ +8nbb) 2



a + 62“ + l— au'\ ak2
i = A ] 0. b.
f 9 + 8 2b + + Onh bk: )
A
| Ty

150. febriats. Die Umfange dhnlider Polygone ver-
halten fidy wie ihre homologen Seiten.
Bew. Begeidymen wic bie,@eiteu der abnlichen Polygone mit

35 A5 . ...8, und by by; by; ... b,; die Umfange rejpectiv mit
U, und U.,, fo ift nad bex Loraudfesung :
o R sag = hiv s e s he D aht

a; +a2+a3+... —i—a,.dak
by + by + by b g/ 180
L e
il
150Db. Anfgabe. ©8 foll ein Polygon gegeichet werden, wel-
ched einem gegebenen Polygone gleidy, einem anderen gegebenen Polys
gone aber abnlidy ift.
Lifung. Sind A und B [Fig. 81] die gegebenen Polygone und
begeidhnen wiv dad gefucdhte Polygon mit X, fo ift
die Fovderung 1) X co B
2 X = A
%egetd)nen wir nun die eine Seite ded gefuchten Polygones, weldyes
einer beftimmten Seite a bdes Polygones B entfpricht, mit x, fo muf
nady 148, um bder evften Forberung 3u geniigen,
X:B=x%az2[ein;
panunnadyFord. 2).. X=A ift,

fo folgt: A:B=x2:a2
Lerwanbelt man die Polygone A G
und B in Quadrate, jo dafy A=y?;
B ==2z2 with, o 1ft:
y2:z% = x%:a2
alfo audh y:z=1x:a
b. h. x ift die vierte Propovtionale i a, y und z und fann alfo nady
142 conftenivt werden. — Hat man aber die eine Seite ded Polygones,
jo ift die Conftruction bded Polygonesd felbft, mit Vevitdfichtigung won
145, leidyt audgefithrt.
Snt beiftebender Figur ift GHI=A; GL=y; @DEF=B
= /\ CKF; FM = z; CD = a; CD,—x, D\E, || DE; E,F,
|| EF; CD,E, F, = X.




Dritter Abfdynitt.
Der Kreid in feinen BVegiehungen it Punften, Linien und Figuren.

Cayp. L
Der Breis und ein Punkt.

Yus dem bereitd unter 9 feftgeftellten Begrifie der Kreidlinie ent-
nehmen wiv in Vegug auf die Lage eined Punfted zur Kveidlinie obhne
weitered : A

151. Folgerung. it der Abftand eined Punfted vom

grifier ;
Mittelpuntte eines Kreifesd { gleic) } alg ber Madius, fo liegt

tletner
auferhalb :
per Punft { ouf - } per Kreidlinie. —
tunerhalb
152. Rebrias, Der Eleinfte und der grofte Abjtand
eined Punfted von der Peripherie eined Kreifes fibrt durd
den Mittelpunkt.
BVorausdj. A ift der gegebene Punft, M der Mittelpuntt, B und
C die Punfte auf der Perivherie, welde mit M und A in einer Gera=
pen liegen; X ein Deliebiger Puntt auf der Pevipberie.
1. Behaupt. AB<AX 2. Behaupt. AC>AX

1. Der Punft A liegt .au{;erf)a[[)

Bew. AB+-BM<AX+XM (. 3) Bew. AM+MX>AX (. 3)
BM=XM Jig. 82. A MX=MC

AB€AX(S.5.9) B/ AMAMC>AX (©.3.1)
Mg AM4+MC=AC
AC>AX(S.5.1)

-



2. Der Puntt A legt mnerf)aIB
Bew. MX<MA+AX (1«8) st m 83. Bew AM+MX>AX(S.3.1)

MX=MA-AB MX=MC(
MA-+AB<MA--AX (S.5.2) AM+MC>AX (8.5.1)
AM4MC=AC

AB <AX (&8.%.9)

AC=AX(S.5.1)

Cay. IL
Der Kreig und die gerade Linie.

§ 1. Der Kreid und eine gerade Linie.

Kommt jum Kreife eine Gevade hingu, fo jdneidet fie die Kveis-
linie entweder in wet Punften (60) und Heifit dann Secante, oder fie
bat mit ihr nur einen Punft gemein und ift eine Tangente am Kreije
(58). Das Ctiict, weldyes die Kreidlinie von einer Secante abjdneidet,
ift eine Sebhne. ©Geht die Sehne durd) den Mittelpuntt, jo Deifst fie
ein Durdymefjer

153. RLebrias. Der Radius, welder auf einer Sehne
normal fteht, balbirt die Sehne und bden zugehdrvigen
Bogen. [Fig. 84.] Fig. 84.

LBoraus]. MC | AB

J BD=AD
Behaupt: } Boq: BC=Bog. AC

Bew. Verbindet man die Eudpuntte der Sehne mit dem Mit:
telpuntte des RKreifes, fo ift:
MD=MD

AMDBXXMDA { MB=MA 63.

/MDB = /MDA

LE . BD=AD

2) / BMC =/ AMC ober Bog. BC=Bog. AC

154. Rehrfap, Die gerade Linie, welde den Halbivungs-
punft ber Sehne mit dem Mittelpuntte ded Kreifed verbindet,
ftebt normal auf der Sebne. [Fig. 84.]



80

Bew. It D der Halbivimgdpuntt der Sebhne AB, fo ftimmen
pie Dreiede MDA 1und MDB, weldje entftehen, wenn man bdiefen Hal-
birungdpunft D, fo wie die Gndpuntte A und B der Sehne mit dem
Mittelpuntte M verbindet, in 11)1en oret Seiten ithevein; find alfo
congruent, folglich ift aud

ZMPA="Z/MBE
b.). MD | AB

Jufas. Cine Gerade, welde im Halbivungdpuntte dex
Gebne normal yur Sehne ecvidytet wird, geht durdy den Mittel-
punft ded Kreifes.

155. Rebrfa, e grifer der Abftand einer Sebhne vom
Mittelpuntte ift, defto Fitrger ift die Sebhne. (Fig. 84.)
Bew. - Begeichnen wir die Sehne A B mit s, bie Normale MD mit
h und den Nadiud de§ Kveifed mit r, fo ift:
ADD = MAD — MDO (f. 99.)

e

§= l/ — h2 :
alfo’'s =27 r2—h?
Je grofier nmun h wird, defto fleiner wird r2 — h2; Dbefto fleiner ird
alfo audy s. — 3ft h = o, fo bat s feinen groften Werth = 2r (gleid
dem Durdymeffer). — It h =1, jo ift s == o.

Jufats. Gleiche Sehnen ftehen gleid) weit vom Mittel-
puntte ded Kreifed ab, die Fleinere aber ift weiter.

Oreht man eine Secante CD [Fig. 85] um Fig.85. C
einen threr Punfte (C), der aufserhalb ded Kveifes liegt,
fo bafs fie fich vom Mittelpuntte immer mebr und mehr
entfernt, jo wird bie Sebne (AB) nady dem Borigen
tmmer fiivger, . b. bie Durdhfdnittspuntte A und B
nibern fid) tmmer mebr und mebr und fallen endlidy —
wenn der Abftand der Secante vom Mittelpuntte ==
pem Radiud =r wird — in einem Puntte (E) 3u-
fammen: — Die Secante ift eine Tangente D D
geworden. — Da - hiethei ftet§ / MAB = / MBA, alfo aud
/ MAC= / MBD BIetBt jo mufs audy jliefliy , MEC= / MED
fetw, d. b.
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156. Lebrfap, Die Tangente fteht normal auf dem
Radius, der dburdy den Bevihramgdpuntt geht; nnd umgetehrt:
Gine Gerabde, die im Endpuntie eines Nadtud normal auf dem:
felben fteht, ift eine Tagente am Kreife. (BVergl. 58.)

§ 2. Der Kreid und jwei Gerade.
Kommt nody eine gweite Gerade hingw, fo faun fie ber evften
pavallel fein ober fie fdneidet die erfte. . .

A Rreid und jiei Pavallelinien.
157. Rebrfag. Bwijden jwei parallelen Secanten [tegeu
gleide Bogen. [Fig. 86.]
LBoraus. AB || CD
Bebaupt. Bog, AC = Bog. BD
Bew. Man ziehe ME | AB, fo ift aud)
ME | CD und e ift:
1) Bog. AE == Boyg. BE
2) Bog. CE = Bog. DE { (. 153.)

2 von 1 jubtrabirt: Bog. AC = Bog. BD

B, Sreid und jwei jich {hneidende Gevade.

Kommen gu einem Kreife 3ivei fich ehneidende Gerade Hingw, fo hat man
ihre Sage nad) ber Lage bded Scneidepuntted zu beurtheilen, und e find brei
&ille bentbar: Ter Scmeidepuntt fallt auf den Mittelpuntt, ev fallt auf die
Periphevie, ober drittend, ev fillt weber auf ben Mittelpunit nodh auf die Pevi-
pherie. Bivei fich jehneibende Gevade bilden ferner einen Winkel, defien Scheitel-
punit ber Scneidepunit ift. Liegt der Scheitel eines Winkeld im Mittelpuntte,
fo heift bev Winfel ein Centrimwintel, liegt der Scheitel auf der Peripherie,
ein Peripherviemintel _

L Der Scneidepuntt liegt im Mittelpuntte,

Falt ber Schneidepuntt dev Geraden mit dem Mittelpuntte Jufam-
men, jo ift der Winfel, den fie bilden, ein Centriwinfel, und wiv ent—
nehmen aud 14 u. f. unmittelbar den Sapy:

158. Folgerung, Der Centriwinfel hat den Bogen 31m~
fhen feinen Sdenteln jum Mafe.

II. Der Schneidepuntt liegt auf der Peripherie,

159. Rebrfat, Der Pevipheviewintel it halb fo grof,
alg der Gentriwinfel auf gleidem Bogen, oder der Peri-
pheriewinfel hat den halben Bogen jwifden feinen Shen-
felnt gum Mafe.

Pauljon, Planimetrie. * 6

Fig. 86.
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It ABC ber Peripheriemintel, AMC bder Gentriwinfel auf
gleihem Vogen und enthalt / ABC==x QBmfeIgrabe, ber zugeborige
Bogen AC=n Bogengrade, fo ift die
Behaupt. / ABC =1/, / AMC
ober X = o
Bew. 1. Fall. Der eine Schentel AB geht durcy den Mittel-
puntt.  [Fig. 87.] ‘
Man ziehe den Radiugd M C, jo ift:
/ ABC 4+ /£ BCM = / AMC (35, 3uf. 1) Fig. B7.
LN BC == £ BONLE5T)

2} ABC = / AMC (&.5. 1)

alip / ABC =1, / AMC \
/ AMC = no (f. 157)
A ABC = 1/2 no L_‘“/

oder'x = 1, n
2, Fall. Der Mittelpuntt liegt swijden den Schenteln. [Fig. 88.]
Man zieht den Durdymeffer BD und die Rabien MA und MC;
fo ift: ; :

Fig. 8.
B

1) /ABD=', /AMD o
2) /CBC=1, /CMD } 1. Fall.

1 2addirt. /ABC=1, / AMC

L A.B C - l/’2 no
ober Xx=1/,n

A\LJ)'

U3 Rl S Sﬁtttelpunft fiegt aufserhalb dev @d)enfel [Fig. 89.]

Man 3ieht wicder den Durcdymefjer BD und die Radien MA und
MC, fo ift:

Fig. 89.

1) /CBD=', /CMD
2) LABD:l/zéAMD} 1. Fall.

2von1 jubtrah... L ABC='/, /AMC
X0 ol

4. Fall. Der eine Schentel BC ift eine Tangente. [Fig. 90.]
Man 3iebt wieder den Durcdymeffer BD und den Radius MA, fo ift:
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1) /DBC="/, / DMB ({.156)
2) /DBA=1/, /DMA(1.Fall)
2von 1fubtr... / ABC=Y/, / AMB
/. ABC='/,n° (%og AB=n°)
ober x=1/,n

1. Buja.  Peripheviewinfel auf gleihem Bogen find gleid).
2. Bufab. Der Pervipheriewintel im DHalbreife ift ein Redyter.

IIL ®er @cf)netbepunft liegt innerhalb oder augerhalb
de8 Kreifes,

160. Lebriat, Der Wintel, den 3wei {id) fdneidbenbe
Wi : ; Gumme
Secanten bilben, hat 3um Mafe die halbe {SDiﬁereng} b
swifden den Sdenteln liegenden Bogen, wenn der }Durdy
innerhall }

fhnittgpuntt {uf; B ded Rreifes liegt.

Bew. Sind A, B, C, D bie Durchjdynittdpuntte der Secanten
mit der Kvetdlinie, ift E der Durdjdnittdpuntt der Secanten unter
fidy, aund enthilt der BVogen AD = m?°; der Bogen BC =n°, fo

ift: [Fig. 91.]
‘ 51 S ) wenn E innerhalb bed Krei-
1.. Bepaupt. / AED =1/, (m +n)?; { fe8 liegt. %ig. olr
Bew. Jieht man die Sehne AC, jo ift: :
1) / AED=/ACD+ £BAC (35,8uf.1)
2) / ACD -—'/21110)
3) /BAC=1n°}
aud 2 und 3 in 1 jubftituitt: / AED ==/, m°4- 1/, n°= 1/, (m~-n)°
wenn E aufierhalb ded Kvei-
2. Behaupt. / AED ="M —m° | 53 fioat  [Fig. 92.]
‘&ig.EQZ

Bew. Man 3ieht wiederum die Sebne AC, fo ift:
1) / AED == /ACD — / EAC(35, Suf 1)
2) / ACD=",m°
3) / BAC=1,m° { #)

aud 211.31.1ubjt. / AED==1/, (m — n)°
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161. Rebrfas, Sdneiden fidy gwei Secanten inner-
halb oder aufierbhalb eined Kreijes, fo findb die beiden
Redtede aus den Abjdynitten je einer Secante gletd,
ober wad daffelbe ift: bdie Abjdynitte find umgefehrt propor-
tional. (Fig. 91 und 93.]

Sdynetven fidy die Secanten in E umd werden von der Kreislinie
in den Punften A, B, C, D gefdhnitten, jo ift die Fig. 93.

Behaupt. AEX EB=DE X EC .
odert AE:EC=DE:EB
/ AEC= /DEB
/ EAC= / EDB (159 3uf. 1.)
A AECcDEB (j. 136).
: AE:EC=DE:EB
alfo audy AEXEB=DE X EC

Jufats, Sieht man burd) einen Puntt in der Ebene
eines Kreijed eine Secante, fo hat das Product ausd den
SJIde)nttten ber Gecante (Sebne), awifhen dem Punfte und der
Kreislinie, eine conftante Grdfe, und beifit die Pofeny des
Punites in Beziehung auf jenen Krets.

Bemerfung, Dreht man die Secante ED [Fig. 93] mm den
aufierbalb des Kreifes fallenden Durdhfchnittsyuntt B, bis fie eine Tangente
witd, fo fallen die Durdyjchnittdpuntte Cund D in einem Punite F ju-
fammen, und g ift EC = ED = EF geworden. @ubftituiven tir aber
EF ftatt EC und ED in die obige Proportion, fo erbalten wiv:

< AE:EF=EF:EB b. b

162. Folgerung, Die Tangente ift die mittlere Proportionale

31t der Secante und threm oberen Abfdhynitte. Jig. 94. E

Der fpecielle Beweis fiiv diefen Sap ergiebt fich
aud dem allgemeinen (fiix 161), mwenn man {tatt dev
Budhftabes C und D den Bucdbftaben F fet. Fig. 93
gebt damn dber in Fig. 94.

Cayp. IIL
Bwei Kreife.
§ 1. Gegenjeitige Rage yweier Kreife.

Die Lage sweier Kreife ju einander ift abhangig vou dem Ubjtande ihrev
Mittelpunite im Berhiiltniffe jur Swmme und Diffevens der Rabdien. Gine Gerade,
bie burcd) bie Mittelpunite jweier Kreife geht, Heiht Centvallinie; infonberfeit
beipt Centrale ber Abftand der Mittelpunite,
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163. Rehrfap, It die Centrale grofer ald die Summe
Der Nabdienzweier Kreife, foliegen dieKreife gang and einander,
Bew. Begeidmnen wiv die Mittelpunfte der Kreife mit M und
m; dbie Rabdien rejpective mit R und r, und ed jdyneide der Kreid um
m bdie Gentrallinie fn den Puntten A amd B, jo ift: [Fig. 95.]
Mm >R 41 (Borausf.) Fig. 95.
mA=r g

AM—mA>R @ § 9) glliome i b
JAm — mAl-= MA U
MA>R (©. % 1) -

Der Punft A liegt aljo nad) 151 auferhalb der Kreidlinie um M.
Da nun nady 152 unter allen Puntten auf der Peripherie um m bder
Puntt A den feinften Abftand von M hat, jo liegen um fo mebr bdie
fibrigen Punfte der Peripherie um m aufferhalb der Kreidlinie um M,
. b. die Kretfe liegen gang aué einanbder.

164. Lebrfas. Jft die Centrale gleih der Summe dex
Rabien, fo beriibren {id) die Kreife und der BVerithrungspunkt
liegt auf der Centrallinie. [Fia. 95.]

Bew. Mm =R -4 r (Borausf.)
mA=r
Mm—mA=R & §. 4)
Mm — mA = MA
MA=R (©. § 2)

Nacy 151 liegt alfo jept der Punft A auf der Peripherie um M,
und da gugleidy (mady 152), unter den Punften auf der Peripherie um
m, Der Punft A ben - Fleinften Abftand von M bat, fo liegen alle itbrie
gen Puntte der Kreidlinie um m auferhalb der um M. Beide Kreid-
© linten haben alfo nur den einmen Puntt A gemein, d. h. fie berithren
fich und bev Berithrungdpunft (A) liegt auf der Centrallinie.

165. RQebrfat, It die Centrale Fleiner ald die Summe
und audy Fleiner al8 die Diffevens der Nabdien, fo liegen die
Kreife gang in einander, [Fig. 95.]

Bew. 1. Bovausf. Mm<<R+41r | 2. BVoraud). Mm <R —r

=M

mA=r mB=r .
Mm —mA <R (&.3.9) Mm + mB < (&.%.8)
Mm — mA = MA Mm -+ mB = MB

MA <R (&.§.1) MB <R



Aus der erften Vovausjepung folgt alfo (mit Vevitdfidytigung von
151), bdafi Der Punft A inwevbhalb, aud dber zweiten, dah audy B
innerhalb Dder Kreislinie und M liegen mufj. Da nun (nady 152)
unter allen Punften auf der Kreidlinie um m der Puntt B ben grofiten
Abftand von M bat, fo mufy der gange Kveid wm m innerhalb dev
Kreiglinie um M fallen.

166. Lebriats, Ift die Centrale Fleiner ald die Summe,
aber gleidh Der Differeng bder Rabdienm, fo beriihren jid) die
Kreife von inmen und der Beriihrungspunft liegt auf dev
Gentrallinte. [Fig. 95.]

Bew. Da die erfte BVovausdfesung diefelbe ift wie unter 165, fo
ift aud) die Folge diefelbe: Dev Punft A filt audy biev fnnerhalb der
Keeiglinie um M.

, 2. BVorausd]. Mm = R—r
mB=r

Mm+mB=R &. & 3)

Mm-+4+mB = MB

MB=R &.§ 2)

NAud der 2. Vovausfepung Jolgt aljo, daf der Punft B auf die
Kreidlinie um M fallt (§. 151). — Da aber-B unter allen Puntten der
Keeidlinie um m den groften Abftand von M hat, fo liegen alle iibrigen
Puntte innerhalb der Krveislinie um M, b. h. die Kreislinien haben muv
ven einen Punft B gemein, welder auf der Centrallinie liegt.

167. Rebrfass, Jft die Centrale fleiner ald die Summe,
aber grdfier ald die Differeny der Nabdien, jo jdhneiden fich die Kveis-
linten.  (Fig. 95.)

Bew. us der erften Vovausjepung folgt wiederum, dafs dex
Punft A tnunerbalb der Kveidlinie um M fallen muf.

2, Boraudj. Mm < R—r
mB =r
Mm-+mB>R (©.%.8.)
Mm -+ mB = MB
MB>R (&.§.1)
“IMit Berirdfidhtigung von 152 folgt hier aud der pweiten BVorauss
fepung, dafp der Punft B auferhald der Kveislinie um M fallen muf. —

Da mun A innerhalb, B auferhalb der Kreidlinie um M [quf jo
miiffer fidy die Kreife {dhneiden.
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Anm. Dap svei Rreidlinien fich in jtvei Puntten johneiden, unb daf diefe
Punite nach entgegengefester Seite dex @enttammen liegen, ift bereitd unter 12 gejeigt.

§ 2. SKeeife, %unfte und Geraden.

168. Rehriag. Alle Gerabden, welde durd) die Endpuntte
gleidliegend pavalleler Radien gweier Kreife gehen, treffen
bie Centrallinien in dig. 96.
demfelben Puntte.

Bew. Jft AC||BD
und jdyneidet die Gerabe CD
bie Centrallinie in O, fo ift:

OB:0A=BD:AC(134)
alfo aud) OB: OA=BE: AF

Jft nun BE || AF fo
~ liegen (nach 134 3uf.) bdie
Punfte F, E, O in einer
®eraden.

169. ®efinition. Der Punft, inweldem die Centrallinie
sweier Kreife von einer Gevaben gefdnitten wird, die durd
die Gndpunfte von jwei pavallelen Radien gezogen ift, heiht
per Wehnlichfeitspuntt bHeider Kreife. — Liegen die parallelen
Radien auf einerlei Seite der Centrallinie, fo beftimmt die durdy ibre
- Gndpunfte geogene Gerade den dufieren Aehnlidyfeitdpuntt, liegen fie
nady verfdiebener Seite der Centrallinie, jo geht die gebad)te Gerade
purdy den inneven Aehnlichfeitdpuntt.

Folgerung, Die Abftande eined Qlebnltrbfettépunfteé
von ben Mittelpunften der Kreije verhalten fid) wie die”
Radien diefer Kreife. ®

170. Rebrfas., ieht man durdy den Aehnlidyfeitdpuntt
sweier Kreife eine Secante, fo find die Radien juden Sdhneide-
punften der Secante und der Kreidlinie paarweife pavallel

Bew. It (Fig. 96) O der Aehnlichteitspuntt, find F, Fy, E, E; die
Sdynetdepuntte einer durdy O gehenden Secante, o ift (nady 138 Anm):

/\ OAF oo OBE besgleihen OAF, co OBE,
benn die Dretefe haben bden Winfel O gemein, ferner ift OA: 0B =
AF:BE; ebenjo OA : OB = AF, : BE, und bdie infel bei F und E,
ebenfo bie bei F, und E, find gleichartig.
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1. Zufat. Die gemeinfame Tangente zweier RKreife
geht duvd) den Aehnlidhfeitdpuntt, und umgefebrt: Sieht man
vour efnem augerf)alb eined Kreifes [fegenden Aehnlid-
feitspunft eine Tangente an den einen Kreis, fo ift diefe
sugletd) Tangente an dem anberven Kreije. —

2. Bufap. Bevithren {id) jwet Kreife von auﬁen, fo ift
ber Bevithrungdpuntt der innere Aehulidfeitsyuntt; be-
vithren fie fid) von innem, fo ift der Bevithrungspuntt der
Gubere Aebnlidfeitspuntt. In beiden Fillen fteht die gemein-
fame Tangente novmal jur Centrallinie. —

171.  Rebrfas, Jjt die Differen der Duabdrate der Abftinbde
eined Puntted von awei feften Punften conftant, fo it der Ort bes
Punttes eine Gerade, die auf dev durd) die feften Punite beftimmten
Geraden normal fteht. —

Bew Sind M und N die feften Puntte [Fig.

Fig. 97,
97] und XY | MN, fo ift fiir jeden Punft O diefer X
Normalen: |0
OM? = 0A>4 MA2 Al
ON2= QA2 NA? Y
- OM? — ON2 =M A2 —N A2 = Sonjtans. w:
Anmerfung. Jit bie Confiante =c? gegeben, jo
tapt i) der Puntt (A), in weldhem dev Ort die BVerbindungs-
linie der feften Punite jdhneidet, (alfo auch “dev Ot fe[bft) Y

Leidht burcf) Conftruction beftimmen:
(MA? — NA2=¢?
(MA--NA) (MA—NA)=¢?
MA 4+ NA=MN
MN.(MA—NA)=¢?

¢2

obey MA — NA_MN
MA+NA——MN

s 2
durch Addition: 2 MA = LTcﬁ +MN

Bei bev Conftvuction twendet man erft 119, dann 143 an

172, Rebrfa, Der Orvt eined Punftesd, der in %egte
bung auf zwei Kreife gleiche Potengen bhat, ift eine
Gevade. — Diefe Gerade Dheift Potenzlinie, Chordale. (aud)
Rabdical-Adyje) der beiden Kveife,
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Bew. Simd M und N
die Mittelpuntte yweier Kreife,
perven Rabdien vefpective r-und-
p; und ift O ein Punft, fin
weldhenr OA X 0= 0C X 0D
ift, fo 3iebe man nody die Se-
canten OS und OQ durch die
SKreidmittelpunfte und ed ift
nuns

OA X O0B==0LXO0S
0CXOD=0PX 0Q

OLX08=0PX0Q
ober (OM —r) X (OM +1) = (ON = p) (ON—I—Q,‘ -
b.h OM2—r2=0N2—p2 & j, KR Y
OM? — ON2 = r2? — p2 = Eouftans.
golglicy ift nadhy 171 der Ort bed Spunfteé O eine Gerade, die
auf MN normal fteht. —
1. Bufa. Die Chordale zweier Kreife fteht auf der
Gentrallinie der Kreife normal ]
2. Bufas. Scdhneiden jidh wei Kreislinien, fo geht
ihre Gbhordale durdy ihre beiden Sdneidepuntte.
3. Bufas. Vervithren fid) ywei Kreife, foift thre gemein-
fame Tangente gugleidhy ihre Chordale.
4. Zufas. Werdben zwei Kreidlinien von einer dritten gefdynitten,
fo ift ber Scneidepuntt ber beiden Secanten, bie durd) bdie SDurd)
fdnittdpuntte je eined der beiden Kreife mit dem bdritten geben, ein
Punft der Chordalen beider Kreife.

Anm. Mit Hiilfe dbiefed Saked ift e8 leicht, fiiv ywei Kueidlinien, die feinen
Puntt gemein haben, die Chordale ju conftruiven.

Gayp. IV.
freeid und BVieleer.

Sind die Seiten eined Bieledkd fimmtlicy Sebhnen, o Yeifit dad Vieledt
ein Sehnenbieled. Die Cden cined Sehnenvicleded liegen auf der Peripherie,
unbd daber heift dbad Bielet dem RKreife eingefdhrieben, der Kreid dem BViel-
ede umjdhrieben. Sind bdie Seiten eined Bieleded fmmilich Tangenten, fo
eifit ¢8 ein Tangentenvieled, und ift dem Kreife umfjdrieben, fuifrend der
Rreid ihm eingejdhriehen ift.
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173. Lehrfag. Ginem 1eben Dreiede [aft fih ein
Kreis umfdhreiben.

Bemw. ©oll der Kreis durcdy die Gcfen
A und B geben, fo mufy fein Mittelpuntt in der
Normalen liegen, welde die Seite AB halbivt
(. 154, 3uf.); foll Der Kreid durcy die Gefen
B und C geben, fo mufy jein Mittelpuntt in der A<= A
Novmalen liegen, welche die Seite BC halbivt. Da nun jeder %m’fel
eined Dretected << 2 R ift, o miiffen fich die beiden Novmalen fdhneiden
(. I. Nebft. 1), umd fie jdhneiden fich nur in einem Puntte (0), welder
aljo der Mittelpunft der eingigen bdurd) die drei Gefen bdes Dreiedes
gebenden Kreidlinie ift. (BVergl 68.)

Bufap. Der Kreid ift durdy drei Punfte, die nidht in gerader
Linte liegen, beftimmt. —

174. Lebriats, Einem jeden Dreiede [Afit jidh) ein Kreis
einfdreiben. —
5 Bew. 68 ift beveits unter 67 bewiefen, daf der Schneidepuntt

der winfelbalbivenden Trandverfalen von den drei Seiten gleidhe Abftinde

bat. Diefer Puntt ift daber der Mittelpuntt ded dem Dreiedte einge-
fdyriebenen Krveijes, da etne Kretdlinte, mit einer der Novmalen ald
Radiug gefdlagen, durd) die brei Fufpunfte der Novmalen geht und
(nady 156) die Seiten ald8 Tangenten hat. —

175. ertfag JIn einem dem Kreife eingefdyriebenen
Bierede ergdngen fidh die gegemiiberliegenden %tnfcl 3u
ywei Redyten. [Fig. 99.]

- Bew. Jft ABCD ein Sebhnenvieved, fo hat der Winfel ABC
(- 159) Den halben Bogen ADC, der Winfel ADC den halben Bogen
ABC zum Mafe; die Summe ber gegenitberliegenden Winfel ABC
und ADC bat aljo bie halbe Pevipherie sum Mafe, d. b. fie ift gleid
et Redyten.

176. Rebrfas, In einem dem Krveife eingefdyriebenen
Bierede ift dad Nedyted ausd den Diagonalen gleidy der
Gumme Dder beiben Redytede au@ den gegenitberliegenden
Seiten.

3t ABCD [Fig. 99] ein Sehnenvieved, find AC und BD bdie
Diagonalen, o ift -

bie Behaupt, ACX BD =BC X AD 4 AB X CD -

Fig. 34.
B
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Bew. Mant madse / CBE = LABD |
X /y=x gemacht

Fig. 99. fD t'ft 1) ACBE ~N ADBA{ LZF—-‘U (159181371)} 136.
CB:CE=DB:DA aljo :

1. CE XDB=CB X DA
' / ABE = /DBC
2) AABE ~ ADBC { /=W

AB:AE=DB:DC
- I AEXDB = ABXDC
L. IL addirt (CE - AE) X DB=CB X DA 4+ ABX DC

.. ACXDB=DBXDA4+ABXDC

177. RQebrfas, Ginem jeden vegelmifigen BVielede (At
fidy ein Kreis ume und einjdreiben, b h. es ift zugleid
Sebnen= und Tangentenvieled.

Bew. It ABCD... N [Fig. 100] ein regelmdpiges Polygon,
fo fann man gunddft (nacdy 173) den Mittelyuntt eined Kreifed finden,
der durdy dret auf efnander folgende Gefen, A, B und C gebt. Bevbindet
man nun den Puntt M mit den Ecen ded Polygones, fo ift:

A\ AMB 22 ACMB (64)

LYyl
bh Ly=1 /ABC
D il ot A1
/z="1,/ ABC
/ ABC = /BCD
Zz="/ /BCD
b.h /L z= Zu
: ] CB=CD
ABMC X ADMC{ Lz=/Zu } 50,
MC=MC
MD=MC=MB

b. b, ber Kreid, der durcy bie drei Gfen ABC gebt, geht audy durdy
“die folgende vierte Ecde D ded rvegelmdfiigen Polygond. — Da nun dev
SKreid durd) die drei B, C, D gebt, fo folgt in gleider Weife, daf er
audy dburdy die folgende Gde E gebt u. f. f. — Kurz, wiv exhalten den
Sdluf: Der Kreis, welder durd) drei auf einander folgende
Gdeneined vegelmifigen Polygonsd geht, geht zugleid durdh
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alle Gden. Da nun aber (nady 173) durdh drei auf einanbder folgenbe
Gdpuntte ftetd ein RKreid moglich ift, fo folgt weiter: Jedem regel-
mifigen Polygone [aht fid) ein Kreid umidreiben

Da biernad) das Polygon ABC... N ein Sehnenvieled ift, fo miiffen
bie @eiten deffelben vom Mittelpuntte M ald gleidhe Sebuen gleidy
entfernt fein; . b. die Normalen von M auf die Seiten gefallt find
unter fich gleid). Gin Kreid alfo, der um M mit der einen Novmalen
ald Radiug gefchlagen wird, beriihrt alle Seiten des Polygones, woraus
folgt: Jedem vegelmd figen Polygone [Afit fid) audy ein Kreis
einfdretben und der Mittelpuntt des umjdriebenen ift aud
der Mittelpuntt des eingefdyriebenen Kreifes.

. Gayp. V.
Anfgaben 3nm vievten Abfdyuitte.

- 178. Aufgabe, Zu einer gegebenen Kreislinie oder einem Kreid-
bogen den Mittelpuntt ju finden. , 3
- Lofung. Man Dalbivt wet beliebige Sehnen durdy Normale;
ber Scmetdepuntt diefer Novmalen ift der verlangte Mittelpuntt (f.
154, 3uf.).
- 179, Aufgabe, Durd) einen gegebenen Puntt eine Tane.
gente an den Kreid ju ziehen.
L. all. Der gegebene Punft A lteat auf der Peripherie: [Fig. 101.]
Léfung. Man verbindet den gegebenen Punft A mit dem Mit-
telpuntte M Des RKreifes unbd zieht durd) A die inie XY | MA.

2. Fall. Dev gegebene Punft A liegt auferhalb ded Kreifes.

[&ig. 102.] ,
5Jung. Man verbindet - g, 102,

ben gegebenen Punft A mit dig. 101,
vem Mittelpunfte M ded Krei- v
fes, fdyldgt iiber M A al8 Durdh-
meffex einen Halblreid und 3ieht
~ von A burcy den Durchichnitts-
puntt B beider Kreiglinien die
Cinte AX, fo ift Ddiefe eine x
Tangente am Kreife; denn ver=
- bindet man B mit M, o ift £/ MBA =1 R. (159, 3uf. 2.)

Anm, Bon einem Puntte auferhalb ded Kreifes fann man jwei Tangenten
an den Kreid iehen, und diefe find gleich lang. b

A
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180. Aufgabe, Meber einer gegebenen Strede foll ein
Kretdabjdnitt befdhrieben werben, welder einen gegebenen
Wintel als Peripheriewinfel fakt. — [Fig. 103.]

Lofung. Da bdie gegebene Strede Sig. 108,

AB eine ©elhne ded Kreifed fein foll, fo
mufy dev Mittelpuntt ded Kreifes in der
PNormalen CX liegen, die man in Der
Mitte (C) ber Sebne zur Sehne ervidhtet
(}. 154, Buj.). Conftruivt man am Gnd-
puntte (A) bder -gegebenen Geraden bden
Winfel BAD gleidy dem gegebenen Wintel
a, fo mufi (. 159, Fl. 4) AD eine Tan-
gente Ded Kreifes werden, alfo muf der Mittelpuntt audy in Dder zu
AD in A ervidteten Novmalen liegen (. 156). Der Durchjchnittdpuntt
M beider Novmalen tjt daher der Mittelpuntt ded gefdliten Kreifes.

181. Aufgabe. An zwei gegebene Kreife die gemein-
famen Tangenten ju 3iehen:

£ofung. Man conftruive gu beiden Kreifen bie Aehnlidhfeits-
punfte und dann nad) 179 vom Uehnlidyfeitdpuntte eine Tangente an
ben einen Kreid (vergl. 170, uj. 1 und 2). — Liegen die Kreife ausd
einanber, fo giebt e8 eine {unere und eine dufeve gemeinfame Tangente.

182. Aufgabe. E8§ find wei Kreife gegeben; man foll
die Punfte beftimmen, von welden gleid) lange %angenteu
an beide Kreife gegogen werden fonnen. :

ofung. Man conftruivk (mad) 172, Buf. 1 bis 4) ie Ghordale
au beiden Sveifen. — Jeder Pumft der Chordalen, welder auferbalb,
der SKreife liegt, genfigt der Forderung.

 183. Aufgabe, €8s foll eine begrengte gerade Linie burd
den {. g. goldenen Sdnitt ftetig getheilt werden, d. b. jo, dap
der grofiere Abjdhnitt die mittlere Proportionale zu der gangen
Linie und dem fleineven Abfdinitte ift.

1) Analytijhe Lofung. St a die gegebene Linie, x ber ge:
fudyte grof;ere Abjdmitt derfelben, jo ift nady der Forberung:

a:xXx=x:(—Xx)

x2=2a2 — ax (]. 127)
ax = ax abdirt

x"-'—{—axaaz‘
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SIE T
x? 4 ax + (—;)2 & a4 (g):, davausd die Wurzel gezogen:

B 30 2 ay®
X1 a® (5)
a . '-
§ § fubtmf)nt

2, “*‘(2)'"

Gonftenivt man mm dad rvedytwintlige Dreied ABC [&ig. 104.]
- mit den Katbeten a und 2, fo it die Hypotenufe

AC = l/a2 +(3) g9

Sdyneidet man von diefer Hypotenufe dad
it CD_—_g ab, fo ift der Meft AD =

]/az A (g)z_~; = X. — Gdyneidet man Ry

ferner vou der gegebenen Linie a dag Stid AE == AD ab, fo ift
diefelbe in E ftetig getbeilt. :

2) Synthetifde Lojung. [Fig. 1041 In dem Endpuntte B
per gegebenen Linte AB ervidhtet man dag Loth BC = 1/, AB, f{dligt
um Dden Punft C mit dem Nadiugd CB einen Kreid, " zteht von dem
“ pweiten Endpuntte A aud duvdy den Mittelpmtt C die Secante AF und
johlagt endlich mit dem Gufseren Abjdynitte AD ald Radiud einen Kreid;
diefer {dyneidet die Linte AB in E, und ber golbene Schmitt ift gejdyehen:

Bew. 'AF : AB = AB': AD (]. 162)

AB: (AF — AB)=AD: (AB—AD) (. 129.)
AF —AB=AD= AE (ba DF = AB)
AB— AD=EB
AB: AE = AE:EB
~ 184. Aufgabe, 8 foll einem Kreife ein vegelmdfiges
Dreied, Sedsed.... 3 X 2" G emqe,fd)ttef)en werben,
Lojung.  Trdgt man den Radiud ale ©elne in den Kreid und
verbindet die Endpuntte (A und B) Lmq 105.] mit dem mtttelpun‘ﬂe

Jq.;,-_... e ..'J;s ,_‘ = .'"-:M p&&{ ‘l'«': A w7
[

W Bt ¥
i P
P IV
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(M), jo ift bad entftandene Dreiect (AM B) gleidbfeitiy,
aljo audy gletdwintlig, und folglidy ber Winfel (A M B)
am Mittelpunft = 2/; R, d. h. der 6te Theil von einem
Gompleten. — ©8 laft fidy aljo der Nadius feddmal
als @ehne in ben Kreid tvagen und e8 entfteht eine
gejhloffene  Figur, ein regelmdifiges Sebhmen-
fedy8ed. WVerbindet man aufeinanderfolgend zwei Gt
puntte ded Sechsectes durd) Diagonalen (AE, EC, CA),
jo entfteht ein regelmifiges Sehnendreied (AEC).  Halbivt man
aber bdie Bogen (AF, FE, ED ...) iiber den Seiten des Sedysectes
unbd verbindet die Halbivungspuntte mit den Gcpuntten ded Sedhsectes,
fo erhilt man ein vegelmdifiges Sehnenzwilfed. In gleider Weife
exhalt man, burd) Halbiven der Bogen, aus dem Swdlfed ein %terunb-
soangiged . .

185. Qlufgabe. Ginvegelmafiges Bieved, Adpted...4.2"Cd
in den Kveid gu befdhreiben.

Lofung. Der Winfel am Mittelpuntte eines Sebuenvievedes ift
ber 4te Theil von einem Gompleten, aljo efn Nedpter. — Jieht man
baber awei fenfredyte Qurd)meﬁex und ‘verbindet die Endpuntte berfelben
durdy Sebnen, fo erhilt man ein vegelmifiiged Sehuenvieved. — Durd
foutgefepte Dalbirung der ugehidrigen Bogen "erhilt man neue regel
mifige Polygone jedesmal von der doppelten Seitenzahl.

186. Aufgabe, Cin vegelmdifiges Fiinfed, Sehned ..
5.2" G in den Kveid gu befdhyreiben [Fig. 106.]

ojung.  Theilt man den Nadiug duvdy den goldenen Schnitt,
fo ift ber guifiere Abjdhmitt die Seite ded dem Kreife eingejdhriebenen
regelmdfigen Behnectes,

Bew. Ift AM: MB = MB:BA und triigt  Sig. 106.
man MB = AC al§ @ebne in den Kreid, verbindet
C mit M und B, fo ift:

A ACB oo A AMC
1) La—/{i
b OB = A G a=BM 2

MA:AC=AC: AB
/ MAC= / CAB

Da /\ AMC gleidbichentlig, jo ift
audy ACB gleichjdyentlig.
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aug 11umd 2 folgt L/ ACM =28 Damm / MAC = / MCA,
foift audy / MAC =28
ferner ift L AMC =18

L ACM 4 / MAC + / AMC =58
/ ACM+ 7/ MAC 4 /' AMC=2R

‘Dl 2R
10B=4R
Da nun der Centriwinfel AMC 10mal herum getragen einen com-
pleten Wintel giebt, fo [aft fidy audy der groﬁete Abjdynitt MB deg
Radiug 10mal als Sehue eintragen und giebt eine gefdhloffene Figur,
ein regelmifiges Sehnenzehned.
Wie man aus bem Zehnede ein 5 G, 20@d, 406 . .. gu bilden
babe, ift aus bem Borhergehenden flar.
187. Aufgabe. Cinvegelmifiges %ﬁnfaebne&,@reif;igecf

.15.2°Gd in einen Kreid 3u befdreiben.

Eofung. Subtrabivt man vom Centriwintel des Sedsectes == 2/, R
ben Gentriwinfel bes Behneded = 2/, R, fo erhlt man (24 — 24) R
= 5 R ="/ vom Cumpleten, alfo ben Centriwintel des vegelmafigen
Cehnenfiinfzehneded; die dem Wintel gegenitberliegende Sehne ift die
Seite deffelben.

- Bemerfung. Diefe Polygone find bie einzigen regelmifigen
Polygone, weldje fidy auf elementarem Wege aud dem Radiug conftruiren
laffen. — Bieht man durdy die Ccfpuntte eines regelmifiigen Sehuen-
vielecdted Tangentenr, fo bilben bdiefe ein regelmapiges Eangentenme[ecf
von g[eté[)er @eitenzall,




Vievter Abfdynitt,

Grofenverhiltnifie an vegelmifigen Bielecten und die
Sireidmefjung.

Cayp. L

Abhangigkeit der Grife regelmifiger Polygone vou den Radien
det cin- und umfhricbenen Kreife.

188. Rebrfap, Diellmfdange regelmifiiger Polygone von
gleidher Geitengahl verhalten fidy wie die Nabien der ein-
und umjdyriebenen Kreife, die Fladen aber wie die Quarbdrate
diefer Nabien.

©ind ABCD...N unbA;B,C,D;...N, Fig. 107.
[&tg. 107.] gwei regelmdfige Polygone von A=
gleidyer Seitengahl, und begeidynen wir thre Flachen
refpective mit T und I, ihre Umfinge mit U
und U,, ihre Seiten mits und s,, die Nabdien
der umfchriebenen Kreife mit R aund R, bdie
Radien bder eingejdyriebenen Kreife mit r und
1,3 fo ift:

1. Bebaupt. U: Up=R R, s=rlom

Bei. Jiehen wiv von den Mittelpuntten
M und M, aud bie Nabien der eingefdyriebenen
Kreife MO | AB; M, 0, | A,B,; ferner die
Radten MA, MB, M, A, M, B, ber umjdrichenen SKreife, fo ift:

/ MAB = / M,A,B, | A8 Halften gleicher
AAMB oo AAMB, / MBA = / M;B,A,| Dolygonmintel.

AB:A]BI =AM:A]M|
b.b l)S:Sl =R:Ii|

X CAM.O 4/ MAO = / M;A, O, :
A e / MOA =/ MOA, (=1R)

MA:M,A, = MO: M, 0,
D. b. 2) R:R, ==r:r; ba nun nady 145 Zuj. und 150
3) U:U, =s:sy, fo folgt aud 1 und 2
U:U; =R:R] =11 b

Paulfon, Planimetrie, 7

-
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2. Behaupt. I:1, = R2:R,2 =r2:1,2
Bew. I'T; =82:82 (. 149)
aud 1 und 2 folgt s2:5,2 = R2: R, 2 = r2:1,2
I:T, =R2:R,2=r2:71,2
189. Rehriat, Cin regelmdpiges Polygon ift halb fo
grop als das Nedyted (oder gleidy bem halben Producte) aus
feinemUmfangeund dem Nadius des eingefdyriebenen Kretfes.
Bebaupt., I= 1, ur
Bew. Jiebt man vom Mittelpuntte nach allen Gen hin gerade
Linien; fo theilen diefe das Polygon in jo viele unter fich congritente
Dretede, al8 dag Polygon Seiten bat. Nimmt man nun die Seite ded
Polhgoned alg Srundlinie eines jolden Dreiedes, jo ift der Radius des
eingefdyriebenen Kreifes feine Hibe, aljo der Snbalt
: A ="r.s (. 86)
Hat dag Polygon nun n Seiten, o ift jeine Flidye
Li=1'13 18 in
da aber ns = u
fo folgt I= " ru
Bujap. Der Inbalt eines regelmifigen Polygones ift gleidy bem
balben Producte aus den Mafzablen feines Umfanges und dem Radins des
eingefdyriebenen Kreifes, bezogen auf die Fladyeneinbeit. (Vergl. 104 3uf.1).

Cayp. IL

Ausmeffung des Kreifes.

Der Kreeid ift durh feinen Radiug vollfommen beftimmt, — Trofdem Hat
fid) die Conftruction eine8 Quadrvated aud dem Radius, defjen Flidje gleid) der
Sreidfliiche ift, oder die fogen. Quadratur des Jivkeld, ald unmiglich eviwiefen, und
fvir werben und daher mit einer anndhernden Beredhnung des Kreidinhalted begniigen
miiffen.  Bedenten fwir nun, daf ein vegelmafiged Bielect ficy immer mebr dem RKreife
nibert, je mehr Seiten fwir demjelben geben, daf fein Snbalt aber {tetd gleidy dem
halben Producte aus den Mafzahlen feined Umfanges und ved Rabdiud bes ibm
eingejhriebenen RKreifed ift, fo mwerden wiv sunidft auf den Saf gefiihrt:

190. Rebrias, Der Kreis tft gleid) dem halben Producte
(Medytede) aus jeinem Nmfange und jeinem Radius.

Befdyreiben wir um und in den Kreis regelmdfiige Bielecte von
gleidher Seitengabl und begeichnen :

bie Blame Deg Sitjed’s U8 W07 HHE RS S i

die Peripherie . st e oA PRSI, - 5 L

Do Mabing < ..o h L oAl R

"
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bie Flade bed bem Kreife umid)ueBenen regelmapigen n Gcfed mit I,

ben Umfang , A A y o U
die Jlade , J emgeid)mebenen e y P
den Umfang , L " v Ug

pen Nadiud ded dem eingefdyrieh. n(&cfe emqefd)mebenen Rveifedloes v
fo ift:

Bebaupt. I.=4U..R Fig. 108.

Bew. ©8ift (nady 189) 1) L="4U,.R
2) in= ]/2 un'R‘
%emel ift B e i Hfre i

]/2U||R>Ik>1/zu 1(8.3.1)
Nady Sap 6 tft aber U, > U > u,

IL AU, R> "L UR > Y, uyr (ba audy R>r) (&. §. 10)

LVerdoppeln wir nun fortlaufend die Seitenzabl der Sebnen- unbd
Tangentenvielede, o wird U, immer fleiner, u, tmmer grofer, e§ bleibt
aber ftetd U, > U, und u, << U, — Sndem {fidhy biernacdh) U, und
u, fortwihrend ndabern, wird audy die Differeny LU, R — 'pu,r immer
fleiner und fleiner (denm auch r wadjt fortwalrend, bleibt aber immer
<< R) und nabert fich unendlich der Null. — Dabet bebalten aber alle
obigen Gleichungen, a(fo audy die Gleichungen I und II ihre Geltung.
Folglich ift:

Ik = 1, U, R (f. 100)

Um baber den Jnbalt ded Kreifed durd) NRedmung zu finden,
braudyen wir blofy nody die Mafizabhl der Pevipherie, oder dbad BVerhalt-
nify der Peripherie jum Radiugd au beftimmen. Diefe Aufgabe (bie
fogen. Nectification der Kreidlinie) ift aber eben fo wenig divect moglidh,
ald die Duabratur ded Jirfeld, da die Kretdlinte, ald eine ftetig gefriimmte
Linte, fidh nidht unmittelbar durd) eine gv. Linie meffen lifit. — Be-
weifen wir gunddyft, dbaf dad Verhdltnify der Peripherie eined RKretfes
aum Radiug in ber That ein conftanted ift, und judyen dann eine Formel
fiiv die anniberndbe Vevedymung bdiefed Verhdltniffes u evmitteln.

191.  Qehrfag. Die Peripberieen zweier Kreife vers
halten fich wie ihre RNabien. [Fig. 109.]

Bejdyreiben wiv einem jeden dev beiden RKreife regelmifsige Poly-
gone von gleicher eitengabl ein und um, und bebhalten bdie Begeidy-
mumgéweife unter 190 bei, indem wiv die Vudyftaben fitr ben gweiten
Kreid durdy angebingte Stridie unterfdheiden, fo ift:

7*
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Bepaupt. U, : U, = R:R' obet U,:R = TU.:R

SR U, = UPEN U 6) U',,>‘Uk>u‘n
‘ e, L D, uy
{5 Y T n IL T i 11

Bermehren wiv mun die Seitengahl der Sehnen- und Tangentenviel:
ecfe duvdy fortlaufende BVerdoppelung, fo nihern fich thre Nmfange fort-
L amb Mo ol e
R R B,
mebr und mebr dber Null, wibhrend bdie obigen Gleichungen ftets ihre

ol SLELYUOTR, VIENLY e
\ R‘

:
wihrend, und e8 ndbern fid) audy die Differenzen % -

Geltung bebhalten. Da nun hierbet {tets 1T R und 5
W

(188), fo ift > =

192. Rebriag. Die Fladen der Kreife verhalten fid
wie die Quabdrate threr Radien. [Fig.'109.]

U‘k
T (. 100).

Da (mady 190) L=, U.R
Ilk =1/, Ulk H

fo it 14 = U.R - UARY
mn ift U: Uk = R:R' (] 191)
: R:R' =R:R
2) UiR: U\ R'=R2: R2 (&.§.5u. 117)
aud 1 und 2 folgt I, :I=R2:R"

Hig. 109,

193, Aufgabe. Das Verhaltnifh der Peripherie eines
Kreifes yum Durdymefjer oder die fogen Ludolph’ide Fabl
— welde durd) « begeidhnet wird — 3u beftimmen.

Lhjung.  Konnen wir ausd einem regelmdfsigen nGde ein 2 nGed
von gleihem Umfange conftruiven, fo fonnen wiv audy Fovmeln ableiten,
nad) weldhen wiv aud den in Zablen gegebenen Radien des nGces bdie
Rabdien fiiv dad 2 n Gk bevedynen fonnen. G8 ift aber der Nadiud ded
bem 2nGEd umjduiebenen Kreifed fleiner, der Nadius des ihm einge-
{dyriebenen Kreifes grofer ald der - de8 n Gdes von gleidjem Nmfange;
fegt man bdaber die Verdoppeluny der Seitenzabhl, bet conftant bleiben-
bem Nmfange, tmmer weiter fort: fo miiffen fidy die beiden Rabdien
immer melr und mehr ansgleichen und endlichy bis auf eine beftimmte
Anzahl Decimalitellen ibereinftimmen. — Ift aber der Rabius de eintm
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regelmdfiigen Polygone eingefdiriebenen Kreifes gleich dem Rabiug des
ihm umfdyriebenen Kreifes geworden, fo miiffen audy beibe Kreisperis
pherieen gufammengefallen, dag ywifdhenliegende Polygon felbft muf ein
Kreid geworden fein.

Konnen wiv alfo die Verwanbdlung eined regelmfigen Polygons in
ein anbdered von gleidhem Umfange und dev dopyelten Geitengahl ausfith-
ven, fo brauchen wic nur von einem der regelmdfigen Polygone ausit=
geben, be wir nachy Abjynitt IV Cap. V aud dem Radius conftruiven und
von welden wir alfo fowohl den Umfang, al audy die Nadien tn Sahlen
auddriifen Fdnnen, um die Sablen = bis auf feve gewiinjdyte Angzah!
Decimalftellen genauw durdy Redyming au erhalten. — It nun AB bdie
©eite eined regelmdifiigen nGeted [Fig. 110.], £ AMB, bex suaeborige
Gentriwinfel, fo mufy bie Seite bes 2n Ecfes von gleichem Umfange
offenbar bie Hdlfte von AB fein. Bugleidy muf aber audy der auges
hovige Centriwinfel die Halfte vom L AMB fein, und wix miiffen
baber die Hilfte der Linie AB in eine foldhe Lage zum Mittelpunite
M bringen, bafy thre Gudpunite von demfelben gleiche Gnifernung haben
und Dder sugehirige Centriminfel = 1, AMB witd. — Sdhlagen wir
gu dem Jwede mit dem Radiud AM (= MB) einen SKreis, balbiven
ben Wintel AMB burdh den Radiug MC, ziehen bdie Sehnen A C und
BC, fallen ME | AC, MF | BC und verbinden endlidy E mit F,

fo ift: Fig. 110,
1) EM = FM (155, 8uf.) ’
LEMC =Y, /KM | . .o
ZFMC =, /BMC [ 1%

2) /EMF = v, / AMB (. §. 3)

CE:CA = CF:CB ) ®a CE = 1,CA
Z/ECF=/ACB ) md CF=1,CB

ACEF ACAB'{

EF:AB = CE:CA
ba nun CE = 1, CA (. 153)
3) EF = 1/, AB

@8 ijt alfo bie Linie EF die Seite ded 2nGcfed von glefchem Um-
fange mit dem nGce in der ridhtigen Lage jum Mittelpunfte, o dafs
EM bder Radiug ved ihm umijdyiebenen, GM der Radius ded ihm ein-
gefdyriebenen Kreifes ift. Wiv haben nur nody die Abbangigfeit diefer
Radien von den Radien (AM und DM) des nGifed 3u beftimmen,
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Begeidynen wiv die Mafizahl des Nabdius MA durd) r

" AT " ] " MD P
v Pl " " " ME nin T8
v " ” ] M G v f' 1

fo ift:
MG =MD 4 DG
DG=GC (ba /\ CEG ~ CAD und CE = EA)
MG =MD + GC (. 8. 1)
GC=CM — GM
MG =MD 4 CM — GM . §. 1)

b. [) Pl=9+r—pl
Pi==-pp-additt—

2Pl =P+1‘

ptr

2

alfo 17 p; =

8 ift ferner /\ AME EMG ) L AME= / EMG (. 153).
s i i / MEA = / MGE (=1R)
AM:ME = ME:MG

Dby rin =10
1‘1""=I'.p|

aljo IL ry =V r.p,

Mit Hiilfe der beiden Formeln I und IT fonnen wiv nun leicht
und einfad) die Nabdien fiir dad 2n G aus den Radien des n Gfes
beredhnen.

®eben wir 3. B. von einem Quadrate (ABCD) aus und nehmen
ben Radiug (MB [Fig. 111] des demfelben eingejdhrichenen Kreifed alg

Mafeinbeit, jo ift die Mafzabhl diefed Radius L ober

MB
1) pom 1
Ferner ift MA2 = ME? 4 AE'Z = 2.ME2 (da ME = EA)
" MA:? i Fig. 111.
MEz P N
T ]
a“D m == V2 if
b.h 2) r=712=141421 c %

Hievaud erhalten wiv bte Radien fite baé AchtecE von gleichem
Nmfange, namlid o
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ek, 1+ 12,41421 —1,20710
r, =)/ 1,41421 X 1,20710 = 1,30655
©epen wir nun dad Adbted ald bad nEd, fo daf feine Nadien r
und p find, fo erhaltew wiv in gleidher Weife qusd den obigen Formeln
oie Madien fiiv dad Sechdzehmed w. f. f., wie fie in der folgenden Tafel
vergeichnet find.

G, P r

4 | 1,00000 | 1,41421
8 | 1,20711 | 1,30656
¢, 16 | 1,25683 | 1,28146-
32 | 126915 | 1,27533
64 | 127224 | 1,27378
128 | 1,27301 | 1,27339
256 | 1,27320 | 1,27330
512 | 127325 | 1,27327
1024 | 1,27326 | 127326

Gin regelmadpiged Polygon von 1024 Gden ift alfo fo wenig von
einem Kreife verfdhieden, dafs der RNadiud ded ihm umjdyriebenen Kretfed
nidht um Viooooo Grofer ift ald Der ded eingejdyriebenen Kreifes. Da
nun der NUmfang ded Quabdrated 8mal o lang ift ald der Radiug bes
eingefdyriebenen Kreifes, diefer Nabdiud aber bei der obigen Ableitung al8
Ginbeit gefept wurde, und der Umfang conftant blieb, jo ift audy die
Mafzahl dbed Nmfanges vom 1024 G = 8. — Man fann daber fagen :
‘die Mafzahl der Pevipherie des Kreifed ift = 8, beffen Rabdiug bie
Mafszabl 1,27326 hat. — Folglidy ift

Uy 8
el - o 3¢ 1,27326 = 3,14156
weldye 3abl dad Verhdltnify dev Pervipherie zum Durdymeffer auf Jebhn-
taufendftel genau angiebt (die lepte Stelle ift feblerhaft); eine Genauige
feit, bie meift hinveidhend ift. — Der genaneve Werth ift:
7 = 3,1415926.

Fiie die Vevedmung ded Kreifed merfen wir und jept nody bdie

beiben Formeln:

HDU=2=nR
2) Ik = ,/2 Uk.R'=7TR2.

e O OFFO DO
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Cayp. L
Geometrifhe Redyenanfaaben.
§ 1. Dasd redhtwinklige :Dteiect aud e 3wei Glementen it beredhnen.

1. Aufgabe, Die Katheten eined rvedytwintligen Dretected find
gegeben; es follen bie itbrigen Glemente und dev Inbalt beredjnet werden.

Yufljung. ©8 fei a die Hypotenufe, b und ¢ feien die Ka-
“theten, p bdie Projection ber Kathete b, q die %)rolectwn der Kathete
¢, i der JInbalt und h bdie Hiobhe, jo ift:

Da=) 1+ (99 2) i= 1 be (. 104 3uj. 3)

i="1b¢ ap =b? (j. 93)
i = l/2 a,h : b2 b2
1y ah = 1/, be 4) p~—_—‘/m
be be 02 el
3)h = —="hStieri—= 5 O e e
) a b+ 9 Vb4 -
%eiipie[ b = 9,36™ 1) a=12,038" 7 oam
o= 757" }gegebcn 9) i = 35,4280" 4) p=7,278

3) h=15,886" 5) q=4,760"
2. Aufgabe, Die Hyyotenuje (a = 13,45") und die eine Ka-
thete (b = 7,28") find gegeben; 8 follen die fibvigen Elemente unb der
Jnbalt bevedyinet werden.
Auflojung.
De=} a?—b=]) (@a+Db) (a—b) = 11,3095"
2)i=1be="b.})/@+Dh) (a—h) = 41,16650"

2
3) p == '9— = 3,9404"

2 ___o
4)(1__0___ ab (a+b)(a -b)

= 0,5096™
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3. Aufgabe. Die Hypotenufe (@ = 27,57") und die Hihe
(h == 9,84™) {ind gegeben; es follen bie itbrigen Glemente und der Jn-
balt berechnet werben.

Auflofung. bc=ah 8) i =1, ah = 135,6470"
2 2 S
L e & pes = 0E g 4ym
b2+ 2bc 4 ¢ =a24 2ah i
b2 —2bc 4 c2=a?— 2ah e AR
a

b+c=1"a(a+ 2h) = 36,093

b—c=1] a(a—2h)=14,749

yeb =D a1

2) ¢ = 10,672"

4. Aufgabe, Die Hypotenufe (a = 25%) und bdie Drojection
ber einen Kathete (p == 7,8™) find gegeben; es follen die bvigen Gle-
mente und der Inbalt bevedynet werdben.

Aufldfung. 1) b=}/ ap = 13,9642"

2 d=a—p=172"

3) ¢ =} aq = 20,7364"

4) h=1p.q=11587

5) i =Y, ah = 144,78430"

5. Aufgabe, Die Hypotemufe (a = 25™) unbd der Jnbalt (i =
1000™) find gegeben; e8 follen bdie itbrigen Glemente beredynet werden.

Auflofung. 1) h = %‘i_l = §m

Hievmit ift die Lofung auf die der Aufgabe 3 suriicfgefitbrt; man

findet :
2)ih =28 5078%
3) ¢ = 85078™
4) p = 22,1046™
5) q = 2,8954"

Anmertung. Die Aufgabe ift nur [636ar, wenn a nicht fleiner al8 2. VT
gegeben ift.

6. Aufgabe, Die Projectionen beider Katheten auf dev Hypo-
tenufe find gegeben (p = 0,97™; q==2,05"); e8 follen die iibrigen
Glemente und ber Inbalt beredynet werden.

Auflbfung. 1) a=p+4q=302~

Hiermit ift de Aufgabe auf die Aufgabe 4 veducivt, und man
findet barnacy: : 4
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2) h=1,4101"
3) b=1,7116"
4) c=2,4882"
5) i==2,12930™
7. Aufgabe. Die eine Kathete (b =15,112") und der Inhalt
@ == 294,070™) find gegeben; e follen die itbrigen Elemente bevechnet
werden. _
Auflofung. Aud der Gleidhung i="/bc findet man 1) c=12-1')—l

==38,9197, womit bie Aufgabe auf die evfte Aufgabe veducivt ift, und
man findet davnady:

2) a=41,75" 4) q = 36,28"

3) p==bAl" 5) h = 14,087™

8. Anufgabe. Die Hohe (h=10") und der Jnhalt (i==1000"
eines rechttvinfligen Drefectes find gegeben; ed follen die iibrigen Ele-
mente berechnet werben.

Aufldjung. Aus der Gleidung i==1/,ah findet man 1) a = —Q—B—l
==20™, womit bte Aufgabe auf die dritte Aufgabe reducivt ift; ober
man bevecynet p aug der Gleichung: h* =p (a — p), und evhilt:

2) p=10" 4) b=10)"2 = 14,1421"
3) q=10" 5) ¢==10]/2 = 14,1421"

a b ; c I h
l
o3 ] = 3

8,602524 5,000000 7,000000 ‘ 4,068667
4,658324 4,091453 | 3,074085

6,200000 |

q
5,696134
2,700000

i E p ?
17,500000 | 2,906190 |
9,529663 |  3,500000 |

§ 2. Bevechnung des {dhiefwinfligen, gleichfchentligen und gleichfeitigen
Dreieded und ded Trapeses.
9. Aufgabe, Dic bdrei Seiten eines Drefectes find gegeben
(a=42,7™; b=23884"; c=27,9™); e foll der Jnbalt (i) defelben
bevedynet werden.

Auftofung. Rad 105t i =, (5 —a)(5— b)(3—c)
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ﬂiexed)nunq ;;ggi %-—a=11,8 A3 =1,73640
e=279 |8 A3 —a=107188

510,92 D16 N & b—1,20683
B) Thegiieg. )

S b | g o=26,6 | AT 0= LA

A 1==5,43999:2=2,71999
i=524_800" "

10.  Aufgabe. Bou einem gleidhidyentligen Dreiecte ift gegeben
bie Bafid (h=11,75") und die Hihe (h==7,92"): ¢8 foll ber Sdyentel
(a) und der Inbalt beredynet werbden.

Aufldjung. D 'a=]"h24 (b2 (.99 2) i=1"b.h
~ Berednung.
h2=62,727 Na=1, /\112__*_(%)2:0,99393
(2) —34,516 1) a= 9,813

h2 - (15’)2= 97,243

AD = 1,07004
Ah = 0,80873

Ab4 Ah=1,96877
A 2 = 0,30103

A= 1,66774
2).i =146,5310"
11 Anfgabe. Vo einem gleidfeitigen Dretede ift die Seite
(s ==25,5") gegeben; e8 foll der Inbalt (i) bevechnet werben.
Aufldjung. Nad) dem Pythagordijchen Lebrase ift:
h2 == g2 — 1/, §2 = 3/, g2
he=1;8)/ 3 o
i=lp8. 08 3==1,5213
Bervednung: A 0,25 = 0,39794 — 1
2. A8 2,81308
' A3 = 0,23856
A i = 2,44958
i = 281 570"

2 >< /\h=] 79746
2 >< /\2 =1,563805




12. Aufgabe, Wie lang ift die Seite (s) eined gleidfeitigen
Dretecfes, deffen Inbhalt (i = 250™) gegeben ift?
Aufldjung. Aud der obigen @!eidyung i=1,821/3 folgt:

i P '
V3 l/_

13. Aufgabe. ©8 foll der Inbalt eined Pavalleltrapezed aus
feinen vier Seiten’ berechnet werben.

Auflofung. Begeidymen wir die parallelen Seiten mit p und q,
bie Gonvergenten mit a wund b und- ziehen (Fig. 1) die Gerade BE | |
AC, fo finden wiv fitv die Hobe ded Dreteces EBD (welde zugleich
pie Hobe ded Pavalleltrapezed ift) aud 105.

1y e ﬁl_c Vs.(s—2a).(s—2b).(s—2¢c)

—— == 7 5984™ o

Da nun dad Trapey durch die Diagonale in ywei Dreiece erfallt,
beven Jnbalte durc) ', ph und ', qh ausgedriidt find, o finden
wir fiiv den JInbalt (i) ded Trapeses:

2)i=" (p+q.h

@ubftxtmrt man jept aud 1 den Werth fiiv h, indemt man Fugleidy

c=p — q fept, tn die Gleidung 2, fo ift:

1
= (P+aq. 5 @L $(s—2a)(s —2b)[s==2.(p— q)] oder

=i'i—§‘i-l/§- GG -)G=r-a)

Beilpielop == 367" e 270 6% ud o811 hEs == 9 85 aieht
i = 304,120"

§ 3. Berednung. der regelmagigen Polygone und ded Kreifes.

14. Aufgabe, Die Seite (S) eined dem Kreife eingejdhriebenen
n Eded und der Nadiud bed Kreifed find gegeben; ef foll die Seite (s)
ped demfelben Kreife eingejdyriebenen 2n Ectes beredynet werben.

Aufldfung. 8 fei AB=75 bdie Seite bes ecingejdjricbenen
n Eds (Fig. 2), b MC | AB, jo ift AC =5 bie Seite ded einge-
febriebenen 2 n Gctd, MC == r ber Nabdiud ded Kreifes, und wir erhalten:

AC?=DC X EC (f. 93) ober s2=2 . EC

ferner ift : EC=MC—~ME=MC — }/MA?—AR?=r—]/ 12 — ¥/, S*

§2 =2r.(1—[/r2 —~ v, 8%
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amseagn[ 12 vl /4= on 3] G5 (575
R s (Y ey

15. Aufgabe, Die Seite (s) eines dem Keetfe eingefdyricbenen
2n@des und der Nadius des Kreifes find gegeben; es foll die Seite (S)
bes bemfelben Kreife eingefdyrichenen nGces beredynet werden.

Aufldfung. Unter 14 erhielten wir die Gleidhung:

$?=21r (r — )/ 2=, 89,
weldye wir hier blof in S aufsuldfen haben:
g2

Vrr— ‘/4‘8—2--——-1'——2—~r

S4
PR i D¥an ¥2 g2 L e
/{ 7 ‘ +4rz

S‘l

B/IRAE o2l B 9 ¢

/4 41_2
41282 — §¢ g2

SZ=T—*=I‘_2(4I'2—52)

S=§V(2r+ 5. @r=73
16. Aufgabe. 3 foll die Seite eines dem Keeife eingefdyrie-
benen regelméfigen Finfedes aus den Seiten bdes bemfelben Kreife ein-
gefdyriebenen regelmdpigen Sedhsectes wnd Sebnedes beftimmt werden.
Auflofung. Bezeidynet f bdie Fiinfectdjeite, z die Jebnedtsjeite
und r bie SedySectsieite, fo ift nady der vorleten Gleidhung in der wor-
bergebenben NAufgabe:
41222 — 2zt 7% (412 — 2?)
e = r2 sy 12
Nacy 186ift aber: r:z =z:(r — z)
2),22 =12— 17

3) f2 = (thre12) (4:22__ Mt ™ {durdy Subft. aug2 inl}

B 2=t —2) Br+2) { burdh) Bereinfacdung aus 3 )
5) f2 =812 —2rz—z2=r242(12—1rz) — 2

f2 =124 222 — 22 { bmdy Gubftitution aus 2 in 3 }
=22
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17. Aufgabe. Die Seite und bden Inbalt eined regelmafigen
Dreieced aud dem Nadiud ded umjdyriebenen Kreifed zu bevedhnen.
Nufléfung. [Fig. 3.1 8 fei bie Seite AB ded gleidfeitigen
Dreieded ABC ==, der Rabiud MA ded umjdyriebenen Kreifed =r,
fo ift, ba dad Dreied AMD gleidhjeitiq ift, AE = ', r}/3 (. 11),
ud da AB = 2 X AE, fo ift
1) S=r.)/ 3% =1,7320508 X r
Und da nachy ufg. 11 der Inbalt iy = 1/, S2 /3 ift, fo erbalten wir
2) iy =3,12.1 8 = 1,2990381 X r?
18. Aufgabe, Die Seite und den Inbalt eined vegelmafigen
Dieredes aus dem Rabdius des umfdyrichenen Kreifes zu bevedynen.
NAuflojung. [Jig.4.] It ABCD dad rvegelmafige Bieved (Nua-
brat), AC umd BD bdie Diagonalen, die fidy im Mittelpuntte O jdhnei-
ben, fo it / BOA=1R undb AO = BO =r, alfo:
AB? = A02 - BO? oder 82 = 2.r? folglich

1)S=r.})2
und da AB? audy jugleich der JInbalt i, ded Vieveded ABCD 1ft
fo it 2 iy =2 .r2

19. Aufgabe, Die Seite und den Inhalt eined regelmifigen
Finfeded aud dem Nadiud ded umjdyriebenen Kreifes ju beredynen.
Auflofung. Begeidnen wiv die Seite ded Finfeded mit f, die
ped Jebneded mit z, den Nadiud ded umfdyiebenen Kreifed mit r, den
Ded eingefdyriebenen mit p, jo ift:
r:z=2:0r—2z) oi)erz2--]-rz-—r2

aljo z ~-—-1—1/1r2 '/4r2=——+ V
Zesr X —— 1+V a!oz'~‘=12x§::§]—/—?;
Nady Aufg. 16 1t f2 ='r2' 4 72

Gubftituivt man bier dew oben gefundenen Ausdruct fiir 22, fo erhalt mans

3—V'5
; N 2
f r2 4 r2. 5

f2=r2_5—]i_

ober
folglich

f=r ]/i—_gl_/j — 1,175557 X r

*) Rejultivt audy aud der Enbfovmel ju Aufg. 15, wenn man s = r fet.
Paulfon, Planintetrie. 8
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Da nun der Inhalt eined regelmakigen Polygoned gleidy ift dem
halben Producte aus feinent Umfange und dem Radiud ded eingefdyrie-
benen Kreifed, fo haben wir nody p burd) r audgudviiden: @8 ift aber

T Y LN e e V5—) 51“2+1 V5 312+r21/5
]/?>TV5
..)f}(p TR é"—'—g
olglidh ift ber Snhalt =227 2 *_2L 5]/__.21/ e

2) i; = %, 1? ]/.5_'%1/_5 — 9,377641 X 1?

Anmerfung. Jft ftatt ded Rabdbiugd r die Seite f bed Fiinfeced gegeben,
o findet man jundcdhft aud obiger Gleichung 1:

f X f
'=]/5_v—~1/:5= 6-V3) 6+ V5) :]/— W
2 2(5+V5) 2 (6+)5)

oher xE= ¢ l/‘r’_"_i"_,__ﬁ
10

und twenn man diefen Ausbrud fiiv r in die Gleijung 2 fubftituivt:
i =“/4f’><5+1/51/5+v5 it 5/4“]/(5+]/3)1(5+1/’5)
10 P) 200
ober s = 12 V X0V Ly nogary s 2
Srrfate

20. Anfgabe, Die Seite und den IJubalt eines regelmifigen
Gedysedes aud dem Nabiud ded umjdyricbenen Kveifed zu bevedhren.

Aufldjung. Befanntlidy ift die Seite ded regelmdfigen Sechs=
efed gleih bem Nabdiud ded umjdyviebenen Kretfed; aljo

1 et

Sieht man von dem Mittelpuntte ded Sedydeded Radien in alle
@cen, fo theilen diefelben dad Nedyted in fechd gleichfeitige Dreiecte mit
per Seite s = r, deren Inbalt alfo nady Aufg. 11 gleicy /4 x2 /3 it
@8 ift fomit ber Snbalt iy des SechBectes == 6 X '/, 12}/ 3 ober

2) ig _—'——g 12/ 3 ober aué[)iﬁ:—-;%s2 V3

21. Aufgabe, Die Seite und den Inbalt eined regelmipigen
Bebnedes aus dem Rabiug bes umjdriebenen Kreifed zu beredhnen.
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Auflojung. Aud Aufg. 19 entnehmen wiv fii bie Jebuedafeite
z bie Gleidumg:
B :l_;_;l/_f’ = 0,618034 X r
“Begeidynen wir den Nadius des bem Jebhnede eingedriebenen

Kreifed mit o, fo ift
pz =12 — 1, 72

und da r=%(1+V5j

gy 2
io ift P20+ VB — Y= 22 54 21F)

r= 2z V5421V
Da nun der Inbalt gleidh) ift dem halben Probucte aus dem Um-
fange und dem NRadiud ded eingefdhriebenen Kreifed, jo erhalten wir:

ho=1.10.2. 32V 54915
ober 2) io=122)/ 542 1/5 = 7,69431 X z2
©ubftituiven wiv fitv z den Werth aus 1, fo ift:

3) ijp=2L1r 5 —1/ 5 = 29389265 X r?

22. Aufgabe, Die Linge ded Kreibumfanged und eined Kreis-
bogend aud bem Nadiud ju beredhnen, (Rectification ded Kreisbogens).
Aufldfung. It der Radiud ded Kveifed r, fo ift nacdh) 193, 1):
Der Umfang ober 360° = 2 nr = 6,2831853 X r
Der Halbfreid ober 180° = = r == 3,1415926 X r

Der Bogen von  1° == 180 X r=0,0174533 X r

" " ’ 1 = 180 >< 60 Xr== O 0002909 G

" " v 1 WXI‘: 0,0000048Xr

Gin Bogen von

75° 29' 13,''42 == 271753,42"' =1’8g(57§1<7g§”i><2%' mr=1,317498 .1
DOber: Der Bogen von 75°==75 X 0,0174533 X r==1,3089969 X r
v e W 29'==290,0002909 X r=0,0084357 X r
A 3 , 13,42 =13,42 < 0,0000048 X r==0,0000651 X r
y e T5°29'13) 42 1,3174977 X r

8‘
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23. Aufgabe. Aud der Lage eined Kreighogens und dem uge-
birigen Radiug foll die ahl der Grabde beredynet werden, die der Bogen
enthalf.

Aufldfung. IJft die BVogenlinge p, der Nadiud r und « die
Babl ber Grade die p enthilt, jo ijt

a’t 360> =p:2mnr

= _p_ at = L o
a =52 X 8360° =L x 180
Sftp=r, fo ift « =1; X 180° = 57° 17" 44,''78 — 206264,"78
24.. Aufgabe, Den Inbalt eined Kreisfectors aus der Linge

bed zugebdrigen Bogend und dem Rabius zu berechuen.

Auflojung. IJft p der Bogen, r der Rabius und i, der Inpalt
ve8 Sectors, o ift:
3 i, i 2 e=ipa 25t

% T r?2 I;
a[fn 1) 1,=mp=§>(p
3t p in Graden gegeben, jo findet man aus 23:
g o
: g | e
me@eé in 1 fubftituict und giebt:

e T 6% PR AT siprin
D h=g X180 "' = 350 X!

Cayp. IL

Anwemdung der Algebra auf die Geometrie.
§ 1. Conftruction jufammengefesiter 3ablformen.
25. Aufgabe. G8 feien a, b, ¢, d, e finf gegebene Strecen;

man foll eine fedfte x = %‘l}é@ conftruiven.
Analyfe. Man conftruive y == ad—b nach 142 al8 wierte Propor-

-~

tionale, o it x=y?c- ebenfalld eine vierte Proportionale.



un

Conftruction. [Fig. 5.]

Man made ﬁg : ,: Hiernady mademan AF =¢
AD'=d i

Siehe BH || GF, fo ift
AH:AF = AE: AG
odet AH:c=y:e

Biehe CE || D B, fo ift :
AR :AB = AG:AD
obert AE " a'="b'1'd

RO
AE=adb--=y AH-—e—
2 2
25. Aufgabe, G joll eine Strede x = i :il- S confteuirt
werbdei.
1. Analnie e : V42 ..
- Ana pie. Man conftruive y2=ab, fo ift x = q ; bier=

2
nady conftruive man z2=y*-4c? fo ift x = —Za, alfo ift x bie dritte
Proportionale ju z und d.

Gonftruction. [Fig. 6.] Man made AB=Db, AC=a, {dlage
iiber AB einen Halbfreid und ervidhte CD | AB; fo ift AD=y. —
Hiemad) DE | AD, ED=c; jo ift AE=2z. — Gudlid) AF=4d,
AG=1z und EH||FG; joift AH=x,

2. Analyfe. @8 ift ——— 1 + £y

ab c?
: ity und Hrae £ fotftx__y—}-z.
2

27. Aufgabe, ©8 foll eine Strede x =} ab —c? con:
fteuivt werden.

Analyfe. Man confteuivt y ald mittleve Proportionale Ju a und
b, fo ift a:y =y:b aljo y2 == ab. Hiernad ift x die Kathete eines
rechtwintligen Dreiected, deffen Hypotenuje y und deffen Kathete ¢ ift,
benn e ift nady der Subftitution x =] y? — c2

Anm. Die Aufgabe ift nuy [B3bar, twenn ab = c? ift,

28.  Aufgabe. G foll eine Strede x==]/
conftruirt werden.

o 7;3 i & conftrutrt man daber

a’b 4+ abec
d

Analyfe. Daab-f-abe=ab(a-c)ift joift x= l/ab(a+c)

ober X = l/adb @@+ ¢). — Man conftruive aljo gunddft y = —b
und darnady x =1/y(a -+ c) alg mittlere Proportionale zu y und a+c.
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2
29. Aufgabe. ©8 foll eine Strede x = ]/aa db_c con:
ftruivt werbden,

Analyfe. Man jdreibt ei—_l-szc = %f +l% = a(’lj ) o T
i) , a? b2 3 3 a2
3 Xe; foift x = I/E a- q:-¢ Gonftruivt man jept y = 5

2 SR LD SR
und z = %, o ift x =1 ya 4 zc. Gonftruirt man ferner v2=vya

und u?=zc, fo ift x =71/ vz 4 u? aljo die Hypotenufe eines rechte
winfligen Dreiectes, deffen Katheten v und u find.
3 204
30. Aufgabe. G joll cine Ghrede x = L0 +a?:t;,3- gl
eonftruivt werdei.

Analyfe. Man bividict den Sabler und Nenner des gegebenen
Ausbdrucfed durch a2, fo wird

b2:0id ¢
< ] M e i
X_ab—l—c - aXa
h2 o
3+§X5-
Gonftenivt man nun ab = y?
b2
&=z
a bag et as ey ia
fl_f—. ;X?=z U=y
— =
LB S B T
B o 8
: ___yz_l_cz_*_vz__ﬁ
ikl ot 5 g

Anmertung, Die obigen Aufgaben werden sur Geniige barthun, daf eine
jedbe gujammengefete Fovm durch eine geeignete Umformung fich al8 eine Verbin:
bung der im Abjdnitte II, Cap. V, § 1 aufgefithrien einfadyen Formen darftellen
ligt, fo dap die Conftruction aud) der jufammengefepteften Formen ftetd mit Hilfe
ber dbort gelehrien Glementavconfivuctionen ausdgefiihrt fverben fann, — Soll aber
bie Conftruction ohne Aniwendung bes Mafes miglid) jein, jo muf ver Auddruc
bdburdiveg homogen fein, o. b feine Glieder miiffen, nachbem fie von ihren Nen:
nern unb etiwaigen Wurzelzeichen befreit find, alle aus gleichviel Factoven Heftehen.
— Sdlieplich fei bemertt, daf die Schirfe und Glegany vex Conftruction wefentlid)
erhdht foivd, fwenn bie Conftruction, wo moglich, an einer Figur ausdgefiihrt it
fo baf bie bermittelnden Streden in ihren Lagen verbleiben.
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§ 2. Algebraifche Lofung geometrifher Anfgaber.

31. Aufgabe, Man foll ein gegebened Dretet durd) eine Der
einen Seite (Grundlinie) pavallele Gerade fo durdhjchneiden, daf ber
obere YAbfdhnitt dev einen Seite gleich bem unteren der andeven Seite
werde.

Analyfe [Fig. 7.1 Soll die Schneibende der Seite AB bed
gegebenen Dreiectes pavallel laufen, jo geniigt e8 offenbar jur Lojung,
bie Lage des Sdmeidepunfted auf bdem einen Schenfel, b. h. feinen
Abftand vom Sdheitelpunfte su fenmen. ©8 fei num X ber fragliche
Punft, XY bie gewiinjchte Linte, jo wive, da XY || AB fein foll 2

' CX:CA=0Y:CB ;

Gepen wir den gefuchten Ubftand CX =x, die gegebene Seite
ACe=Db und BC=a, fo muf nady der Bebingung dev Aufgabe aud
BY ==x, alfo CY =a— x f{ein; diefe Werthe, in die obige Proportion
eingefept, geben ung:

X b= (=X

Hiermit ift und die Abhangigteit der gejudhten Strede x von ben
gegebenen a und b in implicivter Form gegeben, und wir haben bdie
Glethung nur nod) in x aufuldjen und den vefultivenden Ausddrud fiiv
x nachy den Negeln ded vorigen Paragraphen ju confteuiren.

Nach 127 ift ax=ab—bx
ax-bx=ab
i AR
a-b

- Gonftruction. [Fig. 8] Man verlingere die Seite CB und
fdhneide von der BVerldngerungy die Stredfe BD == AC ab; verbinde A mit
D und 3iehe BE || AD, fo ift E ber verlangte Pumft; denn o8 ift:

' CE:CA=CB:CD
ober CE:a=Db:(a+b)
a B
CE= e

Bew. Da EF || AB, fo ift CA:CE = CB:CF

- EB||AD, - CA:CE=CD:CB

CD:CB=CB:CF
CD—CB:CB—CF=CB:CF (].129.3uf.)

= X
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CD—CB = BD
CB — CF =FB
BD: KB = €B: CE
CBi: CF = CA: CR
BD:FB = CA:CE
BD = CA gemadt
FB = CE (j. 124.)

32. Aufgabe, ©8 foll ein Dreiect in eine belicbige Unzabl glei-
der Zheile getbeilt werden bdurd) Tvamdverfalen, die der einen Seite
(Grundlinie) pavallel Taufen.

Analyfe. [Fig. 9.1 3t ABC das gegebene Dreied, XY || AB;
fo ift A\ XBY co ABC und daler

XBY:ABC = XB2: AB? = x2: ¢?
3ft nun XBY = L ABC, fo ift aud)
1) x2=1¢2
obet Loixe=x:¢
. Jft ferner XBY = 2 ABC, fo ift
2) x2= 2 ¢2
ObEY. £ X sk X g
@oll alfo die Parallele XY von dem Dreiece einen beftimmten Theil
etwa = abjdyneiden, fo ift der Abjdhnitt x auf dem ©dhentel (c) die
mittleve Proportionale U ¢ ound % ¢

Lojung. [Fig. 10.] Man theile die eine Seite AB (mad) 121) in n
(=3) gleiche Theile, {chlage fiber diefer Seite einen Halblreis, erridhte tn allen
Lheilpuntten Normalen 3ur Seite und verlingere fie bis jur Peripherie.
Berbindet man die Gndpuntte (D,, D,) mit dem Sdeitel B ded Drei-
eded, fo find diefe Sehnen die gewimfdhten mittleren Propovtionalen.
Nimmt man daber auf der Seite AB die Ctreen BH, = BD,;
BH; = BD, und zieht burd) die Punfte H,, H, die Geraden H, K,,
H,K; pavallel AC, fo ift die verlangte Theilung gefdyehen.

Bew. A H,BK, : A H,BK,: A\ ABC = H, B2: H,B?: AB?

HB?=D,B*=F,B X AB= 1, AB X AB = 1/, AB?

- H3B*=D,B>=TF,B X AB=12/, AB X AB= %/, AB?

AH]BK] :AHzBKz:AABC= ]//3 AB2:2/3 AB2:AB = 1238

Anmerfung. Qat man fidy iiberseugt, daf die Gleidung vidtig angefept
unbd geldft ift, o ift der fimthetijche Beweis nicht durdjausd nothivendig, jedboch bife
bet er\fih: ben Schiiler eine gute Borlage sur Uebung im Beweifen.
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33. Anfgabe. Gegeben find zwei jid-{dneidende Gevabde
und ein Puntt. Man Joll durcd) den Punft eine dritte Gerabe
fo legen, bafs ein Dreied entfteht, welded cinem gegebenen
Quabdrate gleid ift.

Analyfe. [Fig. 11.] Sind S, und TT, die in A {idy fehnei-
penben Geradben, P ber gegebene Punft, PB bdie gewiinjdte Gerade
und q bie Seite ded gegebenen Quabdrated, fo fennen wiv den Abftand
(PD = a) bdiefed Punfted von der einen Geraden S8, fo wie die Strede
(AC = ¢), welthe die durcy den gegebenen Punft P pavallel der gweiten
Geraben (TT)) gezogene Gevade PC von der erften abjdmneidet. —
Kennen wiv nun den Abftand des Puntted (B), in weldem bdie exfte
Gerade XX, von der gewiinjdhten geidhnitten wird, von dem gegebenen
- Sdmeidepuntte A, jo ift die Aufgabe gelsft. — Wir fesien daber diefen
Abftand AB = x und erhalten, da jept /\ AEB oo A\ CPB ift:

AB:CB = EF:PD
ober, wenn wit EF =y jepen:
. Dixx&x-Fe)=y:a
Bur Glimination dev yweiten Unbefannten (y), die wiv gendthigt waren
eingufiihren, ehalten wiv die eforderliche weite Gleidhung aus bev Ve-
bingung, daf dad abgejdhnittene Dreiet (AEB) dem Quabdrate ber
geaebenen ©trede q gleid) fein foll, denn ed ift dev Inbalt ded Drei-
edfes AEB = '/, xy und baber:
2) Yy xy = ¢q?
2

@ubftituiven wiv den hievaud fid) ergebenden Werth fitv y = —2% in
pie erfte leidyung, fo ift

2
x:(x+c)=?;(q-:a,

2

ax=2q* 4 %‘ic

ober ax®= 2(q°x 4+ 2 q%c
2 2

X2 — 2_!1_ X = _2_1_0
a a

L .Y et Fc
und X a3k @‘l' -

ober X =——% (qi]/q2+2ac)
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Conftruction. - (Fig. 12.) Man made CE = AC = ¢, jo ift
AE = 2¢; ferner madje man AF =a; FZ | AE und astebe AZ, fo
ift AZ? = 2ac. — Hienady conftruive man ZG | AZ und madhe

2G = q, giehe AG, fo ift AG = }J/q* + 2ac. — Sdueidet man nun
GU und GU, = q ab, jo ift AU==q 4 }/q% + 2ac wund AU, =

Va4 2ac — q = — (@ — Vq* + 2ac). Sdneiden wic endlich
AQ =q ab und ziehen QX || FU und QX, ||bU,, jo ift:
AX = g(q~}-l/q~+ 2ac) =x, und AX, = ——~(q-~ V@*+2ac)=—x,

Madht man daher AT == AX und AL = AX, und tebt von P durch
T und I je eine Gevade bis fie bie gegebene Gerade T T. vefpective in
pen Punften B und B, jdhneiden, fo ijt

AABI = AAB]I = ¢

Anmerung. Soll die gewiinfhte Gerabde mit den beiben Schenteln,
yivifchen benen ber'gegebene Puntt liegt, dad Dreiect bilven, fo braudt man nuy

in dev Gleichung — c ftatt c su fesen, e3 wird bann x — 9. i l]/—“qz —%2ac Die

Lofung ift jest unmdglich, wenn q? < 2ae. — Sft q2 = 2ac, fo ift 4 qu Y
qhe g Rap

abaefdynitten, welde in dem gegebenen Puntte P Halbivt tird.
34. Aufgabe. Auf einer unbegrenzten Geraden find wei Puntte

gegeben; man foll einen britten auf derfelben fo beftimmen, daf bie drei
Abfdynitte ftetiq proportional find.

Analyfe. [Fig. 13.] Sind A und B die gegebenen Spunfte auf
ber Geraden S8, unbd X, ber gejucdhte Punkt auferhald AB, fo fepe
man AX; =x,, AB =a. — Nad) der Forderung muﬁ AX :AB=
AB: BX, fein ober x, :a=a:(x, — a) folglih x,2 — ax, = a?

&' g at)?
woraud 1) x, == 3 i‘ ]/-+ (5)
Soll der gefucyte Puntt X, awijdyen A und B liegen, fo ift
AB: AX, = AX,:X,B
oder- alX; =X, (a — Xp)
bieraug X3 e g X
oder  X,2 - ax, = a® -

e L Ao e ey
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Jede Gleidumg giebt aljo die Lojung beider Falle, und gwar ben
nidyt beabfichtigten Fall ald negptive Wurzel.

Gonftruction. [Fig 14.] Man ewvichte BN | AB, made BC
iy I/av, AB/ fO {ft

AC = ]/ i (%)2; feneivet man mun CD = CD, = '/, a ab, fo ift
Nip ik % + a? (%)2 =X, ober die pofitive Wirrzel der Gleidyung 1

AD,=——%—+I/a2+(a§)2=x2= B gkl 0

Madyt man daher AE = AD und AE; = AD,, o find E und
E, rvefpective bdie verlangten Punfte, odev ed ift:

1) AE:AB=AB:BE und 2) AB:AE, = AE,:E,B
per weite Fall ift die befannte sectio aurea (f. 183).

35, Aufgabe, Cin vegelmafiged Fiinfed und ein vegelmapiged
Sebned zu conftruiven, wenn die Linge ber Seite gegeben ift.
Analyfe [Fig. 15.] ©8 fei AB die Seite eined regelmafigen
Finfecfed, C die gegeniiberftehende e, fo ift L ACB = 25 R (dba
ber Gentriwinfel ded Fiinfeced ¢/5 R betvigt) und daher / CAB =
/ CBA = %5 R, b. b. die Winfel an der Bafid (AB) find dopyelt
fo grof, al8 der Wintel am Sdheitel (C). Halbiven wir mun den Bafid=
winfel A durdy die Gerade AE, fo ift:
/ EAB= / ACB
/ EBA= / ABC

A\ EAB c A ACB

1) CB: AB = AB: BE
2) AB = AE = EC

CB:AB=AB:(CB— AB)
Riv tonnen alfo CB aud AB nady dbem 1. Falle der wvorigen Aufgabe
(nady bem evweiterfen golbenen ©dynitt) finden.

Gonftruction. [Fig. 16.] Jft AB == a bdie gegebene Seite, fo
confteniren wiv (nach 34,1) AF : AB = AB: BF, {dlagen um A und
B mit einem RNabdiugd = AF Kveife; der Schneidepuntt C diefer Kreife
ift die der Seite AB gegeniiberliegende Ecfe be§ Fiinfefed. Die beiden
nody tibrigen Gden finden wir, indem wiv erft um B und C, bann
um A und C mit einem Radiug = a Kreife {dhlagen; die Sdhneide-
punfte D und E bdiefer Kreife find die fehlenden Gcfen.
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Da ber Winfel ACB = %; R ==/, Rift, fo ift ugleich der
Puntt C der Mittelpuntt bes Kreifed, in weldyen die Seite a fidhy zehn-=
mal al8 Sehne eintragen [ift. Schlagen wir aljo um C mit dem
Radiug CA einen Kveid und tragen bdie Seite a fo oft ald miglidh
alg Sehne ein, fo erbalten wiv dad vegelmdfige Sehued wmit der
Geite = a.

36. Aufgabe, Gin Punft hat von Fwei unter einem redyen
Winfel fidy [dmeidenden Geraden einen gegebenen gleidhen Abftand.
Man foll durd) den Punft eine Gerade fo legen, daf das wijden den
gegebenen Gevaden liegende Stii eine gegebene Linge habe.

Unalyfe. [Fig. 17.] Sind XX, | YY, bdie gegebenen Geraden,
P der gegebene Punft, deffen Abftande PA und PB von den Geraden = a
und. ift PI die verlangte Gerade, fo muf EI die gegebene’ Ringe c
haben. Sepen wir Al = x, ce =y, fo ift:

1) AI: AP = OI:0F ober Xra=(Xx-—a):y
2) OE2 4 OI2= EI2 odber y2 4 (X — a)2 = ¢2

Gliminitt man aud den Gleidyungen y, fo erbalt man:
a(x—a)l2 T
[—*—*X——] + (X pa i a-) =0
Diefe Gleichung fithrt, gehisrig veducirt, auf eine wollftindige Gleidung
vom 4. Grade, und wir miiffen bdaber jucdyen fie in zwei Gleidhungen
vom 2. Grade ju gerlegen. Gntwideln wiv zu dem Jwede die Dua-
brate, fo ift:

2 a3 at - :
T—l—;,,-}—xu—?a,x+a"‘=c2

a-l 7 a,2
ober T 4+ 2a2 4 x2 — 2a (;—{-x):cz

Die drei erften Glieder diefer @Ieid)n‘ng bilben dag Quabdrat von a}.{_" + x,
alfo erbalten wir:
2 9 a2
) e () =
fepen wiv nun %{3 + x =z, o it
1) z® — 2az = ¢?
2) X2 — 27X == —a?

Au der 1. Gleidhung erhalten wiv z = a 2=J/a® - 2 und darnadh .
aug dev 2. Gleidung x.-

A2l
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Gonftruction. [Fig. 18.] Verlingern wiv AP, {dneiden von
ber Berlingerung die Streder PC=c ab und ziehen CB, fo ift
CB==]/a2 4 c2 — DBerlingern wir mum audy PB nach beiden Seiten
und fdmeiden BZ = BZ' = BC ab, jo ift PZ=a 4 }/a* 4 ¢
der pofitive Werth von z und PZ/ =a — }7a* + ¢* bder negative
Werth von z.
Geben wir nun der weiten Gleidung die Form:
X (z —X) = a2 oder X:a=4a:(2Z~—X)
und bebenfen, dafy die Normale, in einem beliebigen Puntte ded Durdh-
meffers eined Halblreifed zum Durdymefler ervidhtet, ftetd die mittleve
Proportionale 3u den beiden Abfhnitten ded Durdymeffers ift, jo leuchtet
e, bafy die Aufgabe jofort geldft ift, wenn wir iber PZ und PZ‘ (ben
beiben Werthen fiiv z) je einen Halbfreis jdhlagen. Die Durdyfchynitts-
puntte I,, I,, I, I, diefer Halbfreife mit der Geraden XX, find bie
Puntte, durdy weldye wiv die Gevaden von P and gu iehen haben, deven
Abjdmitte wifhen den Geraden XX, und YY, die gegebene Lange c
baben. Denn fillen wir von ivgend einem I aud eine %mmale (IV)
3w Z7Z, o ift jedesmal
PV:VZ=VI:(PZ - PV)
odber PV:a =a:(z—PV)
@8 follte aber fein x:a=12a:(z —Xx) ;
Aljo ift jebed PV.== x; und da ftets AL =PV ift, fo ift
auch jebed AI = x.

Determination. Loéfen wir bdie Gleidung 2) in x auf, fo
2
erbalten wit x-—; —_F_.‘/(%) — a%  Oiefer Yuddrud wird nur

imaginair, wemn 5 < a ift; da aber z=a-t) a2 c* it und

Va? 4 c? ftetd = a, fo ift ber pofitive Werth von z nimlidy a 4
Va2 4 c2> 2a, jo tein aud) ¢ fein mag; aljo = ftetﬁ > a: (07}

fchmeidet daber der Halbfreid itber PZ ftetd die @erabe XX,, die g)unfte
I, und I, find immer vorbanden, d. b. von dem Punfte P aus laffen
fiy immer awei Gerade ziehen — und Zwar in die Nebenwinfel u
XOI — bdie ber Bebingung entfpredien, fo Hein audy c fein mag. —
St aber ¢2= 8a?, io ift a24-c2=9a% ud a4 c?= 3a,
folglidy — a +]/a2 =2a. — 3jt aljo c2==8a? fo ift ber
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negative Werth von z =94 (aljo — % =a umd aud) X =a): per

SKrei§ iiber PZ1 berithrt die Gerade XX,, bdie Puntte I, und I, fallen
in einen Punft jufammen; in dem Quadvanten X 01, in weldem P
felbft liegt, fann burd) P nur eine Gerade = ¢ gezogen werben — bie
Aufgabe bat drei Eojungen. — Jft ¢ < 8a2 o with — 2<%
(und fomit x tmaginatr): der Kreis iiber PZ! trifft die Gerade XX, gar
nidht; in bem Quadranten XOY ift dburdy P feine Gerade = ¢ mbglidy
bie Aufgabe Bat nur gwet Lofungen.

Cayp. III.

Synthetifdye Lofung geometrifdyer Anfgaben,

37. Aufgabe, Gin redhtwinfliges Dreied zu conftruiven, wenn
eine Kathete und bdie Summe der Hypotenufe und ‘bev anbeven Kathete
gegeben ift.

Analyfe. [Fig. 19.] Die eine Katbete ift =b, die Summe
ber Hypotenufe und der anderen Kathete ==s gegeben. — Weive nmun
ABC bas ridytige Dreied, fo miifite AC==Dh fein, und wenn man die
andeve Sathete AB um die Hypotenufe BC verlingert, alfo BD =B( -
madt, fo miifite AD = fein. Da nun b und s gegeben find, fo lifit
fidh bag Dreiet ADC conftruiven.  Da ferner das Drefedt DCB gleidy=
fdhentlig ift, fo mufy die Normale, welde die Bajis DC palbirt, purdy
ben Sdeitel B gefen, wodurdy die Gde B beftimmt ift.

Determination. Aus ven beiden Katheten ift ein redytwintliges
Dreied immer miglid), dag Drefect DAC alfo tmmer conftruirbar ; foll
aber die Normale, weldge DC halbirt, bie RKathete AD treffen, fo mufs
diefe Kathete oder s> b fetn. Die Aufgabe ift alfo tmmer [58bar, wenn
S>b gegeben ift.

Conftruction. [ig. 20.] Man made AC = b, ervichte i A die
AX | AC, fjdneide von der Normalen bie Strede AD = s ab, verbinde
D mit C und Balbire DC i E burdy die Novmale YZ. Der Punft B,
in weldem bdiefe Normale die erfte fdmeidet, ift bie britte Ge bes
Dreiectes. Berbindet man nod B mit C, fo ift ABC a8 verlangte Drefed.

Beweis. BD=BC(ADEB§CEB)

AB--BD=AB4 B(C (©.%.3)
AB 4 BD = s gemadt
AB4BC=35
und AC = b gemadt
iolglidy find bie Bebingungen erfiillt.
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38. Aufgabe. Cin rvedhhwintliges Dreiet zu conftruiven, wenn
bie eine Kathete und die Diffeveny der Hypotenufe und der anberen
Kathete gegeben ift.

Analyfe. [Fig. 21.] 3t ABC dag verlangte Dreie, AC bdie
gegebene Kathete b, und BD = BC gemadt, fo it AD bdie Differeny
ber Hypotenufe und der anderen Kathete, — aljo ebenfalld gegeben.
Dag Dreied DAC ift alfo beftimmt, und da DB = CB ift, fo braudht
man nur die Gerade DC durdy eine Novmale 3u halbiven, um bdie dritte
Gde B bes verlangten Drefected zu erhalten *).

39. Aufgabe, Gin rediwintliges Dreiect zu conftruiven, wenn
bie Hypotenufe und 1) die Summe, 2) die Diffeven; beider Katheten
gegeben ift.

1) Analyfe [Fig. 22.] Ift wieder ABC das verlangte Dreied,
BC=a bie gegebene Hypotenufe, und AD=AC gemadst, fo ift BD e=s
bie GSumme befder Katheten, und daber cbenfalls gegeben. Sugleich ift
ZCDB=1,R (weil / CAD=R und AC=AD). Sn bem
Dreiete DBC find alfo gwet Seiten und ein Winkel beftimmt; da aber
ber gegebene Winfel der Fleineren gegebenen Seite gegeniiberliegt, fo
ift die Gde C nidyt ungweideutig beftimmt (. &. 28, 3).

Conftruction. [Fig. 23.] Man made DB =5, / YDB =
"> B und {dlage um B mit dem Radiug = a einen Kreid. Der Kreis
fdmetdet die Gerade DY in zwei Punften C; welden von beiden
Puntten man wihlen mag, ift gleidgiltiy, denn. zieht man CA | AB,
fo ift jebedmal CAB bdaffelbe vidhtige Dreiect, mur in verjdiedener Lage.

Determination. Falt man von B auf DY dad Loth BC,, fo
ift DC; = BC,, aljo 2BC,2 = DB2 oder dba DB = s
BC, = VW
Jft alfo a < VW, 82 b h. < al8 das geom. Mittel aud Y, s und s,
fo ift fein Drefed miglich; ift a = V7, 8%, o entiteht bad gleidy-
jchentlize Dreied A, C, B.
2. Analyfe. 3Jft aufer der Hypotentufe nody die Diffeven der

Katbeten = d gegeben und ACB (Fig. 22.) das verlangte Drefed, fo
ift, wemn ADy == A C gemadyt witd, D, B = d; aufierdem / CD, A =

*) Man benuge diefe Gelegenheit, um den Schiilern ju vevanjehaulichen,
baf Uufgaben, die fich nur darin unterfdyeiden, baf einmal die Summe, dad
anbere Mal bie Differen; geiviffer Grdfen gegeben ift, ftetd durd) eine analoge
Conftruction geldft ferden,
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2R, aljo / CD; B =3, R und daher dag Dreied D, BC ungwei-
beutig beftimmt, hiermit audy /\ CAB.

40. Aufgabe, Man foll ein Drefect durdh eine Gerade halbiven,
bie durd) einen gegebenen Punft in der einen Seite des Dreiedtes aebt.
| Analyfe. [Fig. 24.] ©8 fei ABC das gegebene Dreted, P der
gegebene Pumtt tn der Seite BC. Nm bdie Ldjung 3u finden, gehe man
von einer Dbefannten Halbiving aus: BVerbindet man die Mitte D der
Geite AC mit der Gde B, fo wird dag Dreiet durd) diefe Gerade
(DB) jebenfalls balbirt. Soll nun audy PX dag Dreiect halbiren, fo
mufy dbad Dreied PEB = DEX fein, aljo audy A\ PEB + A PED
= ADEX+ APED b b e8 mufy /\ PDB= /\ PDX jein.
Diefe Dretede haben aber die gemeinfame Grundlinie PD, aljo. miiffen
thre ©dyeitel B und X in einer Geraden ltegen, Die ber PD parallel
ift.  Hievmit ift dew Punft (X) auf der Seite AC beftimmt, durdy weldyen
bie balbivenbe Gerade gehen mufs, uud fomit die Gerade jelbit.

Conftruction. [Fig. 25.] Man halbirve die Seite AC in D, siehe -
BD, und BF || PD. Berbindet man mun P mit F, fo balbirt PF bas
Dreied.

B ew. /\ PDB = A\ PDF (. 86. Suf)

A PDB - /NPDC== /A PDF A4 N\ PDE
ober A\ BDC = /A FPC
ABDG= 1y, /\ ABC

A FPC="1, /\ ABC

. Determination. Die Aufgabe ift immer [68bar: Liegt der
Puntt P auf der Mitte der Seite BC, fo fallt F mit A sufammen;
liegt aber P der Gde C niber ald der Gde B, fo muf man bdie Mitte
ber @eite AB mit P verbinden und von der Gde C aus die Pavallele
aieben.

! Anm. Cine der obigen géma analoge Analphie fithet jur Lojung der Aujgabe,
wenn bdie Gerade pom Dreiede 5 . . . - abjdneiden foll, deSgleichen der Unf
gaben: Wodel Nr. 324 unh 327.

41. Aufgabe, In einem Kreife ift eine Sehne gegeben;
man foll auf ber Peripherie defjelben Kreifes einen Puntt
fo beftimmen, daf bdie Summe jeiner beiden Abftanbde von
ben Gndpuntten der Sehne eine gegebene Lange habe.

Analyfe. [Fig. 26.] G5 fei AB die gegebene Sehne, P ber

gegebene Punft, fo muf AP 4 BP der gegebenen Strecte s gleid) fein,
Berlingert man AP und fdneidet PD —=PB ab, fo mufi nun aud
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AD=s fein; da aber /\ BPD gleidyichentli ift, fo ift ADB=1), /APB,
und biermit der Punft D (alfo audy P) beftimmt: Denn einmal muf
D auf ber Peripherie eines Kreifes liegent, den mag um A mit pem
Radiug =s fdlagt, und dann audy auf der Pevipberie eines Keeifes,
welder AB als Sebne bat und diber AB einen Perivherietvintel
=, / APB faft.

Conftrwetion. [Fig. 21.] Man halbive die Sehne AB durdy bie
Novmale CE, fdlage um E mit dem Radtus EA einen RKreis und
um A mit dbem Radius =s einen gweiten Kreis. Den Sdyneidepuntt
D betber Kreislinien verbinde man mit A, fo ift dex Punft P, in welchent
biefe Gerade bie gegebene Kreidlinie (um M) fdneidet, der wver-
langte Puntt.

Bew. L/ ADB+ /PBD = /APB
LADB=Y, /APB

/PBD=1Y, /APB
/PBD= /ADB

BP = PD
AP 4PD g

AP 4+ BP =g

Anmertung, Mit Hilfe der obigen Aufgabe lift fidy Leicht die NAufgabe
[Bfen: Aus einer Seite, dem gegeniiberliegendben Winkel und per
Summe der beiden andeven Seiten dbad Dreied s conftruiven.

42. Aufgabe. Ginem Drejede foll ein Quadrat wm-
fhrieben werden, fo daf beide Figuren eine Gae gemein
baben,

Analyfe. [Fig. 28.] 63 fet ABC bas gegebene Dreted, AFDE
ba8 umfdyriebene Quadrat. - Man vidte fein Mgenmert auf Ddie ber
gemeinfamen Gfe A gegeniiberliegende Ge D: Pg Z CDB=1R,
fo liegt D auf ber Peripberie eines Halbtreifes iiber CB; und da
ZADB="1,R, jo liegt D gugleidy auf der Peripherie eines Kreifes,
welder AB jur Sebne und iiber AB einen Peripheriewintel — 2R
bat.  Hiermit ift D beftimmt,
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