











- B |
(R

E. Etverk, O Prinits, A. Vihman

MATEMAATIKA

X KLASSILE

(Katseopik)

(\n
?“ @ M?{Lf‘_f”-&f‘\@éﬂ;n;ﬁ@ﬁ“ 1

o

R/ -

Maiema
* L

W

TU MATEMAATIKA-
INFORMAATIKATEADUSKOND

EESTI NSV HARIDUSMINISTEERIUM
TALLINN . 1964



Kaanekujundus L. Kruusma.

Kinnitatud Eesti NSV Haridusminiétegriumi poolt.

TARTU o TKOOLI
1UKCGU




I. TRIGONOMEETRIA (JARG).

§ 1. TRIGONOMEETRIA EELMISE OSA KORDAMISEKS,
(Ulesanded 1...18)

1. a) Kui {disnurkses kolmnurgas hiipotenuus vérdub pikkus-
ithikuga ja iihe teravnurga suurus on « (joon. 1), siis selle terav-
nurga vastaskaateti pikkus on sina ja ldhiskaateti pikkus cos a
(joon. 1). Pohjenda seda!

V1+tan?a Y 7+cot?a
sina tan o

cosa i cota

Joon. 1. Joon. 2. Joon. 3.

b) Tuleta joonise 1 abil trigonomeetriliste funktsioonide vahe-
lised jargmised seosed (nn. pohiseosed):

sin? a + cos? @ = 1;
cos a
sina
tana-cota=1.

==tan.q;

2. a) Taisnurkse kolmnurga teravnurga o lihiskaatet on vali-
tud pikkusiihikuks. Ndita, et teise kaateti pikkus on siis tan a ja
hiipotenuusi pikkus V1 tanZa (joon. 2).

b) Tuleta joonise 2 abil jairgmised valemid:

. tan a 1
SIS COS a4 —

Vi+tan?a Vit+tanla

3. a) Naiita, et kui tdisnurkse kolmnurga iiks teravnurk on
« ja selle nurga vastaskaateti pikkus on 1, siis ldhiskaateti pikkus

on cota ja hiipotenuusi pikkus v/ 14-cot? a (joon. 3).




b) Tuleta joonise 3 abil jargmised valemid:

1 cot a
COS a4 — ————t e e
V. 14cot?a

sino=—=—7——">,
V14cot?a

r= 4. Avalda:
e a) sin o nurga a koosinuse kaudu;
b) cos a nurga o siinuse kaudu;
¢) nurga tangens selle nurga siinuse kaudu;
d) nurga tangens selle nurga koosinuse kaudu;
e) nurga kootangens selle nurga siinuse kaudu;
f) nurga kootangens selle nurga koosinuse kaudu.

4 3 g i
5. Teades, et tana=73, arvuta sin @, cosa ja cot @ vaartus.

6. Teades, et cos a-—:Qa\:_a: ja a>b>0, avalda nurga o ile-

jaanud trigonomeetriliste funktsioonide véartused.
7. Kui suured on trigonomeetriliste funktsioo

1) nurkade 30° 45° ja 60° puhul?
2) nurkade 0°, 90°, 180°, 270° ja 360° puhul?

3) nurga%, %, %TL, %;l, ja 2x; puhul?

8. Nurk x kasvab 0°-st 360°-ni. Kuidas muutub samal ajél
1) sinx? 2y cos KP 3) tan x?

9. Leia nurk, mille siinus on 2 korda suurem kui koosinus.

10. Leia nurk, mille siinus on pool koosinusest.

11. Leia nurk, mille siinuse ja koosinuse sumimna on \/5.

12. Niita, et pole olemas niisugust nurka, mille siinuse ja
koosinuse summa on V3.

13. Arvuta cos 150°.

14. On teada, et tan u::%. Arvuta tanZ2a.

15. Vottes 30.=a -+ 2a, avalda nurga o funktsioonide kaudu:

nide vaartused

1) sin 3a; 2) cos 3q; 3) tan 3a.
16. Lihtsusta antud avaldist:
1) (sin o cos a)>4-(sin a — cos @)%
(01 o
‘ : tan 5 tan 5
b2 71 i 2) 2 ’————2(1 ;

o
14tan o 1—tan 5

£ 17. Lahenda vorrand:
1) 1 — cos 2x =sin x; 2) 2 sin2x==3COs X. .




18. Arvuta avaldise viirtus:.
1) cos(38° + a)sin(52° — @) +sin(38° 4 a)cos (52° — a);

’
) sin2a __ sina |
2sing tana’

3) cos? (%— a)—— sin? (% — é)— 2a.

§ 2. KAHE NURGA TRIGONOMEETRILISTE FUNKTSIOONIDE
SUMMA JA VAHE TEISENDAMINE KORRUTISEKS.

Kasutades kahe nurga summa ja vahe siinuse ning kahe
furga summa ja vahe koosinuse valemeid:

sin(x —+ y)==sin x cos y - cos x sin Y, (1)
sin(x — y)=sin x cos y — cos x sin Y; (2)
o8 (¥ - y)==cos x cos y — sin x sin y; (3)
€08 (X — y)==c0s x cos y - sin x sin Y; (4)

saame tuletada valemid kahe nurga siinuste summa jav
koosinuste summa ja vahe teisendamiseks korrutiseks.

Kahe nurga siinuste summa valemi tuletamiseks liidame vor-
duste (1) ja (2) vastavad pooled:

ahe ning

sin(x 4 y)—+sin(x — y)==2 sin x cos Y. (5)

Téhistades nurgad x -ty ja X —y vastavalt tihtedega o ja B,
saame nurgad x ja y avaldada a ja p kaudu jargmisest vorrandi-
siisteemist:

Xty=a
x—y=p
Siit
\:g-ii Ja y—:"_,ﬁ

Tehes niiiid asendused, saame vordusele (5) anda kuju

sin @ - sin B =2 sin aziﬁ cos “—;—B

kahe nurga siinuste summa vordub nende nurkade pool-

summa siinuse ja poolvahe koosinuse kahekordse korru-
tisega.



Kui kahe nurga siinuste summa valemis asendame nurga B
nurgaga —f ning peame silmas, et 2

sin(—f)=—sin B,

siis saame valemi kahe nurga siinuste vahe jaoks:

sin @ 4 sin(—p)=2 sin -a;—ﬁ cos%j—
ehk

sin ¢ — sin § = 2 cos %sin GQB
Niisiis,

_kahe nurga siinuste vahe vordub nende nurkade pool-
summa koosinuse ja poolvahe siinuse kahekordse korru-
tisega.

Kahe nurga koosinuste summa korrutiseks teisendamise
valemi saamiseks liidame vorduste (3) ja (4) vastavad pooled:

cos(x + y)-}+ cos(x — y)=2 cos x cos y.

Tehes siin asendused, nagu eelmiselgi korral, saame valemi:

cos oz+cos|3:2cos%‘D’cos212'—6

Jérelikult,

kahe nurga koosinuste summa vérdub nende nurkade
poolsumma ja poolvahe koosinuste kahekordse korruti-
sega. ;

Kirjutades viimases valemis nurga B asemele 180°— B ja
pidades silmas, et cos(180° — B)= —cos B, saame:

cos a - cos(180° — B)=2 cos a+120°—6 cos G_I§QO+B
ehk
i o a—p atp o
castas—cos B—=)Cos (90 -+ T) cos (—2——90 )
Et

cos(90° -+ 2t h e o (180° — 90° — 2 28)=—cos (90° — SRS
a—p

9

= —sin




ja

cos ((}_—%ﬁ — 90°): cos (900 — a-“;—ﬁ): sin #;
siis saame
€os a — €os B = — 2 sin U’T+Bsin a;ﬁ
St

kahe nurga koosinuste vahe vordub nende nurkade pool-
summa ja poolvahe siinuste kahekordse korrutise vastand-
arvuga.

Trigonomeetriliste funktsioonide summa ja vahe korrutiseks
teisendamise valemid voimaldavad avaldisi ~lihtsustada ja ker-
gendavad avaldiste vdirtuste arvutamist. Toome selle kohta
moned néited.

Nédide 1. Arvutada avaldise sin 75° - sin 15° vaértus.

Lahendus.

sin 75° -}~ sin 15° = 2 sin - cos ——5—=

7504 15° 75°— 15°
2
= 25in45°c0s 30°=2 - V2- 5 V3= - V6~ 1224,

Nadide 2. Teisendada iiksliikmeks avaldis
sin (60° + x)— sin (60° — x).
Lahendus.
sin (60° -+ x) — sin (60° — x)=

e gok 60 +x+2-60°—x ok 60 +x—?:60 +x=

: 1 SRS A
::2c0560°smx=2-5 - Sin X'==sin'x;

Nadide 3. Lihtsustada avaldist
2 sin a—sin 2a
2 sin a+sin 2a °
Lahendus. :

2sina—sin2a __2sina—2sinacosa __ l—cosa _
2sina+sin2a = 2sina+2sinacosa”  l4cosa

s g) TR
_25‘[]_?-5111 '—2 5 sin 9 'Sln2 d
a)— a a 2

cos OO ~~COoS O
cos Ccos
2 cos 2 + COS 2 2 :z

T cos0°4cosa
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Nadide 4. Teisenda korrutiseks avaldis 1 - 2 cos a.
Lahendus.

1+ 2cosa= 2(%—{« cos a) = 2(cos 60° 4 cos a)=
—2.9cos (30° i %) cos (30"—;)—_—
— 4 cos (30°+ 4] cos (30° ~3.

Nédide 5. Taandada murdu COS.Qx 4
1 —sin 2x

Lahendus. Taandaja selgitamiseks esitame murru lugeja
ja nimetaja korrutistena.

Teisendame nimetaja korrutiseks:
I — sin 2x = sin 90° — sin 2x = 2 cos (45° 4 x)sin (45° — x).
Teisendades lugeja korrutiseks, saame:

€0s 2x = c0s* X — sin? x =(cos X -} sin x) (cos ¥ — sin )
= [sin (90° — x) + sin x] - [sin (90° — x) — sin x] =
=2 5in 45° - c0s (45° — x)+ 2 - cos 45° - sin (45° — x)=—
= 2 c05(45° — x)- sin (45° — x).
Niiiid on

cos2x __ 2c0s(45°—x)sin(45°—x)
1—sin2x ~ 2cos(45°+x)sin(45°—x)

. cos(45°—x) _  sin(45°+x)
T cos(45°+x)  cos(45°+x)

= tan(45° 4 x).

Nadide 6. Teisendada korrutiseks avaldis sin « -+ cos a.
Lahendus.

sin a -+ cos a=sin a -+ 8in (90 = g)e="s
= 2 5in 45° cos (—45° + @)= V/2 cos (45° — a).

Ulesandeid.

19. Tuleta kahe nurga siinuste vahe valem § 2 alguses lei-
duva vorduse (1) pooltest vorduse (2) vastavate poolte lahuta-
mise teel. ; ;

20. Tuleta kahe nurga koosinuste vahe valem § 2 alguses lei-
duva vorduse (3) pooltest vorduse (4) vastavate poolte lahuta-
mise teel. ;

21. Kasutades seoseid tan g = 22% ja tan B:smﬁ toesta, et

cos @ cos f

(@21




sin(a+p) .
cos acos B’

a) tan o+ tan p=

___sin(a—P)
b) tan a — tan [3—-c———————osacosﬁ.
22. Tuleta § 2 alguses leiduvate seoste (1) ja (2) abil valem

$in X cos § — sin(x+y) ;sm(x—y) :

mis voimaldab iihe nurga siinuse ja teise nurga koosinuse korru-
tise teisendada kahe nurga siinuste summaks.

23. Tuleta § 2 alguses leiduvate seoste (3) ja (4) abil kahe
nurga koosinuste korrutise summaks teisendamise valem:

Cos X cos i == (E2y) +2C°S'(x_"” ;

24. Kasutades § 2 alguses leiduvaid seoseid (3) ja (4), tuleta
kahe nurga siinuste korrutise vaheks teisendamise valem:

sin x sin y — cos(x—y) -2cos(x+y)

25. Teisenda korrutiseks ‘ja arvuta siis avaldise vdartus
(kasutades .tarbe korral tabeleid

%3
1) sin 75%—sin 15°% 5): c0s-5° ==¢05°35%
2) cos 48°+ cos 12°  6) tan 20° 4~ tan 70°;
3) cos 135° -+ cos 45°;, 7) sin 80° - sin 107
4) cos 135° — cos 45° 8) cos 58° - cos 32°.

26. Lihtsusta avaldist ja seejdrel arvuta ta vaartus (kasuta-
des tarbe korral tabeleid):

) sin 55°+sin 35° | ) sin 100°—sin 80° |
sin 55°—sin 35° ’ sin 160°4-sin 80° ’

cos 54°+cos 36° |

) cos 54°—cos 36°° 5) sin?50° — sin?40°%;
) sin 36°+sin 24° 6) cos 5°—cos 25° |
sin 36°—sin 24° ’ sin 5°+sin 25% 7

sin 24°+sin 6° | 9) cos 65°+cos 35° |
cos 24°+cos 6°’ sin 65°—sin 35° ?

sin 29°—sin 9° 0% oL s
) Sno%tsing®? 10) sin? 70° — cos? 50°.

7)

27. Teisenda korrutiseks.

1) sina—%—% 2) sina—% \/i—3




3) 1 +sina
4) 1+ 2sina
5) V3 —2sina
6)%+cosa

28. Lihtsusta.

1) sin a+sin 3a
cos a+cos 3a

7) V34 tana
8) 1 —4sin2a

9) sin?a —sin?2 B
10) cos?a — cos? B

) sin(a+p) +sin(a—p)
sin(a+fB) —sin(a—B)

e
sm3u+5m3a
4

4) cos(d—l—m +cos(a—B)

2) cos(a+Pp) —cos(a—p)

2 5
cos 3 +cos 3

29. Teisenda korrutiseks.

1) sin(45° - x)+ sin(45° — x)
2) sin(30° 4 x) - sin (30° — x)
3) sin(45° - x)— sin(45° — x)
4) c0s(30° + x)— cos(30° — x)

30. Toesta samasus.

) cos3a—cosa ]
2sinasin2a T

15esin2a 2 o
2) Tm——— tan (45 + (l)
) 1 —sin 2a

= tan?(45° — q)

1+4sin 2a
Igesinia s ) ey
4) proina ~tan(45 2)

cosat+sina o

6) l—}—cosa:.?cos?%

7) ]——cosa:?sin"’%

31. Toestada, et

1) sin 10° 4 sin 50° — cos 20° — 0;
2) cos 85°+ cos 35° — cos 25° — (.

32. Rombi lithema diagonaali pikkus on 4 cm ja teravnurk
on 68°. Arvuta teise diagonaali pikkus.

33. Kasvuhoone, mille pikkus on 16 m ja laius 6 m, on kaetud
kaheviilulise klaaskatusega. Mitu ruutmeetrit klaasi kulub selle f
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katuse valmistamiseks, kui katuse kaldenurk maapinna suhtes
on 48°? .
34. Tiisnurkses kolmnurgas on iiks kiilg teise kahe kiilje geo-
meetriline keskmine. Kui suured on selle kolmnurga teravnurgad?
35. Joud R=600 kG lahutatakse kaheks absoluutvddrtuselt
vordseks komponendiks, mis moodustavad teineteisega 126°-se
nurga (joon. 4). Kui suured on need komponendid?

Joon. 4. Joon, 5.

36. Anna logaritmitav kuju avaldisele:
1) sin52° 45 ;
2) 2 sin?42%,
3) 3 —4 cos?56°%
4) 1 — 2sin 15%
5) %+ cos 81°.

37. Lahenda vorrand.

1) sin(x 4+ 30°)=sinx

2) cos(x — 60°)==sin 2x
3) cos3x 4 cos2x=0

4) sin b5x 4 sin 3x=cos x

38. Kronsteini (seinapuki) ABC punktisse B on riputatud ras-
kus 62 kG. Rohtsa varda AB ja kaldtoe BC vaheline nurk on 56°.
Kui suur joud x mojub varrast AB seinalt lahti rebivalt ja kui
suur on surve y toele BC (joon. 5)?
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Et siin andmed o

siis iimarda tabelist saadavad trigonomeetriliste funktsioonide

vadrtused kahe tiivenumbrinj ja anna ka Iopptulemus kahe tiive-
numbriga. Arvutused tee arvutusliikatil!

39. Kaldpinnal, mis moodustab
rohttasapinnaga nurga 37° (joon. 6),
on 75 kG raskune kast kaubaga. Kui
suurt joudu y on tarvis selle kasti
hoidmiseks kaldpinnal tasakaalus
(hoordumist arvestamata) ja kui
suur on rohk x kaldpinnale?

Lahendamisel arvesta markust
eelmise {ilesande 16pus!

Joon. 6. 40. Lahenda tdisnurkne kolm-

nurk, teades, et andmed on ligikaud-

sed arvud (kaatetid on a ja b, hiipotenuus ¢, kaateti g vastas-
nurk on a ja kaateti b vastasnurk B):

1) c==8m; Bp—40° 4) a=72 mm; @— 39°
2) c=12m; a=26° 5) b=24m; p=78;
3) a=200m; B=67% 6) b= 153 mm; o= 56°30",

41. Piistprisma pohjaks on taisnurkne kolmnurk, mille kaate-
tid on a ja b ning teravnurgad on a ja B. Prisma korgus on #.
Arvuta prisma ruumala ja taispindala jiargmistel andmetel:

1) a=48 mm; a=235% h—89 mm;

2) b= 13 5cm: 0=162°30"; h=11,2 cm;
8) 0 —279 m: a=43°20"; h=1,55 m;
4) a=2,08 dm; B=159°10"; h=—1,12 dm.

42. Korrapirase kolmnurkse piiramiidi pohiserv on a ja kiilg-
serv. moodustab pohja mediaaniga nurga a. (Korraparase kolm-

nurkse piiramiidi kérguse aluspunktiks on pohja mediaanide 15ike-
punkt.)

Arvuta piiramiidi ruumala ja tdispindala jargmistel andmetel:
) a==5hcm" a=40°%
2) a=18cm; a =329
3) a==124mm; o =50°30".

43. Korrapirase nelinurkse piiramiidi pohiserv on a ja kiilg-

serv moodustab pohja diagonaaliga nurga a.

Arvuta piiramiidi ruumala ja téispindala jargmistel and-
metel:
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Bt s o == 207 GEd
2] a == 86 mBl g 382"
J)a =345 mime: =67 20"

44. Taisnurksest kolmnurgast on teada kaateti a ja hiipo-

tenuusi ¢ ligikaudsed védartused (veaga mitte iile poole viimase
koha iihikut):

1) iihe tiivenumbriga, néditeks a=3m, ¢c=5m;
2) kahe tiivenumbriga, N a3 b e =5 8.
3) kolme titvenumbriga, i a=—= 193 mm. e=—342 mny:

Arvuta antud kaateti vastasnurga siinuse tokked ja seejérel
nurga tokked.

Kuidas on sobiv iimardada tulemust juhul, kui pikkusmoodud
on antud tihe titvenumbriga? kahe tiivenumbriga? kolme tiive-
numbriga?

§ 3. VEA ULEMMAAR NURGA ARVUTAMISEL.

Kui lineaarsed andmed (pikkused) nurga arvutamiseks on
saadud mootmise teel, siis on nad ligikaudsed arvud, mistottu
ka nurga suurus kui arvutustulemus on ligikaudne. Selle tule-
muse tumardamisel peame teadma, kui suur viga voib iilimalt
tekkida nurga arvutamisel. Selgitame nurga vea {ilemédra leid-
mist ndidete varal. ‘

Nidide 1. Laste manguvéljakul oleval muruplatsil on téis-
nurkse kolmnurga kuju, mille iiks kaatet on 35 m ja hiipotenuus
60 m. Kuisuured on selle muruplatsi teravnurgad?

Lahendus. Paneme tahele, et kolmnurga kiilgede pikkused
on siin moodetud veaga mitte iile 0,5 m.

Arvutame 35-meetrise kaateti vastasnurga suuruse tokked.

Tahistades selle nurga tahega a, saame sin a iilemtokkeks

IO Al e ;
595 119 0,597;

seega nurga a enda iilemtokkeks on
arcsin 0,597 = 63°42’.
sin @ alamtokkeks saame

5 _ 69
605 — 121 ==i{]-5 71

millest nurga a enda alamtokkena leiame

arcsin 0,571 = 38°48’.
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Ligikaudse suuruse koige tOendolisemaks vairtu

seks loetakse ta iilemtokke ja alamtokke aritmeetilist keskmist.
Niisiis
hig 36°42’;r34°48' — 35%57

Ligikaudse suuruse iilemtdkke ia alamtokke vahet nimetatakse
ligikaudse suuruse kéikumisvahemikuks.

Meie ndites nurga q kdikumisvahemik on
36°42" — 34°48” — 19527 ~~ 9°.
Pool kdikumisvahemikust kannab
luutse vea iilemmiiira nime.

Antud juhul nurga o absoluutse vea iilemméaidr on 2°:2=1°
Siimbolites mairgitakse seda nonda: Aa=1° (kus kolmnurkne
stimbol on kreeka suurtiht «deltar). :

Et nurga a arvutamisel viga voib kiiiindida 1°ni, siis pole
otstarbekohane vastuses niidafa minuteid; vastuseks saadav arv
tuleb iimardada kraadideni: 35°45" ~ 36° /

Vastuse kirjutame nonda:

a~ 36°(=1°),

ligikaudse suuruse -abso-

mida loetakse «nurk o on ligikaudu 36° veaga 1°.

Absoluutse vea iilemmisra ia ligikaudse arvu suhet nimeta-

takse ligikaudse arvu relatiivse vea iilemmiiraks. See suhe antakse
tavaliselt protsentides.

Meie ndites on. nurga a relatiivse vea tilemmaaraks
1°:36°=10,028 ~ 0,03 =39
Tulemuse vaib niiiid kirjutada ka nénda:
a = 36°(£3%),

mida loetakse «nurk ¢ on ligikaudu 36° veaga 39%».

Ulesandes esineva muruplatsi teine nurk B~ 54°(£1°) ehk
B~54°(£2%).

Ndide 2. Ristkiiliku alus .on 564 mm, korgus 162 mm. Kui

pikk on selle ristkiiliku diagonaal ja kui suure nurga moodus-
tab diagonaal alusega?

Lahends. Et pikkused on moodetud millimeetrise tdpsu-
Sega, siis vea idilemmaidraks on siin 0,5 mm.

Diagonaali arvutamisel votame arvesse, et andmed on kolme
tivenumbriga arvud, mistottu ka tulemuse {imardame kolme
tiivenumbriga arvuks, iimardades seejuures vahepealsed tulemu-
sed nelja tiivenumbriga arvudeks.
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Téhistades aluse tidhega a, korguse tdhega b ja diagonaali
tdhega d, saame:

a?=162* ~ 26 240;
h2 = 5692 ~ 328 000;

d? ~= 355 000;
d = /355 000 = 595,8 ~ 596.

Diagonaali ja aluse vahelise nurga a tangensi iilemtoke on

162,5

5685 — 0,2858,

millest nurga « iilemtokkeks saame
% arctan 0,2858 = 15°57".

Arvutades tan a alamtoket, leiame

1615
5605 — 0,2835,

millest nurga a enda alamtokkeks saame

arctan 0,283b =150/

Nurga a absoluutse vea iilemmédra arvutamisel leiame, et

Aa=]557—2]500 b

Nurga a koige toendolisem védartus on

— ST AIT _ 15°54’ ~ 15°50.

Seega a ~ 15°50’(+04’) ehk a ~ 15°50’(+0,4%).

Ulesandeid.

45. Taisnurkse kolmnurga kaatetid on ligikaudu 4 m ja 6 m.
Arvuta hiipotenuus ja nurgad. Nurga arvutamisel leia absoluutse
vea ulemmadidr ja relatiivse vea iilemmd&dr. Umarda tulemused
vastavalt andmetele.

46. Tarvis on joonestada tdisnurkne kolmnurk, mille iiks kaa-
tet on 372 mm ja hiipotenuus 943 mm. Kui pikk tuleb teine kaatet
ja kui suured tulevad nurgad? Kui suur viga voib tekkida nurkade
arvutamisel?
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47. Piikese korgusnurga o miiramiseks 166di maa sisse psti
teivas, mille maapealse osa pikkuseks jdi 1,7 m; teiba varju pikkus
oli 2,1 m (joon. 7). Arvuta Piikese korgusnurk o varju mootmise
momendil.

e i
7N

Joon. 7. i Joon. 8.

48. Punktide A ja B vahele on tarvis ehitada tunnel (joon. 8).
Punkt C on valitud nonda, et kolmnurk ABC on tdisnurkne, kus-
juures BC=94m ja AC =234 m. Kui pikk tuleb ehitatav tunnel?
Kui suure nurga moodustab tunneli siht AB pohja-1ouna sihiga AC
ja kui suure nurga ta moodustab ida-lddne sihiga?

49. Arvuta niirinurkse kolmnurga ABC korgus BD, teades, et
alus AC =55 mm, alusnurk BAC — 18° ja alusnurk ACB — 147°
(joon. 9).

Joon. 10.

50. Jde laiuse BD modtmiseks margiti BD sihis pikkus AB =
=30m (joon. 10). JGe teisel kaldal vee piiril kasvava puu latv C
paistab punktist 4 nurgas 13° ja punktist B nurgas 30°. Kui lai on
jogi?

51. Kolmnurga ABC alus AC =70 mm, nurk a— 32°20’ ja
nurk f==>50°20" (joon. 11). Arvuta kdrgus BD.
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Joon. 11. Joon. 12.

52. Ule oru punktide A ja B vahele hakatakse ehitama silda
(joon. 12). Tugisamba DC korguse leidmiseks moodeti punkti C
alangunurgad DAC ja DBC. Arvuta samba DC pikkus, teades, et
AB=—=82ny L DAC =30 fas ZDBG =313

§ 4. TAISNURKSE KOLMNURGA LAHENDAMINE LOGARITMIDE
KASUTAMISEGA. ,

Kui andmetena esinevad arvud on enam kui kahe tiivenumb-
riga, siis kolmnurga lahendamisel on kasulik teha arvutusi loga-
ritmide abil. _

Matemaatiliste tabelite kogudes on peale nurgafunktsmomde
tabelite ka nende funktsioonide logaritmide tabelid, kust saame
leida kas nurga antud suuruse jdrgi soovitava funktsiooni loga-
ritmi voi tmberpoérdult — nurgafunktsiooni logaritmi jargi
nurga.

Niiteks: =
log sin 31°42" = 1,7205;
log cos 40°45" = 1,8794;
log tan 69°20" = 0,4235.

Moned ndited ka nurga leidmise kohta nurgafunktsiooni antud
logaritmi jargi:

log sin a = 1,7723; log tan B —1,3032; :
G 368180 e DR
Ulesandeid.
53. Leia.

1) log sin 16°24’ 2) log sin 42°54’
log tan 19°30’ log tan 59°18’
log cos 72°06” log cos 26°42’
log cot 32°12" log cot 7°36”

2 Matemaatika katsedpik X kl. 17




54. Leia trigonomeetrilvise funktsiooni antud

vasta

3) logsin 47°15’
log tan 8°08’
log cos 16°45’
log cot 56°17”

v nurk.
1) log sin x:§_,7183
log tan x=_2_,8960
log cos x = 1,8053
log cot x = 1,9529

3) log sin x 21,5692
log tan x =1,7375

4) log sin 4°41’
log tan 30°04/
log cos 72°19’
log cot 83°16”

2) log sin y = 1,9656
log tan y = 0,4068
log cos y = 1,9998
log cot x=0,5174 _

4) log sin x = 1,9320
log tan y = 0,4496

logaritmi jargi

log cos x =1,9776

_ log cos y = 1,7199
log cot x = 0,6934

log cot y =—1,7759

Lahendame niiiid tdisnurkse kolmnurga logaritmide kasuta-
misega.

Ulesanne. Taisnurkse kolmnurga kaatet a=235 mm ja
kaatet b=24,1 mm. Kui suured on selle kolmnurga teravnurgad
ja hiipotenuus?

Lahendus.
a__ 935 b L
1) tana:;—m, 2) tanB—h——ﬁg,
log a =1,3711: log b = 1,3820;
log b = 1,3820; logig—i1,37 11

log tan a = 1,9891;
a=44°17" a= 44°2(0.

log tan B =0,0109;
B ==45°43’ ~ 45°40’.

3)%=sina; K ontroll:
a2 ==hbhEgy:

S a f | ’

T ST .02 =—580,8;
loga:_l,37ll, a2+b2:ll33,0252§

log sin ¢ = 1,8439; fa

e S ¢ = V1133 = 33,66 ~ 33,7.
log ¢ = 1,5272;

¢==33,67 ~ 33,7 mm.

Vastus. Kolmnurga teravnurgad on 44°20 ja 45°40’; hiipo-
tenuus on 33,7 mm.
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Ulesandeid.

55. Lahenda tdisnurkne kolmnurk, timardades tulemused vas-
tavalt andmetele. Arvutatud nurgad i{imarda kraadideni, kui
lineaarsed andmed on kahe tiivenumbriga; kiimnete minutiteni,
kui lineaarsed andmed on kolme tiivenumbriga; minutiteni, kui
lineaarsed andmed on nelja tiivenumbriga.

I e=0h s e, Bsic =32 5 bR
2 ra ==l o==tit Bl ec=—=4506; g—2 88
3) ae=80Z: 5533008 - {)mo =139 bdl g D649
Ayrbie— 82 DR BISR (I8 T2 b e = 2058

56. Raudtee-vagunit, mida roopme sihis mojuv joud 1200 kG
voib paigast dra nihutada, tombab ré6pme korval liikuv traktor
(joon. 13). Vagunit ja traktorit ithendav vaier moodustab roopme
sihiga nurga 18°. Kui suure jouga P tombab traktor?

Joon. 13. ’ Joon. 14.

57. Mootorpaat soidab kiirusega v, = 1,7%. Paat soidab iile

- joe, mille voolu kiirus vs== 0,9—?« (joon. 14). Kui suure nurga a
all liigub paatkalda suhtes, kui tiiiiritakse kaldaga risti?

Klaas P
X
Fas - 4
) //(\/
. u
T
SHa
[N
Joon. 16.

19




e i

58. Korgepinge kaabel juhitakse iihest isolaatoripostist oma
sihist horisontaaltasapinnas 38° vorra korvale (joon. 15). Kaabel
on pingutatud jouga 240 kG. Kui suur on horisontaalne joud P,
millega kaabel kisub posti viltu?

59. Tasaparalleelsele klaasplaadile kaldu langev valguskiir
teeb plaati l4dbides paralleelse nihke b (joon. 16). Arvuta see nihe,

kui plaadi paksus d=26 mm, murdumisnéitajaziig“gz 155 ja
langemisnurk o= 30°?

Joon. 17.

60. ‘Kelpkatuse pikkus on 20 m, laius 8 m ja korgus 6 m, katuse

harja pikkus on 12 m (joon. 17). Arvuta nurgad « ja B, mis katuse
pinnad moodustavad laega.

§ 5. TRIGONOMEETRILISTE FUNKTSIOONIDE SKAALAD
ARVUTUSLUKATIL,

Antud nurga trigonomeetrilise funktsiooni voi viimase jargi
nurga leidmiseks voib kasutada arvutusliikati trigonomeetrilisi
skaalasid, mis leiduvad keele tagakiiljel (joon. 18): skaala S (sii-
nuste skaala, joonisel «Sin»), skaala ST (siinuste ja tangensite
thine skaala, joonisel «SuT») ja skaala T (tangensife skaala, joo-
nisel «Tg»). Igaiiht neist kolmest skaalast kasutatakse koos pohi-
skaalaga D. See voib toimuda kahel viisil. Esiteks nonda, et tom-
bame keele liikati korpusest vdlja, pdorame ta pikitelje fimber nii,
et tagakiilg saab esikiiljeks ja likkame ta siis korpusesse tagasi,
seades koigi esikiiljel olevate skaalade alg- ja l1opp-kriipsud koha-
kuti. Niitid loeme skaala D alguskriipsu vastavaks arvule 0,1 ja
10ppkriipsu vastavaks arvule 1 (joon. 19). Siis siinuste skaala
algab suurusega 544’ ja tema 16ppkriips mirgib nurka 90°. Toe-
poolest, arcsin 0,1 =544, «arcsin' 1 =—90°. Tangensite skaala
alguskriips aga maérgib nurka 5°43’ ja loppkriips nurka 45°. Toe-
poolest, arctan 0,1 = 5°3’ ja arctan 1=—=45°. Seega viimati kir-
jeldatud asendis skaalad S ja T koos pohiskaalaga D esitavad
vastavalt siinuste ja tangensite tabelit, esimene vahemikus 5°44’
kuni 90° teine vahemikus 5°43’ kuni 45°.
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Skaalat S uurides mirkame, et

6°-st kuni 10°ni iga kriipsuvahe mirgib 5,

[0S st 0 D02 Tk e fi 10
20csk s A g i &7 0%
A0 stV S 60T nT ) 5 0%
60% st - 80%-ni ., 5 & 12

Skaala 16pul 80° ja 90° vahel on kaks kriipsu, millest esimene
margib nurka 83° ja teine nurka 85°.
Skaalalt T paneme tihele, et

6°-st kuni 20°-ni iga :kriispst.ivahe margib 5,
207587 1L AR o 3 107,

Kui nurk a on véike, siis sin a = tan a. Seda nieme joonisel 20,
kus {ihikringis vaikese nurga a korral siinusloik ja tangensidik on
peaaegu vordsed. (Kontrolli seda ka siinuste ja tangensite tabelite
abil, vorreldes 6°-st viiksemate nurkade siinuseid tangensitega!)

See asjaolu vdimaldab viikeste nurkade siinuste ja tangensite
jaoks kasutada iihist skaalat, milleks ongi skaala ST. Selle skaala
kasutamisel koos skaalaga D loetakse skaala D alguskriips vasta-
vaks arvule 0,01, ja 16ppkriips vastavaks arvule Uels Skaala: ST
alguskriips mérgib siis nurka 34/ ja loppkriips nurka 5°44/, sest

arcsin 0,01 ~ arctan 0,01 ~ 34/;
arcsin 0,1 ~= arctan 0,1 ~= 5°44/.

Paneme tédhele, et skaalal ST

40%-st kuni 3°ni iga kriipsuvahe margib 1/,
Sost s b ¥ 54 2%
5%st ,, Iopuni ,, 2 3 B

Niisiis skaala ST koos pohiskaalaga D kujutab siinuste ja
tangensite iihist tabelit vahemikus 34’ kuni 5°44’.

Eeldusel, et keel on pooratud ja nurk o on vahemikus
5°447 ... 90° leiame sin a viirtuse jargmiselt: margime mirkijaga
skaalal S nurga a ja loeme niidi alt skaalalt D selle nurga siinuse
vadrtuse.Umberpadrdult, antud siinuse jargi nurga leidmisel mar-
gime skaalal D antud siinuse ja loeme niidi alt skaalalt S nurga
suuruse.

Analoogiliselt toimime antud nurga tangensi leidmisel ning

antud tangensi jirgi nurga leidmisel, kasutades sel korral vaid
skaalat T.

Naiteks:
sin 45° = 0,707; tan 15° = 0,268;
arcsin 0,574 — 35°: arctan 0,795 = 38°30".

tS
no




Kui antud nurk on vahemikus 34" ...5%4’, siis toimime tdpselt
eespool kirjeldatud viisil, kasutades skaalat ST ja pidades silmas,
et siinuse ja tangensi véadrtused on sel korral vahemikus.

0.0F=220) 0

Naiteks: :
sinn 1°30" — 0.0262: tan 2°187 — 0:0402;
arcsin 0,0405 = 2°19/; arctan 0,0769 = 4°24’.

Joonisel 21 on ndidatud sin 30° tan 35° ja sin 5° leidmine liitka-
til, kui selle keel on pdéoratud.

sinJ0° fan 35° sin§°

Keele tagakilg

SuT 3

e \Ef//' e e
3\
. \ / ¥ o
AT \ < t
0,895
Joon. 22. Joon. 23.

Kirjeldatud operatsioone saab liikatil teostada ka keelt
pooramata, kasutades selle asemel liikati korpuse otstes leidu-
vaid oOnaraid. Poorates liikatit pikitelje iimber 180° ndeme taga-
kiiljel onarate dartel kriipse: parempoolses otsas kaks kriipsu —
tiks iilal ja teine all, vasakpoolses otsas iiks kriips — all (joon. 22).

Parempoolse otsa iilemist kriipsu kasutame kraadide ja minu-
tite méarkimiseks ja lugemiseks skaalal S, alumist skaalal ST;
vasakpoolse otsa kriipsu kasutame seoses skaalaga T.

Leiame keelt p66ramata nditeks sin 63°30”. Selleks poo-
rame liikati tagakiilje ette, tombame keelt paremale seni, kuni
skaala S arvule 63°30" vastav kriips tuleb kohakuti parempoolse
onara tlemise kriipsuga (joon. 23, iilal); siis poorame liikati esi-
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kiilje ette ja loeme skaala D 16ppkriipsu kohalt skaalalt C (keele
alumisel ddrel) numbrid 8—9—5 (joon. 23, all); seega

sin 63°30" = 0,89_5.

Antud nurga tangensi (nditeks tan 20°) leidmiseks poorame
likati tagakiilje ette, tombame keelt vasakule seni, kuni skaalal T
arvule 20° vastav kriips tuleb kohakuti vasakpoolse Onara kriip-
suga; siis poorame liikati esikiilje ette ja loeme skaala D algus-
kriipsu kohalt skaalal C numbrid 3—6—4; seega

tan 20° = 0,364.

Antud siinuse jérgi nurga leidmiseks keelt pooramata (néi-
teks arcsin 0,515 leidmiseks), tombame keelt paremale seni,
kuni liikati esikiiljel pohiskaala D 16ppkriipsu kohale tuleb skaala
C vairtus 0,515; siis poorame liikati tagakiilje ette ja loeme
parempoolse onara iilemise kriipsu kohal skaalalt S arvu 31°
seega

arcsin 0,515=—31°
Antud tangensi jirgi nurga leidmiseks keelt pooramata (nai-
teks arctan 0,535 leidmiseks) tombame keelt vasakule seni,
kuni litkati esikiiljel pohiskaala D alguskriipsu kohale tuleb skaala

C vidrtus 0,535; siis poorame litkati timber ja loeme vasakpoolse
onara kriipsu kohal skaalalt T 28°10%; seega

arctan 0,535 — 28°10’.

Kui antud nurk on viike (vahemikust 34’ . .. 5°44’), siis nii sii-
nuse kui ka tangensi leidmine (samuti nurga leidmine) toimub
analoogiliselt, ainult selle erinevusega, et siis kasutame skaalat
ST ja parempoolse dnara alumist kriipsu. Néiiteks:

sin 4° = tan 4° = 0,0698:
arcsin 0,0525 = arctan 0,0525 — 3°.

Antud nurga koosinuse ja antud koosinuse jérgi nurga leidmi-
sel kasutame valemi

cos a ==sin (90° — a)
vahendust; néiteks:
cos 32° = sin (90° — 32°)=sin 58° = 0,848.
Olgu antud, et cos a=0,588. Kui suur on a?
Sel korral sin(90° — a)==0,588; siit
90° — a=236° ja a=>54".
24




Antud nurga kootangensi leidmisel kasutame abivahendina
seost

1
tana °

cot o ==

Néiteks cot 25°= leidmiseks poorame litkati tagakiilje

sty
tan 25°
ette, tombame keelt vasakule seni, kuni skaala T koht 25° tuleb
kohakuti vasakt onara kriipsuga; niiiid poorame liikati esikiilje
iiles ning loeme skaalalt C (skaala D alguskriipsu kohalt)
tan 25°==0,466, aga skaalalt D (skaala C loppkriipsu kohalt)
jagatise

1 i

m=m=2,14=cot25 <

90°-st suurema nurga siinuse voi koosinuse leidmisel raken-
dame taandamisvalemeid. Néiiteks:

sin 125° = sin (180° — 125°)=sin 55°=0,82.
45°st suurema nurga tangensi leidmisel rakendame seoseid

1

tan a == cot (900— (l)= m :
Niiteks

tan 75° = cot (90° — 75°) = cot 15°=

—n—lsg s 3,73

Erilist kasitlust nouavad trigonomeetrilised funktsioonid nur-
kade puhul, mis on vdiksemad kui 34’. Sdédraste nurkade korral
nii siinusloik kui ka tangensloik on pikkuselt peaaegu vordsed
kaare pikkusega (vt. joon. 20). Kesknurka teatavasti moodab
temale vastav kaar; niisiis, kui kesknurk on a radiaani, siis ka sel-
lele nurgale vastav kaar on a radiaani. Teades, et

1 rad = 57°18’' = 3438/,
leiame nurgale o’ vastava kaare pikkuse radiaanides jagatisena:
a’:3438.
Arvu 3438 kohal leidub liikati pohiskaalal mérge g/, nii et
0o’=23438" ja (kui a<34’)

v a
sina=tana= —+ .
. 0
i SUSHREES P
~Naiteks sin 20 s T e = 0,00582.
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1)

4)
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Sédéraste jagatiste arvutamisel peame meeles:
kui a<<34’, siis sin a==tan ¢<0,01.

1) sin 50°
sin 45°
sin 24°
sifols
sin 9°30”

4) tan 13°

SR
tan 9°107
tan 36°30”
tan 25°307

)ersingl R807
tan 2°18’
tan 0749
tan 4°24/
tan 5230/

62. Leia litkatilt keele

1) sin 30’
sin 27/
tan 25/
sin 177
tan 6’

63. Leia liikatilt keele pooratud asendi puhul teravnurk x, kui:

Sifise =— Q945
sixe—0, 142
Sifiw =0 315
Siti v— 0375

sin x — 0,485
tan x = 0,268
tan x=0,625
fanx—0.161
tan x=0,795

tan x = 0,966

2)

A

2)

2)

5)

Ulesandeid.

sin 8°257
sin 85° 3
sin 14°107
sin 130°
sin 300°

tan 50°
tan 54°
tan 77°307
tan 71°
tan 60°30”

sin 2°107
sin 3°207
sin 3°25’
Sifi:1°hb’
sin 0°42’

3)

6)

61. Leia liikatilt keele péoratud asendi puhul:

cos 15°
cos 40°30’
cos 72°50"
cos61°
cos 147°

cot61°
cot 43°
cot 48°
cot 12°30’
cot 19°107

9) fan2:055

tan 2°44/
tan 0°54/
cos 88°17/
cot 87°54

normaalasendi puhul:

cot 89°45’
tan 89°44’
tan 88°45’
cos 89°157
cos 88°20/

cos x =— 0,670
cos x — 0,245
cos x — 0,158
cos x = 0,588
cos xi— 0,225
an =119
tan—"1.376
Tanx —4:5k]
tan x=290

tafe —= 1192

3)

3)

6)

sin 157
SR 827
tan 18’
tan-21/
tan 46’

sin x = 0,309
sin x=0.339
sin x=0,799
sin x = —0,242
sin x=—0,334
dot:t—10.554
cotxe="1.07
cotx==10,900
cotey—4 51

cot x=—2 88



64. Leia liikatilt keele pooratud asendi puhul:

1) arcsin 0,707 2) arctan 0,839 3) arctan 1,195
arcsin 0,375 arctan 0,259 arctan 1,675
arcsin 0,777 arctan 0,445 arccot 2,90

“arcsin 0,165 arctan 0,835 © arccot 1,192
arcsin 0,146 arctan 0,615 arccot 0,554

4) arcsin 0,0552 5) arctan 0,0364 6) arcsin 0,00262
arcsin 0,0596 arctan 0,0477 arctan 0,00582
arcsin 0,0334 arctan 0,0157 arcsin 0,00728
arcsin 0,0122 arctan 0,0114 arctan0,00485
arcsin 0,030 arctan 0,0556 arcsin 0,00211

7) arcsin 0,00582 &) sin3l® Q) st 140"
arcsin 0,00786 tan 19° sin 40’
arctan 0,00728 sin 1°15 tan 9°
arcsin 0,00512 sin 3°407 ran 7
arctan 0,00197 tan 2°107 cot’b62>

10) cot 76° 11) arctan 0,625 12) arcsin 0,707
cot 87° arctan 0,815 arcsin 0,174
tan 43°20/ arctan 0,244 arcsin 0,819
cot 47°40/ arctan 0,880 arcsin 0,985
cot 62°20” arctan 0,250 arcsin 0,259

§ 6. TRIGONOMEETRILISI ARVUTUSI LUKATI KASUTAMISEGA.
Niditeid.

1) Leia nurk a, kui sina= =

17,

=3

()]

Lahendame iilesande liikati keelt pooramata. Margime skaalal
D arvu 17,5; tombame keelt paremale niipalju, et skaala C arv
12,6 jddb kohakuti arvuga 17,5 skaalalt D. Poorame niiiid liikati
timber ning loeme parempoolse onara iilemise kriipsu jargi skaa-
lalt S véddrtuse 46°. Seega vastuseks on a=46°.

) 36 _ 25
sin30° ~ sinx °

Lahendus pooratud keelega liikkatil on jdrgmine. Margime nii-
diga skaalal D arvu 3,6. Tombame keelega niidi alla 30° skaalalt S.
Niiiid margime niidiga skaalal D arvu 2,5. Niidi alt skaalal S
loeme vastuseks 20°19’. Seega x¥=20°19".

3) Arvuta avaldis 14,6 - sin 56°30".

Lahendame iilesande liikati keelt pooramata. Liikatit taga-
kiiljelt jdlgides tombame keelt paremale niipalju, et skaalalt S
tuleks onara kriipsu kohale 56°30". Po6rame niiiid liikati paripidi

Leia x.

2%
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ning margime niidiga skaalal D arvu 14,6. Vastuseks loeme niidi
alt skaalalt C arvu 122. :

Seega 14,6 - sin 56°30" = 12,2.

A A 13,9
4) Teosta jagamine oot S

Lahendame iilesande liikatil keele pooratud asendis. Mirgime
niidiga skaalal D arvu 13,9, tombame niidi alla skaala T arvu 41
ning loeme keele 16pult skaalalt D tulemuseks 16. Seega

g
tan4ars — 16.

5) Taisnurkse kolmnurga kaatet a=250 ja b=—575. Leia
teravnurgad ja hiipotenuus.

Ulesannet liikati abil lahendades leiame koigepealt, et

ke
tan ge== ’57—5 = 0,435

Niilid seame skaala C arvu 0,435 kohakuti skaala D algus-
kriipsuga, poorame liikati {imber ning loeme vasakpoolse onara
kriipsu kohalt skaalalt 7 arvu 23°30’. Seega

a==23°30"; p=90°— 23°30" =66°30’.
Hiipotenuusi arvutame seoseset

Qs i e DR

?—Sma ehk C——m—m.

Viimase jagatise leiame jirgmiselt. Pdorame keele ja margime
niidiga skaalal S koha 23°30"; niidi all skaalal D leidub siis vas-
tav siinuse vairtus (0,399; selle véljalugemine pole tarvilik).
Niilid péérame keele tagasi ja leiame jagatise

250 : sin 23°30” = 627.

Kontrolliks kasutame Piitagorase teoreemi, arvutades liikatil

a®=2502= 62 500;
b? = 575% = 331 000;

a® 4 b2 =393 500 ~ 393 000;
02 e= B2 ~ 393 000.

Vastus. a==23°30" B =155°30"; c¢=—627.
28




U lesandeid.

65. Arvuta liikati abil nurk a, kui 4

; 63 23

1) sin @ = g 4) cotou=52
18 15
2)icosa = 3 3) tana =515

66. Arvuta liikati kasutamisega avaldis: i

Yoo 6) 2 11) 5,85 - sin 21°40’
) il ) s 12) 2,4 - tan 22°20.
3) =22 8 2 13) 2,54 - tan 66°30’
4) 2 9) 2B 14) 28

B b O e 1), s

67. Arvuta litkati abil avaldis:

25,2 0,28 E W

: ) Snir 3) noar 5) 78-sin 1°55
10 542 FEG
2) tan 2°20/ > tan 4°20/ 6) 635 -tan 4°15

68. Lahenda liikati kasutamisega vorre:

! sin 15° __ sinx sin 10° __ sinx
P 69 W RS T
433 iy 7975 TR
2) sin 60° ~ sin 30° 9) sin30° ~ sinx
tan 18° _ tan 32° tan40° _ tanx
3) . LT 6) AN TS0

69. Arvuta liikati abil tdisnurkse kolmnurga puuduvad kiiljed
ja nurgad.

1) a=79cm; c¢=10,7 cm
2) b=10,5dm; c¢=153 dm
3) a=6,06m; b=28,32m

4) a=16,1 cm; b=13,3 cm
5) a=12,9 mm; a=33°30’
6) c=174,5mm; a=28°20"
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70. Joonestati kolmnurk kiilgege pikkustega a=8cm, b=
=>5cm ja ¢c=7,2cm. Nurkade mootmisel leiti, et o =80°, p =238+
ja y=62° Arvuta liikati abil suhted

a b i €
sina’ sinp ] siny

ja vordle tulemusi omavahel.

71. Joonesta kolmnurk, mille killjed on a=4 cm, b=6cm ja
¢==38,9 cm. Mdoda selle kolmnurga nurgad a, B ja y.
Arvuta liikati abil suhted :

a b =55 c
sina’ sinfB ] siny °
Vordle nende suhete suurusi. Joonesta saadud kolmnurga
timber ringjoon ja mooda selle diameeter sentimeetrites; vordle
saadud arvu eelmiste suhetega.

72. Joonesta kolmnurk kiillgedega a==87 mm, b=65mm ja
¢=76 mm. Modda saadud kolmnurga nurgad a, B ja y ning
arvuta litkati abil suhted

a b : 0
; i e L R e
sin a sin f siny

Vordle neid tulemusi kolmnurga iimberringjoone 1dbimdoduga,
kui viimane on moodetud millimeetrites.

§ 7. KOLMNURGA PINDALA KAHE KULJE JA NENDEVAHELISE
NURGA JARGI.

Kolmnurga pindala saab arvutada kahe kiilje ja nendevahelise
nurga jargi. Vastava eeskirja saamiseks lahtume valemist

1
S:iah

Joon. 24. Joon. 25.

Tommates kolmnurgas ABC korguse h alusele a (joonised 24
ja 25), saame tdisnurkse kolmnurga ACD, milles h=1b sin y
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[niirinurkses kolmnurgas A= b sin(180° — y)=~>bsiny]. Asenda-
des pindala valemis h avaldisega b sinvy, saamegi otsitava
valemi:

1 g
S=§ ab siny

. Vottes korguse kiiljele & voi kiiljele ¢, saame vastavalt vale-
mid

S == % be sin a
b
ja Y A \
a
| i
S — 3 ac sin B Joon. 26.

Niisiis,
kolmnurga pindala vordub poolega kahe kiilje ja nende-
vahelise nurga siinuse korrutisest.
Jareldus. Et diagonaal jaotab réopkiiliku kaheks vordseks
kolmnurgaks (joon. 26), millest kummagi pindala on % ab sin vy,
* siis roopkiiliku pindala arvutamiseks saame valemi:

S =ab siny.

Roopkiiliku pindala vordub kahe kiilje ja nendevahelise
} nurga siinuse korrutisega.

Eeskiri on dige soltumata sellest, kas roopkiiliku vaadeldav nurk -
on terav- voi niirinurk. -

Ulesandeid.

73. Kolmnurga kaks kiilge on 6 cm ja 9 cm; nende kiilgede
vaheline nurk on 30°. Kui suur on kolmnurga pindala?

74. Rodpkiiliku kiiljed on 5 dm ja 12 dm ja teravnurk on 30°.
Kui suur on roépkiiliku pindala?

75. Toesta, et diagonaalid jaotavad réopkiiliku neljaks pind-
vordseks kolmnurgaks.

76. Toesta, et diagonaalid jaotavad ristkiiliku neljaks pind-
vordseks kolmnurgaks. :
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77. Arvuta liikati abil kolmnurga pindala, kui

k). ac=—6321m . b —496.m; y = 134°207;
2) b=0542 mm; c¢=435mm; a= 3540,

78. Arvuta roopkiiliku pindala, kui killjed ja nurk on vasta-
valt
1) 4cm, 6 cm ja 40%
2) 4,6m, 58m ja 130°

79. Vordhaarse kolmnurga haar on 3,4 cm ja tipunurk 80°
Arvuta kolmnurga pindala. ;

80. Vordkiilgse kolmnurga kiilg on 15 cm. Arvuta pindala.

81. Kolmnurga kaks kiilge on 5cm ja 6 cm. Kolmnurga pind-
ala on 7,5 cm? Leia antud kiilgede vaheline nurk.

82. Arvuta ringi segmendi pindala, kui segmendi kaar on 70°
ja ringi raadius on 20,2 cm.
©  83. Arvuta korrapdrase viisnurga pindala, kui viisnurga
‘iimberringjoone raadius on 3 cm.

§ 8. SIINUSTEOREEM.

Uldkujulist kolmnurka saab lahendada, kui titkeldada antud
kolmnurk korgusega taisnurkseteks kolmnurkadeks ning arvutada
nendest antud kolmnurga puuduvad elemendid. Lihtsam on aga
siiski lahendada otseselt, kasutades monesuguseid kolmnurga
elementide vahelisi seoseid. Uht niisugust seost vidljendab nn.
sirnusteoteein

kolmnurga kiiljed on vordelised vastasnurkade siinus-
tega.

a b ¢

sina =~ sinB "~ siny

Toestus. Liahtume kolmnurga pindala valemitest:

S:%acsinﬁ; (1)
S= % be sin a; : (2)
S % ab‘sin Y- (3)

Esimesest'ja teise_ét vordusest jareldub, et
. ac sin p=>bcsina
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ehk
asin p=b sin a.
Siit
a b

sina~ sinf’

Esimesest ja kolmandast vordusest jareldub, et

ac sin g =ab sin y
ehk
: ¢sin p=>bsiny.
Siit saame '
b c

sinp = siny’

Seega toesti
a b ¢

I

sin a sinf~ siny
Kui vordes
a b

sina = sinf

kolm liiget on antud, siis neljanda saab arvutada. Seega siinus- :
teoreem voimaldab

1) arvutada kolmnurga kiilge teise kiilje ja nende kiilgede
vastasnurkade jargi; néiteks:

a_bsinu,
sinf ’

2) arvutada kolmnurga nurka teise nurga ja nende nurkade
vastaskiilgede jargi; nditeks:

sin ¢ = a——Sib" B
kust nurga a saame leida liikkati voi tabeli abil.

Kokkuvottes: siinusteoreem voimaldab lahendada kolm-
nurka, millest on antud

1) kaks nurka ja iiks kiilg voi
2) kaks kiilge ja neist iihe kiilje vastasnurk.

Nidide 1. Tahetakse mdota ligipddsmatu punkti C kaugust
punktist A. Selleks voetakse 16ik AB =50 m baasiks ja moode-
takse nurgad CAB=a ja CBA=§. Arvutame kauguse AC=x,
kui a==236°30" ja p=168°30" (joon. 27).
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Lahendus. Rakendades
siinusteoreemi, saame:

by ¥ =180° —{a+}- B
2) X 2oy (45

sin B siny ’
o r millest -

‘aeaesihip

Joon. 27. i Sk

* Numbriliselt:
y = 180° —(36°30” 4 68°30’)= 180° — 105° — 75°.

~ : X 8850 £ 3 % .
Vorret S 6830 — 3n 75 likatiga lahendades leiame, et x = 48,2.
Seega on punktide A ja C vaheline kaugus ligikaudu 48 m

Nédide 2. Lahendada kolmnurk andmeil: .
c=93,1; b=49,5; y=110°50"

Lahendus. Et antud nurk on niirinurk, siis peavad iile-
jadnud nurgad o ja § olema teravnurgad.

1) Arvutame nurga B, milleks rakendame siinusteoreemi-

: b i
sinf ~ siny
Asendades saame:
495 ¢ . 031 chic 495 93,1

sin B~ sin 110°50° sinp — sin69°10" °
Siit p = 29°50". '
2) a=180° — (110°50" - 29°50")= 39°2("
3) Arvutame kiilje a:

sin a sin B ' sin 39°20 ~ sin 29°50” °

i R = il a 49,6

Seega,
a=063,19 ~ 63,2.

Paneme tihele, et
b<a<c ja B<a<y:
Vastus. a=632; a=39°20"; B=29°50',
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Niide 3. Lahendada kolmnurk andmeil:
bie—3a 1 A0 Bl 405

1) Arvutame nurga y:

[

——=—— millest siny= g3 0 Siohtk
siny sin f

b

siny= ‘0912 enk siny=0,9054.

Nurga y arvutamisel peame silmas pidama, et y> B, (sest
¢ > b) ja teiseks, et viimasel vorrandil on kaks lahendit; toesti, ka

sin (180° — y)=0,9054. .
Nurga y vairtuseks saame antud juhul:
: yi = 53°32" ~~ 53°30/;
y2 == 126°30’.

Mélemad viirtused voivad olla lahendatava kolmnurga nur-
gaks, sest molemad on suuremad kui .

2) Leiame nurga a:
a; = 180° — (42° -}- 53°307)== 84°30’;
ag = 180° — (42° + 126°30")==11°30".

3) Kiilje a arvutamisel saame:

1 S : ___bsing
sina p m y millest a; = ——sin B
ehk
_ 34.s5in84%30" | pop,
S = e Y D90,
34 .sin 11°30/
AaFes Tl AT
Vastused.
a = 84°30/ a—=11°30"
1) v = 53°30’ 2) v — 126°30~

a=50,5 ar =12

Kui kolmnurgast on antud kaks kiilge ja védiksema kiilje vas-
tasnurk, siis, nagu teada, madravad need andmed kas kaks kolm-
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nurka, ithe kolmnurga v6i ei méara iihtki kolmnurka. Olgu niiteks
antud a, b ja a nii, et a < b; nurga B arvutamisel saame

< b sin a
Sin ﬁ:“a—

Soltuvalt andmetest a, b ja o v6ib juhtuda, et

1) a>bsina; 2) a=bsina; 3) a < bsina, millele vasta-
valt peaks olema

besmpg -t sinp=1;, 3) sinp > 1.

Esimesel juhul leidub alati teravnurk B,, mis sellele siinusele
vastab. Kuid siis leidub ka niirinurk B,, millel on sama siinuse
védrtus, sest sin B, =sin (180° — B,), seega By = 180° — B,. Lahen-
damisel saame sel korral kaks kolmnurka, iihe teravnurkse, teise

-niirinurkse (joon. 28-1).

b 3 a b a
a B B a & i
1 g I n
Joon. 28.

Teisel juhul, kui sin B =1, saame lahendamisel iihe kolmnurga,
nimelt tdisnurkse, sest siis p =90° (joon. 28-11).

Kolmandal juhul, kui sinf > I, andmed a, b ja o ei méiira
iihtki kolmnurka, sest pole olemas nurka, mille siinus on suurem
kui 1. Ulesandel sel korral lahend puudub (joon. 28-11T).

Ulesandeid.
84. Lahenda kolmnurk andmeil:
L) ==99 a=136" Bie==82",
2)- b e—30; o ==i520 S —hR
3y o= Br=="1295: p==85":
4y So = 74 P == 36°30"; - v=—=63°30".
)b =T e=—1q5 B =158°20%

6) a=416;  b=635;  B—28°10".
7) b=8576; B=236°55; y=— 74°I18".
8) c=144,7; a=120°16; B— 42°94".

90— 56 @=— 52 e (1
10) a—62; b=—148; ar=50%:
1 Fyta==39: b =48 §=——40"
12) 5= 35: Or=h¢ B =46°.
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9 R e G=283; p="70°30".
14) a=199; ¢—68; ve=28"
15) a=14,5; b= a==63°50".

85. Mootmistoodel maastikul said oOpilased iilesande moota
niisuguse puu korgus, millele ei saanud ligi minna. Ulesande téit- -
miseks voeti puu tiive ldbival sirgel baas AB =10 m ning moo-
deti puu korgusnurgad o ja B vastavalt punktide A ja B juurest

-viseerimisega puu latva C (joon. 29). Saadi a=—28°17" ja p=

= 41°20/. Nurgamootja korgus k= 1,3 m. Kui korge oli puu?

Joon. 29. Joon. 30.

86. Vabrikukorstna korguse kindlakstegemiseks moodeti
korstna sihis baas AB=75 m ning korstna korgusnurgad punk-
tide A ja B kohal, saades a=20%48" ja f=—232°18". Nurgamootja
korgus oli 1,3 m. Kui korge oli korsten? (Kasuta joonist 29!)

87. Veetorni korguse mootmiseks voeti maapinnal baas
b=—AC, mis ei asunud torni jalamit ldbival sirgel. Moodeti nur-
gad BAC=aqa, BCA=vy ja DCA = § (joon. 30). Arvuta torni kor-
gus andmeil: b=235 m; a=47°43’; y=110°28’; 6 =32°13’. Teo-
doliidi korgus h=1,3 m.

88. Naiita, et siinusteoreem kehtib ka tdisnurkse kolmnurga
kohta. : '

89. Niita siinusteoreemi abil, et

1) kui kolmnurgas kaks nurka on vordsed, siis on vordsed
ka nende nurkade vastaskiiljed; ;

2) kolmnurgas, mille koik nurgad on vordsed, on ka koik kiil-
jed vordsed.

90. Kolmnurga nurgad suhtuvad nagu 1:2:3 ja {imbermdot
on 20 em. Kui pikad on kolmnurga kiiljed?

91. Kolmnurgas ABC on joonestatud nurga B poolitaja BE,
kus E on nurgapoolitaja ja kiilje AC iihine punkt. Rakendades
siinusteoreemi, toesta kolmnurga nurgapoolitaja omadus:

AE : EC=AB": BC.
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§ 9. KOOSINUSTEOREEM.

Kolmnurga lahendamist juhul, kui ta on méaédratud kolme kiil-
jega voi kahe kiilje ja nendevahelise nurgaga, ei saa alustada
siinusteoreemiga, sest sel korral ei saa kirjutada vorret, millest
kolm liiget on teada.

Sel puhul on rakendatav seos, mida véljendab nn. koosi-
nusteoreem: i

kolmnurga kiilje ruut on vordne teiste kiilgede ruutude
summaga, millest on lahutatud nende kiilgede ja viimaste
vahelise nurga koosinuse kahekordne korrutis.

Siimbolites

a®=b? | ¢2 — 2bc cos a
b%? = a® | ¢ — 2ac cos B
2 =a?4 b2 — 2ab cosvy

Toestus. Toestame, koosinusteoreemi iihtaegu nii terav-
nurkse kui ka niirinurkse kolmnurga kohta (joon. 31).

Tombame tipust C kdrguse CD = h. Tahistame tihega x kiilje
b projektsiooni kiiljel ¢ vdi selle pikendusel.

Joon. 31.

Piitagorase teoreemi pohjal saame kolmnurgast DBC:

teravnurkse kolmnurga korral: niirinurkse kolmnurga korral:
@ =h? 4 (c—x)2, a?—h? - (c + x)?,
?=h-1x24 2 —_9cx. a? = h? + x2 4 ¢2 4 2cx.
Kolmnurgast ADC: h2 4 x2 = b2, seega
a2 =52} ¢2— 2cx. | a? = b2+ ¢2 4 2cx.
Kolmnurgast ADC saame, et
Xi—h-COSa" x=0b cos(180° — a)

. =—1> cos a.
38



Kirjutades eespool saadud valemites tdhe x asemele tema aval-
dised, saame
a? = b2 4 c2 — 2cb cos a. | a2=b2+c2+4 2c(—bcosa).
Seega saame nii teravnurkse kui ka niirinurkse kolmnurga
puhul:
a? = b%+ ¢2— 2bc cos o.

Analoogiliselt saame koosinusteoreemi toestada ka kiilgede b
ja ¢ kohta.

Valemid, mis védljendavad koosinusteoreemi, voimaldavad arvu-
tada kolmnurga kiilge kahe iilejddnud kulje ja nendevahelise
nurga jargi.

Eespooltoodud valemeid voib kirjutada ka kujul:

24 ¢c2— a2
cos a = —+2bc—
a2+ c?2 — b2
i s o
a2+ b2 —c2
R A R T

Need valemid voimaldavad arvutada kolmnurga nurkasid, kui
koik kiiljed on antud. cos @, cos B ja cos y jdrgi leiame tabelitest

|, voi liikati abil nurgad a, B ja vy.

Logaritmide kasutamine on koosinusteoreemi rakendamisel
raskendatud, sest kiilje ruudu ja nurga koosinuse avaldised ei
ole logantmltavad

Niisiis, koosinusteoreem véimaldab lahendada kolmnurka,
millest on antud

1)- kaks kiilge ja nendevaheline nurk voi
2) kolm kiilge.

Kui kolmnurgast on antud kaks kiilge ja nendevahelme nurk,
néiteks a, b ja y, siis iilejddnud elemendid voime leida kahel eri-
neval viisil.

A. Koosinusteoreemi pohjal:

1) rakendades valemit

¢?2 = a®>-} b? — 2ab cos vy, arvutame kiilje c;

2) rakendades valemit

a?+c2—b?

- oo leiame nurga B;

cos fp =
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3) rakendades valemit

b24c2—a?

COS a = 9be

, leiame nurga a.

Viis A on otstarbekohane siis, kui antud kiilgede madtarvud
on iihe- voi kahekohalised. '

B. Koosinusteooreemi ja siinusteoreemi poh-
jal:

1) valemist ¢2 = a2+ b2 — 2ab cos y arvutame kiilje c;

2) rakendades siinusteoreemi, kirjutame vorde

b Cidile £ : A
SieB 7 Sy millest leiame nurga B;

A a c % -
3) vordest — = — leiame 16puks nurga a.
sin a siny

Kui kolmnurgast on antud kolm kiilge, siis voib nurkade arvu-
tamine toimuda samuti kahel viisil:

A. Koosinusteoreemi pohjal, kasutades nurkade koo-
sinuste valemeid lehekiiljelt 39.

B. Koosinusteoreemi ja siinusteoreemi pohijal
jargmiselt:

1) kasutades valemit

b24c2—q?

COS a — %be

, leiame nurga a;
2) kirjutades siinusteoreemi pohjal vorde

L e leiame sellest nurga B;
sina  sinf’ 3

3) vordest si§a= sifw leiame 16puks nurga y.

§ 10. KOLMNURGA LAHENDAMISE NAITEID.

Ndide 1. Arvuta tiigi pikkus AB (joon. 32), kui AC — 60 m,
BC =80 m ja nurk ACB = 88°.

Lahendus. Tihistades pikkusé AB meetrites tdhega ¢, voime
koosinusteoreemi pohjal kirjutada:
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c? =602 480> —2-60 - 80 - cos 88° =
— 3600 -+ 6400 — 9600 - 0,0349 = 9665.
¢ = /9665 — 98,29 ~ 98.

Seega on tiigi pikkus ligikaudu 98 m.

Joon. 32. Joon. 33.

Niide 2. Risttinavate vahel on kolmnurkne haljasala ABC,
mille kiilgede pikkused on vastavalt 50, 40 ja 66 m (joon. 33).
Arvuta tinavatevaheline nurk ABC.

Lahendus. Tahistades otsitava nurga tahega B, voime koo-
sinusteoreemi pohjal kirjutada:

502+40°—662 __ 2500+ 1600—4356
2.50-40 4000 = —0,0640.

cos f =

Seega
cos (180° — B)==0,0640;

180° — B = 86°20/;
=93°40" ~ 94°.
Seega on tanavatevaheline nurk 94°.

Nidide 3. Kui suured on nurgad kolmnufgas. mille kiiljed on:
a=195, b=169, c=—182?
Lihtudes koosinusteoreemist ja rakendades tuntud yalemit

- JRie! l+c<§_~(_ir
CcOSs 2’—V 9

pole raske tuletada (proovi seda teha!) kolmnurga nn. poolnurkade
koosinuste valemeid:

a __\/plp—a) 1 COS%:__Vp(pa:b) cos—YQ—= p(t:w—c)
i {

cos Q - be
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kus p::% (a—}—b.+‘c) téhen‘dab kblmnurga poolt iimbermootu.

Need valemid on eriti sobivad liikatiga arvutamiseks. Meie niite
puhul korraldaksime arvutused nii:

a=— 195 p—>a=—273— 195= 78;
b — 169; p—b=273— 169=104;

=182 p—c=273—182— 9I;
p =546 : 2 = 273; '
0. 278: 78 ]
cos? = m == 0,692,
sin? 5 =1—0602=0,308;  sin % —/0,308;

; —33°40"; = 67°20".

. B <73 - 104
2____.______ §
cos? 5 = Jo= 18 = 0,800;

sin? & — 1 0,800=0,200; sin —g— — /0,200
B
2

=26°35; B — 5310,

9ug 273 w81 yd }
COSS ore= s = (758"

sin2 % =1—0,753=0,247; sin % = /0,247,

g =29°45"; . y=59°30’.

Kontroll. a4 B -+ y= 180°00".

Miérkus. Arusaadavalt voiks naiteks 3. antud iilesande lahendada ka

ainult koosinusteoreemi pohjal vai rakendades viimast koos siinusteoreemiga
(tee sedal).

Ulesandeid.

92. Lahenda kolmnurk jirgmisil andmeil:

1) a=16; b=12; y=238°

2) b=2817; ¢=239,2; o= 122°10".
3) a=052,84; c—14,88; B=24°5".
4) a=8; b=12; c=16.

9) a=50; b=—41; =19,
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6)la—b 4. Hr=88 - c—10,

) a—=—40" =19 vcc—dl=
8Yia—=ilp; b-—=25 c=—1:6

9) a=2457;, b=2475; c==10,05.
10) a=0,2243; b=0,2469; c—0,3126.

93. Arvuta jirve pikkus AB (joon. 32), kui AC=570 m,
BC==860 m ja nurk y==79°

: 94. Nelinurga kiiljed on jérjestikku 16 m, 18 m, 24 m ja 26 m;

iiks diagonaal on 36 m. Arvuta nelinurga pindala.

95. Matkaja ndeb oma asukohast P kolme méetippu A, B ja C,
milledest A ja B paistavad talle ithes ja samas suunas ja mille-
dest A on talle koige ldhemal. Kaardi jargi on AB==9,4 km,
BC=6,0 km ja AC=11,2 km. Matkaja moodab nurga BPC ja
leiab selle olevat 12°. Kui kaugel on matkaja méest C?

96. Uhest ja samast punktist alustasid iihtlast sirgjoonelist
liikumist kaks keha, iiks kiirusega 2 m sekundis, teine kiirusega
3 m sekundis. Kui kaugel on need kehad teineteisest 10 sekundi
pirast, kui liikumise teed moodustavad nurga 34°?

97. Joonisel 34 on skemaatiliselt kujutatud tostekraana, millel
tugi a=3,8 m, 6lg b=6,5 m ning nendevaheline nurk y==125°.
Arvuta trossi pikkus x.

§ 11, KOLMNURGA PINDALA VALEMID.

Kolmnurga pindala saab arvutada tuntud valemi

1

jargi, kus a tdhendab kolmnurga alust ja h alusele tommatud
korgust. '

Kui kolmnurk on mdaratud kahe kiilje ja nendevahelise nurga
kaudu, siis pindala arvutamiseks sobib valem (vt. § 7):

43



R

TN

S=%absiny = (2)

Viimasest pindala'valemist saab tuletada valemi kolmnurga
pindala arvutamiseks iithe kiilje ja kolme nurga jargi.
Avaldame siinusteoreemi pohjal kiilje b:
b G
siiEEEn B T s

Asendades pindala valemis (2) killje b tema avaldisega, saame

il g sinB el
e 2 sing oo
__a’sinf@siny
i 2sina (3)
Anaoloogiliselt saame valemid:
5 __ bZsinasiny __¢2sina sin B "
o) Sseomn | oy )

Ndide. Leida kolmnurga pindala, kui kiilg ¢=89 m ja selle
ldhisnurgad on: a = 88°, B=10°50".

Lahendus.
y = 180°— (a - )= 180° — 98°50’ = 81°10’.
Valemi (3”) jéargi kirjutame:

o 892. sin 88° - sin 10°50’
2 - sin 81°10/

Edasisi arvutusi litkati abil souritades saame vastuse jargmi-
selt:

7900- 10,188 _ 7900-0,094 -
S 970988 —  ooss  — /00 (m?).

Kolmnurga pindala saab arvutada ka kolme kiilje jargi. Selle-
kohase valemi tuletamisel ldhtume valemist (2) kujul

1 g
S:-:,I, besin a
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ning rakendame pohiseost

sin a=1V1— cos?a==V (14 cosa) (1 —cosa).

Saame: Sr::%c— vV (14 cosa) (1 —cosa).

Teisendame juuritavat avaldist. Liites koosinusteoreemist saa-
dud valemis
b2+ c2—a?

COS a = %be

molema poolega arvu 1, saame

] e b2+c2—a? _ 2bc4b2+c2—a* _ (b+c)i—at
I freos ge=1r- 2bc i 2b¢ B 2bc

ehk, lahutades viimase murru lugeja tegureiks,

__(b+c+a)(bt+c—a)
1 4 cosa== be :

Tahistame kolmnurga timbermoodu sﬁmboliga. 2p; siis
a-+b+c=2p,
at+b—c=a-+b+c—2c=2p—2c=2(p—c),
at+c—b=a-+b-+tc—2b=2p—2b=2(p—0b),
b+c—a=a-+b+c—2a=2p—2a=2(p—a).

Seega

[l os e

Saadud vorduse molemaid pooli arvust 2 lahutades saame

T 2p(p=a% __2 (p. :
| =ppsp =2 = e (bc — p*+ap).

Asendades viimases sulgavaldises a vdartusega 2p —b—c,
'saame sulgavaldist teisendada jargmiselt:

bc — p? -+ ap=bc — p?+ 2p* — pb — pc=
—=p2— pb—pc—+ bc=
=(p—b)(p—c).

Jarelikult

2(p—>b) (p—-c)

1 —cosa= o
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Pindala valemi saame lapuks nii:
s belfpr—a) ,V?Tp?'b‘)Téi‘c)'_
AR be be 2

S=yVp(p—a)(p—>b)(p—c) (4)

Seda valemit nimetatakse Heron i pindalavalemiks
Kreeka matemaatik Her on elas II ja III sajandi vahetusel e.m.a.
Vimasel ajal on selgunud, et valem oli tuntud juba enne Heronit.

Ndide Leida vordhaarse kolmnurga pindala, kui haar on
4,6 m ja alus 5,8 m.

Lahendus. Kasutades Heroni pindalavalemit viime arvu-
tused ldbi jargmise skeemi jirgi:

a=—4,,6; p—a=—29;
b=—46; p—b=29:
C=="h 3 gt )

p=150:2=75,

S=vV75-29 1,7=29.vV75-17.
Edasi leiame liikatil korrutise 7,5-1,7 skaalade A ja B abil;
korrutise védrtust vdlja lugemata saame niidi alt skaalalt D ruut-
juure védrtuse; viimastki vilja lugemata korrutame ta kohe

arvuga 2,9 ning loeme 16pptulemuseks numbrid 1—0—4. Arvutus.
andmete suurusjérke ja nimetusi arvestades otsustame, et

S=10,4 (m?).

1

§ 12. KOLMNURGA LAHENDAMISE SKEMAATILINE ULEVAADE.

) - Puuduvate elemen- :
, Antud elemendid tide Teldmine Pindala
I. Killg ja kaks | 1) p=180°—(a+y)
nurka
O o ooy
6 sina—sinﬁ—'s:‘in\v §_ Csinasinp
/<‘& 9 b=f—w i Tealdy
2 \\ siny
\ .




" Antud elemendid S Ty b Pindala

| II. Kaks kiilge ja| 1) a?=0b2+4c?—

nurk nende va- — 2bccos a
he] 5 _‘ ___b_ N
sina ~ sinf " siny 1 b oy
== be
. bsina 2 2 Y a‘
2) sin = T
3) siny= 2%
b24-c2—q2
COS 0 = ——12—,20—(1—
C i
vOi v . :
% ;ﬁ’—:&) : Heroni
b 3 cos “FE= T | pindalavalem
voi
LE 4 ; a__1/(=5) (=9
| sin 35 -—V 3 = »%

| Iv. Ka,ki“ "lkmget ja ! A. Lahend puudub, kui a<bsina.
| neis yastas-
[E . PEa L B On ks lakiend, kui
1) a>b
2) d="b ja o<{90"
3) a=bsinw
Kaks lahendit, kui b>a>bsin a
a b ix

siny _ sinf” siny

O

' Ulesandeid.

98. Arvuta kolmnurga pindala jargmisil andmeil:

1) a=93; b=265, y=42°,

2) b=—=442; c=>5,72; a=165°20".

3) a=>508; ¢=32,3; p=23°30".

4) a=20,73; b=—136,26; y="70°45".
5) a=488; p==106% y=25°20".

6) a=98,55; «=23°42"; p= 47094
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7) b=0,307; a=232°40"; B==70°20".
8) a=28; b=—235; ¢ — 49,
9) a=0,18; b=023; ¢=0,09.

10) a==421,6; b~=1409,8; ¢=3359.

99. Vordhaarse kolmnurga pindala on 636 cm? ja kolmnurga
suurim nurk on 92°42’. Arvuta kolmnurga haar.

100. Leia kolmnurga nurgad, kui kolmnurga pindala on 78 m?
ja kaks kiilge on 13,8 m ja 24,6 m.

101. Joonisel 35 on kujutatud kolmnurgakujulise viljaku ABC
plaan. Arvuta viljaku pindala.

A7°06'NW
52°NW |
N |
N i
™~
\\ | .
N
| W N
{ A | 875 km
H |
: || 13,5km C
: [
! i
w ! 0
B 1000 m z 8
Joon. 35. Joon. 36

102. Arvuta joonisel 36 kujutatud kolmnurga pindala.

103. Arvuta joonisel 37 kujutatud kahe risttee vahelise maa-
tiiki pindala.

104. Ligipadsmatute punktide S ja T vahelise kauguse maara-
miseks moodeti baas AB, mille iiks otspunkt A asus sirgel ST
punktide S ja T vahel (joon. 38) ja mille pikkus oli 460 m. Peale
selle moddeti nurgad = ZBAT =95°20", ./ ABT — 94°4( ning
ZABS = 52°52’. Arvuta kaugus ST.

LA ' .

100

\ 100

Joon. 37. Joon. 38.

105. Ligipddsmatute punktide S ja T vahelise kauguse kind-
lakstegemiseks moodeti baas AB, mille otspunkt A asus ldigu ST
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pikendusel (joon. 39), ning nurgad /SAB=—aq, LZABS = ja
SBT —y.

Arvuta kaugus ST, kui AB=—230 m, a=280° B=70° ja
v =25°.

S T
T T e i ————
% T
= e
o8
P //’
Joon. 39. A Joon. 40.

106. Punktid P ja Q teiselpool joge on siinpoolselt kaldalt kor-
raga nahtavad ainult punktist B (joon. 40). Punktid B ja P on
korraga ndahtavad punktist A. Punktid Q ja B on ndhtavad punk-
tist C. Pikkused AB ja BC on vastavalt 92,3 ja 72,1 m. Teodolii-
diga nurki mootes leiti, et a=66°16’, B=20°48", y=— 82°25%/,
¢=52°18" ja w =60°05". Arvuta pikkus PQ.

107. Punktid S ja T teisel pool

joge on korraga nahtavad nii punk- s LT
tist A kui ka punktist B siinpool < e
joge. Punktide S ja T vahelise b o
kauguse (joon. 41) méadramiseks —=

moodeti AB ja nurgad a, B, y ja 9.
Arvuta -kaugus ST, kui AB=
=100 m, a= 52°, p==57°, y= 96°
ja 6=2387°.

Ndpunditeid. 1) Arvuta
AS kolmnurgast ASB. 2) Arvuta
AT kolmnurgast ATB. 3) Arvuta
ST kolmnurgast AST.

Kontrolliks arvuta samal viisil ST kolmnurgast BST.

108. Lahenda iilesanne 107 (joon. 41) jargmisil andmeil:
AB= 150 m, a==97°, p=145° y=107°, 6 =59°

Joon. 41.

Ulesandeid kordamiseks.

109. Ristkiiliku pikem kiilg a = 48,06 mm; iihendades kiilgede
keskpunktid, saame rombi, mille nurk a==232° Arvuta ristkiiliku
lihem kiilg, '

110. Peegli ees asetseb kaks punkti, mille kaugused peegli
tasapinnast on 2 cm ja 10 cm. Punktide kaugused teineteisest
on 17 cm.

Kui suur langemisnurk on valguskiirel, mis valjudes iihest
punktist 1abib parast peegeldumist teise punkti?

4 Matemaatika katsedpik X kl. 49
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111. Téisnurkse kolmnurga pindala on 12,34 m? ja iiks nurk on
36°24’. Leia kolmnurga hiipotenuus. .

- 112, Arvuta korrapidrase kiimmenurga iimberringjoone raa-
dius, kui kiimmenurga apoteem on 26,8 cm.

113. Ehita sirkli ja joonlaua abil kolmnurk andmeil: a = 10 cm.
a=060° ja Bp==45°. Mooda kiillg b. Kontrolli mootmistulemust
arvutamise teel.

114. Ehita sirkli ja joonlaua abil kolmnurk andmeil:
a=>54mm, b=42mm ja a=135° Mooda jooniselt nurk B ja
kontrolli tulemust arvutamise teel.

115. Alljargnevas tabelis on antud kiimne kolmnurga elemen-
did. Kontrolli nende sobivust.

Nr. a b ¢ a B k% S
¢ 5 12 13 22537¢ 67°23 90° 30
2 16 63 65 14°15 75°45" 90° 500
3. 6 5 5 73°44” 53°08 53°08’ 12
4, 55 110 110 28°58” 75°31/ 7531/ 2 900
5: 84 72 45 89°35’ 58°18’ 32°07” 1 600
6. 416 635 970 18°02’ 28°12" 7} 1133°46" 95 200
74 133,1 85,76 137,56 68°47" 36°55 74°18’ 5500
8. 52 56 6,3 628 129°32¢ 5°28" 140
9. 17 8 11,9 116° 25° 39° 43

10. 108 81,7 39,2 122°06" 39°58’ 17°56° | 1 350

|

116. a) Ehita sirkli ja joonlaua abil kolmnurk andmeil:
a==50 mm, b=70 mm ja y==22°30". Mooda jooniselt kolmas
killg ¢ ja kontrolli tulemust arvutamise teel.

b) Ehita sirkli ja joonlaua abil kolmnurk, mille kiiljed on:
a=60mm, b=70mm ja ¢c=80 mm. Mddda jooniselt kolm-
nurga nurgad ja kontrolli tulemust arvutamise teel.

117. Alljdrgnevas tabelis on antud kolmnurka midravad ele-
mendid. Arvuta puuduvad elemendid.

Nr. a b ‘. a B y S
1. 7 8 14
2 5 | 44°25 101°32/ y
3 5 7 s 9,8
= 14 53°08’ 67°23/

5. 13 20 67°23’
6. 75 91 120° 31’
i 9 65 6°29’
8. 65 76 46°24/
9. 9 3¢ 89
10. 8,95 6,88 10,2
50




118. Kolmnurgas, mille kiiljed moodustavad aritmeetilise prog-
ressiooni, on iiks kiilg 5 cm ja selle kiilje vastasnurk 120°. Arvuta
teised kul]ed nurgad ja pindala.

119. Vordhaarse tdisnurkse kolmnurga hiipotenuus on jaota-
tud kolmeks vordseks osaks ja jaotuspunktid on iithendatud téis-
nurga tipuga. Millisteks osadeks jaguneb tdisnurk?

120. Kolmnurga nurgad suhtuvad nagu 2:3:4. Kuidas suhtu-
vad kolmnurga kiiljed?

121. Kolmnurga kiiljed suhtuvad nagu 2: 3 : 4. Kuidas suhtuvad
kolmnurga nurgad?

- 122, Kolmnurga pindala on 252 cm? ja kaks nurka on 53°08’ ja
120°31’. Arvuta kolmnurga kiiljed.

123. Nelinurga kiiljed on jarjestikku 11 cm, 8,4 ¢m, 5,5 cm ja
4,2 em; viimase kahe kiilje vaheline nurk on 70°. Arvuta nelinurga
pindala.

p 1 ;
124. Tdisnurkse kolmnurga teravnurga a siinus on 3. Missu-
guse osa hiipotenuusist moodustab kaatet a?
: 5 ;
125. Tiéisnurkse kolmnurga teravnurga p koosinus on g. Mitu

protsenti hiipotenuusist on nurga B ldhiskaatet?

126. Missuguse nurga koosinus vordub 45°-se nurga tangen-
siga?

127. Missuguse teravnurga tangens vordub 30°-se nurga sii-
nusegar

128. 38 m korguse torni tipust T vaadeldava punkti P alangu-

" nurk a==4,3° (joon. 42). Arvuta punkti P kaugus torni tipust T.

] Bl s

o o 90m T

L
9 :’.V_vv;]
©

Joon. 42 Joon. 43.

129. Korguselt d = 9,30 m vaadelduna paistab vabriku korstna
jalg rohtsihist nurga a = 6,1° vorra allpool, korstna iilemine dar
aga nurga Pp=16,3° vorra korgemal (joon. 43). Arvuta korstna
korgus h.

130. Leia vahemikust 0° kuni 360° koik nurgad, mis rahulda-
vad vorrandit:

a) -cos X =si-2x:+b): cosxcos 2460, e) simx=—92 cos.x.
TARTU ULIKD®.Matemaatikateadr-"=nc  5¢
RAAMATUK (Mgtemaatika ope’

metoodika kateed:



131. Mdetipp S (joon. 44) paistab punktidest A ja B, mis on
punktiga S iithes ja samas piisttasapinnas, vastavalt korgusnur-
kadega a=15,5° ja p=7,4°. Arvuta mietipu korgus k, kui AB —
=538 m ja nurgamootja korgus k= 1,65 m.

R R R A S I e S
1
\

Joon. 44.

132. Suurte kalguste mdootmisel valitakse moddetava 16igu
iimbruses vaatluspunktid nii, et igast vaatluspunktist on nihtavad
kaks naabruses olevat punkti (triangulatsioonimeetod).

A
______ 8 .
it dge R -
& - R ad, 45
-~ ! / \ B e
P | / \ aSR g
o i v \ ~
\\ | o \
= | / \
B ‘ // \\
\\\ “// e R
R
D
Joon. 45,

Moodetakse baas CQ (joon. 45) ja vajalikud nurgad. Arvuta
kaugus PQ, teades, et CQ=2,00 km ja nurkade suurused on
jargmised: ZAPD=83°20/; /PAD=46°50"; /BAD — 71°20"
ZADB =38°40"; /DBC=62°10’; /BDC=—40°30": ,CBQ—
= 35°20’; £BCQ =72°20".

Ndpundide.

1) Arvuta BC kolmnurgast BCQ;

2) . BDjaDC o DBC:
3) L ATEAD 5 ABD:
4) D - PAD:
5) o pp - PCD:
6) Y > PQC.

Kontrolliks arvuta analoogiliselt PQ kolmnurgast PQB.



Il. GEOMEETRILISED TEISENDUSED
TASAPINNAL.

§ 13. GEOMEETRILISE TEISENDUSE MOISTE.

Geomeetrilise teisenduse moiste selgitamiseks lahendame jarg-
mise iilesande.

Arvteljelt ¢ olgu antud rida punkte A, B, C, D, ..., igaiiks
oma abstsissiga, néditeks jargmiselt:

A(—3); B(—1); C(2); D(3); ...

Téhistame abstsisse iildiselt tdhega x. Noutakse leida mingif

teisel teljel ¢ uus rida punkte A”, B’, C’, . .. nii, et nende abstsissid
x’ oleksid médaratud valemiga
X =3x— 1.

Ulesande lahendamiseks arvutame antud abstsisside x jargi
neile vastavad abstsissid x’, kasutades antud valemit. Saame jarg-
mise tabeli:

X

nEDDE

v | ol el v

Kujutades antud punktid teljel 7 ning neile vastavad punk-
tid teljel #’, saame joonise 46.

A - s &.2D A :
10 8 6 “ : 0 2z 4 () 8
A B C 0’ 1
) 6 “ 2 0 “ 6 8 s
Joon. 46.



Me iitleme, et arvtelje ¢ punktid on teisendatud telje # punk-
tideks; liihemalt — arvtelg t on teisendatud teljeks #. Saadud
punkte nimetatakse antud punktide teisenditeks. On kerge niha,
et antud juhul telje ¢ igale punktile M(x) on vaimalik leida teisen-
dit M’(x") ja, iimberpodrdult, telje # iga punkt M’(x’) on telje ¢
ithe punkti M(x) teisendiks.

Et leida, missuguse punkti teisendiks on niiteks telje # punkt
-abstsissiga x"=—10, asendame antud teisendusvalemis

=0 ]

suuruse x’ arvuga —10 ja lahendame saadud vorrandi. Saame:
X = —3. Niisiis, telje # punkt M’(—10) on telje ¢ punkti M(—3)
teisendiks. )

Oletame niiiid, et teljed ¢ ja ¢’ on vérdsete tihikutega (nagu
joonisel 46). Paigutame teljed teineteise peale nii, et koik vasta-
vad jaotuspunktid iihtivad (joon. 47). Siis antud punktid ja nende
teisendid asetsevad {ihel ja samal sirgel (mida peame motlema
kahekordsena). Sel juhul deldakse, et arvtelje punktid A, B, C, . ..

A ‘ B A gk c D ¢ o t
-10 -8 -5 -4 2 0 2 4 6 8 t
Joon. 47.
on teisendatud s am a telje punktideks A’, B’, C’ ... : liihemalt —

arvtelg on teisendatud iseendaks (kuigi punktid
pole jddnud samadeks).

Teisendamisel v6ib juhtuda, et punkt ja tema teisend iihtivad.

Punkti, mis iihtib oma teisendiga, nimetatakse selle tei-
senduse kahekordseks punktiks.

_Leiame joonisel 47 kujutatud teisenduse kahekordsed punktid.
Selleks asendame teisendusvalemis tihe x’ tdhega x (sest kahe-
kordses punktis x'—x) ja lahendame saadud vorrandi

X ==K s

Sel vorrandil on iiks ja ainus lahend x:%. Jérelikult antud

‘teisenduse ainsaks kahekordseks punktiks on punkt P(%); tema

teisendiks on punkt P’= P,

Jargmistes paragrahvides iildistame siin arendatud mottekiiku
nii, et punkte votame mitte ainult iihelt sirgelt, vaid kogu tasapin-
nalt, ning teisendame need sama tasapinna punktideks. Sel juhul |
‘Oeldakse, et tasapind teisendatakse iseendaks, Tei-
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senduseeskirjana kasutame seejuures harilikult geomeetri-
list konstruktsiooni, mitte valemit.

Tasapinna teisendamisel iseendaks ‘teisendub selle tasapinna
iga kujund sama tasapinna teatud kujundiks. Kui kujundi iga kahe
punkti vaheline kaugus on vordne tema teisendi vastavate punk-
tide vahelise kaugusega, s.t. et kujund ja tema teisend on vord-
sed, siis Oeldakse, et vaadeldav teisendus on liikumisteisendus ehk
liikkumine. Esimeses jarjekorras ongi meie iilesandeks vaadelda
litkumisteisendusi tasapinnal ja analiiiisida liikumise liike. Tei-
senduste kasitlusel ldhtume Ioikude, nurkade ja kolmnurkade
vordsuse moistest, kasutamata liikumise moistet, mis on meile
veel tundmata.

Ei tule arvata, et iga teisendus on liikumine. Niditeks joonisel
47 kujutatud teisendus pole liikkumine, sest 16ik AB ei vordu temale
vastava loiguga A’B’. Liikumisteisendused moodustavad koige
lihtsama (kuid vdga tdhtsa) geomeetriliste teisenduste rithma.
Peale litkumisteisenduste vaatleme kdesolevas peatiikis veel homo-
teetsust, s.o. teisendust, mis voimaldab antud kujundist saada
temaga sarnast kujundit.

Ulesandeid.

133. Arvtelje punktid M(x) on teisendatud sama telje punkti-
deks M’(x’) valemi jargi x’ =3 — 2x. Leia:

1) punktide x=—2, 0 ja 3 teisendid,

2) punktid, millede teisenditeks on punktid x'=9, —5 ja 0;

3) antud teisenduse kahekordne punkt;

4) punkti x=>5 teisend ja punkt, mille teisend on x’=—5.

134. Abstsisstelje punktid on teisendatud ordinaattelje punkti-
deks valemi jargi y=0,5x%2 Leia punktide x=2, —3 ja 4 teisen-
did. Missuguse punkti teisendiks on punkt y==18? Milliseks y-telje
osaks teisendub kogu x-telg?

135. On antud ringjoon ja selle mingi puutuja. Uhendame
puutuja mingi punkti M ringjoone keskpunktiga O ning loeme
punktile M vastavaks ringjoone selle punkti M’, milles ringjoon
ja loik OM l6ikuvad. Tee joonis ja selgita selle abil, mis kujund
ringjoonel vastab

1) puutuja mingile 16iguie AB;

2) puutepunktile;

3) kogu puutujale.

Kas see teisendus on liikumine?

§ 14. TELJELINE SUMMEETRIA.
I. Telje suhtes siimmeetrilised punktid. Olgu antud mingi

sirge ¢ ja viljaspool seda punkt M (joon. 48). Leiame punkti M”
nii, et sirge ¢ jadb 16igu MM’ keskristsirgeks. Selleks joonestame
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Joon. 48. Joon. 49.

sirge MM’ Lt ja votame sellel punkti M’ nii, et M’My= MM,, kus
M, on sirgete MM’ ja t 16ikepunkt. Niisuguse omadusega punkti
M’ nimetatakse antud punktiga M sirge ¢ suhtes siimmeetriliseks
punktiks. Lauset «Punkt M’ on sirge ¢ suhtes siimmeetriline punk-
tiga M» kirjutame lithidalt kujul: M’ = {(M).

On selge, et kui M’ = t(M), siis ka M = t(M’); seega vdime
konelda kahest teineteisega (sirge { suhtes) siim-
meetrilisest punktist. Sirge f nimetatakse nende punktide
siimmeetriateljeks.

Niisiis:
tasapinna kaks punkti on sellel tasapinnal asetseva sirge

suhtes siimmeetrilised, kui see sirge on nende punktide
ithendusloigu keskristsirgeks.

Kui punkt asetseb siimmeetriateljel, siis loeme ta siimmeetri-
liseks iseendaga; igal muul juhul on punkt ja tema teisend kaks
erinevat punkti (joon. 49).

2. Siimmeetriliste punktide pohiomadus. Anname telje suhtes
siimmeetriliste punktide pohiomaduse jargmise teoreemi niol:

I6igud, mis iihendavad siimmeetriatelje punkti kahe selie
telje suhtes siimmeetrilise punktiga, on omavahel vordsed
ning moodustavad teljega vordsed nurgad.

Toepoolest, kui siimmeetriatelje ¢ mingi punkti A ihendame
punktidega M ja M’= t(M) (joon. 50), siis saame vordsed kolm-
nurgad AMM, ja AM’M;, (tunnuse knk pohjal), millest jarelda-
megi, et »

AM =AM’ ja o =u".
- Kehtib ka poordtéoreem:

kui mingi punkt on kahest punktist vordsetel kaugustel,
siis asetseb ta nende punktide siimmeetriateljel.

Toesti, kui AM=AM’ (joon. 50), siis kolmnurk AMM’ on
vordhaarne ning jirelikult tema korgussirge AM, poolitab aluse
MM’, olles seega punktide M ja M’ siimmeetriateljeks.
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Joon. 50.

Vaadeldud otsene teoreem voimaldab lahendada jargmise
konstruktsiooniilesande (kasutades ainuiiksi sirklit):

leida antud punktiga antud telje suhtes siimmeetriline punkt.

Votame teljel ¢ vabalt kaks punkti (P ja Q) ning tombame
kummagi iimber ringjoone, mis labib antud punkti M (joon. 51).
Otsitav punkt M’ peab asetsema kummalgi ringjoonel, jarelikult
on ta nende teine loikepunkt.

Kui keskpunktid P ja Q votta teljel mitte vabalt (nagu jooni-
sel 51), vaid vordsetel kaugustes antud punktist M (nagu jooni-
sel 52), siis punktide P, M, Q ja M’ jarjestikusel ithendamisel
saadakse romb; igal muul juhul aga tekib romboid (joon. 51),
s. 0. nelinurk, mille kahe vastastipu lahiskiiljed on paariti vordsed

oM
/iV4 VB
R v
oM’
Joon. 52. : Joon. 53.

Poordteoreemi alusel laheneb jargmine iilesanne:
leida kahe antud punkti simmeetriatelg.
Konstruktsioonis leitakse kaks niisugust punkti 7, ja T, mis

asetsevad antud punktidest (M ja M’) vordsetel kaugustel
(joon. 53). Neid Idbiv sirge f ongi otsitav siimmeetriatelg.

3. Telje suhtes siimmeetrilised kujundid defineeritakse ‘jérgmi-

selt:
kujundid k ja K’ on telje ¢ suhtes siimmeetrilised, kui

kummagi kujundi iga punkt on selle telje suhtes siimmeet-
riline teise kujundi mingi punktiga.

Lauset «kKujund &’ on telje ¢ suhtes siimmeetriline kujundiga k»
kirjutame edaspidi lithidalt nii:

K = t(k).
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Antud definitsioonist ldhtudes toestame jargmise teoreemi:

sirgega antud telje suhtes siimmeetriliseks kujundiks on
sirge; molemad sirged ldikavad siimmeetriatelge iihes ja
samas punktis voi on teljega paralleelsed. -

Toestamisel eeldame esmalt, et antud sirge s 16ikab telge ¢,
nditeks punktis P (joon. 54). Votame sirgel s mingi punkti A,
leiame teisendi A’==t{(A) ning veendume, et sirge A’P ongi
antud sirge s siimmeetriliseks teisendiks. Selleks nditame, et kum-

magi sirge iga punkt on telje ¢ suhtes siimmeetriline teise sirge

mingi punktiga. Punkti P kohta on see ilmne: P’= P. Votame
niiiid iihel sirgetest, néiteks sirgel s, mingi punkti B ning tombame
BBy 1 t kuni loikumiseni sirgega A’P punktis B’. Siis

ABPB,== AB’PB,,

sest neil on iihise kiilje PB, juures vastavalt vordsed nurgad
(£ BPB,= /B’PB, siimmeetriliste punktide pohiomaduse alusel,
§ 14, p. 2). Kolmnurkade vordsusest jareldub, et BB,— B’B,. Et
ithtlasi BB’ L¢, siis on toestatud, et B’=1t(B).

Niisamuti saab toestada, et sirge A’P iga punkt on siimmeet-
riline sirge s mingi punktiga.

Joon. 54. Joon. 55.

Kui sirge s on paralleelne teljega ¢ (joon. 55), siis joonestame
labi punkti A’= £(A) sirge s’ || s ning nditame, et endisel viisil
leitud punkt B’ on siimmeetriline punktiga B. Kolm-
nurkade vordsuse asemel tuleb niiiid kasutada ristkiilikute
vastaskiilgede vordsust: BBy=AA4, = A’Ay — B’B;.

Toestatud teoreemist jareldame (joon. 56), et

=6

=

1
N7

Joon. 56.
58




kiirega siimmeetriline kujund on kiir, 16iguga siimmeetri-
line kujund on 16ik, kolmnurgaga siimmeetriline kujund on
kolmnurk, hulknurgaga siimmeetriline kujund on antud
hulknurgaga samanimeline hulknurk.

4. Siimmeetriliste kujundite vordsus. Niitame, et

iga kaks teineteisega mingi telje suhtes siimmeetrilist
kujundit on vordsed.

Vaatleme esmalt I6ikusid. Kui teineteisega siimmeetrilised
l6igud on omavahel paralleelsed (joon. 55), siis nad on vordsed
kui iihe ja sama ristkiiliku vastaskiiljed.

Kui siimmeetrilised 16igud pole paralleelsed ega loika telge

(nagu AB ja A’B’ joonistel 57, 1 ja 57, 11), siis pikendame neid -

kuni teljega loikumiseni mingis punktis P. Stimmeetriliste punk-
tide pohiomaduse pohjal on siis AP=A’P ja BP = B’P. Esimese
vorduse pooltest teise vorduse pooli lahutades saame, et
AB—A’'B’.

Lopuks, kui kahel siimmeetrilisel 16igul AB ja A’B’ leidub
teljega tihine punkt P (joon. 58, I, II), siis saame endisel viisil
vordused AP = A’P ja BP=B’P, millede vastavate poolte liit-
mine néitab, et AB = A’B’.

Stimmeetriliste 10ikude vordsusest jareldub (tunnuse kkk
pohjal) kahe siimmeetrilise kolmnurga vordsus ja kolm-
nurkade vordsusest kahe siimmeetrilise nurga vordsus. Siim-
meetriliste 16ikude ja nurkade vordsusest aga saab juba jirel-
dada iga kahe siimmeetrilise kujundi vordsust.

oA
8 8’
’ & t 5 f
A' L
r r
Joon. 57. Joon. 58.

5. Iseendaga siimmeetriline kujund. Leidub kujundeid, mis
on mingi iihe (vo6i mitme) sirge suhtes siimmeetrilised iseendaga.
Iseendaga siimmeetrilised kujundid (joon. 59) on niiteks: vord-
haarne kolmnurk (iiks siimmeetriatelg), vordkiilgne kolmnurk
(kolm siimmeetriatelge), romb (kaks siimmeetriatelge), romboid
(iiks siimmeetriatelg), ruut (neli siimmeetriatelge), korrapirane
kuusnurk (kuus siimmeetriatelge). Ringjoon aga on siimmeetri-
line ja iga sirge suhtes, mis 1dbib tema keskpunkti; seega

ringjoonel on lIopmata palju siimmeetriatelgi.
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Joon. 59.

Iseendaga siimmeetrilise kujundi paljud omadused jérelduvad
kergesti tema siimmeetriast. Teades niiteks, et romb on siimmeet-
riline oma diagonaalsirge suhtes, jireldame kohe, et rombi dia-
gonaal poolitab rombi nurga ning et rombi diagonaalid on oma-
vahel risti ja poolitavad teineteist (pohjenda neid vaiteid!).

Iseendaga siimmeetrilised on ka paljud looduslikud vormid ja
inimese poolt valmistatud esemed (joon. 60).

Joon. 60.

6. Peegeldus siimmeetriateisendusena. Uleminekut antud
kujundilt temaga mingi sirge suhtes siimmeetrilisele kujundile
nimetatakse ka antud kujundi peegeldamiseks (antud sirgest).
Sirget nimetatakse siis peegeldusteljeks, peegeldamisel saadavat
kujundit aga antud kujundi peegelduseks.
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Eespool nidgime (vaata § 14, p. 4), et kujund ja tema peegel-
dus on vordsed, seega peegeldamine sirgest on iiks liikumis-
teisendus. Seda liikumist iseloomustab kolmnurga (iildiselt
hulknurga) tippude ringjarjestuse ehk kolmnurga orien-
tatsiooni muutumine. Téepoolest, nditeks joonisel 56 on kolm-
nurga ABC orientatsioon positiivne (nagu joonisel 61, @), kuid
peegeldatud kolmnurgal A’B’C’ on see negatiivne (joon. 61, b).

Kujund ja tema peegeldus on teineteisest saadavad ka tasa-
pinna pooramise teel 180° vorra iimber peegeldustelje (joon. 62);
seega siimmeetriateisendus ehk peegeldamine asendab geomeet-
rias tasapinna pooramist samal tasapinnal asetseva sirge iimber
sirgnurga vorra. See tasapinna iimberpéoramine kutsubki esile
orientatsiooni muutumise. s

7. Samasus kahekordse peegeldusena. Olgu antud kujund 4
ja telg f. Leiame peegelduse k"= f(k). Niiiid votame peegel-
duse &’ lihtekujundiks ning endist telge kasutades leiame tema
peegelduse k”. Ilmselt saame teise peegeldamise tulemuseks
tagasi ldhtekujundi %; seega k" = k:

peegelduse peegeldamisel samast teljest saame tulemu-
seks lahtekujundi. .

Teisendust, mis annab tulemuseks ldhtekujundi, nimetatakse
samasuseks. Nii siis oleme leidnud, et

sama telje korral kahest siimmeetriateisendusest koosnev
teisendus osutub samasuseks.

Ulesandeid.
136. a) Antud on kaks l6ikuvat sirget. Leia nende siimmeet-
riateljed.
b) Antud on kaks paralleelset sirget. ‘Leia nende siim-
meetriatelg.

137. a) Antud on kolmnurk ja seda mitteloikav sirge. Leia
selle kolmnurgaga antud sirge suhtes siimmeetriline kolmnurk.

b) Antud on kolmnurk ja seda ldikav sirge. Leia selle kolm-
nurgaga anfud sirge suhtes siimmeetriline kolmnurk.

138. Joonesta antud ringjoone mingi koolu suhtes siimmeetri-
line ringjoon. Mis tingimusel need kaks ringjoont iihtivad?

139. Kus asetsevad siimmeetriateisenduse kahekordsed punk-
tid?

140. Missugused ringjooned vastavad siimmeetriateisenduses
iseendale? :

141. Missugused sirged vastavad siimmeetriateisenduses ise-
endale?
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142. Loika kahekorra murtud paberilehest mingi siimmeetri-
line puulehe kujutis. -

143. Loika paberist vdlja mingi teravnurkne kolmnurk ja leia
kolmnurga voltimise teel selle iimberringjoone keskpunkt.

144. Loika paberist vdlja mingi vordhaarne kolmnurk ja leia
kolmnurga voltimise teel selle siseringjoone keskpunkt.

145. Neljakordselt kokkumurtud paberilehe murdenurgast 15i-
gatakse dra tdisnurkne kolmnurk. Milline kuju on #raldigatud
leheosal avatult?

146. Leia punktidega

(0; 3), (—2; 5), (4; —1), (—=6; —4)
x-telje suhtes siimmeetrilised punktid.
147. Leia punktidega

(8; 0), (2; 3), (—6; 5), (0; —3)

y-telje suhtes siimmeetrilised punktid.

148. Leia punktiga (2; 5) siimmeetriline punkt 1) x-telje
suhtes, 2) y-telje suhtes ja 3) sirge y=x suhtes.

149. Leia jargmiste sirgetega x-telje suhtes siimmeetrilised
sirged: 1y y=2x+1; 2)y=15;" 3) y=15x; 4) x=3;
5) y=—m—x-+a.

§ 15. ROOPLUKE.

1. Korduv peegeldamine. Olgu antud kujund % ning kaks
telge ¢, ja f,. Peegeldame kujundi & esmalt teljest ¢, ning siis
saadud peegelduse teljest #,. Esimene peegeldus olgu £’ ja
teine R”. Siis voime lithidalt kirjutada nii:

B =t (k); B =ty(R).

Analoogiliselt voiksime kolmanda peegelduse (kolmandast tel-
jest #3) siimboolselt avaldada kujul

klll = t3(kl,) -

Mottekdigu jatkamisel vdoime nii jouda kuitahes suurele peegel-
duste kordusarvule.

Jargnevalt hakkame uurima kujundite %2 ja & (s.t. antud
Rujundi ja tema kahekordse peegelduse) vastastikust asendit sol-
tuvalt peegeldustelgede vastastikusest asendist. Et iga peegeldus
muudab kujundi orientatsiooni vastupidiseks, siis kahekordne pee-
geldus on alati sama orientatsiooniga mis antud kujund.

2. Roopliike kahe peegelduse tulemusena. Olgu peegeldusteljed
!, ja t, omavahel paralleelsed (joon. 63). Kujundite & ja k” vas-
tastikuse asendi uurimiseks votame kujundi 2 kolm punkti 4, B

62




A, A 4 JA; A

N B : 2 I
cl c"
a
7 t
Joon. 63.

ja C ning leiame neile vastavad kujundi #” punktid A”, B” ja C".
Et sirged ¢, ja ¢, on paralleelsed, siis nende ristsirged AA’ ja A’A”
ihtivad; jarelikult punktid A, A" ja A” asetsevad iihel sirgel. Nii-
samuti asetsevad iihel sirgel punktid B, B’ ja B” ning ka punktid
C, C’ ja C”. Uhtlasi on AA” || BB” || CC” kui iihe ja sama sirge
ristsirged.

Edasi nditame, et I6igud AA”, BB"” ja CC’” on vordsed ja
samasuunalised. Selleks avaldame need Idigud telgede vahelise
kauguse d abil (joon. 63):

AA” = AA, + AJA" + A’Ay + AA” —
- 2A1A, —{— 2A/A2 = 2A1A2 e 2d

Niisamuti saaksime, et BB/ = CC” — 2d. Et esitatud tuletus
kehtiks antud kujundi ja telgede igasuguse vastastikuse asendi
puhul, tuleks Ioike AA,, A\A’, ... vaadelda suunaga IGikudena.
Meie juhul on vordsete loikude

AAY = BB vz CE e,

ithiseks suunaks suund telje #, poolt telje ¢, poole.

Nii on selgunud, et paralleelsete telgede korral kahe peegelduse
jérjestikune rakendamine annab teisenduse, milles vastavate punk-
tide tihendusloigud on paralleelsed, vordsed ja samasuunalised.
Séddrast teisendust nimetatakse roopliikkeks (voi lithemalt lihtsalt
likkeks).

On ilmne, et roopliikkel iga kujund teisendub temaga vérd-
seks kujundiks. Tédhendab roopliike on ka liikumisteisendus.

Roopliikke kui teisenduse kirjeldamisel on otstarbekohane kasu-
tada vektori moistet. Vektor on suunaga 16ik. Vektorit, mis on
paralleelne, samasuunaline ja pikkuselt vordub punktide nihetega
roopliikkel, nimetatakse liikke vektoriks ning teda tihistatakse

->

siimboliga v. Téhistades telgede vahelist vektorit (s.t. vektorit,
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mis ldheb teljelt #; risti teljeni tz) siimboliga 71!) voime kirjutada:
S -
v=—24

- >
kus 2d tdhendab vektorit, mis on vektoriga d samasuunaline, kuid
temast 2 korda pikem. Niisiis voime delda, et

paralleelsete telgede korral kahest peegeldusest koosnev
teisendus osutub rdodpliikkeks, mille vektor vordub peegel-
dustelgede vahelise vektori kahekordsega.

Rooplitke kui teisendus on maiidratud, kui tema vektor ?)) on
antud. Seepédrast voib kujundi % rooplitket markida lihtsalt siim-

boliga v(k), kus v tihendab likke vektorit. Tihistades antud
kujundist & roopliikkel saadava kujundi (ehk antud kujundi
liikketeisendi) tdhega k’, voime lithidalt kirjutada:

=
K =0v(k),

: >
s.t. kujund &’ on kujundi & roopliike, kui litkke vektoriks on v.
Eespool arendatud mottekdik on pooratav, s.t. iga roopliike
on vaadeldav peegelduse peegeldusena, kusjuures peegeldusteljed
on omavahel paralleelsed ja sihilt risti liikke vektoriga. Vastavas
konstruktsioonis votame esimese peegeldustelje risti liikkke vekto-
riga (kuid muidu vabalt); teise telje aga joonestame esimesega
paralleelselt nii, et see paikneks esimesest teljest liikkke vektoriga
médratud suunas ja sellest kaugusel, mis vordub poolega liikke
vektori pikkusest.

3. Robpliikke konstruktsioon. Olgu antud kujund % ja liikke
vektor Z (joon. 64). Liikkekujundi k’E—zj(k) saame jargmiselt.

Kujundit £ mdaravatest punktidest tombame liikke vetori 0 paral-
leelid ning kanname neile, alates kujundi punktidest, liikkke vek-

Joon. 64. Joon. 65.
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tori suunas loigud, mis vorduvad selle vektori pikkusega. Nende

16ikude 16pp-punktid madravadki otsitava litkkekujundi k’sg(k).
Rakendame niiiid antud kujundile % jarjestikku kaks roop-

— -
likket vektoritega valstav_iilt v; ja vg. Olgu esimene tulemus

-5
k= v, (k) ja teine k"= v,(k’). Vordleme teise liikke tulemust &
lihtekujundiga & (joon. 65). Selleks vaatleme nelinurki ABB’A’ ja
A’B’B""A”, kus AB on kujundi k# mingi 16ik, A’B’ ja A”B” aga
sellele vastavad loigud kujundeis 2" ja k”.

~ Et roopliikke korral kahe kujundi vastavate punktide ithendus-
Ioigud on omavahel paralleelsed ning pikkuselt vordsed, siis
AA’ 4 BB’ ja A’A” # B’B”; seega nelinurgad ABB’A’ ja
A’B’B”A” on réopkiilikud. Kuid siis on AB # A’B’ ja A’B” # A”B”
(kui roopkiiliku vastaskiiljed), jarelikult ka AA” # BB”. Nii sel-
gub, et kujund &” on saadav kujundist & ainsa roopliikkega, mille

> —> ->
vektor vs=AA". Viimase vektori loeme vektorite —v)', ja vy sum-
maks ning avaldame kujul: :

- - B
Vg = U; ~ Ua.

> ->

Jooniselt 65 nihtub, et kahe vektori v; ja v, liitmiseks tuleb
rooplitkke abil teise liidetava alguspunkt teha iihtivaks esimese
liidetava lopp-punktiga (A’) ning saadud murdjoone (AA’A")
alguspunkt lugeda vektorite summa alguspunktiks, murdjoone
lopp-punkt aga summa 16pp-punktiks. Niisiis on selgunud, et

kahest roopliikkest koosnev teisendus osutub roopliikkeks,
mille vektor vordub antud liikete vektorite summaga.

Nimetades antud litkked komponentideks ning neist saadava
liikkke resultandiks, toestame l6puks jdrgmise teoreemi:

resultantliike ei sdltu komponentliikete jarjekorrast.
- &
Toesti, liites vektoriga vy vektori
-5
v;, saame summaks endise vektori

pry

vs (joon. 66). Sellest jdreldame, et
vektorite liitmiseks eespool antud
kolmnurga-reegli asemel voib kasu-
tada ka jargmist nn. roopkiiliku-
reeglit: kui liidetavad vektorid on
roopkiiliku ithest tipust ldhtuvateks
kiilgvektoriteks, siis samast tipust
lihtuv diagonaalvektor osutub nende
liidetavate summaks. Joon. 66.

5 Matemaatika katsedpik X kl. 65
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Ulesandeid.

150. Antud on kaks paralleelset sirget ja nende vahel mingi
kolmnurk. Joonesta kolmnurga peegeldus esmalt tihest sirgest,
siis saadud peegelduse peegeldus teisest sirgest. Kas tulemus
soltub peegeldustelgede kasutamise jarjekorrast?

151. Pohjenda viidet, et kolmnurk ja tema litke on vordsed.

152. Kas kolmnurga peegeldus ja liike on vordsed voi mitte?
Mille poolest nad siiski erinevad?

153. Liida kaks vabalt voetud vektorit.

154. On antud kahe vektori summa ja iiks liidetav. Konst-
rueeri teine liidetay.

155. Pohjenda viidet, et roopliikkel kui teisendusel ei leidu
kahekordseid punkte. ' :

156. Milleks teisendub rodpliikkel liikkevektori sihiline sirge
ja milleks iga muu sirge?

§ 16. TSENTRAALSUMMEETRIA.,

I. Tsentraalsiimmeetria kahe peegelduse liitteisendusena. Pee-
geldame antud kujundi & teljest #, ning saadud peegelduse &’
omakorda 7, mis on risti teljega ¢, (joon. 67). Viimase] peegelda-
misel saame kujundi &”.

&

Joon. 67.

Toestame, et kujundite £ ja k” vastavaid punkte tthendavad
16igud ldbivad telgede I16ikepunkti S ning poolituvad selles
punktis.

Selleks iihendame kujundi & mingj punkti A, samuti tema
teisendid A’ ja A" telgede I6ikepunktiga S (joon. 67). Edasi nii-
tame, et nurk ASA” on sirgnurk. Toesti:

66




ZASA" ==a+ o« + B/ + B =20/ 4+ 2p' =
= 2(a’ + p')=2-90° = 180°.

Siin kasutasime tosiasja, et nurgad, mis tekivad siimmeetriatelje
punkti S iihendamisel kahe siimmeetrilise punktiga, on vordsed
(e =a ja p’=p"). Et nurk ASA” on sirgnurk, siis punktid A,
S ja A” asetsevad iihel ja samal sirgel. Uhtlasi on punkt S Ioigu
AA” keskpunktiks, sest siimmeetria tottu AS=A’S = A”S. Ana-
loogiliselt kehtib see kujundite 2 ja k” iga kahe teineteisele vas-
tava punkti kohta. Sellega on véide toestatud.

Tihendatud omaduse alusel 6eldakse, et kujundid nagu & ja k”
(joon. 67) on punkti S suhtes siimmeetrilised; seejuures punkti S
nimetatakse siimmeetria keskpunktiks. Teljelisest siimmeetriast
eristamiseks nimetatakse siimmeetriat punkti suhtes tsentraalsiim-
meetriaks ning selles teineteisele vastavaid kujundeid tsentraal-
siimmeetrilisteks kujunditeks. Kahest tsentraalsiimmeetrilisest
kujundist kumbagi vdib nimetada ka teise peegelduseks (siimmeet-
riakeskpunktist). Siimmeetriakeskpunkti voib sel puhul nimetada
ka peegelduskeskpunktiks ja kirjeldatud teisendust tsenraalpeegel-
duseks. Esitatud arutlusi kokku vottes iitleme, et

ristuvate peegeldustelgede korral kahest peegeldusest
koosnev teisendus osutub tsentraalsiimmeetriaks, mille
keskpunktiks on telgede I6ikepunkt.

Umberpoordult: tsentraalsiimmeetriat saab alati asendada kahe
peegeldusega, mille teljed on omavahel risti ning labivad siim-
meetriakeskpunkti. Vastavas konstruktsioonis voetakse iiks pee-
geldustelg (néiteks #,) vabalt 14dbi keskpunkti S (joon. 67). Antud
tsentraalsiimmeetrilised punktid A ja A’ ‘on sellest sirgest vord-
setel kaugustel (pohjenda seda!), mistottu ka A’=t,(A) ja A”
on sellest vordsetel kaugustel. Kuid siis on sirge A’A” paralleelne
sirgega f; ja punktide A” ja A” siimmeetriatelg seega risti selle
sirgega. Viimaste punktide siimmeetriatelg 1abib iihtlasi punkti S,
sest A’S =A"'S.

Kujundi % tsentraalsiimmeetrilist teisendit ehk peegeldust
punktist S mérgitakse siimboliga S(k); seega kirjutus k’=S5(k)
asendab lauset «Kujund £’ on kujundi 2 peegeldus punktist S».

On kerge pohjendada, et kujund ja tema peegeldus mistahes
punktist S on vordsed: k= S(k). See niitab, et ka peegeldus
punktist on liikumisteisendus: ta on tasapinna pooramine pee-
gelduskeskpunkti iimber sirgnurga vorra.

9. Tsentraalpeegelduse konstruktsioon. Kujundi tsentraalpee-
geldus on mdadratud, kui peegelduskeskpunkt on antud. Konst-
ruktsioonis tombame antud kujundit méaédravatest punktidest A,
B, ... sirged ldbi peegelduskeskpunkti S (joon. 68) ning mar-
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gime igal sirgel punkti, mis on punktist S sama kaugel kui
kujundi vastav punkt. Saadud punktid A’, B’, ... miaravadki
otsitava peegelduskujundi. .

Joon. 68. - Joon. 69.

Kirjeldatud viisil saame igale peegelduspunktist erinevale
punktile vastavaks iiheainsa punkti. Peegelduskeskpunkti loeme
vastavaks iseendale, mistottu see on vaadeldava teisenduse kahe-
kordne punkt. Sellest jdreldub, et iga sirge, mis ldbib peegeldus-
keskpunkti, on selle teisenduse kahekordne sirge (vastab ise-
endale). i i

Iga sirge s, mis ei 14bi peegelduskeskpunkti, teisendub temaga
paralleelseks sirgeks (s’lls, joon. 69). Toesti, sirge u, ldbides
peegelduskeskpunkti (mistottu v’ =u), 15ikab sirgeid s ja s’ nii,
et tekib paar vordseid poiknurki (iga nurk teisendub temaga vord-
seks nurgaks, joon. 69).

3. Iseendaga tsentraalsiimmeetriline kujund. Kujund v6ib olla
mingi punkti suhtes s{immeetriline iseendaga. Sellise kujundi
kohta 6eldakse, et tal leidub siitmmeetriakeskpunkt ehk et ta on
tsentraalsiimmeetriline. Kindlasti on tsentraalsiimmeetriline iga
kujund, millel leidub kaks teineteisega ristuvat siimmeetriatelge;
sddrase kujundi siimmeetriakeskpunktiks on telgede Idikepunkt.
Naiteks ristkiiliku siitmmeetriateljed (kiilgede keskristsirged) on
teineteisega risti, mistottu nende Ioikepunkt S on ristkiiliku
siimmeetriakeskpunktiks (joon. 70): iga sirge ldbi selle punkti
16ikab ristkiiliku kiilgi kahes punktis A4 ja A’, mis on siimmeetri-
lised punkti S suhtes.

Kuid ristuvate siimmeetriatelgede olemasolu on piisav, mitte
aga tarvilik tingimus stimmeetriakeskpunkti olemasoluks. Niiteks
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on roopkiilik tsentraalsiimmeetriline oma diagonaalide lGike-
punkti S suhtes, sest see punkt on vastastippude iihendusloikude
ithiseks keskpunktiks, kuid rodpkiilikul ei leidu iihtki siimmeetria-
telge (joon. 71). -

Tsentraalsiimmeetria leiab laialdast rakendamist tarbeesemete
kujundamisel, eriti kaunistusmotiivides (joon. 72).

4. Kahest tsentraalpeegeldusest koosnev teisendus. Kui peegel-
dame mingi kujundi esmalt punktist S ja siis saadud peegelduse
“ yeel kord samast punktist S, siis saame tulemuseks ldhtekujundi.

_ Niisiis:
sama keskpunkti korral kahest tsentraalpeegeldusest koos-
nev teisendus osutub samasuseks.

Edasi uurime teisendust, mis koosneb kahest tsentraalpeegel-
dusest, kusjuures peegelduskeskpunktid on erinevad. Selleks toes-
tame jargmise teoreemi:

erinevate keskpunktide korral kahest tsentraalpeegeldu-
sest koosnev teisendus osutub rddpliikkeks, mille vektor
vordub esimesest keskpunktist teise viiva vektori kahe-
kordsega.

Toestus. Peegeldame antud kujundi & esmalt keskpunktist
S, ning saadud peegelduse k' =S;(k) omakorda teisest kesk-
punktist Sz (joon. 73). Joonisel on vastavad teisenduskonstrukt-
sioonid 1dbi viidud punktidega A ja B:

A’ = S(4); B’ =S§,(B);
A" = S;(A"); B”=8§;(B).

Uhendades punkti A punktiga A” ja punkti B punktiga B,
saame kaks kolmnurka AA’A” ja BB’B”, milledel on iiks ja sama
keskloik S,S,. Toesti, konsfruktsiooni jirgi AS;=A'S: ja
A’S,— A”S, ning samuti BS,=B’S; ja B'S;= B"S,. Kolm-
nurga keskloigu omaduste tottu kumbki 16ikudest AA” ja BB” on
paralleelne 16iguga S\S; ning vordub tema kahekordsega. Lisaks
sellele on 16igud AA” ja BB” samasuunalised, sest kumbki neist
on samasuunaline ldiguga S;S,. Sellega ongi toestatud, et vaa-
deldav liitteisendus osutub toesti roopliitkkeks vektoriga

> —> —

ity
ve=AA" = BB et 28182.
Teoreemist jareldame, et

kahe tsentraalpeegelduse tulemus soltub peegeldamiste
jarjekorrast.
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Joon. 73. 00N T4

Taesti, kui peegeldame enne punktist S, ja pérast punktist_Sl_,
siis tulemuse kui roopliikke vektoriks saame endise vektori
vastandvektori (joon. 74):

— e R =
01225281 =2 8182:—0.

Teiseks jéreldame (joon. 73), et

rodpliikkest  (vektoriga AA”) ja tsentraalpeegeldusest
(keskpunktiga S,) koosnev teisendus osutub tsentraalpee-
gelduseks (meie joonisel keskpunktiga S,).

Ulesandeid,

157 Niita joonise abil, et kahe peegelduse puhul, millede tel-
jed on teineteisega risti, tulemus ei soltu peegeldamiste jirje-
korrast.

158. Koordinaatteljestikus on antud punktid A (3; 2), B(—4; 3),
C(—1; —2) ja D(5; —3). Leia neile koordinaatide alguse
suhtes siimmeetrilised punktid.

159. Koordinaatteljestikus on antud kolmnurk tippudega
A(—2; 3), B(2; 1) ja C(4; 5). Leia sellele alguspunkti suhtes
siimmeetriline kolmnurk.

160. Koordinaatteljestikus on antud sirgel y=8—=2x.' Joo-
nesta sellele koordinaatide alguse suhtes siimmeetriline sirge ja
anna viimase vorrand.

161. Joonesta punktiga A(1; 2) punkti S(4; 3) suhtes siim-
meetriline punkt ja miira selle koordinaadid.

162. Missugusel korraparasel hulknurgal leidub siimmeetria-
keskpunkt ja missugusel ej leidu?

163. Veendu konstruktsiooni abil, et neljast tsentraalpeegel-
dusest koosnev teisendus, milles keskpunktideks on iihe roop-
kiiliku jarjestikused tipud, on samasus.
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164. Joonesta vordkiilgsele kolmnurgale tema keskpunkti
suhtes siimmeetriline kolmnurk. Mitu siimmeetriatelge on tekki-
nud tahtkuusnurgal? '

165. Mis on ringjoone siimmeetriakeskpunktiks?

166. Kasutades roopkiiliku tsentraalsitmmeetriat, toesta, et
roopkiiliku vastasnurkade poolitajad on paralleelsed.

§ 17. POORE.

. 1. Pobore kui kahe peegelduse tulemus. Peegeldame kujundit
k jarjestikku kahest teljest ¢, ja f, (joon. 75), millede vaheline
suunaga teravnurk on a (suunaga esimese telje poolt teise poole).
Saadud kujundid olgu &= t,(k) ja k" = ty(k"). Viimast kujun-
dit ” nimetatakse kujundi k poordeks ja iileminekut kujundilt 2
kujundile k” kujundi k péoramiseks (lithemalt — pdérdeks) punkti
O {imber. Punkti O nimetatakse poordekeskpunktiks. Seega

poore on kahe peegelduse tulemus Idikuvate peegeldus-
telgede korral; seejuures peegeldustelgede 16ikepunkt on
poordekeskpunktiks. :

Joon. 75. Joon. 76.

Vaadeldav teisendus on liikumine, sest tdhtekujund ja tema
teisend on vordsed.

2. Poorde pohiomadus. Poorde pohiomadust véljendab jéarg-
mine teoreem: ;

kujundi punkti ja tema poordeteisendit keskpunktiga
ithendades saadakse vordsed 16igud, millede vaheline
suunaga nurk vordub peegeldustelgede vahelise suunaga
teravnurga kahekordsega. ]

Toestuseks votame kujundil 2 mingi punkti A (joon. 75) ja
leiame tema teisendid A’=1t(A) ja A”"=1(A"). Siis on
OA = OA’ kui 16igud, mis {ihendavad siimmeetriatelje f; punkti
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O telje suhtes kahe siimmeetrilise punktiga. Niisamuti OA’ = 0A”.
Neist kahest vordusest jareldub, et OA = OA”, millega viite esi-
mene‘pool on tdestatud.

Viite teise poole toestamisel vaatleme eraldi kolme vo6ima-
likku juhtumit. i

1) Punktid 4, ja A,, milledes sidejooned A4’ ja A’A” l6ikavad
vastavaid siimmeetriatelgi, asetsevad telgedevahelise teravnurga
haaradel (joon. 75).

2) Punktid A; ja A, asetsevad telgedevahelise niirinurga haa-
radel (joor. 76).

3) iiks punktidest 4, ja A4, langeb iihte keskpunktiga O
(joon. 77). :

Igal juhtumil saab suunaga nurga AOA” avaldada suunaga
nurkade summana

ZAOA” = ZAOA'+ 2A70A4”
olgu kiire OA’ asend milline tahes.
Juhtumeil 1 ja 2 :
LAOA’ =2/A,04’ ja LA'OAY =22 A'0A,.

sest A= t,(4) ja A”=1t,(A’). Asendamisel ja iihise teguri
2 sulgude ette toomisel saame nurga AOA” avaldada niiiid kujul:

LAOA” =2(LA\0A' + LA'OAy)— 2/ A,04,

Juhtumil (1) nurk 4,04, on a, nii et vdide on toestatud.

Juhtumil (2) nurk A,04, on telgedevaheline niirinurk ja
nurk AOA” on sirgete OA ja OA” vahel oley sirgnurgast suurem
nurk. Moistes aga ka siin nurga AOA” all sirgnurgast viiksemat
nurka nimetatud sirgete vahel, voime kirjutada:

ZADA” =360 = 21 ZA 04, | =360° — 2(180° — a)==2aq.

Juhtumil (3), kus punkt A, iihtib punktiga O (joon. 77), on
nurk AOA’ sirgnurk ning viide jéreldub niiid jadrgmiselt:

LAOA"=180°—2| LA'0A; | = 180° — 2(90° — o) — 2,

TGestatud teoreemi voib kokkuvatlikumalt sonastada ka jéirgmi;
selt: .

kujundi p6é6éramisel tema tasapinna mingi punkti éimber
p66rdub kujundi iga punkt iihe ja sama nurga, nn. poor-
denurga ¢ = 2q vorra.

Kujundi & pooret. mille madravad keskpunkt O ja poordenurk
@, margime lihidalt kujul O, (k).
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Joon, 77. Joon. 78.

Kui poordenurk ¢ = 180°, siis poore osutub peegelduseks punk-
tist O, sest peegeldusteljed on siis teineteisega risti.

3. Jédreldusi poorde pohiomadusest.

1) Kujundi ja tema péérde iga vastavate punktide paari
siimmeetriatelg labib podrdekeskpunkti,

sest viimane on neist punktidest vordsetel kaugustel (kahest
punktist vordsetel kaugustel asetsev punkt on teatavasti nende
punktide siimmeetriateljel).

2) Sirgjoone ja tema pdérde kaugused poordekeskpunktist on
vordsed, ;

sest see kaugus ei muutu kummalgi peegeldusel, milledest koos-
neb antud poére (OM = OM,, joon. 78). Teisiti:

sirgjoone ja tema poérde siimmeetriatelg labib poordekesk-
punkti. : :

3) Sirgjoone ja tema poorde vaheline nurk, mille poolitaja ei
labi poordekeskpunkti, vordub péordenurgaga,

sest vorreldavaid nurki nurgaga MPM, liites saame sirgnurga
(joon. 78). Viimane omadus naitab, et antud péorde korral iga
sirge poordub (sirgete Idikepunkti {imber) ithe ja sama nurga
(nimelt p66rdenurga) vorra.

4. Poorde konstruktsioon. Poordekeskpunkti O ja poordenurga
¢ andmisega on kujundi péore kui teisendus diiheselt méératud.
Podrde konstrueerimisel tombame kujundi punktidest kaared
iimber keskpunkti ja mirgime igal kaarel kujundi punktile vas-
tava punkti, kasutades antud poordenurka ¢. Leitud punkte Gigesti
fihendades saamegi pooratud kujundi (joon. 79).

Iga pooret, mis on antud oma keskpunkti ja nurgaga, saab
mitmeti esitada kahe peegelduse ndol, kusjuures peegeldusteljed
labivad pdéordekeskpunkti. Selleks votame iihe telje (nditeks #)
vabalt 14abi keskpunkti, teise telje aga nii, et telgede vaheline
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Joon. 79. Joon. 80

suunaga teravnurk (suunaga esimese telje poolt teise poole) vor-
‘duks poolega antud poordenurgast (joonised 75 ja 76).

5. Pohiiilesanded poordest.

Ulesanne 1. Antud on kaks punkti A ja A’ Leida mingi
podre, mis teeks iihe punkti teisega iihtivaks.

Lahendus. Otsitay podrdekeskpunkt peab asetsema punk-
tide A ja A" stimmeetriateljel (§ 17, p. 3, jéreldus 1). Selle
simmeetriatelje ¢ iga punkt O kolbab poordekeskpunktiks, kui
poordenurgaks véetakse nurk @=ZLA0A’" (joon. 80). Ulesande!
on seega lopmata palju lahendeid.

See lahendus niitab, et kahe punkti siimmeetriatelg on iihte

punkti teiseks teisendava podrde keskpunkti geomeetriliseks
kohaks. :

Ulesanne 2. Antud on kaks vordset 16iku. Leida poodre, mis
teeb iihe I6igu teisega iihtivaks.

Lahendus. Olgu esimene 15ik AB, teine CD (joon. 81).
Leiame punktide A ja C siimmeetriatelje ¢ ning punktide B ja D
siimmeetriatelje u. Kuj teljed 7 ja u Isikuvad, siis otsitavaks
poordekeskpunktiks on nende telgede Idikepunkt O ning poorde-
nurgaks ¢= ZAOC. Selle nurgaga vordub nurk BOD, sest
kumbki neist koosneb nurgast BOC ja veel vordsete kolmnurkade
AOB ja COD iihest nurgast (pohjenda nende kolmnurkade vord-
sust, kasutades tunnust RRR) .

Teise vo6imaliku lahenduse puhul saaksime keskpunktiks
punkti, milles punktide A ja D siimmeetriatelg 15ikab punktide B
ja C siimmeetriatelge. Seega on sel iilesandel iildiselt kaks
lahendust. Neist iihe puhul langeb punkt A iihte punktiga C, teise
puhul punktiga D.

Kui punktipaaride A ja C ning B ja D siimmeetriateljed ¢ ja u
ei 16iku, siis on nad paralleelsed vaj tihtivad. Sel juhtumil’ on
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Joon. 81. Joon. 82.

paralleelsed voi iihtivad ka sirgetega ¢ ja u ristuvad sirged AC ja
BD. Kui lisaks sellele ka AB ja CD on paralleelsed, siis nelinurk
ABDC on roopkiilik ja iilesande iiheks lahendiks on rodplike,
mille vektor on AC, teiseks lahendiks aga poore sirgnurga vorra
iimber roopkiiliku diagonaalide 16ikepunkti O (joon. 82).

Ulesanne 3. Antud on kaks vordset ja sama orientatsioo-
niga kolmnurka. Leida poore, mis teeb iihe kolmnurga teisega
iihtivaks. \ :

Lahendus. Antud vordsed ja sama orientatsiooniga kolm-
nurgad olgu ABC ja A’B’C’ (joon. 83). Seega ka kolmnurkade
vastavad kiiljed AB ja A’B’ on vordsed. Kui need kiiljed pole
paralleelsed, siis leiame eelmise iilesande eeskujul poorde, mis
teeb punkti A {ihtivaks punktiga A’ ja punkti B iihtivaks punk-
tiga B’. Et kolmnurgad on sama orientatsiooniga, siis punkt C
satub leitud pdorde puhul sirgest A’B’ samale poole, kus on

s
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punkt C’, ning kolmnurkade vérdsuse tottu iiks kolmnurk {ihtibki
teisega (joon. 83). ;

Kui AB ja A’B’ on paralleelsed ja samasuunalised, siis ei leidu
pooret, mis teeks kolmnurgad iihtivaiks, kiill aga leidub selleks
sobiv r6dplitke (joon. 84).

Kui AB ja A’B’ on paralleelsed ja vastandsuunalised, siis
ilesanne lahendub tsentraalpeegelduse abil.

Esitatud iilesannetest jareldame, et ka' kahte vordset ja sama
orientatsiooniga hulknurka saab poorde (voi erijuhtumil
roopliikke) abil teha iihtivaiks.

Ulesandeid.

167. Antud on vordkiilgne kolmnurk ja viljaspool seda

. N-tédhe kujuline kujund. Peegelda kujundit jarjestikku kolmnurga

kahest kiiljest ja maira saadud poorde keskpunkt ja poorde-
nurk.

168. Joonesta mingi ruut ja selle podre ruudu keskpunkti
iimber 45° vorra.

169. Mingisuguste nurkade vérra saab iga jargnevat kujundit
poorata tema keskpunkti iimber nii, et péoratud kujund dihtiks
antud kujundiga: a) vordkiilgne kolmnurk, b) ruuf, ¢) korra-
pérane kuusnurk, d) korrapérane viisnurk?

170. Antud on kaks ldikuvat sirget ja kummalgi iiks punkt.
Leia poore, mis teeb iihe sirge ja sellel antud punkti vastavalt
iihtivaks teise sirge ja sellel antud punktiga.

Nidpunidide. Péordekeskpunktiks on punkt, kus ladikuvad
antud punktide siimmeetriatelg ja antud sirgete (iiks) siimmeet-
riatelg. Ulesandel on kaks lahendust.

171. Antud on kaks vordset ja sama orientatsiooniga kolm-
nurka ABC ja A’B’C’, mille vastavad kiiljed AB ja A’B’ on paral-
leelsed ja vastandsuunalised. Leia podre, mis viib kolmnurga
ABC kolmnurga A’B’C’ asendisse.

172. Antud on kaks vordset ja sama orientatsiooniga kolm-
nurka ABC ja A’B’C’ nii, et nende tipud B ja C’ iihtivad. Leia
podre, mis viib kolmnurga ABC kolmnurga A’B’C’ asendisse.

173. Leia poorded, millega vordhaarse kolmnurga iihe haara
saab teha teisega iihtivaks (kaks lahendust).

174. Leia poorded, millega vordhaarse trapetsi ithe haara
saab teha teisega iihtivaks (kaks lahendust).

175. Antud on kaks vordset nurka. Leia poore, millega neid
saab teha iihtivaiks. ;

176. Antud on voérdhaarne kolmnurk. Leia poore, mis teeb iihe
alusnurga teisega iihtivaks.
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Eespool tutvusime lihtsamate liikumistega tasapinnal, nimelt
peegeldusega sirgest, réoplitkkega, peegeldusega punktist ja poor-
dega. Seejuures liikumiseks tasapinnal nimetasime niisugust selle
tasapinna teisendamist iseendaks, mille puhul selle tasapinna
mistahes kujund teisendub temaga vordseks kujundiks. Et koige
lihntsam kujund, mille abii saab mdérata teiste kujundite vordsust,
on kolmnurk, siis voime liikumiseks nimetada ka niisugust tasa-
pinna teisendust iseendaks, mille puhul mistahes kolmnurk tei-
sendub. temaga vordseks kolmnurgaks. Seega iga paar vordseid
| kolmnurki maéirab iihe liikumise tasapinnal. Uhenduses sellega
| tekib kiisimus, kas iilalnimetatud liikumistega on ammendatud
koik liikumise liigid tasapinnal voi mitte. Vastuse annab jargmine
teoreem:

§ 18. LHHKUMINE TASAPINNAL.

iga liikumist tasapinnal saab vaadelda koosnevana iili-
malt kolmest peegeldusest.

Eespool niagime, et antud vordseid ja sama orientatsiooniga
kolmnurki saab viia iithtivusse kas rodplitkkke voi poorde abil (§ 17,
p. 5, iilesanne 3). Et mdlemad nimetatud teisendused koosnevad
vaid kahest peegeldusest, siis on viide toestatud koigi niisuguste
liilkumiste kohta, mis on méaaratud kahe sama orientatsiooniga
kolmnurga abil.

. Eeldame niiiid, et antud vordsetel kolmnurkadel ABC ja A’B’C’
on orientatsioonid vastandlikud (joon. 85). Peegeldame iiht neist,
néiteks kolmnurka ABC, sirgest £, mis on ithe paari vastavate tip-
pude, niiteks B ja B’ siimmeetriateljeks. Siis kolmnurga tipu B
peegelduseks on tipp B’, aga tippude A ja C peegeldused olgu

. vastavalt 4, ja Co. Kolmnurk A¢B’Co on vordne kolmnurgaga
ABC, kuid vastandorientatsiooniga, s.t. ta on vordne kolmnur-
gaga A’B’C’, millel on temaga iihine orientatsioon. Seetottu
voib juhtuda, et kolmnurgad AoB’C, ja A’B’C’ iihtivad. Sel juhul
oleks viide toestatud, sest liikumine, mis teeks antud kolmnurgad
ithtivaiks, oleks peegeldus sirgest #. Kui aga kolmnurgad AoB’Cy
ja A’B’C’ ei iihti, siis saab neid panna iihtima p6drde abil iimber
tipu B’, sest nad on vordsed ja sama orientatsiooniga. Et poore
koosneb kahest peegeldusest, siis kuluks niiiid antud kolmnurkade
ithteviimiseks kokku kolm peegeldust. Sellega on vdide téielikult
toestatud.

Peegeldustelje otstarbeka valikuga saab teoreemi toestuses esi-
neva peegelduse ja poorde asendada peegelduse ja rodplikkega,
kusjuures liikke vektor on paralleelne peegeldusteljega. Selleks
votame peegeldusteljeks sirge, mis ldbib kolmnurkade ABC ja
A’B’C’ mingi kahe paari vastavate tippude iihendusloikude kesk-
punkte, niiteks 16ikude AA’ ja BB’ keskpunkte A, ja By (joon. 86).
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Joon. 85. Joon. 86.

Kolmnurga ABC peegeldumisel sirgest A,B, saame kolmnurga
AoBoCy, mille litkketeisendiks on kolmnurk A’B’C’, nagu seda on
voimalik toestada (tdestuse jatame siin esitamata). Peegeldusest
ja peegeldusteljega paralleelsest roopliikkest koosnevat teisendust
(mis muide ei so6ltu komponentteisenduste jdrjekorrast), nimeta-
takse nihkunud peegelduseks ehl libisevaks peegelduseks.

Nii on 16puks selgunud, et

kahte vastupidi orienteeritud vordset kujundit saab viia
iihtivusse tavalise teljelise voi nihkunud peegelduse abil.

Ulesandeid.

177. Antud on kaks sama orientatsiooniga vordset kolmnurka.
Leia kaks jarjestikust peegeldust, mis teevad need kolmnurgad
ithtivaiks.

178. Antud on kaks erineva orientatsiooniga vordset kolm-
nurka, mis pole siimmeetrilised sirge suhtes. Leia kolm jarjesti-
kust peegeldust, mis teevad need kolmnurgad iihtivaiks.

179. Leia, missuguse lihtsama liilkumisega saab asendada
a) kahte réopliiket;

b) roopliiket koos tsentraalpeegeldusega;
¢) kahte tsentraalpeegeldust:

d) nelja peegeldust, kui peegeldustelgedeks on vahel-
dumisi kaks ristuvat sirget.




|

§ 19. LIIKUMISTEISENDUSTE KASUTAMINE KONSTRUKTSIOON-
ULESANNETE LAHENDAMISEL.

Liikumisteisendusi saab kasutada paljude teoreemide toes-
tamisel ja konstruktsiooniilesannete lahendamisel. Vaatleme
monda naidet viimaselt alalt.

Teisenduste kasutamise meetod konstruktsiooniilesannete
lahendamisel seisneb selles, et vaadeldav kujund voi selle mingi
osa teisendatakse nii, et otsitav lahend (voi lahendusviis) muu-
tuks holpsamalt leitavaks. Selle meetodi sisu selgitavad lahemalt
jargmised naited. :

Nidide 1. Uhel pool sirgest u on antud kaks punkti A ja B.
Leida sirgel u punkt C nii, et 15ikude summa (tee pikkus)
AC -+ CB oleks minimaalne (voimalikult véike).

Lahendus. Olgu ACB otsitav murdjoon (joon. 87). Tema
pikkus ei muutu, kui 16ik CB asendada sirge « suhtes stimmeetri-
lise 1oiguga CB’. Niiiid peaks lithima pikkusega olema murdjoon
ACB’. Ta on seda siis, kui punkt C asetseb sirgel AB’. Siit selgub,
et otsitav punkt on sirgete u ja AB’ 16ikepunkt, kus B’ =u(B).

Joon. 87. Joon. 88.

MirKus. Jooniselt selgub, et leitud punkti C puhul on vordsed need terav-
nurgad, mis AC ja CB moodustavad sirgega u, s. t. liihim tee on see, mida md6-
da liigub valgus punktist A punktini B, peegeldudes sirgest u.

Nidide 2. Uhel pool paralleelsete kallastega kanalit on kiila
A, teisel pool kiila B. Ule kanali tuleb ehitada sild niisuguses
kohas, et tee iihest kiilast teise oleks minimaalse pikkusega.

Lahendus. Oletame, et MN on noutud silla asukoht, nii et
murdjoon AMNB on voimalik lithim tee, mis kiilasid ithendab

e
(joon. 88). Anname teeosale BN roopliikke, mille vektor on NM,
ning vaatleme uut murdjoont AMB’B, mille pikkus on vérdne
endise murdjoone pikkusega. Et see pikkus oleks minimaalne,
peaksid punktid A, M ja B’ asetsema iihel sirgel. Siit selgub, et
punkt M peab asetsema kohal, kus punkti A poolne kanali kallas
Ioikab sirget AB’.
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Niédide 3. Konstrueerida ruut, mille kaks vastastippu aset-

sevad antud sirgel ja iilejddnud tippudest iiks asetseb ithel ja
teine teisel antud ringjoonel.

Lahendus. Olgu antud sirgjoon s ja ringjooned u ja v
(joon. 89). Oletame, et iilesanne on lahendatud ja et ABCD on
otsitav ruut, mille tipud B ja D asetsevad antud sirgel s, tipp A
ringjoonel u ja tipp C ringjoonel v. Siis punktid A ja C on siim-
meetrilised sirge s suhtes, sest ruudu diagonaalid ristuvad ja
poolitavad teineteist. Et punkt A asetseb ringjoonel u, siis temaga
sirge s suhtes siimmeetriline punkt C asetseb ringjoonega u sirge
- s suhtes siimmeetrilisel ringjoonel u’. Siit selgub jdrgmine konst-
ruktsioon: 1) leiame ringjoone u'=s(u); 2) margime, kui see on
_olemas, punkti, niiteks C, milles 16ikuvad ringjooned v ja u’:
3) leiame punkti A = s(C); 4) joonestame ruudu, mille diagonaa-
liks on 16ik AC, jarelikult on ruudu keskpunktiks sirgete s ja AC
10ikepunkt O. Selle ruudu tipud B ja D satuvad sirgele s, sest
nad on punktidest A ja C vordsetel kaugustel. Ruut ABCD rahul-
dabki iilesande koiki noudeid. :

Ulesande lahendite arv on vérdne ringjoonte u’ ja v {ihiste
punktide arvuga. Kui need ringjooned ei I6iku, siis iilesandel pole
lahendit; kui ringjooned puudutavad voi 16ikavad teineteist, siis
iilesandel on vastavalt iiks lahend voi kaks lahendit; kui ringjoo-
ned v ja u’ langevad fihte, siis on lahendeid 16pmata palju.

Joon. 89. Joon. 90.

Nidide 4. Konstrueerida viisnurk kiilgede antud keskpunk-
tide jargi. ‘

Lahendus. Olgu antud punktid M,, My, Ms, M, ja Ms;
(joon. 90). Kui otsitava viisnurga esimest tippu A4, peegeldada
punktist M,, siis saadakse teine tipp Ay, seda peegeldades punk-
tist M, saadakse kolmas tipp As jne.; 1opuks tipu As peegeldami-
sel punktist Ms saadakse uuesti tipp A,. Nii selgub, et punkt A,
on viiest tsentraalpeegeldusest koosneva teisenduse kahekordne
punkt, kui peegelduskeskpunktiks on punktid M,,..., Ms. Et
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kahest tsentraalpeegeldusest koosnev teisendus on roopliike, roop-
liikkest ja tsentraalpeegeldusest koosnev teisendus aga jalle tsent-
raalpeegeldus (§ 16, p. 4), siis neljast tsentraalpeegeldusest koos-
nev teisendus on taas roopliike, viiest tsentraalpeegeldusest koos-
nev teisendus aga — tsentraalpeegeldus. Viimase teisenduse
ainus kahekordne punkt on peegelduskeskpunkt. Téhendab, punkt
A, on viiekordsel tsentraalpeegeldusel saadava tsentraalpeegel-
duse keskpunkt. Tema leidmiseks vGtame tasapinna mistahes
punkti B, peegeldame seda punktist M,, saadud peegeldust By
uuesti punktist M, jne. kuni saame punkti Bs. Et punktid B, ja Bs
on peegelduses teineteisele vastavad punktid, siis 16igu BBg kesk-
punkt ongi selle peegelduse keskpunkt, iihtlasi otsitav punkt A,.
Viisnurga iilejadnud tipud leiame peegeldamise teel antud punk-
tidest.

Ulesandeid.

180. Tasapinnal on antud kolm sirget: s, ¢ ja u. Leia sirgel
s punkt S, millega sirge f suhtes siimmeetriline punkt S’ asetseb
sirgel u. ]

181. Tasapinnal on antud sirge s ja sellest iihel pool punk-
tid A ja B. Leia sirgel s punkt M nii, et sirged AM ja BM moo-
dustaksid sirgega s vordsed nurgad. : ;

182. Tasapinnal on antud sirge s ja sellest teine teisel pool
punktid A ja B. Leia sirgel s punkt M nii, et I6ikude AM ja
BM pikkuste vahe oleks voimalikult suur.

183. Tasapinnal on antud nurk tipuga A ja sirge ¢. Ehita ruut,
mille kaks vastastippu asetsevad sirgel ¢ ja iilejddnud tipud antud
nurga haaradel voi nende pikendustel iile tipu A

184. Tasapinnal on antud nurk tipuga A ja selle sees punkt
S. Joonesta labi punkti S sirge nii, et tema 16ik nurga haarade
vahel poolituks punktis S.

185. Tasapinnal on antud sirgjoon, ringjoon ja punkt. Joones-
ta 14bi antud punkti sirge, mille 16ik antud sirgjoone ja ringjoone
vahel poolituks antud punktis.

186. Joonesta tasapinnaline seitsenurk kiilgede antud kesk-
punktide jargi.

187. Joonesta labi kahe antud ringjoone loikepunkti sirge, mis
si 14bi ringjoonte teist 16ikepunkti ja millest need ringjooned 15i-
kavad vilja vordsed koolud. :

§ 20. HOMOTEETSUS TASAPINNAL.

|. Homoteetsuse mdiste. Homoteetsuseks tasapinnal nimeta-
takse jargmiste omadustega vastavust tasapinna punktide vahel:

1) iga punkti ja sellele vastava punkti ithendussirge ldbib iiht
ia sama punkti O, mida nimetatakse homoteetsuskeskpunktiks.
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2) iga kaks teineteisele vastavat punkti asetsevad homoteetsus-
keskpunktist kas iihel pool (pdripidine homoteetsus, joon. 91)-vot
teine teisel pool (vastupidine homoteetsus, joon 92);

3) kui M ja M’ on kaks teineteisele vastavat punkti, siis I6ikude
suhe OM’: OM=F on jiiv tasapinna koigi punktide puhul. See
jddv suhe, mida nimetatakse homoteetsusteguriks, on péripidise
homoteetsuse korral positiivne ja vastupidise homoteetsuse korral
negatiivne, sest esimesel juhtumil on 16igud OM ja OM’ samasuu-
nalised, teisel juhtumil aga vastandsuunalised. |

0A': 0A = 0B': 08 = OC'- 0= =k 8'
‘ c’
4 8
{ 0 C
BLoip bl
Ty
Joon. 91. Joon. 92.

Homoteetsusteguri definitsioonist jareldub, et
OM’ —Fk.OM,

millest nahtub, et keskpunkti O ja teguri 2k andmisega
on homoteetsus méadratud, sest nende andmete kor-
ral saab igale punktile M leida temale vastavat punkti M’. Kui
punkt M iihtib keskpunktiga O, siis iihtib viimasega ka teisend
M’; jérelikult on keskpunkt homoteetsuse kahekordne punkt. Saah
toestada, et ta on homoteetsuse ainus kahekordne punkt.

2. Homoteetsuse tihtsamad omadused.

1) Homoteetsuskeskpunkti libiva sirge teisendiks on seesama
sirge, iga muu sirge teisendiks aga tema paralleel.

y it o g AN, : L i i e S e N N L W)

Homoteetsuskeskpunkti Iibiva sirge kohta on viide ilmselt
oige, sest homoteetsuse definitsiooni jargi on selle sirge punk-
tide teisenditeks sellesama sirge punktid. Viite toestamiseks
homoteetsuskeskpunkti mitteldbiva sirge AB kohta eeldame, ef
homoteetsus on antud keskpunktiga O ja teguriga £ (joon. 93).
Leiame sirgel AB asetseva punkti, nditeks punkti A teisendi A’
ning joonestame temast Iibi sirge, mis on paralleelne sirgega AB.
Lodigaku sirge OB joonestatud sirget punktis B’. Siis kiirteteo-
reemi pohjal

OB’ OB— OA’ - OA.
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Joon. 93. . Joon. 94.

Et viimane suhe viljendab homoteetsustegurit, siis teeb sedasama
ka esimene: OB’:0B=—=Fk. See niitab, et sirgel AB asetseva
punkti B homoteetseks teisendiks on punkt B’ sirgel A’B’. Ilmselt
kehtib see nende sirgete koigi punktide kohta. :

2) Paralleelsetele sirgetele vastavad paralleelsed sirged,

sest kui kaks sirget on paralleelsed, siis ka iihega ja teisega
vastavalt paralleelsed sirged on omavahel paralleelsed (joon. 94):
kui ullv ja v/l u, v’llv, siis «’llv’.

3) Iga nurk teisendub temaga vordseks nurgaks,

sest teisendatud nurga haarad on antud nurga haarhﬁega vas-
tavalt paralleelsed ja samasuunalised (joon. 95) voi vastavalt
paralleelsed ja vstandsuunalised (joon. 96).

Joon. 95. i Joon. 96.

4) Iga kahe teineteisele vastava 16igu suhe vordub homoteet-
susteguriga, :

sest kolmnurkade OAB ja OA’B’ sarnasuse tottu (pohjenda
seda, joon. 97) voime kirjutada:

A’B’:AB=0A':0A =k.

5) lga kolmnurk (iildiselt iga kujund) teisendub temaga sar-
naseks kolmnurgaks (kujundiks),

sest viimase kahe omaduse jirgi nende nurgad on vastavalt
vordsed ja koik vastavad 16igud on vordelised (joon. 98).
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Joon. 97. Joon. 98.

-Viimase omaduse téttu nimetatakse homoteetsust ka sarnasus-
teisenduseks ning kahte homoteetset kujundit perspektiivsarnas-
teks kujunditeks (ehk sarnasteks kujunditeks sarnasusasendis)
Kui ithega kahest perspektiivsarnasest kujundist teostada mingi
iikumisteisendus, siis nende eriline vastastikune asend kaob ja
me saame lihtsalt kaks sarnast kujundit. Seega voime delda, et

: !(ujundite sarnasus on homoteetsuse ja liikumisteisenduse

jdarjestikusel rakendamisel piisima iddv kujundite omadus.

Lopuks olgu mairgitud, et kui homoteetsustegur %= 1, siis
homoteetsus osutub samasuseks (sest igale punktile vastavaks
on siis see punkt ise); kui aga k== —1, siis homoteetsus osutub
peegelduseks homoteetsuskeskpunktist. i

Ulesandeid.

188. Homoteetsus on antud keskpunkti ja ithe paari vastavate
punktidega. Leia modtmise teel homoteetsustegur. Vaatle kaht
juhtumit: kui homoteetsus on péripidine ja kui ta on vastupidine.

189. Homoteetsus on antud keskpunkti ja iihe paari vastavate
punktidega. Leia konstruktsiooni teel mingile punktile vastav
punkt.

190. Homoteetsus on antud kespunkti ja iihe paari vastavate
punktidega. Konstrueeri vabalt voetud kolmnurgale vastav kolm-
nurk.

191. Pohjenda viidet, et ringjoonega, mille raadius on r.
homoteetseks kujundiks on ringjoon raadiusega kr, kus £ on
homoteetsustegur. (Kasuta omadust 4!)

192. Pohjenda viidet, et vastupidine homoteetsus koosneb
paripidisest homoteetsusest ja tsentraalpeegeldusest.

§ 21. HOMOTEETSUSE KASUTAMINE KONSTRUKTSIOON-
ULESANNETE LAHENDAMISEL.

Nagu liikumisteisendusi, nii ka homoteetsust saab kasutada
konstruktsiooniilesannete lahendamisel. Vastav nn. sarnasus-
meetod seisneb selles, et esmalt konstrueeritakse otsitavz
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kujundiga sarnane kujund ja siis homoteetsust kasutades otsitav
kujund. Vaatleme selle meetodi rakendamist monede niidisiiles-
annete lahendamisel.

Niide 1. Antud sektorisse MON joonestada ruut, mille kaks
tippu asetsevad sektori raadiusel OM, kolmas tipp raadiusel ON
ja neljas tipp kaarel MN (joon. 99).

Lahendus. Joonestame algul mingi ruudu A’B’C'D’
(joon. 99), mille tipud A’ ja B” asetsevad antud sektori raadiusel
OM ja tipp D’ sektori raadiusel ON (kuidas seda teha?). Piken-
dame 16iku OC’ kuni 16ikumiseni sektori kaarega punktis C, kui
ta juba ei 16ika seda kaart. Teisendame ruutu A’B’C’D” homoteet-
selt, vottes keskpunktiks punkti O ja itheks paariks vastavateks
punktideks punktid C’ ja C (k= OC:0C’). Teisendamisel saame
ruudu ABCD, mis tididab iilesande tingjmusi. Lahend on iihene.

i N
) (%
: 2 £
i D C
D

‘ ’
4 2 3 .
¢ g 4 \ 7 E
' -0 A Ab 8 M A ORI Mg el

Joon. 99. Joon. 100.

| Niide 2. Joonestada kolmnurk, mille tipud asetsevad antud
kolmnurga ABC kiilgedel ja kiiljed on vastavalt paralleelsed teise
" antud kolmnurga DEF kiilgedega.

f Lahendus. Votame kiiljel AC vabalt punkti K’ ja joones-
tame esmalt otsitava kolmnurgaga KLM sarnase kolmnurga
K’L’M’, mille tipp L’ asetseb kiiljel AB ja mille kiiljed on vasta-
valt paralleelsed kolmnurga DEF kiilgedega (joon. 100). Kolm-
nurka K’L’M’ teisendame homoteetselt, vottes homoteetsuskesk-
punktiks punkti 4 ja iiheks vastavate punktide paariks punktid M’
ja M, kus M on sirgete AM’ ja BC 1oikepunkt.

| Niide 3. Konstrueerida kolmnurk, mille kaks nurka a ja
| ning nurga a tipust tommatud mediaani ja korguse summa on
| antud. :

Lahendus. Konstrueerime ofsitavaga sarnase kolmnurga
AB’C’ (joon. 101), milles ZA=ua, £B"=§ ja kiilg AB’ on
vabalt voetud. Edasi leiame tipust A tommatud mediaani AM’ ja
korguse AH’ ning kanname korguse mediaani pikendusele. Nii
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Joon: 101.

saame tipust A tommatud mediaani ja korguse summaks 16igu
AD’

Samale sirgele AD’ kanname alates punktist A otsitava kolm-
nurga mediaani ja korguse summa, saades loigu AD. Otsitava
kolmnurga ABC saame, kui kolmnurga AB’C’ teisendame homo-
teetselt, vottes keskpunktiks A ja iiheks vastavate punktide paa-
riks D" ja D. Punktid B ja C leiame paralleelide joonestamise
teel: DB|D’'B’ ja DC||D’'C’

Ulesandeid.

193. Joonesta antud kolmnurka ruut, mille kaks tippu asetse-
vad kolmnurga iihel kiiljel, kolmas tipp teisel kiiljel ja neljas tipp
kolmandal kiiljel.

194. Joonesta kolmnurk, millest on antud kaks nurka ja kol-
manda nurga tipust tommatud mediaan.

195. Joonesta kolmnurk, millest on antud kaks nurka ja nende
nurkade tippudest tommatud mediaanide summa. ‘ ‘

196. Joonesta kolmnurk, millest on antud kaks nurka ja kol-
~manda nurga tipust tommatud korguse ja bisektori summa.

197. Antud on kaks ldikuvat sirget ja véljaspool neid punkt.
Joonesta ringjoon, mis 14bib antud punkti ja puudutab antud sir-
geid.
~ 198. Joonesta antud kolmnurka ristkiilik, mille kaks tippu
asetsevad kolmnurga iihel kiiljel, kolmas tipp teisel kiiljel ja nel-
jas tipp kolmandal kiiljel, kui ristkiiliku kiiljed suhtuvad nagu 3:2.

199. Antud on ringjoon ja sellel punkt A. Leia punktist A vil-
juva antud ringjoone kodlu keskpunkti geomeetriline koht.

200. Joonesta antud segmenti ruut, mille kaks tippu asetsevad
segmendi alusel ja kaks segmendi kaarel.




I1l. SIRGED JA TASAPINNAD.

§ 22. TASAPIND JA SELLE KUJUTAMINE.

Geomeetria esimeses osas — planimeetrias ehk tasapinnageo-
meetrias opitakse tundma tasapinnaliste kujundite omadusi.
Geomeetria teise osa — stereomeetria ehk ruumigeomeetria iiles-
andeks on uurida ruumilisi kujundeid, s.o. kujundeid, mis ei
asetse koigi oma punktidega iihel ja samal tasapinnal. lga
kujundi uurimisel on eeskdtt vaja saada kujundist oige kujut-
lus ning osata teda kujutada joonise abil.

Koige lihtsamad kujundid on punkt, sirgjoon ja tasapind; neid
nimetatakse pohikujunditeks. Pohikujundeid me ei defineeri. Nende
abil uurime koiki teisi kujundeid.

Punkti ja sirge omadused on tuttavad planimeetria kursusest.

i Tasapinda iseloomustab tema jérgmine omadus, nn. tasa-
pinna pohiomadus:

kui tasapinnal ja sirgjoonel on kaks iihist punkti, siis
sirgjoone koik punktid asetsevad sellel tasapinnal.

Sel juhul oeldakse, et sirge asetseb tasapinnal ehk tasa-
pind 1dabib sirget. '

Tasapindu tahistatakse vidikeste kreeka tdhtedega, niiteks a,
B, & jm.

Objektist kujutise saamiseks toimime jargmiselt. Valgus-
tame objekti naiteks pdikesekiirtega ja joonestame tekkiva varju
piirjoone mingil tasapinnal. Niisugust varjujoonist nimetatakse
objekti projektsiooniks ehk kujutiseks tasapinnal ning tasapinda,
millel saadakse see joonis, projektsioonipinnaks ehk ekraaniks.
Kiired, mis tekitavad kujutise, on kujutamiskiired ehk projekteeri-
rivad kiired.

Kujutleme niiteks, et projektsioonipind on vertikaalne ning
sellest meie pool asetseb mingi objekt (joon. 102). Kui pdike pais-
tab meie selja tagant iilalt paremalt, siis objekti projekisioomn
(vari) tekib vasakul all.

Ruumis oleva tasapinna kujutamiseks eraldame temast mottes
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Joon. 102. Joon. 103. Joon. 104.

titki, harilikult ristkiilikukujulise, ning joonestame selle tiiki pro-
jektsiooni. Selleks on iildiselt roopkiilik; seeparast kujutataksegi
tasapindu harilikult réopkiilikutena. Nii kujutab joonis 103 kahte
rohttasapinda ja joonis 104 iihte roht- ja iihte piisttasapinda.
Tasapinna asendi selgitamiseks antakse ‘monikord roopkiiliku
need kiiljed tugevamalt, mis on vaatlejale lahemal; samal pohju-
sel esitatakse loigud, mis jadvad teise tasapinna varju, kas kriips-
joonega (nagu tasapinna B puhul joonisel 103) voi jaetakse need
I6igud iildse joonestamata (nagu joonisel 104). Viimasel juhtumil
tekitab joonis kujutluse tasapindadest, mis on labipaistmatud.

Oige kujutluse saamiseks ruumilistest kujunditest nende joo-
niste jargi peame oskama nidha jooniseid n.5. «ruumilistenas.
Selle kergendamiseks on kasulik korvuti joonistega vaadelda ka
vastavaid mudeleid. Mudelite ehitamisel kasutame tasaseid
vineeri-, voi papititkke (ka joonestuskolmnurki) tasapindadena
ning mitmesuguseid vardaid (ka pliiatseid) sirgetena.

Ulesandeid.

201. Kuidas saab joonlauaga kontrollida, kas laua pind on
tasane?

202. Esita joonisel tasapind iihes sellele kuuluva kahe 16i-
kuva sirgega.

203. Kujuta joonisel kaks ldikuvat piisttasapinda.

204. Mitu tasapinda laheb 1ibi iihe punkti, 1dbi iihe sirge?

205. Esita joonisel kolm tasapinda libi iihe sirge.

§ 23. TASAPINNA MAARAMINE PUNKTIDE
JA SIRGETE ABIL.

I. Tasapinna miiramine kolme punkti abil. Tasapinna maa-
ramine punktide ja sirgele abil pohineb jdrgmisel aksioomil
{joon. 105, a): S

ldbi kolme punkti, mis ei asetse iihel ia samal sirgel, liheb
iiks ja ainult iiks tasapind.
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Sama tosiasja véljendatakse veel kujul:

tasapind on midratud oma kolme punktiga, mis ei asetse
iihel ja samal sirgel.

Sellest aksioomist jdreldub nn. tasapindade iihtivuse
teoreem:

kui kahel tasapinnal on kolm iihist punkti, mis ei asetse
ithel ja samal sirgel, siis need tasapinnad iihtivad,

sest nende kolme punktiga on madratud ainult iiks tasapind.

Tasapinda, mis on mairatud punktidega A, B ja C, nimetame
tasapinnaks ABC. Lauset «Tasapind o on médratud punktidega
A, B, ja C» kirjutame lithidalt kujul

a= ABC.

Joon. 105.

2. Tasapinna muud midramise viisid. Kolme punktiga mii-

' ramise viisi korval leidub veel kolm tasapinna maédramise viisi.

Esitame need koik korraga jargmise teoreemi néol:

tasapind on madratud: .

1) iihe sirge ja viljaspool sirget asetseva punktiga;
2) kahe loikuva sirgega;

3) kahe paralleelse sirgega.

Toestus. Kui on antud kas sirge ja vdljaspool seda asetsev
punkt voi kaks loikuvat sirget voi kaks paralleelset sirget, siis
saab neil kujunditel ikka valida kolm punkti A, B ja C, mis ei
asetse iihel sirgel (joon. 105, b, ¢, d). Need kolm punkti médra-
vad iihe tasapinna, millel asetsevad antud sirgete iilejdanud
punktid. Kui viimaste hulgast valiksime mingi muu mitte {ihel
sirgel asetseva punktide kolmiku A,, B,, C,, siis nendega méira-
tud tasapind iihtiks tasapinnaga ABC, sest neil tasapindadel
oleks kolm iihist punkti, mis ei asetse iihel sirgel. Seega on nende
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andmetega midratud ikka ainult iiks tasapind. Seda aga oligi
vaja toestada. ;

Jooniselt 105 selgub iihtlasi, kuidas kolmest punktist kui tasa-
pinna médiramisandmete baasist saab iile minna muudele
madramisandmetele.

Soltuvalt tasapinna miiramise viisist saab tasapinda peale
ihe kreeka tdhe tdhistada ja nimetada ka kas kolme punkti, kahe
sirge voi punkti ja sirge tahiste abil. Nii niiteks tasapind st on
maaratud sirgetega s ja ¢, tasapind Ms on mairatud punktiga M
ja sirgega s jne. Kui tasapind o on méiratud niiteks sirgetega s
ja t, siis mirgime seda lithidalt nii:

o =st.

Ulesandeid.

206. Sirged a ja b 16ikuvad punktis C, sirged a ja ¢ punktis
B ning sirged b ja ¢ punktis 4, kusjuures A, B ja C on erinevad
punktid. Niita, et need kolm sirget asetsevad iihel ja samal tasa-
pinnal ja anna tasapinna kéik miiramisviisid nimetatud kolme

. punkti ja kolme sirge abil.

207. On antud mittetasane nelinurk ABCD, s.o. nelinurk,
mille koik tipud ei asetse iihel ja samal tasapinnal. Mitu tasa-
pinda ja millised nimelt on mairatud selle nelinurga tippudega?
Mitmel ja missugustel tasapindadel nimelt asetseb selle nelinurga
kumbki diagonaal?

208. On antud neli punkti, mis ei ole iihel ja samal tasa-
pinnal. Kas v6ib leiduda nende hulgas kolm punkti, mis asetse-
vad iihel ja samal sirgel? Mity sirget ja mitu tasapinda on mai-
ratud nende nelja punktiga?

209. Mitu sirget on miiratud n punktiga (n>2), kui iikski
punktide kolmik pole iihel ja samal sirgel?

210. Mitu tasapinda on maidratud n punktiga (n>3), kui
iikski punktide nelik pole iihel ja samal tasapinnal?

211. Paljude aparaatide toeks, nagu fotoaparaat, pikksilm,
teodoliit jm., tarvitatakse kolme jalaga statiivi. Selgita, miks.

§ 24. KAHE SIRGJOONE VASTASTIKUSED ASENDID,
KIIVSIRGED.

Uhe ja sama tasapinna kaks sirget teatavasti kas l15ikuvad
VOi on paralleelsed. Umberp6ordult, kui mistahes kaks sirget
loikuvad vo6i on paralleelsed, siis saab neist ikka libi panna
tasapinna.

Naitame niiiid, et kahel sirgel ruumis on veel kolmas vas-
tastikuse asendi véimalus. Selleks votame tasapinnal a sirge AB
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ja valjaspool seda punkti C (joon. 106). Kui niiiid véljaspool
tasapinda a asetsevast punktist D témbame sirge CD, siis vii-
mane pole sirgega AB iihel ja samal tasapinnal. Toepoolest, kui
leiduks tasapind B, mis ldbiks sirgeid AB ja CD, siis punkte A,
B ja C peaks ldbima kaks mitteiihtivat tasapinda, nimelt tasa-
pind a, mis ei sisalda sirget CD, ja tasapind B, mis sisaldab:
sirge CD. Et punkte A, B ja C libib ainult iiks tasapind, milleks
on a, siis tasapinda B pole olemas.

.Kahte sirget, mida ei saa libida iiks ja sama tasapind, nime-
tatakse kiivsirgeteks.

(N 8
Joon. 106. Joon. 107.

Seega on ruumis kaks mitteiihtivat sirget kas lléikuvad,
paralleelsed voi kiivsed.
: Kahe kiivsirge kujutamisel joonestatakse see sirge katkesta-

tult, mis jdab teise aila voi taha (joon. 107). Paralleelseid sirgeid,
mis pole joonisepinnal (ekraanil), kujutame. jooniselgi paralleel-
setena. See on oigustatud eeldusel, et kujutamine toimub paral-
leelsete kiirte abil.

Olesandeid.

212. Mitu kuubi serva I6ikuvad iihe servaga? on paralleelsed
iihe servaga? on kiivsed. iihe servaga?

213. Mitu risttahuka serva l6ikuvad, mitu on paralleelsed ja
mitu on kiivsed risttahuka iihe diagcnaaliga?

214. Kui palju on horisontaalseid ja kui palju vertikaalseid
sirgeid, mis ldbivad antud punkti?

215. Mitu horisontaalset sirget saab joonestada antud verti-
kaalsel tasapinnal 1dbi antud punkti?

216. Kuidas asetsevad teineteise suhtes mittetasase nelinurga
diagonaalid?
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§ 25. KAHE TASAPINNA VASTASTIKUSED ASENDID.

Kui kahel tasapinnal on iihiseid punkte, aga tasapinnad ei iihti,
siis deldakse, et nad 16ikuvad. Meie kujutluse jirgi kahel 16iku-
val tasapinnal ei saa olla ainult iiksikuid tihiseid punkte, vaid neil
peab olema iihine joon. Viimast nimetatakse tasapindade 16i-
kejooneks. Toestame, et

kahe tasapinna Idikejoon on sirge.

Toestus. Kui kahe tasapinna a ja B ldikejoon ei oleks
sirge (joon. 108), siis peaks ta olema kover. Koverjoonel on voi-
malik valida kolm punkti K, L ja M nii, et nad ei adetse iihel
sirgel. Need kolm mitte iihel sirgel asetsevat punkti oleksid siis
tasapindade a ja B iihised punktid ning jdrelikult peaksid need
tasapinnad iihtima. Et antud tasapinnad eelduse jirgi ei iihti,
siis ei saa nende loikejoonel olla kolme punkti, mis ei asetse
ithel sirgel; jdrelikult peab 16ikejoon olema sirge. Sellega on
teoreem toestatud.

Kui kahel tasapinnal pole {ihtki iihist punkti, siis deldakse,
et need tasapinnad on paralleelsed. Niisiis, kaks mitte-
iihtivat tasapinda kas l6ikuvad v6i on paralleelsed.

§ 26. SIRGE JA TASAPIND.

1. Sirge ja tasapinna vastastikused asendid. Tasapinna pdhi-
omadusest selgus, et kui sirgel on tasapinnaga kaks iihist punkti,
siis sirge koik punktid on tasapinnal. Kui sirgel ja tasapinnal
on iiksainus thine punkt, siis Geldakse, et sirge ja tasapind
16ikuvad. Kui neil aga pole iihtki ithist punkti, siis deldakse,
et sirge ja tasapind on paralleelsed. Muid voimalusi ilm-
selt olla ei saa. Niisiis on ruumis igal sirgel iga tasapinna suhtes
iiks jargmisest kolmest asendist: sirge kas asetseb (ehk on)
tasapinnal, 16ikab tasapinda v6i on tasapinnaga para l-
leelne. . : zisidal Y

M
L BTN
a K
t
\/ £
Joon. 108. Joon. 109.
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Nende tosiasjade markimiseks kasutame siimboleid < (aset-
seb), 3 (1dbib), X (loikab) ja |l (on paralleelne). Nii kirjutame
allantud lauseid lihidalt jargmiselt:

sirge s asetseb tasapinnal o

s
sirge ¢ labib punkti M to M;
sirge u 16ikab tasapinda B uXB;
sirge v on paralleelne tasapinnaga y v | y.

Kahe kujundi, néiteks sirge « ja tasapinna B I6ikumise iiles-
kirjutust u X B kasutame iihtlasi ka nende Idikekujundi marki-
miseks. Nii kirjutame lauset «Sirge « ja tasapinna g 1oikepunkt
on A» kujul

uxXp=A ,
ja lauset «Tasapinnad o ja B I6ikuvad médda sirget s» kujul
a X f==s

Sonade «ei asetse» ja «ei ldbi» asemele kirjutame vastavalt
©/= ja =>. Nii tdhendab kirjutus
vz v,
et sirge v ei asetse tasapinnal y, ja kirjutus
Y=huv,
et tasapind y ei 1dbi sirget v.

2. Sirge ja tasapinna paralleelsuse tunnus. Sirge ja tasapinna
vastastikuse asendi uurimisel on otstarbekohane kasutada jirg-
mist teoreemi, mida nimetatakse ka sirge ja tasapinna
paralleelsuse tunnuseks:

sirge, mis pole tasapinnal, on siis tasapinnaga paralleelne,
kui ta on paralleelne sirgega, mis asetseb sel tasapinnal.

Eeldus. scg=a; ftca; slt (joon 109).
Vidide. s a.

Toestus. Sirged s ja t mddravad tasapinna B, mis 16ikub
tasapinnaga ¢ mooda sirget . Kui sirge s 16ikuks tasapinnaga a,
siis nende loikepunkt X oleks nii tasapinnal B kui ka tasa-
pinnal a, jérelikult asetseks ta nende tasapindade loikesirgel £.
Seega oleks punkt X sirgete s ja ¢ iihine punkt. Kuid eelduse
jargi neil sirgeil iihist punkti pole ning seepirast ei saa sirge s
loikuda tasapinnaga o, vaid on temaga paralleelne,
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Sellest teoreemist jireldame, et

sirge, mis on paralleelne kahe tasapinna loikejoonega ega

asetse kummalgi tasapinnal, on mdlema tasapinnaga
paralleelne,

sest kahe tasapinna 16ikejoon on nii iihel kui ka teisel tasapinnal

Ulesandeid.

217. Kuidas voib asetseda tasapinnaga paralleelne sirge sel-
lel tasapinnal antud sirge suhtes?

218. Mitu sirget saab panna ldbi antud punkti paralleelselt
antud tasapinnaga?

219. Niita, et risttahuka iga serv on paralleelne kahe tahuga

220. Antud on tasapind ja sellega paralleelne sirge. Toesta, et
seda sirget ldbiva tasapinna ja antud tasapinna ldikejoon on
paralleelne antud sirgega.

221. Tasapinnast a iihel pool on antud punkt A4 ja teisel pool
punkt B. Lébi nende punktide on pandud kaks paralieelset sirget,
mis 16ikavad tasapinda a vastavalt punktides 4, ja B, (joon. 110)
Leia punkt, kus sirge AB 1dikab tasapinda a.

Joon. 110. Joon. 111.

222. Joonisel 111 on antud kahe tasapinnatiiki kujutiste piir-
jooned ja nende tasapindade I6ikejoone kaks punkti. Esita joo-
nisel nende tasapindade 16ikumine, s.t. joonesta nende l5ikejoon
ja tomba tugevamalt kummagi tasapinnatiiki piirjoone need
osad, mis on ndhtavad (iilesandel on kaks lahendust).

223. Piiramiidi SABC tahul SAB on antud punkt M ja tahul
SBC punkt N (joon. 112). Tee joonis ja esita sellel:

1) tasapindade SMN ja SAB l6ikejoon;
2) tasapindade SMN ja SBC loikejoon;
3) tasapindade SMN ja ABC ldikejoon;
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4) sirge MN ja tasapinna ABC
16ikepunkt;

5) tasapindade SMN ja SAC Idike-
oon;

l 6) sirge MN ja tasapinna SAC loike-
punkt.

224. Piiramiidi SABC serval SA on
antud punkt M, serval SB punkt N ja
serval SC punkt P. Tee joonis ja leia
sellel:

1) punktid, kus sirged MN, NP ja
PM ldikavad tasapinda ABC;

2) tasapindade ABC ja MNP ldike-
joon. . Joon. 112.

§ 27. KAHE TASAPINNA PARALLEELSUS.

1. Kahe tasapinna paralleelsuse definitsioon ja tunnus. Kaks
tasapinda on paralleelsed, kui neil ei ole iihtki iihist punkti. Et
tasapinnad voivad olla paralleelsed, seda niitab jargmine teo-
reem:

kaks tasapinda on paralleelsed, kui iihe tasapinna kahest
I6ikuvast sirgest kumbki on paralleelne teise tasapinnaga:

Eeldus. s Xt a=st; slp; tl B (joon. 113).
Viide. allp.

Toestus. Tasapinnad a ja B ei iihti, sest sirged s ja ¢ on
tasapinnal“a, kuid mitte tasapinnal B. Kui tasapinnad a ja B 15i-
kuksid, siis nende Idikesirge x, olles tasapinnal a, 16ikuks véhe-
malt iihega sirgetest s ja ¢, kuna teisega neist ta voib olla paral-
leelne. Loikugu ta niiteks sirgega s punktis X. See punkt X oleks
siis sirge s ja tasapinna B ldikepunkt. Kuid eelduse jargi on
sirge s paralleelne tasapinnaga B. Jérelikult ei saa tasapinnad «
ja B Ioikuda, vaid peavad olema paralleelsed. Seda oligi vaja
toestada.

Joon. 113.
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Selles teoreemis eeldasime, et s || B ja ¢ | p. Eelmises paragrah-
vis toestatud teoreemi jérgi on aga niisugused eeldused tdidetud,
kui sirged s ja ¢t on vastavalt paralleelsed kahe loikuva sirgega
u ja v, mis on tasapinnal B, s.t. kui s |l u ja ¢ || v. Kasutades neid
tingimusi vasttoestatud teoreemi eelduses, voime sonastada nn.
tasapindade paralleelsuse tunnuse jirgmiselt:

kaks tasapinda on paralleelsed, kui iihe tasapinna kaks
Ioikuvat sirget on vastavalt paralleelsed teise tasapinna
kahe sirgega.

2. Paralleelsete tasapindade pohiomadus.

Paralleelsete tasapindade ldikamisel tasapinnaga tekivad
paralleelsed loikesirged.

Eeldus. allB; aXy=s; pXy==t (joon. 114).

Viide. st

Toestus. Sirged s ja ¢, olles iihel
Vini: ja samal tasapinnal v, kas loikuvad voi

on paralleelsed. Kui sirged s ja ¢ 16ikuk-

; sid, siis nende 1oikepunkt X oleks tasa-

/ M ] pinnal a, sest sirge s koik punktid aset-
e : sevad tasapinnal a; samuti asetseks
/ punkt X tasapinnal B, sest sirge ¢ koik

punktid asetsevad tasapinnal f. Seega

/ M / oleks X tasapindade o ja B ihine
punkt. -Kuid ihist punkti neil tasa-

i : pindadel olla ei saa, sest all . Jére-

likult s ja ¢ ei loiku, vaid on paralleel-
Joon. 114, sed. gl

Ulesandeid.

225, Toesta, et risttahuka vastastahkude tasapinnad on
paralleelsed. '

226. Eeldades, et ruumis saame igal antud voi vabalt voetud
tasapinnal teostada planimeetriast tuntud konstruktsioone,
koosta kava jargmiste konstruktsiooniilesannete lahendamiseks
ruumis: hu! :

1) 1abi antud punkti panna mingi sirge, mis on paralleelne
antud tasapinnaga; :

2) labi antud punkti asetada tasapind, mis on paralleelne
antud tasapinnaga (mis ei 1dbi antud punkti);

3) ldbi iihe kahest antud kiivsirgest panna tasapind, mis on
paralleelne teise antud sirgega. :
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! § 28. KOLME TASAPINNA VASTASTIKUSED ASENDID.

Kolm tasapinda voivad asetseda nii, et

1) neil pole iihtki loikesirget (joon. 115); sel juhul tasa-
pinnad on paralleelsed;

2) neil on iiks loikesirge (joon. 116); sel juhul need tasa-
pinnad kuuluvad {ihte tasapindade kimpu;

3) neil on k aks loikesirget (joon. 114); sel juhul kaks tasa-
pinda nende hulgast on paralleelsed;

4) neil on kolm loikesirget (joonised 117 ja 118).

g
3
a

o

Joon. 115. Joon. 116.

Viimasel juhul on kolme tasapinna. likesirgetel kaks vas-
tastikuse asendi voimalust, nagu selgub jdrgmisest teoreemist.

Kolme tasapinna ldikesirged on kas paralleelsed voi 16iku-
vad ithes ja samas punktis.

Eeldus. aXp=c; pXy=a; aXy=b (joonised 117
ja 118). ;
Viide. 1) Kui a X b=P, siis ¢2 P (joon. 117).

2) Kui a ja b ei loiku, siis allb, allc ja bllc
(joon. 118).

~Joon. 117. : Joon. 118.
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Toestus. Sirgetest a, b ja ¢ saab koostada kolm sirgete
paari, nimelt paari a ja b, paari a ja ¢, paari b ja c. Neist esi-
mene paar on tasapinnal vy, teine tasapinnal B ja kolmas ‘tasa-
pinnal a. Jédrelikult pole nende sirgete hulgas kiivsirgeid.

Kui iiks paar sirgeid, nditeks a ja b, l6ikuvad (joon. 117),
siis nende loikepunkt P on nii tasapinnal a, kus asetseb sirge b,
kui ka tasapinnal B, kus asetseb sirge a. Niisiis on punkt P tasa-
pindade o ja B ithine punkt ja jdrelikult asetseb nende tasa-
pindade 1oikesirgel c. Sel juhul sirged a, b ja ¢ 16ikuvad iihes ja
samas punktis P.

Kui @ ja b ei 16iku, siis a || b, sest nad ei ole kiivsirged. Kuid
siis ka allc ja bl c, sest a ja ¢ vGi b ja ¢ I6ikumise puhul jirel-
duks toestuse eelmise osa pohjal, et' ka a ja b 16ikuvad.

Ulesandeid.

227. Paiguta kolm papititkki kui tasapinna mudelid iiksteise

suhtes niisugusesse asendisse, et nende ldikesirgete hulgas on
iiks paar, kaks paari, kolm paari ristuvaid sirgeid.

228. On antud kiivsirged x ja y ning esimesel neist punktid
A ja B, teisel C. Missugused tasapinnad on méiratud nende punk-
tide ja sirgetega? Kuidas asetsevad nende tasapindade ldike-
sirged {iksteise suhtes? :

§ 29. KOLM PARALLEELSET SIRGET.

Toetudes eelmisele teoreemile saab néidata, et ruumigeo-

meetrias jddb Oigeks jdrgmine tasapinnageomeetriast tuntud
teoreem:

kui kumbki kahest sirgest on paralleeine mingi kolmanda
sirgega, siis nad on ka teineteisega paralleelsed.

Eeldus. allc; bllc (joon. 119).
Viide allb.

Toestus. Sirged a ja ¢ médravad tasapinna B, sirged b ja
¢ tasapinna a. Need tasapinnad ei saa olla paralleelsed, sest neil
on iihine sirge c. Seega tasapinnad « ja B kas iihtivad voi 15iku-
vad. Kui a ja B iihtivad, siis on sirged a, b ja ¢ iihel ja samal
tasapinnal ning vastav teoreem on tGestatud planimeefria kur-
suses. Kui aga tasapinnad o ja B 1dikuvad (joon. 119), siis
votame sirgel a mingi punkti A; koos sirgega b miirab see tasa-
pinna y=Ab. Tasapindade o, B ja y ldikesirgetest iiks paar sir-
geid on paralleelsed, nimelt b || c. Kuid siis on eelmise teoreemi

pohjal ka tasapindade y ja B ldikesirge paralleelne sirgega ¢, !
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izrelikult ihtiv sirgega a, sest labi punkti A ldheb tasapinnal g .
ainult iiks sirge paralleelselt sirgega ¢. Sama teoreemi pohjal on
tasapindade B ja y loikesirge a iihtlasi paralleelne sirgega b,
jarelikult a | b.

A
a
M A
b
[#4

¢

Joon. 119, Joon. 120.

Ulesandeid.

229. Toesta, et risttahuka iga serv on paralleelne kolme ser-
vaga.

230. a) Toesta, et risttahuka iga diagonaalipaar asub iihel
tasapinnal, nn. diagonaaltasapinnal; jdrelda, et rist-
tahuka diagonaalid l6ikuvad koik iihes ja samas punktis, mis
: poolitab diagonaale.

b) Joonesta risttahuka 16ige tasapinnaga, mis on maéaédratud
diagonaalipaariga.

§ 30. VASTAVALT PARALLEELSETE HAARADEGA NURGAD.
1. Toestame, et

vastavalt paralleelsete ja samasuunaliste haaradega nur-
gad on vordsed.

Eeldus. sllu; tllv; sXt=K;, uXv=L (joon. 120).
Viaide "Lst= Luv.

Toestus. Votame kiirel s vabalt punkti A ja kiirelt ¢ vabalt
punkti D. Sirgetega s ja u maaratud tasapinnal su joonestame
ldbi punkti A sirge AB paralleelselt sirgega KL; samuti joones-
tame sirgega KL paralleelse sirge DC tasapinnal fv. Tekkinud
nelinurgad ABLK ja DCLK on roopkiilikud. Et rédpkiiliku vastas-
kiiljed on vordsed, siis "

A8 =KL =D



- Sirged AB ja DC, mis on paralleelsed sirgega KL, on ka teine-
teisega paralleelsed. Seega ka nelinurk ABCD on roopkiilik, sest
- tal on iiks paar paralleelseid ja vordseid vastaskiilgi. Rodpkiiliku
vastaskiilgede vordsuse tottu

AK=BL, KD=LC ja:AD=BC.
Kolmnurkade vordsuse tunnuse kkk jargi seega

AAKD == ABLC,
millest jareldub, et
R
mida oligi tarvis tdestada.

2. Kahe kiivsirge vaheline nurk. Eelmine teoreem voimaldab
defineerida nurka kahe kiivsirge vahel: kahe kiivsirge s ja ¢ vahe-
liseks nurgaks nimetatakse nurka kahe Idikuva SHDC S A, 1
vahel, kui need sirged on vastavalt paralleelsed antud kiivsirge-
tega s ja t (voi iks neist iihtib {thega sirgetest s ja f). Niisiis
(joon. 121), Kkui

s’lls, It jas’ X ¢ =P,
siis :
LaSTiE— s

Joon. 121.

Nii defineeritud nurga Zst’ suurus ei séltu nurga tipu P
asukohast, sest vottes nurga tipuks mingi teise punkti Q ja joo-
nestades 1dbi Q kaks sirget s” ja #” nii, et

s"lls ja t"1¢,
saame eelnenud teoreemi pohjal toestada, et
S e s

Kui kahe kiivsirge vaheline nurk osutub tidisnurgaks, siis del-
dakse, et kiivsirged ristuvad.
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Ulesandeid.

231. Too risttahuka servade juurest nditeid loikuvatest rist-
sirgetest ja kiivsetest ristsirgetest.

§ 31. KAHETAHULINE NURK.

Kahe tasapinna loikumisel tekib neli kahetahulist nurka.
Kui korvaldada teisele poole tasapindade 16ikesirget jdavad pool-
tasapinnad, siis saame ii h e kahetahulise nurga. Tasapindade 15i-
kesirget nimetatakse selle kahetahulise nurga servaks ja kaheta-
hulist nurka moodustavaid pooltasapindu — selle nurga tahku-
deks.

Kahetahuline nurk on kujund, mille moodustavad kaks
ithest ja samast sirgest viljuvat pooltasapinda.

Kahetahulise nurga suurust moodetakse tema joonnurga abil.
Selleks on nurk kahe kiire vahel, mis molemad on tommatud
kahetahulise nurga serva iihest ja samast punktist risti kahe-
tahulise nurga servaga ning milledest iiks on iihel tahul, teine
! teisel tahul. Niisiis, joonestades kahetahulise nurga serva s min-
| gist punktist tahul « kiire u nii, et uls, ja tahul B kiire v nii,
| et vls, saamegi kahetahulise nurga joonnurga uv (joon. 122).

Kahetahulise nurga joonnurga suurus ei séltu nurga tipu
asukohast kahetahulise nurga serval.

Selle toestamiseks vordleme kahetahulise nurga joonnurki,
mille tippudeks on mingid kaks punkti A ja B (joon. 123). Et
joonnurkade haarad on risti kahetahulise nurga servaga, siis
nurgad A ja B on vastavalt paralleelsete ja samasuunaliste haa-
radega nurgad. Seega LA= £B. .

Nii on siis iikskoik, missuguse punkti kahetahulise nurga ser-
val votame joonnurga tipuks.

e
L

Joon. 122. Joon. _123.
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Vastavalt oma joonnurga suurusele on kahetahuline nurk kas
‘tais-, terav- voi niirinurk. Kahetahulised nurgad on vordsed, -kui
nende joonnurgad on vordsed.

Kui kahetahulise nurga joonnurk on tdisnurk, siis oeldakse, et
tasapinnad ristuvad; lihidalt (joon. 122):

ki S Zu0=—90", siis ol B

Kui kaks loikuvat tasapinda ei ristu, siis nende 16ikumisel
tekkinud kahetahulistest nurkadest kaks nurka on teravnurgad ja
kaks niirinurgad. Siis loetakse kahe tasapinna vaheli-
seks nurgaks harilikult nende loikumisel tekkinud terav -
nurka. Sama nurka nimetatakse ka {ihe tasapinna kalde-
nurgaks teise tasapinna suhtes.

!

Ulesandeid.

232. Toesta, et tasapind, mis on risti ithega kahest paralleel-
sest tasapinnast, on risti ka teisega.

233. Selgita, missuguseid nurki voiks nimetada kahetahulis-
teks korvunurkadeks, missuguseid kahetahulisteks tippnurkadeks.

§ 32. RUUMINURK.

1. Ruuminurga moiste. Kui kolme tasapinna loikesirged 1édbi-
vad iihist punkti, siis tekib selle punkti juures kaheksa kolme-
tahulist nurka (joon. 124).

Uhes punktis voib loikuda ka enam
kui kolm tasapinda — iildiselt n tasa-
pinda. Kujundeid, mis tekivad tasapin-
dade l0ikumisel ithes punktis, nimeta-
takse ruuminurkadeks. On l6ikuvaid
tasapindu naiteks viis, siis tekib viie-

s tahuline nurk (joon. 125). Ruuminurga
igal tahul asub kaks nurga serva, mil-
lede vahel on ruuminurga iiks tasanurk.
On selge, et n-tahulisel nurgal on n
serva ja n tasanurka.

Kui ruuminurga I6ikumisel tasa-

Joon. 124. pinnaga, mis loikab koiki servi, saa-

dakse kumer hulknurk, nagu joonisel 25,

siis nimetatakse ruuminurka kumeraks. Kumera ruuminurga

tihegi tahu tasapind ei 16ika seda nurka; mittekumera ruuminurga
mone tahu tasapind aga loikab seda nurka (joon. 126).
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Joon. 125. Joon. 126.
2. Teoreem kolmetahulise nurga tasanurkadest.

Kolmetahulise nurga iga tasanurk on viiksem kui kahe
iilejadnud tasanurga summa. 4

Olgu kolmetahulise nurga Oabc tasanurkadest nurk ab koige
suurem (joon. 127); toestame, et

Zab< ZLac + Zcb.

Kui see viide on oige kdige suurema tasanurga kohta, siis on
ta kindlasti cige ka teiste tasanurkade kohta. :

Toestuseks joonestame tipust O tahul ab kiire d nii, et
Zad= Zac, ja votame kiirtel ¢ ja d vastavalt punktid C ja D
nii, et OC = OD. Loikame niiiid kolmetahulist nurka tasapinnaga,
mis ldheb 14dbi punktide D ja C ning loikab servi a ja b. Loige
on kolmnurk ABC. Selles

AD ++ DB<AC +- CB.

Et kolmnurkadel AOD ja AOC peale iihise kiilje AO on veel
iiks paar vordseid kiilgi, nimelt OD = OC, ning iihed nurgad on
vordsed, nimelt ZAOD = ZAOC, siis on need kolmnurgad vérd-

sed; seega ka nende kolmandad kiiljed on vordsed:
AD=AC.

Lahutades iilalsaadud vorratuse pooltest vordsed liikmed AD
ja AC, leiame, et
DB<CB.
Edasi vaatleme kolmnurki DOB ja COB. Neil on peale iihise
kiilje BO veel iiks paar vordseid kiilgi, aga kolmandad kiiljed DB

ja CB ei ole vordsed. Teatavasti kahe vordse kiiljepaariga kolm-
nurgas suurema kiilje vastas on suurem nurk, seega

Zdb< Zcb.
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Joon. 127. Joon. 128.

Liites selle vorratuse vasaku poolega nurga ad ja parema
poolega niisama suure nurga ac, saame

Zad + Zdb< Zac+ Zcb

ehk
Zab< Zac -+ Zcb,

mida oligi tarvis toestada.

Jareldus. Kolmetahulise nurga iga tasanurk on suurem kui
kahe iilejainud tasanurga vahe,

sest kui Zab<ZLac-+ Zcb, siis Lab—ZLac< Zcb.
3. Teoreem ruuminurga tasanurkade summast.
Kumera ruumiﬁurga tasanurkade summa on viiksem kui
tdispoore.
Olgu Oabcdef mingi kumer ruuminurk. Toestame, et
Zab+-ZLbc+ZLed+ ...+ ZLfa<<360°,

Toestuseks 1oikame ruuminurka mingi tasapinnaga. Loige on
kumer hulknurk ABCDEF (joon. 128). Selle iga tipu juures lei-
dub kolmetahuline nurk, mis asub piiramiidi OABCDEF sees. Et
kolmetahulise nurga iga tasanurk on viiksem kui kahe iile-
jdénud tasanurga summa, siis tipu A juures ‘

ZFAB< ZFAO } £ 0AB,
tipu B juures
ZABC< ZABO + ZOBC jne.,
l1opuks tipu F juures

ZEFA<ZEFO 4 ZOFA,
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Nende vorratuste vasakute poolte summa on hulknurga
ABCDEF sisenurkade summa, seega (n— 2)-180° kus n on hulk-
nurga tippude arv. Vorratuste paremate poolte summa on kolm-
nurkade OAB, OBC, ..., OFA sisenurkade summa ilma tipu O
juures olevate nurkade summata. Téhistame viimase summa
tihega x; siis vorratuste poolte liitmisel saame, et

(n—2)-180° < n-180°—x
ehk
. x4+ n-180°—360°<n - 180°
ehk .
x<360°.

Et x on antud ruuminurga tasanurkade summa, siis on teo-
reem toestatud.

Kaks ruuminurka on vordsed, kui neid saab teineteise sisse
mahutada nii, et koik {ihe ruuminurga servad iihtivad teise vasta-
vate servadega. Vordsete ruuminurkade koik tasanurgad ja koik
kahetahulised nurgad on vastavalt vordsed ja iihteviisi asetatud.

Olesandeid.

234. Kolmetahulise nurga iiks tasanurk on 75° ja teine 126°
Missugustes piirides on kolmnurga tasanurga suurus?

235. Kolmetahulise nurga Oabc serval a on antud punkt P,
serval b punkt Q ja tahul ac punkt R. Esita joonisel kolmetahu-
lise nurga 1oige tasapinnaga PQR.

236. Kolmetahulise nurga Oabc serval a on antud punkt P,
tahul ab punkt Q ja tahul ac punkt R. Esita joonisel kolmetahu-
lise nurga loige tasapinnaga PQR.

237. Kolmetahuline nurk Oabc on loigatud kahe tasapinnaga,
milledest iiks ldikab servi a, b ja ¢ vastavalt punktides A, B ja C,
teine vastavalt punktides K, L ja M. Esita joonisel tasapindade
ABC ja KLM lbikejoon. :

238. Mitu kahetahulist ja mitu kolmetahulist nurka on kuubil?
Kui suur on kuubi kolmetahulise nurga tasanurkade summa?

239. Kolmetahulise nurga kaks tasanurka on 45°.ja nende
kahe tahu vaheline nurk on tdisnurk. Kui suur on kolmas tasa-

. nurk?

Nipuniide Joonesta antud kahetahulise nurga joonnurk
ja uuri tekkinud kolmnurki.

240. Kolmetahulise nurga kaks tasanurka on molemad 30° ja
nende kahe tahu vaheline nurk on tdisnurk. Kui suur on kolmas
tasanurk?

241. Kolmetahulise nurga koik tasanurgad on 60°. Arvuta
kahetahuliste nurkade suurused.
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§ 33. TASAPINNA NORMAAL.

Loigaku sirge s tasapinda « punktis A (joon. 129). Votame
tasapinnal o mingi sirge ¢ ja leiame sirgete s ja ¢ vahelise nurga
Zst. Kui sirge ¢ ei 14bi punkti A, siis sirged s ja 7 on kiivsirged
ja nendevahelise nurga leidmiseks votame 1dbi punkti A sirge
tillt (§ 30, 2).

Kui Zst on tdisnurk ja jaab taisnurgaks ka sirge f mistahes
asendi puhul tasapinnal a, siis itleme, et tasapind a ja sirge s on
teineteisega risti (joon. 130). Tasapinnaga ristuvat sirget nime-
tatakse ka tasapinna normaaliks. Niisiis,

sirget nimetatakse tasapinna normaaliks, kui ta on rist
koigi selle tasapinna sirgetega.

i

Joon. 129. Joon. 130.

Sirget, mis tasapinda ldikab, kuid ei ole sellega risti, nimeta-
tatakse selle tasapinna suhtes kaldsirgeks.

Tasapinna normaali olemasolu selgub jdrgmisest teoreemist,
mida nimetatakse ka sirge ja tasapinna ristseisu
tunnuseks.

Kui tasapinda I6ikav sirge on risti selle tasapinna kahe
I16ikuva sirge, siis see sirge on tasapinna normaal.

Eeldus. sl¢ Sibgsidxnsfya gy (joon. 131).
Viide. sla.

Toestus. Sirge s ristumiseks tasapinnaga « on antud defi-
nitsiooni jargi tarvis, et sirge s ristuks iga sirgega, mis asetseb
tasapinnal a. Téestamiseks vdtame seeparast tasapinnal o mis-
tahes kolmanda sirge v ja niitame, et sl o, Kui sirge v ei ldbi
punkti O=s X q, siis votame ldbi punkti O sirge villv ja néi-
tame, et s v,. Sellest jareldub siis, et sl o, Kui sirged ¢ ja u ei
1abi punkti O, siis votame 14bi punkti O sirged #, ja u, nii, et
tllt ja uillu. Eeldusest jéreldub, et siis s 1 # ja slu, Edasi tiien-
dame joonist veel jargmiselt:

1) méirgime sirgel s punktid M ja N nii, et OM = ON:
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Joon. 131.

2) votame sirgetel £ ja u, punktid A ja B nii, et sirge AB
I6ikab sirget v;; tdhistame 16ikepunkti tdhega C;
- 3) ithendame punktid A, B ja C punktidega M ja N.
Nii saadud kolmnurkadest on

AOAM = AOAN ja AOBM = AOBN,
millest jareldub, et

: AM = AN ja BM = BN.
Kuid siis
A\ ABM — AABN,

~ sest ithe kolmnurga kiiljed on vastavalt vordsed teise kolmnurga
' kiilgedega. Sellest nieme, et ZCBM= ZCBN. Vorreldes niitid
kolmnurki CBM ja CBN, selgub, et ka need on vordsed, millest
omakorda jareldub, et CM=CN. Kuid siis kolmnurk MNC on
vordhaarne ja tema aluse MN mediaan CO on risti alusega; nii-
siis, s.Lou; ja seega sluv.
Et sirge s on eelduse jdrgi risti tasapinna o kahe loikuva
sirgega t ja u ning toestuse jargi risti ka mistahes kolmanda sir-
gega; jarelikult s on tasapinna a normaal.

Ulesandeid.

242. Pohjenda viidet, et kahetahulise nurga serv on risti tema
joonnurga tasapinnaga.

243. Teades, et risttahuka iga tahk on ristkiilik, pohjenda
vdidet, et risttahuka iga serv on risti kahe tahuga.

244. Pohjenda vaidet, et risttahuka I6ige tasapinnaga, mis
libib tema kaht diagonaali, on ristkiilik.

245. a) Risttahuka servade pikkused on 10 cm, 12 cm ja
16 cm. Arvuta risttahuka diagonaali pikkus.

b) Kuubi serva pikkus on a cm. Kui pikk on kuubi diagonaal?
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246. a) Sirge s on paralleelne tasapinnaga a. Kas leidub
tasapinnal « sirgeid, mis on risti sirgega s? Kuidas need sirged
asetsevad {iksteise suhtes? :

b) Sirge s on tasapinna o suhtes kaldu. Kui palju on
tasapinnal « sirgeid, mis on risti sirgega s? Mitu neist 16ikuvad
sirgega s?

§ 34. TASAPINNA NORMAALI OMADUSI.

Tasapinna normaalil on rida omadusi, milledest tahtsamaid
védljendavad jargmised teoreemid.

1. Iga punkti 1dbib ainult iiks sirge, mis on risti antud tasa-
pinnaga.

Toepoolest, kui punkti P l4biks mitu sirget, mis on risti tasa-
pinnaga a, nditeks sirged PA ja PB (joon. 132), siis nende kahe
sirgega méératud tasapinnal B lidheks libi punkti P kaks sirget
(PA ja PB), mis on molemad risti sirgega s =a X B. Et see
pole aga voimalik (nagu teame planimeetria kursusest), siis
jarelikult 1dbib punkti P ainult iiks sirge, mis on risti tasa-
pinnaga a.

Et toestamisel polnud oluline, kas punkt P on tasapinnal «
voi véljaspool seda (joon. 132, b), siis on viide oige iga punkti
kohta.

%

Joon. 132.
’

2. Kui kahest paralleelist iiks on risti mingi tasapinnaga, siis
ka teine on risti selle tasapinnaga.

Toestuseks vaatleme tasapinna o mistahes normaali p ja selle
paralleeli ¢g. Loigaku need tasapinda o vastavalt punktides P ja
Q (joon. 133). Joonestame tasapinnal a kaks sirget 1dbi punkti P
ning kaks nendega vastavalt paralleelset sirget 1dabi punkti Q.
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Siis sirge p on risti 1dbi punkti P joonestatud sirgetega, sest p
on tasapinna o normaal. Et vastavalt paralleelsete haaradega
nurgad on vordsed, siis sirge g on risti 1dbi punkti Q joonesta-
tud kahe sirgega tasapinnal a, jdrelikult ¢ La.

3. Koik tasapinna normaalid on iiksteisega paralleelsed, sest

kui p ja ¢ on tasapinna o kaks normaali ning Q on teise nor-
maali iiks punkt, siis esimese teoreemi jdrgi saab labi punkti Q
minna ainult iiks sirge, mis on risti tasapinnaga «, teise teoreemi
jirgi aga on selleks sirge p paralleel labi punkti Q, seega pll ¢
(joon. 133).

ot R
/QL/ .

Joon. 133. Joon. 134.

4. Tasapinna normaali ldbiv tasapind on risti esimese tasapin-
naga.

Toestuseks vaatleme tasapinna o normaali n lébiva tasa-
pinna P ja tasapinna a vahelise nurga joonnurka (joon. 134),
mille tipuks on punkt M=n < o loikesirgel s=a X B. Selle
joonnurga iiheks haaraks on normaal n, sest normaali definit-
siooni jargi on n_Ls. Kuid samal pohjusel on n risti ka joonnurga
teise haaraga ¢, seega

Z k=902, 'stte Pl o
5. Viimasest teoreemist jareldub, et

tasapind, mis on risti kahe 18ikuva tasapinnaga, on risti
ka nende tasapindade Ioikesirgega.

Toepoolest, kui tasapind y on risti tasapindade a ja B Ioike-
sirgega s (joon. 135), s.t. sirge s on tasapinna y normaal, siis
seda normaali ldbivad tasapinnad a« ja B on viimase teoreemi
jargi risti tasapinnaga y.

6. Kui iihel kahest ristuvast tasapinnast on voetud punkt ja
sellest on tommatud teise tasapinna normaal, siis see nor-
maal asetseb esimesel tasapinnal.
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Toestuseks eeldame, et tasapinnad « ja B ristuvad (joon. 134)
ning iihel neist, niditeks tasapinnal B, on voetud punkt Q. Viima-
sest tombame tasapinnal B sirge n risti tasapindade o ja B Ioike-
sirgega s. Punktist M —=nXs tdmbame tasapinnal o sirge 1
risti sirgega s. Siis n.1t, sest £nt on ristuvate tasapindade o ja
p vahelise nurga joonnurk. Et iihtlasj nls, siis n on tasapinna «
normaal, sest ta on risti tasapinna « kahe Iikuva sirgega s ja .
Et punktist Q saab tasapinnale’a tommata ainult {ih e normaali
ning selleks osutus meie poolt tasapinnal B témmatud sirge n,
siis ongi toestatud, et normaal n asetseb tasapinnal §.

7. Viimati téestatud teoreem voimaldab toestada teoreemi
5 poordteoreemi: .

tasapind, mis on risti kahe 16ikuva tasapinnaga, on risti
ka nende tasapindade I1oikesirgega.

Toepoolest, kui y_Lg ja yLpB ning a X B =s (joon. 135), siis
selle Ioikesirge mingit punkti ldbiv tasapinna y normaal peab
teoreemi 6 jérgi asetsema nii tasapinnal a kui ka tasapinnal g,
seega iihtima nende tasapindade I6ikesirgega s.

Ulesandeid.

247. Kaks vordset vordkiilgset kolmnurka kiiljepikkusega «
asetsevad nii, et neil on iiks kiilg iihine ning kolmnurkade fasa-
pinnad ristuvad. Avalda mitteiihiste tippude vaheline kaugus

248. Pohjenda viidet, et kahetahulise nurga joonnurga tasa-
pind on risti kahetahulise nurga tahkudega.

249. Toesta, et antud punktist paralleelsetele - tasapindadele
tommatud normaalid {ihtivad.

§ 35. PUNKTI JA SIRGE RISTPROJEKTSIOON,

I. Punkti ristprojektsioon. Punkti P ristprojektsiooniks tasa-
pinnal a nimetatakse punktist P tasapinnale a tommatud nor-
maali ja tasapinna « 16ikepunkti (punkti P’ joonisel 136).

!P 1
P! Q=Q'
@
| !
Joon. 135. Joon. 136.
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Punkt, mis ise on tasapinnal (ekraanil, projektsioonipinnal),
ithtib oma ristprojektsiooniga sellel tasapinnal (punkt Q jooni-
sel 136). ;

Punkti ja tema ristprojektsiooni vahelist kaugust nimetatakse
punkti kauguseks tasapinnast. Niisiis, punkti kau-
gust tasapinnast tuleb mdoota modda tasapinna normaali.

2. Sirgjoone ristprojektsioon,

~ Sirgjoone ristprojektsiooniks tasapinnal nimetatakse sirg-
joone punktide ristprojektsioonide kogumit sellel tasapinnal.

Kui sirge s on risti ekraaniga & (joon. 137, a), siis selle sirge
mistahes punkti A ldbiv ekraani normaal iihtib sirgega s ning
seetottu sirge koigi punktide ristprojektsioonid iihtivad sirge ja
ekraani 16ikepunktiga L; jdrelikult

ekraaniga ristuva sirge ristprojektsiooniks on punkt.

Kui sirge s pole risti ekraaniga & (joon. 137, b, ¢), siis tema |
punkte projekteerivad ekraani normaalid asetsevad iihel ja samal
tasapinnal B, mis on risti ekraaniga e. See nn. projekteeriv
tasapind p on miidratud sirgega s ja tema mingit punkti projek-
teeriva normaaliga, nditeks normaaliga AA’. Sirge s koigi punk-
tide ristprojektsioonid ekraanil ¢ -asetsevad tasapindade B ja e
loikesirgel s’; jarelikult

ekraaniga mitteristuva sirge ristprojektsioon on sirge.

Joon. 137.

Ekrauniga mitteristuv sirge s ja tema ristprojekisioon s’ on
iihel ja samal tasapinnal p ning jérelikult nad kas I6ikuvad voi
on paralleelsed. Esimesel juhul on sirge ekraani suhtes kaldu
(joon. 137, b), teisel juhul paralleelne (joon. 137, c).

Ekraaniga paralleelne sirge on paralleelne oma ristpro-
jektsiooniga.

sest nende ldikumise korral antud sirge I6ikuks ekraaniga
(joon. 137, c).
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3. Teoreem tdisnurga ristprojektsioonist.

Téisnurga ristprojektsiooniks voib soltuvalt haarade asendist
ekraani suhtes tulla kas kiir, sirgnurk, teravnurk, niirinurk voi
tdisnurk. Praktika seisukohalt on tihtis silmas pidada just vii-
mast juhtumit. :

Toestame jargmise teoreemi:

kui tdisnurga iiks haar asetseb ekraanil voi on sellega
paralleelne ja teine haar pole ekraaniga risti, siis tiis-
nurga ristprojektsioon on jille tiisnurk.

Toestus. Olgu ZBAC tiisnurk, mille haar AC on paral-
leelne ekraaniga e ja haar AB pole risti selle ekraaniga
(joon. 138, a). Tahistame punktide A, B ja C ristprojektsioone
tasapinnal ¢ vastavalt A/, B’ ja C’. Siis sirged AC ja A’C’ on
paralleelsed kui ekraaniga paralleelne sirge ja tema ristprojekt-
sioon. Sellest jdreldub, et kiivsirged A’C’ ja AB on teineteisega
risti, sest nendevaheline nurk vordub tdisnurgaga BAC (§ 30, 2)
Uhtlasi sirge A’C’ on risti tasapinna e normaaliga n=A’A, mis
16ikab sirget AB. Kuid siis on A’C’ risti tasapinnaga p== BAA’
(§ 33), seega risti ka sirgega A’B’ © B. Sellest nahtubki, et antud

taisnurga ristprojektsioon .~ B’A’C’ on taisnurk.

| o
Kui tdisnurga BAC haar AC asetseb ekraanil e (joon. 138, b),

7
£
b /
ke ; /AEA;
siis toestus lihtsustub, sest niiiid AC= A’C’ ja endiste Kkiiv-

Joon. 138.
sirgete AB ja A’C’ vaheline nurk asendub antud nurgaga BAC.
Samal viisil saab toestada, et

kui nurga ristprojektsioon on tiisnurk ja tema iiks haar
asetseb ekraanil v6i on sellega paralleelne, siis see nurk
on tdisnurk.

4. LOigu ristprojektsioon.

Kaldsirge ja tema ristprojektsiooni vahelist teravnurka nime-
tatakse sirge ja ekraani vaheliseks nurgaks ehk sirge kalde-
nurgaks (ekraani suhtes).
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Tahistame sirge s kaldenurga, s.o. nurga APA’ joonisel 139
tihega ¢. Kolmnurgast APA’ saame siis, et

AP—AP:cos o
shk
Idigu ristprojektsiooni pikkus vordub 16igu pikkuse ja
tema kaldenurga koosinuse korrutisega.

See seos kehtib ka siis, kui loigu
molemad otspunktid on véljaspool pro-
jektsioonipinda, nagu 15igul AB jooni-
sel 139. See selgub, kui ldbi 16igu iihe
otspunkti A tombame 16igu projektsioo-
nile paralleeli AB,. Seega iildiselt 16igu
AB ristprojektsioon A’B’=AB - cos @.

Kui ¢ =0, sils A’B’ = AB, s.t. oot 129,

ekraaniga paralleelne 10ik on vordne oma ristprojektsioo-
niga.

Ulesandeid.

250. Joonesta kuubi diagonaali ja tahu vaheline nurk loomu-
likus suuruses. Kui suur on see nurk?

251. Risttahuka mootmed on 7 cm, 4 cm ja 5 cm. Kui suur on
qurk risttahuka diagonaali ja kdige viiksema tahu vahel?

952. Kui suur on nurk kuubi diagonaali ja selle otspunktist
lahtuva serva vahel? '

253. Punktist véljaspool tasapinda on tasapinnani tommatud
kaldlik, mille pikkus on 35 cm; 16igu ristprojektsiooni pikkus on
12 em. Kui suur on I6igu kaldenurk tasapinna suhtes?

954. Kaldloign pikkus on 13,4 m; l6igu kaldenurk tasa-
pinna suhtes on 63°36’. Arvuta 16igu ristprojektsiooni pikkus.

955. Punktist, mille kaugus tasapinnast on 12 cm, on tom-
matud tasapinnani 20 cm pikkune kaldloik. Leia kaldloigu rist-
projektsiooni pikkus ja kaldenurga suurus. g

256. Loigu otspunktid on tasapinnast 3 dm ja 6,3 dm kaugu-
sel. Leia 16igu ristprojektsiooni pikkus, kui 16igu pikkus on 6,5 dm.

257. Loiku pikkusega 20 cm 16ikab tasapind nii, et 16igu ots-
punktid on tasapinnast 4 cm ja 6 cm kaugusel. Kui suur on
ldigu ja tasapinna vaheline nurk?

258. Ruudu kiilje pikkus on 20 em. Ruudu keskpunktist O on
piistitatud 15 cm pikkune 16ik OP risti ruudu tasapinnaga. Punkt
P on iihendatud ruudu kiilje keskpunktiga C. Arvuta 15igu PC
kaldenurk ruudu tasapinna suhtes.
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259. Taisnurkses kolmnurgas kaateti a lahisnurk P =36%48".
Kaatet a on tasapinnal a ja kaatet # moodustab tasapinnaga «
nurga 52°44’. Arvuta hiipotenuusi kaldenurk tasapinna a suhtes.

260. Punktist A ndhakse torni olevat pohja suunas; ta tipp
paistab korgusnurgas 17°. Liikudes 70 m vorra ida poole —
punkti B, niahakse torni nihkununa 40° vorra pohjast lddne poole.
Arvuta torni korgus.

261. Mdidra kahetahulise nurga suurus, kui punkt, mis aset-
seb iihel tahul, on nurga servast 2 korda kaugemal kui teisest
tahust. : :

262. Kahetahulise nurga iihel tahul on véetud punkt, mis on
a cm kaugusel teisest tahust. Leia selle punkti kaugus servast,
kui nurk tahkude vahel on 45°.

263. Kahetahulise nurga iihel tahul on véetud punkt 25 cm
kaugusel nurga servast. Kui kaugel on see punkt teisest tahust,
kui kahetahulise nurga suurus on 50°?

264. Toesta, et punktist vdljaspool tasapinda selle tasa-
pinnani tommatud vordsetel kaldlgikudel on vordsed ristprojekt-
sioonid ja vordsed kaldenurgad.

265. Kaks vordset vordhaarset kolmnurka, mille alus on g ja
tipunurk on 40°, asetsevad nii, et nende alused ithtivad ja aluste
vastastippude vaheline kaugus on samuti a. Kui suur on kolm-
nurkade tasapindade vaheline nurk?

266. Vordkiilgse kolmnurga iiks killg asetseb tasapinnal ja

- . 41 2
teine moodustab tasapinnaga nurga - . Kui suure nurga moo-
dustab kolmnurk selle tasapinnaga?




IV. RUUMIKUJUNDITE PARALLEEL-
PROJEKTSIOONID.

§ 36. TSENTRAALPROJEKTSIOON JA PARALLEELPROJEKTSIOON.

Mingist ruumikujundist tasapinnalise kujutise saamiseks
tuleb joonestada selle kujundi projektsioon tasapinnal, mis on
voetud projektsioonipinnaks ehk ekraaniks.

Soltuvalt kujutamiskiirte vastastikusest asendist eristatakse
kahesuguseid projektsioone, nimelt tsentraa Iprojekt-
sioone ja paralleelprojektsioone.

Tsentraalprojektsiooniks nimetatakse kujundi projekt-
siooni juhul, kui kujutamiskiired lihtuvad iihest punktist.

Joon. 140.

Joonis 140 kujutab kolmnurkse piiramiidi OABC tsentraal-
orojektsiooni O’A’B’C’ tekkimist ekraanile e.-Projekteerivad kii-
red SA, SB, ... viljuvad siin ithest ja samast punktist S, mida
nimetatakse silmapunktiks.

Kui silmapunkt S on 1pmata kaugel esemest ja ekraanist, siis
kujutamiskiired on omavahel paralleelsed.
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Projektsfooni, mis saadakse ;iaralleelsete kujutamiskiir-
tega nimetatakse paralleelprojektsiooniks.

’ Niitame, et nii tsentraal- kui ka paralleelprojektsioonis
sirgjoone kujutis on iildiselt sirge, erijuhul aga punkt.

Kujutamiskiired AA’, BB’, CC’, mis
labivad sirge s punkte A, B, C, kas
véljuvad koik iihest punktist voi on
paralleelsed (joon. 141). Nii iithel kui
teisel juhul asetsevad nad ksik iihel ja
samal tasapinnal B, s. t. sirge s kuju-
tamiskiirte tasapinnal, mis on méiiratud
sirgega s ja iihe kiirega, niiteks kiirega
AA’. Sirge s kujutiseks ekraanil ¢ on
tasapindade B ja e Ioikejoon s’, mis
teatavasti on sirge.

Kui sirge s {ihtib iihe kujutamiskiirega, siis selle kiire ja
ekraani 16ikepunkt on sirge koigi punktide kujutiseks.

Et péikesekiired on Piikese védga suure kauguse tottu prakti-
liselt paralleelsed, siis voib nende poolt mingil tasapinnal feki-
tatud varjusid lugeda paralleelprojektsioonideks. Seevastu on
fotograafilised  iilesvotted tsentraalprojektsioonid. Tsentraal-
projektsioonis tehtud kujutist nimetatakse sagedasti ka pers-
pektiiviks! See kujutamisviis leiab rakendamist peamiselt
maalikunstis ja arhitektuuris, sest ta voimaldab kujutada ese-
meid nii, nagu neid nieb meie silm. Kehade kujutamine paralleel]-
projektsioonis aga leiab rakendamist tehnikas ja teaduses, sest
ta vdoimaldab kergesti keha mootmete kindlakstegemist.

Joon. 141,

§ 37. PARALLEELPROJEKTSIOON] OMADUSI.

Ruumikujundite paralleelprojektsioonide joonestamist kergen-
dab nende jargmiste omaduste tundmine,

1) Sirged, mis on paralleelide projektsioonideks, on paral-
leelsed.

Paralleelsete sirgete s ja t kujutamiskiirte tasapinnad p ja v
on paralleelsed, sest sirge s ja teda loikav mingi kujutamiskiir
tasapinnal g on vastavalt paralleelsed sirgega ¢ ja teda Idikava
mingi kujutamiskiirega o tasapinnal y (joon. 1492). Paralleelsete

' perspicere (lad.) — libj vaatama.
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Joon. 142. : Joon. 143.

tasapindade p ja y loikamisel tasapinnaga e tekivad paralleelsed
loikesirged s’ ja t/, mis ongi sirgete s ja ¢ kujutiseks.

2) Paralleelsed sirgldigud on vordelised oma paralleelprojekt-
sioonidega.

Olgu A’B’ ja C’D’ paralleelsete 16ikude AB ja CD kujutised
tasapinnal e (joon. 143). Votame kiirel BB’ punkti B” nii, et
AB” || A’B’, ja kiirel DD’ punkti D” nii, et CD” || D’C’. Et eelmise
teoreemi jargi A’B’ || C'D’, siis ka AB” || CD"; seega kolmnurga
ABB” koik kiiljed on vastavalt paralleelsed kolmnurga CDD”
kilgedega. Kuid siis nende kolmnurkade nurgad on vastavalt
vordsed (§ 30) ning kolmnurgad ise sarnased; seetottu

' AB AB"=.CD €D
Et nelinurgad AB”B’A’ ja CD”D’C’ on roopkiilikud, siis
AB” = A’B’ ja. CD" = c'D,
| Neid vordusi eespool leitud vordes arvestades saamegi, et

AB-AB =CD L C'D.

Erijuhtumil, kui AB | e, nelinurk ABB’A’ osutub rodpkiilikuks
ning siis A’B’ = AB ja A’B’ || AB. Sellega oleme toestanud, et

3) ekraaniga paralleelne 10ik on vordne ja paralleeine oma
paralleelprojektsiooniga.
§ 38. RISTPROJEKTSIOON KAHEL TASAPINNAL.
Koige lihtsam paralleelprojektsioon on ristprojektsioon, s. o.
projektsioon, mille tekitavad ekraaniga ristuvad kujutamiskiired.

Et keha ristprojektsioon ithelainsal tasapinnal ei anna igakord
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Joon. 144. Joon. 14f.

kiillalt selget kujutlust kehast, siis projekteeritakse ta kahele
teineteise suhtes risti seisvale tasapinnale. Harilikult voetakse
esimeseks tasapinnaks rohttasapind (e; joonisel 144) ja teiseks
tasapinnaks piisttasapind (e2 joonisel 144). Neid tasapindu nime-
tatakse vastavalt pohiekraaniks ja esiekraaniks ning neil saada-
vaid eseme kujutisi vastavalt pohivaateks ja esivaateks. Jooni-
sel 144 ndeme piiramiidi OABC, mis oma pohjaga ABC toetub
pohiekraanile. Selle piiramiidi pohivaade on O’ABC ja esivaade
OIATB O,

Harilikult esitatakse need kaks ristprojektsiooni iihel ja samal
jooniselehel teatavas kindlas vastastikuses asetuses. Niisuguse
asetuse saame, kui pohiekraani &1 poérame {imber ekraanide Ioike- -
sirge x noolega niidatud suunas 90° vorra (joon. 144). Nii satu-
vad eseme molemad vaated iihele ja samale tasapinnale, nagu
ndha jooniselt 145. Saadud joonist nimetatakse kujutatava eseme

kaksvaateks. Ekraanide Ioikesirget x nimetatakse kaksvaate
teljeks.

§ 39. PUNKTI KAKSVAADE.

Punkti asukoht ruumis on méaratud tema kahe ristprojekt-
siooniga: punkt asetseb seal, kus I6ikuvad pohiekraani normaal
1abi punkti pohivaate ja esiekraani normaal libi punkti esivaate.
Niiteks joonisel 144 kujutatud punkt O asetseb seal, kus 16iku-
vad pohiekraani normaal 0’0 ja esiekraani normaal 0”0. Tihel-
datud asjaolu tottu - vaatlemegi kujundite projektsioone ainult
kahel ristuval tasapinnal.

Kui pohiekraan ¢, on podratud esiekraanile &, (joon. 146),

punkti kaht ristprojektsiooni libiy sirge on risti kaksvaate
teljega.
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Toestus. Tasapind, mis 1dbib punkti A ja selle kaht rist-
projektsiooni A’ ja A” (joon. 146, a), on risti ekraanidega e; ja
g9, sest ta 1dbib kummagi ekraani normaali. Kuid siis tasapind
AA’A” on risti ekraanide loikesirgega x, mistottu x on risti selle
tasapinna iga sirgega, seega ka sirgetega A’A; ja A”Ax. Seetottu
tasapinna e, pooramisel iimber x-telje tasapinnale &, satuvad
punktid A’, Ay ja A” iihele sirgele, mis on risti teljega x
(joon. 146, b).

Viimane joonis kujutab punkti A kaksvaadet. Sellel esinev
sirge A’A” on punkti kaksvaate sidejoon. Toestatud teoreemi
jargi punkti kaksvaate sidejoon on risti kaksvaate teljega.
Umberpoordult, iga punktipaar, mille iihendussirge on risti kaks-
vaate teljega, kujutab iiht ruumipunkti.

C) A” Cz AII
A
‘ E] b
‘ 1 Ax X 1 Ax
| 4 ‘l
Eq A’

[ e

& . £¢

Joon. - 146.

Joonise 146 abil on kerge veenduda, et

punkti pohivaate kaugus teljest vordub punkti kaugusega
esiekraanist ning esivaate kaugus teljest vordub punkti
kaugusega pohiekraanist:

A'A.=AA";, A"A,=AA".

Kui punkt asetseb pohiekraanil, siis tema esivaade on kaks-
vaate teliel; kui punkt asetseb esiekraanil, siis tema pohivaade
on samuti kaksvaate teljel.

Ulesandeid.

267. Kus asetseb kaksvaatel punkti pohivaade, kui punkt om

a) esiekraani ees,
b) esiekraani taga?
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268. Kus asetseb kaksvaatel punkti esivaade, kui punkt on

a) pohiekraanist iilevalpool, :

b) pohiekraanist allpool?

269. Kujuta kaksvaates punkt, mis asetseb

a) esiekraani ees, sellest 2 cm kaugusel, ja pohiekraanist iile-
valpool, sellest 1,5 cm kaugusel,

b) esiekraani taga, sellest 1 cm kaugusel, ja pohiekraanist
tilevalpool, sellest 3 ¢m kaugusel.

270. Kujuta kaksvaates punkt, mis asetseb esiekraani taga,
sellest 3 cm kaugusel, ja pohiekraanist allpool, sellest 4 cm kau.
gusel.

271. Kujuta kaksvaates esiekraanil asetsev punkt, mis on
pohiekraanist 28 mm allpool.

272. Kujuta kaksvaates pohiekraanil asetsev punkt, mis on
esiekraani ees 25 mm kaugusel sellest.
§ 40. SIRGJOONE KAKSVAADE.

Kui sirge ei ole risti kummagi projektsioonipinnaga
{joon. 147, a, b), siis tema pohivaade ja esivaade on sirged
{§ 35). Seega

sirgjoone kaksvaade on iildiselt sirgete paar,

Joon. 147.

Sirgjoone kasvaade on médratud, kui on antud sirgjoone kahe
punkti kaksvaated: joonestades iihe sirge 1dbi nende punktide
pohivaadete ja teise 1ibi nende punktide esivaadete, saame neid
punkte ldbiva sirgjoone kaksvaate (joon. 147, b).
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Koige lihtsam on sirgjoone kaksvaadet mdirata punktide abil,.
milledes sirge 15ikab projektsioonipindu. Punkt P, kus sirge 10i-
kab pohiekraani, on sirgjoone pohijalg, ja punkt E, kus
sirge loikab esiekraani, on sirgjoone esijdlg. Et sirgjoone
pohivaade on kaksvaate teljel, siis sirgjoone kaksvaate joones-
tamine tema pohijilje P ja esijdlje E jargi toimub jargmiselt
(joon. 148, a, b): punktidest P ja E joonestame ristloigud kaks-
vaate teljele, leides nii pohijdlje esivaate P” ja esijdlje pohivaate
E* sirge PE’ on sirgjoone pohivaade ja EP” on sirgjoone esi-
vaade.

- Kui sirge on risti ithe projektsioonipinnaga, néiteks pohiekraa-
niga, siis tema projekisioon sellel ekraanil on punkt (§ 35); sama
sirge projektsioon teisel ekraanil on risti teljega (joon. 149),
sest vastasel juhul sirge mistahes punkti pohi- ja esivaadet 1dbiv
sirge ei oleks risti teljega, nagu see peab olema (§ 39). Seega

projektsioonipinnaga ristuva sirgjoone kaksvaade koosneb
punktist ja kaksvaate teljega ristuvast sirgest.

o

Joon. 148.

Kui sirge on paralleelne iihe ekraaniga ning pole seejuu~
res risti teise ekraaniga, siis tema projektsioon teisel
ekraanil on paralleeine teljega.

s

" su P AM
s a s b

X /] A X e x 8"
3 % &
o8’ > ' 8!
. 3 5, Au

5‘

Joon. 149. Joon. 150. Joon. 151.
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Naéiteks pohiekraaniga paralleelse sirge koik punktid on pohi-
ekraanist vordsetel kaugustel ning seetottu nende esivaated tule-
vad samale kaugusele teljest (joon. 150; s” || x). Kehtib ka poord-
teoreem (sonasta seel!); selle pohjal nditeks joonisel 150 kujutatud
sirge s on paralleelne pohiekraaniga, sest tema esivaade s” Il x.

Kui sirge asetseb x-telje risttasapinnal, kuid pole risti kum-
magi ekraaniga, siis tema esivaade ja pohivaade langevad iihte:
niisuguse sirge kaksvaateks on teljega ristuv sirge (joon. 151).
Sellise sirge asend ruumis pole kaksvaatega miairatud (joon.
151, a); madramiseks on vaja anda lisaks sirgjoone kahe punkti
projektsioonid (joon. 151, b).

Vaatleme niiiid kahe sirge kaksvaateid.

Kui sirged 16ikuvad, siis nende pohivaadete 1ikepunkiti ja
esivaadete l6ikepunkti iihenday sirge on risti kaksvaate
teljega,

sest'sirgete 16ikepunkti L projektsioonid peavad andma punkti

kaksvaate (joon. 152).

[_” u/l rig "
s " \ S —— “
Y . \b
X ¥ %
\

#
7445 u’ N

P o

Joon. 152. Joon. 153, Joon. 154,

Kui sirged on paralleelsed, siis nende pohivaated on
paralleelsed ja ka esivaated on paralleelsed,

sest paralleelsete sirgete paralleelprojektsioonidena saadud - sir-
ged on paralleelsed (§ 37) (joon. 153).
Kui sirged on kiivsed, siis nende pohivaadete 15ikepunkt
ja esivaadete I6ikepunkt ej asetse telje iihel ja samal sir-
gel (joon. 154),

V6ib juhtuda, et iiks nimetatud l6ikepunktidest iildse puudub,
teisiti, et sirgete pohivaated on paralleelsed voi esivaated on
paralleelsed. Siis on tegemist kiivsirgetega, mis asetsevad nii-
sugustel paralleelsete] tasapindadel, mis on iihe ekraaniga risti.
Naiteks kiivsirged s ja t (joon. 155) asetsevad pohiekraaniga ris-
tuvatel paralleelsete] tasapindadel. Kui kiivsirgete paralleelsed
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samanimelised projektsioonid on  pealegi paralleelsed kaksvaate
teljega, siis on molemad sirged iihe projektsioonipinnaga paral-
leelsed. Niiteks kiivsirged s ja ¢ (joon. 156) on paralleelsed esi-
ekraaniga, sest nende pohivaated on paralleelsed kaksvaate tel-

jega.

g s :
/ B / - .
B, - Ty

\ i \t"
/1
//5’ e e e e

2t 5 Ly Ja

S ¢

Joon. 155. Joon. 156. Joon. 157.

Kui kahest sirgest iiks asetseb iihel ja teine teisel x-telje rist-
{asapinnal ning kumbki sirge pole risti ei iihe ega teise. ekraa-
niga, siis kaksvaade ei méara sirgete vastastikust asendit ruumis
(joon. 157), sest kumbki sirge jaab sel puhul oma kaksvaatega
masdramata (vordle joonisega 151, a). Nii poleks dige joonise 157
alusel otsustada, et sl ¢, sest sirged s ja ¢ voivad ruumis olla

ka kiivsirged, kuigi s" |l ¢/ ja s” Il ¢”.

Ulesandeid.

273. Mis on pohipinnal asetseva sirge esivaateks? Mis om
esipinnal asetseva sirge pohivaateks?

274. Vota vabalt sirgjoone kaksvaade ja leia sirge pohijalg
ja esijélg.

275. Antud on sirge pohijalgpunkt P ja esijalgpunkt E. Joo-
nesta sirgjoone kaksvaade. :

276. Joonesta sirgjoone kaksvaade, kui

1) sirge on paralleelne pdhiekraaniga;

2) sirge on paralleelne esiekraaniga;

3) sirge on paralleelne kaksvaate teljega.

Mida saab Gelda nende sirgete jalgpunktidest?

277. Joonesta sirgjoone kaksvaade, kui

1) sirge on risti pohiekraaniga;

2) sirge on risti esiekraaniga;

3) sirge on risti kaksvaate teljega ning loikab seda telge
mingis antud punktis.

Mida saab oelda nende sirgete jalgpunktidest?

278. Joonesta nurga kaksvaade, kui

1) nurga iiks haar on paralleelne pohiekraaniga;
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2) nurga iiks haar on paralleelne esiekraaniga;

3) nurga itks haar -on paralleelne kaksvaate teljega.

279. Joonesta ristkiiliku kaksvaade, kui

1) tema tasapind on paralleelne pohiekraaniga;

2) tema tasapind on paralleelne esiekraaniga, vottes koik
muud andmed vabalt. ;

280. Joonesta ristkiiliku kaksvaade, kiti tema kiilg pikkusega
4 cm on esiekraanil, kiillg pikkusega 3 cm pohiekraanil ja nurk
ristkiiliku tasapinna ning esiekraani vahel on 45°.

281. Vota vabalt kahe sirge jélgpunktid Py, E,, P, ja E, ning

tee kindlaks, kas sirged P\E, ja P,E, 16ikuvad, on paralleelsed voi
on kiivsed.

§ 41. TASAPINNA KUJUTAMINE RISTPROJEKTSIOONIS,

Vastavalt tasapinna méidramisviisidele saab tasapinda kuju-
tada kas kolme punkti kaksvaatega voi iihe punkti ja iihe sirg-
joone kaksvaatega voi kahe sirgjoone kaksvaatega. Sirgetena
sobib kasutada tasapinna ja projektsioonipindade I6ikejooni. Nii
saab tasapinda kaksvaatel kujutada ainult kahe sirgjoone abil
(joon. 158). Tasapinna Idikejoont pohiekraaniga nimetatakse
tasapinna pohijdljeks ja Ioikejoont esiekraaniga — esijil-
jeks. Neid jdlgi tdhistame vastavalt tahtedega p ja e. Tasapinna
a jaljed p ja e ning x-telg kas 1dikuvad iihes ja samas punktis T
voi on koik paralleelsed kui kolme tasapinna a, e, ja e, l6ike-
sirged (§ 28).

€2 5
/
X
;
p
£y

Joon. 158.

Tasapinna asend ekraanide suhtes miirab tema jdlgede asendi
kaksvaate telje suhtes (ja imberpoordult).

Kui tasapind on risti iihe ekraaniga ning pole paral-

leelne teise ekraaniga, siis tema jalg teisel ekraanil on
risti teljega.
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Niiteks, kui tasapind o on risti pohiekraaniga (joon. 159, a),
siis viimane on risti kahe Idikuva tasapinnaga a ja es, seega risti
ka nende ldikejoonega e (§ 34); nii on esijalg e pohiekraani nor-
maal ning peab seetottu olema risti iga sirgega pohiekraanil, ka
teljega x (§ 33).

Ekraaniga ristuv tasapind projekteerub sellele ekraanile sirg-
jooneks, nimelt jdlgsirgeks (a’= p, joon. 159, a).

a b ; &
£ €2
b eza”
£y
.
5 : e=za” ¢
/A
a'zp
..__p____
Joon. 159.

Kui tasapind on paralleelne iihe ekraaniga, siis tema jilg
teisel ekraanil on paralleelne kaksvaate teljega,

sest see jdlg ja kaksvaate telg on saadud kahe paralleelse tasa-
pinna l6ikamisel kolmanda tasapinnaga (§ 27). Kogu tasapinna

projektsiooniks teisel ekraanil on sel juhul jélgsirge (a”=e,
joon. 159, b). :

Kui tasapind on paralleelne teljega, siis tema mdlemad
jdljed on samuti paralleelsed teljega,

sest nende 16ikumisest jarelduks, et telg 16ikuks antud tasapin-
naga, seega ei oleks temaga paralleelne (joon. 159, c).

Punkti, sirge ja tasapinna kujutamisvotete tundmine vo6imal-
dab joonestada kehade kaksvaateid. Nditena vaatleme risttahuka
kaksvaate joonestamist.

Olgu risttahuka mootmed 21 cm, 28 cm ja 31 cm ning aset-
segu tema koige viiksem tahk pohiekraanil. Joonestame selle rist-
tahuka kaksvaate, vottes risttahuka asendi esiekraani suhtes
vabalt.
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Teeme joonise vdhendusena, néi-
teks moodusuhtega 1:10; siis antud
mootmed tulevad joonisel votta milii-
meetrites (joon. 160)). Et risttahuks
killgservad on pohiekraaniga risti,
siis nende pohivaadeteks on punktid,
esivaadeteks aga teljega ristuvad
ja_ kiilgserva-pikkused 1oigud. Rist-
‘tahuka pohjade pohivaated on pohja-
dega vordsed. Seda teades lahen-
dame iilesande jdrgmiselt(joon. 160)-

1) tombame kaksvaate telje x;

2) joonestame risttahuka pohi-
vaate, s. o. ristkiiliku mdotmetega
2] mm ja 28 mm;

3) pohivaate tippudest tombame
sidejooned risti kaksvaate teljega;

4) joonestame risttahuka kiilg-

Joon. 160. servade esivaated pikkusega 31 mm
ning iihendame nende otspunktid.

Et keha pohi- ja esivaadet on vordlemisi hdlbus tuletada ning
saadud kaksvaatelt on vdimalik keha mdota, siis kasutatakse teh-
nikas eeskatt just kujutamist kaksvaates.

D)« Qe e e o e e o e s v

Ulesandeid.

282. Tasapind on -antud oma kolme punktiga, milledest kaks

on pohiekraanil ja iiks esiekraanil. Joonesta tasapinna jiljed.
283. Joonesta esiekraaniga ristuva tasapinna jdljed, kui on

antud

1) tasapinna kaks punkti esiekraanil;

2) tasapinna iiks punkt pohiekraanil ja iiks punkt esiekraanil.

284. Joonesta kahe paralleelse tasapinna jaljed, kui

1) tasapinnad on risti esiekraaniga;

2) tasapinnad on risti pohiekraaniga.

285. Kaks pohiekraaniga ristuvat mitteparalleelset tasapinda
on antud oma jilgedega. Leia tasapindade Ioikejoone kaksvaade

286. Kuup, mille serv on 4 cm, toetub iihe tahuga pohiekraa-
nile nii, et kuubi iikski tahk pole esiekraaniga paralleelne. Joo-
nesta kuubi kaksvaade.

§ 42. KALDPROJEKTSIOON.

Kahe kokkukuuluva ristprojektsiooni (pahi- ja esivaate) kasu-
tamine néuab joonisel rohkesti ruumi ning kujutatavast kehast
selge kujutluse saamiseks vaatlejalt vastavat vilumust. Kus tahe-

126



takse lihtsabja vihe ruumi noudva joonise abil anda kujutlust
kehadest, nditeks geomeetrilistel joonistel Gpperaamatuis, seal
tasutatakse kaldprojektsiooni.

Kaldprojektsioon on niisugune paralleelprojektsioon,
mille puhul kujutamiskiired ei ole risti projektsioonipin-
naga.

Kaldprojektsiooni tuletamisel voetakse projektsioonipinnaks
harilikult esiekraan. Kui kujutamisobjektiks on keha, siis see ase-
tatakse esiekraani ette, pohjaga pohiekraanile.

Kujundi kaldprojektsiooni méaramiseks on vaja anda kujuta-
miskiirte siht. Harilikult valitakse see siht niisugune, et kiired
tulevad paremalt iilalt (voi monikord ka — vasakult iilalt). Selle
sihi saab lihemalt midrata kahe andmega jargmiselt. Kujutléme
orojektsioonipinna normaali 16iku n, mille iiks otspunkt on pro-
jektsioonipinnal ja mille teist otspunkti 14bib kujutamiskiir &
(joon. 161). See 16ik n ja kiir & koos 1digu kaldprojektsiooniga b
moodustavad tiisnurkse kolmnurga, milles kujutamiskiire kalde-
nurga ¢ vastaskaatetiks on normaali 16ik n ja ldhiskaatetiks selle
Iigu kaldprojektsioon b. Kujutamiskiire k asend ekraani suhtes
on mairatud, kui on teada kaldenurk ¢ ja veel nurk o, mille nor-
maali 16igu projektsioon b moodustab ekraanil esitatud mingi
kindla sihiga, harilikult rohtsirgega x. Nurka o nimetatakse
kaldprojektsiooni podrdenur gaks ning selle suurus
on antud, voi voetakse joonestamisel vabalt. Niisiis

kaldprojektsiooni pddrdenurgaks nimetatakse joonise-
pinna normaali projektsiooni ja joonisepinna rohtsirge
vahelist nurka.

€2
A"
A

£ X Axe

}

|

Er A :
Al
Joon. 161. Joon. 162.
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Te ik

Kujutamiskiire kaldenurga ¢ asemel kasutatakse joonestami-
sel selle nurga kootangensit g , mida nimetatakse kaldprojekt-
siooni moondeteguriks ning tdhistatakse tihega g. Seega

S

= ¢, millest b =gn.
Sellest ndhtub, et 2

kaldprojektsiooni moondetegur on arv, millega tuleb kor-
rutada ekraani normaali 10igu pikkust, et saada selle
I6igu kaldprojektsiooni pikkust.

Moondetegur ¢ iseloomustab kujutamiskiirte kallet ekraani suh-
tes, poordenurk o aga néditab, kuhu poole on kiired kaldu.

Kaldprojektsiooni poordenurk ja moondetegur valitakse nii,
et joonestamine oleks voimalikult lihtne; harilikult @ on kas 30°
45°, 60° voi 90°, ja g on kas 1, 5, 3, 5 Vi 3.

Vaatleme niiiid punkti kaldprojektsiooni joonestamist tema
kaksvaate jargi. Olgu w=45° ja q:%. Olgu antud punkti A

kaksvaade (joon. 162). Joonestame punktist A” 16igu, mis moo-
dustab rohtsirgega nurga 45° ning votame pikkuseks poole 16igu

A’A, pikkusest (sest g=3). Loigu teine otspunkt ongi ruumi-

punkti A kaldprojektsioon ekraanil eg; seda kujutist tdhistame
lihtsalt tdhega A, samuti nagu punkti ennast ruumis.

Sama punkti saab leida veel teisiti, nimelt joonestades (lih-
tudes punktist A,) 16igu A4, ja siis 1oigu A4 =A,A”. Et oleks
kergem kujutleda punkti A ruumis olevana, on kasulik joonist
tdiendada pohiekraani e, kaldprojektsiooniga (nagu joonisel 162
ongi tehtud).

Esitatud nditest selgub jargmine iildine vote antud punkti
kaldprojektsiooni leidmiseks:

kujutleme, et antud punktist on tommatud esiekraanini rist-
loik; joonestame selle ristldigu kaldprojektsiooni, arvestades
antud o ja q vaartusi; koik vajalikud pikkused votame punkti
kaksvaatelt.

Kui oskame joonestada iga iiksiku punkti kaldprojektsiooni
selle punkti kaksvaate jirgi, saame joonestada kogu kujundi
kaldprojektsiooni tema kaksvaate pdhjal. Selleks tarvitseb vaid
joonestada kujundit madaravate punktide projektsioonid ning need
vajalikul viisil ithendada. Niiteks pohiekraanil asetseva ruudu
kaldprojektsiconi saamiseks joonestame tema pohivaate jirgi iga
tipu kaldprojektsiooni ja ithendame mneed oiges jirjekorras
(joon. 163). Saadud joonise tdpsust voimaldab kontroliida see
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Joon. 163. Joon. 164.

teadmine, et ruudu paralleelprojektsiooni vastaskiiljed on paral-
leelsed (§ 37).

Kui kujutiusobjektiks on keha, mille kiilgservad on risti pohi-
ekraaniga — néiteks risttahukas, siis nénde servade kaldprojekt-
sioonid esiekraanil on risti teljega ning pikkuselt vordsed servade
enestega. See asjaolu voimaldab sdidrase keha kaldproiektsiooni
saamist tema pohivaate ja kiilgserva pikkuse kaudu (joon. 164).

Kui keha kiilgservad pole risti
. pohiekraaniga, siis kasutame kald-
" projektsiooni tuletamisel keha kor-
gust. Viimase kaldprojektsioon on
risti kaksvaate teljega ning esineb
loomulikus suuruses. Nditena on
joonisel 165 esitatud korraparase
kuusnurkse piiramiidi kaksvaade ja
kaldprojektsioon (kusjuures kald-
kiired tulevad seekord vasakult
iilalt); andmetena on kasutatud
piiramiidi pohiserva pikkust a ja
korgust h. Piiramiid asetseb pohi-
ekraanil nii, et tema kaks pohi-
serva on x-teljega paralleelsed.-

Ulesandeid.

287. Antud on sirgjoone jélg-
punktid kaksvaates. Esita see sirg-
joon koos pohiekraaniga kaldpro- AP

T T e
jektsnoon1§, kui ©=30° ja g=73. et oy
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288. Antud on sirgjoone kaksvaade. Esitada see sirgjoon -koos
p6hiekréan_iga kaldprojektsioonis, kui »==45° ja qx———%.

289. Antud on tasapinna jilgsirged kaksvaates. Esita see
tasapind koos pohiekraaniga kaldprojektsioonis, vottes ja g
vaartused vabalt.

290. Kujuta kaldprojektsioonis niisugune pohiekraanil aset-
sev vordkiilgne kolmnurk (koos oma keskpunktiga), mille iiks
killg on x-teljega paralleelne ning asetseb sellest kolmnurga
iimberringjoone raadiusega kaugusel. Puudiuvad andmed vota
vabalt.

291. Kujuta kaldprojektsioonis niisugune pdhiekraanil aset-

sev korrapdrane kuusnurk, mille kiile on 5 cm ning mille kaks

vastastippu asetsevad x-teljel. (w==45°, qr:%.)
292. Kujuta kaldprojektsioonis niisugune pohiekraanil asetsev

korrapdrane viisnurk, mille iimberringjoone raadius on 45 cm
ning iiks kiilg asetseb x-teljel. (w=45°, g= 21.)

293. Kujuta kaldprojektsioonis kolmnurk koos oma pohivaa-
tega, kui kolmnurga kaksvaade on antud (puuduvad andmed
vota vabalt).

294. Kujuta kaldprojektsioonis kuup servaga 3,5 cm, kui
kuubi pohja diagonaal on risti esiekraaniga; muud andmed vota
vabalt.

295. Kujuta kaldprojektsioonis korrapiarane  kuusnurkne
prisma, mille phiserv on 4 cm ja kiilgserv 6,5 cm, kui prisma
iiks" kiilgtahk on esiekraanil.

296. Joonesta iihe tahuga pohiekraanil asetseva kolmnurkse
piiramiidi kaksvaade ja tuleta sellest sama piiramiidi kaldprojekt-
sioon.

297. Esita kaldprojektsioonis korrapdrane nelinurkne piira-
miid, mille pohja diagonaal on risti x-teljega, pohiserv on 5 cm ja
kiilgserv 8 cm.

298. Esita kaldprojektsioonis kuup koos teda 1dikava tasapin-
naga, mis ldbib kolme kiilgservadel vabalt voetud punkti.

299. Kui suure nurga moodustab kujutamiskiir projektsiooni-

pinnaga, kui kaldprojektsiooni moondetegur on %, %, K g, 0,4?

300. Missugust poordnenurga o ja moondeteguri ¢ viartust
on kasutatud joonisel 165?



V. FUNKTSIOONIDE UURIMINE.

§ 43. FUNKTSIOONI MAARAMISPIIRKOND.

Seda argumendi vairtuste huylka, mille igale viirtusele

vastab kindel funktsiconi vairtus, nimetatakse funktsiooni
madramispiirkonnaks.

a) Funktsiooni y=x"! midédramispiirkond.

Astmefunktsioonil y=x"' (joon. 166) puudub véirtus, kui
x==0, sest nulliga jagada ei saa. Seega antud funktsioon ei ole
médratud kohal x= 0. Kiill on aga voimalik leida sellele funkt-
sioonile vaartusi koigi teiste argumendi vdartuste korral. Utleme,

et funktsioon y==x-! on médaratud, kui x>0 ja kui x<0; liihidalt,
kui x #£ 0.

Funktsiooni y=—x-' mdaramispiirkonnaks on argumendt
nende vddrtuste hulk, mis rahuldavad tingimust x<0 v6i x>0.

Joon. 166. Joon. 167.

1
b) Funktsiooni y=x2 médédramispiirkond.

Astmefunktsioon y::x% (joon. 167) ei ole maddratud negatiiv-
sete x vdartuste korral, sest ei leidu arve, mille ruut oleks nega- -

9*
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tiivne. Kiill on aga voimalik leida sellele funktsiconile vadrtusi,
kui x on positiivne v6i 0. Seega

1
funktsiooni y=x2 mddramispiirkonnaks on argumendi nende
vadrtuste hulk, mis rahuldavad tingimust x > 0.

¢c) Lineaarse ja ruutfunktsiooni méadramis-
piirkond.

On funktsioone, millede vairtused on misratud argumendi
koigi védrtuste korral. Nii niiteks iikskdik, mis vairtuse me
anname argumendile x, ikka saab leida vastavat viirtust line-
aarsele funktsioonile y=ax-+b ja samuti ruutfunktsioonile
y=ax? - bx -+ c. Seega

lineaarse ja ruutfunktsiooni madramispiirkonnaks on kogu
reaalarvude hulk.

d) Funktsiooni (‘% médramispiirkond.
Murruna avalduva funktsiooni méiiramispiirkonda ei kuulu

niisugused argumendi véirtused, mille korral nimetaja saab vord-

seks nulliga.

5x2—2x4-6 e Bl

3¢ _9y_ Mmadramispiirkonna.

Nimetaja nullkohtade leidmiseks lahendame vorrandi

Leiame funktsiooni y=

3x2 —2x — 1 =0,

mille lahendeid on x;=1 ja xp= — lg Seéga.

antud funktsioon on mddiratud: 1) kur < = é—;

2) hui — 5 <x<I;
3) kuix>1.

e) Funktsiooni vax24bx+¢ méadramispiirkond.
Et ruutjuurt saab leida ainult mittenegatiivseist arvudest, siis
on antud funktsiooni méddramispiirkonnaks see x viirtuste hulk,
mis rahuldab tingimust
ax2+ bx—+c > 0.
Leiame funktsiooni y = \/2x*+ 3x —5 maéramispiirkonna.

Ulesande lahendamiseks tuleb leida ruutfunktsiooni
2x2 4- 3x —5 positiivsuspiirkond koos nullkohtadega. Lahendades

ruutvorrandi 2x2 4 3x — 5=0, saame lahendeiks x; = — g ja

132



%o = 1. Et ruutliikkme kordaja on positiivne, siis saame positiiv-
suspiirkonnaks kaks piirkonda x<— 3 ja x>1.

Et ka nullkohad kuuluvad midramispiirkonda, siis koosneb
antud funktsiooni miaramispiirkond jargmisest kahest piirkon-
nast:

x<-; e

Ulesandeid.

301. Leia jargmiste funktsioonide madramispiirkonnad.

1) g=jsr 4) y=— 7y =gt

?) y=25 5) Y= 8) y= a2

3 y=373 6) Y=35eri 9) 4=Tamert
302. Leia jargmiste funktsioonide maaramispiirkonnad. »

1) g=vix 5) y=(—2+ ¥ 9 y=v—F—2x+8

9) y=Vi+2 6) y=(x—9F - 10) y=Vv2P—4r—1

3) y=V3x 7) y=(222 —3x)%¥ 11) y=v—32—5

) y=vii T2 8 y=(2—ax 3} 12) y=|e—3r+3

§ 44. TOKESTAMATULT KASVAVAD JA TOKESTAMATULT
KAHANEVAD SUURUSED.

a) Kolmnurga elementide tokestamatu kas-
vamine ja tokestamatu kahanemine.

Jilgime kolmnurga ABC kuju muutumist, kui tipp C liigub
méoda alusega paralleelset sirget s (joon. 168). Muutuvateks suu-
rusteks on siis kiiljed AC ja BC ning ko6ik kolmnurga nurgad.
Sirge on teatavasti 1oputu. Seega voib punkti C viia sirgel s kui-
tahes kaugele ning kolmnurga kiiljed AC ja BC saavad siis kui-
tahes pikaks. Mirgime sirgel s histi kaugel punktist C iihe punkti
P. Liikudes mooda sirget s jouab punkt C ikka punktini P ja ldheb
temast kaugemale (nditeks punkti C’), iikskoik kui kaugel me
punkti P ka margiksime. Nii saab teha 16igu CC’ tema otspunkti
C’ nihutamisega suuremaks igast kuitahes suurest etteantud
pikkusest. Sama omadus on ka kolmnurga kiilgedel AC’ ja BC'.
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Joon. 168.

Me iitleme, et pikkused CC’, AC’ ja BC’ on tokestamatult kas-
vavad suurused, kui punkt C’ mooda sirget s jirjest kaugeneb.

Vaatleme niiiid kolmnurga nurka tipu C’ juures. Kui punkt C’
liigub noole suunas edasi mooda sirget s, siis see nurk muutub
jérjest védiksemaks. Kui annaksime ette kuitahes vidikese nurga,
siis tipp C’ ikkagi jouab niisugusesse kohta, kus kolmnurga nurk
saab vordseks etteantud véikese nurgaga, punkti C’ edasiliikumi-
sel aga saab temast ka vdiksemaks. Kui annaksime ette veel viik-
sema nurga, korduks sama lugu.

Analoogiline on olukord kolmnurga tipu A juures.

Me iitleme, et kolmnurga nurgad tippude C’ ja A juures on
tokestamatult kahanevad suurused, kui punkt C’ modda antud
sirget s jirjest kaugeneb. :

Tipu B juures olev sisenurk suureneb punkti C’ edasiliikumi-
sel, kuid ta ei saa kuitahes suureks. Paneme tihele, et see nurk
ldheneb jdrjest sirgnurgale.

Analoogilisi ndhtusi paneme tihele funktsioonide muutumisel.

b) Funktsioooni y=x"! muutumine argumendi
tokestamatul kasvamisel ja +tokestamatul
kahanemisel.

Jélgime funktsiooni y =x-! muutumist argumendi positiivsete
vadrtuste muutumisel, kasutades graafikut joonisel 166. Paneme
tahele, et argumendi kasvamisel funktsiooni véirtused aina vihe-

nevad. Toepoolest, murd}; saab seda vdiksemaks, mida suurem on
x. Seejuures ei saa selle murru véartus, kuigi ta viheneb, kunagi
vordseks nulliga, iikskoik kui suure véidrtuse me x-ile ka ei
annaks. Olgu néiteks x vidirtused

100, 1000, 1000000,
siis funktsiooni vdartused on vastavalt

0,01; 0,001; 0,000001.
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Seega

argumendi tokestamatul kasvamisel funktsioon x—' on tokes-
tamatult kahanev suurus.

Jilgime niiiid funktsiooni x~! muutumist argumendi positiiv-
sete vaidrtuste muutumisel vastupidises suunas, s.t. nende lihe-
nemisel nullile.

Olgu naiteks x védartused

0,01; 0,001; 0,000001,
siis vastavad funktsiooni vaidrtused on

100, 1000, 1000000.
Seega

argumendi tokestamatul kahanemisel funktsioon x—' on tokes-
famatult kasvav suurus.

Jirgnevalt vaatleme funktsiooni x~! muutumist argumendi
negatiivsete vdartuste muutudes.

Kui x negatiivne vddrtus oma absoluutvdirtuse poolest suu-
reneb, siis funktsiooni vddrtus oma abosluutvaartuselt vaheneb,
saades seejuures kuitahes véikeseks. Naiteks, kui x vdartused on

—10, —1000, —1000000,
siis i vadartused on
—0,1; —0,001; —0,000001.

Seega voime oelda, et

argumendi absoluutvddrtuse tokestamatul kasvamisel funkt-
siooni x~' absoluutvddrtus on tokestamatult kahanev suurus.

Kui x vidartus negatiivselt poolelt ‘tokestamatult 1dheneb nul-
* lile, siis funktsiooni x~! absoluutvdirtus jarjest kasvab.

Niiteks, kui x vdartused on
—0,1; —0,001; —0,000001,
siis —Jl? vaartused on

—10, —1000, —1000000.

Seega

argumendi absoluutvddirtuse tokestamatul kahanemisel funkt-
siooni x=1 absoluutvddrtus on tokestamatult kasvav suurus.
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Et positiivse arvu absoluutvddrtus vordub arvu endaga, siis
voime tokestamatult kasvavat ja tokestamatult kahanevat suurust
defineerida 10puks jargmiselt.

Muutuvat suurust, mille absoluutvdirtus saab ja siis ka
jddb suuremaks igast kuitahes suurest etteantud positiiv-
sest arvust, nimetatakse tokestatult kasvavaks suuruseks.

Muutuvat suurust, mille absoluutvdirtus saab ja siis ka
jddb vidiksemaks igast kuitahes viikesest etteantud posi-
tiivsest ‘arvust, nimetatakse tokestamatult kahanevaks ehk
nullile lihenevaks suuruseks.

Niisiis, kui x vdartustele vastavad punktid nullpunktist kauge-
nevad, siis osutub funktsioon x—! tokestamatult kahanevaks suu-
ruseks; kui aga x véirtustele vastavad punktid nullpunktile ldhe-
nevad, siis osutub funktsioon x-! tokestamatult kasvavaks suuru-
seks.

- ¢) «Ldhenemine lopmatusele».

Kasutades siimbolit o, mis nditab tokestamatut kasvamist
ning mida loetakse harilikult sonaga «lopmata», voime eespool
kasitletud neli juhtu iles kirjutada jirgmiselt:

1) kui x >0, siis x~! = 0;

2) kui x - —co, siis x~1 = 0;

3) kui x>0 (vasakult), siis x-1 > —o0;

4) kui x—>0 (paremalt), siis x—1— |- oo,

Loetakse neid kirjutusi harilikult (lihtsustatult) nii:

1) kui x ldheneb pluss lopmatusele, siis x~! liheneb nullile;

2) kui x ldheneb miinus lopmatusele, siis x~! ldheneb nullile;

3) kui x ldheneb (vasakult) nullile, siis x~! ldheneb miinus
lopmatusele;

4) kui x ldheneb (paremalt) nullile, siis x~! ldheneb pluss
lopmatusele.

Neid viéljendeid kasutatakse eespool siimbolites iileskirjutatud
muutumisprotsesside lugemiseks nende lithiduse tottu. Otsene
tdhendus neil aga puudub, sest 16pmatusele ldhenemine on voi-
matu.

Tépsemalt aga viljendatakse nende siimboolsete kirjutuste
taga peituvaid motteid jargmiselt:

1) kui x positiivsena kasvab tokestamatult, siis x—! samuti posi-
tiivsena kahaneb tokestamatult (ehk ldheneb tokestamatult nullile);

2) kui x negatiivsena kasvab tokestamatult, siis x~! samuti
negatiivsena kahaneb tokestamatult (ehk ldheneb tokestamatult
nullile);

3) kui x negatiivsena kahaneb tokestamatult, siis x~! samuti
negatiivsena kasvab tokestamatult;

4) kui x positiivsena kahaneb tokestamatult, siis x~! samuti
positiivsena kasvab tokestamatult.
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Olesandeid.

303. Uuri funktsioonide y==x-2, y=x"?% tokestamatut kas-
vamist ja kahanemist.

304. Leia funktsioonide y==x"2 y==x3 ja y= x mddramis-
piirkonnad.

§ 45. FUNKTSIOONI ULDTAHIS.

Paljude erinevate funktsioonide uurimisel tuleb selgitada
samalaadseid kiisimusi, nagu kasvamise ja kahanemise piirkon-,
nad, maksimum- ja miinimumpunktid, nullkohad, positiivsus- ja
negatiivsuspiirkonnad, madramispiirkond, tokestamata kasvamine
voi kahanemine jm. '

Funkisioonide uurimisel puutume seega kokku kiisimustega,
mis holmavad mistahes funktsiooni. Seepdrast kasutatakse
matemaatikas mistahes funktsiooni mérkimiseks vastavaid iild-
siimboleid.

Konkreetse funktsiooni defineerimisel tugineme vastavale
matemaatilisele avaldisele; niiteks binoom ax--b defineerib
lineaarse funktsiooni, sinx siinusfunktsiooni jne. Kui aga on
tegemist mingi funktsiooniga, mille konkreetne kuju meid para-
jasti ei huvita, siis funktsiooni avaldise asemel kasutame siimbo-

leid
f(x), g(x), F(x) jne,

kus sulgudes olev tdht nditab, mis on argumendiks, sulgude ees
olev tiht aga margib tosiasja, et tegemist on just selle argumendi
funktsiooniga. '

Olgu mingi funktsiooni iildtahiseks nditeks f(x). Sama siim-
bolit kasutatakse siis ka selle funktsiooni konkreetsete vddrtuste
iileskirjutamisel; nditeks kirjutused ~

f(2); f(—4) ja [(a)

tahendavad funktsiooni f(x) véartusi, mis vastavad argumendi x
vaartustele 2, —4 ja a. .

Kui f(x) tahistaks funktsiooni jij# s. t.

Fo=25,

siis

f o ; —4)741 2 e
f@1=24 =5 f—4)= T =85 f@=F
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Ulesandeid.

305. Antud on funktsioon

Hx)=2x2~ 8x 411,
Leia £(0); 1(3); [(—2); F(23); f(— 5).
306. Antud on funktsioon

Fly—u—1"

Leia F(1); F(a); F(a+1); F(a—1); 2F (2a).
307. Antud on funktsioon

2 55
Niita, et g({)— g (}) .
308. Antud on funktsioonid

xX+2
x—1"

H=23 ja g(x)—

Leia f(—x); f(1); 9(—3); (a); f(4)+ o(1).

§ 46. PAARISFUNKTSIOON JA PAARITU FUNKTSIOON.

Olgu mingi funktsiooni graafik siimmeetriline y-telje suhtes
(joon. 169); sellised on ka niiteks ruutfunktsiooni y=x? ja koo-
sinusfunktsiooni y=cos x graafikud (joon. 170 ja 171). Sellest
siimmeetrilisusest jéreldub, et nende funktsioonide véaartused
argumendi véartustel x ja —x on vordsed.

Funktsiooni, mille vairtused kohtadel x ja —x on vordsed,
nimetatakse paarisfunktsiooniks.

Kasutades funktsiooni {ildtdhist, voime paarisfunktsiooni defi-
nitsiooni iiles kirjutada vordusena ’

f(x)=F(—x).
Teame, et
¥ =(—x)? ja cos x =cos(—x).

Seega x? ja cosx on paarisfunktsioonid.
Joonisel 172 nieme mingi funktsiooni graafikut, mis on siim-
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0
Joon. 169. Joon. 170.
i
Y
€0S X
B 4
-‘?70\’80,/-90. 0 wwzm‘ m‘ |
Joon. 171.
y
Y yzxj
X
!
{
Joon. 172. Joon. 173.
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meetriline koordinaatide alguse O suhtes. Siimmeetrilised on nii-
teks ka kuupfunktsiooni y==x® ja siinusfunktsiooni y=sinx
graafikud (joon. 173 ja 180). Siimmeetrilisusest jareldub, et nende
funktsioonide vaartused kohtadel x ja —x erinevad ainult margi
poolest.

Funktsiooni, mille vddrtused kohtadel x ja — x erinevad
ainult mirgi poolest, nimetatakse paarituteks funktsioo-
nideks.

Kasutades funktsiooni iildtahist, véime paaritu funktsiooni
definitsiooni iiles kirjutada jirgmiselt:

Fx)=—f(—x).

Teame, et x3= —(—x)3 ja sin x = —sin(—x). Seega x* ja sin x
on paaritud funktsioonid.

Olgu tdhendatud, et paljud konkreetsetest funktsioonidest pole
ei paaris- ega paaritud funktsioonid.

Ulesandeid.

309. Missugused jargmistest funktsioonidest on paarisfunkt-
sioonid, missugused paaritud funktsioonid?

LY g e—=xd 6) y=x*—2x245
2 g9 7) y=tanx
3) Y=x2"}+x 8) y=sinx -+ cos x
4) yzjlc“—%—x 9) y=;cz :
5) y=- 10) y="3F2

310. Selgita, kas funktsioonid
Fi()=F(x)+Ff(=x) ja Fe(x)=f(x)—f(—x)

on paaris- voi paaritud funktsioonid, kui

1) f(x) on paarisfunktsioon;
2) f(x) on paaritu funktsioon.

§ 47. FUNKTSIOONI UURIMINE.

Lineaarse funktsiooni ja ruutfunktsiooni kisitlemisel me ka
uurisime neid funktsioone. Selleks leidsime uuritava funktsiooni
nullkohad, maksimum- v6i miinimumpunkti, positiivsus- ja nega-
tiivsuspiirkonna ning kasvamis- ja kahanemispiirkonna. Eespool
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tutvusime funktsiooni mairamispiirkonna maistega, suuruste
tokestamatu kasvamise ja tokestamatu kahanemisega ning paa-
risfunktsiooni ja paaritu funktsiooni moistega. Need moisted voi-
maldavad funktsioone veelgi tipsemini tundma oppida.

Edaspidi uurime funktsioone teatud kindlas jarjekorras. Sel-
leks leiame:

1) méédramispiirkonna;

2) kas funktsioon on paaris voi paaritu;

3) maksimum- ja miinimumpunktid;

4) kasvamis- ja kahanemispiirkonna;

5) nullkohad;

6) positiivsus- ja negatiivsuspiirkonna;

7) kuidas muutub funktsioon, kui argument tokestamatult
kasvab voi kui argument ldheneb nullile.

§ 48. LINEAARSE FUNKTSIOONI UURIMINE.

| Lineaarne funktsioon ax -+ b on miaratud argumendi iga
vairtuse korral, s. t. piirkonnas —oo <x< ©°.

9. Lineaarne funktsioon ei ole iildiselt ei paaris- ega paaritu
funktsioon, ainult erijuhul, kui a==1 ja b=0, siis esitab ta
paaritut funktsiooni.

3. Lineaarsel funktsioonil ei ole maksimumpunkti ega miini-
mumpunkti.

4. a) Lineaarne funktsioon on kasvav, kui a>0.

b) Lineaarne funktsioon on kahanev, kui afO.

5 Lineaarse funktsiooni nullkohaks on Xo=—_.

6. a) Kui a>0, siis on lineaarse funktsiooni positiivsuspiir-
konnaks x>x, ja negatiivsuspiirkonnaks x<xo.

b) Kui a<0, siis on lineaarse funktsiooni positiivsuspiir-
konnaks x<Xx, ja negatiivsuspiirkonnaks x> Xo.

a) Kui a>0 ja x = o, siis (ax+b) >
kui a>0 ja x> —0, siis (ax 4 b) > — .

b) Kui a<0 ja x =<0, siis (ax-+b) 2> — °;
kui a<0 ja x = —©o, siis (ax -+ b) > .

-

~)

Y Y
a>0 a<0

Joon. 174.
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Pohjenda neid viiteid, kasutades selleks ka joonist 174,
Uurime néiteks funktsiooni y==3x — 5 ja margime tulemused

tabelisse.

Funktsioonid_

24 2
3x—5 = = 21 £
X 3rtz 2%+

Miéramispiirkond

Kas paaris- vdi paaritu
funktsioon

a) Maksimumpunkt

b) Miinimumpunkt

4. a) Kasvamispiirkond

b) Kahanemispiirkond

5. Nullkohad

N Do

6. a) Positiivsuspiirkond

b) Negatiivsuspiirkond

7. a) Kui x—>o0, siis
b) Kui x— —oo, siis

S—FOQET X< 00

ei kumbki
puuditb
puudub
— 00 Lx< 00
puudub

(3x—5)—> 0
(3x—58) — — oo

deatﬂmlkafunMsMomdegx—P%ja«—Qx%—g(mas

niks?

Ulesandeid.

311. Missugust funktsiooni nimetatakse lineaarseks funktsioo-

312. Mis on sirge tous?
313. Millal nimetatakse funktsiooni kasvavaks (kahanevaks)?

kond)?

314. Mis on funktsiooni positiivsuspiirkond (negatiivsuspiir-

315. Kasutades tabeleid, tee kindlaks kui suure nurga moo-
dustavad x-teljega jargmised sirged:

a) pe==2,13x 8
b) y=-—0,421x -+ |;

¢) y=1,6x - 3;
d) y=—52x — 4.

316. Leia eelmises iilesandes antud sirgete (a) ja (b) vahe-
line ning (c) ja (d) vaheline nurk.
317. Uuri jargmisi funktsioone.

a) 3x+2 o) (vt e) 12x — 64
b) 26 d) —322x—156 1) 214—3 x

Skitseeri uurimistulemuste pohjal vastavad graafikud.
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§ 49. RUUTFUNKTSIOONI UURIMINE.

1. Ruutfunktsioon ax?- bx -+ ¢ on méédratud argumendi iga
vaartuse korral, s.t. piirkonnas —oo <x< >, -

2. Ruutfunktsioon pole iildiselt ei paaris -egar paaritu funkt-
sioon. Erijuhul, kui b==c==0 esitab ta paarisfunktsiooni.

3. Ruutfunktsiooni ekstreemumkohaks on x,=— % g

4. a) Kui a>0, siis ruutfunktsioon on kasvav piirkonnas
x>x, ja kahanev piirkonnas x<x..

b) Kui a<0, siis ruutfunktsioon on kasvav piirkonnas
x<x, ja kahanev piirkonnas x>x..

5. Ruutfunktsiooni nullkohtadeks on ruutvorrandi
ax? 4bx - c=0 lahendid ¥, ja xp, kusjuures
a) tal on kaks erinevat nullkohta (x; # %s), kui 62— 4ac >0,
b) tal on kaks iihtelarigevat nullkohta (xi=4x), kui
b2 —4ac=0;
¢) tal pole nullkohti, kui 62 — 4ac<0.

6. Ruutfunktsiooni positiivsus-janegatiivsuspiir-
konnad on nullkohtadega méidratud jargmiselt:

a) kui a>0 ja nullkohtadeks on x; ja xp, kusjuures x;<xs,
siis ax? - bx - ¢>0 piirkondades x<x; ja x>x; ning
ax? 4 bx -+ ¢<0 piirkonnas x;<x<xo;

b) kui@>0 ja nullkohad on iihtelangevad, s.t. Xx;==Xa=xXo,
siis ax? -+ bx 4+ ¢>0 koikjal, valja arvatud punkt, kus
x = xo, negatiivsuspiirkond sel juhul puudub;

¢) kui >0 ja nullkohad puuduvad, siis ax®+ bx—+¢>0
koigi x vairtuste korral; negatiivsuspiirkond sel juhul
puudub;

d) kui a<0 ja nullkohtadeks on x; ja xs, kusjuures x,<xz,
siis ax2 -4 bx -+ ¢>0 piirkonnas x<x<x; ja ax?-+
bx -+ ¢<0 piirkondades x<x; ja x> Xo;

e) kui a<0 ja nullkohtadeks on x; ja xs, kusjuures x;=
— Xy =Xo, siis ax? -+ bx 4+ c<0 koikjal, vdlja arvatud
punkt, kus x = xo; positiivsuspiirkond sel juhul puudub;

f) kui a<0 ja nullkohad puuduvad, siis ax? -+ bx—+ ¢c<0
koigi x vaartuste korral; positiivsuspiirkond sel juhul
puudub.

7. a) Kui a>0 ja x >0, siis (ax? | bx +¢) >
kui a>0 ja x—— o0, siis (ax®? -+ bx 4 c)>.

b):Kui a<0: ja x>0, siis (ax? 4+ bX 4 ) 2—.2;
kui a<0 ja x—> —oo , siis (ax®?+bx+¢) >— oo .

_ Pohjenda neid viiteid, kasutades selleks ka joonist 175.
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X ) X,
1 | 2

\x, Xe X
H a<0
1

X0

Joon. 175

Uurime néiteks funktsiooni 3x2 — 4x — 4

1. Et antud funktsioon on ruutfunktsioon, siis on tema mai
ramispiirkonnaks — o0 < x< oo,

2. Asendades antud funktsiooni avaldises x (—x)-ga, saame
3x2+ 4x — 4. Kui antud funktsiooni tihistada f(x)-ga, siis ei
kehti siin vordused: f(x)=f(—x), f(x)=—f(—x). Seega antud
funktsioon pole ei paaris- ega paaritu funktsioon.
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| —

—

3 Haripunkti'koordinaadid leiame tdisruuduks teisendamise
votte abil jargmiselt:

3x —4x—4==3 (x2—%)c)—4=:3(x2~§x+ %)——4— §=
2\2 1
=3 (x— A —53.
Selle ruutfunktsiooni graafiku haripunktiks on seega punkt
2 1
3 —53)-

4. Et siin a>0, siis on kahanemispiirkonnaks x<§ ja kasva-

o 2
mispiirkennaks x> z .
5 Nullkohtade leidmiseks lahendame ruutvorrandi

P Ay, ety {0 §

mille lahendid on:

6. Teades kasvamis- ja kahanemispiirkondi ning nullkohti,
saab kohe vilja kirjutada positiivsus- ja negatiivsuspiirkondi.
Vaadeldaval juhul

2

U g = RO ki s

3 Lty

3x2 —4x —4>0, kui x<—'§- ja kui x>2.

7. Et a==3>0, siis x tokestamatul kasvamisel kas positiiv-
ses voi negatiivses suunas osutub funktsioon ikka tokestamatult
kasvavaks positiivses suunas. G : i

Uurimise tulemused paigutame tabelisse 7

Funktsioonid

3x2—4x—4 \‘ 2x2 —3x —x24-4
1. Miiramispiirkond | — 0o <x< 00
2. Kas paaris- voi paaritu |
funktsioon | ei kumbki
3. a) Maksimumpunkt l 2puudubl
b) Miinimumpunkt i 3: —53
10 Matemaatika katsedpik X ki 145



e e e Ml Bade o e

e 3 adiban

‘Autobuss ja hobusdiduk

Funktsioonid
3x2—4x—4 2x2—3x —x24-4 P

4. a) Kasvamispiirkond x>§

b) Kahanemispiirkond x<§
5. Nullkohad x=—§; x—9
6. a) Positiivsuspiirkond < — §1 X

b) Negatiivsuspiirkond ~—§ e o)
eGP

Taida tabel ka funktsioonide 2x2 — 3x ja —x? +4 osas!

Ulesandeid.

318. Missugust funktsiooni nimetatakse ruutiunktsiooniks?

319. Kuidas tehakse kindlaks, kas parabooli haripunkt on
maksimumpunktiks voi miinimumpunktiks?

320. Uuri funktsioone ja esita tulemused tabelis.

a) 2x2—5x}3 e) x(2x 4 3)41

b) —3x243 : f) x—3)(x—1)—15
c) x*—24x 4 144 g) 2x2—13x-+415

d) 0,2x2 - 2.6« h) —3x2—8

Skitseeri uurimistulemuste pohjal ka vastavad graafikud.

321. Ristkiilikukujulise muruplatsi modtmed on 20 m ja 36 m
Selle iimber rajatakse iihelajune lillepeenar, mille pindala on 199,
muruplatsi pindalast. Kui lai on rajatav lillepeenar?

322. Koolipeoks miiiidi kahesuguse hinnaga pileteid, kokku
400 piletit. Opilaspilet oli 20 kopikat odavam tiiskasvanu piletist
Opilaspiletite miiiigist laekus 60 rubla ja muude piletite miiiigist
40 rubla. Kui kallid olid piletid?

323. Kui kuubi iiht méodet viahendati 2 cm vorra, teist 3 cm
vorra, kolmandat aga suurendati 4 cm vorra, siis vdhenes ruum-
ala 216 cm® vorra. Leia kuubi serva pikkus.

324. Kolhoosikeskusest raudteejaama on maanteed modda
24 km, metsavaheteed méoda aga 15 km. Rong viljub kell 14.38.
asuvad rongileminejatega feele vastavalt
kell 13.50 ja 13.20; autobuss sdidab modda maanteed, hobusoiduk
mo6oda metsavaheteed. Autobuss sdidab tunnis 28 km rohkem kui
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hobusdiduk ja jouab jaama 9 minutit varem kui hobusoiduk. Kas
koik joudsid rongile?

325. Raudteejaama veetorni paak tditub peapumba kaudu 3,5
tunni vorra lihema ajaga kui tagavarapumba kaudu. Molema
pumba todtades tditub paak 6 tunni jooksul. Leia aeg, mis on
tarvilik paagi tditmiseks peapumba kaudu.

326. Missuguste ruutfunktsioonide nullkohtade leidmisele
taandusid iilesanded 321—325? Kas iihe ja sama iilesande lahen-

" damine voib taanduda erinevate funktsioonide nullkohtade leidmi-

sele? Too nditeid.
§ 50. ASTMEFUNKTSIOONI UURIMINE,
Tunneme astmefunktsiooni y==x" astendaja n jargmistel véar-
tustel: a) n=1; 2; 3; b) n=—1; —2; —3; ¢) n=g35; :1—3 5

Joonistel 176, 170, 173, 166, 177, 178, 167 ja 179 on esitatud
nende funktsioonide graafikud.

Joon. 176. Joon. 177.

g
y=x"

y !
=X¥
L5 -
1/
: X
AR 1 32
|
i
Joon. 178. Joon. 179.
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Uurime funktsiooni y=x—¢% (joon. 178).

1. See funktsioon ei ole miiratud, kui x = 0. Tema maaramis-
piirkonnaks on seega: — o0 <x< 0 ja 0<x< o,

2. Asendades x (—x)-ga, saame (—x) 3=—x"3 Seega vaa-
deldav funktsioon on paaritu funktsioon. Graafik on tsentraal.
siimmeetriline, kusjuures siimmeetria tsentriks on koordinaatide
alguspunkt.

3. Sellel funktsioonil ei ole maksimum- ega miinimumpunkti.

4. Vaadeldav funktsioon kahaneb nii vahemikus - co (]
kui ka vahemikus 0<x<C 0.

5. Funktsiooni graafik ei ldika x-telge, sest ei leidu niisu-

gust vddrtust, mille puhul kehtiks vordus x—l;; == (),

6. Vahemikus — c0<x<0 on funktsiooni viirtused negatiiv-
sed, sest negatiivse arvu kuup on negatiivne, ja vahemikus
0<x< e positiivsed, sest positiivse arvu kuup on positiivne.

7. Kui x >, siis x3— 0 ja kui X =000 T shis - sSamuti
x— 0. Kui aga x—> 0 (vasakult), siis x-3 > — o ja kui x—0
(paremalt), siis x—3 —o0 :

Votame uurimistulemused kokku tabelisse.

| ==

Funktsioonid
L=t ' Xi# | X8

1. Madramispiirkond : —oo<x< 0 ja 0<x<oo
2. Kas paaris- voi paaritu funkt- B

sioon paaritu
3. a) Maksimumpunkt puudub

b) Miinimumpunkt puudub
4. a) Kasvamispiirkond puudub

b) kahanemispiirkond —oo<x<0 ja 0<x< oo
5. Nullkohad puudub
6. a) Positiivsuspiirkond 0<x< 0

b) Negatiivsuspiirkond ; — 00 <x<0
7. Kui x=> o0, siis \ 38

Kui .x—>— oo, siis : f ol

Kui x—0 (v), siis x-3—— oo

“Kui x=0 (p), siis % x=3—> oo

Ulesandeid.

327. Téida eelnev tabel ka funktsioonide x-! ja x=2 @sas.
328. Uuri funktsioone y=x", kus n— 1, 2 ja 3 ning koosta
vastay tabel.

329. Uuri funktsioone y=x", kus n=% ja.’; ning koosta
vastav tabel.
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" § 51. TRIGONOMEETRILISTE FUNKTSIOONIDE UURIMINE.
Oleme tuttavad trigonomeetriliste funktsioonidega: sin x, cos x

ja tan x.

Uurime funktsiooni y=sinx, tuginedes tema graafikule
(joon. 180).

i 1
-\ sin &
5 / X
-270° -180° -90° 0 g0° 780"\270'/360°

Joon. 180.

sin x on maaratud argumendi iga véirtuse korral.
sin x on paaritu funktsioon (§ 46).

3. a) sinx maksimumpunktideks on x==—

D=

3n. m, Sm, 9m.
377 e

Uldiselt, x= g -+ 2nm, kus n on mistahes tdisarv.

‘

b) sinx miinimumpunktideks on x=—~g, ‘3;—'; %‘ jne.

Uldiselt, x=— ’21 — 2nm, kus n on mistahes taisarv.
4. a) Vastavalt maksimum- ja miinimumpunktide asukohta-
dele on sinx kasvav vahemikkudes: (——g—, g), (g 7, 5—2’})

jne. Uldiselt, (—— ;l -+ 2nm, g - Znn) , kus n on mistahes

taisarv.
b) Kahanemispiirkondadeks on vahemikud: (—gu, —'—})
% 3 ;
(;, g»n) jne. Uldiselt, (g -+ 2nm, §:rt+ 2nn), kus n on

mistahes tdisarv.

5. Nullkohtadeks on x==—=, 0, @, 2z jne. Uldiselt, x==nm,
kus n on mistahes téisarv.

6. a) sin x on positiivne vahemikkudes: (—2x, —=x), (0, =),
(2n, 3x) jne. Uldiselt, (2nm, (2n+ 1)x), kus n on mis-
tahes tdisarv.

b) sin x on negatiivne vahemikkudes (—, 0), (7t ,2x), (3=,
4n) jne. Uldiselt, ((2n—1)=, 2nmn), kus n on mistahes
taisarv.

14¢



7. Kui x kasvab iokestamatult kas positiivses voi negatiiv-
Ses suunas, siis sinx ei ldhene mingile kindlale véirtusele ega
kasva ka tokestamatult, vaid tema vairtused vonguvad —1 ja 1

vahel.
] » Kanname uurimistulemused tabelisse.
; Funktsioonid
if
' sin x coS x tan x
; I. Maadramispiirkond O < 00
2. Kas paaris- vdi paaritu funkt-
: sioon paaritu
: 3. a) Maksimumpunktid % +2nm
- Miinimumpunktid A +2nx
4. a) Kasvamispiirkonnad ik % +2nx, g +2nu)
b) Kahanemispiirkonnad (g +2nn,gn+2nn)
5. Nullkohad nw
6. a) Positii.\./suspii'rzkonnad (2nm, (2n41)m)
b).NegatnvsusRurkonnad (@n—1)n, 2nm)
7. Kui x —> 00, siis vongub
Kui x — — oo | siis
Ulesandeid,

330. Uuri funktsioone cos x ja tan x ning esita tulemused tabe-
lis.

331. Uuri funktsioone sin 2x ja cos % ning esita tulemused
tabelis.



VI. POORDFUNKTSIOON.

§ 52. POORDFUNKTSIOONI MOISTE.
POORDFUNKTSIOONI GRAAFIK.

Olgu antud lineaarne funktsioon y=2x-+4. Avaldades sel-
lest vordusest argumendi x, saame

x:é—y—.?.

Kui loeme selles vorduses y argumendiks, siis vorduse vasak
pool on funktsioon, mille tahiseks on x. Nii moodustatud uut funkt-
siooni nimetataksegi antud funktsiooni y=2x-+4 pdordiunkt-
siooniks.

Uldiselt, kui on antud mingi funktsioon y==f(x), siis aval-
dades siit x ja lugedes y argumendiks, saame antud funktsiooni

poordfunktsiooni, mille tdhiseks on x, s. e =gy
; Et meil seni on x olnud ikka argumendi tdhiseks ja y funkt-
siooni tahiseks, siis on otstarbekohane votta saadud poordfunkt-
siooni esitises samuti x argumendi tahiseks ja y funktsiooni
tihiseks. Seega funkisiooni y== 2x - 4 poordiunktsiooniks on
Y= %x——Q. d

Uurime niiiid péordfunktsiooni graafikut vorreldes antud
funktsiooni graafikuga. Selleks esitame antud funktsiooni y=

=—92x -4 ja tema poordiunktsiooni y:% x — 2 graafikud iihes

ja samas teljestikus (joon. 181). Tombame ka I ja III veerandi
poolitaja, s.f. joonestame samas teljestikus veel funktsiooni
y=x graafiku. Ndeme, et funktsiooni ja tema poordfunktsiooni
graafikud on sirge y = x suhtes siimmeetrilised; toepoolest, mur-
des joonise médda sirget y = x kokku, langevad funktsiooni ja
tema poordiunktsiooni graafikud iihte.

Vordust y = 2x -+ 4 rahuldab arvupaar (1; 6). Sama arvupaar

rahuldab ka vordust x= %y——2. Kui viimases vorduses vahe-
tame tihised x ja y, s.t. esitame selle vorduse kujus y;:% x—2,
siis seda vordust rahuldab arvupaar (6; 1).
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Joon. 181, Joon. 182.

Kui teisendame funktsiooni y = f(x) kujule x=g(y), siis nii
¢simest kui ka teist vordust rahuldavad iihed ja samad arvu-
paarid. Kui niiiid vahetame x ja y asukoha teises vorduses, siis
peame vahetama kohad ka arvudel nendes arvupaarides, mis
antud vordust rahuldasid, et nad niiiid rahuldaksid saadud uut
vordust. ' -

Seega vastab igale punktile (a; b) antud funktsiooni graafi-
kul punkt (b; @) tema poordfunktsiooni graafikul.

Toestame niiiid, et

iga funktsiooni graafik ja tema poordiunktsiooni graafik
on siimmeetrilised sirge y = x suhtes.

Olgu funktsiooni y==f(x) graafikul mingi punkt A (a; b), siis
tema pGordfunktsiooni y == g(x) graafikul on punkt B(b; a).

Naitame, et punktid A ja B on siimmeetrilised sirge y—x
suhtes. Selleks peab AE=—=EB ja ABLOE (joon. 182). Molemad
tingimused jdrelduvad kolmnurkade AOE ja BOE vordsusest
Nende kolmnurkade vordsus jareldub aga kolmnurkade ACO ja
BDO vordsusest. Seega kulgeb toestus jargmiselt.

Vaatleme kolmnurki ACO ja BDO. Need on tiisnurksed kolm-
nurgad vastavalt vordsete kaatetitega AC=—=BD=aqa ja OC —
=O0D=0. Seega

AACO = ABDO.

Edasi vaatleme kolmnurki AOE ja BOE. Nendel on iihine kiilg
_ OF ning kiiljed AO ja BO on vordsed (kui vordsete tdisnurksete
kolmnurkade ACO ja BDO hiipotenuusid); edasi

£LEOA = ZFEOB,
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sest konstrueeritud vordsetest nurkadest

£ COE — ZDOE
vordseid nurki
ZE0A—= £ BOD

lahutades saame vordsed nurgad
ZEOA= ZEOB.

Seega tunnuse knk jargi
AAOE = ABOE.

Siit jareldub kohe, et AE=EB ja LAEQ == L850 .kl hecd
vordsed nurgad kokku moodustavad sirgnurga, siis on nad mole-
mad tdisnurgad. Seega ABLOE ning jdrelikult punktid A ja B
on toesti siimmeetrilised sirge OE suhtes.

§ 53. RUUTFUNKTSIOONI POORDFUNKTSIOON,

Vaatleme ruutfunktsiooni tema koige
lihtsamas kujus y=x2. Kui siit aval-
dada x, saame kaks vordust

x=Vy ja x=— Vi

vahetades neis tdhised, saame- vordu-

sed kujul 5 i
y=-Vx

milledest kumbki osutub ruutfunktsi-
ooni podrdiunktsiooniks. . Joon. 183,

Antud ruutfunktsiooni  graafikuks
on teatavasti parabool, mille hari-
punkt on koordinaatide alguspunktis ning mille stim-
meetriateljeks on y-telg (joon. 183). Peegeldades seda graalfi-
kut sirge y==x suhtes, saame parabooli, mille siimmeetria-
teljeks on x-telg. Selle parabooli iilemine osa on graafikuks funkt-

sioonile y=Vx ja alumine osa on graafikuks funktsioonile
Y=~ vV X.

Ulesanne.
Uuri funktsiooni y = —V/x.
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§ 54. TRIGONOMEETRILISTE FUNKTSIOONIDE
POORDFUNKTSIOONID.

a) Siinusfunktsiooni péérdfunktsioon (ehk
arkussiinusfunktsioon).

Nurga leidmisel sina antud viirtuse jargi tutvusime ka
arkussiinuse moistega: kui sin a==m, siis viikseima absoluut-
vadrtusega nurka a, mis seda vordust rahuldab, tihistasime siim-
boliga arcsin m. :

Matemaatikas on kasutusel veel siimbol Arcsin m, mis erineb
eelmisest oma suure algustihe poolest ja millega tahistatakse
koigi nende nurkade hulka, mis antud vordust sin a=m rahul-
dab.

Olgu niiiid antud funktsioon y=sin x. Kui vaatleme siin suu-
rust x otsitavana, siis sellel vorrandil on Iopmata paiju lahen-
deid, millede koguhulga voime iiles kirjutada siimboliga Arcsin y.

Seega
_ R x==Arcsin y.
,y=Arcsinx

it Vahetades tdhised, saame siinusfunktsiooni
2 poordiunktsioonina funktsiooni

J y = Arcsin x.

N Joonestame selle funktsiooni graafiku
h siimmeetrilisena siinusfunktsiooni graafikuga
N sirge y=x suhtes (joon. 184). Jooniselt

//W’ naeme, et igale x vadrtusele vahemikus (—1;

NN

1) vastab lopmata palju funktsiooni visrtusi.

g Kui ruutfunktsiooni poérdfunktsioon esi-
R, e tus kahe funktsioonina (§ 53), siis siinus-
y-arcsin funktsiooni pdérdunktsioon esitub 1opmata
Vi B e paljude funktsioonidena. Et siinusfunktsiooni
3 poordfunktsioone on 16pmata palju, siis tihis-

\ tataksegi neid {ihise siimboliga Arcsin x.
\J Nagu jooniselt nieme, on koigi nende funkt-
a sioonide graafikud siimmeetrilised x-teljega

\ paralleelsete  sirgete y=_— %; = %

J yz-g—:rt jne. suhtes. Seetottu voetaksegi

ainult iiks neist lihemale vaatlusele. Sel-
/f leks voetakse tavaliselt see funktsioon, mille
graafik on joonisel 184 kujutatud pideva

Joon. 184. joonena. Tema tihistamiseks kasutatakse
siimbolit. :

~ Y= arcsin x.
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b) Funktsiooni y=arcsinx uurimine.
1) Jooniselt 184 nieme, et funktsioonide y = Arcsin x graafi-

kud asuvad ribas —1 kuni 1. Seega ka y=arcsinx om-

méiratud, kui —1<x< 1.

2) Et arcsin (—x)=—arcsin x, siis on ta paaritu funktsioon.
3) Sellel funktsioonil on miinimumpunktiks (—1; — g) ja

maksimumpunktiks (1; 3;—)
4) Funktsioon y= arcsin x on kasvav kogu ulatuses.
5) arcsinx=0, kui x=0.
6) arcsin x>0, kui 0<x < 1;
arcsin x<0, kui —1< x < 0.
7) Et argumendi vdirtused on piiratud —1 ja 1-ga, siis pole
motet uurida funktsiooni, kui x -0 voix —> — co.

Joonesta vastav tabel ja esita uurimistulemused tabelis!

¢) Koosinusfunktsiooni poérdfunktsioon (ehk
arkuskoosinusfunktsioon).

Analoogiliselt arkussiinusfunktsiooni tuletamisega v()im.e koo-
sinusfunktsioonist y=rcos x ldhtudes saada poordiunktsioonina
arkuskoosinusfunktsiooni

y=— Arccos x,

mille graafik (joon. 185) osutub koosinusfunktsiooni graafiku
ipeegelduseks sirgest y=x. Sellest graafikust kasutatakse hari-
likult ainult seda osa, mis joonisel on esitatud pidevjoonega ja
mis on funktsiooni

Y = arccos x

graafikuks.
‘ Graafikule tuginedes uuri selle funktsiooni kditumist ja kanna
tulemused tabelisse!

¢) Tangensfunktsiooni podrdfunktsioon (ehk
arkustangensfunktsioon).

Eestpoolt tuttavate mottekdikudega saame tangensfunktsioo-
nist y=tan x ldhtudes tuletada poordiunktsioonina arkustan-
gensfunktsiooni

y = Arctan x,

mille graafik (joon. 186) osutub tangensfunkisiooni graafiku
peegelduseks sirgest y = x. Vaatleme jéllegi ainult graafiku seda
osa, mis joonisel on esitatud pidevjoonega. See on funktsiooni

y=—arctan x
graafik.
Uuri seda funktsiooni ja esita tulemused tabelis.
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Joon. 185. Joon. 186.
Ulesandeid.
332. Leia jdrgmiste funktsioonide poordiunktsioonid.
1 3
a) y=%x-—5 dy y==23as g) y=5 x2+'§ x—2
2 13 3—
b) y=—3x4 % € y=—4x246 h) y:n;i

¢) y=35204176 f) y—222—3x i) y— 0

x2+1

333. Uuri jargmiste antud funktsioonide p&ordfunktsioone.
o
a) y=2* b)) y=—22 ) y=v

Selleks: 1) joonesta antud funktsiooni graafik;

2) joonesta peegeldusteisenduse abil po6rdfunktsiooni
graafik; :
3) uuri poordfunktsiooni tema graafikule tuginedes.



VIl. EKSPONENTFUNKTSIOON JA LOGARITM-
FUNKTSIOON.

§ 55. EKSPONENTFUNKTSIOONI MOISTE.

Ulesanne. Paberipoognast valmistatakse véikesi kaardi-
kesi. Selleks murtakse poogen pooleks, saadud pooled omakorda
pooleks jne. Kokku poolitati 8 korda. Mitu kaardikest saadakse?

Mitu kaardikest saadakse parast x-kordset poolitamist?

1. poolitamise tulemusena saadakse 2‘2 kaarti;
2' ” ” ” 2 ”
3‘ " » " 23 ”"

8 " " " 28 1

x " " »” 2x

Seega pérast 8-kordset poolitamist saadakse 28—=256 kaarti
ja parast x-kordset poolitamist 2* kaarti.

Kui paberipoognaid on niiteks 5, siis saadakse pérast
8-kordset poolitamist 5-28 ja parast x-kordset poolitamist 5.2~
kaarti. Kui antud paberipoognaid on 10, saadakse kaarte vasta-
valt 10-28 ja 10.2~%

Kui paberipoogen ja tema osad tiikeldatakse iga kord kolmeks,
siis parast x-kordset kolmeks jaotamist saadakse 3* kaarti. Kui
tiikeldusarv oleks 5, siis saadakse 5* kaarti jne.

Ulesande lahendamisel saadud tulemused on erijuhud nn.
eksponentfunktsioonist

k- a*,

kus x on argument, 2 ja a aga konstandid.

Funktsiooni y =k - a*, kus x on argument ning k ja a on
konstandid (a#0 ja k#0), nimetatakse eksponentfunkt-
siooniks. :

#Konstandi a suhtes kehtestatakse sageli tingimused a>0 ja
a#l. %
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Tingimuse a>0 pdhjustab asjaolu, et negatiivse a korral argu-
mendi x teatud véirtuste puhul funktsioonil védirtus puudub;
nditeks, kui a=—4 ja x= 5 » siis saame funktsiooni vairtuse
arvutamisel avaldise

(—at=v=a,
mille] ei ole reaalset vdartust.

Juhul, kui e=1, taandub eksponentfunktsioon lihtsalt kons-
tandiks &, sest 1*=1 iga x korral.

Eksponentfunktsiconi uurimisel piirdumegi funktsioonidega,
kus nimetatud tingimused on tiidetud.

§ 56. EKSPONENTFUNKTSIOONI UURIMINE,

Vaatleme eksponentfunktsiooni juhul, kui =1 ja a==2. Vas.
tava - eksponentfunktsiooni y=2¢ graafiku joonestamiseks
(joon. 187) koostame tabeli:

x-l—3|—~2l—-l, 0 | Bjids 59 | 3

8

&
7

1

2

Saadud graafikule tuginedes uurime funktsiooni Yy=2* ja esi-
tame tulemused tabelis.

2% 1 8

2 | 4

Funktsioonid
2! 3X

1. Mdidramispiirkond = O X 00
2. Paaris- voi paaritu funktsioon ei kumbki
3. a) Maksimumpunktid ditvad

b) Miinimumpunktid gt o i
4. a) Kasvamispiirkond — 00 LX< 00

b) Kahanemispiirkond puudub
5. Nullkohad puuduvad
6. a) Positiivsuspiirkond — 0o <x< o

b) Negatiivsuspiirkond puudub
7. Kui x = oo, siis 2% — co ,

Kui x—>— co, siis 2%=24)

Koostame niiiid funktsioonide V=35 1y — (%)x ja ye— (%)x
véirtuste tabelid :




Joon. 187. 5 Joon. 188.

oar | (i 1

R fr DI 2 -1r1 DR
Joon. 189. Joon. 190.
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ning esitame ka vastavad graafikud (joon. 188, 189, 190).
Nende funktsioonide uurimistulemused paiguta tabelisse!

Uurimistulemused lubavad teha moningaid iildisi jadreldusi
eksponentfunktsiooni y = a* kohta.

1) Eksponentfunktsicon on maaratud argumendi iga véartuse
korral. :

2) Eksponentiunkisioon ei ole ei paaris- ega paaritu funkt-
sioon. |

3) Eksponentfunktsioonil ei ole maksimum- ega miinimum-
punkte.

4) Eksponentfunktsioonil ei ole nullkohti.

5) Eksponentfunktsioon on positiivne.

6) Kui x=0, siis a*=1.

7) Kui a>1, siis eksponentfunktsioon on kasvav.

8) Kui a>1 ja x—>—oo, siis eksponentfunkisiooni vadrtused
kahanevad tokestamatult.

9) Kui a>1 ja x—» o0, siis eksponentiunktsiooni véértused
kasvavad tokestamatult.

10) Kui 0<a<, siis eksponentfunktsioon on kahanev.

11) Kui 0<a< ja x— —oo, siis eksponentfunktsiooni véartu-
sed kasvavad tokestamatult.

12) Kui 0<a<1 ja x>0, siis eksponentfunkisiooni véartu-
sed kahanevad tokestamatult.

§ 57. LOGARITMFUNKTSIOON.

a) Logaritmi moiste Tunneme juba kiimnendlogaritme
jirgmise definitsiooni alusel:

antud arvu kiimnendlogaritmiks nimetatakse astendajat,
millega arvu 10 astendades saame antud arvu.

Nii on :

log 100 =2, sest 102==100;

log 0,0001 = —4, sest 10-* = 0,0001 jne.
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Analoogiliselt defineeritakse logaritme ka arvust 10 erineval
alusel. Niiteks defineerime logaritme alusel 2 voi nn. kahend-
logaritme jargmiselt:

antud arvu kahendlogaritmiks nimetatakse astendajat,
millega arvu 2 astendades saame antud arvu.

Et eristada erineva alusega logaritme, selleks margitakse alus
Jogaritmisiimboli juurde indeksina. Nii néiteks

logs8:=8 isest 23 —8:

logs s = —4, sest 2= 1

16"

Analoogiliselt voib defineerida logaritme néiteks alusel 3, 5,
1 DNE e ;
3‘, g ne.

Defineerime Iopuks logaritmid alusel a:

antud arvu logaritmiks alusel a nimetatakse astendajat,
millega tuleb alust a astendada, et saada antud arvu.

Kui b on antud arv ja a logaritmide alus, siis

logp:b =0 kui a—b;,
millest

alogal b —b

Viimast definitsiooni nimetatakse logaritmi iildiseks
definitsiooniks.

Ulesandeid.
334. Leia:

a) logr49;  b) logy 55; ) logs216; d) logs81;
e) logs625; ) logss 625; g) loge 729; h) log, 64.

335. Leia x, kui
-a)logg x=5; b) log, 4=x; ¢) log,2=2;
2

d) 10g1 x=—3; e) 10g2§=x; f) ]0g10’125:__2'
¥
g) log, x=14; h) logo; 10=1x; --i) logx8=§’— )
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336. Leia: a) 2le,S; b) 3ogd: ) 3ploe2; ) 25log 3
e) 8llog7

b) Logaritmfunktsiooni mdiste. Lejame ekspo-
nentfunktsiooni y=10* pdérdfunktsiooni. Selleks vaatleme antud

vordust vorrandina, milles tundmatuks on X; tundmatu x avaldami-
sel saame:

x==logy.
Kui lugeda siin x funktsiooniks ja y argumendiks, siis esitab
see vordus antud eksponentfunktsiooni poordfunktsiooni. Vahe-
tades tdhised, saame sellest logaritmfunktsiooni (alusel 10, mis
jdetakse méirkimata):

y=1log x.

Analoogiliselt vdime tuletada teiste eksponentiunktsioonide
poordiunktsioonid. Olgu antud niiteks eksponentfunktsioonid

v an () (3
Vastavad poordiunktsioonid on
y=logs x, y=log;x, y:log%x ja y:log_sLx.
Olgu niiiid antud eksponentfunktsioon kujus y = a*, kus a>0
ja aygl. Tema poordiunktsiooniks on siis
y=lO§a x, kus a>0 ja a#l.

Funktsiooni y=1log, x, kus a>0 ja a1, nimetatakse
logaritmfunktsiooniks.

Seega on logaritmfunktsioon log, x eksponentfunktsiooni a*
poordfunktsioon.

c) Logaritmfunktsiooni graafik Lahtudes eks-
ponentfunktsioonide i
% 1\x. 1\x
2,3 (3)"ia (3)

graafikuist (joon. 187—190), on hslbus tuletada nende poord-
funktsioonide ehk vastavate logaritmfunktsioonide

=logzx, y=logsx, y=1log, x ja y=log, x
T e

graafikud (joon. 191—194), kasutades peegeldamist sirgest y— x.
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Joon. 193. Joon. 194,

Tuginedes graafikuile uuri neid funktsioone ja esita tulemu-
sed tabelis! :
Logaritmfunktsiooni omadused votame 1opuks kokku jargmi-

selt. :
1) Logaritmiunktsioon on mdaratud argumendi koigi posi-

tiivsete vaartuste korral.
2) Logaritmfunktsioonil ei ole maksimum- ega miinimum-

punkte.
3) log,x=0, kui x=1.
4) Kui a>1, siis logaritmfunktsioon on kasvav.
5) Kui a>1, siis logaritmfunktsiooni positiivsuspiirkonnaks

on x>1.
6) Kui a>1, siis logaritmfunktsiooni negatiivsuspiirkonnaks

on x<lI.

11*
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7) Kui 0<a<, siis logaritmmfunktsioon on kahanev.

8) Kui 0<a<l, siis logaritmfunktsiooni positiivsuspiirkon-
naks on x<1.

9) Kui 0<a<l, siis logaritmfunktsiooni negatiivsuspiirkon-
naks on x>1.

10) Kui x—0, siis logaritmfunktsiooni absoluutviirtus kas-
vab tokestamatult: juhul, kui a>1, f(x)=>— co ning juhul, kui
O<a<ll, j(x)=>4-oco.

11) Kui x>+ oo, siis logaritmfunktsiooni absoluutvéirtus
kasvab samuti tokestamatult: juhul, kui a>1, f(x)—~+ oo ning
juhul, kui 0<a<]1, f(x)—>— co.



VIII. GEOMEETRILINE PROGRESSIOON.

§ 58. GEOMEETRILISE PROGRESSIOONI MOISTE.

Eksponentfunktsiooni y = ka* vdirtuste jada, mis on saa-
dud argumendi véirtustel 1,2, 3, 4, ..., nimetatakse geo-
meetriliseks progressiooniks.

Niiteks saame eksponentfunktsioonist 5* geomeetrilise prog-

ressiooni:
et Tl D STes s St

Analoogiliselt saame funktsioonidest (%)x ja 0,3-2% progres-

sioonid:
SN, e LD
42 162847 7256 1

0:6: 11,291 2 48 a4 8o

Geomeetrilise progressiooni arve nimetatakse vastavalt tema
esimeseks, teiseks, kolmandaks jne. liikmeks.

Toodud niidete juures vdime tdhele panna, et geomeetrilise
progressiooni kahe jarjestikuse liikkme jagatis-on jaav suurus. Nii
on esimese naite puhul



Paneme tahele, et saadud jagatis on vordne vastavas ekspo-
nentfunktsiooni avaldises oleva astme alusega. :
Niitame, et see omadus on ildine koigile geomeetrilistele
progressioonidele.
Olgu eksponentiunktsioon antud iildises kujus

ka*.

Anname argumendile x kaks jirjestikust naturaalarvulist
vadrtust n ja n4 1 ning moodustame saadud viairtuste jagatise;
selle taandamisel saamegi aluse a:

kan+!
kan

=a.

Seega,
Rl geomeetrilise progressiooni iga liilkme jagatis eelnevaga

on jadv ja vordub ldhteeksponentiunktsiooni avaldises esi-
neva astme alusega.

Geomeetrilise progressiooni kahe jirjestikuse liikme jagatist
nimetatakse selle progressiooni teguriks ning seda tihistatakse
tavaliselt tdhega ¢. Niisiis, kui eksponentfunktsioon on ka*, siis
vastava geomeetrilise progressiooni tegur ¢ =a. Edaspidi kirju-
tame eksponentfunktsiooni sageli kohe kujul kg*.

§ 59. GEOMEETRILISE PROGRESSIOONI ULDLIIKME VALEM,

Olgu antud geomeetriline progressioon
—1, 2, —4, 8, —16, ... .

Leiame eksponentfunktsiooni, mille véirtuste jadaks see geo-
meetriline-progressioon osutub.

Eksponentiunkisiooni ildine kuju on kg% Seega tulevad
madrata konstandid £ ja ¢. Progressiooni mingi liikme jagamisel
eelmise lilkmega leiame, et ¢ =—2. Kordaja £ miiramiseks esi-
tame otsitava eksponentfunktsiooni tabeli kujul:

x 1 2 3 4 5

kg* —1 2 —4 8 —16 ...

Selle tabeli mistahes veeruga miaratud arvupaar peab rahul-
dama vordust

y = k(—2)~.
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Kasutades nditeks esimese veeruga maaratud arvupaari, saame
vorrandi :
—1=k(-2)},
millest i

e |
k=.
Seega on otsitavaks eksponentfunktsiooniks
1
y=5-(—2)*~

Kontrolli, kas tabeli muud vdartuspaarid rahuldavad seda vor-
dust!

Lahendame oma iilesande ka iildkujul.
Olgu antud geomeetriline progressioon

a, a, az, . . . , Qq.

Otsitava eksponentfunktsiooni tabelikujuline esitus on jéarg-
mine:

x|l23...n

[ P P S S
Kordaja k£ maaramiseks rakendame endisel viisil vordust
Y = kg*,

mida peab rahuldama tabeli mistahes veerus leiduv véértuspaar.
Niiteks esimest vaidrtuspaari (l; a;) kasutades saame vorrandi

a = kq,

millest
R=%
35

Seega otsitav eksponentfunktsioon on

ehk
y - aqu—l.

Et koik tabelis antud védartuspaarid rahuldavad seda vordust,
siis rahuldab seda ka paar (n; a,), s.t. kehtib seos
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Seda vordust nimetatakse geomeetrilise progressiooni iildliikme
valemiks. Andes siin n-ile mingi vaartuse, voime leida progres-
siooni niisuguse liikme, mille jarjekorranumbriks on see antud

vaartus.
Nii on geomeetrilise progressiooni
258 18 iha

iildliikkme valemiks
A= 302h

Kui tahame leida selle progressiooni kiimnendat liiget, siis
votame viimases valemis n =10 ja saame

Gr0=2-39 = 2. 19683 =39 366.

Ulesandeid.
337. Leia eksponentiunktsioonidele
gis Y Tane 5
(35 () 2302
vastavate geomeetriliste progressioonide neli esimest liiget.

338. Leia alljdrgnevatele progressioonidele vastavad ekspo-
nentfunktsioonid.

5 2 1 2
a) 1, 3, 9, 27, d)F’ 13, 33, 6—3-,
b) 64582 AR V8. ds e) —1, 2, —4, 8, ...
¢) 10, 2,2, 235 e f) 0,7; 0,07; 0,007; 0,0007; . . .

339. Leia eelmises filesandes [toodud progressioonide {ild-
liikme valemid.

340. Tee kindlaks, missugused jadrgmistest arvude jadadest on
aritmeetilised ja missugused geomeetrilised progressioonid.

A R ans o b G oabr o196 o
b2 A6 B 5289, -16,96,895. .15
CfeB Ty e g) 14,—7,35, &, . .-

d) %, — 5%, —5. ... _h) 456,233, 10, —213, . . .
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341. Leia geomeetrilise progressiooni noutud elemendid.
a) 5. liige, kui a;=3 ja g==2;
b) 4. liige, kui a3 =35 ja q——z—-?;

c) 6. liige, kui ag=3 ja g=735
d) 1. liige, kui as =256 ja qg=4;
o) 13. liige, kui ar=—02187 ja =13

f) 6. liige ja tegur, kui as=14 ja as= 169;
g) 9. liige ja tegur, kui ag="564 ja aj0=29.
342. Leia geomeetrilise progressiooni esimene liige a;, kui
a) ag=—640 ja ¢=2;
b) as=500 ja ¢ =12;
c) as=3125 ja ¢=25.
343. Leia geomeetrilise progressiooni tegur ¢, kui
i

a) 01:-9— ja (110:2187‘,

b) a,=6,25 ja a7 = 0,0256;
| B
C) a|:6—4 1a (113=64.
344. Leia geomeetrilise progressiooni liikmete arv n, kui
a) a;=6, a, =96 ja g=4;
b) =03, a,=0,108 ja q—=0.;
¢) a,=7467, a,=2333 ja g=05.
345. Arvuta logaritmide abil
a) a;, kui ¢=0,75 ja as = 5.9
b) a;, kui ¢=1,083 ja dy = 239.6;
c) ag, kui a; =2 ja ¢= 1,229;
d) ags, kui a; =1 ja ¢=1334.

§ 60. GEOMEETRILISE PROGRESSIOONI SUMMA VALEM.
Olgu antud geomeetriline progressioon
Ay, gy daas l. A
noutakse leida summat

Sp=ar+a+as+. ..+ aa

Kui liikmeid on vihe, siis on seda summat lihtne leida otsese
liitmise teel. Naiteks

5+ 25 4 125 -+ 625 = 780.
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Kui liikmeid on palju, siis otsene liitmine oleks tiilikas ja aega-
noudev. Seepérast on otstarbekohane siin samuti nagu aritmeeti-
lise progressiooni puhulgi tuletada valem, mis holbustab otsitava
summa arvutamist.

Kasutades iildliikme valemit, esitame summa S, koik liideta-
vad progressiooni esimese liikme ja teguri kaudu:

Sn=a4+ aig+ aig+. . .+ qign-1.
Korrutades selle vorduse molemad pooled g-ga, saame vorduse
Swi=ag+ag@®+ag+. . + ag

Lahutades teise vorduse pooltest esimese vorduse vastavad
pooled, saame

Sng—Sp=(a19+a,¢> + a,¢* + . . .+ a,g")—
—(@a+agtag®+ . .+ ag).

Avades sulud, saame pirast koondamist

Sng—Sp=ua\g" — q

ehk
Sn(¢§—)=a,(¢"—1),
millest
—aQ"—1) —a(—q"
e ehk N TEN
Kasutame, kui q > 1 Kasutame, kui q < |

Saadud valem ongi geomeetrilise progressiooni summa valem.
Leiame selle abil niiteks progressiooni

2, /6; 18; 54
itheksa esimese liikme su.mma'.
Siin on a,=2, g=3 ja n=9. Seega

So=rU2 30 | 19683 1— 19682

Geomeetrilise progressiooni summa valemile voib anda ka
teistsuguse kuju. Selleks avame koigepealt lugejas sulud:

S| bl )
Sn— q_] ]
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rakendades saadud murru lugeja esimeses liikmes progressiooni
iildliikkme valemit a,= a,g"~!, saame selle liikme kirjutada kujul
a,g ning summa valemi kujul:

a,q— 2,

Sn= q_l

Viimast summa valemi kuju kasutame juhul, kui on teada
progressiooni viimane liige a.

Ulesandeid.

346. Leia geomeetrilise progressiooni summa valemi abil jarg-
mised summad.

a) 34 4 68 -+ 136 + 272 -4~ 544 - 1088
1 3 7 7 7

by 7ek-3 5+ 1 -tw-tamta

¢) 2— 10 50— 250+ 1250 — 6250

d) 15— 12-9,6 — 7,68 -- 6,144

3417. Jooneéta alljairgnev geomeetrilise progressiooni elemen-
tide tabel vihikusse ning tdida liingad.

|
a; | q n a, S,
GRS 0 ARSI O ;
2 3 15
4 5 1 562 500
! 9 6725 601
6 1 241 864 704
—2 262 144 174 763
1 : 20 —524 288
32 feri 7 5187
3 32805
3 10 805
2 13 64
7 o
1 1
15 13 132 8607
—0,256 -2,5 —11,1534
6,25 7 0,0256 .
13 6,25 51 193,75
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348. Alljargnevate summade liidetavad moodustavad geo-
meetrilise progressiooni. Leia igal antud juhul: 1) progressiooni
tegur, 2) puuduvad liidetavad, 3) liidetavate arv ja 4) summa.

a) al®+ a% + a®2 . . .+ b0
b) a’—abh + a®h2 —a*b3 -+ . . . — b7

¢) a+\27117>+\2a_3§+...+b
d) as—l—\/_a:—b—l—\/a:b"’—{—...-}—b S
e) Va4 v a%h + a2+ . . .+ V.

349. Aednik tellis endale haruldase taime 20 seemet. Ta kiil-
vas esimesel ja igal jargmisel kevadel koik seemned ja sai igal
siigisel igalt taimelt 7 seemet. Oletades, et iikski seeme ei ldhe
kaduma, leia, mitmendal aastal saab aednik 5 kg seemneid, kui
40 seemet kaalub 1 g. -

350. Péevalill annab aastas keskmiselt 2 000 seemet. Oletame,
et kasvutingimused on pievalillele ithesugused iile kogu maa-
kera, et iga taim vajab joudsaks arenemiseks 1 m? pinda, et iikski
seeme ei ldhe kaduma, vaid idaneb ja annab uue taime, ning et
taim annab aastas iihe 16ikuse. Mitu aastat kuluks, et {ihest pieva-
lille-seemnest arenenud taimed kataksid planeet Maa kogu mais-
maa osa? Maakera raadius on 6 400 km ja mered moodustavad
72% maakera pinnast.

351. Geomeetrilises progressioonis on 20 liiget. Paarisarvulise
indeksiga kohtadel olevate liikmete summa on a ja paarituarvulise
indeksiga kohtadel olevate liikmete summa on b. Leia esimene |
liige ja progressiooni tegur.

352. Geomeetrilises progressioonis on 40 liiget. Esimese kahe-
kiimne liikme summa on a ja viimase kahekiimne liikme summa
on b. Leia esimene liige ja progressiooni tegur.

353. Keegi rddgib uudise kahele tuttavale. Need raigivad selle
edasi kumbki omakorda kahele tuttavale jne. Oletame, et edasi-
rddkimine toimub veerand tunni jooksul ja ainult neile, kes seda
uudist veel ei tea. Mis kella ajaks on see uudis 7-miljonilise elanik-
konnaga linnas koigile teada, kui esimene radkimine toimub kell 7
hommikul?

354. Kolhoos suurendab igal aastal oma pollupinda 1—15 0sa

vorra eelmise aasta pinnast. Mitmendal aastal iiletab pollupinna
kogukasv 509% ldhtepinnast?

355. Positiivsete litkmetega geomeetrilise progressiooni kolme
esimese lilkme summa on 221. Selle progressiooni kolmanda ja
esimese liilkme vahe on 136. Leia selle progressiooni kuue esi-
mese liikme summa.

356. Toesta, et geomeetrilises progressioonis on iga liige
(vdlja arvatud esimene) temale eelneva ja jirgneva liikme geo-
meetriline keskmine. : :
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357. Toesta, et kui kolm arvu x, y ja 2 moodustavad geomeet--
rilise progressiooni, siis

(x+y+2)(x—yt+a=2+y+2

358. Toesta, et iga geomeetrilise progressiooni algusest ja
Iopust vordsetel kaugustel seisvate liilkmete korrutis on jaav ning
vordub ddarmiste liikmete korrutisega.

359. Kasutades eelmises iilesandes leitud omadust, tuleta geo-
meetrilise progressiooni n liikme korrutise valem.

" 360. Leia progressiooni 1, 4, 16, . . . kuue esimese liikme kor-
rutis.

361. India prints Schiram oli malemdngust nii vaimustatud,
et lubas méngu leiutajale Sissa Ibn Dahirile autasuna iga summa,
mille see peaks kiisima. Mingu leiutaja palus endale autasu nisu-
terades ja nimelt: 1 tera malelaua esimesele ruudule, 2 tera tei-
sele, 4 tera kolmandale, 8 tera neljandale jne. Mitu tera palus
endale Sissa Ibn Dahir?

Terade hulgast kujutluse saamiseks olgu antud jirgmised and-
med: 1 kott (70 kg) sisaldab ligikaudu 1,6 - 106 tera; iihe kauba-
vaguni kandejoud on 16.tonni.

§ 61. TOKESTAMATULT KAHANEVA GEOMEETRILISE
PROGRESSIOONI MOISTE.

: Eksponentfunktsiooni a* uurimiskdigust teame, et kui

0 <a<1, siis argumendi tokestamatul kasvamisel eksponent-
funktsioon osutub tokestamatult kahanevaks suuruseks. Sellest
jareldub, et kui geomeetrilise progressiooni tegur on lihtmurd,
s. t. |gl <1, siis liilkmete arvu tokestamatul kasvamisel geomeet-
rilise progressiooni liikmed kahanevad tokestamatult. Naiteks
progressiooni

LR e B QU

JE0 Tty W AR T LA

e « ‘ L o
puhul tegur ¢ = 5 ning seetottu, kui n 2 oo, siis a,— 0.
Sama voib Gelda progressiooni
1 1 1 1

Wt S b e W0 4L
kohta, milles tegur on negatiivne, kuid absoluutvdirtuselt vaik-
sem kui 1 (antud juhul ¢ =— —é—)

Progressiooni nimetatakse 16pmatuks, kui tema liikmete
arv n tokestamatult kasvab, s. t. kui n = oo . Geomeetrilist prog-
ressiooni nimetatakse kahanevaks, kui tema teguri ¢ abso-
luutvaartus lg) < 1.
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Paragrahvi algul toodud arutluse pohjal véime niiiid éelda,
et 1opmatu ja kahaneva geomeetrilise progressiooni iildliige on
tokestamatult kahanev suurus. Siimboleis:

kui n > o0 jalg| < 1, siis a, = 0.

Seepdrast voib 1opmatut ja kahanevat geomeetrilist progres-
siooni nimetada ka tokestamatult kahanevaks geo-
meetriliseks progressiooniks. Seega,

1opmatu geomeetriline progressioon osutub tokestamatult
kahanevaks, kui teguri absoluutviirtus on viiksem kui 1.

§ 62. TOKESTAMATULT KAHANEVA GEOMEETRILISE
PROGRESSIOONI SUMMA.

Olgu vaja leida I6pmatu geomeetrilise progressiooni
LA LR £ ST 1 ey i e

koigi liikmete summa. Eespool tuletatud summa valemeid ei saa
niiiid kasutada, sest need kolbavad ainult siis, kui liikmete arv
n on 16plik. Seeparast votamegi litkmete arvu esialgu 16pliku
ning uurime summa muutumist liikmete arvu jdrsul suurenemisel
Niiteks kiimne, saja ja tuhande esimese lifkme summa arvutami-
sel saaksime valemi pohjal:

SR, ?—(l‘g% = 4(1 —0,519);
S0 = =4(1 —0,51%),
Sio00 = =4(1 —0,5'°%0)

Mirkame, et liikmete arvu kasvamisel antud progressiooni
summa jarjest vdhem erineb viidrtusest 4, sest kui n—>o00, siis
0,5 = 0. Nii jouame otsusele, et antud I6pmatu progressiooni
koigi liikmete summa peaks olema nimelt 4.

On kokku lepitud, et

tokestamatult kahaneva geomeetrilise progressiooni sum-
maks S loetakse arvu, millele liheneb progressiooni n
liilkme summa S, kui n 200,

Uurime niiiid geomeetrilise progressiooni n liikkme summa
valemit

Spe= a(l—gn)

oy , kui n =00 ja |gi<1.

Teame, et 1-st vdiksema arvu aste laheneb astendaja tokesta-
matul kasvamisel tokestamatult nullile, s.t. kui lgl<1 ja n = oo,
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~ siis g»— 0. Seepdrast voib valemist antud tingimusil litkme g”
kustutada ning saame uue valemi

¥

6
-Q
¥
i
i
1
 Had

mis osutubki tokestamatult kahaneva geomeetrilise progressiooni
~ summa valemiks. Valemi rakendamise nditena arvutame jargmise
lopmatu progressiooni summa:

- 1
I—lotahe 9"‘27 8]
B Siin aj =23 ja g=— % , seega
b S:-————] 3l:-2—=2%—
F 3
Ulesandeid.

362. Leia iga jargmise. lopmatult kahaneva geomeetrilise
progressiooni summa. i :

1 142 , (1) g By
a) I+5+(z) +{z)+. . 9z+z+stmt+
) 16-tdE 1o e st i aridy .
363. Joonesta tabelid vihikusse ja tdida tithjad kohad, kui a, on

tokestamatult kahaneva geomeetrilise progressiooni esimene liige,
g — tegur ja S — summa.

|
ay { q | S ay i R S
7 it 117 90
2
AL 4 0,96 250
3 S
5 7ok 0,88 05
2 i
14 X 0,94 0,53
J
R e
02 15 20 ] 1.2
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364. Leia tokestamatuit kahaneva geomeetrilise progressiooni
esimene liige ja tegur, kui summaks on: :

3

1 i1
a) a1 b)g@. C)m-

7
Missugust vaartust ei tohi |y| iiletada?
Niide. Olgu 828_-:-‘3;—;' Et S=2, siis tuleb antud murd

teisendada niisugusele kujule, kus nimetajas oleks esimeseks liik-
meks 1. Selle kuju saame murru lugeja ja nimetaja jagamisel
8-ga:

1
8
i
1+§y
1

Siit voime kirjutada, et a =y ja q=—%y. Et rahuldada

tingimust |g|<1, peab olema |y|< 38—.

365. 45°-se nurga haaral on voetud punkt, mis on nurga tipust
kaugusel a. Sellest punktist on ehitatud ristiik teisele haarale,
selle ristldigu aluspunktist on ehitatud ristlgik esimesele haarale
jne. Iopmata. Leia nende ristldikude pikkuste summa.

S =

A 8 m ~
a B s

—

Joon. 195,

366. Sirgel s kujutatud 1oiku AB=a (joon. 195) pikenda-
takse tema poole vorra ja saadakse punkt C. Loiku BC pikenda-
takse omakorda tema poole vorra jne., Koigile nii saadud 16iku-
dele kui diameetritele joonestatakse poolringjooned vaheldumisi
iiks iihele, teine teisele poole sirget s. Leia tekkiva koverjoone
kogupikkus p ning koigi poolringide pindalade summa S.




IX. LOPUTU KUMNENDMURD.

§ 63. HARILIKU MURRU TEISENDAMINE KUMNENDMURRUKS.

Hariliku murru teisendamisel kiimnendmurruks jagatakse
murru lugeja murru nimetajaga. See jagamine annab tulemuseks
kas tdpse arvu, nagu nditeks

5 £
e 2S5

v6i saame tulemuseks loputu perioodilise kitmnendmurru, nagu
nditeks

4
3:1,3333 TR

mida lithemalt kirjutatakse nii:

4 .
'5'_—' l-(ti)

N

Et kiimnendmurd on vordne hariliku murruga, mille nimeta-
jaks on kiimne aste, siis 16pliku kitmnendmurruna avalduvad need
harilikud murrud, mille nimetajas ei ole teisi tegureid peale 2 ja 5.
Pohjenda seda! )

Kui murru lugeja ei jagu tépselt nimetajaga, siis tekib jaak.
Jaagile kirjutatakse juurde O, saadud arv jagatakse uuesti nime-
tajaga, tekib uus jédk jne. Kui nimetaja teguriks on arv, mis
ei ole 2 ega 5, siis jatkub jagamise protsess Ioputult: Jagatiseks
saame 1putu kilmnendmurru. Jaak on alati vdiksem kui nimetaja.

Niiteks, kui on antud murd%, siis jaakideks voivad olla arvud

1.2, ..., (b—1), s.t. voimalik jadkide arv on 16plik ja vordub
(b — 1)-ga. Niisiis, kui jagamise protsess on loputu, siis arv, mis
on kord olnud jadgiks, kordub hiljem jille jaagina. Siis kordu-

vad aga ka temale jérgnevad jaagid. Niiteks teisendame g ja
2 kiimnendmurruks.

12 Matemaatika katsedpik X ki. w15



- 4..4

37 |7 19 |14
20| 5,285714 . . . 5011,3571428 .
80 80
40 100
750 20
L 60
il 40
] 120
- 80
Siin saime esimese iilesande jaakideks arvud 2, 6, 4, 5, 1, 3 ja
siis tuli jaagiks jille 2, millele jargnevad uuesti 6, 4, 5, 1, 3 ning

jallegi 2. Nii kordub see 1oputult.

Jaidkidele 2, 6, 4, 5, 1, 3 vastavad jagatises numbrid 2, 8, 5, 7.
1, 4, mis samuti hakkavad korduma. Need numbrid, mis jagatises
hakkavad korduma, moodustavad jagatise perioodi. Et jaga-
tiseks on 16putu kiimnendmurd, siis ei saa seda taielikult iiles
kirjutada. Seetottu on kokku lepitud kirjutada jagatises ainult
iiks periood ja eraldada see sulgudega.

Nii kirjutame

I —5,(285714) ja 1= 13(571428).

Kui periood algab kohe pirast koma, siis nimetatakse seda arvy
loputuks puhtperioodiliseks kiimnendmurruks. Kui aga periood ei
alga kohe parast koma, siis nimetatakse seda arvu loputuks sega-
perioodiliseks kiimnendmurruks. Seega esimene toodud niidetest
on loputu puhtperioodiline ja teine loputu segaperioodiline kiim-
nendmurd.

Ulesandeid.

367. Missugused jargmistest murdudest on esitatavad 16pliku
ktimnendmurruna: : ‘

—
N
—
—

4 121 1024,
157 7167, 625 !

Sie
A
&
o

2
5 )

/368. Esita jargmised murrud kitmnendmurdudena-

29 132 17 '3 16 87

9
5° 840 B T PO @
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§ 64. LOPUTU PERIOODILISE KUMNENDMURRU ESITAMINE
HARILIKU MURRUNA,

Olgu antud 16putu perioodiline kiimnendmurd
4,5(62).

Vaatleme seda arvu summana
.45-40,0(62).

Esitame teise liidetava harilike murdude abil:
62 62 62 ]
0,0(62)= 5055 1 160000 T 10000000 T "

Tulemuseks on t6kestamsa'lztu|t kahanevla geomeetrilise progres-
siooni summa, kus ai== 55 2 9= 10 - Kasutades vastavat
summa valemit, leiame, et

62

1000 __ 62.100 __ 62
g 0.0(62)="""4 = 1600.9% =~ 590 -
100
j Seega,
ks 62 45 2 4455+
5(E—=45 + S+ =
> ‘

Olesandeid.

360. Esita hariliku murruna jargmised 15putud puhtperioodi-
lised kiimnendmurrud: 0.(9): 0,(23); 0,(061); 2.(71); 63,(418).

370. Tuginedes eelmise iilesande lahendustele, sonasta eeskiri
16putu puhtperioodilise kiimnendmurru teisendamiseks harilikuks
murruks. :

371. Esita hariliku murruna jargmised 16putud segaperioodi-
lised kiimnendmurrud: 0,2(8): 0,3(54); 0.13(9); 2,65(15).

372. Tuginedes eelmise iilesande lahendustele, sonasta ees-
kiri 16putu segaperioodilise kiimnendmurru teisendamiseks hari-
likuks murruks.

373. Naiita, et

011...40222...40333...+...4099...=5.

§ 65. LIITINTRESS.

Hoiukassasse hoiule antud rahasummale, nn. hoiusele,
arvestatakse iga aasta 16pul juurde teatud kindel osa hoiusest.
Niiteks. kui aasta algul anti hoiule 50 rubla ja juurde arvesta-
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takse 2% hoiusest, s. 0. 1 rubla, siis on Jjargmise aasta algul hoiul
51 rubla. :

Juurdearvestatud summat nimetatakse intressiks ja arvu, mis
naitab, mitmendik osa hoiusest kuulub juurdearvestamisele, nime-
tatakse intressimiiraks.

Seega on toodud niites intressiks 1 rubla ja intressimdiraks
0,02

Ulesanne 1. Aasta algul on hoiul 60 rubla ning intressi-
maar on 3%. Kui suur on hoius jargmise aasta algul?
Lahendus. Aasta jooksul kasvab hoius 3% vorra 60-st rub-

last, s.0. 1,8 rubla; seega jargmise aasta alguseks on hoiul 618
rubla.

Ulesanne 2. Aasta algul viiakse hoiule % rubla; intressi-
maar on pY%. Leida hoiuse viirtus esimese, teise, ..., n-nda aastza
16puks, kui intressi arvestatakse ainult esialgu hoiule viidud sum-
malt.

Lahendus.

Esialgne hoiusumma: k;

esimese aasta I6pul: k - 1%%;

teise aasta lopul: k+%+%%=k+2-%;
kolmanda aasta Iopul: £ 3. f’T’(’);

n-nda aasta 16pul: kR-+n. 1’%-

2 _Néaeme, et sel viisil intressi arvestades moodustavad hoiuse
vaartused aritmeetilise progressiooni, mille vaheks on aastaint-
R Lo : A :
ress IT%' Sel viisil n aasta jooksul saadavat koguintressi 5;%(’;
nimetatakse lihtintressiks.

Ulesanne 3. Aasta algul viiakse hoiule k rubla; intressi-
maar on p%. Leida hoiuse vaartus n-nda aasta 16pul, kui igal
aastavahetusel liidetakse intress hoiuse senisele viirtusele
juurde, s.t. kui intressi arvestatakse ka intressilt.

Lahendus.
Esialgne hoiusumma: k;
esimese aasta I6pul: R+ %= (1 T T())Lo);
teise aasta I6pul: k(1+ﬁ)+k(l+%)ﬁ):
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kolmanda aasta lopul: k(l—{—l—&))a;
n-nda aasta 16pul: k(l—}—ﬁ)n.

Kirjeldatud viisil arvestatavat intressi nimetatakse liitintres-
siks. Kirjutades sel viisil arvutatud hoiuse védartused aastate jargi
ritta, saame geomeetrilise progressiooni

: P \. fpELe : P\
k; k(l—{—m), k(l—{—wo) k(1+100) ¥

Selle progressiooni tegurit ¢ = 1+ %6 nimetatakse intressite-
guriks. Niisiis,

liitintressi korral kasvab hoiule viidud rahasumma k
n aasta jooksul intressiteguri n-nda astme kordseks.

Siimboleis:

L=k (1+ )"

kus L on hoiuse loppvéartus.

Kui hoiusummat tahetakse aasta keskel suurendada voi tahe-
takse osa summat vilja votta, siis on tarvis arvutada intressi ka
kuude ja pdevade eest. Rahanduslikes kiisimustes loetakse aasta

pievade arvuks 360. Seega, kui ihe aasta intress on 150% rubla,

siis ithe kuu intress on 12f100 rubla ja ithe pdeva intress on
kp 3
360 - 100 rubla.

Hoiukassades makstakse hoiustelt, milliseid v6ib vélja votla
iikskoik millal, nn. noudmiseni-hoiustelt, 2% intressi ja tahtaja-
listelt hoiustelt, s.o. hoiustelt, mis on antud hoiule kuni kindla
tahtajani, 3% intressi.

Kui hoiustusaeg on iile ithe aasta, siis arvestatakse intressi
ikka liiteviisil, s.t. igal aastavahetusel liidetakse aastaintress
hoiusummale juurde.
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§ 66. SUURUSTE LIITPROTSENDILINE MUUTUMINE,

Liitintressiga analoogilise mottekdigu juurde jouame mitmete
muude iilesannete lahendamisel. Need tilesanded kuuluvad suu -
ruste liitprotsendilise muutumise valdkonda. Toome
moned naited.

Nédide 1 Kolhoosi aastast piimatoodangut % liitrit otsustati
suurendada igal aastal p% vérra. Kui suur on kolhoosi piimatoo-
dang m aasta pirast?

i g & R g e
Esimese aasta jooksul suureneb piimatoodang ﬁ liitri vorra
seega:

esimese aasta jooksul toodetakse piima k(14 £ liitrit;
: 100

teise aasta jooksul toodetakse piima k(l —+ %)2 liitrit.

m-nda aasta jooksul toodetakse piima k(1+ﬁ)" liitrit

Nidide 2. Ohurdhu kohta kehtib seadus: 100-meetrilisele
tousule vastab Shurchu vihenemine 1,2% vorra. Arvutada ohu-
rohk 400 m korgusel, kui merepinnal valitseb normaalrohk
(760 mm).

Kui 6hurohk merepinnal tahistada a,, 100 m korgusel ay jne.,

- siis rohud 100-meetriliste korgusvahede tagant moodustavad geo-
meetrilise progressiooni:

760: 760(1—1—1(%); 760(1-%% e,

Selle progressiooni tegur :
g==1-—0,012 =0,988.

Vastuseks on progressiooni viies liige 760 - 0,988¢~724 (mm).
Seega on ShurGhk 400 m korgusel 724 mm.

Ndide 3. Rahvaarvu aastane juurdekasv olgu 1%. Kui suur
peab olema pollumajandussaaduste toodangu aastase juurdekasvu
protsent, et 15 aasta parast tuleks iihe elaniku kohta pollumajan-
dussaadusi 2 korda rohkem kuj praegu? e

Eelkdige tuleb leida, mitmekordseks kasvab elanikkond 15
aasta jooksul.

Loeme praeguse elanike arvu tihikuks, siis a;=1. Aastase

juurdekasvu tegur q=—1 - 1&) = 1,01. Otsitav on progressiooni
kuueteistkiimnes liige.

Ge=a,-q¥%=1.1,011 ~ 1,16,
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Seega kasvab elanikkond 15 aasta jooksul 1,16 kordseks. Pol-
lumajandussaaduste toodang peab sama aja jooksul kasvama 2
korda suuremaks, s.o. 2,32 kordseks. ‘

Kui praegune pollumajandussaaduste toodang lugeda dihikuks,
siis: @y =1 j‘a a15=2,32 : ;

232— 1. qg»
6
q% 1,06:1-1—1-&').

Piistitatud noue on seega tdidetud siis, kui péllumajandussaa-
duste toodangu aastane juurdekasv on 6%.

Ulesandeid.

374. Opilane pani 31. augustil oma suvisest teenistusest
25 rbl. hoiukdssasse hoiule «noudmiseni». Kui suur oli Opilase
hoiuse vdirtus jargmise aasta 31. augustiks?

375. Tooline kogus raha moobli ja televiisori ostmiseks. Sel-
leks pani ta iga aasta algul hoiukassasse hoiule «<ndudmiseni» oma
iihe kuu palga 95 rubla. Hoiukassa arvestab liitintressi méaaraga
29%. Kui suur oli toolise hoiusumma esimese aasta lopul, teise
aasta 16pul? Kui suure summa vois tooline vélja votta neljanda
aasta 1opul?

376. Opetaja viis hoiukassasse hoiule «noudmiseni» iga kuu
12% oma palgast. Kui suur oli opetaja hoiusumma 1 kuu pérast,
2 kuu pirast, 12 kuu pérast (koik enne jarjekordset sissemaksu),
kui opetaja kuupalk on 85 rubla?

377. 3. septembril 1963. a. toimunud raha- ja asjade loterii
jarjekordsel loosimisel voitis 8. klassi opilane 65-rublase kiilmu-
tuskapi. Ta vottis eseme vaidrtuse vilja rahas ja andis hoiukas-
sasse tihtajaliselt hoiule kuni kooli lopetamiseni, s.o. 3. juulini
1967. a. Hoiukassa maksab liitintressi méaraga 3%. Kui suur on
tahtpdeval vidljavoetav summa? :

378. Isa pani temale makstud preemiast 24% tdhtajaliselt
(liitintressimédéraga 3%) hoiule oma pojale, kes hakkas parajasti
oppima 1. klassis. Kui suure summa saab poeg pérast kooli 16pe-
tamist (11 aastat hiljem), kui isale makstud preemia oli 50
rubla? :

379. Toostuse sisseseade maksis uuena 15000 rubla. Tema
vaidrtuse iga-aastasel hindamisel kustutatakse sisseseade vanane-
mise ja kulumise tottu 8% eelmise aasta vadrtusest. Kui suur on
sisseseade véartus 10 aasta pdrast?

380. Ameerika Uhendriikide president ja teadlane Benjamin
Franklin parandas oma testamendiga 1790. aastal Bostoni linnale
1000 naela tingimusel, et see kapital liitintressi kandes kasvaks
tihtajaliselt 100 aastat. Saadud summast, 130000 naelast kuulus
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100000 naela linnale, jaak tuli aga jétta uuesti sajaks aastaks
tahtajaliselt hoiule. Missugust intressimiira arvestas Franklin?
381. Puu korguse iga-aastane juurdekasv on 80% eelmise
aasta juurdekasvust. Mitme sentimeetri vorra kasvab puu teisel
aastal, viiendal aastal, kui ta esimesel aastal kasvas 25 cm vorra?
382. Toostuse toodangut kavatsetakse suurendada igal aastal
156% vorra vorreldes eelneva aastaga. Mitme protsendi vorra
suureneb t6dstuse aastatoodang seitseaastaku jooksul?
383. Radioaktiivse aine aatomeist laguneb o66pdeva valtel
2,8%. Mitme 66pdeva viltel laguneb pool selle aine aatomeist?
384. Toas, mille temperatuur on 20°, on keha, mille tempera-
tuur on 100°. Olgu keha soojusisolatsiooni tingimused sellised, et
keha temperatuur langeb igas minutis 2% vérra keha tempera-
tuuri ja toa temperatuuri vahest. Leia keha temperatuur poole
tunni pérast. ‘
385. Kuumutamisel laguneb vesinikiilihapend (Hy0,) veeks
ja hapnikuks. 10 minutit pérast reaktsiooni algust oli vesinikiili-

hapendi kontsentratsioon 8—% ja 10 minutit hiljem 4,8%. Arvuta

vesinikiilihapendi esialgne kontsentratsioon eeldusel, et kontsent-
ratsioon vdheneb iga minuti jooksul sama protsendi vorra minuti
algul olnud kontsentratsioonist. ‘

386. Kinnises anumas on vedela védavli kohal esialgu 1 g
vesinikku. Reaktsiooni t6ttu viheneb vesiniku hulk 12 tunni jook-
sul 0,832 grammini. Arvuta, kui palju vesinikku on anumas 24
tunni pérast, arvestades, et vesiniku hulk vdheneb iga tunni jook-
sul sama % vorra tunni algul olnud hulgast.




X. FUNKTSIOONI PIIRVAARTUS.
§ 67. LOPLIKULE VAARTUSELE LAHENEMINE.

Igapdevases elus esineb sageli juhtumeid, kus mingi suurus
liheneb teatavale kindlale (loplikule) véértusele. Toostuses
voimaldab tootmisprotsesside automatiseerimine ja mitmesuguste
ratsionaliseerimisettepanekute realiseerimine alandada toodangu
omahinda, lihendada seda teatud miinimumile. Sportlane, raken-
dades enam teaduslikult pohjendatud treeningumeetodeid, ldhen-
dab jirjest oma sportlikke tulemusi rekordile. Kolhoosi agronoomi
mureks on vietiste oige doseerimisega iiksikutele poldudele
lihendada hektiarisaaki eesrindlike majandite vastavatele néitaja-
tele.

Nii sportlase treener, tehase peainsener kui ka kolhoosi agro-
noom koostavad plaani, kus nahakse ette norm ning selle saavu-
tamise tahtaeg. .

Niiteks nahti iihes kolhoosis 1970. aastaks ette nisu hektari-
saagiks 27 tsentnerit. Planeeriti ka hektarisaagi kasv vahepeal-
seteks aastateks jargmiselt: :

1963. a. 14 tsentnerit
1964. a. 16 "
1965. 'a. 20 o
19665 a1 7022 u
1967. a. 24 A
1968. a. 25 o
1969. a. 26 &
0 A 24 o

Uks treener seadis aga oma hoolealustele eesmargiks, et need
piistitavad 1970. aastal 10000 m uisutamise maailmarekordiks aja
15 min. 26 sek. Uhtlasi planeeris ta 10000 m rekordaja paranda-

mise ka vahepealseteks aastateks:
15 min. 40 sek.

1963. a.

1964. a. 15 min. 35 sek.
1965. a. 15 min. 33 sek.
1966. a. 15 min. 30 sek.
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1967. a. 15 min. 29 sek.
1968. a. 15 min. 28 sek.
1969. a. 15 min. 27 sek.
1970. a. 15 min. 26 sek.

Iga jarjekordse voistlusega, ratsionaliseerimisettepaneku
rakendamisega voi oigesti organiseeritud maa harimise ning vie-
tisekiilviga lahendatakse tulemust piistitatud normile ehk, teisiti,
vahe saavutatud tulemuse ja normi vahel jirjest viheneb.

Teatud juhuslikest pohjustest soltuvalt, nagu naiteks haigus,
poud jne, vGib esineda plaani mittetditmist, mist6ttu lihenemine
piistitatud eesmirgile ei pruugi kulgeda kogu aeg monotoonselt,
s. t. kas kogu aeg tousvas joones (hektarisaak) voi kogu aeg lan-
gevas joones (10000 m uisutamise aeg).

Tegelikus elus kohtume veel teistlaadi ndhtustega. Nii nii-
teks toodangu omahinna vai sportlike saavutuste piir, mis esi-
algu piistitatakse, voidakse aja jooksul iiletada, Kuj kunagi peeti
kuulitoukes inimvoimete piiriks 17 meetrit ja 10000 m uisutami-
ses 17 minutit, siis niiiid on need piirid ammu iiletatud. Kuuli on

téugatud juba iile 20 meetri ja 10000 m uisutamise aeg laheneb
15 minutile.

ot 30+

28+ 28+

26+ 26
% —
224

181
6+
14
12

N

I
A /////ﬂ
' 72

O\,
10+ N\ 10
o ~iSN
S8 IR
BENNENE e
0 ol
1
Joon. 196.

vatena voi mono-

toonselt kahanevatena, siis tegelikkuses esineb nij plaani

mittetditmist kui ka selle iiletamist.
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Teaduse arenemisega suudetakse aga tegelikus elus jéarjest
tapsemini fikseerida niisuguseid piire, millistele toimub ldhene-
mine.

Matemaatikas ja tema rakendustes saame anda ette vaartusi,
mida vaadeldava muutuva suuruse védartused enam ei iileta, kiill
aga ldhenevad sellele tokestamatult.

Jirgnevalt vaatlemegi selliseid matemaatilisi suurusi, mis jar-
jest lahenevad mingile loplikule véértusele.

§ 68. LOPLIKULE VAARTUSELE LAHENEVAD SUURUSED.

Kolmnurga ABC tipp C hakkab nihkuma alusega AB paral-
leelset sirget mooda (joon. 197). Missugused kolmnurga elemen-
did osutuvad sel juhul tokestamatult kasvavateks suurusteks,
missugused tokestamatult kahanevateks suurusteks?

c G

—

Joon. 197.

Jilgime tipu B juures asetseva nurga muutumist. Paneme
tilicle, et tipu C kaugenemisel ldheneb see nurk sirgnurgale ehk,
teisiti, nurga B ja sirgnurga vahe ldheneb nullile.

Seega,
kui CC” = 00, siis ZB—> m ehk, teisiti, LB — u—> 0.

Muutuvat suurust nimetatakse Ioplikule vdirtusele ldhe-
nevaks suuruseks, kui selle muutuva suuruse viirtuste ja
Iopliku viirtuse vahe on tokestamatult kahanev suurus.

Et nurga B ja sirgnurga vahe ldheneb nullile, s.t. see vahe
on tokestamatulf kahanev suurus, siis on nurk B loplikule vaar-
tusele ldhenev suurus. ,

Et ka null on loplik véértus, siis toodud ndites on loplikule
vidrtusele lihenevateks suurusteks veel nurgad A ja C, sest
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kui CC’' oo, siis ZA— 0,
kui CC’" o0, siis ZB = 0.

Seega, tokestamatult kahanevad suurused kuuluvad loptikule
vaartusele ldhenevate suuruste hulka.

Arvu, millele lihenevad Ioplikule viéirtusele liheneva
suuruse vaartused, nimetatakse tema piirviirtuseks,

Nii on nurga B piirvdirtuseks sirgnurk, nurga A ja nurga C
piirvdirtuseks aga 0.

Joonisel 198 on niidatud 3 véimalikku juhtu muutuva suuruse
x vaartustele x;, x5, x3, ... vastavate punktide paigutuse kohta
Ioplikule vairtusele vastava punkti A suhtes.

A

a b 4
) 0 X Xz X3X4a
b) A ' X
0 a Xe X3 Xp Xy
A
¢ ' ' X
0 X Xg- = dri Xy Xy
Joon. 198.

Joonesta vihikusse I6ikudena muutuva suuruse vaartustele
vastavate punktide kaugused punktist A.

Néeme, et Ioplikule viirtusele ldhenevate suuruste korrat selle
suuruse véddrtustele vastavate punktide ja loplikule vdértusele vas-
tava punkti vaheline kaugus liheneb nullile. Muutuva suuruse
véddrtusele vastavad punktid voivad Ioplikule vdartusele vastavast
punktist asetseda kas paremal (juht a) voi vasakul (juht b) voi
kord paremal, kord vasakul (juht c)

Seega, juhul a) on x; — a<0,

juhul b) on x; — a>0,
juhul ¢) on kord X—a>0"Kord x, '==a<0.

Vaadeldav kaugus avaldub vastavate koordinaatide vahe
absoluutvdirtusena. See kaugus aga lidheneb koigil kolmel juhul
nullile.

Mirkus. Kui ei ole 6eldud, kuidas muutuy suurus laheneb Iplikule
véartusele, siis mdistame ldhenemist nii nagu juhul a).
Kiisimusi ja iilesandeid.

387. Missuguseid suurusi nimetatakse tokestamatult kasvava-
teks, missuguseid tokestamatult kahanevateks suurusteks?
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Joon. 199.

388. Joonisel 199 on esitatud monede kolmnurkade muutumine
tipu C nihkumisel méoda joonisel ndidatud sirget. Tee kindlaks,
missugused elemendid osutuvad seal tokestamatult kasvavaiks,
missugused tokestamatult kahanevaiks ja missugused neist oma-
vad nullist erinevat piirvaartust.

§ 69. FUNKTSIOONI PIIRVAARTUS.

Piirvdirtuse moistet rakendatakse funktsioonide uurimisel.

Olgu niiteks teada, et argument x —2 ja meid huvitab, mis-
sugusele vdirtusele ldheneb sel juhul funktsioon 2x—1.

Selleks kirjutame viélja rea 2-le ldhenevaid argumendi véar-
tusi ja leiame neile vastavad funktsiooni véértused.

£ 1 1,2 1,9

1,5 57 | 1,8

1,95 ‘ 1,98

2,6 2,8

2x—1l 1 l 1,4| 2 2,4

2,9 l 2,96

Paneme tihele, et funktsiooni vdirtused ldhenevad 3-le.
Seega, kui vahe x — 2 ldheneb nullile, siis ka vahe (2x—1)—3
laheneb nullile.
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Arvu b nimetatakse funktsiooni f(x) piirvdirtuseks argu-
mendi x ldhenemisel arvule a, kui koos vahe x—a lidhe-
nemisega nullile laheneb ka f(x) — b nullile.

Ulesandeid.

389. Koosta tabel, mis iseloomustaks jargmiste funktsioonide
muutumist argumendi etteantud muutumise korral (vt. méarkus
lk. 188):

a) —x -3, kui x—1; d) log x, kui x— 10;
b) 22 i x>y, e) Vx, kui x—= 9
c) x24 2x— 1, kui 5 ot P28 ks

Edaspidisel iilesannete lahendamisel me ei koosta enam tabe-
leid, vaid kalkuleerime jargmiselt.

Niide 1. Leida funktsiooni 5;‘;’:‘ piirvédrtus, kui x — 0.

Lahendus. Arutleme nii. Kui x — 0, siis ka x2— 0 ja samuti

5%2—>0, Kui aga 5x2=0, siis 5822—1- —1. Kui x= 0, siis
i A 2

x4+ 1-1 ja seega 5,):“1 ¥ le"—]‘ See tdhendab, et 5iﬂl~ ~
—(—1) > 0 ja seega —1 on antud funktsiooni piirvaartuseks, kui
X.=2>0;

Esitatud arutlusest ilmneb, et piirvdirtuse leidmisel kehtivad
laused:

1) summa piirvddrtus vordub liidetavate piirvddrtuste sum-
maga;

2) korrutise piirvddrtus vérdub tegurite piirvddrtuste korru-
tisega;

3)_jagatise piirvddrtus vordub jagatava piirvddrtuse ja jagaja
piirvdartuse jagatisega, kui jagaja piirvdadrtus ei ole 0.

Samad laused kehtivad ka siis, kui argument on tokestamatult
kasvav suurus. Siin me nende lausete toestusi ei esita.

Leiame niifid néitena iihe funkfsiooni piirviirtuse argumendi
mitme etteantud muutumise korral.

Nidide 2. Leida funktsiooni 1_:x2 piirvdartus, kui argu-
ment ldheneb 16pmatusele.

Kui x — o0, siis ka x2 =00 ja samuti 1 + 2= oo ning seega

1
R i
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' Niide 3. Leida funktsiooni piirvédrtus, kui argument

laheneb nullie.
Kui x =0, siis ka x2—>0 ja 1 4+ x2—1 ning seega

Wi
i+ x2

fite o
1422

e 1

Nadide 4. Leida funktsiooni
}éheneb 2-le.
Kui x = 2, siis X2 =>4 ja | + x2—>5 ning

i
ey

Tem Piirvédrtus, kui argument

14-x2 :
Nii on toodud nédidetes 2 kuni 4 funktsiooni Tll?ﬂ piirvaar-
tuseks argumendi ldhenemisel 16pmatusele 0, argumendi ldhene-
misel nullile 1 ja argumendi ldhenemisel 2-le %

Leia antud funktsiooni piirvddrtus veel juhul, kui x> —2 ja
kui x = 2!

Funktsiooni piirvdartuse iilesmarkimiseks kasutatakse siimbo-
lit lim, mis tuleneb ladinakeelsest sonast limes (piir). Nii Kirju-
tame eespool vaadeldud néiteid lithemalt jargmiselt:

; 1 < 1 . 1 1
lim — =0, lim — =1, lim —— =—.
%300 ¥ x>0 142 g < Bt

Uldiselt, kui funktsiooni f(x) piirvadrtuseks argumendi lihe-
nemisel a-le on b, siis kirjutame seda iiles jargmiselt:
: lim f(x)=06.

X—>a

X
Nidide 5. Leida lim {—%-
x—->1

Kui x = 1, siis 1 — x = 0; seega murru nimetaja ldheneb nul-
lile ja lugeja 1-le. Et praegusel juhul murru nimetaja "osutub
tokestamatult kahanevaks suuruseks, samal ajal kui lugeja jaib
Ioplikuks, siis on murd tokestamatult kasvav suurus. Seega puu-
dub 1ttemal Ioplik piirvddrtus. Seda tosiasja mirgime iiles jarg-
miselt:

lim —— =00
x._>l]—x

(loeme: argumendi  ldhenemisel 1-le kasvab funktsioon %‘

tokestamatult voi funktsiooni l—:} piirvdédrtuseks on 16pmatus).
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390. Leia jargmiste funktsioonide piirvairtused, kui x— 0.

Ulesandeid.

4
a) —4x 43 b) =
1 3—x
- T
#4203 s
3 6
1o
(2x — 1)? .
3— Ex
' 391. Leia piirvaartused.
a) lim(2x—3 e) lim
)x-—)4( ) ) 13 e
b) lim (4 — x?) i li 7 £
X = — xX—> —2
c) m(xt*—x2-41) g) lim 5—:
-5 ; o sE
4) lim (38 — 26— 1) h) lim jj—:f—;jT‘]‘

a2 )

392. Leia jargmiste funktsioonide piirvdartused, kui x — oo.

a) 3+ «x
5x

x2

b) x2-}5
16 —x
|

393. Leia jdrgmised piirvaartused.

.. x245
a)xl_1_)m2 x?4-3

l+sm 2%
—cos 4x

d) lim

x-—)z
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b) lim

x- 3

e) lim

x—>0

x2—3

x4 x2—1

sin x+tan x

cos x

F‘ﬁ

x24x+1
©) 3—2x
—x2—x+45
3+2x—x2
(3x—2)*
6—3x
0,14x— 8)
0,7+8,6x
i) lim( )
x> \1=x FerT
x2 2x
P oumls g
s> §
K (4= %) e 3 ]
k) 111’%[ 3x 4—x
x——)z

1) lim(3x2—4x3 1 1)3
5 o o

1
C) "
3L
55
3
x—|— ;
g x2—4x+1
c) lim e
x— 2 2x+1
2 cos 2x
B ll)mn sin x
oA




§ 70. FUNKTSIOONI PIDEVUS.

Seni lahendatud funkisiooni piirvdadrtuse leidmise iilesannetes
osutus funktsiooni piirvddrtus vordseks funktsiooni enda vaartu-
sega vastaval kohal, s. t. et :

lim f(x)=F(a).

X —>a

Kontrolli seda monede lahendatud {ilesannete juures!

Kui eksisteerib f(a) ja see on ka funktsiooni f(x) piirvadrtu-
seks tingimusel, et x = a, siis oeldakse, et funktsioon on kohal a
pidev.

Kui see seos kehtib argumendi kodigi vaartuste juures c-st d-ni,
siis oeldakse, et funktsioon f(x) on pidev vahemikus c-st d-ni ehk,
teisiti, funktsioon f(x) on pidev vahemikus ¢ < x < d.

Kui see seos kehtib argumendi koigi vdartuste puhul, mis kuu-
luvad funktsiooni médramispiirkonda, siis 6eldakse, et funktsioon
f(x) on pidev.

e

Joon. 200.

N

’

i Funktsiooni graafikul kajastub pidevus joone katkematuses
(joon. 200). Seni tundma opitud funktsioonidest on lineaarne,
ruut- ja teised astmefunktsioonid, samuti eksponent- ja logaritm-

. funktsioon ning siinus- ja koosinusfunktsioon pidevad, s. t. et nai-

| teks lineaarne funktsioon y=—ax-}+b on pidev vahemikus
— o0 < x < %ja logaritmfunktsioon y = log x vahemikus 0<x<c0.

Funktsioon y = g— on aga kohal x=0 katkev funktsioon, sest

0-ga ei saa jagada — funktsioonil puudub vdartus kohal x=0
(joon. 201).

Samuti puudub véaartus tangensfunktsioonil, kui x = g + kx,
kus- & on taisarv (joon. 202).
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Joon. 201. Joon. 202.

§ 71. FUNKTSIOONI PIIRVAARTUSE ARVUTAMINE JUHUL,
KUI FUNKTSIOON POLE ANTUD KOHAS MAARATUD.

Vaatleme niiiid sellised piirvddrtuse arvutamise iilesandeid,
kus funktsiooni vdirtuse arvutamine viib tulemusele 7 VoI —

s. t. et funktsiooni vaartus pole argumendi antud viirtusel maa-
ratud. Samasugusele tulemusele jouaksime, kui leiaksime nende
funktsioonide piirvdirtuse senikasutatud eeskirja jargi.

X241 __ oo

iy s ; e DL T
Naxteks)in_)m_ax_l_3 = xmxll)moo o

0

o Ja ;—': ei maara tulemust. Et selgusele jouda, mis on neil juh-

tudel jagatise piirvdédrtuseks, selleks tuleb funktsiooni avaldist
teisendada nii, et vabaneksime tegurist, mis lugejas ja nimetajas
liheneb samaaegselt nullile voi 16pmatusele.

Niide 1. lim 20~ jim (+3)(x=3)

x—->~—3x+3 R x+3

Et x > —3, siis x < —3 ja x4 3520. See annab vdimaluse
taandada murdu (x-3)-ga, s. o. teguriga, mis laheneb nullile,
ja otsida piirvdartust:

lim (x—3).
x—> —3
Seega,

29— lim (x —3)=—6

Ry g B FY x—> —3
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Ndide 2. Leida lim 5%t

: PR e

Juhul, kui argumendi tokestamata kasvamise korral murru
lugeja ja nimetaja molemad ldhenevad lopmatusele, siis taanda-
takse murdu argumendi suurima astendajaga astmega, mis esineb

selles murrus.

Antud iilesande puhul taandame musdu x%-ga.

Seega
LA
lim £+ — x 229
2->00 B X —>00 1__1_ 1 ’
x3
¥ R i ek
sest, kui x =00, siis — =0 ja samuti 5—>0.
Ulesandeid.
394. Leia piirvdédrtused.
4x : 4x
a) lim =— d) limy ==
) x—>0% x—>c0"%¥
2 : x2
b) lim - e) lim 2=
)x-—)03x x —>c03¥
2x % 2x
¢) lim = fy im =
) X o X —>00 x
395. Leia piirvdartused. ,
g 2x—2 . * x2—5x+6
a) lim - ¢) Hm ———=
)x-—>1x"1 P’ x2—6x+8
: A3 T st
bL_l_;m_:sm fl__l_;n_l_axﬂ.—Qx——lF:
; x2—x o x24+3x—4
¢) xlinl Tl g)xl_r)nl x+4x—5
: X34 52 li »—-9
i R
d?r—llm_sx”"”‘ h)'x—->a A

396. Leia piirvddrtused.

. x2—2x+41 . x+x—2
o) Jim 52 o Jim,

; x3+43x242x 3 e
b) lim =—5——% d) ]"“, 6x?—5x+1
X=>—2 x>

13*
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397. Leia piirvdartused.

: 3x—1 ; 4xt—5x

a) lim =— ¢) lim ———9%
s X-3oq¥ ¥l x —> 00 ¥*—3x+1
; 3x—1 : . 1+ x—3x?

b) lim - d) lim —2—of
x—> co X’ +1 g ! x—> 00 1Hx243x3

398. Leia jargmiste funktsioonide piirvédartused, kui x =0 ja
kui x —oo,

a) 2x—5 b) 3x24-5x—2
x+3 4x?—3x+1

399. Leia piirvddrtused.

§ i . L+t
a) lim i 20E ¢) lim 1+ il
x—> (COS X n d—tanx
Xy o
2
: 1—cos x ; tan x —sin x
b} xlino sin x d)xl_l_TO tan x+sin x

§ 72. FUNKTSIOONI PIIRVAARTUSE RAKENDUSI.
RINGJOONE PIKKUS,

a) Ringjoone pikkuse maoiste.

Ringjoon on koverjoon, pikkusiihik aga sirgloigu pikkus (néi-
teks 1 mm, 1 ¢cm, 1 dm jne.), seetdttu ei ole voimalik ringjoone
pikkust otseselt moota ja on vaja defineerida, mida moista ring-
joone pikkuse all.

Kui ringi sisse joonestada korraparane hulknurk, siis tema
limbermoot, mida saab pikkusiihiku abil modta, on lithem ring-
joone pikkusest, sest hulknurga kiiljed on lihemad neile vasta-
vatest ringjoone kaartest., Kuj hulknurga tippude arvu kahekor-
distada, saame uue hulknurga, mille iimbermogt on pikem eelmise

Seda tahelepanekut aluseks vottes defineeritaksegi ringjoone
pikkus jargmiselt. :
Ringjoone pikkuseks nimetatakse ringi sisse joonestatud korra-

piaraste hulknurkade imberméootude piirvddrtust, kui hulknurga
tippude arv tékestamatult kasvab.

Olgu ringi sisse joonestatud korrapdrane n-nurk (joon. 203).
Uhendades hulknurga tipud ringi keskpunktiga, tekivad vordhaar-
sed kolmnurgad alusega a, ja haaraga r. Selle kolmnurga tipu-
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360° # :
nurk on —— . Tombame hulknurga

apoteemi, mis on ka vaadeldava vord-
haarse kolmnurga korguseks. See
apoteem jaotab antud kolmnurga
OAB kaheks vordseks tdisnurkseks

kolmnurgaks OAC ja OBC. Nendes
o
kolmnurkades on iiks nurk 3—3—2— ja
.selle nurga vastaskaatet %’. Téis-
nurksest kolmnurgast OBC voime

kirjutada:

G

an - Joon. 203.
2 . 360° :
R

ehk
a, 3600

2~r=sm TR

Korrutades niiiid vorduse molemad pooled arvuga 2rn, saame

360°

s = SR Sin T

Et n-a, esitab ringi sisse joonestatud korrapdrase hulknurga
fimbermootu, siis on ringjoone pikkuseks :

\

: . . 360°
lim (n-a,) ehk lim 2r-n-sm—2— .
n—oco n—> oo 4 &
b) Arv =
360°

Vaatame, kuidas muutub avaldis n- sin A kui n kasvab.
Selleks koostame alljargneva tabeli.

360° * _ 360° ~360°
n Y sin < fi- sin 5"
i
3 , 60° ’ 0,8660 2,5980
6 30° 0,5 3,0
12 ' 155 0,2588 3,1056
24 ‘ 7°30’ 0,1305 3,1320
48 ! 3°45’ 0,0654 3,1392

Selle tabeli jatkamiseks ei piisa enam neljakohalisest siinuste
tabelist. Kui aga kasutada jarjest suurema arvu kohtadega tabe-
leid, siis voib tdhele panna, et peale 3,1, mis jdi juba antud tabelis
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s . 360° oy e Sy z
usima n - sin vaartusena, jddvad edaspidi n suurenemisel
p 2n . S
piisima

3,14; 3,141; 31415; 3,14159; jne,
Avaldise n-sin 3220 piirvédrtust tihistatakse kreeka keele

tdhega n (loe pii).
n ldhisvédidrtusena on koige enam kasutusel arv 3,14,
¢c) Ringjoone pikkus.

360° \ g5 \

Qn) ==mn Ja ringjoone pikkus on

Et lim (n-sin
nt—> co
lim | 2r.n-sin 320 ) » siis tahistades ringjoone pikkuse tahega c,
n— oo n

voime kirjutada

; 5 . 3600\
c==lim(n-a,)=lim 2r - (n tSine)=2r - n
L ~>00 n — oo

ehk, jéttes vahepealsed kirjutused ira,

€= 25

Et 2r —d, siis ka
o= sud;
Avaldades sellest vordusest s, saame

(4

a4’

mis iitleb. et iga ringjoone pikkuse ja labiméodu suhe on kons-
fantne ja vérdub n-ga

jip s

d) Ringi pindala.

Ringi pindala S all moistame ringi sisse joonestatud korra-
paraste hulknurkade pindalade S piirvddrtust, kui hulknurga tip-
pude arv tokestamatult kasvab, s. t.

S—IunS.

n— oo

Teades, et korrapirase hulknurga pindala avaldub tema umber-
moddu ja apoteemi poole korrutisega, voime kirjutada (joon. 203)-

k

S,,:(n ~ap)- 5"
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ja
? ky,
S=lim(n-a,) - 5.
n-—oo
Et lim(n - a,)==2xnr ja lim k,=,r, siis
n— oo n— oo

S=2qr - —;— = qur?
chk, jdttes dra vahepealse avaldise,

S = ar?

Ulesandeid.

400. Ringi raadius on r.
a) Kui suur on 1° kesknurgale vastava kaare pikkus?
b) Kui suur on 1° kesknurgale vastava sektori pindala?
401. Ringi raadius on 10 cm.
a) Kui suur on 15° kesknurgale vastava kaare pikkus?
b) Kui suur on 100° kesknurgale yastava sektori pindala?
402. Sonasta ringjoone kaare pikkuse leidmise eeskiri.
403. Sonasta ringi sektori pindala leidmise eeskiri.
404. Mis on ringi segment? Sonasta ringi segmendi pindala
leidmise eeskiri. '
405. Ringi raadius on 15 cm. Leia 25° kesknurgale vastava
segmendi pindala.
406. 1 meeter on ligikaudu roosoo, Maa iimberm@ddust,

kui Maad vaadelda kerana. Kui pikk on Maa raadius?

407. Kui pikk on meridiaani kraad, kui Maa raadius on
6 370 km?

408. Meridiaani minuti pikkust nimetatakse meremiiliks.
Leia meremiili pikkus meetrites, kasutades eelmise iilesande and-
meid.

409. Mitu pooret teeb vaguniratas minutis, kui tema diamee-
ter on 0,85 m ja rong sdidab kiirusega 80 km tunnis?

410. Poiss kiib iimber ringikujulise tiigi 7 minutiga. Kui suur
on tiigi pindala, kui poiss kidib 10 minutiga 900 m?

411. Sportlane ei jookse 100 meetrit mitte oma raja keskjoont
mooda, vaid joonisel 204 ndidatud kolme vordse ringjoone kaart
méoda, kusjuures vastavate ringide raadiused on 231,8 m ja kaar-
tele vastav kesknurk 8,25° Kui pika maa jooksis sportlane tege-
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Joon. 204.

1o

Joon. 205.

likult? Kui palju kaotas sportlane aega, kui sirgjoont méoda joos:
tes oleks ta labinud 100 m 11 sekundiga?

412. Vordkiilgsesse kolmnurka, mille kiilg on a, on joonesta-
tud kolm vordset ringi, mis puudutavad iiksteist ja kolmnurga
killge (joon. 205). Leia nende ringide vahele jddva kdverjoonse
kolmnurga pindala.




XI. ARVU MOISTE ULDISTAMINE.

§ 73. NATURAALARVUD.

Arvud 1, 2, 3, 4, 5, ... on naturaalarvud ja nad moodustavad
naturaalarvude hulga. - -
Tutvume naturaalarvude hulga omadustega.

1° a) Kahe naturaalarvu liitmise tulemuseks on jille naturaal-
arv, nditeks:

3+ 16=19, . 5639 4 872 =6511.

Et iga kahe naturaalarvu summa on ka naturaalarv, siis
tutleme, et

naturaalarvude hulgas on teostatav liitmise tehe.

b) Korrutades kaht naturaalarvu, saame tulemuseks jille natu-
raalarvu, néiteks

15-63=945 413-2675=1 104 775.
Et iga kahe naturaalarvu korrutis on naturaalarv, siis
naturaalarvude hulgas on teostatav ka korrutamise tehe.

c)- Kahe naturaalarvu vahe ei pruugi olla naturaalarv. Kui
nditeks lahutamisel

36 —24=—12
vahe on naturaalarv, siis lahutamisel
92 — 100—=—8

vahe ei ole naturaalarv.
Seetottu me iitleme, et

naturaalarvude hulgas pole lahutamise tehe alati teos-
tatav.
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d) Teostades jagamisi
100:4=25, 846:9=—94,

saame jagatiseks naturaalarvu, kuid jagades naiteks
39:6—6 vdi 8:9=—0,(8)

ei saa me jagatiseks naturaalarvu.
Seega

naturaalarvude hulgas pole jagamise tehe alati teostatav.

2° Naturaalarvude hulgas on olemas koige vdiksem arv 1, kuid
ei ole koige suuremat arvu. Toepoolest, kui suure naturaalarvu
me ka votaksime, ei ole ta ikkagi suurim, sest liites temaga nai-
teks iihe, saame temast suurema naturaalarvu. Seega

naturaalarvude hulk sisaldab 16pmata palju arve.

3° Olgu antud moned naturaalarvud:

5; 6722; 382; 163480; 16; 999 888 777; 59; 451.
Jarjestame need arvud suuruse jargi:

5; 16; 59; 382; 451; 6 722; 163 480; 999 888 777.

Kui oleks antud kuitahes palju naturaalarve, ikka saab neid
jarjestada suuruse. jirgi. Lithidalt ditleme:

naturaalarvud on jarjestatavad suuruse jargi.

4° Olgu antud mingi naturaalarv, nditeks 495. Sel juhul on
meil teada ka naturaalarvude jadas temale eelnev naturaalarv 494
ja temale jdrgnev naturaalarv 496. Kui naturaalarvuks on n, siis
temale eelneb naturaalarvude jadas arv n— 1 ja jargneb n 1.

Arvu a nimetatakse antud arvuhulgas arvu b naaberarvuks,
kui arvude a ja b vahel ei ole iihtegi sellesse arvuhulka kuuluvat
arvu.

Nii on arvud n—1 ja n+ 1 naturaalarvude hulgas arvu n
naaberarvudeks.
Seega

igal naturaalarvul (vélja arvatud 1) on kaks kindlat naa-
berarvu; arvul 1 on iiks naaberarv (2).

0123456789101 1213KI5

Joon. 206.
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5° Kui kujutame naturaalarvud arvteljel, siis vastab seal igale
arvule kindel punkt (joon. 206). Need punktid ei asetse tihedalt
iiksteise korval, vaid iga kahe punkti vahel on teatud vahe. See-
tottu Oeldaksegi, et

naturaalarvude hulk on diskreetne !.

§ 74. TAISARVUD.

Arvuhulga laiendamist teostame eesmirgiga saada niisugune
uus arvuhulk, milles on teostatav tehe, mis esialgses hulgas ei
ole teostatav. Nii nditeks, kui tahame laiendada naturaalarvude
hulka sellise arvuhulgani, milles lahutamise tehe oleks alati teos-
tatav, siis tuleb juurde votta arv 0, et saaks arvutada kahe vordse
arvu vahet, ning veel arvud —1, —2, —3, . . . , et vdiksemast
arvust saaks lahutada suuremat.

Naturaalarvude hulga laiendamine tdisarvude hulgaks

.. —4, =3, —2,—1,0,1,2, 3 4, ...

toimubki eesmdrgiga saada arvuhulk, milles peale liitmise ja
korrutamise on ka lahutamise tehe alati teostatav.
Tutvume tdisarvude hulga omadustega.

1° a) Osutub, et uues arvuhulgas ei ole mitte ainult voimalik
iga kahe naturaalarvu lahutamine, vaid ka uusi juurdevoetud
arve liites, lahutades ja korrutades saame alati tdisarvu, nditeks

(—2)+(—4)=—6 (—=2)+4=2
(—10)—(—3)=—7 (~=10)—3==-13
(—4)-(—3)=12 (—4)-3=—12.

Seega

taisarvude hulgas on teostatav liitmise, lahutamise ja kor-
rutamise tehe.

b) Jagades tdisarvu tdisarvuga voib jagatiseks olla tiisarv
voi mitte.
Niiteks

OI! Ut
™

(—16) : (=8)=2, (—5).: (—6)=
Seega
tdisarvude hulgas pole jagamise tehe alati teostatav.

! diskreetne (lad. k. discretus) — eraldatud.
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2° Et juba naturaalarvude hulk sisaldab lopmata palju arve,
niiiid aga lisandub neile veel 16pmata palju negatiivseid arve,
siis
tdisarvude hulk sisaldab I6pmata palju arve.

Kas tédisarvude hulgas on olemas kdige viiksem arv?

10 o P i e /50 e 48 10

Joon. 207.

Selgita ndidete ja joonise 207 abil, et tiisarvude hulgas keh-
tivad ka jargmised omadused:

3° tdisarvud on jirjestatavad suuruse jargi;
4° igal tdisarvul on tdisarvude hulgas kaks kindlat naa-
berarvu;

5° tdisarvude hulk on dikreetne.

Ulesandeid.

413. Nimeta 10 naturaalarvu. Kirjuta need suuruse jirgi.
414. Missugustele naturaalarvudele on arv n naaberarvuks?
415. Missugustele tdisarvudele on arv 0 naaberarvuks?

416. Kirjuta iiles naturaalarvude

10400; 1001000; 3040500; 1000 100

naaberarvud ja jirjesta kdik need arvud suuruse jargi.
417. Leia iilesandes 416 antud arvude summa ja kirjuta iiles
summa maaberarvud.

418. Nimeta 10 tdisarvu. Jirjesta need suuruse jargi.
419. Kirjuta iiles tidisarvude

30401; —41000; 1800 100; -—190001

naaberarvud ning jérjesta antud ja tileskirjutatud arvud suuruse
jargi.
%20. Leia iilesandes 419 antud arvude summa ja kirjuta {iles
selle arvu naaberarvud. ;
421. Leia iilesandes 416 ja iilesandes 419 antud vastavate
arvude vahe ning kirjuta iiles nende arvude naaberarvud. Jar-
. jesta need arvud suuruse jirgi.
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§ 75. RATSIONAALARVUD.

Et saada arvuhulk, milles ka jagamine on teostatav, laienda-
takse tdisarvude hulka murdarvudega ja saadakse ratsionaalarvude
hulk.

Igat ratsionaalarvu saab kirjutada taandatud murruna % , kus
a ja b on taisarvud ja b # 0.

Kui ratsionaalarv on téisarv, siis on b=1.

Tutvume ratsionaalarvude hulga omadustega.

1° Kahe ratsionaalarvu summa, vahe, korrutis ja jagatis on
ratsionaalarvud (muidugi juhul, kui jagamisel on modte, s.o. kui
. jagaja ei ole null).

Niiteks
3 154721
1T
At el
3 G 2
6 48
Sl 5t
5 5
(——-6-) 4——o.
Seega

ratsionaalarvude hulgas on teostatav liitmise, lahutamise,
korrutamise ja jagamise tehe.

2° Et niiiid on tdisarvude hulgale, mis sisaldab 16pmata palju
arve, juurde lisatud 1opmata palju uusi arve — murde, siis ka

ratsionaalarvude hulk sisaldab 16pmata palju arve.

Selgita ndidete abil, et ka ratsionaalarvude hulgas kehtib
omadus:

3° ratsionaalarvud on jdrjestatavad suuruse jargi.

4° Seame niiiid tilesandeks leida antud ratsionaalarvu naaber-
arve.

Niiteks olgu antud arv —87—, siis temale jargnevaks ratsionaal-

arvuks ei ole —g— == 1 sees] % ja 1 vahel asetseb néiteks arv %
(vt. joonis 208).
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185 X 5 i
8 128664 32 16

Joon. 208.

75 48

—8—<E <ot

Kuid ka %ei ole % -le jérgnev ratsionaalarv, sest nende vahel

29
asetseb nditeks arv 3

7 29 15
T <5<

Samuti jétkates voime kirjutada:
T 57w 90
8 <5132
Tx2a008 % 157
813864
jne.

Nii vGime 16putult jitkata arvuleg jargneva ratsionaalarvu
otsimist, kuid me ei leia seda, sest ikka v5ib tiles kirjutada ratsio-
naalarvu, mis on kiill suurem kui » kuid samal ajal ka viiksem

= - : 7 4
likskoik kui vihe 5 -st erinevast suuremast arvust.

Tapselt samuti on tulemuseta antud ratsionaalarvule eelneva
arvu otsimine.

Seega tdisarvude hulgale murdarvude juurdelisamine paisutas
arvuhulga nii suureks, et

ratsionaalarvude hulgas ei ole voimalik kindlaks miirata
naaberarve

ehk, teisiti,

iga kahe ratsionaalarvu vahel on 1opmata palju ratsio-
naalarve,

5° Kui esitada arvteljel ratsionaalarvudele vastavad punktid
(joon. 208), siis asetsevadki need seal tihedalt iiksteise korval.
Seetottu deldakse, et

ratsionaalarvude hulk on tihe.
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Ulesandeid.

422. Kirjuta 3 kiimnendmurruna avaldiivat ratsionaalarvu;
3 hariliku murruna avalduvat ratsionaalarvu, 3 tdisarvuna aval-
duvat ratsionaalarvu; 3 naturaalarvuna avalduvat ratsionaal-
arvu.

Jarjesta need arvud suuruse jéargi.

Leia nende arvude summa.

§ 76. RATSIONAALARVUDE HULGA LAIENDAMISE VAJADUS.

Osutub, et ratsionaalarvudele vastavad punktid ei kata arv-
telge tdielikult. Arvteljel leidub punkte, millele ei vasta iihtki
ratsionaalarvu. Toestame seda.

Olgu antud koordinaatteljestikus
ruut, mille tipud asetsevad punktides
A(0; 0),:#B{L: 0}, €@ 1), DL 1) =
(joon. 209). Asetame sirkli teraviku
punkti A4 ja kanname kauguse AC x-tel-
jele, saame seal punkti C’. Viidame,
et punktile C’ ei vasta iihtki ratsio-
naalarvu.

Toestus toimub vastuvéiteliselt. Ole-
tame, et leidub niisugune ratsionaalarv,

s.0. taandatud murd g, mis esitab

ihikruudu diagonaali pikkust.
Piitagorase teoreemi kohaselt on siis

=14+

A BREe

ja siit
a? — 2b2,

Et ainult paarisarvu ruut on paarisarv, siis peab a olema
paarisarv. Olgu a=2m. Asendades saame

42— 2b*
ja siit
2m? = b2.

Sellest vordusest jareldub omakorda, et b peab olema paaris-
ary. Olgu b= 2n. Siis on aga murd

a__2m
Bigrion

taanduv, mis on vastuolus eeldusega.
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Seega oletus, et leidub ratsionaalarve, millele vastab x-teljel
punkt C’, viib vastuolule. ; .

Jérelikult ei leidu niisugust ratsionaalarvu, mille abil saaks
avaldada iihikruudu diagonaali pikkust.

§ 77. IRRATSIONAALARVUD.

Olles laiendanud tiisarvude valla ratsionaalarvude vallaks,
joudsime arvuhulgani, milles on teostatav nii liitmise, lahutamise,
korrutamise kui ka jagamise tehe. Samas ilmnes aga, et sellest
arvuvallast veel ei piisa koigi pikkuste avaldamiseks ja seetottu
kerkibki vajadus arvuvalla edasiseks laiendamiseks niisuguste
arvudega, et igale arvtelje punktile vastaks kindel arv.

Nagu juba nimetatud, saab ratsionaalarve esitada kujul g,

kus a ja b on tdisarvud ja b 7 0. Igat harilikku murdu on aga
voimalik esitada kiimnendmurruna, kusjuures see kitmnendmurd
on kas Ioplik voi 1oputu perioodiline (vt. §63). Niiteks murrud

% ja 13‘—1 viljenduvad Ioplike kiimnendmurdudena:

1 14
—5— :2,8

‘2“20,5 ja

Sealjuures aga murrud g ja 1—;—5 on viljendatavad I6putute
perioodiliste kiimnendmurdudena:

5=0,(4) ja ®_» (285714).

Seega, ralsionaalarvud vdljenduvad kas tdisarvudena, loplike
kimnendmurdudena véi loputute perioodiliste kiimnendmurdu-
dena.

Arvuvalla edasiseks laiendamiseks on niisiis reserv olemas —
16putud mitteperioodilised kiimnendmurrud.

Uhikruudu diagonaali pikkuseks saame V2 (joon. 210). Kui
hakkame seda ruutjuurt arvutama, saame

V2=1,414213562373 .

Seda juurimisprotsessi saab aga jatkata.
& ¢ Tekib kiisimus: kas see juurimisprotsess voib
Ioppeda, s.t. kas V2 v6ib vorduda lopliku
kiimnendmurruga voi kas saabub koht, millest
alates numbrid hakkavad korduma, s.t. kas
V2 voib vorduda [6putu perioodilise kiimnend-
Joon. 210. murruga?

1
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Vastus on kindlasti eitav. Kui V2 vorduks lopliku voi loputu
perioodilise kiimnendmurruga, siis peaks ta olema ratsionaalarv.
Eespool toestasime aga, et ihikruudu diagonaali pikkus ei
avaldu ratsionaalarvuna.

Et aga V2 avaldub koma abil kirjutatud arvuna, siis saab see
olla ainult Ioputu mitteperioodiline kiimnendmurd.

Samuti avalduvad loputute mitteperioodiliste kiimnendmurdu-

it~ 5
dena naiteks /3, V7, sin 16° tan 382° log 4,32, w jne.

Koiki neid arve, mis avalduvad 1oputute mitteperioodiliste
kiimnendmurdudena, nimetatakse irratsionaalarvudeks.

Nigime, et irratsionaalarvule V2 vastas arvteljel kindel punkt.
Saab ndidata, et

igale irratsionaalarvule vastab arvteljel kindel punkt
ning et

arvtelje igale punktile vastab kas kindel ratsionaalarv voi
kindel irratsionaalarv.

'

§ 78. REAALARVUD.

Ratsionaalarvud koos irratsionaalarvudega moodustavad
reaalarvude hulga. :

Tutvume reaalarvude hulga omadustega.

1° a) Et igale reaalarvule vastab arvteljel kindla pikkusega
\6ik, siis kahe reaalarvu summa all moistame niisuguse 1oigu
pikkust, mis on saadud antud reaalarvudele vastavate loikude
liitmisel. ‘ '

A B C D
o A
8C D
o a+fi=Y
Joon. 211.

Asetame reaalarvule a vastava 1oigu AB arvteljele nii, et
alguspunkt A iihtib arvtelje nullpunktiga (joon. 211). Teisele
reaalarvule p vastava 16igu CD asetame arvteljele nii, et tema
alguspunkt C iihtiks esimese 16igu lopp-punktiga B. Teise 16igu
lopp-punktile D vastav reaalarv y on siis antud 1oikudele vasta-
vate reaalarvude summaks, s.t.

- aFp=v.
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Niisiis,
reaalarvude hulgas on teostatav liitmise tehe.
b) Kahe reaalarvu korrutise all moistame niisuguse 16igu

pikkust, mis on saadud antud reaalarvudele vastavate loikude kor-
rutamisel.

Joon. 212.

Loikugu kaks arvtelge nii, et 1oikepunktis on nende mdlema
alguspunktid (joon. 212). Uhele teljele kanname iihiku pikkuse
16igu OL ja reaalarvule B vastava 16igu OB. Teisele kiiljele kan-
name reaalarvule o vastava 16igu OA. Uhendame punktid L ja A
ning tombame punktist B loiguga LA paralleelse 16igu BD, siis
16ik' OD ongi reaalarvule af vastav 15ik.

Toepoolest, et kolmnurgad OLA ja OBD on sarnased, siis

OB __ OD
0L 04"
- Asendades siin OB=p, OL—1] ja OA=aq, saame
B _ oD
T
kust
OD — aﬁ.
Seega
reaalarvude -hulgas on teostatav korrutamise tehe.
¢) Naita, et
reaalarvude hulgas on teostatav ka lahutamise ja jaga-
mise tehe.
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Loputu mitteperioodilise kitmnendmurru véljakirjutamine on
voimatu. Seega, kui irratsionaalarvud on esitatud loputute perioo-
diliste kiimnendmurdudena, siis ei saa nendega sooritada tehteid
tapselt, vaid tuleb piirduda nende ligikaudsete véértustega selli-
ses ulatuses, mis praktiliselt vajalikuks osutub. Niiteks, kui iiles-

andeks on leida ringjoone pikkus 2xr ja on teada, et r=V/5 dm,
siis arvutamisel voime piirduda véirtusega 2,24, mis on raadiuse
pikkuseks millimeetrise tdpsusega, samuti piirdume siis @ aval-
dises kahe kohaga pidrast koma — 3,14. Vastuseks saame
14,1 (dm), s.t. et vastuse viga ei iileta viit sajandikku.

d) Selgita niidete abil, et reaalarvude hulgas jadvad kehtima
veel jargmised ratsionaalarvude hulgas kehtivad omadused:

9° reaalarvude hulk sisaldab lopmata palju arve;

3° reaalarvud on jédrjestatavad suuruse jargi;

4° reaalarvude hulgas ei ole vdimalik kindlaks méérata iihegi
arvu naaberarve;

5° kuna igale arvtelje punktile vastab kindel reaalarv, siis
iitleme, et

reaalarvude hulk on pidev.

Ulesandeid.

423. Leia graafiliselt reaalarvudele V3, V5, V8 ja V13 vas-
tavad 16igud.

424. Leia graafiliselt reaalarvude V5 ja V13 summa, vahe,
korrutis ja jagatis.

495. Leia reaalarvude /5 ja 3,14 summa ja korrutis, vottes ka
V5 ligikaudse véirtuse kahe kohaga parast koma, juhul, kui

a) 3,14 on tépne arv;
b) 3,14 on ligikaudne arv.

426. Teosta jargmised tehted, vottes tabelist irratsionaal-
arvud kolme kohaga parast koma.

a) 4n : d) Vv3-tan73°12
b) 3 sin 18°16 e) m-log 0,346

8 — — n
¢) 5 log 3625 i) VI8+ V5-logn—cos 7
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427. Kui véimalik, siis leia tulemus tépselt, kui ei, siis sajan-
diku tdpsusega. .

a) V2.8 ¢) \3/‘5—- \3/2_5 e) V6-v12

b) V2:-v9 d) cos 5 -bsinZ T f) =2

i 428. Kumb on suurem?

a) m voi 3,14 e) sin 50°30’ voi 0,77

b) V2 voi 1,42 f) « voi V10

¢) V3 voi 1,8 g) 3,4842 voi 61/2
e : T ﬂ A Z_l_

.d) log 31 voi 1,5 h) /3 vai 56 VOi g

§ 79. KOMPLEKSARVUD.

1) Ruutvorrandi lahendamine.

Ruutvorrandi

x4 px+g=0
lahendid on

w]'c
RS

Xe=— =+ e 1
: Ruutvorrandil on kaks erinevat reaalarvulist lahendit, kui
p

7 — 9> 0, ja kaks vordset reaalarvulist lahendit, kui p—:—qt:O.

Juhul, kui %3—4] < 0, me iitlesime, et ruutvorrandil lahendid

puuduvad.
Arvuvalla edasine laiendamine toimubki eesmargiga saada nii-

sugune arvuvald, milles ka sel juhul, ku1 —2- — g < 0, oleks ruut-
vorrandil lahendid.

2) Imaginaararvud.
Arvuvalla2 laiendamiseks nii, et ruutvorrandil oleks lahendid
juhul, kui p——q<0 defineeritakse uus iihik, nn. imaginaariihik i

(1d. imaginarius — niilik, ku]utletud) arvuna, mille ruut on —1,
R o

i e—
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Selle ithiku abil saame avaldada ruutjuurt negatiivsest arvust,
naiteks

Mgt (D= V—1=2i.

Arve bi, kus b on reaalarv ja i imaginaarihik, nimetatakse
puhtimaginaararvudeks.

Juhul, kui b==0, taandub puhtimaginaararv reaalarvuks 0.

= Ogradiid 2i 3i

Nla

Joon. 213.
Votame niiiid uue arvtelje, millel tihikuks on i (joon. 213). Sel-

lele saame kanda koik puhtimaginaararvud. Seda arvtelge nime-
tame imaginaarteljeks.

Et puhtimaginaararvu kordajaks on reaalarv, siis igale puht-
imaginaararvule vastab kindel imaginaartelje punkt ja, vastupidi,
igale imaginaartelje punktile vastab kindel puhtimaginaararv.

Ulesandeid.

429. lLahenda vorrandid.

a) x2—b5x+8=0 c) 2x2——4x—{—7:0
b) 3x2+2x+ 1=0 d) 3x2—2x -+ 1=0.

3) Korﬁpleksarvud.

Puhtimaginaararvud {iksi ei laienda olemasolevat reaal-
arvude hulka nii, et igal ruutvorrandil oteksid lahendid. Ruutvor-

randi x2 -4 px -+ g=0 lahendid juhul, kui %2——67 < 0, véljendu-

i
vad kujus u + vi, kus 4=— —’21 jav= I/q— T Niiteks on ruut-
vorrandi  x2 4+ 2x—+45=0 {ahenditeks x=— 1% V1—5=
= P

Arve kujus a + bi, kus a ja b on reaalarvud ja i on ima-
ginaariihik, nimetatakse imaginaararvudeks.

Imaginaararv koosneb reaalosast a ja imaginaarosast bi.

Imaginaararv a- bi taandub puhtimagmaararvuks bi, kui
a—0, ja reaalarvuks a, kui b =0.
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Reaalarvud, puhtimaginaararvud ja imaginaararvud koos
moodustavad kompleksarvude hulga.

Seega voime oelda, et ruutvérrand x2+px+g=0 on komp-
leksarvude hulgas alati lahenduy.

4) Kompleksarvude geomeetrilife kujuta-
mine.

Joonisel 214 on esitatud koordinaatteljestik. Abstsissteljel
kujutame reaalarve ja ordinaatteljel puhtimaginaararve. Imagi-
naararvule a 4 bi loeme vastavaks punktiks punkti (a; b). Seega
vastavad imaginaararvudele tasapinna punktid, mis ei asetse
telgedel.

Joonisel 215 on kujutatud punktid P,, P,, P; ja P, mis vas-
tavad imaginaararvudele 2= 2 Bi s Bl i s Y ja  3—4i
Punktidele Ps ja Pg vastavad puhtimaginaararvud 3i ja —b5i ning
punktidele P; ja Pg reaalarvud -3 ja 6.

J
(a;b)

7 7 i

Ps A Joon. 214;
K
P7 PG

i R
P3
.P4
Ps
Joon. 215.
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Igale ‘reaalarvule vastab kindel punkt abstsissteljel. Igale
puhh{nagmaararvule vastab kindel punkt ordinaatteljel. Igale
1m§glmaararvule vastab kindel tasapinna punkt, mis ei asetse tel-
gedel. #

Lithidalt voime Gelda, et

igale kompleksarvule vastab kindel punkt tasapinnal.

Ulesandeid.

430. Esita tasapinnal punktid, mis vastavad kompleksarvudele:

25, — 41,2 —5, 3 +54 3—24 —1,5—25i, —35+ 25
431. Missugused kompleksarvud vastavad ruudu tippudele,
kui ruudu diagonaalide 16ikepunkt asetseb koordinaatide algus-
punktis ja ruudu kiiljed pikkusega 2 on paralleelsed telgedega.
432. Leia korraparase kuusnurga tippudele vastavad komp-
leksarvud, kui kuusnurga diagonaalid 16ikuvad koordinaatide
alguspunktis ja tema kaks tippu asetsevad abstsissteljel.

5) Kompleksarvude vordsus.

Kaht kompleksarvu a--bi ja ¢ + di nimetatakse vordseteks,
kui nende geomeetriliseks kujutiseks on iiks ja sama punkt, s. t.
et punktide (a; b) ja (¢; d) vastavad koordinaadid peavad olema
vordsed:

a=c ja b=d.

Seega

kaks kompleksarvu on v6rd§ed. kui nende reaalosad on
vordsed ja imaginaarosade kordajad on vordsed.

6) Reaalarvu ja puhtimaginaararvu summa.

Nigime, et imaginaaraarv a + bi esitub reaalarvu a ja puht-
imaginaararvu bi summana. Kumbki liidetavaist on avaldatud
erineva iihiku (iiks reaalse, teine imaginaarse) kaudu. Leiame
niisugusele summale geomeetrilise tolgenduse. <

Igale kompleksarvule vastab tasapinnal kindel punkt. [gale
tasapinna punktile (vélja arvatud alguspunkt) vastab oma koha-
vektor. Joonisel 216 on esitatud arvudele a, bi ja a -+ bi vastavad
kohavektorid.- Uhtlasi ilmneb sealt, et imaginaararvule a - bi
vastav kohavektor on reaalarvule a ja puhtimaginaararvule bi vas-
tavate kohavektorite summaks. Seega reaalarvu ja puhtimaginaar-
arvu summa on tolgendatav vastavate kohavektorite summana.

Niita, et tolgendus kohavektorite abil kehtib ka kahe reaalarvu
liitmisel ja kahe puhtimaginaararvu liitmisel!
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Ofles = e a+bi

Joon. 216.

7) Kompleksarvude liitmine ja

Tehted kompleksarvude vallas defineeritakse nii, et jddksid

kehtima reaalarvude vallas kehtivad sulgude avamise ja sarnaste
liikmete koondamise eeskirjad.

Seega
(@ + bi)4-(c + di)=(a + )4 (b + d)i

(@ + bi) —(c+ di)=(a — )+ (b—d)i.

Kahe kompleksarvu summa on kompleksarv, mille reaal-
0sa on vordne liidetavate reaalosade summaga ja imagi-

naarosa kordaja on liidetavate imaginaarosade kordajate
summa.

ja

Lahutamist moistame ka kompleksarvude vallas liitmise poord-
tehtena.

Olgu iilesandeks leida vahe
(a -+ bi)—(c 4 di),
s. t. tuleb leida niisugune kompleksarv x 4 yi, et

(¥ ~yi)+(c 4 di)=1a -+ bi.
Liitmise eeskirja jargi
X+ c=a ja _y+d=—>
ning siit
A e e LWL L e,
Seega :
(a+bi)—(c+di):(a~c)+(b—d)i.
Kahe kompleksarvu vahe on kompleksarv, mille reaalosa

on vordne antud arvude reaalosade vahega ja imaginaar-

osa kordaja on antud arvude- imaginaarosade kordajate
vahe.
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¥
(b-d)i s
iy e
////
R~ Lo
/ 7
7 o e
4 7
// 2
L 4 R
c/// asc 0 a a-c
PZ dl
Joon. 217. T

Joonisel 217 on esitatud kompleksarvudele a—- bi ja ¢+ di
vastavad punktid P, ja Py samuti kompleksarvudele (a+c)+
+(b-+d)i ja (a—c)+(b—4d)i vastavad punktid Ps; ja Ps. Joo-
niselt ndeme, et

— — —
OP, 4+ OP,= OP;
ja
= — — —> —> o
OPI-—— P2: P4, iRy OP2+OP4:0P1
Seega

iga kahe kompleksarvu liitmine on tolgendatav vasta-
vate kohavektorite liitmisena ja vahe — vastavate koha-~
vektorite lahutamisena.

Ulesandeid.
433. Liida jargmised kompleksarvud.

a) (2 3i)+ 4i
b) 5i4 2i
¢) (54 4i)+@B—7i)
d) (2 5i)+(—2—2i)
e) (14i)+@+)+B+1)
f) (0,3—3,2i)+(l,15——§),8i)+(——:;1—i)
e (‘3+§")+(‘§—6i)+(‘r2‘)
h) (0.8— 0,20)+(0,1 — 1,3) (1,54 0,71)+(2.3 — 0.60)
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434. Arvuta jargmised vahed.

a) (5-+3i)—(2+ i) ¢) (2—3i)—(2+ 3i)

b) (54 4i)—(2—3i) d) (—24+4)—@2+i)
435. Leia graafiliselt jargmised summad.

a) (4—i)4(34 2i) ¢) (—3—4i)4-(—2—1)

b) (—243i)+(1 4 20) d) 2+ )4 (3+3i)
436. Leia graafiliselt jargmised vahed.

a) (3—2))—(241i) ¢) (=34 2i)—(2—3i)

b) (2 3i)— (4 — 2i) d) (—2—2i)—(2+ 2i)

437. Liida ja lahuta.

a) (5% —3yi) + (—2 + 8yi)— (2 — yi) —(7x — 2yi)
b) (2¢ — 8di)— (5¢ — 2di) 4 (¢ — di) — (—4c + 3di)

438. Leia x ja y viairtused nii, et kehtiks vordus:
a) 2+ 5ix — 3iy = 14i 4 3x — 5y,

8 : : 1
b); ;{—zy—?:?t—;o-{—y.

8) Kompleksarvu trigonomeetriline kuju.

Esitame tasapinnal asetsevad

7 punktid uute koordinaatide kaudu.

Nendeks koordinaatideks votame |,

a+bi punkti kohavektori pikkuse r ja

nurga ¢, mille see kohavektor

L moodustab x-teljega (joon. 218).

_ r kui vektori pikkus on alati posi-

L Ry tiivne ja ¢ muutub 0-st 2x-ni.

4 Jooniselt ndeme, et tdisnurk-

sest kolmnurgast saame vilja kir-
jutada seosed:

Joon. 218. @==r cos @;
b =r sin q.

Seega
a+ bi=rcos ¢ + ir sin Q.
Véttes r sulgude ette, saame
a—+ bi=r(cos ¢ + ising).

Avaldist r(cos ¢ + i sin @) nimetame kompleksarvu trigo-
nomeetriliseks kujuks.
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Koordinaati r nimetatakse kompleksarvu mooduliks ja nurka
¢ kompleksarvu argumendiks.

Avaldist a - bi nimetatakse kompleksarvu algebraliseks
kujuks

Kui kompleksarv on antud algebralisel kujul a -+ bi ja tahame
saada tema trigonomeetrilist kuju, siis r ja ¢ leiame seostest:

SR

r=Va?+ b
tan (p:%.

Nurga ¢ maaramise juures arvestame veel a (voi b) mérki.
Miks?

Niide 1. Leida kompleksarvu 21 5iitrigonomeetriline kuju.

Antud kompleksarvu trigonomeetrilise kuju saamiseks leiame
r ja @.

s AR ey R =Y 29,
5 .
tal'.l Ple=rtin: = 2,5,
¢=6812" voi @=248°12".

Et ¢ omab véartuse 0°-st 360°-ni ja tangensi vadrtused on
positiivsed 1 ja 111 veerandi nurkade puhul, siis tuleb selgitada,
mitmendas veerandis asub vastav punkt. Et a >0, siis on punkt
I veerandis ja seega @ =68°12".

Niisiis,
9 1 5i = \/29(cos 68°12’ +- i sin 68°12').
Niide 2. Teisendada trigonomeetrilisele kujule arv —4 — 2.

st e e
= V{4 (2= V20;
L ey
tang=_—3=75"-
Et b <0, siis asub punkt kolmandas veerandis ja
@ = 180°+ 26°34" = 206°34".
Niisiis,

4 9i=— /20 (cos 206°34" - i sin 206°34").




:
Ulesandeid. ’

439. Mitmendas veerandis asetsevad jargmistele komipleks-
arvudele vastavad punktid?

a) 4—3i c) 5+ 3i e) w3 8 |
byned gy 1 el A i D |

440. Leia eelmises {ilesandes antud kompleksarvude trigono-
meetriline kuju.
441. Teisenda antud kompleksarvud trigonomeetrilisele kujule.

gy B e) 3i |
by iy d) —2 il

442. Teisenda antud kompleksarvud algebralisele kujule.

a) 2(cos 45° 4 isin 45°) e) 5(cos 18°35" 4 i sin 18°35%)
b) 3(cos 120° —{— i sin 120°) ) 2,6(cos 104°20” -+ i sin 104°207) :
¢) 8(cos 225° 4 i sin 225°) g) {5 (cos 222°22" +- i sin 222°22/)

d) 12(cos 300°+ isin300°) h) ?(c05314°48'+fsm 314°48")

443. Teisenda antud kompleksarvud algebralisele kujule.

a) cos 0° - sin 0° e) Cos%nJrisin%n

b) cos 90° - i sin 90° f) m(cosx -+ i sin x1) !
c) cos 180° - i sin 180° 2) %(cosg A4 sin gn)

d) cos 270° 4- i sin 270° h) ;(cosg +ising

9) Kompleksarvude korrutamine.

Olgu antud kaks kompleksarvu a - bi ja ¢ -+ di. Leiame nende
korrutise, tuginedes eespool (lk. 216) toodud mirkusele, et sul-

gude avamine toimub kompleksarvude vallas tapselt samuti kui
reaalarvude vallas.

Seega,
(@ —+ bi)-(c + di)=uac + adi ~+ bei 4 bdi? —
=(ac—bd)+(ad + be)i.
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Olgu naiteks antud kompleksarvud
4= 3iiga.  —2==5L
Nende korrutiseks on
(4 — 3i)+ (—2 —5i)=(—8 — 15)+ (—20 + 6)i=—23 — 14i.

Anname niiiid kompleksarvude korrutisele geomeetrilise tol-
genduse. Selleks leiame koigepealt kompleksarvude korrutamise
reegli ka juhul, kui tegurid on antud trigonomeetrilises kujus.

Olgu antud kompleksarvud :

r1(cos @ + i sin @1) jé r2(cos @2 4 i sin @2) .
Nende korrutis on siis i,
r1(cos @y - i sin i)+ r2(cos @z - i sin@g) =
— rira(cos @i -+ isin @) (cos @z L isin @)=
— rirz(cos @) cos @2 i cos ¢ sin gz + i sin @y cos @2 +
+ 2 sin @y singz)= rirol(cos @1 €os g2 — sin @ sin @2)+

- i(sin @i cos @2 + €0 @1 sin 2) | = r1r2 [cos (@1 + @2) +
+ i sin(@1 + @2)].

Seega

kahe trigonomeetrilisel kujul antud kompleksarvu korru-
tis on kompleksarv, mille mooduliks on antud kompleks-
arvude moodulite korrutis ja argumendiks antud komp-
leksarvude argumentide summa.

Niiteks olgu antud kompleksarvud:
2(cos 15° + isin 15°)  ja 3(cos 110° + i sin 110°),
siis nende korrutiseks on
6(cos 125° -+ i sin 125°).

Kui a==r1cos @i 3 € =3 COS @2
b= r, sin @ i d =r, sin @g,

siis
(ac — bd)+(ad + be)i=rr2 [cos (@1 + @2) + i sin(@ + @) 1.

Kontrolli selle vorduse kehtivust!

Tuginedes trigonomeetrilises kujus antud kompleksarvude kor-
rutamise eeskirjale, saame kompleksarvude korrutamist tolgen-
dada geomeetriliselt jargmiselt.
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Kujutame koordinaatteljestikus iihele tegurile vastava koha-
vektori. Korrutisele vastava kohavektori saamiseks tuleb antud
vektorit pdorata teise teguri argumendi vorra ja muuta siis” vek-
tori pikkust teise teguri mooduli kordseks. Joonisel 219 on esita-
tud geomeetriliselt kompleksarvude

2(cos 30° i sin 30°) ja 3(cos 100° -+ i sin 100°) korrutis.

6(cos 130°+ i sin 130°)
s
Jcos 100°+|i sin 100°)
)
J
130°  2cos30°%i5in30°)
2 :
; R
| 3°
Joon. 219.

Kompleksarve a - bi ja a — bi nimetatakse kaaskompleks-
arvudeks.

Nii on nditeks arvu —3-2; kaaskompleksarvuks —3 — 2i.
Korrutame kompleksarvu oma kaaskompleksarvuga !

(@ bi) (a — bi)=a? -} b2

Tulemuseks on reaalarv. Niita seda ka geomeetriliselt!

See vordus niitab, et kompleksarvude vallas on voimalik ruu-
tude summat tegureiks lahutada.

Naiteks

9+ x2 = (3 + xi) (3 — xi).

Ulesandeid.

444. Leia jargmiste kompleksarvude korrutised.

a) 3(cos 72° 4 isin 72°): 5(cos 68° ~ i sin 68°)

b) 4(cos 113°+- i sin 113°). 2,3(cos 118° —+isin 118°)
c)i2 (cos% R o sin%n)-%(cos% e el sin%n)
d) 19(cos 36° + i sin 36°)- 16(cos~§— n+isin S 1:)
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445. Leia jargmiste kompleksarvude korrutised.

a) 2,5i-4i e) (54 iV3) (63—iV3)
b) (34 5i):2 iy (VE+ivn) (VE—iVn)
) (—8—Ti)-(—3i) g) (0,54 0,20) (24 30)

d) (V2—i)(vV3+iv2) h) (1—2)(G—1)

446. Leia geomeetriliselt jargmiste kompleksarvude korrutis.
a) 2 (cos% L isin %) .3(cos§ P, sin%—n)
b) 4(cos 160° 1+ i sin 160°)- 5 (cos 80° - i sin 80°)

447. Lahutada tegureiks.

a) a2+ 4 c) a%-+ 4b? e) a-fb
b) 1+~ ¢? d) 4m? - 9n? f) a2

10) Kompleksarvude jagamine.

Jagamist moistame ka kompleksarvude vallas korrutamise
poordtehtena.

Olgu iilesandeks jagada

(a - bi): (c + diy,

s t. tuleb leida niisugune kompleksarv x - yi, mille korrutamisel
jagajaga saame jagatava, s. t. et

(x 4 yi)-(c + di)="a + bi.

Kompleksarvude korrutamise eeskirjade kohaselt peavad keh-
tima vordused:
xc —yd=a;
xd 4+ ye=20.

Lahendades selle vorrandisiisteemi, saame

x_ac+bd 3 i bc—ad
—_C2+d2 ]a yr‘c2+d2 R
Seega,

a+bi __ ﬂ_bii_{_ bc—ad .
c+di — c2+d? c2+d?

Niiteks jagame (4 —3i):(—2—1).

Ay 5843 b(~8) :
B 7 G ; o St e 14 2i
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Leiame kompleksarvude jagamise eeskirja ka juhul, kui komp-
ieksarvud on antud trigonomeetrilises kujus.
Olgu iilesandeks jagada

7 (cos @+i sin )
r1(cos @y+i sin ¢y) ’

s. t. tuleb leida niiSugune kompleksarv ra(cos ¢ + i sin ¢2), mille
korrutamisel nimetajaga saame lugeja, s. t. et

4 $it ;4
Foly =1 }a . stit 1o == v
1

¢+ Q=9 ja siit pp=g¢— q,.

b

Niisiis,

7 (cos @+i sin @) el it A i
71(cos prFising) — 7 108 (9 — @1)+ i sin (¢ — @y)].

Kui osutub, et ¢ — ¢, <0, siis tuleb see nurk asendada vas-
tava positiivse nurgaga 360° 4 (¢ — ¢;), mis kuulub argumendi
voimalike véartuste piirkonda.

Naide.

2(cos 20°+i sin 20°) B % kit b,
5(cos 300°+1 sin 300°) — 0,4 (cos 80° - i sin 80°).

Et 20°— 300°=-—280°, siis tuleb argumendiks 360° — 280° —
= 80°. :
Kui a=r, cos ¢, : € ==T5COS @
b= r, sin ¢, 12 d—r,sin g,
siis
>+ bd bc—ad . G0
i+ ey = 2leos (91— 92) 4 i sin (g1 — o))

Kontrolli selle vorduse kehtivust!

Ulesandeid.

448. Leia jagatis.

5 17 i
& |08 5 1+lsm—n)

a) 3(cos 80°+i sin 80°) ¢) 36 ° 36
2(cos 20°+i sin 20°) 2 (cosi o f_)
3 3 3
b) 10(cos 292°+i sin 292°) d) 5,16 (cos 1,87 +i sin 1,87)
4 (cos 186°+i sin 186°) 2 R ap
a1l (cos 37 +isin 3”)



449. Leia jagatis.

1+iV3 —2V3i+t]

a) L3 dy =2 ) —2—
1—iV3 142iv3 a+2iva
5+2i 6—i - a—bi

b) 373 e) 5= D

3 B8y bi

©) i D = h) o

450. Leia geomeetriliselt jargmiste kompleksarvude jagatis:
a) 4(cos% - i sin —g—) . Q(COS% ~- i sin %) :
b) 0,5(cos 320° +- i sin 320°): 0,2(cos 35° -} i sin 35°%).

11) Kompleksarvude omadusi.

1° Nagu ndgime, on kahe kompleksarvu summa, vahe, korrutis
. ja jagatis kompleksarv, s. t. et

kompleksarvude hulgas on teostatav liitmise, lahutamise,
korrutamise ja jagamise tehe.

9° Juba reaalarvude hulk sisaldas Iopmata palju arve, niiiid
lisandusid neile puhtimaginaararvud ja imaginaararvud. Seega

kompleksarvude hulk sisaldab lopmata palju arve.

3° Reaalarvudele vastavad punktid asetsesid arvteljel. See
voimaldas jarjestada neid arve suuruse jirgi ja otsida antud
arvu naaberarve. Kompleksarvudele vastavad punktid asetsevad
tasapinnal. Siin ei ole voimalik oelda, kummale kahest punktist
vastab suurem kompleksarv. Seetottu

kompleksarve ei saa jarjestada suuruse jargi.
4° Samuti
antud kompleksarvul pole naaberarve.

5° Et tasapinna igale punktile vastab kindel kompleksarv, siis
kompleksarvude hulk on pidev.

§ 80. KOMPLEKSARVUDE KASUTAMINE KOLMANDA JA NELJANDA
ASTME KAKSLIIKMELISTE VORRANDITE LAHENDAMISEKS.

1) Kaksliikmelise vorrandi moiste.
Vorrandit nimetatakse kaksliikmeliseks, kui temale saab anda
kuju
x+m=0,

kus n on naturaalarv ja m on reaalarv.
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Naiiteks vorrandid:

x +b=0,
X =d=—0,
x3 1L f=0,
xt 4 k=0

on vastavalt esimese, teise, kolmanda ja neljanda astme kaks-

i

liikmelised vorrandid. |
Vorrandi x4 b=0 lahendiks on x=— —p. ;
Vorrandi x2 4+ d =0 lahendiks on X1=V—d ja xo=—\/—d. y
Kui d on negatiivne, siis on juurealune avaldis positiivne ja |
saame lahendeiks kaks mirgilt erinevat reaalarvu. 1
Kui aga d on positiivne, siis saame lahendeiks imaginaar- |
arvud i\/z{ja —d |
2) Vorrandi x*+a*=0 lahendamine.
- Kolmanda astme kaksliikmelise vorrandi X3+ f=0 lahendite

leidmiseks tdhistame vabaliikme a-ga, kus a>0, s.t. f=a3, ja
vaatleme niiiid vorrandi

x4ad=0
lahendamist. :
Vorrandi vasaku poole kuj kuupide vahe saame lahutada tegu- |
reiks: i

(¥ +a) (x2 — ax -+ a?)=0.

Seega antud vorrandi lahendamine taandub kahe uue vor- |
randi lahendamisele: '

X e ()
mille lahendiks on

ja

mille lahendeiks on

=2 (14 iv3).

Seega vorrandi x® + a3 = 0 lahendeiks on (kui a>0):

X) = —a; X= = (14+iv3); xy=35 (1—iV/3).
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Niide. Lahendada vorrand 3x%+4=0.

Teisendame selle vorrandi kujule x3 - % ()

b
Siin on a@®= % ja seega a= V%
Antud vorrandi lahendeiks on:
e A
X1 — 3

19/ 4 gans
XQ:—2—V—§' (1+1V3),

0 AT . =
x3:3]/3(1~z\/3).

3) Vorrandi x®—at=0 lahendabmine.

Tihistame vorrandis x3 -+ f =0 vabaliikme —a®-ga, kus a>0,
s.t. fe=—ad.

Lahendada tuleb seega vorrand
x3 —a3=0.

Selle vorrandi lahendame nii nagu eelmisegi vorrandi. Lahen-
deiks saame:

X =a,
n=g5 (—1+iv3);
x=15 (—1 —iV3).

5) Vorrandi x*+a*=0 lahendamine.

Neljanda astme kaksliikmelised vorrandid on esitatavad kujus
xt4at=0 ja ¥* —a*=0. :

Ka siin lahutame kdigepealt vorrandi vasaku poole tegureiks,

Selleks liidame ja lahutame kaksliikmele xt-4-a* avaldise
2a%x? ja seejarel lahutame ruutude vahe tegureiks:

x4} ate=x* -+ a* -+ 20%% — 2a%* =(x2+ a?)? VT ar)t e
—=(2+ a? — V2ax) (x> 4+ a*+ V2 ax).
Seega taandub antud vorrandi lahendamine vorrandi

(2 — V2 ax + a?) (x2 4 V2 ax +a?)=0

lahendamisele.




Kui siin
X2 —\/2ax 4 a2=0,

siis saame lahendeiks

4+ V2ax+ a2=0,

siis on lahendeiks
s oyl fnEaR vz o T AL
o 5 ail/2a Y. il/ 5 &= 5 (L 50).

6) Vorrandi x*—a*—0 lahendafnine.

Lahutades x* — a* tegureiks, saame

Xt —at=(x2—a?) (2 4 a2)=(x — a) (x + a) (x2 -+ a?).
Vorrandi

(¥ —a) (x + a) (x* + a?)=0

lahendeiks on;

X|1==a,
o R
x;;::ai;
X4=——aqai.

Ulesandeid.

451. Lahenda jargmised kaksliikmelised vorrandid.

a) ¥—927=0  ¢) 4x34 15—0
b) £34720=0 f) —2%8+ 70
¢) ¥ —625=0 g) — o xi 2 _g
d) x*49256=0 h) 32x* -+ 10,1 =0

7) Algebra pohilause.

Linaarvorrandite lahendamisel saame alati ithe lahendi.

Péarast arvuvalla laiendamist kompleksarvudega saame igale
ruutvorrandile kaks lahendit.

Eespool nidgime, et igal vaadeldud kaksliikmelisel varrandil
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on kompleksarvude vallas just niipalju lahendeid, kui suur omn
vorrandi aste. :

See omadus on iildine, s.t. kehtib kolmanda, neljanda, viienda
jne. astme vorrandite puhul ka siis, kui see vorrand sisaldab
liikmeid, kus tundmatu esineb madalamas astmes kui on vorrandi
aste. See tosiasi, mida siinkohal ei toestata, ongi tuntud algebra
pohilause nime all.

Nii on nditeks vorrandil

B —92x2 4+ x —2=0
kolm lahendit, 2, i ja —i, ja vorrandil
%5 - 3x4 — 5x3 — 1522+ 4x + 12—=0

on viis lahendit: =1, =2 ja —3.

Kontrolli neid lahendeid!

Korgema astme vorrandeid (nende lahendeiks pole enamikel
juhtudel tdisarvud) lahendatakse tavaliselt ligikaudselt, s.t. lei-
takse lahendid teatud tdpsusega. Vorrandite tipseks lahendami-
seks on vajalik vastava lahenduseeskirja — valemi — olemasolu.
Juba 21-aastaselt duellil surma saanud prantsuse andekas mate-
maatik d’Evariste Galois (1811—1832) toestas, et niisuguse
eeskirja andmine on voimalik ainult kuni neljanda astme vorran-
diteni.

Vorrandite ligikaudse lahendamise kohta on vilja toétatud
palju meetodeid. XI klassis tutvume neist iihega, mis périneb
tuntud inglise fiiiisikult ja matemaatikult Isaac Newtonilt.

§ 81. ARVUVALLA LAIENDAMISEST.

Seni tundma opitud matemaatika kursuses on mitmel korral
teostatud arvuvalla laiendamist. Algklassides arvutati ainult
naturaalarvudega. Hiljem opiti tundma positiivseid murdarve ja
negatiivseid téis- ja murdarve.

Positiivsed ja negatiivsed tiis- ja murdarvud moodusta-
vad nn. ratsionaalarvude valla.

V2, log 5, sin 10° jne. on arvud, mis ei kuulu ratsionaalarvude
hulka. Seega oppides tundma juurimist, logaritmimist ja trigono-
meetrilisi funktsioone, tdienes arvuvald irratsionaalarvudega.

‘Irratsionaalarvud koos ratsionaalarvudega moodustavad
reaalarvude valla.

Analoogiliselt on kulgenud arvuvalla laiendamine ka ajalooli-
sest seisukohast vaadatuna. Vana-Kreeka matemaatikud kasuta-
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sid naturaalarve ja positiivseid murdarve. Positiivse ja negatiivse
arvu moistet kasutasid esimestena hindud VI ja VII sajandil.
Moodus aga veel palju sajandeid, enne kui need arvud- ieidsid
tdit tunnustust. Niiteks taandatud ruutvorrandi 24 px+g=0
kordajate ja tema lahendite x; ja X, vahelised seosed tuletati
XVI sajandil prantsuse matemaatiku Francois Viéta poolt
ainult positiivsete lahendite puhul. Alles XVII sajandil muutuvad
negatiivsed arvud matemaatikas iildkasutatavaks.
Mitteratsionaalarvu olemasolu oli selge juba Vana-Kreeka

matemaatikuile ja Eukleides oma suure tdhtsusega to6s |

" «Elemendid» piiidis anda nende arvude kohta teatud teooria,
tuginedes geomeetrilisele kujutusele {thismoodutuist 16ikudest.

Uue matemaatikaharu — matemaatilise analiiiisi — tekkimise ja |
arenemisega XVII ja XVIII sajandil kerkis viga teravalt péeva- |

korrale vajadus anda range reaalarvude teooria. Selle iilesande
lahendasid XIX sajandil iiksteisest soltumatult saksa matemaati-

kud Richard Dedekind, Georg Cantor ja Karl Weier -

Sifria s's;

Itaalia matemaatik Geronimo Cardano avaldas XVI sajan- :

dil kuupvorrandi x® 4 px - g=0 lahendamiseks valemi:

3 3 % 3
puti b T v b atlei 1T
.X*—l/ 2+V4+27+l/ 9 4+27)

mille rakendamine juhul, kui kuupvorrandi koik kordajad on
reaalarvud, nouab. kompleksarvude tundmist. Cardano nimetas
neid arve «valedeks arvudekss. Uldise tunnustuse said’ kompleks-
arvud pédrast saksa matemaatiku Gaussi poolt antud kompleks-
arvude teooria pohjendust 1831. aastal. Kompleksarvude baasil,
mis esialgu ndisid olevat mingid «valed arvud», arenes hiljem
vilja kompleksmuutuja funktsioonide teooria, mille rakendused
on eriti hinnatavad aerodiinaamikas. Selles on suuri teeneid tun-
tud vene teadlasel Nikolai Zukovskil.

Kompleksmuutuja funktsioonide teooriat rakendatakse suure
eduga ka elektrotehnikas, tuumafiiiisikas ja elastusteoorias. Vii-
masel alal on silmapaistvaid tulemusi saavutanud ka endine
Tartu Ulikooli rakendusmatemaatika professor Guri Kolossovy
(1867—1931). ~
. Matemaatikas kui teaduses toimub loogilise arutluse lihtsusta-
mise huvides arvuvalla laiendamine naturaalarvudelt ratsionaal-
arvudeni teisiti kui siin kirjeldatud. See kulgeb nii, nagu seda
on tehtud eespool, naturaalarvudelt esmalt tdisarvudele ja siis
sealt ratsionaalarvudele. Edasi laieneb arvuvald reaalarvudele,
kompleksarvudele jne. Joonis 220 iseloomustabki- just seda
fakti, et iga uus arvuvald holmab endas temale eelneva arvu-
valla.
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Joon. 220.

Arvuvalla edasist laiendamist nii, et igale ruumipunktile vas-
taks kindel arv, pohjendas iiri matemaatik ja astronoom William
Rowan Hamilton 1843. aastal. Uusi arve nimetatakse kva-

ternioonideks.
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SISUKORD
I. Trigonomeetria (jirg).

Trigonomeetria eelmise osa kordamiseks :

Kahe nurga trigonomeetriliste funkisioonide summa ja \ahe tel-
sendamine korrutiseks 3

Vea iilemmadr nurga arvutamisel : >
Téisnurkse kolmnurga lahendamine logaritmide l\asutamlsega :
Trigonomeetriliste funktsioonide skaalad arvutusliikatil
Trigonomeetrilisi arvutusi liikati kasutamisega .

Kolmnurga pindala kahe kiilje ja nendevahelise nurga ]dl’g‘l
Siinusteoreem

Koosinusteoreem

Kolmnurga lahendamise naxtexd

Kolmnurga pindala valemeid

Kolmnurga lahendamise skemaatiline ulevaade ;

Il. Geomeetrilised teisendused iasapinnal.

Geomeetrilise teisenduse moiste .
Teljeline siimmeetria .

Ro6pliitke

Tsentraalsiimmeetria

Poore ;

Liikumine tasapmnal i
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