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Liihikokkuvote. Bakalaureuset6os tutvustatakse loplikke 7-triviaalsed mo-
noide ja naidatakse, et iga 1oplik [J-triviaalne monoid on sellise lopliku jér-
jestatud monoidi faktormonoid, mis rahuldab samasust x < 1. Késitletakse
regulaarseid keeli ja nadidatakse, et nad on tiikiviisi testitavad parajasti siis,
kui nende siintaktiline monoid on loplik ja J-triviaalne.
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Abstract.The purpose of this bachelor’s thesis is to present an overwiev of
finite J-trivial monoids and show that every finite [J-trivial monoid is the
quotient of an ordered monoid satisfying the identity < 1. We also introduce
the definition of regular languages and show that they are piecewise testable
if and only if their syntactic monoid is finite J-trivial monoid.
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Sissejuhatus

J-triviaalsed monoidid on kasulikud uurimaks tiikiviisi testitavaid keeli. T1-
kiviis testitavatel keeletel on palju rakendusi. Nad on leidnud kasutust esi-
mest jarku predikaatarvutustes, arvutuslingvistikas ja oppimisteooriates [4].
Nad moodustavad suure osa regulaarsetest ja tdrnivabadest keeltest (mil-
lel ka endal on palju rakendusi) ning lisaks moodustavad nad esimese taseme
Straubing—Thérien hierarhias |7]. Straubing—Thérien hierarhiat on kasutatud
néiteks 16plike monoidide klassifitseerimiseks [12].

Straubing ja Thérien toestasid oma t66s 11| J-triviaalsete monoidide
kohta jargmise teoreemi:

Teoreem 1. Iga loplik monoid M on J-triviaalne parajasti siis, kui ta on sel-
lise 1opliku jarjestatud monoidi faktormonoid, mis rahuldab samasust = < 1.

Lisaks toestasid nad, et eelnevast teoreemist jareldub Simoni teoreem:

Teoreem 2. (Simoni teoreem) Regulaarne keel on tiikiviisi testitav para-
jasti siis, kui selle keele siintaktiline monoid on 16plik [J-triviaalne monoid.

Henckell ja Pin andsid oma artiklis [2] uue toestuse teoreemi|l|iihele osale.
Nad néitasid, et iga loplik J-triviaalne monoid M on sellise lopliku jarjesta-
tud monoidi faktormonoid, mis rahuldab samasust x < 1.

Kéesoleva bakalaureusetto eesmérgiks on anda referatiivne iilevaade ar-
tiklist [2] ja néidata artikli [11] abil, et teoreemist [1] jareldub teoreem [2|

T66 esimeses peatiikis toome sisse J-triviaalse monoidi moiste ja toesta-
me moned edasise t66 jaoks vajalikud abitulemused.

Teises peatiikis uurime seose <7 omadusi loplikul J-triviaalsel monoidil
M. Vaatleme téhestikku A ja sonade hulka A* selliselt, et m : A* — M oleks
siirjektiivne homomorfism. Hulga A* abil konstrueerime 16puks sellise lopliku
jarjestatud monoidi, mis rahuldab samasust x < 1 ning mille faktormonoidiks
on monoid M.

T66 kolmandas peatiikis toome sisse moisted nagu keel, tiikiviisi testitav
keel, keele siintaktiline monoid, loplik automaat ja regulaarne keel. Seejarel
néitame, et teoreemist [I] jareldub teoreem [2]
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1. Vajalikud eelteadmised

Selles peatiikis on esitatud meile vajalikud definitsioonid ja omadused, mida
kasutatakse edaspidises t66s. Jargnevad definitsioonid on périt opikust [5] ja
artiklist [1].

Olgu X suvaline hulk, X # (), mida me nimetame tdhestikuks. Olgu
X koikide sonade hulk tahestikus X, see tahendab koikvoimalike loplike
jadade xixs...x, hulk, kus z; € X ja i € {1,...,n}. Loeme sonu xz;...x, ja
Y1Y2..-Ym vordseteks siis ja ainult siis, kui n = m ja z; = y; iga i € {1,...,n}
korral. Defineerides sonade korrutamise reegliga

($1I2~-In)(ylyz---ym) = (xle---InylyQ---ym)

muudame X+ poolrithmaks. Seda poolrithma nimetatakse vabaks poolriih-
maks baasiga X . Kui vabale poolrithmale X juurde lisada n.o. “tithi” sona
(ehk sona, milles pole tihtegi tdhte) on tulemuseks monoid, mida nimetatakse
vabaks monoidiks baasiga X ja tdhistatakse X*.

Olgu meil monoid M jaa € M, siis kirjutis MaM téhistab jargmist hulka:

MaM = {zay|x,y € M}.
Definitsioon 1.1. Olgu J seos monoidil M, mis on defineeritud jérgmiselt:
aJb <= MaM = MbM

mistahes a,b € M korral. Seost J nimetatakse Greeni J-seoseks monoidil
M.

Greeni seoseid on tegelikult viis (£,R,J,H ja D), kuid teised seosed
meid kéesolevas t60s ei huvita.
Kuna J-seos on refleksiivne, stimmeetriline ja transitiivne, siis on tegu

ekvivalentsiseosega. Ekvivalentsiseos moodustab monoidil M klassijaotuse,
mille hulki J, = {b € S|aJb} nimetatakse ekvivalentsiklassideks.



Definitsioon 1.2. Olgu P mingi hulk ja olgu sellel antud kahekohaline seos
<. Utleme, et < on eeljirjestus, kui ta on refleksiivne ja transitiivne. Teiste
sonadega, < on eeljarjestus, kui iga a,b,c € P korral kehtivad jargmised
véited:

1. a <a,

2. kuiia<bja b<csiisa<ec.

J-seos defineerib monoidil M eeljérjestuse <7, kus a <7 b parajasti siis,
kui MaM C MbM. Me edaspidi tahistame a <7 b kui sisalduvus MaM C
MDbM on range.

Definitsioon 1.3. Monoidi M nimetatakse [J-triviaalseks, kui koik selle
monoidi J-klassid on voimsusega 1.

Definitsioonist jareldub, et J-triviaalse monoidi korral, kui a 7b ehk MaM =
MbM, siis a = b.
Toome naite J-triviaalsest monoidist.

Niide 1.4. Olgu M = {1,a,b,c,ab,0} monoid, mis on méadratud Cayley
tabeliga:

0 1 a b ¢ ab
0Oj/0 0 0 O 0 O
1170 1 a b ¢ ab
al0 a 0 ab 0 O
b0 b 0 0 b 0
c |0 ¢ 0 0 ¢ O

ab|0 ab 0 0 ab O

Tabeli abil voib veenduda, et tegu on toepoolest monoidiga. Kirjutame vélja
igale monoidi M elemendile vastava J-klassi:

Jo=M1M = M,

Jo = McM = M{c,0} = {c,0,b,ab},
Ty = MbM = M{b,0} = {b,0, ab},
Je = MaM = M{a,0,ab} = {a,0,ab},
Tap = MbeM = M{ab,0} = {ab, 0},
Jo = MOM = {0}.
Monoidi [J-klasside struktuur on toodud joonisel [I.1]



Joonis 1.1: Monoidi M 7-klasside struktuur

Definitsioon 1.5. Olgu P mingi hulk ja olgu sellel méératud kahekohaline
seos <. Utleme, et < on osaline jirjestus, kui ta on refleksiivne, antisiim-
meetriline ja transitiivne. Teiste sonadega, < on osaline jirjestus, kui iga
a,b,c € P korral kehtivad jargmised vaited:

1. a <a,

2. kuiia<bjab<a,siisa=0,

3. kuia<bjab<c,siisa<c.

Lemma 1.6. Kui monoid M on [J-triviaalne, siis <; on osaline jarjestus
hulgal M.

Toestus. Peame ainult naditama antisiimmeetrilisust, sest iilejaanud omadu-
sed tulevad sellest, et <7 on eeljarjestus. Olgu a,b € M sellised, et a <7 b
ja b <7 a, siis MaM C MbM ja MbM C Mabll, seega MaM = MOM.
Vastavalt [J-triviaalsuse definitsioonile on niiiid a = b ja seos on antisiim-
meetriline. O

Lemma 1.7. Kui monoid M on J-triviaalne, siis iga a € M \ {1} korral on
a<g 1.

Toestus. Paneme téahele, et M1M = M ja seega iga a € M \ {1} korral
MaM C M1M = M. Seega a<71. Kuna a # 1, siis MaM # M1M, sest
monoid M on J-triviaalne ja seega kehtib range sisalduvus ning a <s1. [

Lemma 1.8. Kui monoid M on [J-triviaalne, siis selle elementide korrutis,
mis sisaldab iihikelemendist erinevat elementi, ei saa vorduda tihikelemendi-

ga.
Toestus. Olgua € M\ {1} jab € M. Kui me oletame, et ab =1 (juht ba = 1

on analoogiline), siis M = M1 C MaM ehk MaM = M. Kuna M1M = M,
siis J-triviaalsusest jérelduks, et a = 1, mis on vastuolu eeldusega. O]



2. J-triviaalsed monoidid ja jar-
jestatud monoidid

Kéesolevas peatiikis esitatud materjal pohineb artiklil [2]. Siin peatiikis uuri-
me koigepealt seose <; omadusi loplikul J-triviaalsel monoidil, M ning
vaatleme tdhestikku A ja sonade hulka A* selliselt, et tekib 16plik faktormo-
noid A*/~. Néitame, et A*/~ on jarjestatud monoid, mis rahuldab samasust
r <1 ja et algne J-triviaalne monoid M on selle monoidi faktormonoid.

Definitsioon 2.1. Monoidi (M, -) elementi a nimetatakse idempotendiks,
kuia-a=a.

Fikseerime lopliku J-triviaalse monoidi M. Siis leidub loplik tdhestik A
ja siirjektiivne homomorfism 7 : A* — M nii, et iga a € A korral 7(a) # 1.
Selleks voib votta néiteks A = M \ {1} ja defineerida 7(a) = a iga a € A
jaoks.

Téhistame monoidi M idempotentide hulka tdhisega E(M) ja sonade
hulka, mille kujutis on idempotent hulgas M, tdhisega R. Ehk liihemalt R =
7 (E(M)). Monoidi M elementide hulka, mis ei ole idempotendid, tihistame
N(M). Tahistame B = A\ R tahtede hulka, mille kujutiseks on hulga N (M)
element. Tiihi sona on hulga A* {ihikelement korrutamise suhtes.

Toestame niitid moned J-triviaalsete monoidide omadused.

Lause 2.2. Olgu a,b,c € M jae € E(M).
1. Kuia<gsbjaace E(M), siis ac <z be.
2. Kui e<sa, siis e = ea = ae.
3. Kuie<sajae<s0, siis e <7 ab.
4. Kui e <7 abe, siis e < 7 ac.

Toestus. (1) Kui a <7, siis a = xby, mingite x,y € M korral. Seega zbyc =
ac = (ac)(ac) = (xbyc)(xbyc). On selge, et xbycx <7 xbyc ja samas

xbyc = (xbyc)(zbyc) = (zbycx)(byc) <7 xbycz.



Kuna xbycx <7 xbyc ja zbyc < 7 xbycz, siis tulnevalt monoidi M J-triviaalsusest
on xbycr = xbyc. Saame ka, et

xbyc = (xbyc)(zbyc) = (zbycxb)(yc) < 7(xbycxb) = (xbycx)b = (xbyc)b
ning kuna ka (zbyc)b <7 xbyc, siis xbycb = xbyc. Seega
xbyc = xbycx = xbycb = xbycxb.

Kehtib ka

xbyc = (xbyc) (zbyc) < 7(xbycab)y = (xbyc)y <7 xbyc
ja

xbyc = (xbyc)(zbyc) <7 (xbycxby)c = (xbyc)c < 7 xbyc.
Seega xbyc = (xbyc)y ja xbyc = (xbyc)c. Kokkuvottes

ac = zbyc = (xbyc)c = (zbycb)c = (xbyc)be

ja seega ac < 7 be.

(2) Kui e <7 a, siis e = zay mingite x,y € M korral. Naitame koigepealt,
et zay = xayz. On selge, et zayxr <7 ray. Naitamaks et zay <7 rayx paneme
tahele, et

zay = (zay)(zay) = (zayz) - ay.
Seega ka xay <7 zrayzr ja tulenevalt monoidi M J-triviaalsusest saame, et
ray = rayx.
Naitame niiiid, et zay = xraya. Selleks paneme téhele, et

zay = (zay)(zay) = (zayz)ay = (zay)ay = (vaya)y

ja seega zray <7 zaya. On selge, et raya <7 xay ja seega ray = xaya ehk
e = ea. Vorduse e = ae saab analoogiliselt.

(3) Kuie<zajae<sb,siis ea = e = eb vastavalt omadusele (2) ja seega
e = ea = eab kust saame, et e <7 ab.

(4) Kui e <7 abe, siis e < 7 a, kuna abe <7 a. Analoogiliselt e <7 ¢ ja vas-
tavalt punktile (3) saame e <7 ac. O

Lemma 2.3. Iga u € A*\ {1} korral 7(u) <7 1.

Toestus. Kuna u € A* \ {1}, siis u ei ole tiihi sona ja jarelikult on esitatav
kujul v = a;...a,, kus n € N = {1,2,...} ja aq,...,a, € A. Nitd 7(u) =
m(ay...ap) = m(ay).. m(ay) ja kuna iga i € {1,...,n} korral m(a;) # 1, siis
vastavalt lemmale (1.8 ka 7(u) # 1 ja seega m(u) <7 1. O
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Definitsioon 2.4. Sona u € A* heaks faktoriseeringuks nimetatakse iihte
jargnevatest kolmikutest:
L. (ug,a,uy) kus ug,u; € A*, a € B, u = upauy, 7(u) <z m(up) ja
m(u) <z m(uy).
2. (ug, 1,uy) kus ug, u; € A*, u = upuy, m(u) <z m(up) ja m(u) <z m(uy).

Lause 2.5. Igal sonal hulgast A* \ R leidub hea faktoriseering.

Toestus. Olguu € A*\ R. Kuna 7(u) ei ole idempotent, siis ei saa u olla tiihi
sona ja koosneb vahemalt iihest hulga A elemendist. Tulenevalt lemmadest
ja[l.8on m(u) <7 1. Olgu ug sona u maksimaalse pikkusega eesliide, mille
korral kehtib 7(u) <7 m(up). Selline uy alati leidub, sest alati saame votta
eesliiteks tiihja sona ehk uy = 1. Maksimaalne eesliide leidub, sest u on hulga
A elementide 16plik jada. Téhistame u = ugauy, kus a € A ja méirkame, et
m(upa) = m(u). Vordus tuleb sellest, et uy oli maksimaalne selline eesliide,
mille korral m(u) <7 7(ug) ja kuna kehtib 7 (u) <7 7(upa), siis 7(u) = 7(upa).
Tulenevalt monoidi M J-triviaalsusest on 7(u) = 7(upa). Kuna m(u) ei ole
idempotent, siis 7(u) # m(uy), sest vastasel korral

m(u) = m(upauy) = w(upa)m(uy) = 7(uw)m(w).

Seega m(u) <z m(uy).

Kui a € B, siis (ug, a,u1) on sona u hea faktoriseering.

Kui a ¢ B, siis on m(a) idempotent ja sellisel juhul on (ug, 1, au;) sona u
hea faktoriseering. Selle naitamiseks piisab, kui me téestame, et 7(u) <7 7(auy).
Kuna 7(u) <7 m(auy), siis piisab naidata, et m(u) # m(au;). Oletame vastu-
vaiteliselt, et m(u) = m(auy) ja nditame jargmise vorduste ahela abil, et sellisel
juhul on u idempotent:

m(u) = m(ugauy) = w(ug)m(a)m(uy) = w(ug)mw(a)m(a)m(uy)
= m(upa)m(auy) = 7(u)m(u).

See on vastuolu sellega, et u € A* \ R ja seega m(u) <7 m(auy). O

2.1 Kahendpuud

Siin alapeatiikis toome sisse kahendpuu moiste, mis aitab meil edasises defi-
neerida faktoriseerimispuu. Selles ja jargmistes alapeatiikkides kasutame ka
iildisemat moistet puu, mis voib olenevalt kontekstist viidata nii faktorisee-
rimispuule kui kahendpuule.

Olgu antud siimbolite hulk S ja muutujate hulk V. Kahendpuude hulk
T(S,V) iile hulkade S ja V' on vihim selline hulk T, et:
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1. igav € V korral (v) € T,
2. kui tg,t; € T ja s € S, siis (to,s,t1) € T.
Puude hulka nimetatakse metsaks. Jargnevalt defineerime struktuurse in-
duktsiooni abil puu juure, lehed ja sisetipud:
1. Kuit = (v), siis v on puu ¢ juur ja ainuke leht. Antud puul ei ole tihtegi
sisetippu.
2. Kui t = (g, s,t1), siis s on puu ¢ juur ja puu ¢ lehtedeks on puude t, ja
t; lehed. Puu t sisetippudeks on s ja puude t; ja ty sisetipud.
Niimoodi téhistatult on lehed muutujad ja sisetipud siimbolid. Joonistel ta-
histame tippu (a) kui ringi sisse kirjutatud siimbolit a.

Naiide 2.6. Olgu S = {1,a,b,c} ja V = {u,v,w}, siis hulka T'(S, V') kuulub
puu ((w,a,v), 1, ((v,c,u),b, (u,1,v))) mida on kujutatud joonisel 2.1]

Joonis 2.1: Puu

Tipu asukoha kahendpuul voib ette anda nullidest ja iihtedest koosneva
sonana p € {0,1}*. Sona p kirjeldab teekonda juurest antud tipuni, kus 0
tdhendab tipus vasaku haru valimist ja 1 tdhendab tipus parema haru vali-
mist. Eelnevalt joonistatud puul on kolm tippu vaartusega v. Nende tippude
asukohad puul saab kirja panna kujul 01, 100 ja 111. Kui meil on antud
asukoht p puul ¢, siis kirjutame alampuu, mille juureks on tipp asukohaga
p kujul £),. Olgu niitid s mingi puu. Me tahistame puu, mis saadakse, kui
puus t asendada alampuu ¢, puuga s, tdhisega ¢[s],. Eelneva saab rangelt
defineerida jargnevalt:

1. Kui p on tiihi sona, siis ¢, =t ja t[s], = s.

2. Kui p = 0q, kus ¢ on mingi nullidest ja tihtedest koosnev sona ja kui

t = (to,w,ty), siis t, = to|, ja t[s], = (to[s]y, 2, t1).
3. Kui p = 1¢, kus ¢ on mingi nullidest ja iihtedest koosnev sona ja kui
t = (to,x,t1), siis t), = t1), ja t[s], = (to, z,t1s])-
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Definitsioon 2.7. Puu ¢t = (to, z,t;) labitakse keskjirjestuses, kui koige-
pealt ldbitakse puu ty keskjarjestuses, siis ldbitakse tipp z ja siis labitakse
puu t; keskjarjestuses.

Utleme, et asukoht ¢ on paremal pool asukohast p, kui tippu ¢ kiilas-
tatakse peale tippu p puu keskjarjestusega labimisel. See tdendab, et peab
kehtima iiks jargmistest tingimustest:

1. p=r0p' jaqg=rld, kusr,p/,¢ € {0,1}*.

2. ¢ = plq/, mingi ¢’ € {0,1}* korral.

3. p=q0p/, mingi p’ € {0,1}* korral.

Iga juhu kohta on toodud lihtne néide joonistel 2.2] 2.3 ja [2.4]

3 g

Joonis 2.2: Juht 1 Joonis 2.3: Juht 2 Joonis 2.4: Juht 3

Juhul, kui asukoht ¢ on paremal pool kdigist asukohtadest kujul p{0, 1}*,
siis iitleme, et asukoht ¢ on paremal pool alampuust juurega asukohas p.

2.2 Faktoriseerimispuud

Siin alapeatiikis toomes sisse faktoriseerimispuu moiste ja toestame moned
faktoriseerimispuude omadused.

Faktoriseerimispuu on kindlaid tingimusi rahuldav puu, kus stimbolid on
hulgast (B U {1}) x N(M) ja muutujad on hulgast R x E(M). Seega on
sisetipud kujul (a,n), kus a € BU {1} jan € N(M) ning lehed on kujul
(u,e), kus u € R ja e € E(M). Tipu esimest komponenti, mis on alati
hulgast A*, nimetame tulemiks (ingl. yield). Tipu teist komponenti, mis on
alati monoidi M element, nimetame tipu margendiks. Puu ¢t mérgendiks
nimetame selle puu juure mérgendit ja téhistame seda A(t).

Anname niiiid faktoriseerimispuu range definitsiooni.

Definitsioon 2.8. Puu on faktoriseerimispuu, kui ta rahuldab iihte jarg-
misest tingimustest:
1. puu on kujul (u,e), kus u € R ja e € E(M), ning e <7 m(u),
2. puu on kujul (g, (a,n),t1), kus ty ja t; on faktoriseerimispuud, a €
BU{1} jan € N(M) ning lisaks n <7 A(to), n <7 A(t1) ja n <7 m(a).
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Teisest tingimusest selgub, et faktoriseerimispuu méargendid moodustavad
kuhja jérjestuse > suhtes. See tiahendab, et kui tipul (p,n;) on alluv tipp
(g, n2), siis ny <7 nas.

Oma joonistel kujutame me tippu (a,n) kui ringi sisse kirjutatud siimbolit
a, millel on korval méargend n.

Naide 2.9. Niites tutvusime monoidiga M = {1,b,¢,ab,0}. Olgu meil
1oplik tdhestik A = {a,b,c}. Vaatame homomorfismi = : A* — M, mis on
defineeritud jérgnevalt: m(a) = a, w(b) = b, 7(c) = ¢. Seega on madratud
hulgad E(M) = {1,¢,0}, N(M) = {a,b,ab}, B={a,b} ja R=n"'(E(M)).
Seda koike teades saame kirja panna iihe faktoriseerimispuu:

(((]‘7 C)’ (17 b)7 (17 1))7 (a7 ab)7 ((17 1)7 (b7 b>7 (CC7 C)))'
Antud puud on graafiliselt kujutada joonisel [2.5]

Joonis 2.5: Faktoriseerimispuu

Puu ¢ tulemiks nimetatakse sona p(t), mis saadakse, kui antud puu labi-
takse keskjirjestuses. Selle saab rekursiivselt defineerida jargnevalt:

1. kui t = (u,e), siis u(t) = u,

2. kui t = (to, (a,n),ty), siis pu(t) = u(to)au(ty).

Naéiteks puu, mis on esitatud joonisel 2.5 1dbimisel keskjdrjestuses saame
sonad ¢, 1,1, a, 1, b, cc. Seega selle puu tulemiks on cabce.

Puu vaartuseks nimetame selle puu tulemi kujutist monoidis M. Me ta-
histame seda v(¢). On lihtne néha, et v = 7 o p. Tuletame meelde, et puu
koik lehed on hulga R x E(M) elemendid. Seega kui ¢ on iihetipuline puu,
siis v(t) on idempotent hulgas M.

Kui puu tulemiks on w, siis seda puud nimetatakse sona u faktoriseeri-
mispuuks. Koigi sona u faktoriseerimispuude hulka nimetatakse selle sona
faktoriseerimismetsaks ja téhistatakse F'(u). Jargnevalt niitame, et F'(u) ei
ole kunagi tiihi.
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Lause 2.10. Iga sona u korral leidub faktoriseerimispuu, mille margendiks
on 7(u).

Toestus. Toestame véite induktsiooniga.

Baas. Kui u € R ja u on pikkusega 1 voi w = 1 (ehk w on tiihi sona), siis
vastavalt faktoriseerimispuu definitsioonile, on (u, 7(u)) faktoriseerimispuu.
Kui u € B ja u on pikkusega 1, siis ((1,1), (u,7m(u)), (1,1)) (tipus (1,1) on
esimene 1 tiihi sona ja teine 1 monoidi M {ihikelement) on sobiv faktorisee-
rimispuu, sest 7(u) <7 7(1) =1 ja w(u) <7 7(u).

Samm. Olgu niiiid v sona pikkusega k& > 1 ja oletame, et viide kehtib
iga liihema sona puhul. Kui u € R, siis on (u, m(u)) faktoriseerimispuu. Olgu
niitid v € B, siis vastavalt lemmale [2.4] on sonal u olemas hea faktoriseering
(uo, a,u1), kus a € BU{1}. Niiiid vastavalt induktsiooni eeldusele on sonadel
uo ja up olemas faktoriseerimispuud ty ja t; mérgenditega m(ug) ja m(uy).
Néitame, et t = (o, (a,7(u)),t1) on sona u faktoriseerimispuu. On selge, et
puu ¢ tulemiks on wu. Lisaks, kuna (ug,a,u;) on sona u hea faktoriseering,
siis m(u) <7 m(ug) = AMto), m(u) <g m(ur) = A(t1) ja m(u) <7 m(a). Sellega on
vaide toestatud. ]

Teatud tingimustel saab faktoriseerimispuus asendada alampuu teise fak-
toriseerimispuuga selliselt, et tekkiv uus puu on samuti fakoriseerimispuu.

Lause 2.11. Olgu meil kaks faktoriseerimispuud s ja s’ ning olgu p selline
asukoht puus s, et A(s,) <7 A(s'). Sellisel juhul on ka s[s'], faktoriseerimis-
puu.

Toestus. Toestame viite induktsiooniga sona p € {0, 1}* pikkuse jargi.
Baas. Kui p on tiihi sona, siis s[s'], = s’ ja tegu on faktoriseerimispuuga.
Samm. Olgu p sona pikkusega k € N ja kehtigu véide iga lithema sona

korral. Olgu p kujul p = 1¢ (juhul p = 0g on téestus analoogiline), siis

faktoriseerimispuu s on kujul (sg, (a,n), s1) ning s[s'], = (so, (a,n), s1[s],)-

Kuna vastavalt faktoriseerimispuu definitsioonile on s; faktoriseerimispuu

ja kuna A(s1,) = A(s)p) <z A(s'), siis vastavalt induktsiooni eeldusele on

s1[s], faktoriseerimispuu. Néitamaks, et s[s'], on faktoriseerimispuu, piisab
néidata, et n <z A(s1[s'],). Siin on niitid kaks voimalust. Kui ¢ on tiihi sona,
siis s1[s'], = &' ja vastavalt eeldusele, n <7 A(s1) <7 A(s’). Kui ¢ ei ole tiihi

sona, siis A(s1[s'];) = A(s1) ja véiide kehtib, sest s on faktoriseerimispuu. [J

2.3 Faktoriseerimispuude eeljarjestus

Siin alapeatiikis defineerime faktoriseerimispuudel eeljirjestuse ja toestame
moned sellega seotud omadused. Kogu selle peatiiki jooksul on s ja t fakto-
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riseerimispuud.
Me defineerime seose < faktoriseerimispuudel jargmiselt:
1. Kui s on iiksik tipp, siis s < t parajasti siis, kui v(s) <7 v(t) ja A(s) <7 A(t).
2. Kui s = (s, (a,n),sy), siis s < t parajasti siis, kui ¢t on kujul ¢ =
(to, (b,n),t1) kusjuures so < to,s1 <t;jabe {1,a}.
Defineerime niitid moiste, mis aitab meid edasistes toestustes.

Definitsioon 2.12. Kui puu on iihetipuline, siis on puu korguseks 0. Kui
puus on rohkem kui iiks tipp, siis on puu t = (¢o, a, t;) korguseks:

h(t) = 1 + max{h(to), h(t1)}.

Lause 2.13. Kehtivad jargmised omadused:
1. Kui s <, siis A(s) <7 A(t).
2. Kui e <7 rv(s) mone idempotendi e € M korral ja s < ¢, siis e <7 v(t).
3. Seos < on eeljirjestus faktoriseerimispuudel.

Toestus. 1) Olgu s < t. Kui s on iiksik tipp, siis tuleneb seose < definitsioo-
nist, et A(s) <7 A(t). Kui s on kujul (s, (a,n),s1), siis A\(s) = n = A(t) ja
seega A(s) <7 A(t).

2) Toestame viite induktsiooniga faktoriseerimispuu kérguse jéargi. Olgu
s ja t sellised, et s < t.

Baas. Kui s on puu kérgusega 0, siis on tegu tiksiku tipuga ja v(s) <z v(t)
vastavalt seose < definitsioonile. Kui e <7 v/(s), siis seose < transitiivsuse
tottu ka e <7 v(t).

Samm. Olgu s puu korgusega k£ € N ja kehtigu viide iga madalama
puu korral. Olgu s kujul (sg, (a,n),s;), siis v(s) = v(so)m(a)r(s;). Kuna
s < t, siis t on kujul (to, (b,n),t1), kus b € {1,a} ja so < to, 1 < ;.
Kuna e<7v(s) = v(so)m(a)v(sy), siis ka e<7v(sp) ja tulenevalt indukt-
siooni eeldusest e <7 v(tg). Analoogiliselt e <7 v(t;). Teame, et b € {1,a}.
Kui b = a, siis 7(b) = 7w(a). Kui b = 1, siis m(a) <7 m(1). Kokkuvottes
on m(a) <7 m(b) ja seega e <7 m(b). Vastavalt lause puntile 3 saame, et
e<gv(ty)m(b)r(ty) = v(t) ja seega viide kehtib.

3) Peame niitama, et seos < on refleksiivne ja transitiivne. Refleksiivus
on ilmne. Néitame, et seos on transitiivne. Olgu r < s ja s < t, néitame et
siis r < t. Toestame selle induktsiooniga faktoriseerimispuu r korguse jargi.

Baas. Kui r on puu korgusega 0, siis on tegu iiksiku tipuga ja vastavalt
faktoriseerimispuu definitsioonile on v(r) = m(r) = e idempotent. Kuna r <
s, siis v(r) = e <7 v(s) ja vastavalt 2. punktile e <7 v(t). Kuna A(r) <7 A(s)
ja vastavalt 1. punktile A(s) <7 A(t), siis ka A(r) <7 A(t). Kokkuvottes r < ¢.

Samm. Olgu r puu korgusega k£ € N ja kehtigu viide iga madalama puu
korral. Olgu r = (1o, (a,n),r1), s = (so, (b,n),s1) ja t = (to, (c,n),t1), kus
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be{l,a} jace{l,b} ={1,a}. Vastavalt induktsiooni eeldusele on o < t,
jary < t;. Kuna lisaks ka ¢ € {1, a}, siis vastavalt seose < definitsioonile on
r <t. ]

Jareldus 2.14. Olgu s ja t sellised puud, et s < t.
1. Kui v(s) on idempotent, siis v(s) <7 v(t)
2. Kui puu s juure tulem on 1, siis puu ¢ juure tulem on ka 1.

Toestus. 1) Jareldub otse eelmise lause punktist 2.

2) Kui s on tihetipuline puu, siis v(s) = 1 ja kuna 1 on idempotent, siis
vastavalt eelmisele punktile on v(s) < v(t). Seega 1 <7 v(t) ja kuna M on
J-triviaalne, siis v(t) = 1. Oletame vastuviiteliselt, et puu ¢ juure tulem ei
ole 1. Kui ¢ on thetipuline puu, siis ta on kujul (a,n), aga kuna 7(a) # 1
iga a € A*\ {1} korral, siis v(t) = 7(a) # 1 ja oleme joudnud vastuoluni.
Kui ¢ ei ole iihetipuline puu, siis ta on kujul ¢t = (¢o, (a,n),t;) ning v(t) =
v(ty)m(a)v(ty). Vastavalt lemmale el saa korrutis mis sisaldab tegurit
m(a) # 1 olla vordne 1-ga. Seega 7(a) = 1.

Kui s = (s, (1,n), s1) ei ole ithtetipuline puu, siis vastavalt seose < defi-
nitsioonile on ¢ kujul ¢ = (to, (1,n),t1) ja seega on puu t juure tulem 1. [

Jéarelduse esimene punkt {ildjuhul ei kehti, kui v(s) ei ole idempotent.
Toome selle illustreerimiseks néite.

Niide 2.15. Kasutame sama monodi nagu naites[I.4] Olgu puud s ja ¢ antud

joonistelja . Siis s < t, aga v(s) = ab £7 v(t) = 0.

Joonis 2.6: Puu s Joonis 2.7: Puu t

Votame faktoriseerimispuudel kasutusele uue seose ~. Me kirjutame s ~ t
parajasti siis, kui s <t jat <s.

Teoreem 2.16. Kui s ~ ¢, siis v(s) = v(t).
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Toestus. Toestame vaite induktsiooniga puu s korguse jargi.

Baas. Olgu puu s korgusega 0. Kuna t < s, siis ka ¢ on puu korgusega
0. Sellest, et s < t saame, et v(s) <sv(t) ja sellest, et ¢ < s saame, et
v(t) <7 v(s). Kuna monoid M on J-triviaalne, siis saame, et v(s) = v(t).

Samm. Olgu puu s korgusega k£ € N ja kehtigu véide iga madalama puu
korral. Olgu s kujul s = (s, (a,n), s1) jat kujul t = (to, (b,n),t1). Kuna s <t
jat < s, siis sg < tg, s1 < t1, tog < 50 jat; < s1. Seega sg ~ ty ja s1 ~ ty ja
vastavalt induktsiooni eeldusele v(sg) = v(to) ja v(s1) = v(t1). Kuna s < t,
siis b € {1, a}. Kui a = b, siis oleme saanud, et

v(s) = v(so)m(a)v(sy) = v(to)m(b)v(ty) = v(t).

Oletades, et b # a saame, et b = 1. Kuna aga t < s, siis a € {1,b} = {1} ja
seega a = 1, a = b ja kokkuvottes v(s) = v(t). ]

Jargmine lause néitab, et eeljarjestus laieneb ka alampuudele.

Lause 2.17. Olgu s ja t sellised puud, et s < t.
1. Kui p € {0,1}* on asukoht puus s, siis ta on ka asukoht puus t ja
S‘p S t|p ning )\(8|p) SJ )\(t|p)
2. Kui asukoht p € {0,1}* on puu s sisetipu asukoht, siis ta on ka puu ¢
sisetipu asukoht. Kui tipp asukohaga p puus s on kujul (a,n), siis tipp
asukohaga p puus ¢ on kujul (b,n), kus b € {1,a}.

Toestus. Toestame viited induktsiooniga sona p pikkuse jargi. Toestame koi-
gepealt esimese viaite.

Baas. Kui p on tiihi sona, siis esimene vaide kehtib, sest s, = s ja t|, = 1.

Samm. Oletame, et p on mingi sona pikkusega k € N ja viide kehtib koigi
lithemate sonade korral. Kuna p ei ole tiihi sona, siis s ei ole iiksik tipp ja on
seega kujul s = (sg, (a,n), s1). Seega t on kujul (o, (b,n),t1), kus sg < tg ja
s1 < t1. Kui p on kujul p = Og, siis s, = so, ja t|, = lo,, ning induktsiooni
eelduse pohjal so <o, . Seega s, < ¢, ning lause punktist 1 jareldub,
et Aspp) <g Alfjp)-

Toestame niiiid teise véite. Selleks, et p saaks olla mingi sisetipu asukoht,
peab s olema kujul s = (so, (a,n), s1). Seega t on kujul t = (¢g, (b,n),t1), kus
so < to, s1 <ty jabe {a,l1}.

Baas. Kui p on tiihi sona, siis teame, et tipud (a,n) ja (b, n) on sisetipud
jabe {1,a}.

Samm. Oletame, et p on mingi sona pikkusega k£ € N ja viide kehtib
koigi liihemate sonade korral. Kui p on kujul p = 0g, siis s, = so,, ja see, et
p on sisetipp puus s on samavadrne sellega, et ¢ on sisetipp puus so. Kuna
ka ), = Lo, siis p on sisetipp puus t parajasti siis, kui ¢ on sisetipp puus
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to. Olgu p sisetipp puus s, siis ¢ on sisetipp puus sg ja induktsiooni eelduse
pohjal ka puus ty ning seega on p sisetipp puus ¢.

Kuna eelmise punkti pohjal s, < t,, siis kui tipp asukohaga p puus s
on kujul (aq,n), siis vastavalt eeljérjestuse definitsioonile puudel on tipp
asukohaga p puus t kujul (by,n1), kus by € {1,a,}.

Koik toestused juhu p = 1¢q jaoks on analoogilised. O]

Definitsioon 2.18. Seost < poolriihmal S nimetatakse stabiilseks, kui iga
x,y,z € S korral sellest, et x < y jareldub, et xz < yz ja zx < zy.

Jargnevalt toestame, et seos < faktoriseerimispuudel on teatud tingimus-
tel alampuude sisse asendamise suhtes stabiilne.

Lause 2.19. Olgu s ja t sellised puud, et s < ¢ ning olgu p mingi asukoht
puus s. Kui s’ ja ¢’ on sellised faktoriseerimispuud, et s’ <#', A(s),) <7 A(s')
ja A(tp) <g A(t) , siis s[s']), ja t[t']), on faktoriseerimispuud ja s[s'];, < t[t'];,.

Téestus. See, et s[s'], ja t[t'];, on faktoriseerimispuud tuleneb lausest [2.11]
Toestame iilejadnud véite induktsiooniga sona p pikkuse jargi.

Baas. Kui p on tiihi sona, siis s[s]|, = ' ja t[t']j, = 1’ ja véide kehtib.

Samm. Olgu p on mingi sona pikkusega k£ € N ja kehtigu véide koigi
lithemate sonade korral. Puud s ja t on kujul (s, (a,n), s1) ja (tg, (b,n),t1),
kus so < to ja s1 < ty. Olgu p kujul p = Og, siis s[s'];, = (s0[s']j4, (@, 1), 51)
ja tit]p, = ( o[t']jg» (b,n), t1). Induktsiooni eelduse pohjal sq[s']jq < to[t'])q ja
seega s[s']|, < t[t'];,. Juht p = 1¢ toestatakse analoogiliselt. O

Olgu (a,n) sisetipp puus s asukohaga p. Iga b € B U {1} korral, kus
n <z m(b) saame me teha asenduse, kus me asendame puus s tipu (a,n)
tipuga (b,n). Me tahistame selle asenduse kiigus tekkinud puud sja — b],.

Jareldus 2.20. Olgu s ja t sellised puud, et s < ¢. Oletame lisaks, et neil
on molemal asukohas p sama sisetipp (a,n). Siis iga b € B U {1} korral, kus
n<g7(b), kehtib sla — b, < tla — b]},.

Toestus. Vastavalt lause 2.17) punktile 1 kehtib s, < ¢,. Saame kirjutada
sip = (0, (a,n), 1) ja tp, = (to, (a,n),t1), kus so <ty ja sy < ¢y. Téhistame,
s = (so, (b,n),s1) jat = (to, (b,n),t1). Kuna so < tg, s1 < tyjab e {1,b},siis
s" <t'. Kuna A(s),) = A(s) ja A(t,) = A(t'), siis koik lause tingimused
on taidetud ja

sla — bl = s[s'];, < t[t'], = tla — b]jp.

17



2.4 Sonade eeljarjestus

Siin alapeatiikis naitame, kuidas saame eeljérjestuse faktoriseerimispuudelt
iile kanda eeljirjestuseks sonadel ning toestame moned selle eeljirjestuse
omadused.

Me defineerime eeljirjestuse hulgal A* jargmiselt.

Definitsioon 2.21. Olgu u,v € A*. Siis u < v siis ja ainult siis, kui iga puu
s € F(u) korral leidub puu t € F(v) selliselt, et s < t.

Toestame niiid moned omadused selle seose kohta.

Lause 2.22. Kehtivad jargmised vaited:
1. Kui mingi idempotendi e € M korral e <7 m(u) jau < v, siis e <7 7(v).
2. Seos < on eeljarjestus hulgal A*.
3. Iga u € A* korral kehtib u < 1.

Toestus. 1) Olgu u < v ja s € F(u), siis leidub selline ¢t € F(v), et s < t.
Niitid 7(u) = v(s) ja seega e <7 v(s). Tulenevalt lausest one<su(t) =
m(v).

2) On selge, et seos on refleksiivne, sest iga s € F'(u) korral voime votta
s € F(u) jas<s.

Néitame, et seos on transitiivne. Olgu u,v,w € A* sellised, et u < v
ja v < w. Siis iga s € F(u) korral leidub t € F(v) selliselt, et s < t.
Lisaks leidub r € F(w) nii, et ¢ < r. Kuna seos < on faktoriseerimispuudel
eeljarjestus, siis s < r. Seega on seos < sonadel transitiivne ja kokkuvottes
on tegu eeljirjestusega.

3) Piisab néidata, et iga s € F'(u) korral leidub selline ¢t € F(1), et s <t
ja A(s) = A(t). Toestame viite induktsiooniga puu s kdrguse jargi.

Baas. Olgu s = (u, e). Me saame votta t = (1, e). Siis s < t ja A\(s) = A(t).

Samm. Olgu s puu korgusega k € N. Oletame, et viide kehtib iga lii-
hema puu korral. Niitid s = (so, (a,n),s1) ja vastavalt eeldusele, leiduvad
sellised to,t1 € F(1), et so < tg, s1 < t1 ja A(So) = A(tp) ning A(s1) =
A(t1). Votame ntid ¢ = (tg,(1,n),t;), siis ¢ on faktoriseerimispuu, sest
n<gA(so) = Ato), n<7A(s1) = A(t1) jan<ym(1l) = 1. On selge, et s <t
ning A(s) = A(t). Peame veel néitama, et ¢ € F'(1). Selleks paneme téhele, et
v(t) =v(tg)m(Dr(t;) =1-1-1=1 ja seega toesti t € F(1). O

Definitsioon 2.23. Olgu u,v € A*. Utleme, et sonad u ja v on ekvivalent-
sed ja tahistame u ~ v, kui u < v jav < u.

On selge, et seos ~ on ekvivalentsiseos hulgal A*. Tuletame meelde, et ka
faktoriseerimispuudel oli defineeritud seos ~. Puud s ja t on ekvivalentsed
parajasti siis, kui s <t jat <s.
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Definitsioon 2.24. Olgu t faktoriseerimispuu. Kui me asendame puus ¢ iga
lehe (u, e) lehega (7(u), €), siis me saame uue puu, mille muutujad on hulgast
E(M) x E(M). Nimetame selliselt saadud puud “t modulo 7” ja tdhistame
t (mod 7).

Definitsioon 2.25. Olgu ¢ ekvivalentsiseos mingil hulgal P. Nimetame seose
q indeksiks selle seose jargi tekkinud ekvivalentsiklasside arvu.

Teoreem 2.26. Hulgal A* médratud seosel ~ on loplik indeks.

Toestus. Naitame koigepealt, et kui kaks faktoriseerimispuud s ja t on vord-
sed modulo 7, siis s ~ t. Toestame selle viite induktsiooniga puu s korguse
jargi.

Baas. Kui s = (ug,e) =t (mod 7), siis t = (ug, e) nii, et 7(uy) =
Kuna v(s) = w(u1) = v(t) ja AM(s) = e = A(t), siis s < tjat <
kokkuvottes s ~ t.

Samm. Olgu s puu korgusega k € N. Oletame, et viide kehtib iga ma-
dalama puu korral. Olgu s = (sg,(a,n),s1) ja s = t (mod 7), siis t =
(to, (a,m),t1), kusjuures sog = ty (mod ) ja s; = t; (mod 7). Vastavalt in-
duktsiooni eeldusele, niitid sg < tg, tg < Sg, s1 <ty jat; < s1. Seegaka s <t
ja t < s ning kokkuvottes s ~ t.

Olgu kahel sonal u ja v vordsed faktoriseerimismetsad modulo 7, néitame
et siis u ~ v. Olgu s € F(u), siis leidub t € F(v) selliselt, s = ¢ (mod 7).
Eelneva pohjal s ~ ¢t ning seega s < t ja kuna s oli valitud vabalt, siis u < v.
Analoogiliselt saame, et v < u ja seega u ~ v.

Iga faktoriseerimispuu modulo 7 on kahendpuu, mis rahuldab jargmisi
tingimusi:

1. Selle korgus on tokestatud monoidi M J-siigavusega (néites antud

monoidi J-stigavus on 5);
2. Selle sisetipud on hulgast BU {1} x N(M);
3. Selle lehed on hulgast E(M) x E(M).
Kuna M on 16plik hulk, siis ka B, N(M) ja E(M) on 16plikud hulgad. Sel-
liseid puid saab olla ainult mingi 16plik hulk ja seega on ekvivalentsiklasse
seose ~ jargi loplik hulk. Kui mingi kahe sona u,v € A* korral nende fak-
toriseerimismetsad modulo 7 on erinevad, aga u ~ wv, siis see ei suurenda
ekvivalentsiklasside arvu ja seega on seose ~ indeks ikka l1oplik. O

7(uy).
§ ning

Definitsioon 2.27. Olgu X mingi hulk, kus on defineeritud osaline jérjestus
<. Elementi zy € X nimetatakse hulga X maksimaalseks elemendiks, kui
iga © € X korral, sellest et xq < x jareldub, et x = xy.

Lemma 2.28. Olgu u € A*. Hulgas F'(u) leidub maksimaalne element.
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Toestus. Naitamaks, et seal leidub maksimaalne element, piisab néidata, et
F(u) koosneb 16plikust hulgast faktoriseerimispuudest. Iga puu hulgast F'(u)
rahuldab jargmisi tingimusi:

1. Selle korgus on tokestatud monoidi M J-sligavusega;

2. Selle sisetipud on hulgast BU {1} x N(M);

3. Selle lehed on hulgast K x E(M).
kus K = {d’ € R|3b,c € A*,u = bd’c}. On selge, et K on 16plik hulk ja
seega on ka F'(u) l6plik hulk. O

Teoreem 2.29. Olgu u,v € A*. Kui u ~ v, siis 7(u) = 7w(v).

Téestus. Olgu s € F(u) hulga F'(u) maksimaalne element. Kuna u < v, siis
leidub selline t € F(v), et s < t. Kuna v < w, siis leidub selline s’ € F(u),
et t <. Seega s <t < . Kuna s oli hulga F'(u) maksimaalne element, siis
ka s’ < s ja seega s’ ~ s. Kokkuvottes saame, et s ~ t ~ s'. Teoreemist
jareldub, et 7(u) = v(s) = v(t) = 7(v). O

Lemma 2.30. Olgu s ja t sellised faktoriseerimispuud, et s < t. Olgu
p € {0,1}* kdige parempoolsema tipu asukoht puus s, mille tulem on erinev
elemendist 1. Kui p on sisetipu asukoht puus s, siis ka puus t iga asukohast
p parempoolsema tipu tulem on 1.

Toestus. Taitku tipp asukohaga p puus s vajalikke eeldusi. Seega alam-
puu s,; iga tipu tulem on 1 ja seega V(S|p1) = 1. Kuna 1 on idempotent,
L<gv(Sp1) ja Sjp1 < L sils vastavalt lause punktile 2 on 1 <7 v(tp).
Kuna monoid M on J-triviaalne, siis sellest jareldub, et v(¢,,) = 1. Olgu
meil pu(tp1) = ai...a,, kus n € N ja elemendid a; on kéigi puu ¢, tippude
tulemid. Sellisel juhul

V(tp) = m(p(tp)) = m(asr...an) = m(ay)..m(ay) = 1
Kuna M on J-triviaalne, siis tulenevalt lemmast [I.§ on
(ay) = ... = 7w(a,) = 1.

Millest jéreldub, et a; = ... = a,, = 1 ja puu #|,; iga tipu tulem on 1.

Teame et p € {0,1}*. Méargime, et puus ¢ on koik asukohst p paremal
pool asuvad tipud kas alampuus t,; voi, kui p on kujul p = p'Oqg, on nad
asukohtadega p’ ja p'1¢, kus p', ¢/, ¢ € {0,1}*. Antud toestuses vaatame labi
koik need juhud.

Kui sona p ei sisalda iihtegi stimbolit 0, siis on koik asukohast p paremal
pool asuvad tipud puus sp,; (ja vastavalt ka puus t,1) ja me ei pea rohkem
midagi néditama.
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Oletame et p on kujul p = p'Oq, kus p’, ¢ € {0,1}*. Kuna p’ on paremal
pool asukohast p, siis on asukohaga p’ tipu tulem 1 (ja vastavalt lause
punktile 2 on ka puus ¢, juure tulem 1). Kuna s on kahendpuu, siis on p’
sisetipu asukoht. Analoogiliselt eelnevaga on alampuu s, tulem 1 ja seega
on ka alampuu #,y; tulem 1. Sellest jareldub, et alampuus Z,; on iga tipu
tulem 1.

Seega on naidatud, et ka puus ¢t on iga asukohast p paremal pool asuva
tipu tulem 1.

O

Jareldus 2.31. Olgu s ja t sellised faktoriseerimispuud, et s < t. Olgu
p € {0,1}* sellise tipu asukoht puus s, et iga alampuust s, paremale poole
jdédva tipu tulem on 1. Siis ka puus ¢ on iga alampuust ¢|, paremale poole
jaava tipu tulem 1.

Toestus. Toestus on analoogiline eelneva lemma lopus tehtule. O]

Definitsioon 2.32. Olgu (a,n) tipp asukohaga p puus s. Kui p ei ole tiihi
sona ja on kas kujul p = p'0 voi p = p'l, siis tipu (a, n) iilemtipuks nimetame
tippu asukohaga p'.

Jargnevas toestuses kujutame joonistel alampuid kolmnurkadena. Naiteks
alampuud s; kujutame, kui kolmnurga sisse kirjutatud stimbolit s;. Juhul kui
teame alampuu mérgendit, siis kirjutame selle kolmnurga korvale.

Teoreem 2.33. Eeljirjestus < on stabiilne hulgal A*.

Toestus. Olgu u,v € A* selliselt, et u < v. Olgu a € A. Néitame, et ua <
va (toestus juhu au < av jaoks on analoogiline). Olgu s € F(ua). Olgu
p € {0,1}* koige parempoolsema tipu asukoht puus s, mille tulemiks ei ole
element 1. See tdhendab, et koik asukohast p paremal pool asuvate tippude
tulemid on tiihjad sonad.

Kui tipp N asukohaga p on sisetipp, siis on ta kujul (a,n), kus n € N(M)
ja a € B. Sellisel juhul s’ = s[a — 1], on sona u faktoriseermispuu. Kuna
u < v, siis leidub selline ¢’ € F(v), et s’ < t'. Kuna puu s, juure tulem on
1, siis vastavalt jareldusele ka puu ¢, juure tulem on 1. Kuna n <z 7(a)
ja puudel s’ ja t' on sama sisetipp asukohas p, siis saame kasutada jareldust
2.20} Véttes t = t'[1 — a], ja s = s'[1 — a]j, saame jirelduse [2.20] abil, et
s < t. Kuna p on sisetipu asukoht puus s, siis tdnu lemmale [2.30] teame, et
puus t' on iga asukohast p paremale poole jadva tipu tulem 1. Seega puu t
tulem on va.

Oletame niitid, et N on leht. Vaatame koigepealt juhtu, kus s ei ole iihe-
tipuline puu. Asukoha p valiku tottu on tipu N tulem sona wa jarelliide.
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Seega N = (uja,e), kus e € E(M), uja € R ja u; on sona u mingi jirel-
liide. Olgu (b,n) tipu N {ilemtipp, siis faktoriseerimispuu definitsiooni jéargi
n <z e. Tulenevalt lausest leidub sonal u; faktoriseerimispuu s; € F'(uy)
mérgendiga m(uy). Saame

e<gm(uia) <gm(u) = A(s1) = v(s1),

kus teine seos kehtib, sest m(ui1a) = m(u1)7(a). Seega A(s;p,) = e <7 A(s1) ja
seega vastavalt lausele on s’ = s[s1]), sona u faktoriseerimispuu. Paneme
tahele, et ka puus s’ on tipule asukohaga p eelnev tipp (b, n).

p

7(u1) .

Joonis 2.8: Puu s Joonis 2.9: puu s

Kuna u < v, siis leidub selline ¢ € F(v), et s/ < t'. Vastavalt seosele
< faktoriseerimispuudel teame, et ka puus ¢’ on asukohale p eelneva tipu
mérgend n.

Tahistame t; = t’p. Kasutades teadmist, et s’ < t’ saame, et s; < t;
vastavalt lausele 2.17] Kuna puus s’ on iga alampuust s; paremale poole
jadva tipu tulem 1, siis vastavalt jareldusele [2.31|on ka puus ¢’ iga alampuust
t; paremale jadva tipu tulem 1. Seega puu ¢; tulem v; on sona v jarelliide.

t t

p p
m(via)
tl T

Joonis 2.10: Puu ¢/ Joonis 2.11: Puu ¢
Kuna 7(ua) € E(M), m(uia) <zv(s1) ja s1 < ti, siis vastavalt lausele
2.13 kehtib

e<gm(uia) <gv(ty) = m(vy).

22



Kuna lisaks ka e <7 7(uja) <7 7(a), siis vastavalt lausele [2.2] on
e<gm(uia) <gm(vy)m(a) = m(via). (2.1)

Vastavalt lausele on sonal vya faktoriseerimispuu r mérgendiga m(via).
Kuna n<ge ja e<gym(via), siis n <y m(via). Seega, kui me teeme asen-
duse t = t'[r]), siis me saame faktoriseerimispuu, sest margendid moodusta-
vad endiselt kuhja ja ka iilejadnud faktoriseerimispuuks olemise nouded on
taidetud. Puu ¢ on sona va faktoriseerimispuu.
Néitame, et (uja,e) < r. Ténu vordusele [2.1) saame

v((uia,e)) = m(ua) <z m(via) = v(r)
ja
AM(wa,e)) =e<gm(via) = A(r).
Seega (uja,e) <.

Niitame, et s < t. Votame puudes s ja t asukohaga p tipu iilemtipu
(asukohaga p'). Oletame, et p = p'0 (juht p = p'1 on analoogiline), siis s,y =
((u1a,e), (b,n),s2) ja tyy = (r,(c,n),tz). Kehtib ¢ € {1,b} ja sy < ¢y, sest
need alampuud ja tipud kuuluvad ka puudesse s ja t’. Kuna ka (uja,e) < r,
siis s,y < t,y. Niimoodi jatkates saame, et s < 2.

Kui N on leht, aga s on iihetipuline puu, siis N = (ua,e). Eelnevast
toestusest saame, et e <7 m(ua) <7 m(va). Vastavalt lausele leidub sonal

ua faktoriseerimispuu ¢ mérgendiga 7(ua). Seega s < t.
O

2.5 Pohitulemus

Enne, kui kirjutame vélja selle peatiiki pohitulemuse, defineerime veel moned
moisted.

Definitsioon 2.34. Olgu M monoid ja a,b,c,d € M. Seost ~ monoidil M
nimetatakse kongruentsiks, kui see seos on ekvivalentsiseos ja sellest, et
a ~ b ja c~ djareldub, et ac ~ bd.

Definitsioon 2.35. Monoidi M faktormonodiks kongruentsi ~ jargi nime-

tatakse monoidi, mille elementideks on seose ~ jargi tekkinud korvalklassid

u={veM|v~u}, u€ M jamillel korrutamine toimub eeskirjaga:
U-v=1uv.

Seda monoidi tihsitatakse M/~. Selle monoidi iihikelemendiks on 1 = {v €

M |v ~ 1}.
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Lemma 2.36. Seos ~ hulgal A* on kongruents.

Toestus. Me juba teame, et see seos on ekvivalentsiseos. Olgu u, v, w,x €
A* jau ~ v ning w ~ x. Kuna u ~ v, siis u < v ja v < wu. Vastavalt
teoreemile [2.33| on niitid vw < vw ja vw < ww ning seega uw ~ vw. Niiiid
piisab néidata, et vw ~ vz. Selleks mérkame, et kuna w < z ja x < w, siis
vw < vz ja ve < vw ning kokkuvottes vw ~ vx. Seega uw ~ vx ja viide on
toestatud. O

Definitsioon 2.37. Jirjestatud monoidiks nimetatakse monoidi (M, -)
koos sellel defineeritud osalise jarjestuse seosega <, mis on korrutamise suhtes
stabiilne.

Teoreem 2.38. Iga loplik J-triviaalne monoid M on sellise lopliku jérjes-
tatud monoidi faktormonoid, mis rahuldab samasust x < 1.

Toestus. Lemmast jareldub, et N = A*/~ on faktormonoid. Teoreemis
[2.26] toestasime, et monoid N on 16plik. Tdhistame monoidi N elemente
tilakriipsuga. Olgu w,v,w € N, siisu={t € A* |t ~u},v={t € A*|t ~ v}
jaw = {t € A*|t ~ w}. Defineerime seose < hulgal N nii, et u < 7, kui
mingi u € u ja v € v korral u < v. See seos on korrektselt defineeritud, sest
ka iga uy € uw ja v; € U korral u; < u ja v < vy ning seose < transitiivsuse
tottu u; < vy. Néditame niiiid, et seos < on hulgal N osalise jarjestuse seos:

1. On selge, et u < u, sest iga uy, us € u korral u; < us.

2. Olguu <vjav <uningu € ujav € v. Siis u < v ja v < u. Vastavalt

seose ~ definitsioonile on niiiid u ~ v ja seega w = 7.
3.0lguu<vjav<wningu€c€u,veEvjawecw. Siisu<vjav<w,
ning seose < transitiivsuse tottu hulgal A* on u < w ja seega u < w.
Seega on monoidil N defineeritud osalise jarjestuse seos.

Seos < on stabiilne monoidil N. Olgu uw < v jau € u, v € v, w € w.
Teame, et u < v ning vastavalt teoreemile[2.33Jon uw < vw ja seega tw < Tw.
Analoogiliselt wu < wv. Seega on seos < stabiilne ja (N, <) on jarjestatud
monoid.

Niitame, et iga u € N korral @ < 1. Olgu u € N, siis iga u € u korral
on vastavalt lausele u < 1. Seega u < 1 ja kuna w oli valitud vabalt, siis
kehtib see iga monoidi N elemendi korral.

Defineerime monoidil N seose p selliselt, et upv parajasti siis, kui 7(u) =
7(v) mingi u € @ ja v € T korral. See seos on korrektselt defineeritud, sest iga
u,v € N jaiga uy,us € U, v1,v9 € T korral w(uy) = 7(ug) ja m(v1) = 7(vq)
vastavalt teoreemile 2.29) On iisna selge, et p on ekvivalentsiseos monoidil
N. Lisaks, kuna 7 on homomorfism, on seos p ka kongruents. Seega on N/p
faktormonoid. Téhistame monoidi N/p elemente lainelise iilakriipsuga.
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Néitame, et N/p ~ M. Selleks néitame, et ¢ : N/p — M, u — 7(u) on
isomorfism. Ténu p definitsioonile on kujutus ¢ injektiivne. Naitame, et ta on
ka siirjektiivne. Olgu a € M, kuna homomorfism 7 : A* — M on siirjektiivne,
siis leidub selline u € A*, et 7(u) = a. Kuna u € A*,siisu € N jau € N/p
ning seega ¢(u) = m(u). Seega on kujutus ¢ stirjektiivne. Piisab veel ndidata,
et ¢ on homomorfism. Olgu w,v € N/p, siis

(- 7) = p(@) = m(w) = 7(w) - 7(v) = (@) - (D)

ja seega on ¢ homomorfism ja kokkuvottes ka isomorfism. O]
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3. Simoni teoreem

3.1 Tarvilikke eelteadmisi keeltest

Selles alapeatiikis defineerime keele ja erinevad keelega seotud moisted, mis
on tarvilikud Simoni teoreemi moistmiseks.
Jargnevad keeltega seotud moisted on parit artiklist [6].

Definitsioon 3.1. Olgu A 16plik mittetiihi tdhestik, A* on sonade hulk {ile
tahestiku A (sisaldades ka tiihja sona). Mistahes hulka L C A* nimetatakse
keeleks.

Definitsioon 3.2. Olgu meil kaks sona u, v € A*. Utleme, et séna u on sona
v tiikiti alamsona, kui leiduvad sellised ug, ..., u,, wo, wq,...,w, € A*, et
U=1Up... U, ja V= WolUiWy ...U,W,. Téhistame seda u < v.

Olgu k£ € N, tahistame sona v koigi pikkusega k tiikiti alamsonade hulka
Subg(v) = {w € A" |w v, |w| < k}.
Iga k korral defineerime hulgal A* seose ~y jargmiselt:
un~pv <= Subg(u) = Subg(v),

kus u,v € A*. On lihtne ndha, et seos ~; on ekvivalentsusseos hulgal A*.
Paneme téhele, et ekvivalentsiklasse hulgas A* on Ioplik arv. Seda seetottu,
et lopliku tahestiku korral on kuni pikkusega £k sonu loplik arv ja nendest
sonadest moodustatud koikvoimalikke osahulki on samuti loplik arv. Seega on
faktorhulgas A*/~, 16plik arv elemente. Paneme lisaks téhele, et iga u, v, w €
A* korral sellest, et Suby(u) = Subg(v) jareldub, et Subg(wu) = Subg(wv)
ja Subg(uw) = Subg(vw). Ehk sellest, et u ~j v jéreldub, et uvw ~j vw
ja wu ~p wv. Seega, kui w ~yp x, siis on meil vw ~p vw ja vw ~ vr ning
kokkuvottes uw ~y vz ja seos ~y on kongruentsiks monoidil A*. Seega A*/~y
on faktormonoid.
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Definitsioon 3.3. Keelt L nimetatakse tiikiviisi testitavaks parajasti siis,
kui leidub selline £ € N, et kui u ~y, v, siis

ue L <= wvelLl.
Defineerime seose ~p, hulgal A*. Iga u,v € A* korral:
u~p v parajastisiis, kui  (Vp,q € A*)(puq € L <= pvg € L).
On lihtne veenduda, et seos ~ on kongruents monoidil A*.

Definitsioon 3.4. Faktormonoidi A*/~ nimetatakse keele L siintaktili-
seks monoidiks.

Jargnevad moisted ja nédide on parit kasikirjast [8) 1k. 77-78].

Definitsioon 3.5. Olgu M ja N monoidid, ning olgu ¢ : M — N siirjektiiv-
ne homomorfism. Utleme, et kujutus ¢ tunneb &#ra osahulga L C M, kui
leidub selline alamhulk P C N, et

L= (P).
Kui ¢ on siirjektiivne, siis iitleme, et ¢ tunneb tiielikult dra osahulga L.

Definitsioon 3.6. Olgu M ja N monoidid, ning olgu L C M. Utleme, et
monoid N tunneb taielikult ara hulga L, kui leidub selline homomorfism
¢ : M — N, mis tunneb taielikult dra osahulga L.

Naiide 3.7. Olgu meil tdhestik A = {a,b} ja monoid M = {0, 1,a,b, ab, ba},
kus korrutamine on defineeritud jargnevalt: aba = a,bab = b, aa = bb = 0
ning nulliga korrutamise tulemus on alati 0. Vaatame homomorfismi ¢ : A* —
M, mis on defineeritud jargnevalt: ¢(a) = a, ¢(b) = b.

Kujutus ¢ tunneb taielikult dra keele L = (ab)*a, sest o~ 1(a) = (ab)*a.
Samuti tunneb kujuts ¢ téielikult dra keele L = b(ab)*a, sest ¢~ (ba) =
b(ab)*a. Kuid kujutus ¢ ei tunne éra keelt L = A*aaA*, sest ¢(L) = 0, aga
©1(0) = A*aaA* U A*bbA*

Selleks, et radkida regulaarsetest keeltest, peame koigepealt tutvustame
automadi moistet. Viimasega seotud moisted on périt loengukonspektist [10].

Definitsioon 3.8. Loplik automaat on viisik (@, %, 6, qo, F'), kus:
e () on Ioplik olekute hulk;

e Y on l6plik siimbolite hulk (t&hestik);
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e 0 :(Q XX — @ on ileminekufunktsioon;
e (o € () on algolek;
e F' C () on aktsepteerivate olekute hulk.

Automaat saab igal hetkel olla tépselt ithes hulga @ olekutest, kuid ta voib
vastavalt sisendile suunduda tithest olekust teise. Sisend saab koosneda ainult
tahestiku X abil koostatud sonadest.

Toome néite iihest lihtsast loplikust automaadist.

Néide 3.9. Olgu Q{q1, ¢}, ¥ = {0, 1}, algolekuks on gy = ¢ ning aktsep-
teerivate olekute hulk on F' = {¢;}. Uleminekufunktsioon § on médratud
jargnevalt:

5((11,0) = {2, 5(Q1, 1) = (1, 5((]270) = (1, 5(6127 1) = Q2.

Selle automaadi olekudiagramm on antud joonisel kus ringid tahistavad

(0 )e—p
b
() 1

1

Joonis 3.1: Olekudiagramm

automaadi olekuid ja nooled téhistavad iileminekufunktsioone. Topeltring
tahistab aktsepteerivat olekut ja ilma alguseta nool viib algolekusse.

Definitsioon 3.10. Utleme, et automaat aktsepteerib séna w € £*, kui
selle sona andmisel automaadi sisendiks lopetab automaat aktsepteerivas ole-
kus.

Naites olnud automaat aktsepteerib naiteks sonasid 00 ja 0101, aga
mitte sonasid 000 ja 101.

Definitsioon 3.11. Kui keel L koosneb parajasti koigist nendest sonadest,
mida loplik automaat M aktsepteerib, siis litleme, et automaat M aktsep-
teerib (ehk tunneb dra) keelt L.

Naites toodud automaat aktsepteerib keelt L, mis koosneb sonadest,
kus on paarisarv nulle.

28



Definitsioon 3.12. Keelt L nimetatakse regulaarseks, kui leidub selline
loplik automaat, mis keelt L aktsepteerib.

Jargneva lause toestus ning sellele jargnev niide on leitavad raamatust
[3, 1k. 160-161].

Lause 3.13. Keel L on regulaarne parajasti siis, kui selle keele siintaktiline
monoid on 1oplik.

Toome néite keelest, mille stintaktiline monoid ei ole 1oplik ja mis seetottu
ei ole regulaarne.

Naiide 3.14. Olgu meil tédhestik A = {0, 1} ja vaatleme keelt L = {0"10™ |n €
N} C A*. Niitame, et sonad 0,02, ..., 0", .. kuuluvad koik erinevatesse kong-
ruentsiklassidesse seose ~ jirgi. Selleks oletame, et 07 ~p 0 mingite p,q €
N, p < ¢ korral. Kuna
07(107) = 0P10° € L

siis vastavalt seose ~, definitsioonile ka 09(107) = 07107 € L. Kuid p # ¢ ja
seega 07107 ¢ L. Niisiis sisaldab keele L siintaktiline monoid lopmata palju
elemente ja keel L pole regulaarne.

3.2 Simoni teoreem

Antud alapeatiikk pohineb artiklitel [11] ja [9] ning késikirjal [8, 1k. 89].Mee-
nutame sissejuhatuses toodud teoreemi:

Teoreem 1. Iga loplik monoid M on J-triviaalne parajasti siis, kui ta on
sellise 1opliku jarjestatud monoidi faktormonoid, kus kehtib samasus x < 1.

Meie toestasime eelnevalt selle teoreemi iihe poole. Teise poole jatame
kéesolevas t60s toestamata, kuid illustreerimaks tulemuse olulisust néitame,
et teoreemist [I] jireldub Simoni teoreem. Selleks toome koigepealt sisse iihe
abilemma, mida me siinkohal ei toesta, kuid mille toestus on leitav késikirjast

8, 1k. 89].

Lemma 3.15. Olgu hulk L monoidi M alamhulk. Monoid N tunneb téie-
likult dra alamhulga L parajasti siis, kui hulga L siintaktiline monoid on
monoidi N faktormonoid.

Atiklist [11] on périt jargmine teadmine.

Lemma 3.16. Olgu M loplik ja J-triviaalne monoid. Monoidil M leidub
osaline jéarjestus <, mis on korrutamise suhtes stabiilne ja millel kehtib sa-
masus r < 1.
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Teoreem 2. (Simoni teoreem) Regulaarne keel on tiikiviisi testitav para-
jasti siis, kui selle keele stintaktiline monoid on loplik J-triviaalne monoid.

Toestus. Olgu meil loplik tahestik A ja keel L C A*.
Oletame koigepealt, et regulaarne keel L on tiikiviisi testitav. Seega leidub
selline £ € N, et kui u ~p v siis

we L<—=wvel.

Kuna ~j on kongruents monoidil A*, siis N = A*/~} on faktormonoid.
Téhistame monoidi N elemente iilakriipsuga.

Néitame, et N on jirjestatud monoid. Olgu u,7 € N, kus © = {w €
A*|w ~p u}, 7 = {w € A*|w ~j v}. Defineerime jérjestuse monoidil N
selliselt, et w < ¥ parajasti siis, kui Suby(v) C Subg(u). Olgu 1 € N, siis
Subg(1) = {1} (kus 1 téhistab tiihja sona) ja on selge, et iga @ € N kor-
ral 7 < 1. Samuti on selge, et jirjestus < on hulgal refleksiivne. Seos on
antisimmeetriline, sest kui Subg(v) C Subg(u) ja Subg(u) C Subg(v), siis
Suby(v) = Subg(u) ja vastavalt seose ~y definitsioonile u ~j v ning seega
u = v hulgas N. On selge, et seos on transitiivne ja seega on seos < hulgal N
jarjestus. Néitamaks, et N on jarjestatud monoid on veel vaja néidata, et <
on stabiilne hulgal N. Selleks piisab nédidata, et ta on stabiilne paremalt poolt
korrutamise suhtes (teistpidi on analoogiline). Olgu w,v,w € N sellised, et
u < . Kuna Subg(u) C Suby(v), siis ka Subg(uw) C Subg(vw) ja uw < vw
ning seos on stabiilne hulgal N. Seega on N jarjestatud monoid.

Néitamaks, et A*/~ on J-triviaalne, piisab néidata, et ta on monoidi
N faktormonoid. Ténu lemmale piisab selleks néidata, et monoid N
tunneb taielikult dra keele L.

Olgu ¢ : A* = N, u +— u. Kujutus ¢ on homomorfism, sest iga u,v € A*
korral

p(uv) =uv =u-v = p(u) - p(v).

On selge, et ¢ on siirjektiivne. Néitame, et ¢ tunneb &ra keele L. Selleks
votame P C N selliselt, et P = {u € N|u € L}. On selge, et L C ¢ (P).
Oletame niiiid, et leidub v € A* selliselt, et v € P, aga v ¢ L. Kuna v € P,
siis leidub u € L nii, et u = v. Seega v ~; u ja kuna keel on tiikiviisi testitav
jau € L siis ka v € L. Oleme joudnud vastuoluni ja seega sellist sona v ei
leidu. Seega L = ¢~ !(P) ja jérelikult monoid N tunneb éra keele L. Seega on
A* [~ monoidi N faktormonoid. Vastavalt teoreemile (1| on keele siintaktiline
monoid J-triviaalne.

Oletame niiiid, et keele stintaktiline monoid M = A*/~, on l6plik ja J-
triviaalne. Tahistame monodi M elemente iilakriipsuga ja iga u € M korral
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= {v € A|v ~; u}. Olgu 7 : A* — A*/~p, u — w. Kujutus 7 on
homomorfism, sest

m(w) =w =u-v=m(u) - m(v).

Vastavalt Lemmale [3.16| on monoidil M olemas stabiilne osaline jarjestus
<, kusjuures kehtib samasus 7 < 1 iga T € M korral. Kuna jirjestus on
antisiimmeetriline, siis iga T € M korral, kus T # 1 kehtib # < 1. Olgu
pikima voimaliku ahela pikkus seose < jargi r + 1, kus r € NU {0}.

Kui » = 0, siis on pikima ahela pikkus 1 ja seega koosneb monoid M
tihest elemendist. See tdhendab, et L = A* voi L = (). Seega iga k € N korral
sellest, et mingi u,v € A* korral u ~; v saame, et u € L parajasti siis, kui
v € L, sest kas koik sonad kuuluvad keelde L voi mitte tikski ei kuulu.

Olgu r > 1. Olgu wq,ws € A* sellised, et wy ~, we. Kui 7(wy) = 1, siis
m(wy) <1 =7(wy). Kui me oletame, et m(wq) # 1, siis leidub sonas wy téht
a € A selliselt, et m(a) < 1. Kuid siis ka sonas w; leidub selline téht, sest
wy ~, wsy. Sellisel juhul, aga m(w;) # 1. Seega oleme joudnud vastuoluni ja
7(wy) = 1 ning w; = ws.

Oletame niiiid, et 7(w;) # 1. Olgu w} sona w; selline maksimaalse pikku-
sega eesliide, et 7(w}) > m(w;). Oluline on just see, et jirjestus oleks range,
sest m(w)) > m(wy) kehtib alati (see jareldub seose < stabiilsusest ja sellest,
et T < T). Selline eesliide alati leidub, sest vajadusel voime selleks votta
1 € A* ehk tiihja sona. Seega w; = wjvy, kus wi, v] € A*. Sona v} saame esi-
tada kujul v; = ajvy, kus a; € A ja vy € A*. Selline a; leidub, sest w] # w;
ja seega v] sisaldab vdhemalt iihte tdhte. Tulenevalt w)| definitsioonist on
m(wiay) = m(wjaiv;) = 7(wy). Sama protsessi saame jiatkata sonal w), et
esitada ta kujul w] = whasvy. Jitkame seda protsessi nii kaua kui voimalik,
aga kuna pikima ahela pikkus seose < jargi on r + 1, siis ei saa see protsess
loputult kesta. Lopuks saame wy = vs11a,0s...a1v1 selliselt, et:

1 =7m(vss1) > m(vsp1as) = T(Vsp1a5Vs) > T(Vs41a5V5a5-1) = ... = w(wy).

Kusjuures s < r, sest maksimaalne ahela pikkus on r + 1. Tulenevalt meie
konstruktsioonist ja sellest, et 7 on homomorfism saame niiiid, et

m(wy) = 7T(US+1CLSUS e 101) = T(Vs1a50s . .. A1) = T(Vs41a50s . . . agv2)m(ay)
(V11505 . .. ag)m(ay) = m(Vsp1a5Vs . . . azvs)m(az)m(a)

m(
T(vsr1)m(as) ... w(ag)m(ay) = w(as) ... mw(az)m(ay)
m(

T™As - a2@1)

Kuna wy ~, wsy, siis leiduvad sellised uy, ..., us1 € A%, et wo = Usy1a5Vs...a1U7.
Niilid kasutades seda, et < on korrutamise suhtes stabiilne saame, et

m(wy) = m(uss1) m(as) m(ug)-....m(ar) - m(uy) < 1-m(ag)-1-...-m(ay)-1 = 7(wy).
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Analoogiliselt saab ndidata, et w(wy) < 7(wy) jaseega Wy = m(wy) = 7(wy) =
wy, kust jareldub et wy, € L parajasti siis, kui wy € L. Seega on L tiikiviisi
testitav. [l

Mairkus 3.17. Teame lausest [3.13], et keel on regulaarne parajasti siis, kui
selle keele siintaktiline monoid on 16plik. Seega saab Simoni teoreemi sonas-
tada ka ilma noudeta, et keele siintaktiline monoid on loplik, kui jatame alles
noude, et keel L on regulaarne. Analoogiliselt saab dra jatta noude, et keel
L on regulaarne, kui jitame alles tingimuse, et keele stintaktiline monoid on
loplik.

Niide 3.18. Vaatame keelt abc® iile téhestiku A = {a,b,c}. Selle keele
stintaktiline monoid on M = {1,a,b,c,ab,0}. See J-triviaalne monoid on
sama, mida vaatasime néites [1.4] ja seega on keel abc* tiikiviisi testitav.
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