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Banachi ruumi Schuri omadus
Bakalaureusetoo

Ingeborg Virveste

Liihikokkuvote. Bakalaureusetdos kirjutatakse detailselt lahti kaks tdestust klassi-
kalisele I. Schuri teoreemile aastast 1921, mille kohaselt Banachi ruumis ¢; on jada-
de ndrk koonduvus samaviirne nende normi jirgi koonduvusega (teisisonu, ruu-
mil /; on Schuri omadus). Esimene tdestus kasutab libiseva kiiiiru meetodit ning
teine toetub Baire’i teoreemile. Too 10petuseks veendutakse, et Banachi ruumidel ¢

jaly, kus 1 < p < oo, pole Schuri omadust.
CERCS teaduseriala: P140 Read, Fourier analiiiis, funktsionaalanaliiiis.

Mirksonad: Banachi ruum, nork koonduvus, Schuri omadus, libiseva kiiiiru mee-

tod, Baire’i teoreem.

The Schur Property of Banach Spaces
Bachelor’s thesis

Ingeborg Virveste

Abstract. In this bachelor’s thesis, two proofs are presented in detail to a classical
theorem of I. Schur from 1921 according to which weak and norm convergence of
sequences in the Banach space /¢; are the same (in other words, the space ¢; has
the Schur property). First of these proofs uses the gliding hump argument while the
second is based on the Baire category theorem. To end with, it is shown that the

Banach spaces ¢, and ¢, where 1 < p < oo, lack the Schur property.
CERCS research specialisation: P140 Series, Fourier analysis, functional analysis.

Key words: Banach space, weak convergence, Schur property, gliding hump argu-

ment, Baire category theorem.
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Sissejuhatus

Kéesoleva bakalaureusettoo eesmirk on kirjutada tiksikasjalikult lahti kaks tdes-
tust I. Schuri' klassikalisele teoreemile aastast 1921 [S], mille kohaselt Banachi
ruumis ¢; on jadade ndrk koonduvus samaviirne nende normi jargi koonduvusega
(teisisonu, ruumil /; on Schuri omadus). Esimene neist tdestustest kasutab libiseva

kiiiiru meetodit ning teine toetub Baire’i teoreemile.
Bakalaureusetoo koostamisel on toetutud peamiselt opikutele [DJT] ja [M].
To6 koosneb kuuest paragrahvist.

Esimeses paragrahvis on vilja toodud edasise t60 jaoks vajalikud eelteadmised,
mis on tuttavad funktsionaalanaliiiisi pohikursustest. Kdigepealt tuletatakse meelde
klassikalised jadaruumid cy ja £,, kus 1 < p < oo, ning seejérel kirjeldatakse nende
kaasruume (v.a ruumi /., kaasruumi).

Teises paragrahvis defineeritakse jada ndrk koonduvus, tdestatakse, et jada nor-
mi jirgi koonduvusest jareldub tema ndrk koonduvus ning et Banachi ruumis /¢; ja-
reldub jada norgast koonduvusest tema koordinaaditi koonduvus. Paragrahvi 16pus
tuuakse sisse normeeritud ruumi Schuri omadus.

Kolmandas paragrahvis tdestatakse, et Banachi ruumil ¢; on Schuri omadus
(Schuri teoreem), kasutades libiseva kiiliru meetodit.

Neljandas paragrahvis defineeritakse ruumi ¢, kinnises iihikkeras B,__ iiks kau-
gus p ning ndidatakse, et By__ on selle kauguse suhtes tdielik meetriline ruum. Seeja-
rel kirjeldatakse jadade koonduvust ruumis (B,__, p). Muuhulgas niidatakse, et jada
koonduvus selle meetrika suhtes on samavéiirne tema koordinaaditi koonduvusega.

Viiendas paragrahvis esitatakse Schuri teoreemile tdestus, mis toetub Baire’i
teoreemile ja neljanda paragrahvi tulemustele.

Too viimases, kuuendas paragrahvis nédidatakse, et Banachi ruumidel ¢ ja £,

kus 1 < p < oo, pole Schuri omadust.
To606s on kasutatud jargmisi tidhistusi.

Kui z € R, siis

an (x) 1, kui xz > 0,
sign(z) =
8 —1, kuiz <0.

ssai Schur (1875-1941), saksa matemaatik.




Toos vaadeldakse ainult reaalseid normeeritud ruume. Kui X on normeeritud
ruum, siis ruumi X kaasruumi (st pidevate lineaarsete funktsionaalide X — R ruu-
mi) tdhistatakse stimboliga X *. Stimboliga Bx tdhistatakse ruumi X kinnist iihik-
kera, st

Bx ={zr e X: ||z|| < 1}.



1 Vajalikud eelteadmised

Selles paragrahvis toome vilja edaspidi vajaminevad téhistused ja teoreemid. Koik
teoreemid kuuluvad funktsionaalanaliilisi pohikursustesse, seepérast on nad esitatud

ilma tdestusteta (tdestused voib leida nt dpikust [OO] v6i [M]).

1.1 Klassikalised jadaruumid

Kdigi nulliks koonduvate arvjadade hulka tihistatakse siimboliga cg. Niisiis,
co 1= {(mk)f:l xr € R, lim 2, = 0} )
k—o0

Paneme tihele, et hulk ¢y on vektorruum komponenthaaval defineeritud tehete suh-

tes. Vahetu kontroll néitab, et ¢y on normeeritud ruum jirgmise normi suhtes:
o
[#]loe = sup x|, = (2x)7; € co.
keN

Olgu 1 < p < oo. Siimboliga ¢, tdhistatakse koigi selliste arvjadade (xj)g2,

hulka, mille korral >, |x4|? < oco. Niisiis,
l, = {(xk)zozl z, € R, Z |z|P < oo} .
k=1

Paneme tihele, et hulk £, on vektorruum komponenthaaval defineeritud tehete suh-
tes. Kasutades Minkowski? vorratust, saab niidata, et ¢, on normeeritud ruum jirg-

mise normi suhtes:

fe'e) 1
P
lall, = (§ jw) L = (@) b
k=1

Koigi tokestatud arvjadade hulka tihistatakse stimboliga /. Niisiis,

lo = {(xk)iol x € R, sup |xg| < oo}
keN

Paneme tihele, et hulk /., on vektorruum komponenthaaval defineeritud tehete suh-

2Hermann Minkowski (1864—1909), saksa matemaatik.



tes. Vahetult on kontrollitav, et £, on normeeritud ruum jargmise normi suhtes:

[2llec = sup |za], 2 = (24)i1 € loo.
keEN

1.2 Kaasruumide Kirjeldusi

Selles punktis esitame jadaruumide ¢y ja [, kus 1 < p < oo, kaasruumide kirjel-
dused.

Teoreem 1.1 (vt nt [OO, 1k 161, teoreem 1]). Kujutus T: (o, — {7, kus
(Ty) (@) =D wern, ¥ = ()i € looy @ = (m)i2, €41, (L)
k=1

on isomeetriline isomorfism ruumide {, ja (] vahel.

Teoreem 1.1 iitleb, et ruumid /7 ja /., on loomulikul viisil samastatavad ning
seda mérgitakse lithidalt vordusega (7 = (.. Kui funktsionaal * € ¢} on samastatav

jadaga (yx)?2, € (o, siis, kasutades vordust (1.1), saame kirjutada, et

z*(z) = Zykxkv r = (zp)p2 € b
k=1

Analoogiliselt teoreemiga 1.1 saab kirjeldada kaasruume cj ja £7, kus 1 < p < oo.

Teoreem 1.2 (vt nt [OO, 1k 163, teoreem 2] vdi [M, 1k 86, ndide 1.10.4]). Kujutus
T: 04 — ¢, kus

(Ty) (@) =Y unee, ¥ = ()iey € 01, @ = ()72 € co,
k=1

on isomeetriline isomorfism ruumide {; ja cj, vahel.

Teoreem 1.3 (vt nt [OO, lk 163, teoreem 3] voi [M, 1k 85, ndide 1.10.3]). Olgu
1 <p<ooja%+$: 1. Kujutus T': {, — 07, kus

(Ty)(x) =D wkwn, v = (W)is € by, v = (2)72 € by,
k=1

on isomeetriline isomorfism ruumide {, ja {; vahel.
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Teoreemide 1.2 ja 1.3 sisu maérgitakse lithidalt vastavalt vordustega ¢ = /; ja
lr=l,(1<p<oojal+l=1).



2 Norgalt koonduvad jadad ja Schuri omadus

Kaikjal selles paragrahvis on X normeeritud ruum.

2.1 Norgalt koonduvad jadad

Definitsioon 2.1. Oeldakse, et ruumi X elementide jada (z,,)°%, koondub norgalt
elemendiks = € X, ja kirjutatakse x,, —— =, kui

n—oo

z*(z,) — z*(x) iga x* € X™ korral.
n—oo
On lihtne néidata, et jada koonduvusest normeeritud ruumis jiareldub tema nork
koonduvus. Selleks on otstarbekas eelnevalt tdestada jargnev lause, mida on mugav
kasutada ka lause 2.5 tdestuses allpool.

Lause 2.1. Olgu x,,,x € X, n € N. Siis x,, —— x parajasti siis, kui x,, — v —— 0.
— 00

n n—oo

Toestus. Paneme tihele, et kui x* € X*, siis funktsionaali x* lineaarsuse tottu

n—o0 n—o0

Jarelikult 2, —— « parajasti siis, kui z,, — r —— 0. [ |
n—oo

n—oo

Lause 2.2. Jada koonduvusest normeeritud ruumis jdreldub tema nork koonduvus

samaks piirvddrtuseks.

Toestus. Olgu (z,)5° ; koonduv jada ruumis X ning olgu = € X selle jada piirviir-

tus, st ||z, — || — 0. Koonduvuseks x,, —— z piisab lause 2.1 p&hjal niidata,
n—oo

n—oo

etx, —x — 0, stz*(x, — ) — 2*(0) = 0iga z* € X* korral. Veendume
n—oo

n—o0

selles: mis tahes z* € X™ korral
2" (20 — 2)| < |27 |20 — 2| —= 0,
n—oo

seega x*(z, — x) — 0, nagu soovitud. |

n—oo



Funktsionaalanaliiiisi kursusest on teada, et kui ruumi X elementide jada (z,,)5>
koondub elemendiks = € X, siis jada (x,,)>° , iga osajada koondub samaks piirele-

mendiks. Analoogiline tulemus kehtib ka norgalt koonduvate jadade puhul.

Lause 2.3. Norgalt koonduva jada iga osajada koondub norgalt samaks piirvddrtu-

seks.

Toestus. Koondugu ruumi X elementide jada (z,,)5° ; norgalt elemendiks z € X.
Olgu (2, )22, jada (x,)52 , suvaline osajada. Niitame, et osajada (xy,, )>° ; koondub
norgalt elemendiks z. Olgu z* € X* ning olgu ¢ > 0. Kuna z,, —— =, siis
leidub N € N nii, et kui n > N, siis [ (2,) — 2*(2)| < ¢. Paneme tihele, et
k, = nigan € N korral. Seega, kui n > N, siis ka k, > N ning jdrelikult
|z* (xy, ) — 2 (x)] < e. Seega xy,, # x. |

Jargmine lause iitleb, et ruumi ¢; elementide jada norgast koonduvusest jareldub

selle jada koordinaaditi koonduvus.

Lause 2.4. Olgu (1,)°2, = ((Jfk)k 1)

norgalt elemendiks z = (z1,)52, € £1. Siis

_, rtuumi {y elementide jada, mis koondub

lim z} = 2, iga k € N korral.
n—oo

Toestus. Iga naturaalarvu m korral defineerime funktsionaali ¢,,,: ¢; — R vordu-
sega

em(y) =vym, Y= (Uk)iZs € b1
Niitame, etiga m € N korral on funktsionaal ¢,, lineaarne ja tokestatud. Fikseerime
m € N. Olgu A € R ning olgu y,w € {1, kus y = (yx)32; ja w = (wg)p2,. Siis
Ay 4w = (Ayg + wg)72, € {1. Seega
PNy + W) = M + Wi = Ao (y) + Pm(w).

Jarelikult on funktsionaal ¢,, lineaarne. Kuna

| om ()] = lym| < Z!yk! = Jlyll.

siis ¢, on ka tokestatud. Seega ¢, € ¢} iga m € N korral. Kuna jada (z,)
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koondub norgalt elemendiks z, siis iga k € N korral

lim z} = lim pp(x,) = pr(z) = 2. [

n—oo n—oo

2.2 Schuri omadus

Lause 2.2 pohjal jiareldub jada koonduvusest normeeritud ruumis tema ndrk koondu-
vus. Vastupidine viide iildjuhul ei kehti (vt paragrahvi 6). Samas néiteks ruumis ¢,
jareldub jada ndrgast koonduvusest tema koonduvus — selle viite tdestas I. Schur
aastal 1921 [S], mistottu see véide on tidnapideval tuntud Schuri teoreemi nime all.

Sellega on motiveeritud jirgnev definitsioon.

Definitsioon 2.2. Oeldakse, et ruumil X on Schuri omadus (vdi et X on Schuri

ruum), kui kehtib jargmine implikatsioon:

tp,x € X,neN, z, —zx — [xn—>x ruumisX].
n—oo n—oo
(2.1)
Teisisonu, ruumil X on Schuri omadus, kui selles ruumis jada ndrgast koonduvusest

jareldub selle jada normi jdrgi koonduvus.

Jargmine lause {itleb, et Schuri omaduse definitsioonis voib piirduda ainult null-

elemendiks norgalt koonduvate jadadega.
Lause 2.5. Jdargmised vdiited on samavdidirsed:
(1) ruumil X on Schuri omadus;
(ii) kui jada (x,)32 | ruumis X on selline, et x,, # 0, siis ||z, || — 0.

Toestus. (1)=-(i1). Eeldame, et ruumil X on Schuri omadus. Olgu ruumi X elemen-

tide jada (,)%%, selline, et x, —— 0. Niitame, et ||x,| —— 0. Kuna ruu-
n—oo n—oo

mil X on Schuri omadus, siis x,, —— 0 ruumis X, mis on samavéirne sellega, et
n—oo

n—00

(i1)=(). Kehtigu viide (i1). Niditame, et ruumil X on Schuri omadus. Olgu
T, x € X,n € N, sellised, et z,, —2 + 2. Téhistades igan € Nkorral y,, := z,—z,

n—oo
saame lause 2.1 pohjal, et y,, —— 0. Viite (ii) kohaselt |z, — z|| = ||y,|| — 0,
n—00 n—>00

jarelikult jada (x,,)2° ; koondub elemendiks x ruumis X. Seega ruumil X on Schuri

omadus. [ |
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3 Schuri teoreemi toestus libiseva kiiiiru meetodiga

Selles paragrahvis tdestame, et ruumil /; on Schuri omadus, toetudes summeeru-

vusteoorias tihti kasutatavale abivahendile — libiseva kiiliru meetodile.
Teoreem 3.1. Ruumil ¢, on Schuri omadus.
Miirkus 3.1. Teoreemi 3.1 nimetatakse ka Schuri teoreemiks (vt nt [DJT]).

Teoreemi 3.1 toestus libiseva kiiiiru meetodiga (vrd [M, 1k 218, ndide 2.5.24]). Toes-
tamaks, et ruumil ¢; on Schuri omadus, piisab lause 2.5 pdhjal nididata, et kui ruu-
mi /; elementide jada (z,)5° ; koondub ndrgalt nullelemendiks, siis ||z, || — 0.
Olgu (z,)22, ruumi ¢, elementide jada, mis koondub norgalt nullelemendiks. Ole-
tame vastuvditeliselt, et arvjada (||xn]|)f:>:1 ei koondu arvuks 0. Sel juhul leiduvad

e > 0jajada (z,)32, osajada (u,)52, = ((up)s2,) ., nii, et
||wn|| = 5e igan € N korral. (3.1)

Lause 2.3 pdhjal osajada (u,)5> ; koondub ndrgalt ruumi ¢; nullelemendiks, seega

vastavalt lausele 2.4

lim u; =0 iga k € N korral. (3.2)

n—oo

Meie eesmirk on leida jada (u,)2° ; osajada (y,)32, = ((yg)ggl)f;l ning in-
deksid® 0 = Ky < K; < Ky < ... nii, etigan € N korral

Kn-1
M >0 lyl <&
k=1

Kn

2 X lwl >3

k:Kn—1+1

[e.e]

3 > luil<e

k=Kn+1
Oletame, et selline osajada (y,,)5°; = ((y,’j)z"zl)iljaindeksid 0=Ky< Ky <...
on leitud. Defineerime elemendi z = (z;);2, € (o jargmiselt: kdikide n € N ja
ke{K,1+1,...,K,} korral

2, = sign(yy).

3Lepime kokku, et ) _, [yt = 0.
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Tolgendades elementi z kaasruumi ¢; elemendina (vt teoreemi 1.1), saame, et iga

n € N korral
oo Kn
)l = D via| = | Y vha| - Zym - Z e
k=1 k=K, 141 k=Kn+1
K’n 7L 1 o0
> > ypsign(yy) Zlykzkl— > vkl
k=Kp_141 k=Kn+1
Kn Kn_1 o)
e D IR A D A EN
k=K, 1+1 k=1 k=Kn+1
Kn Kn_1 %)
DR A B T
k=K, 1+1 k=1 k=Kn41

>3 —c—c==¢.

Seega arvjada (z(y,)) _, ei saa koonduda arvuks 0, millest jareldub, et jada (y,,)52

ei koondu ndrgalt nullelemendlks Saime vastuolu jada (u, )3, norga koonduvuse-

ga, sest norgalt koonduva jada iga osajada koondub norgalt samaks piirelemendiks.
Toestuse 16petuseks jidb leida jada (u,,)°, osajada (y,)0°, = ((yg)ggl)le

ning indeksid 0 = Ky < K; < Ky < ... nii, etigan € N korral oleksid tdidetud

tingimused (1)—(3). Kuna [Ju;]| = > |uz| ning koonduva rea jidkliige koondub
k=1
nulliks, siis leidub K; € N nii, et

o0

Yyl <e (3.3)

k=Ki+1

Jarelikult vorratuste (3.1) ja (3.3) pohjal

Ki [e'e) [ee)
S lurl =D lull = > fupl > 5 — e = 4e.
k=1 k=1 k=Ki1+1

Seosest (3.2) saame, et
K K,
lim E lug| = E lim |up| = 0.
n—o0 n—o0
k=1 k=1

13



Ky .
Seega leidub iy € N, 45 > 1, nii, et > |u;?| < e. Jirgmise sammuna valime natu-
k=1

raalarvu Ky > K nii, et
(o.)

12
> |u?| <e.
k=Ko+1
Niiid
Ko 0o Ki [ee)
jul2| = ui2| — ui2| — |u2| > 5 —¢ —e =3¢
k= k K K = 9&
k=K1+1 k=1 k=1 k=Ka+1

Seose (3.2) pohjal

Ka K2
T
dam > Jukl =2 Y fu] =0
k=1 k=1

Ko .
seega leidub i3 € N, i3 > i, nii, et ) |u;*| < €. Valime naturaalarvu K3 > K nii,

k=1
et
o0
Z |u§j} < g;
k=Ks3+1
siis
K3 00 Ko 00
STl =D Jul =D gl = DY |up| > 5 —e— e =3
k=Ks+1 k=1 k=1 k=Ks3+1

Jitkates analoogiliselt ning tdhistades

Y1 = Uy, Y2 = Uy, Y3 = U, )

saame jada (u,)>2 ; osajada (y,)5°; ning indeksid 0 = Ky < K; < Ky < ... nii,
et osajada (y,,)> ; rahuldab tingimusi (1)—(3). |

Mirkus 3.2. Teoreemi 3.1 t3estuses kasutatavat osajada (y,)2%; = ((y2)i) .

=1
leidmise algoritmi nimetatakse libiseva kiiiiru meetodiks. Meetodi idee seisneb :el—
les, etigan € N korral koordinaatide jadal ()52, on “kiiiir” 16igus [K,,_1+ 1, [,
st ZkK:"anl +1|Y8] > 3¢, ning jada (yj)72, ilejddnud liikmete absoluutviirtuste
summa on “tunduvalt viiksem” vorreldes “kiiliruga”. Seejuures indeksi n kasvades

“kiiiir libiseb paremale” ténu sellele, et jada (K,_1)5° ; on rangelt kasvav.

14



4 Uks meetrika iihikkeras B, _

Selles paragrahvis defineerime ruumi /., kinnises iihikkeras B, iihe kauguse p
ning nditame, et B, on tdielik meetriline ruum selle kauguse suhtes. Lahtudes
ndrgalt koonduvast jadast ruumis ¢, konstrueerime teatavat tiiiipi kinnised hulgad
ruumis (By__, p) ning néditame, et ithikkera B,__ esitub nende hulkade loenduva iithen-

dina.

Lause 4.1. Ruumi (., kinnine iihikkera B,_ on tdielik meetriline ruum kauguse

p(y,2) =D 2y —zl, v =)y, 2 = (2)i% € Buo,
k=1

suhtes.

Toestus. Paneme tdhele, et funktsioon p: B, x By, — R on korrektselt definee-

ritud. Tdepoolest, olgu (yx)%2,, (2x)%2, € B, ; siis

sup |y — 2| < sup [yx| +sup |z <1+1=2.
keN keN keN

Kuna Y77 27% = 1, siis
> o Fy — ] <suply— Y 27F<2-1=2.
k=1 keN k=1

Jarelikult rida >, | 27|y), — 2x| on koonduv.

Niitame, et funktsioon p rahuldab meetrika aksioome.

1° Olguy,z € By, kusy = (yx)72 jaz = (2)5,. Kuna > 7 27|y, — z]

on mittenegatiivsete litkkmetega rida, siis

py,2) =0 <= Y 27Fy— 2| =0
k=1
< |yr— 2| =0 igak € Nkorral
< yr =2 Iigak € Nkorral
= y=2z.

15



2° Olguy,z € By, kus y = (y)32y ja 2 = (21)52,; siis
=3 2zl =Y 27F = (=) = D 2 il = plz.).
k=1 k=1 k=1

3° Olgu y,z,v € By, kusy = (y)i2, 2 = (21)52, jav = (vg)72,. Paneme
tahele, et iga n € N korral

D27y — 2l =27 gk — vk + vp — 2
h=1

k=1

22 (lye = vel + v — z])

= 22%\% — v| + ZZ*k\wg — Zg|.
k=1 k=1

Seega piirvdirtuse monotoonsuse tottu
[e.e] n
_ N T —ky,
—ZQ |yr — 2 nh_{f}oz? |yr — 2
ki, ki,
nh_)rgoZlQ |y — vi| + hm 22 |ve — 2|

= > 27|y — o] + 22_k|vk — zi| = p(y,v) + p(v, 2).

=1 k=1

Kokkuvottes oleme niidanud, et (B,_, p) on meetriline ruum.
Jirgmisena nditame, et ruum (By__, p) on téielik. Olgu (y,)52, = ((yg)ggl):’:l

Cauchy jada ruumis (By__, p), st

(Y Ym) 22 ‘i =l ——2 0. (4.1)

Siis iga k € N korral

lyr =y =28 278y — g <28 D27y — gt —— 0.
P n,m—00

Seega iga k € N korral (y}7)22, on Cauchy jada ruumis R. Ruumi R tdielikkuse
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tottu on jada (y;)o2, koonduv iga k& € N korral. Olgu z;, := lim, .y, k € N.
Tahistame z := (2;)%2, ning nditame, et z € By__ ja p(yy,, 2) — 0.
n—oo
Kuna iga n € N korral sup, oy |y7| < 1 (sesty, € By,), siis

sup |zx| = Supl Tim gyl = sup Tim Jyg| < Supsuplyk\ = supsup |y | < 1,

keN ke keN neN neN keN

jarelikult z € By__.
Niitame, et p(y,, 2) — 0. Olgu ¢ > 0. Tingimuse (4.1) pdhjal leidub N € N
nii, et kui n,m > N, siis Zk V27 My — gy < 5. Seegaigal € N korral

I
ZQ_k’yZ -y ZQ Flyn — | < — koikide n, m > N korral.

Jarelikultigan > N jaigal € N korral saame piirprotsessis m — oo, et

€
22 k’yk — 2| < N o

Kui n > N, siis piirvddrtuse monotoonsuse tottu

oy, 2 22 i — 2] = hm22 i — 2l <

l\Dlm

Oleme niidanud, et p(y,, z) — 0. [
n—oo

Jargmine lause kirjeldab koonduvust meetrilises ruumis (By__, p).

Lause 4.2. Olgu y,,,z € By, n € N, kus y,, = (y2)32, ja z = (zr)5>,. Jdrgmised

véited on samavdidrsed:

1) p(Yn, z) — 0 (st jada (yn)5<, koondub elemendiks z meetrilises ruumis

(i) yp — zr iga k € N korral (st jada (y,,)>>, koondub elemendiks z koordi-
n—oo

naaditi);
i) oo, lyp — 2l |zl — 0iga (x)52, € {1 korral;

Av) > o (Y — zi) g, —— Oiga ()52, € {4 korral.
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Toestus. Koigepealt mirgime, et iga n € N korral read > ;- |y — 2| |2k ja
Y e (yp — z)zy tingimustes (iii) ja (iv) koonduvad, sest nad koonduvad abso-

luutselt. Toepoolest, olgu n € N, siis
[(yr — 2x)wel = |y — 2l [ve] < ||yn — 2lco|x| iga k € Nkorral;

seejuures rida y ., , ||y — 2||oo| x| koondub — selle rea summa on

Z 1Yyn = 2lloolx] = llyn — ZIIOOZ 2kl = Ny = 2llooll (22) 5 M1

k=1

seega koondub karida Y, | |(yp — zx)xx| ehk, teisisonu, read D", | |yp — 2| |z
jad o, (yy — z)x), koonduvad absoluutselt.

Mirgime, et ridade Y .- | |yi — zx| |zx| ja D pe; (Ui — 2x) s, koonduvus jéreldub
implitsiitselt ka teoreemist 1.1.

(i)=-(i1). Kehtigu (i). Siis iga k£ € N korral

lyr — 2] =2 - 27F |y — 2] < 2’“22 "yt — 2l = 2" p(yn, 2) — 0,

n—00
=1

seega |yp — 2| — 0 ehk, teisisonu, y}’ —— 2 St tingimus (ii) kehtib.

n—
(ii)=>(iii). Kehtigu (ii) ning olgu (z4)32, € {1 ja ¢ > 0. Implikatsiooni tdes-
tuseks piisab leida N € N nii, et

Z|y2—zk||x1€| <e  igan > N korral.

Mis tahes n, K € N korral

K 00
Z|yk — 2| |zx| = Z| — zelloe] + Dl — el
k=1 k=K+1
K 00
< k= zlleel + D (k] + lal)
k=1 k=K+1

]~

<

|y — 2kl x| + 2 Z |z

k=K+1

B
Il
—
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Kuna (z5)32, € {1, siis leidub K € N nii, et ) ;7 .| |zx| < . Tingimuse (ii) poh-
jaligak € {1,..., K} korral |y} —z;| — 0, seegaka Zk:l lyp—zi||xk] — 0,

n—00 n—00
jarelikult leidub NV € N nii, et

K
£

Z e — zellzn] < 3 igan > N korral.

=1

Kui niud n > N, siis
D Iy — ol < Z|yk — 2| |zx| + 2 Z k| < 5 +2
k=1 k=K+1

nagu soovitud.

(iii)=(iv). Kehtigu (iii) ning olgu (x})%2; € ¢;. Siis tingimuse (iii) pdhjal

oo o
D k= 2] <Dy — 2wl |lnel —— 0,
k=1 k=1 e

seega | Y po (yp — zi) x| — 0, jérelikult kehtib ka tingimus (iv).
n—oo

(iv)=-(i). Kehtigu (iv). Defineerime iga k € N korral z;, := 2 *sign(y} — 21);
sils (z4)72, € b1, sest Do |z] = D ope, 2% = 1, jérelikult tingimuse (iv) pShjal

P(Yn, 2 22 Flyn — 2| = ZQ v — zx) sign(yy — zx)

8II

(Y — 2)ae —— 0;
- n—o0

i

niisiis, tingimus (i) kehtib. n
Mirkus 4.1. Kui X on normeeritud ruum ja z;,, 2" € X*, n € N, siis oeldakse, et

jada (%)%, koondub x-norgalt elemendiks z*, kui

x; () — z*(x) iga x € X korral.

n—oo

Tolgendades ruumi £, teoreemi 1.1 abil ruumi ¢; kaasruumina, st lugedes ¢, = (7,
iitleb lause 4.2 samavéirsus (1)< (iv), et jada koonduvus meetrilises ruumis (By__, p)

tahendab tema *-ndrka koonduvust.
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Schuri teoreemi tdestamisel Baire’i teoreemi abil on mugav toetuda jargmise-
le lausele. Kui v € B, jar > 0, siis simboliga B,(v,r) tihistame lahtist kera

meetrilises ruumis (By__, p) keskpunktiga v ja raadiusega r, st

B,(v,r)={y € B_: ply,v) <r}.

Lause 4.3. Olgu (z,)5°, = ((l"k)k 1)00 1

norgalt nullelemendiks, ning olgu ¢ > 0. Tdhistame igan € N korral

} |

ruumi {1 elementide jada, mis koondub

B, = {(ykk 1 € By

Siis
(a) Bfoo - Us:l ﬂzo:m B”’.
(b) hulk (,—,, By on kinnine ruumis (By_, p) iga m € N korral;

(c) kuin € Njar > 0 on sellised, et mingi v € By korral B,(v,r) C B,, siis
ka B,(0,r) C By, kus 0 on ruumi By_ nullelement.

Toestus. (a). Kuna B, C By_igan € N korral, siis J.>_, (.~ B, C Bu..

Vastupidise sisalduvuse niitamiseks fikseerime (y;)5, € By, . Kuna 2, —— 0,
n—oo

siis teoreemi 1.1 pohjal

[e.9]
Z yp v, — 0.
1 n—o0

Jarelikult leidub N € N nii, etkuin > N, siis |Y -, yp 2}| < €. Seegaigan > N
korral (yx)32, € B,, millest jireldub, et (yx)7>; € (oonBn C Ui N, B
Jarelikult B, C U,_; Moo, B

(b). Olgu m € N. Tahistame M := [\~ B,. Olgu y; = (yi)2, € M,
i€ Nyjaz = (z)2, € By, sellised, et p(y;, 2) — 0. Hulga M kinnisuseks
(ruumis (By,_, p)) piisab nididata, et z € M. o

Fikseerime n > m. Viite tdestuseks piisab ndidata, et z € B,,. Kuna y; € M

iga i € N korral, siis

o)

> U

k=1

rp| <€ iga i € N korral.
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Seega iga ¢ € N korral

[ee]
k=1

[e.e]

Z — YT

Mg

Z YTk

— Yp) T + ykxk

k:l k=
[e.9]

Z|Zk_yk||37k|+ Zykxk \Z|Zk:_yllc||$2|+5~
k=1 k=1 k=1

Kuna (27)%2, € 41 ja p(y;, z) — 0, siis lause 4.2 pohjal
1—00

o
ZM-?J;@H%’ — 0.
k;:1 1—00

Seega |Y o | 2 «}| < € ning jdrelikult z € B,,.

(€).Olgun € N,r > 0jav = (vg)p2, € By, sellised, et B,(v,r) C B,, jaolgu
y = (yr)i2, € B,(0,r). Viite tdestuseks piisab niidata, et y € B,, st

[e.e]

Zykmz

k=1

< e

Selleks mirgime, et w® := (vy £ yx)5>, € B,(v,r), sest

22 (k%= ) —vk!—Zz “lyel = p(y,0) <

Niisiis, w® € B,(v,r) C By, jarelikult | Y77 (vy £ yi)z}| < € ning seega
(1 1 .
= Z (5(% + k) — Q(Uk - yk)) Ty,
k=1
Z Uk — Yr)T
k=1

Z Uk Yk) T,
k=1

nagu soovitud. [

3
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5 Schuri teoreemi toestus Baire’i teoreemi abil

Selles paragrahvis anname teoreemile 3.1 alternatiivse tOestuse, mille pohiliseks

abivahendiks on tuntud Baire’i teoreem. Kdigepealt meenutame Baire’i teoreemi.

Teoreem 5.1 (Baire’i* teoreem, vt nt [M, lk 37, teoreem 1.5.4] vdi [OO, 1k 33]).
Kui mittetiihi tdielik meetriline ruum esitub kinniste hulkade loenduva iihendina,

siis vihemalt iiks neist hulkadest sisaldab mingi kera.

Teoreemi 3.1 toestus Baire’i teoreemi abil (vt [DIJT, 1k 6, teoreem 1.7]). Téestamaks,
et ruumil ¢/; on Schuri omadus, piisab lause 2.5 pdhjal néidata, et kui ruumi /¢, ele-
mentide jada (x,)2°; koondub ndrgalt nullelemendiks, siis ||zy,|| — 0. Olgu
(zn)22y = ((a7) 1) ruumi ¢; elementide jada, mis koondub norgalt nullele-
mendiks. Fikseerime ¢ > 0. Meie eesmark on leida mqy € N nii, et kui n > my, siis
|zn] < e.

Lause 4.1 pdhjal on (B,_, p) tiielik meetriline ruum. Defineerime iga n € N

<}

Lause 4.3 pohjal B, = {J.>_,(.—,, Bn, kusjuures hulgad ()~ B,, m € N, on

kinnised ruumis (By_, p). Seega tiielik meetriline ruum (B, p) esitub kinniste

korral

B, {(?/k 1 € By, : k Ly

hulkade loenduva iihendina. Baire’i teoreemi 5.1 pohjal leiduvad mg € N, v =
(vk)2, € B, Ja r > 0 nii, et B,(v,r) C ()—,, By. Lause 4.3, (c), pohjal ka
B,(0,7) Cc .-

Olgu N € N selhne et 2N < r. Kuna z, —> 0, siis lause 2.4 podhjal
xy — 0iga k € N korral. Seega iga k € {1,.. N} korral leidub K (k) € N
nii, et kui n > K(k), siis |z}/| < 55. Tdhistades K := max{K(1),..., K(N)},

saame, et

n=mg

nmo

N
£ £

g |zp| < === N = = igan > K korral.

— 2N 2

Uldisust kitsendamata voime eeldada, et mg > K.

4René-Louis Baire (1874-1932), prantsuse matemaatik.
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Niitame, et kui n > my, siis ||x,|| < e. Fikseerime n > my. Defineerime jada

z = (zg)72, jargmiselt:

0, kuil <k <N,
2. =
“ 7] sign(z?), kuik > N.
Paneme tihele, et z € B,(0,r). Toepoolest, kuna ||z||cc = supgen 26| = 1, siis

z € By . Kuna

p(z,O):;Z_k|zk|: S 2 Hyl= Y 2—k:2iN<r,

k=N+1 k=N+1

siis 2 € B,(0,7). Kuna B,(0,r) C 2,,, Bi C By, siis 2 € B, ning seega
> iy zrap] < 5. Jarelikult
00 N oo N 00
leall =D lafl =D lapl+ D lagl =) lafl+ > sign(af)af
k=1 k=1 k=N+1 k=1 k=N-+1
N 00 c
:Z|ZL‘Z|+ sz$2<§+§:5 u
k=1 k=N-+1
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6 Naited ruumidest, millel pole Schuri omadust

Niitame, et jadaruumidel ¢ ja £, 1 < p < o0, ei ole Schuri omadust.

Tahistame iga n € N korral e,, := (e})72,, kus

. 1, kuik=n,
€k = .
0, kuik # n.

Lause 6.1. Ruumil ¢y ei ole Schuri omadust.

Toestus. Koigepealt mirgime, et iga n € N korral e,, € ¢, sest e}} m 0. Nai-
tame, et jada (e,)>° ; koondub ndrgalt nullelemendiks ruumis ¢, kuid ei koondu
nullelemendiks normi jirgi.

Niitame, et e, —> 0 ruumis ¢o. Olgu y = (yr)32, € €1 = ¢ (vt teoree-
mi 1.2); siis rida Zk 1 ]yk] koondub. Rea koonduvuse tarviliku tingimuse p&hjal

lyx| —— 0, seega ka yr — 0 ning jarelikult
k—o0 k—o0

y(en) = Zyke}i =Yn —— 0.
k=1

Niisiis, e, —— 0.
n—oo
Teiselt poolt, jada (e,,)5° ; ei koondu nullelemendiks normi jérgi, sestigan € N

korral

llenllso = sup lef] = 1,
keN

ning jarelikult ||e,,||.c — 1. Kokkuvdttes oleme nididanud, et ruumil ¢, puudub
n—r00

Schuri omadus. u
Lause 6.2. Ruumidel {,,, 1 < p < 00, ei ole Schuri omadust.

Téestus. Olgu 1 < p < oo. Kdigepealt mirgime, et iga n € N korral e,, € /,,, sest
Y re lef|P = |el'|P = 1. Néitame, et jada (e,,)$>, koondub ndrgalt nullelemendiks
ruumis £,, kuid ei koondu nullelemendiks normi jérgi.

Niitame, et ¢, —> 0 ruumis £,. Olgu y = (yp)32y € by = 05, kus 1 —i— = =1
(vt teoreemi 1.3); sus r1da > v 1 lyx|? koondub. Rea koonduvuse tarvﬂlku tlnglmuse
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pohjal |yx|9 —— 0, seega ka |yx| —— 0, jérelikult y, —— 0 ja
k—o00 k—o00 k—00

y(en) = kel = tn —0
k=1

Niisiis, €, —— 0.
. n—00 . . . o e . .
Teiselt poolt, jada (e, )72, ei koondu nullelemendiks normi jdrgi, sestiga n € N
korral )
00 »
el = (3] = st =
k=1
ning jérelikult |le,|, —— 1. Kokkuvottes oleme ndidanud, et ruumil /, ei ole
n—oo

Schuri omadust. [ |
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