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Sissejuhatuss.

Kdesoleva kursuse eesmirgiks on lugeja tutvustamine dife-
rentsiaalvorrandite teooria pghiliste kiisimustega. Mirgime
siinjuures, et diferentsiaalvGrrandi all moistetakse funkt-
sionaalvorrandit, milles otsitav funktsioon esineb koos oma
tuletiste voi osatuletistega. Diferentsiaalvdrrandite teoo-
ria tekkeajaks loetakse 17.sajandi 13ppu, kus ta iiheaegselt
diferentsiaal- ja integraalarvutusega arenes fiiisika, mehhaa-
nika ja teiste loodusteaduste mdjul. Selle teooria alused
rajasid Leibniz, Newton ja J. Bernoulli. Iseseisvaks distsip-
liiniks kujunes diferentsiaalvérrandite teooria 18.sajandil
d'Alemberti, D.Bernoulli ja eeskidtt kuulsa Peterburi mate-
magtiku Buleri t6dde pdhjal.

Diferentsiaalvirrandite teooria peaiilesandeks alates te=-
ma tekkeajast kuni kéesoleva ajani on olnud loodusseaduste
uurimine ja kirjeldamine. Hindamatu panuse on diferentsiaal-
vorrandite teooria meetodid andnud ka tehnika erinevates
valdkondades esinevate iilesannete ja kdrgema matemaatika pal=
Jude probleemide lahendamisel. Kidesoleval ajal n&diteks on
diferentsiaalvérrandite téhtsaimateks rakendusaladeks sta=—
biilsuse teooria, automaatika, raketitehnika jt. koige uue—
mad teadusharud. ‘

Tépsustame eespool antud diferentsiaalvdrrandi miiste.

Harilikuks diferentsiaalvorrandiks nimetatakse

Yyérrandit, nis seodb otsitavat



funktsesiooni tema tuletiste ja
s6ltumatu muutujaga.

Definitsiooni kohaselt on vdrrandid
" +y=2e X §)]

3
:.;g- nyagx, 2

y'-ysinx=s8inx, (3)
dy-xzydxao (4)

harilikud diferentsiaalvdrrandid. Uldiselt on iga diferentsi-
aalvorrand (ka vorrandid (1) = (4) ) esitatavad kujul

F (x,y,y', osey y(n)) = 0. (5)

Kui otsitavaks on mitme muutuja funktsioon (seega vorran—
dis esinevad otsitava funktsiooni osatuletised), siis kannab
vorrand osatuletistega diferentsiaalvdrrandi nimetust. Kédes—
oleva konspekti valdavas osas vaadeldakse harilikke dife-
rentsiaalvirrandeid ja kokkuleppeliselt nimetame neid edas—
pidi lihtsalt diferentsiaalvorrandeiks.

Diferentsiasalvorrandite teoorias sdltuvad mitmed oluli-
sed kiisimused diferentsiaalvorrandi-liigist. Uheks aluseks
diferentsiaalvorrandite liigitamisel on diferentsiaalvdrran—
di jérgu msiste.

Diferentsiaalvdrrandi jéad&rguks

nimetatakse diferentsiaalvdrran-
dis esinevatest otsitava funkt -
8ioonil tuletiste jdrkudest suu=-

rimat.



Ulalesitatud ndidetest (1) = (5) on diferentsiaalvdrran-
did vastavalt II, III, I ja I jarku, kuna viimase jérk on
-

Uheks oluliseks kiisimuseks diferentsiaalvdrrandite kur-
suses on diferentsiaalvorrandi lahendamise, s.o. otsitava
funktsiooni ehk lahendi leidmise kiisimus. Peatavasti on
funktsiooni iiheks esitusviisiks esitus valemiga ilmutatud
kujul

¥ =9
voi ilmutamata kujul

@(x,y)=0.
Vastavalt neile kahele juhule tutvume diferentsiaalvorrandi
lahendi kahe definitsiooniga.
Diferentseeruvat funktsiooni
yacp(x) nimetatakse diferentsi-
aalvorrandi (5) lahendiks vahe=-
aikas X, kut LTanktsioonl y-(p(x) Ja
tema tuletiste asendamisel v3or-
randisse muutud see sdltumatu
muutuja x€X suhtes semasusekse.
Sel korral Seldakse ka ', et funktsioon y = QP (x)
ahuldad diferentsiaalvdrran-~
it().
Nii on funktsioon

H

="

y=e¢*4s8inx

diferentsiaalvorrandi (1) lahendiks vahemikus (-00, ©0),
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sest iga x €(~00 ;©0) puhul sasme samasuse

(e X -s8inx) + (T 4 sin x) = 28 ,

Oeldakse, et vd rrand

bam =0 ®)

mﬁa‘rab diferentsiaalvédrrandil
(5) lahendi vahemikus X , kul ;

1) eksisteerib funktsioon y(x), mis x€ X pubul
rahuldab vdrrandit (6);

2) iga x€X korral eksisteerivad tuletised y'(x);
7@y V@ g2

3) véhemalt iihe, tingimusi 1 ja 2 tditve funktsi-
ooni korral kehtib samasus

P( x,y(x), y'(x).---.y(n)(x) )=0 7)
iga x€ X puhul,
Vastavalt meie definitsioonile mii#irab v@drrand

(=132 + (#3)% = & (8
diferentsiaalvdrrandi '

" ( 143'3) = 3y' 2 = 0 1))
lahendi vahemikus ( =1,3), sest :
1) eksisteerib kaks funktsiooni

ya= 34 \[3 e -2, (10)
you 3= \/342x-22

mis rahuldavad virrandit (8) 1sigul [-1,3]
2) eksisteerivad funktsioonide (10) kolm esimest tule=-
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Ttist vahemikus ( -1,3) Ja

3) vdrrandiga (8) mifiratud funktsioonid (10) rahuldavad
vahemikus (-1,3) vdrrandit (9) samaselt (ndita seda iseseis-
valt).

Diferentsiaalvdrrandil (1) oli &ra tocdud i ks 1l a =
hend, vorrandil (9) aga~kaks erinevat 1la-=
hendit,. Seega v3 1 Db fihel diferentsiaalvérrandil ol=-
laenam kui dks lahen d. Uldiselt on neid
igal diferentsiaalvérrandil 13pmata palju (isegi kontinuaal=-
ne bulk). Féita, et vBrrandit (1) rahuldavad k3ik funktsi-
oonid

y=Csinx + e %,
kus C on suvaline konstant. Veel enam, mistahes arvude o, P

ja @ korral midrsb vorrand

(x=)? 4 (7 - P2 =g?
vahemikus (-900(., Q +ot) diferentsiaalvdrrandi (9) kaks
erinevat lahendit.

Ndgime, et es inebdb diferentsiaal-
vorrandeid lapma'tu hulga 1lahen~
ditega.Ent kasl see on iseloomulik igale diferentsiaal-
vdrrandile? Klisimusele vastame eitavalt, .sest nditeks dife-

rentsisalvirrandi

|y #|¥|=0 (11)

ainsaks lahendiks on funktsioon y = 0,
kuna virrandil -

|7 +|y|+|x|sa=0

—7-



Pole ihtegi lahendit.

Esitatud ndidetest viimased pole kiill tiilipilised dife-
rentsiaalvsrréndid, ometi on nad olulised selles mttes, et
sunnivad meid iga diferentsiaalvdrrandi korral selgitama
lahendi olemasolu kiisimust. Viimane ongi diferentsiaalvdrran-
dite teooria iiheks pshikiisimuseks. Kéesolevas konspektis puu-
tume selle probleemiga veel mitmel korral kokku.



I.ESIMEST™ JEKREKU DIFERENTSIAAIL
VORRANDID.

Mistahes esimest jdrku diferentsisalvorrand on esitatav
kujul
P (X,7,7') =0 . (0.1)

Juhul, kui vGrrand (O.1) lahendub iiheselt y* suhtes, on
vorrand (0.1) samavéddrne vdrrandiga

y' = £(x,5) . (0.2)

Kahte diferentsiaalvorrandit nimetatakse samavédérseks,
kui kdik iihe diferentsiaalvGrrandi lahendid on lahenditeks
ka teisele ja iimberpodordult.

Diferentsiaalvdrrand (0.2) on uurimiseks mdnes mdttes
sobivam kui iildkujul (O.1) antud v3rrand. Seepdrast selgi-
tame mitmed olulised kiisimused eeskdtt diferentsiaalvorrandi
(0.2) kohta.

§ 1. POHIMOISTED .

1. Esimest jarku diferentsiaalvorrandi geomeetriline
integgretatsidon. Vaatleme diferentsiaalvorrandit (0.2).

Funktsioon f£(x,y) olgu mddratud ja pidev tasandilises piir-

1

konnas' D , mille projektsiooniks x~-teljele olgu vahemik

? Piirkonnaks nimetatakse niisugust lahtist sidusat mitte-
tiihja punktide hulka Dymis rahuldab kahte jérgmist tingimust:
1) hulga D iga punkt sisaldub hulgas D kocs oma kiillaldaselt
" vdikese iimbrusega (lahtisus); 2) hulk D on sidus hulk,s.0.

tema mistahes kahte punktl saab iihendada pideva kGveraga,mis
ise asub hulgas D sigusus ;

-—9_



X. Diferentsiaalvdrrand (0.2) seab igale punktile

(xo,yo) € D vastavusse arvu f(xo,yo),nille votame punkti
(xo,yo) lébiva liihikese sirgldigu tousuks. Seda sirgldiku,
aga samuti arvude ( IS % 4 (xo,yo) ) kolmikut nimetame
edaspidi diferentsiaalvorrandi (0.2) joonelemendiks.Joonele-~
mendi komponenti f(xo,yo) nimetame joonelemendi t3usuks.
Kattes piirkonna D diferentsiaalvorrandi joonelementidega,
saame diagrammi, mida nimetatakse diferentsiaslvorrandi
joonelementide diagrammiks ehk diferentsiaalvdrrandi sihti-
de vdljaks. Seega middrab diferentsiaalvdrrand (0.2) sihtide
vélja. On joonelementide diagramm valmistatud kiillalt tép-
selt, ilmmneb joonisel kujutis niisugusest joonte parvest,
mille iga joone mistahes punktist tommatud puutuja 13iguke
ihtib antud punkti l&biva diferentsiaalvdrrandi joonelemendi-
ga (vt. joon.1 , mis vastab vorrandile y' =2 £ ).

‘\ ‘\\ \ 'y /’ LA Olgu vaadeldava parve
\ \\ \ // / / joontest iihe vorrandiks y =q)(x).
/7 Ulalbeldu pshjal rahuldab selle
2 \l\\\ ////// '
N // Joone puutuja tdus mistahes
SN
/77/ %\\\\\\ X punktis ( X,5)€D tingimust
14 JARN i Bt
//// /| \ \\\ \ y’l S (x,5)
b / / : \‘ \‘ ¥ ehk, vdttes arvesse tingimuse
Joon.1.

¥ =¢P(x) (punkt (X,y) asub
joonel y = (.P(x)!),

e . -
. P =t (%, PE).
Siis on aga funktsioon (P(x) diferentsiaalvirrandi (0.2)

=10 -



lahendiks, sest igas punktis X € X rahuldab arvude kolmik
(ixy (P(i), (P'(i) )y seega ka funktsioon (P (x) diferentsiaal-
vorrandit (0.2). Joon vdrrandiga

y=P@
on seega diferentsiaalvdrrandi (0.2) lahendi y =<P(x) ge0-
meetriliseks kujutiseks. Meie mGttekdik jadb kehtima ka iga
teise joone korral vaadeldavast parvest. Selle parve iga
iksikut joont vGrrandiga

J = (P( x,C)
mille puhul kehtib samasus

P(x,0) = £ (x, P (x,0))
iga x € X korral, nimetatakse diferentsiaalvdrrandi (0.2)
integraalkdveraks. Vaatlusel olevat joonte parve aga -«
integraalkdverate parveks.
Kokkuvdttes voime esimest jérku diferentsiaalvorran~

di geomeetrilise interpretatsiooni kohta Gelda jérgmist.

Esimest jidrku diferentsiaal=
vorrand(0.2) mddrab piirkonnas D
e8ihtide vidlja, mida ldbivad inte~
méddratud integraalkdverate puu=-

tujate tousude 853ltuvus kdverate

r
h

graalkoverad,s, V5rrandiga(0.2) on
é

J

vas

des t,

2._Isokliin. Tutvume diferentsiaalvirrandi inte-—

tavate punktide koordinaatie=

graalkdvera vol integraalkéverate parwe graafilise kujuta-

e T T



‘mise mdningate meetoditega.

Artiklis 1 selgus, et hoolikalt ja piisava tédpsusega val=-
mistatud diferentsiaalvirrandi joonelementide diagramm vgib
olla abiks diferentsiaalvirrandi integraalkdverate graafili-
sel kujutamisel ja omaduste uurimisel. Selleks, et joonele~
mentide diagrammi valmist;amisel joonelementide kandmine piir=
konda D ei toimuks juhuslikult, tutvume veel iihe mdistega,
millele rajame integraalkdverate parve graafilise kujutamise
kaks meetodit.

Olgu joonisel 2 kujutatud diferentsiaslvdrrandi (0.2)
integraalkdverate parve vorrandiks

¥ = cP(x,c) .

(Vaadeldav joonis vastab vorrandile y' = = X.)
y

t Nédeme, et erinevatel
integraalkdveratel %, . L,_,,
on punkte (punktid Aq,45,...),
kus joonelementide tsusud: on
vordsed. Veel enam, nieme, et
iihe ja sama konstantse tausugg
Joonelemendid paiknevad joonel
8 o Seda joont nimetatakse
by isokliiniks.

Joont, mille kd3ikides punkti-

des on diferentsiaalvorrandi
jJoonelementidel samad konstan t-

8ed-Ltdoisud, nimetatakse 1aokl il

- 12 =



niks.
Vastavalt joonelemendl definitsioonile rahuldab vaadel-

dava diferentsiaalvdrrandi iga joonelement ( x,y,y'), kus
y'=£(x,y), antud vSrrandit (0.2). Siinjuures on (x,y) €D

ja y'€ Z, kus siimboliga Z on tédhistatud funktsiooni £(x,y)
muutumispiirkond. Otsides isokliini vGrrandit, omistame suu-~
rusele y' konstantse védfirtuse k€Z Ja vaatleme k¥iki neid
punkte (x,y)€ D, mille puhul

£(x,y) =k . (1.1
Vorrand (1.1) m#drab joone, mille punktides on diferent-
giaalvorrandi (0.2) joonelementidel samad konstantsed tou-
sud k, ja on jérelikult isokliini vGrrandiks. Xui vaadelda
konstanti k parameetrina piirkonnast Z , saeme antud dife-

rentsiaalvorrandi isokliinide parve virrandi.

Jargnevalt vaatleme integraeslkiverate perve graafilise
kujutamise meetodeid.

A. Otsime integraalkdverate parve vdrrandile (0.2).
Lahendamiseks:

1) fikseerime piirkomns D , kus £(x,y) on midédratud;

2) midrame kindlaks funkbtsiooni £(x,y) muutumispiirkonna

3) valides vddrtusi k€ 2 , akitgeerime piirkonda D
vorrandi (0.2) isokliinide parve £(x,y) = k , kandes igale
isokliinile diferentsiaalvdrrandi joonelemendid vastava tGu-
suga.

Nii osutub konstrueerituks diferentsiaalvorrandi sihtide

vdli. Vajaduse korral téiendame joonist uute joonelementide-

- A% %



ga, kuni joonisel p B0 0 T R TS R e Y |
integraalkdveratest, "'kul Joon-=
test mis igas oma punktis puwmu-
dunteaevad Joonelenmente.

Lopuks jé&b skitseerida integraalkdverad.

Illustreerime Geldut jédrgmise nditega.

Nédide 1. Diferentsiaalvdrrandi

y' = -2x
korral on 1) piirkonnaks D xy-tasand; 2) muutumispiirkond

Z=(~0c0, ©® ) ja 3) isokliinide parve vdrrandiks on
k==2x.

Integraalkdverate parve joonistamiseks kanname joonisele
(vte joon. 3) isokliinid koos vastﬁvate joonelementidega.
Selleks votame andmed eelnevalt valmistatud tabelists

k -3 | =2| -1| 0 1 2 3 &
isokliini
sEEand xsg x=1 xn% x=0 | X== % X==1 | X== g Xz =2

Joonisel 3 on saadud kujutis integraalkdverast vor—
randiga y =1 = xa.

Bs Teise meetodi puhul uurime eelnevalt integraalkdve-
rate kulgu antud diferentsiaalvdrrandi (0.2) pdhjal. Seal-
Juures olgu f£(x,y), £; ja r; pidevad piirkonnas D. Selleks
selgitame vidlja integraalkdverate ekstreemum- ja kiddnupunk—
tide asukoha ning piirkonnad, kus integraalkdverad on t3us -

EAN -



vad, langevad, kumerad v3i ndgusad. Sealjuures eeldame, et

J/ J vorrandi (0.2) puhul 1 & -
R pe Ny id . piirkonna
“\ D iga punkti ai-

7 05 sam, nult iks inte-

4 . graalkdver. :
¥ -+ 1. Piirkonna D igas
L 593 punktis on integraalkdvera-
i i \ te tous y' mddratud vdrran-
ALY diga (0.2). Seega on inte-
Foon, 3. ) graalkdver tGusev voi langev
vastavalt seal, kus
2(x,y) >0 vei £(x,y)<0 . (1.2)

Téhistame piirkonnad, milles kehtivad vorratused (1.2) vas=-
tavalt tdhtedega 81 Ja 82 .

2. Tingimus
£(x,3) =0 (1.3)

on tarvilik selleks, et integraalkdveratel oleksid ekstree-
numpunktid. Kuid vdrrandiga (1.3) mdsiratud kdveral paikne-
vad integraalkdverate ekstreemumpunktid,vaid siia,. kui ko -
Yeor (1:3) ‘on''piirkondade S, ;jau‘"»2 raja-

jooneks .2

2 Piirkonna rajajoone all mdistetakse selle piirkonna
rajapunktide hulka. Rajapunktiks on aga iga niisugune punkt,

mis ise ei kuulu piirkonda, kuid mille iimbruses on nii piir-
konna punkte, kui ka punkte, mis ei kuulu piirkonda.
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Olgu mérgitud, et ekstreemu-npunktid paiknevad isoklii-
nil, millel k = O. (Kas vorrandil y' = 1 + x° on ekstree-
mumpunkte?)

3.Integrasalkdverate kiénupunktide clemasolu tarvilikuks
tingimuseks on see, et y" = 0. Arvutanud virrandist ( 0.2)

’n=f' +r|.y'

% x 4

a0

¥ okt e £ e 20x,Y) 5
x ¥

néeme, et tingimus

£' +f' . y' =0 ehk £' + £'-£(x,y) =0 (1.4)
X b4 x J

on tarvilik integraalkdverate kddnupunktide olemasoluks.
Kuna vorrandit ( 1.4) rahuldavad ka isokliinide parve
2(x,y) = k tousud (ndita seda | ), jéreldame ,et in t e-
graalkdverate kéd&édnupunktides
leiab aset integraalkdverate ja
isokliinide puutumine.

Samuti nagu punktis 2, vdidame, et virrandiga (1.4)
médratud kdveral paiknevad integraalkdverate kédnupunktid
siis, kui kavef (1.4) on integraalkdverate kumeruse ja nd-
gususe piirkondade K, ja K2 rajajooneks. Viimased kujutavad
endast piirkondi, milles kehtivad vastavad vorratused

£'4 £' - £ (x,7)<0 ja£' + £*-2 ( x,9) > 0
x 7 X b 4

Lopuks olgu mérgitud, et juhul kui vdrrenditega (1.3)

- 16 =



voi (1.4) midratud kdverad osutuvad integraalkdverateks, ei
saa nad samaaegselt olla ekstreemum- v3i kdé@nupunktide geo~-
meetriliseks kohaks, sest siis lébiks joome (1.3) v3i (1 o4)
iga punkti véhemalt kaks integraalkdverat ning see oleks vas-
tuolus punkti B algul tehtud eeldusega. :

Oeldut illustreerime jérgmise nditega.

Néide 2. Vaatleme jédlle vdrrandit

y'=-21.

Nédite 1 vaatlemisel selgus, et piirkonnaks D. on xy-tasand,
mille iga punkti 1l&bib ainult iiks integraalkdver. Piirkond
Z=(=-00,0 ), Piirkonnaks S, on siin pooltasand x<0
Ja piirkonneks 82 - pooltasand x>0 . Ekstreemumpunktide ole-
masolu tarvilikuks tingimuseks on x = O. Samal ajal on sir-
ge x = 0 piirkondade S1 Jja 82 rajajooneks ja on seega
integraalkdverate ekstreemumpunktide geomeetriliseks kohaks,
tédpsemalt - maksimumpunktide geomeetriliseks kohaks ( vt.

y' mirgi muutu'l) .

Arvutades leiame, et y" = -2 . Kuna piirkonna D igas
punktis on y" £ 0 Jja y"< O, puuduvad integraalkdveratel kidd-
nupunktid ja kdverad on kumerad.

Teostatud analiilis kinnitab ettekujutust meetodiga A
saadud geomeetrilisest pildist (vt. joon.3).

3. _Néited filesannetest, mis toovad esimest jérku dife-

rentsiaslvorrandite juurde. Paljudes loodusteaduse Jja tehni=-

ka-alastes iilesannetes on otsitavateks funktsioconid, mis kire

Jeldavad vaadeldavaid ndhtusi ja protsesse. Viimaste puhul

on sageli eksperimentaalselt v3i vaatluste pohjal kindlaks

- 4
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mddratud seosed saltuiatu muutuja, otsitava funktsiooni ja
tema tuletiste vahel. Niisugusel juhul on vaadeldav nidhtus
voi protsess mddratud diferentsiaalvirrandiga ning otsita-
vaks on selle lahend. Alljédrgnevas vaatleme konkreetseid

néditeid.

Ulesanne 1. On tehtud kindlaks, et teatud koirohuliiki-
dest valmistatud kuulikeste aurustumisel on kuulikese pind-
ala antud hetkel vdrdeline tema ruumala kahanemise kiiruse-
ga samal hetkel.

Leida kirjeldatud liiki koirohust kuulikeste aurustumi-
se seadus.

Olgu hetkel t kuulikese ruumala V(t) ja pindala S(t)
Vastavalt eeldustele on aurustumise diferentsiaalvorrandiks

S(t) = - 4 (k)
k dt
ehk

avit) . - (), (1.5)
dat

kus k on koirohuliigist sGltuv positiivne konstant. Kuuli-
kese aurustumise seaduse leidmiseks m#drame kuulikese raa-
diuse R s3ltuvuse ajast t. Arvestades , et V = <WR’ ja
S = 4R, leiame vorrandist (1.5), et :

aR(t) . _ (1;6)
at

Siit selgub, et kuulikese raadiuse kahanemise kiirus on
aurustumisprotsessis konstantne (vdrrandist (1.5) ei

paista see silma).
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Veendu iseseisvalt, et kirjeldatud omadusega on kdikidest
nendest koirohuliikidest wvalmistatud kuulikesed, millel raa-

diuse R mnmuutumise seaduseks on
R(t) = =kt + C ,

kus C - suvaline konstant.
Midrkus 1.0lgu iilesandes 1 lisaks teada, et koirohust kuu-
likese raadius kahaneb kuue kuu jooksul 1 cm-1t g cm~le.

Lisatud andmed véimaldavad middrata iilesande 1 lahendi md-
lemad konstandid C ja k.

Konstandi C leidmiseks arvestame, et hetkel t = O on
R(t) = 1. Seega, kui koirohuliiki iseloomustav konstant k

oleks teada, oleks aurustumise seaduseks

R(t) = =kt + 1.
Kui arvestame veel, et hetkel t = 6 ( aega mdddame kuu-
des) on R(t) = g sleiamegi mdlemaid lisatingimusi rahuldava

aurustumise seaduse

t
R(t) =1 = = ,
(®) 12

Ulesanne 2. Leida vorrand kdverate parvele, mille iga
punkti P(x,y) abstsissi ruut on viordeline abstsisstelje 15i-
guga koordinaatide alguspunktist kuni ldikumiseni kdvera
puutujaga punktis P(xX,y) Y Leén)

Olgu joonisel &4 kujuta-

tud kover L iiks otsitava par- Prx,y)

ve kGveratest. Punktist A’,ﬁ

P(x,y) on tdmmatud kdve- ’7‘\\;‘--_———' -
Joon. 4.
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rale £ puutuja t ja L ( § . ‘\'L) olgu puutuja suvaline
punkt. Oletades, et otsitava kdvera vdrrandiks on y =(P(x),
saame puutuja ¢ vorrandiks

N=Fay(E=«m,

Seega 10ikub puutuja abstsissteljega punktis M (x- Z, :0).
J
Eelduste kohaselt on siis

= ud Cxal),
k 7

kus 3 on vordetegur. Kdvera £ Jja iihtlasi otsitava parve
k

vorrandiks on diferentsiaalvdrrand

VY x-k2) =y . (1.7)

Néita, et leitud diferentsiaalvirrandite lahenditeks
on funktsioonid

y= =, (1.8)
1-kx

kus C on suvaline konstant.

Miérkus 2. Olgu iilesandes 2 ndutud lisaks, et otsitav
kdver libiks punkti A (1, -%- ) . Pistitatud ndue téhen—
dab seda, et diferentsiaalvg;randiga (1.7) middiratud funkt-
sioonid (1.8) peavad rahuldama tingimust

Y(") = T}—k. (109)

Et niisugust kdverat leida, tuleb i{iheparameetrilise
parve (1.8) kdveratest leida niisugused, mis rahuldavad

lisatingimust (1.9). Koordinaatide x =1 ja y = 1kk
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Lasendanisel vorrandisse (1.8) nideme, et niisuguseid kdveraid

on iga k vddrtuse korral iks ja nimelt

Jex

y=—

1-kx

4, Algtingimus ja algtingimusega iilesanne. Esimest jér-

ku diferentsiaalvGrrandite lahendamisel saame iildiselt kor-

rega terve hulga funktsioone

7 = P(x,0) (1.10)
51 :

(.f/(x,y,c) =0, (1.11)
millest iga iiksik

y=9 @, (1.12)
kus P (x) = (x, C) voi

X (x,3) = 0, = (1.13)
kus X (x,¥) = c’/(x,y, C), kas on ise voi midrab vaadeldava
diferentsiaalvdrrandi

¥ (X577 =0 (1.14)

lahendi vahemikus X. Vorrandites (1.10) ja (1.11) on C
arvtelje sidusas piirkonnas muutuv parameeter.

Néditeks funktsioon

F=X-4 (1.15)

rahuldab vdrrandit



y'-IL= (1.16)
X

®IE

vahemikus ( -—c0, ©© ) , Kuid sama vdorrandit rahuldavad nii
funktsioon y = g - 4 , kui ka kSik funktsioonid y = Cx - 4 ,
kus C € ( =0, 00 ) ,

Sageli seisnevad diferentsiaalvirranditega seoses olevad
ilesanded selles, et ot sitakse HWUht konka-
reetset funktsiooni nende hulgast, mis
rahuldavad vaadeldavat diferentsiaalvérrandit, s.o. o t's i -
takse iht konkreetset lahendit
teiste lahendite hulgast.Nditeks
otsitakse vorrandi (1.16) lahendit (1.15) v3i vorrandi (1.14
lahendit (1.12) lahendite (1.10) hulgast., Sisuliselt sama
iilesandega oligi tegemist eelmise artikli midrkustega 1 ja 2

varustatud vastavates ililesannetes. Ent sel juhul peab iiles-

ande formuleeringus esinema niisugune 1 i s a t ing i -

mus , mis vdimaldab kdne all olevat konkreetset lahendit
eraldada kdikidest teistest lahenditest. Artiklis 3 esine-
nud lisatingimused olid jérgmist tiilipi. Nouti, et otsitav

funktsioon omandaks argumendi vé@drtuse X, puhul vddrtuse b

S.00

vy (Xo) = yo (1.17)

Tingimust (1.17) nimetatakse alggingimuseksz. Ulesannet
lahendada diferentsiaalvorrand (1.14) algtingimusel (1.17)

3 Hiljem ndeme, et esineb ililesandeid ka teist tulipi lisa-
tingimustega.
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nimetatakse algtingimusega {ilesandeks ehk Cauchy iilesandeks.

Teame, et funktsioonid (1.10) vdi (1.11) misravad vaa-
deldava diferentsiaalvorrandi (1.14) integraalkdverate par—
ve, kui iiheparameetrilise kaveraparv 4. Algtingimusega

iilesande lahendamine t&hendab geomeetriliselt niisuguse ko-
vera leidmist diferentsiaalvarrandiga ( 1.14) mésdratud ko-
veraparvest, mis l&#biks punkti P(X,,3,).(Vt. artikkel 3
iilesanne 2 koos midrkusega 2).

5. Diferentsisalvorrandi iild- ja erilahend.Eespool ni-
gime, et diferentsiaslvorrandite puhul esineb nii algtingi-
nustega lilesandeid, kul ka iilesandeid, kus otsitakse dife-
rentsiaalvirrandi lahendeid iildse. Nende iilesannete (iildi-
selt > erinevate) lahendite eritlemiseks kasutatakse jirg-
misi moisteid.

Ulalnimetatuist teise iilesande puhul on eesmirgiks:
lahendada diferentsiaalvdrranad.
Siin loetakse {ilesanne lahendatuks, kui on leitud Antud
diferentsiaalvorrandi k3 ik lahendid.

Vaatleme viimast iilesannet algul lihtsaima ndite

¥ = £(x) (1.18)

varal., Eeldame, et funktsioon f£(x) on 13igus [a,b] pidev

funktsioon. Integraalarvutuse pShikursusest teame, et

33 Kui parameetri C igale vdidrtusele arvtelje teatud sidu~
sast piirkonnast vastab teatav kdver, siis nimetatakse vas-
tavate koverate hulka iiheparameetriliseks kdveraparveks.

Erandiks on juht, kui diferentsiaalvSrrandil on ainult
ilks lahend (vt. naidet (11)).
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funktsioonil £(x) on siis algfunktsioon (P(x), nii et

P = 20x)
ige x€(a,b) korral. Samuti teame, et vaadeldaval funktsi
oonil peale funktsioonide (P (x) + C, kus C on suvaline
konstant, enam teisi algfunktsioone pole. Seega on virrand
(1.18) ¥ 6 i k lahendid antud funktsioonidega

je piistitatud eesmirk on saavutatud. )
Olgu difsrentsiaalvdrrandi ( 1.18) korral lahendamisel

algtinginmusegs iilesanne, kus algtingimuses

¥ (x) =7, (1.20)

celdame, et x, € (a,b) ja y, on suvaline. Ulalsaadud tule-
musé kohaselt peab lahendite ( 1.19) hulgas leiduma ka
niisugune, mis rahuldab tingimust (1.20). On liht-
ne naha, et selleks on lahend

y=(& -+ [yo o (p(xo)]
ehk X
¥ =7, +j £(t) at. (1.21)

*o

Samuti on selge, et algtingimust (1.20) rahuldav lahend

(1.21) saadakse lahendite (1.19) hulgast kons tandi
c | s obival "walik & 1 ja pimelt - valides |
L & q)(xo)o Sel korral deldakse, et lahend (1.21) on
diferentsizalvirrandi (1.18) erilabend . |
Veadeldud ndite puhul viime delda, et vorraidi (1.18)
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lahendite hulk (1.19) on niisugune, kus algt ingi -
nused (1.20) mistahes x, € (a,b) ja suvalise y, kor-
ral on rahuldatavad sobiva kons -
tandi € valikuga. Jérelikult vdrrandi (1.18) puhul
lahendite hulk (1.19) 1) ammendab diferentsiaalvdrrandi
(1.18) kdik lahendid ja 2) on niisugune, et sobival konstan-
di C valikul on rahuldatavad mistahes algtingimused (1.20).

Vaadeldud ndite puhul on loomulik, kui nimetame lahen-
dit (1.19) diferentsiaalvorrandi ( 1.18) fildlahendiks. Ent
leidub esimest jédrku diferentsiasalvdorrandeid ( need pole iik-
sikud erandid), millel pole ndudeid 1 ja 2 rahuldavat lahen-
dite hulka. Néiteks vorrandi

25' +x - VX + 43 =0 (1.22)

lahendite hulk

y=0xa+C° (1.23)
rahuldab kiill nduet 2 iga algtingimuse (1.20) korral, kus

(x4+7,) on piirkonna

2

-
3 4

suvaline punkt, kuid ei rahulda nduet 1. ¥Nimelt on dife-
rentsiaalvdrrandil (1.22) lahend

mis ei kuulu lahendite (1.23) hulka, s.0. el leidu niisu -
gust konstanti C , mille korral kehtiks Cx + C> = = E.
Seega on arusaadav, miks esimest jérku diferentsiaal-
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vorrandi ildlahendi alljérgnevas definitsioonis jdetakse esi-

mene nduetest 1 ja 2 dra.

Diferentsiaalvirrandi
' = 2(x,y)
#ldlahendiks ninetatakse nalilan=
gust suvalisest\ konmstandist C
80ltuvat l'ahendit, mis 80 PYval
konstandi C vialilkal >ahuldad
algtingimust

J (xo) - yo

iga (xo,yo)en korral, kus D on funktsiooni
£(x,y) pidevuse piirkond. Lahendid,mis saa-=
dakse iildlabhendist konstandi ©C
fiksegoaritafl ATt us e KoYiald,
kannavad er3itanrendgite ninetnst
‘Diferentsiaalvorrandi lahendamist nimetatakse ka

diferentsiaalvorrandi integreerimiseks. Samas mirgime veel,
et virrandi lahendamisel joutakse sageli seoseni

(b (%,¥,C) = 0,
mis m§irab iildlahendi ilmutamata kujul (vt. sissejuhatus).
See seos kannab ka virrandi iildintegraali nimetust. Fiksee-~
ritud konstandi korral réddgime eriintegraslist.
Definitsiooni kohaselt on lahendid (1.19) ja (1.23) vas-
tavalt vorrandite (1.18) ja (1.22) iildlahendid, kuna nii=-
teks C = C korral on y =@P(x) + C jay=0x+ ¢* vasta-
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vate vorrandite erilahendid. Vérrandil (1.22) on peale iild-
ja erilahendite veel niisugune lahend, mis ei kuulu kummase-
gi kategooriassg. Edaspidise terminoloogia kohaselt oleks
lahend y = - X v5rrandi ( 1.22) isedrane ehk singulaarne
lahend. Esialgselt moistemegi isedrase lahendi all diferent-
siaalvorrandi y' = £ (x,y) niisugust lahendit, mis pole lei- -
tav iildlahendist konstandi C iihegi véirtuse korral.

Seega voib iga diferentsiasalvdrrandi korral vaadelda
kolme jérgmist iilesannet:

a) lahendada diferentsiaalvirrand;
b) leida diferentsiaalvdrrandi iildlahend;
¢) leida algtingimust ¥y (xo) = ¥, rahuldav
diferentsiaalvérrandi erilahend. :
Esimesel juhul tuleb leida vastava diferentsiaalvGrran-
di k6ik lahendid, teisel juhul - ildlshend ja kolmsndal -

vastav erilahend.

§ 2. MONED ESIMEST JXRKU DIFERENTSIAALVORRANDID
JA NENDE LAHENDUVUS.
Kiesolev paragrahv on iiles ehitatud jédrgmistele analiiii-
sis hdsti tuntud teoreemidele.
Teoreem 1. EKui F'(x) = 0 iga x€(a,b) korral,siis

on funktsioon F(x) 13digul [a,b] konstantnes
Teoreem 2. Olgu 1) funktsioon F(x,y) koos oma osatule-

tistega l‘; ja F' mddratud ja pidev punkti P (xo,yo) {imb=-
p 4

ruses, 2) F (x

0Ts) =0  Ja 3) F'(x,,y,) # O. Neil eel-
J
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dustel mddradb vorrand

F (x,5) =0

iheselt ilmutamata funktsiooni y = £(x) piirkonnas
Ro = {xo- 8<x<x° +d 3 y°-8'<y< 5 +8'}. Funktsi-
oon £(x) rahuldab piirkonnas Ro tingimusi 1) £ (xo) = Yo
2) £(x) on vahemikus (x, - S, x, + 8) pidev , 3) funktsioo-
nil f£(x) on vahemikus ( x5 - s, x, +3) pidev tuletis.
Teoreem 3. Olgu funktsioonid P(x,y) ja Q(x,y) koos
oma osatuletistega P;. Ja Q; médratud ja pidevad iiheli=-
sidusas® piirkonnas D.
Selleks, et avaldis P dx + Q dy kujutaks tdisdiferent-
siaali piirkonnas D , on tarvilik ja piisav, et iga (x,y)ED

korral kehtiks samasus
P' = Q' . (201)
b 4 x

Markus 3, Teoreemi 3 eeldustel kehtid valem

(x,3)
R (x,y5) = Pdax +Qady + F (x,,5,) »

(%497,
kus (x,,y,) on piirkonna D mingi punkt ja (x,y) selle piir-

konna suvaline punkt, Siinjuures on F(x,y) niisugune funktsi-
oon , et dF = P dx + Q dy.

6 pskestatud piirkonda D me nimetame iihelisidusaks, kui
koos iga piirkonnas D paikneva kontuuriga I kuulub piir -
konda D ka kontuuri poolt piiratud piirkond. Piltlikult ta-
hendab see ,et piirkond D peab olema aukudeta.
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1. Bksaktne diferentsiaalvirrand. On arusaadav, et iga
tuletise suhtes ilmutatud esimest jédrku diferentsiaalvore

rand y' = £(x,y) on esitatav kujul

£f(x,y) &x - dy =0,
mis kujutab endast erijuhtu jédrgmisest esimest jérku dife-
rentsiaalvorrandist

M (x,y) ax + N (x,y) dy =0 . (2.2)

Vaadeldes vorrandit (2.2) eeldame, et ¥ (x,5) +
+ ¥ (x,5) £#0 iga (x,y)€D puhul, kus D olgu funktsi-
oonide M (x,y) ja N (x,y) iihelisidus tasandiline méira-
mispiirkond (milleks on vajalik eeldus M° + N2 £ 0 ?) .
Vorrandit (2.2) ninetatakse.gksaktseks piirkonnas D ,
kui leidub niisugune funktsioon U (x,y), et

4au (x,y) = M (x,y) dx + N (x,y) dy (2.3)

kdikjal piirkonnas D.

Edaspidi vaatlemegi vorrandit (2.2) eksaktsena rist-
killikukujulises piirkomnas R ={a<x<b; c<y<d}l .
EKui seejuures oleks teada funktsioon U (x,y), taanduks vdr—
rand (2.2) kujule

dvu (x,y) = O. (2.4)

Selgitame kiisimuse vorrandi ( 2.4) lahenduvusest.
Kui vSrrand (2.4) oleks lahenduv ja y = 7(x) - iiks

tema lahenditest vahemikus (a,b), saaksime lahendi definit-
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siooni kohaselt samasuse

av (x,y (x)) =0
vahemikus (a,b). Teoreemi 1 pohjal kehtib seega samasus

U (x,5 (x)) = c ? (2.5)

iga x€[a,b] korral, kus ¢ on funktsioonile J(x) sobivalt
valitud konstant. Seega peab funktsioon y(x) olema vahemikus
(a,b) middratud vorrandiga (2.5). Sama mdttekdik jédb kehtima
diferentsiaalvorrandi (2.4) mistahes lahendi korrale.

Teiselt poolt, ka iga funktsioon, mis vahemikus (a,b) on

médratud vorrandiga
U (x,5) =C, (2.6)

kujutab diferentsiaalvorrandi (2.4) lahendit. Jédrelikult,
kui diferentsiaalvdrrand (2.4) on
lahenduv, avaldauvad -k ik 'teng
lahendid vdrrandiga (2.6) ja me viime
6elda, et vorrand (2.6) md&édrabdb diferent-
Blaslvidrrandt (24 81alahendle

Kuid veel on jddnud lahtiseks kiisimus lahendi olemas-
olust. Viimane s3ltub sellest, kas funktsiooniga U(x,y) mdd-
ratud vorrand (2.6) rahuldab ilmutamata funktsiooni olemas-
olu tingimusi vdi ei. (Teoreemi 2 pdhjal on niiid lihtne jou-
ia diferentsiaalvirrandi (2.4) lahendi olemasolu teoreemini,
mille sonastuse ja toestuse jétame lugejale harjutusiilesan—
deks. Juhtnoorina soovitame eelnevalt tutvuda teoreemiga 4
ja selle t3estusega).

Meie jérgmiseks ililesandeks on ndidata, missugustel eel=-

- 30 =



dustel funktsioonide M(x,y) ja N(x,y) kohta on v3rrand (2.2)
1) eksaktne ja 2) lahenduv.

‘Teoreem 4. Kui funktsioonid M(x,y) ja N(x,y) on koos
oma osatuletistega M' ja N} ristkilikus R mnddratud ja
rahuldavad seal tingzmusiz ;

1 M(x,y), N(x,y), U} ja NI on pidevad;

o] lg =N£ 3
2% B(x,y) A0 ,

siis on diferentsiaalvorrand (2.2) eksaktne, integreeruv ja
tema tildlahend on vahemikus (a,b) mddratud vorrandiga

X y
S M(x,y)dx + I N(x,y)dy = C ,
% Yo

kus (xo,yo) oy
T6estus. Eelduste 1° ja 2° ja teoreemi 3 pdhjal
on diferentsiaalvorrand (2.2) eksaktne piirkonnas R. Kuna
vorrand on eksaktne, leidub niisugune funktsioon U(x,y), et
piirkonnas R kehtib vordus (2.3). Midrkuse 3 ja eelduste
1° ning 2° pdhjal teame, et
(x,5)
U(x,y) = M(x,y)dx + N(x,y)dy + U(x,,7,)
(x517,)
Ristkiilikukujulise piirkonna R t&ttu aga on
X J
U(x,y) =‘{ M(x,y)dx + J N(x,,7)dy + U(x,,5,). (2.7)
*o Yo
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Seega taandub vdrrand (2.2) kujule (2.4), milles U(x,y)on
mddratud vordusega (2.7). Kdesoleva artikli algul négime, et
vorrandi (2.4), niiiid ka (2.2) iildlahend (kui vorrand on la-

henduv) on md&ratud vorrandiga
U (x,y) =C =0, (2.8)

kus U(x,y) on antud vdrdusega (2.7).

Nditame niiid, et vorrand (2.4) on lahenduv, 8.0. t & e 8
tame vdrrandi (2.2) lahendi olema
Gl - padirkonas R

T3estuse viime l&bi kahes osas: nditame lahendi olemas-
olu a) punkti x, iimbruses ( ) ) Xy 3) » kus x on su-
valine vahemiku (a,b) punkt; b) ristkiilikus R.

Selleks valime vabalt punkti (xo,yo)eR ja vaatleme
funktsiooni

F(x5) =0 (x5) =€,

kus C ) = U(xo,yo), punkti (xo.yo .
sesJ={x°-<§<x<x°+8;yo-8<y<yo+ 31. piir
konnas J rahuldab funktsioon F(x,y) teoreemi eelduste 1°

ja 3° tottu teoreemi 2 kdiki eeldusi ( nidita seda ‘l).Seega

) ristkiilikukujulises iimbru-

médrab vorrand
U (x,3) = C, =0 (2.9)

teoreemi 2 pdhjal vahemikus (x, -8, x, + 8 ) ilmutamata
funktsiooni y = f(x), mis samas vahemikus rahuldadb tingimusi
2,3 ja 1. Viimane neist on diferentsiaalvdrrandi (2.2) suh-
tes algtingimus. Nii nditasime algtingimust y(x,)=y, rabul-
dava lahendi (2.9) lokaalse olemasolu.
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L3puks mérgime, et lahend (2.9) eksisteerib ristkiilikus
R. Nimelt, kui punkt ( x + 8 , y(x,+ 8 ))€R , on ka siin
lahendi loksalne olemasolu tdestatud (punkti a pdhjal) min-
gls kiillaldaselt véiikeses vahemikus ( x5 +9 =3 , x 48 +8).
Ja kuna iihises piirkonnas (x, + Sal x, + 8 ) (vt. joon.
;5) on lahend mddratud

¢N' - !
jiheselt (vt. teoreemi 2 " - Aviad
é ° x-S Xo XS X
‘sonastus), siis kujutab inte-
‘graalkover endast vehemikus Joon.5.

(x, +3, X+ S +8') eelmises vahemikus ( x, -3, x, + 8)
defineeritud integraalkdvera jédtku. Voib toestada (vt. § 3),
et teoreemi eeldustel on vaadeldav lahend kirjeldatud viisil
jitkatav ristkiiliku R rajajooneni. Sama m3ttekdlk jédb keh~
tima piirkomnna R mistahes sisepunkti (xo,yo), 8.0 sSuvali-
se algtingimuse y(x,) = y, korral jaseega lahendi
olemasolu on taestafxxd terve piirkonna R jaoks.

Samaaegselt onn&idatudkale-.hendi ihesus:
iga algtingimuse korral leidub ainult {iks lahend, mis seda
algtingimust rahuldabe

Midrkus 4. EKui tingimus 3° teoreemis 4 asendada tingimu-
sega M(x,y) £ O jddb teoreem kehtima (kuidas muutub olukord
sisuliselt?).

Mérkus 5. Teoreem 4 on laiendatav tegelikult mistahes
iihelisidusale piirkonnale.

Néide 3. Vaatleme vdrrandit

2xydx + (x°-2y) Ay =0 . (2.10)
Funktsioonid M(x,y) = 2xy ja N(x,y) = x° = 2y koos oma



osatuletistega Il,' T R T 1 Ni = 2x rahuldavad xy-tasandi
piirkonnas, kus xz # 2y, teoreemi 4 kdiki eeldusi. Seega on
vorrand (2.10) eksaktne ning integreeruv. Uldlahendi leidmi
seks arvutame funktsiooni

x y
U(x,y) = I 2 xy dx + J (xi - 2y)dy + U(x,,5,) =
X

. ¢ yo
RS RS
= xzy - yan

Seega madradb

. xzy-y2=c

diferentsiaalvorrandi (2.10) ildlahendi.

2. Eralduvate muutujatega diferentsiaalvérrand, Vorran
dait

P (x)ax + ¢ (y)ay = 0, (2.11)
milles P*(x) +¢*y) £0 iga (x,3) €R korral, kus R
on ristkiilikukujuline tasandiline piirkond, nimetatakse
eraldunud muutujatega diferentsiaalvirrandiks.

Néitame, et kehtib jadrgmine teoreem.

Teoreem 5. Eraldunud muutujatega diferentsiaalvorrand
(2.11), milles < (x) ja \{/ (y) on vahemikes a<x<b 3}
c<y<d mddratud ja pidevad funktsioonid, kusjuu
res g‘/(y) £0 iga 3y € (c,d) korral, on intsgreeruv ja
tema iildlahend mddratud vorrandiga
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[ @@ ax+ ¢ a=c.
T3 estus. Vorrandit (2.11) voime vaadelda vorrandi-
na (2.2), milles M(x,y)= < (x), N(x,y)aq/(y), l; = N} = 0.
Seega rahuldavad funktsioonid P (x) Ja(/(y) teoreemi 1 koi-
ki eeldusi ristkiilikus { (a,0) 4 (c,d) } . Teoreemi 4 koha-
selt on ka vorrand (2.11) eksaktne, integreeruv ja tema iild-
; lahend mdé@ratud vorrandiga
? X y
| [ @ { ¢ ey = ¢y

5 Jo

ehk teisiti vdrrandiga

f&p(ﬂdx + Iq/(y)tb =C.
Néide 4. Vorrand

e -_o_’;dyso

on samuti eraldunud muutujatega diferentsiaalvorrand, mis on
integreeruv kogu xy-tasandil. Tema {ildlahendi méddrab vorrand

%ln(h-xa)-ln(‘l-o-e’)s%ln_c
ehk, mis on sama,

1+x2-c(1+e7)2.

Ent sageli diferentsiaalvirrand, mis on kiill esitatav
kujul (2.11), antakse ilhega vorranditest

' = £(x) g(y), (2.12)
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£4(x) . £()ax + g1(x)-gx(V)ay = 0,  (2.13)

£4(x) o £5(7) + §4(x)-gp(7) ' =0.  (2.14)

Sel korral deldakse, et vdrrand ( 2.12), (2.13) vdi (2.14
on gralduvate muutujatega diferentsiasalvorrand.Eralduvate
muutujatega diferentsiaalvorrandi integreerimiseks tuleb ta
teisendada kujule (2.11) ehk, nagu deldakse, tuleb temas
eraldada muutujad. Selleks tuleks vdrrandeid (2.12), (2.13)
ja (2.14) korrutada vastavalt teguritega

g(y) ;

bt v ja NS LR o Peisendamni-
£,(3) 8y (x) £5(7) o1 (x)

sel v3divad aga diferentsiaelvorrandi (2.12),(2.13)
voi (2.14) moned lahendid kaduma
minna ja seega poleks taandatud virrand (2.11) sama-
vdérne esialgsega. Oeldut peab léhtevdorrandi lahendamisel
silmas pidama.

Ndide 5. Olgu lahendamisel vorrand

(x2+2) (3°-9) dx ¢+ xy dy = O , (2.15)

mille pubhul otsitakse vorrandi koiki lahendeid.

Kuna vorrand on eralduvate muutujatega diferentsiaalvir—
rand, eraldame selle muutujad. Korrutades teda funktsiooniga
SRR, T, ,saame eraldunud muutujatega vGrrandi

X242
o ¢ dy =0 (2.16)
« 725
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Leitud vdrrand rahuldab kdikjal, kus x £ 0 ja y2 £9
teoreemi 2 eeldusi. Jérelikult 1&bidb xy-tasandi iga punkti,
kus X £ 0 ja y2 A 9, parajasti iiks integraalkdver parvest

Y ease esos . (2417)

Integraalkdverate parv (2.17) on diferentsiaalvdrrandi
(2.16) iildintegraaliks ja kdik selle parve kdverad on ka
vorrandi (2.15) integraalkdverateks. Kuid vorrandis (2.15)
pole eeldatud, et x £ 0 Ja ya #9 . Sealjuures on funktsi-
oonid x =0 jay=%3 diferentsiaalvirrandi (2.15) la -

henditeks (néita seda !), kuigi nad pole seda virrandi (2.16)

jaoks. Kui diferentsiaalvdrrandi (2,15) lahendid y = < 3 on
tema erilahendid (nad saadakse iildlahendist C = O korral),
giis lahend x = O'ei na:l. sisalduvat parves (2,17) ja ta
voiks kaduma minna. Llles;pﬁraat vorrandi (2.17) teisenda-
mist kujule e

(P9 =0 : 3

selgub, et ka lahend x = 0 on leitav iildlahendist C = O
korral.

Mirkus 6, Lahendite kaotsimineknu
voimalusega tulebdb arvestada
alatil, kui omn tegemist antud
diferentsiaalvdrrandi teisenda-

misega.

5. _Homogeenne diferentsisalvGrrand. Kéesolevas artik-
lis kasutame Jédrgmisi analiiiisis tuntud moisteid ja tGsiasju

w 30w



(vt. nditeks [2 ] I kéide. pe 145).
Funktsiooni 2z = £(x,y) nimetatakse piirkonnas D
A\ —astme homogeenseks funktsiooniks, kui kehtib samasus

£(tx, ty) = t~ £(x,3)

iga (x,y) € D Jja suvalise t>0 korral. Homogeensuse aste
v3ib olla mistahes reaalarv. Opikus [2] on tdestatud homo -
geensete funktsioonide omadus,mille sGnastame jédrgmise lem=
mana. °

Lemma 1. Iga A-astme homogeenne funktsioon f(x,y) on
kdikjal oma homogeensuse piirkonnas, kus x £ O , esitatav

kujul
£2(x,3) = x"@(i) 2
kus @(I) =£ (1, %) .
X X

(Sonastada vastav lemma O-astme homogeensete funktsioo-
nide thta ’!)
Vorrand
y' = 2(x,3) (2.18)

kannab homogeense diferentsiaalvdrrandi nimetust, kui funkt
sioon f£(x,y) on oma mééramispiirkonnas D O-a s t m e h o-
mogeenne funktsioon. Mistahes teisel ku-
Jul antud diferentsiaalvirrandi homogeensuse kontrollimiseks
ei tarvitse teda taandada kujule (2.18). Nimelt, kui funkt-
sioonide M (x,y) ja N (x,y) iihises mddramispiirkonnas D
‘kehtib tingimus N( x,y) # O ning funktsioonid M (x,y) Jja
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N (x,y) on piirkonnas D s ama astme homo =

geensed funktsioonid, siis on virrand

M (x,y) dx + N (x,y) 4y = O (2.2)

homogeenne diferentsiaalvirrand (veendu selles iseseisvalt !)
Mirkus 7.Kui piirkonnas D kehtib tingimus M (x,y) £ O,
on vorrand (2.2) endistel eeldustel ikka homogeenne diferent-
siaalvorrand (mis muutub sel korral sisuliselt?).
Alljirgnevas vaatlemegli vorrandit (2.2) homogeensena.
Vastavalt lemmale 1 on virrand (2.2) esitatav kujul

SlpcraxsgcIrar) =0,

kus @ ( ,l:) =M (1, 5 ja g i) =¥ (1, I ). Lahendemizele
kuulub niiiid vGrrand

P(Hax+y(DHay=0, (2.19)

~ mille taandame vGrrandiks

x(i)dx+dv=0. (2.20)

I
X(%) = RLED
= ‘Y(E)
(Miks on siin lubatud jagamine teguriga <J/( Jl‘ ) ?)
Néitame, e6 muut ujate asendusega

=i taandud vIrzrandi (2,200 éraldu-

vate muutujatega vorrandiks . Sel-
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[
leks arvutame dy = 2 dx + x dz ja teostame asenduse. ‘!as;}'
jédrjeks on v3rrand

[ X (=) +a] dx + x dz = Q,
rilles muutujate eraldamiseks ndueme, et |
X(z) +z4& 0.

!
Loplikult teiseneb meie v@rrand jérgmiseks erseldunud muutu= |
Jjatega vorrandiks

dz
X (z)+z

wif

- =0 . (2.21)

Teoreeni 2 pdhjal on vorrand (2.21) integreeruv ja tema
iildiahendiks on funktsioon

Z
x=Ce IX(z)-o-z : (2.22)

kui X (z) on vahemikus (c,d) pidev funktsioon. Téhistades

b j ol L (z) néeme, et v3rrandil (2.19) ning
X (2z)+z
samaga ka (2,2) iildlahendiks on

(L
x=Ce (x) 5 (2.23)

Arvestades mérkust 6 kontrollime, kas ndudega X(z)+z£ O
el ldhe kaduma léhtevirrandi lahendeid. Selleks vaatleme
kahte viimalust,

1° X(2z) + 2 =0 iga 2z € (c,d) korral., Sel juhul

on cp(g)--i 4/(]1{) suvalise x £ O ja niisuguste

¥y korral, kus c<£ & de Ent siis on vdrrand ( 2.19), =.0.
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ka (2.2) konkreetne eralduvate muutujatega diferentsiaalvor-

rand

g -ydx +xdy =0,
mida pole mdtet lahendada homogeense vorrandina.

2° Kui X(z) + 2 = O iiksikutes punktides, nditeks punk-
tis z = z, € (c,d). Siis on diferentsiaalvdrrandi (2.19),
8.0. ka (2.2) lahendiks funktsioon y = z x (niita seda v,
mis v3ib ka parvele (2.23) mitte kuuluda ja kujutab siis
endast singulaarset lahendit. f

Eespool deldu p3hjal jéreldame, et homogeenne
diferentsiaalvdrrand (2.19) on
integreeruv, ¥daili f£aaktesiloonid
@(z) Ja q/(z) on vahemikus (c,d) piade-
vad ning samas vahemikus q/(z)AOt
vdrrandi ildlahend leitakse
asendusega 2 = - Ja avaldud kue=
jul (2.22) ehk (2.23?; peale iildlahendi v35ib esi-
neds veel singulaarne lshend y = Z,X .

Et homogeenne vorrand (2.18) on erijuht vdrrandist
(2.2) (ndita seda:) , ei késitle me teda eraldi. (Tuletada
iseseisvalt lahendi olemasolu tingimus virrandi (2.18)
jaoksl)

Homogeense diferentsiaalvirrendi integraalkGveratel on
huvitav geomeetriline omadus. Nimelt smab ndideta, et h o -
mRogeense diferentsiaalvdrrandi
integraalkdverad on sarnsased

kdverad (vt. léhemalt [1] pte I § 3) &

(o]

o B
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Néide 6. Vorrandi

i it

xy
lahendamiseks teisendame ta kujule
1-3(DH2
dx—dy:O.
J
x

2
Ndeme, et Pp(z) = L3N on pidev kdikjal peale z = O .
z

Kuna ;p(z) = = 1 on pidev kdikjal ja s.y (z) # 0, on vaadel-
dav vdrrand integreeruv kdikjal, kus z # O . Uldintegraali
leidmiseks teostame asenduse 2z = E , mille jdrel saame

vorrandi

2
A S S SRR R [
z

5 ; :
Eeldades, et bl z # 0, saame muutujate eraldami-
z
sel ja integreerimisel iildintegraaliks

1nlx|=181n\cl-181n\'l - 422 |

ehk

Kuna antud diferentsiaalvdorrandi lahendi olemasolu piir-
konnas (seal,kus z # O, S.0. } # 0) on vdrrandi
2
:‘-:-22--_-z=0
z

lahenditeks z = * % » siis on funktsioonid' y = 5 X ja

y = :12- x samuti lihtevorrandi lahenditeks. Ent m3lemad lahen-

Y. T



did on tegelikult diferentsiaalvdrrandi erilahendid ( missu-
guse konstandi C védrtuse korral me saame nad iildlahendi
avaldisest?).

4. Homogeenseteks taanduvad diferentsiaalvorrandid. Vaat-

leme vOrrandeid

(ax + by + ¢) dx = (aqx + byy + c1) dy = 0 (2.24)

Jja

PRSI S s Ay Ay 40, (2.25)
ME SISt

mis esinevad sageli kujul

dy_ _ _ax + by + ¢
dx aux + b1y +Cq

Jja vastavalt

O¥e 5 ( ==_2 by + ¢
dx ayxX + byy + cq

Samas eeldame, et védhemalt iiks konstantidest ¢ v3i cq on
nullist erinev, sest vastasel juhul oleks tegemist homogeen-
sete diferentsiaalvéorranditega.
Osutub, et kui konstandid a,b,ay Jja b1 vorrandites
(2.24) ja (2.25) rahuldavad vorratust
a b
3:"#5;0
taanduvad mdlemad diferentsiaalvorrandid homogeenseteks. Sel-

leks tuleb vorrandites (2.24) ja (2.25) teostada asendus

X = E + o,
A AP

o

(2.26)



kus o ja P on méddratud siisteemiga
{act-o- bp+ec=0,
a4 b.ﬂs +¢4=0 .

Asenduse tulemuseks on muutujate § Jam suhtes homogeensed

vorrandid

(a{a-b‘q)dg-(ta,‘...b."r\)dq:O

Ja
I R AR A P D R TR
(a1§+bm-$ ti~oan
ehk
(a+b%)dg-(a1+b1?-)dv\=o (2.27)
Ja :
&0 i . B 2.28°
Xt ri g )dg dn =0 ( )

Artikli 3 tulemuste pdhjal vdime niilid vdita, et v3drrand
(2.27)y s.0. ka (2.24), on integreeruv, sest funktsioonid
a8 + bz ja ~(a; + byz) on pidevad. Vorrandi (2.28), s.o. ka

(2.25), integreeruvus on kindlustatud seal, kus funktsioon

£ ( a + bz
ay+ b1z

ja (2.28) integreerimine viiakse 1&bi asendusega Noa zg .

) on pidev (ndita seda !). Vsrrandite (2.27)

Ent kui konstandid a,b,a, ja b, on vordelised ,nii et

a

b
—;1= %, taanduvad gjferentsiaalvdrrandid (2.24) ja (2.25)

eralduvate muutujatega vorranditeks., Selleks tuleb neis teos-
tada asendus aux + b,‘y = t. Kul seejuures tdhistame suhte

g g; =k , siis jouame vdrranditeni

a2,
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(by B2t ,ayax-at=0

t+c1

Jja

[b,,r(“:‘"’ )+a]ax-at=0.
#01

Saadud eralduvate muutujatega diferentsiaalvdrranditest
on esimene integreeruv seal (vt. artiklit 2), kus t + ¢4 £0

Ja teine - seal, kus P Brs ) on pidev.
t-o-c,l

Oeldu selgituseks vaatleme jirgmist niidet.
Néide 7. Vorrandi

& . y-2x+5
dx 2y -x+ 7

lahendamiseks valime lineaarteisendust

X = § + d,
; 7.8 %P
midravad arvud o ja P nii, et
{- 2+ p+ 5 =0,
- ot 4+ 2+ 7 = 0.
Seega teostame asenduse valemite x = g +1 Jjays= n-3
pdhjal ja saame homogeense diferentsiaalvorrandi
5. CESEC. B0 S
PN Enok
Selles homogeenses vorrandis viime 1&bi asenduse n-= zg ’

mis toob meid eralduvate muutujatega diferentsiaalvirrandi



g L 2z - 23°- 2
ag 2z - 1

juurde. Muutujaid eraldades ja integreerides ndeme, et vii-
mase vorrandi iildintegraaliks on

22 -2z 4+ 1= 7?2 o

Avaldades 1dpuks z muutujate X Jja y ning E muutuja x

kaudu, leiame vaadeldava diferentsiaalvorrandi {ildintegraali:

(y e3P alysB)UReD e -0 dc,

5. Integreeruvustegur.Vaatleme vorrandit
M( x,y ) dx +N(x,y)dy=0, - (2.29)

mis pole eksaktne, kuid mille kohta eeldame, et ta on piir-
konnas D #ntegreeruv. Kuna virrand (2.29) pole eksaktne,

el kehti piirkonnas D samasus

H} (x47 ) = N* ( x,5)
ja pole ka funktsiooni, mille tdisdiferentsiaaliks oleks
diferentsiaalavaldis

M (x,y) dx + N (x,y) dy . (2.30)

Eespool nigime, et eksaktsete diferentsiaalvdrrandite
integreerimine on teostatav kvadrat des.7 Seega pakub hu-

vi jérgmine kiisimus: kas mitteektsaktsed diferentsiaalvdrran-

4 Kui diferentsiaalvorrandi lahendamine on viidud kuni
integreerimiseni, Seldakse, et lahend on antud kvadratuurides.




did on teisendatavad eksaktseteks? St

Néditame, et vGrrandi

2
(5§+ny)dx+(612+472)d1=° (2.31)

puhul on see teostatav.

Antud juhul on

2 2
M(x,y) =3 %+ 6xy; l}(x,y)=-%+5x;
’ y
N(x,3) = 6x° + 47° ; N, (x,y) = 12x

Jja Il; p N}. Ent kui korrutada vSrrandi mSlemaid pooli suuru-

sega y saame

(x,5) = 3x° + 6y°x, %(I,J) = 12 yx,

=)

(x,7) = 6x°5 + 4y, Ni(x,7) = 12 xy

ningsaadud eksakt se diferentsiaalvdrrandi

integreerimine annab

13+ 5x2y2+y4 C .

Uldiselt saab ndidata, et i ga integreeruv
d4 T erantslasglvorrana (2.29) o/n .t e a=
ftnd pesl'dusteal fanktsifoonidie
Hilx,y) Ja 'B(x,y) ‘kohta Hbeisendsastayw
eksaktseks diferentsiaalvdrrane-
d i k s. Seoses sellega toome sisse jérgmise mdiste.

Oeldakse, et funktsioon r&(x,y) on avaldise (2.30)

ST .



integreeruvustegur ehk Euleri multiplikaator, kui peale
korrutamist funtsiooniga r&(x,y) muutub avaldis (2.30)

tédisdiferentsiaaliks.

Nii kerkib meie ette esimest jérku diferentsiaalvorrandi-
te lihtsana néiv {ildine lahendamise meetod., Selle kohaselt
D tuleb leida diferentsiaalvdrraan
di integreeruvustegur,2)muuta

rrand integreeruvusteguriga korrutamise teel e k -

o

v
cakstseks ja 3) leidas eksaktse vdrrandi tildintegrsal
tuntud viisil,

Mérkus 8. Verrandi (2.29) korrutamisel teguriga rx(x,y)
psadb wlimes pideme vidrlahendite tekkimise vdimalust. Vodr—
lahenditeks vBivad oila funktsiooni r&(x,!) niisugused te-
gurid, mis muwdavad ta nulliks,

dele esmaseks filesandeks cn seege leida ceskiri integree-
ruvustegurl leidmiseks. Selleks ldhtume celduvsest, et difew
rentsiaalvirrandil (2.29) on olemss integresruvustegur. Sel

Junul peab olema avaldis

V.l ax + lu.N dy
westavalt lutegreeruvusteguri definitsioonile tdisdiferentsi-
ael uing teoreemi 3 kohaselt pesb :iehtima samasus

(yu); = ( rAM;
pisrkonnas, kus M M, N, (r4l); ja ( T*N)} on pide-~-

i}

ad funktsiltoonid (kui niisugust piirkonda po-

g, aida viime telda siis integreeruvusteguri olemasolu kohe

5"
bu? i
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Arvutades viimases samasuses esinevad osatuletised ja
rihmitades liikmeid, saame

r.a,;l- l.;;lsrt(ﬂi -l;) . (2.32)
Leitud vGrrand on otsitava funktsiooni tx(x,y) Jaaks

osatuletistega diterentei_aalvﬁr—
rand ega tarvitse alati lihtsalt lahenduda.

Seega pole iildjuhul {ilalkirjeldatud {ildine meetod dife-
rentsiaalvdrrandi lahendamiseks ratsionaalne. Teatud erijub-
tudel viib ta siiski kiiresti sihile.

Veatleme jérgmisi juhte.

1° Integreeruvustegur on ai-
nult muutuja y funktsioon, 8.0

'A(y) ~tiilipl integreeruvustegur. Sel juhul tuleb lahendada
jadrgmised kiisimused.

Missuguseid tingimusi peavad rahuldama funktsioonid
M (x,y) ja N (x,¥y) selleks, et avaldisel (2.30) oleks p(y)-
tiilipi integreeruvustegur ?

Missuguseks taandub diferentsiaalvorrand (2.32) sel
Jjubhul ?

Kiisimuste lahendamiseks vaatleme vorrandit (2.32) kujul

( 1n 1Dy M = (ln I pMI)IN = N - ML, (2.33)

Kui avaldise (2.30) integreeruvustegur sSltuks ainult
muutujast y , kehtiks samasus
( lnlrtl)é = 0
ja vorrand (2.33) tasnduks har i 1 ikuks diferent-
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siaalvorrandiks

d loj N} - MY
5= Ly 37 (2.34)

Viimasest jdreldub, et a) kdne all olev juht saab esineda
siis, kui funktsioon
NL - M
M
on iihe muutuja y funktsioon v3i selle erijuht - konstant ;
b) diferentsiaalvorrand ( 2.32) taandub niisugusel juhul vdr-
randiks ( 2.34).

P Integreeruvzsustegur on dinult
R vt uIaix - funikit sl oon ;8.0 r'-(x) ~tiitipi
integreeruvustegur. Kiisimused, analoogilised kiisimustega a
ja b , lahenda iseseisvalt ja jdta meelde, et vdrrand
(2.32) taandub siin vdrrandiks

d laipl My - N}
ax. v N

. (2'35)

e Tumtegreaducasbegur i dn Buva~
lise etteantud funktsiooni w(x,y)
Zunktsioon, s.0e \u(w(x,y)) ~tiilipi integreeru-
vustegur. Plstitame jédlle analoogilised kiisimused a ja b .

Kui avaldise (2.30) integreeruvustegur oleks tiiiipi
p(wW (x,3)),8.0. tiitipi p (W), kus W = w(x,y), siis

d 1n ltuw)l
( merl); a ——;:3 vsndc w;(x.y)
Ja :
d 1n | p(w)
(lnipi)l = --..E_..;;__... Wi xy)
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ning vorrand (2.33) taanduks vorrandiks

a lnjpcesy Ny - MO
dw < (x,7)- M- (x,7)-N

(2.36)

Siit jéreldub, et a) kdne all oleval juhul peab funktsi-

oon
Ny - W

w;(x,y).u "w;(x)’) - N

(2.37)

olema abimuutuja > funktsioon voi selle erijuht - konstant;
b) diferentsiaalvdrrand (2.32) taandub vdrrandiks
d 1ln | Ml

31(“0)’
dw

kus T (w ) on murd (2.37) ja W = W(X,y)s Viimase juhu 3°
sageli esinevateks erijuhtudeks on integreeruvustegurid tiiii-
pi pGxy), pxty), t»cx £y, ) ke

W(x,y) on vastavalt xy, x %y, 2% A y2 ja x « Pole ras-
ke néha , et nditeks juhul (x,y) = xy , muutib vdrrand
(2.36) jérgmiseks
d lnjp(e)|  Nj - M
dw xM - yN

(2.38)

Vorrandite lahendamist kirjeldatud meetodil illustree-
rime jédrgmiste ndidetega.
Nidide 8. Vaatleme uuesti vdrrandit (2.31) ja nditame, et
tema integreeruvusteguriks on ‘.x(y) =Y o
r&(y) - tiiipi integreeruvusteguri olemasoluks tarvilik

tingimus iitles, et

_i‘.:.&'-_—- =T(y)
M

Wi

e



Koostame avaldise

Nt - M' 12:-6::4-3’--‘-a 611-5?
-! Ilg Y '!2. 'lz=10
u %ty  ye3® 7
y J

Tingimus on t&idetud; Seejérel otsime integreeruvus-
tegurit vdrrandist (2.34), s.o. vorrandist
a_ m‘;’ panl ;1; 3
ja ndeme, et ‘A(y) =Cy o«
Et meid huvitadb ainult iiks integreeruvustegur, valime
C = 1 ning leiamegi Mty) =Y .
Nidide 9.Ndidata, et diferentsiaalvirrandil

(axy?-y) ax+xdy =0 (2439)
on ‘.L(ﬂ) tiiipd integreeruvustegur ja lahendada vorrand.
Selle niditamiseks arvestame, et
M (x,¥) =2:v2-y jal;-4xv-1 o

E (x,y) =x JaNi =1,

ning koostame vdrrandis (2.38) esineva avaldise

e L S
XM - 3N 2x“y° - 2xy x)° - xy

millest selgubki, et antud vdrrandil on ‘A(n)-tﬁﬁpi inte-
greeruvustegur. Selle vorrandiks on, vastavalt vdrrandile
(2.38)

“i5a J



dlalpenl 1 -2¢
PR L) »

dco

gIntegreerides leiame, et : r&(m): —(51-1—-&-;—-— Ja integree-

ruvusteguriks on
1

()2 - xy

MmGy) =

Korrutades niiiid vorrandit (2.39) leitud teguriga, sas~
‘me eksaktse virrandi

;?2——’-" AX 4 wmm—eFeeeee dy = 0.
-xy x2y2 - xy

(Kontrolli, kas vdrrand on eksaktne !)
Kvadratuurides avaldub iildintegraal teor;eu 4 pdhjal

kujul
x 2xy -1 i J' 1 & o8
- — + ————— = .
1 -z xy2 - 7 :
o
Arvutades saame iildintegraaliks
xzy - X = c’ .

6. Lineaarne diferentsiaalvdrrand.0lgu funktsioonid P(x)
ja Q(x) mi#diratud vahemikus (a,b). Vorrandit

'

7' + P(x) ¥y = Q(x) (2.40)

nimetatakse {ildiseks esimest jirku lineaarseks diferentsisal-

vorrandiks. Erijuhul vdivad funktsioonid P(x) ja Q(x) olla
konstandid. Vorrand (2.40) onl ineaarne otsitava

funktsiooni jatema tuletise sub-
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t e s,

Kui iga xé&(a,b) korral on Q (x) = O, kannab vdrrand
homogeense lineaarse diferentsiaalvorrandi nimetust.Selleks

on
y' + P(x)y =0 . (2.41)

Vorrandit (2.41) nimetatakse vdrrandile (2.40) vastavaks ho-
nogeenseks diferentsisalvorrandiks. :

Selgitame kiisimuse vdrrandite (2.40) ja (2.41) lahendu-
vusest.

Asudes mittehomogeense vdrrandi (2.40) lahendi olemss-
olu selgitamisele, teisendame vdrrandi kujule

[Pxy~-Qe@x] ax+ay=0, (2.42)
millest selgub, et vdrrand pole eksaktne (ndita seda '.’) .
Vorrandi lahenduvuse kiisimuse selgitamiseks otsime talle in-
tegreeruvustegurit. Selleks arvutame funktsioonide M (x,¥y)=
=P(x)y - Q(x) ja N(x,y) = 1 osatuletised l; = P(x) ja N} = 0.
Siit jédreldub vahetult, et lineaarse diferentsiaalvdrrandi
integreeruvustegur on tiiiipi \-L(x) ning seega midfratud vGrran-

diga (2.35), nii et

Ll fegl oo By

Integreerides leiame, et integreeruvusteguriks on funkt-

sioon

IP(x) dx
r.t (x)=e .



Korrutades vorrandit (2.42) leitud teguriga, saame juba
eksaktse diferentsiaalvorrandi

P(x)dx
[Py - Q(X)] dx + e'[ N dy = 0, (2.43)

[P(x)ax
kusjuures korrutamine teguriga e el too virran-

[r(x)ax
e

dile (2.42) juurde uusi lahendeid (miks?). Nii on vGrrandi-
te (2.42) ( ka (2.40)) ja (2.43) lahendamise iilesanded sama~-
védrsed. Vorrandi (2.43) kui eksaktse diferentsiaslvdrrandi
laherdi olemasolu tingimused ja iildlahend on antud teoree~
miga 4. Kui nduda, et funktsioonid P(x) ja Q(x) oleksid pi-
devad vahemikus (a,b), on teoreemi 4 eeldused 1°,2° ja 3°
téidetud ribas R ={ a<x<bj -o0 < y<oo} (niita seda !)
ning seega vorrandi (2.42), s.o. ka (2.40) iildlahend mddra-
tud vahemikus (a,b) vorrandiga

@(x,)

J
X
[ ¥y -amlaxs | o a0 comn

%o Yo
kus gp(x) = IP(x)dx ja (xo.yo) € R. Tulemuse lihtsusta-

miseks arvutame

% - s
=y I e(P(X)P(x)dx =y j a [e (P(X)] =
x, X,
@(x) P (x,)
=ye -ye 3
- T Romal TP e i Yo © ?x0)
o

Ja arvestame; et
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3) - JQCP(x)Q (x) dx = g Io @(x) Qx) dx + C,
AR

Leitud integraalide asendamisel virrandisse (2.44) saa-

me, et

¥ OIP(x) ax Kq(x) ejP(X) ax dx = C ,

kus C = G4 + C, + 7, eq’(xo) on suvaline konstant.

Mérkus 9. Konstandi € niisugune valik tédhendeb sisuli-
selt seda, et sasdud vdrduses esinsvates integraalides on
guvalised konstandid vSetud nuliiks.

8iit avaldame ctsitava ¥ ning jduame mittehomogeense
iinesarse diferentsiaalvdrrandi iildlahendi tuntud avaldise

juurde

gy = ¢ e JP(® dax, - [P(x) d"_[q(x) oJB(X) X4y (2 45)

Sellega oleme tdestanud iildise lineaarse diferentsiaal-
vorrandi lahendi all;ﬁrgﬁeva olemasolu teoreemi ja leidnud
ildlahendi, mis on vahemikus (a,b) pidev ja diferentseeruv
funktsioon ( ndita ceda § ).

Teoreem 6.0ldine linéaarne diferentsiaalvdrrand (2.40)
on integreeruv vahemikus (a,b) selles vahemikus mistahes pi-
devate funkisioonide P(x) ja Q(x) korral; Vorrandi iildlahend
on valemiga (2.45) antud pidev ja diferentseeruv funktsioon.

V3rrandile (2.40) vastave homogeemse v3drrandi (2;41)
lahendi leidmise puhul voime vaadelda teda erijuhuna ildju-
hust, kus Q(x) = 0 iga x€(a,b) korral. Kuna konstantne

#urkisioon on pidev ja fQ (x) e [P(x) 6x 4y o1 erijuhul
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on konstant, siis jdreldub valemist (2.45), et homogeense di-
ferentsiaalvorrandi (2.41) iildlahendiks on funktsioon

y=¢C8 e-SP(x) ) (2.46)

Seega jdrelduseks teoreemist 6 on jédrgmine tulemus.

Teoreem 7. Homogeenne lineaarne diferentsiaalvirrand
(2.41) on integreeruv vahemikus (a,b) selles vahemikus pide-
va funktsiooni P(x) korral. Vorrandi iildlahend on valemiga
(2.46) antud pidev funktsioon.

Avaldisest (2.45) selgub, et lineaarse diferentsiaalvdr-
randi dildlahend on kahe liidetava summa. Nimelt y = Ty + T
kus
3y = ¢ o= ) B(D) &

Jja
7, = e'IP(x) ax jq(x) eIP(x) x  ax.

SBeejuures on y;, vdrrandile (2.40) vastava
homogeense diferentsiaalvdrran-
di (2.41) ildlahend, kuna Y on vsrran-=-
di (2.40) erilahend (miks viime seda vidita?).

Harjutuseks ja materjali kindlamaks omandamiseks t3es-
tada iseseisvalt jérgmised teqreenid.

Teoreem A. Lineaarse diferentsiaalvdrrandi (2.40) iild-
lahend on vastava homogeense virrandi ( 2.41) iildlahendi y,
ja vorrandi (2.41) mistahes erilahendi summa.

Teoreem B. Kul y* on lineaarse homogeense diferentsiaal-
vorrandi (2.41) iiks erilahend, siis y = Cy* on selle vdrran-
di ildlahend.
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Teoreem C. Kui y, ja y, on mittehomogeense lineaarse
diferentsiaalvdrrandi (2.40) kaks erilahendit, avaldub tema
iildlahend kujul

y=C (3 =72 *+ ¥qe

(Peoreemi C t3estamisel tugineda teoreemidele A ja B).

Lineaarsete diferentsiaalvérrandite lahendamiseks on
tuntud kolm meetodit, millest iiks esineb valemi (2.45) raken-

damises. Illustreerime seda niditega.
Nidide 10. Lineaarse diferentsiaalvGrrandi

y'+ycosx=%sin2x

ildlahendi leidmiseks arvestame, et P(x) =cos x ja Q(X)=
= é sin 2x, ning arvutame

SP(x) dx = sin x + ¢,

{P(x) ax ein x

jq(x)e u:jsinx.cosx.e dx=

msinx, 812X _g8inX g

2 L ]
Arvestades mirkust 9 valemi (2.45) integreerimiskonstan-
tide kohta, saame valemi (2.45) kohaselt, et

y=gedinx,  -sinx [sinx oSin x _ sin x]

ehk

sin x

y=Ce +s8sinx-1.

Teine meetod mittehomogeensete lineaarsete diferentsiaal-
vdrrandite lahendamiseks on Lagrange'i ( nn. konstandi vari-
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eerimise) meetod, mis oma olemuselt on jérgmine.

Vorrandi (2.40) lahendamisel:

1) leitakse vastava homogeen-
se diferentsiaalvdrrandi (2;41)iild-
lahend, nis mddratud valemiga (2.46) 3

2 obsitakse niisugust funktsiooni
C(x), et vastava homogeense vdrrandi lahendi avaldises esi-
neva konstandi C asendamisel funktsiooniga C(x) saaksime
diferentsiaalvdrrandi {(2.40) lahendi. Selleks

a) nduame, et y = C(x) ‘-jP(x)dx rahul -
daks v3drrandit (2.40); asendades sellesse saa-
me

c'(x) e~ [P(x) ax = Q(x), mis on otsitava funktsiooni
C(x) suhtes diferentsiaalvdrrand;

b) leitud vdrrand lahendatakse ja leitakse

¢ = [ R ol DO ey

¢) funktsiooni C(x) asendamisel valemisse (2;46) sasme-
gi meile tuntud valemi (2.45). R

Meetod on sageli kasutatav tema lihtsuse tdttu.

Néide 11. Leida lineaarse konstantsete kordajatega dife-
rentsiaalvorrandi y' + ay = b  iildlahend.

Ulesande lahendame Lagrange'i meetodil:

1) leisme y' + ay = O iildlahendi y = C e~ &%,

2) otsime funktsiooni C(x) nii, et C(x) e™®* oleks lih~
tevorrandi lshend; sellesse asendamisel saame?

C'(x) ™% C(x). a X 42 C(x) e =1,
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B8e0e
4 C(x) = be®™ ax

Ja
c(x) ='-Qeax¢c1 :
a

3) vorrandi y' + &y = b iildlahendiks on seega

SR

® jo

7.01

Kolmanda meetodiga tutvu pdhidpikus [1]

7. Linesarseteks taanduvad difersntsiaalvérrandid.Line-
aarseteks taanduvatest diferentsisalvorranditest vaatleme

liihidalt kahte liiki vGrrandeid - Bermoulli ja Riccati vor-
randeid.
Bernoulli diferentsiaalvdrrandiks nimetatakse v3rrandit

¥+ P(X y=Qx) (n £ 0,1), (2.47)

kus funktsioonid P(x) ja Q(x) on midratud vahemikus (a,b).
(Miks pole mdtet vaadelda juhte n = O ja n = 1 ?) Vididame,
et diferentsiaalvdrrand (2.47) on lahenduv, kui P(x) ja Q(x)
on vahemikus (a,b) pidevad funktsioonid. Selles veendume,
kui teisendame virrandi (2.47) kujule (eeldades, et y £ 0)

-1'!;'-l + P(x) _,%_,r - QX) .

1
Peale asendust 2 = ;K_qr saame otsitsava 2z suhtes li-

neaarse diferentsiaalvorrandi

2! + (1 =n) P(x) 3 = {1 - n) Q(x), (2.48)

millest néhtubki (vt. teoreem 6), ot funktsiconide P(x) ja
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Q(x) pidevuse korral on v3rrand (2.48) integreeruv kui line-
aarne diferentsiaalvdrrand.

Riccati diferentsiaalvorrandiks nimetatakse vdrrandit

7'+ B(x)y + Q)Y = R(x), (2.49)
kus funktsioonid P(x), Q(x) ja R(x) on médratud vahemikus
(a,b). Erinevalt Bernoulli virrandist ei saa iildjuhul véita,
et Riccati vorrand tasnduks lineaarseks diferentsiaalvérran-
diks.

Teatud erijuhtudel on see siiski teostatav.

Kui nditeks y* on vorrandi (2.49) iiks erilahend, siis
teiseneb ta asendusega y = y* + z Bernoulli vdrrandiks muu-
tuja z suhtes, Viimane teisenedb omakorda lineaarseks dife -
rentsiaalvirrandiks. Oeldu kinnituseks teostame vGrrandis
(2.49) asenduse y = y* + z. Tulemuseks on virrand

(*)' + P(x) ¥ + Qx) (3°)% + R(x) y*s +

+ QUx) PP B P(x) z = R(x),

mis samasuse

(7*)* + P(x) ¥* + QX)(3*)° = R(x) , xe&(a,b),
téttu taandub vorrandiks
z2' + [P(x) + 2Q(x) ] 2 = = Q(x) R

Viimane on otsitava 2 subtes Bernoulli diferentsiaalvir-
rand ja on vahemikus (a,b) pidevate P(x) ja Q(x) korral in-
tegreeruv kui Bernoulli vGrrand.

Riccati diferentsiaalvirrandi integreerimiseks tuleks



seega leida vOrrandi (2.49) iks erilahend y* ja teisendada
ta asendusega y = y* + z Bernoulli vdrrandiks. Erilahendi
‘leidmist teostatakse tavaliselt m&a& d&ramatute

kordajate meetodil, millega tutvume niite

varal.
Néide 12. Otsides erilahendit Riccati vGrrandile

y'-y+212s202:

paneme tédhele, et pérast vorrandi vasakul poolel ettenidhtud
tehete teostamist otsitava funktsiooniga peame saama 292".
Pole raske taibata, et otsitav funktesioon saab olla ekspo-
nentfunktsioon tiiiipi y* = ae*. Tundmatu kordaja a médrame
y* asendamisel vdrrandisse. Vajalikke tehteid teostades ja

vorrandisse asendades sasme

2x 2x

ux-nextznao = 2e T,

millest jéreldub, et a = £ 1 ja otsitavaks erilahendiks on
niiteks y* = e*.

Teostades niiiid asenduse y = < 4+ %z, saame jédrgmise Ber-
noulli vdrrandi

z' + 2 (lnx -1) = -2:2.

Eeldades, et z # 0 (selle eeldusega ei lidhe kaduma ldh=-
tevorrandi lahendeid, sest me saaksime siis erilahendi
y* = ¢*), teisendame viimase vorrandi kujule

X
o Bodad oo
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milles teostame asenduse % = U . Tulemuseks on lineaarne di-

ferentsiaalvirrand
u +(1 -4 eXu =2

ildlahendiga
-3
PRI 17 Lol M %e'x.

Léhtevorrandi iildlahendiks on seega

X ex

Y= + %
0940 -1
2

§ 3.LAHENDI OLEMASOLU JA UHESUS.

Eelmises paragrahvis vaatlesime mdningaid esimest jérku
diferentsiasalvorrandeid., Meie peamiseks sihiks seal oli la -
hendite avaldamine kvadratuurides. Samas leidsime ka tingi-
mused, mis garanteerisid lahendi olemasolu, kuid seda tuli
teha iga diferentsiaalvérrandite klassi korral eraldi. Aja-
looliselt diferentsiaalvGrrandite teooria esimeseks iilesan-
deks oligi lahendite leidmine kvadratuurides. Hiljem selgus,
et praktikas esineb diferentsiaalvdrrandeid, mis ei lahendu
kvadratuurides, kuid funktsioone, mis olid midratud niisu-
guste diferentsiaalvorranditega,tuli kasutada, seega ka iga-
kiilgselt uurida. Nii kerkis iiles vajadus 1) uurida mistahes
diferentsiaalvorrandi lahenduvuse kiisimust, s.o. = lahendi
olemasolu; 2) uurida, mitu diferentsiaalvorrandi integraal-
kdverat ldbib punkti ( x, y(xo)), Se0s = lahendi iihesuse
kiisimust ; 3) uurida lahendite fupktsionaalseid omadusi
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lahendeid teadmatai 4) arvutada lahendeid ligikaudu. Kdes-
oleva paragrahvi piihendame loetletuist esimesele kahele Kkii=
simusele. Ne;lle kiisimustele on piihendatud mitmete autorite
t65d. Esimene olemasolu teoreemidest kuulub Cauchy'le,kelle
klassikalise teoreemi annsme alljérgnevas mdnevorra ildista-
tud kujul.

1. Abiteoreemid ja mSisted.Kdesolevas paragrahvis vaat-
lusele tulevad piirkonned on kdik it hel isidusad
tasandilised piirkonnad. Samuti eel-
dame, et kdik piirkonnad on kumerad y suhtes.C Loeme teada-
olevaks faktiks, et iga t 3 kes tatud piirkon-
na P Eorral leidub niisugune ring & , et piir-
kond PCS8 (vt. joonis 6) . :

Uheks oluliseks tingimuseks,
mida olemasolu teoreemides
rahuldavad vaatlusel olevad

S funktsioonid, on antud Lip-
schitzi poolt ja siit tulened
ka selle tingimuse nimetus.

Olgu funktsioon z = £(x,Y)

médratud piirkonnas P, Ueldak-

Joon. 6. se, et 3 = £(x,y) rahuldsb
iirkonnas P muutuja suht chitzi t ust, kul

leidub niisugune positiivme arv N, et iga paari (x,y,4)€ o

8 Oeldakse, et piirkond P on kumer y suhtes, kui
y-teljega paralleelne 13ik AB , kus punktid A,BE€P asub
tervelt piirkonnas P .




(x43,) € P korral kehtidb vGrratus
| £(xy34) = £(x3 )| < K | 34 = 7500

Ndita, et kui f.; (x,y) on piirkonnas P tdkestatud,
siis funktsiooni £(x,y) rahuldsb piirkonnas P Lipschitzi
tingimust.

Lipschitzi tingimuse mGistega on seotud jédrgmine, meile
vajalik lemma.

Lemma 2. Kui funktsioon z.= f(x.j) on piirkonnas P
pidev argumendi x suhtes ja rahuldab y suhtes Lipschitsi
tingimust, siis on ta piirkonnas P pidev funktsioon.

T3esta lemma iseseisvalt, arvestades, et

£(x,3) = 2(x,3,) = [2(x,5) - 2(x,5,)] + [£(x,7) - £(xq,3,)] -
Kummagi liidetava absoluutvidirtuse hindamiseks kasuta iihte
kahest eeldusest.

Olgu antud punkt A(x,,y,) (vt. joom.7) ja positiivme arv
K. Libigu punkti A sirged 1,
Ja 12 tSusudega K ja -K vas-
tavalt. Sirgel 11 valime punk-
ti B;, mille peegeldame tsent-
raalprojektsiooniga punktiks
B}. Saadud punktidest tombame

s 8irgldigud rocbiti - y-teljega

& 7 kuni 15ikumiseni sirgega 1,
O %-¢ e %+$ ¥ punktides B, ja B, vastavalt..

Joon. 7. Kahest kongruentsest kolmnur-

gast koosnevat kinnist piir-
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lm_g___nda‘)AAB,leAB“B}A nimetame edaspidi punktiga 4
ja tdusuga K midiratud liblikakujuliseks piirkon-
paks. Ioiku J =[x, -8, x, + 8] nimetame liblikakujulise
piirkonna projektsiooniks. Allj8rgnev lemma 3 niditab, et di-
ferentsiaalvérrandi y' = f£(x,y) lahend, mis 13bib punkti
A , paikneb just liblikakujulises piirkonnas, kui £(x,y)
rahuldab teatud tingimusi.
Lemma 3. Olgu 1) £(x,y) piirkonnas P pidev ja arvuga
K t3kestatud funktsioon; 2) piirkond P,CP punktiga
(xo,yo) ja tousuga K mi#ratud liblikakujuline piirkond pro-
jektsiooniga J =[x, -8 , x, + 8] 3ja3) y=1Y(x) algtin-
gimust Y(x)) = y, rahuldav diferentsiaalvirrandi y'=£(x,y)
lahend.
Tehtud eeldustel kuulub integraalkdvera y = Y(x) iga
punkt (x,¥(x)) piirkonda P, , kui x€J .
?3estus. Uldisust kitsendamata eeldame, et
(x, Y(x))EP, kul x€J Ja olepame, et kdveral y = Y(x)
leidub niisugune punkt C(X,¥y),
et X€J, kuid C(X,y)EP,.
Olgu nditeks X > x, Ja ¥>J,
(teisi juhte vaadeldakse ana-
loogiliselt).
Tehtud eeldustel on 1digu
X AC(vt. joon.8) tdus
Joon.8. —;—;—;%—> K. (3.1)

7 Kinnise piirkonna G all mdistetakse piirkonda koos
oma rajajoonega.




Kuid teiselt poolt leidub punkte A ja C lébival integraal-
kdveral y = Y(x) niisugune punkt E € (x,yX), et

P |

i e BV CE )4

Kuna £ € J, peab |Y' (E)| =|2 (g ,Y(E))|<K, mis
on vastuolus vdrratusega (3.1). Sellega on lemma tSestatud.
Tutvume veel mOnede miistetega.
Olgu J abstsisstelje mingi 1Gik , x’oe. J Ja Io- mingi
arve

Vorrandit

M«

x

¥(x) =3, + j £(t,y(t))at, : (3.2)

*o

kus y(x) on otsitav funktsioon ja xe€ J ,nimetatakse inte-
graslvorrandiks.
Funktsioon F(x) on integraslvdrrandi (3.2) lahendiks

piirkonnas J, kui &

¥x) =3, + I £(%,3(¢) at
xo

_iga x € J korral.
Vaatleme nH#iteks integraslvdrrandit
x
yx) =1+ [t = (8] as,

[
kus xX€ (-co ,00). nidita, et funktsioon y(x)= 26 %+x -1 on

selle vorrandi lahend.

Teoreem 8. Olgu 1) piirkond J x-telje 13ik, X € J,¥yo —
fikseeritud konstant ja 2) £(x,y(x)) pidev piirkonnas J eel-
dusel, et y(x) on samas piirkonnas pidev. Selleks, et piir-
konnas J pidev funktsioon y(x) oleks diferentsiaalvdrran-
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y' = £2(x,y) (3.3)

algtingimust ?(xo.) =y, rahuldav lahend on tarvilik ja pii-

sav, et y(x) oleks integraalvSrrandi
x

¥(x) =y, + j £(t,y (¥)at (3.4)
1.‘0 !
pidev lashend piirkonnss J.
T?3es8tus., Piisavuse nditamiseks eeldame, et y=y(x)

on vorrandi (3.4) pidev lahend piirkonnas J , 8.0.

O =3, 4 | £6,5 () as (3.5)
*o
iga x€J korral, Samasust (3.5) diferentseerides (miks on

see lubatav?), saame

¥'(x) = £(x,¥ (x)) (3.6)

iga x€J korral. Seega on y = y(x) diferentsiaalvirrandi.
(3+3) lahend, mis rahuldab algtingimust i(xo) = ¥, (kust see
selgub?).

Parvilikkuse tGestamisel, tuginedes teoreemile 1, l&ahtu
samasusest (3.6) ja nidita, et kehtidb samasus (3,5). (EKont-
rolli ka algtingimuse tédidetust 1).

Teoreemi 8 pdhjal on algtingimusega diferentsiaalvorran-
di (3.3) ja integraalvorrandi (3.4) lahendamise iilesanded
samavdirsed ning olemasolu teoreemi tdestamisel ldhtumegi
sellest.

2. PShiteoreem. Alljérgnev teoreem on eespool mainitud

Cauchy olemasolu teoreemi tildistuseks.

- BB -



Teoreem 9. Olgu tasandilises kinnises ja tokestatud
piirkonnas P funktsioon f£(x,y) pidev x suhtes ja rahul-
dagu ta y suhtes Lipschitzi tingimust.

Piirkonna P mistahes seesmise punkti A (x,y,) korral
leidub niisugune 13ik J =[x°-8 » X, +38] (8>0), millel ek-
sisteerib parajasti iiks algtingimust y(x,) = y, rahuldav

diferentsiaalvérrandi

Y = 2(x,7)
labhend.

T30 est us. Teoreemi 8 pchjal loeme teoreemi 9 tGes—
tatuks, kui nditame, et tehtud eeldustel leidub 13igul J
parajasti i ks integraalvdrrandi (3.4)
niisugune pidev lahend y=yx),mis
rabhuldabdb tingimust y(x°)=y°.

Lemma 2 ja teoreemi eelduste pdhjal on funktsioon £(x,y)
piirkonnas P pidev, jédrelikult ka t3kestatud. Seega leidub
niisugune konstant K , et |£(x,y)<K iga (x,y)€P korral.
Valime niiiid piirkonnas P
mistahes seesmise punkti
A (xo”o
punktiga A ning tSusuga
K midratud liblikakuju-
list piirkonda P, pro-
jektsiooniga J =[xo-3,

) ja vaatleme

x, +8]. Sealjuures nuame,
X et piirkonna 1—’1 tipud
Joon.9. (vt. joonist 9) B4y Bp »




B;,B,€ P.
Bdasi jageme tdestuse jdrgmiseks neljaks osaks.
1°, Eons trueerime niisuguse l&ahen-
dite jada {cp,&x)} , et kehtivad tingimused:
o) Pn(x) (n=0,1,2,...) on midéiratud ja pidev 13igul J ;
B) @nlx,) =3, (0=0,1,2,..0) 3
) (x,9Pn(x)) € F,‘ iga n = 0,1,2... ja x € J korral.
(Anna tingimustele o« , p Ja 3 geomeetriline t51lgen~
dus!).
Esimeseks léhendiks valime 15igul J defineeritud suva-
lise pide va funktsiooni Palx) grasafiko
ga piirkonnas P,. Olgu nditeks @.(x) = y,-

Peise lihendi defineerime esimese abil nii, et
' x

@ (x) =34 ¢ | 28, P.(t))at. (3.6)

=
o

Seda protsessi jdtkates jouame jadani 'O
X g

Palx) = 7o+ [ 205, @ (D) 8 (m = 0,1,2,000)0  (B3.7)
*o

Néitame induktsiooni teel, et jada (3.7) rahuldab tingi-
must &« , P ja Y .

o. Funktsioon . (x) on middratud ja on pidev 13igul J ,
sest £ (t, P.(t)) on seal pidev (pdhjendal); seega on ka
‘funktsioon (3.6) pidev (pShjenda !).

Oletades, et @, 4 (x) on middratud ja pidev 13igul J ,

saame, nagu ennegl, et P, (x) on miératud ja pidev 1digul Jd7s

w Kirjeldétud,l&hendite jada konstrueerimise meetod inte-

graalvdrrandi (3.4) lahendile kannab Picard'i iteratsiooni-
meetodi nime.
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B. Et q)n(xo) =y, (m=0,12,...), on triviaalne.

- Néitame, et punkti (x, (pn(x)) kaugus sirgest y = y,
on igan = 0,1,2,... ja x € J  korral vidiksem kui sirgel
1, Vi 1, asuva vastava punk¥i,s.o. (x, Ve %k (x—-xo)) kau~
gus.

Punkti (x, P,(x)) korral on viide 3ige, sest

x
[ a0 = 351 =1 [ 26 ,30) atle K | x - x,] , (3.8)
o
kuna (t,y)) € P, ja K [x =~ x| on sirgel 1, v6i 1, asuva
vastava punkti kaugus sirgest y = b AN
Oletame, ot veel ( t, P, 4(t)) EP,;, kui teJ . Siis

x
|(P,\(x) v 7°| = ‘I f(t.CPn_—,(t)dth | X = z°| ’
%
o
mida oligi vaja t3estada.

2° Néiteme, et jada (3.7) koondub 13igul J. Selleks

vaatleme rida

Po(x) +[Q(x) = Po(x)] #[@p(x) =P (X)] # .00y (3.9)

mille osasummade jada sn(x) =(pn(x). Seega jédreldub jasda
{q)n(x)} koonduvus 13igul J rea (3.9) koonduvusest samal
15igul. Rea (3.9) koonduvuse nditamiseks moodustame majorant-
rea, milleks hindame rea (3.9) liikmeid 13igul J . Seejuu~
res kasutame vorratustes (3.8,), (3.85), (3.83) ja jdrgne-
vates infegraali aluse avaldise hindamisel nii vahetult eel-
nevat hinnangut, kui ka Lipschitzi tingimust, mis on luba~-
tav, kuna 1° pohjal k&ik punktid (x, P (X))EP,CP iga
n=0,1,2,... Jja x€J korral. Lahtume vorratusest (3.8)

Be0e
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Py ) 8 Yol4E | x - x| (3.8)

ja hindame jérgmisi vahesid

1 @,(x) =@y <] j\:(t.cp1(t>) - £(t,(t)) | atl<
x, (3.8))

sxlf | pq(8) = @t) | at|<EN _zr_:gl_

X
oy x

| P5x) =P (<) (128, Po(8)) - 2C6 , Py(e)| atl<

*o

2
x g 2
Sllzl_( Sl B8

(3.8)
KN 3
—— Igj.r_ lx-xJ_

%o
Induktsiooni teel saeame 1l3puks, et

ol n
[Py () =P 4(D|LE —y—Ix=-x].

Reale (3.9) majorandiks on niisiis rida
N 2
4-x|x-x|¢xa-|x-x°\ 4 coe

e L _r_lx-xJno....

mille teisendame reaks

(3.10)

Nixexol (Nix~xg
yo"g[-1ﬁ(1f 1?0—3 -3 § f ¥ oee

(¥ )x-x)®
"-—-'n—‘——— P oo )]o
On teada, et piirkonnas ( —co,c0) kehtib reaksarendus
ell(x-xo) =14¢ : (x-xo) fla( s xo)a

11 21

"OOQ'
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mis on absoluutselt ja ihtlaselt koonduv igal 1digul

[a,bl & ( ~c0,00) . Siis on ka rida (3.10), seega ka ri-
da (3.9) ja 15puks jada {P (x)} @htlaselt Koo
duv 15igul J . Sellegaon 13igul J definee
ritud funktsioon

5 (@) = lng (0,

mis onsellel 13igul pidevw 3.11‘{{-9"(:)} ﬂ&t-
lase koonduvuse ja funktsioonide @ (x) (m= 0,1,2,...) pi=
devuse t3ttu 16igul J .

3°, Punktsioon y(x) en v3drrandi(3.4) seega
ka diferentsiaalvérrandi (3.3) lahendiks 13 i-
gul J, kuna iga x€J korral on

¥(x) = lmn(x) = Un [y, ¢ ff- _(t.‘?,,,_j(tkt] -
x, 3
=J,* ] lin £ (8, @, q(t)) 46 = y+ :[xt(t,i.(t))dt.
] ()
(Miks on vdrdustes teostatud piirile iileminekud lubatud?)
Selles, et algtingimus on téidetud, veendu viimase vor-
duse p3hjal ise. ; s
Sellegaon lahendi olemasolwu piinr
konnas J niidatud.
4° Naiteme, et 1 3igul J on diferentsiaal-
vorrandil (3.3) ainult 5(x) miisugune
lahend, mis rahuldad tingimust
F(xy) = 340
Védite vastaselt oletame, et 15igul J on veel lahend
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¥*(x), mille pubul samuti y*(x,) = ¥,

Lemma 3 pdhjal on punktid (x,§(x)), (x,y‘(x))e§1 iga
xe€J korral. Seega on rakendatav Lipschitzi tingimus ja
iga x€J korral kehtib ;

X
[5(0) - 7] <] [ ] 25,5(8)) = 2(6,7°(E)) | atls
x xo (3011)

exl] | 5 - o at|<miix - x|,
0

kus M = max | ¥(t) - y*(t)| . (P3hjendada funktsiooni
y(x) - y*(x) totaalse ekstreemumi olemasolu 13igul J.)

Kuna vérratus (3.11) kehtib iga xeJ korral, siis ka
selle XeJ korral, kus 7 (X) - y* (X) = M . (Kas niisugu-
ne X leidub?) Seega (3.11) pohjal saame

M<HNM |x - X, |
ehk
1<N|x - x|
iga x€J korral. Ent me viime valida x nii, et
N|x=-x/|<1, mis viibki vastuolule.
Meie oletus teise lahendi olemasolust on seega vdir
ning teoreem i’éplikult tSestatud.
Jéreldusi teoreemist.

Jéreldus 1. Pohiteoreemi vdide jareldub ka niisugustest

eeldustest, kus f£(x,y) on pidev piirkonnas P ja
rahuldab seal y suhtes Lipschitzi tingimust. (Missugusest
tdestuse osast see jareldub?)

Jéreldus 2. Pohiteoreemi védide jédreldub ka niisugustest
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eeldustest, kus t;(xJ) on tdkestatud vsi pi-
d e v piirkonnas P ja f£(x,y) samas kas pidev x suhtes
voi pidev. (PShjenduseks vaata artiklit 1)

Kahest eelnevast Jﬁréldusut saame veel jdrgmise jédreldu-
se.

Jéreldus 3.,(Cauchy teoreemi eeldused
PGhiteoreemi vidite jdreldamiseks piisab sellest, kui nduda
£(x,y) ja f‘(x,y) pidevust piirkonnas B.

Jéreldus 4. Teoreemis 9 voib ﬁldisust kitsendamata eeldada, _

et piirkond P on lahtine fhelisidus Ja ¥
suhtes kumer piirkond. (Miks?)

Nagu ndeme on t eoreem 9 lokaalmne ole-
masolu teoreem, s.0. lahendi olemasolu ja iihesus mistahes
punkti A €P korral on tdestatud ki 1 laldaselt
viikese 13igu J=[x,-3,x, 48] jaoks
(vt. joonist 10). Siinjuures
mirgime, et 15ik J jé&b seda
véiksemaks, mida léhemal on
punkt A( X0s¥, ) rajajoonele
(J&lgli beldut joonisel 10 liiku-
va A ja jddva tdkke K korral)
voi mida suurem on tdke K (jdl-
O %¢ X Xerd X8t sedﬁ pisiva A ja kasvava
K korral).

Joon.10.

Siiski, juhul kui f£(x,y) rahuldab teoreemi 9 vdi jérel-
duste 1=3 eeldusi iile kogu xy-tasandi jaon kogu ¢ a=
sandi ulatuses tdkestatud, viib lu-



geda lahendi eksisteerivaks ja iiheseks x-telje kuitahes suu-
rel 15igul. Oeldut 1llustreer1:e jérgmiste ndidete varal.

Néide 13. Olgu y' = ?-_;20_‘;— + Meid huvitab lahen-
L 4

di olemasolu ja iihesus algtingimusel y(2) = 1 .
EKuna £(x,y) = i reahuldsb Cauchy t e o=
reemi eeld ; 8 1+1 ja 12(x,y)Is1 kogu xy-tasan-
dil, voime nd#idata lahendi olemasolu ja fihesuse k u i -
tahes suurel x-telje 135 igul. Selleks va-
lime piirkonnaks P ringi (x - 2)% (7 - V%< B, kus
R on kuitahes s uur. Valmista joonis ja ndi-
ta, et lahendi olemasolu piirkonnaks P on punktiga (2,1),
tousuga 1 ja alusega J =[2 -pi-, 2 +p8=] méAratua

liblikaknjuline piirkond.

Héide 14. Olgu y' = X° + y° ja otsitakse lahendit alg-
tingimusel y(0) =

Eas selle vGrrandi puhul sasb ndidata lahendi olemasolu
suvaliselt suurel 13igul J ? Mis toimub siin liblikakuju-
lise piirkonnaga ja 15iguga J , kui me ringikujulist iimb-
rust jarjest suurendame ?

3. Lahendi jétkamine. Meie tilesandeks on nididata, et teo-
reemi 9 eeldustel eksisteerib ainult ks nii-
sugune integraalkdver, mis 1&-=
Pid punkti (x ,yo) da :platad  piir-
konna P rajajooneni r. Teeme seda la~-

hendl apaliiitilise jdtkamise meetodil, mille olemus selgub

tSestuskiigus. | Selleks vajame jirgmist lemmat.

Péiienduseks vt. [ 5!,pt.VIII,kus analiilitilise jétkamise
meetod on kirjeldatud analiilitiliste funktsioonide jaoks.
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Lemma 4.Igas tdkestatud kinnises iihelisidusas Jja y-suh-
tes kumeras tasandilises piirkomnas P leidub niisugune sees-
mise punktiga A ja suvalise konstandiga K midratud 1lib-
likakujuline piirkond f’.] s mille ilks tippudest asub piirkon-
na rajajoonel ja P, P.

Lemma puhul piirdume geomeetrilise pGhjendusega.

Labigu sirged 1, ja 1, tdusuga K ja =K punkti A(Xy,7,)
ja 13ikugu nad piirkomna P rajajoonega r punktides Q,,
Q2' Q; Ja Q4 (vt. joonist 10). Olgu 4 =vnin ( IAQ,II ’ lAQzl,
1AQzl,/4Q) 5 Joomisel d = |AQ,|. Punktid 4, Q, Jja tdus K
mifiravad liblikakujulise piirkonna P4, mis ongi otsitav
piirkond, sest: 1) QE T 2) on ilmme, et 15ik Q, Q, kui
punktihulk BQQQZC P piirkomnna sidususe, kumeruse ja
A Ql = d tottu; sama kehtid 13igu Y Q} kohtas 3) B,',Ba,
35 € P eelmise vdite pdhjal ja seetdttu, et d = | AQ, (3
4) 15ik Q‘BB kul punktibulk BQ“ € P piirkonna kumeruse
tottu: sama kehtib 15igu 31.'82 kohta; 4) seega piirkonna P1

rajajoon ry C P ja kuna piirkond P on iihelisidus, siis
piirkonna P, seesmised punktid, s.0. hulk P,\r, c F, mida
oligi vaja tGestada.

Niitid vOime tGestada o 1 emasolu Jja iihesu-
8 e totaalse teoreemi.

Teoreem 10, Rahuldagu funktsioon £(x,y) teoreemi 9 eel-
dusi kinnises tdkestatud piirkonnas12 P.

Piirkonna P mistahes seesmise punkti A(xo,yo) korral
1%puleta meelde (vt. § 3 art. 1), mis on eeldatud piirkon-

na P kohta.
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leidub parajasti iiks punkti A 1&biv diferentsiaalvGrrandi
y' = £(x,y) integraalkdver, millel on piirkomna P rajajoo-
nele r kuitahes ldhedasi punkte.
P3est us. Nagu teoreemis 9, jédreldub ka siin , et
| £ (x,7)|<K iga (x,y) € P korral. Lemma 4 phjal leidub
punktiga A(xo,yo) ja tousuga K middratud niisugune liblika-
kujuline piirkond P,, et ks tema otspunktidest asub raja-
joomel r. Piirkonna P, projektsiooniks olgu J=[x°-8, x°+8]
(vt. joonist 10). Sellel 15igul on teoreemi 9 pShjal mééra-
tud parajasti iikks punkti A(x,,y,) lébiv integraalkdver
¥ =5 (x). Lemmast 3 lahtudes on (x,y (x)) € P, iga x€J
korral. Seega, kui punkt A (x* a9 (x, +8)) er, on
teoreem tdestatud, kui ei, siis asub punkt L1 15igul 3231.
Arvestades lemmat 4, leidub punktiga A1 Ja tGusuga K
midratud liblikakujuline piire
kond P, nii, et iiks tema ots-
punktidest, nit. B})exr .
Piirkonna f’z projektsiooniks
olgu J, =[x+ 8§ =3,
x, + 8 + 8,]1(vt. joonist 11).
Teoreemi 9 alusel on 1lGigul

Xo |X%tS-d,  xord xrdig/ X J, midratud ainult iiks punkti
Joon. 11.

labiv integraalkdver. Kuna
samasse punkti joudis ka kdver §(x), iihtivad kdverad y(x)

ja y(x) piirkonnas J N Jq = [xo +8 -8“ X ¥ d]l.
Seega juba avardatud 1digul J UJ, on punkti A(xo,yo)
lébivaks ainsaks integraalkdveraks y = Y,(x), kus
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¥(x), kuix€[x, -8, x, +8]= 3;

I1 (x) =

F1(x), kui x€[x, +8, x, + 3+38,1.

Lemma 3 pdhjal on ka (x,7,(x))€P,, kui x€J; . Eul
niid Ay(x, + 8 + 3, F,( x, + 3 #3)) €r , on teoreem t3es-
tatud, kui el, jadt kame  niilid jubalahendit
y=X(x) eespool kirjeldatud vii-
sil.

Induktsiooni teel jouame n-dal sammul lahendi iihesuse
nduet tditva integraalkdverani

¥(x) , kui xelx,- S x, * 81

F4(x) , kul xe[x +8 -3, x008481];
!n(x)= @ % o o o o o o o e o s 0 0 s s s s e o @

¥p(x), kui xefx, +8 0221&-&,:0 48-0924&].

Kui kdver y = In(x) veel ei 15iku rajajoonega r , jétkame
seda protsessi ja niitame, et nii jouame kdverani, millel on
rajajoonega r kuitahes ldhedasi punkte.

Selleks oletame, et rida 3 &, (kus &, > 0) koondub.
8iis en lim 8, = 0 ja seega vastavalt £>0 leidub koht k',
& péirast mida on &8, <€.Siis on ka
igas piirkonnas (vt. joonist
12) P,, kus k>k', iga 15ik

4 Jag 28 < &,
cos (arctan K)
(1 =1,2,3,8).
o) 7 x Saadud vorratusest jédiel-
Joon.12. dubki meie vidide, kuna iiks
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punktidest nidit. 31“"1) €r ja i, on integraalkdvera
¥ = Y, (x) punkt, kus k>k'.

Jé1 veel ndidata mittenegatiivsete liikmetega rea %8 K
koonduvust. Teatavasti jdreldub niisuguse rea koonduvus osa-
summade jada tdkestatusest. Viimame on tiidefud vorratuse

L3
3+ Sk <|er|
S k=1
t3ttu, kus (vt. joonist 13) EF
on k331l niisuguses 1dpliku
J=Y(x) raadiusega ringikujulises piir-

konnas S, mis sisaldab endas
tdkestatud kinnist p i ir -
konda P. Mele t3estuses
on ldbi viidud lahendi analiili-
tiline jédtkamine paremale.
Analoogiliselt on see tooatat\av ka vasakule. Sealjuures on

Joon.13.

garanteeritud lahendi {ihesus.

4, Lahendi olemasolu teoreem. Artiklites 2 ja 3 tGesta-
sime diferentsiaalvdrrandi y' = £(x,y) lahendi olemssolu ja
fihesuse teoreemid. On tGestatud teoreeme, kus olemasolu ja
fihesuse kiisimused on eraldatud. Tutvume iihega neist ilma
tGestuseta.

Teoreem 11.0lgu funktsioon £(x,y) pidev tasandilises kin-
nises piirkonnas P .

Piirkonna P mistahes seesmise punkti (x41¥,) korral lei-
dub niisugune 15ik [x -8, x, +3] (8> 0), millel eksistee-
rib vihemalt iks algtingimust y(x ) = y, rahuldav diferent-
siaalvorrandi y' = £(x,y) lahend.
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Esimese olemasolu teoroen:ldut‘samtaa Peano.

Néigime, et lahendi ol emasolu piisavaks
tingimuseks on funktsiooni f£(x,y)
pidevus kinnises piirkonnas (vdi punkti (x;,yo) fimb--
ruses). Teoreem 11 on lokaalne, kuid analiiitilise jédtkamise
meetodi abil sasb ndidata, et punkti (xo,yo) lébival inte=
graalksveral leidub piirkemma P rajajoonele kuitahes lihe-
dasi punkte. (Tee seda iseseisvalt ja sdnssta vastav totaal-
ne teoreem.)

(EKas artiklis 3 formuleeritud jéreldus 4 jd&b kehtima?)

Voib kiisida:s kas f(x,y) pidevusest ei piisa selleks, et
tGestada lahendi iihesust? Kiisimusele on vastus eitav, sest
leidudb nditeid, mis vdite iimber liikkavad. Nii on Lavrentjev
konstrueerinud ndite niisugusest terves piirkonnas P pi-
deva funktsiooniga f£(x,y) diferentsiaalvérrandist, kus sel-
le piirkonna iga punkti tema kuitahes viikeses {imbruses li-
bib viéhemalt kaks integraalkdverat. Seega peab diferentsiaal-
vorrandi iihesust garanteerima mingi téiendav nSue funktsioo=-
ni f£(x,y) kohta. Teoreemi 9 ja tema jérelduse 2 pdhjal wib
selleks njuda kas r;(x,y) pidevust, f; (x,5) tokestatust W
veelgl vihem kitsendavat Lipschitzi tingimust y suhtes.

(Belda diferentsiaalvirrandi lahendi olemasolu ja 85=-
nasta kdigile kolmele juhule vastavad lahendi {ihesuse teo=-
reemid, Missuguseid abiteoreemidest meil tuleks siin kasuta-
da ja missugust teoreemi 9 tGestuse osadest saaks sdnasdnalt
kasutada? )

Lopuks veel kiisimus diferentsiaalvérrandi F(x,y,y') = O



lahendi olemasolust.
5._Puletise suhtes ilmutamata diferentsiaalvorrandi la-
hendi olemasolus Vaatleme #ildist esimest jérku diferentsi-
aalvorrandit
F (x,7,7')=0, (3.12)

mille lahendi olemasolu teoreemi sdnastus osutub oluliselt
erinevaks artiklites 2 ~ 4 esinenutest. Et selgitada erine-

vuse pohjusi, vaatame jérgmist n#idet.
Vorrandi

)= (P xy + ,2),.2,(,5,,&2, )yt - 15:3 =0 (313

lahendamiseks lahutame selles esineva poliinoomi teguritekss

@ - -G -7 =0

Diferentsiaslvdrrandi (3.13) 1lahenditeks on seega nii
e o Y=o sk kuik y =% +c . Diferentsiaal
vorrandi joonelemendid pole seega iiheselt mddratud. Nii vas-
tab punktile (1,2) kolm erinevat joonelementi (1,2, k =2),
(1,2,k, = 1) (1,2, k’} =4), See tdhendab, et integraalkd-
verad vdljuvad punktist ( 1,2) kolmes sihis ja tegemist en
véhemalt kolme integraalkdveraga. Uldiselt on see antud ju-
hul nii tasandi igas punktis ja rddkida lahendi iihesusest
tuleb niilid teises mdttes.

(Ansgliiisi iseseisvalt vorrandit (y')2 —cos®x =10 Ja
Joonesta integraalkdverate joonelementide diagramm konstandi
C vadrtustel 0, £1, £ 2, £ 3),

Seega y' suhtes lahendamata diferentsiasalvirrandite kor-



rullne saame réddkida lahendil iihe-
susest ainult sel juhuly, kui a8algtingi-
mustele ¥ x,) =3y, Lisame veel ndu-
de, et y'(xo) =¥ Sel korral voime réddkida vdrrandi
(3.12) ainsast niisugusest integraalkdverast, mis 1 &b iDd
antud punkti (xo.yo) antud sihis
y'o. Loomulikult pole fikseeritud algtingimuste korral in-
tegraalkdvera siht y'o vabalt ettekirjutatav, vaid nii, et
ta oleks 1) vastavuses valitud algtingimustega y(x,) =y,
ja 2) kuuluks vdrrandi F(xy1¥,s¥') = O lahendite hulka.
(Vt. ndidet (3.13).)

Neid momente ongi arvestatud vdrrandite F(x,y,y') = O
lahendi olemasolu ja i{ihesuse teoreemides. Vaatleme siin iih-
te neist -ilma tdestuseta.

Teoreem 12. Rahuldagu funktsioon F(x,y,y') xyy'-ruumi
piirkonnas G jérgmisi noudeid:

1° F(x,y,5') on pidev funktsioony

2° ML. on pidev ja M £O0 ¥
_y*

2y
30 Brﬁlgyx;l.'l_ on tokestatud ja pidev.

Tehtud eeldustel ldbib punkti (x ) sihis y!, kus

o*Jo
(xo,yo,ya) €6 Jjay! on vorrandi ¥( IS % 44 ) = 0 lahend,
parajasti iiks diferentsiaalvorrandi

F (x,5,5') =0
integraalkdver, mis on médratud punkti x, kiillaldaselt viike-

ses ilimbruses.
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Selles teoreemis garanteerivad funktsiooni F(x,y,y')

kohta piistitatud tingimused eeskitt seda, et vGrrand
¥(x,y,7') =0 lahendud vaadéldava punkti (X, ¥, ¥j) lmb-
ruses y' suhtes (missugused tingimustest 1°, 2° ja 3° garan-
teerivad seda ja missugusest analiilisis tuntud teoreemist see
jéreldudb 7).

Teoreemi edasine tdestus taandub pShiteoreemi 9 tingi -
nuste tédidetuse kontrollimisele. Nii on teoreem 12 vaadeldav
jédreldusena teoreemist 9. (Piilia deldut pchjendada iseseis--
valt})

§ 4. TULETISE SUHTES LAHENDAMATA DIFERENTSIAAL-
' VORRAND.
Vaatleme tuletise suhtes lahendamata esimest Jérku dife-
rentsiaalvorrandit

F (x,7,5') =0 . (4.1)
Selle vdrrandi lahendamiseks oleks loomulik lahendada ta ees-

kdtt y' subtes. Uldiselt vastab vorrandile (4.1) mifu tule=-
tise suhtes lahendatud virrandit

’l - ti(x.’) (1 = 1'2’ooo’n)’ (4‘2)

millest iga iiksikut tuleks lahendada iseseisvalt.

Eelmise paragrahvi artiklis 5 niigime, et vorrandi (3.13)
puhul 1lébis iga punkti ( x,,¥,) algtingimuse~=
ga y(x))=y, md&dratud sihis ¥y okus
¥ (xo,yo,y", ) = 0, iiks integraalkdver. Erinevates sihtides
1lébis sama punkti ( xo,yo) mitu erinevat integraalkoverat.
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Ent kui vaadelda vdrrandit

(3% (3x% - 2x)y' - 60 =0, (4.3)
leidub punkte, niiteks punkt (0,0), mida lébivad i he s
sihis ( sihis y' = 0) kaks erinevat integraalkdverat -
kGver y = --m:3 Jja kbver y = x2. Kuna kdveratel y = -15 Ja
y = x° on punktis (0,0) fihine puutuja, osutuvad vsrrendi

(4.3) intergraalk3dverateks ka kdverad

-15 s kul x<0s
’:
x° | kui x30

Ja
{xz,knix<03
ys

| -x, kul x0 .
Seega on diferentsiaalvdorrandil (4.3) neli integraalkdverat
(vt. joon.14),

vy y y v
O
J‘Xz y.-xz
o X X b 4 F 4
y=-x3 PR
Joon.14.

mis kdik ldbivad punkti (0,0) sihis y*' = O.
Tuletise suhtes lahendamata esimest jérku diferentsiaal-
vorrandite puhul esineb seega kahte liike punkte, mille kor-
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ral ei saa rdikida lahepdi iihesusest endises mdttes. Uhel ju-
hul 1&bivad integraslkGverad antud punkti A erinevates sih-
tides ja igas sihis parajasti iiks kdver (vt. jooms 15 a), tei-
sel juhul 1lébib antud punkti {ihes sihis vihemalt kaks erine-
vat integraalkdverat (vt. joom. 15 b).

y ¢ y

Joon. 15.

Kul punkti ( x,,y,) 1édbib antud sihis y3, kus
(€ J0% % 44 ) = 0, ainult iikks vorrandi (4.1) integraalkgver,
siis nimetame vastava lahendi iitheseks. Teisel juhul iitleme,
et lahend pole punktis (zo.yo) iilhene. Teoreemiga 12 olid an—
tud vérrandi (4.1) lahendi olemasolu ja -ihesust garanteerivad
tingimused antud algtingimuse y(xo) =y, korral.

Seega, kui vorrand (4.1) lahendub y' suhtes ja vorrandid
(4.2) on integreeruvad, tulebki y' suhtes ilmutamata vdrran—
deid sellisel viisil lahendada.

Ometi esineb vdrrandeid, mida pole vdimalik lahendada y*
suhtes voi saadud vdrrandite (4.2) integreerimine on seotud
raskustega. Niisugusel juhul otsitakse vdrrandite (4.1) la-
hendamiseks teisi vdimalusi. Uheks sageli kasutatavaks meeto-
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diks siin on diferentsiaalvdrrandi (4.1) lahendamine para-

meetrite sissetoomise teel. Selle meetodiga tutvume dife-
rentsiaalvdrrandi (4.1) erinevate klasside vaatlemisel.

1. Diferentsisalvorrand, milles ilmutatult puudub iiks
muutujatest. Kul vdrrandis (4.1) puudub ks muutujaist x
v3i y, kujutab ta endast vdrrandit:

F (x,5') =0 (4.4)

- F (x,5') =0 (45)
Vaatleme vorrandite (4.4) ja (4.5) lahendamist. Nende

iiksikasjalikumat késitlust vt. pShiSpikutest (1] sPtk . IIX

s2vwi[3] ,[a] , ptk. T § 8. :
1° Beldame, et vorrandil (4.4) eksisteerib lahend

¥y = y(x) ja lahendugu vdrrand muutuja x suhtes, nii et

> :(,P(y') . (4.6)

Toome sisse parameetri p seose y' = p pdhjal. Siis on
(4.,6) tottu

x = tp(p). (4.7)
Kuna teiselt poolt % =p Jja dy = p dx, sasme
vorrandist (4.7), et

ay = p @'(p) ap,
millest
v=[pg) @ sc.
Diferentsiaalvorrandi (4.4) iildlahendiks on mniiiid para-
meetriliselt esitatud funktsioon
x = @(p),
{y = [ p¢®) ap « 2.
S L



2° Leida iseseisvalt diferentsiaalvorrandi (4.5) tldla-
hend kvadratuurides. Selleks eelda, et vorrand (4.5) lshen-
dub otsitava y suhtes ja vali parameetriks y' = p.

2. Diferentsisalvérrandi lahendamine parametriseerimise
teel. Téitku diferentsiaalvorrand (4.1) piirkomnas G teo-
reemi 12 eeldusi. Diferentsiaalvorrandil (4.1) on sel juhul
iga algtingimuse y(x,) =y, korral, kus (x,,7,,¥3) € G ja
F (xo,yo,y",) = 0, olemas lahend, mida otsime parameetrilisel
kujul. Selleks eeldame, et on leitud muutujate x,y,y' para-
meetriline seos

x = q)(u,v),
¥y = ¢(uv), (4.8)
¥' =xX(u,v)

nii, et muutujate u ja v teatud piirkonnas P kehtib sa-
nasus

F (PCu,v) , J(uw), x(u,v)) =0. (4.9
Kuna vdrrand (4.1) midrab integraalkdvera, ei saa parameet-
rid w ja v muutuda piirkonnas P vabalt, vaid nende va-
hel valitseb funktsionaalne seos. Belle seose leidmisele
taandubki niiiid antud diferentsiaalvdrrandi lahendamine. Siis-
teemi (4.8) viimasest seosest saame vorrandi dy=x(u,v)dx ,
mis siisteemi (4.8) kahte esimest seost arvestades taandub
parameetrite u ja v suhtes diferentsiaalvdrrandiks

%%’- du + %—i’- dav u)C(u;v) [ %g— du + '%Ef- av] « (4.10)

Olgu vorrandi (4.,10) iildlahendiks
u =T (V,C) o (4.1-'1)



Diferentsiaalvdrrandi (4.1) iildlahendiks omn siis

{x = @ (v (v,0), V) ’
¥ = J(= (v4€)y V) &

See, et (4.125 on diferentsiaalvorrandi (4;1) lahend,
jéreldudb vahetult samasusest (4.9) . Selgitada tuleb veel
kiisimust selle kohta, kas (4.12) on diferentsiaalvdrrandi
(41) i 1d1lahen d. Kisimuse lahendamiseks peame veen-
duma, et kui (4.11) on diferentsiaalvdrrandi (4.10) iildla-
hend, siis on (4.12) diferentsiaalvirrandi (4.1) i{ildlahend.

Selleks ldhtume diferentsiaalvdrrandi {ildlshendi defi-
nitsioonist ja niditame, et luvglile konstandi ¢ sobiva vddr-
tuse korral rahuldab lahend (4.12) mistahes algtingimust :
¥(x,) = 35, mille puhul (X,,7,+75) € & Ja F(x37,:75)= 0 «
Kuna siisteemi (4.8) puhul kehtib samasus (4.9), leidub piir-
konnas- P vihemalt iiks punkt ( “o"o) nii, et

(4.12)

Xy =@(u5075)y
To =¢(uy0v,), (4.13)
¥§ =x(ug,v,) .

Niiiid on u = U,V =V, vaadeldavad diferentsiasalvdrrandi
(4.10) algvédrtustena. Kuna (4.11) oli diferentsiasalvdrran—
di (4.10) ildlahend, vastab algvdértustele (u,,v,) niisugu-
ne konstandi C véértus Cooet u =T (vo,co). Siisteemide
(4.13), (4.12) ja (4.11) tottu on selge, et C, on niisugune
konstant, mille puhul lahend (4.12) rahuldab algtingimust
¥(x,) = Jqe

Seega saab kirjeldatud meetodil lahendada diferentsiaal-
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vorrandeid (4.1) siis,kui on voimalik teostada vorrandi pa-
rametriseerimist nii, et vdrrand (4.10) oleks lahenduv kvad-
ratuurides. Ent sobiva parametrisserimise leidmises seisneb-
ki kirjeldatud meetodi raskus.

Alljérgnevas tutvume kahe sageli esineva parametriseeri-
mismeetodi erijuhuga.

1°Vsrrand (4.1) lahendub muutuja
y suhtes , nii et lahendatud kujul taandub ta vorran-

diks
y==2(x,y), (4.14)
Parametriseerimine (4.8) on kidesoleval juhul teostatav
lihtsalt. Nimelt valime parameetriteks u ja v vastavalt x ja
¥y, . nil et
X iz
(4.15)
J'= D
y=12 (xp) .
= dy
Lahendumisel ldhtume seosest g3 =P ehk dy = p dx ,
kus parameeter p on vaadeldav argumendi x funktsioonina.
Arvutades siisteemi (4.15) viimasest vorrandist dy, saame muu-
tujate p Jja x subtes diferentsiaalvorrandi

d2(x,p) 2 £(x,p)
= dx + iy T A dp = p dx, (4.16)

mille lahendamisel v3ivad esineda jérgmised juhud.

A, Vorrandi (4.16) lahendamisel leiame {ildlahendi kujul
p = §(x,C). Diferentsiaalvdrrandi (4.14) iildlahendiks on sel
korral y = £ (x, & (x, C))o,

B, Vorrandi (4.15) lahendamisel leiame iildlahendi ku -
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Jul x =v(p,C). Niiid avaldub diferentsiaalvorrandi (4.14)
i{ildlahend parameetrilisel kujul-
M (psC),

{x
v £( n(P’c)op)o
2° VYVédrrand (4.1) lahendnd muutu=

Ja x subtes, nii et

x =g (7,5')- (4.17)
Sel korral teostub parametrisatsioon kujul
J =3
¥yt =p (4.18)
x =g (3,0 )
2 5 dy & -
Léhtudes niiid seasest gz = P , saame siisteemi (4.18)

viimase vorrandi diferentseerimisel diferentsiaalvorrandi
muutujate y Jja p suhtes

[ 2 g(y,p) 2 e(y,p)
dy = p 35 e e llonm: ¢ BT P] .

(4.19)

Kui leitud vdrrandi i{ildlahend avaldub kujul p = ¥(y,C),
on diferentsiaalvorrandi (4.14) iildlahendiks funktsioon
x =g (v, &(3,¢)).

Ent kui vorrandi (4.19) iildlahendiks on y = Tl(p,c),
saame diferentsiaalvérrandi (l!»?‘?) iildlahendi parameetrili-

sel kujul: -
{x g ( M (»sC) , P)y
¥y = M,0 .
Ndide 15, Vorrend y'sin y' = x = O lahendub lihtsalt
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argumendi x suhtes : x = y'sin y' .
Parsmetriseerime antud vérrandi valemite (4.18) alusel.
Siisteemile (4.18) vastab niiiid

T =T s
¥'=Dp,
X = p 8in p,

millest viimase vorrandi diferentseerimisel jGuame uue, eral-
duvate muutujatega diferentsiaalvorrandi juurde

dy = p[sinp + p cos p] dp.

Saadud vorrandi integreerimisel leiame tema @ldlahendi ku-
Jul
y:pasinp+pcosp-ainp+c .
Léhtevirrandi #ildlahendiks on niisiis

{x:psinp,

y=paeinp+pcoap-sinp+'c.

3. Lagrange'i diferentsiasalvorrand. Tuletise subtes
lahendamata esimest jérku diferentsiaalvdrrandite iiheks t&ht-

saks klassiks on muutujate x ja y suhtes lineaarme dife -
rentsiaalvGrrand

¥y =9(') x + Y(¥'), (4.20)
kus  p(z) ja ¢(z) on médratud vahemikus (c,d) . Vorrand
(4.20) kannadb Lagrange'i diferentsiaalvdrrandi nime. Teoree-
mi 12 p3hjal on lihtsalt kontrollitav (tee seda !), et vor—
randil on piirkomnas ( -oo, co ) olemas iihene lahend, kui
funkteioonid «p (z), «.}/(i), ¢'(z) Jja '(z) on pidevad
teatud vahemikus (c,,44) € (c,d) . Eeldades, et viimane
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ndue on tdidetud, lahendame vorrandi (4.20) artikli 2 osas
b kirjelda.tud meetodil. Parametriseerimist teostavaks siis-
‘teemiks (4.15) on kiesoleval Jjuhul siisteem

X =X,

Y'=Pp, (4.21)

y = q@p)x + Y(p) ,
kuna vorrandiks (4.16) on

p ax = [@(p)x +¢/(p)] dp +p(p) ax (4.22)

ehk
(p=9@] § = ¢@)x = ¢ (4.23)
eeldusel, et dp # O.

Saadud vdrrandis tunneme #ra muutuja x suhtes lineaarse
diferentsiaalvdrrandi. Jérelikult, iga integreeruv
Lagrange'i vdrrand (4.20) taandubd
parametrisatsiooni (4.21) péhjal f unk t siooni
x=x(p) suhtes lineaarseks difese
rentsiaalvérrandiks.

Oletame, et p ~(p) # 0 Ja taandame vorrandi (4.23)
kujule

dx U '

= - Fg{%} x = Fél‘é%%)‘ (4.24)

Eelduse p - @(p) # O ja funktsioonide @(p), ¥ (p) ,

P'(p) ning ¢ (p) pidevuse t3ttu on vorrand (4.24) inte-
greeruv, kui lineaarne diferentsiaalvdrrand (vt. teoreem 6).
Artikli 6, § 2 pdhjal teame, et lineaarse diferentsiaalvdr-
randi (4.24) iildlahendiks on funktsioon x = C T(p) + 6(p),
kus Ct(p) on vastava homogeense vorrandi iildlahend ja 6(p)
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on vorrandi (4.24) iiks erilahend.
Seega on Lagrange'i diferentsiaalvorrandi iildlahendiks

funktsioon

G + 6 4
{x ©(p) (p) S
¥y = Co(p)-T(p) +w(p) T(p) +y(p).

Uleminekul vorrandilt (4.22) vorrandile (4.24) eeldasinme,
et dp £#0 jap -@(p) #0. Tehtud eeldustel on diferentsi-
aalvrrandi (4.24) kdik lahendid vorrandi (4.22) lahenditeks.
Veel peab silmas pidama lahendite kaotsimineku vGimalust iile-
minekul vorrandilt (4.22) vorrandile (4.24). Nii peame ana-
liiisima vGimalust, kas, juhul kui dp =0 i p - @(p) =0
voi viimaste vOorduste iiheaegsel kehtimisel,pole tegemist vor-
randi (4.22) niisuguse lahendiga, mis ei sisaldu iildlahendis
(4.25).

Juhul kui dp = O peab parameeter p olema konstantne, s.o.
P = k « Kuid vorrand (4.22) saab niisugusel juhul olla ra-
huldatud vaid siis, kui k = @(k) = O. Diferentsiaalvdrrandi
(4.22) lahendiks on niisugusel juhul (ndita seda ! ) line-
aarne funktsioon

¥y =@(k) x + (k) . (4.26)

Kui funktsioon (4.26) ei kuulu parve (4.25), on ta jéd-
nud arvestamata. Niisugusel juhul on funktsioon (4.26) di-
ferentsiaalvorrandi (4.22) singulaarne lahend.

J&db veel vaadelda juhtu, kus kehtib samasus p - {(p)=0,

8.0+ @(p) = p. Niilid kujutab vorrand (4.20) endast Lagranget
diferentsiaalvorrandi niisugust erijuhtu
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y=3'x+y(@3), (4.27)
mis kannab Clairaut' diferentsiaalvGrrandi nimetust. Clairaut’
diferentsiaalvorrandit uurime jargmises artiklis.
Ndide 16. Vaatleme Lagrange'i vorrandit

y = x(3")% + ("% (4.28)

Parametriseerides seoste

X =X
y'=p,
¥ = xp°4p°

pdhjal, ning arvestades, et p dx = dy, saame diferentsiaal-
vorrandi

(p - pPax .= 2p(x + 1) dp . (4.29)
Eeldades, et p(1-p) #0 jadp # O , saame otsitava x
suhtes lineaarse diferentaianlvarrandi13

i ko 2
X150

mille iildlahendiks on

3
-1
(1-p)2
Diferentsiaalvdrrandi (4.28) iildlahendiks on sel juhul

x=0C

1
XxX=0 o pov gt x N
(1-p)
2
¥ =0 sk iy
(1=p)°

Peale iildlahendi on vorrandi (4.28) lahenditeks veel

12 Eaesoleval juhul on saadud vorrand ka eralduvate muu-
tujatega diferentsiaalvorrand.
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 funktsioonid y = O ja y = x + 1. Viimesed leiame, kui ar-
vestame, et virrandit (4.29) rahuldavad veel funktsioonid
p=0 jap=1.

4, Clairaut' diferentsiasalvdrrand. Eespool nigime, et
Clairaut' diferentsiaslvdrrand (4.27) on Lagrange'i diferent
siaslvorrandi niisugune erijuht, kus funktsioon @(z) =3z .
Beega on vdrrand (4.27) integreeruv seal, kus < (2) ja

<.|J (z) on pidevad funktsioonid. Clairaut' diferentsiaalvor-
randi kui iihe Lagrange'i vdrrandi integreerimine toimub ar-
tiklis 3 kirjeldatud meetodiga. Selleks, et paremini tuua
esile Clairaut' diferentsiaalvirrandi omadusi, viime vGrran-
di (4.27) integreerimise 1dbi iiksikasjalikult.
Parsmetriseerides vorrandit (4.27) seoste

X=X,
Y'= Py 4 (4.30)
¥y =px + J(p)
pdhjal ja arvestades, et dy = p dx, saame muutujate x ja p
suhtes diferentsiaalvérrandi
pax=pax+[x+ J'(®M]ap
ehk -
[x+d'(@)]ap=0.
Siit jéreldub, et @) dp =0 ja b) x + ¢'(p) =0 .
Kui dp = 0, siis on p = C ja (4.30) pdhjal ndeme, et

¥ = 0x + J(C) (4.31)

on diferentsiaalvdrrandi iildlahendiks (veendu selles téien-
davalt kontrolli abil). Geomeetriliselt vastab Clairaut®
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diferentsiaalvdrrandi iildlahendile (4.31) fiheparameetrili=
ne sirgete parv.

Mirkus 10. Pea meeles, et formaalselt saadakse Clairaut'
diferentsiaalvorrandi (4,27) #ldlahend vdrrandist (4.27),kui
selles y' asendada suvalise konstandiga.

Eui  '(p) ei ole konstant ja x + J(p) = 0, siis on
tegelikult teada ilma integreerimiseta muutuja x seos pa-
rameetriga ja diferentsiaalvorrandi (4.27) lahendiks on
funktsioon '

 Fethut, 4008 (#.32)
{7=- ') p + P .

(Ndita seda funktsiooni asendamisel vdrrandisse (4.27) 1).
Euna funktsioon (4.32) ei s3ltu suvalisest konstandist,ei
ole ta iildlahend, vaid eri- vdi singulaarne lahend. Sasb
ndidata, (vt. ndit. [1], pte III § 3) , et lahend (4.32)
ei saa olla erilahend. Nii on (4.32) singulaarne lahend.
Hiljem nditame, et Clairaut' diferentsiaalvdérrandi singu-
laarne lahend (4.32) on geomeetriliselt seotud {ildlahendi
(4.31) sirgetega.

LSpuks vaatleme juhtu, kus q)'(p) on konstant. Olgu
niiteks (J)'(p) = k. Kuid siis peab ({/(p) olema linesarne
funktsioon, nii et J(p) =kp 4b , kus b on mingi kons-
tant. Niisugusel juhul taandub vorrand (4.27) Jirgmiseks:

Yy=Yx+ky'+bd
ehk
y'(x#k) =y ~-Db .

Viimane on aga eralduvate muutujatega diferentsiaal-"
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vorrand ja teda pole mdtete vaadelda Clairaut' vdrrandina.

§ 5. ISEARASED PUNKTID JA SINGULAARSED LAHENDID.

1. Iseéirase punkti moiste. Vaatleme diferentsiaalvdrran~

dit A
dy
= <5 5:1)
Meid huvitab selle diferentsiaalvorrandi integraalkove—
rate olemasolu ja kulg (0,Q) iimbruses. Selles punktis pole

funktsioon f£(x,y) = 21- pidev ning pole seega td@idetud

el teoreemi 9 ega tema ;Zrelduste 1,2 ja 3 elldused, mis
garanteeriksid lahendi olemasolu ja iihesuse. Kuna t e o r e e-
mi 9 Jja tema jédrelduste eeldused on ai
nult piisavad tingimused lahendi
olemasoluks ja iihesuseks, voib kiisidas kas siiski ei eksis-
teeri niisugune integraalkdver, mis l&bib punkti (0,0)? Kii-

simuse selgitamiseks vaatleme veel vdrrandit

% = 2 Xy, (5.2)
kus otsitavaks funktsiooniks on x = x(y). Vorrandi (5.2)
puhul on teoreemi 9 eeldused punkti (0,0) mistahes kinnises
iimbruses tédidetud. Seega 1&bidb punkti (0,0) diferentsiaal-
vorrandi (5.2) ainus niisugune integraalkver, mille joon=-
elemendi tdusunurk y-telje suhtes punktis (0,0) on null, S.0.

Jjoonelemendi tGusunurk x-telje suhtes on 2& °® Diferentsiaal-

vorrandi (5.1) iildlahendiks on

2
b Cey ’ (5.3)

millest ndeme, et punkti (0,0) lébivaks integraalkdveraks
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on joon x = 0, mille t3usunurgaks punktis (0,0) on t3epoolest
?z"—' Kirjeldatud omadusega punkte on diferentsiaalvdrrandil
(5.1) lopmata palju. Nendeks on punktid koordinaatidega (x,0).
K3iki neid 1dbib ainult iiks integraalkdveratest (5.3), kus-
juures joonelemendi tGusunurgaks on kdikides nendes punkti-
des nurk %} . Ja koikides nendes punktides pole diferent-
siaalvorrandi (5.1) korral teoreemi 9 eeldused tdidetud. Kiill
on nad aga tédidetud vdrrandi (5.2) korral.

Nii on diferentsiaalvdrrandi gi = £(x,y) lahendi olemas-
olu ja iihesuse selgitamisel oluline vaadelda veel vorrandit
% = £,(x,5) , kus £,(x,5) = R, [ O

Niilid voime sisse tuua jédrgmised mGisted.
Vaatleme diferentsiaalvorrandit

dy
g o £(x,y) (5e4)

piirkonnas D ja olgu P(x,y) selle piirkonna niisugune
seesmine punkt, mille teatud {imbruses on , kas f£(x,y) pidev

x suhtes ja :E§§§*12-— on takestatug, Zai gn £,0%,5) =
) Xy ¥
® ———edee= pidev y suhtes ja 2o on t5-
£(x,y)
kestatude.

Tehtud eeldustel 1l&bib piirkonna D igat seesmist punkti
parajasti iiks diferentsiaalvorrandi (5.4) integraalkdver.
Niisugust punkti nimetame edaspidi diferentsiaalvérrandi
(5.4) harilikuks ehk regulaarseks punktiks '. Ksiki teisi

ag Analoogiliselt defineeritakse harilikku ehk regulaar-
set punkti diferentsiaalvdrrandi F(x,y,y') = O korral. On
ilmne, et regulesarseks punktiks on punkt, milles on tdidetud
teoreemi 12 eeldused 1°,2° ja 3°.
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punkte nimetame diferentsisalvdrrandi (5.4) iseirasteks punk-
tideks.
Nii on punkt (141) diferentsiaslvdrrandi

iy _y-1
ax x-1 (5.5)
¥
isedrane punkt, sest £(x,y) = =1 ei ole pidev x suh~-
tes punktis (1,1), samuti nagu £,(x,y) = z ": ei ole
X =

pidev y suhtes punktis (1,1). Diferentsiaalvdrrandi ild -
lahendiks ony =1 ¢ C (X1) « «

Sellest selgub, et punkti (1,1) lébivad diferentsiaalvdr—
rapdi(5.5) koik integraalkiverad. Diferentsiaalvirrandi
(5.5) punkti(1,1M) icseédrasus seisnebki selles,
et seda punkti li#bivad diferentsiaalvorrandi kdik integraal-
kSverad.

Ke funktsioon f£(x,y) = =1 pole pidev x suntes punk-

-x
tis (1,1), semuti nagu 2,(x,¥) =1=X_ pole pidev y suhtes

-1
punktis (1,1). Nii on punkt (141) ka diferentsiaalvdrrandi
dy y-1
——— I mmene— )
dx 1=x i

iseidirane punkt, Difetentsiaalvorrandi (5.6) iseidrasuseks punk-
tis (1,1) on see, et punkti (>1,1) lédbivad ainult triviaalsed
lahendid, s.0e ¥ =1 ( Ja x = 1), kuna iikski teine integraal-
kGveratest

grd =1‘:’;
el 1&bi seda punkti. (Vordle diferentsiasalvdrrandite (5.5)
ja (5.6) integraalkdoverate kulgu punkti (1,1) iimbruses vas-
tavatel graafikutell)

2.1sedragte punktide klassifikatsioon. Eelmices artikiis
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nédgime, et diferentsiaslvérranditel esined 1se~
draseid punkte erineva 1iseidrasu
s e g a. Isedraste punktide Poincare poolt sisse toodud
klassifikatsioon haarsb diferentsiaalvdrrandeid, mis on esi-
tatavad kujul

% 2 ?rzg‘yLo (5.7)

kus ot8 =% P £ O (milleks on tehtud eeldus vajalik?). Te-
gelikult kehtib sama klassifikatsioon palju laiema diferentsi-
aalvirrandite klassi kohta, mida nditasid Perron, Poincare,
Bendicson jt. (Léhemalt selle kohta vte [17] ptke. II § 2 pe3).
Vorrandi (5.7) isedraseks punktiks on punkt (0,0) (miks?),
kuid diferentsiaalvdrrandi isedrasuse iseloom selles punktis
oleneb kordajatest o, B , ¥ Jja S.
Osutub, et vaadeldava vGrrandi puhul on vdimalikud neli
erinevat iseéirasuse juhtu. Pdestuse esitame kahes etapis.
1° Nditame, et diferentsiaalvorrand (5.7) teiseneb line-
aarteisendusega
{‘ =898 42857
oty 3 SO

;—'g- =it (5.9)
:—’g -5-;%’—‘—’3- e (5.10)

o WU B 0 T (5.11)

g1 9
RE 7 By
kui sobivalt valida lineaarteisenduse (5.8) kordajad a1qq »

(5.8)

kas vorrandiks

vorrandiks

voil vorrandiks

P



12y 859 Ja 255

2° Selgitame, et vdrrandite (5.9) ,(5.10) ja (5.11)
korral on punktis (0,0) voimalikud neli erinevat isedrasuse
juhtu, mis médravad ka ainuvdimalikud neli isedrasuse juhtu
v5r£and11e (5.7) punktis (0,0). Siinjuures on oluline meenu-
tada, et lineaarteisendus (5.8) 1) jétab punkti (0,0) paige-
le, 2) teisendab sirged sirgeteks, 3) paralleelid parallee-
lideks ja 4) vordelised 13igud sirgel vordlisteks. Lineaar-
teisenduse korral voib kiill muutuda nurk koordinaattelgede
vahel ja maastaap, kuid mistahes kujund teiseneb iseendaga
sarnaseks kujundiks.

1° Teostame vdrrandis (5.7) muutujate asenduse valemi-
te (5.8) pdhjal, mille kordajad ajqs 845y 8pq Ja& 8y, jétame

esialgu mdéramata. Arvutades dy Jja dx leiame, et

a
dy ay *ay di
“’%1’%25{" .

millest avaldame

ay
ood PR D« s

at  ap H- ey

Asendades siia -gi— vorrandist (5.7) ja teisendades, leiame

. (5.12)

.d.':l’ = 321 (’Kx 4‘53) - 8.11(dx0 by). (5.15)
.t a(otx +Py) - ay),(gx+8y)

Lihtudes soovist taandada diferentsiaalvorrand (5.7) ku-
jule (5.9) nduame, et
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Selleks avaldame ka 3 . % koordinaatides x,y valemite

(5.8) pdhjal ning saame samasuse

ay( T x +8y) = ajq(ex +py)

a5 e #PY) = a (3% +#375) (5.14)

g = S bar 4 Sl
P ey x=ap7)

miliest leiame Jérgmised silisteemid kordajate ajq, 845 » 859

Ja a5, médramisekss

{a,ﬂot-a.a,] (¥+m) =0,

R
ajq ( P +#m) =ayS=0 Lt
Ja
{a12d-a22(’8+n)=0.
.16)
a,|2(%+n) -3228=0. ¥

Kuna meid huvitab teisendus (5.8) nullist erineva deter-~
minandiga ( milleks on see vajalik?) huvitavad meid siistee-
mide (5.15) ja (5.16) mittetriviaalsed lahendid. Viimased
eksisteerivad, kui siisteemide (5.15) ja (5.16) determinandid
on nullid, jédrelikult siis, kui m Jja n rahuldavad vorran-
dit

( PrpdCT tp)-ad =0

ehk 2
fo+(PeTIp s (PY ~ad) =0. (5.17)
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Eelduste kohaselt on o8- Py 4 O ning virrandi (5.17)
lahendite suhtes voivad esineda jérgmised juhud.

1. Vorrandi (5.17) Juured M ja M2 om erinevad ja re-
aalsed. Valides sel korral t&,ﬁ n Jja r,_: iy leiame, et
siisteemide (5.15) ja (5.16) lahenditeks on 3

&11 = e—c‘: (t+ ‘4-1) ’ 3213 c (5.18)
Ja
312 = -:"‘ (-K’Hz) ] ‘228 S

kus ¢ £ 0 on suvaline konstant.

Kontrollides selgub, et lineaarteisenduse (5.8) deter-
minant

¢?
A= (e ‘-‘z) £ Oy

Ja seega vorrand (5.7) teisendatud kujule (5.9). Sealjuures
on valemites (5.,18) eeldatud, et d# O. Juhtu ol= 0 vaatle-
me hiljem.

2. Vorrandi (5.17) juured on komplekssed & M,= p + ig
Ja Pa=p - iq, kus g £ 0. Ka sel korral eeldusel , et

oL #0,0n A# 0. Valides m = Me Jan =p, ndeme, et antud

Jubul taandub diferentsisalvdrrand (5.7) komplekssete kor-
dajatega diferentsiaalvérrandiks

o3t T

Ent leitud vorrand teiseneb asendusega

{gan-u,

q:uoiv
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vorrandiks (5.11) muutujate u ja v suhtes. Ndita seda iseseis-
valt ja pane téhele, et juhul p =0 on k =0 , kuna juhul
P A0 on ka k £ 0.

3., Vorrandi (5.17) juured iihtivad, s.0. ,A,= t.Az. Samal
ajal vaatleme jélle juhtu, kus oL £ O .'Sel korral onm = n
ja siisteemid (5.15) ning (5.16) iihtivad; Jérelikult on siis-
teemide (5.15) ja (5.16) lahendid kas vordsed, vdi vordeli-
sed ning lineaarteisendus (5.8) kddunud, sest selle determi-
nant A = 0. Seega juhul, kui vdrrandi (5.17) juured iihti-
vad, ei saa lineaarteisenduse (5.8) kordajaid nii miédrata ,
et diferentsiaalvorrand (5.7) teiseneks vdrrandiks (5.9).Kuid
vaadeldaval juhul saab lineaarteisenduse (5.8) kordajad nii
médrata, et diferentsiaalvorrand (5.7) teiseneb vdrrandiks

(5.10) .Selleks avaldame —i"—g-—'fl— koordinaatides x,y va-
lemite (5.8) pohjal (eeldame, et A = O). Arvestades veel
vordust (5.13), saame samasuse

8 (5x + 8y) - ayy (xx +py)

ago(tx +py) -~ ay, ( §x +8y)

Rgpx =gl ¢ & (aptig)

T (apr -y '
millest leiame jérgmised siisteemid kordajate a q, &5 854 Ja
a5, médramiseks

oL = ( k)=0
{‘12 fa th : (5.19)

s1p (P +K) -~ 38 =0
ja
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8qqot= 8 (T k) = = a5y
(5420)

ag (P+E) -enS= &g

Meid huvitab siisteemi (5.19) nittetriyiaalne lahend, Sel-
leks nduame, et k rahuldaks vorrandit (5.17), sest siis on
slisteemi (5;19) determinant null ja siisteemil mittetriviaal-
ne lahend; EKuna vaatlusel on juht, kus tﬂ: Ma= k, peab
Vieta valemite pal};jal k= -»-‘51’-‘5— « Beda arvestades lahen-
dame siisteemid (5.19) ja (5.20) ning leiame, et a,, = ¢,
n.12=c§2'-'£-,9.21=3 ja ayy = éfi%ﬂuscjaé
on suvalised konstandid. (Veendu enne siisteemi (5.20) lahen-
damist, et astaku tingimus on_rahuldatud.) Kuid niisugusel
jubul on lineaarteisenduse (5.8) determinant A A O (veendu
sellesi) ning diferentsiaalvdrrand (5.7) teisendatav vdrran-
diks (5.10).

4, Vaadeldud juhtudel 1,2 ja 3 eeldasime, et oL £ O.
Kui o = 0, viime iildisust kitsendamata eeldada, et O £ O,
sest vastasel korral ongi tegemist vdrrandiga (5.9). Ent kui
o=0 ja & #0, vastab virrandile (5.17) vérrand

2 5
Be(pesIp ¢+ PE=0, (5.21)
mille puhul on kas [&ﬁ‘t voi [’-=“5' o Viimasel juhul vaat-
leme diferentsiaalvorrandit (5.7) kujul

g HE 2% -
kus k = % s mis vastabki vSrrandile (5.10).

K PAT (=0, 84 0), on vorrandi (5.21) juurteks
-~ # ja =T ning diferentsiaalvirrand (5.7) teisendatav

- 106 o



lineaarteisendusega (5.8) vdrrandiks (5.9). Lineaarteisendu-
se (5.8) kordajad on midratud siisteemidega (5.15) ja (5.16),
kus o = O.

Seega on iilesanne 1° tédidetud.

2° Nditame, et punkt (0,0) on iseédraséks punktiks dife-
rentsiaalvorranditele (5.9), (5.10) ja ( 5.11). Iseéraseks
punktiks voib olla kas_sdlmpunkt, tsenter, fookus vGli sadul-
punkt. Viimaseid defineeritakse jéargmiselt.

Diferentsiaalvorrandi isedrast punkti nimetatakse

1)sdlmpunktiks, kui isedrast punkti lébivatel integraal-
koveratel on selles punktis kindel puutuja, ( vt. Joon; 16a .
ja a4) 3

2) tsentriks, kui seda punkti iimbritsevad kinnised inte=-
graalkdverad (vt; joon;17b Ja byds

3) fookuseks, kui integraslkdverateks on spiraalid ,mis
asﬁnptootiliaelf lédhenevad isedrasele punktile (vt; joon.18),

4) sadulpunktiks, kui integraalkdveratest ainult kaks
lébivad isedrast punkti kindla puutuja sihiga temas, kuna
iilejédnud teda ei 1&bi (vt. joon. 194 ja d.1).

2 ’l a, Bhais

Joon. 16.
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Joon. 17,

<o

[

Joon. 18.
d ’L ¢/' y

N7
A\~ WA

Joon. 19,
Selleks, et 6eldus veenduda, lahendame vorrandid (5;9),
(5.10) Ja (5.11).
1. Vorrandi (5.9) pubul on vdimslikud jérgmised erijuhud
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A. Olgu m = n « Punkt (0,0) on sel korral vorrandi

a
o (5.22)
at 3

iseéraseks punktiks., Iseérasuse selgitamiseks lahendame dife-
rentsiaalvorrandi ja leiame, et M= 0% (voi é: Gm)on tema
iildlahendiks. Isedrast punkti (0,0) ldbivad vdrrandi (5.22)
kdik integraalkdverad kindla puutuja tGusuga C ;Seega on
punkt (0,0) sdlmpunkt (vt. joon. 16a).

B. Olgum # n ning sign (mn)> 0 . Siis on punkt (0,0)

vorrandi
d
d_:g_ ik :g.. : (5.23)

kus k = % >0, isedrane punkt ning ka seekord s3lmpunkt,
sest vorrandi (5.23) iildlahendiks on

= cigl“ (vt |1y|= cn). (5.24)

Punkti (0,0) lébivad kdik integraalkdverad kindla puutu-
Ja tousunurgaga O , kui k>1 Jja puutuja tSusunurgaga ﬁz,kui
0<k<1 ., Brandiks on juhul k >1 "integraalkdver" x =0
ja jubul O0<k<1 “integraalkdver” y = O, (Joonista iseseis-
valt integraalkdverad parvest (5.24) juhtudel k>1 ja
OER<Y )a

C.e Olgumg#n Jja sign( m n) > O, Siis on punkt (0,0)
vorrandi

——"L— = -lkl—'EL (5.25)

kus k =g o sadulpunkt, sest diferentsiaalvarrandi (5.25)
i{ildlahendiks on
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ki
q‘El = C o (5.26)

Saadud parve (5.26) kdveratest lébivad punkti (0,0) ai-
nult sirged § =0 ja =0 , kuna teised integraalkdverad
punkti (0,0) ei ldbi (V. joome 19d4).

2; Vorrandi (5.10) isedrasuse selgitamiseks punktis (0,0)
taandame vaadeldava virrandi kujule

- TnCE (5427)

(mis tiilipi vorrand on (5.27)%?) ja leiame iildlahend
n o=ct +2t it (5+28)

Siit selgub, et integraalkdverateks on O-punkti suhtes
siinmeetrilised kdverad (miks?), millel on punktis ¢ = O
k3rvaldatav katkevus, sest éEﬂ;-rL = O (ndita seda }).Seega
on integraalkdverate

A% »
| '
;e {c +gfinlk| ,kut §4 05 (5.29)

0 Jkui £=0
puutujate piirseisuks punktile (0,0) ldhenemisel sirge § =0,

sest

1

49 - s
lim ...ﬂ.._cogélﬂ.gz(lnl§|+1) oo

g~or a4 %
vastavalt sellele, kas k<O v3i k>0 , Nii l&bivad kdik
integraalkdverad (5.29) punkti (0,0) kindla puutuja sihiga
ning punkt (0,0) on sGlmpunkt. Joonisel 20 on kujutatud parw
ve (5.29) kdverate kulg isedrase punkti timbruses.
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k<o 3. Vorrandi (5_.11) puhul on vdi-
malikud kaks juhtu.
A, Kui k = 0, on diferentsiaal-
¥ { vdrrandi

L TERAGR
k1>o at 3l

isedrane punkt (0,0) tsenter, sest

Joon.20 % i >
integraalkoverateks & "+ 4 =C

on punkti (0,0) kontsentriliselt iimbritsevad ringjooned (vt
joon. 17 ®) .

B, Juhul kui k # O, vaatleme vorrandit (5.11) polaarkoor—-
dinaatides. Selleks arvutame

df=4d¢9. cosyp - QOsing-dy

Ja
dn =49 « sin@+ @ cosQ-de
valemitest
E=pcosp ,
n=gsing
ning leiame, et vorrand (5.11) teiseneb vdrrandiks
4o .
aQ kQ .
Viimase integraalkdoverateks on logaritmilised spiraalid
vorrandiga
k@
¢=sle |, (5430)
K limQo=0 , kui k<O a samuti 1lim © = O ,kui
una ‘9’“’9 ’ y 3 ‘P"ﬁ9 ’
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k> 0, on punkt (0,0) fookuseks, sest spiraslid (5.30) lihe-
nevad asiimptootiliselt O-punktile (vt. joon.18).
Artikli 2 punkte 1° ja 2° resiimeerides jéreldame:
Diferentsiaalvdrrandi (5.7), 8.0. vorrandi
& s
isedrast punkt:; iseloomustavaks vdrrandiks on vdrrand (5.17),
mida on sobiv kasutada kujul
T + M )
ok prp
Viimast nimetataksegl isedraste punktide karakteristlikuks
vorrandiks. Bespool teostatud analiiiisi pShjal jouame jérg-
mise reeglinis Kui karakteristliku vorrandi (5.31) Juured

= 0. (5.51)

on

1) reaalsed ja sama mirgiga, on punkt (0,0) -s3lmpunkt;

2) reaalsed ja erinevate mirkidega, on punkt (0,0) =
sadulpunkt;

3) puhtimaginaarsed, on punkt (0,0) - tsenter;

4) komplekssed, nullist erineva reaalosaga, on punkt
(0,0) = fookus.

Vaatleme lspgs veel paari ndidet.

x
Ny =
4x - Sy

Eoostame karakteristliku vérrandi

4+P -5

2
" _2’\‘ = 0, 8.0, H 42‘»4—} = 0,

mille juured Po® =3 Ja t‘g= 1 on reaalsed ja erinevate
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mérkidega. Seega on meil punktis (0,0) tegemist sadulpunkti-

ga.
ay 2x=y

RErETY

Koostame karakteristliku vorrandi

1+ -1 2
3 = 0, 8.0 r+1=o,

2-1+‘A

mille juured on imaginaarsed ia =2 1.

Seega on punkt (0,0) vaadeldava vorrandi tsentriks.
(Lahenda vdrrand ja veendu, et iildlahendiks on kontsentrili-
sed ellipsid vdrrandiga

2xz-2xy+y2=ca.)
3. Diferentsiaalvorrandi singulaarne lahend. Vaatleme
diferentsiaalvdrrandit

3
¥ e\ FEE #1. (5.32)

Antud juhul on sirge y = x koik punktid selle vGrran=-
di isedrased punktid, sest nii
£(x,y) 1
2y 3V G2’

kulka 4
x5 1

2x 3yx?( ¥ y-x +1)?
pole tdkestatud sirge y = x punktide limbruses.

Scega esineb diferentsiaalvGrrandeid, mille i s e & r a=-

sed punktid moodustavad joone.
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Seoses sellega nimetame edaspidi diferentsiaalvdrrandi

y' = f(x,y) (ka F (x,y,y') = O) isediraseks jooneks joont, mis
on moodustatud antud diferentsiaalvorrandi isedrastest punk-

tidest. Sirge y = x on niisiis diferentsiaalvdrrandi (5.32)

isedrane joon. ;

V6rrandi (5432) korral on iseédrane joon y = x iihtlasi
ka vGrrandi lahendiks. (Veendu selles asenduse teel }) Uld-
Juhul ei tarvitse mistahes iseérane joon olla diferentsi-
aalvorrandi lahendiks. Ent, kui diferentsiaalvSrrandi iseérae
ne joon osutub sama vdrrandi lahendiks, nimetame teda dife-
rentsiaalvorrandi iseéraseks ehk singulaarseks lahendiks.

Vorrandi (5.32) {ildlahendiks on integraalk3dverate

27 (3-x)° = 8 (x4¢)’
parv. Selle parve igal koveral on sirgega y = x iiks iihine
punkt, sest siisteemil

{ 27 (3=x)2 = 8 (xs¢)” ,
y=x

on iiks lahend x = - C iga C korral, Nii on kdveral

27 (7002 = 8 (x-x,), (5.33)

kuc C = -x ,lihiseks punktiks sirgega y = x punkt (xg0%,) e
EKover (5.33) ja sirge y = x puutuvad nende iihises punktis
(xo,xo), sest

y' 310

(x49%,)

(Veendu selles iseseisvalt ! )
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Seega puutub joon y = x igas oma punktis iiht parve k- N
veraist, ilma et tal oleks selle kdveraga ilihist kaat. Nii-
sugust joont nimetatakse kdveraparve mﬁhisaooneks.15

Antud ndite varal veendusime, et diferentsiaalvorrandi
integraalk@verate parve médhisjoon osutus diferentsiaalvir-
randi singulaarseks lahendiks. :

Kas voime ka iildiselt viita, et integraslkverate par—
ve mdhisjoon on vastava diferentsiaalvirrandi singulaarne

lahend? Néditame, et vastus kiisimusele on jaatav.

y l Olgu joon 1 vdrrandiga

¢ (x,y) =0 (5.34)
diferentsiaalvorrandi
- By, C)=0 B(x,y,7')=0  (5.35)

integraalkoverate parve

/ ® (x,5,0)=0  (5.36)
0 X x mdhisjoon (vt. joon.21).
Joon.21. Mdhisjoone 1 ja integraal-
kdvera
dx,5,6) =0 - (5.37)

{ihises punktis M (X,§) on s 1) rahuldatud nii vdrrand (5.34),
kui ka (5.37);
2) neil iihine puutuja k , mille tdusunurga tangensiks on

2 x,7,0)
3 P otk
A - .
2 S
2y

T v, [ 7] 1k.37.
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Seega on joontel (5.34) ja (5.37) punktis M d{ihine
joonelement (X,¥,¥'). Kuna integraalkdverate (5.36) mistahes
joonelemendid rahuldavad diferentsiaalvorrandit (5.35), siis

rahuldavad diferentsiaalvdrrandit (5.35) ka méhisjoone suva-
lise punkti joonelemendid. Seega on ka mihisjoon (5.34) dife-
rentsiaalvorrandi (5.35) lahend.

Kas méhisjoon on singulaarne lahend?

Vastavalt singulaarse lahendi definitsioonile on inte-
graalkoverate parve méhisjoon diferentsiaalvirrandi singu-
laarne lahend, sest médhisjoone iga punkti }.&bib vahemalt
kaks erinevat integraalkdverat samas sihis. Nii on m&his-
joone iga punkt diferentsiaalvdrrandi iseédrane punkt ja see-

ga mdhisjoon ise isedrame joon.

4, Singulaarse lahendi leidmine #ildlahendi abil. C—dis-

kriminantkdver. Eelnevas nidgime, et integraalkGverate parve
m#hisjoon on vastava diferentsiaalvorrandi singulaarne la-
hend. Seega tuleb singulaarse lahendi leidmiseka 1) leida
diferentsiaalvdrrandi iildlahend ja 2) leida saadud integraal-
kGverate parve mdhisjoon.

Teise punkti realiseerimiseks tuletame kdveraparve (5.36)
méhisjoone vdrrandi., Olgu piirkonnas J middratud parve
(5+36) midhisjooneks joon 1 vdrrandiga

y=3 (x) . (5.38)

Igale XE€J vastab joonel 1 punkt M(X,¥), milles
toimub mihisjoone puutumine parve (5.36) iihe joonega. Parve
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(5;36) kdveratest lﬁbib punkti M iiks kdver, mis olgu médra-
tud konstandiga C . Nii vastab igale ¥€J kindel konstandi
C védrtus C . Seega on parve (5.36) vrrandis esinev kons-
tant vaadeldav funktsioonina C = C(x), kus x € J. Punktis X
on seege iiheaegselt rahuldatud nii vorrand (5.38), s.0. ¥ =
= y(X), kui ka (5.36) ,8.0.

o, @, c(®) =0 . (5.39)

Kuna M(X,y(X)) oli mihisjoone iike suvaline punkt, peab
vordus (5.39) kehtima samaselt iga x€J korral. Kuid siis
on vdrrand

¢ (xyy (), c(x)) =0 (5.40)
vaadeldav médhisjoone vorrandina, kul eeldada, et funktsioon
C(x) on tuntud funktsioon. Et (5.40) kehtib samaselt piir-
konnas J , peab méhisjoone puhul kehtima samaselt ka vor-

dus

1(2 +%-$ y! +%%-C' =0 . (5.41)

Mdhisjoone 1 iga punkt kui punkt kiveraparve (5.36) tea-
tud kdéveralt peab teiselt poolt rahuldamea vordust

2 2
‘3%‘*"5?“7'=0, (5.42)

mida rahuldavad kdveraparve (5.36) iga kdvera kdik punktid.

Samasuse (5.42) tottu taandub virdus (5.41) kujule
2 (x,7,0)
2dC

BT =0,

sest C'(x) # O Kkoikjal piirkonnas J (miks?). Seega rahulda-
vad mihisjoone 1 kdik punktid nii siisteemi :

- 117 =



@(x,y,c(x) =0,
2P, 7,000 ¢ |
¢

(5.43)

kui ka vorrandit

¢ (x,3) =0, (5.44)
mis on saadud siisteemist (5.43) tundmatu funktsiooni C(x)
elimineerimisel. _

Vorrandiga (5.44) mdédratud kdverat nimetatakse tavali-
selt diferentsisalvdrrandi (5.}5) C~diskriminantkiveraks ja
mitte koveraparve méhisjooneks. PShjuseks on asjaolu, et siis-
teem (5;45), seega ka vorrand (5.44) v3ib peale integraalkd-
verate parve méhisjoone esitada veel kdveraparve (5,36) nii-
sugust iseédrast joont, mis pole antud kdveraparve mdhisjoo-—
neks, vaid jooneks, mis kujutab endast kdveraparve isedraste
punktide geomeetrilist kohta.

Asugu kGveraparve (5.36) igal kdveral isedrane punkt ,s.o.
punkt M(x,y), mille koordinaadid rahuldavad siisteemi

%Q-lex&gz_ =0,
gi&.;l e O,

2y

(5.45)

Kujutagu punktide M(x,y) hulk sealjuures joont s. Joone
8 1iga punkt olgu parve (5.36) iihe joone isedrane punkt, il-
ma et koveral s oleks parve iithegi joonega iihist kaart (Vt.
joon. 22).

Nagu m&hisjoone virrandi leidmisel,nii v3ib ka siin jou-
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+da selgusele, et vOrran-

dit (5.40) vdib vaadel-
Py, C)=0 da isedirase joone vorran-
dina, kus funktsioon i
s C(x) on tundmatu fugktsi—-

N ; oon. Isedrase joone 8

<

igas punktis on seega

o T AT X peale samasuse (5.40)
Joon.22. rahuldatud veel samasus

JF(x,y(x) ,C (x s 2B, F(x), C(X)) o ¥'+
_Y

2X
R P (x,5(x),0(x))
ST

¢t (x)=0,

mis (5.45) tottu taandub samasuseks

BF(x,y(x), C(x)) . C'(x) =0
2¢C

ja C'(x) £ 0 t3ttu samasuseks

?F (x,5 (x),0(x))
2C
Nii rehuldavad joone s punktid tGepoolest siisteemi

(5.43) vorrandeid ja seega ka virrandit (5.44) .
Diferentsiaalvorrandi singulaarse lahendi leidmisel tu-
leb seepédrast kontrollida, kas piki diskrinantkdverat
(5.44) on rahuldatud siisteem (5.{1»5) v5i ei., Esimesel juhul
kujutab vorrand (5.44) endast isedrast joont, teisel juhul -
singulaarset lahendit.
Néide 17. Leida vGrrandi
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xy'2 - 2yy' +x =0
singulaarne lahend.
Lahendades vdrrandi y suhtes ja parametriseerides seda

eeskirja

y' =

k]
= X :
y—z(pfp)

pdhjal sasme diferentsiesalvdrrandi
(p-glax=x(1-%) e,

mille integreerimisel leiame ldhtevdrrandi {ildlahendiks

x2=ac(y-§). (5.46)
C-diskriminantkdvera leidmiseks koostame siisteemi

2¢cy-02-x*=0,
2y=-20=0,

millest C elimineerimisel saame y2 - x- = O . Seadud vor—
rend laguneb kahe sirge y = x Jja y = = x vorrandiks. Nende
sirgete suhtes piillame jouda selgusele, kas nad on kivera-
parve (5.46) mihisjoonteks v3i isedraste punktide geomeet-
riliseks kohaks.

Selleks koostame siisteemi (5.45),8.0.

-2x =0,
2C = 0,
millest jéreldub, et kdveratel (5.46) iseéraseid punkte

pole. Seega on sirged y = x Jja y = - X integraalkoverate
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(5.46) mihisjoonteks. Antud néite puhul,kus integraalk3vera-
teks on paraboolid, on niigi selge, et integraalkGveratel
pole isedraseid punkte. Geomeetriliselt vastab antud nditele
Jjoonis 23,

.‘I*;

Joon. 23.

Mirkus 11. Meil on esitatud iiks meetod diferentsiaal-
vorrandi (5.35) singulaarse lahendi leidmiseks. See meetod
toob C- diskriminantkdvera mdiste juurde. Saab ndidata (vt.
[1] pte. III § 4), et singulaarset lahendit v3ib esitade ka
nn. p-diskrimantkGvera vorrand

LP (x,3) = 0y
mis saadakse siisteemist

F (x,y,p) =0,
2P (nyp) . 0

2

paramesetri p = y' elimineerimisel.

P T



II.KORGEMAT JARKU DIFERENTSI -
AALVORRANDTIOD.

§ 1. POHIMOISTED.
Harlik n-jérku diferentsiaalvdrrand on esitatav kujul

B (X757 s0s 7(n)) =0, (1.1)

kus funktsiooni F (X,7,¥', eee, y(n)) médramispiirkonnaks
on (n+2)-mddtmelise ruumi x y y' .., y(n) piirkond H. Kui
vdrrand (1.1) lahendub iiheselt otsitava funktsiooni y(n) suh-

tes, on vdrrand (1.1) samaviirne diferentsiaalvdrrandiga

(n)

¥ 2t &y, e, I, (L2)

kus £ (X,7,7"s oo, y(n"1) olgu mddratud (n#l)-mo3tmelise
roumi x y y' .., 01D piirkonnas D,
Vaadeldes teist jdrku vdrrandit

™= £ (x,7,5'), (1.3)

kus funktsioon £ (x,y,y')

on mdératud ruumi x y y'

piirkonnas G (vt. ;joon.v

24), ja rddkides vorran-
- di (1.3) lahendist

Y = 9 (x), eeldame edas-

(£
x g pidi alati, et punkt

Joon, 24, P (x, ¢ (x), P'(x)) €aG.
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Analoogiliselt sellega eeldame, et vorrandi (1.2) lahen=-
diga y=¢/(x) médratud punkt Q(x,ql(x).q/'(x).....Wm—”(x))e D.

Mistahes n-jérku diferentsiaalvdrrandis (1.2) on otsita-
vaks iihe muutuja funktsioon y = y(x). EKuna igale iihe muutu-
ja funktsioonile vastab graafiliselt tasandiline kdver,siis
vastab mistahes n-jérku diferentsiaalvdrrandi lahendile nii-
sugune kdver vorrandige y = y(x), mida méirav funktsioon
y(x) rahuldab diferentsiaalvirrandit (1.2) vdi (1.1). Kdve-
raﬁ'y = y(x) nimetatakse diferentsiaalvdrrandi (1.2) vdi
(1.1) i.ptegraalkaemh.

1. Algtingimused ja algtingimustega iilesanne.Esimest
Jjérku diferentsiaalvdrrandi

¥ = £(x,y) (1.4)

korral, kus f£(x,y) on médsratud piirkonnas K, tuli algtingi-
musega iilesandes vastavalt algtingimusele

¥ (x,) = 3, (1.5)
leida diferentsiaalvirrandi (1.4) niisugune lahend y =¢(x),
mis rahuldaks algtingimust (1.5).

Olgu vaatlemisel teist jérku diferentsiaalvirrand (1 ;}).
Al mustega iilesannet ehk Cauchy iilesannet definee-
ritakse siin jérgmiselt.

Leida diferentsiaalvdrrandi (1.3) niisugune lahend

¥y =@ ,
mis rahuldab piirkonnas G tingimusi

¥(xy) =3, ¥'(x)) =35 (1.5)
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Tingimused (1.5) _kannavad algtingimuste ebk Cauchy alg-

tingimuste nimetust.
Geomeetriliselt vastab siin Cauchy iilesandele diferentsi-

aalvorrandi (1.,3) niisuguse integraalkdvera y = P(x) leid-
mine, mis 1ldbiks punkti (x,,y,) tSusuga yi (vt joon.25), kus
(Xy97407',) € G-

Vorrandit

y

Rt b A i =0 (1.6)

nditeks rahuldavad koik funkt-

sioonid
- y=C lnlx\+Cy, (1.7)
oA %4 s
kus 01 Jja 02 on suvalised
Joon.25.

konstandid (niita sedal).
Kui otsime‘piisugust lahendit, mis rahuldaks algtingimusi

(1) =0 5 (1) =1 (1.8)

tuleb selle leidmiseks vorrandiga (1.7) antud integraalkgve-
ratest vidlja eraldada see, mis ldbib punkti (1,0) puutuja
tousuga y' (1) = 1. Et niisugust lahendit leida, m#&rame la-~
hendis (1.7) konstandid G, Jja C, vastavalt algtingimustele.
Arvutades saame, et 02 =0 ja, kuna y' = C4 ; s 8118 C4 = 1.
Algtingimusi (1.8) rahuldavaks lahendiks on seega

Yy=1ln|x|. (1.9)
Uldjuhul mdistetakse vorrandi (1.2) puhul algtingimustega
ehk Cauchy iilesande all jargmist iilesannet.
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Leida diferentsiaalvérrandi (1.2) niisugune lahend
¥ = @(x) , mis piirkonnas D rahuldab tingimusi

¥(x)=T4s T'(X )=Fgs000s y(n'1)(xo)= yo(n'1). (1.10)

Tingimused (1,10) kannavad n-jérku diferentsiaalvdrrandi

algtingimuste nimetust ehk Cauchy algbingimuste nimetust.
2._n-jérku diferentsiaalvorrandi {ild- ja erilahend.Esi-
mest jarku diferentsiaalvorrandi (1.4) iildlahend (vt. ptk.I
§ 1 art. 5) oli iihest suvalisest konstandist sdltuv niisu-
gune lahend y = @ (x,C), mis sobival konstandi C wvalikul
rahuldas algtingimust (1.5) mistahes (xofyc) € K korral.
Teist jédrku diferentsiaalvdrrandi (1.6) pubul ndgime, et
seda rahuldas kal_xepa'raneetriline kdveraparv (1.7). Sealjuures
on kdveraparv (1.7) niisugune, et mistahes (xo.yo.yé) korral
piirkonnast, kus x £ 0 , on konstandid Cq Ja C, midratud
iiheselt (ndita seda vastava siisteemi lahendamise teel {).
Olgu lahendite parve (1.7) puhul vGimalik ndidata, et
teist Jairkn 4i1ferentsilaalvdrm=
randi (13) kahest suvalisest kons-
tandist Cq ja G, 83ltuv lahend

P(x,045C;) on niisugune,mis sobi-
al konstantide €6 Jja 02 vyalikul
ahuldabdb algtingimusi (1.5) mis-~-

o H 4 4

ahes (xo,yo,ys) korral piirkonnsst G. Analoogia pGh-
jal esimest jdrku vorrandiga nimetatakse lahendit

vy = @x, Cy, C,) diferentsisalvSrrandi (1.3) iildlahen-
diks,
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Uldjubul mdistetakse diferentsiaalvarrandi (1 .2) ild-
lahendi all jargmist.

Diferentsiaalvdrrandi (1.2) i1l a-
lahendiks nimetatakse niisugust
A 8uvalisest konstandisgt 861l¢tu-
vat lahendit y=tp(x,c1,...,cn),mis 8 0 -
bival konstantide 01,02,...,Cn
¥alikul rahuldabd algtinginusgi
'(1.10) 188 (250355 Thooeos ygn‘”)en korral
kus D on funktsiooni LEL Yy s oa ,y(n'1)) pidevuse piir-
kond. - Lahendid,nis sa&gdakse 1iWldgd-
lahendist konstantide 01,02...,Cn

fikseerituad vaddrtuste korral
kannavaad erilahendite nime t us t.
n-jérku diferentsiasalvdrrandi lahendamisel joutakse sa-

geli vérrandini
DR, . ats o, (1:11)
g n

mis médrab diferentsiaalvsrrandi lahendi  y =q>(x,c1,;.-.,cn)
ilmutameta kujul. Sel korral Geldakse, et v&d rrand
(1¢11) m&ddarabd diferentsiaalvarran-
di lahendi ehk (1e1M) on diferentsi~
aalvdrrandi ildintegraail,

Mérkus 12.0lgu mérgitud, et n~-jdrku (n >1) diferentsi-
aalvirrandi erilahendi leidmisel antakse sageli lisatingi-
mused (1.10) ette teisel kujul. (Kui palju neid peab olema,
et erilahend oleks méératav ?7)
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' ‘fui niiiteks fPerentsiaalvirrendi (1.6) pubul nSula, eb
otsitav integraalkdver lébiks kahte punkti — P(1,0) ja
Q(-¢2,2) (leida tildlshendist (1.7) vastav kiverl), siis réa-
gitakse rajatingimustega diferentsiaalvérrandi lahendamise
filesandest ehk rajaiilesandest .Uksina;]a;ikmlt vaadel-
dakse rajaiillesannet kfiesoleva peatiiki § 4.

Niide 1. Niitame, et funktsioon y = 8x° 4 bx # c , kus
a,b ja ¢ on suvalised konstandid, on diferentsiaslvdrrandi
y'" = 0 ildlahendiks. Selleks, vastavalt {ildlahendi defi-
nitsioonile tGestame, et

1) y = ax° + bx ¢+ ¢ rahuldab antud vorrandit suvaliste
a,b ja ¢ korralj

2) konstandid a,b ja ¢ on iiheselt mddratavad vastavalt
algtingimustele y(x,) = y,, ¥'(x)) =35 Jay"(x) =55
suvaliste xo"o"& Ja y; korral.

Esimene védide on ilmselt Gige, seet suvaliste a,b ja c
puhul on y"' = O , Teine vdide jdreldub sellest, et konstan-
did a,b jac on jasealjuures @i heselt mid-
ratud sisteemiga

u§+bz°+c = Yo
2ex *b=3 ,
2a= y; .
(Ndita, et antud siisteemil on suvaliste xo,yo.y(', Jja yg

korral parajasti iiks lahend }).
3+ n—jérku diferentsiaalvorrandi lahendi olemasolu teo-
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reem., Vaatleme teist jérku diferentsiaalvorrandit (1.3).
Teostades vorrandis (1.3) muutnjate asenduse y' = z ja
z' = y¥, jouame kahe otsitava funktsiocni y(x) ja z(x) sub~-

tes jérgmise diferentsiaalvirrandite siisteemini

{y' o ik, (1.12)
z* £(x,y, z)s

mida nimetame vodrrandile (1.3) vastaveks diferentsiaalvorran-

i

dite siisteemike.

Siisteemis (1.12) on 1) kaks (iildiselt n) otsitavat funkt-
,siooni ja kaks (iildiselt n) vdrrandit, 2) vdrrandid lahenda-
tud otsitavate funiktsioonide tuletiste suhtes ja 3) otsita=-
vate funktsioonide kdrgeimat jérku tuletisteks — esimesed tu-
letised; Niisugust siisteemi, mis rahuldab kolme loetletud
tingimust, nimetatakse Cauchy normsalkujul esitatud dife-
rentsiaalvorrandite siisteemiks. ,

On arusaadav, et_diterontsiaalvarrandi (1s3) iga lahend
rahuldab siisteemi (1.12). Ka iimberpédrdult, kui oletada, et

{7 = y(x),

z = 2(x)

on diferentsiaalvdrrandite siisteemi (1.12) mistahes lahend,
siis on pikemata selge, et funktsioon y(x) rahuldad ka vdrran
ait (1.3).

Nii voime jéreldada, et diferentsiaalvirrandi (1.3) ja
talle vastava Cauchy normaalkujul antud siisteemi (1.12 ).la-
hendamise ja lahgndi olemasolu selgitamise iilesanded on ekvi-

valentsed.
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Analoogiliselt saab ndidata, et n~jérku diferentsiasl-
vorrandi (1.2) ja talle vastava Cauchy mrunlku;jul esitatud
siisteemi

7"‘1;

z;asa. ( 1.13)
sé=s;,

1...-0

T2 = g

z! 1 = £ (1,1,11,..., 5_1)

|-

lahendamise ja lahendi olemasolu selgitamise iilesanded on
ekvivalentsed.

‘Meie konspekti kolmandas peatiikis {Gestatakse fildise
Cauchy normaalkujul esitatud diferentsiaalvorrandite siis~—
teemi lahendi olemasolu ja tihesuse teoreem. Viimase vahetuks
jérelduseks (ni#ita seda ptk. IIT § 5 Gppimisel) on jérgmine
diferentsiaalvdrrandi (1.2) lahendi olemasolu ja ihesuse teo—
reem.

Teoreem 13. Olgu funktsioon Z£(X,¥y,5' ceey y(n"1)) méd-
ratud ja pidev ( n*1)-mGotmelise ruumi x y y* ... y(" 1)
kinnises tdkestatud piirkonnas D ning rahuldagu te piirkon-
nas D Lipschitzi tingimust muutujate y, y'; ccey y("1)
suhtes.

Piirkonna D mnmistahes seesmise punkti A (xogyo,y;, edey
vy ,o(n-ﬂ)korm leidub niisugune 15ik J =[x, ~8 ,x 48]
(S>0), millel eksisteerib parajasti iiks algtingimusi
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F(xy) = Yoo T'(X,) = T5s eee s 7= 1)(10) = yf,n'” $130)

rahuldav diferentsiaalvorrandi
j'n’ L AXYATY eeeTy y(n-1)) . (1.2)

lahend.

Samas mirgime, et algtingimusi (1.,10) rahuldava lahendi
(véhemalt iihe) olemasoluks piisab sellest, kui vorrandis
(1.2) on funktsioon £(X,¥,¥'y eceey y(n'1)) pidev piirkon-
nas D. Lipschitzi tingimuse lisamine garanteeridb seega di-
ferentsiesalvorrandi (1.2) lahendi {ihesust.

Lisame veel, et diferentsiaslvdrrandi (1.1) lahendi ole-
masolu ja lahendi leidmise kiisimuse selgitamisel tuleb ndu-
da funktsioonilt ¥ (X,7,3';s00, ¥®)) niisuguste tingimus—
te tdidetust, mis garanteerivad vorrandi (1.1) lahenduvuse
™ guntes.

Esimese paragrahvi lopetuseks mirgime, et korgemat jér—-
ku diferentsiasalvGrrandite iiheks sagedamm kasutatavaks la- R
hendamisvotteks on vorrandi jédrgu alandamine. Diferentsiaal-
vorrandite {ildkursuses kisitletakse mitut liiki vdrrandeid,
kus jédrgu alandamine on teostatav. Vastavate vorrandite lii-
kide ja lahendusmeetoditega tutvutakse ldhemalt diferentsi-
aalvorrandite kursuse praktikumis (Vt. samuti [1] ptk. IV
§2-4 ja[3], [4] pto 11§82 .
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§ 2.KORGEMAT JARKU LINEAARSED DIFERENTSIAALVORRANDID.

1. n-jérku lineaarse diferentsiaalvirrandi mdiste.Diferent-

siaalvorrandit
n-1

Q(x) % + Q(x) %FL- »0ns

see ¥ %_1(:) g + Qn(x), o | Q(x)’

(2.0)

kus funktdioonid Q,(x) (1=0,1,2,000on) JaQ(x) on
médratud vahemikus J Ja Qo(x) # O , nimetatakse iildiseks
n-jérku lineaarseks diferentsiaalvirrandiks.Uldisust kitsen—
damata loeme edaspidi Qo(x) =1 iga x€J korral (miks
v3ib seda eeldada?) ning vaatleme edaspidi vdrrandit (2.0)
kujul

n-1
g + P1(x) :F*- 4 oo

oo # By (@) 4 2 (07 = P(2). (2.1)

&

Kui P(x) = 0 iga x€J korral, kannadb viorrand (2.1)

homogeense lineaarse diferentsiaalvorrandi nimetust. Selleks
on vorrand

n-1

:% + P1(x) :?_*- 4 ceo * Pn_.‘(x) g + Pn(x)yao. (2.2)

Vorrandit (2.2) ‘nimetame edaspidi vorrandile (2.1) vasta-

vaks homogeenseks diferentsiaalvorrandiks.
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Diferentsiaalvorrandi (2.1) lahendi oles»
masolu ja ihesus vahemikus J on
garanteeritud funktsioonide Pi(x)
(i=1,2,¢00yn) ja P(x) pidevusega vahenmni-
k us J. 0eldu jéreldub vahetult teoreemist 13. Selleks
1) esita worrand g suhtes ilmutatud kujul ja 2) ndita, et
teisendatud vdrrandi paremal pool seisev funktsioon rahuldab
teoreemi 13 eeldusi iga x€J korral;

2. Diferentsiaaloperaatori mgiste. Olgu X ja Y kaks
hulka vastavalt elementidega x ja y. Euli igale elemendile
x € X on teatud eeskirja pdhjal seatud vastavusse element
Yy € Y, siis Geldakse, et hulgal X on defineeritud operaa-
tor (nditeks A) ja kirjutatakse y = Ax. Hulkasid X ja Y ni~-
metatakse vastavalt operaatori A midramispiirkonnsks ja.
véirtuste piirkonnaks. Edaspidi vaatleme operaatoreid, mille
m8siramispiirkondadeks on lineaarsed hulgad. Hulka X nimeta-
taks‘e lineaarseks hulgaks, kui sellel hulgal on defineeritud
liitmine ja skalaariga korrutamine nii, et kehtivad seadused:

49-%0e XX, € X ,siis 11* X, €X 3

2° iga Xqs¥p9 Xz € X puhul (x4y)4z = x+(y+z) ;3

3° leidub element O € X nii, et iga x € X puhul
x+0= 0Q+x=x3

4° jga x € X puhul leidub element =-x€ X ,
nii, et x # (=x) = (=x) +x =0 3

5° kui x € X, siis A x € X iga reaalarvulise A
korral; '

6° A\( P x) = ( .er. D> <" (rt—misf;ahes reaal-

A L



arv) ;
7 AM(x+y) =Ax+ Ay, («\or»)xa.\,xf pxs

. St WP 8 e

Operaatorit A nimetatakse lineaarseks, kui iga
X4yX,€X  ja mistahes resalarvude \, ja Ao korral kehtib
vordus
A xq ¢ Ay x,) =AAxy+ Aydx, .

Kui niiteks hulk X on vahemikus J n korda diferent-
seeruvate funktsioonide hulk, siis on sellel hulgal definee-
ritav nn. diferentgeerimisoperaator %E’ D , mis igale funkt-
sioonile £(x) € X seab vastavusse funktsiooni f£'(x), nii ot
£(x) = D£(x)

Operaator D on ilmselt lineaarne operaator. Analoogili-

2 2 _ a2 a a°
elt on defineeritud operaatorid D~ = ;;2-, soeyg D =

23 $
mis k3ik on lineaarsed operaatorid n korda diferentseeru-
vate funktsioonide hulgal. TGesta iseseisvalt, et Dkﬂ'-- IDJ'“.
Kui vasdelda hulka X jélle vahemikus J n korda dife~
rentseeruvate funktsioonide hulgana, siis on sellel hulgal
defineeritav n-jérku diferentsiaaloperaator valemiga

n-1
L =02 Pa(x)D" 4 veo # B 400D + B (x) ,

mis igale funktsioonile yE€X seab vastavusse funkitsiooni

Ly, nii et

ar-
R ST ;3:!, PSR S Nes o

Difereﬁtsiaalopéraatori L abil on vérrandid (2.1) Jja
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(2.2) esitatavad vastavalt kujul

Ly = P(X) (205)

Jja
Ly =0, (2.4)

Néiteme, et operaator % on line -
aarne operaator. Selleks nditame, et mis-
tahes y,, yé € X ja reaalarvude M\, , A\, korral on

L (A g7+ Ap3p) =L 34,1y,

Kui arvestame, et )o(x) =1 vahemikus J, vGime operaa-

tori L esitada kujul L -kgo Pp(x) Pk, Seega

n
L (Wyyq +4,75) = g P (x) D™ "().1y1+v\212)=

n kK
= Z Pk(x) [/\1 Dn- Jq f-)\,an-k ya] =
k=0

n
n
Do n-k
=‘)‘1]‘Zﬂ’Pk(x)D %14 -nga P, (x)D ¥o =
~=-X1L Jq O'A.alo o
Ja védide on t3estatud.

(Kus antud tdestuskidigus on kasutatud operaatori D°®
lineaarsust?).

3. Lineaarsete diferentsiaalvorrandite uldised omadused.
Toestame moned teoreemid, millele tugineme lineaarsete dife-
rentsiaalvérrandite iildise teooria Ja lahendusmeetodite
esitamisel.

Vahemiku J all me m3istame kiesoleva artikli ulatuses
operaatorit L médravate funktsioonide Pk(x) fk1,25.,4,0)
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pidevuse vahemikku, seega vahemikku, millel on diferentsiaal-
vorrandi (2.3) Cauchy iilesandel parajasti iiks algtingimusi )
rahuldav lahend. Samuti eeldame, et funktsioon P(x) on vahe-
mikus J pidev funktsioon.

Peoreem 14. Kui y1(x) ja yz(x) on diferentsiaalvorrandi
(2+3) lahendid, siis on C[y,(x) - yz(x)] diferentsiaal-
vorrandi (2.4) lahend mistahes reaalarvulise C korral.

T3 es tus . Tuginedes operaatori L lineaarsusele,

leiame et

1{c [3,® - 7,1} = cfly,@ - 1 3,0)] =
=c[px) - P(x)] =0

iga x€J korral, kuna y,(x) ja yz(x) olid diferentsiaal-
vorrandi (2.3) lahendid.

Teoreem 15. Kui y1(x) on diferentsiaalvérrandi (2.3)
lahend ja yz(x) on diferentsiaalvdorrandi (2.4) lahend, siis
on y4(x) + C y,(x) vorrandi (2.3) lahend mistahes reaalarvu-
lise C korral.

To6estus. Tuginedes operaatori L lineaarsusele

leiame, et

L[y #C3yx)] =1Ly +CLyy(x) = B(x) iga
x € J korral, sest y (x) oli diferentsisalvérrandi (2.3) ja
ya(x) - diferentsiaalvorrandi (2.4) lahend.
Teoreem 16. Kui y,(x) ja ya(x) on diferentsiaalvirran—
di (2.4) lahendid, siis on C, y,‘(x) +C, ya(x) sama vorrandi
lahend mistahes reaalarvuliste C, ja C, korral.
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(Toesta teoreem iseseisvalt ja ndita, et ta on kehtiv
mistahes 15pliku arvu lahendite korral i).

Teoreem 17. Kuil diferentsiaalvirrandi (2.4) lahend y(x)
rahuldab punktis xoe.J tinginusi

¥ (x) =3'(xy) = eee = 1‘”‘1)(::0) =0, (2.5)
siis on ta triviaalne lahend, s.0.

y(x) =0 iga x€J korral.

T35 estus, Tingimused (2.5) on vaadeldavad diferent-
siaalvdrrandi (2.4) algtingimustena. Kokkuleppe kohaselt on
vorrandi (2.4) kordajad Pk(x) pidevad vahemikus J ning igal
algtingimustega iilesandel on olemas vald iiks neid tingimusi
rahuldav lahend. Ueldu pShjal peab y(x), mis rahuldadb tingi-
musi (2.5), olema triviaalne lahend, kuna viimane ilmselt ek-
sisteerib ja rahuldab tingimusi (2.5).

Teoreem 18. Kui diferentsisalvirrandi (2.3) vabaliige
P(x) = F4(x) * F,(x) Jja vorrandi Ly = F4(x) erilahendiks on
y*(x), kuna v8rrandi Ly = rz(x) erilahendiks on y**(x), siis
on funktsioon y*(x) ¢ y**(x) diferentsisalvdrrandi Ly = 1'1(1)4-
+ F,(x) erilahendiks,

(T3esta teoreem iseseisvalt tuginedes operastori L line-
aarsusele! )

Teoreem 19. Kui funktsioon y,(x) + iy(x) (i=\/ -1) on
diferentsiasalvorrandi (2.4) lahend, siis on ka funktsioonid
11(1) Ja yz(x) selle v3rrandi lahenditeks.

TGesta teoreem iseseisvalt, tuginedes operaatori L line-
aarsusele ja definitsioonile
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afz(x) +1 sz(x)] azq (x) az, (x)
pes = = + 1 = -

4, Funktsioonide lineaarne sGltuvus. Olgu fk(x) (k=
= 1,2,¢00, m) vahemikus J defineeritud funktsioonide siis-
teem.

Oeldakse, et funktsioonid fk(x) (k2 1,000 M) 00

vahemikus J lineaarselt sGltuvad, kui leiduvad arvud Cy
(k=12yee0y m), mis ei ole kdik nullid ja mille puhul
kehtib seos

3 e 1@ =0 (2.6)
k=1

iga xeJ korral.

Eui seos (2.6) kehtib vaid juhul ¢4 = Cy = ees =¢,=0,
siis deldakse, et funktsioonid 7 £,(x) (k=1,2,...,m) on
lineaarselt sdltumatud vahemikus J. Funktsioonide lineaarse
sdltuvuse korral vihemalt tiks funktsi-

oonidest f.k(x) avaldub lineaarse
kombinatsioonina iilej&&xiutest.

Néide 2. Funktsioonid f1(x) S fz(x) = X, f.}(x)=
= xz, 4(x) x* on lineaarselt s6ltuvad kogu reaalteljel,
sest samasus

4

c1.04-cax+c5x2*c x =0

4
kehtib néditeks jérgmiste konstantide korral:t cq = i ¢, C3=
=y = 0.
(Missugune vaadeldavatest funktsioonidest s3ltub iilejdi-
- 137 —
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nutest ja kuidas ? Kas funktsioonid £,.(x), ( k= 1,2,...,m),
kus £4(x) = 0 iga x€J korral, ja ra(x), r3(x),...,fm(x)—
suvalised vahemikus J mi#ratud funktsioonid, on vahemikus
Jd lineaarselt sdltuvad v8i s3ltumatud?)

Néide 3. Fumktsioonid f4(x) = cos’x , £,(x) = sin’x ,
"‘3(:) = T, fq_(x) = 1n x, rs(x) = ¢ on vahemikus (0, o0 )

samuti lineaarselt s3ltuvad, sest samasus

cq sin2x+cacoszx+c3+cq_lnx+c5 e‘ao

kehtib niiteks komstantide ey =¢p = 1, Oy .= -1, Cy = c5-0
korral.

Niide 4, Funktsioonid £4(x) =x , £,(x) =22 ja
ta(x) = 23 on lineaarselt s3ltumatud, sest samasus

C4x + ezxz + (:’::3 =0
kehtib vahemikus ( =00, ©0 ) ainult siis, kui C4 = C, = Oy=
= 0. (Miks?).

Diferentsiaalvdrrandite teoorias tuleb sageli selgitada
kiisimust funktsioonide lineaarsest sdltuvusest. Alljiérgnevas
esitame funktsioonide lineaarse s3ltuvuse tingimuse.

Olgu funktsioonid e (x) (k = 1,2,..., m) lineaarselt
s3ltuvad vahemikus J, Definitsiooni kohaselt leiduvad siis
arvud ck(h‘l,a,....,n),nis el ol e-kF ik
nullid, nii et kehtidb samasus

kZ::[ Cp p(x) =0
iga x €J puhul.

Diferentseerides viimast samasust m - 1 korda, sasme
samasused
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(69
g ck ’k (x) =0 (1 = 1,2.00.. .—1),

mis suvalises punktis x = X,€ J, annavad jédrgmise vGrran-
dite: siisteemi

%1 Cp 7 (x) =0,
g Cp ¥'p(x,) =0, (2.7)

® & o o o o o o o o s o

2 an™ ey -o.

Siisteem (2.7) on konstantide ck suhtes lineaarne homo-
geenne vorrandite siisteem, millel on olemas mittetriviaal-
ne lashend (arvude C,-de seas on nullist erinevaid arve 1 5%

Algebra pdhikursusest on teada, et niisugusel juhul peab
siisteemi (2.7) determinant olema vordne nulliga

T1(x)  To(xy) o . o Fu(xy)

YO TE) .. R =0, (2.8)

e 8.9 9 8 8 ¢ &'s"s. & & 90

Ry ey 5 3 M e

Bt x, €J oli suvaline, peab tingimus (2.8) kehtima
samaselt vahemikus J. :
Vorduses (2.8) esinev determinant
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¥4(x) ¥o(x) o oo Fu(x)
¥'q(x) Y5(X) eeee o Fa(x) = W(ya(x),eee,y,(x))

Lok, S R JEE SN SRR U Sl A BGOSR S MR g e

y,g'ﬂ)(x) yg"")(x)--- 71 (x

kannab funktsioonide siisteemi y, (x) (k=1,2,...,m) Wronski
determinandi nime. Teda tdhistatakse veel liihidalt siimboli-
ga ¥(x).

Ulalsaadud tulemuse vdime niiiid sSnastada jirgmise teo-
reemina.

Teoreem 20.Vahemikus J lineaarselt sdltuvate funktsioo-
nide siisteemi Wronski determinant on selles vahemikus sama-
selt null,

Seega tingimus, et

W (79(x)5 eeey 7u(x)) =0 (2.9

iga ..er korral, on tarvilik selleks, et funktsioonid
Te(x) ( k =1,2,0.0y m) Oleksid vahemikus J lineaarselt
83ltuvad, Tunnuseks sobiks tingimus (2.9) alles siis, kui
ta oleks ka piisav.
Seega on meie ees kiisimus teoreemi 20 podratavusest.
Kiisimuse selgitamiseks vaatleme eelkdige jirgmist nii-
det,
Olgu funktsioonid y,(x) ja ¥5(x) defineeritud vahemi-
kus (0,2) jargmiselt:
~x?s 2x-1, kui x € (0,1]
0y kntox-e (i)

y4(x) =[
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P (o] skui x € (0,1] 7
7o(x) = x%-2x#1 ki x € (1,2) .

Vaadeldavad funktsioonid on vahemikus (0,2) lineaarselt
sdltumatud, sest

Cq(2x-x?1), kui x €(0,1]

Cq¥4(x) # Co¥p(x) = 02(12-2:: #M),kui x € (1,2)

ning samasus C,y,(x) + cayz(x) =0 iga x € (0,2) puhul

kehtib ainult 01 = 02 = 0 korral.

Samal ajal on"6

2
b °| kui x €(0,1] ;
2=2x ol,
'(31(1)0 72(1)) = x2 ek
kui x € (1,2)
0 2x-2 2

ning seega W (y4(x), y,€x))=0 iga x € (0,2) puhul.
Vaadeldava ndite pohjal viime delda, et e k's i 8 -
eeribdb niisuguseid funktsioonide sis-
eeme, mille Wronski determi -
nt on vahemikus J samaselt

i erEwi g - e nktslisoonid 1ss  »n

= B B o e

ol - B

pAeanrseldt sl ltanEtul,

Nii pole teoreem 20 vahetult péoratav. Nditame, et seda
saab teha teatud lisatingimustel funktsioonide siisteemi
Ye(x)y ( k =1,2,.04y m) kohta, Nimelt p i i s a b sellest
lisandudest, et funktsioonid yk(x)

"© Pane tihele, et funktsioonidel ¥4(x) ja yo(x) eksis-
teerivad kahepoolsed tuletised punktis x = 1 .
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(k=1,2,000, M) 01l eoksid mingi 1i1neaaasr-
Se. dirferentsiasalvdrrandd lahens=
d i d . Oeldu kinnituseks tdestame jérgmise teoreemi.

Teoreem 21, Selleks, et lineaarse diferentsiaalvorran-
di (2.4) lahendid yk(x) (k=1,2,...4n) oleksid lineaarselt
88ltuvad vahemikus J , on tarvilik ja piisav, et

w (’1(1)’ soey Yn(x)) =0 (2.10)

iga x€J korral.
Parvilikkus. Pinginuse (2.10) tarvilikkus jé-
reldub vahetult teoreemist 20.
Piisavus, 1‘1ngiluaé (2.10) piisavuse t3estamiseks
néiteme, et 1) leiduvad niisugused konstandid C, ,52 seeesCpy
mille seas on nullist erinevaid, ent funktsioon

n
3 =21 & 7,60 (2.11)

rahuldab punktis X, € J tingimusi

T (xy) = F(x) = oen = 5Dz )s0. (2.12)

Eeldades védite 1 kehtivust, nditame, et 2) lahendid (X
(k=1,2,+..4n) on lineaarselt s3ltuvad. Teoreemi 16 pdhjal on
funktsioon (2.11) vérrandi (2.4) niisugune lahend, mis rahul-
dab alstingin‘usi (2.12). Peoreemi 17 pshjal on F(x) = 0 iga

Xx€J korral,s.o.

S8 3, =0 xen. (2.13)
i=t
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Kuna komstantide &, (i = 1,2,...,n) seas on nullist eri-
nevaid, on lahendid y,(x) (k = 1,2,..., n) vahemikus J li-
neaarselt sGltuvad.

On jéd&nud tGestada vdide 1.

Konstandid C; (-1 = 1,2,...,n) méfirame sisteemist

g ciyi (x°)= 0,

(2.14)
g ci ’i (x°)= o,

t ciyi(n-1)(x°)=0 ’
i=1

mille determinant l(xo) = 0 eelduse pshjal. Siisteemil (2.14),
kui lineaarsel homogeemnsel siisteemil, on mittetriviaalne la-
hend, milleks olgu 61 ( 1=1,2,¢+44n). Arvestades virdust
(2.11), siisteemi (2.14) ja seda, et konstandid C; (i=1,2,...,
essyn) On viimase lahendid, jéreldub, et funktsioon § (x)
rahuldab tingimusi (2.12).

Sellega on meie teoreem tGestatud.

Edaspidiseks on oluline &sja tdestatud teorecemi jérgmi-
ne jéreldus.

Jéreldus 1. Selleks, et lineaarse diferentsiaalvdrrandi
(2.4) lahendid y,(x) (i=1,2,...,n) oleksid vahemikus J 1li-
neaarselt sdltumatud, on tarvilik ja piisav, et

L (11(1),---, yn(x)) £0 (2.15)

iga x€J "korral.
Tarvilikkus. Olgu diferentsiaalvirrandi (2.4)

= AN



lahendid yi(x) (1L = 1,2,000yn) lineaarselt sdltumatud.Vidite
vastaselt oletame algul, et nende lahendite pubhul on W(x)=0
iga x€J korral. Teoreemi 21 piisava osa pdhjal on siis
lahendid lineasarselt sdltuvad. Sellega on piistitatud oletus
véddr., Kuid on veel mdeldav, et leidub kas vdi iiks punkt ,
x = X, kus I(xo) = 0. Ent seegi oletus toob meid vastuolu~
le, sest niilid leiduvad niisugused konstandid Ei (it Wl 2 ey
«seyn) (nende olemasolu on nédidatud teoreemi 21 piisavas
osas),mille seas on nullist erinevaid, kuid kehtib samasus
(2.13) (viimane on jélle pdhjendatud teoreemi 21 piisavas
osas). Selle pdhjal on lahendid y;(x) (1 = 1,2,...,n) line-
aarselt sSltuvad, mis pole v3imalik meie eelduse tGttu.Tin-
gimuse (2.15) tarvilikkus on sellega tdestatud.

Tingimuse (2.15) piisavus jdreldub teoreemist 20 vidite
vastase oletusega.

Kokku v3ttes voime 691daa n-jdrku lineaars=-
s e’ homogeense diferentsiaalvdr-
randi erilahendite yi(x) (1. 2 825 00.,00)
Wronski determinant W(Xx) on vahe~
mikus J kas samaselt v3drdne nul
T3 A yviedl Tanl el erinew selle
vahemiku i1igas punktis . Esimesel juhul
on lahendid lineaarselt sGltuvad, teissl juhul - lineaarselt
83ltumatud.

5e¢_Lineaarse diferentsiaalvirrandi lahendite fundamene
taalsiisteem. Nditame, et n-jérku lineaarse diferentsiaalvdr—
randi mistahes lahend avaldub selle vorrandi n 1lineaar-




selt soltumatu erilahendi kaudu.

Teoreem 22. Diferentsiaalvorrandi (2.4) mistahes lahend
avaldub selle virrandi n lineaarselt s3ltumatu lahendi line-
aarse kombinatsioonina.

T3estus. Olgu yi(x) (1=12,..04n) diferentsi-
aalvorrandi (2.4) lineaarselt sdltumatud lahendid vahemikus
J. Jérelduse 1 pdhjal kehtib vdrratus (2.15). Olgu siis
X = x°€ J niisugune punkt, et

W (31(x.)y eeey 7p(x)) £0,

ja y(x) diferentsiaalvGrrandi (2.4) mingi lahend, nii et

- = - (n-1)
F(x,) = Jor T'(XG) = ¥4 eee s r(n'1)(x°)=y° TN (2.8

Vaatleme lineaarset mittehomogeenset vGrrandisiisteemi

n
Z ciyi(x) = Tor
i=1

; ey7'3(x,) =33 » (2.17)

® & o & 9o o ° e o+ o

1 1
2 o 7T Ve = 5

mille determinant W (y4(x)),..., yn(xo)) £ O, Seega esinedb
siisteemi (2.,17) pubul Crameri peajuht ning siisteemil on vaid
iike lahend, milleks olgu konstandid Gy, Cpy +esy Ope Leitud
konstantide abil moocdustame funktsiooni

y, (x) = :z: 8, 7,(. (2.18)
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Teoreemi 16 t3ttu on y.(x) diferentsiaalvérrandi (2.4)
lahend, mis rahuldsb algtingimusi (2.16), kuna Cq, ese, Cp
on siisteemi (2.17) lahendiks.

Vaadeldes ldpuks vahet

¥yx) -y (x) = z(x) ,

paneme tdhele, et
z2(x,) = 2'(x)) = eo0 = z(n‘1)(xo)=o i

Samaaegselt on z(x) diferentsiaalvdrrandi (2.4) lahend
(vt. teoreem 16). Teoreemist 17 jéreldub, et z(x) = 0 iga
x€J korral, s.o. y(x) = y‘(x) , mis (2.,18) tdttu téhen-
dabki, et F(x) on lahendite ¥;(x) (1 =1,2,...yn) lineaar-
ne kombinatsioon. Teoreem on tdestatud.

Néide 4. Diferentsiaalvdrrandil

=0 (2.19)

on vahemikus ( -c0 ,©0 ) kolm lineaarsslft sdltumatut la-

hendit y (x) =1, ¥o(x) =x ja y3(x) = x* (veendu sel-

les iseseisvaltl). Teoreemi 22 pshjal avaldub diferentsi-

aalvorrandi iga teine lahend nende lineaarse kombinatsi-

oonina, Vorrandi (2.19) lahendiks on seega ka funktsioon
2

F(x) =3 - 2x + 4x°,
(néita seda !) sest vahetult on selge, et
¥(x) =3 . 7, (®) = 2:35(x) # 4eyz(x) .

Nii on iga lineaarse homogeense diferentsiaalvirrandi
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lahendamise seisukohalt oluline osata leida diferentsiaal-
yﬁrrandi need n l'abhenatt; mis oemn . ii=
neaarselt sdltumatud ning milie
auenw svalduovad koilk telnesd
vorrandi lahendid. Selle erilise osa tdttu
kannab n-jédrku lineaarse homogeense diferentsisalvérrandi n
lineaarselt sGltumatust lahendist moodustatud lahendite siis-
teem diferentsisalvorrandi lahendite fundamentaalsiisteemi ni-
me.

Teoreemi 22 pShjal voime niilid 6elda, et n-jérku lineaar-
se homogeense diferentsiaalvorrandi i 1dlahendiks

on

n
& i% Ciyi(X) ’

kus funktsioonid yi(x) (i=1,2,.0.,n) on selle vdrrandi
lahendite fundamentaalsiisteemiks. ~
Lineaarse homogeense diferentsiaalvdorrandi lahendite
fundamentaalsiisteem on oluline ka mittehomogeense lineaarse
diferentsiaalvérrandi lahendamise seisukohalt.
Teorcem 23. Kul siisteem y;(x) (1 =1,2,...,n) on dife-

rentsiaalviorrandi

Ly =0 (2.4)
lahendite fundamentaalsiisteem, siis avaldub diferentsiaal-

vorrandi
Ly = P(x) (2.3)

mistahes lahend y(x) kujul

s 7



y(x) =§1Z C; ¥3(x) + y*(x), (2.20)

kus y*(x) on diferentsiaalvdrrandi (2.3) mingi lahend.

Toestus. Olgu F(x) diferentsiaalvirrandi (2.3)
mistahes lahend. Teoreemi 14 pShjal on F(x) - y*(x) diferent-
siaalvGrrandi (2.4) lahend, Teoreemist 22 jédreldub, et sel
jubul leidub niisugune konstantide siisteem C; (i=1,2,...,n),
et

o b g
¥(x) - y*(x) = i§ c:l 71(1) ’

Se0e

n
7(x) = g AR JCOR

Sama mottekdik on rakendatav vorrandi (2.3) mistahes tei-
se lahendi puhul ja meie teoreem on t3estatud.

Seega tuleb v rrandi (2.3) l1lahendami-
seks leida selle vérrandi iks
prilahend jJa vastava homogeens e
vorrandi (2.4) lahendit e fundamentaal-
slisteem. Diferentsiaalvirrandi (2.4) iildlahendiks
on (2.20).

6.Konstantide varieerimise meetod. Vaatleme vorrandeid

Ly = P(x) (2.3)

Jja
Ly =0 (2.4)

ning eeldame, et homogeense diferentsiaalvirrandi (2.4) la=
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hendite fundamentaalsiisteem on leitud. Selleks olgu funktsi-
oonid yi(x) (1=1,2,444,0), nii et vdrrandi (2.4) iildlahen~

diks on
n

¥(x) = 1231 ¢y 73(x). (2.21)

Nagu esimest jérku lineaarse diferentsiaalvdrrandi puhul,ot-
sime ka siin v3drrandile (2.3) erilahendit kujul

n
y*(x) =§I C4tx) y;(x) (2.22)

milles piiliame médrata funktsioonid ci(x) (1=1,2,+.4,n) nii,
et funktsioon (2.22) oleks vdrrandi (2.3) lahend.

Meetodit, mida kasutatakse funktsioonide Gi(x) (1 21,2,4444
eesyn) leidmiseks nimetatakse Lagrange'i (konstanyide vari-
eerimise) meetodiks, Selle olemus selgub jérgmisest arute-
lust.

Otsitavaid funktsioone on arvult n ,kuid nende midra-
miseks on esialgu olemas ainule ndue = nad peavad olema mé&d-
ratud nii, et funktsioon (2.22) oleks vdrrandi (2.3) lahend.
Puuduvad n - 1 tingimust on seega vabalt etteantavad ja
nende etteandmisel l&htume sellest eesmidrgist, et funktsi-
ooni (2.22) esimest n - 1 tuletist oleksid vGimalikult 1iht-

sama kujuga. Seega m‘iuame, et

(y* () = Z cy(x) y';(x) ,

(y* @) = fi Cy(x) 3"y (x),

.0.."..'0....0

(7 (®V(x)) =iZi 0,(x) v, V)
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mis on samavéddrne jargmiste ndouetega:

n
2 =0,
12__:'.4 ix) ¥y (x)

cry(x) y';(x) =0, (2.23)

Mg

.

e o & o o e e s e o

i% ¢y ) 7% =0 .

Arvuteme 15puks ( y*(x))®)
n o (n-1)
FE®= > 0@ 5 ®e 2@y @
— b £
ja asendame y*(x) vdrrandisse (2.3), mis sarnaste liikmete
koondamisel taandub jérgmiseks:

g Ci(x) L y;(x) #+ % ¢ty (x) yi(n"‘)(x) = P(x).

Arvestades, et L yi(x) =0 (1 =1,2,...on) korral, votab

viimane vorrand kuju

ST et 7@ = pw ; (2.28)
i=1

saamegi n-inda tingimuse funktsioonide C;(x) (i = 1,2,+..,n)
mddramiseks.

Vorranditest (2.23) ja (2.24) saame jdrgmise lineaarse
mittehomogeense sﬁsfeemi otsitavate C{(x) (i =1,2, 4e.,n)

Jjaoks:
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an_". cy(x) yx) =0,
i=1 \
2,0 v =0, (2.25)

iC'i(x) yi(n'a)(X) =0,
1=1

NCOTIF AL SR JE

(1=

Siisteemi (2.25) puhul esineb Crameri peajuht, sest siis-
teemi determinandiks on '(y,‘(x), ceey Jp(x)) £ 0 iga ned
puhul ning siisteem on iiheselt lahenduv,

Arvestades, et Wronski determinandis on kdik elemendid
pidevad funktsioonid ning seda on ka P(x), vdime védita, et

¢ (x) = () (1= 1,2,...,n), (2.26)

kus "Pi(x) on pidevad funktsioonid. Sellega on kdik funktsi-
oonid ci(x) méddratud integreeruvate virran-
ditega (2.26) ja meie iilesanne lahendatud.

Néide 5. Lahendada diferentsiaalvSrrand

(x2 + 1Y " - 2xy' = (x2 + 1)2. (2.27)
Lahendame vastava homogeense diferentsiaalvorrandi

" 2xy' e
Ty - —2——:]-——0-

X

Selleks alandame jédrku asendusega y' = z. Saame
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2x
x24 1

z2' - 2=0.

Siit léiéne z = C4 (x2 +1) ja seega y = 01( ’;f x) #+ Cye
Varieerides leitud lahendis konstante, saame c,‘(x) Ja
c’z(x) arvutamiseks siisteemi

0,

]

cr (x) ( %5 +Xx) 4+ C'Z(x)

Cta(x) (xP+ 1) x2 +1 .

Néeme, et 0'1(1) =1 JjaCy (x) =x , kus integreerimis~
konstant on vGetud vdirdseks nulliga. Esimesest vGrrandist
o ey SgEy 5
leiame niilid, et c'z(x) ( + x) ja ca(x) =3

Seega on vorrandi (2.27) erilahendiks funktsioon

2
¥y (x) = - xa x2 +

2

.)P{
e
mlN

ning vaadeldava vorrandi iildlahendiks on

%2

4
¥(x) = C4( §5+x)+ca+i—+5—-.

(Miks v5ib funktsioonide 01(1) ja cz(x) leidmisel inte-
greerimiskonstandid vGtta vordseteks nulliga?)

7. Liouville' - Ostrogradski valem. Moodustagu funkt-
sioonid yi(x) (i=1,24¢..,n) diferentsiaalvdrrandi (2.4)
lahendite fundamentaalsiisteemi. Asendame need lahendid dife-
rentsiaalvbrrandisse (2.4) ja-lahendame nii leitud vdrran-
did funktsioonide y§“2x) (i=12,...on) suhtes. Sel teel

saame jédrgmise siisteemi n vdrrandist
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[ P,(:):ﬁ:) #2175 (x) 4.0 9P (X7 FM)(x)-—vs') @
(3= 1,2,400ym), (2023)

milles vaatleme kordajaid P,(x) (i=1,2,...,n) otsitavatena.
Kura siisteemi (2,28) determinandiks on Wronski determinmant
W(x) siisteemi (2+4) lahendite fundamentaalsiisteemist, on
W(x) # 0 iga x€J korral. Seega lahendub siisteem (2.28)
kordajate P,(x) (L = 1,2,..+,n) subtes iiheselt ning siistee—
miga (2.28) on mdlratud seos nende kordajate ja determinsn-
di W(x) vahel. Meid huvitab eriti seos P.‘(x) ja W(x) wvahel.
Siisteemist (2.28) jéreldub, et

$i Pl = 7,
® o o e & ° o s e s e o . (2.29)
o L e g8 N

21(8).8— -

Algebra kursuses t3estatakse, et funktsionaaldeter—
minandi tuletis on arvutatav jirgmise eeskirja pdhjal (piir-
dume kolmerealise determinandi juhuga):

a | 21 a(x) ay50x)
8xq(x) 8y (x) ayz(x) =
a54(x) a5,5(x) a55(x)

8’4 (x) ay(x) ay3(x) agq(x) a'y(x) ay3(x)
=l at 29(x) aza(x) az(x) *t | ayu(x) a 22(x) ay(x) |+
3'32(3) ‘32(3) 333(1) .31(1) 3‘32(1) 333(1)
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a14(x) ag(x) a'y3(x)
a21(x) azz(x) a'25(x) 5

83100 855(0) alz(x) |

Selle eeskirja pohjal on selge, et

AT AR e ygn)
_ AW (x)
. . . . . . . - . L . - . ! <a dx

4 y(11--2) y(n)
n n

¥ 71'1"

ja (2.29) tottu kehtib niilid seos

W'(x
P = - .
1(‘) ¥ (x)
S
it a 1n | W(x)|
P1 (x) = - = »

Saadud vdrrand on eralduvate muutujatega diferentsiaal-

vorrand. Viimase lahendamisel jouamegi valemini, mis kannab

Liouville'-Ostrogradski valemi nimetusts

-JBy(t) at
W(x) = W(x) e ° (2.30)

Leitud valemist (2.30) jéreldub veel kord, et kui d i -
ferentsiaalvdrrandi (2.4) lahen-

dite sisteemnmi Wréanki deternmnmi-
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nant Wx)- oa aunll wvaehemilku  J: dhes
punktis, OB AL a8 E Al yas
henikus  J J& Eni W) on nullrEist

erlinew. valbhenikua ' J Ubhes puanktis;

ol ta-wmeda kil el "vyahaed ikuns:J.

8. Lahendite fundamentaalsiisteemi olemasolu.Artiklis 5
nagime, et homogeense diferentsiaalvdrrandi lahendite funda-
mentaalsiisteemi teadmine on vajalik, kuna temaga on mddratud
homogeense diferentsiaalvorrandi iildlahend. Kuid kas igal n
jéarku homogeensel lineaarsel diferentsiaalvérrandil on ole-
mas lahendite fundamentaalsiisteem? Kiisimuse selgitamiseks
vaatlemegi diferentsiaalvdrrandit (2.4), mille puhul eeldame,
et funktsioonid P;(x) ( i = 1,2,...,n) on vahemikus J pide-
vad. Seega ecksisteeridb diferentsiaalvorrandil vahemikus J
parajasti iiks niisugune lahend (vt. art. 1 § 2) yi(x) , mis
punktis x| €J rahuldab (n&aiteks A gt d)
algtingimusi

& (&)
yii DV (x) =1 ja ¥yi(x)=0
(2.31)
J =0,1,2,¢00y n=1 Jadsed ~1.

Kui muudame algtingimusi (2.31) nii, et i = 1,2,+..,0-1,
vastab igale sel teel saadud algtingimuste siisteemile vaid
iiks neid tingimusi rahuldav lahend. Nii saame terve siistee—
mi lahendeid y;(x) (1 = 1525 0004n), mis punktis %, rahul-

davad algtingimusis:
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(34(x) =1, #P) =0 (3= 12y0000m),

3
y;(xo) =1, J,(x) =0,7, (x)=0

(3 = 2’3’00-’ 3-1)’

® ® e o o 5 e © e o 8 9 & B & e o o o o o s o © »

(3)
Ly (1F1)(x°) alis Ta (xo) =0 (j - 0,1.2,900. n-2).
n
Need lahendid yi(x) (1 =1,2,e00yn) moodustavadki
diferentsiaalvirrandi (2.4) lahendite fundamentaalsiisteemi
(vt. art. 4 8 2), sest W( yq,..0y yn) £0 iga x€J
korral, kuna leidub punkt x, € J, kus

20 e B
'(’1(‘0)"°', ,n(xo)) = 0 1 R =1 0

0- 04 ss

Sellega tdestasime, et igal vahemikus J
pidevate kordajatega lineaar -
s8el homogeensel diferentsiaal-
vb'.rrandil eksisteerid lahendit
fundamentaalsisteenm.

Lihtne on t3estada, et tehtud eeldustel on igal line-
aarsel homogeensel diferentsiaalvdrrandil 1opmatult palju
lahendite fundamentaalsiisteeme.

9. Diferentsiaalvorrandi koostamine lahendite funda-
mentaalsiisteemi pshjal.Olgu antud n-jérku lineaarse homo-—
geense diferentsiaalvérrandi lahendite fundamentealsiisteem
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¥4 (1=1,2, «esy m) &

Kuidas koostada antud lahendite siisteemile vastav difof
rentsisalvorrand ja mitu diferentsiaalvérrandit vastab iihe-
le lahendite fundamentaalsiisteemile? Vastuse viimasele kii-
simusele leiame jdrgnevast teoreemist.

Teoreem 24. Kui vshemikus J pidevate kordajatega ke~
hel n-jérku lineaarsel homogeensel diferentsisalvdrrandil

Jja
¥ g y® Vs s @ 7 =0 (2033

on iihine lahendite fundamentaalsiisteem yi(x) €(1=1,2,..4,0),
8iis kehtivad samasused

21(x) = Q;(x) e %i2iions ) (2.34)

iga x€J korral, s.t., vorrandid (2.32) ja (2.33) iihtivad.

T3 eset us. Samasuste (2.34) nditamiseks asendame
lahendid y,(x) (i =1,2,...,n) vOrrandisse (2.33) ning
lahendame nii leitud vSrrandid funktsioonide yi(n) (x) suh-
tes. Sel teel saame siisteemi n vorrandist

(n-1)
Qn(x) :i(xb + Qn_1 (x) y;(x) + eeo # Q1(x) v, (x) =
= -7

(2.35)
1 24152504%y 0 »

4naloogiliselt toimime vdrrandiga (2.32) ning see toob

meid varem esinenud siisteemi (2.28) juurde, Vorreldes siis~
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teeme (2.75) Jja (2.28) ndeme, et otsitavad Pi(x) ja Qi(x)
on mddratud cama lineaarse mittehomogeense siisteemiga, mille
determinandiks on W( 45 JFos eee yn). Viimane on vahemikus
J kdikjal nullist erinev (miks?). Seega on iihtivatel siis-
teemidel (2.35) ja (2.28) ainult iiks lahend ning samasus
(2.%4) sellega tdestatud.

(Naita, et samasus P1(x) = Qq(x) iga x € J korral
jdreldub yoiuville'i-Ostrogradski valemist!)

Koostame niiiid lahendite fundamentaalsiisteemile yi(x)
(i =1,2,.s.,n) vastava lineaarse diferentsiaalvdrrandi. Sel-
leks arvestame, et ( vt. teoreem 22) lineaarse diferentsi-
aalvorrandi mistahes lahend y(x) on lineaarne kombinatsioon
lahendite fundamentaalsiisteemist. Seega soltub lineaarse di-
ferentsiaalvorrandi mistahes lahend y(x) funktsioonidest
yi(x) (i =1,2,.¢., n) lineaarselt ning teoreemi 21 pdhjal
peab

W (71(x) 5 eeey Fo(x), y(x)) =0 (2.36)

iga x € J korral. Funktsioon y(x) on niisiis vdrrandi
(2.26) lahend vahemikus J. Nditame, et (2.36) on y(x) sub-
tes lineaarne homogeenne n-jédrku diferentsiaalvGrrand. Ar-
vestades wWronski determinandi definitsiooni saame
9 Jo o o o, ¥
y," PR Wi f

2 bol i
i EET R RNt T LY et i L S ? =O, (2037)
y® @ () () l
3 2 n
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millest determinandi arendamisel viimase veeru jidrgi selgub=-
ki deldu. L 3 p u k 8 veendu iseseisvalt, et funktsioonid
yi(x) (i =12,...,0) on diferentsiaalvdorrandi ( 2.37)
lahendid!

Teoreemi 24 pdhjal on diferentsiaalvdrrand (2.37) ainus
n-jéarku liieaarne diferentsiaalvorrand, mis vastab lahendite
fundamentaalsiisteemile yi(x) G2 12y ey )

Nédide 6. Kooctada diferentsiaalvorrand, mille lahendite
fundamentaalsiisteemiks on funktsioonid y4(x) =1, ya(x) =
= o%, y3(x) ey,

Eelneva pdhjal on vastavaks kolmandat jarku diferentsi-
aalvorrandiks vorrand

1 e* e ¥y

CERY R, B 5
0 X - 7" g b
o ex -X g

Arendades determinandi viimase veeru jédrgi, saame

L) % kg Wl | 11 1] Jo 14
ETRTOUI T G NI, O e R0 ) R T e
;01 1| 0 1 -1y 501-13 0. 129

't -y =0 .

10. Lineaarse difzsrentcisalvdrrandi jdrgu alandamine iihe

teadaoleva erilahendi ebil, Olgu yq(x) diferentsiaalvir-
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randi
2, x) ¥ s 20 7 4 L s

e P (D ¥ *RE ¥=0 (2.38)

iiks teadaolevy erilahend. Néitame, et asendusega

y= J u dx, (2.39)

kus u on muutuja x <funktsioon, taandub diferentsiaalvor-
rand (2.38) iihe vdrra madalamat jérku lineaarseks diferentsi-
aalvérrandiks otsitava u suhtes. Selleks arvestame, et

& [ uax &1y (ot
-_Txi-— = —d-xm-—- = u ’ 3 (ZOAO)
(k=1,2,000p B)

ning defineerime u(™= [u ax , nii et (2.40) kentid
k=0, 1, 2,000y, 0 korral. Kasutades Leibnizi valemit kor-
rutise diferentseerimiseks, leiame (2.39) ja ( 2.40) pSh-
Jal, et

k
i-1 k-1
y(® -%% ( :) u( ? 11( ’ . (2.41)

Teostades niilid asenduse (2.39), sasme (2.38) ja (2.41)
p3hjal, et vdrrandi (2.38) vasak pool

n (x) 2 o (X)) (1) (e-0)
%{rm @y '; gﬂ_,(x);(i | 51 hea



n

& k
2 S s

k=i

I dx[%rn_k(x) b2 ]4§:;u(1-1§(:)pn_k(x) ’:k-i) .

Kuna y, oli diferentsiaalvérrandi (2.%8) erilahend,
on esimene liidetav viimases avaldises samaselt null. Teos-
tades telses 1liidetavas indeksite vahetuse eeskirja j =
=1 -1 pdhjal ja téhistades

(k=3~1)
- ( & Pak(®) 74 BN 4y (X

"
k=j*1
(viimane on iheselt méératud P, (x) ja y; kaudu), niemegi,
et diferentsiaalvorrand (2.38) taandub u suhtes (n-1)-
Jérku lineaarseks homogeenseks vorrandiks, s.o. virrandiks

n-1

(&)
% 4w =0. (2.42)

Jérgnevalt selgitame kiisimuse diferentsiaalvirrandi
(2.38) lahendite fundamentaalsiisteemist. Olgu siisteem uy
(3 = 243, eeey n) diferentsiaalvorrandi (2.42) lahendite
fundamentaalsiisteem. Seega on need lahendid lineaarselt
sdltumatud. Néitame, et diferentsiaalvdrrandi (2.38) la-
hendite siisteem

o y1Iu2 R Y (2.43)

on samuti lineaarselt sdltumatu, s.o. ta on diferentsiaal-
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vorrandi (2.38) lahendite fundamentaalsiisteem. Selleks ndi-

tame, et samasus

ol Fq +04Y4 S U, dX 4 eoo #0474 j"‘n dx = 0 (2.44)
kehtib ainult siis, kui o, = Ay = .0y = ;=0 . Kuna
¥4(x) pole triviaalne lahend, jagame vorduse (2.44) lébi
funktsiooniga y,(x) ja diferentseerime saadud samasust. Tu-

.lemuseks on
o(2u2+... +etnnn=0,

millest lahendite Usy esey W, lineaarse sdltumatuse tSttu
Jéreldub, et Spy= Aly= see = A= 0 . Samasusest (2.44)
Jéreldub niiid omakorda, et ka o, =0 , mida oligi vaja
tdestada.

N&dide 7. Lahendada vorrand

xay"-xy'fy=0

teades, et J4 = X on iks erilahend.

Asenduse y = x J u dx teostamiseks arvutame y' -J u dx+
+ Xu, y" = 2u 4+ xu' ja asendame vGrrandisse. Tulemuseks
on x* n' o+ 213u -xf u = O, Saadud eralduvate muutujatega
vorrandi iildlahendiks on

";i

1

u=2¢0¢ e
;2 3

Antud vdrrandi teiseks erilahendiks on seega iiks funkt-

sioonidest
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nditeks

]
+
5

J

ning iildlahendiks

1
Ml

y=Cx+Crxe .

Siisteem (2.43) oli diferentsiaalvorrandi (2.38) lahendite
fundamentaalsiisteem. Seega avaldub vorrandi (2.38) iga la-
hend kujul

y(x) = y1(c1+ caj.u2 ax + ..o # C j . ax) ;

kus C4, C5y «..y C, on lahendile y(x) vastavalt vali-
tud konstandid. Nii on aga

( 4 0 e + C
31(x) ¥ 22 i n %o

diferentsiaalvorrandi (2.42) mingi lahend. Olgu niiiid y1(x)
ja yz(x) diferentsiaalvdrrandi (2.38) kaks erilahendit. Siis

(285
Jq (x) 2

on

diferentsiaalvdrrandi (2.42) iiks erilahend ja me v3ime Vdr—
randi (2.42) jdrku omakorda alandada asendusega

= dx
u uZ.Iv
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ehk ,
12 [o
ot - L6 R
Nii,teades diferentsisalvdrrandi (2.38) kahte erilahen-
dit, voib diferentsiaalvdrrandi (2.38) jérku alandada juba
kahe vdrra.
Saab ndidata, et diferentsisalvirrandi (2.38) 1 line-

aarselt sGltumatu erilahendi teadmisel v3ib virrandi jérku
alandada 1 v3rra. :

.§ 3. KONSTANTSETE KORDAJATEGA LINEAARSED
DIFBRENTSIAALVORRANDID.

.Konstantsete kordajatega n—-jédrku lineaarseks diferent-
siaalvorrandiks nimetatakse virrandit

a8 7 dn~1’ ay
p°;;i-’p1d?r-‘ e tPpagm
(3.1)
* P = Px) ,

kus p; (1 = 0,7,...,n) on konstantsed kordajad reaalarvude
korpusest R ja P(x) on vahemikus J m#dratud funktsioon.
Kuna vorrand (3.1) on iildise n-jédrku lineaarse diferentsi-
salvorrandi erijuht, on kdik eelmises paragrahvis tSesta-
tud teoreemid kehtivad ka vSrrandi (3.1) pubul. Veendu ise=-
seijsvalt, et diferentsiaalvirrandi (3.,1) lahendi
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olemasoluks ja ihesuseks piisabd
‘sellest, kui nduda funktsiooni P(x) pide-
vust vahemikus J. Vorrandile (3.1) vasta-
val homogeensel diferentsiaalvorrandil on iga algtingimuse
I(x) = Tgo T(x) = T'greee » T (xy) = 3% Vkorrar
olemas iihene lahend (veendu selles 1seseisvalt'f3 .

1. Operaatorpoliinoomide ring. Operaatorit
L (D) =p0® +py D .e. 4p, 4 D 4Dy, (3.2)

kus p;ER (1 =0, 1,2,00.y n), nimetatakse operaatorpolii-
noomiks.Viimane on defineeritud n korda diferentseeruvate
funktsioonide hulgal ¥ ja § 2 pdhjal on ta lineaarne ope-
rastor. Olgu {L(D)} ¥5ikvsimalike operastorite (3.2) hulk.
Defineerime 1 i itmis- ja korrutamisope-
ratsioonid hulgal {L (D)} . Selleks vastleme sel-
le hulga kahte elementi

n n
L,(D) = ; 8, D" ja L,(D) = %‘o WA

Operaatorite L1(D) ja La(D) summaks nimetatakse ope-
raatorit L1(D)' * I'2(D) ymis on defineeritud vdrdusega

n
-k
[ 41,0 ] 7=5 (e +00 7 G5
k=0

iga y€Y pubul. Nende korrutiseks aga operaatorit L1(D)L2(p),

mis on defineeritud vordusega
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[L,) 1, ] 7 = 1,®) [ 1,0 7]

iga y € Y puhul.

mmw,aopmqummWNemuiqm},minm

operatsiooniga algebraline siisteem, moodustab kommutatiivse
ringi. Selle nditamiseks tuleb tZestada, et vaadeldava hulga

elementide puhul on 1) kehtivad kdik liitmisega seotud kom-
mutatiivse ringi postulaadid; 2) korrutamine kommutatiivne,
assotsiatiivne ja distributiivme liitmise suhtes.

Esiteks nditame liitmise kommutatiivsuse seaduse kehti-
vust. Olgu y €Y jaLy(®) , Ly €{nm} . Arvutane

n
[1,0) + 1,0 ) 7 =3 (o # ) " " 3
k=0

n
=Z(bk + a) ®F 5 <[L,0) + 1 @] 7
k=0 !

milles tuginetakse definitsioonidele (3.2) , (3.3) ja re-
aalarvude liitmise kommutatiivsuse seadusele. Saadud vordu-

sest jédreldubki, et

Ly(D) + Ly(D) = L,(D) + Ly(D) ,

mida tahtsimegi toestada.
Teiseks veendume korrutamise kommutatiivsuse seaduse

kehtivuses. Selleks arvutame

(24 1,0) ] 57 = 1,0 [1,0) 5] =
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‘& = i 2 2n-(k+1)
- [l T
Zn i % 2n-(k#1) = . 2n-(k+1) »
‘=°1=0‘k1 y-k,l=0 1% > Wit

k

L n n-l n-k n-k
=Zblzukb @ ¥ = bln [%akn y =
1, [, ®yl=1,® 1, o7,

milles tuginetakse a) definitsioonidele (3.2) ja (3.4) ;
b) operaatorite Dk lineaarsusele (vt. § 2 art. 2); c)oma-
diumele DX 2 D'*F (y6. § 2 art. 2) Ja &) reaslarvade kor-
rutamise kommutatiivsuse seadusele.

Saadud vordusest jadreldubki, et

Ly (D) Ly(D) = Ly(D) Ly(D) .

Samuti on lihtsalt kontrollitavad ringi {L(D)E ile-
jdénud neli postulaati. (Nende kontrollimise jétame lugejale
harjutusiilesandeks.)

Nii loeme tGestatuks, et operaatorpolinoomide {L(D) }
hulk moodustab kommutatiivse ringi iile reaalarvude korpuse
R. Kuid kommutatiivse ringi moodustab ka harilike poliinoomi-
de

P (x) = P X" + P, e e Ppq X *+ Py
hulk {Pn(x) } » kus p;€R (i =0,1,2,..., n). Seega voi-

me operaatorpoliinoéomidele kanda iile need poliinoomide Pn(x)
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omadused, mis on seotud ringis defineeritud tehetega vGi on
testatavad nende abil.

Vaatleme nditeks operaatorpoliinoomi L(D), mille puhul
eeldne’ et p°= 1’ BeOe II(D) :Dn”,]nn"“'-oo“ pn_1D4pn- . Kui
niiid arvud My , Ny, ..., A, on polimoomi P (x) =
= !n + Pq x‘u"" % oo # Py q X 4D, juurteks, nii et
Pn(x) =(x=NA) eee (X~ An ) (antud seose t3estamisel
tuginetaksegi kommutatiivse ringi postulaatidele), siis keh=
tib ka seos

L(D) = (D -\/\q) soe (D "\Xn) ]
kusjuures p, = (--‘1)k Gk (k= 1,2,s06p02). Ja 6“ on siim=
meetrilised pahipolii.nnonidw juurtest MNg,..., An-
Nii on operaatorpoliinoom Dq' o 41)3 + D2 4+ 6D esitatav
kujul
p* - 40> + D2 « 6D = D(D+1) (D-2) (D-3) , G4

sest poliinoomi x4 - 43.3 + 12 4 6x Juurt'eks on x4 =0,

Xy =1, X =2 jax, =3 . Vordus (3.4) on vahetult kont-

rollitav. Nimelt, tuginedes korrutamise assotsiatiivsuse
seadusele saame
(0 + 1) [ (0-2)(2-3)] = D(D#1) (0% =5D 4+ 6) =
=D[(D#1) (0% ~5D +6)] =D (0° -40° 4D +6)=

2adt -4 sDP s .

7 ve.[6]8 27 art. 2
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2. Homogeense lineaarse konstantsete kordajatega di:tp-
rentsisalvirrandi lahgw. Et selgusele jouda, missugu-
sed funktsioonid vdivad olla lineaarse homogeense diferent-
siaalvirrandi lahenditeks, vaatleme jérgmisi niditeid.

1°, Lahendame I jérku vorrandi y' ¢+ ky = O. Muutujaid
eraldades saame vorrandi
ay
5= -'k dax,
millest y = C4 o™, Leitud funktsioon on diferentsiaalvér—
randi #ildlahend.

2°, Lahendame teist jérku virrandi y" ¢ ky' = O. Teosta-

des muutujate asenduse y' = z Jja integreerides saame

z = 51 o=
ning moatadea, et z = y' Ja veel kord integreerides nde-

me, et

’801..“*02’

c,
kus Cy= = o « Seega selgub, et vorrandi y" 4+ ky' =0 eri-
lahenditeks on funktsioonid 7= o’B' Ja ¥y, = 1y 8404
¥ = o=,
Nii v5ib tulla mdttele ka virrandile
L(®) y =0, (3.5)

n=-1
kus L(D) =D® ¢p. D 4 eeo ¢+ p_.D #Dp_, otsida lehen-
1 n=-1 n

deid kujul y = e™* , Kordaja A\ miiireme lihtudes sellest

ndudest, et funktsioon .‘\x rahuldaks vorrandit (3.5).

Selleks asepndame i:x vorrandisse (3.5), veendudes eelne-

valt, et _!fﬁ__ o A il Snsadth
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vorrand (3.5) jirgmiseks
3 n=-1
(Av 0)1.X P oo ’P‘-1.X0pn) =0,

Ax
8iit Jireldub, et ¢ on diferentsiaalvder-
randi(3.5) lahendiks, kui kordaje
AN on n astme algebralise v3rrandi

n-4
\Arn 0p1~A' 4 ce0 ’pbw pn =0 006)

lahendiks. Vorrand (3.6) kannab diferentsiaalvir-
randi (3.5) kerakteristliku vGrrandl nimetust. Euna karakte-
ristlik vdrrand (3.6) on n astme algebraline vdrrand, on tal
parajasti n (reaalset v3i kompleksset) lahendit'® , mille
seas ¥3ib olla ka fihtivaid. Diferentsiaalvdrrandi (3.5) le-
hendamise edasisel uurimisel eritleme jirgmisi juhte.

A.Olgu karakteristliku v3drran-
Q1 (3.6) Juured Ay, Aa,y eeo yAgk31ik re-
aalsed ja erinevad.

Siis on funktsioonid e 1* (1 =1,2,0.., 0) KBiK
diferentsiaalvSrrandi (3.5) lahenditeks, sest iga \; rahul-

dab karakteristlikku vSrrandit (3.6).
Mirkus 1. Oeldus sasb veenduda ka teisiti. Kuna arvud
\xi (1= 1.2.000.‘) on pom x‘ P1\Avn.‘ * oo ¢ pn

Juurteks on meie operaatorpoliinoom esitatav kujul L(D) =
M=A)(D=XAg) ... (D= \,;) ning virrand (3.5) taan-
dub vSrrandiks

(D -*4)( D= Az) X (D M) y=°'
Wm JAi nimetatakse sageli ka dife-
rents 3.5) karakteristlikgks véirtusteks.,

- 170 -



millest on lihtne niba, et igat virrandeist

D=X)y=0 (41=1, 2,00eym)
me-o&"x (1=1, 2, ¢ecegn). Seega on
funktsioonid e™i* ( 1 = 1,2,...,n) ka diferentsiaalvérran-
41 ( 3.5) lahenditeks.

Biiteme, ot funktsioonid e * (1 = 1,2,...,0) moodus-
tavad diferentsisalvirrandi (3.5) lahendite fundamentaal-
siisteemi. Selleks arvutame

oME  gMaX e

Ao Mo, . ..&.QA"

® 6 ¢ o o o o o o s 0@ =

x:*.u .o\‘:M i .4\.:.'\"’

W(etE oMF) o\

1 ° 1
(A‘§Ag*...+wn)x A )r e« o o \*yn‘

(*4’ e \x-)‘

EKuna e A0 Jja nullist on erinev ka saadud

Vandermonde determinant'd , jireldame, ot

v (‘A‘x ’ ooo..&x) ‘ O.

N1 on Jaheniitd o M, .... , o™ lincesrecls sSltwmatud
vahemikus ( =cc ,00 ) (Vt. § 2 jireldus 1) ja moodustavad
vSrrandi (3.5) lahendite fundamentaalsiisteemi. Teoreemi 22

—15

vt.[6] 83 nitae 6 .
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pohjal on seega vorrandi (3,.5) tildlahendiks

n )
i Agx
F W e cie ’
kus ci on suvalised konstandid.

B.0Olgu karakteristliku vdrr-
andi (3.6) jaured A, ,:--, M Toanl=-
8ed  Ja kKoradasead, vastavalt kord-
susegega r.,,...,rk,niiret T4y +Tp +e e ¢ #T) =1,

Niiid on diferentsiasalvdrrand (3.5) esitatav kujul
T
1

Tk Tp-
(D -w (D -klﬁ? coe (D -\Av‘) y = 0. (3'7)

Vorrandi (3.5), s.0. (3.7) fiheks lahendiks on funktsi-

A gest (D - D SO G kssdand 96 pdhjal on

lahendiks ka funktsioon y = C e Ayx s kus C on suvaline

konstant. Kas pole aga v3imalik vaadelda kordajat C niisu-

oon y=e

guse funktsioonina C(x), et y; = C;(x) o™ rehuldaks vor-
randeid
( D“\k1)1y =0 ( 1 = 2,3)o00, 1‘1) (3.8)

Ja seega ka vorrandit ( 3.7)?

Olgu 1= 2. Otsime niisugust funktsiooni Co(x) , et

¥p = Cx(x) e)“lx rahuldaks vorrandit

®-A)2y=o0. (3.9
Arvutame selleks
@ =22 [ex) e *]= (@ -«\g{(n =2 [ e &«‘]}:
= @ -a{ e e #h () oMo h opx) o MiT }
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X

= c"a(x) Ox‘x + )5‘0'2(!) Ov\"! - \X1 c’,a(x) e X= c.z(x)"x‘xo

‘Hii saab ca(x) e'A'*x olla diferentsiaalvdrrandi (3.9) la-
hendiks, kui C3 (x) = 0 . Funktsiooniks ca(x) sobivad see~
ga koik funktsioonid 511 + (-!2 + Meid huvital; ks voimalikult
lihtne ca(x) valik. Seega valime cz(x) = x ., Juurele )»1 vas-
tab niitid juba kaks erinevat ja lineaarselt sdltumatut lahen—
dait e‘&x Ja xe'A“x

Néidake iseseisvalt, et funktsiooniks c}(x). mille pu-
hul th(x) e)‘ﬁx on vorrandi (D -).1)5 y = 0 lahendiks, so-
bib funktsioon Cy(x) = 2 .

Teeme niilid induktiivse oletuse: olgu 52 a’x'ix dife-
rentsisalvorrandi (D'~),)®' y = 0 lahendiks, kus s = r,.
Néitame, et siis on x*1 o™ T aiferentsisalvérranai
(® =\, )% =0 lahendiks, Selleks arvutame

@ =48 [ e M) -).‘)“'1{(1) -a,) [ e“\i‘]]=
= @ -4 {(e-1) 22 eME ¢ M8 ML) 251 ML
= (-1 @=-1)""1 [22 oM ]a0,
iga x€( - 0o , oo ) puhul meie induktiivse oletuse poh~
Jjal.

Sellega nditasime, et karakteristliku vorrandi (3.6)
T4 kordsele reaalsele juurele ).1 vastab r, lahendit

-1 Rk
e)"x, 1 s

(Viimaste lineaarses sGltumatuses veendu iseseisvalt ! )

Analoogiliselt leitakse diferentsiaalvérrandi ( 3.5)
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filejdinud n - r, lahendit. Jidrgmises artiklis nieme, et
leitud lahendite siisteem

.)‘rx X Q.XPI : e ..X?l (3;10)

"ooc'x

(@ =1,250009 k)

on d;fomtsinlvﬁrmndi (3.5) lahendite fundamentaalsiis—

teen,

C. O0Olgu diferentsiaalvd@3rran-
d1 (3.5) karakteristlikul v3drran =
a1l (3.6) kompleksne fihekordne
juur A =o+ip , Vrrandi (3.6) juureks on siis
ka A =c-4ip . Beega on virrandi (3.5) kompleksviiirtu-
seliseks lahendiks funktsioon

(@+iP)x
y=e e -_o“(oupxoiau Px).
Teoreemi 19 pdhjal on v3rrandi (5;5) reaalseteks lahenditeks
kiiesoleval juhul funktsioonid

y=e u:“‘ px Ja 7= ™ ain [Ax . (3.11)

Nii vastab kahele kompleksarvulisele juurele 2 1 ka
kaks reaalset lahendit (3.11).

D Olgu dQiferentsiaalv3rran.
44 (3S5)karakteristlikul vdrran-
d1il1 (3.6) kompleksne r-kordane Juur
.\-uoip.

Arvestades, ot
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; u-.;ip)x
d
__e___&___(d.iP).wﬂpn .

Ja seega §
a8 .“g.:p)x

ot
on juhul B teostatud m3ttekiilk korratav sdna-s3malt ka
k#esoleval J_nhnl. Selle pdhjal on antud juhul diferentsiaal-
virrandi (3.5) kompleksseteks lahenditeks funktsioonid

’k‘*k- 1 .(a +1p)x

=(%e1p)® i s

yk.xk"“.“’(cn Px +18in P x)

(k.1’2. ooo’r)o

Earakteristliku vSrrandi r-kordsetele juurtele oL+ 1f3

Ja - ip vastab seega teoreemi 19 pdhjal 2r reaalset
lahendit

e*% cos Px, x e™% cos PXy eeey 1 %% cos px

Ja ax ax ~1 ax
© sinfPx, x e sin Fx. idip X W 8sin Px .

3. Homogeense linscaarse komstantsete kordajatega dife-
rentsiaalvs lahendite teem. Artiklis
2 kiisitletut resiimeerides saame iga vdrrandi (3.5) puhul

belda jérgmist.
Eui kapakteristlikul vdrrandil (3.6) on p reaalset

juurt ) kordusega r, (k=1, 2, ...y p) Ja q komp-
leksset juurt oo+ 1ip kordsusega at( £21,2,¢.059), nii et
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Ty +Tp + .o +.rp+2(?'z,;'+'&z+... faq)=n s Biis

vastab nendele juurtele jédrgmine lahendite siisteem

P DR ‘X,“x rk_1 3 ApX

y X @ el X (k=1,2,000y P) 3

o X al.x 2.4 x
Ye! cospPyx,xe? CO8 Py Xyeeey X 1 e™1* cos B, x;

X 2 -
e ! sin B, x, X eM1* 8in f1X, ...,x 1T 6%1% gin Plx

: ( 1= 15250009 Q) & (3.12)

Voib tdestada, et lahendite siisteem (3.12) on diferent-
siaalvdrrendi (3.5) lahendite fundsmentaslsiisteem. Selle
viite toestamisel piirdume juhuga, kus diferentsiaalvirrandi
(3.5) karakteristliku vorrandi (3.6) juured on reasalsed ja
nende seas vdib olla kordseid.

Néditame, et samasus

! " k-1 :
Z elp"i Gx® =0 (3.13)
p= B=1
kehtib ainult siis,kui

Gy = 0 e
( k:‘l’a’...’rp; p=1,2’aoo’ 1 ) .

Viimane tiéhendab seda,et lahendite siisteem (3.10) on line-
sarselt sdltumatu - seega lahendite fundamentaalsiisteem.
Vorduste (3.14) jédreldamiseks samasusest (3.13) niditame,

et samasusest (3.13) ;jiz;_elduvad samasused
rrpq( x) =§ G =0 (3.15)

(p =1,2,o-o. 1 ).
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Viimastest Jérelduvad vahetult vdrdused (3.14). (lih‘_l)
Vdite vastselt oletame, et samasuse (3.13) pubul vihe-

malt iiks poliinoomidest, nditeks P’-':"‘ (x) # 0. Siis jéreldud

samasusest (3.15_) s et veel vdhemalt iiks poliinoomidest

Prp q @ £O0. Ueldut arvestades esitame (3.13) kujul

=1
C‘XPXPr -1 (x) + O‘X‘x Pr _1(2) =0 ’ (3.16)
P 1
p=
korrutame teda astmega e'-A'lx Ja diferentseerime =r,

korda. Nii jGuame samasuseni

1-1 - OpX

e'F Qrp-'l (x) =0 , (3.17)
p:

kus Qp")‘p -»Xl Ja polinoomid Q. _4 (x)

erinevad polinoomidest Prp-'l (x) wvaid kor-

dajate poolest. Viimase tGestamiseks néita, et

&ii [ en( poxn+ ses + Py 9 x+pnx)] =

=en(q°xn+...+qn_1x+qnx),

kus p; Ja q4 (1 =0,1,e00,n) on reaalarvud. (Milline seos
on kordajate p; Jja q; vahel?)

Korrates samasuse (3.17) puhul eelnevaga analoogilist
arutlust ja teisendusi ning jétkates seda arutlust 1~ 2

korda, jouame samasuseni

X
Tr1- 4 (x) e e e Ny (3.18)
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kus 5= A, = (Ao # ees 4-./\'1) ja T, 4 (x) on teatud r,~1
astme p o linoom ega saa olla null, Ent see on vastu-
olus samasusega (3.18). Tekkinud vastuolu on tingitua meie
védite vastasest oletusest, millega ongi vajalik tGestatud.

Eelneva pohjal saame Jérgmise eeskirja konstantsete kor-
dajatega lineaarse homogeense diferentsiaalvérrandi

(n) (n=1)

¥ +Dq 7 + eeo t P Y +DP Y =0

lahendamiseks,
Esiteks lahendatakse vastavw

EkarakterAdAstllk . v§rrand

n n-4 \
‘A, + p.‘\k + oee ’pn-"‘k "'pn-

1
(o]

Ja e d tud Junrte abll koosbatakes
8e lahendite fundamentaalsis-~
teem (3412)s Viimasega on méeédratud 4Wld-
Pahend  kutl Fineaarne’ kEombinafs
s 1ioon - lahenditent (3.12).

Niéide 8. Lahendada diferentsiaalvarrand

b e R o AL (C R o1
Koostame ja lahendame karakteristliku virrandi
3 2
ANe2X=-50=-6 =0,
Lahenditeks on M, = =1, Ay =2, Ay= = 3,
Kirjutame vdlja lahendite fundamentaalsiisteemi

¥4(x) = 75 ¥o(x) = o5 y3(x) = &~ 3x
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Ja selle kaudu iildlahendi

e X

=3
y(x)=c1ex+c2e2"+c30 o

Néide 9. Lahendada diferentsiaalvdrrand

YV -2y 43" 48y =203 =0 .

Koostame ja lahendame karakteristliku vorrandi

4 3 2
A -2NA+A +8A-20=0.
Lahenditeks on M= 2, Ap= = 2, Ag= 1 + 21 , A= 1 = 24,
Eirjutame vdlja lahendite fundamentaalsiisteemi
¥q(x) = o= y ¥o(x) = o2 » y}(x) = eX cos 2x ,

y4(x) = ¢* sin 2x

Ja selle kaudu iildlahendi

y(x)=c1 92!4020'214-03 exc082x+c4exsin2x.

N#ide 10. Lahendada diferentsiaalvdrrand

y -6V +9y" =0 .

Koostame ja lahendame karakteristliku vGrrandi
5 4 3
A=-6N+9N=0.

Lahenditeks on A =dp=d3= 05 Ay= Mg = 3.

Lahendite fundamentaalsiisteemiks on seega siisteem

1, Tp(x) =x , y3(x) = x2,

¥4(x)

¥ (x) i y5(x) = x ox
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ja tildlahendiks
y(x) = C; + Cx + 03x2 +C, e’x e 05 xo5x.

4, Mittehomogeenne lineaarne konstantsete kordajatega
diferentsiaalvdirrand. Mittehomogeense lineaarse diferentsi-

aalvorrandi lahendamise kiisimust késitlesime eelmise para-
grahvi artiklites 5 ja 6 . Seal Geldu on loomulikult kehtiv
ka lineaarse konstantsete kordajatega diferentsiaalvdrrandi

¥ Depy N o L ep Yty =P @ (3.19)

puhul,

Ent mdningatel juhtudel on vdrrandi (3.19) erilahendit
lihtsam otsida méiramatute kordajate meetodil, millega tutvum
megl kdesolevas artiklis. Eritleme jérgmisi juhte.

1%, 01 g0 P(x)=q°1’+...+q‘_1x+q., lithi-

dalt P(x) = Qu(x) J a Pp#0.Kumap A0, ei ole
-X=0 karakteriatlikn ¥v8rranads

n -4
AN +p; A +...4 ppqd 4D, =0 (3.20)
Juureks.

Nditame, et tehtud eeldustel on diferentsiaalvdrrandi
(3.19) erilahendiks samuti m-astme poliinoom

S-(x) = 8, X e Bpq X + 8, . (3.21)

Selleks esitame diferentsiaalvdrrandi (3.19) vasaku poo=
le kujul (D =Ay) (D =Ap) oo P =Ap) 7 ( Ayy oee yAn
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on karakteristliku vdrrandi (3.20) juured) ja rakendame ope-
raatorit D -e, kus o =M\; (i =1,2,...,n), poliinoomile
8,(x) . Saame

k=1
(D-a)(éokx"t)-g(n-k)akx‘ -

..uz -kx"k =
k=0
m I-J mn
3'1%1 (l-3+1)sd_1x -ug 33{'3:
e g“ [(n -3 +1) 33_1 -otsd] x‘-;’ -o(aox.,

kus teisendustes on teostatud indeksi vahetus k + 1 = J
Jak = J.

Seega: operaatori D - & rakendamisel poliinoomile Sn(x)
ssame sama astme poliinoomi, mille kdrgeima astme kordajaks
on =~oL8,, Jérelikult ka operaatori (D - Ay eee(D = Mp)
rakendamisel poliinoomile §,(x) saame ikka sama astme polii-
noomi, kus kirgeima astme kordajeks on ( -1)n.k4.kz...)«,hs°
(néita seda 1aeseisvalt, kuvi m=>n) .,

Seega v3ib vorrandi erilahendiks tGepoolest olla polii-
noom sn(x) skui saame nii mésirata tema kordajad, et kehtib

samasus
(= A coe (D= Ap)S, () = Qp(x)

Arvestades i{ilaldeldut saame kordaja 8, arvutamiseks

Jérgmise ‘valeni

( —1)n A‘ ska OI.\X‘ so = qoo
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Voib ndidata, et poliinoomi S (x) teiste kordajate arvu-
tamiseks leitav siisteem on samuti lahenduv. Oeldu kinnitu-
seks vaatleme jadrgmist nididet.

Néidg 3¢ yht -y=x2+1 .

Selles vorrandis on vabaliikmeks teise astme poliinoom ja
Pz = -1 £ O. Seega otsime lahendit kujul y* (x) = sox2 %

+8,X + 8,. Selleks arvutame tuletise ( y*(x))"™ =0 ja vor-

randisse asendamisel saame
5 :
-sox-s1x-sa=xz+1,

millest leiamegi kordajad: s, = =1 5 84 =0 Jja 8, = =1 .
Erilahendiks on y*(x) = =x° - 1, kuna {ildlahendiks on

-3x
y(x)=c1ex+e (C, cos ngtchin\(Zx)-xZ-‘l.
2°.OlguP(x)=Q.(x), kuid olgmu p,=ppq=
= see = Pprgq =0 J& Py £ 0.
Seegal=0 on karaketristliku
vdrrandi (3.200 r-kordne Jjuur,

Peostame vorrandis (3.19) asenduse y'T)(x) = z , mille
tagajirjel saame ( n -r)=jdrku diferentsiaalvdrrandi

(n~-r) (n=-r-1) :
z +Dpq 32 4+ cee ¥+ pn—rz=Qn(x)‘

Saadud vdrrandi puhul esineb meil eespool vaadeldud juht 1°
ning vorrandi erilahendiks on 2z = S‘(x) « Seega jé&b y(x)
leidmiseks lahendada vorrand y(r)(x) = 8,(x) »
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Kuna meid huvitab iiks erilahend, saame integreerimis-

konstante nulliks vdttes ja r korga integreerides y(x) =
=x" 8,(x), kus S (x) erineb polimoomist S (x) vaid korda-
jate poolest (miks?).

Loty A gl al 2 "Lahendit

kujul x'8(x).

Niide 12. y"' = 2y" =x - 1 .

Vorrandis on vabaliikmeks esimese astme poliinocom ja A=0
on kahekordne Juur, sest karakteristlikuks
vdrrandiks on

Xl B 0

Erilahendit otsime niisugusel juhul kujul y*(x) =

=x* (ax + b) . Tuletisi arvutades

(y*)" =6 ax +2b ja (y*)"* = 6a
Ja vorrandisse asendades, saame

6a - 4b - 12 ax=x-1,

1
millest leiame, et a = = T3 JB b =& .
2

b,

1
Erilahendiks on seega funktsioon y*(x) = g x“( % - ’3‘ )

ja iildlahendiks
y(x) =} xz(%-’;‘) + C4 4-czx+c3e2".

- i OlguP(x)=e)‘x Qm(x) kusAon reaal-
a r v, Nditame, et muutujate asendusega y(x) = e‘)‘x By
taandub kdesolev juht juhtudele 1° vdi 2°. Arvestades, et

Leibnizi valemi pdhjal on
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k Ax y(k=3)
(k)(x) = J) ’ (e ) g

=€ xg(d) ,(J) ‘Ak-a 3

saame vorrandi (3.19) vasaku poole esitada kujul:

n n (3)
I LD 3 Wl z( ) -

% E Pn-i g
=, ‘%ﬁ_ £
2810 P
4 ../E 3) pa g (3.22)

on reaalarvulised kordajad.
Paandades kordajaga e, niemegi, et antud juhul taan-
dub vdrrand (3.19) kujule

n €))
> gt =q
i=0 X

ehk

aoz(n) teeota 42 tas=Q(x) (3.23)

ning on seega sama tiilipl, mis késitletud juhtudel 1° ja 2° .
3°. 1. Vaatleme niilid juhtu, kus a, £ 0 . Valemi (3.22)
pdhjal on |
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e ad g Ppei %

ning sel korral ei ole arv A karakteristliku vdrrandi Juur;
1° pShjal on vorrandi (3.23) erilahendiks funktsioom 2(x) =
= 8‘(2) + Samaaegselt on siis vorrandi

“a oy ¥ @ = Mo
lahendiks funktsioon y(x) = e.Xx Sn(x) .

Néide 13. y" + 4y =x o=,

Kéesoleval jubul on karakteristliku vorrandi )»z +4=0
juurteks M, = 2i ja A= - 21 ,kuna vabaliikmeks on e =%
Ja esimese astme poliinoomi korrutis. Erilahendit otsime niitid
kujul y*(x) = (ax + b) e~ 2% psendades ¥ (x) Ja (y*(x))*=
= [4 (b=a) + 4 ax] o= vorrandisse, saame astmega X

taandades samasuse
8b - 4a + 8 ax = x ,

millest leiame, et a =3 Ja b =z .

Nii on i N

1 1
@ =g (x4z3)e
diferentsiaalvérrandi erilahend, kuna
y(x) =Cicos 2x ¢+ Cysin2x * g (x +3)

on iildlahend.

3% 2. Olgu niitid an = an_o‘ = &n_r".] =0 , %_r £ O.
Valemi (3.22) pdhjel on
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n i
2 =§5 Py A =0, 8.00 P (A) =0 ;
i-1

| =g b (i)pn-i‘k=o’ .00 P'p(A ) =03

S0 .0 @ 8 0 ¢ eaiK e g le ¥ e F S é el e g gy

i=-r+1

n
sy D1 (pdras A o

q
S.0. Pl(lr-(?&) =0

ja seega (vt. [6] ptk. VI § 22) on N\ karakteristliku vor-
randi r—-kordseks juureks.

2° pshjal on vorrandi (3.23) lahendiks z(x) = x* S (x)
ja léhtevirrandi lahendiks y(x) = X S (x) e ™*.

Néide 14. y" - y = © %,

Karakteristliku vorrandi A - 1 = O juurteks on siin
)»1= 4 Jja .X2=-1 s kusjuures vabaliikmeks on x2 o Seega
peab erilahendit otsima kujul y*(x) =( ax® + bx * c¢) x e*.

Arvutades tuletise (y*(x))" = P [u.z’-c- (6a + ‘o)x2 +
+(6a + 4b +¢c) x + 2b + 2c] , asendades virrandisse ja taan-
dades astmega e*, saame 6 ax® + (6a + 4b) x + 2 + 2¢ = x°,
millest jéreldub, et a =
y2.(x) =(gx2-}x+:‘4

on

X

g,t;:-} jac:%.luion
) x e& ja vorrandi iildlahendiks

y(x)=c1ex+02e’x+(%xa-gx+;‘;)xex.

Tulemusi 1° = 3° kokku vottes saame diferentsiaalvor-
randi (3.19) erilahendi leidmiseks jédrgmise eeskirja.
Olgu vodrrandi (3.19) vabaliige
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P(x):e‘xe-(x),kns A on ‘mindgil veaalil-

arv Jja Q(x) on antud m-astme poli-

o

m. Olgu AW karakteristliku
rrandi(3.20) ~kordne juur(hA ja r
ivad ke -pnunllid olle).B841is on
rrandi (3.19) erilahendiks f£unkt-

n 4 4 4
o o o o

Ty
o

on

y @) = M s (0,

kus S-(x) on mastme polinoom.

5. Eonstantsete kordajatega lineaarseteks diferentsi-

aalvorranditeks taanduvad diferentsiaalvorrandid.lineaarse-
test diferentsiaalvorranditest oskame me senini lahendada

vaid konstantsete kordajatega vorrandeid. On loomulik kiisida:
kas mittekonstantsete kordajatega lineaarseid vorrandeid saab
taandada konstantsete kordajatega vdrrandeiks? Uldjuhul pole
taandamine vﬁiialik, kiill on aga niisuguseid vGrrandite liike,
mille puhul osutub see vdimalikuks. Uheks niisugustest on
nn, Euleri diferentsiaalvdrrand.

Euleri diferentsiaalvorrandiks nimetatakse vGrrandit

xny(n) + p.‘xn-1y(n-1)"' e ¥ pn_,‘n' + Py = 0, (3.24)

kus py (1= 1,25++.40n) on reaalarvulised kordajad.

Néditame, et muutujate vahetusega x = et taandub vor—
rand (3.24) konstantsete korddjatega lineaarseks diferentsi-
aalvorrandiks. Selleks esitame vdrrandi (3.24) kujul

£ p ¥ Dy=0, (3.25)
k=0
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kus Py = 1 , Ja nditame, et kehtib vGrdus

5y = DDy - 1) sl Dy -k + 1) F(E) (3.26)
(k= 1,2,0005 @) ,
‘milles Dy = z§ Ja y(t) on funktsioon muutujast t. Siinjuu-
res mirgime, et

k
d
Dy(Dy = 1) oo (D, =k 1) =31 b_; Dy, (3.27)

kus b, . on konstantsed kordajad ja by, = 1 (miks?) .

Kui arvestame, et vdrrandis (3.25) on teostatud muutu-
b pohjal ja loeme vdrduse (3.26)
tGestatuks, saame (3.27) gshaal‘

n
1
Py ¢ g Py ¢ E’l by D V) =
n

'PJ*Z Dt’(g Ppi Ppy) =

1i: 91 Pt 7
n

ku qn » pn ja' qn_l = k—;l pn-'k bk-l (1 = 1.2,..0.11) on

Jate vahetus seose x = e

reaalarvulised kordajad, kuna nii Ppx Kkul ka bk—l
(k,1 = 1,2,..., n) on reaalarvud,

Seega taandub vdrrand (3.24) ,s.0. (3.25) tdepoolest
konstantsete kordajatega vorrandiks

n Di 6
qn--:l. gy =

Lopuks tGestame vorduse (3.26) induktsioconimeetodiga:
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*4) kontrollime valemi 5igsust, kui indeksi k vidrtuseks
on 1. Siis

¢ dy a& -t
x Dy=e T HZ=° yee =Dy
2) teeme induktiivse oletuse, et vdrdus (3.26) on veel
0ige, kui indeksi védrtuseks on k ja
3) nditame, et ta jé#b digeks ka k + 1 korral. Selleks

arvutame

: at
£ p kM o (et aD At

kt

(ke1)t ag 4 Dg(Pe=1) o Dy -k1) 7 o0
=e E . &

= o(E*) ¢ [)3 @y =1)ece(Dp=k#1) ¥ it

-~k (D, 1) oo Dy -k +1) ¥ ] =

= Dt (Dt -1) see (Dt -k + 1)(Dt - k) T »

mida oligi tarvis tGestada.
Olgu mérgitud, et vordust (3.26) kasutatakse ka vahetult
Euleri vdrrandi lahendamisel., Jdlgime ndidet.

Ndide 15.
xBy"' +xzy" +3 xy* -8y =0.

Antud vorrand on Euleri vorrand. Seega teostame asenduse

X = et ning arvestades vordust (3.26), saame xy' = Dt 3

XPy" =Dy Dy - 1)y 48 Py" =D, (D =1) (D =2) ¥ ,

0

A0
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mille t3ttu vaadeldav virrand taandub jédrgmiseks:
nt(nt —1)(Dt-2) y + Dt(nt'1)7 +3D.y~-8y=0.

Avades sulud ja koondades sarnased liikmed saame

D y-2D2 3 +4Dyy -8y =0, (3.28)

mille lahendamiseks léiame karakteristliku vdrrandi

3

XNemhsRiineo

Juured, Nendeks on -)»4=2, \/\,2 =2i , -/\.;: - 2i.
Vorrandi (3.28) lahendite fundamentaalsiisteemiks on
seega funktsioonid

Jq = ezt y Jp=cos 2 ¢, ¥3= sin 2t ja

antud vérrandi iildlahendiks on
y = c,,x2 + C, cos 2 1nlx|+ Cy sin 2 1n|xl.

Analoogiliselt saab ndidata, et ka iildisem Euleri dife-
rentsiaalvorrand
)n-‘ly(n-‘l) &

(ax + b)Ry(R) # pqlax +b

see +Dp g (ax + b) y! +Dp,y =0,

kus a,b jap; (i =1,2,...,n) on reaalarvud, taandub asen-
dusega ax +.b = b konstantsete kordajatega lineaarseks
diferentsiaalvdrrandiks.

Eespool kirjeldatud meetod on rakendatav ka mittehomo~
geense Euleri diferentsiaalvirrandi puhul ,kus vdrrandi pa-
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paremaks pooleks on vahemikus J médratud funktsioon P(x).

§ 4. RAJAULESANDED. GREENI FUNETSIOON.

1. Rajalilesanne ja rajatingimused.Vaatleme lineaarset
diferentsiaalvorrandit

m;%&)%M+P¢ﬂym4)fu.+
eso *+ Pn(x) Yy = P(x) .

(4.1)

Me eeldame kogu kédesoleva paragrahvi kestel, et funktsioonid
1
P;TE)’ Pq(x), +ee 5 P(x) ja P(x) on pidevad 15igul [a,b].

Vorrandi (4.1) iildlahend avaldub teatavasti kujul
yia gy ® éé% Cqy 75 » kus y* on vorrandi (4.1) mingi erila-
hend, Jq9Yos e » ¥, @aga vastava homogeense vorrandi Ly=0
erilahendite fundamentaalsiisteem. Seni oleme erilahendi vél-
jaeraldamist iildlahendist teostanud ainult algtingimuste

(n-1

F(x5) = Fo0 (X)) =30 eoe y(n'1)<x°)=yo 24.2)

abil. Nagu me négime, on vorrandil (4.1) parajasti iiks la-—
hend, mis rahuldab algtingimusi (4.2), s.t. suvaliste kons-
tantide C; védrtused on tingimustega (4.2) iiheselt midra-
tavad.

Ei ole aga Gige arvata, et erilahendi véljaeraldamine
toimub alati algtingimuste abil, Vordlemisi sageli esineb
iilesandeid, kues tuleb leida vOrrandi (4.1) lahend, mis rahul-
daks jargmist tuupi tingimusi:

3 % :
%ﬂ[u 3(a) +PByyv m]=¥, (1_1,2,.&.‘::31;

&MY e



“(8iim o5, Pij Ja §i en etteantud konstandid). Tingimused
(4+3) kujutavad endast linesarseid seoseid y(x), F'(X)seee,
i(n'1)(x) védrtuste vahel [ a,b] otspunktides (rajeapunkti-
des a ja b)? neid tingimusi nimetatakse rajatingimusteks,
tépsemalt, lineaarseteks rajatingi-
must é ks. Kui ¥j=0(4i=1,2,...on), Geldakse, et
rajatingimused (4.3) on homogeensed.

Diferentsisalvdrrandit (4.1) koos rajatingimustega (4.3)
nimetatakse rajaiilesandeks. Ra j aiiles anded(4.1),
(4.5)} lahendi all mdistetakse viar-
randi (41) 8ellist lahendit, mis
rahuldahbd rajatingimusi (4.3) . Raja~-
ﬁleaanngt {(4.1),(4.3)} ninetatal;se homogeenseks, kul vor-
rand (4.1) Jja rajatingimused (4.3) on homogeensed (s.t.
kul P(X) =0 ja 7%= eee = Pp = 0)e

Vaatleme tingimusi (4.3) ajutiselt algebralise vorrandi-
siisteemina y(a), y'(a)y eee , y(n'1)(a). T(b)y F*(D) yeeey
Bl y(n'1)(b) suhtes. Siisteemi kordajate maatriks

Rio Fq1:0 e Xqnq Pao Paq sePr,n
Log St "o g Pog PogenPa

A = PR R S Tl e TR TR T S e Sy RO W Bl Ane BST e VRN S ERE

Xpo Hpree e S 01 Pno F’n "'Fﬁ,n—1

koosneb n reast Jja 2n.veerust.
Algebrast teame, et kui maatriksi A astak on n-st

védiksem, siis on kaks vdimalust: vdrrandid (4.3) on kas
vasturdédkivad voi lineaarselt sdltuvad. Esimesel juhul el
leidu iihtegi funktsiooni y(x), mis rahuldaks rajatingimusi
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(#:3), ja rajaiilesanne {(4.1), (4.3)} on mittelahenduv. Tei-
sel juhul on véhemalt fiks vorranditest (4.3) lineaarne kombi-
natsioon iilejdénutest ja meil jd&b jérgi vﬁhen kuli n line-
aarselt sgltumatut rajatingimust (4.3), mille abil ei ole
voimalik {iheselt mddrata n suvalist konstanti Cqs 02....,cn
iildlahendi avaldises. Kumbki nendest kahest juhtumist meile
ei sobi ja me eeldame jérgnevas kogu aeg, et maatriksi A
astak on n. Nagu veendusime, téhendab see eeldus sisuliselt,
et rajatingimused (4.3) on mittevasturdikivad ja lineaar-
selt sGltumatud.

Illustreerime Geldut néidetega teist jérku vorrandile
(n = 2) kaasnevatest rajatingimustest; rajatingimuste kdr-
vale kirjutame nende kordajate maatriksi. Rajatingimused

y(a) + y'(a) - 3y (b) =1, (1 1., 3 0)
2y() + 3'(b) =0 , ¥ GO S SR

rahuldavad piistitatud nduet - maatriksi A astak on 2.

Rajatingimused
{ ya) = y(®) =F,, (1 0 -1 o)
2y(a) - 2y(®) = ¥, | e T T Gl

aga ei rahulda - astek on 1. Kui P, 4 27, on viimased ra-
jatingimused vasturdikivad, §, = 2§, korral aga lineaar-
selt sdltuvad (teise tingimuse saame esimese lébikorruta-
misel 2-ga).

Ka algtingimusi (4.2) voib vaadelda rajatingimustena:
vottes x,=a, on kordajate maatriksiks
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0 o - i . 1 0 o . . .

o

mille astak on ilmselt vordne n-ga;

Erinevalt algtingimustest, ei vdimalda rajatingimused
alati erilahendi iihest véljaeraldamist iildlahendist,s.t.
mitte alati ei ole rajaiilesanne iiheselt lahenduv. Néiteks
on ra;jaiiléaandel

"+ Wy =0,
{y(o) =0, y(1) =0

1opmata palju lahendeid y=CLesin T x; rajatingimuste korda-

(1 ¢ o BUSE )
0 g ¢ B G G o
rahuldab plistitatud nduet - astak on 2 .
2. Rajaiilesande {ihene lahenduvus.Analiiiisime kiisimust

Jate maatriks

rajaiilesande iithesest lahenduvusest. Et muuta moningaid tei-
sendusi {levaatlikumaks, toome sisse nn. rajaoperaatorid Ui
(i=1,2, «esy n), mis seavad igale n - 1 korda pidevlt

diferentseeruvale funktsioonile y(x) vastavusse arvu

=1
U;(y) = gl[di;} 73 ¢a) + Pijy(j)(b)] .

Ilmselt on rajaoperaator U; lineaarne (pShjendage iiksik-
asjaliselt):
Ui(y']+ Yz) = Ui(y»]) * Uj_(Ya) *
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Uy (e y) = cUi(y) " (¢ = const).

Kasutades rajaoperaatoreid, voime rajaiilesande {(4.1),
(4.3) } lithidalt kirja panna nii:
Ly = P, Ui(y) =‘Ki 8 = A535scvsR) s

rajaiilesandele {(4-.1). (4.3)} vastavaks homogeenseks ra-
jaiilesandeks on

Ly=0 , Ui(y) =0 (23 1,208 B)s. (B:8)

Piiliame médsrata konstandid Cd vorrandi (4.1) fildlahen~
dis y=3 + cd yd selliselt, et oleksid rahuldatud
rajatingimused 21:.3) :

Ui (7‘ + % cd yj) 3-51 (i =1,2,...,n).

Kagutades operaatorite Ui ‘1ineaarsust, kirjutame viimased
tingimused iimber nii

01 Ui (y1) + 02U1(y2) * . nep ® Cnui(yn) =

: =¥ = Uy () ot e, 2y 1)
Me saime konstantide C,4, Coy eee sy Cp md&ramiseks alge-
bralise vorrandisiisteemi, mis on ﬁheselt. lahenduv siis ja
ainult siis, kui siisteemi deteminant'

R e i S SR GAR vo R Bl Rl SRR R He

Un(y1 ) Un(72) ese Un(yn)
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erineb nullist. Sellega oleme tGestanud jérgmist.

Lemma 1, Rajaiilesanne {(4.1), (4.3)} on iiheselt la-
henduv siis ja ainult siis, kui D £0 .

Uurime niiid, millal D = 0, s.t. millal rajaiilesanne
{(#.1) , ( 4.3)} ei ole iiheselt lahenduv. Tingimus D = O
tdhendab, et determinandi veeruvektorid on lineaarselt sGl-
tuvad; leiduvad sellised konstandid ol,, scey Kn(il, |+ soe
+ \oth|lg 0), et

°L1 Ui (71) +°‘an(¥2) + ses +°Ln01(yn) =0

(i = 1,2,..-,“.).

Kagutades taas operaatorite Ui lineaarsust, kirjutame vii-

mased tingimused iimber kujul
Ui(zzt1 Jq X5 Fo b oeee 0, yn) =0
G e ST ) e

Nagu niha, rahuldab funktsioon ¥ =Sty Fq * X, Tt ‘...

ceet X homogeenseid rajatingimusi Ui(y) 001 =

n'n
= 1,2,+..yn)3 see funktsioon on iihtlasi homogeense virrandi
Ly = 0 mittetriviaalseks lahendiks ( miks?) . Me joudsi-
me tulemuseni : kui D = O , siis homogeensel rajaiilesandel
(4.4) on olemas mittetriviaalne lahend. Viies arutlused
1ébi vastupidises suunas (teha sedal) , saame vastupidise
tulemus2 : kui homogeensel rajaiilesandel (4.4) on olemas
mittetriviaalne lahend, siis D =0 . Kokkuvat.tes, D=0

e A BT L e 8 ) e T e slis, kui homo =

geensel rajailesandel (4.4) on ol e-

=06~
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mas mittetrviaalne 1ahend. (Paneme
tdhele, et y = O on alati (4,4) lahendiks, s.t. homogeen-
sel rajaiilesandel on triviaalne lashend alati olemas.)

Jédreldus 1. D # O siis ja ainult siis, kui homogeensel
rajaiilesandel (4.4) onolemas a inult triviaalne
lahend.

Lemmast 1 tuleneb jédrgmine teoreem.

Teoreem 25. Rajaiilesanne {(4.1), (4.3)} on iiheselt la-
henduv siis ja ainult siis, kui vastaval homogeensel raja-
ilesandel (4.4) on olemas a inult triviaalne lahend.

3.Rajatingimuste teisendamine homogeenseteks. Rajatin-
gimusi on muutujate vahetuse abil vGimalik teisendada homo-
geenseteks. Toepoolest, olgu u(x) selline n korda pide-
valt diferentseeruv funktsioon, mis rahuldab rajatingimusi
(4.3) (vorrandit (4.1) u (x) rahuldama ei pea ja seetdttu
ei valmista sobiva wu(x) leidmine raskusi). Kui y(x) on ra-
jaiilesande {(#.1), (#.3)] lahendiks, siis funktsioon

z (x) = y(x) = u (x)
rahuldab jirgmisi tingimusis
Lz =L (y=-u) =Ly =Lu=P - Lu,

U (2) = Uy(y=u) = Uy(3) - Uy(u) = B3 - F; =0 v
( i = 1,2,...,1‘1).

Jérelikult omandab rajaiilesanne {(4‘1)', (4.5)} uue ot-
sitava funktsiooni z = y - u(x) suhtes kuju
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Lz = P;, Uy(z) =0 Gk o= 9,250 0405

milles P4 =P = Lu on meile tuntud funktsioon. Rajatingi-
mused on viimases rajaiilesandes juba homogeensed. Nagu néha,
huutub rajatingimuste homogeenseks teisendamisel ainult vor-
randi vabaliige. {

Edaspidi me vaatleme ainult homogeenseid rajatingimasi,
s.t. eeldame, et vastav muutujate vahetus on juba tehtud.

4. Greeni funkisioon. Rajaiilesannete lahendamisega on

tihedalt seotud on. G reen i fsankteiloond

moist e. Greeni funktsiooni tédhtsus selgub lugejale all-

pool (teoreemiga 27). Vahepeal aga esitame definitsiooni ,

mis voimaldab Greeni funktsiooni praktiliselt konstrueerida.
Kaasnegu diferentsiaalvdrrandiga (4.1) lineaarsed homo-

geensed rajatingimused
n-1

01(7) = jZ=O [°L 13}'(3)(a) % Pij’(d) (b)] = 0
( 1= ’2 9 ocoy n)n (q’.m

Definitsioon. Rajsiilessnde {(4#.1),(4.3)) Greeni funktsi-
ooniks nimetatakse kahe muutuja tunktsiooni G(x,8), mis on

méddratud ruudus
R={a$x<b ’ aéséb}

Ja rahuldadb jargmisi tingimusi:

1° G(x,8) on ruudus R pidev ja tal on seal olemas pi-
devad osatuletised x Jjérgi kuni jérguni n - 2 ;

2° funktsioonil G(x,s) on olemas ka pidevad ( n-1)- ja
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n-jérku osatuletised x jérgi kdikjal ruudus R, vilja

arvatud sirgel =x=8, kus ( n-1)-jdrku osatuletisel on 1ldp-

1lik hiipe 5
3 e(x,s) 3”’1 G(x,8) 4
i o Sl 2 2
p ‘ a , ]
> 3 xn'1 X=840 dx x=8-0 ©

3° x £ 8 korral rahuldab G(x,s8) kui muutuja x
funktsioon homogeenset vorrandit Ly = O ja rajatingimuasi
(4.3') .

Lugedes toodud definitsiooni veel kord hoolsalt 1&bi,
veendume, et Greeni funktsioon ei sdltu mingil viisil vGr-
randi (4.1) vabaliikmest P (x) , Sel pdhjusel nimetatakse
dsja defineeritud fumnktsiooni G( x,s) sageli ka diferentsi-
aaloperaatori I Greeni funktsiooniks rajatingimustel (4.3').

Vaatleme, kuidas toimub G reeni funktsi-
gcandl  praktiline leidmine. Omaduse
3° pdhjal on G (x,8) nii x>8 kui ka x< s korral
homogeense vorrandi Ly = O lahendiks, mistdttu ta avaldub
lineaarse kombinatsioonina erilahenditest Jqs Tos seey ¥ 3

a.,ly,,(x) & "2’2(x) + eee + anyn(x),
kui x <8 3 (4.5')
b¥4(x) # by, (X) + 4ee # by (X), (4.5
kui x>8 . (4.5")

G (x,8) =

Kordajad a; ja by ons erinevate viirtuste korral iildi-
selt erinevad, s.t. a; = a;(s) , b; = b;(s); nende korda-
jate leidmisele taandubki Greeni funktsiooni konstrueerimi-
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ne . Avaldisest (4.5) jdreldub, et

i 2 ; &
258 fag P @rees a4z, P, x < oy
3:1 * (130,1’000,11),

by, )(x)f...o- bn’n( (x), kui x>s;

nii et muuhulgss

i
¥
.E_E.(.ffz . a131( )(B) + oeet anyn(i)(s) ,

2xi X=8=0

liG(x', 8)
EY

X X=840

(1)
= by, (8) 4 ceusd 3, (o) .

Viimased piirvéértused on i = 0,1,.0ey n -~ 2 korral vdrd-
sed (omadus 1°) , i = n - 1 korral aga erinevad nad teine-
3
teisest - vorra (omadus 2°). Seega
P°(s$

0,

b,74(8)+ «c. + by (8) - [a474(8)#ec.s anyn(s)]

b,7'1(8)#eee 4 by (8)- Layy'q(8)4ecora 3 (s)] =0,

. gk e - W . . . . . . ._é). * o . o * . e o »- L
TR [T R bnyn(n (8) -

p (n-2)
- [&131(n 2)(s) ¥ e Ay, i (s)]= o,
(a=1)

5171 (5) * cee * bnyn(n-1)(5) -

(n-1)

1
= [a111(n-1)(8) 4+ eceeet anyn (53: P;ra)

- 200 -



Cq Fq(8) # ouu # ey Yp(8) =0,
c.,y'.‘(s) + eee # cny‘n(a) =0,
*oo.nno.-.oco--.oc (4.6)

(n-2) (n-2)
0131 (3)4’000’0n’n (ﬂ)ﬂ,

—

c1y1(n'1)(s)+.. . nnyn(n'1)(s)= P0)

Tingimused (4.6) kujutavad endast vdrrandisiisteemi ©q3Cpseeey

n Subtes. Siisteemi determinant erineb iga se(a,b]
korral nullist kui Wrosnki determinant homogeense virrandi
Ly = 0 lineaarselt sditumatutest erilahenditest TqsecesTpe
Niisiis on siisteemil (4.6) parajasti iiks lahend CqseeesCpe

Esitame rajaoperaatori Ui kahe rajaoperaatori summanas
Vg ol ¥ U

kus
n-1

o e a1 D,
Uia(Y) = = iy y'9(a), Uib -~ § ij

Paneme niiiid kirja tingimuse, et G(x,8) rahuldab fikseeritud
8 € (a,b) korral rajatingimusi (4.3')(omadus 3°) 3

Ui(G (x.‘ )) =0 ( is= 1,0... n)

Usa (G (x,8)) # Usp (@ (x48))=0 (1=1,.0.4n)0¢

EKuna x = a korral ( siis x<s) avaldub G(x,s) kujul
(4.5'), x=Db korral aga kujul (4.5"), siis viimastest tin-
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gimustest saame, et

Uia(‘171 * cee ¥ "n’n)’uib(b171"’ eve & bnyn) =0

(1 = 1, csey n).

Asendame siin bi =8y +¢4

U:La(‘171’ ces * "n’n) + U:I.b(( a,+ c1) Tqt oo
ece ¥ ( .n‘.‘ cn) yn) =0 (1 = 1,0.-1. n) .
Kasutades opereatorite U;, 32 U, 1linesarsust ning

vottes arvesse, et uia(’;]) + Uib(ya) = Ui(’a) s viime meie
tingimused 13puks kujule

31111 (y.‘) * o0 ¥ "nui(’n) = c1u1b(,1) = A
cee =0y Uiy (yp) (A Myeaeen) . (A

See on virrandisiisteem 84y see 5 & suhtes; paremal pool

on eespool juba leitud suurused Cqs veey © Ja kergesti

n
arvutatavad konstandid Uip(Tq9)s eeey nib(’n)' Kui siistee-
mil (4.7) on olemas iihene lahend 89y seey 8, 8ot, kul siis-
teemi determinant erineb nullist, siis, avaldanud kordajad
b1, cesy bn seostest bi =8 +¢; 5 on Greeni funktsioon
(4,5) leitud. Kuid jérelduse 1 pdhjal on siisteemi (4.7) de-
terminant D nullist erinev siis Ja ainult siis, kui homo-
geensel rajaiilesandel (4.4) on olemas ainult triviaalne la-
hend. Sellega oleme jdudnud Jérgmise tulemuseni:

Teoreem 26. Kui homogeensel rajaiilesandel (4.4) on ainult

trivisalne lahend, siis rejaiilesandel{(4.1), (4.3')}on para-

- 202 ="



Jasti iiks Greeni fnnktaioon; See Greeni funktsioon avaldub
kujul (4¢5), kus by =¢; + 8, ¢; jaa agaon leita~
vad vastavalt siisteemidest (4.6) ja (4.7).

Néide 16. Leiame rajaiilesande

™ =Q(x), y(a) =0, y(b) =0 (4.8)

Greeni funktsiooni. Homogeense vdrrandi y" = O lineaarselt
sGltumatuteks erilahenditeks on y4(x) =1 jJa ¥o(x) = x
ning Greeni funktsioon avaldub kujul

ay + ax skui x <8,

G =
g { by +byx, kul x>8.

Stisteem (4.6) on antud jubul jérgmines
c4 +ezl=0 ’» ©4 .04-32=1.
8iit ¢4 = -8, ¢, = 1. Kuna vaadeldava niite korral
U4(3) = 3(a), Uy(3) = 3(b), Ugp(3) = 0, Uy (3) = 3(b)y

siis siisteemiks (4.7) saame

a4 +a,a=0, a10a2b=s-b,

8-D s =D ;

kust a.1=-ab_a .l2= o T LA Seostest
= b‘_a b _'-‘.
by =¢y ¢ 8 leiame niiiid, et by =b 5=z » by = gm0z

ja pérast lihtsaid teisendusi votab Greeni funktsioon kuju



(x=a)(s=b)
————— o kul X < 8,

@(x,8) = b-a
(x=b)(s~a)

SRS | mx)s.
b~-a

Teoreem 27 . Kul homogeensel rajafilesandel (4.4) on
ainult triviaalne lahend, siis rajaiilesande {(4.1), (4.3)}
lahend avaldub kujul

b.
y(x) = S G(x,8) P (8) das, (4.9)
a
kus G(x,8) on rajaiilesande {(4.1), (4.5)} Greeni funktsioon.
Toest us. Me peame néditama, et avaldisega (4.9)
defineeritud funktsioon y(x) on n korda pidevalt diferent-
seeruv ning rahuldab vdrrandit (4.1) ja rajatingimusi (4;3').
Paneme tdhele, et [ G (x,8) P (8) ds on parameetrist x
sdltuv integraal; :una integraalialune funktsioon G(x,s) P(=z)
on pidev ja n=-2 korda pidevalt diferentseeruv parameetri X
Jjérgi, sils y(x) on pidev ja n-2 korda pidevalt diferent-
seeruv, kusjuures diferentseerimist v3ib teostada integraa-
1i mérgi all, Seega i = 0,1,..., n=-2 korral

31 6( x,8)
iy o —— B() s, (8.9")

Jérgnevat kahte tulet%q el ole sellisel viisil enam voima=-

- n
1ik leida, sest 3—-91(1-;’,53 PO .. ;") ol
dx D x
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ole pidevad. Seetdttu toimime jérgmiselt. Kirjutame y$2-2)(x)
avaldise iimber kahe integraali summana:

x G(x.s)
!(n'z)(!) = j P(s)ds +
a 222
® Bn-ZG(x,s)
QI ———— P (ﬂ)dﬂ °
- d=x

Esimeses integraalis on x > s, telses x < 8, Kuid nil x>s
kui ka x < 8 korral on Greeni funktsioonil olemas pidev
(n-1) =jérku osatuletis x Jjargi (omadus 2°) ning jarelikult
voime kumbagi liidetavat diferentseerida integraali mérgi
all., Arvestades, et x esineb ka integreerimisrajades (esi-
meses liidetavas on x iilemiseks, teises alumiseks integree-—
rimisrajaks), saames
X Bn-‘1 6(x,8)

Y(n.1)(x) = ,i-—-%?r-- P (g)ds +
n-2
D G(x,s)
* P(8) +
. dx n-2 8 = x=0
-1
j Bn G(x,8)
i R BleMe -
2 n-2
D 6(x,s)
xy nfé“" B(s)

8=x40
Kumbki integraal v3rduse paremal pool esitab pidevat funkt-
siooni ja need kaks integraali on kokku vGetavad {iheks inte-
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integraaliks rajades (a,b). kaks iilejddnud liiget aga koon-

n-2 8)
duvad vdlja, sest -3.%_;2:(;_’__ on pidev. Seega y(n-1)(x)
on pidev ja (4.9') kehtib ka i = n - 1 korral. Avaldisest
X 2n—1G( )
-1 X,8
y(n )(x) = ‘L 55T P (s)ds +

————=—z—y——— P (8)ds

P l"l-q(;(x,s)
e

x
leiame analoogiliselt, et

n-1
Xt R g,
P | . (:;s) P(s)ds+ (xnf,), P(s)L +
% K Dx =x=0
b n n=1
j  6(x,8) i 2 6(x,s) s
+ —— e e s - — S, 8
x F DT Mg

Integraalid vorduse paremal pool esitavad taas pidevaid
funktsioone ja on kokku vdetavad iiheks integraaliks rajades
(a,b). Ulejdénud kaks liiget ei koondu sel korral vdlja,
vaid omaduse 2° pshjal

n-1 n-1
d  G(x,s) ot D  G(x,8) ptas P(x)
_____ A 8 e 8 = ——P-t—; o
% n~-1 =x~0 ~ xn- 8=x+0 o %
x

Seega y(n)(x) on ka pidev ja avaldub kujul

b BnG(x,s) P (x) A (4,9")
y(n)(x) = J --:a-;ﬁ—--’——-' P(s)ds + -1;(;7 :

a

Veendume, et y(x) rahuldab virrandit (4.1). Toepoolest,
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(4.9') ja (4.9") pdhjal

Ly(x) = o)y ™ ()42, 072 (x) 40004 P (X)3(x) =

R 2%(x,s) P
Po(x) [ ‘L 3_%__:_;5_ P(s)ds + -T;G) ] +
Bn-"G(x’s)

ces Pn(x) G(x,8) P (s8) ds = P(x) +

g‘-—ld [

b
+ K [LG(x,s)] P(s)ds = P(x), m.o.t.t.
a
Me viisime koraajad Pi(x) vastavate integraalide midrkide
alla; votnud integraalid kokku iiheks integraaliks, saime
integraali alla [16(x,s)] P(s). Kuid x # s korral
1G(x,8) = O omaduse 3° pshjal ning Sb 1G (x,8) P(s)ds=0,
sest integraali vadrtus ei sdltu teatafasti integraalialuse
tunktsiooni véddrtusest iines fikseeritud punktis (antud
Jjuhul punktis 8 = X).
Tédiesti analoogiliselt leiame (4.9') ja 3° abil, et

U@ = iui(e(x.s)) P(s) ds = 0 Cis1,25 00510

8.t, y(x) rahuldab ka rajatingimusi (4.3'). Teoreem 27 on
tGestatud.

Nagu t3estatud teoreemist ndhtub, viimaldab Greeni
funktsiooni teadmine kohe vdlja kirjutada rajaiilesande
lahendit mistahes vabaliikme P(x) korral, Néditeks on ra=-

- 207 -



jaiilesande (4.8) lahendiks (vt. vastava Greeni funktsiooni
avaldist)

x
¥(x) = _;_;:_:_ L(s - 8) P (s)ds +

(s - b) P (8)ds.
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