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Cinleitende Begriffe.

§. 1. Meffen beift, etwad mit ihm gleidhartigem
vergleichen. Aled, was gemeflen werden fann, heift eine
Grofe. Die Mefifunft der Grofen Yeifit Grofenlehre oder
Mathematit.

§. 2. €8 giebt weierlei Wrten von Grofen: raum-
lihe oder extenfive und Babhlgrofien oder intenfive.
Daher pwei heile der Mathematif: die Arithmetif ober
Redynenfunft, weldye von den Sablen handelt, und die

Geometrie
oder die 9)29,3?1111& der raumlidhen Grofen.

§. 3. €5 giebt Dreferlei Arten raumlicher (Sjrvﬁen

1) &orper mit Ausdehnung nacdh drei Ridhtungen
(Dimenfionen): Linge, Breite und Hohe (Tiefe,
Dide 1c.).

2) Fladhen mit ywei Dimenfionen: Linge und
Breite. Sie bilden die Dberflachen oder Grengen
Des Korpers.

3) Rinien mit einer Dimenfion: Lange. Sie bil-
Den die Grengen der Flache. Die Grenzen der Linie
find Punfte, die feine Ausdehnung bhaben, alfo
aud) Feine Grofen mehr {ind.

§. 4. G3 giebt yweierlei Arten von Linten, gerade und
Frumme. Die gerade Rinie ift Die (fur&effe) (Sntfernunq
gwifden 3wei Punften. Daber ift swifdhen wei Punften
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nue eine gerade Linte moglich. Alle Punfte einer gevaden Linie
liegen Binteveinander, fo daf die Cndpuntte alle ywifdyen ihnen
liegenden dDecfen. Man
bejeichnet Die Linie mit
S T Budyftaben an ihren Cnd-
L \D punften, 3. B. die gerade

i AB, bdie frumme CD.
Anmerf. Das Werfieug, deffen man fich bedient, um
gerade Rinien ju gichen, iff dag Lineal. Um u prifen, ob
dafjelbe gerade fei, ziehe
man [ings feiner Seite
miglicdhft fein die Ge-
tabe AB, lege dann dasg
Lineal fo um, daf CD
in die Richtung EF falle,
aber AB feinevorige Lage
bebalte, und ziehe aber-
mal8 cine finie AB.
Fallen beide Linien ge-
nau zufammen, fo ift
dag Rineal gerade; hat
e$ irgendwo einen Feh-
Ter, fo wird Derfelbe doy-
\ g Peit fo grof, alfo Defto

/ leidhter fichtbar fein.

A g e I e e R e S e

§. 5. Gine Flache, wie die Dberflache der Jafel, in
per man nach) allen RNichtungen gevade Lnien zichen fannm,
heifit cine Ghene und die Meffunft foldyer Grofen, die gany
in einer und derfelben Gbene legen, Planimetrie.



Criter Theil der Geometrie

ober Planimetrie.

§. 6. Die Seihnung oder Darftellung raumlicher Gro-
flen in einer Gbene durch Linien Heift cine Conftruction,
und eine Conftruction, die fich von felbfi ohne befondere BVor-
Fenntniffe ausfibhren (4B, eine Grundconfiruction oder
ein Poftulat.
Gin Sa dagegen, der fich von felbft verftebt, obne
cines Beweifed zu beditefen, bheift ein Grundfat oder ein
Ariom.
§. 7. Gerade Linien in einer Cbene Fonnen miteinander
verglichen werden hinfichtlich threr Grofe und ihrer Lage.
1) Hinfidhtlich der Gro-
4 B fie find fie entweder
£ D gleidh, AB=CD,
: oder ungleid), und
B bd dann ift EF > GH
£ & (EF grofer als GH),
GH < EF (GH flei-
ner al$ EF).

o~ - M 9) Hinfichtlicy der Lage

find gerabe Linien
a. von einetrlei
P Q Ridtung, wenn
& fie, binveichend ver-
et langert, fidh) 3u ei-
B ) ner geraden Linie
vereinigen, wie IK

P und LIM;

b. parallel, wenn

fie, nody fo weit verldngert, fich nie vereinigen, NOLPQ;

c. conpergent, wenn fie, genug verlangert, fich in einem
Punfte yereinigen oder fdhneiden, wie RS und TU,

§. 8. Wenn convergente Linien fih vereinigen, o bil-
den fie cinen Winfel (W) ABC, und beiffen aldann
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Y Sedhenfel, der Lereini-

/ gungspunft  Scheitel:

5 punft oder Syise (B)

L Der Winkel wird nicht grd-

o ; ger, wenn die Schenfel

o 2 o langer werDen , fondern

4 R ywenn fie fich yeiter von

__p cinander abneigen (Diver:

giren);?{B.ABD>ABC,

98. CBD < ABD; 8. ABD = ABC - CBD; . ABC =
ABD — CBD.

Gin Winkel ift demnadh) die Neigung obder bag Nicdh-
tungsyerhaltniff yweier geraber Linien.

§. 9. Wenn cine gevade Qinie eine andere fo frifft, daf
fie ywei Winfel bilden, bie demnac) einen gemeinfdhaftlichen
Sdeitelpunft B und einen gemeinfdhaftlichen Sdenfel BD
haben, und Deren beide

S andere Schenkel eine ge-

/ rade Linie bilden, ober

swei Winkel auf ciner

/ Seite ciner Geraden an

/’ einerlei  Scheitelpuntt,

8 wie ABD und DBC,
: Beifien Nebenwinfel.

§. 10. Sind el Nebenwintel cinander  gleich, L.
B ABD —DBC, fo bei-

! gen fie rechte Winkel

l (RW.) und die L-

nien, welde mit ein-

} ander rechte LY, bilden,

1 Perpendifel, fent-
Sepi o vedhte finien oder

; B Rothe. Gin redyfer
Wintel ift alfo ein foldyer, Der einen gleidhen Neben-
winfel Hat.

§ 11. Alle vechte Winfel find einander gleid.

D,
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5 Beweis. Sind ABD
{ und KEG rechteIBinfel, fo
e muf, nach Berldngerung
|
|

Yy

/ der Sdeitel, ABD =
|/ DBC und KEG = GEF
/ fein. Zegt man nun KF
4 7 ¢ auf AC, fo Daf Der
G| Puntt E auf B fallt, fo
i muf audy EG auf BD
! fallen. Denn wave diefes
‘ nidyt, fondern fiele EG
l, 3 B. in die Ridtung
e E? - BH; fo Ednnte nidyt mgbr
9. ABH — HBC f{ein,

fonbern ABH = RW. 4 DBH und HBC = RW. — DBH.

Oer rvedhte Winfel witd dabher jum Mafe Dder tibrigen
gebraudyt. CinWinfel, der grofer iff, als ein vechter, 3. B. ABH,
heift ffumpf, aber einer, der Fleiner ift, 3. B.HBC, fpis. Beide
Avten Heifen aud) fdhiefe Winkel, fo wie die Linien, weldhe
fpise und ftumpfe Winfel bilden, {chiefe Linien genannt werden,

Anmert. Der Lehrer verfaume nidht, auf die Gegen-
fage: fdhief und fenfrecht, gerabe und Frumm aufmerfiom u
madhen, fo wie auf den Begriff fenfrecht in der Phyfif,
weldye Begriffe von Kindern ftets verwedfelt werden.

§. 12. Nebenwintel find jufommen gleid) wei
vedhten Winfeln. W. ABHHBC = 2R.  Seder von
beiben ergdngt Den andern ju 2 K. und Yeift dedhald feine
Crgdnsung oder Supplement. Die Grgingung cines
Winfels su L R. beift fein Complement. So ift W. ABH
das Supplement, DBH das Complement des IW. HBC.

§. 13. Mebre Winfel an ciner Seite einer Geraden an

E - einem gemeinfdhaftlichen Schei-

b s telpuntte, wie ABD, DBE, EBF

s - b5 und FBC, bheifen ftetige oder
o ’ // continuirliche Winfel, Auch
P el o T find gufammen = 2R. Arre
5 Winfel um einen Punft

find 3ufammen =4 R.
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§. 14. Wenn fich ywei Geraden purdyfhneiden, o bhei-
fien die einander gegentiberliegenden Winfel BCD und ACE
B p 0dert BCA und DCE Sdeitel- oder
Bertifal-Winkel und find ein-

ander gleid.

Beweis. WBOD+BCA=2 R. }m)
93, ACE+BCA=2 R. §.12.

\ 95.BCD +BCA —ACE4BCA.
E

Auf beiden Seiten BCA abgenom:
men bleibt TW. BCD = ACE.

Bon den Figuren und Parallellinien.

§. 15. Gine Figur iff eine yon Linien eingefhlofene
Gbene. ©8 giebt geradlinige, frummlinige und ge-
mifdtlinige Figuven, je nadhdem fie von geraden oder
frummen  Qinien obder von beiden  gugleich eingefdhloffen
werden.

Dic geradlinigen Figuren werden nad) dev Anzahl der
cinfdhliefenden Linien, bei Den Figuren Seiten genannt, in
preifeitige, vierfeitige und mehrieitige, oder in Drei-
ecfe, Bievede und Vielede oder Polygone getheilt.

Figuren nennt man gleid) (=), wenn fie gleichen
Flacpenraum cinfchliefen; ahnlicy (o), wenn fie gleiye Se-
ftalt haben; congruent (£2), wenn fie gleiche Geffalt und
Grbfie Hhaben oder, auf einander gelegt, fich Decfen.

§. 16. GCine Figur, weldye entftelt, wenn eine gerade
Qinie CA fih um cinen feften Punft C ftetig Herumdrebt,
Beifit ein Kreis. Ein Kreid ift
alfo cine Figur, weldye von ciner
frummen Lnie eingefchlofien wird,
die tiberall von einem Puntte in-
nerhalb, Dem Mittelpuntte oder
Gentrum, gleid) weit entfernt ift.
Die Frumme Linie, welde Den
Kreid einfohlieit, Heift Kreis-
linie oder Peripherie, feder
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heil derfelben, wie AB, Bogen oder Arcus. Die Cnt:
fernung ober die gerade the vom Mittelpunfte bis zur Pevi:
pherie, wie CA, beifit Radiusd oder Halbmeffer. Alle
Rabdien einesd St‘retfeé oder gleidher Kreife find ein-
ander gleid.

Gine Sehne oder Chorde iff cine gerade Linie ywifchen
swei Punften der S})ervpberte, 3 B. AD. Der Theil der
Kreisfladye, weldper von ciner Sehne AD und dem jugebdri:
gen Bogen AD eingefdhloffen witd, heift Kreidabfdnitt
oder Segment. Cin Iheil der Rretéflad)e ywifchen gwei
Ravien AC und BC und dem ugehdrigen Bogen AB beift
ein Sreisausfdnitt oder Sector. — Cine Sehne, weldye
purd) den Mittel-
punft gebt, wie

a Bl BE, Heifit Durd)-

/\ \\\ meffer oder Dia-

) metfer. Jeder

4/ \ 7\ Diameter ift dop-

pelt fo grof als

¢ / ) Der RNadius. Alle

/ Sur'd)meﬁ'cr cines

\ \ / Kreifes oder glei-

\ // _dher Kreife find ein-

\ ¢ ander gleid). Der

/ s e Durdhymefjer theilt

ol pen Kreig und die

gistas Peripherie in gwei
gleidhe Theile, @a[bfretfe

Gine gerabe Linie, FG, meld)e den Kreid nur in einem
Punfte, E, beriihrt, Beifit eine Bervihrungslinie oder
iangente.

Gin Winfel BCA, deflen Schyeitel der Mittelpuntt if,
und deflen Schentel Radien find, beift ein Centri-Win
Fel; ein foldher, Deflen Scheitel in der Peripherie liegt, und
Deffen Sehenfel Sehnen find, wie BIA, ein Peripherie-
Winfel. Beide ftehen auf dem Bogen, oder befpan-
nen Den '%ogm AB. Der Peripherie-Winfel BIE ift ein
Winfel im Halbtreife, ABI ein Winfel im Fleinern,




AEI ein Sinkel im groferen Abfdnitt. Gin TWinfel
IEG, der von ciner Tangente und ciner Sebne aud dem Be-
vithrunggpuntte gebildet wird, heipt ein Tangential-Wintel.
§. 17. Im Kreife befpannen gleidhe Centriminfel
gleiche Bogen und gleide Sehnen, und umgetehre
su gleiden Bogen gehoren gleidhe Sehnen und
gleidhe Gentriwinfel.
: Beweis. Legt man die

/// B gleichen Wintel ECD und

oL ‘\ ACB auf einander, fo fal=

£ \  len die Cndpunfte Dder

/ gleidhen Radien E auf A,

2 D auf B, folglich audh

= kv“' ST AN per Bogen ED auf AB,
\\ 7 -5 weil fie itberall gleich weit
\\\ 2 I vom Mittelpuntt entfernt

p  find, und die Sehne ED
= auf AB, weil jwifchen

- ywifden zwet Punften
nur eine Gerade moglich
ift. — 3t umgefehrt Wrc. ED — AB und man legt die

Sectoven fo auf einander, daf DC auf BC fallt, fo falt,
wegen Gleidhheit der Bogen und ihrer Abftande vom Mittel-
puntt, der Punft E auf A, der Radius EC auf AC, folglich fo-
wobl die Gerade ED auf AB, al8 audh der Winfel BECD auf ACB.
§. 18. Ungleiche Cen-
triwinfelverhaltenfid
su einander wiedie Bo-
gen, dDie {ie befpannen,
und diefe wie jene.
Beweis. Man theile die
Winfel ACB u. BCD durd
ihr gemeinfames Maf ACB
: inm BCD inn gleicheSheile,
< fo werden durdh die Radien
= o nady den Theilungdpuntten
e R audy die Bogen AB inm,
BD in n gleiche Theile getheilt, und ed verhalten fich nicht nur
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9. ACB : BCD=m : n, fondern aud
Wre. AB: BD=m : n, folglidhy
W. ACB : BCD = AB : BD.

§-19. Jn concentrifden Kreifen, 0. b. folden,
bie einen gemeinfdaftiichen Mittelpunft baben,
haben alle Bogen eined und deffelben Centriwinfels
daffelbe Verhaltnif zu ihren Peripherien.

Beweis. Alle Winfel um
denPuntt C befragen sufam-
mend N. Begeidhnet mannun
die Nevipherie Ded duferften
SKreifed mitP,diedes mittleren
mit P, die Ded innerften mit
P”, und feit man W. ACB=

m S
AR B AR
DE:P'—1%. 49
FG:P'—2%. 49, folglich
AB:P =DE:P'—FG:P",
Daher gebraudyt man den Bogen sum Mage ded Winkels, und
theilf yu dem Ende die gange Peripherie des Kreifedin 360 Grade,
pen Grad in 60 Minuten, die Minute in 60 Secunden u. f.w.
und fagt: dev Winfel ift 56 Grad 18 Minnten 30 Secunden
(56° 18" 30”), wenn der Bogen diefe Theile der Peripherie
bat. Sonady ift 1 RN.=90°, Nebenwinkel sufammen 180°.
Anmerf. Das zum Meflen der Winfel gebraudliche
Snftrument, der Trandporteur, ift ein Halbfreis, deffen Peri-
pherie in 180° u. f. w. getbeilt ift. Dan lege Ddiefes Inftru-
ment fo auf Den u meffenden Winfel, daf Der @?itterpunft
auf den Scheitelpuntt, der Durchmeffer mit dem einen Schen-
fel gufammenfallt, und 3ahle auf der Peripherie die Grade 1.
bis su Dem Punft, wo der andere Schenfel fie fehneidet.
Anmert. Sw Srangofen theilen die Peripherie in 400°
und dritfen die Fleineren Fheile durch Seguna[brucf)e aus.

400
Demnadh iff 1°=z5=1° 41011 - framg., 36%)0060

0°,018518 ... frany., 1" =g =0 000308 . frany.
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Wieviel betragen 57°,9467 frangdfifcher Cintheilung in
unfern Graden, Minuten und Secunden? Antw. 52° 9' 7”,308.

Wieviel befragen 43° 6’ 20" unfever Gintheilung nach
der franydfifthen? Antw. 47°895 ...

§. 20. Dreiece oder Triangel (L), welde zwei
Seiten und den eingefdyloffenen Winfel begiehlid
gleih haben, find congruent, d. . fie haben aud
die tbrigen Stide beziehlich gleich, oder fic
decfen fid.

//‘ \\\ / x
/ Y., A

el — T

P e - v i

Beweis. Ift AB=DE, AC=DF und 1. BAC=EDF,
fo lege man A EDF fo auf BAC, dafi &. DF auf AC fallts
bann fallt wegen Gleichheit der Winfel DE quf AB und der
Punft B auf B, alfo audy EF auf BC und ¢s ift folglich audy
9%. DEF — ABC, EFD = BCA, EF = BC, A EDF 2 BAC.

Sn congruenten Drefeden find die gleidhliegenden Sei-
ten, 0. b. die den gleidhen Winfeln gegenitber liegen, einan-
der gleidh, fo wie bie gleichliegenden Winkel, D. h. die den
gleichen Seiten gegentiber liegen.

§. 21. TWird cine Seite cined Dreieds verldngert, fo
beifit der dadurd) entftchende Winfel BCD AuBenwintel,
und ift grofer, al$ jeder Der beiden gegeniberlie-
genden inneren BAC und ABC.
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Beweis. Sieht man AG durdy die Mitte von BC {o,
paf EG = AE wird, und von G nach) C, fo ift
&. EC=BE
. GEC =BEA nady §. 14.

A GECXXBEA nad) §. 20.

2%, ECG = ABE obder BCG = ABC
98. BCD > BCG
98. BCD > ABC
Zieht man ebenfo BF durd) die Mitte von AC, fo folgt
auf gleiche %etfe . HCK > BAC und BCD > BAL
§.22. Jebe 5met
innere Winkfel ei-
neg Dreieds find
jufammen Eleiner
alg yweiR., BAC 4
BCA < 180°,
Beweig Ver-
/ ¥ langert man eine
et = - PSeite, 3 B A
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fo ift 8. BCD > BAC nach §. 21.

8. BCD -} BCA == 180°

. BAC 4 BCA < 180°.

Daber ift fowoh! in einem Punft einer Geraden, als
auch von ecinem Punft auferbalb einer Geraden nur ein
Perpendifel auf diefelbe moglich.

§. 23. Haben alfo zwei gerade Linien AB und CD
gegen eine dritte EF eine foldje Rage, daf die zwei inneren
Winfel AGH und CHG zufammen 3wei vedhte betragen,

o & fo Eonnen diefes

] / nicdht Winfel eines

/ / Dreiecs fein, folg-

/ / lich die Linien BA

a/ H/ nnd DC fich nady

7 F diefer Seite Hin

nicht - vereinigen.

Aber Ddann  find

auch BGH-- GHD

= D =2 R. und aus

Demfelben Grunde fonnen die Linien fih audh) nach diefer
Seite hin nidyt vereinigen, find alfo pavallel (F).

§. 24. Werben gwei pavallele Linien von einer geraden
gefthnitten, fo Beifen

1) die inneren auf einerlei Seite der Durcdhfchneidenden
liegenden Winfel AGH und CHG oder BGH und GHD in-

nere einfeitige Winkel;
2) Winfel, die auf einerlei Seite Der Parallelen und auf

einerlei Seife Der Durchidhneidenden legen, EGA und GHC
oder BGH und DHF, gleidyliegende, correfpondivende
oder homologe Winfel;

3) Winfel, die auf verfdhiedenen Seiten der Parallelen und
auch auf verfchicdenen Seiten der Durdyfchneidenden Ilegen,
AGH und GHD oder EGB und CHF, edhfelwintel.

§. 25. Nady §. 23 find Linien pavallel:

1) wenn bdie inneren einfeitigen Winkel jufammen = 2R.
find; aber audy

2) wenn bdie gleichliegenden Winkel gleich find.




Denn ift AGH==CHF und CHF 4 CHG =2R.;
fo ift AGH 4 CHG =2 R., folgliy CD £ AB.

3) Wenn die Wedhfelwinfel einander gleich find.

Denn ift AGH = GHD und GHD + GHC —2R.;
fo ift AGH4- GHC =2 R., folglich CD £ AB.

§. 26. Werden ywei Parallelen von einer Ge-
vaden gefdynitten; fo find 1) dic innern einfeitigen
Winfel sufammen gleid) 2 N.

Denn ware diefes nidht der Fall, fondern AGH -
GHC << 2 R., fo fonnten fie Winfel ecined Dreieds fein,
alfo die Rinien fih nach diefer Seite vereinigen, waren alfo
nicht pavallel. Ware aber AGH-4 GHC >2 R., fo wairen
BGH -+ GHD << 2 R. und die Linien fonnten fich nady diefer
Seite 3u einem Dreied vereinigen, waren alfo nidht parvallel.
Sonady bleibt nur ibrig W. AGH 4 GHC =2 R.

Dann find aber auch

2) die corvefpondivenden BWinfel einander gleidh,
weil

9. AGH + GHC =2 .
, GHC 4 CHF =2 .

8. AGH + GHC = GHC + CHF

9. AGH = CHF.

3) die WedhfelwinFel einander gleid), weil
8. AGH 4 GHC —2 .
, GHC 4+ GHD =2 R.

8. AGH + GHC — GHC + GHD

98. AGH — GHD.

Anmerf. Cin folher Beweis, wie der ju Nr. 1, da
man von dem audgeht, wad bewiefen werden foll, und eigt,
Daf alles andere, was ftattfinden Eonnte, wenn die Unnahme
nidht richtig ware, falfch oder unmdglich ift, beifit ein apa-
gogifcher; ein folcher aber, wie die u Nr. 2 und 3, da
man aud der Annabhme, dev Hiilfconftruction, wo eine folche
nothig iff, und fdon befannten Sapen neue Schlitffe 3icht,
em fynthetifder. Apagogifh werden meiftens umgefehrte
und foldhe Sape bewiefen, die Feines Beweifes su bediirfen
fcheinen.
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§. 27. Bwei gerade Linien, die einer Ddriffen
parallel find, find einander parvallel
Beweis. Ift AB £ CD; fo ift W. GIA=IKC
" CDiEFi e s IKC:KLEgnad) - 26’ >
. GIA =KLE und AB f EF nady §. 25, 2.
M E Daper Fann durd) ei-
lf' nen Punft nur eine
i Parallele 3u eciner Ge-
i vaben in Derfelben Chene
i gesogen werden. Denn
j

A

ware EF £ ABund MN +

H AB, fo mifte aud) MN f
EF fein, da fie fid) doch
in L {dneiden.

|
i
I
!
I
i
!
i
I
1
i
1
i

N
§. 28. Wie folgt aus §. 23, Daf Linien pavallel {ind,

wenn ein und diefelbe Gevade auf beiden fenfredyt iff? —
Und warum mufi die Gerade, weldhe auf einer von Fwe
Parallelen fenfrecht ift, es auch auf der andern fein?

§=29. - Dex

il Aufenwinfel
am Dreied ift

B
}/ \ fo grof, al8 die
\ / beiben gegen:-
/ - iiberliegenden

/ innern zufam-
men, und Ddie

i s p bdrei innern
Winfel betra-

gen sufamuen 2 R.—=180°.
Beweis. Sieht man CE £ AB;
1) 9. BCE=ABC nad §. 26, 3.
,, ECD = BAC nad) §. 26, 2.
98. BCE 4 ECD = ABC + BAC oDer
,, BCD = ABC + BAC.
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2) 98. BCD + BCA — 2 f. — 180°
ABC + BAC + BCA —2 % — 180°.

In ciner mebrfeitigen Figur befragt die Summe der
Winfel doppelt fo viel vedhte, alé die Figur Seifen bhat,
weniger 4 R. Denn Hat

//\ £ bie Figur n Seiten, und
3 // 3ieht man von einem Punfte

N // tnnerhalb Dderfelben gerade
~~~~~~~~~ \\}( Rinien nadh allen Gefen, fo
g erhalt man cbenfoviel, alfo

/ \\> n Dreiecfe, Deren Winfel

‘ / sufammen 2 n R. betragen.

\ / Davon gehen aber die Win:

N fel um den Mittelpuntt,

sufammen = 4 N., ab, weil fie nidht sum Polpgon gehoren, und

¢8 bleiben 2n R. — 4 R. oder 2n —4) N. ubrig. JIft das

Polpgon reguldar, . h. find alle Seiten und Winkfel
gleidy, fo ift jeber Winfel —=L2—2 (2“_4) RN— (2:_9__4&

§. 30. Da alle drei Winkel tm Dreiect 3wet rechte be-
tragen, fo nuiffen, wenn ein Winkel ein vedyter iff, die bei
den anbern fpits, sufommen==1NR. fein. Cin foldher Sriangel
beifit redhtwinflig, die Seiten, weldhe Den rechten Winkel
einfchliefien, Heiffen Kathefen, die, weldhe ihm gegenibers
liegt, Hypotenufe. Cin Drveieck, in weldhem ein Winkel
frumpf ift, die beiden andern fpif, Heift ffumypfwintlig,
eing mit drel fpien Winfeln {piswintlig.

Hinfidhtlich der Seifen werden die Drefece eingetheilt in
gleidyfeitige mit drei, in gleidhfdyentlige mit wei glei-
dhen Seiten und in ungleidfeitige.

Anmert. €8 iff fehr ywedmapig, die Schiiler zu 1iiben,
die verfthiedenen Dreiecfe nad) dem Augenmaf u eichnen.

§. 3. Im gleidhfchentligen DreiedE {ind die
Wintel, weldye den gleichen Seiten gegeniiberliegen,
oder bte Winfel an der dritten Seife ((S’)runbhnte)
cinander gleid.

Beweis. Verlangert man die qutd)en Seiten AB und
AC um BD = CE; fo ift
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S. AD — AE
2 A AB
9. DAC — EAB

A DACXEAC nadh §. 20.

€. DC=BE

W. D—EF unp . ACD = ABE

€. BD —CE

A DBC X EBC und 8. BCD— CBE

9%. ACD — BCD=—ABE — CBE

oder IB. ACB — ABC.

Sind alfo alle drei
Seiten gleid, fo find auch
alle bdrei Winkel gleich
und der Friangel ein ve-
guldrer.  Jeder Winfel
== R.=60"

Wie grof ift jeder
Winkel an der Grund-
linie Ded gleihfchentligen
Dreiedfs, wenn der Ge-
genwinfel 57° 19’ 127 ift?

Antw. 61° 20" 64”.

Wie grof ift der von
Den gleichen Seiten einge-

fdhlofjene Winkel, wenn jeder an der Grundliniec 38° 16’ 35” ift 2

Antyw.

103° 26" 50"

§. 32. JIm ungleidyfeitigen Dreied hat die gro-
fere Seite aud) den groferen Gegenwinfel If
AD > AC, fo ift audh . ACD > ADC.

Beweis. — Man madye AB = AC und 3iehe BC; fo ift
BW. ACB=ABC, aber . ABC > ADC nad §. 21, alfo

aiid) ACB > ADC
9. ACD > ACB

28. ACD > ADC.

§. 33. Sind in einem Dreied swei Winfel gleidh,
fo find aud) ibre Gegenfeiten gleidh.
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Beweis (apagog.). W. ABC — ACB. Bare AC nidht
gleich AB, fo miifite entweder AC > AB oder AC << AB {ein.
Aber nad)y dem vorigen Sape ware

fir AC>AB aud) 3. ABC> ACB und

.+ AC<AB , , ABC<CACB, bei-
“Ded gegen die Ynnabhme; folglich bleibt nur AB == AC moglich.
Sind alfo in einem DreieE alle drei Winfel gleid), fo
find audy alle drei Seiten gleid), Dad Dreied reguldr.
§. 34. JIm ungleichfeitigen Dreied hat der gro-
fere Winfel Ddie grofere Gegenfeite.
Bemweis (apagog.). Ift W. ABC>BCA und wdre dann
S. AC nidyt grofer al$ AB, fo mifte AC= AB ober AC < AB
fein. Aber
fiir AC = AB wire . ABC=BCA,
e e EREE
beides gegen die Annabhme, folglidy bleibt nurAC > AB miglich.

A Demnady ift im redht-
7

g . winfligen Dreiet die Hy-
7 potenufe grofer alg fede
/,/ der Katbheten, und wieder-

R um iff von allen Gerabden,
/s die von einem Punfte nad
/ > einer geraben Rinie geyo-
4

gen werden Fonnen, das
Perpendifel die fiiryefte, oder die Entfernung deg Punftes

von Der geraden Rinie. Aug demfelben Grunde fteht die
Tangente fenfrecht auf dem Habdiug im VBerihrungspuntte.

§. 35. Im Drei-
G ek ift Die Summe
ey yweicr Seifen gro-
\ ger, ithre Differeny
.\ ‘>B\ fleiner al$ Ddie
\ / brittf}_@eite oder
| BA 4 BC > AC,
’,‘/ _\E BC —BA < AC.
R \\ Beweis. Macht man
T % o BD==BE-—Ras fniff
2
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1) DC=BC+BA, EC =B(C — BA, BA = BD, folg-
lid) 8. DAB=D
, DAC>DAB
folg. , DAC>D
&. DC > AC oder BC + BA > AC.
2) BE = BA, folglid) 8. BEA — BAE
» BEA>EAC nady §. 21.
8. BAE > EAC
yy AEC > BAE nad) §. 21.

W. AEC > EAC
&. AC>EC 0b.AC>BC —BA.

/%f §. 36. Im Kreife if
7 \ der Peripheriewintel halb
U fo grofi, als der Centri-
:« i \0 winkel auf demfelben
=\ WS Bogen.

\\ :Z /» \
\\ 1 <] \ Beweis. 1) Wenn der eine
\\/ ’/ Sdyenfel ein Durdymeffer iff,
o o wie bei W. ABC; fo ift

8. ACD = CBA + CAB nady §. 29.
9. CBA = CAB nadh §. 31.

» ACD = 2CBA oder

» ACD =2DBA; DBA = 1~ ACD.

2) Wenn Fein Schenfel Des Peripheriewinfels ein Durd-
meffer iff, fo iehe man einen aus dem Sceifel Hes Peri-
pheriewinkeld, 3. B. EF; dann ift nadhy Nr. 1.

9. AEF =-1 ACF
» DEF= 1 DCF
9. AEF + DEF = - (ACF + DCF) ober

n AED = - ACD ;
oder GH, dann ift ebenfo




W. AGH=- ACH
» DGH=— DCH

W. AGH — DGH = + (ACH — DCH) ober
» AGD = 1 ACD.

,r'
A4 /
-

Hievaus folgt:

D) alfe Peripheviewinkel auf cinerlei Bogen {ind gleich
groff: TW. AGD — AED;

2) Der Winfel im Halbfreife GEM ift ein rechter = 90°,
weil er gleich -+ (GCF - FCH);

3) der Winfel im Fleineren Abfhnitt DHE ift ein
ftumpfer, der im grdferen DGE ein fpiser.

§. 37. Der Tangentialwinfel ift gleich dem
Peripheriewinfel auf dem Bogen, den die Sehne
abfdyneidbet, oder gleich Dem Winfel im andern
Abfhnitt. W. EHK = EDH.

DBeweis.

W. EIK -+ EHG = 90° nad) §. 34.

, BEGH -4 EHG = 90° nacy §. 29.

W, BEGH = EHK

» BGH = EDH nady §. 36, 3., folglichy EDH — EHK.

o &
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LBon der Congrueny der Dreiecke.

§. 38. Dreiecde {ind congruent, wenn fie eine
Seite und die beiden anliegenden Winfel begieh-
(ich gleidh haben.

B B
//\\\ . / \
/ = e \
/
AZ_J‘—————AG D/ b o

Beweis. 3Ift . AC=DF, A=D, C=F, fo lege
man A ABC auf DEF, fo daf AC auf DEF fallt; dann
muff wegen Gleichheit der Winkel AB aquf DE, CB auf FE,
alfo audy ihre Durchfdhnittspuntte D mit B jufammenfallen;
folglich ift AB = DE, BC = EF, . B—E, A ABC22DEF.

-~ §. 39. Dreiede find congruent, wenn {ie alle
drei Seiten beziehlidh gleich haben.

B E

N A

i\ o
/

g 2 ' \
// i \\ / 4
i / 4
5 / \
£ o g / .
ALQ*_?,¥W e L »
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Beweis. It AC=DF, AB=DE, BC=EF; f{o
tege man A DEF fo an ABC, daf DF auf AC, DE an
AB nady AG falle, und ziehe BG; dann ift

S. AB=AG folglih W. ABG = AGB

.y BC=CG ,, CBG=CGB

9. ABG 4 CBG — AGB -} CGB
oder ABC = AGC = DEF
©. AB—=DE, BC—EF

A ABC 22 DEF nad §. 20.

§. 40. Dreiece {ind congruent, wenn fie ywei
Seiten und den der groferen von beiden gegen-
fiberliegenden Winfel beziehlich gleich haben.

Beweis (apagog.). It AB=DE, AC=DF >DE
und W. B=E, fo lege man A ABC fo auf DEF, dag AB
auf DE falle, fo muff, wegen Gleichheit de§ Winfels B =E,
BC in die Richtung von EF fallen, und wegen Gleichheit
der Seiten AC=DF der Punft C auf F. Denn ware
diefes nicht, fondern e$ fiele AC in bdie Ridtung DG; fo
mitfte, da DG=AC =DF fein foll, MW. DGF = DFG
feiny aber DGF > E, folglid) audy DFG > E odert DFE > E,
alfo audy nach §. 34 DE > DF gegen die Unnahme DF > DE.
Gbenfo miigte, wenn AC auferhald de§ Dreiects DEF,
3 B. in die Ricdhtung DH fiele, wiederum DF =DH, alfo
98. DFII — DHF, DFH > E, affo auc) H > E und DE >DH
ober DE>> DF fein, gegen die Annabme DF > DE.
Wenn alfo AC yweder innerhalb, nodh auperhalb ded Dreiecks
DEF fallen darf, fo muff fie mit DF jufammenfallen, alfo
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* 98, BAC —EDF, BCA — EFD, BC —EF, A ABC 02 DEF
fein.

§. 41. Jn allen vier Fallen §. 20, 38, 39, 40 find
sur Gongrueny der Dreiecke nur drei Stide erforberlich, un-
ter Denen wenigftens eine Seite iff, woraus dann die Gleich-
beit Der 1iibrigen Stitdfe folgt. Daber Heifen Ddiefe drei
Stiicke:

1) swei Seiten und der eingefchloffene Winfel,

2) eine Seite und die beiden anliegenden Winfel,

3) alle drei Seiten,

4) ywei Seiten und der Der groferen von beiden gegen-
iberliegende Winkel, die Beftimmungsftiide des Dreiects,
weil aus Denfelben fid) nur ein Dreied macdhen [3§t. Denn
congruente Figuren find von einander in nidhts verfdhieden,
fie find identifd.

§. 42. Aufgaben.

1) Ginen gegebenen Winkel A an einem Punfte C ciner
Geraden CD ju conflruiven.

Auflofung. Man fdneide die Schenfel des gegebenen
Winfels aus A mit beliebigem Radiug in E und B, mache mit

i [

£ F
BASL FFees
s o

demfelben Radius cinen Bogen FG aus C und jwar

GF—BE, fo iff naty § 39 A CFG S AEB, folglich
W, C= A,

2) Durd) einen gegebenen Punft A mit der gegebenen
BC cine Pavallele 3u zichen.



ift EA £BC nady §. 25, 3.

Auflofung.
Man ziehe aus A

o ope bk Gevade AD

beliebig nad) BC,
und fegge den Win-
fel ADC Dei A auf
der entgegengefes
ten Seite  an,
EAD — ADC; fo

3) Ginen gegebenen Winkel A gu halbiven.

Auflofung. Man
mache AB = AC und
fihlage aus B und CBo-
gen mit einerlel RNadius,
die fich inD fhneiden; fo
witd W. A durd) AD
Balbirt, da nach §. 39
A ABD 22 ACD, affo
93. BAD — CAD.

4) Ginen Bogen AC
au balbiven.

Aufidfung. Man betradyteA als den Mittelpunttdes Kreifes,
und fuche wie vorher den Punft D fo ift nach §. 17 Ave. BE =EC.
5) Ginen redyten BWinkel in drei gleiche Theile 3u theilen.

Aufldofung. Man
befdhreibe aus dem Schei=
telpunt einen Bogen BC,
und fhneide diefen mit
demfelben Nadius aus C
in D und aus B in E;
fo find AD und AE die
beilungslinien. Denn
ABE wund DAC {ind
gleidhfeitige Dreiece, in
denen feder Winfel 60°,

folglith EAC = DAB = DAE =30° =+ %K.
6) Gine gegebene gevade inie AB ju balbiven.



Auflofung. Man
madhe aus den Gndpunt-
ten A und B mit einerlei
Radiug Bogen, die figh in
C und D, ober auch mit
verandertem Radiug folche,
die fih in B fchneiden, fo

~o, wird dic Gerade CD oder
g EC die gegebene in F bal-
“ biren. Denn AC = BC,
AD —=BD, €D = (D,
oberAC:BC,AE:BE,
EC=EC, folglidy A ACD
O BCD ph. AECQOBEC,
alfio W. ACF = BOF oder AEF — BEF und nun nad
§. 20 A ACF 22 BCF pder AEF &0 BEF, folglid)y AF — FB,
7) Sn einem gegebenen Punft C einer Geraben AB ¢in
Derpendifel 3u erviditen.

-

5
7
3
p

AL{:_*__ .M,,‘_L_‘; — = vl
o

————— . »

Auflofung. Man fhneide von dem gegebenen Puntt
aus auf beiden Seiten der Linie gleiche Stircke ab, CA =CE,
und befdhreibe aus A und E mit einerfei RNadiug Bogen, die fid) in
D fdyneidven; fo ift die Gerape CD fenfrecht auf AB. Denn g it

©. AC=EC, DA =DE, DC —D(
A ADCOEDC nady §. 39.
- W.DCA —DCE — 90°,
DC fenfrecht auf AB.

8) Bon einem Punft A auBerhalb ciner Geraden BC
ein. Perpendifel quf Diefelbe zu fallen.
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Auflofung.

A Man madye aus A

A einen Bogen, Dder

£ die Rinie in wei

e Punften D und E

AGE fchneidet, und aus

£ diefen mit einerfei

& N Radiug Bogen, die

E U0 fid) entweder auf

i derfelben oder auf

] £ der entgegengefess-

ten Seite tn einem

g der  Punfte F

fchneiden, fo ift die

Gerade durch A und F fenfrecht auf BC. Denn wie in Auf-

gabe 6 ift A DAF 2 EAF nach §. 39 und A DAG X
EAG nadhy §. 20, folglich 2. AGD = AGE = 90°.

9) Im Cndpunft einer Geraden ein Perpendifel ju er-

ridhten, obne diefelbe zu verfdngern.

v e Auflofung.
A Man befhreibe aus

. irgend einem Punt-

7 8. T aufedalt Der

P RinieCeinenHalb-
/ g‘ Vo Freis, Der durd) Den
et ¥ \ gegebenen Punft A
a < | gebt, und die Li-
| / nie nodhy in frgend
i / cinemandernPunt-

i te de)'neibet, 3'iebe
RE V4 aus  Diefem einen
e Durdymeffer BD u.

S R = von A nady D; fv

ift 2W. DAB__90° als Winkel im Halbtreife nady §. 36,
alfo DA fenfredyt auf BA.

10) An cinem Kreife eine Tangente u zichen, wenn
der Berithrungspuntt beftimmt ift
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Aufldfung. Man giehe cinen Radius nady dem gegebe-
nen Punkte, und evvidhte hier nady Aufgabe 9 ein Perpendifel.

11) Bon einem Punfte aufferharb des Kreifes cine an:
genfe 3u siehen.

Auflofung. Man
siehe von Dem gegebe:
nen Puntfe nad) dem
Mittelpunfte, AC,
Balbire diefe nach Nr.6

; o inD, und befdhreibe
\ \ aus D einen Kreis
\ | Yo durd) A und C, wel

W P dher Den gegebenen in

\ 5 e E und F {dhneidets

i eV fo find AE und AF

Fangenten und cin-

ander gleidh. Denn

98. CEA = CFA —90° nad) §. 36, 2. und A CEA X2 CFA
nad) §. 40, alfo AE = AF.

§. 43. Sind in ywei Dreiecen gwei Seifen beziehlidh
gleidh, die cingefhloffenen Winkel aber ungleidy; fo iff in
pemjenigen, in weldyem der grofere Winfel ift, audy die
pritfe Seite grofier als im andern. Umgebehre, wenn in gwei

E

=
DreiecFen ywei Seiten begiehlich gleich, die dritten aber un-
gleich finds fo ift in dem, weldyes Ddie grofere Seite Hat,
aud) der Gegenwinfel diefer Seite grofer, ald im anbern.
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Beweis. 1) It AB=DE, BC=EF, aber I]. ABC
> DEF; fo ift audy AC>DF. Denn madyt man W. ABG
=DEF und BG =EF =BC; {o ift A ABG 22 DEF, aljo
AG =DF. Ferner ift

W, BGC =BCG > ACG
., AGC > BGC > ACG

©. AC>AG odber AC > DF,

2) 3t AB=DE, BC=EF, aber AC>DF; fo ift
aud) . ABC grofer a8 DEF. Denn wdre diefes nidt,
fo mifte entweder ABC=DEF pder ABC < DEF fein.
Aber wenn ABC = DEF ware, fo mifite AC=DF, und
wenn ABC <UDEF wdre, fo mifite AC < DF, beided gegen
die Annabhme; folglid) bleibt nur ABC > DEF miglich.

§. 44. GCin Perpendifel vom Mittelpunft eines
Kreifes auf eine Sebhne halbivt diefelbe.

Beweis. Jieht man die Rabien CA und CB, fo ift
CA=CB, CD = CD, %. CDA = CDB, folglidh

A CDA 2 CDB nady §. 40.
AD — DB,

2) Diec Gerade vom Mittelpuntt auf die Mitte
ciner Sebhne fteht auf diefer fenfredht. Denn
CA=CB, AD—=DB, CD = CD,
folglich A CDA 22 CDB nady §. 39.
93. CDA = UDB = 90°,
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3) Das Perpendifel in dev Mitte Der @c[).ue gf[)t
purd) Den Mittelpuntt des Kreifes. Denn lage dicfer nicht
in der DC, fondern 3 B. in E, {o mifite auch ED feqfrefbt
auf AB fein, alfo . EDA = CDA = 90°, welches unmbghd;).

§. 45. Gine cingefdhriebene oder Figur im Kreife
ift cine folcpe, deven Seiten Sehnen, cine umg cfd)ricbf’ne
ober Figur um den Kreis aber eine foldhe, Deren Seiten
Sangenten find.

§. 46. Aufgaben.

1) Gines Kreifes Mittelpunkt u finden.

Auflbfung. Ift der Kreis vollftandig, fo iche man
cine Sehne, und durd) die Mitte derfelben cine 5mejte fent-
vecht; fo ift diefe Dev Durchmefjer und nur ju bhalbiven.

Xft nur ein Bogen gegeben, fo ziehe man gwei nidt
parallele Sehnen und halbive diefelben durdy Perpendifel, fo
ift ver Durdhfchnittdpuntt der letern der gefud)?e Mittelpuntt.

2) Um cin Dreied einen Kreid gu befdyreiben.

Aufldofung. Man fehe wie in Nr. 1 wei Seiten des
Dreiects als Sehnen an, fo iff der Durd)jdhnittspuntt der
Halbirungsperpendifel der Mittelpunft, die Cntfernung deffel-
ben von ciner Gefe Des Dreiectd dDer Radius des gefuchten Kreifes.

3) In einem Dreiedt einen Kreis yu befdhreiben.

B Auflofung. Man

/i balbire yweiBinfelnach

e §.42,3.,3.B. AundB,

fo ift Der Durdhichnitis-

A punft der Theilungsli-

: nien G der Mittelpuntt,

und einPerpendifel von

& Diefem auf eine Seite

o pes Dreieds GH der

e g o Radiud. Denn madht

G = A= 0 mon BK — BH umd

: sieht GK, fo iff &

R HBG o KBG _ nad)

§. 20, folgliy GK =

GH der Radiug und W. BKG = BHG = 90°, folgliy BC
und AB Zangenten.
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Gbenfo beweift fidy, daf AC eine Sangente ift.
4) Jn cinem Kreife ein Dreie u conftruiven, weldes
mit einem gegebenen gleiche Winfel bat.

Auflofung. It
Das Dreief ABD
und der Kreis um
C gegeben, fo 3iehe
man an lefterem
eine Sangente FG,
und fegge an E die
Winkel HEF —
BAD und IEG =
BDA an; fo ift
HIE das verfangte
B Dreted. Denn nach §. 37 ift
/\ 9®. HEF = BAD — HIE, 3.
: IEG = BDA = EHI, folglid

ol 2t HEIL — ABD.

7 \ 5) Gin reguldres Sedydec
in und um den Kreid ju con-
3 = ftruiven.

/ X Auflofung. Denft man
/ b d > p fih Den Kreid in fechs gleiche

Iheile getheilt; fo enthalt je-
der Bogen, alfo aud) jeder Winfel am Mittelpuntt 60°, alfo
aucy jeder Winfel an Der Sehne mit dem RNadius 60°. €3
bilbet alfo die Sehne mit den beiden Nadien ein gleichieiti-
ges Dreiec, ober die Seife des eingefdhricbenen reguldren
Sedhseds ift gleih dem Radiug. Man theile alfo die Peri-
pherie durd) Den Mabiug in 6 gleihe Theile, und verbinde
sum eingefchricbenen Sechdect die Theilungspuntte durch Seh-
nen; sum umgefcdhrichenen 3iche man an denfelben Tangenten.

@

LVon der Gleichheit der Figuren, indbefondere der
Dreiecke.

§. 47. Parallele Linien, alfo audy Perpen-
pifel ywifden Parallelen find einander gleid.



Beweis, It ABECD und AC £ BD und zicht man
AD, fo ift . BAD — ADC und ADB = DAC nad) §. 26, 3.
&. AD = AD

" A ABD 2 ACD
und ¥, ABD — ACD, fo wie BAC=BDC, ©. AB=CD.
Gin foldye vierfeitige Figur ABDC, in Der Die gegen-
v B Uiberliegenden Seifen pa-
AT P BRI Pl il deihe dd Pa-
[ He tallelogramm, die Ge-
/ . rade AD durd) jwei ge-
/ genitberliegende Gcfen eine
S Diagonale.

§. 48. Da nadh §. 47 bdie Diagonale das Parallelo-
gramm in gwei congruente Dreiecke theilt, o folgt hievaus:

1) in cinem Parallelogramm find die gegenitberliegenden
Seiten gleith s

2) audy die gegentiberliegenden Winfel find gleich;

3) ift cin Winfel vedyt, fo find alle vier vechte;

4) die beiden Diagonalen balbiven einanber.

§. 49. Man unterfheibet 4 Wrten von Parallelo-
grammen:

1) dag Duabdrat mit 4 gleiden Seiten und rvechten
Winfeln;

2) den Rhombus ober die RNaute mit 4 gleidhen
Seitenn und fchiefen Winfeln s

3) dag Redhtet, Rectangel oder Dblongum mit
2 und 2 gleidhen Seiten und rechten Winkeln;

4) dag Rhomboid mit 2 und 2 gleichen Seiten und
fchiefen LVdinfeln.

Aufer Parallelogrammen giebt ed nody Bievecke mit el
parallelen und wei nidyt parallelen Seiten, Trapezoide,
und foldhe, die gar feine pavaliclen Seiten Haben, Trapeye

§. 50. Denft man fich cin Dreiect oder ein Parallelo-
gramm auf einer feiner Seiten evvidhptet, fo nennt man die-
felbe Grundlinie, und im Oreied den Scheifel des Ge-
gemwinfeld, im Pavalelogramm aber jeden Punft der Gegen:
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feite den Giypfel; in beiden dag Perpendifel vom Gipfel
auf die Grundlinie die Hohe.

Parvallelogrammie, wie Sriangel, deven Grundlinien in
der einen, die Gipfel in der andern von jwei parallelen Linien
liegen, liegen gwifdhen cinerlei Parvallelen, und
haben, wic Dreiede, deven Grundlinien in ciner und derfelben
Geraden liegen und die einen gemeinfdhaftlichen Ginfel haben,
gleihe Hohe. S. §. 47 und §. 22.

§. 51. Parvallelogramme auf einerlei Grund-
linie oder auf gleichen Grunbdlinien und ywifden
cinerfei Pavallelen finb cinander gleich.

.

e
o p \
& \ \

A

\ 7 \

A L i s

B‘——*”‘*‘ H XK

Beweis. 1) &. AC::BD_EF, folglidy
AC 4+ CE=CE 4 EF odcr AE— CF

AB=(CD

BE=DF

A ABEXXCDF nady §. 39, folglich
A ABE — CEG=CDF — CEG oder
Frapeyoid ACGB=EGDF und
3u beiden addirt A BGD
ACDB—EBDF oder == AD=BF.
9) Sft HK =BD; fo ift

c3 AD =BF, BF —FH

== AD =FH.

§. 52. Parallelogramme von gleidher Grund-
linie und Hohe find einander gleid.

Beweis. It in den von cinander abgefondert gedach.
ten Parallclogrammen AD und FH Grundlinic BD = HK
und dag Perpendifel swifhen AC und BD gleid) dem ywi-
fdhen EF und HK; fo lege man die Parallelogramme auf
einanber, fo daf BD auf HK fallt, fo muf, wegen Gleich-
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Beit der Perpendifel, AC mit EF in einerlei Ridhtung (§. 7,
2. a.) liegen, alfo nach §. 51, 1. ™ AD=FH fein.

§. 53. Parallelogramme von gleidher Hohe
verhalten {id) ju einander wie ihre Grundlinien.

Beweis. Man theile die Grundlinien durd) ihr ge-
meinfames Mafi, die eine in m, die andere in n gleiche Theile,
und siehe durdy die Theilungdpunfte Parallelen mit der an-
pern Seite, fo wird dadurd) dasg eine in m, dDag anbdere in n
nachy §. 52 unter fih gleihe Sheile getheilt: folglich verhal-
ten fich die Parallelogramme wie m : n, ebenfo verbalten fich
pic Grundlinien wic m: n, alfo die Parallelogramme wie die
Grundlinien.

§. 4. Parallelogramme von gleicher Grund-
linie verbhalten fid) su einander wie ihre Hohen.

Beweis. Man theile die Hoben durd) ihr gemein-
fame$ Maf, die eine in m, die andere in n gleiche Theile,
und siche durd) die Theilungspuntte Pavallelen ju den Grund-
finien; fo witd cbenfalld Das eine in m, dag anbere in n un-
ter fich gleiche Sheile getheilt: folglicdy verbalten fich die Pa-
tallelogramme yie m: n, die Hobhen ebenfalld wie m: n, alfo
die Parallclogramme wie die Hihen.

§. 55. Parallelogramme iiberhaupt verhalten
fich 3u einander wie die Producte ausd Grundlinie
und Hobhe.

Beweis.
Gin Parallelogramm P habe die Grundlinie &, die Hobhe H,
" H’ ; p /C n " gl " " hy
man mache ein Dritted P mit der 5 G By =,

fo verhalt fiy P : P =H: h nad §. 54.
P:p = G: g nady §. 3.
P:.p — G oh

Beim Rechtect find gwei yufammenfiofende Seiten Grund-
linie und Hohe. Dabher verbalten fich RechtecFe 3u einander
wie dic Producte weier jufammenfiofenden Seiten.

§. 56. Sum Mafe der Flddhen braudht man das Dua-
prat. Gin Quadratfuff ift ein Duadrat, deflen Seite 1 Fuf
ift. Zheilt man swei Jufammenftofende Seiten, jede in 12
Soll, und aieht durch die Sheilungspuntte Pavallelen u den
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| Seiten des Duadrats, fo wird
ﬂ‘ diefed in 144 gleihe Iheile,
= Duadratsolle, getheilft. So hat
- ein Duadrat-Safdhen 9 Duadrat-
— Arfhin, ein Duadrat-Arfhin 256
F Duadrat-Wer{chodf.

L1l ©Soll bemnady der Flachen-
inbalt eines Paralelogramms be-
i ftimmt werden, fo neffe man die
‘L ki |'Grunbdlinie unb Hobhe mif einer-
[el Maf, und multiplicive die Jablen, die das Mafi angeben,
mit cinander. 3. 9B. die Grundlinie 4 Faden 3 Fuf = 31 Fu§,
die Hohe 2 Faden b Fuf = 19 Fuff, der Fladeninhalt Ded
Parallclogtamms 31 >< 19 = 589 Duadratfuff = 12 ;7O ua-
dratfaden.

Der Fladheninpalt eines Rechtects ift Dasg Product feiner
ywel Seiten. Daber verfteht man unter dem Product jweier
geraben Rinien ein RNechtedt, in weldyem die cine Grundlinie,
die andere Hobe ift, und nennt e dad Rechted unter foldhen Linien.

§. 57. Gin Oreiect laft fich su einem Parallelogramm
vollenden, wenn man zu pwei feiner Seiten Pavallelen ieht,
BD + AC und CD £ AB, ober wenn man aus C einen %ogcn mit
AB und aus B einen Bo-

e % /,,// gen mit AC madyt (§. 48,

/—' oA Szefeésl)araue[vgramm

o5 [ bat mit dem Dreiect gleiche

oo [ Grunbdlinie und Hohe, und

o [ witd durdy CB halbirt. Da

S [ alfo Dag Dreiect die Halfte

c‘/ ; );,, eines Parallelogramms von

gleicher  Grundlinie und

Hibe ift, fo gelten von ihm Ddiefelben §. 51 —56 bewiefenen
Sate:

1) ®reiecfe anf derfelben ober auf gleidhen Grundlinien

und wifdhen einerlei Pavallelen find gleid) grofi;

2) Oreiecte von gleidher Grundlinie und Hoke find

gleidhs

3
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3) Dreiecfe von gleicher Hihe verbalten fich gu einander
wie ihre Grundlinien; :

4) Dreiecfe von gleichen Grundlinien verbalten fih 3u
einander wie ihre Hobhen;

5) Dreiece iiberbaupt verhalten fidh wie die Producte
au$ Grundlinie und Hohe; :

6) der Fladheninbalt eines Dreiedd ift gleid) dem bal-
ben Product aug Grundlinie und Hobe.

7) Gin Dreied wird alfo einem Parallelogramm gleich
fein, wenn e8 mit Demfelben gleiche Grundlinie, aber die
Doppelte Hibhe, oder die gleide Hhe und die Doppelte Grund-
linie Hat. Umgebebre ift ein Parallelogramm einem Dreiect
gleich, wenn ¢8 von Demfelben Ddie gleihe Grundlinie und
pie halbe Hobhe, oder die halbe Grundlinie und die gleiche
$Hohe Hat.

§. 58. Gine Figur in cine andere perwandeln beift,
eine andere confiruiven, weldhe mit Dder gegebenen gleichen
Flacheninbalt Hat.

§. 59. Im
redhtwinfligen
Dreied ift Dasd
Duadrat auf
Der Hypotenufe
forgrof wie dic
Duadrate auf
Den beiden Ka-
theten 3ufam-
men. '

DBeweisd. ieht
man AD £BE, fo
witd dad Duadrat
auf der Hypotenufe
EC ober BC® in
swei Rechtece ge-
theilt, BD und DC,
. von  Denen fedes
pem anflofienden Katheten-Duadrat gleich ift. Denn
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2. EBA =90° 4 CBA
» FBC =90° 4 CBA
. EBA — FBC, &. EB—BC, BA = BF,
A EBA O FBC nady §. 20.

A EBA = cBD, weil fie cinetlei Grundlinie- BE
baben und gwifchen einerlei Pavallelen AD £ BE liegen;

A FBC = O FA ober 5 BA®, weil fic, einerlei
Grundlinie FB haben und gwifchen einerlel Parallelen AC £ FB
fiegen 5 folglidh 5 BD = BA®, alfo aud) BD —=BA®.

Gbenfo ift
A ACG SO BCH, ACG — - CD, BCH = AH—

folglih & CD — - AC* und €D = AC?,
folglich BD 4+ CD — BA® 4+ AC? pder BC?=BA® + AC?,

§. 60. Werden durd) einen Punft E der Diagonale
eines Paralle:

MGy o v
IngrammsPa-
vallelen guden
// Seiten gezo-
(/@ aen, fo bei-

fien die flei-
i S e i s 3 nenPaallelo-
= K gramme BE
und ED, ourd) welde die Diagonale nidyt gebt, die Gr-
ganyungen und {ind einander gleid.
Beweis. A ABC=ACD,
A AFE — AEK, A EHC=ECG
— BE—ED.

§. 61. Aufgaben.

1) Gin ®reiect in gleiche Theile gu theilen, fo daf Ddie
Fheilungslinien von einem Scheitelpuntte ausgehen.

Aufidfung. Man theile die dem beftimmeen Sdyeitel-
punfte gegeniiberliegende Seite in die beftimmte Anzabl glei-
dher Sheile, und 3iche nady den Theilungdpuntten, fo find
dic Theile gleich, weil fie gleidhe Grundlinien und nadhy §. 53
aud) gleiche Hihen haben.

J*
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2) Gin Dreied in gleihe Theile zu theilen, fo daf die
Sheilungslinien von einem Punft in einer Seite audgehen.
uflofung. Wan
theile Die Seite, in
weldyer Der  beftimmte
Punkt, 3. B. D legt,
in fo viel gleiche Theile,
al8 Dag Dreied bHaben
foll, 3. B. 3, 3iehe dann
von D nacdhy dem gegen-
iberliegenden  Sdheitel-
punfte DB und mit die-
: fer paralfel aus den Theil-
punften EF und GH, enbdlihy von D nac) den Cndpuntten
diefer Parallelen DF und DH; fo find Die verfangten Zheile
AFD — DFBH = DHC = ABC. ®Denn 3ieht man BE und
BG, fo ift A BEA —EBG = GBC = ABC.
Aber A FED = FEB nach §. 57, 1.5 folglich
FED + FEA —=FEB + FEA ober
A AFD —BEA = — ABC.
/A FDB — EBD, DBH = DBG, folglid
FDB 4 DBH — EBD + DBG obder
Qrape;. DFBH — EBG — - ABC.
/A HGD — HEB, folglich
HGD 4+ HGC =HGB 4 HGC pber
A DHC = GBC = 4? ABC.

3) Cin Dretet in
eine gewiffe Anzabl,
3 B. 3 gleihe Theile
su theilen, fo Daf die
Theilungslinien von
einem beftimmten
Puntte innerhalb ded
Dreiedds, D, aus-
geben.

Auflofung. Man
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siehe durd) Den gegebenen Punft AE, made EF gleich dem
fovielten Theile der BC, al8 das DreiedE Theile Haben foll,
bier BF = - BC, fo daf alfo A EAF =- ABC wird;
pann 3iehe man AG F DF und von D nach) G; fo ift

A DFG==DFA, qalfo DFG 4 DFE — DFA 4 DFE obder
EDG — EAF — 4 ABC.

Macht man nun GH=EG, fo witd auch
A GDH=EDG = - ABC.

Da aber dag Stitdd CMH {chon auferhalb degd Dreiects
ABC liegt, fo iche man HK£DC und von K nach) D3 fo
it A KHD =KHC, alfo KHD — KMH =KHC — KMH
oder DKM = CMH, folglic

A\ DKM + DMCG = CMH 4 DMCG obder
DKCG — GDH = — ABC, und bleibt alfo das Stid
KDEBA = 4 ABC iibrig.

| B 4) Gin VWieledf u verwan:
Deln in eine Figur, die eine
Seite weniger hat, ein n-Cc
\ in ein (n—1)=Cd.

Aufldfung. Manfhneide
eine Cde ab durd) die Dia-
gonale BD, ziche CE f BD,
big fie Die verldngerte Seite
FD in E trifft, und iche BE;
fo ift

4 /A BDE =BDC,

/A BDE — BDG = BDC — BDG ober

A DGE = BGC, folglidy

ABGDF + DGE = ABGDF +4 BGC ober

ABEF = ABCDF.

So 1aft fich jedes WielecE durd) Fortfepung diefes Vey-

fabrens big in ein Dvele, und diefed nad) §. 57, 7. in ein
RechteE verwandeln.
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5) Gin Qua-
[ drat u confirui-
x ven, welded Der
\, T Summe oder dem
1 Unterfchiede yweier
‘V A gegebener Duadra:
e te gleich ift.
\\ ‘ Er Auflofung.
el 1) Sind AB und
CD bdie Seiten der
gegebenen Duabdrate, o fepe man fie unter cinem rechten
Winfel an einander und ziehe die Hypotenufe; dann iff,
wenn CE —=AB, DE*= CD* 4+ AB>,
2) Man Halbire die grofere AB und madye darum einen
Halbbreis, in demfelben die Sehne AF =CD; fo ift
AB? = AF* + FB? folglid
FB? =— AB> — AF? = AB* — CD"”
6) Gin Parallelogramm in ein andered 3u verwandeln,
su weldyem eine Seite und ein Winkel gegeben find.

4 ¢c s
7 o s

S -.\.ﬂ\lB

A U ORI G l

Auflofung. Soll Parallelogramm AB in ein Redyt-
e mit der Grundlinie CD verwanbdelt werden; fo vers
langevre man EB um BF = CD, siehe durch F die GH  AE,
bi8 fie die verlangerte AL in G frifft, von G die Diagonale
GB, bi8 fie die verlangerte AE in K trifft, und durch K die
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KH £ EF, endliy BM und FN fenfrecht auf KH; fo ift
BN = BH nad) §. 51, 1.,
BH = AB nady §. 60,
folgliy BN — AB.

Bon der Achnlicheit der Figurven, indbefonbdeve Der
Dreiece.

§. 62. Figuren find apnlidh, wenn fie gleih viel in
perfelben Reibenfolge gleihe Winfel haben und die gleidy-
liegenden (d. h. gleiche Winkel einfchliefenden, oder gleichen
Winfeln gegenitberliegenden) Seiten proportionivt find.

§. 63. Wird in einem Dreied eine Linie paral-
lel mit eciner Seite gegogen, fo werden die bei-
den anbern Seiften proportionivt gefdnitten, und
swat finden fich, wenn die Abfchnitte Junachft dem Scheitel
die obern, die swifden den Parvallelen die untern genannt
werden, folgende Proportionen:

1) die obern Abfdhnitte verhalten fich su einander, wie
die untern,

2) die obern Ab{dhnitte wie die gangen Seiten,

3) die unfern wie die gangen Seiten,

4) ein oberer Abfdhnitt su feiner gangen Seite, wie die
Pavallele gur dritten Seite.

o Beweis. DE f AB,
folglih A DEA — DEB
/\ und A DEA 4+ DEC =
: DEB 4 DEC obder
= CEA == CDB.
S Ferner ift ein Perpen-

%
B pifel von B auf AC bdie
gemeinfchaftliche Hohe Dder
Dreiefe CDE, DAE und
CAE, fo wie ein Perpendifel von D auf CB die gemein-
meinfdhaftliche Hohe der Dreiete CED, EBD, CBD.

Daber nach §. 57, 3.

{
D)

;

Vs A
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1) A CDE : DAE=CD : DA,
A CDE : EBD =CE : EB,
A CDE : DAE = CDE : EBD, weil DAE —EBD,
CD : DA —CE : EB oder CD : CE — DA : EB.
2) A CDE : CAE=CD : CA,
A CDE : OBD =CE : CB,
A CDE : CAE — CDE : CBD, weil CAE = CBD
CD ;: CA=CE : CB ober CD : CE = CA : CB.
Lorher war CD : CE — DA : EB,
3) folglich auch) DA : EB = CA : CB.
4) 3ieht man EF £ CA, fo ift nadhy Nv. 3
CE : AF — CB : AB oder, da DE = AF,
CE : DE=CB : AB oder
CE : CB=ED : BA und
CD : CA—=DE : AB.
§. 64. Nady der GCrflarnng von der Wehnlichfeit der

Siguren §. 62 ift, wenn GH ; AC ift, .
A BGH ~ BAC, weil 8.GBH=ABCu.GB: BH=AB :BC

,, BGH=BAC ,BG: GH=BA : AC
» BHG=BCA ,BH: HG=BC: CA,
Nun (aft fidh aber zeigen, daf Dreiece fhon ahnlid

find, wenn nur drei von Ddiefen Bedingungen ftattfinden, daf

alfo Dann die drei iibrigen auch flattfinden; daf alfo Dreiecte
apnlich find:

1) wenn alle drei Winfel beziehlich gleich find;
2) wenn alle drei Seiten proportionivt find;

¥
B /\
/\\ / \_\
; s X
3 / S ,?1 ;"‘_*X
a¥
W

¥
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3) wenn wei Seiten proportionivt und die von diefen
eingefchlofjenen Winfel gleid) finds

4) wenn gwei Seiten proportionivt und die den grofe-
ven von beiden gegeniiberliegenden Winkel gleich find.

Beweis. 1) It :
. DEF = ABC, EDF =BAC, EFD =BCA, o made
man BG =ED und GH F AC, bdann ift

9. BGH —=BAC = EDF

GB =DE

9%. GBH = ABC — DEF

A GBHXDEF; BH=EF, GH = DF.

/A GBH ~ ABC

A DEF ~ ABC, ober da
BG: GH=BA : AC und BG : BH=BA : BC

DE: DF =BA : AC und DE : EF — AB : BC.
2) 3ft DE: EF = AB : BC, DE : DF = AB : AC, fo
mache man wieder BG = DE und GH £ AC,
dann ift GB : BH= AB : BC, obder ;
DE : BH — AB : BC und DE : EF — AB : BC
BH — EF
GB : GH=— AB : AC oder
DE:GH=AB : AC und DE: DF=AB: AC
GH = DF, folglich
A GBH XX DEF; 9. GBH = ABC — DEF
BGH — BAC = EDF
BHG — BCA — EFD.
A DEF ~ ABC.
3) 3ft DE : EF = AB : BC, 3. DEF = ABC, {o madje
man wieder GB=DE und GHF AC; dann ift
GB : BH = AB : BC oder DE : BH=AB : BC
nad) per Annabhme DE : EF = AB : BC
BH = EF, und da
98. GBH = ABC — DEF, GB — DE
A GBHXXDEF, GH=DF, 2. BGH = EDF = BAC,
BG:GH = BA : AC oder ED : DF =BA : AC
A DEF ~ ABC.

{4

J4lL
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4) 3ft DE : DF=AB : AC, DF >DE u.98. DEF=ABC;
fo madhe man wicder GB =DE und GH F AC, dann ift
GB: GH=AB : AC odert DE : GH=AB : AC,
nachy der Annahme DE : DF = AB : AC

GH=DF, und da
GB = DE, DF > DE und . GBH = ABC = DEF

A GBHXXDEF, BH — EF, 8. BGH = EDF = BAC

/A DEF ~ ABC.

§. 65. Sind vier gerade Linien proporfionirt,
fo ift dag Redhted unter dDen beiben duferen Glie-
pern gleich Dem unter Den beiden mifttlern, und find
3met Sted)tecfe gtetcf), fo verhalten {ich tbre Grunbd-

4 linien umgefehret
O el wie ithre Hohen.
E——F
RS & R Beweis. 1) Jjt
AB: CD—EF : GH;
¥ fo made man ein

I Redted KL aus
| KM —ABu ML—
KL o e GH und verlangere
Deffen Seiten KM um
MN=CD, und LM
(i umMO = EF; fo ift
=KL :LN=KM:MN=—=AB:CD
— ON:LN=MO : LM = EF : GH
nady der Ynnahme AB : CD = EF : GH

=KL : LN =O0ON: LN

— KL = ON.
Aug denfelben Proportionen folgt umgefehre: wenn
KL = ON, alfo
KL : LN=ON : LN, aud -
KM : MN=MO : LM.

§. 66. Sind drei gerabe Linien ftetig propor-
tionivt, fo ift Das Quadrat des mittleren Gliedes
gIetd) Dem éRed)tecf unter den beiden duferen; und
ift ein Quadrat einem Redyted gleid, fo iff Ddie
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Seite Ded Duadratd die mittlere Proportionale
ywifdhen Den beiden Seiten desd Redteds.

Man denfe fich in der Figur zu §. 66 CD=EF oder
MN=MO, alfo = ON al8 Duadrat, und beweife wie
vorher.

§. 67. JIm rvedtwinfligen Dreied iff Dad Per-
pendifel aus dem Sdyeitel des vedhten Winfeld auf
die @ppotenufe pie mittlere Proportionale ywifdhen

iy 9y Den beiden Ab{dhnit-
>k P ten Der lefiteren, und

ol \ die Kathete dDie mitt-

/ lere Proportionale
; <o \ swifden der gangen
/ ! @ppotenufe und dem
< D B anftofenden Ab{hnitt.
Beweis.
8. DAC = CAB, CDA — ACB, folglicy ACD = ABC,
folglich A ACD ~ ACB
98. CBD — ABC, CDB — BCA, folgliy DCB — CAB,
folglid) A BCD ~ ACB ~ ACD,
daher AD : DC=DC : DB
AB : AC =AC : AD
AB : BC = BC : BD.

Conftruirt man dag redytwinflige Dreiet im Halblreife,
fo ift die Hypotenufe der Durcdhmeffer, die Katheten Sehnen;
Dad8 Perpendifel von einem Punfte der Peripherie auf den
Durdymefjer Heiit Ordinate, die Ub{chnitte, die daffelbe auf
demt Durcdhmefier macht, Wbfciffen, und die obigen Sake
beiffen Dann:

1) die Ordinate ift die mittlere Proportionale Jwifdhen
den beiden Ubfciffen, oder Das Duadrat Der Drdinate ift
gleic) Dem RechtecE aus den beiden Abfcifien;

2) bdie Sebne ift die mittlere Proportionale zwifdyen
dem Durcdhmeffer und der anftofenden Abfcifle, oder das
Duadrat auf der Sebhne iff gleich dem Rechted aus dem
Durchmefier und der anftofenden Abfciffe.

Anmert. Diefer leste Sats giebt einen arithmetifchen
Beweid des Lebrfaged in §. 59, weldher von feinem Grfinder




44
Pythagotas (+ um 500 v. Ghr.) der Pythagordifhe Sap
odber audy wegen feiner TWidptigleit magister matheseos ge-
nannf wird.
AC? = AB < AD
CB:— AB < DB
AC* + CB*= AB (AD + DB) — AB™
Befonders haufig ift die avithmetifhe Anwendung Ddiefes
Sates, fo oft nimlidh aud swei beFannten Seiten ded rvecht-
winfligen Dreiedd die dritte gefunden werden foll. Ift 3 B.
eine der gleichen Seiten des gleichfdhentligen Dreiecs 50 Fug,
die Grundlinie = 30’, die Hohe=x, fo ift
x2=50?— 15*=2275
x =/ 2275 —47,6...

§. 68. Sdneiden Fwei
Sehnen fid) innerhalb Des
Kreifed, fo find ihre Ab-
fchnitte wiederfehrlich pro-
portionirt, oder Dag Redht-
et aud Den Abfchnitten Der
einen ift gleich Dem aus den
Abfdhnitten der andern. Ver-
cinigen fich aber Die wver-
langerten Sebhnen erft au-
ferbalb Des  Kreifes; fo
verhalten fich Ddie gangen
verlangerten Sebnen um-
gefehrt wie ibre duferen
Abfchnitte.

Beweis.

1) A AOD ~~ EOB, weil 3. AOD = EOB nad §. 14.
W. OAD = OEB und ODA = OBE nad §. 36, 1.

A0 : OD = OE : OB 0d. AO <X OB = OD < OE.
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2) A DEF ~ BAF, weil 33. DFE — BFA,
. FDE =FBA nadh §. 36, 1., alfo aud
9. DEF — BAF

DF : FE = BF : FA oder DF >< AF — BF >< EF.

_ §. 69. Die Tangente ift die mittlere Proportionale

gwifchen der gangen verlangerten Sehne und ihrem duferen
Abfdynitfe, oder dad Duabdrat auf der Tangente ift gleich
pem NRechtede aud der gangen verlingerten Sehne und ihrem
auperen Abfdynitt.

Beweis. A EFG ~ BGF, weil ¥W. EFG = GFB,
W. EGF = FBG nad) §. 37;
alfo auch) W. GEF = BGF

EF : FG =FG : FB ober FG*—=FB >< EF.

§. 70. Dasg RechteE aus den Diagonalen eined VieredEs
im Kreife (§.45) ift gleih den RechtecFen aus den gegeniiber-
ftebenden Seiten zufammen.

Beweis. Madht man . ECD = ACB; fo ift
A ECD ~BCA, weil 3. EDC=BAC nady §. 36, 1.
alfo auch W, DEC = ABC

ED : DC=AB : AC oder ED >< AC =DC >< AB.
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A BCE ~ ACD, weil . BCA 4+ ACE — DCE + ACE
oder 38, BCE =— ACD

» CBE=CAD nad) §. 36, 1
alfo audy , BEC — ADC

EB : BC = AD : AC ober EB < AC = BC >< AD

ED > AC + EB > AC =DC < AB + BC > AD
oder (ED + EB)>< AC =DC < AB + BC >< AD
ober BD >< AC =DC 3< AB + BC < AD.

§. 71. UAufgaben.
L) Gine gerade finie nach) einem gegebenen Verhaltnip
ober in cine beliebige Anzahl gleicher Theile ju theilen.
Aufldfung. An
*‘L‘*\* *‘G’ E \B die ju theilende AB
B \ \ fese man unter belie-
e 4 \ A bigem Winfel eine
o andere AC an, trage
oy v auf Diefe von A aus
e v Die gegebenen Der-
E >\ béltniflinien auf, ober
v fo viel gleide Stirce
% a8 AB  befommen
foll, ieche vom lehten Zheilpunfte C nach B und mit CB
Parallelen qus den itbrigen, EF + GD + BC; fo verbilt fich
AG : GF : FB—AD : DE : EC,
oder wenn AD =DE=EC, fo ift auch
AG—GF =FB nad §. 63.
2) Gin Redytedt in ein Duabrat ju vermandeln.

Auflofung. 1) Nad) §. 67, 1. verldngere man bdie
Geite AB Des gegebenen HRechtecs um BF — BD,
befdyreibe tiber AF einen Dalbfreid und verfangere
BD bi8 gur Peripherie; fo ift

BE? = AB ><BF — — AD.

2) Nadhy §. 67, 2. fdhneide man von AB die BG—=BD
ab, befdhreibe tiber AB einen Halbfreis und ervichte
in G das Perpendifel GH; fo ift

BH® = AB > BG — = AD.
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3) Nad) §. 69 fdhneide man auf AB die BG = BD
ab, befdyreibe iiber Der Sehne AG einen beliebi-
gen Kreid, 3 B. aug C, und iehe die Tangente
BK; fo ift BK*= AB > GB = — AD.

§- 72. Regulare Polpgone von gleidhoiel Seiten find

einander hnlich, weil in jedem jeder Winfel — =2 180

n
alfo alle einander gleic) find, und alle Seiten, al$ in jedem
gleidy, einerlei Verbaltniff ju einander Haben.

§. 73. Die Gumme aller Seiten eciner geradlinigen
Figur Beifit der Umfang oder Pevimeter foldher Figur.
Figuren, welde gleiden Umfang Haben, bheiffen ifoperi-
metrifde Figuren. Wenn die drei Seiten eines Dreieckd
18, 12’ und 10’ find, eine Sceite cines ifoperimetrifthen Pa-
rallefogramms 15’ ift, wie grof ift die andere? Untw. 5.

§. 74. Die Perimeter ahnlicdher Dreiede ver-
balten fidh wie wei gleidhliegende Seiten, Ddie
Dreiecte felbft, 0. b. ihre Fladen, wie die Duadrate
foldyer Seiten.

Beweis. 1) It A ABC ~ DEF,
fo ifft AC : AB =DF : DE
(AC + AB) : (DF + DE) == AC : DF
AC : DF=BC : EF
(AC + AB) : (DF + DE)=BC : EF
(AC + AB +BC) : (DF +DE 4+ EF)=BC:EF —AC : DF.
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2) Bieht man die Hoben BG und EH, vollendet bie
Parallelogramme AK und DL, und ervichtet auf AC und
DF bdie Quadrate AM und DN; fo iff & ABG ~ DEH,
weil 98. BAG = EDH, BGA = EHD, alfo auc) ABG =DEH,

GB : AB—HE : DE,
AB : AC—=ED : DF,
folglih GB : AC=HE : DF.
Ferner ift
= AK : AM=BG : MC=BG : AC
—= DL : DN =—=EH : NF —EH : DF
= AK : AM=DL : DN obder AK : DL =AM : DN
1 AK:1DL=—AM : DN
oder A ABC: DEF = AC® :DF”,

§. 75. Die Perimeter dhnlidher Polpgone ver-
halten fich wie ywei gleidhliegende Seifen oder Dia-
gonalen, die Polpgone felbff wie die Duadrate
foldher Seiten oder Diago-
nalen.

Beweis. Durd) gleichliegende
Diagonalen werden ahnliche Po-
Ipgone in ahnlidhe Dreiece ge-
theilt. Denn W. ABC = AFG,
AB : BC=AF : FG, folgl. aud
AC : AB—=AG: AF, B BCA=
FGA, BCD—BCA—FGH—FGA
oder ACD — AGH.
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BC : C(D=FG : GH, BC : AC=FG : AG

AC : CD=AG: GH und A ACD ~ AGH.

Auf gleiche Weife 1ot fich eigen, daf A ADE ~ AHK
u. f. w., und durch Addbition der Proportionen wie in §. 74:
(AB+BC+ CD + DE+ BEA): (AF 4 F6 + GH+HK+KA)
= AB : AF und ABCDE : AFGHK — AB”* : AF™.

§. 76. Zheilt man die Peripherien weier Kreife in
gleichviel gleiche Theile und ieht die Sehnen, fo werden
die dadurdy gebilbeten Polpgone veguldr und &hnlich fein.
Theilt man 3. B. die Kreife durch fenfredyte Durdymefer in
4 gleiche Theile, fo find die eingefdhricbenen Figuren dhnliche
Duadrate. Halbirt man wieder jeben Vogen und jieht die
Sebnen, fo entftehen ahnliche 8-Ccde, aus diefen auf gleicdhe
Weife ahnlide 16-Ccde, 32-Cce u. f. w. Cndlich aber wer-
den die Bogen fo flein werden, daf fie von den Sehnen
nicht mebr su unterfdeiden find, fondern mit diefen ufam-
menfallen, fo Daf alfo die Kreife felbff al$ vegulire und da-
her abnliche Polpgone angefehen werden Fonnen. Folglich
werden i) nad) §. 75 die Peripherien verbalfen, wie die
Durdhymeffer, weldes gleichliegende Diagonalen find, alfo
aud) wie die RNadien, und die Kreife felbft wie die Duabdrate
der Radien.

§. 77. UAufgabe. Ausg der Seite Ded eingefdhricbenen
Polpgong die Ded umgefchricbenen von ebenfoviel Seiten Fu
berechnen.

Auflofung. IftAB (f.folg. S.) die Seite ded emgefd)mebe
nen Polygons gegeben = a, der Nadius des Kreifed=r, die ge-
fuchte Seite Des umgefcbriebenen Polygons DE =x; fo ift

AG=—1a, DF = x und A DFG ~ AGC

DF : FC = AG : GC ober 5 x : r-———a : GC
GC?=AC* — AG*=1*— -2’
GO=y/r' — a":% V4ar*—a’ alfo

1 S VAr—a=a:J/ir—a

P

7X:1’=—2—
2 ra 2ray/4r—a
X~ \/4:1.1__3 &g 4]2 a2
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& Beifpiel. Der Gte Theil
/ der Peripperie it = 60°,
folglich bilbet die Seite Des ein-
gefdhriebenen regularen Sechs-
ecf8 mit Den RNabien aus ih-
ven Gndpunften ein gleidyfei-
tiges Dreie, oder die Seite
foldhes Sechdes ift gleich
.+ Dem Rabdius.

e Sepst man demnagh, um

0 bdie Polygonfeite in Theilen
pes Radiug auszudriiden, r=1; fo ift aud) a=1 und
x=7%=?l£,§=1,154 ... in Theilen ded Radius.

§. 78. Aufgabe. Aus Der gegebenen Seite eine ein-
gefchriebenen Polpgons die ded eingefchriebenen vou Ddoppelt
fo viel Seiten gu finden.

Auflofung. It wicder die gegebene Seite des einge-
fdhricbenen Polygons AB=a, ber Radiug=r, dic Seite
ves cingefhricbenen Polhgons von Ddoppelt fo viel Seiten
AF =y; fo ift
AF? — AG® 4+ FG* ober y* = -2’ + FG’

FG=r — GC
GC*=AC*— AG’ =1’ — fTa2
GC =’ -—.z’i_a‘==_;_\/4r‘—a‘
FG=r——%—f4r2—a’, ’
FG2==r2—-r\/m+r2——1—a2:2r“—— %u‘z—r\/fr‘—‘_——a:
y—=1a+2r— —Z—aner

=2r’—ry4r’—a’

y =‘/2r’— yir—
Beifpiel. Die Seite des cingefdhriebenen regulirven
Sedysects a—r =1, folglih die Seite ded eingefchricbenen

reguldren Swilfeds y=v 2—y3=0,516... in Theilen
pes Nabdius.
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§. 79. Der Umfang Ded eingefdhricbenen Sechsects ift
fleiner, Der Ded umgefdyricbenen grofer al8 Ddie Kreidlinie,
wie foldhes bei allen ein- und umgefdhriebenen Polpgonen der
Fall ift.  Deshalb nennt man Ddie Perimeter eined ein-
und eined umgefdhriebenen Polpgons von gleidyviel Seiten
die Grengen der Peripherie. WUber nach §. 35 iff der Peri-
mefer des eingefdyriebenen Jwolfeds grofer ald Der Ded ein-
gefhriebenen Sechdectd , Der Des umgefdhricbenen SBroodlfecs
Fleiner al8 Der Des umgefchricbenen Sedygecs. Bei fort-
gefetster Berdoppelung der Seitengahl werden alfo die Um-
fange der eingefdhricbenen Polpgone itmmer grofer, die Dder
umgefdhricbenen immer Fleiner, oder die Grengen der Peri-
pherie vifen immer nabher jufammen, bié fie endlich gany
mit derfelben jufammenfallen werden. So ift
0. Seitedesreg. eingefchr. Gedfs=1, 0. Perimeter=~6,

e B ondst vmaddisicnik =gl ke mmdd =6,924...
mien sty ongelibn. 12ed8 =0,516.+5 ne =6,192...
woon o umgefdr. g =0,534..,, =6,408...

Sept man die Redhnung nach §. 77 und 78 fort; fo ﬁnbet
man den Perimeter ded cingefchriebenen 768ecs — 6,2831 ..

., umgefdyricbenen -_6283]
fo[ghd) 1& btefe Sabl auch die Lange der Peripherie in Sbet
len Ded RNadiug ausgedrickt.

G8 verhalt fih demnad) der Radius sur Peripherie wie
1:6,2831... ober Der Durchmefjer yur Peripherie=1:3,1415..

Diefe Sabhl ift von Ludolpl v. Ceulen (+1610) nvd) xvei=
ter, namlich) 1 : 3,141592653589 ... beredhynet, und wird des-
balb Die Lubdolph’iche Sahl genannt, gewdbhnlich aber mit =
begeichnet.

Archimeded (+ 210 v. Chr.) foll
Durdymeffers sur Peripherie 7 : 22 beftimme Haben; Metius,
im Unfange des 17ten Jahrhunderts , fand e8 113 : 355.
LVermwandelt man beide Yusdriie in Decimalbriche; o ift
die Archimedifche Bahl 3,142.. {hon um 0,001.. 3u grof,
die Metifdhe 3,1415929 nur um 00000003 su grof, alfo
fiir dle meiften Beredhnungen [)mretd)enb ticdhtig, und leicht
su bebalten. Ift demnadh) der Durcymeffer eined Kreifes ge-
geben, fo finbet man die ‘Dertpbme, wenn man den Durdh-

4*
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meffer mit 355 multiplicict und mit 113 dividirt. Umge-
Febrt findet man den Durdhymeffer, wenn man die Peripherie
mit 113 mulfiplicivt und mit 355 bividirt. Diefe Bered)-
nung nennt man die Nectification der Kreislinie; der
aligemeine Yusdruct fiir diefelbe iff 2r 7.

Wie grof ift ein Bogen von H6°, wenn der Radiug
5 Joll ift ?

Antw. 4,88.. Joll.

Wie grof ift der Nadiug eines Kreifed, deffen Bogen
von 47° 12' =238 Joll ift?

Untw. 4,6.. Joll.

§. 80. Denft man fih den Kreid Ddurch) unzdphlig viele
Radien in fo Fleine Sectoren getheilt, daf die Bogen als ge-
vade Qinien angefehen werden Fonmen; fo find die Sectoren
alg Oreiefe 3u betradten, deren Grundlinien die Vogen,
die gemeinfchaftlihen Hohen die Radien find. Daber iff der
SInbalt des gangen Kreifes dem eined Dreiedd gleich, deffen
Grundlinie die Peripherie, die Hohe dDer Radius iff, alfo
—_—%rxf!_rnzrzn.

Die Beredhnung der Kreisflade nennt man die Dua-
dratur Ded Kreifes.

§. 81. Aufgaben.

1) Den Fladyeninbalt cined Srapeyoids su berechnen.
_E = Yufidfung. Man
o / meffe die beiden parallelen

Ty Seiten AB und CD, fo wie

ihren Abftand AE yon cin-

T Y ander, und multiplicive die
_balbe Summe Der,Parallelen mit dem Perpendifel. Denn
A ACB = AB < AE

A CBD = CD><AE
ACB + CBD == 5 (AB + (D) 5< AE.

2) Den Flaceninhalt eines regularen Polygons u be-
rechnen.

Aufldfung. Um fedes reguldre Polpgon (&t fich cin
Kreis befdhreiben, deflen Mittelpuntt der Durchfchnittspuntt
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sweier Perpendifel aus den Mittelpunten gweier Seiten ift.
Dabher 1aft fidh die Figur durd) Linien aug den Ccen nadh
pem Mittelpuntte in fo viel Dreiede theilen, ald fie Seiten
bat; Der Inbalt eined jeden ift das halbe Product aus der
Polygonfeite mit ihrem Abftande yom Mittelpunkte, weldyes
mit der Angahl der Polygonfeiten multiplicive den Flachen-
inhalt Des gangen Polpgons giebt.

3) Den Fladheninbalt eines irreguldren Polpgons ju
beredynen.
i e ARG .4 L Yuflofung. Man

: f i theile Dag Polpgon durd)

} i Diagonalen in Dreiecke
g 8 | und meffe von jedem Ddie
/ i Grundlinie und dieHobe,
; ' beredhne die Dreiecte und
' madjeihre Summe. Oder
man lege ein Nedytect
s : um dag ju meffende Po-=
M ml e ‘ot Ipgon, meffe deffen Sei-
ten und Die Abftande Derfelben von den Ecen des Polpgons,
berechne die Stitcfe, welche nicht su diefem gehoren, und fub-
trabive fie vom Rechtect. ©8 ift KNBA — - (KA +NB). KN,
NCB = 4 NB><NC, DLE = 4 DL < LE,
EFM — + FM > EM, OGF = OF x< 06,
AGOH = - (AH 4 60). HO.

Alfo der Flacdheninbalt ded Polygons

1 KN >< KA 4 KC >< NB + DL >< LE

HM X LM — - { + FM >< EM + FH>< GO 4 AH><HO}*

4) Den Inbalt eines Kreigausidhnittes aus dem Radius
und dem Winfel am Mittelpunft su berechnen.

Q[uf[bfung. ft der Radius r, der Winfel am Mit-

telpunft n°, fo verhalt fich bcr @ector 3um Kreife, wie Der
Wintel beé Sectors yu 360°, 2n=n°:360° alfo
n, r’n
360 °
5) Den Inbalt cines Segments ju bevechnen.
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Auflofung. Man beredhne den Sector auf demfelben
Bogen und das DreiecE; fo giebt ihr Unterfdhied den Inbalt
Des Segments.

6) Den Inhalt eines Ringes zwifchen 3met concentri=
fhen Kreifen ju berechnen.

Aufidfung. Ift der RNabdiug ded aufern Kreifes R,
ber Des Eleinern r, fo ift Der Flacheninbalt Des Stmqes

= R*zn—r’zn
—= @R — 1)z
=@R4+71). (R—rx)z
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Bweiter Theil der Geometrie

ober Sterveomettrie.

§. 82. Dic Stereometrie handelt von der Mefjung
berjenigen raumlidhen Grofen, die nidht mehr in einer und
perfelben Gbene liegen, alfo der Korper.

A. Qon der BVerbindung der Gbene mit der gevaden
Linte.

§. 83. Die Rage ciner Ebhene wird beftimmt:

1) durd) Drei nicht in gevader Rinie liegende Punkte;
2) durdy eine gerade Linie und einen Punft aufer ihr;
3) durd) ywei fid) fhneidende gerade Linien;

4) durd) ywei parallele Linien.

§. 84. Gine gerade Rinie in der Ehene ift eine foldye,
die mit allen ihren Punften in der Gbene liegt; eine Gerabde
auf der Gbene cine folde, die nur einen Punft mit der
Gbene gemein hat. Diefer Punft heift der Treffpuntt.

4 §. 85. Gin Perpendifel auf
per Gbene ift die gerade Linie,
“yE  weldhe auf allen in der Gbene durdh

pen Treffpunft gezogenen perpen:
difuldr ftebt. It eine foldye Linie
aber auf zweien i) fhneidenden in
der Gbene fenfrecht; fo ift fie e
@ qud) auf allen andern durd) Dden
Sreffpunft geogenen.
N Beweis. Ift AK auf der
@  Gbene Des Papiers fenfrecht auf BC
und DE in der Gbene, fo ift fie 8
aud) auf feder dritten FG. Denn
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madht man KB=KC, KD =KE, jicht BD, EC und von
A auf die Gbene nach) B, F, D, C, G, E; fo ift

A BED 22 EKC nad §. 20.
BD — CE, 28. KBD — KCE

A KBF 22 KCG nady §. 38.

A AKB 22 AKC nady §. 20.

: D) g ot i R AR 2= AC
A ARD 22 AKE nath §. 20.
3) . . . fADEME
A ABD X ACE,

folglid) 2. ABD = ACE ober ABF = ACG; vorher war
AB — AC und BF=CG

A ABFXOACG u. AF=AG.

Hievaus und aus 1. nebft AK = AK folgt 2 AKF 0 AKG
W, AKF = AKG = 90°.

§. 86. Bwei Cbenen {chneiden einander in einer gera-
ben finie, weil diefe beiden gemeinfdhaftlich fein muf und
fih, wenn fie Frumm ware, fiber die eine oder die andere der
Gbenen erheben muifte.

§. 87. Wenn eine gerade Linie’ auf dreien, die fich in
einem Punfte durcdhfchneiden, in diefem Punfte fenfrecht ftebt,
fo legen jene drei gevraden Linien in einer Gbene.

A Beweis. Ift AH fent-
‘ recht auf BC, DE und FG

\ ot in  ihrem  Durdfnitts-
‘\ / punfte H; fo fann man
il \ burc) 3wei Dderfelben, 3. B.

Sy S e e P ¢ BH und DH eine Gbene
H legen.  fage nun FH nidht

in Derfelben Gbene, und legte
\ man durdh) AH und FH eine

5% ¢ Gbene, AFH, fo miifite diefe

dieCbeneBHD in einer Geraden, 3. B. KHbdurd)fchneiden und nach
§.85 AH auf KH fenfrecht, alfo 8. FHA = KHA — 90° fein,
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weldhes unmdglich ift; folglich muf FH mit BH und DH in

einer Cbene liegen.

£ o §. 88. Bwei Perpendifel auf einer
! Gbene find parallef, und ijt von ywei Pa-
1‘\ vallelen auf einer Gbene Die eine fent-
& recht, fo ift e8 aud) Die andere.
| E Beweis. 1) Sind AB und CD
| auf der Gbene deg Papiers fenfrecht, fo

| verbinde man ihre Treffpuntte durdy) BD,

Bl oy giche in Dev Gbene DE fenfred)t auf BD,
" made DE = AB und jiche AD und AE

auf, BE in ber Gbene; fo iff

A ABD @2 EDB nady §. 20, folglidh

o4 AD = BE

DE — AB
E AE — AE

A ADE S ABE und 8. ADE — ABE = 90°,

Nun ift ED fenfrecht auf BD, AD und CD, folglid)
liegen Diefe dret Rinen in einer Gbenes in derfelben Cbene
ABD liegt audy AB, und da fowohl AB al8 CD auf BD
fenfrecht find, fo iff ABF CD.

2) 3ft AB £ CD und AB perpendifuldr auf der Gbene
pes Papicrs; fo {hlieffe man, nachdem W. ADE = 90° be-
wiefen: CD und AB, alfo audy AD und BD in einer und
perfelben Gbene; ED fenfrecht auf BD und AD, alfo aud
auf CD; CD fenfrecht auf BD und DE, alfo aud) auf der
Gbene Des Papiers.

¢ §. 89. Swei gerade Rinien, die mit
4 g ciner Dritten, nidht in Derfelben Gbene
liegenden , parvallel find, find einander
parallel.
> Beweis. It ABFCD und
N EF £ CD, fo jiche man DB und DF

G fenfrecht auf CD und Jege durd) Diefe
beiden Perpendifel die Ebene BDF; fo
B ] find nady §. 88, 2. audy AB und EF

F  fentrecht auf diefer Cbene, weil CD ¢
ift, und nady §. 88, 1. unter einander parallel.
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e §. 90. Swei Winfel in ver-

AQE fchiedenen Cbenen, deven Schenfel be-

! .\ sieblid) pavallel find, find ecinander
=@ gleidh.

: Beweis. €3 fei AB f ED,
: AC £ EF; man mace AB = ED,
i AC =EF und jiche AE, BD und
t CF, fo ift :

~,\\|‘F
weil AB = und § ED, auhBD = und § AE
yw AC= , +EF , CF = und f AE
BD — und + CF
BC = DF,
folglih A ABC 2 EDF nady §. 39.
98. BAC = DEF.
§. 9. Aufgabe. Aus cinem Punft aufierhalb einer
Gbene cin Perpendifel auf diefelbe su fallen.
Aufidfung. Man ziehe

von A, aufierbalb der Gbene,

. AB beliebig auf bdiefelbe, dann
\ in der Gbene CD fenfrecdh)t auf

AB, BE fenfrecht auf CD und

AE fenfredyt auf BE; fo ift AE

BY | E perpendifuldr auf der Gbene.

Denn sieht man nod) in der

\\ Cbene EF parallel CD; fo ift
\ \ 2. DBA=DBE=90°, folg-

\ lich BD fenfrecht auf der Ghene

= ABE, alfo aud) EF (weil $ BD),

folglich 2. FEA__FEB—90° unb ba nun AE fentredyt
auf BE und EF, fo ift fie fenfred)t auf der Gbene, in der
BE und EF Iiegen.

§. 92. Uufgabe. In einem gegebenen Punft einer
Cbene ein Perpendifel su erridyten.

Aufldfung. Man falle aug einem belicbigen Punft
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nach §- 91 ein Perpendifel auf die Cbene, lege durch diefes
und den gegebenen Punft eine Ebene und jiehe in diefer aus
dem gegebenen Punft eine SJ)araIIeIe su dem Perpendifels fo
ift aud) diefe nach) §. 88, 2. perpendifuldr auf der Ebene.

§. 93. Steht eine gerabe Linie fchief auf einer Cbenes
fo ift Der Winkel, den fie mit der Verbindungslinie ywifden
ihprem und dem Zreffpunfte eined Perpendifeld aus einem
ihrer Puntte auf die Gbene bildet, Der Efleinfte unter allen,
die fie mit irgend we[d)en Geraden
burdy ibhren Zreffpunft in der Cbene
bildet.

Beweis. €8 fei AB {dief, AC
fenfrecht auf Der Cbene Ded Papiers.
Man verbinde ihre Treffpunfte durd
i BC und jiche beliebig in der Cbene BD;
-+ fo ift W. ABC < ABD. Denn madcyt
2 man BD = BC und zieht CD und AD;
fo ift . ACD =90°, alfo AD> CD
nadh §. 34; BD=BC; AB—AB, folg-
lich W. ABD > ABC nad §. 43 2,

Diefer flemfte Winfel beifit Dev %etgungémmfel Der
fchiefen Linie gegen bie Gbene.

B. Von der Werbindbung der Cbenen mit einander.

§. 94. Parallele Ebenen nennt man foId)e die noch o
weit audgedehnt i 1" & nie vereinigen, und zwei Ebenen find
parallel, wenn eine ge-
rade Linie auf beiden
sugleid) perpendifular
ift.

Beweis (apagog.).
Ware AB auf beiden
Gbenen DE und FG
fenfrecht und fie wer-
einigten fih irgendwo
in DF, {o miifite, wenn
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man von einem Punfte der Durdyfdhnittdlinie C nadh den
Sreffpunften des Perpendifels A und B 3dge, ein Dreied
CAB mit ywei recyten Winfeln entfiehen, weldyes unmoglid ift.

Aufgabe. Durd) einen gegebenen Puntt eine mit einer
gegebenen Gbene pavallele Gbene gu legen.

Aufrdfuung. Man falle von dem gegebenen Puntt
¢in Perpendifel auf die gegebene Gbene, lege durd) den geges
benen Punft zwei Perpendifel auf jencs Perpendifel und
purdy diefe cine Gbene; fo ift diefe der gegebenen parallel.

§. 95. Die Durchichnittslinien pweier patallelen Ebenen
mit einer dritten Gbene find parallel.

4

i —
] -

B » :
Beweis (apagog). Werden die pavallelen Chenen AB
und CD von der Gbene EF in BG und DH gefdynitten, und
diefe Linien waven nidyf pavallel, fondern Fimen irgendwo
sufammen, fo miifiten die Gbenen, in Denen fie liegen, aud
Dafelbft zufammentommen, Fonnten alfo nicht parallel fein.
§. 96. TWenn gwei Cbenen, AB und CM, fid) in DB
A




61

fdhneiben, fo bilden fie einen Flachenwinfel ADBC, weldyer
von einem Winfel EFG gemeflen wird, den die Perpendifel
EF und GF in den Gbhenen auf der Durdyfdnittslinie DB
in einerfei Punft derfelben bilden. Diefer Winfel Beifit der
Neigungdwinfel der beiden Gbenen und ift iberall Der-
felbe, in weldyem Punft der DB er aud) confiruivt werde.

Ift der Neigungdwinkel ein vedhter, fo find die Chenen
auf einander perpendifuldr.

§. 97. 3t cine gevadbe Linie auf einer Cbene perpen-
difular, fo ift jebe durch Ddiefe Linie entlang gelegte Gbene
auf jener perpendifuldr. Denn da dag Perpendifel mit allen
in Der Gbene durch Den Treffpuntt gesogenen Gevaden vechte
Winkel bildet, fo fteht e8 fowohl auf der Durchfdhnittslinie
beiber Gbenen fenfrecdht, ald8 aud) auf dem andern Schenfel
pe8 Neigungdwinfels, weldyer fonady ein vedyter iff.

§. 98. Dic Gbene bded8 Neigungdwinfeld weier fidh
fdhneidenden Cbenen fteht fenfrecht auf diefen beiden, fo wie
diefe auf jener. Denn die Durchfdnittslinie fleht fenfrecd)t
auf den Schenfeln des Neigungswinfeld, alfo auf der Chene
deffelben, alfo aud) die beiden durcdy die Durd)fdhnittslinie
gelegten Gbenen.

§. 99. Wenn wenigftend drei Cbenen in einem Punft
sufammenftofen, fo bilden fie eine Edrperliche Ccfe; die
Durdyfdynittslinien der Cbenen Yeiffen Kanten ober Seiten.
Se nachdem eine Ecfe von drei, wier, fiinf u. f. w. Cbenen
aebildet wird, beift fie eine drei-, vier=, finf- u. f. w. fei-
tige Gfe.

Werden fammtliche, eine Ccfe formivende Cbenen von
einer Gbene gefdhnitten, fo wird die Durdyfdnittsfigur ein
fovielfeitiges Polpgon, alg die Ede Seiten hat.

§. 100. Swei Gcen, von gleidyoiel in derfelben Reihen-
folge gleichen, gegeneinander gleich geneigten Winfelebenen
gebildet, fonnen in cinanber gefchoben werden, find alfo con-
gruent.

§. 101. Bon drei eine Cce formirenden Winfeln find
ftetd awei sufammen grofer al8 der Dritte.
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Q Beweis. Von Dden Drei
in A jufammenftofenden Win-

i feln fei CAD > BAD > CAB.

ey \E Man mache IW. DAE=BAD,

/,/ i \ den Schenfel AE = der Kante

// \ AB und lege durd) Die Drei
A \ Punfte B, D und E cine Chene,

2k 5 \ weldye die Kante AC in C
N& \ fehneidet; fo ift
SRE s A DAEXDAB nad) §. 20,

b et aljo DE—DB
\\\ &.DB+BC>DC nadh §. 35, 1.
N\ &.BC>CE, folgl. ba AB=AE
2 AC=AC
9. CAB > CAB na® §. 43, 2.
9%. CAB + BAD > CAE + EAD
> CAD.

§. 102. Drei oder mehr eine Ece formivende Winfel
find sufammen Eleiner af8 vier vechte Winfel.

Beweis. Wird die Gcfe von n Winfeln gebildet, fo
ift, wenn man alle Seiten mit einer Gbene, wie DAC,
fdhneidet, die Durdyfdhnittdfigur ein n G, in weldem bdie
Winkel gufammen 2nR— 4 R. betragen. Jede Gefe mit der
Durdfdnittsfigur, B, ift dreifeitig, und 8 find Die ywei Winfel
auf der Durdyfdhnittsebene ABC+ABD >CBD, al$ der Linfel
in der Durdfdnittsebene, alfo alle Winkel auf der Durd-
fdhnittsebene gufammen grofer ald die Der Durdyfdhnittsfigur,
grdfer als 2nR —4R. Nun betragen aber fene Winfel
auf der Durchfdhnittdebene mit Denen an der fraglidhen Ccfe
sufammen, afg die Winfel von n:Dreiecken, 2nR.; folglich
mitffen die an der Gcfe weniger al8 4 R. betragen, da jene
mehr al8 2nR — 4R, ausmadyen.

C. Bon den Korpern.

§. 103. Sur alfeitigen Begrengung cines Kdvpers ge-
poren wenigftens vier Gbenen. €8 fann aber auch ein Korper
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von einer eingigen Frummen Fladhe begrenst werden, wie die
Kugel, oder von Frummen Fladhen und Cbenen zugleich. Die
begrengenden Gbenen Fonnen gerablinige Figuren oder Kreife
fein. Sammtlidye einen Korper einfdhliefende Flachen bilden
feine Oberflade. Diejenige, auf welher man fih den
Korper conflruivt denft, beift feine Grundflaide. Die
tbrigen, Seitenfladyen, laufen entweder in einen Puntt,
Gipfel, sufammen, der Der Grundfldcye gegenitberlicgt, oder
werden oben wieder von einer weiten Grundflache, der
obern, gefthnitten, in weldher nun ein Punft der Gipfel
ift. Ein Perpendifel vom Gipfel auf die Grundflache Beifit
auch bier die Hohe.

§. 104. SKorper find congruent, wenn fie von gleich-
viel, in Derfelben Reihenfolge congruenten und gegen einan-
der gleid) geneigten Figuren begrenst werden. Wehnlich find
fie, wenn bei gleiher Angahl von einfhliefenden Figuren
diefe nur ahnlich in derfelben Reibenfolge, und eben fo gegen
einander gleid) geneigt find.

§. 105. Gin rvegularer Korper iff ein foldher, Der von
veguldren, Daber congruenten Figuren -eingefdloffen wird.
Dergleichen giebt ed nur 5: Dad Tetraéder von 4, das Oftasder
von 8, Das Jfofasder von 20 reguliven Dreiecen, das
Heracder (Wiirfel oder Kubus) von 6 Duabdraten, dag Do-
Defagber von 12 reguldren Finfeden eingefchlofien.

Daf e8 nidht mebr regulive Korper geben fann, folgt
aus §. 103 und 102. Namlich bei dem Tetrasder flofen in
jeder Gcfe 3, bei dem DFtaeder 4, bei dem Jfofaéder 5 re-
gulire Dreiece jufammen. Sollten nod) andere Korper von
foldpen Dreiecen begrenyt werden; fo miifiten in feber Geke
6 oder mebr Winfel, Deven feder 60° iff, sufammenttofen,
wiitden alfo 360° ober mebhr betragen, gegen §. 102. Gben
fo Eonnen nicht 4 ober mehr Quadrate eine Ecke bilben, da-
ber nur der Kubus miglid). Der Winfel im reguldren
Funfed betragt 108°, alfo 4 dergleichen 432°, weshalb nuy
bas Dobefasder moiglidh ift. Reguldre Sechsece Ednnen nicht
einmal drei jufammenftoen, weil jeder Winkel 120° if;
nod) weniger Siebenece u. f. w.
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Der rvegularfte, aber nidht von ebenen Figuven begrenste
Korper ift die Kugel.

§. 106. WVon Dden irreguldren Korpern find nad)y den
Grundfasen der Planimetric mefbar: dag Pridma nebft fei-
ner befonderen Gattung, dem Parallelepipedum, der Cylin-
ber, die Pyramide und der Kegel.

[

Bom Prigdma.

§. 107. Gin Prisma iff cin Kbrper, Der von we
congruenten und parallelen Grundflachen und fo viel Seiten-
fladyen, weldyes durdpaus Parallelogramme find, begrenst
witd, al8 die Grundflachen Seiten Haben. Demnady giebt
¢8 Drei-, vier-, fiinf- und mebhrfeitige Prismen, fe nachdem
die Grundflachen Dreiede, Vievefe, Fiinfece oder mehrfeis
tige Figuren find. Stehen fammtlihe Seitenflachen auf den
Grundflachen fenfrecht, fo ift e8 ein gerades, andern Falls
ein fdhiefes Pridma. Jedbe Kante wifhen Den beiden
Grundflachen Heifit die Seite ded Pridma’s, und bei dem
geraden ift fie sugleih Die Hohe. Die Hohe ded fdiefen
Prisma’é iff dag Perpendifel wifthen den beiden Grund-
flachen. : :
§. 108. Gin Parallelepipedum iff ein Prisma,
deflen Grundfladyen aud) Parallelogramme find. €3 wird
pabher von 6 Parallelogrammen begrenzt, von denen jede gwei
gegenitberfiegende congruent und pavallel find. Daber Fann
jedes die Grundfliche fein. Das gerade Parvallelepipedum
wird von 6 Rechtecfen begrenst, von denen jede ywei zufam=
menftoffende auf einander fenfrecht find. Eine Ddurd) wei
gegeniiberliegende Kanten eine$ Parallelepipedums oder mebhr-
feitigen  Prisma’s  gelegte Gbene beift cine Diagonal:
ebene.

§. 109. Parallelepipeden und Prigmen iberhaupt, deven
Grundflacyen in denfelben parallelen Gbenen liegen, Hhaben
gleihe Hoben, weil die Perpendifel oder die Entfernungen
swifden 3wei parallelen Gbenen ibevall gleidhy fein mitfjen.
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§. 110. Bwei Pavallelepipeden auf cinerlei oder auf
congruenten Grundflachen und von gleicher Hobhe find einan-
der gleidh.

£ ¥ b/ Beweis. 1) Es
A Gie feien die Parallele-
e o pipeden AF u. AL,

l beide auf derfelben

Grundflacdye ABCD
goakie Ll
‘r i M Seitenfladye
f ,/L}//,.«f"/ Des Parallelepipe-
A S D e s B .
B dums AL bdie Dia-
gonalebene ded andern Pavallelepipedums AF, und wiederum
die Sceitenfliche BGFC des Parallelepipedums AF die Diagonal-
ebene Deg andernift; fo it o DH X2 CG, = HF &2 AC, = AF
fidy felbft gleidy, A DEF X DCF, A AHG &2 ABG; audh
haben die Dreiee DEF und DCF al8 Theile derfelben Sei-
tenfladye gleiche Neigung gegen die Grundfladyen, fo wie die
Dreiece AHG und ABG: folglich Prisma AHGE &2 ABGD
und es wird ebenfo Das Parallelepipedum durdy die Diagonal-
ebene Balbirt, wie das Parallelogramm durd) die Diagonale.
Auf gleiche Weife halbivt BGFC das Parallelepipedum AL,
und fonach ift audy) Prisma BGMF XX ABGD, alfo
AHGE 4 ABGD = ABGD -+ BGMF oder Ppd. AF — AL.
2) Wenn war die Seitenfladyen Des einen nidht Dia-
gonalebenen des andern, aber die Parallelepipeden doch fo
gedacht find, bdaf bdie Seitenflaichen CE und DL nod) in
einer Gbene liegen; fo ifft: — DH 2 CG, EN XX FM,
= DN 2 CM, A DEK 22 CFL, AHN 22 BGM, und e8 haben

E K F z DEK und CFL als heile
/] | derfelben Gbene gleidhe Nei-
] 9 gung gegen die Grund-

flacdyen, fo wie AHN und

BGM : folglih Prisma

AIINE 20 BGMF; jedes
i von ihnen 3 dem Prigma
/_j;‘ M ABGNK bingugefiigt :

5
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ABGNK + AHNE = ABGNK + BGMF oder Parallelepipedum
AF = AL.

3) Die Parvallelepipeden AF und AL feien fo qedadt,
vaff audh die Seitenflacdhen DF und DL nicht mebr in einer

Gbene liegen. Berlingert man aber die Kanten ML und NO,
big fie die verlangerte EF freffen, und conftruirt ein drittes
Parvallelepipedum AP mit der unfern Grundfiache ABCD
und der obern ROPS; fo hat Ddiefed feine Seitenfliche DP
in einerlei Gbene mit DF und ift = AF nady) Anficht 2., und
feine Seitenfladye DR in einerlei Ghene mit DN des Pypd. AL,
folglich audy gleich AL, mithin AF = AL,

AnmerE. Um fih diefen Sak vedht anfdhaulich zu
madyen, verbinde man pwei parallele Papptafeln durch Stabe
an den vier Gden, conftruive auf diefenr die Grundflachen
und ftelle die Kanten der Seitenflachen durch Drahte dar. —
Weberhaupt habe ich e beim Unterricht in der Stereometric
febr gwedmdpig gefunden, den Sehiilern die Korperformen
und Beweisconftructionen aud den bei jeder Kreisfchule be-
findlichen ftereometrifchen Upparaten vorzuzeigen, fie diefelben
aus Nappe und Draht- oder Holzftaben nadymadyen und dann
erft seichnen gu laffen, bei weldyem Verfabren fie nidht nur
die Beweife leidyt felbft finden, fondern aud)y um fo leichter
bebalten.

§. 111. Wird durdy einen Punft der Seife eines
Prisma eine Gbene parallel mit der Grundflache gelegt, fo
ift dic Durdfdhnittsfigur der Grundfidche congruent.

Beweid (Fig. su §. 112). Nady §. 95 ift FK F AB,
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FL + AM, folglih nady §. 90 W, LFK = MAB und nad
§. 4TFK = AB, FL = AM. uf diefelbe Weife 3eigt man,
Daf alle Winfel der Durdhfdhnittsfigur der Reihe nach denen
der Grundfladhe, fo wie daf die foldpe Winfel einfchliefen-
den Seiten gleich, alfo die Figuren congruent find.

§. 112. Wird ein Parallelepipedum durch eine Cbene
parallel mit ivgend einer Seite gefdhnitten, fo verbalten fich
die abgefdhnittenen Stitfe wie die Abfdnitte der Kante,
durch weldye der Schnitt gelegt ift.

B Beweid. Ift Cbene FG £ AC

Z /| £ DE, fo theile man die Kanten durd
D 7| ibr gemeinfames Maf, DF in m,
s et gFA in n unter fih gleiche Theile,
7| und lege durd) die Theilungspuntte
P =g & | neue Gbenen parvallel mit AC; fo
: o Witd Dad Parallelepipedum FE in
/" m, dag AG in n unter fid) gleiche

4 Zheile getheilt i

B , ba diefe alle con-
gruente Grundflacdyen und gleiche Hoben haben: folglich ver-
balt fich

Ppd.FE : AG=m : n
S. DF : FA=m :n

Ppd. FE : AG=DF : FA.

§. 113. Nady §. 110 aFt fich ein fchiefes Parallelepi-
pedum in ein geraded verwandeln, wenn man die Grund-
fladhe in ein RechteE verwanbelt, in den Ccen Des lehteren
Perpendifel bis jur gegeniiberliegenden Gbene evvichfet und
Durch diefe die Seitenflachen legt. Demnadh) werden die fol-
genden Sage, obgleich der Kiirge wegen von geraden Paral-
lelepipeden bewiefen, auch fir fihiefe, alfo fiir Parvallelepipe-
Den iberhaupt gelfen.

§. 114. Parallelepipeden von gleichen, nicht congruenten
Grundfldchen und gleicher Hohe find cinanber gleidh. Sind
die @vbcn aber ungleich, fo verhalten fich bte Parallelepipe-
den wie ihre Hohen.

Beweis. Sind die rechtectigen Grundfldchen der Pa-
vallelepiveden AC und DF, AB—DE aucb Die ‘g)g[)en
BC =EF; fo verlangere man GE um FH AK, und EL

J*
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fo, daf EM = BK wird: dann ift das auf Rechte MH — AB
ervichtete Paralepipedum MN = AC nach §. 110. Aber nach
§. 112 ift :
MPod. DF : LN=GE : EH= GE : AK
~ LN MN —LE " ME —LE KB.

Ppd. DF : MN = GE X LE : AK X KB ober
y DF : AC==DE : AB, und ba DE = AB, aud
o DF = AC,
2) Ppd. AP mit der Hohe BP verhalt fich yu AC=BP : BC,
Ppd. AC = DF, &. BC =EF
Ppd. AP ; DF — BP : EF.
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§. 115. Ware Redhte AB nicht gleich DE; fo wiirde
in §. 114, 1. bleiben Ppd. DF : AC==DE : AB, D. h.

%raﬂerempeben von gleidher Hohe verhalten fich wte ibre
Grundflacyen.

§. 116. Parallelepipeden iberhaupt verbalten fich wie
die Producte aus Grundflache und Hobe.

Beweis.
Das Prd. P habe die Grundflide G, die Hohe H
i bl S e " g n 1
17 " P, 7 " gr n " H fo ift
P 5}):
P:p=H h

P:p—=GXH:gxh

Sind daher zwei Parallelepipeden cinander gleidy, P=p,
fo ift audh) G><H=g><h oder G : g=h : H, d. b. die
Grundfladyen verbalten fidh umgefebrt wie ibre &goben

§. 117. DBei abn[td)en Parallelepipeden verhalfen fich
dic Hohen, wie zwei gleichliegende Kanten der Grundfladhe,
und ebenfo die Hobhen der @)wnbﬂad)en, wie die Grundlinien
berfelben, Daber verba[ten fich awei dhnliche Parallelepipeden
wic die Kuben gweier gIetd)uegenben Seiten Der Grund-
flachen , oder wie Die Kuben gweier gleichliegenden Kanten
iberhaupt.

§. 118. Sum Mafe der Korper gebraucht man Dden
Kubus. Gin Kubiffuf ift ein Wiirfel, deflen Seite cin Fup.
Da ein Quadratfuf 144 Duadratzoll hat und im Kubitfuf
12 fo[d)cr Sdhichten von 1 3ol Dide iibereinander liegen,
bat ein Kubiffuf 1728 Kubifzoll.

S0 bat ein Kubiffafhen 343 Kubiffup oder 27 Kubit-
arfthing 1 Kubifarfhin = 4096 Kubifrerfcok.

Sind die ufammenftofenden Kanten Dder @runbﬂad)e
eineg geraden Parallelepipedums 4 Fup und 3 Fuf, die
Hohe 6 Fuf, fo iff die Grundflacdhe 12 Quabratfuﬁ, die
Grundfladye eined Kubiffufies 1 Duadratfuf, die Hihe 1 Fuf,
und nady §. 116 verhalt fich das Ppd. 3u Dem Kubiffuf
— 1256 : 151 =72 : 1, d. h. dag Ppd. ift = 72 Ku-
biffuf.



©o ift dberhaupt der fubifdhe Inbalt eines Parallele-
pipedums gleich dem Product aud feiner Grundflache und
Hibhe.

§. 119. Da, wie §. 110, 1. bewiefen, das dreifeitige
Prisma die Halfte eines Parallelepipedums von Ddoppelter
Grundfladhe und gleiher Hobe ift, ein jedes mehrfeitige
Pridma aber fih durd) Diagonalebenen in dreifeitige zerlegen
lagt, folglidy al8 eine Summe von dreifeitigen Pridmen von
gleicher Hobhe angufehen ift; fo gelten vom Prisma iberhaupt
diefelben Sdge als vom Pavallelepipedum.

1) Prismen von gleihen Grundflachen und gleichen
Hobhen find einander gleidy.

2) Prismen von gleihen Srundflachen verhalten fich 3u
einander wie thre Hohen.

3) Prismen von gleiher Hibhe verhalten fich ju einander
wie ihre Grundflachen.

4) Pridmen iiberhaupt verbalten fich u einander wie die
Producte aus ihrer Grundfldche und Hohe.

5) Uehnliche Pridmen verhalten fich 3u einander wie die
Kuben weier gleichlicgenden Kanten. .

6) Den Fubifdhen Inhalt eined Pridma giebt dad Pro-
duct aus feiner Grundflache und Hiokbe.

§. 120. Um die Dberflache cines Pridma 3u beredhnen,
addive man 3u der doppelfen Grundflcdie die Summe der
Parvallelogramme, weldhe die Seitenflachen bilden. Ift das
Pridma ein geraded, fo ift die Summe der Seitenflachen das
Product aus dem Perimeter der Grundfldche multipliciet mit
Der Hohe des Pridma. Warum?

LBom Cylinder.

§. 121. Gin Gylinder ift ein Korper, der von pwei
gleichen parallelen Kreifen ald Grundflachen und einer Frum-
men Seitenflache cingefhloflen witd. Die Gerade wifchen
Den beiden Mitfelpuntten der Grundflachen Heifit die Qlcf)fc
Des Cylinders.

Steht dicfelbe auf den Grundfldchen perpendifuldr, fo
ift der Gpliinder ein gerader, andern Falld ein {dhiefer.
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Dic Hobhe des Cylinders ift das Perpendifel swifcdhen den
peiden Grundflachen.

§. 122, Wird eine Cbene durdy die Adhfe Des Cylinders
entfang oder mit derfelben parallel gelegts fo ift die Durd)y-

fehnittsfigur ein Parvallelogramm.
4 Beweis. 1) Geht die EGbene ABDC

&
ZETE O bwed) die Udhfe BE, fo find AB und CD
\’\-}-JP’E alg Durdhmefier einander parallel und gleid,

e 1 \ affo aucy) AC gleich und parallel BD.

| ‘ 2) 3t die Gbene GBDH pargIIc[ EF,

| & Ho find GB und HD ol vom Mittelpuntt
| i l | gleichweit abftehende Sehnen gleidy, und als

5

J 9!/ || Durdyfchnittslinien paralleler Gbenen paral-
= jj}q: lef, alfo audy GBDH ein Parallelogramn.

D Gine auf folche Weife entftehende Gerade in
ber Frummen Dberflache Des Cylinders swifdhen den Periphe:
vien Der Grundflachen, AC, bheift die Seite des Cylinders
und ift der Wchfe gleich, bei Dem geraden Gylinder auch der
Hohe.

Bei dem geraden Gylinder iff die in Rede ftehende
Durchfhnittsfigur cin Rechtect. Daher fann man fih audy
ben Gylinder entftanden Denfen purdy Umbdrehung cines Redht-
ecf8 um cine feiner Seiten, und die frumme Oberflache def:
felben ift gleich einem Rechtect aus der Peripherie Der Grund-
flache und der Seite Des Cplinders.

§. 123. Die Durcyfchnittsfigur einer mit dev Grund-
flacye parallclen Cbene tm Cylinder iff cin Kreig, der Grund-
flache gleidh.

B ey Beweis. Ift die Cbene EF £ AB;
% “L —7¢ fo find ibre Durchfdhnittslinien mit je-

s oer Dritten Gbene parallel. Regt man
alfo durdy die Achfe MK und irgend
cinen RNadiug der Grundflache KL eine
Gbene MKLN; fo ift GH £ KL und die
Seite HLF GK; folglid GHLK ¢in
Darallefogramm, alfo GH=KL. o
find alle Linien von G nacy der Peri-

pherie des Durchfhnitts =KL, folglich die Figur ein Kreis.

o
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§. 124. Gylinder find congruent, wenn fie gleiche Ach-
fen, gleihe Grundflachen, und die Adhfen gleiche Neigung
gegen die Grundfldchen Haben; dhnlich, wenn die Achfen den
Durd)- odber Halbmeffern der Grundfldchen proporiionict und
gegen die Grundflachen gleich geneigt find.

§. 125. Wenn nad) §. 76 ein Kreis als ein Polygon
von unendlid) vielen Seiten angefehen werden Fann; fo ift
ein Cylinder al8 ein Pridma von unendlich vielen Seiten,
oder al ein Prisma angufehen, deflen Grundflache ein Kreis
ift. Demnad

1) find Gylinder von gleidher Grundfldche und $Hobhe
einander gleidh;

2) Gylinder verbalten fich su einander wie die Producte
aug ihrer Grundfldche und Hohe;

3) abnlicge GCylinder verbalten fich wie die Kuben der
Radien oder der Durdymeffer ihrer Grundfladen;;

4) der fubifhe Inbalt eines Cylinders ift gleich dem
Product aus Grundfldche und Hoke.

§. 126. Aufgaben.

1) Wie grof ift die Oberfliche eines geraden Parallele:
pipedums, Deflen Drei jufammenftofende RKanten 6, 4 und
3 Juf find?

Antw. 108 Quabdratfufi.

2) Beldyes ift der Fubifche Inbalt ciner feinernen Walze
von 1% Arfchin Lange und 3 Arfhin Umfang ?

Antw. 1,074... Kubifarfhin — 13,646 ... Kubifarfdin
englifch.

3) Weldhed ift der Kubifinhalt eined oben mit einer der
Grundflddye nicht parallelen Cbene abgefthnittenen Cylinders,
wenn  der Durdymefer der Grundflache 12 Werfehok, die
langfte Seite 1 Arfdhin 10 Werfchot, die Fiirgefte 1 Arfehin
3 Werfchot ift? '

Antw. 2544,69 Kubifwerfdok.

4) BWie fdywer ift cine bleierne Rohre von 20 Arfdhin
Range, deren dugerer Durdymeffer 7, der innere 5% Werfchof
ift, wenn 1 engl. Kubiffuf Blei 780 Pfund wiegt?

Antw. 11400 Pfund.
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Bon der Pyramide.

§. 127. Die Pyramide ift ein Korper, welder von
einer cbenen Figur ald Grundfldche und fo viel Ddreiectigen
in eine Spige (Gipfel) sufammenlaufenden Seitenflachen be-
grengt wird, al$ die Grundflache Seiten hat. Hiernad) wer-
Den Die Pyramiden eingetheilt in drei-, vier:, fiinf- und mebhr-
feitige, je nadhDem die Grundflache ein Drei-, Bier:, Fiinf-
oder anderes Viel-Cd iff. Hobhe ift auch hier das Perpendifel
vom @51pfe[ auf die Grundfldacye.

Beweis. Hat die Grundfladye einen
Mittelpunft, d. h. iff fie cine Figur im
Kreife, wie ABCD, fo beifit die Gerade
vom Gipfel nach diefem Mittelpunft die
Adhfe der Pyramide, und ift gugleich die
Hibe, wenn fie auf der Grundfldche fent-
recht ift. In diefem Falle Heifft die Py-
ramide vedhtwinflig, fenfredyt, oder
. aud) gleichfeitig, weil die Kanten der

| Seitenflachen AE, BE, CE u. {. w. gleidh
i find. Denn AF=DF=CF u. { w.,
; . AFE = DFE = CFE u. {. w. =90°,
folglich A AFE X DFE 2 CFEu. |. w.,

-~ affo au) AE=DE=CE u. {. w.

Jﬁi aber die Grundflache einer fenfredhyten Pyramide audh
eine vegularve Figur, fo find die gleichfchentligen Seitenflachen
wegen Gleichheit aller drei Sciten congruent, haben audy ge-
gen dic Grundflache gleiche Neigung, und die Pyramide beift
eine gerade.

§. 128. Die Durchfchnittsfigur einer Pyramide mit einer
ber Grundflache paralielen Gbene ift der Grundflacye dhnlich,
und beide verhalten fidh zu cinander, wie die Duadrate ihrer
Abftande vom Gipfel.

Beweis. 1) GLE AD, GHF AB nady §. 95, folglich
Q@B. HGL = BAD nady §. 90.

. EG : EA=GL : AD "
i L e

S. GL : AD—GH : AB oder GL : GH = AD : AB.




74

Auf diefelbe Weife ergiebt fich die Gleichheit der tibrigen
Winfel und die Proportionalitit der fie einfhliefenden Sei-
ten; folglidy GHKL ~ ABCD.

2) G3 ift aber auch GM £ AF, alfo

EM : EF =EG : EA=GL : AD,
und da nadh §. 75 GHKL : ABCD = GL? : AD*; fo ift aud)
. GHKL : ABCD =EM’: EF°.

Der ywifchen den beiden Pavallelebenen liegende Theil
Der Pyramide Heift eine abgefiiryte oder abgeffumpfte
Pyramide, der obere Ubfhnitt bis um Gipfel die Crgan-
sungsphpramide.

§. 129. - Dreifeitige Pyramiden von gleichen GSrund-
flachen und gleicher Hobe find einander gleich.

Beweis. Legt man durch beide Pyramiden in gleichem
Abftande von den Gipfeln D und E die Pavallelebenen KLM
und NOP, fo wird A KLM=NOP, weil fie fih ju ihren
Grundflacdhen verbalten wie die Duadrate ihrer Abftande von
den Gipfeln, und Ddiefe forwohl al8 die Grundfladyen gleich
find.

Denft man fidh nun diefe Parallelebenen fo nahe an den
Grundflachen, wie etwa die Breite einer gegeichneten Linde,
fo werden die abgeftumpften Pyramiden ABCK und FGHN
ald Prismen von gleicher Grundflddhe und Hohe angufehen,
alfo cinander gleich fein. Yuf diefe Weife Fann man fich die
gangen Pyramiden in gleihviel und bei gleihem Abftande
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von Den Grundfladhen gleiche Pridmen getheilt denfen, deren
Summen natiirlich auch gleich fein mitffen:
alfo ABCD =FGHE.

§. 130. Jcbe dreifeitige Pyramide ift der Dritte Theil

cines Prisma von gleicher Grundflache und Hobe.
B Beweis. BVon dem Dreifeitigen
| Prisma ABCE (46t fich durch die Cbene
CBD bdie Pyramide ABCD und durd)
die Gbene DEC bdie Pyramidbe DEFC
abfdhneiden, worauf die Pyramide CBED
ibrig bleibt. Diefe dret Pyramiden aber
find einander gleich. Denn ABCD u. DEFC
paben die Grundflacdhen CAB &2 FDE
und gemeinfdhaftlich die Hohe ded Pris-
ma, find alfo einander gleich. Nimmt
man aber fir DEFC und CBED al$
Grundfladhen FCE 22 BCE, fo find ihre
Gipfel m D, und da von diefem Punft nur em Perpendifel
auf die Gbene BEFC gefallt werden fann, fo find aud) diefe
Pyramiden einander gleidy,

BEDC — DEFC — ABCD = ¢ Yriéma ABCE.

§. 131. Qebe mebrfeitige Pyramide laft fic) dure) Ebe-
nen, weldhe durch die Biagonalen der Grundfladye und den
®ipfel gelegt werden, in Dreifeitige von einerfei $Hobe er-
legen; Daber ift aud) der fubifhe Inbalt jeder mebrfeitigen
Pyramide gleich dem Dritten Theil cined Pridma von gleicher
Grundflache und Hobhe, oder gleih Dem dritten Theile des
Productes aus ihrer Grundflache und Hobe.

Vom Kegel.

§. 132. Der Kegel iff ein Korper, der von cinem
Kreife ald Grundfiache und einer Frummen in cinen Gipfel
fehliefenden Seitenflache, Mantel genannt, begrenzt wird,
ober eine Pyramide, Deren Grundfiache ein Kreisd iff. Hohe nennt
man dag Perpendifel vom Gipfel auf die Grundflache. Die
Gerade wifdhen dem Gipfel und dem Mittelpuntte der Grund
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flache Beifit die Achfe, die wifhen dem Gipfel und einem
Puntte in der Peripherie der Grundflache aber die Seite des
Kegels.

Stebt die Adpfe fenfredst auf der Grundflache, fo daf
fie gugleich Hohe des Kegels ift, fo Heift diefer ein gevader,
und feine Seiten find einander gleich). Bei dem fchiefen Ke-
gel ftebt die Achfe fhief auf Der Grundflache, und die Seiten
find ungleid).

§. 133. Wird ein Kegel mitteld einer Chene der Adhfe
entlang gefdhnitten, fo ift die Durdyfdnittsfigur ABD ein
Dreiect, Adyfentriangel genannt. Diefer fteht bei dem ge-
raben Kegel fenfrecdht auf der Grundflidhe und ift gleich-
fhentlig. Daber Fann Der gerade Kegel durd) Umdrehung
cined vedytwinfligen Dreiecd um cine feiner Katheten entftan-

den gedadht werden. Ift Der Ach-
fentriangel gleidhfeitig, D. B. feine
Seite gleich dem Durchmefer der
Grundflache, fo heift der Kegel
ein gleidhfeitiger. Jft Der
Achfentriangel vedhtwintlig, .
ABD =90°, weldes der Fall
ift, wenn die Adhfe fenfrecht und
dem  Radiug der @wnbﬂ&cbe
]) gleidhy iff, fo beifit Der Kegel cin
rechtwinfliger.

§. 134. %trb ein .Rege[ durch eine Cbene parallel mit
per Grundflade gefdynitten, fo ift die Durchfchnittsfigur ein
Kreig, und die Kreife verhalten fich su einander, wie die
Duadrate ihrer Radien, oder wie die Duabdrate ihrer Ab-
ftande vom Gipfel.

Beweis. Legt man irgend welde Cbenen durd) die
Adhfe entlang, fo find die Durdyfdhnittslinien mit den Pa-
vallefebenen parvallel:

GF £ CD, GH £ CK, folglih) BG : BC=GF : CD
BG : BC=GH: CK
GF : CD=GH : CK
CD=CK, folglid) GF = GH.
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So witd auch) jede andere Linie vyon G nach dem Um-
fange Des Schnittes gleich GF, alfo die Figur ein Kreid fein.

Der yweite Theil Ded Saned folgt aus §. 76 von felbft
(vergl. §. 128). Der Theil des Kegeld zwifdhen den beiden
pavallelen Kreifen heift ein abgeftumypfier Kegel, der obere
Theil big jum Gipfel der Crgdanzungsfegel

§. 135. Da die Seiten des geraden RKegeld einander
gleich find, fo ift Der Mantel Ddeffelben ein Kreidaus{dnitt,
Deffen Nadiug die Seite, Ddeflen Vogen bdie Peripherie der
Grundflache ift.

§. 136. Da der Kegel ebenfo eine Pyramide, wie der
Gylinder ein Prisma iff, fo wird der Fubifthe Inbalt defjel-
ben gleich Dem Dritten Theil cines Cylinders von gleicher
Grundflacdhe und Hohe, oder gleich dem Dritten ITheile des
Productd aus feiner Grundflache und Hobhe fein.

§. 137. Aufgaben.

1) Die Oberflache eines Tetraéderd zu beredhnen, defjen
Seite 6 Jolf ift.

Wntw. Der Radius ded um die Seitenflache befdhriebe-
nen Kreifed r—= 12 =3,456 Joll;
jede Seitenfladhe =9 3 == 15,59 Duadratzoll;
dpie Hobhe des Tetraéders = 24;

Der Fubifhe Inbalt =18 v2=2545 Kubifyoll.

2) Den Eubifthen Inhalt einer abgeftumpften geraden vier-
feitigen Pyramide zu bevedynen, wenn die Kante der untern
Grundflache 8, die der obern 5, die Seitenfante 44 Fuf ift.

Antw. Der Radius der obern Grundflache 5 2

2

der Radiug der untern Grundflache 4 2
die Hihe des Stumpfe . . . /7
o Der gangen Pyramide %f 7
w o Grgingungspyram. — 7
ber Kubifinhalt der gangen Pyr. 27
i 5 ,» Grgingungs-. /7
~ 7 Des Stumpfs %1/ 7
=146,16 Kubiffuf.
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3) Wie grof ift Der Mantel cined geraden @egdé von
6 3oll Durdymefler und 5 Joll Hobhe?

Antw. 54,91 Duadratyoll.

4) Wie fd)mer ift ein runder Balfen von Tannenbholy,
50 Fuf lang, am Stammende 20 Jolf, am Wipfel 14 3ol
im Durcdhmeffer, wenn 1 Kubiffuf Tannenbholy 40 Pfund
gervechnet wird?

Antw. 3183,5 Pfund.

5) Der Mantel eined geradben Kegels fei 100 Quadrat-
fuf, der Winkel Des Sectors 245° 30’5 wie grof ift der
Fubifdhe Inbalt des Kegels ?

Antw. Die Seite 6,8 Fuh; Der Radius der Grund-
flache 4,6 Fuf; der Kegel 116 Kubiffuf.

6) %tcme[ Wrfchin Draht von 1 Rinte Dicke erhalt
man aud - Rubtffuﬁ Meffing 2

Wit 92828,6.

LBon der Kugel.

§- 138. Die Kugel ift ein Korper, Dder von einer
Flache begrengt wird, die iberall gleich weit vom Mittel-
punft entfernt ift. Man fann fie fih entftanden denfen durch
Umbdrehung cined Halbfreifed um den Durdymeffer. Dabher
find alle Nadien einer Kugel einander gleid), fo wie alle .
Durchmefjer.

§ 139. Die ‘{ytgur eines jeden Durchfchnitts einer Kugel
mit einer GCbene ift ein Kreis.
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Beweis., Jieht man vom Mittelpunft der Kugel C
dic Gerade CR fenfrecht auf die fdhneidende Cbene PQS,
vom Sreffpunffe R die Geraden RP, RS, RQ u. {. w. nach
dem Umfange der Durchfdnittéfigur, und von den Endpunt:
ten die Kugelradien PC, SC, QC u.{. w.: fo ift PC=SC=QC
u. . w., W. PRC=SRC=0QRC u. f w. = 90° und in
allen Dreiecfen CR = CR, folglich nachy §. 40

APRCXSRCX ORC u. f w.,
folgli) RP =RS =RQ u. {. w., alfo die Figur ein Kreis,
Deflen Mittelpuntt R.

§. 140. Gin folcher Kreig, den ecine die Kugel fhnei-
Dende Gbene bildet, Heifit cin Kugelfreis, die Abfdhnitte,
in weldhe er die Kugel theilt, Heifien Kugelfegmente, die
Frumme Oberflache eines foldhen Segments Calotte.

Aug dem Beweife in §. 139 ergeben fidy folgende
Sase:

1) ein Perpendifel vom Mittelpunfte der Kugel trifft die
Mitte Ded Kugelfreifess

2) die Gerade vom Mittelpunkfe der Kugel nadh dem
Mittelpuntte ded Kugelfreifes ftebt auf lesterem fenfrecht;

: 3) das Perpendifel im Mittelpuntte ded Kugelfreifes
gebt durdy) den Mittelpunft der Kugel.

§. 141. Je weiter cin Kugelfreid vom Mittelpunfte der
Kugel abfteht, defto Fleiner ift er; der grofite ift der, weldher
durd) Den Mittelpunft der Kugel gebt, alfo den Durchmeffer
der Kugel audh gu feinem Durchmeffer hat. Daber heift ein
foldher audh grofter Kreis. Alle grofte Kreife einer Kugel
find qus Demfelben Grunde einander gleich, und Halbiven fich
gegenfeitiq, weil ihre Durdyfchnittslinie fowob! fiir die Kugel
alg fiir jeben Diefer Kugelfreife Durchmefier ift, der den Kreis
balbit.

§. 142. Der Durchmefier der Kugel, weldyer fenfrecht durdy
Den Mittelpunft des Kugelfreifes geht, AB, Heifit die Adyfe,
ihre Gndpunfte A und B die Pole und jeder grofte Kreis,
weldher durcy die Pole geht, AQMBLP oder ASTUB, ber
Meridian folches Kugelfreifes PSQ.

Kugelfreife wie PSQ, VIW, XUZ, die cine gemein-



80

fdyaftliche Adhfe Haben, peifen Parallelfreife, und der
grofite LM durd) Den Mittelpunft Aequator.

Nach §. 97 fteht der Meridian fenfrecdyt auf jedem Pa-
rallelfreife, wie auf dem Aequator, und fonach ift der Pol
¢ines Kugelfreifes von der Peripherie deffelben iiberall gleich
weit entfernt, AV=AW, weil A ADV 2 ADW. Auf
per RKugel mift man aber die Cntfernung ywifdhen el
Punften in Graden des groften Kreifes, der durd) diefe bei-
pen Punfte geht. €8 ift jedod audh Arcus AV=AW,
va A AVC R AWC, weil Sehne AV = AW. — Der Ab-
ftand Des Poles vom Aequator ift 90°.

§. 143. Der Zheil ber Kugeloberflache ywifdhen zwei
Pavallefreifen beift eine Sone, der Theil der Kugel felbft,
weldyer von zwei Parallelfreifen und der Jone eingefchlofien
wird, Forperlidye oder Kugel-Jone

Der Theil der Kugel, weldyer von einer Galotte und
pen Kugelvadien nachy Dder Peripherie Des Kugelfreifes be-
grengt, ober durc) Umbdrehung cined Sectors Des grofiten
Kreifes um feine Achfe aus Dder Kugel audgefhnitten wird,
Beift ein Kugelfector. — Gr wird angefehen werden fon-
nen afd ein gerader Kegel, deffen Grundfladye die Calotte,
peflen Gipfel der SKugelmittelpuntt, deffen Hohe alfo Der
Kugelradius ift.
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§. 144. Der Fladeninhalf einer Jone ift gleidy einem
Rechtet, deflen Grundlinie die Peripherie des groften Kvei-
fes, und Deffen Hohe der Ubfland Der beiden Parvallelfreife
von einander ift.

Beweis. Man ziehe an dem Meridian des Parallel-
freifed um SN die Langente NH, big fie den verlangerten
Durdymefler des andern Parvallelfreifes EG in H trifft, den
Kugelradiug NC u. NF fenfrecdht auf EG; {o_ift A NFH~NOC,
weil 98. FNH+ ONF = 90° = CNF + ONO, alfo FNH = CNO,
folglich auch W. NHF = OCN, folglich

FN : NH=0ON : NC.

Begeihnet man die Peripherie des Kreifes um CN, wel-
d)fé ein grofter Kreig ift, mit P, die Deg Kreifes um ON
mit ps fo ift aud

posP—ON fNC

FN :NH=p : P oder
D FN <P =NH < p. Denft man fich nun die Sparaﬂelfretfe
fo nabe an einander, daf die Tangente NH mit dem Bogen
NG jufommenfalit, fo witd die Kugelzone ald ein Cylinder
angefehen werden Fonnen, Ddeffen Grundflacdhe der Kreid um
ON, Deffen Hobe die Eangente ift, alfo die frumme Oberflache
bwfeé Cylinders gleich dem Sied)tecf p <X NH = P < FVN,
verfteht fich NH fo Flein gebad)t wie vorher angegeben Wi
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ten aber Qa, ab, bc, ¢O u. f. w. die Abfiinde der Paval-
lelfreife Diefer fo fleinen Sonen von einander, fo ware

die erfte gleidh P >< Qa

, yweite , P><ab

i Dhitle o ATOKI0

, vieete , P><e0 u. f. w., folglidh) die Summe
P. (Qa4ab+bc 4+ ¢c0 u. f w) =P < Q0 =P < FN.

Hiernadh ift die Dberflache der Halbfugel gleidh emem
NRedhted aus der Peripherie des groften Kreifes und dem
Kugelradiug, gleidh) 2rz ><r=2r"z, und die gange Kugel-
f[&d)e 4r> 7.

§. 145. Wenn §. 143 gefagt ift, daf der Kugelfector
al8 ein gerader Kegel angufehen ift, deffen Grundflache die
Galotte, Deflen Hohe der Kugelradiud ift; fo wird dies um
fo ridytiger fein, je fleiner man fich die Calotten denft, und denft
man fie fih fo Flein, daf alle Darauf gebildeten Sectoren die
ganze Kugel ausmachen; fo wird daraus folgen, daf der
fubifthe JInhalt der Kugel gleich ift Dem eined Kegeld, deffen
Grundflache gleich der Kugeloberflache, deflen Hohe aber der
Sugeleabius ift, alfo gleiy 4 . 41’z . r=—sr'z.

Siniae §. 146. Befdhyreibt man

// e g um die Halbfugel cinen

S
cinen Kegel, fo Daff Dder
w‘ grofte Kreid die gemein-
/ "
}/ fame @runb.ﬂacbe, Der Ku-
: e - gelvadiug die Hobe ift; fo
ift Der Eubifche Inbalt
ber Halbfugel H=21'=n
bes Kegels K=-41r'n
C:H:K=3:2:1,0 b der Kegel ift o,
die @a[bfugct Des umgefchriebenen Gylinders.
§. 147. %ufgaben

Cylinder und in derfelben
Des Cylinders C=r’zn
1) Wieviel Kugeln von o Joll Durchmeffer Eomnen
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aus 500 Pfund Blei gegoffen werden, wenn dad Gewidht
cines Kubiffufies su 780 Pfund angenommen wird?

Antw. 1357.

92) Wie weit ift der Polarfreis vom Aequator entfernt,
wenn nad) der Angabe in Stein’s Geographic die Oberfladhe
ciner falten Jone 380542 Quadratmeilen betragt?

Antw. 788,96 Meilen.

3) Wie qrof ift die Seite cines Witefels, Der einer
Kugel von 1 Arfhin Durchmeffer gleich fein foll?

Antw. 12,8 Werfchof.

1) Die Kante eines Dftasders fei 12 Werfhot; wie
grof ift Der Durchmeffer einer gleich groffen Kugel?

Antw. 11,0 Werfdyof.

5) Wieviel betragt nach den Angaben in Nr. 2 der fu-
bifthe Inbhalt Des Segments, weldyes der Polarfreis von der
Crde abfchneidet?

Antw. 13094760,06 . . Kubifmeilen.



Drud von F. A. Brocdhaus in Leipzig.




