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§ 1. ORTOGONAALF UNKTSIQONID.

1. Funktsioonide reaksarendustest.

Oma kursuse varasemas osas tutvusime Fourier* meeto­
diga, mis võimaldab osatuletistega diferentsiaalvõrrandi­
te lahendamist taandada harilikkude diferentsiaalvõrran­
dite integreerimisele. Paljude ülesannete korral aga on 
ka saadud harilikel diferentsiaalvõrrandite1 selline ku­
ju, mille puhul integreerimist ei saa läbi viia different 
siaalvorrandite kursusest tuttavate võtetega. Näitena too 
me siinkohal nn. Legendre'1 [löŽaandri] diferentsiaalvõr- 
randi

kus on mingi konstant.
Niisugustel juhtudel osutub otstarbekohaseks otsida 

diferentsiaalvõrrandi lahendit reaks arenduse kujul. Näi­
teks võib võtta lahenduse Taylori rea kujul

kus xQ on mingi meie poolt valitud arv. Kordajad AQ, A^,.

( 1 .1 )

у = A0+ A^x - x0) + A^x - x0)2+...+ Ад(х - xo)n+... ,
( 1 .2 )



•••t A^ määratakse aga lahendi asetamise «eel oiferentsiaal- 
võrrandisee. Sellisel lahendusviisil on v»yg olulisi puu­
dust.

1 ) Rida (1.2) lähendab otsitavat funktsiooni hästi 
vaid p u n k t i  x = xQ l i g i d u s e s ;  enamiku 
probleemide korral on meil aga tarvis leida rida, mis annab 
otsitavale funktsioonile p a r i m a  l ä h e n d i  
m i n g i s  v a h e m i k u s  (a,b).

2) Rea (1.2) koonduvus jääb lahtiseks. See rida võib 
üldse mitte koonduda või koonduda niivõrd aeglaselt, et 
funktsiooni väärtuste arvutamine selle rea põhjal on väga 
vaevarikas (nõutud täpsuse saamiseks tuleb reast võtta pal­
ju liikmeid).

Neid märkusi arvestades püstitame funktsioonide ritta 
arendamise probleemi märksa üldisemal kujul.

2. Qrtogonaalfunktaloonid.

Olgu meil antud mingi funktsioonide jada <pQ(x), <р̂ (х), 
..., <pn(x),... , samuti mingi funktsioon f(x), mida me soo­
vime arendada ritta. Kõik need funktsioonid olgu määratud 
mingil lõigul Qa,b^ . Reaksarendust otsime kujul

OO
f(x) = 2Z  *n ̂ n(l) » n=o

kus Aq, ... , Afi on määramisele tulevad konstandid. Eriju­
hul , kui valime
^0(x) = \ , ^(x) = sin x, <P2(x) = cos x , ^(x) =
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= sin 2x, Фц.(х) = cos 2x, ... ,
saame meile juba tuttava Fourier' rea.

Kordajate AQ, , Ag, ... Ab, ... määramine toimub 
Fourier' ridade teooriast tuttava võttega. Nimelt korrutame 
vorduse (1 .3) mõlemaid pooli ^(x)-ga ja integreerime x 
järgi rajades [a,b] • Seda tebes saame

J*f(x) C(̂ (x) dx = A0{(p0(x)q>k(x) dx + aJ f1(x)^k(x) dx + 
а а а

b b
фк(х) dx + ... + Ajjjcpĵ Cx) fPn(x) dx. (1.4)

Leitud tulemus lihtsustub oluliselt, kui valida funkt­
sioonid ̂ 0(x), <£,(x), ... nii, et oleks

rbI Cfk(x) dx s 0, kui к 4 1. (1.5)
а

Funktsioone, mis täidavad tingimust (1.5)* nimetame 
ortogonaalfunktsioonideks. Tuleb pidada silmas, et ortogo-
naalfunktsiooni mõiste on alati seotud mingi lõiguga [a,bj;
teistsuguse a ja b korral nõuded (1 .5) üldiselt ei kehti.

Edaspidi oletame, et funktsioonid ̂ (x) on valitud
lõigul [a,b] ortogonaalsed. Tähistame veel lühiduse mõttesb

K w |a = Cfl (x) dx , (1 .6)
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kusjuures suurust || <iPk(x) || nimetame funktsiooni 
normiks. Valemi (1.4) võime nüüd kirjutada kujul

A* * Iv & F  j f(I) ' c1-7)
а

Kuna ^(x) ja f(x) olid antud funktsioonid, siis 
valemi (1 .7) põhjal võine arvutada reaksarenduse (1 .3) kor­
dajad i.k mistahes к väärtuse korral.

Moodustame nüüd uue funktsioonide jada

V «  ■ j t S f  •

Pidades silmas valemit (1.6) pole raske näha, et ||̂ \(z)||s 1* 
Teiste sõnadega:

'b rf 1 , kui к = 1TJ/Ux) TJf (x) dx s J (1.9)TJt r 1 [ 0, kui к / 1 .

Funktsioone y^Cx), mis täidavad tingimusi (1 .9)» ni­
metame ortonormeerltud funktsioonideks.

Funktsioonide Р̂̂ (х) valiku tehta pole me esialgu mi­
dagi lähemat öelnud (peale ortogonaalsuse tingimuse (1 .6)).

ülesanne 1. Normaliseerida Fourier reaksarendust 
moodustavad funktsioonid <f0(x) = 1/2, ...» <P2k-1 = sin 
tf.2k = cos kx, kus к = 1, 2, 3»
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5. Funktsioonide Jadade ortogô ai 1яеег^^т^.

Käesolevas punktis anname menetluse, mis võimaldab 
mistahes pidevate funktsioonide ^(x) Jadast saada orto- 
gonaalfunktsioonide süsteeme.

OIru antud mingil lõigul [a,b] pidevate funktsiooni­
de Jada gQ(x), g1(x), ..., gk(x), ... Neist tuleb moo­
dustada ortogonaalfunktsioonide süsteem (f0(x), ^(x), ... 

...
Esimese sammuna võtame

(jp0(x) =  gQ(x) . (1 .10)

Funktsiooni ^(x) otsime kujul

(£,(х) = C1o(po(x) + C11g1(x) . (1.11)

Nõuame nüüd, et ^(x) Ja ^(x) oleksid lõigul [a,b]
ortogonaalsed, s.t.

b
<Pl(x)Cp0(x) dx = 0 . (1.12)

а
Arvestades siia ^ (x) valemist (1.11) Ja viies lä­

bi integreerimise, saame
b

c1o II Cf ’o( l )  II 2 + °11 f Ф о (х) S l (z) 41 “ ° '

Valides СЦ0 meelevaldselt, saame valemist (1.12) 
määrata konstandi ^.



Funktsiooni <jp2(x) anname ette kujul
<{?2(x) = C2o Cpo(x) ♦ C21 cp̂ (x) + C22 g2(x) . (1.14)

Täites ^ 2(х) jaoks ortogonaalsusenõuded 
Ъ b
<̂ 2(х)ф0(х) dx S О , ^ 1 X̂) dx = 0,

J (1.15)

asetades neisse valemeisse ̂ 0(х) ja cp̂ (x) seostest
(1 .10) - (1 .1 1) ning tuues konstandid integraalide märgi 
ette, saame C2q, C21, C22 määramiseks süsteemi

b b
C2o ||f0(x)|2+ C21 j (^(x) <f0(x)dx + C22 J Cf0(x) g2(x)dx=0

а а (1.16)
b b 

°2 o j f 0(l)Cf l ( x)cte ♦ °21 | |^ ( x ) | |2 + C22 J S2(x)dx=°-

Tingimuse (1.12) põhjal on esimeses valemis teine ja 
teises valemis esimene liige nullid. Valides jällegi vabalt 
näiteks konstandi C2o, saame võrrandist (1.16) määrata C21

«Ja ̂ 22*
Eespool kirjeldatud protsessi võib korrata meelevald­

ne arv kordi ja jõuda nii soovitud ortogonaalfunktsioonide 
süsteemini ^(x), ^  (x) , ..., ̂ (x) , ...

Häide  ̂ Lähtudes funktsioonidest gk(z) = x* (k = 0,
1 , ..., n, ...) moodustada funktsioonide süsteem, mis 
oleks ortogonaalne lõigul [-1,+l] . Valemite (1.10) ja
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(1 .1 1) kohaselt

<Ро(х) = 1» ^1(х) s С1о + С1 1х
Yalemist (1.13) saane

+1 +1

С1о j  dx + Слл J  х dx = О ,
-1  -1

millest nahtub, et C^0 = О, järelikult ^(x) = C^x, kus­
juures Оц t О.

Leiame nüüd *jP2(x) * defineerides selle valemiga 
(1.14):

Ф2(х) = C2o + C21C11x + С 22̂ »

Süsteem (1.16) saab nüüd kuju 
+1 +1

C2o + c22 J A «  = о ,

C21C11

-1  -1  

+1 +1

2
-1  -1

millest järeldub, et C21 = 0; C22= - 3C2q.
Seega

% W  = C2o(1 “ 3x2)*
Kui anda meelevaldsetele konstantidele ja C2q

väärtused = 1 , C2o= " 1/2’ siis jõuame teatud polü­
noomide ni

P0(x) « , f ,X; _ x, P2(x) = 1/2 (Зх2- 1), 
mida tuntakse Legendre *i polünoomide nime all (nendega



puutume lähemalt kokku hiljem).
Leiame veel nende polünoomide normid:

ülesanne 2. Ortogonaliseerida funktsioonide süsteem 
g(x) = r*e-X//̂ , к = 0, 1, ... (Tulemuseks osutuvad nn.
Laguerre'i funktsioonid, mis on esitatavad kujul ^(x) =

—y/ о= e L^(x)f kus L̂ .(x) on Laguerre'i polünoomid).

4. Funktsiooni parim lähend antud lõigul.

Vaatleme nüüd järgmist probleemi. On antud funktsioon 
f(x) ja lõigul [a,b] ortogonaliseeritud funktsioonide jada 
<̂ 0(x), ••• * ••• Tuleb leida funktsiooni­
le f(x) lõigul [a,b] parim lähend kujul CQ <jpo(x)*C,j (^(x) + 
+ ... Сг фг(х), kus r on mõnesugune kindel arv.

Püüame kõigepealt
fpc) leida vastuse küsimuse-
E(UL le, kuidas hinnata la­

hendi headust antud
0 lõigul? Vaatleme joo-

OC = О ОС— о
Joonis 1. 111815 1» **** funkteioo-

10



ni f(x) lahend olgu esitatud punktiiriga. Viga,
mida me teeme mingil x eriväärtusel, on määratud suurusega

r
Д(х) = f(x) - 2 Z c k(fk(x) . k=o

Kogu loigu kohta tulevat viga võika iseloomustada nende ka­
he joone vahele jääva pindalaga. Raskusi valmistab siin aga 
asjaolu, et Д (ja koos sellega ka vastav pinnaosa) võib ol­
la nii positiivne kui negatiivne. Seetõttu võtame edaspidipveahinnanguks Д , mida integreerime üle lõigu [a,bj. Teiste 
sõnadega - lahendi headust mõõdame avaldisega

fb Г 2 M = j  [f(x) - 5 Z  Ck ĉ k(x) j  dx . (1 .17)

Avades integraali all sulud ja tuues konstandid Ck 
integraali märgi ette, saame selle valemi esitada kujul

b 2 r ,b
ix - 2 k=o „ а

U = ] [f(x)] dx - 2 H  Ckj <fk(x)f(x) dx + 
k=o a

r r ('b
+ m  ZZ ckcJ qpk(x)(p,(x) dx .k=o l=o -L

Et funktsioonid <̂ k(x), ^(x) olid ortonormeeritud, 
siis, kasutades valemit (1 .9)» võime tulemuse ümber kirju­
tada veel kujul

fb 2 (Ъ r
M =J [f(x)J dx - 2 Zlckj <pk(x)f(x) dx + XI C2 . (1.18) 

я о k~o
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Püüame nüüd reaks arenduse kordajad Ĉ -d valida nii, 
et M oleks võimalikult vaiksem. Mitme muutuja funktsiooni 
miinla\mi tarvilikuks tingimuseks on aga

= 0 , (k s 0, 1 I •••, r) . 

Rakendades seda nõuet avaldisele (1.18), saame

д гь^  -  2 J (x ) f ( x )  dx .  2Ck  = 0

ehk

Ck s f  SPk(x) f(x) * (1 *19)

Kuna antud juhul J|ĉ (x)|| = 1 , siis valemite (1.7) ja 
(1.19) võrdlus näitab, et = Â . Järelikult meie poolt va­
litud r i d a  (1.3) , t i n g i m u s e l ,  et ^ k(x), 
k = 0, 1,2, ..., m o o d u s t a b  o r t o g o n a a l -  
f u n k t s i o o n i d e  s ü s t e e m i ,  a n n a b  
f u n k t s i o o n i l e  f (x) p a r i m a  l a h e n ­
di l õ i g u l  [ a»b] . Analoogilisele tulemusele jõud­
sime ka Fourier' ridade teoorias.

5. Täielik ortORonaalfunktsioonide süsteem.
rSiiani oli meil reaksarenduse 5Z (x) liikmetek=0 * rarv r kindel suurus. Laseme nüüd suurust r kasvada piira-

rmatult. Reaksarendusel ^  Ĉ cp^Cx) on mõtet vaid siis, kui 
piir juhul r—*~ oo mõlemad joonisel 1 märgitud kõverad ühtu-
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vad ehk teiste sõnadega:
oo

f(x) = H  Ck <Pk(x) . (1 .20)kso
(Vastasel korral meie reaksarendus poleks koonduv ja seda 
kasutada ei saaks). Valemist (1.17) nähtub, et koonduva 
rea korral M— ► 0, kui г — ►oo. Kuna

Ck f(x)dx, (1 .20’)

siis tingimuse (1.18) põhjal, võttes M = 0, võime reaks- 
arenduse koonduvuse nõude esitada kujul 

(b 2
[f(x)] dx = 2_i (1 .21)

а k=o
Järgnevalt tutvume ortogonaalfunktsioonide süsteemi 

t ä i e l i k k u s e  nõudega. S ü s t e e m i  Ср̂ (х) 
n i m e t a m e  t ä i e l i k u k s ,  k u i  t a l l e  
ei s a a  l i s a d a  ü h t e g i  u u t  f u n k t ­
s i o o n i  П/Дх) nii, et s ü s t e e m  j ä ä k s  
o r t o n o r m e e r i t u k s .

Teiste sõnadega: täielik süsteem hõlmab kõik võimali­
kud ortonormeeritud funktsioonid.

Ei ole raske näha, et kui tingimus (1.21) on täide­
tud, siis ortonormeeritud funktsioonide süsteem on täie­
lik. Tõestus on vastuväiteline. Olgu süsteem ̂ (x) mitte­
täielik, s.t. et peab leiduma mingi funktsioon ̂ (x) =£ 0, 
mis on ortonormaalne süsteemiga фк(х). Valime nüüd f(x)= 
=  ,y(x). Valemist (1.20) järeldub, et

13
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4 = j 1/Г(х) (рк(х) = О 
а

iga к korral. Järelikult tingimus (1.21) annab
2

J [yc*)] äx = О.
а

St integraali all seisab positiivne funktsioon, siis 
saab seda nõuet täita ainult juhul, kui =  0, see
on aga vastuolus meie eeldusega funktsiooni ЦГ{х) kohta. 
Järelikult niisugust funktsiooni Т̂ /'(х), mis oleks ortonor- 

süsteemiga ^ k(x), ei leidu ja see süsteem on täie­
lik, mida aga oligi tarvis näidata.

Sel too dust saab teha olulise järelduse: f u n k t ­
s i o o n i  s a a b  a r e n d a d a  r i t t a  ai­
n u l t  t ä i e l i k u  o r t o n o r m e e r i t u d  
s ü s t e e m i  k a u d u .  Kui me funktsioonide süstee­
mist ^ k(x) osa funktsioone jätame arvestamata, siis meie 
poolt kasutatud reaksarendus (1 .3) ei pruugi koonduda (ta 
võib koonduda vaid teatud erikujuliste funktsioonide f(x) 
korral). Analoogilise asjaoluga puutusime kokku ka Fou­
rier' ridade teoorias. Nimelt nägime, et Fourier1 reas 
esinevad nii siinustega kui ka koosinustega liikmed. Mee­
levaldset funktsiooni ei saa arendada ritta ainult siinus­
te või кооsinuste järgi - sel juhul kasutatud ortogonaal- 
funktsioonide süsteem pole täielik.
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§2. STURM-LIOUYILLB'I VORRAJTO JA ЯВЫД OMADUSI.
1. Sturm-Liouviile11 TÕrranA.

Muutjate eraldaaisvõte viib sageli järgmist tüupi 
võrrandile

h. [p(x) g ]  + [A r(x )  -  q(x)] = 0, (2.1)

kus p(x), q(x), r(x) on mingid teada olevad funktsioonid, 
mis on määratud loigul fa,b] ega oma sellel loigul negatiiv 
seid väärtusi. Lisaks sellele funktsioonil p(x) ärgu olgu 
vahemikus (a,b) nullkohti. Sümbol Д tähistab mingit reaal- 
arvulist parameetrit.

Võrrandit (2.1) nimetamegi Sturm-Llouvilla*i fXturm- 
liuvillij võrrandiks. Sellel võrrandil võib olla nii lõp­
likke lahendeid kui ka lahendeid, mis teatud x eriväärtus­
tel saavad lõpmatuks. Tavaliselt funktsioonil y(x) on min­
gi konkreetne füüsikaline tähendus, mille puhul funktsiooni 
lõpmatud väärtused ei oma reaalset sisu. Seda asjaolu ar­
vestades otsime Sturm-Liouville’i võrrandile üksnes lõplik­
ke lahendeid, kus |y(x)| С 00 iga x puhul lõigust [a,b] . 
Niisuguste lahendite leidmisel esineb põhiliselt 
k o l m  r a j a t i n g i m u s t e  v a r i a n t i ,  
mida vaatame allpool.

a) Kui p(a) £ 0, p(b) j£ 0, siis nõuame, et võrrandi
(2.1) lahend rahuldaks rajatingimusi y(a) = y(b) = 0.

b) Kui p(a) = 0, siis nõuame, et funktsiooni y(x)

15



väärtus kohal x = a oleks tõkestatud, s.t. | y(a)j -C.00. Ana­
loogiliselt, kui р(Ъ) = 0, püstitame nõude, et |y(b)|<oo.

c) Kui p(x) ei oma ühtegi nullkohta, siis võime võtta 
a — - 00; Ъ — oo. Funktsioon y(x) peab lõpmatuspunktis 
täitma mõningaid täiendavaid nõudeid, mis me formuleerime 
hiljem (seda juhtu analüüsime lähemalt Hermite1i ja La guer­
re 'i polünoomide omaduste uurimisel).

Sturm-Liouville'i võrrandil on mitmeid huvitavaid 
omadusi, millega tutvume järgmistes punktides.

xm-.•.iouvliie 11 võrrandi omaväärtused.

Ilmselt on võrrandil (2.1) alati triviaalne lahend 
у == 0. Võib tõestada, et mittetriviaalseid lahendeid on 
sellel võrrandil üksnes parameetri A teatud väärtuste kor­
ral л 2 ^  ••• ̂ Лп» milliseid on lõpmatu hulk. Neid 
eriväärtusi nimetamegi võrrandi (2.1 ) omaväärtusteks. 
ülaltoodud väite põhjendamine nõuab mõningaid täiendavaid 
teadmisi matemaatikast, mille tõttu me võtame selle väite 
ilma tõestuseta.

3. Stura-Liouville11 võrrandi omafunktsioonid.

Tõestame järgmise teoreemi:
i g a l e  S t u r m - L i o u v i l l e '  i v õ r ­

r a n d i  o m a v ä ä r t u s e l e  v a s t a b  ü k s ­
a i n u s  f u n k t s i o o n  <pk(x), m i s  on 
v õ r r a n d i  (2.1) l a h e n d i k s .

Seda funktsiooni nimetamegi võrrandi (2.1) omafunkt- 
siooniks.

16



Toestus on vastuväiteline. Oletame, et mingile oma­
väärtusele Д k vastab kaks lineaarselt sõltumatut oma- 
funktsiooni ja Tff̂ x). Et need funktsioonid peavad
rahuldama Stum-Liouville' i võrrandit parameetri väärtusel
A  = Д  к ’ saaae

s  (p “a ^  + (л  &  - q) ^ k = o ;

35 ( + ( Л - q) 'ЦГ'ъ ~ 0 •

Korrutame esimest võrrandit Л ^ -ga, teist (-cpk)-ga 
ja liidame saadud tulemused. Seda tehes saame

Lihtne arvutus näitab, et selle tulemuse võib viia
kujule

Kui mingi funktsiooni tuletis võrdub nulliga ig* x 
väärtuse korral lõigult £a,bj, siis see funktsioon ise on 
konstantne:

P( T k  ~ix " ^ k  “3T’) = const* (2‘2>
Konstandi määrame rajatingimustest. Esimese rajatin- 

gimuste variandi k o r r a l a) = TfjXb) = ^(a) = f^(b)s0 

ja seega konstant on null. Teise variandi korral on p(a) =0 
või p(b) = 0. Valemist (2.2) nähtub, et ka siin on integree- 
rimiskonstant null.

17
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Seega rajatingimuste кале esimese variandi korral

У* t s * - т г  s  о • <2-«

Saadud tulemuse võib esitada diferentsiaalvõrrandite 
teooriast tuttava Vronski determinandi kujul:

l/'k ‘Pk 
ark 4fk
ТЗГ ТЗГ

4<fk 4 %
“ Tx" ■ Т Г  •

Antud juhul W =  0, diferentsiaalvõrrandite teoo­
riast aga teame, et sellisel juhul funktsioonid ja 
peavad olema lineaarselt sõltuvad, s.t. . See
on vastuolus meie esialgse eeldusega omafunktsioonide sõl­
tumatusest. Oleme seega sattunud vastuoludesse. Nendest va­
banemiseks on ainus võimalus loobuda meie oletusest, nagu 
võiks ühele omaväärtusele vastata kaks sõltumatut oma- 
funktsiooni. Sellega aga meie lause ongi tõestatud.

Lahtiseks jaäb esialgu kolmas variant rajatingimusi. 
Seda juhtu uurime lahemait hiljem.

4. Omaväärtuste positiivsus.

Näitame nüüd, et kõik omaväärtused on positiiv­
sed.

Tõestuseks vaatame mingit omaväärtust ja selle­
le vastavat omafunktsiooni c£>̂ (x). Asetades need suurused 
Sturm-Liouville1i võrrandisse, saame

h  (P “ SS5 ) + ( r -  q) = 0 .

18
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Korrutame selle võrrandi mõlemaid pooli da -̂U"
tegreerime rajades (a,b) :

f *Pk | e (p “5 Г  )dx + **k {  r(fk dx -  j  ^ k * *  * 0 * (2*4)a bl a

Esimest integraali integreerime ositi võttes: u = ̂  
ja dv = d(p d<̂ k/dx)i tulemuseks saame

[Ъ л d<fv <*<?> |b fb d«?v 2
J ^k 3x(p “ЗГ" )dx = +(P^k “35Г > ~ j p( ~cE“  ̂ dx* (2,5)a. la a

Rajatingimuste esimese kahe variandi korral on välja- 
integreeritud osa null, sest emb-kumb, kas ^^(а) = О või 
p(a) = 0 (samuti ka ^^(b) = 0 või p(b) = 0). Asetades 
tulemuse (2.5) valemisse (2.4), saame parast liikmete kor­
raldamise

К  j  r  <fk 41 = j f  p( ^  )2^  + /  •

Et funktsioonid p, q ja r ei saa lõigul [a,b] oman­
dada negatiivseid väärtusi, on kõik integraalide all ole­
vad suurused ja samuti ka integraalid ise positiivsed. 
Sellest aga järeldub, et Лк >  0, mida meil oligi tarvis 
näidata.

Ka siin jääb lahtiseks rajatingimuste kolmas variant.



5. Omafunktaloonlde ortogonaalsus.
Selles punktis tuletame järgmise valemi: 
rb

r(x) <f>k(x) dx = o, kui к ̂  1 . (2.6)
i

Kui oleks r(x) — 1, siis tingimus (2.6) ühtuks va­
rem käsitletud оrtogonaalsusetingimusega (1.5)* Seepärast 
öeldaksegit et kui tingimus (2.6) on täidetud, siis oma- 
funktsioonid V X̂x) ja SP̂ Cx) on ortogonaalsed kaaluga 
r(x).

Tõestame nüüd valemi (2.6) kehtivuse. St 3a
*^(х) on Sturm-Liouville’ i võrrandi oma väärtustele Л к ja 
A 1 vastavaks lahendiks, siis

S  (P + С Л к г  -  q) ЯРк = 0 5 

“Tsb ♦ ( г  -  q) = 0 .

Korrutame esimese võrrandi kõiki liikmeid «ĵ -ga,tei­
se võrrandi liikmeid aga <pk_ga ja integreerime rajades 

(a,b):

d^ ' ft
I SPi |e<P - a r >  * *  + A kJ r(?k Vi** -  J  < =  Oi

ъ ab \  (2*7)
f  ^ k ^ P  “a5T> + \ J  Г ^ k  4>1*X ~( * = o .
а а -4

Analoogiliselt eelmises punktis tehtule integreerime
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ka siin mõlema võrrandi esimesi integraale ositi. Tulemu­
seks saame

Esimese kahe rajatingimuse variandi korral on jäl­
legi väljaintegreeritud osad nullid. Arvestades seda asja­
olu, asetades tulemused (2.8) valemitesse (2.7) ja lahu­
tades selle süsteemi esimesest võrrandist teise, jõuame va-

Et omaväärtused olid erinevad (s.t. A k t ^^),siis 
peab null olema integraal, millega olemegi tõestanud vale­
mi (2.6) kehtivuse.

Rajatingimuste kolmas variant vajab jällegi täienda­
vat analüüsi.

Kaalu r(x) korral funktsiooni ^(x) normi ruut de­
fineeritakse valemiga

(2 .8)

lemlnl
( A k - Лх) J  r SPk SPl

а
dx = 0 .

'a
(x) dx ,2

(2.9)

mis osutub varemantud valemi (1 .6) üldistuseks.
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§ 3. MÕNINGAID ERIFTJHEPSIOONB.

1. Legendre'1 polünoomid.

Järgnevalt asume Legendre'1 diferentsiaalvõrran­
di (1.1) lahendamisele. Selleks kasutame mõnevõrra kaudset 
teed: tuletame algul nn. Legendre'i polünoomid ja näitame 
siis, et need on diferentsiaalvõrrandl (1 .1) omafunktsioo- 
nideks.

Legendre'i polünoomide juurde jõuame kõige kiiremini 
nn. tekitaja funktsiooni kaudu, mille defineerime valemiga

TCx, ?)
V

(3.1)

kus juures 0 <  ̂ )< 1 , -1 ^  x ̂  1 .
Arendame selle avaldise Maclaurin'i ritta g astmete

jargi:

(3.2)

Leiame osatuletised

e - x
(1 + <p2- 2 ̂ x)^/2

32ЦГ - (1 - Q2- 2 ?x)3/2+ (g -x) \ Yl + ff2- 2px' 2( 9 -x)t
(1 + p2 - 2 fx)3 

Et T|T(x,0) = 1, /Э3Н  _ _ 2 _
U ?/?= ° '  ’ l ä p ^ o - 31 1 *



siis valem (3»2 saab kuju
Y(x, 9 ) = 1 + x̂ > + ̂  (Зх2 - 1 ) у2 + ...
Selle tulemuse võib kirja равна järgmiselt:

Vr(x, f) « 2  pnW  • (3-3)11=0
kus Pn(x) on teatud polünoomid, mis kannavadki Legendre * i 
polünoomide nime. Sespool läbiviidud arvutus andis meile
3 esimest Legendre'i polünoomi:

P0(x) = 1 ; P1 (x) = x * P2(x) = ̂ (Зх2- 1) .

Märgiksime, et samadele tulemustele jõudsime ka §-s 1, 
p. 3 toodud näites mõnevõrra erineval viisil.

Eeltoodud mõttekäik võimaldab leida Legendre'i polü- 
noome Pk(x) mistahes indeksi к väärtuse jaoks* Teiselt 
poolt tuleb aga pidada silmas, et kui к ̂ 2, siis vajali­
ke tuletiste arvutamine muutub üsna tulikaks ja töömahu­
kaks. Tuletame seepärast valemi, mille abil saame suhteli­
selt hõlpsasti koostada Legendre'i polünoome juhul, kui 
к 1 .

Kirjutame valemi (3*1) kujul

л/гсх, £) + ?2- 2 V х = 1

ja võtame osatuletised nii () kui ka x järgi:
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Korrutades saadud avaldiste kolki liikmeid avaldisega 
"Vi - ̂ 2- 2qx , saame võrrandid

(9 - + (1 + ̂)2- 2 £x) * 0 ; (3.4)

-p-ljT + (1 2 (?x) ^  = 0 . (3.5)

Valemist (3»3) leiame, et

Я!//1 о 00= R,(x) + 2P2(x )̂  + 3P3(x)92* 2Z(n+1)Pn+1(x)^. (3.6)

Asetades selle tulemuse võrrandisse (3.4) ja arvesta­
des valemit (3*3)» saame samasuse

°o _
2  [(1 + 92- 2 9 x)(n+1 )Pn+1 9 11 + (-x+p)Pn<?nJ = 0  .

Korraldades tulemust 9 astmete järgi, näeme, et 

[(n+1)Pn+19n- xPn(f+ (n+1)Pn+19n+2- 2(n+1)xPn+1 9 n+1+

+ pn9 n+1]= 0 .

See samasus peab kehtima mistahes 9 korral; see on 
aga võimalik ainult siis, kui kõigi 9 astmete kordajad 
on nullid. Leiame 9 n kordaja ja võrdsustame selle nulli­
ga (kui £) astendaja on n+1 või n+2, siis tuleb võtta 
funktsiooni reaksarendusest eelmine või üleeelmine liige, 
vähendades arvu n vastavalt kas ühe või kahe võrra) s

(n+1)Pn+i- x(2n+1)Pn + nPn-1 = 0. (3.7)
Saadud tulemus kehtib, kui n^1, ja võimaldab järk­

järguliselt arvutada mistahes Legendre'i polünoome.
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On tarvis näidata, et Legendre'1 polünoomid on tõe­
poolest võrrandi (1.1) omafunktsioonid.

Selleks elimineerime valemeist (5*4) - (3*5) muutuja 
у ; seda tehes saame võrrandi

Valemi (3»3) põhjal (kriipsuga märgime edaspidi tule­
tisi z järgi)

Asetades selle tulemuse ja 'ifr avaldise valemist (3*3) 
võrrandisse (3*8), saame äamasuse

2  [(n*DPn+1 en+1- <x -e>pn' ?“] = ° •n=o
Vorrutame nulliga jällegi liikme фп kordaja, see an­

nab meile võrrandi

^n - + Pn-1 = 0 • (5-9)

Meie eesmärgiks on seoste (3*7) ja (3-9) põhjal koos­
tada võrrand, mis sisaldab Legendre'1 polünoomi ja selle tu­
letisi üksnes indeksiga n. Selleks diferentseerime esmalt 
valemit (3*7)i

(n+1)P̂ +1 - x(2n+1)P̂  - (2n+1)Pn + nP̂ 1 = 0 .

Asetades siia liikme valemist (3.9), jõuame seo­
sele f

Pn+1 - - (n+1)Pn = 0 •

25
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Vahendame indeksit n ühe võrra:

Pn - xPn-1 - “V i  = 0 * (3*10)
Suuruse Pn-/j asetame siia valemist (3*9)• Seda tehes

saame
(1 - XZ)PŽ + * 0.

On veel tarvis vabaneda liikmest Pn--j 5 selleks dife- 
rentseerime leitud avaldist x järgi:

^ [ c  - х2)Рц] + nPn + шсРд - nP^_1 = О .

IAsetades siia veelkordselt valemist (3*9)» saa­
me pärast lihtsustusi võrrandi

^[(1 - x2)P̂ J + n(n+1)Pn = 0 . (3.11)

Võrreldes tulemust valemiga (1.1), näeme, et polünoo­
mid PQ(x) on tõepoolest Legendre'i diferentsiaalvõrrandi 
omafunktsioonid, kui vaid Л п = n(n+1).

Legendre'i võrrand on Sturm-Liouville'i võrrandi (2.1)
д Peri juhuks, kui võtta p(x) = 1 - x , ,\n = n(n+1 ), r(x) = 1 ,

q(x) = 0. Et p(-1) = p(+1) = 0, siis on meil tegu rajatin- 
gimuste teise variandiga ning kõik §-s 2 p. 2 - 5  tehtud 
järeldused kehtivad. Et r(x) = 1, siis Legendre'i polünoo­
mid on ortogonaalsed kaaluga üks, s.t.

+1
Pk(x) Px(x) dx sO, kui к 1 . (3.12)J-1

Mis puutub Legendre'i polünoomide normi, siis polü- 
noome teades pole seda kuigi keeruline arvutada (seda me
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tegime juba J-s 1, p. 3 toodud naite puhul). On võimalik 
tuletada ka alltoodud üldine valem normi ruudu kohta:

Järgnevalt tuleks naidata, et Legendre'i polünoomid 
moodustavad täieliku omafunktsioonide süsteemi, sest vas­
tasel korral neid ei saaks kasutada funktsioonide reaks- 
arenduste koostamiseks. Selle fakti võtame lihtsuse pä­
rast toestusteta. Omafunktsioonide süsteemi Pk(x) täie­
likkusest järeldub, et peale Legendre'i polünoomide ei 
leidu teisi funktsioone, mis oleksid ortogonaalsed mingi

on nullist erinevaid lõplikke lahendeid vaid parameetri 
väärtustel Л. = n(n+1), kus n on positiivne täisarv.

2) Mistahes funktsiooni f (x) võib arendada lõigul 
[-1,1] ritta Legendre'i polünoomide järgi kujul

Pk(x)-ga.

f(i) = 22 V » (I> •

kus

f(x)Pn(x)dx = š|±l j  f(x) Pn(x) dx.

8
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ülesanne 3. Andes Indeksile n väärtused n = 1, 2, 3« 
arvutada valemi (3*7) põhjal polünoomid P200i Pj(*)»

üle8anne 4. Arendada Legendre*1 polünoomide järgi rit­
ta' funktsioon f(x), mis on antud kujul

0, kui -1 <  x <  0
1, kui 0 < x ̂  1.

2. Pöörleva keele väikesed võnkumised.

Et illustreerida Legendre*i polünoomide rakendamist 
matemaatilise füüsika kursuses esinevate võrrandite integ­
reerimiseks, vaatame järgmist ülesannet.

Keel pikkusega 1 on kinnitatud ühe oma otsaga punk­
tis 0 ja võib vabalt põõrelda vertikaalse telje ümber (joon

2). Eeel olgu homogeenne, 
tema plkkusühiku mass Q . 
Keele pöörlemine toimugu 
konstantse nurkkl lruaega CO.N

i
\

oÛ — U(X; t )  Raskusjõu ja keskkonnatakia- 
tuse jätame arvestamata. Kui

Joonis 2.

keele kujuks alghetkel on 
sirgjoon, mis asub pöörle- 
misteljega ristiolevas tasa­
pinnas, siis ka pöörlemisel 

jääb keel sirgeks. Meid huvitab aga mõnevõrra üldisem juh­
tum, kus alghetkel on keelel mingi väike algkõvervs ja on 
tarvis uurida keele kuju muutumist liikumise vältel. Keele
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liikumist on otstarbekohane kirjeldada xu-teljestikus, mil­
le alguspunktiks on punkt 0; x-telg pööreIgu u-telje um­
ber nurkkiirusega 00 • Niisugusel juhul x-telg iseloomustab 
keele relatiivse tasakaalu asendit (s.t. asendit, mis vas­
taks sirgjoonelise keele pöörlemisele); u - aga iseloomus­
tab vertikaalelhilist kõrvalekallet sellest asendist. See 
suurus sõltub ilmselt nii koordinaadist x kui ka ajast t, 
seega u = u(x,t). Keele algkuju olgu antud võrrandiga 
u(x,0) = f(x), kus f(x) on mingi vahemikus (0,1) teada olev 
funktsioon. Keele algkLiruee loeme lihtsuse mõttes nullike, 
s.t. ü(x,0) =  0. Vaatame nüüd keele asendit mingil hetkel 
t ning eraldame keelest mingi elemendi dx (joon. 3)* Sel-

pöörlemisteljest 
eemale; 3) vertikaalel. hl.Hne inerts jõud, mis on suunatud

sakaalus. Tasakaalutingimuste saamiseks projekteerime mõ­
juvad jõud x- ja u-telgedele ning võrrutame saaduA projekt-

U

lele elemendile mõ­
juvad järgmised
jõud: 1) Otspunkti­
des A ja В rakenda­
tud tõmbejõud T(x,t) 
ning T(x+dx, t) ; 
2) teentrifugaal-

0 X
Joonis 3

x+dx

vastupidiselt kiirendusele d2u/ dt2 ja omab mooduli 
g dx | 32u/ dt2|. Kõik need jõud peavad olema omavahel ta-
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eloonide summad nulliga. Seda tehes saame

T(x + dx, t) coe|3 - T(x, t) cosoC + = 0 ;
T(x + dx, t) sin|3 - T(x, t) s in  ОС -  £dx d2u/dt2 = 0.

Et me vaatame ainult keele väikesi võnkumisi, võime 
võtta cos of ^  cos J3 1, sinoC ̂  tancX = ~ J  , sinp» 
ss-taaß . Seega

Г dx|x+4r
T(x+dx, t)cos|9 - T(x,t)oosoC ̂  T(x+dx, t) - T(x,t) a

T(x+dx, t)sinj?-I(x,t)einOC = i1 k l ^ i *  Ы *  i [ * k h  

ja tasa ka aluvõrr andi d saavad kuju
Эт л ,л2l i

-4 * * 3  ■*& •dx
Esimene integreerimine annab

T = C(t) - \ %CÕ2 x2.

Integreerimiskonstandi määramiseks kasutame asjaolu, 
et keele ots x = 1 on mistahes ajamomendil vaba, s.t. et 
T(l, t) = 0. See nõue annab C(t) = 1/2 (3CJ2 l2 ja järeli­
kult

T = |^(J2(12 - x2) .

Nüüd pöördume süsteemi (3»14) teise võrrandi juurde. 
Asetades sinna leitud T avaldise, saame

JO



See ongi diferentвlaalvõrrand, nie määrab pöörlev» 
keele väikesed võnkumised. Selle võrrandi juurde kuulub ra- 
jatingimus u(0,t) « О (3.16)
ja algtingimused

u(x,0) * f(x) ; u(x,0) s О . (3*17)
Võrrandi (З.15) lahendame meile juba tuttaval Fourier4 

meetodil. Selleks otsime lahendit kujul
u(x,t) я T(t) X(x) .

Asetades selle tulemuse valemisse (3*15)1 saame pa­
rast muutujate eraldamist

Š= Г(12- X2) I '( x ) l
2 T”(t) . ”  1___________±  . (3.19)
T(t) " X(x)

St võrrandi ühel poolel seisab t funktsioon, teisel 
poolel aga z-i funktsioon, siis peavad mõlemad pooled võr­
duma konstandiga; selle konstandi väärtuse tähistame (- А  >- 
ga. Võrrand (3*19) laguneb seega kaheks:

co2T"(t) + Л T(t) s О ;
(3.2°)

^  |_(12-  x) X ' (x )J  + ЛХ(х)  = 0 .

Teises võrrandis teostame muutujate vahetuse x «= 1| . 
See võimaldab viia võrrandi kujule

а_Г(1 - *2) &' d? L ? df + ЛХ»5 L > u$j
ehk

31



( 1 "  ^ 2) $  ” 2 ^  Щ * л х  * 0 *
(3 . 21)

See on aga Legendre'i diferentsiaalvõrrand, millel on 
nullist erinevaid lahendeid vaid Juhul, kui Л  = n(n + 1). 
Võrrandi (3*21) lahendid saame seega tujul

I(x) = Pa( ^ ) = Pa( § ) . (3.22)

Rajatinglайве (3*16) kohaselt on Z(O) = 0 ja seega 
Pn(0) s 0 ; Legendre 'i polünoomide avaldistest ja valemist 
(3*7) aga nah tub, et seda tingimust saab täita ainult, kui 
n on paaritu. Seega edaspidi n all mõistame paaritut täis­
arvu n = 1, 3, 5, ... Süsteemi (3-20) esimese võrrandi 
üldlahendiks, mis vastab parameetrile ,An = n(n + 1), on

V t )  = V>os\te%±2 u)t + Bnsin^g£Ö w t .

Rakendame nüüd algtingimust u(x,0) = 0, mida (3*18) 
põhjal võib viia kujule Tn(0) = 0. Diferentseerides Tn(t) 
avaldist, saame
in(t) =ysi|±ll с о Г - А ^ а Ц Е а Ж ^  + BD COSУ  äSHTut].

Vottes t ss 0, näeme, et algtingimus T(0) on rahulda­
tud ainult siis, kui Вд = 0.

Indeksile n vastav võrrandi (3*15) lahend on seega

un(x,t) = 5 )co (jjtt (n = 1» 3»

Et saaksime rahuldada ka teist algtingimust u(x,0) =
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a f (i), superponeerime kolk leitud lahendid:

oo -----------
u(x,t) = 5̂  f  * cosy (5.23)

a=1»3*5«••
Võttes t = 0, saame

u(x,0) = 5Zi Vn( I > s f(x)* (3,24)
11=1 ,3*5* • •

Korrutame selle võrrandi mõlemaid pooli P^Cx/D-ga ja 
integreerime vahemikus -1 ̂  x/l ̂  +1 • Legendre' 1 polünoomi­
de ortogonaalsuse tõttu saame

^  JP» ( I  >| * f « х> гт( I  > «*
ehk, arvestades valemit (3*13)>

r+1V * f(x)Pa( f ) dx. (3.25)
J-1

Siinkohal vajab selgitust järgmine asjaolu. Valemites 
(3.25) tuleb integraal võtta vahemikus (-1, +1), funktsioon 
f(x) on aga defineeritud ainult poolel lõigul [0,1]. Me 
peame seega funktsiooni f(x) sobitama ka ülejäänud lõigu 
poolde . Märgime esmalt, et kõik paarituarvulise in­
deksiga Legendre'i polünoomid on x suhtes paaritud funkt­
sioonid (et see on tõepoolest nii, nähtub valemist (3*7) )• 
Valemi (3*24) kohaselt peab ka selle valemi paremal poolel 
seisma paaritu funktsioon - järelikult peame funktsiooni 
f(x) jätkama lõigul £-1,oJ nii, et saaksime paaritu funkt-
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elooni. Et nii f(x) kui ka PÄ(x/I) on paaritud funktsioo­
nid, siis nende korrutis annab paarisfunktsiooni ja raie* 
(5*25) saab kuju

= (2m+1) Г f(x) PÄ( f  ) dx . (3.26)
J0

Suud pole ешш mingit raskust reaks arenduse kordajate 
arvutamiseks.

Pöördume tagasi -valemi (3*23) juurde. Et koosinus 
on perioodiline funktsioon, siis ka u(x,t) on t suhtes 
perioodiline funktsioon. Sisuliselt tähendab see seda, et 
keel hakkab võnkuma relatiivse tasakaaluasendi u = 0 üm­
ber.

Oles«"»*» 5. Keele algkuju määrab funktsioon f (x) = 
= ax2. Arvutada reaksarenduse (3*23) 3 esimest liiget.

5. Legendre1! polünoomide kaaspolünoomld.

Püüame leida mitte triviaalse id lahendeid võrrandile

[ (1  -  I 2 ) S ]  -  T  = 0 , (3 .2 7 )

kus m on positiivne täisarv.
Teeme kõigepealt muutujate vahetuse

7 = (1 - x2)“̂ 2̂ !) . (3*28)
Arvutades välja tuletised ja asetades need võrrandis­

se (3*27). saame

(1 - x2) - 2(m+1 )x +£л - m(m+1 )]u = 0. (3*29)
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Nagu teame eelnevast, peab Legendre'i polünoom Pn(x)
rahuldame. Legendre'1 diferentslaalvõrrandJLt

5 d2P dP(1 - x2) —rjS - 2x —gj?- + n(n+1)Pn = О . (3*50)

Diferentseerime seda võrrandit:
- d̂ P d P̂ _ dl5

(1 - x2) — - 2.2x — ^  + [n(n+1 ) - 2 ] ^  = 0 .

Veelkordne diferentseerimine annab
d̂ P d P̂ d2P.

(1 -x2) — - 2(2+1 )x — r  + Гn(n+1 ) - 2*3l — j dx dxp L J dx - = 0 .

Jätkates diferentseerimist, pole raske näha, et aval­
dise (З.ЗО) m-kordsel diferentseerimisel saaksime (eeldame, 
et m ;gn)

d(«+2>p r T d X
Cl-*2) ^»+2 ■ - 2C«+1)x — ♦[n<nvO-*(mvl)] —  = 0.

(3.51)

Valemite (3.29) ja (3.31) võrdlus näitab, et mõlemad 
tulemused uhtuvad, kui võtta Л= n(n+1 ), u = 0?°Тп/<1тР, Ar­
vestades valemit (3.28), saame kirjutada võrrandi (3.27)
lahendi kujul d^^

у = O-x2)*72 *

Selle eeskirja kohaselt moodustatud avaldisi nimeta­
megi Legendre*i polünoomide kaaspolünoomideks. Edaspidi tä­
histame neid sümboliga P̂ C111) f seega
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Võrrand (З.27) on Sturm-Liouville' 1 võrrandi (2.1)
5 2erijuhukB, kus p(x) ■ 1 - эГа q(x) = « , r(x)= 1.

1 -x*
Strum—Liouvllle' 1 võrrandi osaduste põhjal omafunktsioonid
(3*32) on ortogonaalsed kaaluga 1. Omaväärtuseks on Лц=
= nCn+1). Et p( + 1) = 0, siis ortogonaalsuse vahemikuks
võime võtta [-1,+1J.

Valem (3*32) võimaldab Legendre'i polünoomide kaudu
arvutada mistahes kaaspolünoome. Nii näiteks

d-x2)1̂  g  . .

F<1>= (1-x2)1/2 ̂  = (1-i2)1/2 = j x ^  .

(2) p d2P2 p d2 ?P2 = (1-x2) = (1-x2) = 3C1-X2).

Kirjutame välja veel valemi kaaspolünoomide normi ruu­
du arvutamiseks:

* <**>
Seda valemit me ei tõesta. Tema kehtivust võib aga ot­

seselt kontrollida, kui vastava kaaspolünoomi P^^kuju on 
teada.

ülesanne 6. Arvutada kaaspolünoomid Pĵ 2* P^-
ülesanne 7. Lähtudes eespool leitud kaaspolünoomide 

P ^ \  Pg^\ P2 2̂  ̂avaldistest, arvutada nende polünoomi­
de normid ja kontrollida valemi (3*33) kehtivust.
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4. Hermite'i funktsioonid.
Olgu meil antud tekitaja funktsioon

V 4  £,x) = e2xP" ?2.
Nii nagu Legendre*i polünoomide korral, arendame ka 

selle Maclaurin'i ritta () astmete Järgi. Et

= - ге2*? + 4(x-^)2e2x?" ̂ 2, =4I2- 2,

siis ^
njrCf ,x) = 1 + 2x + (4x2- 2) + ... (3.35)

Hermlte1 i [brmiti]] polünoomid defineerime valemiga

УХ £ ,x) s Y* H^x) ^  • (3*36)
n=o

Valemite (3*35) Ja (3*36) võrdlus annabki meile esi­
mesed kolm Hermite'i polünoomi:

H0(x) = 1, a,(x) = 2x, IL,(x) = 4x2 - 2. (3.37)

Järgnevate polünoomide arvutamine sel viisil osutub 
üsna tülikaks; seetõttu tuletame Jällegi vastava seose,mis 
võimaldab leida kõrgema indeksiga polünoome madalama indek­
siga polünoomide kaudu.

Kirjutame valemi (3.34) ümber kujul
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ln-yr S 2xp - у 2 .
Võttes siit osatuletised Q ja x järgi, saame

rT q =**~?) 1 y l l = 2? 1
millest jareldLuvacL võrrandid

• ^  = 2(l - $ ) y  ; (3.38)

2 9 Y  ' (3*39)
Valemi (3*36) põhjal

.-1

n=1

Asetades selle tulemuse ja у* avaldise (3»36) võrran­
disse (3*38)f saame samasuse

«  « г  pn+1 

-  - “ - “ Г -

Korraldades liikmeid () astmete järgi, näeme, et
oo _

* T Ä y r V i ] 9» s o  .

Et see tingimus peab olema täidetud iga () korral, 
siis võrrutades nulliga liikme kordaja, saame lisaks 
varem esinenud seosele = 2xHp = 2x tingimuse

^ ' 2“ n - 2nt l  • (3-ад)
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See seos võimaldabki arvutada mist abee Järguga Her- 
mite'i polünoome.

Nii näiteks

H3(x) = 2^2« 2*2Н*| a 2XC4X2- 2) - 4*2x = 8т5- 12x .
Koostame nüüd diferentsiaalvõrrandi, mille lahendi­

teks on Hermite'i polünoomid. Selleks lähtume võrrandist 
(3*39)* Võttes arvesse valemi (3*36) ning sellest tuleneva 
seose ду 

W n=o
saame võrrandist (3*39) samasuse

Л

ehk

о
n=o 4

2 ( £

Võrrutades nulliga liikme )̂n korda jm, saame
= 2n Hn_1 . (3.41)

Meie kasutada on seosed (3*40) ja (3.41) ; püüame 
neid teisendada niiviisi, et valemis (3*41) esineks ainult 
liige Hn ja selle tuletised. Selleks kaotame kõigepealt 
samasusest (3«40) valemi (3.41) abil ara liikme 2“ V l  *
seda tehes saame

Diferentse erime saadud tulemust ;

39



HA+1 - 2 l B A - 2 H a + H J ' 0 .  (3.42)

Valemis (3*41) suurendame indeksit n ühe võrra, see­
ga

HA+1 = 2(n+1) ^  .

Asetades selle valemisse (3.42), jõuame võrrandini
н£- 2хн^ + 2n i ^ . o  .

Järelikult Hermite'i polünoomid on lahenditeks dife­
rents iaalvõrrandile

у" - 2xy' + 2ny = О . (3*43)
Lihtne võrdlus valemiga (2.1) näitab, et see võrrand 

ei ole Sturm-Liouville'i võrrand ja meie poolt §-s 2 teh­
tud järeldused ei pruugi olla õiged. Seeparast püüame tei­
sendada võrrandit (3*41) nii, et saaksime Sturm-Liouville'i
võrrandi. See on võimalik järgneva muutujate vahetuse abil:

у = z . (3.44)

W  J ny' = (z' + xz) e ' ,

y" s (z" + z + 2xz’ + x2z) ex 72 , 
siis võrrand (3»43) saab pärast lihtsustust kuju

z" + (2n + 1 - x2)z = 0 . (3»45)

See on Sturm-Liouville’i võrrand, milles p(x) = r(x)= 
= 1 , Л = 2n (n = 0, 1 , 2, ...), q(x) = x2 - 1 .
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Võrrandit (З.45) nimetatakse Hermite'i diferentsiaal­
võrrandite . Et у = oli võrrandi (3.43) omafunktsiooniks, 
siis Hermite'i võrrandi omafunktsioonideks on

Zn(x) = e“*2/2 Ĥ (x) . (3.46)

Neid funktsioone nimetatakse Hermite'i funktsioonideks.
Kuna p(x) nullkohti ei oma, siis ortogonaalsuse vahe­

mikuks võime võtta ( — 00 , + 00); .sellele vastab kolmas
variant rajatingimusi (§2, p. 1). Paragrahvis 2 toodud 
mõttekäigud kehtisid vaid kahe esimese rajatingimuae varian­
di korral. Lähem vaatlus näitab aga, et tõestustes ei muutu 
midagi, kui me suudame näidata, et valemi (2.2) parem pool 
on null ja et valemis (2.8) on nullid väljaintegreeritud 
osad. Teiste sõnadega: peame näitama, et

/lim \\ dx / = О- (3.47)
00

Valemi (3.46) põhjal saame 

. “ 1гг — •e
Selle avaldise lugejas on mingi poiünoom, nimetajas 

aga eksponentfunktsioon. Avaldise piirväärtus, kui x-*-i 00, 
on null, sest eksponentfunktsioon kasvab kiiremini kui mis­
tahes astmefunktsioon (selles võib veenduda näiteks 1'Hopi- 
tali reegli abil). Järelikult on õige valem (3*47) ning see­
ga tõestatud nii omafunktsioonide ühesus kui ka ortogonaal- 
8us. Viimase nõude saame kirjutada
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гZĵ x) Zx(x) dx = О , kui к * 1

ehk (3.46) põhjal
+5»
J  e,"x2Hk(x) Hx(x) dx = О , kui к t 1 . (3̂ 48)

Valemist (3*48) nähtub, et Hermite'i polünoomid on 
-x2ortogonaalsed kaaluga e

Anname lõpuks veel valemi Hermite'i funktsioonide nor~ 
mi ruudu määramiseks:

z j 2 s  7? n iY F .  (3.49)

ülesanne 8. Valemit (3.40) kasutades arvutada Hermi­
te'i polünoomid Ĥ (x) ja H4(x) !

ülesanne Arvutada Hermite'i funktsioonide ZQ(x), 
Z^(x), Z2(x) normid ning kontrollida valemi (3.49) kehti­
vust!

5. Laguerre'i funktsioonid.

Tekitajaks funktsiooniks valime nüüd

-  ^ L£-
'f'C % ,*) = -j ̂ e 1  ̂ . (3.50)

Kuna edaspidised mõttekäigud on väga sarnased sellega, mida 
nägime juba Legendre'i ja Hermite'i polünoomide puhul, siis 
käesolevas punktis ei lasku me detailidesse, vaid piirdume 
üksnes põhiliste tulemuste väljakirjutamisega.
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Laguerre♦1 [lagerrij polünoomid defineeritakse vale­
miga oo

1i/*( Q »*) = 2  4.Cx) Qn• (3.51)~ n=o ^
Esimesed polünoomid on 

Lq= 1 , Itj«  1 -  x , 1*2= 2 -  4x  + x2 , Lj= 6 -  18x + Э*2-  x?

Folünoome, mille indeks n 1, võib arvutada valemist

I^+1 = (2n + 1 - х)1^ - = 0 . (3.52)

Laguerre’i polünoomid rahuldavad diferentsiaalvõrran-
dit xy" + (1-x)y* +ny = 0 . (З.5З)

Et see pole Sturm-Liouville ' 1 võrrand, siis teeme muu­
tujate vahetuse

у = Z eX//2
ning saame uue võrrandi

■̂ (x ) + 5(1 - ̂  )Z + nZ = 0 . (3»54)

See on Sturm-Liouville' i võrrand, kus p(x) = x, q(x) = 
= 1/2(tj - 1), r(x) £1, Л = n. Kuna p(0) = 0, siis orto- 
gonaliseerimisvahemikuks valime poollõigu Q),oo ). Et § -s
2 toodud teoreemid kehtiksid, peame näitama, et

dZ,lim (x Z, ) = 0 ;x—►

selle tõestamine aga toimub samal viisil nagu eelmises punk­
tis.

Võrrand (3*54) kannab Laguerre'i võrrandi nimetust,
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tema omaväärtusteks on arvud, n = 0, 1 , 2, 3,..., omafunirt- 
sioonideks aga Laguerre' 1 funktsioonid

Zn(x) = e-x/2 L^x) . (3.55)
Ortоgonaaisuse tingimus saab nüüd kuju

J ° (rt^C*) Î Cx) dx = 0, kui к ± 1 . (3.56) 

Normi saab leida valemist

IM -  0-57)
Tuumafüüsikas kasutatakse mitmesuguseid Laguerre'1 

funktsioonide üldistusi. Nendeni jõudmiseks defineerime 
uued funktsioonid

\ a(x) = 1т i-8.1 (x“«  .-1). (3.58)

0ts3ne arvutuskäik näitab, et ka funktsioonid L̂ 8 on 
n-astme polünoomid. Neid nimetame Laguerre'1 kaaspolunooml- 
deks. Nende polünoomide leidmine toimub valemi (3*58) põh­
jal; nii näit. on LqS(x) = 1, Ii1s(x) =1 + s - x. Kui s = 
= 0 , siis kaaspolünoomid Î 8 uhtuvad tavaliste Laguerre'i 
polünoomidega, s.t. et bn°(x) = L^x).

Võib näidata, et Laguerre'1 kaaspolünoomid rahuldavad 
võrrandit

xCl^8)" + (s + 1 - x)(Lns)'+ nl̂ 8 = 0 . (3.59)
Vaatleme nüüd dlferentsiaalvõrrandlt

xy" + (s + 1 - x)y* + ( Л - — ■ ) У = 0 . (3.60) 
Valemite (3.59) - (3*60) võrdlemine näitab,et dife-



Л в п  + 2- f l ,  (5.61)
kus n ja s on naturaalarvud ning n >  s.

Et võrrand (3*60) pole Sturm-Liouville’i võrrand,siis
teeme muutujate vahetuse

у = x“ 8/2 ê 2 Z. (3.62)
Viies läbi kõik vajalikud arvutused, saame võrrandi

2 = 0  . (J.6J)

See on Sturm-Liouville*i võrrand (2.1), kus p(x) = x,
2 M А Аr(x) =  1, q(x) = x/4 + s Ax. Eespooloeldu põhjal see võr­

rand annab lõplikke lahendeid üksnes valemist (3*61) leitud 
parameetri väärtustel. Omafunktsioonideks on nn. Laguerre'i 
kaasfunktsloonid

Zns(x) * x®/2 e“ *72 ̂ (x). (3.64)
Ortogonaalsusevahemikuks valime poollõigu [0,oo)t sest 

selle sisse ei lange ükski funktsiooni p(x) xrnllkoht.Et r(x) 
= 1 , siis osafunktsioonid on ortogonaalsed kaaluga 1 , s.t.,

oo
Zns(x) Ẑ .8 (x) dx s 0, kui n £ k.

rentsiealvõrrandi (3.60) omafunktsioonideks on Laguerre'i
kaaspolünoomid I^6; omaväärtused määratakse tingimusest

I (3.65)
Valemi (3.64) põhjal võib selle tingimuse kirjutada ka 

lkujul oo*
Xе e“x L^x) b/U) dx в 0, kui n / k. (3.66)

J
о
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ülesanne 10. Leida Laguerre'i polünoomid L,(x) ,
Î (x) ning neile vastavad Laguerre'i funktsioonid. Leida 
||Zj(x)|| у j|ẑ (x)|J Ja kontrollida valemi (3-57) kehtivust!

1Tiаяяттй лл. Kontrollida, kas funktsioonide Î Cx), 
Lj(x), L̂ (x) ortogonaalsusenõue (3*56) on täidetud!

6. Schrödingeri võrrand.

Eespool leitud funktsioone rakendatakse mitmetes
kvantmehhaanika ja kvantkeemia probleemides. Allpool (p. 7
- 8) vaatame kahte näidet, kus kvantmehhaanika ülesannete 
lahendamiseks osutuvad vajalikeks Legendre'1 polünoomid.En­
ne seda tuleb meil aga põgusalt tutvuda kvautmehhaanika 
alustega.

Vaatame elektroni, mis tiirleb aatomituuma ümber. 
Lihtsuse mõttes loeme elektroni orbiidi statsionaarseks, s. 
t. orbiidi kuju ärgu muutugu liikumise käigus. Koordinaati­
de alguse paigutame aatomituuma, elektroni asukoht olgu 
määratud koordinaatidega (x, j, z). Elektroni koguenergia 
tähistame sümboliga E, potentsiaalne energia olgu U.Schrö­
dinger näitas 1926. a., et elektroni liikumine on kirjel­
datav võrrandiga

Ш евятте 1 2 . Leida Laguerre'i kaas polünoomid I^Cx)
ja 1̂ а(х) !

kus *e on elektroni mass, h - Planckl konstant, funktsioo-
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ni 'yrCXtjjz) nimetatakse lainef unkt s iooniks. Võib näidata,

V. St elektron mistahes hetkel kindlasti asub ruumis V ja 
et kindlasti toimuva sündmuse tõenäosus on 1 , siis

Elektroni liikumise uurimiseks tuleb integreerida 
Schrödingeri võrrand (3*67)- Arvestades funktsiooni 'TfT tõe­
näosuslikku interpretatsiooni, ei saa see funktsioon ühes­
ki ruumi punktis muutuda lõpmatuks; samuti ei saa ta olla 
ka mitmene või katkev. Teiste sõnadega - me otsime võrran­
dile (3.67) ühest, pidevat ja lõplikku lahendit (niisugust 
lahendit nimetatakse regulaarseks).

Paljude probleemide puhul osutub otstarbekaks viia 
Schrödinger! võrrand üle sfäärilistesse koordinaatidesae 
(r, 0, (f ), mille tähendus selgub jooniselt 4.

et elektroni mingisse ruumielementi dV sattumise tõenao-
2 Msus on |y[ dV. Integreerime seda avaldist ule kogu ruumi

(3 .68)

2 Võrrandi (3.67) esi­
mesed kolm liiget moodus-
tavad Laplace'i operaato­
ri, mis sfäärilistes koor 
dinaatides omab kuju

Joonis 4.
P +



+ IT-1—  4-fsl“ в - г т -  •r^sin 0 о© \ о©/ г sin 0 о<̂>

Seega Schrödinger! võrrand sfäärilistes koordlnaati- 
des on p
1 | [ гг | с ) 1  i _ / sln в i r u  _ ! _  p :  +
?  Эг \ dr/ r sin 0 <?© I d 0/ „2 . 2- дфr s

+ 83г1 » а

h2
(E -u) Y  = °‘ (3*69)

7. Kvantmehhaaniline ostslllaator.

Vaatame osakest massiga in , mis võib liikuda piki 
x-telge (joon. 5). Osakesele mõjugu jõud, mis on suunatud

koordinaatide algusse 0 ja mis 
F m on võrdeline osakese kaugusega0

-X- sellest punktist. Sellise jou 
projektsioon x-teljele on P2 ** 

Joonis 5» = - 9fx (2f- võrde tegur). New-
toni II seaduse kohaselt määrab osakese lil kumise dlferent- 
siaalvõrrand

mex - - * x
ehk x + k^x = 0, kus k2 = .m„

Selle võrrandi lahendiks on
x = Ĉ jSin kt + C2cos kt . (3*70)

Integreerimiskonstandid ja C2 määratakse algtin- 
gimustest x(0) = xQ ja x(0) = vQ. Et lahendis (3.70)
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ssinev̂ d perioodilised funktsioonid sin kt, cos kt, : iis 
ilmselt on tegemist võnkliikumisega. Masspunkti, mis vongut 
leitud seaduse kohaselt, nimetatakse füüsikas harmoonili­
seks ostsillaatorlVfl. Leiame veel võnkuva masspunkti ener—

1 2gia. Kineetiline energia on T = ̂  mev i pöt̂ n&siaalne ener-
1 2gia U = , seega kogu mehhaaniline energia

E = \ m0v2 + ̂ *x2. (3.71)

Klassikalise mehhaanika seaduste kohaselt £ = const; 
konstandi väärtuse määrame algtingimustest v(0) = vQ, x(0)= 
= 3CQ, seega

E = S “eTo2 + • «-72)
Kuna me võime algandmeid vQ, xQ muuta suvaliselt, 

siis klassikalises mehhaanikas - nagu nähtub valemist 
(3*72) - ostsillaatori energia võib omandada mistahes väär­
tusi.

Vaatame nüüd, milline on selle probleemi lahendus 
kvantmehhaanikas. Selleks tuleb meil lahenuz ла Schrödingeri 
võrrand (3.67). Võttes arvesse, et liikumine toimub ainult 
piki x-telge ja et potentsiaalne energia on U = ̂ эбх2, saa-

8J  °ie (E _ 1^)^/' = о . (3.73)
dx h d

Saadud võrrand on lähedane Hermite'i diferentsiaalvõr- 
randile (3*45). Et saada täit kooskõla selle võrrandiga,tee­
me muutujate vahetuse x = , kusjuures A on esialgu mää­
ramata konstant.
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Et

P IP '
siia (3*73) asemele saame

1

&  *( - V A - - г 1- -  а ^ 2; г - о  .\ h h‘
оEt saada 111 kme v ^  kordajaks mi-iпня ühte, võtame 

A* h2
A - ; » V  эеe

ja saame seega Hermite'i võrrandi
. I &2Г I/J® В >2d C 2 + m * B - i ' J r - °  ■ c s . w

Võrdlus valemiga (3.̂ 5) näitab, et võrrandil (3.74) 
on regulaarseid lahendeid üksnes väärtustel

4 Jt E = 2n + 1, kus n = 0,1,2,...

Seega o s t s i l l a a t o r i  v õ n k u m i ­
s e d  on v õ i m a l i k u d  a i n u l t  t e a ­
t u d  k o g u e n e r g i a  v ä ä r t u s t e l  En, 
mis määratakse valemiga

®n * У Ж  . (3.75)* в
Niisugusel korral öeldakse, et ostsillaatori energia 

on kvantlseerltud. Suurus n kannab kvant arvu nimetust.
Nagu näeme, on oluline vahe klassikalise ja kvantmeh- 

haanilise käsitluse vahel: esimesel juhul oli võnkumine või­
malik igasuguse energiaga, teisel juhul vaid kindlate ener-
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gianivoode korral.
Edasine võrrandi (3*74) integreerimine ei valmista

enam olulisi raskusi. Valemi (3.46) kohaselt on omafunkt-
p2sioonid -

r»< S > - B • V  ! >
ehk, minnes uuesti tagasi muutujale z,

Уп(!) “ B eIK -E l/*’me
Konstant В määratakse nõudest (3*68), mille antud ju­

hul saab kirjutada kujul /°° 2

j\Yr—oo
n(x) dx = 1

Arvestades valemit (3.49) Hermite'i funktsioonide 
mooduli kohta, saame

В =

Seega energianivoole kvantarvuga n vastav Schrõdin-
geri võrrandi lahend on

ezp(-fy^)x2 А/2 JT

Aatomifüusikas pakub põhilist huvi energianivoode 
(3*75) määramine,sest üleminek ühelt energianivoolt teisele 
kajastub spektrijoonena, mille lainepikkust saame mõõta. *

*) üleminekul energianivoolt En1 nivoole En, kusjuures 
n > a ], kiiratakse kvant, mille sagedus on

V m i = н ( ?  ~Ъ)-
1

Sümboliga R on tähistatud Rydbergi konstant.
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8. Schrodinger1 võrrandi omaväärtused vesigi ̂~чяя̂ па­
ве aatomi .jaoks.
Vaatame uheelektronilist aatomit tuumalaenguga Ne 

(selliseks aatomiks võib olla vesiniku aatom, ioniseeritud 
heeliumi aatom jne.). Elektroni potentsiaalne energia on

kus r on elektroni kaugus tuumast.
Antud probleemi korral on otstarbekohane töötada sfää- 

rilistes koordinaatides. Lähtume seega Schrödingeri võrran­
di kujust (3.69), asetades sinna U valemist (3.77).

Kasutades muutujate eraldamise võtet, otsime Schrödin­
geri võrrandi lahendit kujus

Asetades selle tulemuse võrrandisse (3*69)» leiame,
et

(3.77)

1/r(r, 0, ) = H'.r) ’'(9, p). (3.78)

л 2 Korrutame koiki liikmeid r /RY-ga ja viime teise
ning kolmanda liikme võrrandi paremale pooleles

Y sin 0
1



Võrrandi vasakul poolel seisab nüüd suuruse r funkt­
sioon, paremal suuruste 0 ja funktsioonid. See on võima­
lik ainult siis, kui võrrandi mõlemad pooled on võrdsed 
konstandiga. Tähistame selle konstandi A-Sa» pärast mõnin­
gaid lihtsustusi saame võrrandid

3r( r2 H )  + r  (Br + N®2) R = ЛН  ; ( 5 *79)

+ лт = 0 - (3-80) 

Et võrrandis (3.80) on kaks argumenti 0 ja <p, siis 
eraldame veelkordselt muutujad

Y(0, f ) s P(0) P(<p) . (3.81)
Asetades selle tulemuse valemisse (3*80), saame

™  5  (sin 6 i ) * + Л№ = 0 •
Korrutades Inõiki liikmeid teguriga sin20/PP, näeme,et

Sä*S 4j (йя • « W  xsin2e = - 1 . sä u  .
* d0 V dö / P dcp2-

ühel võrrandi poolel seisab 0 funktsioon, teisel cp 
funktsioon; mõlemad pooled peavad seega võrduma mingi 
konstandiga . Arvestades seda asjaolu, saame ülaltoo­
dud võrrandi lahutada kaheks:



3in 0 (ein 0 Ц )  +(^ein20 -/Ор = ° . (3.83)

Nüüd on muutujate eraldamine täielikult teostatud ; 
integreerida tuleb võrrandid (3*79)» (3*82) Ja (3*83)• Kõi­
ge lihtsam neist on võrrand (3*82), mille integraalita on

P = O, coŝ /jT + C2sinjf̂ T у? . (3.84)

Funktsioon F(^) peab ilmselt olema perioodiline. 
Tõepoolest, kui vaadelda kera pinnal R = const mingit pa­
ra 11 ee lringi 0 = const Ja suurendada -d 23Г võrra, 
siis oleme jõudnud tagasi samasse punkti Ja seega peab ole­
ma

F( <p + 217Г) = F(<f) .
Valemi (3.84) põhjal on see nõue täidetud, kui

+ 27Г) -Yj?<e= ZT* »
kus m з - 1, - 2, ...

Sellest võrrandist nähtub, et

^ = m2 . (3.85)
Ainult niisuguse û. valiku korral on võrrandil (3.84) 

füüsikaliselt mõistlikke lahendeid. Arvud - 1, - 2, ... 
on selle võrrandi omaväärtusteks.

lahendame nüüd võrrandi (3*83). Selleks teeme muutu­
jate vahetuse x = cos 0 , dx = — sin 0 dö. Pärast vastava­
te arvutuste teostamist saame võrrandi
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See on aga meile juba tuttav diferentsiaalvõrrand 
(3*27), millel on lõplikke lahendeid vaid omaväärtustel

«Л = 1 ( 1 + 1 ) (1 = 1 , 2, ...) (3.86)
ja mille omafunktsioonideks on valemiga (3-32) määratud 
Legendre1 i polünoomid ^  (x).

Võttes arvesse, et x = cos 0, võime (3.81) põhjal 
esitada omafunktsioonld kujul

Y (m)(e ) _ p (m)(cos 0) cos m

vÕi 1 T 1 r (3.87)

Y^m\ 0,<jp) a P^m (̂cos 8) sin m .
Need funktsioonid esinevad matemaatilise füüsika kur­

suses üsna sageli ning on tuntud keräfunktsioonide nime 
all.

тяаЬ veel integreerida võrrand (3*79). Et see ei üh- 
tu ühegi varem käsitletud võrrandi tüübiga, siis teostame 
mõningaid teisendusi. Kõigepealt toome sisse uue funktsioo­
ni valemiga

R =
W

Et
dR _ _1_ dZ _ 1 Z 
~5Б ~ Hr ~ 2 рЗ/2 5

*2 S ■ ^ /2 §  - 1*1/2 z >
I_( r 2 «  ) . ,3/2 Ä  * ,1Л  g  _ 1 ,-1/2, f

clr
siis võrrand (3*79) saab pärast neid asetusi ja teguriga 

jagamist kuju ( Л asemele on asetatud vastav oaa-

R = -I- . (3.88)
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89)

väärtua 1(1 + 1) )

d dZ л . [вЯ \  . „_2Ч (21 + 1)2] „ л Зг(г dr ) + \_~~h2 ~ (Ег + Ne ) - j 2 = 0 * (3-

Saadud tulemus on väga lahe da ne võrrandile (3.63) » 
mille omafunktsioonideks olid Legendre* 1 kaasfunktsioonld. 
Et saavutada täielikku ühtelangemist võrrandiga (3.63) , 
teeme muutuja vahetuse r = Ay, kus konstant A on esialgu 
määramatu. Võrrand (3*89) oaab nüüd kuju

(3.90)
Võrrand (3*90) uhtib (3.63)-ga, kui

8 5T 2 1 8 2e A2E = -  J  , -----g -a  AJJe = Я  . 3 = 2 1  + 1 .h
Järelikult 

А = 0 .9 1 )

Valemi (3.90) põhjal on võrrandi (3.90) omaväärtus­
teks

А = n +
voi kuna s = 2 1 + 1 , siis

Я  = n + 1 + 1 - (3.92)
Et n ja 1 olid täisarvud, siis on seda ka Л ; ta 

võib omandada väärtused Л= 1» 2, ... . Suunast Л  nime­
tatakse peakvantarvuka. Valemist (3*91) saame nüüd energia 
kvantiseeritud väärtused
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üleminekul energianivoolt Ед nivoole Ел  ̂ kiiratak­
se kvant, mille sagedus on (R - Rydbergi konstant)

VAM = H (if -js) •

Võttes = 1 Ja andes Л -le väärtused Л  = 2, 3»«*.» 
saame spektrijooned, mida tuntakse Lvmanl seeria nime all. 
Analoogiliselt Juht = 2, \  = 3t 4, ... annab meile 
Balmerl seeria. Juht JV̂  =3* Л  = 4, 5» ••• aga Paschenl 
seeria.

Kvant arvusid 1 Ja m nimetatakse kõrvalkvant arvudeks. 
Nende füüsikalist tähendust me siinkohal lähemalt el uuri.

Valemist (3*93) hakkab silma huvitav asjaolu. Nimelt 
peab alati olema Ед <  О (sel korral potentsiaalne ener­
gia ületab oma absoluutväärtuselt kineetilise energia). 
Kvantiseerimine on võimalik seega ainult negatiivse kogu­
energia korral. Uis puutub Juhtu E >  0, siis võib näidata, 
et siin Schrödinger! võrrand on lahenduv iga energiaväärtu- 
se E korral, seega energia kvantiseerimlst ei tolmu Ja saa­
me pideva spektri. Valemist ü = - Ze2/r nähtub, et r 
kasvades potentsiaalne energia kasvab; seega Juht В >■ 0 
on võimalik vaid küllalt suurte r-de korral (siis elekt­
ron pole enam otseselt seotud tuumaga, kuigi asetseb veel 
tuuma mõjusfääris).

Kirjutame lõpuks välja veel Schrödingeri võrrandi la­
hendi. Et võrrandi (3.79) omafunktsioonidekB on Laguerre'1



kaasfunktsioonid, siis selle võrrandi lahend avaldub kujul

- *Š1+1 j  ’
pi ,/i ###ekusjuures funktsioon on maäratud valemiga (3.64). Va­

lemi (3.88) põhjal saame

ЯщСг) = ф  Z2l+1(y) - (3-94)

Kasutades valemeid (3*78), (3*87)» (3*94), näeme, et

w r-6̂  * с4 ^ 1( 3  e)l ^  -*} •
Sellesse valemisse on sisse toodud täiendavalt kons­

tant Cn1in, et oleks võimalik täita norme erimis tingimust
(3 .68).

Saadud valem võimaldab leida elektroni mingis ruumi­
punktis (r, 0, ((?) asumise tõenäosust juhul, kui elektroni 
olek on määratud kvant arvude ga n, 1 ja m.
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