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81. ORTOGONAALFUNKTSIQONID.
1. Funktsioonide reaksarendustest.

Oma kursuse varasemas osas tutwusime Fourier* meeto-
diga, mis vBimaldab osatuletistega diferentsiaalvorrandi-
te lahendamist taandada harilikkude diferentsiaalvorran-
dite integreerimisele. Paljude Ulesannete korral aga on
ka saadud harilikel diferentsiaalvirranditel selline ku-
Ju, mille puhul integreerimist ei saa 1dbi viia different
siaalvorrandite kursusest tuttavate vitetega. Naitena too
me siinkochal m. Legendre™l [16Zaandri] diferentsiaalvor-
randi

(1.1)

kus on mingi konstant.

Niisugustel juhtudel osutub otstarbekohaseks otsida
diferentsiaalvirrandi lahendit reaksarenduse kujul. Nai-
teks vBib votta lahenduse Taylori rea kujul

y = A0+ AMX - xX0) + AMX - x0)2+.. .+ Ao(X - xO)n+... ,
(1.2)
kus xQ on mingi meie poolt valitud arv. Kordajad AQ, A™,.



eest AN madratakse aga lahendi asetamise «eel oiferentsiaal-

vorrandisee. Sellisel lahendusviisil on vw»yg olulisi puu-
dust.

1) Rida (1.2) lahendab otsitavat funktsiooni hasti
vaid punkti Xx=xQ ligiduses; emniku
probleemide korral on meil aga tarvis leida rida, mis annab
otsitavale funktsioonile parima lahendi
mingis vahemikus @,b).

2) Rea (1.2) koonduvus j&db lahtiseks. See rida VOib
Uldse mitte koonduda vBi koonduda niivord aeglaselt, et
funktsiooni vaartuste arvutamine selle rea péhjal on vaga
vaevarikas (ndutud tapsuse saamiseks tuleb reast votta pal-
Ju liikmeid).

Neid markusi arvestades pistitame funktsioonide ritta
arendamise probleemi marksa uUldisemal kujul.

2 . Qrtogonaalfunktaloonid.

Olgu meil antud mingi funktsioonide jada (), P,
ey NQG),--- , samuti mingi funktsioon (<), mida me soo-
vime arendada ritta. Koik need funktsioonid olgu maddratud
mingil 1digul Qa,b” . Reaksarendust otsime kujul

0]
) = %zzo *n*n(@ »

kus Aq, ... , Afi on mdaramisele tulevad konstandid. Eriju-
hul , kui valime

N =\, M) =sinx, P =cosx, MX) =



= sin 2, ou.(x) = cos 2, ... ,

saame meile juba tuttava Fourier® rea.

Kordajate AQ, ,Ag, ... Ab, ... mdaramine toimub
Fourier® ridade teooriast tuttava vottega. Nimelt korrutame
vorduse (1 3) mblemaid pooli ~(X)-ga ja integreerime X
jJargi rajades [a,b] = Seda tebes saame

JFCY CCY dx = AN CIPK () dx +ad FL()KGY dx +
a a a

b b
OKG) dX + ... + AliF ) & D

Leitud tulemus lihtsustub oluliselt, kui valida funkt-

sioonid "0 (X)), <£,(X), --- nii, et oleks
b i,
I Chk(X) dx s0, kui K4 1. @a.5
a

Funktsioone, mis taidavad tingimust (1.5)* nimetame
ortogonaalfunktsioonideks. Tuleb pidada silmas, et ortogo-

naalfunktsiooni mdiste on alati seotud mingi 18iguga [a,bj;

teistsuguse a ja b korral nduded ( .5) Uldiselt ei kehti.
Edaspidi oletame, et funktsioonid~(x) on valitud
16igul [a,b] ortogonaalsed. Tagistame veel lihiduse mbttes

Kwla= cf e ax, @€ 6)



kusjuures suurust JHk() | nimetame funktsiooni
normiks. Valemi (1.4) vdime niid Kirjutada kujul

IR I I (O . cl-7)
a

Kuna ~"(xX) Ja T(0) olid antud funktsioonid, siis
valemi ( .7) pbhjal vdine arvutada reaksarenduse (1 .3) kor-
dajad ik mistahes K vaartuse korral.

Moodustame nuid uue funktsioonide jada

V« BjtS f o
Pidades silmas valemit (1.6) pole raske ndha, et |["\@Ik I*
Teiste sdnadega:
b -

1 ’

f
EE-CLERN

kui k=1 @9
kui K/ 1 . )
Funktsioone y~Cx), mis tdidavad tingimusi ( 9)» ni-
metame ortonormeerltud funktsioonideks.
Funktsioonide "PMX) valiku tehta pole me esialgu mi-
dagi ldhemat 6elnud (peale ortogonaalsuse tingimuse (@ 6))-
Ulesanne 1. Normaliseerida Fourier reaksarendust
moodustavad funktsioonid O() = 1/2, ...» <F2k-1 = sin
X = cos kx, kus k=1, 2, 3



5. Funktsioonide Jadade ortogo™ai 1seer™ 1.

Kéesolevas punktis anname menetluse, mis voimaldab
mistahes pidevate funktsioonide ~(x) Jadast saada orto-
gonaalfunktsioonide sisteeme.

Olru antud mingil 18igul [a,b] pidevate funktsiooni-
de Jada 9gQQ®), 91 ), ---, k), --- Neist tuleb moo-
dustada ortogonaalfunktsioonide sisteem (), "(X), ---

ES|mese samuna votame
@ = RN - @ .10)

Funktsiooni ~(x) otsime kujul
E.0) =Clo((x) +Cligr X - a.11)

Néuame niid, et "(x) Ja ~(x) oleksid I6igul [a,b]

ortogonaalsed, s.t.
b

<PIG)QO() dx = 0 . 1.12)
a
Arvestades siia * (X)) valemist (1.11) Ja vilies la-
bi integreerimise, saame
b

clo N@0(l) N2 +°11 f ®o(x) Sl(z) 41 « °

Valides CL0 meelevaldselt, saame valemist (1.12)
méarata konstandi .



Funktsiooni 420 anname ette kujul
L20) =Com) ¢C2l ) +C22 2 - (1.1H

Taites "2() jaoks ortogonaalsusenduded
b b
<L2(xX)PO) dx SO , N dx =0,
J @.15
asetades neisse valemeisse "0 jJa cpM(X) seostest
(@ 10) - @ 41) ning tuues konstandid integraalide margi
ette, saamre C2q, C21, C22 maaramiseks sisteemi

b b
C20 |HOGOI2+ C21 | (~(x) D dx + C22 J CRG) g2 (=0
a a
i ) 1.16)
°20j f O(I)CFI(xX)cte ¢ °21 ||~ (x)[|2 + 22 S2(x)dx=°-

Tingimuse (1.12) pbhjal on esimeses valemis teine ja
teises valemis esimene liige nullid. Valides jallegi vabalt
narteks konstandi C20, saame vorrandist (1.16) mddrata C21
@ "22*

Eespool Kirjeldatud protsessi vdib korrata meelevald-
ne arv kordi ja jéuda nii soovitud ortogonaalfunktsioconide
ststeemini M(X), * ), ..., N (X) , ...

Haide” Lahtudes funktsioonidest gk@ =x* (=0,
1, ---, N, -..) moodustada funktsioonide sisteem, mis
oleks ortogonaalne 18igul [-1,+I] . Valemite (1.10) ja
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(@ -11) kohaselt

<Po(X) = 1» N1 (X)) sClo + Clix

Yalemist (1.13) saane

+1 +1
Clo ] dx+Cm J xdx=0,
-1 -1

millest nahtub, et C"0 =0, jarelikult "(x) = C™x, kus-
Juures Oy t O
Leiame nUld J2 Q) * defineerides selle valeniga

(L.14):
02() = C20 + C21C1Ix + (22

Sisteem (1.16) saab nuud kuju

+1 +1
20 +¢c2 JA« =o ,
-1 -1
+1 +1
2
Q1cCl1

-1
millest jareldub, et C21 =0; C22= - 3C2q.

Seega
% W = Co(1 “ 3x2)*
Kui anda meelevaldsetele konstantidele jJa Cq
vaartused =1, Co=" 1/27 siis jouare teatud poliU-
noomide ni

PP « , F.X _x, P2 =1/2 32- 1),
mida tuntakse Legendre*i poliUnoomide nime all (hendega



puutume lahemalt kokku hiljem).
Leiame veel nende polUnoomide normid:

Ulesanne 2. Ortogonaliseerida funktsioonide siisteem
g =r*eX/, k=0, 1, ... (Tulemuseks osutuvad m.
Laguerre™i funktsioonid, mis on esitatavad kujul ~(x) =
= _y/OL’\(x)fkus L) on Laguerre®i poliunoomid) .

4. Funktsiooni parim lahend antud 16igul.

Vaatleme nlid jargmist probleemi. On antud funktsioon
TGO ja 16igul [a,b] ortogonaliseeritud funktsioonide jada

<09, oee * e Tuleb leida funktsiooni-
le Q) 18igul [a,b] parim lahend kujul CQgo()*C,j (") +
+ ... Crorx), kus r on ménesugune kindel arv.
Plilame koigepealt
e leida vastuse kisimuse-
E(UL _ ,
le, kuidas hinnata la-
hendi headust antud
0 16igul? Vaatleme joo-
C=0 G-o
Joonis 1. 1MBI5 1» *** funkteioo-
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ni fX) lahend olgu esitatud punktiiriga. Viga,
mida me teeme mingil x erivadrtusel, on mddratud suurusega
r
0D = F) - ’T’éock(fk(x) ;

Kogu loigu kohta tulevat viga vdika iseloomustada nende ka-
he joone vahele jadava pindalaga. Raskusi valmistab siin aga
asjaolu, et [ (Ja koos sellega ka vastav pinnacsa) vaib ol-
la nii positiivne kul negatiivne. Seetdttu votame edaspidi
veahinnanguks ,El,p, mida integreerime Ule 18igu [a,bj- Teiste
sBnadega - lahendi headust mdGdame avaldisega

=% oo - 52 aeok() 2o - @ 4i7)

Avades integraali all sulud ja tuues konstandid Ck
integraali margi ette, saame selle valemi esitada kujul
b 2 r o]
U=7] [fFX)] dx- 2 E:o Ckj <fkQOF() dx +
= a

r r @
+ %)f:zo ckcJ_I__qpk(x)(p,(x) dx .

Et funktsioonid <k(), ~(x) olid ortonormeeritud,
siis, kasutades valemit ( .9) Wdime tulemuse Umber Kirju-

tada veel kujul

8 2
M=) [FGOJ dx - ZZIch'(qu<(x)f(x) dx +f((r| 2. (118
A (0] ~0



Pltame nlld reaksarenduse kordajad C™-d valida nii,
et M oleks voimalikult vaiksen. Mitme muutuja funktsiooni
miinla\mi tarvilikuks tingimuseks on aga

=0 , ks0,11 e, 1) .

Rakendades seda nduet avaldisele (1.18), saame

Ao P ) f(x) dx . 2ck =0

ehk
Kst ) f(x) * (1*19)
Kuna antud juhul JI)]] =1 , siis valenite (1.7) ja
(1.19) vordlus naitab, et = AN Jarelikult meie poolt va-
litud rida @3 , tingimusel, et "k®),
k=0,1,2, ..., moodustab ortogonaal -
funktsioonide susteemi, annab
funktsioonile fX) parima lahen-

di 16igul [a»b] . Analoogilisele tulenusele joud-
sime ka Fourier®™ ridade teoorias.

5. Taielik ortORonaalfunktsioonide sisteem.

Siiani oli meil reaksarenduse EZ . (x) liikmete
arv r kindel suurus. Laseme nild suurust r kasvada piira-
matult. Reaksarendusel Ar C’cpCx) on mdtet vaid siis, kui
piirjuhul r—*oomdlemad joonisel 1 margitud kbverad Uhtu-



vad ehk teiste sbnadega:
00
T =H Ck<k - 1 .20
(D) ®  20)

(Vastasel korral meie reaksarendus poleks koonduv ja seda
kasutada ei saaks). Valemist (1.17) ndhtub, et koonduva
rea korral M—» 0, kui r—»00. Kuna

Ck TCOAx, @ 207

siis tingimuse (1.18) pbdhjal, vottes M = 0, VOime reaks-
arenduse koonduvuse ndude esitada kujul

2
N [FCOY dx =21 @-21)

Jargnevalt tutvure ortogonaalfunktsioonide ststeemi
taielikkuse nbudega. Suisteemi QX
nimetame tartelikuks, kui talle
ei saa lisada Uhtegi uut Funkt-
siooni M/OX) nii, et silisteem jJjaaks
ortonormeerituks.

Teiste stnadega: taielik sisteem holmab kdik voimali-
kud ortonormeeritud funktsioonid.

Ei ole raske ndha, et kui tingimus (1.21) on tdide-
tud, siis ortonormeeritud funktsioonide ststeem on taie-
lik. Tdestus on vastuvaiteline. Olgu sisteem~(X) mitte-
taielik, s.t. et peab leiduma mingi funktsioon "(x) =£ 0,
mis on ortonormaalne sisteemiga @ K(). Valime niud F(X)=
= y(xX). Valemist (1.20) jareldub, et

13



4 = § MG K =0

a
iga K korral. Jarelikult tingimus (1.21) annab
2
J [yc*)] é&x =0.

a

St integraali all seisab positiivne funktsioon, siis
saab seda nbuet taita ainult juhul, kui = 0, see
on aga vastuolus meie eeldusega funktsiooni L[{x) kota.
Jarelikult niisugust funktsiooni TY"(X), mis oleks ortonor-

susteemiga ™ k), el leidu ja see silsteem on taie-
lik, mida aga oligi tarvis naidata.

Seltoodust saab teha olulise jérelduse: funkt-
siooni saab arendada ritta ai-
nult téaieliku ortonormeeritud
siUsteemi kaudu. Kui me funktsioonide sistee-
mist k(X)) osa funktsioone jatame arvestamata, siis meie
poolt kasutatud reaksarendus (1 .3) ei pruugi koonduda (ta
vOib koonduda vaid teatud erikujuliste funktsioonide f(X)
korral). Analoogilise asjaoluga puutusime kokku ka Fou-
rier” ridade teoorias. Nimelt nagime, et Fourierl reas
esinevad nii siinustega kui ka koosinustega liikmed. Mee-
levaldset funktsiooni el saa arendada ritta ainult siinus-
te vOi koosinuste jérgi - sel juhul kasutatud ortogonaal-
funktsioonide susteem pole taielik.

14



§2. STURM-LIOUYILLB"I VORRAJIO JA #ABbIJ OVADUSI.
1. Sturm-Liouviilell TOrranA.

Muutjate eraldaaisvite viib sageli jargmist tiupi

vorrandile

h. [PX) g1 + [Ar(x) - a(x)] =0, (2.1)
kus  p(), q(¥), r(x) on mingid teada olevad funktsioonid,
mis on maddratud loigul fa,b] ega oma sellel loigul negatiiv
seid vaartusi. Lisaks sellele funktsioonil p(X) argu olgu
vahemikus (@,b) nullkohti. Simbol [ tahistab mingit reaal-
arwlist parareetrit.

Vorrandit (2.1) nimetamegi Sturm-Llouvilla*i fXturm-
liuvillij vorrandiks. Sellel vorrandil voib olla nii 18p-
likke lahendeid kui ka lahendeid, mis teatud X erivéartus-
tel saavad I16pmatuks. Tavaliselt funktsioonil y(X) on min-
gi konkreetne futsikaline tdhendus, mille puhul funktsiooni
16pmatud vaartused ei oma reaalset sisu. Seda asjaolu ar-
vestades otsime Sturm-Liouville’i vorrandile tksnes 16plik-
ke lahendeid, kus |y()] C 00 iga x puhul Idigust [a,b] -
Niisuguste lahendite leidmisel esineb pohiliselt
kolm rajatingimuste varianti,
mida vaatame allpool.

a) Kui p(@ £0, p®m) EO, siis nduare, et vorrandi
@2 1) lahend rahuldaks rajatingimusi y(@) =y(b) =0.

b) Kui p(@ =0, siis nduame, et funktsiooni y(X)

15



vaartus kohal x = a oleks tokestatud, s.t. |y(@)j -C00. Ana-
loogiliselt, kui p(b) =0, pustitare nude, et |y(b)|<oo.

9] Kui p(X) ei oma Uhtegi nullkohta, siis vdime vitta
a— -00; b— o00. Funktsioon y(X) peab 18pmatuspunktis
taitma moningaid taiendavaid ndudeid, mis me formuleerime
hiljem (seda juhtu analtisime ldhemalt Hermiteli ja Laguer-
re "1 polinoomide omaduste uurimisel).

sturm-Liouville®™i vorrandil on mitmeid huvitavaid

omadusi, millega tutvume jargmistes punktides.
xn-.=_iowliiell virrandi omavéartused.

lImselt on VOrrandil (2.1) alati triviaalne lahend
y = 0. VOib testada, et mittetriviaalseid lahendeid on
sellel VvOrrandil Uksnes parameetri A teatud vaartuste kor-
ral n2n ese™Nn» milliseid on I6pmatu hulk. Neid
erivaartusi nimetamegi vorrandi 2 .1) omavaartusteks.
Ulaltoodud vaite pdhjendamine nduab mdningaid tdiendavaid
teadnisi matemaatikast, mille tottu me votare selle vaite
ilma tdestuseta.

3. Stura-Liouvillell vorrandi omafunktsioonid.

TOestame jargmise teoreemi:

igale Sturm-Liouville®™ i1 vdr-
randi omavaartusele vastab uks-
ainus Ffunktsioon 4gk®), mis on
vbrrandi 1) lahendiks.

Seda funktsiooni nimetamegi vorrandi (2.1) omafunkt-
siooniks.

16



Toestus on vastuvaiteline. Oletame, et mingile oma-
vaartusele [ k vastab kaks lineaarselt s6ltumatut oma-
funktsiooni Ja TFFX). Et need funktsioonid peavad
rahuldama Stum-Liouville®i vOrrandit parameetri vaartusel

A =] K ” saaae

s p““a™ + (& -9 k=0 ;

H( +(Nn -9 Ub~0-

Korrutame esimest vorrandit 1™ -ga, teist (-cpk)-ga
Ja liidame saadud tulemused. Seda tehes saame

Lihtne arvutus naitab, et selle tulemuse vOib viia
kujule

Kui mingi funktsiooni tuletis vordub nulliga ig* x
vaartuse korral 18igult £a,bj, siis see funktsioon ise on
konstantne:

P(Tk ~X ™ ~k “3T?) = const* (22>

Konstandi méarame rajatingimustest. Esimese rajatin-
ginuste variandi korral a) = Tfpb) = ~(a) = f~(b)so
Ja seega konstant on null. Teise variandi korral on p(@) =0
voi p() =0. Valemist (2.2) ndhtub, et ka siin on integree-
rimiskonstant null.

17



Seega rajatingimuste kare esimese variandi korral

Y* ts* - Tr s oe L-«

Saadud tulemuse VBib esitada diferentsiaalvirrandite
teooriast tuttava Vronski determinandi kujul:

Vk Pk 4tk 4 %
ark 4fk °“ >" = Tr =
T3 T3

Antud juhul W = 0, diferentsiaalvorrandite teco-
riast aga teane, et sellisel juhul funktsioonid Ja
peavad olema lineaarselt soltuvad, s.t. . See
on vastuolus meie esialgse eeldusega omafunktsioonide sol-
tumatusest. Oleme seega sattunud vastuoludesse. Nendest va-
banemiseks on ainus vBimalus loobuda meie oletusest, nagu
VOiks Uhele omavddrtusele vastata kaks soltumatut oma-
funktsiooni. Sellega aga meile lause ongi tdestatud.

Lahtiseks jadb esialgu kolmas variant rajatingimusi.
Seda juhtu uurime lahemait hiljem.

4. Omavadrtuste positiivsus.

Naitame niid, et kdik omavdartused on positiiv-
sed.

Toestuseks vaatame mingit omavaartust ja selle-
le vastavat omafunktsiooni &\(X). Asetades need suurused
Sturm-Liouvilleli vorrandisse, saame

d
h(P“s?sE)+( r- q =0 .

18



Korrutame selle vorrandi mdlemaid pooli ca ™
tegreerime rajades (@,b) :

f *Pkle(p “5T )dx + *k{ r(fkdx - j ~k** *0 * (2%)
a s | a

Esimest integraali integreerime ositi V0ttes: u =/
jJa dv = d(p dN/aX)i  tulemuseks saame

b n  fv &> b b d@v2
I MK 3x(p 3 )dx = +(Pk "3 >~ ] p( ~cE“N dx* (2,5)
a a

Rajatingimuste esimese kahe variandi korral on valja-
integreeritud osa null, sest emb-kumb, kas (@) =0 VOi
p@ =0 (sawti ka () =0 voi p() =0). Asetades
tulemuse (2.5) valemisse (2.4), saare parast liikmete kor-
raldamise

K j r<fkd4l =jf p(~ )2~ +1/ .

Et funktsioonid p, q ja r ei saa I8igul [a,b] oman-
dada negatiivseid véartusi, on kdik integraalide all ole-
vad suurused ja sanuti ka integraalid ise positiivsed.
Sellest aga jareldub, et JIK > 0, mida meil oligi tarvis
naidata.

Ka siin jadb lahtiseks rajatingimuste kolmas variant.



5. Omafunktaloonlde ortogonaalsus.
Selles punktis tuletame jargmise valemi:

(9]
re) <tk dx=o0, kui K™ 1. @ 56)
i
Kui oleks r(xX) — 1, siis tingimus (2.6) lhtuks va-
rem kasitletud ortogonaalsusetingimusega (1.5)*  Seepérast
teldaksegit et kui tingimus 2 6) on taidetud, siis one—
funktsioonid VXx) ja SPCX) on ortogonaalsed kaaluga
r®).
Toestame nuud valemi (2.6) kehtiwuse. St 3
*(x) on Sturm-Liouville’i virrandi omavddrtustele/lk ja
A1l vastavaks lahendiks, siis

S (P +CNkr - q =05
“Tsb *( r- o =0 .

Korrutame esimese vorrandi kdiki liikmeid «j™-ga,tei-
se vorrandi liikmeid aga 9K ga ja integreerime rajades
@,b):

an ft
|S:i|e<P-ar> ** + AK I'(q(\ﬁ**J < = a

b ab \ @
f ~k~NP “abT> +\J [ "k I ~(* =0 .
a a -4

Analoogiliselt eelmises punktis tehtule integreerime
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ka siin mélema vOrrandi esimesi integraale ositi. Tulemu-
seks saame

(2.8)

Esimese kahe rajatingimuse variandi korral on jal-
legi valjaintegreeritud osad nullid. Arvestades seda asja-
olu, asetades tulemused 2 8) valemitesse 2 .7) ja lahu-
tades selle siUsteemi esimesest VOrrandist teise, j6uame va-
leminl

(Ak- NIX)J rFk A &x=0.
a

Et omavaartused olid erinevad (s.t. A k t ™),silis
peab null olema integraal, millega olemegi tdestanud vale-
mi 2 6) kehtivuse.

Rajatingimuste kolmas variant vajab jallegi taienda-
vat analliUsi.

Kaalu r() korral funktsiooni ~(x) normi ruut de-
fineeritakse valemiga

20 o .9
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§ 3. MONINGAID ERIFTIHEPSIOONB.
1. Legendre®l poliUnoomid.

Jargnevalt asure Legendre™l diferentsiaalvirran-
di (1.1) lahendamisele. Selleks kasutame mBnevirra kaudset
teed: tuletame algul M. Legendreri polinoomid ja naitame
siis, et need on diferentsiaalvorrandl ( 1) omafunktsioo-
nideks.

Legendre®i polUnoomide juurde jbuame kdige kiiremini
m. tekitaja funktsiooni kaudu, mille defineerime valemiga

TCx, ?) G1)

kusjuures 0 < M)<1, -1 M xN 1
Arendame selle avaldise Maclaurin™i ritta g astmete
Jargi:

G2
Leiame osatuletised

e-X

1 +92- 27™Xx)n/2

32U - (1 -Q2- 2?2x)3/72+ (g X \ Yl +f2- 2p< 2(9 -X)t

(1 +p2 - 2Fx)3
Et TITx,0) =1, /3H 2

U?/?=°"' ' lap”~o- 31 1*



siis valem (3»2 saab kuju
Y(X, 9) =1 +X> +™ 3R -1)y2 + ...

Selle tulemuse VBib kirja pasHa jargmiselt:
vr(x, f) « .?L'l. 0 pnW - G3

kus Pn(X) on teatud poltnoomid, mis kannavadki Legendre™*i
polinoomide nime. Sespool labiviidud arvutus andis meile
3 esimest Legendre®i polUnoomi:

PO =1 ; PLG) =x * P ="0GCx2- D .

Margiksime, et samadele tulemustele joudsime ka 8-s1,
p- 3 toodud nédites mdnevorra erineval viisil.

Eeltoodud mottekaik voimaldab leida Legendre®i polu-
noome Pk() mistahes indeksi Kk vadrtuse jaoks* Teiselt
poolt tuleb aga pidada silmas, et kui kK~ 2, siis vajali-
ke tuletiste arvutamine muutub Usna tulikaks ja toomahu-
kaks. Tuletame seepérast valemi, mille abil saame suhteli-
selt hdlpsasti koostada Legendre®i polinoome juhul, kui

K 1.
Kirjutame valemi (3*1) kujul

vrex, £) +7?2- 2Vx =1

jJa votare osatuletised nii Q kui ka X jargi:
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Korrutades saadud avaldiste kolki liikmeid avaldisega
"M - o 2gx , saame vOrrandid

- + (1 +72- 2£X) *0 ; (€X))
T+ (1 2@~ =0 . @ 5)

Valemist (3»3) leiame, et

AR, + 2P2G)N + 3P3)B* S (n+1)Pr+1GON.  (3.6)
Asetades selle tulemuse VOrrandisse (3.4) ja arvesta-

des valemit (3*3)» saare samasuse
°o

2 [(1 +92- 29X)(n+1)Pn+1 911 + (—x+p)Pn<?rﬁ =0
Korraldades tulenust9 astmete jérgi, ndeme, et
[(-D)PH+19n- xPn(f+ (MHL)Pn+H9n+2- 2 (N )xP+L 9 L+

+pn9ntl]= 0 .

See samasus peab kehtima mistahes 9 korral; see on
aga voimalik ainult siis, kui kdigi 9 astmete kordajad
on nullid. Leiame 9 n kordaja ja vOrdsustame selle nulli-
ga (kui H astendaja on n+l vii n+2, siis tuleb Vitta
funktsiooni reaksarendusest eelmine voi Uleeelmine liige,
vahendades arvu n vastavalt kas iUhe vOi kahe V0rra) s

(D)Pn+i- x(2n+1)Pn + nPn-1 = 0. (€R))

Saadud tulemus kehtib, kui n”1, ja voimaldab jark-
Jarguliselt arvutada mistahes Legendre™i polinoome.
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On tarvis naidata, et Legendre®l polinoomid on tde-
poolest vOrrandi (1.1) omafunktsioonid.

Selleks elimineerime valemeist (6*4) - (3*5) muutuja
y ; seda tehes saame vOrrandi

Valemi (3»3) pohjal (kriipsuga margime edaspidi tule-
tisi z jargih)

Asetades selle tulemuse ja "ifr avaldise valemist (3*3)
Vvorrandisse (378), saare damasuse

2. [DPendt x-e>pl 7= °
Vorrutame nulliga jallegi liikme ¢n kordaja, see an-
nab meile vorrandi
~n - +Pnl =0 = G99

Meie eesmirgiks on seoste (3*7) ja (3-9) pdhjal koos-
tada vOrrand, mis sisaldab Legendre®l polinocomi ja selle tu-
letisi Uksnes indeksiga n. Selleks diferentseerime esmalt
valemit G3*7)i

(M+HD)PM+L - x@n+D)PY = @D)Pn +nPr 1 =0 .
Asetades siia liikme valemist (3.9), jOuame seo-

sele T
Pn+l - - (DPn=0
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Vahendame indeksit n the vorra:

Pn - xPn-1 - Vi =0 * (€il0))
Suuruse Pn-/j asetame siia valemist (3*9)= Seda tehes
saame
(1 - XDPZ + *0.
On veel tarvis vabaneda liikmest Pn-45 selleks dife-
rentseerime leitud avaldist x jaryi:

~“"[c -x2)Py] +nPn +wcPg - nPA1 =0 .

Asetades siia veelkordselt ! valemist (3*9)» saa-
me parast lihtsustusi vorrandi

AL - x2)PN + n(+L)Pn = 0 . G.1D)

Vorreldes tulemust valemiga (1.1), ndeme, et polinoo-
mid PQ(X) on tdepoolest Legendre®i diferentsiaalvorrandi
omafunktsioonid, kui vaid /1 n = n(n+l).

Legendre®i vorrand on Sturm-Liouville®™ virrandi (2.1)
eri juhuks, kui vg’l:ta p) =1 - xP, ,\NnN=n(nt), rx =1,
aq®>) =0. Et p(-D) = p(+l) =0, siis on meil tegu rajatin-
gimuste teise variandiga ning kdik §8-s 2 p. 2 -5 tehtud
Jareldused kehtivad. Et r(X) = 1, siis Legendre™i polinoo-
mid on ortogonaalsed kaaluga Uks, s.t.

+1
\1 Pk() Px() dx sO, kui k 1 . G.12)

Mis puutub Legendre®i polinoomide normi, siis poli-
noome teades pole seda kuigi keeruline arvutada (seda me
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tegime juba J-s 1, p. 3 toodud naite puhul). On vdimalik
tuletada ka alltoodud Gldine valem normi ruudu kohta:

Jargnevalt tuleks naidata, et Legendre®i polUnoomid
moodustavad taieliku omafunktsioonide sisteemi, sest vas-
tasel korral neid el saaks kasutada funktsioonide reaks-
arenduste koostamiseks. Selle fakti votare lihtsuse péa-
rast toestusteta. Omafunktsioonide sisteemi Pk taie-
likkusest jareldub, et peale Legendre™i polinoomide ei
leidu teisi funktsioone, mis oleksid ortogonaalsed mingi
Pk()-0a.-

on nullist erinevaid 15plikke lahendeid vaid parameetri
vaartustel /.= n(n+l), kus n on positiivne tdisarv.

2) Mistahes funktsiooni f(X) VOib arendada 16igul
[-1,1] ritta Legendre®i polinoomide jargi kujul

(@) = 22 V» (I> =

FOEOPNGYAX = 5[+ j FGO Pn(x) de
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Ulesanne 3. Andes Indeksile n véartused n =1, 2, X
arvutada valemi (3*7) pdhjal polinoomid P200i1 Pj(*)»
ule8anne 4 . Arendada Legendre*1 polUnoomide jargi rit-
ta" funktsioon f(X), mis on antud kujul
0, kui -1< x<0
1, kui O0< x”™ 1.

2. Poorleva keele vaikesed vonkumised.

Et illustreerida Legendre*i polinoomide rakendamist
matemaatilise fulsika kursuses esinevate vorrandite integ-
reerimiseks, vaatame jargmist Ulesannet.

Keel pikkusega 1 on kinnitatud Ghe oma otsaga punk-
tis 0 ja vOib vabalt pddrelda vertikaalse telje Umber (joon

2). Eeel olgu homogeenne,

tema plkkusihiku mass Q .

Keele podrlemine  toimugu
N konstantse nurkkl lIruaega Q0.
o~ U(X;t) Raskusjdu ja keskkonnatakia-
tuse jatare arvestamata. Kui

keele kujuks alghetkel on

sirgjoon, mis asub pdorile-

/-I

_ misteljega ristiolevas tasa-
Joonis 2.

pinnas, siis ka poorlemisel
Jééb keel sirgeks. Meid huvitab aga mdnevlrra uldisem juh-
twm, kus alghetkel on keelel mingi vaike algkévervs ja on

tarvis uurida keele kuju muutumist liikumise valtel. Keele
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litkumist on otstarbekohane kirjeldada xu-teljestikus, mil-
le alguspunktiks on punkt O; x-telg pdorelgu u-telje um-
ber nurkkiirusega @ < Niisugusel juhul x-telg iseloomustab
keele relatiivse tasakaalu asendit (s.t. asendit, mis vas-
taks sirgjoonelise keele pdorlemisele); u - aga iseloomus-
tab vertikaalelhilist korvalekallet sellest asendist. See
suurus soltub ilmselt nii koordinaadist x kui ka ajast t,
seega U = u(x,t). Keele algkuju olgu antud vBrrandiga
u(x,0) = (), kus F(X) on mingi vahemikus (0,1) teada olev
funktsioon. Keele algkLiruee loeme lihtsuse mottes nullike,
s.t. U(x,0) = 0. Vaatame nild keele asendit mingil hetkel
t ning eraldame keelest mingi elemendi dx (Joon. 3)* Sel-
lele elemendile mG-
U Juvad jargmised
Joud: 1) Otspunkti-
des A ja B rakenda-
tud tdmbejdud Tk, )
ning TGdx, © ;
2) teentrifugaal-
0 X xX+dx
Joonis 3
pooriemistel jest
eemale; 3) \ertikaalel.hl.Hne Inertsjdud, mis on suunatud
vastupidiselt kiirendusele d2uw/ dt2 ja omeb moodul i
gdx | 32w/ dt2]. K&ik need joud peavad olema omavahel ta-
sakaalus. Tasakaalutingimuste saamiseks projekteerime mo-
Juvad j6ud x- ja u-telgedele ning vOrrutame saaduA projekt-
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eloonide summad nulliga. Seda tehes saame

TX +dx, ) o3 - T(X, ) cosoC + =0 ;
TXx +dx, ©) sin]3 - TX, ©) sinC - £dx d2u/dt2 = 0.
Et me vaatare ainult keele vaikesi vonkumisi, VvOime

votta cosof » cosB 1, sinoC” tancX =~J , sinp»

ss-taall -
I dx|x+4r

TOedx, B)oos]9 - T(x, B)oosoC A T(x+dx, ) - T(X, D) a

TOerdx, Osinj?-1(x,t)eindC=L k 1 ~i* bl * §i[*kh

ja tasakaaluvdrrandid saavad kuju
ar n,mne
Il

g **3 m*& .
Esimene integreerimine annab

T = C(H) - \%CO2 x2.

Integreerimiskonstandi mdaramiseks kasutame asjeolu,
et keele ots x =1 on mistahes ajanomendil vaba, s.t. et
T, © =0. See nBue annab C(Y) = 1/2 (2 12 ja jareli-

kult
T = |732Q2 - x2) -

NUUd poordume sltsteemi (3»14) teise vOrrandi  juurde.
Asetades sinna leitud T avaldise, saame



See ongi diferentslaalvirrand, nie mddrab pooriev»
keele vaikesed vonkumised. Selle vorrandi juurde kuulub ra-
jatingimus
Jating U@, 1) « O (3.16)
Ja algtingimused

u,0) * () ; u®,0) sO . @)

Vorrandi (3.15) lahendame meile juba tuttaval Fourierd
meetodil. Selleks otsime lahendit kujul
ux,® a T X0 -
Asetades selle tulemuse valemisse (3*15)1 saame pa-
rast muutujate eraldamist
S=r(12- X2) I'(x)1
27T’ -~ 1( - )i
T " X

G-19)

St VvBrrandi Uhel poolel seisab t funktsioon, teisel
poolel aga z-i1 funktsioon, siis peavad mélemad pooled VvOr-
duma konstandiga; selle konstandi véartuse tahistame (- A >
ga. Vorrand (3*19) laguneb seega kaheks:

(D + cmn T(®) sO ;

G-29)
N L(2- x) X'Y(x)d + NIX(x) =0 .

Teises vorrandis teostame muutujate vahetuse x « 1] .
See vBimaldab viia vorrandi kujule

0P &

ehk



(1" ~2)$ " 271 *nx *0 * @.21)

See on aga Legendre™i diferentsiaalvirrand, millel on
nullist erinevaid lahendeid vaid Juhul, kui 1 =n(h + 1).
Vorrandi (3*21) lahendid saame seega tujul

1) =Pa( ™) =Pa(8 ) .- G2

Rajatinglaiise (3*16) kohaselt on Z(0) =0 ja seega
Pn(0) s O ; Legendre "i polinoonide avaldistest ja valemist
(3*7) aga nahtub, et seda tingimust saab tiita ainult, kui
n on paaritu. Seega edaspidi n all mdistame paaritut tiis-
arvu n=1, 3, 5 ... Sisteemi (3-20) esimese VOrrandi
uldlahendiks, mis vastab parameetrile .M =n(n + 1), on

Vt) =Vsos\te%+2 u)t +Bnsin~"g£0 wt .

Rakendame niud algtingimust u(x,0) =0, mida (3*18)
pdhjal VvBib viia kujule Tn(0) = 0. Diferentseerides Th(t)
avaldist, saare

in(® =ysi|zll col-A~allEaX”™ + BDCOSY aSHTut].

Vottes t s0, ndeme, et algtingimus T(0) on rahulda-
tud ainult siis, kui Bg =0.
Indeksile n vastav vorrandi (3*15) lahend on seega

un(x,) = 5 )co @t O =1»>

Et saaksime rahuldada ka teist algtingimust u(x,0) =
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a (1), superponeerime kolk leitud lahendid:

O ...........
u(x,t) = é\ f * cosy G 23)
3%

Vottes t = 0, saame

ux0 = ]gzﬁxp( 1 >s f(X) 3,20)

Korrutame selle vorrandi mélemaid pooli PACx/D-ga ja
integreerime vahemikus -1~ x/1 ~ +le Legendre®l polUnoomi-
de ortogonaalsuse tottu saame

MBI oen(l >¢
ehk, arvestades valemit (3*13)>

ve o MRtk @3

Siinkohal vajab selgitust jargmine asjaolu. Valemites
(B-25) tuleb integraal votta vahemikus (-1, +1), funktsioon
() on aga defineeritud ainult poolel 16igul [0,1]. Me
peare seega funktsiooni f(X) sobitama ka Ulejdanud 18igu
poolde - Margime esmalt, et kdik paarituarwulise in-
deksiga Legendre®i polinoomid on X suhtes paaritud funkt-
sioonid (et see on toepoolest nii, ndhtub valemist (3*7) )=
Valemi (3*24) kohaselt peab ka selle valemi paremal poolel
seisma paaritu funktsioon - jarelikult peame funktsiooni
Q) jatkama 18igul £-1,0Jd nii, et saaksime paaritu funkt-
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elooni. Et nii fi(X) kui ka PA/I) on paaritud funktsioo-
nid, siis nende korrutis annab paarisfunktsiooni ja raie*
(G*25) saab kuju

= @md) I'f(x) PA(f ) dx . (3.26)
JO

Suud pole eww mingit raskust reaksarenduse kordajate
arvutamiseks.

PoOrdume tagasi —~valemi (3*23) juurde. Et koosinus
on perioodiline funktsioon, siis ka u(x,t) on t suhtes
perioodiline funktsioon. Sisuliselt téhendab see seda, et
keel hakkab vonkuma relatiivse tasakaaluasendi u = 0 Um-
ber.

Oles<»*» 5. Keele algkuju maarab funktsioon f(X) =
= ax2. Arwutada reaksarenduse (3*23) 3 esimest liiget.

5. Legendrel! polinoomide kaaspolinoomld.

Pllame leida mittetriviaalseid lahendeid vorrandile

[(1-12)s] - T =0 , (3.27)
kus m on positiivne tiisarv.
Teeme kdigepealt muutujate vahetuse

7 = (1 = x2)Tnry . @29
Arwutades valja tuletised ja asetades need vorrandis-
se (3*27). saame

1 - x2) - 2(m1)x +£0 - m(m+)Ju = 0. (3*9)
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Nagu teame eelnevast, peab Legendre®i polinoom Pn(X)
rahulldame. Legendre™l diferentslaalvorrandJLt

a- xg) EI2r'_Dis - 2 —%??- +n(+LPn =0 . (3*50)

Diferentseerime seda vorrandit:

- P P dI5
1 -x2)- -2.%-" +In@H)-2]~ =0 .

Veelkordne diferentseerimine annab

xz)dAP 2(2+1) e m(n+1) 2’3Id2F')' 0
1-X2) = -2@+1)x—=r +In(n+) - —jJ=0.
( dx do L Jad

Jatkates diferentseerimist, pole raske ndha, et aval-
dise (3.30) m-kordsel diferentseerimisel saaksime (eeldame,

et m ;gn)
d(«tZ>p r TdX
Cl-*2) "»+2 m - 2C«+1)X — ¢[n<nvO-*(mvi)] — = 0.
(3.5

Valemite (3.29) ja (3.31) vordlus naitab, et mdlemad
tulemused uhtuvad, kui votta 1= n(ntl), u = 0XM/<uP, Ar-
vestades valemit (3.28), saame kirjutada vorrandi (G .27)

lahendi kujul ann
y = 0-x2)*72 *

Selle eeskirja kohaselt moodustatud avaldisi nimeta-
megi Legendre*i polUnoomide kaaspolinoomideks. Edaspidi ta-
histame neid simboliga PXCID) T seega
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Vorrand (3.27) on Sturm-Liouville™ vorrandi (2.1)
erijunukB, kus p() m 1 - 3Fa a® = 2 « , rQe)= 1
1 -x*

Strum-Liouville®l vorrandi osaduste pbhjal omafunktsioonid
(3*32) on ortogonaalsed kaaluga 1. Omavadrtuseks on J/lu=
=nCn+). Et p( + 1) =0, siis ortogonaalsuse vahemikuks

viime votta [-1,+1J.
Valem (3*32) voimaldab Legendre®i polinoomide kaudu

arvutada mistahes kaaspolinoome. Nii nditeks

d-x2)in g
F<l>= (1-x2)1/2 A = (1-i2)1/2 —j x A~
- 158y P2 - 158y © - 301-X3).

Kirjutame valja veel valemi kaaspolinoomide normi ruu-
du arvutamiseks:

Seda valemit me ei tdesta. Tema kehtivust vOib aga ot-
seselt kontrollida, kui vastava kaaspolinocomi P~"kuju on
teada.

Ulesanne 6. Arvutada kaaspolinoomid Pj~2* P/-

Ulesanne 7. Lahtudes eespool leitud kaaspolinoomide
P~AN Pg”™\ P2727 avaldistest, arvutada nende polUnoomi-
de normid ja kontrollida valemi (@733) kehtiwvust.
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4. Hermite"i funktsioonid.

Olgu meil antud tekitaja funktsioon

V4 £,X) = e2xP" ?2.

Nii nagu Legendre*i polUinoomide korral, arendame ka
selle Maclaurin®i ritta () astmete Jargi. Et

= - 1e2? + 4(X-")2e2x?" N2, =412- 2,

siis n
Nrck ) =1 +2x + (@2- 2) + . G.3»)

Hermlteli [bmiti]] polinoomid defineerime valemiga

YXEX SY* HAx) A = (3°3%)
n=o

Valemite (3*35) Ja (3*36) Vvordlus annabki meile esi-
mesed kolm Hermite®i polinoomi:

H® =1, a,(x) =2, IL® =4x2 - 2. (3.37)

Jargnevate polinoomide arvutamine sel viisil osutub
Usna tilikaks; seetdttu tuletame Jallegi vastava seose,mis
vbimaldab leida kdrgema indeksiga polinoome madalama indek-
siga polinoomide kaudu.

Kirjutame valemi (3.34) Umber kujul
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Inyr S2xp - y2 .
Vottes siit osatuletised Q ja x jargi, saame

rTg=>**~? 1lyll=221
millest jareldued. vorrandid

er=2-3%)y ; G-3)

29Y - (3*39)
Valemi (3*36) pohjal

-1

n=1
Asetades selle tulemuse ja y* avaldise (3»36) VOrran-
disse (3738)T saame samasuse
« «r pn+l

_ _ se _ 3 r _

Korraldades liikmeid () astmete jargi, ndeme, et

00

*TAyrvVi]9»so

Et see tingimus peab olema tdidetud iga Q korral,
siis vorrutades nulliga liikme kordaja, saame lisaks
varem esinenud seosele = 2XHp = 2x tingimuse

Nomo2 n=-2ntll - GGan)
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See seos vOimaldabki arvutada mistabee Jarguga Her-
mite™1 polunoome.
Nii naiteks
H3(X) = 272« 2)2H*] a 2XC4X2- 2) - 4*2x = 8715- 12x .
Koostame nuiud diferentsiaalvorrandi, mille lahendi-

teks on Hermite™i polinoomid. Selleks lahtume vOrrandist

(3*39)* Vottes arvesse valemi (3*36) ning sellest tuleneva

W

n=o

seose

saame vorrandist (3*39) samasuse
n

n=0 4
ehk

2 (£

Vorrutades nulliga liikme O kordajm, saame
=2n Hn_1 . 3.4

Meie kasutada on seosed (340) ja (3.41) ; pllame
neid teisendada niiviisi, et valenis (341) esineks ainult
liige Hn ja selle tuletised. Selleks kaotame kdigepealt
samasusest (Xx40) valemi (3.41) abil ara litkme 2 V1 *
seda tehes saame

Diferentseerime saadud tulemust ;
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HAL - 2IBA-2Ha +HJ'0. (3.42)

Valemis (3*41) suurendame indeksit n the vOrra, see-
HA+L = 2(H) »
Asetades selle valemisse (3.42), jouame vOrrandini
HE- 2XH™ +2ni”™.0

Jarelikult Hermite™i polinoomid on lahenditeks dife-
rentsiaalvirrandile

y'-2y" +2ny =0 . (€S))

Lihtre vordlus valemiga (2.1) naitab, et see vorrand

ei ole Sturm-Liouville®™i vbrrand ja meie poolt 8-s 2 teh-
tud jareldused el pruugi olla 8iged. Seeparast plilame tei-
sendada vOrrandit (3*41) nii, et saaksime Sturm-Liouville®i

Vvorrandi. See on voimalik jargneva muutujate vahetuse abil:
y =2z . (G.4%
w Yy =@ +x@) R
YV's (@'"+z +2xz2” +x22) ex 72 ,
siis vorrand (343) saab parast lihtsustust kuju
Z'+ (@ +1 -x2)z=0 . (345)

See on Sturm-Liouville’i vorrand, milles pX) = rQ()=
=1, N =2n (h=0,1,2, ...), g =x2 - 1.



VOrrandit (3.45) nimetatakse Hermite®i diferentsiaal-
Vorrandite. Et y = oli vBrrandi (3.43) omafunktsiooniks,
siis Hermite™i vorrandi omafunktsioonideks on

nQ) = e*22 ) - (3.46)

Neid funktsioone nimetatakse Hermite™i funktsioonideks.
Kuna p(xX) nullkohti el oma, siis ortogonaalsuse vahe-
mikuks vdime vitta (— 00 , + 00); -sellele vastab kolmas

variant rajatingimusi (82, p. 1). Paragrahvis 2 toodud
mottekaigud kehtisid vaid kahe esimese rajatingimuae varian-
di korral. Ldhem vaatlus naitab aga, et tdestustes ei muutu
midagi, kui me suudame naidata, et valemi (2.2) parem pool
on null ja et valemis (2 .8) on nullid valjaintegreeritud
osad. Teiste sonadega: peame nditama, et

lim (\ dx / =0- @3.47)

Valemi (3.46) pbhjal saame

rF — .

e

Selle avaldise lugejas on mingi poiinoom, nimetajas
aga eksponentfunktsioon. Avaldise piirvaartus, kui x-*-i oo,
on null, sest eksponentfunktsioon kasvab kiiremini kui mis-
tahes astmefunktsioon (selles vBib veenduda naiteks 1"Hopi-
tali reegli abil). Jarelikult on Gige valem (3*47) ning see-
ga tdestatud nii omafunktsioonide Uhesus kui ka ortogonaal-
8us. Viimase nBude saame kirjutada
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ij’\x) X)) ax =0, kuik*1

ehk (3.46) pohjal
+5>
J ensoHke) Hx() dx =0 , kui K t 1. GO

Valemist (348) nahtub, et Hermite"i polUnoomid on
ortogonaalsed kaaluga e

Anname 16puks veel valemi Hermite"i funktsioonidennor-
mi ruudu mé&ramiseks:

zj2s 7?niYF. (3.49)
Ulesanne 8. Valemit (3.40) kasutades arvutada Hermi-
te"i polunoomid HMX) jJa HAQ) !

ulesanne Arvutada Hermite®i funktsioonide 2Q(X),
(X)), 22¢) normid ning kontrollida valemi (3.49) kehti-

wust!

5. Laguerre™i funktsioonid.

Tekitajaks funktsiooniks valime nuud

- MNLE
fC%, = e 1 N . @B.50)
Kuna edaspidised mttekaigud on vaga sarnased sellega, mida
nagime juba Legendre®i ja Hermite™i polUnoomide puhul, siis
kdesolevas punktis ei lasku me detailidesse, vaid piirdume
Uksnes pohiliste tulemuste valjakirjutamisega.
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Laguerree¢l [lagerrij polinoomid defineeritakse vale-

miga
9 (0.0]

IWQ») = r%:o 4.0 Qne @51

Esimesed polinoomid on

Lg= 1, Itj« 1 - x, 12=2 - 4x +x2, Lj= 6 - 18x + 3*2- x?
Folinoome, mille indeks n 1, vOib arvutada valemist
M =@ +1-x)1° - =0 . @G5

Laguerre’i polunoomid rahuldavad diferentsiaalvirran-

dit
Xy + (Agy* +y =0 . @G53
Et see pole Sturm-Liouville "1 VBrrand, siis teeme muu-

tujate vahetuse
y = Z eXl2

ning saame uue voOrrandi
(X ) +5(1 -~)2Z+nZ=0 . G5
See on Sturm-Liouville™ virrand, kus p(X) = X, q®X)=
=12 -1D, r£1, N1 =n. Kunap() =0, siis orto-
gonal iseerimisvahemikuks valime poolldigu Q),00 ). Et §-s
2 toodud teoreemid kehtiksid, peare nditama, et

- i’
lim Z )=0;
X—»
selle tdestamine aga toimub samal viisil nagu eelmises punk-

tis.
Vorrand (3*%4) kannab Laguerre™i vOrrandi nimetust,
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tema omavaartusteks on armd, n =0, 1, 2, 3,..., arafunirt-
sioonideks aga Laguerre®l funktsioonid

nQ) = ex/2 L™X) . (3.55)

Ortogonaaisuse tingimus saab nudd kuju

Jo(rerC®) I dx =0, kui K+ 1 . @ 56)

Normi saab leida valemist

IM - 0-5)
TuumafilUsikas kasutatakse mitmesuguseid Laguerre™l
funktsioonide Uldistusi. Nendeni joudmiseks defineerime
uued funktsioonid
\ a®) =11 i-8.1 X« .-1). (3.58)

Ots3ne arvutuskaik nditab, et ka funktsioonid L8 on
n-astme polunocomid. Neid nimetame Laguerre®l kaaspolunooml-
deks. Nende polinoomide leidmine toimub valemi (3*58) p&h-
jal; nii nait. on LgSQ) =1, s =1 +s-x. Kui s=
=0 , siis kaaspolinoonid K8 uhtuvad tavaliste Laguerre”i
polinoomidega, s-t. et bn°(X) = L™X).

VBib naidata, et Laguerre®l kaaspolinoomid rahuldavad
vOrrandit

xCIN®)" + (s +1 - xX)(ns)"+ nInr8 =0 . (.59

Vaatleme niid diferentsiaalvorrandlt

X'+ GG +1l-Xy*+ (1 - — m)Y=0. (3.60)
Valemite (3.59) - (3*60) vOrdlemine naitab,et dife-



rentsiealvirrandi (3.60) omafunktsioonideks on Laguerre®i
kaaspolinoomid 176; omavaartused mddratakse tingimusest

nen +2-f1, (G.61)
kus n ja s on naturaalarvud ning n > s.

Et vBrrand (3%60) pole Sturm-Liouville’i virrand,siis
teeme muutujate vahetuse

y =X‘8/2 er 2 Z. 362
Viies 1dbi kdik vajalikud arvutused, saame vOrrandi

2=0 . J.63)

See on Sturm-Liouville*i virrand (2.1), kus p(X) = X,
red= 1, q0) = x/4 + sAx. Eespool®ldu pbhjal see vOr-
rand annab I8plikke lahendeid Uksnes valemist (3*61) leitud
parameetri vaartustel . Omafunktsioonideks on mn. Laguerre®i
kaasfunktsloonid

ns() * x@&2 e*72 M(X) .- (G.6%)
Ortogonaalsusevahemikuks valime poolldigu [0 ,00)t sest
selle sisse ei lange Ukski funktsiooni p(X) xmillkoht.Et r()
= 1, siis osafunktsioonid on ortogonaalsed kaaluga 1 , s.t_,
00
ns(X) 28 (X) dx s 0, kui n £ k.
.65
Valemi (3.64) pohjal voib selle tingimuse kirjutada ka
Tkujul Q

Xe ex LAx) b/U) dxBO, kui n / k. (3.66)



Ulesanne 10. Leida Laguerre®i polinoomid L, ,
I") ning neile vastavad Laguerre™i  funktsioonid. Leida
HARN v iI2X®P Ja kontrollida valemi (3-57) kehtiwust!

Thassatma JU1. Kontrollida, kas funktsioonide 11'CX),
Lj®), LX) ortogonaalsusentue (3*56) on taidetud!

WesatTe 12. Leida Laguerre™i kaaspolinoomid I1°Cx)
jalra® !

6 . Schrodingeri vorrand.

Eespool leitud funktsioone rakendatakse mitmetes
kvantmehhaanika ja kvantkeemia probleemides. Allpool (p. 7

- 8) vaatame kahte ndidet, kus kvantmehhaanika Ulesannete
lahendamiseks osutuvad vajalikeks Legendre®™1 polinoomid.En-
ne seda tuleb meil aga pdgusalt tutvuda kvautmehhaanika
alustega.

Vaatame elektroni, mis tiirleb aatomituuma Umber.
Lihtsuse mottes loeme elektroni orbiidi statsionaarseks, s.
t. orbiidi kuju argu muutugu liikumise kdigus. Koordinaati-
de alguse paigutame aatomituuma, elektroni asukoht olgu
méaratud koordinaatidega (X, j, 2)- Elektroni koguenergia
tahistame simboliga E, potentsiaalne energia olgu U.Schro-
dinger naditas 1926. a., et elektroni liikumine on kirjel-
datav vBrrandiga

kus *e on elektroni mass, h - Planckl konstant, funktsioo-
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ni "yrcXtjjz) nimetatakse lainefunktsiooniks. VOib ndidata,
et elektroni mingisse ruumielementi dV sattumise tdenao-
sus on |y[2d\/. Integreerime seda avaldist Mle kogu ruumi
V. St elektron mistahes hetkel kindlasti asub ruumis V ja
et kindlasti toimuva stindnuse tdendosus on 1, siis

(3.68)

Elektroni liikumise uurimiseks tuleb integreerida
Schriédingeri vorrand (3*67)- Arvestades funktsiooni " tde-
ndosuslikku interpretatsiooni, ei saa see funktsioon Uhes-
ki ruumi punktis muutuda I6pmatuks; samuti ei saa ta olla
ka mitmene vOi katkev. Teiste sOnadega - me otsime vOrran-
dile 3 67) Uhest, pidevat ja Ioplikku lahendit (niisugust
lahendit nimetatakse regulaarseks).

Paljude probleemide puhul osutub otstarbekaks viia
Schrodinger! vorrand llle sfaérilistesse koordinaatidesae
(@, 0, (F), mille téhendus selgub jooniselt 4.

2 Vorrandi (3 67) esi
mesed kolm liiget moodus-
tavad Laplace™i operaato-
ri, mis sfaarilistes koor
dinaatides omab kuju

Joonis 4.



+ Msifo 4oNl“ B oer F D o>

Seega Schrodinger! vorrand sfaarilistes koordlnaati-

des on p
1 J Lrrjc) 1 i_/slniru _ ! _ p: +
? 3r\ dr/ rsino <0l do/ 2s- 2- A
+83r1»a(E_u)Y _ o« (3'69)
h2

7. Kvantmehhaaniline ostslllaator.

Vaatame osakest massiga n , mis vOib liikuda piki
x-telge (Joon. 5). Osakesele mbjugu joud, mis on suunatud
koordinaatide algusse 0 ja mis
Fm on vordeline osakese kaugusega
sellest punktist. Sellise jou
projektsioon x-teljele on P2 *
Joonis 5» = - ofx (F- vOrdetegur). New-
toni 11 seaduse kohaselt mdarab osakese lilkumise diferent-
siaalvorrand

X=

mex - - * X
ehk
X +k~ =0, kus k2= m, -
Selle vorrandi lahendiks on
X = CYSin kt + C2cos kt . @G*70)

Integreerimiskonstandid Ja C2 mddratakse algtin-
gimnustest x(0) = xQ ja x(@) =wvQ. Et lahendis (3.70)
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ssinevd perioodilised funktsioonid sin kt, cos kt, :iis
iImselt on tegemist vonkliikumisega. Masspunkti, mis vongut
leitud seaduse kohaselt, nimetatakse fulsikas harmoonili-
seks ostsillaatorlVFl. Leiame veel vinkuva masspunkti ener—
gia. Kineetiline energiaon T = A mev? i pot™né&siaalne ener-
giaU = 1 2, seega kogu mehhaaniline energia

E=\mov2 + ~*x2. G.7D

Klassikalise mehhaanika seaduste kohaselt £ = const;
konstandi vaartuse mdarame algtingimustest wv(0) = vQ, x(0)=
=3, seega

E =S “elTo2 + - «-72)

Kuna me vdime algandmeid vQ, xQ muuta suvaliselt,
siis klassikalises mehhaanikas - nagu néhtub valemist
(@*72) - ostsillaatori energia voib omandada mistahes vaar-
tusi.

Vaatame niid, milline on selle probleemi lahendus
kvantmehhaanikas. Selleks tuleb meil lahenuz /e Schrodingeri
vOrrand (3.67). Vottes arvesse, et liikumine toimub ainult
piki x-telge ja et potentsiaalne energia on U = "36x2, saa-

8 %k E_1")M/" =o . @3.73)
h d

Saadud vOrrand on ldhedane Hermite™i diferentsiaalvor-
randile (3*45). Et saada tait kooskfla selle vorrandiga,tee-
me muutujate vahetuse X = , kusjuures A on esialgu maa-
ramata konstant.



Et

1
PIP"

siia (3*73) asemele saame

& *6_hVA - -pEl-- an2;r-o

Et saada 111kme vo’\ kordajaks mi-inHa Uhte, votame
A* h2
A - >» Ve:-)e

Ja saame seega Hermite™i vorrandi

002 +h* ¥ 8 .7%)r-° m 0s.W

Vordlus valemiga (3.75) naitab, et vorrandil (3.74)
on regulaarseid lahendeid Uksnes vaartustel

4Jt E=2n+1, kusn=0,1,2,...

Seega ostsillaatori vénkumi -
sed on voéimalikud ainult tea-
tud koguenergia vaartustel En,
mis mdaratakse valemiga

®n * Y )KB ] (3.75)
Niisugusel korral ¢eldakse, et ostsillaatori energia
on kvantlseerltud. Suurus n kannab kvantarvu nimetust.
Nagu ndeme, on oluline vahe klassikalise ja kvantmeh-
haanilise kasitluse vahel: esimesel juhul oli vBnkumine vBi-
malik i§gasuguse energiaga, teisel juhul vaid kindlate ener-
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gianivoode korral.
Edasine vOorrandi (3*74) integreerimine ei valmista
enam olulisi raskusi. Valemi (3b426) kohaselt on omafunkt-

sioonid -
P<S>-Be VI>
ehk, minnes uuesti tagasi muutujale z,

yn() “BelK-El/*ne
Konstant B mdaratakse ndudest (3*68) mille antud ju-
hul saab kirjutada kujul /°°
j\Yf‘n(x) dx 1
Arvestades valemit (3 49) Hermite®i  funktsioonide
mooduli kohta, saame

Seega energianivoole kvantarvuga n vastav Schradin-

geri vorrandi lahend on
ezp(-Ffy™M)x2 AL

Aatomifiusikas pakub p&hilist huvi energianivoode
@*75) maddramine,sest Uleminek Uhelt energianivoolt teisele
kajastub spektrijoonena, mille lainepikkust saare md0ta. *

) tleminekul energianivoolt Enl nivoole En, kusjuures
n>a], kiiratakse kvant, mille sagedus on

mi=n(? ~b)-

Simboliga R on tdhistatud Rydbergi konstant.
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8. Schrodingerl vorrandi omavadrtused vesigi At \na-

Be aatomi _jaoks.

Vaatame uheelektronilist aatomit tuumalaenguga Ne
(selliseks aatomiks Vdib olla vesiniku aatom, ioniseeritud
heeliumi aatom jne.). Elektroni potentsiaalne energia on

G- 7
kus r on elektroni kaugus tuumast.

Antud probleemi korral on otstarbekohane todtada sfaa-
rilistes koordinaatides. Lahtume seega Schrodingeri vorran-
di kujust (3.69), asetades sinna U valemist (3.77).

Kasutades muutujate eraldamise vitet, otsime Schrodin-
geri vorrandi lahendit kujus

Ur@r, o, ) =H.r) =@ p)- @.78)

Asetades selle tulemuse VOrrandisse (3*69)» lelame,

Korrutame kdiki liikmeid r2/RY—ga Ja viime teise
ning kolmanda liikme virrandi paremale pooleles



Vorrandi vasakul poolel seisab nuid suuruse r funkt-
sioon, paremal suuruste O ja  funktsioonid. See on vdima-
lik ainult siis, kui vorrandi mdlemad pooled on vOrdsed
konstandiga. Tahistame selle konstandi A-Sa» parast monin-
gaid lihtsustusi saame vorrandid

3r(r2 H) + r (Br + N&2) R= JIH ; (5*79)

+ nT=0- (@G80

Et vOrrandis (3.80) on kaks argumenti O ja <p, siis
eraldame veelkordselt muutujad

YO, ) s PO P() - @G-8)
Asetades selle tulemuse valemisse (3*80), saame

™ 5 (4n6i) * +/Ne=0+

Korrutades Inbiki liikmeid teguriga sin20/PP, ndeme,et

S&rs 43 (is = « W xsinZe = -] sd%&_

Uhel vBrrandi poolel seisab 0 funktsioon, teisel @
funktsioon; mdlemad pooled peavad seega virduma mingi
konstandiga . Arvestades seda asjaolu, saame Ulaltoo-
dud vorrandi lahutada kaheks:



3in 0 (eino ) +(™ein20 -/0p =° . G8)

Nuid on muutujate eraldamine taielikult teostatud ;
integreerida tuleb vérrandid (3*79)» (3*82) Ja (3*83)= Koi-
ge lihtsam neist on vorrand (3*82), mille integraalita on

P=0,a8YjT + C2SinjfTy? . G.89)

Funktsioon F(™) peab ilmselt olema perioodiline.
Toepoolest, kui vaadelda kera pinnal R = const mingit pa-
ralleelringi 0 = const Ja suurendada -d 23I \Orra,
siis oleme j6udnud tagasi samasse punkti Ja seega peab ole-
ma

F(p+2T) =R .
Valemi (3.84) pdhjal on see nbue tdidetud, kui

+2M) -Yj?<e= ZT* »
kussm3-1, - 2,

Sellest VOrrandist néhtub, et
N=m2 . (3.85)

Ainult niisuguse ‘4 valiku korral on Vorrandil (3.84)
fulsikaliselt mdistlikke lahendeid. Arvud -1, - 2,
on selle vOrrandi omavaartusteks.

lahendame niud vBrrandi (3*83). Selleks teeme muutu-
jJate vahetuse x = cos O , dx = — sin 0 d6. Parast vastava-
te arwtuste teostamist saame vOrrandi



See on aga meile juba tuttav diferentsiaalvdrrand
@*27), millel on 16plikke lahendeid vaid omavéartustel
=101 +1) 1=1,2,..D) (3 .86)
Ja mille omafunktsioonideks on valemiga (3-32) mdaratud
Legendreli polinoomid ~ (X)-
Vottes arvesse, et x = cos 0, VBime (3.81) pdhjal
esitada omafunktsioonld kujul

. Y (m)(e ) _ P (m)(oos O) cos m
1 T 1

Vi r @.87)

Y~AmM\ 0,9p) a P m™(cos 8) sinm

Need funktsioonid esinevad matemaatilise fuisika kur-
suses Usna sageli ning on tuntud kerdfunktsioonide nime
all.

THab veel integreerida vorrand (3*79). Et see ei uh-
tu Uhegi varem kdsitletud VvOrranditiilbiga, siis teostame
moningaid teisendusi. Kdigepealt toome sisse uue funktsioo-

ni valemiga
R ;W . (3-88)
1

R_ 1 d& 1 z
H=""H= 2 p32 5

Et

2Sw\2 8§ -1*1Rz>

I (r2« ).,32A *an g _1,-1/2, F
dr
siis vorrand (3*79) saab parast neid asetusi ja teguriga
Jagamist kuju (J1 asemele on asetatud vastav  caa-
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vartua 11 + 1) )

O T P G L B )

Saadud tulemus on vaga lahedane vorrandile (3.63) »
mille omafunktsioonideks olid Legendre*1 kaasfunktsioonld.
Et saavutada taielikku Uhtelangemist vorrandiga (3.63) ,
teeme muutuja vahetuse r = Ay, kus konstant A on esialgu
méaramatu. Vorrand (3*89) oaab nuud kuju

G-0)
Vorrand (3*90) uhtib (3.63)-ga, kui
85:]eA§E:-}, E;—---g—aA]JeZ:FI. 3=21 +1.
Jarelikult
A= 0.91)

Valemi (3.90) pbhjal on virrandi (3.90) omavaartus-
teks

A=n+
voi kunas=21 +1, siis
A=n+1+1- G.92)

Et n ja 1 olid tdisarwd, siis on seda ka 1 ; ta
vOib omandada vadrtused /1= 1» 2, ... . Suunast /1 nime-
tatakse peakvantarvuka. Valemist (3*91) saame nlld energia
kvantiseeritud vaartused



uleminekul energianivoolt Eaq nivoole En” kiiratak-
se kvant, mille sagedus on (R - Rydbergi konstant)

VAM =H(if -js) =

\ottes =1 Ja andes N1 -le véartused /1 = 2, 3x*.»
saame spektrijooned, mida tuntakse Lvmanl seeria nime all.
Analoogiliselt Junt =2,\=3t 4, ... anmnab meile
Balmerl seeria. Juht 3V =3* J1 =4, 5> eee gga Paschenl
seeria.

Kvantarwusid 1 Jam nimetatakse korvalkvantarvudeks.
Nende flulsikalist tdhendust me siinkohal l&hemalt el wuri.

Valemist (3*93) hakkab silma huvitav asjaolu. Nimelt
peab alati olema Eg < O (sel korral potentsiaalne ener-
gia Uletab oma absoluutvadrtuselt kineetilise energia).
Kvantiseerimine on voimalik seega ainult negatiivse kogu-
energia korral. Uis puutub Juhtu E> 0, siis vdib ndidata,
et siin Schrédinger! vorrand on lahenduv iga energiavéartu-
se E korral, seega energia kvantiseerimlst ei tolmu Ja saa-
me pideva spektri. Valemist U = - Ze2/r ndhtub, et r
kasvades potentsiaalne energia kasvab; seega Junt B >m 0
on voimalik vaid kullalt suurte r-de korral (siis elekt-
ron pole enam otseselt seotud tuumaga, kuigi asetseb veel
tuuma mojusfaaris).

Kirjutame 18puks valja veel Schrodingeri vorrandi la-
hendi. Et vBrrandi (3.79) omafunktsioonidekB on Laguerre®l



kaasfunktsioonid, siis selle vorrandi lahend avaldub kujul

~

-G j
) - pi A He _
kusjuures funktsioon on maaratud valemiga (3.64). Va-
lemi (3.88) pdhjal saame

auwcr) =@ z2i1+1(y) - (3-94)

Kasutades valemeid (3*78), (387)» (3*H), ndeme, et

w ore té A I 3 OIn -+ o

Sellesse valemisse on sisse toodud taiendavalt kons-
tant Cnlin, et oleks voimalik taita nomeerimistingimust
(3.68).

Saadud valem vBimaldab leida elektroni mingis ruumi-
punktis (r, 0, (® asumise tdendosust juhul, kui elektroni
olek on mdaratud kvantarvudega n, 1 ja m.
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