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Lugejale.

1. Selle raamatu lugemisel ei tule mitte piitida nii-
palju ainete Aradppimisele kui endale tiie selgusec
muretsemisele esitatud mottekdigust.

2. Valemeid on iildiselt kohasem sdnades kui
siimbolites meeles pidada: sonalause lubab otsest rakendust
igal erijuhusel, kuna vastasel korral enne seda iga tdhis tuleh
seletada. :
. %38, Numbrilised arvutamised (ka tidhtedega)
peavad puhtalt kirjutatud olema, ndnda et igal ajal
oleks voimalik tehtud arvutuste tiielik kontroll.

4. Joonised tulevad tekstis antud seletuste pdhjal
ikka ise enesele teha, kuigi nad raamatus leiduksid.
Esimesel lugemisel voib lihtsat joonist tarvitada, mis vabalt kiiega
tehtud. v

5. Iga joonis tuleb pirast vastavate riistade abil
voimalikult tdpsalt teha. Joonis ei ole mitte ainult selleks,
et lauseid tOestada: ta peab meis esteetilist rodmu
dratama.






o Saateks.

1. Selles raamatus kiisiteldakse selle matemaatilise teaduse '
osa pohijooni, mis analiiiitilise geomeetria nime kan-
nab. Tema iilesandeks loetakse harilikult geomeetriliste
kujude algebralist uurimist. Arvan tema teiseks, mitte
vilhem tdhtsaks iilesandeks algebraliste mdistete ja
tddede geomeetrilise tdlkimise. See teine iilesanne
seisab esimesel kohal matemaatilise Opetamise reformimise lipu-
kirjas, mis viimastel aastatel Lé#dne Furoopas nii suurt hoogu
votnud. Mitteabstraktnematemaatika kiisitlemine
koigi motteliste peenustega, mis uuema aja kriitilise perioodi
nduetel sellesse teadusse toodud, vaid geneetiline!), néaitlik
Opetamine, mille keskkohas seisab funktsiooni
moiste ja tema graafiline kujutamine!

2. Nendele kahele on siis ka otse ja kaudselt suur osa
minu raamatust plihendatud. Temas puudub suur hulk lauseid,
mis seni harilikult analiiitilise geomeetria Opperaamatuis aset
leidsid. Lausete arvu ei loe ma mdodduandvaks.
Kill aga loen ma lubamatuks, kui mitte kuritooks,
pealiskaudsuse pdhjapanevate mdistete ja kisi-
muste kéisitlemises, nagu see suuremas osas elementaarseist
opperaamatuist ja, kahjuks nii viga sagedasti, ka dpetamisel
siinnib funktsiooni, kdvera vdrrandi ja teiste mdiste-
tega. Niikaua kui need sdnad tiihjaks kdlaks jaa-
vad, oleks parem neist rdikimata jatta. Olen kat-
sunud neid pdohimdoisteid voimalikult lihtsalt, niitlikult ja

1) genesis — siindimine.
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mitmekiilgselt seletada. Ainsaks takistuseks nendest
arusaamiseks on sissejuurdunud vana eelarvamine
olemasolemata raskustest, mis nende mdistetega
kaasas kidivad. :

8. See raamat on keskkoolidele ja isedppimi-
seks mé#iratud. Temas on vahest ehk pisut enam, kui ametlik
programm nduab: nii n#iteks jadvad osad 21 ja 22 sellest vil-
japoole. Muidugi mitte raskuse suhtes! Nende juurdelisamise
pohjuseks oli, et ma kiesoleva raamatuga ka meie iilidpilastele
kerget sissejuhatust analifitilisse geomeetriasse tahtsin
pakkuda, veel enam aga, ct kooliopetajale tarvilikku vabadust
jitta seda valida, mis tema arvates tema Oopilastele koige
kohasem. Raamat on sellepirast nonda kirjutatud, et temast
‘vabalt mitmed osad voib vilja jitta ja samuti teisi juurde
votta, ilma et see mingit raskust siinnitaks.

4. Arvan tingimata tarvilikuks keskkoolis
labitootamiseks selle materjali, mis kiisiteldud osades 1,
2,8, 4, 5,7 8, 12, 13, 14, 19, 20. Siia vdib, kui aeg ja dpi-
laste koosseis lubavad, siis nimetamata jéiinud osadest midagi
juurde votta, nditeks 10, 16, ehk 6, 9, ehk moned muud osad.

5. Ulesannete numbrilise ja graafilise
libitootamise peale tuleb kdige suuremat rdhku
panna. See t60 ei pea milgi tingimusel ainult ,lahenduse
leidmine“ olema, vaid pohjalik igakiilgne lahenduse mdtte-
kiigu kaalumine. :

6. Volgnen palju ténu koigile, kes mind selles toos on
aidanud :

meie Tartu Ulikoo Eesti keele lektorile J. V. Veskile
tema suure vaeva eest, mis tema raamatu keelelisel parandamisel
nainod ;

Tartu Ulikooli ilmajaama juhatajale, oma ametivennale
C. Koch’ile, tema lahke loa eest negatiivi joon. 2 tarvitada:

assistentidele Tartu Ulikooli fiitisika-oppetooli juures, E. N e u-
gard’ileja E. Kilkson’ile nende mitmekesise abi ecst;



oma vanale sobrale ja ametivennale H. Jaakson’ile
paljude keeleliste mirkuste eest,

ja viimaks oma abikaasale tema jooniste eest (joon.
2198, 72 78, 14, 15). :

7. Selles raamatus esitatud ainekésitlus on vélja kujunenud °
. minu viieaastase dppetdd jooksul Dooni Poliitehnilises Instituudis,
Novotsherkasskis, Louna-Venemaal. Suur osa sellest toost, mille
ma praegu ilma saadan, on kaugel kodust, vodrsil, osalt raskeil
pievil valminud. Kandku ta rohket vilja kodumaa
pinnal, kodumaa koidu-ajal!

Tartus,

Al P 3
25, 7.°1921. Gerhard Rigo.






1. Sissejuhatus.

1. Vaatluste protokellimine. Kujutame omale ette, et
me tahaksime iilevaadet saada sellest, kuidas muutub aja
jooksul mdni meid huvitav suurus, néiteks dhu rdhu-
mine. Meie vaatleksime selleks baromeetri!) seisu teatavate aja-
vahemikkude tagant, néiteks kolm korda p#evas: kell 7 hommikul,
kell 1 Iduna-ajal ja kell 9 ohtul. Kordame seda iga péev. Me
saame nonda vaatluste protokollina tabeli, kus kaks
rida arve; esimeses seisab vaatlemise aeg, teises — sellele
vastav 0hu rohumise viédrtus.

Néide 1917 HI.:16.'kell 7 h: YoB- %
1 1 761
9 0. 762
17.-kell 7 h: 751
15 748
9 0 755
18. kell 7 h. 757
1L 755
90, 748

Sellest tabelist ndeme, missugune oli Ghu rghumine mér-
gitud aegadel, millal ta suureneb, millal véiheneb, — liihidalt,
kuidas muutub Ohu rShumine ajaga, missugune on tema
kaik. Kuid koike seda ainult ildistes joontes. Meie ei
nfe tabelist, missugune on uuritava suuruse vadrtus pédeval kell
10 115 2%, 00si kell 38, 3%, 4 joe.; samuti ei née me sealt,
kunas just dhu rdhumine kdige kdrgem, kunas ta kdige madalam oli.

1) baros — raskus (siin réhumise mottes); metron — madof.



Palju taielikuma pildi saaksime uuritavast nihtusest,

kui me Ohu rohumist iga tunni tagant mdoddaksime: kell 7, &,

9 jne. Veel tidpsama, kui me seda iga poole, iga veerand tunni

- jérel teeksime. Kuid seesugusel korral kasvab meie tabeli pikkus

nii suureks, et tema filevaatlikkus tiitsa kaob, et temast

nihtuse kidigu viljalugemine peaaegu vdimatuks saab, liiatigi
veel selle kiigu meelespidamine. :

2. Vaatlussaaduste graafiline kujutamine. Et uuritava

nihtuse k#igust voimalikult filevaatlikku pilti saada

votame lehe ruudulist paberit (joon. 1), tdmbame ihe
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tema sirgetest paksemaks ja tihendame sellel pikkuste abil
ajad 9, 10,..., 7, 8 jne., kujutades iiht tunni mone pikkusena,
naiteks ruudu kiiljena. Saame rea tdppe. Piistjoontel, mis
nendest tippidest tdmmatud, mirgime pikkuste abil dhu
rohumised, kujutades iga millimeetrit rohumist iitleme niiteks
ruudu kilje pikkuse 1diguna?).

Rohumisi kujutavate pikkuste 16pud moodustavad rea

1) Et joonis mitte liig laiaks ei kasvaks, kujutame temas mitte i

" .kdike réohumist, vaid ainult seda tema osa, mis iile mone kindla véir-

tuse, néiteks 740 mmy ulatab,
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tippe. Iga niisugune tdpp kujutab iht ja
ainsat paari arve: aega ja sellele vastavat rohu-
mist. See tapprida vdib meile tiiesti vaatlemistabeli
aset tdita: ta niitab meile just samuti, kui viimanegi, mis-
sugune oli dhu rohumine igal iksikul vaatlusel. Uhes asjas on
tema aga tabelist ees: ta on tilevaatlikum.

Seda tema omadust voime veel palju tosta, kui me nime-
tatud tippe sileda kovera abil ithendame. Saadud joonis
annab meile vOimaluse otsekohe leida mitte ainult neid &hu
rohumisi, mis vaatlemisaegadel olid, vaid ithes nendega ka neid,
mis olid igal teisel ajal nende vaatluste vahel. :

Saadud joonis nditab meile, et igale ajale ¢ temale
omane rohumine & vastab; ta lubab leida selle

.vadrtuse; me niileme temast vaevata, millal rohumine koige
suurem, millal ta koige vihem oli, millal ta kasvas, vihenes,
kuidas muutus. Lithidalt: saadud joonis, th-graafik!) kujutab
meile tdielikult, lihidalt ja iilevaatlikult meid
hovitava ndhtuse kiiku

3. Mehaanilised registraatorid. Seclle asemel, et ise ohu
rohumist aeg-ajalt moddta, on ilmauurijad isekirjutajad
baromeetrid == barograafid ehit:nud, mis automaatselt 2)
vahet pidamata igal ajamomendil ®) ohu 10humise - iiles tdhen-
davad; mitte arvuna, vaid pikkusena ruudulisel paberil; endise
joonisega vorreldes ainukese vahega, et piistjoon-siisteemi ase-
mel niiiid vihese kdverusega ringide kaared seisavad. Joonis 2
kujutab Tartu Ulikooli ilmajaama barograafi tema baro-.
grammiga?. Leht, millele kirjutustikk oma jilje jitab,
on silindri peale mihitud, mis kella mehanismi abil niidala
jooksul iihe tiiru teeb. Tikk, mis kaalsiisteemi abil iihenduses
seisab ohu rohumise modtjaga, kirjutab temast mooda veereval
paberil vastava ohurshumise. Barograafi kiiljes nieme ka hari-

1) grafein — joonistama, kirjutama.

2) automatos — iseenesest liikuv, isetegev.
3) momentum — silmapilk.

4) baros — raskus; gramma — joonis, kujutus, kirjutus.
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likku soojamddtjat, mille néitamised vaatleja poolt aeg-ajalt kont-
rollimiseks #ra mirgitakse.

4. Niiviisi saadud barogramm né#itab meile, méiherdune on
Ohu rohumise kiiik;ta ei anna meile vastust selle kohta
mis pohjustel, mis tegurite sunnil hu rdhumine
muutub. Nende leidmine on p#rastise uurimise asi. Liihida,
iilevaatliku, nditliku kujuna hoiab meie barogramm alles meile
ja tulevastele uurijatele pildi ohu rohumise kaigust, olles aluseks,
mille peale teadlane oma uurimistood voib rajada.

Joon.* 2.

5. Teine loodusniihtuste kiigu kirjeldamise viis. On
veel teine voimalus loodusndhtusi lihidalt, tdiie-
likult ja tédpsalt kirjeldada: valemite abil
Selleks jirgmine

Nédide. Téapp liigub tithtlaselt ringi mooda
(joon. 8), mille raadius!) on 2 cm, tehes viis tiiru
the minuti jooksul. Missuguse seaduse jarele
liigub tema projektsioon? monel diameetril?
Missugune on selle seaduse graafiline kuju ?

1) Sradius — kodar, kiir.

2) projectio — esileviskamine, vise, kujutus.
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Tapi projektsiooniks sirgelesnimetatakse
10igu alust, mis antud tépist sirgega risti tom-
matud (joon. 3).

Méarkus. Niisugust liikumist, nagn nimetatud tdpi pro-
jektsiooni oma, nimetatakse harmooniliseks?!) vonkumi-
seks. Teda leiame
viga sagedasti. Kui
néiteks moni taevakeha
iihtlaselt liigub s ringi
modda, siis nieb temast
viiga kaugel ringi tasa-
pinnas olev vaatleja
teda taevapinnal har- N
mooniliselt sirges edasi-
tagasi vonkuvat (joon.
4). See pilt esineb
muu seas, kui maa-
keralt Jupitri kuude
liikumist vaatleme. Ka
kella viipuri (penduli)
tipp ja iga kolava keele
tipp muusikariistades
vonguvad harmoonili-
selt. Sellest siiherduse Joon. 4.
liikumise nimi.

Joon. 3.

Asume iilesande jlahendamisele. Vdotame kaks ristiseisvat
ringi diameetrit ), ithe roht-, teise piistseisus (joon. 5), ja uurime
ringil jooksva tipi P projektsiooni P, liikumist viimasel nendest.
Olgu tépp aja algusel ringil kohas E, millele vastab nurk e,
esimesest diameetrist O4 arvates. Olgu ¢ mingi sekundite arv;
missugune nimelt, jitame titlemata; olgu sel ajal
liilkuva tépi koht P ja tema projektsiooni P, kaugus keskkohast

1) harmonia — kokkukola.
2) diametros — 1dbimdotja, 1abimoét.
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OP,=3s. Otsim8 kaare EP, mille tipp aja algusest &ra kiinud
voetud momendini #; et liikumine ringil iihtlaselt siinnib, siis
kéib tépp : s

1-se minuti 10puks édra kaare 5.2m%.2 cm,

1-se sekundi ,, % - 616'5'2”'2 &
2n
6
Sellele kaarele vastava
nurga KEOP absoluutses ')
‘moddus saame kaare pikkust
raadiusega mddtes, tihendab,
tema jagamise abil raadiusega
0.5 nimelt_ -gt; nonda on tapi

t sekundi 2 3 : t "

koht mis ajal ¢ tahes mi#ratud
nurga abil AOP = % t+ e
: \ arvates rohtdiameetrist. Sel-

lele kohale vastava projekt-
siooni kaugus

Joon. 5.
OP,= OP. cos x POP,,
teisiti ; s=2 . c08 (3—gt—),
- ehk: §=2 sin (gt—}—s).

See projektsiooni kauguse avaldus on saadud mis aja-
momendi ¢ jaoks tahes; sellepirast on ta maksev .
igal ajal; ta midrab tapi projektsiooni koha jgal ajal kindlaks
ja edustab jérjelikult selle projektsiooni liikumise
seadust.

6. Uuritava nihtuse kiiigu graafiline kujutamine. Et
selle liikumisseaduse pilti saada, jagame (joon. 6) ringi
_ tépist K alates niiiteks 12-ks osaks; ldikeme tema tiipis B

1) absolutus — (teistega korvutamisest) vaba, omaette, mittesuhte-
line, iseline,
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katki ja tOmbame ta sirgeks. Saadud I6igu asetame:
esimese diameetri pikendusele ja jagame ka tema 12-ks osaks.
Jagamistipid nummerdame nii ringil kui ka. siin 0, 1, 2,...
10, 11 ja edasi 12, 13 jne., samuti ki ringitipi P projektsioo-
nide kohad teisel diameetril; nendele jagamistéippidele vastavad
ajad 0, 1, 2,...12, 13 jne. sekundit. Tombame sirgestatud
ringi jagamistéppides piistjooned ja mérgime neil nende numb-
ritele vastavad projektsiooni kaugused keskkohast; saame rea
tippe. Iga tiapp kujutab i{iht arvpaari U, ).
‘Kover S, mis neid tippe ithendab, on nimetatud seaduse
graafiline kuju: igale ajale ¢ médrab ta sellele vastava
projektsiooni kauguse s keskkohast.

7. Nonda on meil iks ja sama ndhtus: tipi projekt-
siooni liikumine piistdiameetril kahte viisi kirjeldatud:

Joon. 6.

analiitiliselt valemi abil s=2sin(Ft-¢), geomeetriliselt
. kdvera § abil. Et valem ja kover itht ja sama seadust
kujutavad, siis on nad ka vastamisi teineteise
kujud: kdver § avalduse s geomeetriline, avaldus s kovera § .

analiiiitiline kuju.

8. Yahekord niihtuse kiiign kahe kujutuse vahel. Milles
seisab vahekord avalduse s ja k3vera S vahel?

Olgu ¢ mis aeg tahes; sellele vastab temale omane
kindel tépi projektsiooni kaugus s ringi keskkohast : yiimast
voime tema avalduse abil arvutada. Joonises on need arvud
't ja s kujutatud pikkustena, arvpaar (f, s) tépina koveral S.
'Igale arvpaarile (¢ s), mis s-valemist vdetud,
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vastab tipp S-kdveral ja imberp6drdult: iga tipp
koveral S mi#irab paari arve, mis rahuldavad vordust:
8=2s8in (%'H—s).

9. Iga selle valemi analiiitiline omadus
leiab oma vastandi tema geomeetrilises kujus.

Niiteks néieme s-avaldusest, et s muutub, ji#ides oma kdige
suurema vidrtuse -2 ja kdige vilhema —2 vahele, ja sedasama
nieme otsekohe S-kovera jooksust. Samuti leiame valemist, et
aja ¢t kasvamisega 12 sekundi virra s endise viiirtuse omab;
sedasama nideme ka joonisest. Viimasest leiame vaevata ajad,
milledel projektsioon keskkohast libi liheb, ti#hendab s=0 on,
teisiti, vorrandi sin(gt—i—a)zzo juured. Nonda on vdimalik koiki
analiiiitilise avalduse s omadusi geomeetriliselt
tolkida ja timberposrdult — kdvera S omadusi tema
analiiitilise avalduse abil nurida.

10. Nii jouame analiiiitilise geomeetria iilesande miiira-
misele : analiiiitiline geomeetria seab endale iilesandeks:

» 1) analiiiitiliste vastandite leidmise ruum-
kujudele ja nende kujude uurimise analiiiitilisel
teel ja

2) geomeetriliste vastandite leidmise ana-
lititilistele valemitele ja viimaste uurimise geo-
meetrilisel teel.

Ulesanded.

1. Katse andis kahe teineteisele vastava suuruse wu, v
muutumisest jirgmise tabeli:

| —8,7|—38,1] —2,5| —1,9| —1,2| —0,8|—0,1| 4-0,9| +2,1|4-3,0|+-3,9| +4,8
v [+L3[41,2[FT4[52,2[F2,6|+2,3]11,6] +0,4| —0,6| —0,8| —0,1| 42,2
Joonistada vastav kuju ja seletada selle abil nihtuse kiik.

2. Joonistada kdver, mis kujutab logaritmi kiiku arvu
muutumisega (logaritmid votta tabelist téipsusega 001). Kuidas
A 8

voib saadud kujust leida logaritmi kuju arvudest 22, 8, V'z, } z ?
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3. Joonistada kahe suuruse w, v kiigu kuju, kui nad on
seotud valemi abil: v==0'8u--0'8, andes wu-le rea viirtusi ja
arvutades neile vastavad v-d.

4. Piistkiilg muutub ndnda, et itema pinnasuurus muutu-
matuks jidb (nditeks 2-ks). Joonistada tema kiilgede a ja b muutu-
mise kiigu kuju.

5. Kera raadius muutub nullist iiheni.  Joonistada iihes
ja samas piistjoon-siisteemis kera imbermdddu, pinna ja mahu
muutumise kujud. Raadiuse kujutamisel votta pikkusmddt 10 cm,
teiste suuruste kujutamisel 1 cm.

2 Kobrdlnaatide Iy moiste.

1. Lihtarvade kujutamine arvsirgel. Et lihtarve 1, 2,
3, ... geomeetriliselt kujutada, ydtame mingi sirge (joon. 7);
kujutagu iiks tema téppidest, niiteks O, arvu null. Valime
pikkusmdddu ja ‘asetame selle algustéipist O alates 1, 2, 3,...

korda sirgele. Saadud pikkused 04, 04, O4g...0n "
meie lihtarvude kujud. FEt koik need 1digud tihe ja sama -

TR SRt T )

g S T
sy ~
co L CRSRER. &
L] b i B 154 0

St olntaialey i RSy Pl
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Joon. 7.

tipiga O algavad, siis on igaiiks neist miiratud tema 18pu abil:
arve1,2,8,...,/nvdime graafiliselt kujutada tdppide
abil A, 4y, 4g,..., A, Tgale arvule 1,2,8,... vastab
fiks ja ainult iks tdppreast 4, 4,, 4;,... ja imber-
podrdult.

1) coordinare — kokku korraldama, ithendusse jérjestama, vasta-
vusse seadma. BN

2 %

Y



X : 18

2. Positiivsete') ja negatiivsete?) tiisarvude kujuta-
mine. Mifirame arvsirgel (joon. 8) sihid: positiivse paremale, nega-
tiivse pahemale poole ; siis kujutavad pikkused 04,, 04,, 04,,.. .,
mis paremale poole sihitud, positiivseid arve -1, 42, 43, ..,
pikkused OB, OB,, OB;, ..., mis pahemale — negatiivseid —1,
—2, —8, .. .. Samuti, kui énneminigi, vdime nende arvude
kujudeks lugeda tippe 4,, 45, 43,...; B, B,, B, ...

3. Murruliste arvade kujutamine. Jagades pikkusmoodu
nii mitmeks osaks, mitu fiht on nimetajas, ja vottes saadud osa
sihis, mille mirk m#drab, nii mitu korda, kui palju iihti on
lugejas, saame sihitud pikkuse, mis antud arvu kujutab. Selle
arvu kujuks vdoime ka saadud pikkuse 1dppu

- lugeda. Nonda kujutab téipp A arvu —+—3%—, tipp B arvu —2%
(joon. 8).

i, | R
e T '«_m«_o__'_:, P A, * =,
1
Joon. 8.

4. Irratsionaalarvade®) kujutamine. Tahaksime meic

niiteks kujutada arvu --)/5, siis joonistaksime tiisnurkse kolm-
nurga kaatetitega iiks ja kaks, ja asetaksime tema hiipotenuusi
positiivses sihis arvsirgele, alates tidpist 0. Saadud pikkuse
1opptépp J on arve --)/5 kuju (joon. 8).

Ei ole iga kord vdimalik geomeetrilise konstrukt-
siooni*) abil pikkust leida, mis vastaks monele mingi sea-

3
duse abil miiratud irratsionaalarvule, niiteks arvudele: }/2,
logs5, 7 jne. ,

1) positivus — jaatav, piris.

2) negativus — eitav,

3) irrationalis —— arvetu, moistmatu.

4) construere — kokku seadma, chitama, valmistima.




Seadus, mis midrab niisugust arvu, lubab
aga ikka leida ratsionaalarve, mis iga noutud
tdpsusega seda irratsionaalset edustab. Nonda
on-arv s antud

tipsusega 1 arvude abil 3 ehk 4

01 31 32
001 3'14 315
0°001 3'141 3142 jne.

Kujutame neid 7 tépisvidrtusi endist viisi arvsirgel; saame
kaks rida pikkusi ja kaks rida nende lopptippe.
Me néieme, et esimese téipprea indiviiduumid ') ikka enam paremale
poole nihkuvad, teise omad — pahemale. Vahemikud kahe
kOrvuseisvate tdpisvédartuste vahel, tihendab ka kahe nendele
vastava tépi vahel, on jirgemdsda 1, 0°1, 0°01, 0-001 jne.; nad
viahenevad Iopmata; tipid pahempoolsest reast lihe-
nevad piirita tippidele parempoolsest. Matemaa-
tiline analiiis loob mdiste arvust, mis lahutab teineteisest
kahte rida arve:

S T R RR W ONRE U 3 RN I S 3:142, 3'15, 32, 4,
ja mirgib teda tihisega ». Me ei sunda tdendada, kuid
me oletame, et on olemas arvsirgel tdpp, mis
lahutab teineteisest kaht endist tipprida. See
tdpp on arvun = kuju

5. Arvastmiku tarvitamine. Seni kujutasime antud arvu
sirgel tdpi abil. Me vdime aga ka anda tipi ja otsida temale
vastava arvu Nonda vastavad tappldelp A, B, C arvud

+33, —23, —V/2 (joon. 8).
Kirjeldatud sirge tipi médramise pohimdte seisab liihidalt
selles, et me sirgega iihendatult endile arvastmiku jagamis-

kriipsudega : _

oy —8, —2, —1, 0, 41, 42, +3,...
ette kujutame (joon. 9), nagu soojamddtjalgi, ja nendele veel
koiki teisi kriipse juurde mdtleme, mis vastavad murd- ja irrat-

1) individuum — iiksik, {iksikolevus, jagamatu.
: 4e



sionaalsetele arvudele. Tipp médratakse sirgel temale
vastava kriipsu numbriga.

304 |

6. Uldine kokkuvdte. Koiki arve, positiivseid
ja negatiivseid, tdisarve ja murrulisi, 'ratsio-
naalseid ja irratsionaalseid, on voimalik kuju-
tada arvsirgel tippide abil. Tgale'arvule vastab
iks ja ainus tdpp arvsirgel; tmberpddrdult:
igale tdpile arvsirgel — iiks ja ainus arv. Reaal-
arvud!) ja arvsirge tipid on vastamisi iiks-
iihelises vastavuses.

7. Moned nimed. Arvsirget, millel meie arve kujutasime,
nimetatakse ka arvteljeks, tema tippi O — alguseks.
Tiépile vastavat arvu z nimetatakse selle tipi abstsissiks?).
Ta kirjutatakse sulgudes tépi téhise taha, niiteks P(z). See x

on arvu tihis iihiselt sihti mdarava mérgiga; nonda |

on r=-1, — —}—56 mitte aga 1, 2 , 5°6.

8. Arvux andmisega on tidpi Pkoht arvtelJel
méiadratud; toesti: tema mirk méirab sihi, tema absoluut-

vadrtus, .tihendab, tema suurus, vaatamatai miirgi peale, tdpi

kauguse algusest.
: 9. Kahe arvtelje tipi kaugus on nende abstsisside
vahe absoluutvairtis.

Olgu nimetatud tépid P, ja P,, nende abstsissid z; ja x,.
Siis on Py Py=|xy—a,|. (Me miirgime arvu N absoluutviirtuse
téhisega | N|.) Et see seadus iildiselt maksev on, leiame, kui
teeme joonised, arvesse vOttes koOiki kahe tiipi asetsemise
~vdimalusi. Joonisel 10 on kaks kuuest juhusest kujutatud.

1) realis — toesti olev.
2) abscissus — Kkiiljest lahutatud, 16igatud.
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10: Tépi koha mifiramine tasapinnal.

Et tdpi kohta

tasapinnal médrata, votame sellel (joon. 11) mingi tdpi O,
tombame temast kaks vastamisi risti sirget, médirame

5 o

JRUEDS

X ]

1

©

O O

Joon. 10.

igaithel nendest positiivse ja negatiivse sihi ja valime
pikkusmdddu. Projektime vdetud tipi P iihele endistest sirge-
test; olgu saadud projektsioon P, Siis on tipi P koht tasapinnal
méadratud, kui vahed OP, ja P,P on antud véértuse ja sihi
poolest. Arve, mis neid vahesid middravad, nime-

tatakse tipi P koordinaatideks.

E X

Joon. 11,

Igale tasapinna tidpile vastab iks ja ainult
fiks koordinaatpaar. Joonises 11 on tippidel P, @, R, S

woordinaadid (4-1'8, —F1'7),« (—2'1, —+1-4),
(-+1-0, —2°0).

(8, =16)
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Umberpotrdult: igale arvpaarile vastab iks ja
ainult iiks tdpp tasapinnal. Joonises 11 vastavad tépid
A, B, C, D arvpaaridele (440, +20), (—09, 430), (—19,
—1°0), (80, —2°0).

Téapi koordinaadid on arvud mérkidega, niiteks
(412, —07), (—85, —2), mitte (1'2,07), (35, 2)-

11. Moned nimed. Uht koordinaatidest (meie korral arvu,
mis vahet OP, miiirab) nimetatakse abstsissiks; teist (mis
vahet PyP miiirab) —ordinaadiks?); meie kaht ristjoont —
koordinaattelgedeks ehk lihidalt telgedeks, esimest—
abstsissteljeks, teist — ordinaatteljeks. Molemad
koos moodustavad tel jestiku. Téppi O nimetatakse alguseks.

A ‘ &

Ay ‘ b

o

Joon. 12. Joon, 13.

12. Tipi abstsissi mirgitakse sagedasti tdhe z, ordinaati
— y abil; nende viimaste jérele nimetatakse siis ka telgi: z-
teljeks jay-teljeks ja nende tasapinda xy-tasapinnaks.

Téapi abstsissi kirjutame ikka esimesele,
tema ordinaadi teisele kohale. Nonda on P(a, d) tipp,
mille abstsiss on a, ordinaat b.

13. Leida tdppi tdhendab analiiiitilises geo-
meetrias leida tema koordinaate.

14. Pist- ja kaldkoordinaadid. Tipi koha m#dramisel
ei ole tarvilik, et teljed tdisnurga stinnitaksid

1) ordinatus — kordaseatud, korraldatud, mé#ratud.
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(joon. 12); nende vaheline nurk voib ka moni teine olla: kald-
koordinaadid (joon. 13). Pistkoordinaadid on lihtsamad,
iilevaatlikumad ja harilikult nii geomeetriliste kiisimuste kiisitle-

‘misel kui ka matemaatika rakendustes kdige kohasemad. Nad

vottis esimest korda tarvitusele suur mdotteteadlane René Des-
cartes= Cartesius a. 1637, mispdrast neid sagedasti tema
jarele nimetatakse.

15. Polaarkoordinaadid. T#pi koha mééramine tﬁsapmnal
voib ka jirgmiselt siindida. Votame tasapinnal mone tiapi O
ja tdmbame sellest mdne kiire Ox (joon. 14); ihendame
kone all oleva tipi P algusega O; siis on tema koht
midratud pikkuse OP ja nurga xOP ehk neid moot-
vate arvude ¢ ja 9 abil

O nimetatakse pooluseks?),
Oz —polaarteljeks, o —raa-
diusvektoriks?, 9 —polaar-
nurgaks, ¢ jad koos —polaar-
koordinaatideks. Joon. 14

16. Mirkus nurga absoluut-
moddu kohta. Nurki moodetakse korgemas matemaatikas
kaare pikkuse abil, mille valja ldoikavad selle
nurga kiiljed ringist, mjis on joonistatud raadiu-
sega liks nurga tipust (joon. 15). Seda mootmisviisi nime-
tatakse absoluutseks. Nurk esineb siin nimeta
arvuna, mis niditab, mitu korda peitub kaares raadius.

Olgu nurga absoluutmddt a ja olgu temas « kraadi ®); siis on:”
O o D00, 26 i BT
‘X0
Sellest vordest on voimalik leida nurgasuurust
absoluutmoddus, kui ta on antud kraadmdddus
ehk imberp6drdult. Naiteks on nurgas a=1 limmarguselt

1) polos — poordetdpp, punkt, mille iimber miski podrieb.
2) radius — kodar, kiir; vector — sditja, vedaja.
3) gradus — aste, samm.
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57°. See nurk (joon. 15) on nurga mddduks nurga
absoluutsel mootmisel. Nurkadele 0° 459 90° 1809 360°

vastab absoluutmoddus 0, 5 % 7 2m.

17. Kahe tiipi kaugus Cartesius’e koordinaatides. Olgu
antud tapid P; (z;, yy) ja Py (@ ¥,). Kujutame nende koor-
dinaadid (joon. 16) ja tombame esimesest nendest sirge rdGbiti
z-teljega. Saadud tdisnurkses kolmnurgas P,PP, on kaatetid
|2o—, [ ja |ya—y:|; sellepirast hiipotenuusi ehk otsitava kau-
guse ruut : P, Py?=|zs—a, | >+ |ye—vy|°. Et ruututdstmisel mark
iikskdikne on, vdime selle asemel kirjutada

P1P2 — (@) YY) <£

e P, .,o\,,_.« e

¥ B
i G
——( L 'ix
(o} ‘X, Xq
Joen. 15. Joon. 16.

Sonades: kahe/tépi vahelise kauguse ruut on
vordne selle 13pu ja alguse koordinaatide vahede
ruutude summaga.

Niide. Py(—1,—2); Py(-+8,-—4), PlP‘ =[-+8—(—1)]>+

+H—4—(—2)P=(14+4-(—2)*=16-1+4=20 ;
sellepirast P, P,=—|)/20]. Viimase ruutjuure votame  mirgita,
sest kaugust vaatame siin sihita suurusena.

18. Tipikaugus algusest. Olgu tipi Pkoordlnaadld zjay.
Joonisest 17 nieme, et

OP2=x}->.

Sonades: téipi kauguse ruut algusest onvdrdne
tema koordinaatide ruutude summaga.
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Niide. P(—s3, —}-4), OP?=(—38)?4(+4)>=9-4-16=25,
OP=|V 25| =5.

19. Selle tdpi koordinaadid, mis jagab tea-
tavas suhtes kahe antud tipi vahet. Jagada
vahe P P, suhtes m;:m, tihendab, leida téppide
P, ja P, ithendussirgel niisugune tdpp P, et oleks
(joon. 18): PP :PPy=m:ms.

Tdpi Py ja P, koordinaadid (2, v;), (29, %,) on antud,
P omad (z, y) on otsitavad.

Esimene juhus. Otsitavtéipp on antud tippide
vahel: sisemine jagamine.

1L i \ : ; 0]";

1 g | A W ® e

. b Fild 1

@/ ;
//F X=X,
o o ad i
(o] x 0 X, x X,
Joon. 17. : : Joon. 18.

Kujutame (joon. 18) kolme tépi koordinaadid ja tdmbame
tippidest P; ja P roopsirged z-teljega; me saame ndnda kaks téis-
nurkset kolmnurka hiipotenuusidega P, P ja PP, ja rohtkaateti-
tega z—a,, xz,—2. Nende sarnasuse tdttu subtuvad viimased
kui hiipotenuusid, sellega siis, kui m, :my: :

(z—ay:y—a=m, : m;,
kust : (my—+my) . z=m 2 xy+-my. xl)

tahendab : 2 "%.é‘t’!ﬂ!.
i : ml—f—mz

Samuti vdime arvutada y-d. Kuid seda pole tarvis.
Molemad koordinaadid etendavad ihetaolist osa:

|
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nende avaldused peavad teineteisega sarnased
olema. Jirjelikult on: ‘
my. YoMy Yy
Y= metm,
Teine juhus. Otsitavtipponviljaspool antud
tippide vahet: viline jagamine. 3
Olgu ta niiiteks tipi P, taga (joon. 19). Kujutame jille
kolme tipi P;, P, ja P koordinaadid ja tOmbame téppidest P,
ja P, sirged, mis roobiti z-teljega; me saame nonda jille kaks

T
o = P

Joon. 19. 1
taisnurkset teineteisega sarnast kolmnurka, millede hiipotenuusid
P, P ja P,P suhtuvad kui m,:m,. Samuti suhtuvad nende roht-
kaatetid x—a, ja x—=,; jarjelikult:

s S =i
kust l PR My Ty wz——mz 2y

P,

ja analoogiliselt ') : { y=" Y2 Yy yz—mz y1>

saame. Viimased kaks Valemit lah?v\ad endistest ainult mirgi
poolest lahku.

20. Kahe tiipi vahe keskkoha koordinaadid. Jagab
otsitav tipp P antud tippvahe P, P, pooleks, siis on m, :my=
=1:1; sellepirast on peolitamistipi koordinaadid:

1) ané.logos — peldule vastav, suhte ehk vastavuse kohane, sarnane.
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PN -\./‘\, ~d

Tp— 9 (x1+7:2) }

e

1 :
/ W= (1/1 +J ) ¢

Sonades: tappvahe poolltamlstaplkoordlnaadld
on pooled otsade koordinaatide summad.

21. Ndide 1. Antudon k.aksrasketkera millede
kaalud on 20 ja 30, keskkohtadega tdppides (—3
—3), (+2, 7). Kus on raskuse keskkoht?

Viimane jagab kera keskkohtade vahe sisemiselt poord-
suhtes 20:30, tihendab, suhtes 8:2. Jirjelikult on tema koor-
dinaadid

_3.6242.(=3) e 3 J(4-1)+2(- 3) $
342 342

ehk : z=0, y="43. 48

Raskuse keskkoht on y-teljel kaugusel -8 algusest.

Niide 2. Kolmnurga raskuse keskkoht. Nagu
filisikast teada, on viimane tidpis, milles 1dikuvad
kolm sirget, mis thendavad kolmnurga tippusid
vastaskilgede keskkohtadega. Tema jagab lgaﬁht
nendest sirgetest alusest arvates suhtes 1:2.

Olgu kolmnurga tipud P (z;, v,), Po(zs, vs), Ps(s, ys) ja
otsitav raskuse keskkoht Py (x, v, z,). Jagame iihe kolmnurga
killgedest, niiteks P; P, tipi- P abil pooleks. Selle koordinaadid
x ja y on: %(acl—{—xg), %(y1+y2). Jirjelikult on tipi P, koor-
dinaadid: :

2.3 (@tay)F1- o 2 3 ()1 v
xo';-:f——-—“ — — ?

2 F i U 2+
1 1
ehk : To=3 (@212, yo=5 W1+vatvys)-

(llesanded. :
2,
1. Kujutada arvsirgel arvud: -2'6, —1»35, ——12—. —4°2.
/18, log 5, sin20°, tan 60°, cot 1, sin 0°8. '
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2. Joonistada tdpid, millede Cartesius’e koordinaadid on
(+37 +4)’ (O’ +2)) (_'L +3)’ (—51 0), (_4y ’_2)» (07 —7)’
(+57 '_'4)-

3. Kaldteljestiku nurk on 60°. Joonistada tépid (+4l, —|—‘2),

(0, ), (—2, log 18), (—4, —32).

4. Kui suured on absoluutmdddus nurgad: 1°, 10°, 20°,
80°, 60°, 135°, 225°, 240°, 330°, 405°2

: : i S R e

5. Kui palju kraadisid peitub nurkades: 3, 13, 25, Ve,

AR 1

at Bt Q- ?
log 3, 3?r, g7 2470

g. Joonistada polaarkoordinaatides tépid: (3, %), (4%, %n), :

(15, 57). :
v 7. Antud on kolmnurga tipud: (0, 0), (1, 8), (—5, —2).
Leida tema kiiljed. :

8. Tippvahe, mille otsad on (—8, —2), (46, +5), on
jagatud suhtes 4:8. Leida jagajad tipid. '

9. Tundmatu 13ik on jagatud »n vordseks osaks. Esimese ja vii-
mase jagaja tipi koordinaadid on (z;, y,) ja(%s, o). Leida 10igu 15pud.

° 10. Missugused tipid jagavad 15igu, mille otsad on (—5,
492), (44, —5), sisemiselt ja viliselt suhtes 1:1?
~._ 11. Leida kahe tipi (x, y;) ja (x5, ys) vahe kaldkoordi-
naatides, kui teljestiku nurk on w.

+12. Leida kahe tipi (o, 91) ja (g, ) vahe.
'\/ 18. Antud on kolmnurk: (0, 0), (—6, +2), (—8, —~+17).
Leida ringi raadius, mis tema iimber joonistatud. Juht: kolm
tippu peavad keskkohast iihekaugusel olema. :

{/ 14. Kahe iihest ja samast ollusest keha massid on m, ja
my, nende temperatuurid # ja #. Leida nende ihenduskeha
temperatuur ¢ ja kujutada kdik kolm ¢-d temperatuurteljel.

15. Kaks mitte vetruvat keha, millede massid on m, ja
my ja millede kiirused on ¢, ja ¢, pdrkavad teineteise vastu.
Missugune on nende iihine kiirus ¢ porke jirel? Kujutada koik |
kolm ¢-d kiirusteljel.




29

3. Funktsiooni méiste ja graafiline

kujutamine.

1. Funktsiooni m(‘)iste. Votame mingi algebralise
avalduse, niiteks - + Arvutame selle avalduse
vadrtused, mis vastavad x-viirtustele 0, +2, -+1, +1—
42, s —%, —1, —1—7 Jne Saame tabell

1

x_~“o\+,,,+1l+1 8|45 5\ 1‘ 2—‘
T 1| 1 i 5
ﬁ—?= ”O +13] +1 5T L 3'+15‘+10+°6| g s gl

Me ndeme, et igale w-vidrtusele vastab iiks ja
“ainus avaldusvadrtus 3z:(1+2?). Esimese muutumisega
muutub vastavalt ‘ka teine. Teisiti Oeldes: avaldusvidrtused
3z :(1-}a?) .on z-visrtustega seotyd, ebk nad ripuvad nendest,
. ebk veel: nad olenevad x-viédrtustest. Lithemalt: nimetatud
avaldus oleneb z-ist, ehk vOdrakeelse sdnaga: avaldus
3z:(14a?) on z-i funktsioon (ehk funktsioon a-ist)?).

2. Uldine funktsiooni definitsioon. Uldiselt: kui kaks
suurust — nimetame neid 2z ja y — on niisuguses
vahekorras, et igale esimese suuruse védrtusele
(kuigi teatavates rajades, nditeks nullist fiheni, —3-st kuni
~5-ni, —co kuni +co) vastab iiks ja ainult iiks teise
védrtus, siison see teiney esimese z-i funktsioon.

Ni#ited. Nonda on dhu rohumine  aja ¢ funktsioon
(v.1'1, 12)?); ohu soojus 7" funktsioon korgusest A iile maa pinna;
tulu kapitalist selle kapitali funktsioon; kiidud tee kiiruse
funktsioon ; aine viiirtus aine hulga funktsioon; t66 hulk t66-
pievade arvu funktsioon; elektrivoolu tugevus pooluste potent-
siaalvahe funktsioon ; valgustuse tugevus nurga funktsioon, mille

1) functio — amet, toimetus.
2) See tdhendab: vaata paragraaf 1, punkt 1 ja 2.
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all ta langeb; vedru pikkus raskuse funktsioon, mis tema kiiljes
ripub ; tuule rohumine tema kiiruse funktsioon; iga algebraline
avaldus muutuja funktsioon, mis temas esineb; sinus z, cosinus z,
tangens z kaare x funktsioonid, logaritm 2 arvu x funktsioon,
iga kdvera tipi ordinaat selle tdpi abstsissi
funktsioon jne.

8. Funktsiooni tihis. Funktsiooni definitsioonis viiljen-
datud mottele anname kirjas kuju:

y=f(x).

Tiht f on lihike téhis, mis seisab eeskirja asemel,
mille jérele tuleb leida igale z-ile vastav y-viidirtus. Tema on
siimbol, mille abil tihitakse side « ja y vahel, nende kahe
suuruse olenevus. Niites: f(z)=8z:(1+«? seisab téht [

7
+|?
v ’\l\ “
—
2
-5 4 13 -l -1t o 1 2 +3 C G > X
B4 R b /4
)
{2
: L
Joon. 20.

jirgmise lause asemel: et leida avalduse 3x:(1-}-?) védrtust,
mis vastab mingile z-ile, tuleb see viimane korrutada kohpega,
siis -1 ruut ithega liita ja esimene saadus teisega jagada.
Siimbolit f(z) vaatleme mdnikord ka kui tema poolt ndutud
tehete saadust; siis on f(x) arv.
Samuti kahte viisi vaadatakse matemaatikas ka teiste siim-

bolite peale, niiteks V%, log a®b, sin 8e jne.

4. Muutujate moiste. Kui x, ndnda ka f(x) on muu-
tuvad arvud ehk lihidalt muutujad. Seda nendest, meie




x
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/ :
néiites esimest, millele me véirtusi andsime, nimetatakse rip -
pumata muutujaks, teist, mis viirtusi selle jirele vastavalt
omandas, — rippujaks. '
5. Funktsiooni graafiline kujutamine. Kahe muutuja
z ja f(x) side, mis antud vdrduse abil f(z)=38x: (1+«?), médrab
kiill nende olenevuse teineteisest, kuid ei anna meile sellest

- nditlikku, tlevaatlikku, piltlikku kuju. Viimase vdime jirg-

. miselt saada. Votame lehe ruudulist paberit (joon. 20), valime

. kaks tema ristsirget koordinaattelgedeks, midrame positiivsed ja

<
|

,_ﬁ_
H1t
=888

e
>
Ll

Joon. 21.

- negatiivsed sihid, vOtame paraja pikkusmdddu, niiteks kahe-

kordse ruudu kiilje, ja kujutame iga arvpaari oma

tabelist ennemini seletatud viisil tipina. Kui z-vairtused

|
|
|

|
|

' tabelis kiillalt tihedalt on vdetud, niiteks iga poole ehk — veel |

parem — veerandi tagant, siis ndeme, et saadud tdpprida

' 8iledal kdveral asub.

Méarkus. Funktsioonide graafiliseks kujutamiseks pilst-
koordinaatides on véiga kohane n. n. millimeetriline paber
(joon. 21); piistjoonte tombamine ji#b temal dra. Arvpaare kuju-
tavad tdpid torgatakse peenikese torkendelaga (joon. 22)



labi. Téppide ithendamine siinnib kdvera joonlaua abil
(joon. 22). Harilikult saab korraga iihendada 38 kuni 4 téppi.
Tuleb piiiida kdveraid voimalikult siledalt, nurkadeta joonis-
tada. Nurgad on ainult erakorralistel juhustel vdimalikud.
6. Mis annab nii-
viisi saadud kdver ja
mida nditab ta meile?
Viikeste ringidega mirgitud
tipid (joon.20) annavad meile |
needsamad arvpaarid, mis
tabelis leidusid; ko- |
vera abil on aga voimalik
kitte leida ka iga y-d, mis |
vastab monele teisele |
x-ile, ka mitte tabelis|
olevale. Selleks vdtame |
x-teljel tépi, mille abstsiss |
on antud z-védrtus, ja-tdm- |
bame selles tipis piistjoone
koverani. Viimase pikkusef

Joon. 22. ; [
> modtarv on otsitud y-véirtus.

|

Me niieme, et igale z-ile vastab iiks ja ainult tiks y, kui
suur on viimane ja kuidas muutub tema suurus z-i muutmisega: |
alguses on funktsiooni véirtus 0, kasvab siis dige jirsku tipini, |
mille abstsiss on z=1, kus ta omab koige suurema oma viliirtustest, |

nimelt 'g-, vitheneb siis esiotsa kiiresti, pérastpoole aeglasemalt,f
saades z-i kiillase kasvamisega kui viiikeseks tahes, jiides selle’
juures ikka positiivseks. Vaheneb x nullist kuni —1-ni, vahenebi
ka y oma kdige viiksema véirtuseni ———g, kasvab siis esiteks|
kiiresti, hiljemini aeglasemalt, ikka negatiivseks jdddes, ja saab
absoluutselt nii viikeseks kui tahame, kui aga negatiivne z
absoluutselt kiillalt suureks saab. Nonda on meie funktsiooni
graafik ndaitlik y z-ist rippuvuse kuju, tdielik ja
iilevaatlik y x-ist olenevuse pilt.

|
|
f
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7. Funktsiooni kujutamine polaarkoordinaatides. On
meil funktsioon ¢=g¢ () kujutada, siis anname rippumata muu-
tujale, nurgale %, jirje védrtusi, mis kerged on kon-
struida ja milledele kerge on leida kas arvutamise ehk konstrui-
mise teel vastavaid raadiusvektoreid ¢. Saadud védrtuspaarid
(o, ¥) kujutame o¢9-tasapinnas tappidena, mis sileda kdvera abil
iihendame. Viimane on antud funktsiooni graafik.

8. Niide 1. ¢=0°29. Anname J-le jirje viidrtusi, nii-
teks iga = kuuendiku tagant, ja arvutame tdpsusega 0°1 vas-
tavad o-d:

T b1 14
8]0 |t5]25]sF
0 “ 0 ‘0 1,0-2'0-3‘
Votame ringi (joon. 28), jagame tema 12-ks vOrdseks osaks
Ja nummerdame jagamistéipid jirgemdoda 0, 1, 2, . . . 10, 11
ja edasi 12, 13 .jne. .

Uhendame  keskkoha
jagamistippidega kiirte
abil ; nemad siinnitavad
0-sihiga iilevalnimeta-
tud nurgad. Valime
pikkusmoddu [joonises
on selleks raadius voe-
tud) ja kujutame kiirtel
0, 1, 2,... vastavad
¢ vidrtused.  Saadud
tépid tihendame kovera
abil. Saame ndutud
funktsiooni kuju.
Niide 2. g=1-cos$. Joonistame ringi raadiusega iiks
(joon. 24); jagame ta niiteks 12-ks osaks, nummerdame jagamisd
tdpid 0, 1, 2,... 10, 11 ja edasi 12, 13 jne., iihendame na-
keskkohaga kiirte abil ja projektime nad 0-diameetrile; see
annab meile cosinus’ed nurkadest, mis saadud kiired 0-kiirega
3

Joon. 23.
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siinnitavad. Kanname need cosinus’ed jagamistippidest alates
" meie kiirtele ja iihendame leitud tdpid kovera abil. See on
noutud funktsiooni kuju. :

9. Funktsioonide kujutamiseks polaarkoordinaatides on viiga
kohane n. n. polaarkoordinaat-paberit tarvitada (joon. 25).

10. Funktsiooni méiste laiendamine: ilmutamata funkt-
sioonid. Olgu antud vdrrand, mis seob kaht muu-
tujat, nimetame neid z ja y; nditeks: 3xz-}-4y—12=0, v0i
9x?+4y2—862=0, Vvdi 2®—3xy-4|-y®=0, tldiselt F(z, y)=0,
kus F on lduse tdhiseks, mis iitleb, mis tehted tuleb =

Joon. 24.

\

ja y-ga teha, et saada vOrrandi pahema osa. Nii on esimeses
vorrandis F'(z, y) =8x-+4y—12. Kui selle esimese vorrandi
lahendame y suhtes, saame y=—i2-x—|- 83: meie vdrrand
médrab y funktsioonina z-ist. Et temast aga otsekohe
niha ei ole, mis tehted tuleb x-iga teha, et sellele vastavat y-d
saada, siis nimetame tema poolt mi#ratud funktsiooni ilmuta-
matuks. Selle ilmutatud kuju on: y=——i—x—|—3.

Tahaksime meie teisest vorrandist y-d ilmutada z-i funkt-
sioonina, siis saaksime kaks seesugust:
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=tV I ja yo=— VT2,

Me vaatame neid kui kaht (iihe ainsa) funktsiooni
haru, mis mifratud vorrandi abil:
« 92%+4y*—3862=0.

Kui nonda funktsiooni mdoistet laiendada, siis vdib iga

rippumata muutuja vaartusele 2, isegi 3, 4 jne. rippuva muutuja
vadrtust vastata.

+

7

il

%%

Joon. 25.

Ilmutamata funktsioonide kujutamine siinnib samuti kui
ilmutatutegi oma. Nii vastab tabel

, 7'” 0 l £y [+2|l 43 ‘+4

e Rk

3*
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/

ja kover joonises 26 ilmutamata funktsioonile, mille mééirab -
vorrand 9z%+-4y2—362=0.

Ulesanded.
1. Kujutada jirgmised funktsioonid piistkoordinaatides :
y= 4%}_25—2 vahemikus z=—6 kuni z=-}86,

s=12—5t-}-6 A t=—1 _, t=-}5,

il

T u—2 »
2. Kujutada iihes ja samas teljestikus jou / olenevus kaugu-

* sest », kui f=kr, kr®, kr—', kr—2 ja k on miski konstant, niiteks 1.

Seletada igal juhusel jou muutumise

¥ kiiik kauguse muutumisega.

{ / L\ ‘ 8. Kujutada polaarkoordinaa-

tides funktsioonid :

g=?;—t; 0==0"192; p=0"1.2%

v u=—5 , u=-5>.

4. Tasapinna valgustus

Jj=JncCOSq,

kus j, tdhendab valgustust otsese

langemise korral ja « on nurk

tasapinna ristsihi ehk normaali?)

\ e ja langeva kiire vahel. Kujutada

polaarkoordinaatides (7, &) valgus-

Joon. 26. tuse olenemine langemisnurgast, vot-

tes j. kujuks mingi kindla pikkuse.

5. Kujutada ilmutamata funktsioonid, mis on antud jirg-
miste vOrrandite abil:

20—8y—6=0, 2?}42—22r=0, z’—y?=1, y>—0'12%—1=0,
x?—bxy+6y2=0.
Leida nende funktsioonide harude arv ja avaldused.

1) normalis — otsene.
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4. Kovera vorrand.
1. Koévera vorrandi moiste. Olgu antud moni funktsioon
y=f(x), ehk, kui ilmutamata kujus, siis vorrandi abil F(z, y)=0.
Et seda funktsiooni graafiliselt kujutada, anname rippumata

muutujale jirje vidrtusi: z;, xy, 2j,... ja arvutame nendele
vastavad y-d: vy, Yo, Y3, .... Saame tabeli:
Y9 i Zg \ Lg ’ b

?/“% ?/2%?/3'---

Votame koordinaatteljed (joon. 27), miirame sihid, valime
pikkusmdddu ja mirgime tépid P,, P,, P;, ..., millede koordi-
naadid on (zy, 1), (%o ¥s), (%3 ¥s),.... Uhendame saadud
tipid kovera abil. Nimetame teda (. Peaks tiippide iihenda-
misel nende horeduse
tottu kahtlus tekkima ko- 8
vera jooksu kohtg, siis votame
kahtlases piirkonnas rea z-i /
vidrtusi,, arvutame nendele
vastavad y-d, mirgime saa-
dud arvpaaridele vastavad
tépid, kuni nad kiillalt tihe-
dalt asuvad, et nendest ko-
verat libi tdmmata.

Missuguses vahekorras on saadud kover C
vorrandiga y=f(z) ehk F(z, y)=07?

Igale arvpaarile (z,y), mis rahuldab meie
vorrandit, vastab iiks ja ainult ikstdpp kdveral;
imberpdordult: igal kdovera ‘tédpil on koordi-
naadid, mis rahuldavad vdorrandit.

Selle kovera ja vorrandi vahekorra viljendame lithidalt
lauses: kdver C on vorrandi F(z, y)=0 kuju, ehk
F(z, y)=0 on kdvera C vdrrand.

Samuti voiksime kisitada vorrandit G(e, 9)=0 polaar-
koordinaatides.

8

Joon. 27.
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2. Kovera vorrandi definitsioon. Nonda siis: kovera
vorrand on niisugune kahe muutuja side, mida
rahuldavad iga selle kdovera tipi koordinaadid.

3. Selle asemel, et iitelda: kdver C, mille vorrand
on F(z, y)==0, iitleme lithemalt: kover F=0.

Leida kover, tihendab leida selle kdvera
vorrand. ;

4. Moned pohiiilesanded, mis kdvera vorrandi abil lahen-
datakse. 1) On antud kdver F(z, y)=0 ja mingi tema
tipi abstsiss x,, Leida selle ordinaat.

Olgu viimane 7, Arvpaar (x,, y,) peab antud vorrandit
rahuldama: F(z,, y, peab olema vordne 0-ga; jirjelikult saame
Yo, lahendades vorrandit F(w,, yo,)=0 selle otsitava y, suhtes.
Sonades: et noutud ordinaati saada, asetame vor-
randisse antud abstsissi ja lahendame saaduse
ordinaadi suhbtes.

5. 2) On antud kdver F(z, y)=0 ia tipp Pz yo)-
Kas viimane asub kdveral voi mitte?

Asetame téipi P koordinaadid (z,, y,) vorrandi pahemasse
osasse; saame F(z, 1,). On see null, asub tipp kdveral; ei
ole ta null, siis tippi seal ei leidu. Liithemalt: rahuldavad
tiapi koordinaadid kovera vdrrandit, siis asub
tipp koveral, vastasel korral mitte.

6. 8) On antud kdver F(z, y)=0. Leida tema
iithistidpid z-teljega.

Nendes on ordinaat y=0. Olgu iihe otsitava tépi abstsiss
x,; koordinaadid (x, 0) peavad antud vOrrandit rahuldama:
F(x,, 0) peab olema.vdrdne 0-ga. See annab meile vorrandi
F(x,, 0)=0 iihe otsitavaga x,; tema juured on noutavate téppide
abstsissid. Liihidalt: nimetatud ihistdippide saamiseks
asetame kdvera vorrandisse nende ordinaadi
0 ja lahendame saaduse z-i suhtes; see annab meile
otsitavad abstsissid. Analoogiliselt saadakse kovera iihistipid
y-teljega.
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Niide. Kovera x*—8zy+y’—5x+6=0 ja z-telje iihis-
tdppide ordinaadid on 0, nende abstsissid rahuldavad vorrandit:
x’—bx+6=0 ja on jirjelikult z,’=-2, z,"=-3.

7.. 4) On antud kaks kdverat: F (x,y)=0 ja
Fy(x,y)=0. Leida nende iihistdpid. -

Olgu fihe seesuguse tépi koordinaadid (z,, 7). Et see
tipp nii esimesel kui ka teisel koveral asub, siis peavad tema
koordinaadid nii esimest kuoi ka teist vOrrandit rahuldama:
F, (xy, y,) peab olema 0, samuti F,(zy, y): I (o, 2/0)=0,
Fy(zg, yo)=0. Otsitavate tappide koordinaadid
saadakse antud vorrandite F,=0 ja F,=0 iihisel
lahendamisel.

Niide. Leida koverate 2>4y*=4 ja y>4-32=0 iihistépid.

Asetame nende ‘kahe vorrandi iihiseks lahendamiseks teisest
y® viirtuse, —3z, esimesse: x2—8x—4=0. Nonda saame
lahendamisel kaks abstsissi: z,=-—1 ja x,"=-}4. Vastavate
iihistappide ordinaadid on y';=-+)/38, y,"=+) —12. Viimased
kaks on imaginaarsed '). Sellega on meie koveratel 2 ithistéppi
(—'1’ +V3) ja (—17 -—-V3)

8. Kt vorrandeid Fl(z, y)=0 ja kF(z, y)=0, kus £ kindel
arv on, rahuldavad iihed ja samad arvpaarid, siis médravad nad
iihe ja sama kovera. ~Sellepirast: kdvera vorrandit voib
kindla teguriga liithendada.

9. Graafiline vorrandite lahendamine. Olgu meile
antud lahendamiseks mdni vdrrand, niiteks
22— b5x+6=0, vdi x3—8x2+4+1=0, vOi 2°—8x+1=0, tildiselt
f(x)=0, Vorrandi juured on arvud, mis, kui nad vorrandi pahe-
masse osasse asetada, resultaadina nulli annavad. Kujutame
graafiliselt piistkoordinaatides antud vdrrandi pah ema osa
funktsioonina x-ist; olgu selle funktsiooni kujuks kdver C
(joon. 28). Tema iihistippides a-teljega saab tema ordinaat,

tahendab ka funktsiooni viirtus, nulliks.” Kovera C 1dike-

1) imaginarius — ettekujutatav,
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tappide abstsissid z-teljega on otsitud vorrandi
juured.

Mirkused. 1) Graafiline metood annab vor-

| randi juured

ainult teatava

7 tipsusega, hari-

likult mitte suure-

S maga, kui 0°01 ot-

& sitavast  suurusest.

Praktilisteks otstar-

/ x  veteks on aga seda

vs tapsust killalt.
2) Mittealgeb-
Joon. 28. raliste vorrandite la-
: hendamiseks, nagu
22—82-+1=0, log x—3x—2=0, sin x—-%x:O jne., on ainult
kaks teed olemas: proovimine ja graafiline metood.

Ulesanded.
1. Kujutada iithes ja samas teljestikus jooned :
y=0.z, y=1.2, y=2.2, y=38.x, y=4.x, y=H6.x.
2. Kujutada ithes ja samas teljestikus vahemikus —1-st
kuni +41-ni koverad: y=z, y=2? y=a8, y=ax!, y=ab.
8. .Joonistada kover: zy—4x—1==0 ja leida tema iihis-
tipid telgedega.
4. Kujutada jooned gcos9—2=0, o—2 co8I=0.
5. Kujutada koyverad zy=)/6 ja x*-|y*=>5 ja leida graa-.
filiselt ja arvutamise teel nende {iihistépid.
N/ 6. Missugused jiargmistest joontest 1dikavad algust:
8zx+4y=0, z—2y—1=0, 2°—38y—1=0, 2*>—2zy-}4y—5=07?
V7, Missuguses tépis on kdvera 10*+4-y—1'1=0 ordinaat 1?
8, Lahendada graafiliselt ja numbriliselt jirgmised vor-
randid: yw—1=0; z*—bz-6=0, 2-Ha—a?=0,
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9. Sama ilesanne vdrrandite kohta: x——%—{— V=20,
xt—5x2-4=0. '
10. Lahendada graafiliselt jirgmised vorrandid:
28 —6x2+112—6=0, logz— ;xQ—l— 1=0; 2°—z2*-x=—0,

b. Kovera vorrandi leidmine.

1. Tipi geomeetrilise koha moiste. Kdverad on kogud
tippe, mis koik ihele ja samale seadusele allu-
vad. Seesuguseid korrapiraseid tdippkogusid nimetatakse ka
tippide geomeetrilisteks kohtadeks. Nonda on ring
nende tippide geomeetriline koht, mis iihel ja samal kaugusel
kindlast tapist, ringi keskkohast, asuvad; ehk: parabool’) on
nende tippide geomeetriline koht, mis iihel ja
samal kaugusel kindlast tépist ja kindlast sir-
gest asuvad. Kindlat tippi ja sirget nimetatakse parabooli
tulitdpiks ja juhtjooneks.

2. Kovera vorrandi leidmine. Leida kdvera vor-
randit tihendab leida niisugust kahe muutuja sidet,
— pimetame neid z ja y —, mida rahuldaksid igasuguse
kdveral voetud tdpi koordi-
naadid. Enne kdvera vorrandi leid- ,_“2/
mise iildise juhise andmist votame mdt- g
tekiligu selgitamiseks moned niited. \

8. Niaide 1. Leida ringi ;
vorrand, mille antud raadius Y =
on r. Valime koordinaattelgedeks
kaks ristdiameetrit ja miframe sihid \\
| (joon. 29). Votame ringil mone |
tipi, jittes itlemata, mijsg- CUE
suguse nimelt; olgu tema tihi-
seks P ja tema koordinaatideks x ja y. See tépp allub iibiselt
kdikide teiste ringi téppidega seadusele, mis ringi miérab;

1) parabole — korvuseade,

e
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nimelt tema kaugus keskkohast on, nagu iga teisegi ringitiipi
oma, r; jirjelikult on selle kauguse ruut r2. Teiselt poolt on
viimane aga (v.2'18) x®+4-y?; sellepirast on:
. , xPfyP=r*.

See z ja y side on maksev tipi P kohta; et aga viimane
mis tépp tahes ringil oli, on ta maksev ka iga teise
ringitipi kohta; jirjelikult on ta ringi vorrand.

Samuti saaksime ringi vorrandi, mille keskkoht on tipis
(a, b) ja raadius r, kujus: ;

(x—a)*+Hy—b)*==r= ;

4. Naide 2. Leida parabooli vdrrand, mille

tulitdpi ja juhtjoone vahe on p. Valime teljed (joon. 30):

Y G ®/

.1&13/ q,;l/
3 gir o g

Joon. 30. Joon. 31.

z-teljeks sirge, mis tdmmatud tulitdpist risti juhtjoonega; y-teljeks
sirge, mis viimasega roobiti ja antud kaugust p pooiitab. Siis
on tulitdpi ¥ koordinaadid, (p 0). Votame ‘paraboolil mingi
tipi; missuguse nimelt, jitame itlemata. Tihistame
ta P-ga ja tema koordinaadid x ja y-ga. Avaldame nende abil
seaduse, millele allub P tihiselt koigi teiste parabooli téppidega :

FP=DP, ehk, koordinaatides, V(x— )‘H—y‘—x—{—p Saadud x
ja y side on maksev tipi P koordinaatide kohta. Et aga viimane
mis parabooli tipp tahes oli, on ta maksev ka iga
teise niisuguse koordinaatide kohta; ta on selle-
pirast otsitud parabooli vdrrand. Vabastades juure-
mirgist ja koondades, saame tema kujus: y*=2pur,
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5 Nédide 8. Leidakahe tdpi Pi(zy,y;) ja Po(xs, ¥s)
ihendussirge vdrrand (mitte nende kaugus!).

Et tipid koordinaatides on antud, siis peavad teljed antud
olema. Teeme joonise (joon. 31): Oz ja Oy on teljed; P, P,
antud tépid, P mis tipp tahes sirgel P, P,; olgu x ja y tema
koordinaadid. Sirge moiste on algmdiste; sirget meie .
defiinida ei suuda: meil puudub ildine seadus, millele
koik sirge tipid alluvad; =z, y sidumise aluseks votame selle-
pirast mone sirge omaduse. Kujutame tappide P,, P, ja P
koordinaadid ja tdmbame tapist P, sirge roobiti x-teljega. Saame
kaks tdisnurkset kolmnurka hiipotenuusidega PP ja P, Ps.
Sarnasuse tottu on kaatetite suhted vordsed:

Mo ! itk
Yo—Y1 Xy

Tipi P koordinaadid on iksteisega seotud. Et tapp P
sirgel PP, oli vabalt valitud, on saadud zy-side
maksev iga meie sirge tipi koordinaatide kohta;
sellega on ta ndutud sirge vorrand; = ja y esinevad temas
esimeses astmes. '

6. Kt iga sirge kahe tipiga méaaratakse, siis vOime
Gelda: iga sirge vorrand on esimeseastmeline.

7 NAide 4 wheida wringi
vorrand polaarkoordinaatides. P

, 1) Valime ringi keskkoha pooluseks,

mingi raadiuse sihi polaarteljeks. Siis on m
iga ringitdpi raadiusvektor o=a, kus a |}

‘on ringi raadius. See ongi meie ringi

"vorrand. - Polrarnurka temas ei ole;

viimane vdib missugune tahes
olla (ka null muidugi; ta ei pea aga tin- Joon, 32.
gimata null olema!).
2) Valime pooluseks mdne ringitéipi, polaarteljeks temas
algava diameetri; siis on iga ringitépi raadlusvektor (JOOI] 32):
e=2acos 9,

“millega on leitud otsitud vorrand.
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8. Uldiselt kokku vottes saame jirgmise juhise kovera
vorrandi leidmiseks: me valime teljestiku, méfirame
sihid, votame kdveral mone tipi(itlemata jittes,
missuguse nimelt), tiihistame tema koordinaadid
ja avaldame nendes seaduse, millele kdoik kdvera
tdpid alluvad, ehk omaduse, mis nendele kdiki-
dele omane, ehk tingimuse, millele kdik kdvera
tipid peavad vastama. Saadud side koordinaa-

tide vahel on maksev vdetud tapi kohta ja, et

viimane kdveral vabalt on valitud, ka iga teise
kovera tapi kolta. Jérjelikult on saadud side
ndutav vorrand.

Méarkus. Seesuguse vabalt valitud kovera .tépi koordi-
naate nimetatakse sagedasti jooksvateks. Sona ,jooksvad“
seisab sOnade asemel: ,vabalt voetud kovera tipi —«.

9. Mirkus. Kovera vorrand vabastatakse harilikult mur-
dudest ja juuremiirkidest ja kirjutatakse ,t#iskujus®, nonda
et tema pahem pocl hulkliikmena esineb, parem
null on.

Ulesanded.

1. Kolmnurga alus a asetseb abstsissteljel; tema vastas-
tipp liigub nonda, et kolmnurga pind muutumatuks ¢ jiib.
Missuguse kovera joonistab tipp 2

V2. Leida kdvera vorrand, mille tipi kauguste suhe telge-
deni on 1:2.

8. Leida kahe kolmnurga iihise tipu geomeetriline koht,
kui nende alused asuvad z- ja y-telgedel ja nende pindade
summa on s. :

4. Missugune on see koht, kui eelmise% iilesandes pindade
suhe on m:n?

N p. Leida tipi geomeetrllme koht, mille kaugused antud
tdppidest P,(0, —2) ja Py(—3, 1) on vordsed.

V 6. Leida tipi geomeetriline koht, kui tema kauguste
ruutude vahe kahest antud tipist (-3, —2) ja (—1, -+6) on 8.
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J7. Tiisnurk liigub ndnda, et tema kiiljed kahte naela F
ja F, mooda liuguvad; F)Fy=2a. Leida selle kovera vorrand
polaarkoordinaatides,
mis joonistab téis-
nuﬁa tipp.

8. Missuguse .
kdvera joonistab téis-
nurga kilje tipp
eelmises {iilesandes,
nmille kaugus tipust
on b?

9. Joonlauas
(joon. 33) on tema
pikkuse sihis vilja-
Ioige tehtud, ndnda
et tema vabalt naela O iimber vdib poorelda ja teda modda
liuguda. Sellesse lauda 166dud nael C liugub teise joonlaua AB
viljaloikes. Tépis
P asub joonistikk.
Missuguse kovera
ta joonistab meha-
nismi  liikumisel ?
Andmed: OD=a,
CP=b; O—poolus,
OD — polaartelg.
Konstruidakoverad
juhustel & = 0,
|6]=a. Need kove-
rad kannavad , kon-
; Joon. 34. koidide“ nime?).

7 10. Eelmises iilesandes votta sirge AB asemel ring AB
(joon. 84). Koveraid, mis see mehanism joonistab, nimetatakse

e

»Pascal'l tigudeks“. - s,

Joon. 33.

\Y
1) konchoide — tigujoon, karploom-joon. f d18Ca \\:



6. Kovera parameetrilised vorrandid.

1. Parameetriliste vorrandite moiste. Olgu antud kaks

vorrandit : Sy YD,
kus t tihendab monda abimuutujat ehk parameetrith,
ja @ ja v on kaks funktsiooni temast. Need kaks vdrrandit
midravad kdvera. '

Et seda n#didata, anname parameetrile ¢ viiirtused %, £,
ty, ..., ja arvutame antud avalduste abil nendele vastavad x ja
y vairtused: x;, x5, g ..., Y1, Y2 Ys».... Saame tabeli:

Eh e

z | 2 | 23| xg

Y | Y1 | Y2 | Ys

Igaiiht niiviisi saadud arvpaari (z, y) kdsi-
tame kui mdne tdpi P koordinaate. Votame teljed,
~midrame sihid, valime pikkusmdddu ja mirgime tépid P, Py, Ps, .. ..
Kui parameetri viirtused ¢,, ¢5, #5,... on kiillalt tihedalt voetud,
néeme, et need tipid moodustavad kovera. Olgu tema nimeks C.
Konstruimisviisist jirgneb, et igale parameetri viaédrtu-
sele vastab kindel arvpaar (z, y), sellega tiks ja
ainult tiks tdapp P kdveral C ja iimberpoordult: igal
kovera tidpil on koordinaadid, mis vastavad mdne
t erividdrtusele antud vdrrandite pohjal. Viimases
kahes lauses seletatud mdtte viiljendame lithemalt jargmiselt:
kdver C on vdrrandite z=¢(), y=y(@) kiju, ehk |
z=g(t), y=y(f) on kdvera ¢ parameetrilised vdr-
randid. :

Samuti voiksime k#sitada kahte vdrrandit polaarkoordinaa-
tides: o=g (8), 9=h(%). :

2. Miérkus. Tabeli kokkuseadmisel tuleb parameetrile

1) parametron — korvalmoot, kaasmdot.




47
t niisugused viairtused anda, et nendele vastavate koor-
_dinaatide arvutamine siinniks voimalikult vihese vaevaga; nii-
teks tiaisarvulised 1, 2, 3,..., ehk, kui trigonomeetriliste funkt-
sioonidega tegemist, vordsed = osad.

' 3. Cartesiuse-vorrandi leidmine parameetrilistest. Olgu
antud 2 vorrandit: xz=¢ (f), y=vy (f). Nad midravad mingi
kovera C. Sellel on oma Cartesiuse - vorrand: F# (z, y)=0.
Kuidas viimast leida antud parameetrilistest
vorranditest?

Iga parameetri ¢ viiiirtusele vastab paar koordinaate (z, y)
ja sellega koveral C tipp P. See koordinaatpaar (z, y) peab
kovera vorrandit F'(x,y)=0 rahuldama: iga arvpaar (z, y),
mis siisteemist z=¢ (t), y=y (f) saadud (t-le kindla
visdrtuse andmisel), rahuldab vorrandit F(z, y)=0. See
tiahendab, et viimanevdrrand onantud siisteemi jirel-
dus; pealegi on tema parameetrist ¢-st vaba. Sellepirast:
et kovera parameetrilistest virranditest saada
tema Cartesiuse-vorrandit, tuleb nendest niisu-
gune kolmas jireldada, mis parameetrit ei
sisaldaks. Voorakeelse sonaga: antud parameetrilistest vor-
randitest tuleb abimuutuja elimiinidal).

See t elimiinimine vdib viga mitmel viisil siindida.

4. Naide 1, Olgu x=2t-}1, y-——%t?. Arvutame esime-

‘sest £ t—_—-%(x——l), ja asetame saaduse teise: y=%'7}(w——1)2,
ehk: Sy=a?—22-1, kust z®—2z—8y-}1=0. See on otsitud
kévera Cartesiuse-vorrand.

5. Naide 2. Olgu z=38.cost, y=2.sint. Avaldame

P
st ja sint el t=§, S t=32L- 4
Et parameetrist vabaneda, tdstame molemad avaldused ruutu
ja liidame resultaadid : i
. THhi=L

See on noutud kovera Cartesiuse-vorrand.

1) eliminare — vilja heltma, eemaldama.
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6. Et niidata abimuutujate kasutamist geomeetriliste kiisi~
muste Kiisitlemises, lahendame nende abil méned’ iilesanded.

1) Tapp liigub ihtlaselt kahes telgsihis
(joon. 35) kiirustega o ja B, alates oma teed tépis
(a, b). Leida tema tee vorrand. Mddtsiisteem : cm, sec.

Olgu ¢ mis sekundite arv tahes. Leiame tépi koha P ajal .
Aja alguses oli tipi abstsiss a; ¢ sec jooksul kasvas see viimane
ot cm vorra; sellege on tipi abstsiss momendil ¢ a-}-of, samuti

tema ordinaat b-}gf. Nonda siis:

. z=a-t}-at, y=b4-pt.

Need kaks vorrandit mairavad tipi koha igal|

ajamomendil: nad on téipi tee vdrrandid. Para-
meetri osa etendab aeg.

Joon." 35. 2 ~ Joon. 36.

Leiame selle tee Cartesiuse-vorrandi; selleks tuleb para-v
meetrilistest abimuutuja ¢ elimiinida. Korrutame selleks esimest
p-ga, teist a-ga ja lahutame saadused:

xf—ya=ap—ba.

See on otsitud vorrand.

7. 2) On antud ring, mille keskkoht on tépis
(+1,0) ja raadius iiks. Algusest on siisteem kiiri
tdmmatud kohtumiseni ringiga. Leida nende

kiirte poolitamistiippide geomeetriline koht
(joon. 36).
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Ringi vorrand on (v.5'8): (z--1)24y*=1, ehk: 2244>—22=0.
Votame mone nimetatud Kiirtest ja valime abimuutujaks m tan-
gens’i nurgast, mille tema positiivse z-teljega siinnitab. Kui
siis kiirel mingi tépi vabalt valime ja tema koordinaadid xjay
tihistame, saame kiire vorrandi:
y=mx.

Otsime kiire 1diketipid ringiga; lahendame selleks iihiselt

kaks vorrandit:
2> 4y?—2x=0 ja y=mz.

Saame : z+mPr*—2x=0,
kust : 2,=0, w2=~—1fm2
ja sellepérast : y1==0, _%—"—‘1_%_%

tuleb. Nonda on meil kaks Idiketéppi:

©. 0 (5 v

Tahistame kiire poolitamistipi koordinaadid x,, ¥,; nende
vadrtused on (v.2:20):
1 s
o (%1 +x5) ja §(y1+y2),
ehk : 2o=1:(1+m?; yo=m:(1+m?).

Sellega on meil poolitamistipp m-kiirel kies. Laseme
niiiid m-il omandada koiksugu viirtusi; saame jirjest kdik pooli-
tamistiipid ; m-i muutumisega kirjeldab tépp (x,, y,) otsitava
kovera. Viimased kaks vOrrandit on tema para-
meeterkujud. s »

Et tema Cartesiuse-vorrandit saada, elimiinime 2 ; meie saame
m=y,: &y, sellepirast x,=2x,": (z,>+,?), ehk

’ Zo*+yo®—20=0,
- See on ndutud vdrrand jooksvates koordinaatides (zo, )

-Ta kuajutab ringi, mille keskkoht on tipis (—{-%, 0) ja raadius %
4



8. Miirkus. Oleksime meie polaarkoordinaate tarvitanud,
oleks antud ringi vOrrand olnud (v.5'7,2): ¢=2 cos¢; jirjelikult
otsitava geomeetrilise koha oma: g,=5.2cos $==cosd. See on
ring, mille 1dbimoot on iiks.

Ulesanded.
1. Konstruida kdverad:
x=2t}1, y=%t2;
t 1
=15 y=1¢t2;
2=2(1—cos8t), y=2(1—sint);
r=3c08t, y=2sint.
2. Joonistada kdver: z=s—1, y=3:(1-}-s?) ja leida tema
Cartesiuse-vorrand.
‘8. Joonistada kdver: x=2secw, y=2 tan w, koiki tarvi-
likka suurusi graafiliselt -ringist vottes. Missugune on selle
~ kovera Cartesiuse-vorrand ?

x

4. Joonistada koverad: g=%' 9=2t;

o=22, 9=>H4.
Missugused on nende vdrrandid polaarkoordinaatides ?
5. Tipp jookseb iihtlase kiirusega ¢ kiirt modda, mis oma
alguse {imber {ihtlaselt nurkkiirusega o poorleb. Leida tiipi tee
vorrand polaarkoordinaatides.

7. Sirge ‘vorrand.

1. Pohilause. Me nidgime (v.5'5, 56), et iga sirge
vorrand esimeseastmeline on; tdestame niiiid, et ka
timberpoordult — iga esimeseastmelise vorrandi:

Axz+By+C=0 "
kuju on sirge. Tarvilikku uurimist toimetame ositi.

1) Esinegu vorrandis ainult tiks muutuja, tihendab, |
teise kordaja olgu O-(mitte teine muutuja ise! Puudub vorrandis




muutuja, siis’ tdhendab see ainult, et tema kordaja O on ja et
sellepdrast muutujal enesel, vorrandi rabuldamise suhtes, mis
viiértus tahes voib olla). Siis on meie vorrand: Ax-C=0 vdi
By-+C=0. Avaldades muutujat saame: x=—C:4, y=—C:B,

ehk lithemalt:
x=a VOi y=b.

Esimene nendest on niisuguse joone vdrrand, mille iga
tipi abstsiss on -a, vaatamata selle peale, missugune tema ordi-
naat on; jirjélikult on z=a sirge vorrand, mis y-teljega
roobiti jamille kaugus temast on a (joon. 37). Samuti
on y=>b sirge, mis xz-teljega roobiti ja temast on
kaugusel .

2) Vorrandid =0 ja y=0 edustavad analiiiiti-
liselt y- ja z-telje.

2. 8) Puudugu iildises vdrrandis vaba liige: Az—+By=0;
kui siit y avaldame, saame y=’—£x, ehk liihemalt, kui z-i

B
kordaja tihistame m :
y = mx.

Anname z-le jirje viiiirtusi: z,, s, 23, ...; Kujutame neid
pikkustena abstsissteljel (joon. 88): 0X,,
0X,, 0X,, ...; tombame tappides X, X,, Vy
Xs, ... pilistjooned ja kanname neile vas-
tavadiy-d: X, P, XoP,, XoPs, ... Nil-
mased on m kordsed OX,, 0X,, 0X,,...; :
“sellest jirgneb, et tdisnurksed kolmnurgad o z
0X,P,, 0X,P,, OX3P;, ... on iiksteisega 5 o
- sarnased. Nendel on iihine tipp O; teised
tipud X;, X,, Xg, ... asuvad sirgel, selle-
pérast peavad ka kolmandad tipud Py, P,,
Pg, ... sirgel asetsema: vdrrand: y=mx kajutab sirget, .
mis algusest labi ldaheb.

Sirge ldikab algust, kui tema vdrrandis
puudub vaba liige.

e
S

X =a

Joon. 37.

i



3. Sirge tous. Kordajal m on lihtne geomeetriline tihen-
dus: tema on, nagu kolmnurgast OXP niéeme, kus P mis
tapp tahes meie sirgel on (joon. 88), tangens nurgast,
mille sirge positiivse x-sihiga siinnitab: m==tanpu.

Geomeetriliselt on ta kujutatud ordinaadi pikkusena, mis
vastab abstsissile iiks. Kordaja m miédrab sirge ,tdusu“:,
mis suurem m, seda jirsemalt tduseb sirge, — ehk tema ,kallet®,

{ 7N
/g*%* ¥ /RN

Joon. 38. Joon. 39.

kui m on negatiivne (joon. 39). Meie vaatleme Kkallet kui nega-
tiivset tousu ja nimetame sellepdirast kordajat m ikka lihidalt
tousuks.

Nurga midramine, mis sirge stinnitab -
teljega, siinnib sirge tousu abil

4. 4) Vorrandid y==z ja y=—=z, ehk

r+y=0 ja x—y=0,
~edustavad telgnurkade poolitajaid.

5. 5) On olemas koik kolm 1liiget vorrandis
Ax+By+C=-0, siis lahendame tema y-suhtes: y=—%x—%, ehk
lithemalt : y=max—+D.

Et seda vorrandit geomeetriliselt tolkida, votame abiks
sirge (joon. 40) Y=ma; see 10ikab algust, ja tema tOus on m
Et y-ordinaate saada, tuleb Y-dele kindel pikkus & lisada; et
tipid (x, ¥) sirgel asuvad, siis asuvad ka tépid (x, Y-}-b) ehk




. sirge siinnitab y-teljel,

sl
(z, y) sirgel: vorrand y=ma-}b edustab sirget (joon. 40).
Ta on abisirgega Y=ma rovbik; ka vorrandis y=ma+tb
madrab m tousu. Andes z-ile vidrtuse 0, saame vastava
ordinaadi b b on 10ik, mis

ehk » on algordinaat.

6. Seega on koik juhused
arvesse voetud; kokku vottes
nieme, et igal esimese-
astmelise kahe muu-
tujaga vorragdil on
geomeetriliseks vas-
tandiks sirge. Sellepirast nimetatakse esimeseastmelisi
vorrandeid lineaarseteks?). '

7. Tahame sirge: Aac—{—By—}—C———O algordinaat:
jatousuleida, lahendame tema vorrandiy suhtes;
siis midrab «-i kordaja tousu, vaba liige algordinaat'.

Joon. 40.

8. Sirge konstruimine. Sirge méidramiseks on

" kahest tapist kiillalt,

1) On sirge vorrandit voimalik kirjutada kujus: y=m.r,
siis loikab ta algust. Anname z-ile mdne (nullist erineva) védrtuse,
kdige parem niisuguse iimmarguse arvu, millele ka iimmarguue y
vastab; saame sirge tipi. Noutav joon on selle tépi ja alguse
ithendussirge (mitte 1oik!).

2) On vorrand antud kujus: y=ma--b, siis mirgime y-teljel *
pikkuse b, anname x-ile mingi (nullist erineva) véirtuse, arvutame v,
mirgime saadud arvpaarile (z, y) vastava tipi ja tihendame
selle . ja algordinaadi 1opu sirge abil; see viimane on otsitav.

9. Lause otsevordelisest oleneyusest. Iga kaks otse -
vordelist suurusty olenevad teineteisest lineaarselt.

Téhistame paari niisuguseid = ja y. Olgu jirg esimese viiir-
tusi: «,, oy, xs, ... ja nendele vastavaid y-sid: y;, 95, ¥;. ...

~ Siis on oletuse pohjal: yy iz =y, zy=y;ixs=.... Teisiti, kui @

1) linea — niit, nodr, joon.

/
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jayon paar vabalt valitud teineteisele vastavaid
vasdrtusi, siis on suhe y:a kindel arv; tihistame teda m-ga,
nonda et y:x=m, ehk: y=mz. Sellega on meie lause tdestatud.
Otsevordelise olenevase graafik on sirge.
Konstantmon vorde tegur. Tema geomeetri-
line tihendus on nimetatud sirge tdus.
Niited. Otsevordelised suurused on néiteks:

aine hulk selle viidrtus
toopaevade arv ' t60 hulk
kapital tema kasv
kiirus tihtlases liikumises kaidud tee
joud t00
temperatuuri kasv aine paisumine
potentsiaalvahe voolu tugevus

raske keha korgus iile kindla tasapmna tema to0 varu jne.

Iga seesuguse suuruspaari olenevuse graafik on sirge.

10. Olgu meil kaks otsevordelist suurust; olgu w ja v
mingi paar nende vidrtusi, mis teineteisele vastavad; siis on

; v=Fk.u,
kus & on vorde tegur. Tema tdhistab v vidrtust, kui
u=1. Selle vordeteguri miiramiseks on Kkiillalt kahe teine-
teisele vastava w ja v viidrtuse teadmisest; on nad u, ja v, on
k=v," u,.

Nidide 1. Keha mass (kui viimane iihtlaselt keha ruumi
tiidab) on vordeline tema mahuga; olgu m ja v paar teine-
teisele vastavaid nende suuruste viiirtusi; siis on

: m=d.v,
kus d on vordetegur. Tema tihistab keha massi, kui viimase
maht on 1: ta on keha olluse tihedus: wm-tasapinnas oleks
massi ja mahu olenevuse kujuks sirge; tihedus oleks selle tous.

Nédaide 2. Newtoni II liikumisseaduse pohjal on joud,
mille sunnil keha oma vabast liikumisest loobub (mis iihtlane ja
sirgjooneline on), vordeline kiirendusega. Olgu f ja w paar
teineteisele vastavaid jou ja kiirenduse va#rtusi; siis on

f=mw,
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kus m on vordetegur. Tema on keha mass. wf-tasapinnas kujutaks
jou olenevust kiirendusest sirge; massi edustaks selle sirge tous.

11. Sirge vorrand loikudes, mis ta telgedel siinnitab.

Olgu sirge vorrandis Az-1By-}C=0 vaba liige C40;
leiame tema ldigud telgedel; téhistame nad vastavalt
a ja b (joon. 41). Et z-teljel y=0 on, siis on sirge 16iketipis
selle teljega Aa-}C=0, kust saame:
a=—C:4 ja analoogiliselt b=—C: B. \4 43/
Votame antud vOrrandis vaba liikme
paremale poole ja jagame temaga vor-
randi mdolemad osad : y

Cfo—ny 1, ‘ehk: —}—1—1 t

See on otsitud sirge vorrand. ol
12. Sirge konstruimine, kui ta -‘;T s \
algust ei ldika. Siis on CF0, 1
seega on voimalik sirge vorrandit kirju-
tada kujus © ¥ =1. Ldigud a ja b midravad telgedel kaks
téippi; nende iihendussirge on otsitav.

Joon. 41,

1

ERrd ik A 3 4
Niide: 390——4y—|—6=0 ; 8x—4y=——86, -:6-33—:61/::—{—

_2+ T g =1. Loigud telgedel on —2 ja —1—1%; nende abil on

kerge sirget joonistada.

13. Tingimuste arv, mis sirget miiiravad. Sirge
miiiratakse ikka 2 suuruse ehk andmega: 2 tema téppi
ehk 2 10iku, ®mis ta telgedel siinnitab, ehk algordinaat ja tous;
sellele olule vastab, et sirge vorrandis ikka 2 tingimata- tarvilist
kordajat on: @ ja b, b ja.m jne. (Uks nendest voib muidugi
ka null olla!)

Ka iildises vorrandis Az -} By C=0 on dinult kaks
(mitte 3!) seesugust kordajat. Tdesti, vihemalt iiks kolmest
A, B, C ei vordu 0-ga, niiteks 4 mitte. Jagame temaga

vorrandi ja tdhistame g p-ga, % y-ga; nonda saame vOrrandi
x+By-+y=0 kahe kordajaga.
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14. Kahte sirge vdrrandi kordajat on ikka
vdimalik ndnda valida, et sirge vastaks kahele
ettekirjutatud t1ng1musele

Naide. Sirge libi antud tipi. Leiame sirge
vorrandi, mille tdus on m ja mis tdppi (%, yp)
16ikab.

Esimese tingimuse pohjal kirjutame tema vorrandi y=mx—-b;
jaéb tile b ndnda valida, et ka .teine tingimus oleks tdidetud.
Selleks peab olema: y,—=mx,+b. Siit voime b arvutada antud
suurustes m, x, y, ja ta siis esimesse vorrandisse asetada.
Resultaat on siis 4-st vaba: tema on b elimiinimis®e resul-
taat vorranditest: y=—max-t+b ja y,~max,+b. Lahutamise abil

saame
Y—Yo=m(x—x,).

See on ndutud vorrand. Tdesti: tema aste on 1, jirjelikult
- kujutab tema sirget; (z,, y,) rahuldavad teda: sirge 1dikab tipi
(%o, 7o), ja tema tous on antud arv m.

15. Sirge vorrandi normaalkuju. Votame kahe and-
mena, mis sirget miiravad, sirge kauguse algusest, tema ,nor-
maali“ p (joon. 42), ja
nurga o, mis viimane z-tel-
jega siinnitab. Et sirge vor-
randit leida, votame sirgel
mingisuguse tipi; olgu
tema tébiseks P ja tema koor-
dinaatideks = ja y. Seome
nad iiksteisega andmete p

ja « abil  Olgn P pro- — | -
jektsioon z-teljele X, viimase . X
tdpi projektsioon normaalile o 4

M, ja P projektsioon sirgele
XM tipp Q. Joonisest niieme, et OM=wzcose, MN—PQ ysin a,
kust liitmise abil saame:

Z 008 a4~y sin a=p.




~ See xy-side on saadud tépi P kohta; et viimane vabalt
valitud sirge tépp oli, on ta maksev ka iga teise sirge
tapi kohta; sellega on ta otsitud vorrand. Normaalkujuliseks
vorrandiks nimetatakse teda normaali p tottu, mis temas esineb.
16. Sirge vorrandi normimine. Olgu antud sirge
Aa:-l—By+0=0;
leida tema vOorrand normaalkujus. See on
x cos a+y sin e - p=0, kus p ja o meile esialgu teadmata. Kt
molemad vorrandid fiht ja sama sirget edustavad, siis on tdoe-

' ndone, etnadainult kindla teguri poolest lahku lihevad.’

Katsume leida seesuguse teguri N, mis temaga Kkorrutamisel
esimese vorrandi teise iile viiks. On niisugune olemas, siis peab
olema: AN=cosea, BN=sine, ON= —p. Sellest jargneb, et
peab olema: A2N?*4 B2N%=cos’a—}sin’e, N4>+ B%)=

ehk: T AT
Sellega on N viartus leitud. Et p oluliselt positiivne
on, siis valime mérgina C.vastasmirgi; siis saab CN, nagu
tarvis, negatiivseks.

Et sirge vorrandile normaalkuju anda, tuleb
teda ,normija teguriga“ korrutada. Viimane on
fiks jagatud + ruutjuurega muutujate kordajate
ruutude summast. Mirgiks tuleb vaba liikme vastasmirk
valida. - \

Niide. Sirge 3z+4y—12=0 vorrandi normaalkuju on

3.2-1—41/——1:i0_0 bl 3.1,-{—43/? s 0
+yEre e 2 —

‘Markus. Mirk normija tegurw,ees on tahti& nurga o

midramisel sina ja cose abil. ‘f/ Bx‘ﬁf%{;zhs-@‘ \

Ulesande

1. Joonistada sirged: y=o0, 1‘\ z 3 ;”4, Q,ns.c ,:--O, :
28 46" 4

2. Joonlstada sirged: 3z-4-8=0 ja Zﬁ*\émﬁ Leida nende

/

tihistapp.
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8. Joonistada sirged: 2x—3y=0, 5x+43y=0 ja leida
nende nurgad -+z-teljega.

4. Joonistada sirged: y=0. m—{—l 1.2+41, 2.2+1, 8. x+1
4.r+4+1,...; —1.z+1, —2 x-{—l —3.x41, —4 x41.

5. Joomstada sirged: y=x-}0, x41, x—l—z ac+3
z—1, >—2,...

6. Gay-Lussac’i seaduse pohjal on gaasi maht  tempera-

1
tuuril ¢ v=v,(14at), =5,

tdhendab. Missugune joon kujutab geomeetriliselt seda seadust
tv-tasapinnas ? Missugune on geomeetriline tithendus arvudel v,
ja e ? Teha joonis, valides paras 10ik pikkusmooduks.

7. Uhtlases lilkumises oleneb tee s ajast ¢ seaduse jérel :
=s,+ct, kus s, aja alguseni k#idud tee, e¢-kiirus!) on. Mis-
sugune on selle seaduse graafiline kuju ¢s-tasapinnas ja mis-
sugune on s, ja ¢ geomeetriline téihendus?

( 8. Joonistada sirged: 3x+4 4y—12=0, x—5y+4+10=0,
2x2+8y-+6=0, 4x—y—8=0.

9. Leida sirge vorrand, mis téppi (2, —3) 1oikab_ja mille
tous on —1. Missuguse nurga ta siinnitab —-z-teljega ?

10. Kujutada jooned: cos30°4ysin30°=2,

x €08 60°+-y sin 60°=0, x cos 225}y sin 225%=3:

11. Sirge Iloikab tdppe (41, +2), (+8, —2). Leida
tema vorrandid iildises kujus, lahendatud kujus, Ioikudes ja nor-
maalkujus. ~Joonistada sirge igaiihe jirel nendest kujudest.

12. Leida sirge vorrand, mis ‘tippi' (-6, —4) loikab ja
siinnitab y-teljel 1oigu 4.

koi v, tema ruumala jii sulamisel

8. Pohiiilesanded sirgest.

1. Tipi kaugus sirgest. Olgu sirge vorrand antud nor-
maalkujus :
. %cos aysin a—p==0.
Leiame antud tapl Py(xy, y,) kauguse temast.

1) celerltas — kiirus.
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See on vahe tdpi P, ja tema projektsiooni vahel sirgele;
tihistame ta dJ-ga. Kt teda leida, tarvitame jirgmist votet.
Tombame tipist P, (joon.+3) sirge roobiti antud sirgega; siis langeb
tema normaali siht p-sihiga kokku, ‘selle normaali pikkus on
pxd, kus miirk == sellest oleneb, kas algus O ja tépp P, lahuta-
takse sirgega ehk nad on iihel pool sirget. Jarjelikult on abisirge

vorrand :
xcos a—tysine=p=4.

Et viimane tippi P, 15ikab, siis peavad selle koordinaadid

(g, o) tema vOrrandit rahuldama: xz.cosa-|ysine=p=d,

kust: d==:(x cosa-ty,sine—p), ehk viimati, et kaugus sihita

suurus on: g
d=| 2,08 e-tHyoSin a—p)|.

Sonades: tipi kangus sirg‘est on tema koordi-
naatide sirge normaalvorrandi esimesse osasse
asetamise resultaadi
absoluutvidrtus.

Ei ole sirge v0rrand
antud normaalkujus, vaid
mones teises, siis anname
temale esiteks niisuguse.
kuju, korrutadestedanormija
teguriga, votame tema pahe=
ma 0sa, asetame sinna antud
tipi koordinaadid ja kustu-
tame mirgi resultaadi ces.

Niide. Leida téapi (42, +6) kaugus sirgest

8¢—4y—12=0. Normija tegur on 1[4}/ (F8Y(—d)=+

sirge vorrandi normaalkuju : —;(3.70—4;/—12):0, tema pahem osa:

Joon. 43.

%(3w——4y———12), koordinaatide (-2, 4-6) -asetamise resultaat

: temasse:%(3.2—4.6~—12)= —6; selle absoluutviirtus 6 on otsitav
kaugus.
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2. Nurk kahe sirge vahel. Olgu antud kaks sirget :

4,2+Byy+Cy=0 ja Ayz+Byy+C,=0.
Leiame nurga nende vahel :
Nimetame sirgete nu'rgad ~ax-teljega p, ja py, otsitava
nurga o (joon. 44), siis saame kolmmurgast, mis sirged z-teljega
stinnitavad, :
= pot-0, kust o=p,—u,.

tan u,—tan u,

Selle nurga tangens: tan w=tan (;Ll—yQ)—-l e b
1 2

Ny —My
1-+mymsy

teisiti : _ tan o=

Otsitava nurga tangens on antud sirgete tdusudes avaldatud.
Viimaseid on kerge leida,
avaldades y antud vorran-
ditest. ;

3. Kahe sirge roop-
seisu ja ristseisu tingi-
mused.

1) On sirged roohiti,
siis on nende nurgad x-tel-
jega vordsed : u;=pu,; selle-

Joon. 44. - ‘pirast ka tanpu,=tanu,
: ehk m,=msy. :

Umberposrdult: on #m,=m,, siis on tan u,—tanu, ja et
nurgad u,, ws,<mw on, on w,=p,, tihendab, sirged.on rocbikud.

‘Rocpseisu tunnus: sirgete tdusud on vordsed.

A

On sirged antud vorrandite abil: -
A1x+B1y+01=0 ja Agze--Byy+Cy=0,

8iis on my=—A,/B, ja my=—A4,/B,; qelleparast on radpseisu
korral —A4,/B,=—A4,/B,, '
ehk : ’ AjsA.=B:Bg.

S6nades roobikutel sirgetel on muutujate
kordaJad vorrandites vordelised.
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2) On sirged risti, siis on: y1=y2-+—g, ’

tan juy =tan(uy5)=—cot py==—1/tan u,, ehk :
Wbt

Umberpoordult: on see tingimus taidetud, on sirged risti.

Ristseisu tunnus:ristseisus on fthe sirge
tous —1 jagatud teise sirge tdusuga.

4. Ulesanne. Leida sirge, mis tappi (z, v, .
1oikaks ja antud sirgega datBy+C=0 roobik ehk"
temaga risti oleks.

Antud sirge tous on m=-—A/B, sellepirast on otsitavad
sirged (v.7°14): '

Y—Yo=m(x—x,) ja y—yo= —},,(mfwoi
ehk:  A(z—ao)+-Bly—yo)=0 ja Bla—a)—A(y—y,)=0.

5. Kahe sirge jihistipp. Antud on kaks sirget:
‘a3 2+b,y+6,=0 ja ayx4-byy-+-cy=0.
Leida nende fithistépnp.

Et viimane niihéisti esimesel kui ka teisel sirgel asub, siis
peavad tema koordinaadid kui esimest nonda ka.teist vorrandit
rahuldama: otsitava tipi koordinaadid saadakse
antud vorrandite iihisel lahendamisel. Korrutame
selleks esimest b,, teist b,-ga ja lahutame saadused: ;

(a1by—aghy)r—+4-(c1by—coby)=0;

{

samuti (@109—agby )y—+(ayco—ase; )==0.

Siit saame otsitavad koordinaadid : :
__—(eby—esby) _—{aco—ayey)
g%- 0 aba—agh, 7 YO ayby—asb,

, Siherdusi avaldusi, nagu need, mis lugejates ja nimeta-
_Jates esinevad, nimetatakse determinantideks. Neid kirju-

tatakse tabelikestena ; niiteks oleks

: s b,l

7

ayby—asb, = s, by

Et selle tabeli vidrtust leida, tulevad kor-
rutada tema elemendid joonel, mis ilemast pa-
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hempoolsest nurgast alumisele parempoolsele
viib, ja saadusest lahutada kahe filejddnud
elemendi korrutis.

l Determinantides voime saadud lahenduse kirjutada:

—'vabl 4, —6
pr —Cy, by gy —
0:—_———-————’ y0= ——g

ay, _b1 | ay, by I

ay, by as, by

Jja saaduse jirgmistes sonades kokku votta:

Kahe esimeseastmelise vorrandi tdhisel
lahendamisel vordub otsitav murrule; nime-
taja on determinant muutujate kordajatest,
lugeja saadakse nimetajast otsitava korda-
jate asemele vabade liikmete seadmisel, mis
paremasse osasse viidud.

6. Saaduse uurimine.

1) Nimetaja ei ole null. Missugused lugejad ka
on, sirgete {ihistdpi koordinaadid on Ioplikud arvud; tihistapp
on Ioplikul kaugusel algusest.

2) Nimetaja on null; tiks lugejatest, niiteks
esimene, mitte: a,by—ayb=0, ¢;by—e,0,40. Toestame, et
teine lugeja ei ole null. TUhelt poolt on a,:ay=D, : by, teiselt
e, i by 1 by, sellega ¢, :cotay:ay, ehk: a,e,—asc,4-0. Murd, )
milles lugeja 10plik ja nullist erineb, ja mille nimetaja piirita
nullile ldheneb, kasvab I0pmata: z,=co, y,=oco. Sirgete
ihistdpp on Iopmatuses. Toesti: kui a,:a,=b :b, on
sirged roobikud.

3) Nimetaja ja ka iks lugejatest, niiteks
teine, on nullid: a,by—asb;=0, a,co—asc;=0. Siis on ka
esimene lugeja vorrete tottu: a,:a.=b,:bs, ay:as=c,: ¢y null.
Uhistéipi koordinaadid esinevad miiramata kujus: To=4> y0=%-

Sirgetel ei ole kindlat iihistéippi, nad satuvad tihte. Toesti,
kordajad on vordelised: a,:ay=b,:by==c,: ¢y, sirgete vorrandid
erinevad kindla teguri vorra, nad edustavad iiht ja sama (kaht
kokkulangevat) sirget (v.4'8).
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Ulesanded.

1. Sirge loikab tippe (—4, 0) ja (42, -}3); missugune
on tema nurk y-teljega; sirgega y=—-1; sirgega x=-—38?2

{/ 2. Leida sirge vorrand, mis téppi (0, —2) 1dikab ja telge-
dega kolmnurga siinnitab, mille pind on 5.

\J 8. Antud on kolmnurk (—5, —1), (42, +4), (412, —8).
Missugune on tema pind? Missugune on tema nurk tipus
“+2, +4)? |

4. Leida sirged, mis téppi (—2, -}-8) loikavad ja sirgega
8x3-2y—6==0 roobiti ja risti on.

5. Leida kolmnurga tipud ja tema pind, kui kiilgede vor-
randid on:

x—y+-8=0, Tx-}4y—23=0, 32-}-8y-}-9=0.

“6. Naidata, et koik kolm kolmnurga korgust eelmises
iilesandes kohtuvad fihes tiipis.

7. Sama lilesanne kiilgede poolitajate kohta.

8. Sama iilesanne nurkade poolitajate kohta.

9. Sama iilesanne sirgete kohta, mis on kiilgede poolita-
mistéppidest risti nendega tdmmatud. :

10. Joonistada ringid, milledega saadud tépid seotud.

11. Jireldada roop- ja ristszisu tingimused valemist, mis
médrab kahe sirge nurga tangensit.

9. Moned iilesanded geomeetrilistest kohtadest.

Sagedasti esinevad iilesannetes geomeetrilistest kohtadest
andmetena sirged. Kuidas neid ilesandeid kisitada, selleks
moned niited.

1. Néaide 1. Antud on kaks sirget:
3 8z—+4y—12=0 ja 12x—5y-}60=0.
Leidd nende nurgapoolitaja vorrand.

Nurgapoolitaja on tipi geomeetriline koht, mis on iihe-

kaugusel molematest nurga kilgedest. Votame temal mdne tipi;




missuguse nimelt, jitame iitlemata. T#histame tema koordinaadid
x5, Yo Selle tipi kaugused antud sirgetest on:

3wgt+4y,—12| . | 1225—5y+60
5 Ja 13

Need peavad vordsed olema. Kui absoluutvéirtusmérkidest vaba-
neme, saame: ;
%(3%—}-4?/0—12)%%(12%—5yo+60)=0-
See side on maksev vOetud tipi:-kohta; et aga viimane vabalt
valitud tipp nurgapoolitajal oli, siis on ta maksev ka iga teise
seesuguse tipi kohta; ta on sellega otsitud vdrrand. Ta laguneb
kaheks: nurgapoolitajaid on
2 by kaks. Jooksvateks koordinaati-
deks on =z, ja y,.

' 2. Niide 2. Migsu-
: gune on tipi geomeetri-
o ligecdk ol K et cantud

B

10ik 2a paistab nurgas 45°?

Valime teljed: x-teljeks

op 1;' sirge AB, -millel asub Ioik,

AN > a y-teljeks sirge, mis seda poolitab

K jatemaga risti on (joon. 45). Olgu

000" 45, APB iiks nimetatud nurkadest ;

nimetame nurga, mis AP --a-

sihiga siinnitab w, siis siinnitab BP temaga nurga p--45°. Nime-~
tatud kahe sirge vorrandid on: N

y=tan p(z-a) ja y=tan(u-+45%) (z—a),

ehk, kui tanu m-ga tihistame:

y=m(z-t-a), y=11(@—a). *)

Leiame tiipi P koordinaadid; selleks tuleb viimased kaks vor-
randit iihiselt lahendada : kui resultaadid nimetame z,, y,, saame
nende avaldused funktsioonidena m-ist: zy=g(m), yoy=1p(m).

Laseme niiiid m-il jirje viirtusi saada; siis annavad meile
viimased kaks vOrrandit rea otsitava kovera tippe: nad on
tema parameetrilised vorrandid.

b~
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Et tema Cartesiuse-vorrandit saada, tuleb avaldustest zy=g(m),
Yo=y(m) abimuutuja m elimiinida. Selle asemel, et esiteks vor-
randeid (*) lahendada ja pirast lahendustest m elimiinida, vdime
otsekohe nendest m-i elimiinida. Esimesest on tipis P:
m=y, : (z,+a),

sellega teisest: YYo= -i+Z° %0%( To—a), .
0

-kust peale koondamist saame ndutava joone vorrandi:
o*+Hyo?—2ay,—a>=0

Jooksvates koordinaatides wx,, 1, Nagu elementaargeomeetriast

teame, on otsitav kover ring A

(joon. 45). Et see tdesti nonda ‘ '3/

on, ndeme ka saadud vorran-

dist, kui me takirjutame kujus

o Hyo—a)'=2a*

i'/ =&
8. Niide 3. Kolm- R Pk *
nurga kdorgus h jagab aluse : B4l
osadeks a ja b. Temasse o2 Tl ke

on joonistatud koiksugu pist- a . é \7
kiiljed, millede alused aset-
sevad kolmnurgaomal. Leida
joon, mille moodustavad nende plistkiil-
gede keskkohad.

Valime kolmnurga aluse x-teljeks (joon. 46), korguse
y-teljeks; siis on tema harude vdrrandid (v.7:11): 3P

x . X
FH=1de et
Olgi mdne pistkiilje aluse vastaskiilje vorrand y=c; selle
kiillje otsade ordinaadid on ¢; nende abstsissid saame kolmnurga

kiilgede vorranditest, asetades nendesse y=c:
' C Xy

p Joon. 46.

F=1—p, B=g1,
a
Pistkiilje keskkoha abstsiss xoz—é(xﬁ-xg), Boa V\?"';
1 c e i 8
ehk w0=§(b—‘—a)(l—‘h), \:‘ Universgit i ?\‘8 "

tema ordinaat Yo=5C, . iHpatensis
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L i,
kui ¢ on, nagu oletasime piistkiilje kdrgus. Anname niitid ¢-le
jarje vidrtusi ¢’, ¢”, ¢”,...; saame jirje keskkohti ja nende
koordinaate (x,, %), @y %o ) (@o”s Yo”') ... Me vdime
sellepéirast viimast kaht avaldust vaadata kui otsitava joone
parameetrilisi vérrandeid. ;
Et tema Cartesiuse-vorrandit leida, elimiinime ¢; saame :
2
(b + >
Otsitud joon on sirge; ta poohtab kolmnurga alust ja kérgust.
4. Mirkus. On monest kujust deldud, et ta on antud,
siis voime kdiki tema elemente andmeteks lugeda; eriti
siis ka neid, mis meile isedranis téhtsad jirgnevates uurimistes.

Kui teljed ei peaks antud olema, siis tuleb nende valimisel

silmas pidada, et nendes andmeid kerge oleks viljendada ja
uuritavat kiisimust kisitada.

Ulesanded.

¥ 1. Antud on kaks tdppi, millede vahe on »a. Esimesest
on siisteem kiiri tdommatud. - Leida teise tépi projektsioonide geo-
meetriline koht nendele.

\) 2. Antud on ring ja siisteem roopkodle. Lelda joon, mille
siinnitavad nende poolitamistipid.

% 8. Kaks kindlat ldikuvat sirget ldigatakse kolmandaga
mis liikudes ji#b kindla sibiga roobikuks. Nende iihistiippides
selle kolmandaga tommatakse sirged, mis esimese kahega risti.
Leida viimaste ithistipi geomeetriline koht.

“ 4. Antud on kolmnurga alus 2a ja kahe teise Kiilje
ruutude vahe d. Leida joon, mille joonistab alusele vastu-
seisev tipp.

5. Antud on kolmnurga alus a; iks alusnurkadest on
teisest kaks korda suurem. Leida vastastipu geomeetriline koht.
6. Antud kolmnurga alus on a ja kahe teise kiilje summa s.

/ Alusele vastuseisvast tipust on sirge tommatud, mis alusega risti,

ja sellel 16ik voetud, mis vdordub iihe kiiljega. Leida selle 1digun
1opu geomeetriline koht.
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10. Sirge vorrandi rakendused.

1. Graafiline katsevigade leidmine. Empiiriliste sea-
duste graafikud. Me niigime (v.1'2), kuidas vdib kujutada
graafiliselt katsete resultaate ja saada niitliku pildi uuritava
nithtuse jooksust: iga arvpaari (w, v), mis katse annab, kujutame
tdpina wv-tasapinnal. Need tdpid ei asetse aga harilikult
mitte monel siledal joonel (joon. 47); selle pohjuseks
arvame vigu, mis iga
katsega kaasas Kkiivad
osalt meie aparaatide t#p-
susetuse, osalt  meie
meelte piiratud peenuse
tottu. Meie usume, et
looduse seadused
on lihtsad ja selle-
pirast nende kujudeks on
lihtsad, siledad koverad ;
meie ei ithenda sellepérast
mitte saadud téppe, vaid tdmbame nende vahelt sileda kdvera
nonda libi, et tépprida temast vdimalikult vahe lahku liheks.
Vahed tiipi ja temale vastava kovera ordinaadi vahel on
Katsevead“ (joon. 47).

Mirkus. Seadusi, mis vaatlemise resultaate kujutavad

ja mis mitte ei pohjene isediralistel teoreetilistel kaalumistel,
nimetatakse empiirilisteks?).

Joon. 47.

2. Niitproov. Sagedasti juhtub, et wv-paaride graafilisel
kujutamisel saadud tépprida annab pdhjust oletada, et uuritavat
niihtust valitsev seadus on lineaarmne (v.7°6), teisiti, et niihtuse
kdigu kujuks on sirge (joon. 48). Kiisimusele, kas meie oletus
on 0igustatud vdi mitte, vastab proov pinguletommatud
niidiga: on teda vdimalik ndnda téppide vahele asetada, et tema

1) empeiria — katse, kogemus.

h*
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nende jooksu kiillase téipsusega jirele aimaks, siis on otsitud
seadus lineaarne; vastasel korral on ta mdoni teine. -

3. Lineaarse seaduse juhus. Lineaarsuse korral on nih-
tuse seaduse analiiiitiliseks edustajaks vorrand (v.7'5): v=mu-}b.

Kuidas leida kordajaid m ja 0?

Asetame, nagu Geldud, pingul oleva niidi téppritta (joon. 48).
Torkame kahes niidi tiipis mirkidena augukesed, korvaldame niidi
: ja iihendame joonlaua abil

mirktipid. Saadud sirge on

// noutud seaduse kuju; taldikab

' v-teljel 1digu b, ja tangens
/ & nurgast, mille ta siinnitab
~}a-sihiga, on'm. Et viimast
B ; saada, moddame molemaid
‘ kaateteid tdisnurkses kolm-
Sk ait nurgas, mis sirge, mdne

tema tépi ordinaat ja x-telg
siinnitavad ; pustkaatetl suhe rohtkaatetiga on otsitav m.

4. Astmelise seaduse juhus. Logaritmteisendus. Mone
niihtuse teoreetiline uurimine annab pohjust arvata, et seadus,
~millele ta allub, on ,astmeline“: v=cu™.

4 v

ys

Temas esinevat kordajat ¢ ja astmeniitajat m on voimalik
katsete resultaatidest graafiliselt leida. Logaritmides saame:
log v=mlog u--logc, ehk teiste tihtedega kirjutatud: y=max—--b,
kus z=log u, y=logwv, b=log ¢ on. \

On oeldudkujuline seadus maksev, siis:peavad zy-tasa-
pimna tipid, mis kujutavad katsest saadud arvpaaride logaritme,
sirgel olema. Kujuneb see kiillase tipsusega tdesti nonda, siis
kinnitavad katse saadused meie teoreetilist kaalumist, kui mitte,
peame teisi seadusi otsima. Joonisest xy-tasapinnas saame b
Jja m; avaldusest log ¢=0 saame siis ka ec.

Leitud seadust v=cu™ voime niiiid wv-tasapinnas koverana
kujutada. ~ Vorreldes teda ww-tippreaga, mis kujutab katse
andmeid, saame katsevead.
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5. Lineaarne interpoolimine !). Katse andis jérgmise rea
arvpaare : ki
o o] | ]

” vol vl' vz‘...

Kui suur on v, mis vastab monele antyd u*le
(mis peitub niiteks u, ja u, vahel)?

Kui kover leitud (joon. 49), mis uuritava ndhtuse seadust
kujutab, siis vOtame w-teljel tépi abstsissiga «* ja tOmbame
temast piistjoone koverani; see on ndutud v*. Ei ole kdverat
olemas, siis on

voimalik o* jirg- ' /

miselt }1g1kaudu R
saada. Uhendame riga
Wit Pl vy X

ja Py (ug, vg)

sirge abil

(kGvera ase-
mel!) ja mdo-
dame selle sirge
ordinaati, mis
vastab abstsissile Joon. 49.
w* Saame ligi- ¥
kaudu v*. Viga, mille me niisugusel ,lineaarsel intcr-
poolimisel® teeme, on kovera ja sirge ordinaatide vahe
tiapis u=u*. : ‘
Abisirge vorrand on: l::::: Ui:ji et (¥ v*) iiks temh
tippidest dn?), siis peavad tema koordinaadid seda rahuldama:
wf—uy  vt—v;
Ug— Uy Vog—1;
lineaarsel interpoolimisel on muutuj ate kasvud
vordelised.

l) interpolatio — thelellhumme, vahelelisamine.
2) Siin tihendab v* ennem nimetatud ligikaudset v véidrtust tapis o™

w




Kasvud w,—u,, vo—v;, u*—u,; on andmete pdhjal teada;
viimasest vdrdest saame v*—wv,=d ja siis otsitava v*=wv,--d.

6. Miarkus. Logaritmide tabelites leiduvad P.P. (partes
proportionales) = vordelised osad ei ole muud midagi kui meie
kisitatavad ~ vahed
Uo—Uy, Vo—;. LoO-
garitmi kasvu arvu-
tamine arvu kasvust

A

g vordeliste osade abil

¥4 on lineaarhe inter-
poolimine funkt-

siooni v=logw viir-

B tuste vahel. Kui

tapsalt  toimetada,
Joon. 50. siis tuleks tépid (uy,

log uy), (s, l0g us)
logaritmkovera abil thendada ja tema ordinaat leida, mis vastab
antud w*-le. Ligikaudsel arvutamisel vdib sirge
logaritmkdvera osa tédita.

7. Kahe lineaarse kahe tundmatuga vorrandi graafiline
lahendamine. Kujutame antud vorrandid sirgetena. Tundmatud
on nende fihistipi koordinaadid (v.4'7, 4).

8. Uhe erikujulise vorrandi graafiline lahendamine. Vor-
randid, nagu sin x—%x—{—O'l:O, 2°+4-x—+1=0, tan%x—3x+2=0
jne., kuuluvad rithma, mille @ildiseks edustajaks on vor-
rand f(z)-}ax+b==0. Seda on kerge lahendada, kui tema vii-
mased kaks liiget paremale poole viime ja siis iga osa kési-
tame kui funktsiooni x-ist: :

Yy =[(&), Yyo=—ax—0b.
Joonistame iihes ja samas teljestikus (joon. 50) kovera y, ja
sirge y,. Nende ihistiipi abstsissile x, vastavad vdrdsed
ordinaadid ,° ja " ; tédhendab:
flag)= —ax,—b, ehk flag){-ax+b=0;
seega on z, otsitud vorrandi juur,




Antud vorrandil on niipalju juuri kui kdveral
y, sirgega y, fhistéppe.

9. Iseiiranis kohane on niisugune lahendamisviis, kui-

lahendamisele tuleh rida vorrandeid f(z)-fax—-b==0, mis erine-
vad ainult kordajates a ja b. Kover jiib alles, muuta tuleb
ainult sirged.

Niide 1. a?4-pxtg=0; y;=2?, yo——pax—q. Esimene
yorrand kujutab parabooli (joon. 51), teine sirget; on see para-
bool kord ruudulisele paberile joonistatud, saame kohase sirge
joonistamisel iga ruutvdrrandi lahendused.

Niide 2. Samuti kiisitame vorrandit 2°--px--¢=0 (joon.52).

TS

| Y l z
i S s v

i \ { /j,
Pl

+ot |*0% '+#06 |40-§ [+10 g

fla

Joon. 51.

Mirkus. Tarvitades kdiksuguseid sirgeid ja lugedes nende
fihistippide arvu koveratega (joon., 51 ja 52), saame vastavate
yorrandite (reaal-) juurte arva: 0, 2, ‘

isegi 8 iihte langeda. Ruutvdrrandil on 0 vdi 2, kuup-
vorrandil 1 voi 8 reaalset juurt.

10. Ruutvorrandi nomogramm ). Votame ruutvorrandi
kujus : x24-pr-q=0;

1) nomogramma — seaduskiri, tavakiri,

k 2 ihtelangevat esi-H;.
mesel, 1 ohX' 8 teisel korral. Kolmest viimasest voivad 2 ehk

(j



" tema elementaarsel k#sitamisel kiisitakse: missugused on
tema juured, kui kordajad p ja g on antud arvaud,
néiteks —5, 4-6; —8, +2; 42, —1 jne. Niiiid kiisime: missu-
gused peavad kordajad p ja ¢ olema, et meie
vorrandil antud juur oleks: 41, 42, —8 jne.? Uldi-
selt, et z oleks a?

Joon. 52,

Selleks peavad p ja ¢ rahuldama vorrandit:
a’+-pa-+g=0.
See on esimeseastmeline vdrrand kahe tundmatuga
p ja ¢. Kui me teda pg-tasapinnal kujutame, saame sirge:



i '
igas tema tdpis on w=aq, liihidalt: sellel sirgel on z=a.
Otsime sirged, milledel on z=o0, 41, 4+2,..., —1, —2, jne.;
saame tabeli :

x 2®4-pr+-q=0

0 {| 0°4-0.p+q=0
41 || 1°+1.p+g=0" P+
2 | 282 pfg=0
—1 || (121 phg=0
' —2 | (24— 2) ptg=0

................

Mbotleme endale siia juurde koik teised, mis vastavad murrulis-
~tele ja ruutirratsionaalsetele z-dele. Kujutame igaiihe nendest
sirgetest pg-tasapinnal (joon. 53) ja kirjutame igaiihe
otsa vastava x-va#drtuse. Nonda saame vdrgu sirgeid,
mida nimetatakse ruutvorrandi nomogrammiks. \

Tema abil saame vaevata mone antud ruutvorrandi juured. Olgu
lahendada niiteks vorrand «2--2x—-3=0. Siin on p=-+2, ¢=—3;

] R o 0 R TR 4
% Y LF T
e L1 3 st 4 = S ) P ol W/t
B e i 1" /V ] @
P .// LT 1
23 Papbe b \< \/ 0(
S RSk w ¥ N
_yf ™~ N L/l
5 L
I s ]
& .- X 2 \'\4 ™~ ™~
\‘\\ e Pt \.\\/ I~ N N b
h—ftero ~f—| I I~ ~ N~
%) )
" R e \\\4’/ i =] %'0

Joon. 53.




otsime vastava tipi pg-tasapinnal. Teda Idikavad kaks sirget,
millede mdrkarvud on —8 ja -+1; sellega on otsitavad
juured —3 ja —4-1. :

Oleks antud vorrand olnud %?>4x-48=0, siis leiaksime
pq-tasapinnas tipi p=-+1, ¢=-3 ja nkeksime, et temast mitte
ihtki vorksirget ldbi ei lihe: meie vorrandil ei ole |

v ~reaalseid juuri.

11. Ruutvorrandi juurte arv. Meie sirgete pere mihib

iht koverat (joon. 53), mis pg-tasapinda kaheks osaks jagab:

\v l,;“ q“’ ]
;B 7 N :
] BN yih
] 3
~ TR 6P @
A AN\ 4 -
/ R // 2
\/ N L+ |
—7 S i
\ A N\ ] S i Tild v
X N S
Lk N1 \
=7 ‘
. e/ 1 1/ R & b 5 g
% 4 v N g
: Joon. 54.

iihes on ruutvorgandil z?+4-pz--g=0 kaks (reaalset) juurt,
teises mitte tihtki. Nagu selle vorrandi lahendusest:
Safa

2
ndeme, peab esimeses ’i——q>0, teises sama avaldus <70 olema,
mis ka proovide abil, téppe siin ja seal vottes, kerge on tdestada.
- Koveral, mis neid kaht vilja lahutab, on i

P?

4——q:0:
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temal on meie vorrandil kaks iihesuurust (ithtesattuvat) juurt.
Lahutav kdver on harilik parabool p?=4q.

12. Kuupvorrandi nomogramm. Samuti kui endist, voime
kisitada kuupvdrrandit:

w3 -F-pr+¢=0.
Lahutav k6ver (joon. 54) jaotab pg-tasapinna kaheks osaks:
esimeses on vorrandil kolm (vOrratut) juurt, teises iiks ainus
juur (reaalne): kuupvorrandil on kas iiks voi kolm
(reaal-) juurt.

Ulesanded.

1. Lahendada graafiliselt jirgmised esimeseastmelised
vorrandsiisteemid :

a2y+1=0) 82— y—b5=0] z——2y+8=0}
248y =0 z+2y+8=0] 2z} y-41=0
2. Lahendada graafiliselt vorrandid:
log z—ax+2=0, logx—%x-—?):().
3. Lahendada graafiliselt vorrand:
tan x—0-3z—+1=0.
Kui palju on juuri? Missugused on kaks koige véhemat juurt?
Mirkus. Leida andmed tangenskdvera joonistamiseks graafiliselt.
4. Lahendada graafiliselt vorrandid:
©?—5x-+6=0, x’—38x+2=0, 2>|2r—6=0.
5. Leida graafiliselt vorrandite juured: '
2=0, *2x41=0, >—x-402=0.
6. Katse andis jirgmise rea arvpaare:

H—I—m —1—1-'}-+-2-5]-|-3-4 ~31+8-9[.
”—-—21‘—19‘*16[——11] oo>+16H—4 |

|
Joonistada niihtust valitseva seaduse graafik. Missugune on
koige suurem viga lineaarsel interpoolimisel arvude vahel 45

ja 46372
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7. Katse andis jirgmise rea arvpaare:
u ” —4°0 ‘ —11 ] +20 ‘ +45 | 490 ’
v || 8 ' —17 ’ —07 | 04 l 423 [

Missugusele seadusele allub ndhtus?

8. Katse andis jdrgmise tabeli:

w |4o1|doe| 414l do2| Las| L52| L8] ...
[Hot|foe| +re|+o2| 4o 452 | 78]

v ” —}—O'l‘—|-0'21+0°5|—{—1'0[4—2'1‘—{—3'7'4—6'8)

Missugune seadus valitseb n#éhtust ?

9. Joonistada ruutvorrandi nomogramm, andes z-ile véiir-
tused iga 0°2 tagant.

10. Samasugune iilesanne kuupvorrandi kohta.

11. Ring.

1. Ringi vorrandite kujud. Me niigime (v.5'3), et ringi
vorrand, mille keskkoht on tdpis (a, b) ja raadius », on
(2— a)*+(y—b)*=r>,

ehk, kui keskkoht alguses:
22y =r2

Kui esimeses nendest atame sulud, niieme, et rin'gi
fildine vdorrand on teiseastmeline; temas puudub
liige muutujate korrutisega ja nende ruutude
kordajad on vordsed. .

2. On need tingimused tdidetud, siis kuju-
tab ruutvdrrand ikka ringi. Tdesti, siis on v@imalik
liikmete kogusid x-is ja y-s laiendada kohaselt valitud
suuruste lisamisel tédite ruutudeni.

Niide. 2242y’ —6a-l8yL101—0.
Jagame 2-ga: xg—}—y2—3x+4y+ilzo,
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ehk laiendades: (2°—8a-+)-Hy2+-4y+4)+C — b—)=o,
kust : (@—2)-(y+2P=L1.
See on ring keskkohaga (-|—g , —2) ja raadiusega 1~

Ulesanded.

1. Joonistada ringid: x* i —4x—0 a:2—|—y —4x--6y=0,
>y —2x+3y—~

2. Leida tépi geomeetriline koht, mille kauguste ruutude

summa antud sirgetest
z—38y—11=0 ja 8z-}y—8=0

on kindel arv 183.

3. Leida tiépi geomeetriline koht, ‘millest antud 10ik 2a
paistab nurgas a.
; 4./ Leida rlﬂgl vorrand polaarkoordmaandes kui ring
puutub polaartelge tema alguses ja raadius on a.

5. Lahendada algebraliselt ja graafiliselt v(Srrandsusteemld

apyt=2| a*4y'=3 }
~ —2+y=1f @ -y-1=0

6. Tapp liigub z- ja y-sihis seaduste jirele:

x=1-}-2c0s wt, y=——2-}2sinwt, kus ¢ aega téhendab.
Missuguse kdvera ta joonistab ?

%

12. Ellips.

“ 1. Definitsioon. Ellipsiks!) nimetatakse tépi
geomeetrilist kohta, mille kauguste summa
kahest kindlast tdpist on muutumatu.

Kindlaid tdppe nimetatakse ellipsi tulltappldeks ehk

fookusteks2)
,,,"".‘

1) elleipsis — viljajite, puudus. /
2) focus — tulease, lee. [




2. Elipsi vorrand. Tahistame kindlad tipid F, ja F,.
Nende andmisega on ka nende vahe antud ; nimetame teda 2¢;
olgu muutumata kauguste summa 2a. Valime teljed: z-teljeks
sirge I\ F,, y-teljeks

/?,/?\qa vahe F|F, poolitaja .

9, \ g ristsirge (joon. 55). Tuli-
/ 91 Y tippide koordinaadid
i ) 1 S X on siis F(4c 0) ja
g Brm Fy(—e, 0). Valime el-

9:2" g.‘" lipsil mlpglsuguse tapl
Jook B8 olgu tema t#hiseks P

ja tema koordinaatideks

(2, y). Avaldame nendes seaduse, millele alluvad P ja samuti
koik teised ellipsi téipid,
nimelt : P, P4 F,P=2gq, lihemalt r;4r,=2a.
Meie saame: ry==)(z—-c)*+1?, =V (z+cP+1?,
sellepirast : V (@ —ep+2+V (x+cpP+yP=2a.
Et P mingisugune tipp ellipsil oli, on viimane saadus
ellipsi vorrand.

Anname temale kohasema kuju. Kui juurtest vabane-

miseks iihe nendest paremasse osasse vitame ja mdlemad pooled
ruutu tdstame, saame peale koondamist:

cx+-at=al/ (z-4-c)*+-y>
~ Kui veel kord molemad pooled ruutu tostame ja ﬁkstusega
sarnased liilkmed liidame, saame :

(a*—e?)z - ay2=a2(a2—c?),
- wa
ehk: a—~+a2—cz
See on otsitud vorrand.
3. Ellipsi = vorrandi kanooniline') kuju. Nimetaja
a®*—c* on positiivne. Tdesti, kahe kolmnurga kiilje summa on
kolmandast sunrem : Fy\ P+ F, P> F\Fy, r1+13>>2¢; 2a2>23,

1) kanon — juhtnoor, juhe, norm.
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 siis peab igaiiks nendest !
vihem, ehl™ kui by i

teine nu]l, siis iihega lz(ﬁ
- vordne olema: 22/a®<1, k
oo
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a=c, a?—c2>0. Tihistame selle oluliselt positiivse suuruse 5?%;
siis saame ellipsi vorrandl kujus :
‘ :2+y =1.
Seda kuju nimetatakse kanooniliseks.

4. Ellipsi teljed. Missugune on a ja b geo-
meetriline tihendus?

Leiame 10igud, mis ellips koordinaattelgedel siinnitab.
Abstsissteljel on y=0, sellega 1digud temal: z;=-a, o= —a;
samuti ordinaatteljel: y,=-Fb, y,——b. Koordinaatteljed Ii-
kavad ellipsit’ neljas lagitipis: A4,(-a, 0), ’A.z(——a, 0),
B,(0, +b), By(0, —b). 2a ja 2b on ellipsi teljed; a ja b
tema poolteljed. Suuremat neist kahest nimetatakse suu-
reks, viiksemat viikeseks teljeks. Jérgnevates uurimistes
nimetame, nagu senini, suurt telge 2a, viikest 2.

Suur telg kannab tulitéppe.

5. Ellipsi kuju uurimine. Ilma et meil vihematki

aimu oleks ellipsi kujust, voime tema vOrrandi pohjal

selle iile selgusele jouda.
1) Et ellipsi vorrandi pahempoolses osas mdlemad liikmed
oluliselt positiivsed
ja nende s iiks o, '
J e summa iiks on ﬂ%

I_H=
[P

y?/0* <1 kust saame:

0 [
2°<g?, y’<b%  ehk: /
|z|<a, |y|<b. Sonades: :

koik ellipsi tippide abs-

- tsissid on absoluutselt T”B,,
- viithemad kui a, ordi-

: i Joon. 56.
naadid vihemad kui b;

voivad aga nendega ka vorduda. Teisiti deldes: koik ellipsi
tipid peituvad pustkuhkus mille kiiljed on roobikud
ellipsi telgedega ja viimastega vordsed (joon. 56).

\
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~ 2) Et ellipsi vorrandis liikmed ruudud on, siis rahuldab
teda igaiiks arvpaaridest (z,, —), (—o, Yo) (—gy —o), kui
aga teda rahuldab arvpaar (z, y,). See tihendab, et kui viimane
tipp ellipsil asub, siis ka esimene, teine ja kolmas: ellips
‘on simmeetriline suure telje, viikese telje ja
nende iihistipi suhtes. Viimast tippi nimetatakse selle-|
pérast ellipsi keskkohaks.

8) Kui =0, on y=>b; suureneb z nullist kuni a-ni,
vilheneb 3y b-st kuni nullini; keskkoha imbruses, kus z
viga vale on z?:a*seda enam viike, y ligikaudu vordne b-ga:
ellipskover langeb lagitipist B, alates esiotsa viiga aeglaselt.
Samuti nditame, et ta tépile A4, ldhenemisel kiiresti (jirsku)
langeb. See annab meile ilevaate ellipskdvera jooksust esi-
meses telgpiistkiiliku veerandis. Siimmeetria omaduste tdttu on
meil sellega tema jooks ka teistes kolmes veerandis kies.

6. Ellipsi parameetrilised vorrandid. Need on:

2==a C08 , Y==>b sin u.
Toesti, kui parameetri » elimiinime, saame :
el

7. Ellipsi joonistamine. 1-ne viis: niitkonstrukt-

~sioon. Torkame ellipsi tulitdppidesse noelad, vOtame niidi ja

koidame tema otsad nonda ndelte kiilge, et vaba niidi pikkus

oleks antud 2d4. Kui niiid/ joonistiku niiti modda juhime,

: viimast kdik aeg pin-

Ay £ A, gul hoides, siis saame

r T } ellipsi (joon. 55). Tdesti:

R iga tiku kohal on raa-

diusvektorite summa

vaba niidi plkkus, mis
), vordub 2a-ga.

F 2-ne viis. Vo-

tame pikkuse 4,4,=2a

(joon. 57) ja sellel mdne

tépi 4 otsade 4, ja 4,

Joon. 57. vahel;  joonistame

¥
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iihest tulitiipist, nditeks F, raadiusega 4,4 ringi, samuti teisest
F, ringi raadiusega A4,. Molematel ringidel on kaks iihist tippi
P, ja P,; viimased on meie ellipsil. Tdesti: F)P4-FoP =
—A, A+ AA4,=2a, sellega on P; ellipsil, samuti P, Tehes
sama konstruktsiooni téippidest Fj ja F saame veel ka.ks ellipsi
tippi. Muudame A kohta Idigul S
A, Ay, saame 4 uut ellipsi tippi;
seda tehet kordleme, kuni saa-
dud tdppide arv piisavaks saab
ellipsi joonistamiseks.

8-as viis: ellipsi
joonistamine telgrin-
gide abil. Joonistame ellipsi
telgedel 2a ja 2b kui diameet-
ritel 2 ringi (joon. 58) ja tdm-
bame keskkohast mone kiire.
Olgu tema nurk z-teljega u ja
tema {ihistdpid telgringidega
P, ja P,; esimesest tdmbame
sirge, mis z-teljega, teisest, mis y-teljega risti; nende sirgete

uhlstapp P on ellipsil. Toesti: selle koordinaadid on:

Joon. 58.

=0, C0S U, y—-bcos( —u)=bsinwu.

Muutes voetud kiire sihti, voime kui palju tahes ellipsi tippe saada.

8. Ellipsi tulitiippide konstruimine telgedest. Ellipsi
kanoonilises vorrandis oli »*=a’—¢2; tihendab, ¢ on kaatet tais-
nurkses kolmnurgas, mille hiipotenuus on a, teine kaatet b.
Et tulitippe saada, joonistame viikese telje
otsast kui keskkohast raadiusega q ringi. Vii-
mane lpikab suurt telge otsitud tulitdppides
F, ja F,.

9. Ellipsi raadiusvektori leidmine. On antdd mone
ellipsi téipi abstsiss ; leida tdppi tdmmatud raadlus-
vektorite pikkused. Meil oli:

6
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ref=(z+0)* +1,

r=(a—o+,
siit on 72— 2=4cx, mis koos vdrdusega 7,4r,=2a annab
rz—r,=2§x, Lahendades viimast kaht avaldust »; ja r, suhtes

: " c
saame : n=a—_x, r2=a+goc

’ Pk ¢ RS
ehk, kui o tdhistame e-ga: r—a—ex, ry—a+-ex.

10. Ellipsi ekstsentrisus!). Nii nimetatakse arvu e=2,
a?—

e E e ey i
ehk, et ¢=) a*—0?, arvu e=K g, 5t )/ a®>—b®<a on, siis on

ellipsi ekstsentrisus vihem kui 1. :

See murd e nditab, missugune osa suurest pool-
teljest on fookuse kaugus keskkohast: c¢=e.a.

Juhusel b=a saab ellips ringiks, e saab nulliks, samuti e.
Ringi ekstsentrisus on null, tema fookused langevad
iihte keskkohaga.

Jitame ¢ muutumatuks; suurendame e nullist iiheni; selle juu-
res kasvab ¢ nullist a-ni ja viheneb b=]/ a>—¢* a-st kuni nullini:
fookused rindavad vastassihtides suurt telge modida, ellips muu-
tub ikka kitsamaks ja koduneb piiris (e=1) suureks teljeks 2a.

11. Ellipsi juhtjoon.
Asetame suurt telge kand-

’-gT ﬂﬂa vale sirgele pikkuse 0D=§
(joon. 59), mis on suurem
a-st (e<Cl), ja tombame saa-

— > dud tdpis D piistjoone. Seda

9 T X 0 T yiimast nimetatakse ellipsi
. juhtjooneks. Votame te-

doon. 59. male ldhema tulitipi # ja

vordleme mingi vabalt vdetud
ellipsi tdpi P kangusi sellest ja juhtjoonest: PF ja P@. Esi-
mene on meil juba teada: PF=aw=cz; teise saame joonisest:

1) ekstsentrisus — kesklahksus.
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PG=0D—0X="—2=""%
sellepirast : i o e A T /

Et P mis tipp tahes ellipsil oli, siis saame ellipsi téhtsa
omaduse: tema tipi kauguste suhe kindla tépini
ja kindla sirgeni on muutumata arv, vihem kui
iiks. Kindel tipp ja sirge on ellipsi tulitipp ja tema juhtjoon.

Viimast ellipsi omadust vdib tema definitsiooniks
votta. Ta selgitab ka ekstsentrisuse geomeetrilist
tdhendust.

12. Ellipsi juhtjoone konstruimine. Selle sirge kaugus
algusest oli 0D=g=a : %=gcf. Siit jargneb, et OD:a=a.c,
tdhendab, @ on keskmine vor-
deline ¢ ja otsitava kauguse OD
vahel. Kui meelde tuletame tiis-
nurkse kolmnurga kdrguse oma-
dust, saame jirgmise votte ellipsi
juhtjoone konstruimiseks: joo- o F P
nistame suure telgringi
(joon. 60), votame tulitipis
piistjoone FQ selle rin-
gini ja tombame saadud Joon. 60.
tdpis ringi puutuja; vii-
mane 10ikab suure telje pikendust tipis D; selles
tapis tommatud pistsirge on ndutud juhtjoon.

Mirkus. JllhtJOOIll on kaks: nad on stimmeetrilised vithema
telje suhtes.

£

Ulesanded.

1. Leida ellipsi vorrand, mille tulitipid on (0, 0) ja
(42, 0) ja mille suur telg on 6. »
2. ‘Joonistada ellipsid:

@2 g2 a? |y i
igto=l 7TH—b ¢
tarvitades koiki kolme konstruimismetoodi.
6*
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3. Joonistada viimaste ellipsite tulitipid ja juhtjooned ja
leida nende ekstsentrisused. ’

4. Maakera telgldige on ellips, mille suur telg (ekvaator-
raadius) on 6378253 m ja viike (polaarraadius) on 6356521 m.
Leida tema ekstsentrisus. Missugune on tema fookusvahe ?
Joonistada see ellips ja tema suur telgring, kujutades 100 kilo-
meetrit 1 millimeetrina.

5. Maakera poorleb timber piikese ellipsis, mille suur telg
on 14865.10° km ja ekstsentrisus 0'01677. Leida viike telg,
fokaal- ja telgede vahe. Joonistada selle ellipsi ja tema suure
telgringi ligikaudne kuju, vittes a=10 cm, e=002.

6. Kuidas suhtuvad soojushulgad, mis maakera piikeselt
saab kohtades, kus maakera piikeselt kdige kaugemal ja temale
koige lihemal on? Avaldada
see suhe maakera orbiidi eks-
tsentrisuses,mis ligikaudu 0:02.

7.* Perioodiliste komee-
tide hulgast, mis enam kui
iikskord néhtud; on kdige
lihem tiirlemisaeg  Encke
komeedil (33 a.), koige pikem
Halley komeedil (763 a.).

Joom. 61 Esimese orbiidi suurtelg on

44, teise oma 359 maakera

keskmist kaugust piikesest; nende vastavad ekstsentrisused on

0'85 ja 0°97. Joonistada nende ja maakera orbiitide kujud,
kujutades maakera keskmist kaugust ithe cm-na.

8. Leida ellipsi vdrrand, mille tulitipiks on (0, 0), juht-
Jooneks sirge: 3z--4y+412=0 ja ekstsentrisuseks %

9. Kahes ristiseisvas lauas (joon. 61) on keskjoonte sihis
villjaloiked tehtud. Kolmas liigub nonda, et kaks tema naela
_ A4 ja B nimetatud viljaldigetes liuguvad. Missuguse kovera
joonistab tikk P, mis liikuvat lauda osadeks a ja b jagab?
Mérkus: Parameetriks votta iiks muutuvatest nurkadest.




13.  Hiiperbool.

1. Definitsioon. Hiperbooliks!) nimetatakse
tipi geomeetrilist kohta, mille kauguste
vahe kahest kindlast tdpist on muutumata arv,

Kindlaid téppe nimetatakse hiiperbooli tulitéppideks.
ehk fookusteks.

2. Hiiperbooli vorrand. Tarvitades kindlate téppide ja
nende vahe jaoks samu tihiseid nagu ellipsigi korral, nimetades
konstantset kauguste vahet 2a ja toimetades nagu enne (v.12°2),

saame hiiperbooli vorrandi :
oA Ak R 1
@ f—a
3. Selle vorrandi kanooniline kuju. Viimane nimetaja
¢>—a® on oluliselt posi-
tiivne  suurus.  Toesti, g
kahe kolmnurga Kkilje \XE ¥
vahe on viihem kolmandast,
2a<"2¢, a<le, —a?>0. i3S -
Me voime seda vahet selle-

pirast tdhistada %%, ja f&
kirjutada hiiperbooli vor-

randi kujus:
2 g2
a2 BT

it

,\,
ha
TE A
=
4
-

At tee g tigeersay

Joon. 62.
1

4. Hiperbooli teljed. Loigud, mis hiiperbool telgedel
siinnitab, on: = a, =4b: hiiperbool ldikab xz-telje téppides
A(+a, 0) ja Ay(—a, 0) (joon. 62); y-telge ta ei 1dika: 1dike-
tipi ordinaat on imaginaarne. Tépid 4, ja A4, on hiiper-
booli lagitipid; 4,4, — tema reaaltelg, BB, Kkus
By(0, +b), By(0, —b) on, — imaginaartelg. .

Tulitipid asuvad reaaltelgel. :

1) hyperbole — liig kaugele viskamine, liialdus. i



5. Hiiperbooli kuju wurimine. Kui hiiperbooli vdrran-
dist avaldame y, saame
y:i%Vx?—a". ‘

1) - Et y reaalne oleks, on tarvis, et juurealune avaldus
x2®*—a? oleks >0, |z|>a. Sonades: koik hiiperbooli tippide
abstsissid on absoluutselt suuremad a-st ekk vdrdsed sellega.
Kui téppides 4, ja A, tombame piistjooned, néieme, et nende
vahel ei leidu ihtki hiiperbooli tédppi (joon. 62).

2) Igale z-ile, mis absoluutselt ~>a, vastab kaks y-d, mis
suuruse. poolest vordsed, kuid milledel vastasmiirgid: hiiper-
bool on siimmeetriline z-telje suhtes.

8) On kerge niiidata, et ta siimmeetriline on y-telje ja
ka alguse suhtes. !

4) Kasvab z a-st 10pmatuseni, siis kasvab y nullist 1opma-
tuseni: hiiperbool on lahtine kdver.

5) Hiiperbooli asiimptoodid'). Vaatleme ainult seda osa
hiiperbooli téippe, mis esimeses xy-tasapinna veerandis asetsevad.

Nende ordinaat y= +—%Vx7—:?. Vordleme seda sirge Y=zag

ordinaadiga (joon. 62). Et z®—a2<a? [V 2®—a?|<|x| on, siis
on y< Y. Meeles pidades, et hiiperbool stimmeetriline on - ja

y-telje suhtes, voime delda, et valjaspool nurka, mille
siinnitavad kiired Y=:thc, ei leidu hiperbooli
tappe. ; ’ ‘

6) Jagame ordinaadid ¥ ja y teineteisega: V:y=w:} a*—a?;
see suhe on vordne 1:]/1—(‘;)2.- :

Kui = kagvab, viiheneb a/x, suureneb 1——7-(;:)2 ja juur temast,
jirjelikult vdheneb Y/y ja saab piiris, «-i lopmatul kasvamisel
vordseks ithega. SOnades: Abstsissi kasvamisega
lihenevad hiiperbooli tapid piirita sirgele

1) asymptotos -— mitte iihtelangev.
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Y:—_!—._%x. Viimaseid kaht sirget nimetatakse hiiperbooli asiimp-
tootideks.

6. Hiiperbooli joonistamine. Olgu antud hiiperhooli
tulitépid /' ja F, ja muutumata hiiperbooli tépi kauguste vahe
nendest 2a=4,4,. Votame loigu A4, A, pikendusel tipi 4 ja
joonistame fookustest F, ja F, kui keskkohtadest ringid raadius-
tega 4,4 ja Ay,A (joon. 63). Need kaks i‘ingi 1dikuvad kahes
tdpis P; ja P,. Viimased on hiiperboolil. Toesti, tipis P; on:

F\P—F,P =4 A—A4,A=4,4,—2a, samuti tipis P,.
Tehes sama joonist veel kord tippidest F, ja F,, saame veel
kaks hiiperbooli tippi. Andes tépile 4 uue koha, saame endist

Y Y » PR %
Joon. 63.

viisi veel 4 hiiperbooli tidppi. Selle operatsiooni kordlemine
annab meile kiillase arvu tédppe hiiperbooli joonistamiseks.

Mirkus. Tippide iihendamist kergendavad palju hiiper-
booli teljed ja asiimptoodid. Nendest sirgetest tuleks joonista-
mine alata.

7. Hiiperbooli tulitiippide konstruimine. Meil oli
c>—a*=0% sellepirast ¢’=a®4-0%; tihendab, ¢ on tiisnurkse
kolmnurga - hiipotenuus, mille kaatetiteks on & ja 5. Sellest
jirgneb undutud konstruktsioon: iihendame telgede otsad ja ase-
tame saadud 1digu fokaalteljele, algusest alates paremale ja
pahemale poole. Ldigu 1dpud on otsitud tulitipid.
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8. Hiiperbooli raadiusvektorid. Samuti nagu ellipsigi
korral vdime arvutada raadlusvektoreld mis viivad téppi antud
abstsissiga z. Saame:

ri=er—a, ry=—ex—|a.

9. Hiiperbooli ekstsentrisus. Tihel e, n. n. hiiperbooli

¥ ]
ekstsentrisusel, on Iihtne ti#hendus: e=§—-Va T Tema on

a
suurem kui iks. ;
Fookuse kaugus algusest on ea.

10. Hiiperbooli juhtjoon. Votame hiiperbooli fokaal-
teljel tipi D kaugusesOD:% algusest. Et e™>1 on, siis on
OD<a: D on O ja A wahel (joon. 64). Tombame tépis D
piistjoone; olgu F tema lihem fookus. Olgu P mingi hiiper-
booli tipp; PF=ex—a; PG = tipi kaugus saadud piistjoonest on

0X—OD=x—% =,
Sellepiirast : Pl PG=e:
Sonades: hiiperbooli tidpi kauguste suhe

kindlast tdpist ja kindlast sirgest on muu-
tumata arv, suurem KkKui

Y g P iiks. See annab meile lihtsa

§ ekstsentrisuse geomeetrilise

tahenduse. Viimast hiiperbooli

0 q| ¢ g i " omadust voib votta tema defi-
nitsiooniks.

Kindel tdpp ja sirge on
Joon. 64. hiiperbooli fookus ja juht-
joon.

11. Hiiperbooli juhtjoone konstruimine. Juhtjoone kau-
a2

gus algusest on 0D=%=;, tihendab, OD:a=a:c, sOnades:

a on keskmine vordeline OD ja ¢ vahel. Kui meelde tuletame
tiisnurkse kolmnurga korguse omadust, saame jirgmise juhise
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hiiperbooli juhtjoone leidmiseks (joon. 65): asetame imaginaar-
teljele pikkuse OL=aq, ithendame selle 1opu L tulitdpiga F,
tombame sirge LD, | FL;

tema loikab suurt telge ti- %
pis D,  Asetame pikkuse :
0D=0D, suurele teljele, al-

gusest alates. Juhtjoon on 2, o) ) b({ x

tipis D Tisti suure teljega. 1 & ;

Teine juhtjoon on siimmeet-

riline endisega y-telje suh- ;

tes; tema loikab suurt telge B o

tipis D,. Joon. 65,
Ulesanded. ¥

1. Leida hiiperbooli vdrrand, mille fookused on tippides
(0, 0) ja (—4, —3) ja mille suur telg on 4. 6”;”‘&2’""\»

Y,

o

2. Joonistada hiiperboolid : Bm heca \\
' 2 P 2 P @R g2 (
5 Wi T e e e ""'V‘»””*i’vis

A 3. Leida viimase hiiperbooli fookused, ! stSéﬂfﬁsﬁsrmq /
- tema juhtjooned. /

4. Hiiperbooli tulitiipp on (0, 0); tema JuhtJO

42-+5y—20=0; ekstsentrisus % Leida hfiperbooli vorrand.

5. Missuguse kovera
& kujutavad vorrandid:
% rx=a.secu, y=>b.tanwu?
Jireldada nendest vorrandi-
test hiiperbooli konstruimise

< \g viis kahe kontsentrilise ringi
abil, mille raadiused a ja
Joon. 66. b (vaata 127, 3-as viis):

b. Kepp 0@ vdib povrelda oma otsa O itimber (joon. 66).
Tema 10ppu @ on niit kinnitatud, mille pikkus < OQ-st on.
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See niit jookseb keppi mdtda tiku P-ni, kust tema tappi F
pt‘)ﬁrdub: millesse tema teine ots on seotud. Missuguse kovera
Jjoonistab tikk kepi poorlemisel ?

14. Parabool.

1. Juba ennemini (v.5'1) andsime parabooli definitsiooni.
Teda teisiti formuulides saame: parabooli tdpi kauguste
suhe kindla tdpi ja kindla sirgeni on muutumata
arv, nimelt iiks. See on siis parabooli ekstsentrisus.
2. Valides kohaselt telje, saime (v.5°4) parabooli vorrandi :
yP=2pa. .
3. Parabooli kuju uurimine. 1) Et pahemal pool olu-
liselt positiivne suurus seisab, siis peab ka parem pool >0

»

. o x
240
b 3 : .

%

Joon. 67, : Joon. 68.

Baad

olema; sellega peab, kui p>>0, 2>>0 olema: kdik parabooli
tipid asuvad paremal pool y-telge (joon. 67).
2) Kui y avaldame, saame: y=-)/2pz: igale a-le vastab

kaks y-d, mis ainult mirgi suhtes teineteisest erinevad. Para- |

bool on siimmeetriline z-telje suhtes. Seda sirget
nimetatakse tema ,teljeks“. Telgkoordinaat esinéb
parabooli vorrandis esimeses astmes.

3) Koordinaatide algus on parabooli lagitidpp. Meie tel-
gede valikul on y-telg parabooli puutuja selles tipis (joon. 68).




4) Suureneb abstsiss 1opmata, léheb ka y ldpmatusse: pa-
rabool on lahtine kdver.

4. Parabooli joonistamine. Parabooli vorrandist saame:
2p:y=y:z; tihendab, ¥ on keskmine vordeline z-i ja 2p vahel.
Kui meelde tuletame, kuidas ringi ldbimdotu jagab osadeks
temaga risti olev sirge, saame jirgmise juhise parabooli joonis-
tamiseks (joon. 68): joonistame parabooli telje ja puutuja tema
lagitipis; asetame teljele, sellest tiépist pahemale poole pikkuse
2p; selle 16pust votame telje sihis 16igu ~>2p ja konstruime
sellel, kui diameetril, ringi. Selle viimase fihistéppidest telge-
dega tombame sirged, mis nende joontega risti. Viimaste sirgete
loiket#ipid on paraboolil. Muutes voetud 16igu pikkust saame
konstruktsiooni kordlemisel niipalju tippe, kui parabooli joonis-
tamiseks tarvis.

5. Parabooli parameeter oli tulitipi kaugus juhtjoonest.
Kui tulitdpis parabooli ordinaadi votame, ndeme, et viimane on
vordne nimetatud kaugusega: parabooli parameeter on
tulitdppordinaat.

lesanded.

* 1.. Leida parabooli vorrand, mille tulitipp on (0, 0) ja
juhtjoon: a-y-4-5=0. ¢
2. Joonistada para-
boolid : =4z, y>4-2x=0,
x°—-4y=0.

8. Tdisnurkne kolm-
nurk liugub tithe oma kaate-
tiga joonlauda modda (joon.
69). Selle vastastippu S on
niit koidetud, * mis teise
kaateti sihis joonistikuni J
Jjookseb ja sealt, i{imber Joon. 69.
viimase, kindlasse tippi F
viib, millesse tema 1opp on seotud. Niidi pikkus vordub selle kaateti




pikkusega. Missuguse kdvera joonistab tikk kolmnurga liugu-
misel joonlauda mooda ?

4. Antud on parabool y?=2pz. Tiisnurk tipuga parabooli
lagitdpis poorleb selle @imber. Tema killgede iihistipid para-
booliga on kddlu abil ithendatud.. Leida viimase poolitamistipi
geomeetriline koht. :

5. Keha, mis rohtsihis paisatakse Lnrusega ¢, liigub raskuse

98 ,

mdju tottu koverat mooda: y_-%- 2% kui a-siht on algus-

kiiruse oma, y-telg on piisti alla sihitud ja mdctudeks on m
ja sec. Joonistada tipi trajektoor'), kui e=1'55.

: 15. Ellipsi, hiipersooli ja parabooli iihine
v vorrand polaarkoordinaatides.

1. Ellipsi ja hiiperbooli parameeter. Samuti kui para-
booli korral, nimetatakse ka ellipsis ja hiiperboolis fookus-
ordinaati parameetriks. Arvutamisel leiame ellipsi ja
hiiperbooli lahendatud vorranditest :

y=, ]/az —a2? ja Y= Vx~-a2
kui positiivsed harud votame, tipis x=c ordinaadi
b2

P

“9. Meie kolme kovera ithine vorrand. Koiki neid kolme
koverat voib, nagu négime, defiinida, kui tépi geomeet-
rilist kohta, mille kauguste suhe antud tépist
@ Jja antud sirgest on
muutumata. See suhe on
kovera ekstsentrisus;
ellipsis on tema <1, hiiper-
boolis 1, paraboolis =1-ga.
Nimetatud vorrandi saa-
miseks vatame  (joon. 70)
s Jaon 10, polaarteljeks sirge, mis fooku-

1) trajicere — {ile viskama, siirama. : ‘
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sest risti juhtjoonega tommatud; tema sihiks sihi fookusest
juhtjoonele; sellega loeme polaarrzrrka sihis, milles kellanditaja
liigub. Olgu @ fookusordinaadi 16pp, QD tema kaugus juht-
joonest; olgu F moni tipp koveral, (o, 9) tema polaarkoordi-
naadid, PF' tema kaugus fookusest, PG — juhtjoonest. Siis on
meie kolme koverd iihise definitsiooni pohjal: PF': PG=e, Kust
PF=e¢.PG. Kui tapist P ristjoone polaarteljega tdmbame, saame
PA=QD+FN; niiid on aga
QD=QF :e="~ FN=p cos (m—9)= —p 089,

e b
sellega Png——g €08
-~ ehk PF=¢=c¢. PG=p—pe cos I,
kust 3 Q=Y:*— 61(’,08 3-

See vyorrand kujutab ellipsi, kui e<1, parabooli,
kni e=1, hiperbeoli,/ kni e>>1"0n.

Mirkus. See vorrand on iiheks tihtsamaks analiiiitilise
geomeetria rakendustes: koikide kehade orbiididl),
mis liiguvad kauguse ruuduga podrdvordeliste
joudude sunnil (raskus, elektrilised joud, magnetilised
joud, valguse rohumine valgustaiud keha peale jne.), on kas
ellipsid, paraboolid voi hiiperboolid. Niiteks liigu-

- vad planeedid limber piiikese ellipsites, komeedid ellipsites, para-

boolides voi hiiperboolides. Ko6ik need orbiidid on edus-
tatud leitud vorrandis.

16. Koonusloiked.

1. Alamal nditame, et kdik kolm koverat: ellips,
hiiperbool ja parabool gn pistkoonuse 1diked
tasapinnaga.

Piistkoonuse moodustajatest oletame, et nemad koonuse
tipust on l1opmata pikendatud mdolemale poole; koonus seisab ;
siis koos kahest kattest, mis tema tipus kokku puutuvad.

1) orbita — ringjooks, kiigutee,

o
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R,
Loikame seda koonust mingi tasapinnaga sz. Selle juures
voib kolm juhust olla: 1) tasapind = Ioikab ainult iht
koonuse katet, 2) ta ldoikab molemaid, 8) ta on
ro6bik iihe koonuse moodustajaga (joon. 71).

2. Esimene juhus. Olgu (joon. 72) koonuse telg
0,0, joonise tasapinnas, g, ja g, kaks tema moodustajat ja sirge
DD, ldikaja tasapinna = jilg
selles. Tasapind = loikab koo-
nuse katte kaheks osaks; kujun-
dame igaiihte nendest kera,
mis puutub ldikavat tasapinda.
Saadud kaks kera puutuvad koo-
nust kaht ringi modda C\ B
ja Cy,B, ja loiketasapinda tip-
pides I ja K.

Votame uuritaval koonus-
15ikel mingi tipi; olgu tema
tihiseks P ; tthendame tema tdp-
pidega F, ja F, Et sirged
PF, ja PF, kerade puute-tasa-
pinnas asuvad ja kerade téppi-
desse F', ja F, on tdmmatud,
siis puutuvad nad kerasid ; samuti
puutub neid koonuse moodus-’
taja, mis tippi P loikab. Kera
puutujad, .mis vélistépist tom-
matud, on vordsed. Sellepirast:

PR\ +PFj=PQ+PGy=0GGy;
see on koonuse moodustaja 10ik kahe paralleeli vahel C,B,
ja OyB,. Ta on konstantne. Et P mis tipp tahes
saadud koonusldikel oli, siis on resultaat maksev iga selle
tdpi kohta: koonusldike tipi kauguste summa kahest kind-
last tipist ou konstantne. Koonusldige on ellips. Selle
tulitdpid on Fy ja F,. '

Joon. 71.




\
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8. Teine juhus. Tehes joonise nagu ennegi, selle
ainsa vahega, et niiid tasapind 7 mdlemaid koonuse katteid
16ikab, saame analoogiliselt endisega (joon. 73):

PF\—PF,=PG;— PGy= @, G,— konst.
Et P mis tipp tahes uuritaval koonusloikel on, siis on saadus
maksev iga selle tipi kohta: selle 16iketiipi kauguste vahe

Joon. 72,

kahest kindlast tiipist on konstantne. Koonusléige on
hiiperbool. F, ja F, on tema fookused. :

4. Kolmas juhus. Sel korral, kui loikaja tasapind
on r6obik ithe moodustajaga, tuleb vithe teisiti arutada.
Kujuudam'e, nagu ennegi, iraldigatud Koonuse osasse (joon. 74)



" kera; olgu F' tema puutetéipp tasapinnaga = ja puutugu tema
koonuse pinda ringis CB. Nimetame selle ringi tasapinna s,

i
[
t
1
\
Y
v

B e ok o

PR
. &
X .

Joon, 73,

iihissirge tasapinnaga = d-ks. Kui 7z, nénda ka =, on risti
joonistasapinnaga ; sellepiirast on ka nende iihissirge d risti sellega.
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Olgu P mingi tiipp meie koonusldikel. Joonisest saame lause
pohjal, et roobikud loigud roobikute sirgete vahel vordsed on,
jérgmise rea vordusi: PE=QD; QD=LB; viimane 16ik =P@,
Jjarjelikult on PE=PG. Et vilistipist kerale tommatud puutujad
vordsed on, siis on PG=PF, sellepirast PE=PF. Pon mis
tipp tahes uuritaval koonusloikel; saadus on sellepiirast

Joon. 74.

maksev iga tema tipi kohta: selle l6ike tipi kaugused
kindla tépi ja kindla sirgeni on vordsed. Koonusldoige
on parabool. F ja d on tema tulitipp ja juhtjoon.

Joon. 75 kujutab molemaid koonuse osasid, niitledeks teda

tasapind = 16ikab. Y & ‘ \%\
f' iotrene, \\



Mirkus.

u8

Ka ellipsi ja hiiperbooii korral v&ib toestada,

et loikaja tasapinna iihissirged kerade puuteringide tdbapmdadega
on nende koonusloigete juhtjooned.

1. Definitsioonid.

7

Joon. 75.

179. Puutujad.

NDSD

Joon. 76.

1) Kovera 16ikajaks APR

nimetatakse sirget, mis kaht-
kovera tiappi P, ja P, tithen-
dab (mitte 16iku 7, 7,!) (joon. 76).

2) Kévera puutujaks
tema tipis Fynimetatakse
piirsirget, millele liheneb
kovera l0ikaja PP, kui
tema teine 1diketipp 2
kdveraga ldiheneb 1dp-
mata esimesele /7 (joon. 76).
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2. Puntuja vorrand. Olgu kovera vorrand y=f(z) ja
tippide 7, ja P, koordinaadid (zo,ys) ja (21, y,); siis on 13i-
kaja Py P, vorrand (v.5'5):

Lt e e &

h—Y &—%
~ ehk teisiti: Y—yYo=" O\ 7,).
@, —x,

Laseme niitid tépil 7, 10pmata léheneda tipile 7, mirkides :
P,—P,, siis liheneb z; 1opmata zy-le: z,— x,, samuti 1, y,.
Meie niditame alamal, et suhe

Yi=¥%

&y — &,
laheneb selle juures kindlale arvule; seda arvu
nimetatakse funktsiooni y=f(z) tuletiseks tapis 7 ja
téhistatakse siimboliga y,". Nonda siis omab piiris, kui téipp 7~
téipile 7, 1opmata liheneb, 1dikaja vorrand kuju:

Y—Yo="Yo (2—2%).

PuutuJa definitsiooni pdhjal on see tema vdrrand.

3. Tuletise definitsioon ja tema geomeetriline tihendus.
Arvud 2—z,, y;—1y, on rippumata muutuja z ja funktsiooni y
kasvud tipis /. Nende suhe y—y,/z;—z, on 135i-
kaja tous (v.75).

Piiri, millele liheneb funktsiooni ja rip-
pumata muutuja kasvude suhe, kui viimased
~l10pmata vihenevad, nimetatakse funktsiooni
tuletiseks.

Tuletis funktsioonist y=f(x) tipis F, maf-
rab vastava kdvera puutuja tdusu: tuletis
tipis P on tangens nurgast, mille kdvera puu-
tuja tdpis P, stinnitab positiivse z-sihiga.

4. Niiited tuletise leidmisest. Eelmirkus. Jirgnevates
arvutamistes jétame meie Kkindla arvpaari (z,, y,==f(z,)) eriti
tédhistamise O-miirgikese abil dra.

1) Olgu y==cx; olgu x moéni selle xz-muutwja vidrtus,
(tema vastaks endisele z,) ja cx temale vastav funktsiooni

7!0
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viidrtus; lisame rippumata muutuja viirtusele kasvu %; uuele
r.m.-viiirtusele z--h vastab uus funktsiooni viirtus c(z-+-h).
Funktsiooni kasv, mis z-kasvule % vastab, on ¢(z—+h)—cx=ch;
kasvude suhe ch:h=c on kindel arv, sellega ka kasvude suhte |
piir kasvu A 1dpmatul ldhenemisel nullile. Otsitav tuletis on ec.

-Ka geomeetriliselt on see otsekohe niha: y=cx kujutab
sirget ; selle tous on ec.

Sama mottek#iku tarvitame ka Jargnevate
niidete kisitamisel i

2) y=—c-' lisame z-le kasvu %; r.m. uus viirtus on z-{-h,

vastav uus funktsiooni véértus - +h’ sellega temar kasv :
WA Tl
x+h  x x(@th)
¢ Y

ja selle piir, kui A—0, — =

—c
Kasvude suhe on by
8) y2=2px, y=-) 2pxz. Votame selle funktsiooni pdsi-
tiivse haru. Kasvude suhe on siin: -
Vep(ath)—Vope__  2p(ath)--2px 2p
: WY 2V 2pa) Y 2p<w+h)+V 2par

Otsitud tuletis on selle piir, kui 2—0, sellega

Viﬁ' Nega-
tiivse haru korral oleks saadud avalduse ees mirk —; selle-
pirast on mdlematel kordadel otsitud tuletis —{—Z.

a2 2 b SR
4) =L y=-+,V @—* Kasvude suhe on

A g s el ;
+;(V a=(@+hE—V a?—w2)___+ b —(2-+h) y
T h TG —V‘aﬁ_(m+h)2+"/a2_.w2

Piiris, kui h—0, saame:

+a Vﬁﬁ, sellega ikka, haru peale
vaatamata, tuletise
' I i

a? y

N
N
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5) Samuti saaksime vorrandi korral :;-%;:1 tuletise
® e
a2 y
5. Puutuja vorrandi leidmine. Andmeteks on kdvera
vorrand ja puutumistiipi abstsiss. Uldise eeskirja jirele
tuleb selle téapi ordinaat leida, kdverat médra-
vast funktsioonist tuletis votta, viimane arvu-
tada puutumistépis ja saadused asetada ildisse
puutuja vorrandisse:
Y—Yo=Yo (2—)
Erivotete abil on mdnikord vdimalik arvutamisi lihendada.
Niide. Leida piisthiperbooli 2ay=a® puutuja.
vorrand tédpis, mille abstsiss on x,. )

Selle tipi ordinaat on y0=2a—;6, tuletis temas on —:—2
(v.17°4,2), jarjelikult puutuja vorrand:
Y—Yo=—p(#—20),
~ ehk: Loy YT =22 oYo- :
(zos o) on puutumistipp; ta asub kdveral; tema koordinaadid
peavad viimase vorrandit rahuldama:
2z0Yo=0a*.

Sellepiirast: xoy-+yor=a>
See on noutud: vorrand.

6. Ringi puutuja. Leida ringi «*}fy*=? puutuja
tdpis, mille abstsiss on =,

Tuletis selles tépis on —;2’ sellepérast puutuja vorrand:

Y— o= 0—2y),
0

kust wxo+YYo=20"+Yo"
saame. Kt tipp (wo,y,) ringil asetseb, siis rahuldavad tema
koordinaadid selle vorrandit:
Xy yot=1%,
Jjérjelikult on zZo+yYyo=r>=.
See on otsitud ringi puutuja vorrand,
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Seletatud mottekidik on eeskujuks k61g11e
jargnevatele puutujate otsimistele.

7. Miérkus. Kui vordleme kdverate vorrandeid :
2xy=a? ja x’4iP=r’
nendele vastavate puutujate vorranditega:
Toytrye=a®, xxetyyo=r>
leiame jérgmise juhise puutuja vorrandi kirjutamiseks: kdvera
vorrand tuleb muutujate astmenditajateta ja
kordajateta kirjutada: ‘
ry-tay=a®, zztyy=r

jaigas liikmes ihele muutujatest puutumistépi .
nditaja (nullike) juurde kirjutada. \

Sama seadus maksab, nagu pirast ndieme, ka parabooli,
ellipsi ja hiiperbooli puutujate vdrrandite kohta.

8. Parabooli puutuja. Parabooli vorrand on: ¢*=2px;
tuletis puutumistipis on p:y,; sellepirast on puutuja vorrand:

y—yo:-i (x—x,),

¥

ehk YYo=pT—Dpxo+Yo>,

ehk, et (x,, 1,) puutumistipina kdveral asub ja sellepiirast
on Yo —=2p%p,

1oplikult Yyo=p(x+x,).

9. Parabooli puutuja loiketipp teljega. Selles tiipis 7'
on y==0, sellega

y/ q: ZXt= —%g |

sonades: nimetatud 13i-

/\ s x ketapi gbs"tsllss on

N e f > puutumistdpi abs-

X 0 X, tsiss vastasmirgiga
(joon. 77).

Joon. 77. Joonisest 78 leiame:

TF=T0+0F=x+%
P, F=P,G=D040Xy="2+x,
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Vorreldes neid avaldusi saame jargmise parabooli puutuja
omaduse: fookuse kaugused puutetédpist ja puu-
tuja fihistdpist teljega on vdrdsed.

10. Parabooli puutuja joonistamine. 1) On teada para-
booli telg, lagi- ja phutetiipp, siis tarvitame puutuja abstsiss-
omadust: projektime P
teljele ja kanname~ saadud
projektsiooni kauguse algu-
sest telje pikendusele. Saa-
dud tdpi ithendame puute-
tédpiga (joon. 77).

2) On teada para- A ‘
booli telg, fookus ja puute- ! el
tipp, tarvitame fookus- e
omadust: joonistame tulitipist ringi raadiusega, mis vordne
kaugusega tulitdpist puutetéipini, ja ihendame viimasega ringi ja
telje thistiapi (joon. 78). :

11, Jiirg parabooli puutuja omadusi. 1) Et kolmnurk
(joon. 78) TFP, on vordhaarne,

siis on AFP T = FIF:
ithiselt vordusega A BT =2XTFP.G
annab see: A FRT=2GFE,T.
Sonades: parabooli puutuja poolitab nurka, mille
[ i — stinnitavad sihid
puutetéapist foo-
/Fﬂliﬂ'/ !(usse ja juht-
II\” joonele.
i - 2)  Pikendame
/ \\\\\\_\ }')QG telje sihis;
/ siis on
gl
\RA 8P, U=2{TP,F;
e e el “tuleb kiir telje
Joon. 79. sihis paraboolile,

siis peegeldub tema sellest tulitdppi. Kt see iga
kiire kohta maksev on, mis on rocbik teljega, siis vdime velda;
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valguse kiired, mis paraboolile roobikult teljega
langevad, koonduvad tema tulitéppi (joon. 79).

See parabooli omadus on viimase téipi nime pohjuseks.

Kiired, mis paraboolile tema tulitipist saa-
detakse, peegelduvad roobikuteks teljega.

Selle peal pdhjeneb paraboolsete peeglite tarvitamine kiirte-
heitjates ja pikksilmades.

Paraboolne peegel on roopkiirte korjamiseks ideaalne: tema
~on vaba sfidriliste ) peeglite suurest puudusest: sfiifirilisest
aberratsioonist 2). '

12. Ellipsi puutuja. Sel korral on tuletis puutetépis

S s sellepirast on puutuja vorrand :
a?yy P F ¢ :

2:130

YYo=z 5 =),
Kui arvesse votame, et (z,, y,) ellipsi téipp on, saame:
a20+$29=1'

18,  Ellipsi
puutuja loiketipp
suure teljega. Sel-
lel on y=0; selle-
pérast on nimetatud

tipi abstmss —. Kui

arvesse v6tame et
x, < a on, nieme, et
a*:xy>a: puutuja
1oiketéipp suure tel-
jega on sellel teljel
oleva ellipsi lagi-
téipi taga (joon. 80).

14.  Elipsi
puutuja joonista-
mine (csimene viis). Puutuja jo suure telje loiketii abstsiss

Joon. 80.

1) bphan a — kera.
2) aberratio — korvale-eksimine, hilbimus.



a®:xz, ei olene viiikese telje b suurusest. Kui rea
ellipse joonistame ithel ja samal suurel teljel (joon. 80) ja
nendel koveratel votame tépid tihe ja sama abstsissiga x,, siis
l1oikuvad kdik puutujad nendes tédppides fiihes
ja samas tapis suurel teljel Uheks nimetatud
ellipsitest on suur
telgring. : See
annab meile jirg-
mise juhise -ellipsi
puutuja joonistami-
seks (joon.81): tom-
bame puute-
tipi ordinaadi
ja pikendame
tema suure telg-
ringini; saa-
dud tdpis tdm- Jood 8L

bame ringi puu-

tuja; selle viimase idhistipi suure teljega
ithendame antud puutetidpiga sirge abil
Viimane on ndutud ellipsi puutuja.

15. Ellipsi puutuja tihtsam omadus. Ellipsi puu-
tuja poolitab vdlisnurka, mis stinnitavad puute-
tippi tdmmatud raadiusvektorid.

Joonisest 81 saame:

F,\T=0T—O0F,, F,T=0T+}F,0;

‘ 2
ehk: B T= %\)—c= %(a—— §-x0)=§a(a——exo),

B

samuti K, T=xi0(a—l—ea:0).
Me teame aga (v.12.9), et:
a—exy=FF,, atex,=F,F,;
sellepiirast : DAL AE o S VRS M
%Kui vaatleme kolmnurka F,7,F, ja meelde tuletame kolmnurga
villisnurga poolitaja pdhiomadust, saame kone all oleva lause.



: :
106

16. Ellipsi puutuja joonistamine (teine viis), Uhen-
dame antud puutetiipiellipsi fookustega (joon.82),
pikendame iiht saa-

dud raadiusvektori-

q?, test ja poolitame

nurga, mille selle pi-

kendus teisega siin-

nitab. Leitud nurga-

. poolitaja on otsitud
g. : ?:' puutuja.
Joon. 82. 17.  Ellipsi puutuja

iilevalnimetatud ~ omadusest
jargneb, et tema nurgad on vordsed raadiusvektoritega, mis
puutetiippi tommatud. Kiir F\7, peegeldub /2 F), sihis. Kiired,
mis tihest fookusest saadetakse, koonduvad
peegeldumisel ellipsis teise (joon. 83).

See on tulitippide nime pdhjuseks.

18. Hiiperbooli puu-
tuja. Samuti kui ellipsigi
korral, saaksime hiiperbooli
puutuja vorrandi:

5N

“E”%g_?i?{gz )
a 2 ’ A

ja toestaksime tema pohi- k‘"
omadust : hiiperbooli puutuja (
poolitab sisenurka, mis siin- : '

nitavad puutetippi tdommatud

raadiusvektorid (joon. 84). Joon. 83.

Sellest jirgneb hiiperbooli puutuja joonistamise viis.

19. Hiiperbooli puutuja lépmatuses. Hiiperbooli puu-
tuja vorrand oli
b, B [ L
a2 b2
Laseme puutetipi abstsissi 10pmata kasvada. Milleks kuju- »
neb meie yorrand?

¥
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Et z,-ga ka y, 1opmata kasvab, siis pole vdimalik otse-
kohe niha, mis siinnib vorrandiga puutetépi abstsissi I1dpma-
tusse minekul. Seda vdib aga kergesti uurida jirgmise votte
abil. Jagame vorrandi z,-ga:

z Y. Y -

@ 0 x -’”0

kui z, 1opmata kasvab, muutub murd 1:z, nulliks;

s 2
murd : %’ bV% Fo bVl— 0) muutub *
x 0

ity

sellepérast kujuneb meie vorrand jérgmiseks :

Y b
5 p(E)=0,
ehk : *3+¥ o
a
b

b ’
ehk viimati: y==x_=z.

Need on meile tuttavad vorrandid (v.18:5,5): asumptoodld
on hiiperbooli puutujad ldpmatuses.

;

%
b

tol=

Joon. 85.

20. Uks tihtsamatest iilesannetest koonusldigete puutujate
alal on puutuja vorrandi leidmine, mis vilisest
tapist kdverale tdmmatud. Selle iilesande lahendamise
mottekdigu seletuseks olgu jérgmine }

Niaide. Antud on parabool #*=22. Leida puutuja
vorrand, mis tommatud tapist Q(-—-l, ~+1).
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See tapp on viljaspool kdverat:
(4+1)4=2.(—1) (joon. 85).

Oleksid meil puutetipi koordinaadid (z,, y,) teada, vdiksime meie
noutud vorrandi iildise valemi (v.17'8) pthjal otsekohe Kirjutada:
YYo=+
(p==1). Otsitavas vorrandis on, nagu ndeme, kaks tundmatut:
Z, ja y,- Nende leidmiseks liheb kaht tingimust tarvis. Need

saame jargmiselt.

Esiteks on puutetipp paraboolil, sellepirast peavad tema
koordinaadid selle kdvera vorrandit rahuldama:

Yo' =22 ;
teiseks peab puutuja antud téppi ldikama; selle koordinaadid
peavad (kui neid seame z ja y, mitte =, ja y, asemele!)
puutuja vdrrandeid rahuldama:
Yo=—1+4%.
Saadud kahest tingimusest, milledele peavad alluma x; ja ¥,

leiame Yo' —2—2=0,

kust : Yo'=14+V'8, yo"=1—V'3,
ja sellepirast xy'=2-4V8, ":=2—)/3 saame.
Nonda on meil kaks puutetiippi; see vastab vdoimalusele vilisest
tépist paraboolile kaht puutujat tommata (joon. 85). Nende
vorrandid on :* s 2

4V 8)yy==-+(2+V3)
ja (1—V B)y=a+4-(2—V'3).

Ulesanded.

1. Leida piisthiiperbooli 2zy=a* astimptoodid, lédhtudes
selle puutuja vorrandist.

2. Toestada,” et kolmnurga pind, mille siinnitavad piist-
hitperbooli asiimptoodid mingi tema puutujaga, on konstantne.

3. Antud on ring a°4y*=ae?. Igas tema tipis on puu-
tuja tommatud, millele tipp (—a, 0) on projektitud. Leida selle



projektsiooni geomeetriline koht (vOrrandina ja graafiliselt
koverana). ; '

4. Niidata, et ellipsi puutuja, mis parameetri (v.15°1) otsas
tommatud, kohtub juhtjoonega suure telje pikendusel. Sellest
puutuja omadusest jéreldada uus ellipsi juhtjoone konstruktsioon.

5. Niidata, et tdpp, milles ellipsi puutuja 1dikab suurt
telge, on 1digu keskkoht, mille sellel- teljel siinnitavad kaks
sirget, mis puutetéippi iihendavad viikese telje otsadega.

6. Leida kovera 224 y?=1 puutujad, mis ldikavad téppi
(+8, 0). 2 ,

7.  Leida hiiperbooli xz—%=1 puutuja, mis on roobik
sirgega 10z+-3y==0.

8. Avaldada parabooli puutuja- vorrand ainult jooksvates
koordinaatides, tema tdusus ja parabooli parameetris.

9. Igas parabooli tépis on puutuja tommatud. Leida
saadud puutuja vorrandi abil fookusprojektsiooni geomeetriline
koht puutujale. :

10. Sama vorrandi abil leida paraboolile imberkujundatud
- thisnurga tipu geomeetriline koht.

18. Diameetrid.

1. Definitsioon. Koonusldike diameetriks nime-
tatakse tema kindla sihiga r6opkdoolude pooli-
tamistdppide geomeetrilist kohta.

Alamal niiitame, et see geomeetriline koht on sirge.

2. Parabooli diameetrid. Vodtame parabooli y>=2pz ja
sirgete pere y=maz—+}n (joon. 86), kus parameeter m nende
ihist tousu ja n koolust koolule muutuv algordi- -
naat on. Votame vabalt iihe nendest sirgetest ja leiame Le\ma
iihistépid parabooliga ; selleks tulevad vorrandid - € ‘f\

y*=2pz ja y=mz4n-. §/ Siblinihe R

§: Ui
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iihiselt lahendada. Kui teisest nendest asetame y vidrtuse esi-
messe, saame :
mPx?+-2mnx-+n*=2pzx,
kust otsitava abstsissi jaoks leiame vOrrandi: : ,
m2x?®+2(mn—p)x+n?=0.
See annab meile kaks juurt, mis vastavad kah ele iihistépile:
x, ja x,. Kodlu keskkoha abstsiss z, on (ac1 +,), ehk

ruutvorrandi juurte omaduse pdhjal:

" 1 2(mn—p) =mnt-p
it T S dE W
A A L

I———Y

‘ -~ 4-mp
& e {p m+

Sellest, et kool antud siisteemist vabalt oh valitud, jérgneb, et iga-
ithe niisuguse kddlu pooli-
w tamistiipi ordinaat on 4 f;
jérjelikult konstantne, té-
: 2 / hendab, otsitud geo-
meetriline koht
{// // x On sirge, mis roo-
bik parabooli tel-

jega.

See saadus on mak-
sev, vaatamata selle peale,
missugune on kodlsiisteemi’
tous m: koik para-

Joon. 86. s booli diameetrid
on réobikud.

8. Ellipsi diameeter. Olgu antud ellips

a2 y2

[{2’+ b2
ja siisteem roopkodle: y=max-+n ihise tdusuga m. Leiame
nende poolitamistippide geomeetrilise koha.

Me votame selleks vabalt modne nendest kdoludest:

y=mx+n,

; ja tema ordinaat:

m

\\E{\
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Jja leiame tema ihistipid ellipsiga. Selleks lahendame {ihiselt

tema ja ellipsi vOrrandid. Saame kergete tehete jirel:
(O*+-a*m?)x*+-2a*mnx+ a*(n*—0b2)=0.

Siit leiame kaks otsitud abstsissi 2; ja xz, Kodlu keskkoha

abstsiss on :

1 1 —2a2mn
L=y (T1+22) =5 jay 2,
. —aZmn
i %o b t-a2m?’
t Bt & b2
ja tema ordinaat : Yo=pe1 aome

Sellega on meil kies koolu keskkoha koordinaadid, mille alg-
ordinaat on n. Laseme m-i rea viirtusi omandada; viimased
kaks avaldust annavad meile siis iga kord vastava kodlu
keskkoha koordinaadid. Nemad on otsitaya geomeetrilise koha

. parameetrilised vorrandid. .

Selle Cartesiuse-vorrandi saamiseks elimiinime parameetri n;

- saame tema jooksvates koordinaatides z,, y, kujus:

b2 -1

HoT T o

See on sirge, mis 16ikab algust, tdhendab ellipsi keskkohta.

Resultaat on maksev, iikspuhas missugune on k&olsiis-
teemi téus m: koik ellipsi diameetrid kohtuvad
tema keskkohas.

4. Ellipsi diameetri tous. Nagu ndeme, poolitab koslu

Yy=mr+n
llipsi diameet o ok
ellipsi diameeter y=— "2

2
Tema tous My=—— 132._1_,

a= m
jérjelikult on M =— ;;.

Ko66lu ja teda poolitaja diameetri téusude kor-
rutis on —b?%;a’

5.  Ellipsi kaasdiameetrid. Votame ellipsis koolsts-
| teemi (joon. 87) Yy=mx-+n. ;
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Nende ja nendele vastava diameetri tGusud on seotud valemis:
mmy=—— Zj;'

Votame teise siisteemi kodle, mis rocbikud 1-se diameetriga
nende tous on my§
olgu nendele vastav*
diameetri tous mql
Siis peab endise
lause pohjal olema

2

mymy :"“Z’z'
Vorreldes leiame :

m2 ¥ /(P

teine diameetel
on roobik esi
meste kodoluf
Joon. 87. dega.
Niisugusei
kaht diameetrit, milledest kumbki poolital
koole, mis teisega roobikud, nimetatakse kaas
diameetriteks.

Kahe ellipsi kaasdiameetri tdusudon seotu
valemis: ; '
b2

mlmQ’_“'——a_lZa

b2

/ ehk: tan . tan po=— /5

Tangens’ite korrutis on negatiivme, tangens’itel on vastasmiirgid
kui ,u1<g, siis on ,u2>72‘
Kui iiks ellipsi diameeter on esimeses vee
randis, siis on tema kaaslane teises.
Ringis on b=a, tany,.tanu,=—1, tihendab, ringis 0
iga kaks kaasdiameetrit vastamisi risti.

6. Hiiperbooli diameetrid. Just nagu ellif)sigi korrs
niitame, et hiiperbooli ré6pkdodlude keskkohad o
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sirgel. Ka siin kohtuvad kdik diameetrid hiiperbooli kesk-

kohas. Kahe kaasdiameetri tousud on seotud valemis :
2
tan m.tanyztgé-
Molemad kaasdiameetrid on iihes ja samas veerandis. Asiimp-
tootides langevad molemad kaasdiameetrid iihte. (L

L TR

Ulesanded.

1. Leida kodlu y - 22—1 keskKoht ellipsis 4224-9:&=36,
vaadeldes teda kui koolu iihistippi vastava diameetriga.

2. Leida kodlpere, mida poolitab hiiperbooli 4x*—9y2=36
diameeter 3y—2z=0.

8. Leida ellipsi b%x’4-a’y*=ab* vordsed kaasdiameetrid.

4. Leida ellipsis ;x2+3y2=1 diameetrid, millede pikkus
on 2.

19. Koordinaatide teisendamine.

1. Uldine iilesanne koordinaatide teisendamisest on
Jargmlne Antud on moni geomeetriline kuju: sirge, ring, para-
bool hk miski teine kover F(z, y)=0 siisteemis z, y. Mis-
suguses analiiiitilises vormis esineb tema uues
siisteemis z;, ¥, mille seis on antud endises?

See iilesanne on lahendatud, niipea kui oskame avaldada
ihe ainsa vabalt valitud tipi koordinaate siisteemis z, y tema
koordinaatides uues siisteemis x;, Y1.

2. Esimene juhus: rooplike. Uued teljed zi, 4
on rodobikud endistega; uue alguse koordinaadid endises
siisteemis on (@, b). Leiame valemid, mis seovad uusi koordi-

. naate endistega. Y

Olgu P miski vabalt valitud téipp; olgu tema koordinaadid
vanas ja uues siisteemis vastavalt (z, y) ja (@1, y1) (joon. 88).
Me niieme, et: x=x1-+}a,

y=1y11b;
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sonades: paralleelteisendamisel!) on vanad
koordinaadid vdrdsed uutega, mis liidetud
uue alguse idhenime-
y d liste koordinaatidega.
-? 8. Teine juhus:
pooramine. Uuel ja vanal
siisteemil on f{iks ja seesama
algus; uued teljed z,, ¥, on
endistega x, y vorreldes nurga «
vorra poordud (joon. 89).
Joon. 88 Avaldame mingi vabalt
voetud t#pi P vanad Kkoordi-
naadid uutes. Joonisest saame :
0X=0R—XR=0R—TS,
XP=XT+TP-RS+TP,

ehk : 0X=08 cos a—SP sin e,
XP=08Ssin a+SPcos e,
kust : & = s COS a—1s 8iNa,

4

Y= Sil a1y, COS .
Need valemid seovad teljestiku pooramisel vanu koordinaate uutega.

4. Kolmas, iildine juhus. Uuel teljestikul on kui
uus algus nonda ka uued telgsihid.

Olgu uus algus Oy(a,b), nurk uue xzy-telje ja vana z-telje
vahel «. Votame abiteljed Oyz1, Ogy: (joon. 90), milledel algus
on uues alguses, sihid aga roobikud vanade telgedega. Siis
voime iileminekut siisteemist (z, y) siisteemi (z,, y,) jirgmiselt
teostada : esiteks liheme, sihtisid muutmata jattes, ainult
algust teisendades, siisteemist (z, y) siisteemi (z1, 41);
teiseks teisendame sihtisid, muutmata jittes algust:
liheme siisteemist (21, 1) noutavasse (2, y,). Valemid, mis
neid kaht operatsiooni lubavad teostada, leiti esimese ja teise
juhuse kiasitamisel.

1) parallelos — korvutijooksev, roohik.




5. Mirkused. 1) Koikides siisteemides (z, y), (z1, 41),
(9, 75) olid m&66dud vordsed. :

2) Teisendamise valemid, mis vanu koordinaate uutega
seovad, on lineaarsed.

3) Koordinaatide teisendamine on sellepiirast tihtis, et
otstarbekohase teljestiku valikul voimalik on geomeetriliste
kujude vorrandeid mirksa lihtsustada, mille tottu palju
kergemaks saab nende uurimine.

6. Naide. Olgu antud kover:

ba*~-6zy -5y —162— 16y —16=0.
Viime, sihtisid muutmata jattes, alguse tippi (41, +1). . Uued
koordinaadid on vanadega seotud valemites :

m=x1+ ¥, ?/=?/1+1

P ' Y

.

Yo

3

e

1
;o'\y/xék' ; OI/

- Joon.;89. ' Joon. 90.

Kovera vorrandi uues siisteemis saame, kui viimased aval-
dused asetame antud vorrandisse:

5(@14-1)>-6(@+ 1) (Y114 . .. —16(y,-F1)—16=0;
peale kergeid tehteid saame siit :
5212+ 62111+ 5ye—32=0.
Selles on kaks liiget viihem kui antud véorrandis.
Potrame niilid, algust muutmata jiittes, teljestiku nurga
vorra : o=

8
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Sel nurga sinus ja cosinus on Kui koordinaate ptordud

S
Ve

siiszemis nimetame (zs, ¥,), siis on:

Xy=—=

1 1 1
Ty— sl Y=ttt
V2 V2 Ve V2

= i/l‘—z—(%—?/z): Y= 1715(-752“*‘?/2)-

eh'. ithemalt: a

Kui saadud avaldused asetame endisse vorrandisse, saame

2 0. ;(x2_?/2)2+6 -’;(%_?/2)(902‘{“?/2)‘*‘5"12‘(-702‘*‘?/2)2_32 =0,
ehk peale sarnaste liilkmete liitmist ja lihendamist:
42,2 +1,2=16,
kust : L ay
See on ellips poolte telgedega 2 ja 4. Tema joonistamiseks
tombame siisteemis xy uuest algusest (41, +1) teljed 2, ja y, siis

poordud teljed (xo, 79) ja Konstruime
13/ @ kovera teatud viisil telgedest 4 ja 8.

7. Uleminek pistkoordi-
naatidest polaarkoordinaa-

o x tidele ja imberpddrdult. Nagu
0 ~ joonisest (joon. 91) néeme, on
7 g 2=p €08, y=p SinJ.

Need valemid vdimaldavad vorrandit
F(z, y)=0 piistkoordinaatides teisendada polaarkoordinaatidesse.

Vastasteisendus polaarkoordinaatidest piistkoordinaatidesse
siinnib valemite abil, mis saame, lahendades endisi ¢ ja J suhtes:

WK X Y.
o=V x*+4?, J=arctan =3
secedasti on otstarbekohasem viimase avalduse asemel

~ tarvitada tan &=Z~, mille abil avalduvad koik 'trigonomeetrilised
funktsioonid 9-st. :




Ulesanded.

1. Antud on kdver: z®+4y?—8z-+10y+5=0. Viia keordi-
naatide algus tdppi (44, —b) ja poorata teljed nurga vorra 30°.
Kas vois viimast saadud resultaatidest ette n#ha 2

2, 'Missuguseks muutub kovera vorrand:

—y*=2a(x—y+a),

kui alguseks voetakse tipp (+a, +a) ja uued teljed on rdubiti
endiste telgnurkade poolitajatega ?

3. Antud on kdver: 8x%4-24xy-+18y*— 80z—45y418-:0.
Votta uueks z-teljeks sirge 3xz—+2y - 0.

4. Naidata, et tapi ja alguse vahelise kauguse valemi
kuju ei muutu, kui iihest piistkoordinaat-siisteemist ile minna
mistahes teisele sama algusega.

5. Leida jargmiste kdverate vorrandid piistkoordinaatides:
oo e 5—{—313053

6. Leida jargmiste koverate vdrrandid polaarkoordinaa-
tides: ax—+by=c, x*+}y*—22=0, r?>—y>=0a?.

7. Leida ellipsi ja hiiperbooli vorrandid polaarkoordinaa-
tides, liahtudes nende kanoonilistest vorranditest. Poolus votta
kovera keskkohas.

8. Sama iilesanne lahendada parabooli kohta, kui poolus
on tema lagitiipis.

o=acosd, ¢*=a®

20. Moned koonusloigete vorrandite erikujud.

1. Piisthiiperbool. Vordsete telgedega hiiperbooli vor-
rand on: x2—yP=a?, :
tema asiimptoodid siinnitavad z-teljega nurgad, millede tangen-

sid on i%=i1, tahendab, nurgad -t g Piisthiiperbooli

astimptoodid on vastamisi risti.
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2. Valime selle astimptootpaari koordinaatide teljestikuks;

pooramisnurk on —% (joon. 92); selle sinus on —-.-, tema

Ve

: 1 ; : A :
cosinus -{—V—T Kui uued koordinaadid nimetame X ja ¥, saame

,teisendusvalemid :

1 1
w4, y= (V1)

Nende asetamine piisthiiperbooli vorrandisse annab
X¥=ja,
ehk, kui parema poole iihe, tihe %® abil tihistame :
XY=, Tt
See on plisthiiperbooli vorrand tema asiimp-
tootteljestikus.

Jooni 92,

3. Poordvordelise olenevuse kuju. Iga kahe poord-
vordelise suuruse olenevuse graafiline kuju on
pisthiiperbool.
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Nimetame kaks poordvordelist suurust « ja v; olgu (uy, v,)
ja (us, v,) kaks paari nende teineteisele vastavaid viidrtusi; siis
on oletuse pdohjal:

oL

uy vy
ehk: UV =ugvy ja samuti edasi =wugvy=...,
sellega: uv==Konst.);

uv-tasapinnas vastab sellele vorrandile piisthiiperbool.

4, Ni#ited. Kapital ja aeg (konstantse tulu korral),
kauba hulk ja kauba naela hind (konstantse kaubahulga hinna
korral), kiirus ja aeg (konstantse tee korral), gaasi maht ja
viilisrohumine (konstantse soojuse korral), voolu tugevus ja
takistus (konstantse potentsiaalvahe korral) — on ndited kahest
poordvordelisest suurusest. :

Iga siiiirase suuruspaari olenevuse kujuks teineseisest on
piisthiiperbool.

5. Empiiriliste wv=Kkonstant-valemite leidmine ja kiisimuse
otsustamine niisuguste véimalusest siinnib, nagu ennemini (v. 10°4)
kirjeldatud, logaritmteisendusel.

6. Murdlineaarne olenevus. Kaks suurust, mis
. teineteisest murdlineaarselt olenevad:

au—-b

v=c?4+d
on poordvordelised.
Midrame tipid, kus » ja v l6pmatuks saavad (joon. 93),

kui v=c0 on cu-td=0, u=—_/
b
e
U=00 v=—g=—.
c-{-—’;

Viime,  telgsihte muutmata jittes, alguse téppi (—g,—l—cg); kui
uued koordinaadid nimetame U, V saame:
u=U—2, v=V42

1) constans — kindel, piisiv.
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Asetades need avaldused tdiskujus kirjutatud vorrandisse
cuv-+dv—au—b=0
leiame : UV=konst.
See on piisthiiperbool. Tema asimptootideks on
sirged U=0, V=0 ehk endises siisteemis
d a

’M='_—, V=—,
c c

7. Paraboolsed seadused. Viga sagedasti siinnib nihtus
nonda, et i ks moddetavatest suurustest, — olgu tema

'\Y’

u
P
\ ¢%
P %
<
Joon. 93.
tahiseks v, — vérdeline on teise w ruuduga. Teisiti

v on w?-ga lineaarselt seotud, ehk v=Kkonst. w2

Seesugust seadust nimetatakse paraboolseks. Tema
graafikuks on parabool, mille lagitipp on alguses ja siimmeetria-
teljeks v-telg.

Paraboolselt olenevad teineteisest: vabalt langeva keha tee
Jja aeg, voolu poolt juhis teatavas ajavahemikus siinnitatud
soojus ja voolu tugevus, liikuva keha hoog ja tema Kkiirus jne.
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8. Paraboolsesse olenevusse kuulub ka
niisugune:
v=au’|-bu—-c.
Toesti, parema poole voime teisiti kirjutada :
¢ b b2 blem
v=a(u"—|—-'2.§(;u+ﬁ2 )‘{“(0—4'”);
b2, b
ehk -3 ’U—-(C'——';a )=a(u+§5)2.
Votame uued muutujad:
b 2y
u_{-z—a—‘ ) U—(O—E)_ )

see vastab uue teljestiku valikule (joon. 94), mille sihid endised

ja mille algus on tipis
Boco

(—5q C—ga)

me saame: V=aU>.

See on parabool.

9. Koonusléi-
gete vorrandid teljes
ja puutujas nende
lagitiipis. Me saime
parabooli vorrandi
kujus :

y2=2p33,
kus p oli fookusordi- P
naat. Telgedeks olid \ i -
parabooli telg ja puu- | o
tuja lagitépis. Samu Joon. 94,
sirgeid telgedeksvottes,
saame ellipsi ja hiiperbooli vorrandid parabooli vérrandile sar-
nases kujus.

Olgu niiteks antud ellips:

x? Y
=t
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Viime, telgede sihte muutmata jittes, alguse tappi (—a, 0)
(joon. 95). Teisendamisvalemid on :

r=X—a, y=1Y;
nende asetamisel ellipsi vorrandisse saame peale kergeid arvu-
tamisi :

rolalx Pps

Siin on E ellipsi parameeter (v 15'1).  Kui veel P marglme

tahega q, saame otsitud
Gl & vorrandi kujus :

Y2=2pX —qX?
parabooli oma oli:
54 o Xiagpy,
X hiiperbooli oma oleks:
Y:=2pX+q X2
Kokku vottes: V (”ﬁ'—'

rangd s 21*'—{—in2
kujutab  koonus-
Joon. 95. 15iget,

ja nimelt ellipsi, kui q<<0
. parabooli, kui ¢=0
_ hiiperbooli, kui ¢=>0.
Suurust ¢ on kerge ekstsentrisuses avaldada:
g=1-—¢.

Ulesanded. :

w—<}-20

1. Leida koverate : m‘+6x—4J+17 0 ja y=-_— koige

lihtsamad vorrandid.
2. Vabal langemisel on mootsiisteemis cm, sec tee

=;'981.t2. Kujutada tee olemevus ajast .




3. Soojus, mis vool 7 siinnitab 1 sec jooksul juhis, mille
takistus on 1, on ¢=0,247* modtsiisteemis cal, amp. Kujutada
soojuse olenevus voolu tugevusest.

4. Potentsiaalvahe ‘galvaanilise elemendi poolustel on 1:2
volt'i. Kujutada voolu tugevus ¢ funktsioonina takistusest 7.

21. Kovera aste.

1. Kovera astme moéiste. Kdvera astmeks nime-
tatakse tema vorrandi astet. Nonda on y - 3z, =5,
2x-3y—6 - 0 esimeseastmelised jooned — sirged; y*-=2pz,
2fyP=r2, xy=3, 4?}-9y’=36 teise —; y=0-1x> 2y 2—2x-+3=0
kolmanda-astmelised kdverad.

Kui néiteid koordinaatide teisendamisest vaatleme (v. 196,
20°2, 20°8, 20°9), nieme, et sel puhul vOrrandi kuju nii viga
vOoib muutuda, et kuidagi pole voimalik resultaadis vorrandi
alguskuju dra tunda.

Kuid on midagi vorrandis, mis mitte mingisugustel lineaar-
setel koordinaatide teisendamistel ei muutu: see on kdvera
aste.

2. Koévera astme muutumatus. Toestame astme muutu-
matust esimese- ja teiseastmeliste kdverate kohta (iildine tGestus
on niisama kerge, nduab aga enam kirjutamist). :

Uldises kujus on esimese- ja teiseastmelised vorrandid:

Az+ By-+0=0
. ar?-bay-oy? 4 dz-t-ey+-f=0.
Koordinaatide teisendamise valemid olid :

1) rodplikkel: z=x x| y=y;+y, kus x, y, uue
alguse koordinaate tihendavad;

‘ 2) pooramisel: z=mx,—ny,, y=nz,+my,, kus m
ja m tdhendavad poordnurga cosinus’t ja sinus't.

Kui me need avaldused asetame vdrranditesse ja teostame
seal #ratihendatud tehted (kirjutada koike seda pole tarvis),
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siis nieme, et esimese virrandi korral liikmetes z; ja y, ainult
esimeses astmes esinevad, teise korral esimeses ja
teises astmes. Nonda ei ole teisendatud vOrrandites aste
korgem kui nendes, milledest ldhtusime: lineaarsel tei-
sendamisel ei touse vorrandi aste.

Ebk ta viheneb?

Oletame seda. Teisendame siis uued koordinaadid tagasi
endistesse. Selle juures peame endised vOrrandid tagasi saama,
astme n#itaja suureneks, mis vdimatu, nagu toestatud. Sellega
~on meie oletus vale. Vorrandi aste ei suurene ega vihene; ta
jadb muutumatuks.

3. Kovera astme muutumatuse geomeetriline tolge.
Kovera astme muutumatus teeb toenfoseks, et see aste seotud
on mingi kdvera geomeetrilise omadusega, mis sellest
ei olene, missu-
gustés telgedes me
koverat kujutame.
Niitame, et kovera
aste médarab tip-
pide arvu iile-

/ mise raja, mis
% koveral mdne
: vabalt valitud
Joon. 96. sirgega on fihi-

sed (joon. 96).

On antud vorrand esimeseastmeline: Az By+C=0, siis
edustab tema sirget ja meie valemi tOesus on silmaniihtav; on
antud kover teiseastmeline : ’

ax?®+-bxy+cy?+dr+cy+f=0
ja tahame tema iihistippe leida mone sirgega y=maz-+tn, siis
‘peame molemad vorrandid iihiselt lahendama. Kui teisest y
viirtuse asetame esimesse, saame otsitavate tdppide abstsisside
midramiseks ruutvorrandi. Sellel on kas kaks reaaljuurt (mis
ka vordsed voivad olla) voi mitte iihtegi (kaks imaginaarjuurt).
Loiketippe on kaks (voivad ka kokkulangevad olla) ehk mitte
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iihtegi. Nende arvude 0, 2 (kokkulangemise korral 1), ile-
mine raja on 2. ;

Niaited. Ring, ellips, hiiperbool ja parabool 16igatakse sir-
gega kas kabes (vOib olla kokkulangevas) tipis vOi mitte iheski.
: Analoogiliselt meie tdestaksime lause maksvust ka korgema-
astmeliste koverate kohta.

- 22, Koverate uurimine, mis iildise teiseastmelise
vorrandi abil antud.

1. Uldine teiseastmelise vorrandi kuju. Selles vorrandis
on liikmed z2-ga, xy, y% =z, y-ga ja vaba liige. Et pirastised
valemid saaksid voimalikult iilevaatlikud, tédhistame selle
vorrandi kordajad jirgmiselt: ;

a, 2h;b- 205 2F jac.
Uuritav vorrand esineb siis kujus:
ax*+-2hxy—-+by*~+-292+2fy+c=0. ="
Lithemalt kirjutame ta F(z, y)=0, ndonda et F'(x, y) ehk liht-
salt F, meie vOorrandi pahem pool, on:
F(z, y)=ax*+-2hxy+by*+-2g92+-2fy+c.

Sona ,teiseastmeline® jitame edasi sOna ees ,kdver“ hari-
likult é&ra.

2. Siimmeetria kriteerium alguse suhtes. Kui kdver
on simmeetriline al- Mﬁ'
guse suhtes, siis puu-
duvad tema vorrandis .
liikmed esimestes 2% L X
muuatujate astmetes &
ja imberpddrdult.

Tdestus. Olgu kdver
siimmeetriline alguse suhtes.

On siis (z, y) tdpp koveral
(joon. 97), siis on ka (—=, —y) niisugune, tihendab, mdlemad
koordinaatpaarid rahuldavad iihiselt kdvera vorrandit:

i)

@ ~ B

Joon. 97.
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ax®4-2hxy~+by*+292+2fy +c=0
ax®+2hxy+by*—2gx—2fy+c=0
Sellest saame : 4(gx+ fy)=0,

ehk: gz+fy=0.

See tingimus peab igas kovera tiapis tiidetud olema,
niiteks ka siis, kui #=0, y=40 v6i 250, y=0. See aga on
ainult siis voimalik, kui g==0, f=0.

Umberpstrdult: on ¢ ja f nullid, ja rahuldab arvpaar
(@, y) vorrandit, siis rahuldab teda ka (—=z, —y): kover on
alguse subtes siimmeetriline.

3. Siimmeetria kriteerium telgede suhtes. On kover
simmeetriline the telje suhtes, siis puudu-
vad tema vorrandis

‘“y liikmed teise muutuja
T esimese astme g a. ;
T Toestus. Olgu k6ver siim-
meetriline z-telje suhtes; see

% téhendab, et kui (z, y) on tema
tapp (joon. 98), siis on ka (z, —y)

Fone 98 niisugune. Igaiiks mendest arv-
paaridest rahuldab meie vérrandit:

ax®+2hxy+-by*+ 29z -2fy+c=0,
ax®—2hay +by*+292—2fy+c=0;
tihendab 4y(hz-+f)=0, ehk, et y harilikult4-0, hz4-f=0.

Et slimmeetrilisi tippe koveral 16pmata palju, siis rahuldab
viimast tingimust 16pmata palju z-sid. See on ainult
siis voimalik, kui A=0, f=0.

Umberpoordult: on h=0, f=0 ja rahuldab arvpaar (z, )
kovera vorrandit, siis rahuldab teda ka (z, —y): kover on
siimmeetriline x-telje suhtes. :

R

4. Kovera vorrandi muutumine paralleelteisendamisel.
Liheme iile siisteemist (z, y), milles kover oli antud, siisteemi
(%1, 1), mille sihid endised, mille algus aga on téipis (2o, ¥,).

g



Teisendamisvalemid on:
) =% +%o, Y=Y1+Yo»
sellepiirast : a(2,+2o)*+2h(z, +20) (Y1 +vo)+b(y1 + yo)*+
~+2g(w,4-x0)4-2f (yl‘{‘yo)”*"c:(),

ehk, kui iiksteisega sarnased liikmed liidame,

ax, *~2hxy, by (2a,+-2hyo+-29)xA-(2ha 20y +-2f )+
—|—(ax02-+—2hx0y0—|-byoz—}— 2gx0+2fyo+¢)=0.

Uus vaba liige on antud vorrandi pahem’ osa, kus z ja y
asemel z, ja y, on kirjutatud: F(z, vy,).

Ka kordajatel «-i ja y ees on lihtne algebraline tahendus.
Et teda leida, otsime tuletise teiseastmelisest hulk-
liikmest Ax*>4Pz+Q. Uldise juhise jirele (v.17 ‘4, 1) saame
. selle funktsiooni kasvu, mis vastab z-i kasvule A:

[A(z+h)* - P(e+-h)+Q|—[ A2+ Pr+Q|=2Axh-{-Ah*-Ph,
funktsiooni ja rippumata muutuja kasvude suhe;
24z+4h+P

- ja selle piiri: 24x+P
arvu A lopmatul lihenemisel nullile. Sonades: Teiseastme-
lise hulkliikme tuletis saadakse jirgmiselt: iga
liige tuleb z-i astmenditajaga korrutada ja vii-
mane iihe vorra vihendada.

Rakendame selle saaduse.

Tuletame F(z, y) x-i subtes, vaadeldes y-d kui kon-
stanti, siis y suhtes, vaadeldes z-i kui konstanti. Nii-
sugust tehet nimetatakse osatuletamiseks ja tihistatakse

: sumbohtega < Ja %- Saame leitud juhise abil:

—=2ax-}2hy-+2g, ayr——zhw—}—%y-{—‘zfl
Kui viimaseld avaldusi vordleme z," ja y, kordajatega, nieme,
et need on F osatuletiste vidrtused, vietud tépis (z,, ¥,):
0 R 1Y
(el 38 (3]s
Mis puutub kordajatesse teiseastmelistes liikmetes, siis on
nemad muutumata jadnud.
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Teisendatud kujus esineb meie vorrand jirgmisena : i

ax,*+ 2hx1y1—|—by12—}—(%9 0“1“"(%5‘) 0?/1‘|"F 0=0.

Kokku vottes: paralleelteisendamisel jadvad
vorrandis F(z, yy=0 kordajad teiseastmelistes
liitkmetes endisteks; kordajateks muutujate esi-
meste astmete ees saavad antud virrandi pahema
poole osatuletised, arvutatud uues alguses; uus |
vaba liige on n11netatud pahempoolse osa vadrtus |
uues alguses.

5. Kovera keskkoha leidmine. Semni olid z, ja y, mis
arvud tahes. Katsume neid ndnda valida, et leitud vorrandi
kuju " voimalikult 1ihtne saaks. Nimelt katsume, kui see
peaks voimalik olema, leida x, ja v, nonda, et kaoksid

0 2 ool P T MR L A . - 2
£ & ja @)O. On see siindinud, siis on meie vorrand esimese-

astmelistest liikmetest vaba: kdver on alguse suhtes siimmeet-
riline; algus on kovera keskkoht.

On koveral F(z, y)=0 keskkoht, siis peavad
selle koordinaadid «, ja y..rahuldama kaht line-
aarset vorrandit, mis saame, kui antud vorrandi
pahema poole osatuletised nulliga vorrutame.

6. Keskkoha olemasolemise kriteerium. Vorrandid, mil-
lede lahendamisel saadakse kovera keskkoht, on:

ax—~+hy-+g=0
: hx+-by-+f=0
Sellel siisteemil on aga sel ja ainult sel korral 1dplikud
juured, kui tema determinant, antud vorrandi F(z, y)=0 n. n. |
diskriminant,
a, h
h, b
nullist erineb (v. 8°5, 8°6).

Kdveral F(z,y)=0 oh siis ja ainult siis kesk-
koht olemas, kui tema diskriminapt nulliga
vorratu on. '

=/ab—h?
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¢ 7. Kovera vorrandi muutumine poordteisendamisel. Poo-
rame teljestiku nurga « vorra; olgu uued teljed Ox, ja Oy,. Siis
on vanad koordinaadid (x, y) uutega (zy, ) seotud valemites:
2=y COS a—1/, SiN a,
Y=, Sik a1/, COS @,
ja antud vorrand F(z, y)=0 teiseneb jérgmisse:
a(2y 08 a—1ys Sin &)?4-2h(z, 0S a— 1, Sin a)(z, Sin a1, 08 a)
—+b(2g 8in a1y, cos a)®~+-2¢ (2, cOS @ —y Sin o)~
~+2f(2, 8in a4y, cos a)-c=0,
ehk liihemalt, kui iiksteisega sarnased liikmed liidame :
Azy®+2Hzoyy+Byy*+2 Gy +2Fyy+c=0,
kus A=acos?a-}-2h cos asin a-+b sin %,
2 H=2(—a cos a8in a-}-k cos 2a—~ sin 2a-}-b 8in « cos «)
jin e
Resultaat!): poordteisendamisel muutub tri-
noom ?) ax®+-2hxy-+by?
samakujuliseks Axy>+2Hz,y,+ By,
Vaba liige jddb muutumatuks.

8. Poordnurga valik. Ko6ik, mis senini &eldud, on
maksev, olgu ¢« mis nurk tahes. Katsume, kui voi-
malik, nurga « ndénda valida, et saadud vorrandist liige
muutujate korrutisega kaoks: 2H=-—2asin acos a-}-2hcos*a—
—2hsin®a—-2bsin acos « peab olema null. Teisiti, peab olema:

2h(cos’e —sin®a)=(a—>)2sin acos «,
2hcos2a=(a—>b)sin2e,
ehk : tan2a=%.

- Et teljestiku péoramisel kaoks liige muu-
tujate korrutisega, peab pddrdnurk rahul-
dama vorrandit: tan2e=2h:(a—D)

1) resultare — kajama.
2) trinomium — kolmliige, kolmosa.
: - : 9

|
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9. Kovera peasihid. Viimasel trigonomeetrilisel vorrandil
on ikka juur e olemas, olgu kordajad a, A, b mis arvud
tahes. Toesti, tangens muutub —oco kuni -}-co, omandades iga
vidirtuse nende rajade vahel iiks ja ainult iks kord, kui «

muutub —3-st kuni —3-ni. Uhel @ véiiirtusel ayrajade —3 ja -3
vahel saab siis tana vOrdseks arvuga 2k:(a—b).

On «, meie tangensvorrandi juur, siis on seda ka ao-l—g.
Toesti: tan 2(ayt5)=tan(2a;+m)=tan2q, ja see on 2h:(a—b).
Koik teised tangensvdrrandi juured saadakse nendest kahest e«
ja ao—l—% lisamisel +nzw, kus n on tdisarv. Nemad uusi telg-
sihtisid ei anna.

Sihtisid, mis nurgad «, ja o;f5 midravad, nimetatakse
kovera F'=—=0 peasihtideks. Nad on teineteisega risti.

On need sihid telgsihtideks vdetud, on
kdvera vorrand vaba muutujate korrutisest.

Igal teiseastmelisel kdveral on kaks vas-
tamisi risti peasihti.

10. Kovera teljed. Olgu kdveral keskkoht olemas. Valime
ta alguseks ja peasihid telgede /X ja ¥ sihtideks. Selles uues
stisteemis puuduvad vorrandis liikmed X-ga, Y-ga ja XY-ga.
Jirjelikult on temas ainult kolm liiget:

AX?+4BY?*4-¢=0.
Et liilkmed X-ga esimeses astmes puuduvad, siis on kdver
simmeetriline uue Y-telje suhtes; samuti on ta siimmeet-
riline X-telje suhtes. Uued teljed on kdvera teljed.

Nende vorrandi vanas siisteemis saame kui sirge vorrandi,
mis antud tOusuga antud tépist ldbi liheb (v. 7°14):

y—y.=tan a,.(x—x.)
y—yo=tan(a-3) . (2—ao).
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23. Teiseastmelise kovera kanoonilise vorrandi
leidmine.

1. Kovera F(x, y)=0 vorrandi lihtsustamisoperatsioonide
Jirjekord oleneb sellest, kas kdveral on olemas kesk-
koht voi teda ei ole mitte.

2. Esimene juhus. Vorrandid, mis keskkoha miiravad:
az—~+-hy+-g=0,
TR i A hen

annavad tema , koordinaatidele x, ja y, 10plikud viddrtu-
sed. Keskkoht on olemas. Viime sinna koordinaatide
alguse. Uues teljestikus, mille sihid roobikud endistega ja mille
algus on kovera keskkohas, on vOrrand vaba liikmetest = ja
y-ga esimeses astmes:

ax, *++-2hz;y;-+by, >+-6,=0,
kus a, h, b on endised, ¢,=F(z., y.).

Poorame niitid teljestfku nurga o vOrra, mis rahuldals

vorrandit : tan2a=2Ah: (a—0).
Selle juures kaob liige muutujate korrutisega ja vorrand omsls
kuju : 125"y Yo -¢,=0.

Ei ole ¢, mitte null, siis viime ta paremale poole ja saame
jagamisel temaga kas ellipsi vgi hiiperbooli vdrrand:.
ehk niisuguse, millele iikski reaalne kuju ei vasta; niiteks

3 2F4y*=—1.
On ¢,=0, siis ei olegi tarvis telgi ptorata. Siin voin::
nimelt vorrandi ax,2+-2hx,y,~by,>=0,

: Y1y (%)
ehk : a-—}—zhml—l—b(%) 0
lahendada. Saame y;:®=k" ja yi:x=k"
ehk: h=k'%y;, th=k"us

See on kaks sirget, mis uues alguses kohtuvad.
g®
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Kdverad keskkohaga 1dplikul kaugusel on
kas ellipsid, hiiperboolid vdi paar ldikuvaid
sirgeid.

3. Niide 1. Antud on kdver:

22— Txy—+3y*+102 —5y=0.
Leida tema koige lihtsam vdrrand.
Siin on: F—2x2—7xy—!—3y2—{—10x—5y;
——4x——7y—{—10 =-—7x—i—6y 5
ja sellepérast keskkoha v6rrand1d“
4x—Ty-+10=0,

—Tz-++6y—5=0.
Nendest saame keskkoha koordinaadid :
S [ R, el
B, 8 A e TE
L= Y= >
; 3 7 v L
—17, 6 ——7 6
VR _ —60+35 20—70
eh.- Te=—g—gp — T 1 Ye=gg—gg—12-

Viime alguse keskkohta C(4-1, 42); olgu uued teljed
Cz, ja Cy,; siis on: z=x,-+1, y=y,+2 ja kdvera vdrrand uues
siisteemis : :
- 222 —T7xy,-+3y,%+} uus vaba liige =0.
Viimane liige on aga:

2.12—7.1.2+48.22410.1—5 . 2=2—14-}+12-}+10-10=0
sellepérast : 2, 2—72,y,+8y,>=0.
Lahendades y; suhtes saame kaks sirget:
y1=2x1 ja y1='1§1‘1.
Nende vorrandid vanas siisteemis saaksime otsekohesel vorrandi
222—T7zy+8y*+102—5y=0

1ahendam1sel iihe muutuja, n#iteks y suhtes. Et sirgete vorran-
dite aste iiks on, siis peab lahenduses z juuremiérgi alt
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tulema. See on tdesti ndnda: kui antud vOrrandi kirjutame
kujus :
8y*—(To+5)y+22(z-+5)=0,
saame lahendamisel: y=é[(7x+5)4_—5(x—-1)],
mis annab kaks sirget:
2x—y=0 ja x--3y+5=0.
Nende joonistamine ei tee raskusi.
4. Néide 2. Antud on kover:
522 +412xy—222—12y—19=0.
Leida tema kdige lihtsam vorrand.
Keskkoha vorrandid on meie korral:
1024-12y—22=0,

127 —12=0,
ehk: 5z-+6y—11=0, x—1=0,
kust : ze=-+1, y=—+1.

Viime alguse saadud téppi. Uutes koordinaatides saame vdrrandi :
5x,2-12x,9:- vaba liige = 0.
Vaba liige on
5.12412.1.1—22.1—12.1—19=—386,

sellepdrast : 521%412x,1/,—386=0.
Poorame teljestiku niisuguse nurga o« vorra, et oleks
SRR WL S
SES Y e

Siit voiksime logaritmides tabelitest 2« saada, siis « ja jillegi
tabelitest sin a ja cos a teisendamisvalemite kirjutamiseks. Selle

asemel voime ndonda toimetada: arvutame tanc:

2tane | 22 fawda v BB dond.
tan 2 a——l_taﬁ% > — _‘5;
teisiti tan « peab rahuldama ruutvorrandit:

see peab olema L
! 6 tan®a+-5 tana—6=0. o ytalh i

'5"7
<
Niiiid saame :

tan a= o (—5)/ 26 144)=,(—5+13),

CLMaShk=f = O
/
’
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ehk: tan ao—z tan al———g—-

Nurgad «, ja oy miiravad kaks sihti, mis on vastamisi risti:
tan of . tan ey=—1;

me vdtame nad uuteks telgsihtideks. Podrdnurgaks votame

vihema kahest o, ja a1, nimelt «,; arvutame tema sinus’e
ja cosinus’e.

sin %__ 2
R
cos ey 3
sing, cosa, Vsinfaytcos’e, 1

ehk teisiti:

TRy I Tanes A BEEEEET
Miirgiks juure ees on -} vdetud, sest «, on esimeses veerandis,
sinus ja cosinus on .positiivsed Viimane v6rre annab :

7 Vi
Kui niiiid teisendamisvalemid kirjutame ja teguri 1:}/ 13 sulgude
ette votame, saame:

x= V——(3 p=— 3?!2) yl—V~(2x2+5?]2)

singg=-—+=, C08 atg==

Asetame need avaldused viimasesse kovera vorrandisse:
5 . 15(3%5—2ys) 12 . 1x(82—2y5)(2 v+ Byp)—B36=0

ehk : 11725*—524/,2—86 . 13=0,
ehk peale lihendamist:
9%5,2—41/,2—836=0,

2.2 2

F—t—t
See on hiiperbool. Et teda joonistada, votame tema kesk-
koha C(+1, 41) (joon. 99), sellest tdmbame uued teljed Cxz; ja
Cyy roobiti endistega Oz, Oy ja potrame teljestiku xi, y; nurga
o, vorra, mille tangens on % Uhendades tipi (z:1=3, y:=2)
keskkohaga C saame uue x,-telje, ristsirge temaga on y,-telg.
Viimastele kanname 1digud +2, —2, +8, —8, joonistame hiiper-
booli telgruudu, astimptoodid ja tulitéipid. Tuntud konstruktsiooni
abil (v. 13'6) saame otsitava hiiperbooli.

kust viimati tuleb
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N
Miérkus. Oleksime meie teda katsunud joonistada otse-
kohe antud vdrrandi pohjal, oleks see palju raskem olnud.
5. Teine juhus. Kovera F(z,y)=0 keskkoha vor-

randid : ax+hy+g=0

ja ha+-by-+f=0

annavad koordinaatidele z, ja y. 13pmata suured viir-
tused: Z—00, ' ¢,==00, i

Joon, 99.

Sel korral algame vdrrandi F=0 teisendamist telgede
podramisega nurga o vorra, mis rahuldab vorrandit:
tan 2a=2h : (a—>).
See tehe kaotab kdvera vorrandis liilkme muutujate korrutisega.
Toestame, et meie juhusel, kus kdvera vOrrandi =0 diskri-
minant : ab—h?=0,
peale nimetatud liilkme veel iks ruuduliné liige kaob.
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Toesti: kui ab—h2=0, siis on h===)/ab, ja antud vor-
randi #'==0 ruuttrinoom 3

ax?+2hay by = ax? £ 2}/ abzy+-by=(V azx)/ b y)?
esineb tdie ruuduna. Et tema poordteisendamisel iile liheb
avaldusse a;z;®-}-b1y,® (sest et h;=0 on) ja teisendamise korral
tdisruut jéllegi tédisruuduks muutub, siis peab
viimases avalduses iiks kordajatest null olema. Olgu a;=0.
Kovera vorrand omab telgede pooramise jirel kuju:

biy®+ liikmed esimeste astmetega —c¢==0
(vaba liige ei muutu). Kui kdik b;-ga jagame, saame vOrrandi
jirgmises kujus:
Y1i*+2f1ya+20121+-61=0.

Liites temaga ==fi%, nieme, et:

R
(y1thi 2=__291(x1+91_2§?_ '

Kui niitid sulud uuteks muutujateks vdtame, tidhendab, koord?-
naatide alguse ilma telgsihtide muutmiseta tippi (—f1, —%;ff)
viime, saame uues siisteemis (7, 75): :
Yo'=—20:%s.
See on parabool, mille teljeks x,-, mille puutujaks lagitépis
1yo-telg on.
Koverad keskkohaga lopmatuses on para-

boolid.
6. N#aide: Antud kover:

1622+ 2422y 9y2-—20x+80y+100=0.
Leida tema koige lihtsam vodrrand. Keskkoha

vorrandid on: 32x+4-24y—380=0
ja: 242418y +40=0,
ehk : 162-+12y—15=0,
ja: 1224 9y+20=0,
kust X,= 00, ;=00 Saame.

Antud kdver on parabool. Tema vorrandi teisendamist algame
telgede podramisega. Tangengvorrand on:
24 24

tan 20=I€__—9— 7
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12 tan®¢+7 tan «—12=0

juur; tahendab

tana=_ (—7:£25),

24
kust : tan a0=%, tan al:-%.
Molemad sihid on vastamisi risti: :
tan e, . tan a;=—1.

Poorame teljed nurga vdrra «;. Siis on
sine;:cosa;=—4:3, ehk

sing; _cosa; Y sin’a;tcos?e, 1
T2 A S i (APECATE
sellepirast sin ;= _—%, CoSay =§.

- Jarjelikult on teisendamisvalemid :

!
|

|

1
x=5-(3x1+4y1),

1
y=3’(_4x1+3?/1)-

Teljestiku ptoramise jirel saame vorrandi:
251, 2—502,-4100=0,

ehk:

Votame uued teljed ndnda, et

Y1 *—22,+4=0,
y12=2(x1—2).

Ly=21—2, Yo=Y1,

oleks; tihendab, viime alguse, sihtisid muutmata jittes, t&ppi

(=2, y1==0), saame:

Yo =2s.

See on parabool. Tema joonistamiseks tulevad esiteks teljed

konstruida (joon. 100).

@y, yy joonistada, siis s, y» ja nendes ndutud kdver teatud viisil

7. Kolmas juhus. Kovera F'=0 keskkoha vorrandite:

az--hy4-9=0
he—~-by—+-f=0

lahendused esinevad mifiramata kujus:

o S
xc—a, yc'—*d-
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Sel korral on a, A, g ja h, b, [ vordelised (v.8:6, 3)
a:h=h:b=g:f.
Olgu nende suhete iihine vadrtus 4. Siis on:
g=Fkf, h=kb, a=kh=Fk?0,
ja meie vdime vorrandi F'=0 kirjutada kujus:
k2bx?4-2kbxy—+by*+-2kfx~+-2fy+-c=0,
ehk : b(kz-+y)*-2fkx—+y)4-c=0.

N ,

~ Joon. 100.

See on ruutvﬁrrand suuruses (kz—y). Tema lahendused on:

kx—]—y ll,
kx+y_l21
kuys /; ja I tema juuri tdhendavad.

See on kaks roopsirget.

On kdveral F(o, y)=0 keskkoht mddramata,
siis laguneb ta kaheks rodopsirgeks.

Nende kahe sirge vorrandeid vdib antud vorrandist =0
saada, lahendades teda iihe muutuja suhtes. Et resultaat on
lineaarfunktsioon, siis peab teine muutuja juure-
méirgi alt tulema.
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8. Nd#ide. Leida kdvera
42°—122y-+9y*—8x+12y—60=0
kdige lihtsam vdrrand.
Keskkoha vorrandid on peale lithendamist:
22—3y—2=0,
—9x4-8y+2=0;
jarjelikult: xc=%, yc=%. Nende vorrandite kordajad on vordelised:
: 2:—2=—8:83=—2:2.

Kover laguneb kaheks rodbikuks sirgeks.

TGesti, kui me antud vorrandi kirjutame kujus :
91y*—12(z—1)y+ (42>—8x—60)=0
ja selle y suhtes lahendame, saame :
: 9y = 6(z—1)+£24.
See annab meile kaks roopsirget:
8y—2x—6=0 ja 8y—2x410=0.

9. TUldine kokkuvote. Olgu F(z,y)=0 mis teise-
astmeline vdrrand tahes, ikka kujutab ta kas
kaht sirget voi iithte kolmest kdverast: ellipsi,
hiiperbooli vdi parabooli. Muid, peale nimetatute,
teiseastmelisi kdveraid ei ole.

Markus. Voib juhtuda, et antud vorrandile miski
geomeetriline kuju ei vasta, nditeks vorrandile z*+4-2y*+43=0.

Ulesanded.

Leida jargmiste kdverate koige lihtsamad vorrandid ja.
joonistada nende kujud:
1. do’4ay—8y*—T7x—7y=0.
1722—6xy + 9>+ 802—48y—160 = 0.
222 — 722y +281y>+ 682426428 = 0.
162>—24xy + 9y*—80x—40y+-25 = 0.
4 —122y+9y*+ 142—21y-+4-6=0.
522 + 6xy-+5y*—162—16y-+48 =0.
1202 Ty —12y>— 17124200y +-492=0.
6622—+-24xy+59y*—108x+94y—49=0.

el B B
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9. 6xy+8y*—122—26y+11=0.

10. x2—2xy+y~—101/§x—6]/_y—14 0.

11. 224 2zy+y>—4x—4y=0.

12. 5> —6xy+5y*—14x+4-2y+21=0.

18. Leida tdpi geomeetriline koht, mille kauguste ruutude
-summa kahest antud sirgest:

8z+4y=12 ja 4z—8y=49
-on muutumata arv 9. Leida tema kanooniline vdrrand. Teha
joonis. :

14. Leida tipi geomeetriline koht, mille kauguste ruutude
vahe kahest antud sirgest: e

5x42y—10=0 ja 2z—5y—4=0
on null. Leida selle joone kdige lihtsam vorrand. Teha joonis.

15. Leida tdpi geomeetriline koht, mille kaugused algu-
sest ja sirgest z+y—5=0 on vidrdsed. Missugune on saadud
kovera kanooniline vorrand? Teha joonis.

16. Sirge poorleb oma tépi (41, +2) timber. Ta ldikab
telge kahes tépis. Viimastes on ristsirged tdmmatud telgedega.
Leida nende sirgete iihistdpi geomeetriline koht, selle kanooni-
line vorrand ja kuju.

17. Téaisnurkne kolmnurk muutub ndnda, et tema kaatetid
asuvad kindlatel sirgetel ja tema timbermddt on muutmata arv 2p.
Leida selle kolmnurga iimber joonistatud ringi keskkoha siinni-
tatud kovera vorrand. Missugune on viimase kdige lihtsam kuju?

18. Leida teiseastmeline kdver, mis jirgmist viit téppi
Ioikab: (—4, 0), (0 “+2), (0, —2), (+4, 0), (+2, —1). Mis-
sugune on selle joone koige lihtsam vorrand ja kuju?

19. Leida geomeetriline tépi koht, mille kauguste ruutude

summa kahe sirgeni:
3z—y—3=0 ja x—3y+7=0

16
©on muutumata arv 5

20. Leida teiseastmeline kgver, mis tippe (0, 0), (41, 0),
(0, +1) loikab ja mille keskkoht on tépis (+2, +38). Leida
tema siimmeetria teljed. 3




Sisu iilevaade.
Lugejale,

Saateks.

1. Sissejuhatus. Vaatluste protokollimine. Vaatlussaaduste graa-
filine kujutamine. Mehaanilised registraatorid. Teine loodusnihtuste-
kdigu kirjeldamise viis. Nahtuse kdigu graafiline kujlitamine. Vahe-
kord n#éhtuse kdigu kahe kujutuse vahel. Analiiiitilise geomeetria
iilesande miiramine. Ulesanded.

2. Koordinaatide mdiste. Lihtarvude kujutamine arvsirgel.
Positiivsete ja negatiivsete téisarvude kujutamine. Murruliste arvude
kujutamine. Irratsionaalarvude kujutamine. Arvastmiku tarvitamine.
Uldine kokkuvdte. Méned nimed. Kahe arvtelje tdpi kaugus. Tapi
koha midiramine tasapinnal. Méned nimed. Piist- ja kaldkoordinaadid.
Polaarkoordinaadid. Nurga absoluutmddt. Kahe tépi kaugus Cartesiuse-
koordinaatides. Tapi kaugus algusest. Selle tépi koordinaadid, mis
jagab teatavas suhtes kahe antud tépi vahet. Kahe tdpi vahe kesk-
koha koordinaadid. Kolmnurga raskuskeskkoht, Ulesanded.

3. Funktsiooni moiste ja graafiline kujutamine. Funktsiooni
moiste, Uldine funktsiooni definitsioon. Funktsiooni tihis. Muutujate
moiste. Funktsiooni graafiline kujutamine. Funktsiooni kujutamine
‘Yolaarkoordinaatides, Funktsiooni mdiste laiendamine: ilmutamata
funktsioonid. Ulesanded.

4. Kovera vorrand. Kovera vorrandi mdiste. Kovera vorrand
definitsioon. Modned ' pohiiilesanded, mis kdvera vorrandi abil lahen-
datakse. Graafiline vorrandite lahendamine. Ulesanded.

5. Kovera vorrandi leidmine. Tépi geomeetrilise koha moiste.
Kdvera vérrandi leidmine. Niited!: ring, parabool, sirge; ringi vorrand
polaarkoordinaatides. Uldine juhis kovera vorrandileidmiseks, Ulesanded.

6. Kovera parameetrilised vorrandid., Parameetriliste vorrandite
mdiste. Cartesiuse-vorrandi leidmine parameetrilistest. Monede iiles-
annete parameetriline kisitamine. Ulesanded.

7. Sirge vorrand. Pohilause. Sirge tous. Sirge konstruimine.
Lause otsevordelisest olenevusest. Sirge vérrand ldikudes. Sirge kon-
struimine l6ikude abil. Tingimuste arv, mis sirget mééravad. Sirge
labi antud tdpi. Sirge vdrrandi normaalkuju. Sirge vorrandi normi-
mine. Ulesanded.
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8. Pohiiilesanded sirgest. Tapi kaugus sirgest. Nurk kahe
sirge vahel. Kahe sirge roopseisu ja ristseisu tingimused. Kahe sirge
ithistipp. Ulesanded.
9. Moned iilesanded geomeetrilistest kohtadest.

10. Sirge vorrandi rakendused. Graafiline katsevigade leidmine.
Empiiriliste seaduste graafikud. Niitprov. Lineaarse seaduse juhus.
Astmelise seaduse juhus. Logaritmteisendus. Lineaarne interpoolimine.
Kahe lineaarse vorrandi graafiline lahendamine. Uhe erikujulise vor-
randi graafiline lahendamine. Ruutvérrandi nomogramm. Ruutvorrandi
juurte arv. Kuupvorrandi nomogramm. Ulesinded.

11. Ring. Ringi vorrandite kujud. Ulesanded.

12. Elips. Definitsioon. Ellipsi vorrand. Ellipsi vorrandi ka-
mnooniline kuju. Ellipsi teljed. Ellipsi kuju uurimine. Ellipsi para-
meetrilised vorrandid. Ellipsi joonistamine. Ellipsi tulitippide kon-
struimine. Ellipsi raadiusvektori leidmine. Ellipsi ekstsentrisus. Ellipsi
juhtjoon. Ellipsi juhtjoone konstruimine. Ulesanded.

13. Hiiperbool. Definitsioon. Hiiperbooli vérrand. Selle vor-
randi kanooniline kuju. Hiiperbooli teljed. Hiiperbooli kuju uurimine.
Hiiperbooli asiimptoodid. Hiiperbooli joonistamine. Hiiperbooli tuli-
tdppide konstruimine. Hiiperbooli raadiusvektorid. Hiiperbooli ekstsent-
risus. Hiiperbooli juhtjoon. Selle konstruimine. Ulesanded. '

14. Parabool. Parabooli definitsioon. Parabooli vorrand. Parabooli
kuju uurimine. Parabooli joonistamine. Parabooli parameeter. Ulesanded.

15. Ellipsi, hiiperbooli ja parabooli ithine vorrand polaarkoordi-
naatides. Ellipsi ja hiiperbooli parameeter. Kolme kdvera iihine vérrand.

16. Koonusloiked.

17. Puutujad. Definitsioonid. Puutuja vorrand. Tuletise defi-
nitsioon ja tema geomeetriline tdhendus. Néited tuletise leidmisest.
Puutuja vorrandi leidmine. Ringi puutuja. Méarkus puutuja vorrandi
kirjutamise kohta. Parabooli puutuja. Tema loiketdpp teljega. Para-
booli puutuja joonistamine. Jarg parabooli puutuja omadusi. Ellipsi
puutuja. Tema loiketipp suure teljega. Ellipsi puutuja tdhtsam omadus.
Ellipsi puutuja joonistamine. Hiiperbooli puutuja. Hiiperbooli puutuja
lopmatuses. Puutuja vorrandi leidmine, mis vilisest tdpist koverale
tommatud. Ulesanded.

18. Diameetrid. Definitsioon. Parabooli diameetrid. ' Ellipsi
diameeter. Ellipsi diameetri tous. Ellipsi kaasdiameetrid. Hiiperbooli
diameetrid. Ulesanded.

19. Koordinaatide teisendamine. Uldine iilesanne koordinaatide
teisendamisest. Roopliitke. Pooramine. Uldine juhus. Mirkused koor-
dinaatide teisendamise kohta. Uleminek piistkoordinaatidest polaarkoor-
dinaatidele ja iimberpoordult. Ulesanded.
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20. Moned koonusloigete vorrandite erikujud. Piisthiiperbool.
Poordvordelise olenevuse kuju. Niited poordvordelisest olenevusest.
Murdlineaarne olenevus. Paraboolsed seadused. Koonusldigete vérrandid
teljes ja puutujas nende lagitipis. Ulesanded.

21. Kovera aste. Kovera astme mbdiste. Kovera astme muutu-
matus. Selle muutumatuse geomeetriline tolge.

22. Koverate uurimine, mis iildise teiseastmelise vorrandi abil
antud. Uldine teiseastmelise vérrandi kuju. Siimmeetria kriteerium
alguse suhtes. Siimmeetria kriteerium telgede suhtes. Kovera vorrandi
muutumine paralleelteisendamisel. Kovera keskkoha leidmine. Selle
olemasolemise kriteerium. Koévera vorrandi muutumine potrdteisenda-
misel. Poordnurga valik. Kdvera peasihid. Kovera teljed.

23. Teiseastmelise kovera kanoonilise vorrandi leidmine. Kolm
juhust, Niited. Uldine kokkuvdte. Ulesanded.
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