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E E S S Õ N A

Käesolev väljaanne sisaldab näiteid ja ülesandeid mate­

maatilise analüüsi alalt mitme muutuja funktsioonide dife- 

rentsiaalarvutuse ulatuses ja on mõeldud matemaatilise ana­

lüüsi praktikumi läbiviimiseks prof. G.Kangro õpiku "Mate­

maatiline analüüs" II (Tallinn, 1968) järgi TRÜ Matemaatika­

teaduskonna ja Füüsika-Keemiateaduskonna füüsikaosakonna 

esimestel kursustel kevadsemestril.

Ülesannete kogu igas osas on antud lühike teoreetiline 

sissejuhatus, kus on ära toodud põhilised mõisted, valemid 

ja teoreemid, mida läheb vaja vastava osa ülesannete lahen­

damisel. Samuti on toodud rohkesti näiteid tüüpiliste lahen­

dusvõtete rakendamise kohta. See teeb ülesannete kogu kaunis 

sõltumatuks matemaatilise analüüsi kursuse õpikutest ja või­

maldab praktikumi materjali kasutada ka iseseisvalt Õppijail, 

ülesannete kogu on sobiv kasutamiseks ka teistes ENSV kõr­

gemates õppeasutustes, kus matemaatilise analüüsi program- 

old on väiksema ulatusega.

Kõigile arvutusülesannetele on antud vastused. Tärnike­

sega (*) märgitud ülesannetele on vastustes antud kas lahen­

dust põhjendav märkus, juhised lahendamiseks või on ära too­

dud lahenduse põhiosa.



Käsikirja asjaliku retsenseerimise eest on autorid väga 

tänulikud oma endisele õpetajale dotsent Jakob Gabovitsile. 

Samuti avaldavad autorid suurt tänu matemaatilise analüüsi 

kateedri laborandile Kersti Kolgile hoolika töö eest käsi­

kirja vormistamisel Ja Lembit Talpsepale ülesannete vastuste 

-osa koostamise eest.
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I. M I T M E  M U U T U J A  F U N K T S I O O N I D

§ 1. Kahe muutuja funktsioonid.

Olgu D mingi arvupaaride (x,y) hulk. Geomeetriliselt 

kujutab hulk D endast punktide P = (x,y) hulka xy-tasandil 

(vt. Joon. 1).

Kahe muutuja funktsiooni definitsioon. Kui igale arvu­

paarile (x,y) ehk punktile P = (x,y) hulgast D on seatud vas­

tavusse mingi arv z, siis öeldakse, et suurus z on kahe muu­

tuja x Ja у ehk punkti P = (x,y) funktsioon Ja kirjutatakse 

z = f(x,y) või z = f(P).

Seejuures arvu z nimetatakse funktsiooni f väärtuseks, hul­

ka D Ja hulka Z = {z j vastavalt funktsiooni f määramis- Ja 

muut umlspiirkonnaks.

Kui arv z on üheselt määratud iga paari (x,y)€D korral,

siis funktsiooni f nimetatakse üheseks, vastasel Juhul mit-
\

meseks.

Vastavalt definitsioonile on funktsioon f antud, kui on 

teada:

a) funktsiooni f määramispiirkond D,'

b) vastavuse eeskiri z = f(x,y).

Kui vastavuse eeskiri z = f(x,y) juba määrab D, siis 

viimast eraldi enam ei anta. Näiteks, kui vastavuse eeski-
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ri on antod analüütilise valemiga z = f(P) ja määramispiix*- 

kond D ei ole ette antud, siis D all mõistetakse kõigi nen­

de punktide P hulka, mille korral antud valemil 011 ®õte, 

s.t. valem määrab reaalse väärtuse z.

Graafiku definitsioon« ArvukoImikute (x,y,z) ehk 

punktide Q = (x,y,z) hulka, kus z = f(P) ja P s (xvy) б D, 

nimetatakse funktsiooni z = f(x,y) graafikuks.

Geomeetriliselt kujutab graafik endast pinda xyz- 

ruumis (vt. joon* 2).

Eaks funktsiooni z = f(x,y) ja z = g(x,y) osutavad 

samadeks funktsioonideks, kui neil mõlemal on üks ja see­

sama mäaramispiirkond D ning samad vastavuse eeskirjad, 

s.t. nende graafikud langevad kokku.

Olgu E?0 mingi arv. Punkti P0 = (x0 ,y0) E-ümbru- 

seks nimetatakse kõigi punktide P * (x,y) hulka, mille 

kaugused punktist P0 on väiksemad kui c, s.o.

Joon. 1 Joon. 2



Geomeetriliselt punkti PQ t-ümbrus kujutab endast ringi 

raadiusega t, mille keskpunkt on PQ ise.

Punkti PQ nimetatakse hulga d sisepunktiks, kui p0 

kuulub hulka D koos oma mingi fc-ümbrusega, ja ra.japunk- 

tiks. kui PQ igas t-ümbruses leidub nii hulga D punkte 

kui ka punkte, mis ei kuulu hulka D. Kõigi hulga D rajapunk- 

tide hulka nimetatakse hulga D rajajooneks ehk rajaks.Hul­

ka D nimetatakse lahtiseks, kui kõik tema punktid on sise­

punktid, ja kinniseks, kui hulka D kuuluvad ka kõik tema 

rajapunktid.

Näide 1 . Leida ja joonistada funktsiooni

määramispiirkond D.

Lahend аз. Funktsiooni avaldisest näeme, et z on määra­

tud, kui

(x2 ♦ y2 - 1)(4 - x2 - y2)^0.

Viimane tingimus on samaväärne tingimustega

või

Esimesest süsteemist saame

kust

l ^ x 2 ♦ y2^ 4



Teisel süsteemil ei ole lahendeid.

Seega antud funktsiooni määramispiirkond on hulk 

D = {(x,y): 1,£x2+y2s£4}.
Määramispiirkonna D raja moodustavad j^ontsentrilised 

ringjooned

x2 + y2 = 1, x2 + y2 = 4

keskpunktidega punktis (0,0) ja raadiustega vastavalt 1 ja

2. Nagu näeme,raja kuulab hulka D ning seega D on kinnine 

haik. Nüüd võime joonistada määramispiirkonna D (vt.joon.3). 

Antud ülesande võib lahendada ka järgmiselt. Tähis­

tame

u = x2 + y2,

siis D määramiseks saame a suhtes ruutvõrratuse 

(u - 1)(4 - u) ̂ 0,

kust

1 ̂ u « 4 .

Nüüd, arvestades u tähendust, sa enne jällegi sama määramis­

piirkonna D.
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Häide 2. Leida ja joonistada funktsiooni

T x2 + y2 —1 z = l n -----tt
4 - x2 - y^ '

määramispiirkond D.

Lahendus_. Funktsiooni avaldisest näeme, et z on mää­

ratud, kui

x2 + v2 — 1x .t-J  >  0,
4 - x* - y*

mis on samaväärne võrratusega

(x2 + y2 - 1)(4 - x2 - y2)>0.

Analoogiliselt näitele 1 saame

D = {(x,y):'l<x2 + y2<4-j*

Näeme, et määramispiirkonna D raja moodustavad ringjooned

x2 + y2 = 1, x2 + y2 = 4

ei kuulu hulka D ning seega D on lahtine hulk. Sellepärast 

piirkonna D joonistamisel kujutame raja punktiiriga (vt. 

joon. 4-).

Näide 3. Leida ja joonistada funktsiooni 

z = arcsin

määramispiirkond D.

Lahend usл Peab kehtima tingimus

-  1 

x *1.

Järelikult määramispiirkond D on määratud süsteemiga

|У - 1 |^|x| 

x А 0.
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Seega võime kirjutada, et

D s {(x,y)s |y - 1| <|x|, x A o}.

Määramispiirkonna D joonistamiseks teisendame süstee 

kujule

'-|x|^ y - 1  =e|x| 

x А О

ehk ^

fl - |x|< + |x|

l x A O .

Edasi peame vaatama eraldi pooltasandeid x > 0  ja

x <0.

Kui x>0, siis

1 - x + x.

Nagu näeme, asetsevad määramispiirkonna punktid (x,7 ) vaa­

deldaval pooltasandil x > 0  sirgete 

7 = 1 — x, 7 = 1  + x 

vahel, mis moodustavad nurga tipuga punktis (0,1).

Kui x<0, siis

1 + x « 7 ^ 1  - x.

Näeme, et määramispiirkonna punktid (x,7 ) ka pooltasandil 

x < 0  asetsevad samade sirgete

7 = 1  +x, 7 = 1  - x

vahel.

Seega need sirged moodustavad määramispiirkonna raja. 

Et x А 0, siis tipp (0,1), mis on sirgete lõikepunkt ja 

seega ka hulga D rajapunkt, ei kuulu määramispiirkonda D. 

Järelikult D ei ole kinnine hulk. Et ülejäänud rajapunktid
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kuuluvad määramispiirkonda 

D, siis D ei ole ka lahtine 

hulk.

Nüüd võime joonistada 

määramispiirkonna D (vt* 

joon. 5).

Ülesanded.

Joonistada kinnised piirkonnad,-mis on piiratud järg­

miste joontega.
p p

1. у = X*, X = у*

2. у = sin x, у = -x, у = ln(x/JT )

3 . у = 2х, х =( Л - у , х ♦ у + 1 = 0

Leida järgmiste piirkondade rajajooned, joonistada 

need piirkonnad ning teha kindlaks, millised neist on kin­

nised ja millised on lahtised piirkonnad.

7 . x2 - 4y2^ 4

8. 4x2 - y2< 4

9. 0 <ln(xy)<1 , x2 + y2< 4

4. x2 + 4y2< 4

5* Ossy<x
26. x <  у <. x

10. y25'X5/ ( 2  - x), x2 + y2^ 2x

Leida järgmiste funktsioonide määramispiirkonnad

joonistada need. Määrata, millised neist on kinnised

millised on lahtised hulgad.

11. z = x + fy~ 13. z = ln(4 - x2 - y2)
о

14. z = ln(x + y)

Ja

12. z = (/4 - ~2 “2x - у
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15* z = 1л(x + у) + 1 /ln  x 18. z = / l  -  x2 + [Л ~ У

16. z = 3 + ^ -(x  -  y )2 19. z = /1 -  x^ + / У2
17 • z * x + e + arccos у

20. z = (/(x2 + y2 - a2)(2a2 - x2 - y^), kus a?*0

21. z = ^  23. z = ln(x2 + y) + sin x

22. z = ^  - (x2 + y)2 24. z = ln(1 ♦ x)/ln(1 + y)

. • ь - *  - ^  » in(i. -

26. z = /4 - x2 - у2 + ----я— -— ------
In Cx + y2 - 2) ____________

27. z = у sin x 30. z = ^inCx2 + y2)

28. z = cos(x2 + y2 - 3) 31* z =
_______  ^y - ГГ

29. z = ĵ ji cos(x2 + y2) 32* z = arcsin 2

3 3. z = arccos — -—  ♦ arctan---— 7.,.-
x + y  1 + ^  + у

1 X ♦ Y234. z = —5---- 5 - arccot — --- - л--- -
x + y^ 1 - 2sr - 4y^

35» z = ^arcsin У 36. z = ̂  sinяx sin яу*

3 7* z =  ̂3lnnz sin л у + ^  “Iх - ♦ /16 - (y - 4)2 

3 8. z = log|cosjr(x + у) совя-(х - y)J

59‘ S = ta xy - у* '-"Ь  * T2) 2

40. z = /у(2 - у) + агссое(1 - y ^ M

Millistes järgmistes paarides on samad funktsioonid 

ja millistes erinevad ?
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41. f(x,y) = ln x + ln y; g(x,y) - ln(xy)

42. f(x,y) = j/x2y; g(x,y) = xj/y"

43. f(x,y) = — 2; g(x,y) = xy

44. f(x,y) = ^2*» в<х»У> = ^

45. f(*,y) = ln(x2 |y|); g(x,y) = 21n(|x| |y| )

46. f(x,y) = lnCx2^) ;  g(x,y) = 41n(|x| |y|)

47. f(x,y) = ln(x2y); g(x,y) = 21n(|xj /у)

48. f(x,y) = |sin(xy)| ; g(x,y) = еЫ 18±П<ХУ>1

49*. f(x,y) = xy; g(x,y) = e^11!3̂  I sgn(xy)

Määrata määramispiirkonnad D nlit et vastavustega 

antud funktsioonide paarid koosneksid samadest funktsioo­

nidest.

50. f(x,y) = ln x2 + ln y; g(x,y) = 21n x + ln у

51. f(x,y) = f x  fji g(x,y) = /xy"

52. f(x,y) = cos /xy; s(x»y) = eln 008

53. f(x,y) = xy exey; g(x,y) = xy exy

Kui funktsiooni z = f(u,v) korral on

fu = g(x,y)

\v * h(x,y), 

kus (x,y)€ D, siis kirjutatakse

z s f(g(x,y)t h(x,y)) г P(x,y) 

ja öeldakse, et z on liitfunktsioon P muutujate x,y suhtes, 

piirkond D on tema määramispiirkond ja funktsioonid f,g,h 

tema koostisosad.
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Nagu näemej on funktsiooni f määramispiirkonnaks piir" 

kond E =|(u,v): U6Ü, v^v}, kus ü ja V on vastavalt 

funktsioonide g ja h muutumispiirkonnad.

Arvutada järgmiste funktsioonide f väärtused antud 

punktides А, В ja C.

54. f(x,y) = А = (2,1), B = (2,-5), С = (-1,8)

55# f(x,y) = xy ♦ А = (0,1), В = (1,-1), С = G|j,3)

56. f(x,y) = §-£-*, А = (1.2), В = (-3,5), С = (а, 1)

57. f(х,у) = хУ2“1 ♦ у̂2"1 ; А = (2,2); В = (1,2), С = (2,1)

58. f(х,у) = expsin(x ♦ у); А = (0,0); В * (^»4р)S Cs(f»f)

59. = g g tg fc  - 1 * (0 ,1)* В * (1*0)i

c = ( 4 £ I , - ß )

« •  * < * 7 ) = g g g % : &  i = р.»),

«• «*.*> * ssafrjfl» * - с.0» * - ( ч ^ ч ^
o . ( i ^ J 3 ;  а ^Я )

62. f(х,у) = uv ;
Ги = х у, А = (0,1), В = (2,3), С = (-1,1)

\v = х — у;

63. f(x,y) = ln(uv);

Ги = sin х, A =(f,0), В =(- §,Л), с = (Зр, £)

I V = cos у;

—1 в—»



64-. f(x,y) = ln(uv) 

u = tan x

{T = t a n y  * - < * . » ) •  » - ( f . 3!).

65* f(xty) = ln(u + ▼)

{ u = e^sln2! ™_ _
у 2 1 = (-5.3). В = (О, я-), С = 

v = ечозу

66. Leida f(y,x)t f(-x,-y), f(Vx,1/y) ja Vf(x,y),

w
kui f(x,y) *

67. Leida f(1,1/y) ja f(1/y,1/x), kui f(x,y) = x + ̂ . 

Leida funktsiooni f väärtused kõvera С punktides.

68. f(x,y) s 1 + x - у; С on parabool у = x2

69. f(x,y) = ^  c = {(x,y): x2 + y2 = a2}

70. f(x,y) = arcsin c s ^  + 2У2 =

71. Leida f(x), kui f(y/x) = /x2 + y^/yf kus y^O.

72. Leida f(x,y), kui f(x + y, x - y) = xy + y2.

73. Leida f(xty), kui f(x ♦ y, y/x) = x2 - y2 .

Leida funktsioonid f ja z, kui

74. *(x,y) = f( /x -  1) + /у" ja *(x,1) = x

75* z(xty) = |x|f(y/x) ja *(1,y) = /1 + y2 

76. *(x,y) = x + у + f(x - y) ja *(x,0) = x2

3
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§ 2. Mitme muutuja funktsioonid»

Süsteemi (x,y,z,...,t), mis koosneb m reaalarvust 

x,y,z,...,t, nimetatakse m-mõõtmeliseks ehk m-dimensio- 

naalseks punktiks ja kirjutatakse

P = (x,y,z,...,t) ehk P = (x,y»z,...)»

Arve x ty,z,...,t nimetatakse punkti P koordinaatideks, 

seejuures arvu x punkti P esimeseks koordinaadiks, arvu у 

punkti P teiseks koordinaadiks jne., lõpuks, arvu t nime­

tatakse punkti P viimaseks ehk m— ndaks koordinaadiks.

Punkti 0 = (0,0,...,0) nimetatakse nullpunktiks. Punk­

te P^ ja Pg nimetatakse võrdseiks ja kirjutatakse P/j = P2, 

kui nende vastavad koordinaadid on võrdsed.

Kõigi võimalike m-mõõtmeliste punktide P hulka nime­

tatakse m-mõõtmeliseks ehk Иг-dlmenslonaalseks Eukleidi- 

liseks ruumiks Rm, kui selles hulgas iga kahe punkti 

P^ = ,y^,...,t^) ja P2 = (x2,y2»•••»^2  ̂

vaheline kaugus d(P^ ,P2) = Р-̂з on defineeritud võrdu-

sega

d(P1tP2) = |/(x2 - x^)2 + (y2 - У1)2 ♦...+ (t2 - Ц)2.

Ruumis Rm kaugus d täidab identsuse, sümmeetria ja 

kolmnurga aksioome, s.o.

1° d(P/j ,P2) = 0 parajasti siis, kui = p t 

2« d(P1#P2) = d(P2,P/j),

3° d(P1 tP2) « dCP^,?^) + d(P5,P2) 

ruumi Rm iga punkti P^, P2 ja P^ korral.
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Olgu t:>0 mingi arv. Punkti P0e Rm ümbruseks ehk 

с-ümbruseks nimetatakse kõigi punktide Pefim hulka, mis 

täidavad tingimust

d(Pe,P )<t,

s.o. hulka

{Ps P с Rm, d(Pe,P) < * } •

Olgu E C R m mingi punktide hulk ruumis Rm . öeldakse, 

et punkt P0 on hulga E

sisepunkt. kui punkt P0 kuulub hulka E koos mingi 

oma (-ümbrusega;

ra.japunkt. kui punkti P0 igas t-ümbruses leidub nii 

hulga E punkte, kui ka punkte, mis el kuulu hulka E;

välispunkt, kui punktil P0 leidub t-ümbrus, mis ei 

sisalda ühtegi hulga E punkti*

Hulga E kõigi rajapunktide hulka nimetatakse hulga 

E ra.japinnaks ehk rajaks, öeldakse, et hulk E on lahtine, 

kui tema kõik punktid on sisepunktid, ja kinnine, kui 

hulka E kuuluvad ka kõik tema rajapunktid.

Hulka E nimetatakse tõkestatud hulgaks, kui leidub 

arv II>0» et iga punkti P « E  korral on

d(0,P) « II.

Tõkestatud hulga E diameetriks nimetatakse arvu

diam E = sup d(P,Q).
P,QeE

Järelikult kinnise tõkestatud hulga E diameetriks on suu­

rim kaugus tema kahe punkti vahel, s.o*

diam E = max d(P,Q).
P,Q cE
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Rütmis R® punktide P = (x,y,x,•••) halka, kus koordi 

naadid x,y,z,... on ühe parameetri t funktsioonid, s.o.

' x = x(t)

X . j W  

z = *(t)

kus t€ [ocfp>] , nimetatakse jooneks ehk kõveraks.

Kui funktsioonid (1) on pidevad t funktsioonid lõigus 

» siis joont (1) nimetatakse pidevaks jooneke. 

Erijuhul, kui funktsioonid O )  on lineaarsed t funktsioo­

nid, 8.0.
x = at + b

* у = ct ♦ d t 6 [«,

siis joont (1) nimetatakse sirglõiguks.

Hulka E nimetatakse sidusaks, kui hulgas E iga kahte

punkti saab ühendada hulka E kuuluva pideva joonega.

Olgu E mingi punktide hulk mitmemõõtmelises Eukleidi- 

lises ruumis Rm .

Mitme muutuja funktsiooni definitsioon. Kui igal# 

punktile P = (x,y,z,...) hulgast E on seatud vastavusse 

mingi arv w, siis kirjutatakse

w = f(x,y,z,...) või w = f(p) 

ja öeldakse, et suurus w on muutujate x,y,z,... ehk punk­

ti P = (x,y,z,...) funktsioon f. Seejuures arvu w nimeta­

takse funktsiooni f väärtuseks, hulka E ja hulka W s {w } 

vastavalt funktsiooni f määr amis- ja mmihnmi 0р11гк.пт,„а1<.в
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Eal arv w on üheselt määratud iga punkti P€ E korral, 

siis funktsiooni f nimetatakse üheseks, vastasel duhul 

mitmeseks.

Seega definitsiooni järgi on funktsioon f määratud, 

kui on teada:

a) funktsiooni f määramispiirkond E,

b) vastavuse eeskiri w = f(P).

Kui funktsiooni f määramispiirkond E ei ole antud, 

siis määramispiirkonnaks E loetakse kõigi punktide P hul­

ka, mille korral vastavus v = f(P) omab mõtet.

Funktsiooni graafiku definitsioon. Punktide Q = 

= (x,y,.. .,t,w) hulka, kus w = f(P) ,1a P = (x,y,... ,t) €  

€  E, nimetatakse funktsiooni f graafikuks.

Seega m muutuja funktsiooni graafik on punktide hulk 

(m+1)-mõõtmelises ruumis.

Mitme muutuja liitfunktsiooni definitsioon. Kui m 

muutuja u,v,... funktsiooni

w = f(u,v,...) 

korral u,v,... on к muutuja funktsioonid

u = g(x,y,...)

- v = h(x,y,...)

kus (x,y,...)eE, siis kirjutatakse

w = f[g(x,y,...), h ( x , y , = F(x,y,...) 

ja öeldakse, et w on liitfunktsioon F muutujate x,y,... 

suhtes hulgal E. Funktsioone f,g,h,... nimetatakse liit- 

funktsiooni F koostisosadeks. Suurust
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A f  = f(P) - f(Pe)

nimetatakse funktsiooni f muudud (ehk kasvuks) punkte о 

ja P vahel ehk üleminekul punktist P0 punkti P. Seejuures 

suurusi

Д x = x - Xe ,

А у = 7 - Уо»

nimetatakse funktsiooni f argumentide x,7 ,••• muutudeks 

ehk kasvudeks üleminekul punktist P0 = (x«,7e»«**) punkti 

P = (x,7 »•••)•
Elementaarfunktsioonl mõiste, Mitme muutuja x,7 ,... 

elementaarfunktsioonlks nimetatakse iga funktsiooni, mida 

võib saada põhielementaarfunktsioonidest nelja aritmeetili­

se tehte ja liitfunktsiooni moodustamise teel, rakendades 

neid lõplik arv kordi. Põhielementaarfunktsioonideks nime­

tatakse

1) konstantset funktsiooni,

2) eksponentfunktsiooni,

3) logaritmfunktsiooni,

4) astmefunktsiooni,

5) trigonomeetrilisi funktsioone,

6) arkusfunktsioone,

kus argumentideks võib olla iga muutuja x,7 ,...

Ülesanded.

Leida järgmiste kolme muutuja funktsioonide määramis­

piirkonnad E.



77. w = 1 + fx - |/У - fž~

78. w = 1 + /2x - |^y - /4z

79. w = |/x( z2+1) - |/yez

80. w = ln x + ln у + ln z

81. w = ln(xy) + ln z

82. w = ln(xyz)

83. w = ln_2 + sln_x 

fx ilu z

84. v = arcsin x - arccos у + 2arcsin z

85. w = /4 - x2 - y2 - z2

86. w = ln(4 - x2 - 2y2 - 3z2)

87. w = / 4 - x2 - y2 - z2 + |/x2 + y2 + s=2 - 1

88. w |/ 9 - x2 - v2 - z2 + ----------
i ^ ; v  ♦ ,2 - 4)

89. w = у /х ln z

90. w ,7
fz ln z

91. w = /(x2 + X + 1)(y2 - у + 1)(z2 + z - 1)

92. w = |/l - x2 - y2 - z2 + fc2 + y2 + z2 - 1

93. w = /x2 + 2y2 + 5z2 - 4 - ln(4 - x2 - 272 -

94. w arcsin x + arcsin 2y
arcsin 5z

95. W arccos z
rr + arcsin x - arcsin 7

96. w zln(x fi - y2) - ln(y/l - X2)
arcsin x ♦ arcsin 7
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огт* _ _ ln(1 - xv) + arcsin » 
arctan I + arctan у

98» W — j + COS9TX + сое яу + сое Т С  X

Arvutada Järgmiste funktsioonide väärtused antud 

punktides A ja B.

99. «*.7.0 = - y - i j ’ 1 = (1 i ̂ > ° > л i ^

100. f ( x , 7 ,* ) = tg v Ž tf x- -  { ] > 1 *

в >

w -  «*.*■ > ■ s s a g : ? :  а. * - <?.-

в , 4 ,- f . i ^ ü )

102. f(x,y) * uw ♦ wu+T 

u * x ♦ у А я (-1,2) 

v = x - у

» = ху В = (1,-3)

103. f(x,y,z) = eu + ln v

Г u = x + ln у А = (1,1,2) 

lv = ye* В s (0,e,-1)

104. f(x,y,z) = sin(uv) ♦ cos(vw)

'u = arcsin x 1 - (1,e,-1)
1 V = ln у

.. = arccoe z в = (^, 2 , 1,

Leida funktsiooni £ väärtused märgitud punktide 

hulgal.
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105* f(x,y) a (x - 1 )2 ♦ (у ♦ 1 )2 ♦ 2(x - у) joonel 

x2 ♦ у2 г 2

106. f(x,y,z) = sin2*^ + tan2^  + cos2z joonel у =

2 = у2 •

107. f(x,y,z) = (*r - z)2 - (x ♦ y)2 ♦ In sin *■-* 

tasandll x + у  + s = jr •

108. f(x,ytz) s z - arctan(r2 - x2 - y2) pinnal 
z = arccot (x2 + y2 - z2)

Leida funktsioon f(x,y,z), kui 

109« f(x,yz,z) = ln x + у - i

110. f(x y,x - y,z) = xy + y2 ♦ z2

111. f(x z,x - z,ln y) = 4xz ♦ fj~

112. f(x2, y2 - z2, у ♦ z) s 4yz ♦ |/x"

Leida funktsioonid f ja v, kui

113. w(x,y,z) a f (1 + fx,y) ♦ ja w(x,yt1) = x

114. w(x,y,z) a  f( l/x - 1,y) ♦ \fž ja w(x,y,0) a  x

115. w(x,y,z) a  f(/x,6y) ♦ /yž ja w(x,y,0) = 2x ♦

116. w(x,y,z) г f(arcein x, cos y) - arccos z 

w(x*yf1) s хсое у ja O ^ y

117. w(x,y,z) a  X  t у ♦ бг ♦ f(x/z, y/x) ja 

*(1 »У2!z) a /у* ♦ *”2 ning у > 0 .

Leida funktsioonid f f g ja w, kui

118. w(x,yfz) = f(arctan x) ♦ g(arcpot y) ♦ z ja 

w(xf 1,0) = x + 1 ning w(0,y,0) а у, f(Jt/3)



119. »Cx.y.x) = Я  ♦ « 2  ♦ 3,f7> ♦ eC5 - *“  *>»

» C Q . J . 1 )  -  ?Г г ? »  » C 1 . ° » Q  °  3 *  I  а ‘  e C 2 )  = -

120. -Cx.7 .») - ein x ♦ * e<*2>.

«(0,0,*) - 1 + *“ *• = 1 + cos у ja g(0).0

121. «(X.7.X) - •* ♦ К «1 )1“ У * * ♦ »*6(2 + . ^5), 

w(0,1,*) = 1 + 2z ja w(ln 2,e“x ,0) = 3

122. w(x,y,z) = (x2-1)ysinf(z)+xlnlng(y) + cos[yg(z>), 

w(x,e,0) = x ♦ cos e, w(l,1,lnz) = cos z , 

w(0,1,z) = z ■»■ coe exp z ja g(0) 4  1

123. Tõestada, et kauguse aksioomidest 1е, 2° ja 3е 

järeldub kauguse mittenegatiivsus, s.o. d(P,Q)^.0 

iga kahe punkti P ja Q korral.

124. Tõestada, et kauguse aksioomidest 1°, 2“ ja 3°

järeldub võrratus

|d(P1 fP3) - d(P2,P5)| d(P1 fP2) 

iga kolme punkti P/j, P2 ja P^ korral.

125. Tõestada, et kauguse kolm aksioomi 1°, 2Ö, 3° 

on samaväärsed kahe järgmise aksioomiga

1) identsuse aksioom 1°,

2) d(P1 tP2) < d ( P 3 ,P1) + d(P3 ,P2) 

iga kolme punkti P1 , P2, p^ korral.

Leida järgmiste hulkade diameetrid, kus 

A = (a1 ,a2, ...,aa) on antud punkt, r ja r^.Tg,...,re 

on antud arvud, P = »Xg, ... ,xa), к = 1,2,.. „m.

126. Lahtine kera ^P: d(P,A) -c r}.
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127. Kinnine kera {p: d(P,A) ^;rj.

128. Kinnine ruut [P: J - afc| ^  rj.

129. Lahtine risttahukas <[P: ( xfc - a^| <  r^J.

130. {(x,y,z)s 3x2 + 572 « 1 ,  |z| <  rj.

Joonistada järgmiste kahe muutuja funktsioonide 

graafikud.

131. s = 1 - x - y, kus 0<sy^x«£l

132. z = x2 + y2, kus z «54

133* z = x2 - y2, kus |x| «1, | y|«1

134. z = 1 - l x} - | y| , kus z > 0

Leida järgmiste funktsioonide graafikud.
■Л—.2

135. W = z + ^  137. W = — g
_  ' ^  + 7 %  2

136. w = ^5 + ln(z + 1) I38. w .......... я
у zln(sr + у 1)

Leida järgmiste funktsioonide f muudud A f ning 

argumentide x,y muudud dx, Ay üleminekul puxiktist P0 

punkti P. _________

139. f(x,y) = !x2 + 3y2, P. = (1,1), P = (0,5;2)

140. f(xty) = sin(x ♦ у), P, - (J, ^ ) ,  P « (0,0)

141. f(x,y) = ix2 + y3 , Pe = (1,2), P = (2^2; 2)

142. f(x,y) = e*7 , P0 = (1,0), P = (0,1)

143. f(x,y) = Ш(УТ + V T  - 1), Po = (1,1),
P = (1,03i 0,98)
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144. f(x,y) = x7 , P. = (1{ 0,98), P = (1,04; 2,02)

145. f(x,y) .  x  + у - fž ♦ T2 . p. = « . * > .  r  - « |4,2) 

Haide 4. NÄIdata, et funktsioon

F(x,y,e) = 2sln Ixl ♦ log(x* - arccoe ln *) 

on elementaarfunktsloon.

Lahendoe^ Kõigepealt Tõime funktsiooni F kirjutada 

fc-яь« põhielementaarf unktsiooni summana:

F(x,y,z) = 2ein u ♦ log ▼,

kue

u a Ix|, ▼ = x^ - arccoe ln s.

Edasi

u s  |xl s fT, kue s = x2, 

x7 a e^, kus t = у ln x,

arccoe ln s s arccoe «, kus w = ln г.

Seega funkteioon F on saadud lõpliku arru aritmeetilis-• 

te tehete ja liitfunktsiooni moodustamise teel järgmis­

test põhielementaarfunkteioonidest:

2, ein u, log v, e0 »5, x2, e*, у1, ln x, arccoe w, ln s. 

Elementaarfunkteiooni definitsiooni põhjal on funkteioon 

F elementaarne.

üleeanded.

Hildata, et Järgmised funktsioonid on elementaarsed.

146. F(x,y) = 3xy - cos(x + y2)

147. *(*.y) = 1 ♦ д  y7
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148. F(x,y,z) = xlcot X U  (5z)y 111 X
2

149. F(x,y,s) = 41+x 008 * + ln 2: ♦ arcsin(xyz)

150. F(x,y) ® |ein ln(x - 2У2)!3
1 чЗ

151. F(x,y,z) = ln arctan(x - 2yz)»ln(arccot —  _ 2 jz '

§ 3. Ml tue muutuja funkteioon! piir­

väärtus ,1a pidevus.

Olgu ruumis R® antud punktide Pn (n = 1,2,...) jada

{rn}-

öeldakse, et jada { f q| koondub punktiks F0 ja kirju­

tatakse

lim P = P. v5i P_ ♦  Pe, 
n-*oo

kui

lim d(Pn,Pe)4 = 0. (2)
O0

Sel korral punktide J a d a ^ P ^  nimetatakse koondavaks ja 

punkti Pe tema piirpunktiks. Punktide hulka {Pn] nimeta­

takse ka lähenemisteeks punktile Pe.

Kui Pn = (xn ,yn,...) ja Pe = (Xo,y.... ), siis tin­

gimas (2) on samaväärne tingimusega

lim x =  x0 
n-r-OO

lim у = ye (3)
n-^oo

Jada[pn| nimetatakse tõkestatud jadaks, kui punkti­

de hulk (pj. on tõkestatud hulk.

Iga koonduv jada [Pn| on tõkestatud jada.
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Bolzano—Weiers trassi leama- Ruumis R™ igas*, t õ k e s t a t u d

Jadast {Рп} saab eraldada koonduva osajada £Pi_ }(n=1 »2» • • *
m “Olgu hulgal E C R  määratud m muutuja funktsioon P •

Funktsiooni piirväärtuse definitsioon. Arvu A nimeta­

takse funktsiooni f Сд-kordseks) piirväärtuseks punktla 

Pe Ja kirjutatakse

lim f(P) = A;
P-P«

kui iga arvu £ > 0 korral leidub arv 6 = 5 ( £ ) > 0, 

kehtib

I f (P) — А | <  € 

iga punkti P C E  korral, mis täidab tingimust

О <  d(P,Pe) <  <5 .

Lõpmata suure suuruse definitsioon. öeldakse, et 

funktsiooni f piirväärtus punktis F, on oo , Ja kirjuta­

takse

lim f(P) - oo t 
P-kP*

kui iga arvu M > 0  korral leidub arv 5 = 6(M)>0, et keh-
-f

tib

f(P) => M alati kui 0 <  d(P,P.) <  <5 . 

öeldakse, et funktsiooni f piirväärtus punktis P0 on - oo,

Ja kirjutatakse
lim f(P) = -да,

P ^ P o

kui iga arvu M > 0  korral leidub arv fi = 6(M)»0, et kehtib

f(P)<-M alati kui 0<d(P,Po) ^ J  .

Mõlemal Juhul öeldakse, et funktsioon f on punkti P ümbro-
o

ses lõpmata suur suurus.
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Piirväärtrtze olemasolu kriteerium. Suurus A on funkt­

siooni f m-kordseks piirväärtuseks punktis P0 parajasti 

siis, kui iga punktide Рд A P0 jada {Pn} c E  korral, kus 

Pn -►Po» kehtib

lim f(P ) = А . 
n -+O0

Analoogiliselt nagu ühe muutuja funktsiooni korral 

laiendatakse funktsiooni piirväärtuse ja lõpmata suure 

suuruse definitsioonid ka juhule, kus piirpunkti P0 mõni 

koordinaat on asendatud sümboliga oo või -oo » Piirväär­

tuse olemasolu kriteerium jääb kehtima ka sel juhul.

Mitme muutuja funktsiooni piirväärtuse korral kehti­

vad järgmised tehetega seotud piirväärtuse omadused.

Kui eksisteerivad lõplikud piirväärtused

lim f(P), lim g(P),
P-*Pe P-*-P0

siis

1) lim [fCP) + g(P)l = lim f(P) + lim g(P);
P-P- P-Po P-Po

2) lim с f(P) = с lim f(P), с = const;
P — Po P-Po

3) lim f(P) g(P) = lim f(P) lim g(P);
P - P 0 P - P 0 P-Po

lim f(P)

4)Pü ;  ■ kui pffp8(;i>) * 0>
° P-^Po о

Samuti kehtivad mitme muutuja funktsiooni piirväär­

tuse korral lõpmata väikeste suuruste ja lõpmata suurte 

.suuruste omadused, mis on analoogilised hariliku piirväär­



tuse korral oinad omadustega (vt. Matemaatilise analüüsi 

praktikum. Tartu,1970, pt. III, § 1).

Mitme muutuja funktsiooni piirväärtuse arvutamisel 

võib kasutada piirväärtuse arvutamise võtteist kõiki neid, 

«iя funktsiooni määramispiirkonnas ei piira lähenemisteed 

piirpunktile.

Funktsiooni f pidevuse definlteioon. Funktsiooni f

nimetatakse pidevaks punktis P,, kui

lim f(P) = f(P.). (4)
P-*P.

Funktsiooni f nimetatakse pidevaks hulgal E, kui te em 

pidev hulga S igas punktis.

Olgu Af funktsiooni f muut ja Ax,Ay* •••  tema argumen­

tide muudud üleminekul punktiet PQ = (x0#y0, . . . )  punkti 

P = (x,yf.« . ) 9 eile pidevuse tingimuse (4) võime samaväär­

selt kirjutada kujul

lim Af = 0 
dx-* о 
Ay-^o 

• • •

ehk

lim Af = 0,

kus

9 = d(P,Pe) = / Ax2 ♦ Ay2 ♦ . . .  .

Kahe punktis Pe pideva funktsiooni f ja g summa

f(P) + g(P), vahe f(p) - g(P), korrutis f(P) g(p) ja ja-

gatis -(?)/g(P) (kui g(Pe) jt 0) on pidevad funktsioonid 

punktis Pe.
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Liitfunktsioon

F(P) = f [g(P), h(P),...J (5)

on pidev oma määramispiirkonnas, kui tema koostisosad 

f,g,h,... on pidevad funktsioonid oma määramispiirkondades.

Seega punktis Pe pideva liitfunktsiooni (5) korral

kehtib võrdus

lim F(P) = f[lim g(P), lim h(P),...]. (6)
P— Po P-*-P0 P^^P©

Piirväärtuste arvutamisel leiab rakendamist järgmine

Teoreem. Kõik elementaarfunktsioonid on pidevad oma 

määramispiirkonnas.

Seega võrdused (4) ja (6) kehtivad iga elementaar- 

funktsiooni korral tema määramispiirkonna punktis Pc.

Funktsiooni ühtlase pidevuse definitsioon. Funktsioo­

ni f nimetatakse ühtlaselt pidevaks piirkonnas E, kui iga 

arvu 13-0 korral leidub arv 6 = 6 (C) >0, et kehtib 

võrratus /

|f(P) - f(P*)| <  * alati kui d(P,P*) < 6 

sõltumata punktide P ja p* asukohast piirkonnas E.

Pidevate funktsioonide korral kehtivad järgmised oma­

dused.

Welerstrassi teoreem funktsiooni tõkestatusest. Tõkes­

tatud kinnises piirkonnas pidev funktsioon on tõkestatud 

selles piirkonnas.

Weierstrassi teoreem ekstremaalsetest väärtustest. Tõ­

kestatud kinnises piirkonnas pideval funktsioonil on ole­

mas ekstremaalsed väärtused selles piirkonnas, s»o. leidub

5



vähemalt kaks punkti, et ühes on funktsiooni väärtus v„rd 

ne funktsiooni väärtuste ülemise rajaga ja teises väärtus­

te alumise rajaga.

Bolzano-Cauchy teoreem vahepealsetest väärtustest.

Tõkestatud kinnises sidusas piirkonnas pidev funktsioon 

omab iga väärtust oma ekstremaalsete väärtuste vahel.

Cantori teoreem ühtlasest pidevusest. Tõkestatud 

kinnises piirkonnas pidev funktsioon on ühtlaselt pidev 

selles piirkonnas.

Iga kahe punkti

P = (Xt7|...)| Pe = (зСо,у0»»»») 

korral kehtivad võrratused

|x - Xo| se d(P,Pe),

|У - Уо1 <  d(P,Pe>,

Näide 5. Kasutades funktsiooni kahekordse piirväärtu­

se definitsiooni, tõestada, et

lim g*2 + У2 » g* * ЗУ ♦ 2 _ 
x,y—  2,3 x2 + y2 ♦ 3 "

Lahendus. Olgu P0 = (2,3), P = (x,y), siis nende

punktide vaheline kaugus

4 = d(P,P.) = V (ж - 2) 2 ♦ (y . J)2.
Tähistame

f(x,y) = £ £ ~ + У 2 + 2 х + З у + 2  
x + + 3

Võtame suvalise arvu t > 0 . Vastavalt piirväärtuse defi­

nitsioonile tuleb leida niisugune arv fi >  o, et kehtiks

-34-



|f(x,y) - 2 | < £  alati kui 0 < d < õ  .

Kasutades võrratusi

Ix - 2| ^ d ,  |y - 3| < d  

ja jättes nimetajast ära suuruse x2 + y2 -$> 0, saame

|f(x,y) - 2| « J-y i - .2x. - 3 y  + »| ^  I У2 - 2x - Ъ  + £  

x* + ♦ 3 3

= ^(y2 - ЗУ - 2(x - 2)| =

= j|(y - 3 ) 2 ♦ 3(y - 3) - 2(x - 2 )|4

4j( |У - 3| 2 + 3|y - 3| + 2 | x - 2 | ) 4

4 j(d2 + 5d).

Kuna arvu j >  0 võime alati vähendada, siis nõuame, et 

oleks

|f(x,y) - 2| ^  j(d2 + 5d)< e-, 

kust d leidmiseks saame võrratuse

d2 + 5d - 3t <  0,

mis annab

0 < d  < = Ž - t - L g|

Seega võime võtta

5 = ^(-5 ♦ I/25T 12I),

millega vajalik arv õ on leitud*

Näide 6. Kasutades funktsiooni kahekordse piirväärtu­

se definitsiooni, tõestada, et

x : 3 , ~ A  * j -x,y^0,-2 x ^  *
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Lahendus_. Olgu Pe = (0,-2), P = (x,y) , siis 

d = d(P,P0) = l̂ x2 + (y + 2)2 .

Tähistame

f(x,y) = * t

Võtame suvalise arvu e. ">■ 0. Tuleb leida mingi arv 5 > 0, 

et kehtiks

|f(x,y) - 3 l <  t alati kui 0 -cd -c 5 .

Võime kirjutada

i«*,7> - 3i -\i - i  * 1' ^  » žl?; 3°1 ■

= I2x » 5y » ;.0l = J2x.f 5.1ž„t 2l  
|x + 2y + 3l |x ♦ 2y O l

Et nimetaja, sõltuvalt lähenemisteest piirpunktile 

P0, võib olla ka väiksem arvust 1, siis nimetajat vahetult 

ära jätta (nagu võis eelmises näites) ei saa. Seepärast

leiame nimetaja tõkked. Tingimuse 0 < d  < 8  tõttu on 

|x| <  d <  6 , jy + 2| ^  d <  6 ,
siis

- б < X <  6 , - (5 <  у ♦ 2 ,

kust

- 4 - 2  0 < 2y с -4 + 2 6 .
Seega nimetaja kohta saame

“ 36 <  x + 2y ♦ 3 <  -1 + 35 .

Et arvu б >  0 võime vähendada, siis loeme, et 0 < 6  ^  J. 

Sel korral on 36 ^  0,5 ja -36 >  -0,5 ning seega 

-1,5 ^  -1 - 30 <  x + 2y + 3 <  -1 + 35 ^  >0,5,
kust
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ehk

1,5>-(x + 2y + 3)>0,5.

Ilmselt x + 2y + 3<0, seega siis

0,5 <  |x ♦ 2y ♦ 3l<1,5.

Nüüd võime kirjutada, et

|f(x,y) - 3\J& - + ^  + 2)l = J^x + 10(у + 2)

^4jx| + 10|y + 2| ̂

^  4d + 10d = I 4 d < £  ,

kust

0 < d <  &

Seega võime lõplikult võtta

£ =  min (J,

-1,5 <  x + 2y + 3 <-0,5

Ülesanded.

Kasutades funktsiooni piirväärtuse definitsiooni, 

tõestada järgmised võrdused. Määrata $ = £ ( 0 .

152. lim (x2 + y2 - 2x - 4y) = -5 
x,y— 1,2

i5J: liB 2(x ♦ 1 f  * ж о

X , y » - V  |̂ (x + 1)2 ♦ (y - 1)2

154. ijm (sin x cos у) = sin a + cos b 
x,y-^a,b

155. lim sin(x - 2y) = sin(a - 2b) 
x,y-*a,b

-37-



156t lim cos(xy) = cos(ab) 
x,y-*-a,b

157. lim (x2 - t-22 = 0
x,y— 1,-2 (x + 1)Cy2 -

158 U m  *3(X + 2)(У2 - 1) _ о
158- x,£?-2,1 (x* -*)(7 * 1 )

159. ц ,  ^  V 8 V *  ” 2
x,y—  2,3 x* ♦ y* ♦ 1

160. 11*  * V  Л *  ■ =. 1
Х.У— 2,3 2(x ♦ y* ♦ 1)

161t 11* 4 —  -g^2 - ?x - У ♦ г-----j
x,y-*-0,-2 х - 2у ♦ху+х-7у-б

162. lim ------ Ц----- = О
х,у— о» х ♦ ♦ Зу

163. 11* ---= 1
Х,у-»оо х + у - х

Näide 7 . Leida kahekordne piirväärtus

А = lim ■ 3 x ^ 7  + sinlsl k 
x.y-OsS П t i n U  ♦ W  *

Lahend us_. Et esimeses murrus määramatust ei esine 

ja tegemist on elementaarfunktsiooniga, siis võrdose (4) 

põhjal võime kirjutada:

i = Ila — JS - tt o  + Ila S i s L s l  » 
х,уГо;2 ТтТЕСх-ГтГ 1)У _ 0 ,г x

• т^пгг * li”n , siB^ s l  •'X,y-*0|2 *

Teises murrus esineb määramatus tüüpi ß. Teeme muutuja 

vahetuse, võttes muutuja x asemele uue muutuja u s xy, 

saame
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A _ . .8 .... + lim 2-SiSJi = 
ß) + Ы  2 u,7-0;2 u

= T ~-TTn ~2 + limn 0 7  =u,y-»0;2

8 . я _ 10 ♦ ln 4 
- ТТ1Г2 + 2 - T T E  T  •

Näide 8. Leida piirväärtus

А = lim ----2 - 2* У-t.jg - ,
x,y-»-1,2 2 - гб - 2x - у + xy

Lahendus^. Et antud piirprotsessis lugeja on lõpmata 

väike suurus ja

6 - 2x - у + x y = 4 + o ( 1 ) ,  

siis esineb siin määramatus tüüpi ф. Piirväärtuse leidmi­

seks viime irratsionaalsuse nimetajast lugejasse, saame

А = lim (2 - 2x - у ♦ + V 4 ♦ 0(Ш  ,
<ŠU,y-1,2 4 -  l6 - S - y  txy)

= - lim (2 + 4 o(1)) = -4. 
x,y-»1,2

Sama ülesande lahendamise võib muutujate vahetuse 

teel taandada hariliku piirväärtuse arvutamisele. Tähis­

tades

/ 6 - 2x - у + xy = u,

saame

2 .
А = lim - 4 —  = - lim (u ♦ 2) = -4.

U - r 2  *  “  u  o .  u— 2  

lõi

Näide 9 « Leida kahekordne piirväärtus

А = lin  ± £ l .
x,y-#-0 x + у
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Lahendus^ Siin  esineb määramatus tüüpi Et

piirprotsessis sinCx5 + y5) - * 5 ♦ У3 » siis

A = lim э S  = 
x,y— о x + у

= lim (x ♦ - У » I2) =
x,y-^o x ♦ у

= lim (x ♦ y )(1 - -,g  ■ ,) = 
x,y-*-o r  + у

= - lia t e l l i s .  
x,y— о x + у

Kuna kehtib võrratus

jgi-, * 1 ,
2 " _2 ^x +• у 2

siis

А = - lim (x + y)0(1) = lim о О) 0(1) = 0. 
x,y-*o зс,у-̂о

Antud ülesannet saab lihtsamini lahendada üleminekuga

polaarkoordinaatidele. Siis

А = lim sL ±-z! = lim g?(cos3o ♦ sirAp ) _ 
x,y-*-o X + у / X=QCOS^|§-» о о

У y=qsinipf

= lim о 0(1 ) = О,
?-* о

sest piirväärtus ei sõltu ф muutumisest piirprotsessis

9 —  0.

Näide 1Q. Leida kahekordne piirväärtus 

А = lim (x + y)xy.
X,y-* о ♦

Lahendus^ Siin esineb määramatus tüüpi o°. Olgu
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Bkeponentfunktsiooni pidevuse tõttu võrdusest (6) saame

А з> lim exp ln f(x,y) = exp lim ln f(x,y). 
x,y* о x#y->- о♦

Seeparast leiame algal logaritmi ln f(x,y) piirväärtuse,

saame

В s lim ln f (x,y) s ' lim xy ln(x ♦ y).
X , J +  0 +  x , y + o +

Tekkis määramatus tüüpi Oo®. Tehes muutujate vahetuse 

x « V u ,  У = V v ,  lei«

В lim в ii* la(u + v) - InCuv) в
U ,V - » o o  * *  U jV ^ - o o  •

= lim ln(u ± ll  .  lim ln а ♦ ln v s
U ,V -* O o  * *  Ut V -* o o  ***

= lim 1SLS_±_I1.
U , V - o o  w

Et juhul u + v > 1  on 0<ln(u + v) «gu + v# siis 

0 «s В lim Д + *  * 0.
U , V — oe ИТ

IJ
Seega В = 0. Järelikult kahekordne piirväärtus А = e =

- e°-1.

Kahekordse piirväärtuse В võime leida ka üleminekuga 

polaarkoordinaatidele* Siis arvestades, et costpsinip *

= 0(1 )f saame
• P

В = lim 9 cos<f sinif 1п[ф(со8*р ♦ sintp)] «
о

= lim [5 20(1 )lnp ♦ p20(1)ln(coe ф ♦ sintf )] = 
9-* о J

= lim p20(1)ln(cos ф + sintf). 
g -*■ о



Kasutame võrduefc

cos ip + Sin (f * 2̂"Sln( if «■ $) .

Et piirprotsessis x,y-»>0+ on x,y=*0, siis 0 <  *f <  ^ ^

5 ̂  kUSt
1 с П" sin( if +

о onSeega vaadeldavas piirprotsessis p -+

ln(cos ф ♦ sintf) = 0(1).

Järelikult

В = lia p20(1) = 0.
9-* о

Näide 11. Näidata, et kahekordne piirväärtus

x2 - y2 lia 2 
x,y-* о x + у

ei eksisteeri.

Lahend us_. Olgu
2 2 

f(x,y) = ~

Läheneme piirpunktile (0}0) mööda sirget у = X, sile

lia f(x,x) = 0 . 
x-> о

Aga lähenedes piirpunktile aööda sirget у s 2x, saaae

lia f(x,2x) s - l.
X-* о

Seega piirväärtus sõltub teest, aida aööda läheneae 

piirpunktile. Järelikult vaadeldav kahekordne piirväärtus 

ei eksisteeri.

Piirpunktile sobiva lähenemistee leidmiseks on sageli
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otstarbekohane Tõtta lõhenemisteeks suvalised sirged 

у = kx. Siis

x2 _ ^Z—2 *] _ t.2
lim f(x, kx) = lim —3---=з=Ц ------=n ,
x-* о x-* о x^ + fĉ x 1 + k^

kust on näha, et piirväärtus sõltub к valikust ja seega 

lähenemisteest у = kx, mis ütlebki, et kahekordne piir­

väärtus ei eksisteeri.

Sama tulemuse saame ka minnes üle polaarkoordinaati- 

dele. Sel korral

lim f ((3 совф , p sin vp) = lim cos 2 ip = cos 2 1p, 
p-*- о <?-»• о

kust on ka näha, et piirväärtus sõltub ф valikust ja

seega lähenemisteest piirpunktile (0,0).

Näide 12» Näidata, et kahekordne piirväärtus

lim &  ,t äZ- 
x,y-^o* 5x + 4y

ei eksisteeri.

Lahendus^ Olgu

f(x,y) =
5* + bj*

Lähenedes lõpmatusele mööda suvalist sirget у = kx, kus 

к £ 0, saame

lim f(x,kx) = lim = lim » + Ц = 0.
X-*- 00 x-foo 5x + 4k x x-*eo 5 + 4k x

Samale tulemusele jõuame, kui läheneme mööda suvalist sir­

get у = kx + b, kus к / 0, sest

lim f(x,kx + b) = lim ^  * -b-g = 0.
X-* oo x-*oo 5x + 4(kx + b)
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Seega sirgeid aööda piirile minnes ei ole võimalik 

saada erinevaid piirväärtusi £ unktsioonile f • järelikult 

toleb otsida koapliteeeritomaid lähenemisteid.

Läheneme piirile mööda parabooli у = f x , siis saame

lim f (xt Ifx) s lim
x-*oö x-»oo ^ 7

Järelikult piirväärtus sõitob lähenemisteest, mis ültebfcL, 

•t kahekordne piirväärtus ei eksisteeri.

ülesanded.

Leida järgmised kahekordsed piirväärtused.

1 W * x т5Г 2 1  ^  173‘ 11ш - l2j ? 2 g
x *y 2»n x,y-*o 2 ♦ x ♦ y2

165. li* (2x ♦ 3y) 
x,y-*2,4

174 t lia ž?. ♦ J ?  
x , j — oox* ♦ y4

166. lim (x2 ♦ y2) 175. u *  ln(ex ♦ ye) 
x,y-*-1,-1  x,y—1 f0 ^2 + y2

167. lim ž-Ž-a-M ^ y )  1?6< l u  _x - J T  

x»X- 2  7 x , y ^ 0+ x + la *

168. lim ž2 ♦ 2x - g  " *7 1??# 1±Ä _ln(xy) 
х.У-^2 x - y2 x,y-*0+

169. lim 1?-- - »7 ± 
x,y-*3,4 x — 9

1?0e x ^ o  ’ir= — --  1?8e lie f ^  x cos v
x,7^ °  j/ 1 ♦ xy - 1 x,y-*0 x - Ь  у

171 • llB ----- --- 1 ■ 17Q 14 p о я
I , y - 0 /2ТГТ 7  .*5- x . V i o (I * Л « »  £  

17г' x ^ 0 1 " I ? +V ;2 ‘ 'l8°- ib. - x  * r
^  x,y-oo 2 + X + y2



181 • 11и fcaJxvT Л8?: 11ж <х2 ♦ У2)*272
х,у-*2,0 tan^  х,у-* о

182. li* 8lffixJ
х.у-Р.0,10 17

183. li* f g*2— g]*2 188. lim 1 "  "  j-1- 
x,y-»co #-oo\x* ♦ У / х,у- о + у

184. lim (1 ♦ |)7 189. lim s2*2 A . 
x,y-»3t°° 7 1 x#y-*o 1 “ coeCx^ ♦ у )

185. li. О ♦ хУ)5 ^  190. 11. ° ^kV ( l 4 *.У8Д 
x,y-*o ^  x,y— О x^ ♦ у

1 x'*,5r _2 , _2
1в6. 11« ( 1 + ; >  191. 11« ёЫ т Л )

x,y-»oo ,4 x,y-*oo

Näidata, et järgmised kahekordsed piirväärtused ei 

eksisteeri.

192. li« ^ - =  196. li* * +.Д 
x fy— о х,у— о x + у*

2 2 2
193. 11л -g g Д------- 197*. li«

Х,у-Ф О Xе - зГ ♦ xy X,y— о у - Xе

2 2 2
194. lim -- 9-X~J ---- -« 198. lim -  g

x,y*o xy +  (x - у)с х#у-м» у - Xе-

195. 11« 199t 11« ein g *
X,y-*- 00 X + y* X #y-*-Ot-1 *

Arvutada järgmised piirväärtused või näidata, et nad 

ei eksisteeri.

2 2 
« -  

xfy-*o »xy

201. lim ♦ x t 1 ■ .У* ♦ 1  
x,y-*o ^xy + y +1  - jfy ♦ T

202. llB L*° + r1°H* - 7).
x,y-*- o xy( |fx - у + 1 - 1)
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203. 11» 206. Ilm t a n s - T y
x,y-*1 x,y-*1,-1

204. U m  S l i f ^ + V - ^yT
X,y-*— 2,-1

205? H m  cos _ _ -g 
x,y— 1

Näidata, et järgmised punktide jadad {pj koondavad

punkti ka PQ .

pn * - s4 t 5> p- * (0>0)
2

/ sin n arctan n ч ^
208. Pn - '— - ' Z"'). Г. * (0,0)

209. Pn = C ( W ^ .  Сгт )̂4“4*1“8). P. * O.e-4).

210. Pn = ( l/n2 + Jn + 1 - fn2 - to ♦ 2, ch

p. = (2. 1)

Näidata, et järgmised punktide jadad (Pn| on tõkes­

tatud ja eraldada neist vähemalt üks koonduv osajada 

ning leida selle osajada piirpunkt Pe.

211. Pn * (2 «■ (-1)n , (-1)“)

212. Pn = (sin cos (-1 )n jr)

213. Pn = (cosC-l)1̂ 2̂  t tan X z l ^ ^ L )

214. P = (arctan(-Jr)n, arcsin д-Д )
** т + Д'

2l5t Pn = (sin n, cos n)
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Näide 13. Näidata, et funktsioon

Lahendus^ Funktsiooni f määramispiirkond on kogu

oon f elementaarne ja seega pidev. Järelikult tuleb kont­

rollida funktsiooni f pidevust vaid punktis (0,0). Et

siis f on pidev ka punktis (0,0). Seega funktsioon f on 

pidev oma määramispiirkonnas.

Selle ülesande saab lahendada ka järgmiselt. Leiame 

funktsiooni f muudu Af üleminekul punktist 0 = (0,0) 

punkti P = (x,y), saame

Ülesanded.

Näidata, et järgmised funktsioonid on pidevad oma mää­

ramispiirkonnas .

lim f(x,y) = 0 = f(0,0), 
x,y-o

kus

2
Arvestades, et |xyf< ^ , saame

lim & f = lim ”̂ 3 = 0, 
q —  о о P

sest

-47-



216. f(x,y)

217. f(x#y) =

218. f(x,y) =

219. f(x,y)

. / у2,. kui x2 ♦ y2 *  0,
^  ♦ у2’

0, kui x2

О11

%
.♦

kui x2 + y2 > 0 ,
j 1 + / '

0,
L

kui X M 4 II 0

Г x2sin
X 2  ♦ y2 *

x d ♦ ein^
#

0 . kui X  S  У  а

l L = - Z ^ f kui |x|*|y|/ 0,
7 7 ? '

0, kui x = у = 0

220. f(x,y)

f
kui X  а 0

221. f(x,y) =

222. f(x,y) =

223. f(xty) *

pLn(1 ♦ x2 ♦ у2) U..4 x2 ♦ y2 /6 0,

X  s  у « о 

X 2  ♦ у2 *  0,

x* ♦ у2 ’

BinCx2 ♦ y2)

KUI

kui

tiri
ln(1 - x* - y*)’

К Ui

e-1.

/sin(1 + X  ♦ y)

kui

Iri-H

X  S У я 0 

x * у + 1 /  оlnc “ X  -  j) *
KL uLL

-1, kui х ♦ у + 1 - 0
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224. f(x,y) s H

225. f(x,y) =

226. f(x,y) =

'(1 ♦ xy)2/(xy), kui xy А 0,

e2.

arctan x 

arcsin y,

arcsin2

kui xy А 0,

kui Q к о

kui X  А 0,

kui и II о

~g2 >̂ kai x2 A  2y,------------4—
arctan(2y - x )

-1, kai x2 = 2y

/x2 ♦ y2 - 1, kui x2 + y2^  1, 

|A - x2 - y2f kui x2 ♦
227. f(x,y) = ‘

228. f(x,y) = ftx2 + 2y2 - 3)sgn(x2 ♦ 2y2 - 3)

229. f(x,y)

on

w  X2 +y2>2,
= 2 -  x Y

arctan2 Va - | L = jg , koi i 2 + y2< 2
,arcsin(x «■ y* -  2)

'eos x y * 1 ,

xy - 1 , kui xy

Öeldakse, et mitme muutuja funkteioon f(x,y,z,...) 

punktis P0 pidev muutuja x ,1ärgl. kui

lim f(xtyetz0t...) = f(Pe) j
T .

230. f(x,y) =

X -*  X

pidev muutuja у järgi, kui

lim f(x«,y,z0I...) = f(P®)» 
У- У»

7
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jne. Analoogiliselt defineeritakse funktsiooni f pidevus

kabe ja enama muutuja järgi.

Kui funktsioon f on pidev oma määramispiirkonna sise­

punktis Pe» siis ta on pidev selles punktis P0 ka iga muu­

tuja järgi eraldi. Kui Pe on määramispiirkonna rajapunkt, 

siis see väide ei kehti.

Kui funktsioon f ei ole pidev punktis Pe, siis öel­

dakse, et f on katkev punktis P0. Sel korral punkti P0 

nimetatakse funktsiooni f katkevuspunktiks.

Funktsioon f on katkev punktis Pe, kui leiab aset 

vähemalt üks järgmisest kolmest tingimusest:

1) f(Po) ei ole määratud, s.t. punkt P0 ei kuulu f 

määramispiirkonda E, kuid on E rajapunkt;

2) lim f(P) ei eksisteeri}
P-» Pe

3) eksisteerib lim f(P) f(Pe).

Leidub funktsioone, mis on katkevad punktis P0, kuid 

on pidevad selles punktis Pc iga muutuja järgi eraldi.

Millised järgmistest funktsioonidest on punktis P0 

pidevad, pidevad muutuja x või muutuja у järgi?

P-rPe

Ülesanded
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233.

234.

235.

236.
237.

238.

239.

240.

241.

242.

f(x,y)

'xarceln(y - 1) kui x2 + у2 ,4 2y - 1,
1 + xT - 2y + JT

^  У Po=(0,1)

kui x2 + y2 = 2y - 1 ,0,

f(x,y) = f2x - x2 - y5, Pe = (0,0)

f(x,y) = ln(2 - l2x + 2y - x2 - y2 - 1), Pe = (2f1)

f(x,y) =

f(x,y)

f(x,y) =

f(x,y) =

f(x,y) =

f(x,y) =

f(x,y) =

Г 2 2
" 2 ~ kui |x| + |у| * 0,
*  ♦ У

kui x = у = 0,
P« = (0,0)

Г,4 4
kui |x| +|y| / О,

X ♦ у

-1, kui х = у = О, 

f-j koi x * у,

P. = (0,0)

0, kui x = y,
P. = (1,-1)

f X  - у
“2---X + у

kui x2 ♦ y2 >£ 0,
P0=(sin 1 ,cos 1)

2 2
sin 1 - cos 1 , kui x ♦ у = 0,

r-zr^L Z 2. kui |x| + | у | А О, 
x + у

О, kui х = у = О,

гтптщ 9 kui ,х| + |У| * °*

О,

log|xy|

О,

kui х = у = О,

Р. = (0,0)

Р* = (0,0)

■, kui ху А О,

kui ху = О,
Р. = (0,0)
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243. f(x,y) =

244. f(x,y) =

245. f(x,y) =

246. f(x,y) = <

W W ' kul 17 *0'
O, koi xy = O,

P* = (O,-'*)

''arctan |^|f koi x A 0 f
P. = (0,0)

koi x s 0,
it-

arccot , koi x А 0,

-Я..2 * koi x = 0,
P* = (0,0)

arccot , kui x А 0,
P. = (0,-1)

л kui x s 0,

Leida järgmiste funktsioonide katkevuspunktid.

247. f(x,y) =

248. f(x,y) =

249. f(x,y) ='

2, kui | x | + | уI А О, 

kui X з у а ОО,

р, kui у А -X,х ♦ у*

-1, koi у = -х 

’х2 - у2
х2' ~ kui х + у А О,

О, kui х = у в О

251. f (х,у) = sin ^
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252. f(*,y) - на-Ла у

253. f(x,y) = ln(1 - x2 - у2)

254. f(xty,z) = In(x2 + у2 ♦ z2 - 2)

256. f(x,y,z) = in ialLl x - 1 j ±Lr + 2I +lz „

K(x - 1 )2 + (y - 2)2 + (z ♦ 3 )2

ISTx + y|» kai x ♦ у / 0,

0, kui x + у s 0

Xf^ V - 7y). kui x - у ^ 0,TnTT

n
sin X

kui x - у = 0 

3̂ -. kui xy * 0, 

kui xy = 0

257. f(x,y) =

258. f(x,y) =

259. f(x,y) =

260. f(x,y) =

261. f(x,y) -

262. f(x,y) s
0, kui x = у = 0

Järgmistel funktsioonidel f kõrvaldada katkevus piirkon­

nas D, s.t. leida hulgal 0 pidev funktsioon g, mis hulgftl D 

erineb funktsioonist f ainult viimase katkevuspunktides.

lntannxy

1

1 . exp s i s ü M  
¥

exp(-|||-|J|), kui |x| + I yi А 0,
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263. f(x,y) = 8l4 * Zl , D = R2

264. f ( x ,y )  = D = j\ x ,y )s  |x + y | ^ 1}

265. f ( x ,y )  = exp<̂ V  I )  --, D = R 23 + cot (x + y)
266. f (x ,y )  = exp(xycot 8Cxy), D • f (x ,y ) :  0 € x y « l j

267. f<x,y) = D *  В 2Г  > у + 2x + 1

268. f ( x , y) = 2 ^ гс з1 П2Сх -  1 ) ,t D .  |x .  1)аг1]
x ♦ у - 2x ♦ 1 l J

269. f (x ,y )  = .J -.— -P 2 -  37- . t d = { (x fy ) : - 7 < x+2y 2]
x ♦ 4xy + 4jr - 64 I J

f ( x *T) » - H ' u i « « )
У

271. f (x ,y )  = arccot — m ■ --------, D = {(x,y): y<0 [
4 7 Г  - 1 2 x  + 9 L J

Näide 14. Näidata, et funktsioon

f(x ,y )  = x- t mJ  *  s in (y  -  2x)
on ü h tlase lt pidev piirkonnas

D = | (x ,y ): |х|ь 6 , |у | -s 2J.
Lahendus_. Funktsioon f on elementaarne ja  seega pidev

oma maäramispiirkonnas D. Piirkond D on küll kinnine hulk,

kuid s i is k i  Cantori teoreemi kasutada e i saa, sest D on
tõkestamata. Seepärast lähtume ühtlase pidevuse definit­
sioonist.
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Olgu

P = (x,y), P* = (x*,y ')  

suvalised punktid piirkonnas D ning g = d(P,P’ ) = 

= /(x -  x ' ) 2 + (у -  У ')2 » Tähistame

A f  = f(P ) -  f(P») ,

Hindame

U f  I ^|xiy -  + |sin(y-2x) -  s in (y -2 x ')| «

<  ^ у п Э Д 1 

*  8 * 2 h n

*  8 Tx -y i l i '-y 'i * |у-у'-гсх- х ’ )| -

-ž 169
| X-y| JX '-У Ч  + 5 P *

Et piirkonnas D on

|x -  y| ^ |x| -  |y| > 6  -  2 s 4 ,

s i i s

Seega

__________1 1
ix -  y| |x' -  y'| "  ТБ’

|4 f| $  16p + 3p s

Võtame suvalise arvu £ > 0 .  Näeme, et võrratus 

Idf!
kehtib iga kahe punkti P ,P '€ D  puhul, m ille korral on

< L

ehk
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Seega võime võtta

6  в  £ .

Et saadad 6 > 0  ei sõltu punktide P ja P* asukohast hul­

gas D, s i is  funktsioon f  on ühtlaselt pidev hulgal D.

ülesanded.

Näidata, et järgmised funktsioonid on ü h tlaselt pide­

vad hulgal D.

272*, f (x ,y )  = cos D = £ (x ,y ) : 1«|x| + |y| <  7 J

273. f (x ,y )  = ВЩ  — ~ ln<̂  D = { ( x ,y ) :  |xl < у * з }
XT -  2x ♦ у ♦ 2 «. J

274. f (x ,y )  = x -  4y + ln 2, D = R2

275. f(x»y) = x2 -  2y2 + 3x -  4y, D = j ( x ,y ) :  |x| -Hyl<8}

276. f (x ,y )  = sin(4x - 8 7 + 1 ) ,  D b R2

277. f (x ,y )  = sin 2x -  7cos y, D = R2

278. f (x ,y )  = cos(x -  | ),  D в £ (x ,y ) :  | у | >1 j

279. f (x ,y )  в x j — + ^cos(x -  у + 2 ) ,

D = { ( x ,y ) :  |x | > 7, |y | < 2 }
280. f (x ,y )  = x -  5y + cos 6, D в R2

281. f (x ,y )  = -  -  s i£ y , D = {  ( x ,y ) ; |x| + | y| < |xy|j

-5 6 -



282. f (x ,y )  = sin(| -f 1 ) ,  D a | (x ,y )s  |y|ž-|x| > l j

283. f (x ,y )  = s in  a lgyX, D = [(x ,y ): |xl :> |yl 2* I/2J

284. f (x ,y )  a cos e*gyX ♦ C° V  > D =|cx#y)* |x|-flyl^xy^

285« Tõestada, et funktsioon f(x ,y )  on pidev hulgal 

D, kui

g(x) a f (x ,y )  on pidev muutuja x funktsioon iga 

у korral;

2* h(y) a f (x ,y )  on ü h tlaselt (x suhtes) pidev muu­

tu ja  у funktsioon.

286. Tõestada, et funktsioon f(x ,y )  on pidev hulgal 

D, kui

g(x) a f (x ,y )  on pidev muutuja x funktsioon iga 

у korral;

2* h(y) a f ( x t y) rahuldab Lipechitzi tingimust, s .o . 

leidub konstant L > 0 , et

|h(y) -  h(y')| « l l y  -  y*l 

iga punkti (x fy)«D  ja  (х ,у *)€ С  korral.

287. Tõestada, e t funktsioon f ( x fy) on pidev hulgal 

D, kui ta  on pidev muutujate x ja  у suhtes eraldi ni ng 

on monotoonne kas muutuja x või у jä r g i .

Kui punkti P0 = (x0 ,y0) ümbruses on olemas piirväär­

tus
lim f (x ,y )  *  g(y) (7)
x-»xe

ja  piirväärtus



l i *  g(y) = A,
У—У.

e ile  arvu A nimetatakse funktsiooni f  korduvaks piirväär­

tuseks punktis P© j® kirju tatakse
lim lim f (x ,y )  = A. (8)
У - У. x - x .

Vaadeldakse ka ju hte, kus x* või y# või mõlemad on

± oo •
A naloogiliselt defineeritakse korduv piirväärtus

lim l i *  f (x ,y )  = B. (9)
X -  X, y - y .

Teoreem (kahekordsest ja  korduvast p iirväärtu sest). 

Kui funktsioonil f  on punktis P0 = (x„ ,y , ) olemas kahe­

kordne piirväärtus

lim f(P ) = A 
P-*P .

ja  punkti P# mingis ümbruses eksisteerib piirväärtus (7 )f

s i is  on olemas korduv piirväärtus (8 ) ,  s . t .  kehtib võrdus

lim f(P ) = lim lim f (x ,y ) .
P—Р. У -У . x- х *

Analoogiline teoreem kehtib ka korduva piirväärtuse

(9) korral.

ülesanded.

Leida korduvad piirväärtused

i  * 7 - 7 .  i - x .  f ( l , 7 )  Ja B *  i i V  U "  «*• *>x X« У— Уо
punktis Pe = (xe,y0) järgm istest funktsioonidest.
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288. t (x ,y ) = jL-t  Г2 , p# * (0, 0)

289. f(x ,y)  а -  t. J - t p# -  (0,0+)
x ♦ y*

290. f (x ,y )  = -■+ Z m , P . a (oo,oo)
x ♦ jn

291. « X , y) -  p. 4 (0 ,0 )

292. f (x ,y )  = У M 1  + « ♦ r i , p . » (0 ,0 )
x ♦ JT

293. f (x ,y )  = ■■ ■— P . = (oo,0+)
1 ♦ x y

294. f (x ,y )  = sin gg-* y, Pe = (oo,oo)

295. f (x ,y )  = ^  tan T 4 ^ , P. * (co,oo)

296. f (x ,y )  = log^ (x + у ), P . » 0 , 0 )

297. f (x ,y )  = ^ P. * (0 , 0)

Leida korduvad piirväärtused punktis (0 ,0 ) järgais- 

test funktsioonidest, näidates eeln ejalt, et neid ei saa 

leida, kasutades teoreeni kahekordsest ja  korduvast p ii-  

väärtusest.

298. f (x ,y )  = x “ у 299. f (x ,y )  = ^  j x  —

2 2
300. f (x ,y )  = - 2-2---- T“2---- “2

x у * (X -  у Г



301. f (x ,y )  = exp — 2— 2
x + У

Näidata, e t  jä rg m iste l funktsioonid el e l  e k s is te e r i  

uõlemad korduvad p iirväärtused  punktis ( 0 ,0 ) ,  kuid ek sis­

te e r ib  kahekordne p iirv äärtu s

lim  f ( x ,y )  = 0 .  
x ,y ~ o

1 1302 . f ( x ,y )  = (x  + y )s in  -  s in  -

3 03 . f ( x ,y )  = (x  -  y)cos j  s in  со|уд

304. f ( x ,y )  = (x -  tan  y ) e in c o tx  cos

5 2
305. f ( x ,y )  = (x  + s in  y)cos ln  X С08 exp j

§ 4 . Kahekordsed .jadad.

Olgu antud kahest indeksiet m = 0 , 1 , . . .  ja  n = 0 ,1 . . .  

sõltuvate arvude x^  hulk

{ xm }  =

*00 *01 *02 • * ^On " 'Д

*10 *11 *12 • • * 1n

X20 Х2Л X22 * .  x ^  . . .

xmO Ŝal *m2 * v ,  -

kahekordseks arvu.iadaks.Arve

(10)

takse jada liikmeteks .Tabeli (Ю) veerge ja  ridu nimeta­
takse vastavalt jada ^xmn) veergudeks ja  ridadeks.
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Kahekordset jada (Ю) võib vaadelda koi kahe muutuja 
funktsiooni f ( x ,y ) ,  m ille määramispiirkond on punktide hulk 

kus m,n s 0, "1, 2, . . . ,  lugedes| (m ,n )j,

xmn =
Jada (Ю) nimetatakse tõkestatuks. kui ta on tõkesta­

tud hulk, s .o . leidub arv M>0, et kehtib |xmn | ^  M iga 

m,n = 0 , 1 , . . .  korral. Tõkestatud kahekordsete jadade hul­

ka tähistatakse sümboliga b.

Jada (Ю) nimetatakse koonduvaks (Pringsheim'i mõttes) 

arvuks s , ja  kirju tatakse

lim xnm = 3 ’ m,n

kui iga c > 0  korral leidub arv N = N( £ )^-0, et kehtib 

võrratus

|xmn -  s| < t  a la t i  kui m,n>N.

Koonduvate kahekordsete jadade hulka tähistatakse sümboli­

ga c .

Koonduv kahekordne jada e i ta rv itse  o lla  tõkestatud. 

Jada (Ю) nimetatakse tõkestatu lt koonduvaks (ehk 

b-koonduvaks) arvuks s , kui ta on tõkestatud ja  on koon­

duv arvuks s , s .o . ( x  ]■ c b f l c  ja  lim x ^  = s . Tõkesta- 
l- ' m,n

tu lt koonduvate jadade hulka tähistatakse sümboliga bc.

Jada (10) nimetatakse regulaarselt koonduvaks arvuks

s , kui ta koondub arvuks s ja  eksisteerivad piirväärtused

lim x = Xй iga n = 0, 1 , . . .  korral, 
m
üm x_= xm iga m = 0, 1 , . . .  korral,n mn m °

s . t . jada (10) kõik veerud ja  read on koonduvad jadad.
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Regulaarselt koondavate kahekordsete jadade helka tahista­

takse sümboliga rc .
Koi jada (10) koondab regulaarselt, s i is

l i «  x ^  * l i «  l i «  x^^ » l i «  l i «  x ^  0 2 )
a,n  n a  «  n

ehk
l i«  x__ ■ 11« x11 * 11« 
m,n n a

Kahefcordaete jadade niaetatud hulkade vahel on järg-

aiaa vahekordt

rc С be
^ e .

Iftide 15.  Viidata, et jada 

Ч п

ln(1 -  Ä-t-|iü_S), kui вп А 0,

2, koi an 3 0,

oa vagolaaraalt koonduv.

ЗДрайдвд N äitaae, e t jada veerod on koonduvad. Kui 

n • 0 ,  a l la

111  S o  ’  2 'a
Koi n a 1 , 2 , . . . ,  s i ia  (logaritafunktsiooni pidevuse tõttu)

* « ,  -  ЮС -  J  -  ^ S )  »

3 ln I i« ( i  -  1  ♦ 2 Ш ) =JQ n on

= ln (1 -  1 ) .

Seega kõik veerud jadas [ x ^ j  on koonduvad. A naloogiliselt - - 

saaae, e t jadas iga rida koondub, sest m = 0 korral
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lim хЛГ1 * 2 
n on

Ja iga m = 1 , 2 , . . .  korral

l i a  = 0 .ИПИ

Jääb näidata kahekordse piirväärtuse olenasolu. 

Saame (kasatades Jä lle  logaritmfunktsiooni pidevust) t

1±л * * *  * ъ* l i a ^  - H ♦ 2ä i ) * о.m,n m,n

Seega [ x ^ J ^ r c .

Ülesanded.

Kirjutada Järgmised Jadad tabeli (10) kujul.

306- S n  -  Г Т Т П  510- S n  * (- 1 >“

507. zm  = ( -1 ) "  n J11 . = ( . 1 ) " «

308. x „  > ( -1 )“ + n J12. xm = ------2------ -
“  ■“  (n -  0 ,5 )"

3°9- S n  * S - ? 4  хвш * •*

314.
xmn {

n, kui m = 0,

1 , kui i  >1

fln(m ♦ 1 ) ,  kui n = 0,

xmn = j  ln(n *  1 ) » kui m = ° i  
(^1, kui mn / 0

Koostada kahekordsed Jadad (11) Järgmistest funktsi­

oonidest f .

316. f (x ,y )  = x / у  V 2  317. f (x ,y )  = sin(x ♦ 2y)

-6 3 -



318. f (x ,y )  = у co s (jrx ) 321. f (x ,y )  = Ы

319 . f (x ,y )  = s in ( ji  x) ln(y2 + 1)

320. f (x ,y )  = [x -  y] 322. f (x ,y )  = ain

323. f ( x ,y )  = arctan(xy)

Näide 1 6 . N äidata, e t jada

x«n = ( r b r  + n T * Г> sin(nm) 

e i koondu re g u la a rs e lt , kuid koondub tõ k e s ta tu lt . 

Lahendиал P iirväärtu sed

lim  x = l i *  1  sin(mn)
*  ■

e i  e k s is te e r i  n = 1 , 2 , . . .  k o rra l. Seega vaadeldav jada 

(xn }  ^ r c * I1 “s e lt
= 0(1 ) .

ja  pro tsessis  m,n -»oo on

S n  *  ° ( 1 )0(1 ) ■ 0(1 ) ,

Set*

lim xmn = ° '  m,n

Jä re lik u lt  f x ^ J e b c .  Kokkuvõttes oleme saanud, et

{ xmn}e  bc' r c .

Näide 17. Näidata, et jada

лг _ m ♦ n 
mn ~2~m + n + 1 

korral eksisteerivad piirväärtused
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Um *Ш>- U l  хтп »m n

kuid kahekordne jada ^xmn j- e i koondu.

Lahendus_. Vastavalt iga n ja  в  korral saame

Xх1 = lim x__ = 1 , 
m 1311

X = lim хтат> = 0 . m _ sm n

Kui nüüd jada [ x j  oleks koonduv, s i i s  v iiaaste  

võrduste põhjal jada oleks koguni regulaarselt koonduv. 

Seega s e lle  jada (x mT))  korral kehtiks tingimus (12), mis 

on aga võimatu, sest ilm selt

lim lim x„„ A lim lim xm .ТПП ТППn m m n

Jä re lik u lt  vaadeldav jada e i ole koonduv.

Ülesanded.

Näidata, et järgmised kahekordsed jadad {x mn}  on 

tõkestatud.

32^. xmn = cos(m + n) 529 * Xmn = ^ “7 ^ 2

325. ^ = M ) m  350.

326. xm  = ( - 1 ) m+n 331. = arctanCm -  n)

327- хш> *  7 — 7L— ГТ2 ?52> -  sin  З Г Т -5

528. x

1 + (m -  n)4 

m -  n

Näidata, et järgmised kahekordsed jadad [хщд] on
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tõkestatu lt koonduvad arvuks s .

333 • ь »  ■ - h  V r ?

33»- * m  -  ‘ ф * .  • -  о

„ г  _ _ n + arctan(mn) _ 1 
335« -  2n + sin  m * "  2

336. = S S S i - J ,  s .  О

Näidata, et järgmised kahekordsed jadad |xmnjon regu­

la a rs e lt  koonduvad arvuks s .

337. v  = -g-a-t-n— gt s = о
m -  mn + n

7 7 q _ Ш ^ XX _ л
338- Хцщ = “ 2------ &  8 = 0m + n

339« 3c = 2arotan(m + n), a = n

340. i mT1 = arccot(m + n ), s = 0

3* 1- xm = | Ч г^ Г ,lm + n /
(mn)“ 2

s = 0

А /1
342. x = (—£ + -н*) , s = 1

я n

343. = (m2 + n2)e” m̂+n\  s = 0

344- xmn ■ т Ф е  s ln  ПТ» s - jc

m+n
s = e

346. Xmn = cos Ä-j^S, s = 1

347. xmn = cot £ШГЛ ' 8 = °
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548. = ta i  а = 0

W .  V  = tan 8 = 1

550. = oot & { ; ■; § } .  S = (Т
Näidata, et järgmised kahekordsed jadad ^ e i  ole 

tõkestatud.

351. ^  = S-i-Ž 555. V  = o“2- n2sin(2m)

■ Z .C .O  -y r -  ш + n ТГ(- _  _ ШПXnm “ m -  n э?о» юл 1 +mn|m-£T
1_ arccos —

555. ^  = f  tan jp f - ; 557. = slnW ™

554. x _  = S arosinmn m m + n
M illistesse  klassidesse järgmised kahekordsed jadad

x = { xmn} kuuluvad ja  m illissesse  e i kuulu?

,r-r> „ cosCm -  n) „ _ sin(m -  n) jt/6
558- = ' 25 + T 561 * mn -  Г  n nv^

359. V  ■

360. ^  = 2
362. XТПТ1

(n -  0 ,7 )m

m, kui n = 0, 

2, kui n ^ 1
(m -  0 ,5 )“ „ 1

3 6 J* * “  = (on -  0 ,5 )и+п 

Leida arvud s , milleks koonduvad järgmised kahekord­

sed jadad [ x ^ j ,  kui
2 mn

5 » -  хшп ■ T T 7  367. Xm  = d *  f c )m + n
2_ m + n 1 tzа л_______ m ln (1 + 1/m)

^65- Xjna -  ^2 + '^5 ^68. In mn “ m + cos(V n)

„ _ sin(m + n)
366* хшп = 2m + "3'
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369» m + 1» kui m = 0 ,

ezp = - n + 1 , tu i n -  0,
1 tu i mn A 0V. »

370. Tõestada, et kehtivad järgmised sisalduvused
bcC b, b cC c , rcC bc

371. Näidata, et с ^ b  ja  b$zfc.

372. Olgu lim ym = а / 00 3a lim zn = b А 00 . Näidata, 

et kahekordne jada x ^  = ymzn on regulaarselt koonduv 

arvuks ab.

§ 5 » Kahekordsed read.

Olgu antud kahekordne jada ( u ^ j .  Ühendame jada l i ik -  

med Qmn märgiga +, saame avaldise
OO

“ “=>» + U°1 + ," + “on ”•••m,n=o
И.. 4- 11- *  4-____II . ln

+ %> + V i *•••+ °mn
................................ - ............. . 03 )

mida nimetatakse kahekordseks reaks. Arve uQo, u ^ , . . . ,  

u ^ i . . .  nimetatakse kahekordse rea (13) liikmeteks. aga 

avaldist umri rea (13) üldliikmeks.

Kahekordset jada ( S J, kus
i ““ J m,n

S°°  ■ S o  (H)

n im e ta ta k se  re a  (13) osasшnmade .ja d a k s .

Rida (13) n im e ta ta k se  koonduvaks ( tõ k e s ta fc n lt  fcoondu-
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vaks, regulaarselt koonduvaks) suminaks S, kui s e lle  rea 

osasummade jada (14) koondub (vastavalt tõkestatu lt koondub, 

regulaarselt koondub) arvuks S .

Kui rida (13) koondub summaks S, s i i s  kirju tatakse

Ž  “mn ■ S . 0 5 )m,n=o

Koonduvate ridade hulka tähistatakse sümboliga c .  

Tõkestatult koonduvaid ja  regulaarselt koonduvaid ridu 

( 13) nimetatakse vastavalt ka b-koonduvaiks ja  r-koondu- 

vaiks ja  nende ridade hulki tähistatakse vastavalt sümbo­

lite g a  bc ja  rc .

Kui rida (13 ) koondub regu laarselt, s i is  koonduvad 

harilikud read
OO

Z  (m = 0,1 , . . . ) ,  (16)
Q =0

2  “mn = 0,1 , . . . ) .  (17 )m=o

Ridu
00 OO
Z  Z  “mn -  Z  < I  " * > .  С в)m=o n=o m=o n=o

о «
n=o m=o n=o m=o

nimetatakse korduvateks ridadeks, kui vastavalt h a r il i­

kud read (16) ja  (1 7 ) on koonduvad.
Teoreem kahekordsest ja  korduvast re a s t. Kui koon­

dub kahekordne rida (1J )  ja  koonduvad kõik harilikud read 

(16), s i i s  koondub ka korduv rida (18) ja  kehtib võrdus

£  £  ■ 2  vm=o n=o m,n=o
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Analoogiline teoreem kehtib ka rea (19) korral. Järe­
l ik u lt ,  kui rida (13 ) on regulaarselt koonduv, s i i s  kehti­

vad võrdused

= V i*  (20)m=0 n=o n=o m=o m,n=o

Rea (13 ) liikmed uTnn avalduvad rea 0 3 )  osasummade 

jada kaudu järgm iselt:

umn ~ Smn ” ^m-1 ,n — ^m,n—1 + ^т-1|П—'1* (21) 

kus tuleb võtta

Sm,-1  = °* S- 1 ,n  = 0 

iga m,n = 0, 1 , . . .  korral.

Kahekordset rida (13) nimetatakse absoluutselt koon­

duvaks. kui koondub kahekordne rida

S  I v Jm,n=o

ja  k irju tatakse
Sai

Ž2 | с. | < ° ° .m,n=o ’ пот'

Absoluutselt koonduvate ridade hulka tähistatakse 
sümboliga a.

Suurust
m,n

2111 "  M =o kl kfl=o kl

У  my
k,l=m+1 ,n+1 kl k ,l= 0,n +1 Ukl + k,l=m+1 ,0 Ukl 

nimetatakse rea (13 ) .iääkreaks.

Kui rida (13 ) osasummadega (14) koondub summaks S , 
s i i s  kehtib võrdus
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S = S + R . (22)ШЛ ТПП

Lineaarsuse omadus. Kui kahekordsed read %,n
oo m,n=o

ja  2_л vmn 011 koonduvad (b-koonduvad, r-koonduvad, 
m,n=o

absoluutselt koonduvad) vastavalt summadeks U ja  V, s i is  

mis tahes arvude A ja   ̂ korral koondub (b-koondub, 

r-koondub, absoluutselt koondub) ka kahekordne rida

£  < л “mn + r- vmn5 m,n=o

summaks \ U <• ц V, s . t .  kehtib võrdus
oo »S,
£  < *  «am + f4 vmn} = K ^  S n  + vmn*m,n=o m,n=o m,n=o

Ülesanded«

Leida kahekordsed read, kui nende osasummade jadad 

iga m,n=0, ' l , . . .  korral on järgmised.

573. Sm  .  ( -1 ) "“ 379. Sm  = e ü i  ♦ cosjSr

374. Sm  = (-1 )m+2 380. Smn = arctanCra + n)

375. 5Ш =' (-1 )m№ 381. sm  = ^ 1 2 ?

576- ^  382- smn » г " “  

377. SB  = 383. Sm  * tan ьш * & .  л

378. Еш  = 3 *  5 4 - 2  *  Г Т Т  384. Sm  = 1п(еЗ* - l j  .

385. Tõestada võrduse (21) a b il ,  et kahekordse rea 

(13) koonduvuseks on ta r v ilik , et

-Г « -



lim u__ = 0.тппm,n
386. Tõestada, et kahekordse rea (13) tõkestatu lt 

koonduvuseks on ta r v ilik , et

(«*ш Л *Ьс 3* lim Snn = °*L “ J m,n

387. Tõestada, et kahekordse rea (13) regulaarseks 

koonduvuseks on ta r v ilik , et

f  % n ) € r c  «5a lim Sm = °*L J  m, n

388. Tõestada võrduse (22) a b il ,  et kahekordne rida 

(13 ) on koonduv p a ra ja sti s i i s ,  kui

lim H _ = 0.
Д1, EL

389. Tõestada, et kahekordne rida 0 3 )  on b-koonduv 

p a ra ja s ti s i i s ,  kui

ebe ja  lim Ji = 0. 
m,n

390. Tõestada , et kahekordne rida (13) on r-koonduv

p a ra ja sti s i i s ,  kui

(RnrJ С rc ja  lim R = 0, 
m,n

391* Tõestada, et iga absoluutselt koonduv kahekord­
ne rida on r-koonduv.

Oo oc
392. Olgu harilikud read £  u ja  £  v koonduvad

n=o n=o
vastavalt summadeks ü ja  V. Tõestada, et kahekordne rida 

û v on r-koonduv summaks UV.
m, n=o

Näidata, et järgmised kahekordsed read e i koondu.“• oo

595. Z  (-1 )"“  J9 4 . Z . s l n ----------------- ,
m,n=o m,n=1 1 + (m -  n)
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397«
Ä  Ш1 oo

 ̂ '+ mn̂  402* arctan(m + n)m,n=i m,n=o

59e- i o cos 405 • ..S i ° ot

599- £ = 5 tan (" +i> w - X tan йй :
Näidata, et järgmised kahekordsed ^ead e i ole b-koon-

duvad.

405 . £  ln <m * n t  1> 408.. £
m,n=o (m + *1 ) m,n=o (mn -  0, 7 )m+n

« 6. г  . . » л
m,n= I mf n=o

mn407. £ ]  arctan£2g2 41Q> ^
m,n=o (m -  0, 5) m,n=1 m + sin  n

Näidata, et järgmised kahekordsed read e i ole r-koon- 

duvad. Oo

*11. E  a l n ^  *14. Z
m,n=1 m,n=o

*12 . E
m,n=o m,n=" 3 + l *1 m

°q. / /i\ m+n
*15 • 2  ta n T ^  *16- 2 1  <-- V -m,n=o  ̂ m,n=o 2

Näidata, et järgmised kahekordsed read e i koondu ab­

so lu u tselt. OO

*1 7 . Ё  ( - 1 ) ”™ s i n ^ a ^ r  *18 . Z
m,n=o m,n=o

iO -  73 -



419. H  (g l ' i ) Sin(m *  n) 
m,n=o

420. arcsin  - 
Ж fn=1

P ositiivsed  read. Kahekordset rida (13) nimetatakse 

p o sitiiv sek s« kui ац| > 0  iga m,n = 0 , 1 , . . .  korral. Posi­

tiiv n e rida (13) koondub p a ra ja sti s i i s ,  kui tema ©e®. 

summade jada (14) on tõkestatud, s . t .  leidub arv M>0, 
et iga m,n ■ 0, 1 , . . .  korral on

m.n

£  0 uk l<M* k, 1=0

Seepärast, kui positiivne rida (13 ) on koonduv, s i is  kir­

jutatakse 00

aBn< 0 °  »m,n=o

kui aga e i ole koonduv, s i i s  kirju tatakseOO

Ž ] Sm = ° °  • a,n=o

P o sitiiv se te  kahekordsete ridade võrdluslause. Kui 

ridade <»

£  “mn 'Ш, n=o

£  cv,m,n=o

korral iga m,n = 0, 1 , . . .  korral kehtib võrratus

s i i s  rea (V) koonduvusest järeldub rea (U) koonduvus ning 

kui rida (U) e i koondu, s i i s  ka rida (v) e i koondu.



Ülesanded.

421. Tõestada, et iga koonduv positiivne kahekordne 
rida on r-koonduv.

422. Tõestada p o sitiiv se te  kahekordsete ridade võrd- 

luslause, kasutades h arilike  p o sitiiv sete  ridade esimest 

võrdlus lau set.

423. Tõestada, et kui p o sitiiv se  kahekordse rea (13) 

korral üks ridadest ( 20) koondub, s i i s  koonduvad ka kaks 

ülejäänud rida ja  kehtib võrdus ( 20) .

424. Tõestada, et kui p o sitiiv se  kahekordse rea (13) 

korral üks ridadest ( 20) e i koondu, s i i s  e i koondu ka 

kaks ülejäänud rid a .

Teha kindlaks, m illised järgm istest kahekordsetest 

ridadest on koonduvad ja  m illised e i koondu.

425.
OO
zmf n=o

1
gm+n 432.

m,n=1
ln(1 +arctan

426.
00
z ,mfn=1

1
7 ?

433. Lm,n=1 i» 2d  ♦ 3^

427.
00

mfs^o
1

3“(n + 1)
434.

OO

Zm,n=2
ln 2cos -£rНТП

428.
00

Гm,n=o
2“

(m + n + D 3 m+n
435. Z 2m,n=2

ln^sin ^

429. £  m, n=o
arctan(m2 + nm) 

2m+n 436.
OO

Z ,mf n=1
arctan

v v

43О.
90

m,n=1 arcsln ф й 437.
00

Lmf n=1

ptanC j t  /n ) 
ml

431.
00

tan 438.
00

z
arcsin  ~

ТЯП

— g T~m,n=2 m n m,n=2 ln  m ln^n
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a,q  У  1 ^  441 " (-I)™ 1 (2n439. Zj м ____ L _ ) *ии* ^  и 4 '  хШ+П ,Ш|11=0 Ш ♦ I Ш|П= * J>

oo

440. fcan “7^m,n=2 m + n
Näide 18. Teha kindlaks , m illis te  cx korral kahekord­

ne rida

Z  . - - Ц д (25)
m,n=1 (и ♦ n) 

koondub ja  m illis te  korral e i  koondu.

Lahendus,. Et vaadeldav rida on p ositiiv ne, s i i s  võime 

kasutada ülesannete 423 ja  424 v ä ite id . Arvestades hari­

lik e  ridade teooriast tuntud jääkliikme hinnangut integ- 

raaltunnuse korral kahaneva funktsiooni f  jaoks
oe “
[  f(x)d x $  X  f (k )  < J  f(x )d x , 

n+1 k=n+1 n

saame cx > 2 korraloo ^  екэ oo eo

2  1 s y  i  1 = Z  Z  —  <
m.n=1 (m + n)Ä n?! m=1 (m + n)** n^ m=n+1 m“9 oo oo OO

~ dx 1 V  1 ^— ----------- с  00 .
П=1 EL Э ?  0 t _  ^ n ^  ^

Kui cä̂ O , s i i s  rida (23) e i koondu (vt .  ülesanne

385). Kui aga 1 < <*.<2, s i i s
00 ££. 7* oo

1Г  1 >  У  f dx _ 1 V  1
m,n=1 (m + n)Ä ^  n=1 n+1 Xе*’ a “ n n=1 n

= 00 ,

sest 0 <  cx- 1 < 1 . Lõpuks, kui 0 < o c < 1 $ sü s p o sitiiv ­

sete kahekordsete ridade võrdluslause põhjal rida ( 23) 
e i koondu, sest

(m + n) m + n

-7b-



Kokkuvõttes kahekordne rida (23) koondub, kui <x>2 ja  e i 
koondu, kui oc<2.

Ülesanded»

Näidata, et järgmised kahekordsed read on koonduvad 

ja  leida nende summa, või veenduda, et nad e i koondu«
oo oo

442• ^  r i f n  447 • — 5m,n=o 3 m,n=1 m + n

« * •

ад5' »jßrt 7 C 2 45° '  « ,S l

m,n=n m + n

Otsustada, m illised järgm istest kahekordsetest rida­

dest koonduvad ja  m illised e i koondu,
00 Oo

451. Z  tan ,  455. Z  arcsin  _ - W ,g
m,n= • m,n—i (m + nj

ОЭ oo

*52. Z  „ -7 ------h ; ------ j  « 6 . Z  ^  + г т п >m,n=1 nr + nrn^ + np m,n=1

♦53. £  -------~ 5 ---- - 457. £  Sin5 5 -1 -5
m,n=1 (m + n) -  1 m,n=1

00 oo
iir*jt V  arctan(mn) „со V 1 arccotO  -  mn)454. ^  m + n ~ 2

m,n=o 1 + (m + n r  m,n=o

-77«



I I .  M I T M E  M U U T U J A  F U N K T S I O O ­
N I D E  D I F E R E N T S E E R I M I N E

§ 1 .  Osatoletised.

Olgu antud mitme muutuja funktsioon

u = f ( x , y , z , . . . )  (1)

ehk lühidalt

u = f (P ) ,

kos P = ( x , y , z , . . . ) .  Fikseerides muutujad y,z,..«saame ühe 

muutuja x funktsiooni

g(x) = f ( x , у , z , • .•).

Kui funktsioonil g on kohal x olemas tu le tis  g'(x)» 

s i i s  seda tu le t is t  nimetatakse funktsiooni f  osatuletiseks 

muutuja x jä rg i punktis P ja  tähistatakse sümbolitega 

või f x ja  arvestades (1 ) ,  samuti sümbolitega või u .̂

Kui on vaja näidata, et o sa tu le tis  muutuja x jä rg i on 

võetud punktis P, s i i s  k irju tatakse

Seega

f(P ) = lim t  A_x,y,z,. . . )  -  f ( x .y « z . . . . )  /2)
ox Дх-о «

A naloogiliselt defineeritakse ja  täh istatakse funktsi-
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ooni f  o sa tu le tis i te is te  muutujate 7 , 1 , . . ,  jä r g i ,  s .o . osa- 

tu le t is i  f y, f j j ••• •
Funktsiooni o sa tu le tis i arvutatakse ühe muutuja funkt­

siooni diferentseerim ise re e g lite  ja  valemite jä r g i.  Seepä­

rast elementaarfunktsioonide osatuletised on ka elementaar- 

funktsioonid.

Niide 1 . Leida funktsiooni

z = + 2y sin(y  -  x^) 

osatuletised ja  zy.

Lahend us_. Lagedes muutuja у konstandiks, muutub z ühe 

muutuja x funktsiooniks. Seepärast

zx  = 3x2 ♦ 2y cos(y -  x5) ( - 3x2) =

= Зх2 [1 -  2y COS (x3 -  y)] .

Nüüd,lugedes muutuja x konstandiks, mautub z vaid muatuja у 

funktsiooniks. Seepärast

zy = 2sin(y  -  x3) + 2y cos(y -  x3) =

= 2 [sin(y -  x5 ) + у cos(y -  x^)] .

Teoreem o satu letlse  p iirväärtu sest. Kui funktsioon f  

on pidev muutuja x jä rg i punktis (x0, y , . . . ) ,  s i i s

f x<xo»y»— ) = l iB  f x (x »y ••••) 
x* xo

eeldusel, et viimane piirväärtus ek sisteerib  (lõ p lik  vSi 

lõpmatu).

Näide 2 . Leida osatuletised  f x(0»y) üa f y(x »°) ning 

f x(0, 0) ja  f y(0, 0) ,  kui

f(x ,y )  -
x2arctan ^ -  y2arctan kui x / 0 ja  у А О,

О, kui х = О või у = О.
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Lahendus.. Vaadeldav funktsioon f  on P-dev p 

(0, 0) ,  sest
lim f(x ,y )  = 0 = f ( 0, 0) .  

x,y-*-o

Olgu x А  0 ja  у А  0 . S iis  

f x(Xf7) = 2xarcfcan^ ♦  ̂ ( -  ,  ,  ^ /у2Г ;  *

= 2x arctan ^ -  y, 

f y(x ,y ) = x -  2y arctan |.

Kasutades teoreemi o satu letise  p iirväärtu sest, saame

f  (0 ,y ) = lim f„ (x ,y ) = lim (2x arctan ^ -  у) = -У 
x x—о x— о

ig a У А 0  k orral. A naloogiliselt saame

f v(x ,0) = lim f  (x ,y ) = x 
J  у—о J

iga x А  0 k orral. Vahetult o satu letise  d efin itsioonist (vt.

valem ( 2)) saame
f Y(0, 0) = lim 4 -  f (  Д x ,0) = 0, f v(0, 0) = 0.
x 4 x-*o flX y

Kui funktsioonil f x(x ,y f . . . )  on olemas osatu letis muu­

tu ja  x jä r g i,  s i i s  seda o sa tu le tis t nimetatakse funktsiooni 

f  t e is t  .järku (ehk te ise k s) osatu letiseks muutuja x järgi
>

ja  täh istatakse sümbolitega f  või f  Analoogili-
öx x 

s e lt  defineeritakse t e is t  järku osatuletised te is te  muutu­

ja te  y , z , . . .  jä r g i,  s .o . osatu letised  f  , f  ...........yy zz*
Kui funktsioonil f x on olemas o sa tu le tis  muutuja у 

jä r g i,  s i i s  seda o sa tu le tis t nimetatakse funktsiooni f  se- 

gatuletiseks muutujate x ja  у jä rg i ja  täh istatakse sümbo-
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liteg a

32f
Ъх 6y  v 5 i  f x y *

A naloogiliselt defineeritakse segatuletised f  * f  .  fyx* xz” zx *
yz’ zy*

Vaadeldakse ka veel kõrgemat järku o sa tu le tis i ja  sega- 

t u le t is i ,  mis defineeritakse a n a lo o g ilise lt.

Teoreem se g a tu le tis te s t . Kui segatuletised f ^  ja  f  

on pidevad mingis punktis, s i i s  se lle s  punktis

= f w . xy yx

Näide 3 . Leida segatu letis  f  , kuixy

f (x ,y )  .  in d  ♦ ia g jg g is g -s ) .

Lahendus. Tuleks arvutada f x ja  se e jä re l *  • Et aga

f Y arvutamine on raske, aga f  ja  f  arvutamine on lih tn e , x У yx
s i is  on otstarbekohane kasutada teoreemi se g a tu le tis te s t. 

Et f  on elementaarfunktsioon, s i i s  tema osatuletised on ka 

elementaarfunktsioonid ja  seega pidevad oma määramispiirkon- 

dades. Jä re lik u lt  segatuletised f  ja  f  on pidevad ja
V

teoreemi seg a tu le tis test põhjal saame

fy (x ,y )  = X2 Зу2 = З Х ^ 2,

^ ( Х , у )  = fyx(x ,y ) = бху2 .

Näide 4 . Leida funktsiooni

z = (x ♦ sin  y)x

osatu letis zVY.

Lahend us Et x ♦ sin  y>Of s i ie  on ka z > 0  ja  seega lo­

garitmides saame



ln  z = x ln (x  + sin  y ).

Nüüd diferentseerides mõlemat poolt x jä r g i ,  leiame

Ц  = lnCx ♦ sin  y) + x + sTn ?

O satuletise leidmiseks diferentseerim e veel kord aõle- 

mat poolt x jä rg i, saame

2 zxx ” 1 . e ln y
------------  p  — - - ■■■- ■ T  .............  ' ^I

* x ♦ sin  у (x + sin  y)

kust

zxx Л х 2 . 1 . s in  7
•• =  V.— +  ------- -------  T  ■ ' ■■ ■ ■ ■ R .

x + sin  у (x + sin  y)
zxAsendades —  ü la l leitud  avaldisega, saame z

■bp = [ln(x + sin  y) + ------ ------- -l 2 + ---- 2--------  + ------ e in jr  .
x + sin  yJ x ♦ sin  у (x + sin y)

= ln2(x » sin  y) * «1а  У? + ♦ « ! » ?
x ♦ sin  у (x ♦ sin  y)

Korrutades nüüd võrduse pooli avaldisega z s (x + sin y)x, 

saamegi otsitava o satu letise  z ^ .

Ülesanded,

Leida osatuletised f Y» fy ,fTY, fyy ja  f ^  järgmistest

f  unkts ioonidest.

4-59» * (x ,y ) = 2x ♦ У 462. f ( x ,y ) = x^y -  y3x

460. f (x ,y ) = 3x J  7  ♦  l n  2 463. f(x ,y )

"J?1♦ii

461. f(x ,y ) = x* ♦ y3 -  6xy 464. f(x ,y ) = C 5x^ -  y5 + 9)5
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465. f (x ,y

466. f (x ,y

467. f (x ,y

468. f ( x ,у

469. f (x ,y

470. f (x ,y

471. f (x ,y

472. f (x ,y

473. f (x ,y

= О + 5x3y2)3 476. f(x,y«> = ln (x  + Kat2 + y2)

477. f (x ,y )  = arctan

= x-~  Д x + у 

x3 ♦

478. f (x ,y )  = a rc c o s ---- x ■ ■■ ■ -

479. f (x ,y )  = (V 3 )y/X

480. f (x ,y )  = e_x ŷ

48*1. f ( x ,y )  = expsin ^

= x sinCx «■ y) 482. f (x ,y )  s (1 + xy)x 

_ cos y2

= tan —

= хУ
\ 2 = ln (x  + у )

483. f (x ,y )  = ln (x  ♦

484. f (x ,y )  = (1 ♦ logy x )3

485. f(x»y) = aretan Ky*

f(x ,y ) =
x2arctan(y/x) -  y2arctan(x/y), kui x £  0 ja  у / 0 

0, kui x = 0 või у = 0

487
f x3sin  2  + y^sin f , kui x ф 0 ja  у А

• f<1>7) " { о .  -------------  -

О,

kui х = О või у *  О

488. Leida fx (2 ,1 ) f y(2 ,1 ) ,  kui f (x ,y )  = xy + x/y

489. Leida f y(1 ,y ) , kui f (x ,y )  = у + (x -  1)arcein  y/x

490. Leida fx (2 ,-1 )  ja  f y(2 ,-1 )*  kui f (x ,y )  = ln(x2 -  y2)
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491» Olgu f o f kui x = О või у = О,
f (x ,y )  = |

p ,  kui x А О ja  у А О.

Näidata, et funktsioonil f  on olemas punktis (0 ,0 ) osatule-

tised , kuid ta  on katkev s e lle s  punktis.

492. Olgu f  ̂ xy kui x2 + y2 ^ 0,

f (x,y)  = x +У 2
0, kui x +0, kui x^ + y2 = 0 .

Näidata, et f  on katkev punktis (0 ,0 ) ,  kuid eksisteerivad 

f x(0, 0) ja  f y(0, 0) .

493. Olgu r xy ф и с ! ,  kui Хг  + 7г  А О,
+ У

f(x ,y )  =
X

О, kui х = у = О.

Näidata, et punktis (0 ,0 ) segatuletised f  ja  f  eksistee-Л-У yjL
rivad, kuid teoreem seg atu le tis test e i ole rakendatav.

494. Olgu funktsiooni t e is t  järku osatuletised ja  kol­

mandat järku segatuletised pidevad punktis P. Tõestada, ka­

sutades teoreemi se g a tu le tis te st, et punktis P on
.p „  Ä — 'P mm 4> —
xxy " xyx -  yxx* yyx ■ yxy "  xyy*

495. Kui kasutada teoreemi se g a tu le tis te s t, s i i s  mil­

l i s t e  funktsiooni f  osa- ja  segatu letiste  pidevust tuleb 

eeldada,et vaadeldavas punktis kehtiksid võrdused
a) t __ . = f ____,xxyx xxxy*

b) f  u _ = f___ .у xxx xyxx*

c) f  ___  = f  ___ = f  = f  f' xxyy xyyx yyxx yxxy 7

Leida segatu letis f ^ , kui

496. f (x ,y )  = xx ♦ у sin  x
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497. f (x ,y )  = ас2 + (1 + уsin  x )y

498. f (x ,y ,z )  = x + y  ̂ + arcsin  ln (x  + z)

Leida £%t f y, f z, f ^ ,  f xz ja  f yz järgm istest funktsi­

oonidest .

499« f (x » y ,* )  ■ асу* + la (x  + у + *)

500. f (x ,y ,z )  = j x 2 + y2 + z2 504. f (x ,y ,z )  = (xy)z

501. f (x ,y ,z )  = s in (x2 + y2 + z2)

502. f (x ,y ,z )  = i? / z  505. f (x ,y )  = (x/y)z
*

503. f (x ,y ,z )  = a^ 506. f (x ,y ,z )  = z ^

507. Arvutada f x , f  , ja  f z punktis (1 ,2 ,0 ) ,  kui

f(x ,y ,z )  = ln(xy + z ).
p

508. Olgu f (x ,y ,z )  = sin  (3x + 2y -  z ). Arvutada

fy (1 , 1 ,^) за f * ( - V 2, 0, - 1 ) .

Arvutada järgmised segatuletised .

509. Чдсу» kui u = x + xln(xy)

510. u ,  , ,  kui u = y2 ♦ ac^sin у + y^sin x
ypT

511 • Scyz» kui u = хУ + arc tan *  !  g / A ž

512. kui u = exp x7 + eacp(xyz)

513. u ŷz» kui u = ln |/(x -  z)2 + (y -  z)‘

514. Näidata, et funktsioon z = ln (x2 + xy + y*1) rahul­

dab võrrandit

xzx + yZy = 2.

515 . Näidata, et funktsioon z = xy + x exp(y/x) rahul­

dab võrrandit
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xzx ♦ yzy = xy 1- z «

516 . Näidata, et funktsioon z = j x̂y + x/y" rahuldab 

võrrandit

z(xzx + yZy) = xy.

517 . Näidata, et funktsioon u = (x -  y )(y  -  z )(z  -  x) 

rahuldab võrrandit

°x + “y + “» ■ ° -

518. Näidata, et funkteioon u = x ♦ (x  -  y)/(y -  z) 

rahuldab võrrandit

S  ♦ “y ♦ « ,  - 1 -

519. M illised osa- ja  segatuletised on olemas funktsi­

oonil f ,  kui on teada, et

2 = у^/СЗх) ♦ f ( x ty)

rahuldab võrrandit

xzx -  yzy ♦ y2/x = 0 ?

520. M illised tu letised  on olemas funktsioonidel f  ja  

g, kui on teada, et

z = x f(x  ♦ y) ♦ yg(x ♦ y) 

rahuldab võrrandit

zw  -  2z + zOT = 0 ?XX xy yy

L iitfunktsiooni diferentseerim ine toimub ü ld ise lt järg­

miste eeskirjade jä r g i.

Teoreem I .  Kui funktsioonil f ( x ,y , . . . )  on olemas pide­

vad osatuletised ja  tema argumendid x ,y , . . .  on diferentsee­

ruvad ühe muutuja t funktsioonid
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X = x ( t )  

У = y (t)

s i is  liitfu n k tsio o n i F (t )  = f  [x (t)  ,y ( t ) , . . . ]  tu le t is  eksis­

teerib ja  on arvutatav valemiga

dF
TF “ ^x сП; -у  

Teoreem I I . Kui funktsioonil f (u ,v t . . . )  on olemas p i­

devad osatuletised ja  argumentidel

Г u = u ( x ,y , . . . )

j v = v ( x ,y , . . . )
I .....................  « «

on olemas lõplikud osatu letised , s i i s  liitfu n k tsio o n i

F (x ,y  t • • •) = f  £ u (x ,y , . . . ) ,  v (x ,y t .

osatuletised eksisteerivad ja  kehtivad valemid

Px *  f u“x + V x  + •••

dx (3)

(4)

Fy = f U°y ♦ V y  *  ••• (5)

Näide 5 . Leida liitfu n k tsio o n i z tu le t is ,  kui 

x = sin  t  

у — cos ^

. z = exp(x -  5y).

Lahendus^ S iin  z on ühe argumendi t  diferentseeruv 

funktsioon teoreemi I  põh jal, sest eksisteerivad (ise g i p i­

devad)

S f  ,=OB

ja  osatuletised

*x = exp(x -  5y), sye -  5exp(x -  5y)
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on pidevad. Seega valemi (3) jä rg i

= ex“ ŷ cos t  -  ^ s *-n тр =

= ex” ŷ(cos t  +• s in  .

Näide 6 . Leida liitfu n k tsio o n i z osatu letised , kui
r  2 „2z = u -  v

■ u = x s in  у

V = x cos y .

Lahendus^ S iin  funktsiooni z osatu letised  zx ja  z 

eksisteerivad teoreemi I I  põhjal, sest eksisteerivad lõp li­

kud (ise g i pidevad)

û  = sin  y , vx = cos y ,

Uy = x cos y, vy = -x  s in  y,

ja  osatuletised

zu = 2u, zv = - 2v 

on pidevad. Seega valemite (5) jä rg i

{
zx = 2u sin  у -  2v cos у 

Zy = 2u x cos у + 2v x sin  y, 

kust asendades u ja  v, saame

С zx = 2x sin 2y -  2x cos2y 

Zy = 2x2sin  у cos у + 2х^со8 у s in  у

ehk

”zx = - 2x cos 2y 

z = 2x2 s in  2y.

Ülesanded.

Leida liitfu n k ts io o n i tu le t is .
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521. z = ex"^y, x = s in  t ,  У -  j  cos *

522. z = arcsin (x  -  y ), x = t ,  3y = 4 t3

523. z = tan (t + x2 -  y ), x = t 2, у = 2 \/Г

524. z = arctan(xy), у = ex

525. u = ex(y -  z ), у = sin  x, z = cos x.

526. z = arcsin(x/y), у = |̂ 1 + x2

527. u = f ( x ,y ,z ) ,  x = t ,  у = In t ,  z = t  + 1

528. z = x2ln  у f ( x ,y ) ,  x = 1 -  t 2 , у = exp sin  t

Leida liitfu n k tsio o n i osatu letised .

529« z = u2? -  uv2 , u = x cos y, v = x s in  у

550. z = u In v, (x + y)u = 1 , v = ex+y

531. z -  ^ arctan(u + v ), u = xy, v = x + у

532. z = arccot(u/v), u = x 3in y, v = x cos у 

Eeldades, et funktsioonil f  од pidevad osatuletised,

leida liitfu n k tsio o n i osatu letised .

533. z = f (x  -  xy, ex_xy)

534. z = xf(xy + y/x)

535. z = f (x ,y  -  In x) ln у

536. u = f(x/y, y/z)

Leida ja  märgitud joonel ka ^|, kui

537. z -  arctan(y/x) ja  у = x2

538. z = x7 ja  у -  ln ln x

539. z = ln (ex ♦ ey) ja  у = x3
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540. ъ = х7 ja  у = f(x )

541. z = u\ u = sin  x , v = cos x

§ 2. T ä isd iferen tsia a l.

Olgu
Lf. = f(P ) -  f(P 0) (6)

funktsiooni f  nuut punktide = (xQ#y0 , . . . )  ja  

P = (xQ + 4 x , yQ + Ay , . . . )  vahel.
D efinitsioon. Öeldakse, et funktsioon f  on diferentsee­

rus punktis P , kni tema muut (6) punkti PQ ümbruses aval­

dub kujul
Af -  f x(Po) Дх + f y(P0) Лу + ...+  a b  + £>Ду + . . . , ( 7 )  

kus ос ,/b 0 ,  iu i 4 x, 4 у , . . .  -*0 . Seejuures suu­

rust

df = f x(P0) üx + f y(PQ) Ду + . . .  (8)
nimetatakse funktsiooni f  (esimest järku) tä isd iferen tsiaa-  

lik s  punktis PQ.

Tähistades 4 x  = dx, Ду = d y , . . . ,  võime funktsiooni 

f  tä isd ife re n ts ia a li (8) kirjutada kujul

df = f x(P0)dx + fy(P0)^y + . . .  . (9)

Avaldises (8) liidetavaid

f y(P0) d y , . . .

nimetatakss funktsiooni f  osaq jferentsiaalldeks punktis PQ

vastavalt muutujate x , y , . . .  jä rg i ning suurusi dx, dy, . . .

argumentide d iferen tsiaa lid eks.

Diferentseeruva funktsiooni f  muudu (6) võib k irju ta­
da kujul
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p = Ду2 ♦ . . .  .

Iga punktis PQ diferentseeruv funktsioon on pidev se l­
les punktis PQ.

Võrdusest (7 ) näeme, et funktsiooni f  diferentseeruvu­

seks punktis P on ta rv ilik  lõplike o sa tu le tis te  f  , f  , . . .x у
olemasolu punktis P . Kuid lõplike o sa tu le tis te  f  , f  , . . .  

olamasolu punktis PQ e i ole p iisav funktsiooni f  d iferent­

seeruvuseks se lle s  punktis PQ. Küll aga kehtib järgmine

Teoreem 1 . Kui funktsioonil f  on olemas pidevad osatu- 

letised  f x , f y , . . .  punktis PQ, s i i s  funktsioon f  on diferent­

seeruv se lle s  punktis PQ.

Valemid (3) ja  (5 ) liitfu n k tsio o n i o sa tu le tiste  leid ­

miseks kehtivad ka juhul,kui funktsioon f  on vaid diferent­

seeruv vaadeldavates punktides.

Samuti teoreem eeg atu le tistest kehtib ka eeldusel, kui

osatuletised f_  ja  f  on diferentseeruvad funktsioonid vaa- x у
deldavas punktis.

Fikseeritud dx, dy,. . .  korral on funktsiooni f  tä is d i-  

feren tsiaa l

df(P) = f x(P)dx ♦ f y(P)dy ♦ . . .  (Ю)

punkti P * ( x , y , . . . )  funktsioon. Osutub, et df on d iferent- 

seeruv punktis P p a ra ja sti s i i s ,  kui osatuletised f x , f y , . . .  

on diferentseeruvad punktis P.
Kui df on diferentseeruv punktis P, s i i s  tema tä is d ife -  

renteiaali

A f *  df ♦ o (?  ) ,

к 08
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d2f  = d(df)

nimetatakse funktsiooni f  t e is t  järku ehk teiseks d iferent­

s ia a lik s  punktis P.

A naloogiliselt defineeritakse veel kõrgemat järku
n Лtä ied iferen te ia a lid . ü ld ise lt  d f  on diferentseeruv pa­

r a ja s t i  s i i s ,  kui kõik (n-1 )-järk u  osatuletised  on d ife -
n Лrentseeruvad. Kui d f  on diferentseeruv, s i i s  tema tä is -  

d iferen ts ia a li

d1̂  = d(dn“1f ) 

nimetatakse funkteiooni f  n-.järku tä isd ife re n ts ia a lik s .

Kahe muutuja funktsiooni f(x ,y )  n-järku tä ied iferen t- 

s ia a l arvutatakse valemist

<11)
mida analoogia tõ ttu  binoomvalemiga kirju tatakse sümboolselt 
kujul

Valemist (11) erijuhtudel n » 1 ,2 ,3  saame 

df = f_dx ♦ f  dy,J

d2f  = ♦ Sf^dxdy + fyydy2 , (12)

d?f = f xxxdx5 ♦ f̂ xxydx2(iy + 3f xyydxdy2 ♦ fyyydy3 .

ü ld ise lt  mitme muutuja funktsiooni f ( x , y , . . . )  tä isd i- 

fe re n te ia a li leidmiseks kasutatakse sümboolset valemit

Л  = (“f e  * *  + " i f  dy ♦•••)nf .  (13)

D iferen tsiaa li ku.ju - invariants us. Dif erentseeruva



funktsiooni f ( u , v , . . . )  esimese tä isd ife re n ts ia a li (Ю) ku­

ju  s ä il ib ,  kui argumendid u ,v , . . .  osutuvad muutujate x,y,*»» 

diferentseeruvateks funktsioonideks. Sel korral valemis

(10) d iferen tsiaa lid e  d x ,d y ,« .. asemel on funktsioonide (4) 

tä isd iferen ts ia a lid  du,dv,.». ning valem (10) saab kuju 

df(P) = f u(P)du + f T(P)dv ♦ . . . ,  

kus P = (u ,▼,•••)•

Teist ja  kõrgemat järku tä isd iferen tsiaa lid e  korral 

ü ld iselt d ife re n ts ia a li kuju invariantsus enam e i kehti. 

Kuid juhul kui funktsioonid (4) on lineaarsed, s .o .

’ u = ax + b y + .. .+  h

' v = a^x + b^y Ц (14)

s i is  iga järku tä isd ife re n ts ia a li kuju s ä il ib ,  s .o . 

avaldub valemiga (13 ) analoogilise valemiga

dDf *  <-§ü du + dv + . . . ) nf ,  (15)

kus du,d v , . . .  on juba funktsioonide (14) tä isd iferen ts ia a - 

lid .
Seega eriju h u l, kui f  on vaid ühe muutuja a funktsioon, 

u = ax + by + ...+  h 

on lineaarne muutujate x ,y , . . .  suhtes, s i i s  valem (15 ) e s i-  

tub kujul
dH* _ f (n )(u) dun. ( 16)

Esimese d ife re n ts ia a li ku,ju invariants use tõ ttu  kehti­

vad järgmised diferentseerim ise reeglid , kus u ja  v on mit­

me muutuja funktsioonid:
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1 .  d(u ♦ v) = du ♦ dv,

2 . d(ov) = vdu + udv,
„ u vdu -  udv

J - 4 » • — ? —  •

kust erijuhul saame

4. d(cv) = cdv (c = const), 
л 1 -  dv5* 4 v * -  7  •

T ä isd iferen tsiaa li kuju invariantsust kasutatakse

tä isd ife re n ts ia a li ja  o sa tu le tis te  arvutamise lihtsustam i­

seks. Kui diferentseerimaa funktsioonis f(u ,v ,» « * )  argumen­

did
’ u = u (x ,y ,. . . )  

v = v ( x ,y , . . . )  (4)

on diferentseeruvad funktsioonid, s i i s  liitfu n k tsio o n i 

P ( x ,y , . . . )  5 f ( u (x ,y ,••«), v (x ,y , •••),•••) 

tä isd ife re n ts ia a l avaldub kujul

df = f udu ♦ f ydv 

kus d iferen ts iaa lid  4«vdyv. . .  arvutame seosest (4 ) .

Seega, e r i  juhal kui % = f(u ) on ühe muutuja u d if erent­

seeruv funktsioon ja  u on omakorda diferentseeruv mitme 

muutuja funkteioon, s i i s

dw a f*(u )du . (17)

Näiteks, kui u on diferentseeruv mitme muutuja funktsi­

oon, s i i s  kehtivad valemid

d(ua) = aua”^du, (a = const) 
d(mu) = aulna du, 
d (sin  u). ss cos u du

jn e .
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Näide 7 . Leida funktsiooni

w = j/x^ + cos(y -  4z) 

tä isd ife re n ts ia a l ja  esimesed osatu letised .

Lahendus^ Vaatleme antud funktsiooni kui l i i t fu n k ts i­

ooni

w = fü ,  u = x + cos(y -  4 z ).

Et w ja  u kui elementaarfunktsioonid on diferentseeruvad, 

s i is  valemi (17 ) põhjal saame

äW -  2xdx -  sin(y  -  4z)(dy -  4dz)
2 |/x2 + cos(y -  ^z)

Et dx,dy ja  dz kordajad on vastavalt osatuletised w , w« X j
ja  w . s i i s  oleme saanud z

1I x̂  + cos(y - 4z)

w = _ sin(y  ~ 4z) 
У

2 j/x^ + cos(y - 4z)

w = 2sin(y  -  4z) 
z

/x2 + cos(y -  4z)

Näide 8. Olgu
2 0w = sin (x  yz).

Leida wx + 2wy -  6w2 ja  wx + 2wz.

Lahendjis_. Valemi (17) jä rg i saame 

dw = cos(x2yz) d(x2yz) =

= cos(x2yz) ( 2xyzdx + x2zdy + x2ydz).

Võttes dx = 1 , dy = 2 ja  dz = - 6, saame esimese otsitava 

summa
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w + 2w -  6w = coe(x2ys)(2xyz + 232z -  6x2y) =
Л , JT A

= 2x(yz + xz -  3xy)cos(x2y z ).

Võttes nüüd dx = 1 , dy = 0 ja  dz = 2, saame ka te is e  o tsi­

tava summa
+ 2w = cos (x2y z) (2xyz + 2x2y) =X z

= 2xy(x + z)cos(x2yz).

Näide 9 « Leida

d^®cos(x -  2y ♦ 3z ♦ 4 ) .
Я ALahendus_. Tuleb leida d cos u, kus u = x-2y+3z+4. 

Et u on muutujate x ,y ,z  suhtes lineaarne funktsioon, s i is  

iga järku tä is d iferen tsiaa li-k u ju  on invariantne. Seega

valemi (16) põhjal on
,18 (18) j  18 d cos u = cos4 'u  du =

= -  cos u (dx -  2dy + Jdz)1®

ehk asendades u tema avaldisega, saame

d^®cos(x -  2y + 3z + 4) =

= -c o s (x  -  2y + 3z + 4) (dx -  2dy + 3dx)18» 

Ka valemit (13) võime kasutada kõrgemat järku osatule- 

fciste leidmiseks, kui argumendid x ,y , . . .  on sõltumatud 

muutujad ( s .o .  juhtum, kus seostes (14) on u = x, v = y,...)» 

Näide 10 . Leida funktsiooni

z = ln (2x + y2 ) 

teine tä isd ife re n ts ia a l, t e is t  järku osatu letised  ja  sega- 

t u le t i s .

Lahendus_. Meil on
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dz = -d-te . ♦ = З 3*  * 2I p  . _ _ _ _ _
2х ♦ у 2х + у

Arvestades, et dx ja  dy on konstandid x ja  у suhtes, s i i s

d2*  = d(dz) = d ^  f  -Z ip '  =
2x + у

= C2x + y2)d(2dx + 2ydy) -  (2dx + 2ydy)2 =

(2x + y2) 2

= C2x + y2) 2dy2 -  (4dx2 + 8ydxdy + 4;72dy2)
(2x ♦ y2)2

sest d2* = d2y = 0 . Seega

d2z = -  -------— 5—5 Г 2dx2 + 4ydxdy -  (2x -  y2)dy2 ]  .
(2x + j * ) *

Valemi (12) põhjal d iferentsiaalid e dx2 , dxdy ja  dy2 korda-

Ülesanded*
Leida järgm iste funktsioonide tä isd iferen ts ia a lid  ja  

esimesed osatu letised .

jad annavad

z.xx

542, z s x ♦ 3y

543. z = 2x2—Зху -  У2

546, z = exp(1 + xy)

544. z = xy 548. z = -cos(xy)

545. z = x/y
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550. z = 7х

551 * z = tanCx^/y)

552. z = x7 ♦ y* 
x-fy

553* * = I t ”1sin  t  dt

554 . . . J V cos t  dt

5 5 5 .*  » ♦ elaH ) dt

556. w = еэфСгх^г2) .

557. w = coe(x2yz)

556. w = - ? ■—— к 
x + у

559. w = tan(x -  у + z)

560. Leida wx + kui w = exp(x + yz)

561. bgicia wx + wy + trz, kui w a exp(xyz)2

562. Leida wx -  2wy + 3 * z ja  wx -  2wz, kui w = cos(xy2z)

563. Leida wx -  w , kui w я jfx + у + z 

Leida dz, kui

564.

565.

566.

567.

' z = xy arctan(xy) 

x = t 2 + 1 568.

У  =  t 5

z *  arccos(x/y) 

x = t 2 569.

у = cos t

z = tan(3t -  x + 3y2) 

x = |Tt , 570.

У = 1/t

z = arctan(1 + xy) 
у = ln  x

z = arcsinCy/x) 

x = / 4 + y2

' z = x siu  у + у cos x 

x = u/v 

ly  = UV

Z =  X 7  4- у *

X = u“.2 + v 2
2 2 у = u -  v

2z = ln (x2 ♦ y2) 

571 • • x = u sh v 

,y  = u ch v
Leides d ife re n ts ia a li dz, arvutada гц + zy , kui
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X  = Q + V

у = u -  v 

z = arctan(x/y)

‘x = ц/v 

572. - у = За -  2v 573,

. z = x2ln  у

574. Olgu z = arctan(2x -  y ) . Leidaa ds, tõestada et

♦ 2zx j  = °*

575« Olgu z = InCj "  ^)* beides d*f tõestada et

♦ S y  ■ x" *

576. Olgu z = excos y . Leides ds, näidata et

z _  ♦ s _  *  O.xx yy

Olgu f  diferentseeruv muutuja u fenktaioen. Laida da, 
«x J *  «y , kH

577. z = x ♦ fC x ^  + 1 ) 579.  x -  yf(xy ♦ x / j )

578. z *  xy + f  ( i  2xy)

Olgu f  diferentseeruv muutujate u,v funktsioon. Leida 

ds, ja  Zy, kui

580. z = x ♦ f ( e xy, x2 -  y2 )

581.  z = у -  f (s in  x , x2^ )

582. z = 2xy + f(co s  y, x3 -  y)

583. * ■ |fxy ♦ f (  Гху, x5 ♦ у2)

Ülesanded.

584. Olgu

f(x ,y )  = К l*7l •
Näidata, et funktsioon f  on pidev punktia (0 ,0 ) ,  ja  et ta l
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on olemas osatuletised f x(0 ,0 ) ja  f y(0 ,0 ) ,  kuid e i ole di­

ferentseerib  punktis (0 ,0 ) .

585. Olgu
xy(x2 + y2) " V 2 , kui |x| + |y| A  0,

f(x ,y )  = 0 , kui, x = у = 0 .

Näidata, et punkti (0 ,0 ) ümbruses funktsioon f  on pidev ja  

temal on tõkestatud osatuletised f x(x ,y ) ja  f y(x ,y ) , kuid 

ta e i ole diferentseeruv punktis (0 ,0 ) .

586. Olgu
Г (x  «• y )2sin (x2 ♦ y2)“1/2» kui Jx j + jy| А 0,

0, kui x = у = 0.

Näidata, et punkti (0 ,0 ) ümbruses eksisteerivad o satu leti­

sed f  ja  f  ja  et nad katkevad punktis (0 ,0 ) ,  kuid s iis k ix у
funktsioon f  on diferentseeruv punktis ( 0 ,0 ) .

587. Olgu

f(x ,y )  =

r  (x2 + y2)s in (x 2 + y2)”\  kui |x{ + Iу I А О,

0, kui х = у = О.
Näidata, et punkti (0 ,0 ) ümbruses osatuletised f„  ja  f

*■ 7
eksisteerivad ja  on tõkestamata (seega punkt (0 ,0 ) on nende

katkevuspunktiks), kuid s i is k i  f  on diferentseeruv punktis 

(0 ,0).

Leida järgm iste funktsioonide esimene ja  teine dife­

re n ts ia a l.

588. z = 2x/y

589. z = x + xy

590. z = x s in 2y 

591« z = x cos^y
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592. z = «xp(x + у2) 594. u = s in (5x -  3y + 9z)

593. u с xy + ys + xz2 595. u = cos(2x + 3y -  5z + 7)

596. Leida d f(1 ,1 ,1 )  ja  d2f (1 ,1 ,1 ) ,  kui f (x ,y ,z )  = (x/y)VZ 
Leida

597. d5z , kui z = 25 + x 5 + y ^ -  3xy(x -  y)

598. d^z, kui z = sin  3 + s in (x2 + y2)

599* <3̂ u, kui u = 2xyz

600. d4u, kui u = ln(xxy7zz)

601. d ^ z , kui z = In 2 + ln (x  + у -  3)

602. d z, kui z = ch x cos у

603. d^u, kui u = (2x •*- у -  3z2 ) :'

604. d°u, kui u = (1 + 2x -  3y + 4z)

18605. d u, kui u = cos(2x + 3y -  5z)

16606. d u, kui u = sin(5x -  3y + 9z + 8)

607. d^u, kui u = cos(x -  4y -  6z + 7)

608. dl 2 u, kui u = ax+27-5z+4

609. dnz, kui z = exp(2x + 3y + 4)

6Ю. dnu, kui u = exp(x -  у + 2z)

Leida järgm iste funktsioonide esimene ja  teine dife 

ren tsiaa l, kui f  on diferentseeruv funktsioon

611. w = 1 + f(xy ) 613. w = f ( 0) ♦ f (  ]/x2 + y2 )

612. w = x + f ( x  + y) 614. w = 2 fre ♦ f(xyz)
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615. W = fCx2 ♦ у2 + z2) 619. W = f ( x  + у ♦ ZjX2  ̂ y2* s2)

616. w = f  (2x,3y) 620. w = x/z ♦ 2 f (x/y, y/*)

617. w s f (x  -  y, x + y) 621. w s f ( x 2 ♦ y2 , 2xy, x2-  y2 )

618. w *  xy + f ( x  + y, z)

Euleri teoreem homogeensetest funktsioonidest. Lahtises

homogeenseks funktsiooniks. kui f  rahuldab tingimust

iga punkti ( x , y , . . . )  cD puhul (punkti t  *  1 ümbruses).

Diferentseeruv funktsioon f  on ot-astme homogeenne 

funktsioon p a ra ja sti s i i s ,  kui funkteioon f  rahuldab Euleri 

tingimust

tj* * ГуУ + . . .  = O tf (x ,y ,.. .) .

Häide 11. Veenduda, et funktsioon

piirkonnas С määratud funktsiooni f  nimetatakse ot-aat—

f ( t x , t y , . . . )  = t  £ (x ,y , . . . )

on homogeeme ja  leid a homogeensuse a s te .

Lahendus .̂ Funktsioon f  on määratud, kui x ^ y 2 ja  

x2 ♦ у2 А 0 . Iga t  А 0 kerrml oa

f ( t x ,t y )  *  arctan

f ( x ty ,z ) = — - X I 2
z
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k o rra l.

Lahendus_. Arvutades funktsiooni f  t ä is d ife r e n ts ia a l i ,

saame

df « (гтазс + 2ydy)z2 -  (x2 ♦ j 2 ) 2zdz 
i 5

Võrreldes Euleri tingimust valemiga (1 0 ) , näeme, et asen­

dades dx, dy j *  dz vastavalt suurustega x ,y  ja  z, saamegi

f^x f  fyy + f , .  = 2 (s 2 ♦ У2)«2 =

= о = О» f (x ,y , z ) .

Seega f  on null-asfcme homogeenne funktsioon.

Veenduda, et järgmised funktsioonid f  on homogeensed. 

Kontrollida Euleri tingimust ja  leida homogeensuse aste ol.

622. f ( x ,y )  = x2 -  Jxy + 4y2

623. f ( x ,y )  = 3xy2 ♦ Ix6 -  y6

624. f ( x ,y )  = a = const

625. f ( x ,y )  = arctan  -

626. f ( x ,y ,z )  = x2y -  2y2z + xyz
2 2

627. f ( x ,y ,z )  = x^ cos 2 —
X

628. f ( x ,y ,z )  = (x 2 + y2 + z2) log I

629. f ( x ,y , z) = I  exp I

630. f ( x ,y ,  z) SS — ■*  Ž * Z-n 
, X + у + z

631. f ( x ,y ) = log ^ дГ У.
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§ 3 . Mitme muutuja funktsiooni d iferen t-  

siaalarvutuse rakendusi.

Taylori valem. Kui funktsioon f  on n+1 korda diferent- 

seeruv punkti PQ = (x0,y0 , . . . )  ümbruses, s i i s  s e lle  ümbru­

se punktis P = (x ,y ) , kus x *  xQ + Д х г у = yQ + 4yf . . .  

kehtib Taylorl valem

f(P ) = f(P o) + df(P0) ♦ j r  d2f(P0) +

♦ . . . +  ST Л <Ро) +Än- 

L iig et a Q nimetatakse Taylori valemi jääklilkmeks ja  

Lagrange*i jä rg i avaldub ta kujul

%  ■ Тп-т -т л  ‘ n ,1« D .  0 9 )

kus Q on teatav punkt s irg lõ ig u l PQP, s .o .

Q = (xQ + 0 4 x , y0 + 8Д у , . . . ) ,  

kus О < 0 < 1 .

Kui xQ = 0 , yQ = 0 , . . . ,  s .o . PQ = ( 0 , 0 , . . . )  on koordi­

naatide alguspunkt, s i i s  valemis (18) ja  (19) on 

dx = x , Ду = у , . . .  •

Valemis (18) jää  k ii ige (19) täidab tingimust

°n = °( f » kufl _________ _____
p = /Дх2 Ду2 ♦ . . .  ,

s .o . с*n on p suhtes kõrgemat koi n järku lõpmata väi­

ke suurus. Seega, kui LAxI, lA y l , . . .  on k ü lla lt väikesed, 

kehtib ligikaudne võrdus

f(P) -  *<p0) ♦ 4 « P 0) + .. .♦  Л » 0> . (20)
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Erijuhul kui n = 1, saame valemist (20) valemi

f(P ) *= f(P Q) ♦ df(PQ) .  (21)

Valemist (21) saame ligikaudse valemi funktsiooni f  

muudu A f -  f(P ) -  f (P Q) arvutamiseks punktide PQ ja  P va­
helt

A f «  df(PQ) .  (22)

Ülesanded.

Leida Taylori valem (18) punktis PQ = (0 ,0 ) ,  kui n=3.
Y p

652. f (x ,y )  = e sin  у 636. z = x cos у
V P633. f (x ,y )  = eycos x 637. z = у s in  у

634. f (x ,y )  = ln(1 + x + у) 638. sin (x2 + у2)

635. z = exln(1 + y)

Leida Taylori valem (18) punktis Po = (1 ,1 ) , kui n=3*

639. f (x ,y )  = |  641. f (x ,y )  = ln(xy)v
640. f (x ,y )  = 6х7 642. f (x ,y )  =

Leida valemi (20) a b il ligikaudsed valemid järgmiste 

funktsioonide väärtuste arvutamiseks, võttes PQ = (0 ,0 ) ja  

n = 2.

643* sin(xy) 645.
1 + x644. cos(xy) 646. arctan у -

Näide 13. Arvutada ligikaudu,s .o . valemi (22) a b il 

funktsiooni

f(x ,y )  = s in (jtx y )
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шmuut üleminekul punktist PQ = (1 ,2 )  punkti P -  0 * 1 ;  1»9).

Lahendus^ Arvutame kõigepealt punktide koordinaatide 

muudud Ax ja Ду, saame
Ax = x  -  x q = 1 ,1  -  1 = 0 ,1  ,

Ду = У -  У0 = 1»9 -  2 = - 0 , 1 .

Valemi (22) kasutamiseks tuleb arvutada

äf(P 0) = f xCP0) Ä x + V Po} Лу*

Saame

f x = cos( Jrxy) <Jty j

f  = co s(j txy )  « X  
«/

ja seega

df(PQ) = cos2 jt ♦ 2 /t» 0 ,1  + cos2Tt • jt. ( - 0,1 ) = 0,1яг.

Valemi (22) põhjal

A £  «  0 , l J t  .

Ülesanded.

Arvutada ligikaudu, s .o .  valemi (22) abil funktsiooni 

muut üleminekul punktist PQ punkti P.

647. f ( x ,y )  = e*7 , Po = ( 1 , 1 ) ,  P = ( 1 , 2 ;  1 , 1 )

648. f ( x ,y )  = y - r - f f .  P0 = ( 2 , 4 ) ,  P = ( 2 , 5 ;  3 , 5)

649. f ( x ,y )  = sin xy, PQ = ( 1 , я ) ,  P = ( 0 , 9 ;  л  )

650. f ( x , у) = ln x ln y, P0 = ( 1 , 1 ) ,  p = ( 1 , 1 ;  o,9)

651. f ( x ,y )  = Л п  у, Po = ( 1 , e ) ,  P = ( 1 , 1 .  e + 0, 1)

Näide 1 4 . Arvutada ligikaudu valemi (21)  abil  

А = sin 32° cos 59°.

- 106-



A = s in (g  + ^gj)cos(^ -  4̂ 5) .

Vaatleme funktsiooni

f(x ,y )  = sin  x cos у 

ja punkte PQ = (xQ,y0) = (§, | ) ,

P = (x0 + Дх, y0 + Ay) = (| + 2 “ 4733)»

kus

A x = ** 0,0349,

Ду = -  4^5 = - 0, 0175.

Seega meil on vaja arvutada ligikaudu funktsiooni f  väär­

tus f (P ) .
Valemi (21) rakendamiseks arvutame

df = cos x cos у Дх -  s in  x sin  у Ду.

Valemi (21) põhjal on s i i s

A = f(P ) «  f(P 0) + df(P0) =

= sin ?  COS”  + cos~ cos- Дх -  s in ?  siri-j Ay ä
6 3 6 3   ̂ 3

*  2  2  + 4 \ ° » °^ 9  + 2 4  °»o175 **

^  0,25 + 0,0227 = 0,2727.

Seega

sin  32° cos 59° ** 0 ,2727 .

Ülesanded«

Arvutada ligikaudu valemi (21) a b il

652. ^ » О З -^ е  653. /3,97 2 ,032

Lahend us^ Minnes üle radiaanmõõdule saame
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654. 7,97 / /3,94 660. cos 29® sin 62°

655. (^4,052 «■ 2,932 661. 1,942 exp 0,12

656. ln (^  1,03 «■ ^^98 - 1) 662. 2,0032 3,9983 1,0022

657. 1,042»02 663*. 1,032/ 3/o,98 Y l,0 5 3

658. o,941*°7 664. sin 1,49*arctan 0 ,07*

659. sin 59° tan 46° ж г'2**5

Puutuja tas and .1a normaal. Olgu antud pind
z = f(x,y) (23)

ja punkt Q0 = (x0,y0,z0) sellel pinnal. Olgu PQ = (x0,yQ).
Teoreem 1. Pinnal (23) on olemas z-teljega mitteparal- 

leelne puutujatasand punktis ^  parajasti siis, kui funkt­
sioon f on diferentseeruv punktis PQ.

Pinna (23) puutujatasandi võrrand punktis ^  on
z - z0 = fx(P0)(x - x0) ♦ fy(P0)(y - У0). (24)

Pinna (23) punktis ^  puutujatasandiga (24) ristiole- 
vat vektorit (samuti ka sirget) nimetatakse pinna normaaliks 
selles punktis Qq.

Vektor
П = (fX(P0), fy(P0), -1) 

on pinna (23) normaaliks punktis .

Ülesanded.
Leida puutujatasand ja normaal järgmistele pindadele 

märgitud punktis Qq.
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665. z = £- - у2, ^  = (2,-1,1)
. z = arctan |, Qq = (1,1,-J-)

2

666

667. z = x2 + y2, Qo = (1,2,5)
Kas järgmistel pindadel on olemas puutujatasand punk­

tis (0,0,0)?
668*. z = Ix2 ♦ y2 670. z = I xy I
669*. z = ^ (x2 + y2)2 671. z = 1 - lx ♦ у I 

672. Leida pinnale
2 2 Z = X - у

puutujatasand, mis on paralleelne tasandiga 
4x - 2y - z + 1 =0.

673. Leida pinnale
z = x + |/x2 - 4xy + 4 

puutujatasand, mis on paralleelne tasandiga x - у + 2z = 0. 
674. Leida pinnale

z = x2 + y2
punkt Q0, kus pinna normaal on paralleelne vektoriga

m = (1,2,-3).
675* Leida pinnal

z = x2 x
punkt Q0, mis asetseb zx-tasandil ja kus pinna normaal on 
risti vektoriga m = (1,0,1).
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III. I L M U T A M A T A  F U N K T S I O O N I D  
JA E K S T R E E  MU M I D  

§ 1. Ube .ja kahe muutuja ilmutamata 
funktsioonid.

Olgu antud võrrand
F(x,y) =0, (1)

kus funktsioon F = F(x,y) on määratud ristkülikus E = X*Y, 
kus X = (a,b) ja Y = (c,d).

Öeldakse, et võrrand (1) määrab funktsiooni у = y(x) 
vahemikus X, kui iga x e X  korral on võrrandil (1) olemas 
lahend yeT. Kui see lahend ycT on üheselt määratud iga 
x c X  korral, siis funktsiooni у nimetatakse üheseks, vasta­
sel juhul mitmeseks oma määramispiirkonnas X.

Kui funktsioon у = y(x) vahemikus X on määratud võr­
randiga (1), siis öeldakse, et funktsioon у on antud ilmu­
tamata ku.1ul (1).

Teoreem 1. Kui
1® f unkteioon F ja tema osatuletis F on pidevadУ

punkti PQ = (x0,y0) ümbruses,
2° F(P0) = 0,
3е *y (P0) А 0,

siis võrrand (1) määrab punkti PQ teatavas ümbruses ühese 
pideva funktsiooni у = y(x), kusjuures y(xQ) = у .
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Kui lisaks ka osatuletis F on pidev punkti P iimb-
JL О

>nil у on ]

olemas pidev tuletis
ruses, siis .funktsioonil у on punkti xQ teatavas ümbruses

!x
Fy

(2)

kusjuures

0 V V
Ilmutamata funktsiooni tuletise arvutamisel valmis va­

lemi (2) asemel kasutatakse praktiliselt võrrandi (1) vahe­
tut diferentseerimist muutuja x järgi* lugedes, et võrrand 
(1) kujutab endast nulliga võrduvat liitfunktsiooni muutuja 
x suhtes, kus у = y(x), s.o. funktsiooni G(x) - F(x,y) = 0, 
kus у = y(x). Seejuures oletatakse, et teoreemi 1 eeldused 
on täidetud, mis garanteerib tuletise y* olemasolu. Saame 

G»(x) = Fx + РуУ* = 0 (3)
(vt. valem (3)> lk. 87)» kust F А 0 tõttu võime avaldada«/
tuletise (2).

Ilmutamata funktsiooni teise tuletise leidmiseks vaa­
deldakse võrdust (3) uuesti kui võrrandit

G(x,y') = 0, (4)
kus

G(x,y') = Fx + *уУ'»
mis määrab tuletise y* = y'(x) ilmutamata kujul. Kui 0(х,у') 
täidab teoreemile 1 analoogilisi tingimusi, s.o. G, Gx ja 
Gy» on pidevad punkti PQ* = (x0,y'0) ümbruses, kus y'0 =
= f'(x0), G(P'q) = 0 ning Gy,(P'0) А 0, siis teine tuletis
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у" on olemas ja võrrandit (4>) vahetult diferentseerides x 
järgi, saane

Gx + ®у'У" 3 0 (5)
ehk

*xx + V*" * V  * 'туУ'2 * V "  ■ °* (6)
sest G = Fx + Py7*» kus F = F(x,y) ja у = y(x)* Et aga

Gyt = Fy А О,
siis saame võrdustest (5) ja (6) avaldada y".

Analoogiliselt arvutatakse ilmutamata funktsiooni veel 
kõrgemaid tuletisi.

Analoogiliselt ühe muutuja ilmutamata funktsioonile 
defineeritakse kahe ja enama muutuja ilmutamata funktsioo­
nid. Vaatleme kahe muutuja funktsiooni juhtu. Olgu antud 
võrrand

*(*,y ,*) s 0, (7)
kus funktsioon F on määratud risttahukas E = Z*Y*Z, kus
X = (a,b), T = (c,d) ja Z = (e,f).

öeldakse, et võrrand (7) määrab funktsiooni z = z(x,y) 
ristkülikus XXt, kui iga punkti P = (x,y)eXxY korral on 
' õrrandil (7) olemas lahend zcZ. Kui iga PeXXT korralsee 
lahend zcZ on üheselt määratud , siis funktsiooni z nine- 
tatakse üheseks,vastasel juhul mitmeseks. Kui funkteioon 
z = z(x,y) hulgal X XT on määratud võrrandiga (7), siia 
öeldakse, et funktsioon z on antud ilmutamata kujul (7). 

Teoreem 2. Kui
1° funktsioon F ja tema osatuletis Fz on pidevad punk­

ti P0 = (x0,y0,z0) ümbruses,



2е F(P0) = О,
3* Fa(P0) А О,

siis võrrand (7) aäärab punkti PQ teatavas ümbruses (Шее© 
pideva funktsiooni z = z(x,y), kusjuures z(x0ty0) = eq.

Kui lisaks ka osatuletised F ja F on pidevad punkti«У
P0 ümbruses, siis funktsioonil z on punkti (xeJy0) teatavas 
ümbruses olemas pidevad osatuletised

V i 1 ' <8)
P W
-£ » z = - -J
?Z У Fz 

Osatuletiste zx Ja zy praktilisel leidmisel valmis va­
lemite (8) asemel kasutatakse võrrandi (7) vahetut diferent­
seerimist x Ja у Järgi, lugedes, et z s z(x,y). Saame, koi 
teoreemi 2 eeldused on täidetud, et

*x + V x  -<>.*,♦ V y  - °* <9)
kust võime avaldada z Ja z • Kõrgemate osatuletiste leid-J* JT
ml seks toimime analoogiliselt nagu ühe muutuja ilmutamata 
funktsiooni korralt diferentseerime Jälle võrdusi (9) muu­
tujate x Ja у Järgi, lugedes, et z = a(x,y).

Näide 1« Näidata, et võrrand
x lay ♦ у e2* * 3 

määrab punkti x = О ümbruses ühese pideva funktsiooni 
У = y(x) Ja et see funktsioon у on diferentseerus selle 
punkti ümbruses, ning leida tema tuletis*

Lahenduŝ  Tähistame
F(x,y) = x ln у + у e2* - 3.

Kui x = 0, siis võrdus ?(0,y) = 0 kehtib vaid Juhul 7 * 3» 
Seega tuleb kontrollida teoreemi 1 tingimusi 1° - 3* pux&ti
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PQ = (0,3) ümbruses.
Funktsioon F ja tema osatuletis

- x ж -2x 
*y = у + e

on pidevad punkti PQ ümbruses (isegi kogu pooltasandil 
y>0). Seega tingimus <1.° on täidetud. Tingimused 2° ja 3° 
on ka täidetud, sest ?(PQ) = 0 ja Fy(PQ) = 1^0. Saega 
teoreemi 1 põhjal antud võrrand määrab punkti PQ ümbruses 
ehk punkti x = 0 ümbruses ühese pideva funktsiooni 
У = y(x), kusjuures y(0) = 3« ka osatuletis 

Fx = ln У + 2y e2* 
on pidev punkti P0 ümbruses (isegi kogu pooltasandil y>0)» 
siis teoreemi 1 järgi on funktsioonil у olemas pidev tu­
letis y* punkti x = 0 ümbruses ja valemi (2) põhjal

7» = „ ln У ♦ 2y e2x _ у ln у + g A 2*
J " 2x 5x/y ♦ e x + ye

Leiame veel tuletise y* valmis valemit (2) kasutamata. 
Selleks loeme võrduses

x ln у 4- у e - 3 = 0
у muutuja x funktsiooniks ja diferentseerime võrdust x 
järgi (seda võib teha,sest teoreemi 1 järgi у = y(x) ja 
tema tuletis y* eksisteerivad). Saame

,2xln у + f y’ + у'е2* + 2y e“" = 0,
kust

y. = - ln у ♦ 2? а2*
7 r / y >  '

Tuletise у» saamiseks võib leida lähteavaldise dife-
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rentsiaali. Saame

ehk
(f + e^dy = -(ln у + 2у tTT)dx,

kast avaldame yf = dy/dx*
Sälde 2. Kas võrrand

4x2 - 3x^ «■ у2 - 2x2y = 0 
määrab punkti FQ = (0,0) ümbruses ühese pideva funktsioo­
ni У = y(x) ?

Lahenduŝ . Tähistame

on pidevad punkti ümbruses* Seega teoreemi 1 tingimus 
1* on täidetud. Et F(PQ) = 0, siis ka tingimus 2• on täi­
detud. Kuid

ja seega teoreemi 1 tingimus 3e ei ole täidetud. Järeli­
kult teoreem 1 seatud küsimusele vastust ei anna*

Antud juhul aga saame võrrandit otseselt lahendada 
у suhtes, mis annab

Need kaks funktsiooni on määratud, kui Jx|>1 ja kui x = 0. 
Seega antud võrrand ei määra funktsiooni у = y(x) punkti 
PQ ümbruses, vaid ainult punktis PQ.

?U,y) = J2 - 2x2y + 4x2 - 3x̂ ,
Funktsioon F ja tema osatuletis

Fy = 2y - 2X2

w  *  0
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Näide 3. Leida võrrandiga
i lny ♦ у e22" = 3 

määratud ilmutamata funktsiooni у = y(x) teine tuletis y" 
punktis x = 0.

Lahenduŝ  Näites 1 selgitame välja, et antud võrrand 
määrab punkti x = 0 ümbruses pidevalt diferentseeruva 
funktsiooni у = y(x), kusjuures y(0) = 3« Seega funktsi­
ooni у graafik läbib punkti PQ = (0,3)« Järelikult meil 
tuleb leida tuletise y" väärtus graafiku punktis PQ.

Diferentseerime antud võrrandit x järgi, siis saame 
(nagu näites 1)

ln у + I y' + у'е2* + 2y e2* = 0,
mis punktis PQ annab

ln 3 + 0 ♦ y»(0) + 2-3 = 0,
kust

y*(0) = -6 - ln 3.
Teise tuletise määramiseks diferentseerime saadud 

võrdust veel kord x järgi (mida võime teha, sest vasta­
vad eeldused on täidetud). Saame

1 7. «. y. ♦ | у» + у"®22 ♦ гу'о2̂  »

+ гу'е^ + 4у в О.

Siit võime avaldada у"е sest Pv(Pft) k 0 näite 1 järgi.J О
Kuna aga msil on tarvis leida vaid y"(0), siis paigutame 
saadud võrdus® vasakusse poolde vahetult punkti PQ koor­
dinaadid. Saame
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\  у*(О) ♦ i f *  у»(0) + О ♦ у"(О) ♦ 2у*(о)

+ 2 у*(О) ♦ 12 ■ О,
kust

Уп(О) = - I у* (О) - 4у‘(0) - 12. 
Arvestades у*(О) väärtust, saane lõplikult

У"(О) = - 2£(~6 - In 3) - 12 = 

в 16 ♦ In 3. «

ülesanded.
Näidata, et funktsioon у = y(x) rahuldab võrrandit 

F(x,y) = 0, kui
676. у = 3x, F(x,y) = у2 - 2xy - Зх2 
67?» У = сов x, F(x,y) = 2y2 - 1 - cos 2x
678.

У
1, kui x on ratsionaalarv, z pF(x,y)=r,+y -2y0, kui x on irratsionaalarv,

679® У = 2sia2 §, F(xty) = x -|sin xj + fy(2 - y) -
- arccos(1 - у)

Leida järgmiste valemitega määratud funktsioonid© 
У = y(x) määramispiirkonnad X, kui on teada, et nad ra­
huldavad antud võrrandit.
680. у = x cos x, fln у - ln 2 = О
681. у = х cos х, У ln у - 1п|х(в О
682. у = cos х, 2у2(х) - у(2х) - 1 в О
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683. У = -cos х, х - sin х + Ку(2 - у) - arcсos(1 - у) *0 
684. Olgu antod võrrand

х2 + у2 - 1 =0.
a) Mitu ühest funktsiooni у = y(x) määrab see võrrand lõi­

gus X = [-1,1]?
b) Mitu pidevat ühest funktsiooni у = y(x) määrab see võr­

rand lõigus Z?
c) Mitu pidevat ühest funktsiooni у = y(x) määrab see võr­

rand lõigus X, kui y(0) = -1?
d) Mitu pidevat ühest funktsiooni у = y(x) määrab see võr­
rand lõigus X, kui y(-1) = 0?

Avaldada järgmistest võrranditest funktsioonid у =
* y(x)•
685« e7-x - sin X а О
686. у2 - 2ху - Зх2 = О
687. cos(ŷ  - х) = х, kus хе[0,*г]
688. arctan у + arccos х = зх/2

689. 27373Х * О
Kas järgmised võrrandid F(x,y) = 0 määravad pun'cti 

PQ ümbruses pideva ühese funktsiooni у = у(х)? Kas see 
funktsioon у on pidevalt diferentseeruv punkti Pe ümbru­
ses?
690. x e8in7 + ln(x ♦ у + 1) = 0, P# s (0,0)
691. x3 ♦ r> - 3xy = 0, P0 = (3/2, 3/2)
692. x5 + y3 - 3xy = 0, P0 = (VT, \f~2)
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693. У2 + sin у = О, ?о = (0,0)
694. sin(x2 + у̂ ) - sin(x + у) + arctan у = О, Рл = (1,0)
695* х4 - х 2 - у 2 + 2 у - 1  =0, Р0 = (0,1)

Leida järgmiste ilmutamata funktsioonide у = y(x) tu­
letised у*.
696. xey + y l n x - 4  = 0
697. InVx2 + У2 = arctan ̂
698. x2 l n y - y 2 lnx = 0

699* x sin у - cos у «• cos 2y = О
Leida järgmiste ilmutamata funktsioonide у = y(x) 

tuletised y* ja y".
700. x + у = ex-y
701. 1 + ln(x2 + y2) = 2arctan 2
702. x7 = y* (x А у)
703. у - sin 1 sin у = x

Leida järgmiste ilmutamata funktsioonide у = y(x) 
märgitud tuletised punktis P0.
704. (x2 y2 - 2x)2 = x2 + y2, y'00, P0 = (0,1)
705. у = arctan(y/x), y"(x), P0 = (2,0)
706. x2 + 2xy + y2 - 4x + 2y - 2 = 0, y"’(x), PQ = (1,1)

707. Näidata, et võrrand
(2 - x)y2 = x5

määrab punkti x = 1 ümbruses kaks diferentseeruvat funkt­
siooni у = f(x), у = g(x). Leida funktsioonid f ja g ning
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tuletised f*(1) ja g*C*)»
708. Näidata, et võrrand

(x2 ♦ у2)2 = x2 - т2 
määrab punkti (0,0) ümbruses kaks diferentseeruvat funkt­
siooni у = f(x) ja у = g(x). Leida f*(0) ja gf(0).

709* Näidata, et võrrand
(1 - x)*2 = x2(1 ♦ x) 

määrab punkti (0,0) ümbruses kaks diferentseeruvat funkt­
siooni у = f(x) ja у s g(x). Leida funktsioonid f ja g 
ning nende diferentsiaalid df(0) ja dg(0).

Avaldada järgmistest võrranditest funktsioonid z =
3 z(x,y).
710. е®“у*х 3 sin(x2 y2 1)
711. 4X2 - y2 ♦ 2yz - x2 = 0
712. 5*«* ~ x2«^ - 1 * 0
713» *2 ♦ 2ya * Эл̂ ху2*)

Kas järgmised võrrandid ?(x,y,s) 3 0 määravad punkti 
?Q ümbruses pideva ühese funktsiooni z = z(x,y)? Kas sel 
funktsioonil on olemas pidevad osatuletised zx ja zy 
punkti P0 ümbruses?
714. xz ♦ у sin z * 0, PQ 3 (1,0,1)
715. (« ♦ y)2 = x2(x2 - 1), P0 3 (0,0,0)
716. s2 1 / 7 7 ?  * arctan s « 0, P0= (-1,-1,0)

Leida järgmiste ilmutamata funktsioonide z = z(x,y) 
osatuletised ja zy.
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7*18. •* = cos z cos у 
719« *2ln(x m ) sxy
720. arssin z -»- tan xy = 0 ^

Leida järgmiste ilmutamata funktsioonide z = z(xvy) 
täisdiferentsiaalid dz«

4

721. cos2x + coe2y + cos2* = 1
722. x ♦ у + z = е-<х*У+г)
723. x2 ♦ y2 + z2 = 2*

Leida järgmiste ilmutamata funktsioonide z = z(xfy)
täisdiferentsiaalid dz ning osatuletiste summad % ♦ z

Щ У
ja vahed *x - zy.
724. x 2y - 3* я 4cos(x 2y - 3*)
725» x2 + y2 ♦ *2 3 в

Leida järgmiste ilmutamata funktsioonide z = z(xty) 
teist järku osatuletised *n , zxy ja z .
726. x2 y2 ♦ z2 = 2
727« x2 ♦ y2 + z2 з 2z
728. z 3 l/x2 - y2 tan -= *■__

729* z 3 x + arctan ̂  Д —
730» Leida võrrandiga

z 3 x2 ♦ 2У2 ♦ 3z2 ♦ xy - 9 pmääratud funktsiooni z teine täisdiferentsiaal d z punktis 
(1.-2.1).

lõ

717* x2 ♦ у2 ♦ *2 + 2xz = 1
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731« Leida võrrandiga
x - yz +ez =0

pmääratud funktsiooni z teine diferentsiaal d % punktis 
(1,2,0).

732. Leida võrrandiga
ex ♦ e7 = ez

määratud funktsiooni z kolmandat järku osatuletised.

Olgu pinna võrrand antud ilmutanata kujul 
F(x,y,z) = 0,

kus funktsiooni P osatuletised F_, F_ ja F on pidevad.X у z
Pinna punktis PQ = (х0»У0»*0), kus

Px2 + Fy2 + * z2 A O ,

on pinnal olemas puutujatasand võrrandiga
PX(P0)(*  -  *0) ♦ Py(P0)(7  -  У0) ♦ » .(P .X *  -  V  = 0

ja normaal võrrandiga
x - X у - у z -_____ О _ "О ____ о3? (Р ) “ F (.р ) = ? гр ; •X о у 4 о' Z о

ülesanded.
Leida järgmiste pindade puutujatasandid ja normaalid 

punktis PQ.
733. x2 ♦ y2 + z2 = 3, P0 = ОИ.1)

-i. » . - о а »
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735. зс5 + у5 + z3 + xyz = 6, Р0 = С-1,1,2)
736. ху2 + г3 + 4 = О, Р0 = (1,2,2)
737. x y - z + e z = 3, ро =  (2,1,0)

§ 2. Võrrandisüsteemiga määratud 
ilmutamata funktsioonid«

Olgu antud võrrandisüsteem
F(x,y,z) = 0

(Ю)G(x,y,z) = 0,
kus funktsioonid F = F(x,y,z) ja G = G(x,y,z) on määratud 
risttahukas E = X * Y x Z ,  kus X = (a,b), Y = (c,d) ja Z = 
= (e,f).

öeldakse, et võrrandisüsteem (10) määrab funktsioonid 
У = y(x) ja z = z(x) 

vahemikus X, kui igax€X korral on võrrandisüsteemil (Ю) 
olemas lahend (y,z)€YXZ. Kui see lahend (yfz) on üheselt 
määratud iga x c X  korral, siis funktsioone у ja z nimetatak­
se ühesteks oma määramispiirkonnas X.

Kui funktsioonid у = y(x) ja z = z(x) vahemikus X on 
määratud võrrandisüsteemiga (10), siis öeldakse, et funktsi­
oonid у ja z on antud ilmutamata ku.iul (Ю).

Funktsioonide F ja G osatuletistest moodustatud deter­
minant!

V  '»
G , G y* z

J = J(x,y,z) =

nimetatakse teist järku f unktsionaaldeterminandiks ehk лако—
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blaanifrg süsteemile (10) ja märgitakse sümboliga
(11)

Teoreem 1. Kui
1° funktsioonid F ja G ning nende osatuletised у ja z

siis võrrandisüsteem (Ю) määrab punkti PQ teatavas ümbruses 
pidevad ühesed funktsioonid у = y(x) ja z = z(x), kusjuures

Kui lisaks ka osatuletised Fx ja Gx on pidevad punkti 
PQ ümbruses, siis funktsioonidel у ja z on punkti xQ teata­
vas ümbruses olemas pidevad tuletised

Fv F. F F1 x z dz 1 у X
7 Gv G„ , 3x ~ “ 7 G GX  z У x

Kasutades tähistust (11) võime kirjutada valemid (12)
kujul

Praktiliselt valmis valemeid (12) ei kasutata, vaid tu­
letised y' ja z* leitakse süsteemi (Ю) võrrandite vahetu 
diferentseerimise teel x järgi, lugedes, et у ja z on muutu­
ja x funktsioonid. Siis saame süsteemi

Et selle süsteemi determinant J punkti PQ ümbruses on nullist

järgi on pidevad punkti PQ = (Х0»У0»20) ümbruses
2° F(P0) = 0, G(P0) = X),
3° J(P0) А 0,

У(х0) = У0 ja z(x0) = z0

Fx + Fyy* + Fzz' = 0

Gx + V  + V  = °*
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erinev (tingimuse 3* da J pidevuse tõttu), siis saane süs­
teemist punkti PQ ümbruses avaldada y* ja z'.

Analoogiliselt süsteemile (Ю) saab süsteemiga

Teoreem 2. Kui
1® funktsioonid F ja G ning nende osatuletised Рц, Fy,

Gu Gv on Pidevad P«»kti PQ = (xo»y0*u0»vô  ümbri;ises» 
2® F(P0) = 0, G(P0) = 0,

3° J(P0) А 0,

siis võrrandisüsteem (13) määrab punkti PQ teatavas ümbru­
ses pidevad ühesed funktsioonid (14), kusjuures

Kui lisaks ka osatuletised Fx ja Fy ning Gx ja Gy on

V V vx õa V
Need osatuletised leitakse praktiliselt süsteemi (13)

võrrandite vahetu diferentseerimise teel muutujate x ja у 
järgi, lugedes, et u ja v on muutujate x ja у funktsioonid, 

tildiselt vaadeldakse võrrandisüsteemi

F(x,y,u,v) = 0
_G(x,y,u,v) = 0 

määrata kaks kahe muutuja funktsiooni

(13)

kus

u(x0,y0) = %  ja v(x0,y0) = v0.

pidevad punkti PQ ümbruses, siis funktsioonidel (14) on 
punkti PQ teatavas ümbruses olemas pidevad osatuletised
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u,v,...) = 0
(15)

?n(xfyt...} u,▼,•••) = Of
kus muutujaid x,y,... on m tükki ja muutujaid u,v,... on 
n tükki. Süsteemi (15) abil saab teatavatel tingimustel 
määrata n funktsiooni m muutujast

mida nimetatakse süsteemi (15) .jakobiaaniks.
Teoreem 3» Olgu
1° funktsioonidel pidevad osatuletised muutujate

Siis võrrandisüsteem (15) määrab punkti P teatavas ümbrusesо
n pidevat ühest funktsiooni (16), kusjuures

(16)

Moodustame determinandi

u,v,... järgi punkti P0 = (x0,y0,..., u0,vQ,...) ümbruses
2° *i(P0> = °»
3° J(P0) А 0,

Näide 4. Näidata, et võrrandisüsteem
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määrab punkti PQ = (1,0,—1) ümbruses ühesed pidevad funktsi­
oonid у = y(x) ja z = z(x), mis on diferentseeruvad punkti 
Fq ümbruses* Leida need funktsioonid 7 ja z ning nende tu­
letised.

Lahendus  ̂Kontrollime teoreemi 1 tingimusi. Funktsioo­
nid

2 2 2 F = x + у + z, G = x ♦ у ♦ z • 2
ja nende osatuletised

F = 1, F = 1. G = 2y, G = 2z у 9 z 9 у J * z
on pidevad punkti PQ ümbruses. Edasi

F(P0) = 0, G(P0) = 0.
Lõpuks leiame jakobiaani

11 1
J =

2y 2z = 2(z - y)

väärtuse punktis PQ. Saame J(PQ) =-2/6 0. Seega teoreemi 
tingimused 1° - 3° on täidetud. Järelikult, vaadeldav võr- 
randisüsteem määrab punkti PQ ümbruses ühesed pidevad 
funktsioonid у = g(x) ja z = z(x).

Et ka osatuletised
F = 1. G = 2x x * x

on pidevad punkti PQ ümbruses, siis nendel funktsioonidel 
у ja z on punkti xQ ümbruses olemas pidevad tuletised.

Avaldame võrrandisüsteemist funktsioonid у ja z* Sel­
leks avaldame süsteemi esimesest võrrandist z = -x - у ja 
paigutame teise võrrandisse, saame ruutvõrrandi

x2 ♦ y2 + C-х - y) 2 = 2,
kust
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У = i(-x t •
Paigutades leitud у avaldisse z = -x - y, saame

z = ̂ (-x + / 4 - 3x2).
Et otsitavad funktsioonid у ja z peavad läbima punkti PQ, 
siis peab olema

у = ̂ (-x ♦ I/4 - Зх2) 
z = 2<-x - |/ 4 - Зх2).

Neid funktsioone vahetult diferentseeridee võime lei­
da nende tuletised. Tuletised võime leida ka valmis valemi­
te (12) abil, mis annavad

▼ • - - z - X _ X - уy z -у» z - у *
kus praegu saame asendada у ja z nende avaldistega.

Leiame veel tuletised y* ja i* süsteemi võrrandite
vahetu diferentseerimise teel x järgi, lugedes, et у ja z
on x funktsioonid. Siis

fl ♦ У* ♦ z* ■ 0
l»2x ♦ 2yy' ♦ 2zz* = 0,

kust avaldame y' ja z'. Saame samad avaldised.
Näide 5. Näidata, et süsteem

(u + v = x
u5 + v3 = y(u2 ♦ v2) 

määrab punkti PQ = (1,1,1,0) ümbruses ühesed pidevad funkt­
sioonid

{u = u(x,y)
▼ = v(x,y),

millel on selle punkti ümbruses olemas pidevad osatuletised.
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Leida need osatuletised.
Lahendus_. Kontrollime teoreemi 2 tingimusi. Funkt­

sioonid
F = u + v - x, G = ц3 + v3 - y(u2 + у2) 

ja nende osatuletised
Pu = 1» *v * 1* Gu = 3u2 - 2yu, Gy = 3v2 - 2jv 

on pidevad punkti PQ ümbruses. Samuti
F(P0) = 0, G(P0) = 0.

Leiame jakobiaani
1 1 

J = 2 2 =3u - 2yu 3v - 2yv 
= 3(v2 - R2) ” 2y(v - u) 

väärtuse punktis PqS saame J(PQ) =-1^0. Seega teoreemi 
2 tingimused 1° - 3° on täidetud. Järelikult, vaadeldav 
võrrandisüsteem määrab punkti PQ ümbruses ühesed pidevad 
funktsioonid u = u(x,y) ja v = v(x,y). Et ka osatuletised 

Fx = -1, Fy = 0, Gz = 0, Gy = -(u2 + v2)

oa pidevad punkti PQ ümbruses, siis nendel funktsioonidel 
u ja v on olemas pidevad osatuletised.

Osatuletiste leidmiseks diferentseerime antud süstee­
mi võrrandeid x ja у järgi, lugedes u ja v nende funktsioo­
nideks. Saame

' V  vx * 1P 25u “x + Vx = гуСии̂ . + W x)



Et saadud süsteemidel on ühine determinant J, mis punkti PQ 
ümbruses on nullist erinev, siis selle punkti PQ ümbruses 
on

«« ■ - * ä £ f a o
ning

u2 + v2 u2 + v2
°y = -  — J — '’ Vy -  —

Ülesanded,
Näidata, et järgmised funktsioonid у = y(x) ja z = z(x) 

rahuldavad võrrandisüsteemi OO), kui
738.

739.

740.

ГУ = 2x
2z = 4x ,

' у = sin x 
z = гсоэ2*,
’ у = x arccot x3 

z = x arctan x3,

F = 4x - 12x - 2y + 3z
2 2 2 Д.G = 4x - y + z + xyz - 24x

F = 2y + z - 2
G = 1 - x - y2 - z/2 + arcsin у

F = £ x - y - z
G = x̂ arctan x3 - z cot(y/x) 

Näidata, et järgmised funktsioonid u = u(x,y) ja 
= v(x,y) rahuldavad võrrandisüsteemi (13), kui

v =

741.

742.

u = sin(x + y) 
у = cos(x + y),
u = x arcsin(x - 2y) 
v = x arccos(x - 2y),

F = 2uv - sin 2(x + y)
G = ̂  - tan(x + y)

F 5 2(u + v) - ЛХ 
Ĝ = 2(u - v) + л x — 4ц/х

Avaldada järgmistest võrrandisüsteemidest funktsioonid 
У = У(х) ja z = z(x).
743. I у + ln z = x 744.i. Гу + ln Z = X 

[ге-У = x V
У — x = ln( Z + x) 
z - X = вУ
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745.

Avaldada järgmistest võrrandisüsteemidest funktsioo­
nid u = u(x,y) ja v = v(x,y).
746.

747.

а + v = 1 
^ = tan̂ Cx ♦ y)

748. u + v = ln(x2 - y2)
eU + ev = 2x (y >0)

*u - v = cos(x - 2y) 
а = cot2(f - y)

• Näidata, et järgmised võrrandisüsteemid määravad antud 
punkti PQ = (x0#y0»z0) ümbruses ühesed pidevad funktsioonid 
У = y(x) ja z = z(x), millel on olemas selle punkti PQ ümb­
ruses pidevad tuletised. Leida nende tuletiste väärtused 
punktis PQ.
749.

750.

751.

2X2 - у - z = 0 
x — yz = 1 >
у ♦ Z a ln(1 - X + X2 - X3) 
ey - ez = x2 + x .

P0 = 0,0,2)

P0 = (0,0,0)

P0 =
yz - sin x 
y2 - z2 = x cos x ,

Näidata, et järgmised võrrandisüsteemid määravad an­
tud punkti P0 = (3C0,y0,u0,v0) ümbruses ühesed pidevad funkt­
sioonid u = u(x,y) ja v = v(x,y), millel on olemas 
punkti PQ ümbruses pidevad osj 
letiste väärtused punktis PQ.

selle
punkti PQ ümbruses pidevad osatuletised. Leida nende osatu-
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752. f  u + v = InCx2 - у2)
eu + 9V = 2x ,

753. fuv = 1
| = t a n i f l ,

754» ru2 - v2 = 1

Pp = (2,1,0,ln 5)

Po = (л S5T,1,1)

P0 = (0,1,1,0)
2uv = shOV'y)*

Leida järgmiste võrrandisüsteemiga määratud funktsioo­
nide у = y(x) ja z = s(x) tuletised y ^ y ”,*1,*" puaktis PQ.
755. fBs? - ЪГ - s5 = G

I 3 2 Po = (i p *] ar + 5y - z + 3 = 0 ,

756.

757.

'x + у + z = 0 
x3 + y3 '+ z3 = Ю,
x + у + z = 2
s + У2 = x2/2 ,

P0 = О ,1,-2)

* 0 = 0 ,-1,2)

Leida järgmiste võrrandisüsteemiga määratud funktsioo­
nide u = u(xjj) ja v = v(x,y) täisdiferenfcsiaalid du, dv, 
d2u, d2» punktis PQ = ( х0, У 0 , uQ,vQ).
758 c xu + yv = 4 

yu - v = 0,

759o fu + v = x + у
j у sin u = x sin v,

760. Leida võrrandisüsteemiga

P0 = 0 ,-1,2,-2) 

PQ = (1,0,1,0)

yz = sin x
2 2 У - z = 2cos x

määratud funktsioonid у ja z, kui y( Jt/2) = z(5T/2) = 1,
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ning nende funktsioonide tuletised valooits (12) abil.
761, Leida võrrandisüsteemiga

xu + yv = 4 . 
yu - v = 0

määratud funktsioonide u = u(xgy) ja~v = v(x,y) täisdife- 
rentsiaalid du ja dv.

§5 *  Parameetrilisel knjttl antud mitme *
г î hf-л•*•-s/'.r--;* ‘ ■

Olgu kahe muutuja x ja у funktsioon z antud parameet­
rilisel kujul

x -  x(u»v)

у = y(ugv) (17)
z = z(u»v),

s.o. kujulT kus funktsioon z ning tema argumendid x ja у 
määratakse kahe parameetri u ja v funktsioonidena*

Funktsiooni z osatuletised z ja z leitakse järgmiste**■ сУ
meetodite abil.

Osatuletlste meetod. Olgu funktsioonil z = z(u,v) pide­
vad osatuletised гц ja zy . Diferentseerime teda muutujat© 
x ja у järgi, eeldades, et võrrandid

f x  = x ( u ,v )
\ (1S;
\ j  = y(u,v)

süsteemist (1 7) määravad u ja v muutujate x ja у funktsioo­
nidena (14). Selleks piisab, kui vaadeldavas piirkonnas 
süsteem (18) rahuldab teoreemi 2 tingimusi, s.o. osatule­
tised 3a yv on pidevad ning jakobiaan
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J = А О (19)xu *v
Уц yv

vaadeldavas piirkonnas. Tingimuse (19) saame, kui süsteemis 
(13) võtame

F = x(u,v) - x,
G = y(u,v) - y, 

millest Fu = xu, Fy = xy> Gu = уц ja Gy = yy. Et Fx = -1,
F = 0, G = 0 ja G = -1, siis sama teoreemi 2 põhjal osa-У X У
tuletised da vy eksisteerivad ja on pidevad vaadel­
davas piirkonnas.

Seega teoreemi II (lk. 87) põhjal
*x = *uS: + zvvx 
2y = zuuy * V y  *

( 20)

Süsteemis (20) tundmatud suurused ja vx leiame süstee­
mist

^  * хц“х + *vTx
0 m-T a«x *  Уутх

ning suurused Uy ja vy süsteemist
0 ■ w  ♦ v y 
L1 - ru'v + v y

Need süsteemid (21) ja (22) saame süsteemi (18) diferent­
seerimisel vastavalt x ja у järgi (arvestades, et xx = 1, 
yx = 0, xy = О, у = 1). Süsteemid (21) ja (22) on alati 
lahenduvad, sest süsteemide determinandiks on (19).

Diferentsiaalide meetod. Osatuletiste z, ja z leidmi- —— — — — — jc у

(21)

(22)
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seks samadel eeldustel võib toimida ka järgmiselt. Leiame
süsteemis 07) funktsioonide täis diferentsiaalid 

rdx = x, du + x dv u v
* dy = yudu + yvdv (23)
dz = zudu + zvdv.

Et kehtib tingimus 09) i siis kahest esimesest võrrandist 
saame avaldada du ja dv ning paigutades viimasesse võrran­
disse, saame dz ja seega osatuletised zx ja Zy parameetri­
lisel kujul.

Sageli saab lähtevõrrandite abil z ja z avaldistestX у
parameetrid u ja v elimineerida.

Näide 6, Leida parameetriliselt antud funktsiooni
Г 2 24x = u + v

2 2- 4y = u - v
Z = uv

*
osatuletised z ja z ja täisdiferentsiaal dz. x у

Lahendus^ Kasutame osatuletiste meetodit. Vaadeldavate 
funktsioonide osatuletised on pidevad. Moodustame süsteemi 
(20), saame

(4c = vux + uvx
tzy = vuy * UV  

Suurused u^ ja vx määrame süsteemist (21), s.o. süstee­
mist

4 = 2u Uj + 2v vx
0 = 2u - 2v vx ,

mis annab
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«X 3 Ц» vx  = у-

Suurused Uy ja Vy määrame süsteemist (22), s.o. süsteemist 
[° * 2uuy * ̂ "y 
l4 “ 2u“y + * " Г

mis annab
1 1 

Ty = “ v
Paigutades leitud osatuletised ^ » v ^  Uy ja Vy esimes­

se süsteemis saame
v u z = — + —X U V

„ _ v u 
zy " ü ’ V •

Saime osatuletised z ja z parameetrilisel kujul. Viimasest x у
saame

z - ü~ z - ̂  ~ u"Jf ” uv * у “ ПУ »
ehk, arvestades lähtevõrrsndeid,

z « Ü 5X z
z * - ÜZ .у 3

Sssga funktsiooni z diferentsiaal on 
dz = |(xdx - ydy;.

Antud ülesande korral osatuletisi ’-^»Uy»^ ja Vy saab 
leida ka järgmiselt. Kahest esimesest lähtevõrrandist saaae 

4(x + y) = 2u2, 4(x - y) = 2v2.
Võttes viimastest osatuletised x järgi, saame 

4 = 4-uû , 4 = 4wx ,
ja у järgi, saame

4 = 4uuy, -4 = 4Wy.
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Osatuletiste leidmiseks diferentsiaalide meetcdi jär­
gi koostame süsteemi (23)

4dx = 2a du + 2v dv 
4dy = 2u du - 2v dv 
dz = v du + u dv .

Kahest esimesest võrrandist saame

du = dv = dr.

Paigutades leitud du ja dv kolmandasse võrrandisse, saame

dz = V + u damäz =U V

- + Š>ta * <$ - *
= dx - 7 dy), 

kust avaldame z ja z .X у
Antud ülesande korral vajalike diferentsiaalide leidmi­

seks võime kasutada ka järgmist võtet. Kahest esimesest läh- 
tevõrrandiet jälle avaldame

4(x + y) = 2u2, 4(x - y) = 2v2 .
Viimaseid diferentseerides saame

dx + dy = u du, 
dx - dy = v dv, 

kust avaldame du ja dv ning paigutame dz avaldisse jne.

Ülesanded.
Leida järgmiste parameetrilisel kujul antud funktsioo­

nide osatuletised z ja z ja täisdiferentsiaalid dz. x у



762. px « n ♦ ▼ 767-  ̂X = sin U ♦ С08 ▼
у = u - V - У = cos u - sin V
z = uv z = 1 + sin(u - v)

763. 2x = a2 + v2 768. 'x = U COS V
- 2y = u2 - v2 < у = u sin v

.2z = uv Lz = u
764. rx = U ♦ V 769. г аX =• COS V

- у = u2 ♦ V2 у = eQ sin v
z = u3 + V3 z = uv

765. rx = u ♦ t 770. x = (v  - u)coaa sina
У = U - ▼ < у 3 (v  - a)zinu - coit
Z = U2’*2 ẑ « (e - t) 2

766. 'x = u cos V
<у з а  aim v
z = 8v

771. Leida funktsiooni
X = u ♦ ln V

< у = V - ln а /

z s 2u ♦ v
osatuletiste zx ja zy väärtused kobal u = 1, ▼ a 1.

772. Leida funktsiooni
"x = cos u cos ▼
« у = cos a sin v 
z = ein u

osatuletiste ^  ja zy väärtused kobal u = jr/4, v = я/2.
Parameetrilisel kujul antud kahe muutuja x ja у funkt­

siooni z kõrgenate osatuletiste ja täisdif erentsiaalide
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leidmiseks toimime järgmiselt. Leiame kõigepealt esimest 
järku osatuletised parameetrilisel kujul

zx = *x(u*T>* *y = *y(u*v) 
ja koostame süsteemid

Г I a x(U,v)
“ У = y(u,v) (24)

= zx(u»T)
3»

Г X = x(u,v)
- У = У(и,т) (25)

■ V = V U*T )-
Süsteemi (24) vaatleme kui süsteemi, mis määrab funkt­

siooni *x parameetrilisel kujul ja süsteemi (25) kui süs- 
teeni, mis määrab funktsiooni г parameetrilisel kujul*

w

Leides nende funktsioonide ẑ  ja zy osatuletised x ja 
7 järgi eespool antud meetodite abil, saamegi teist järku 
osatuletised *n , z^ ja ẑ  parameetrilisel kujul.

Analoogiliselt leiame funktsiooni z veel kõrgemat 
järku osatuletised.

Häide 7. Leida parameetrilisel kujul antud funktsioo­
ni

4x = u2 + v2 
4y * u2 - v2 
в s uv

osatuletised z^, ẑ y, z ^  ja z^.
Lahendus_. Esimest järku osatuletised parameetrilisel
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kujul näite 6 järgi on

Koostame süsteemi
4x = vf + Vе- 
4y = u2 - v2
zl X

Vaatleme seda süsteemi kui süsteemi, mis määrab funktsioo­
ni zx parameetrilisel kujul. Leiame tema osatuletised 
ja z . Kasutame selleks näiteks diferentsiaalide meetoditxy

4dx = 2u du + 2v dv 
4dy = 2u du - 2v dv 
dzx = (---1 + — )du + (- - -^dv.

Viimase süsteemi kahest esimesest võrrandist saame (vt. näi­
de 6)

du = -j(dx + dy), dv = ^(dx - dy) .

Paigutades need kolmandasse võrrandisse, saame

dz = (.
u

Xii--Г 3  —  dX ■¥
ОГТГ

u
u4 - V4
" W dy =

= - Щ  (-y dx + x dy). zp
Et saadud avaldises dx ja dy kordajad on funktsiooni 

zx osatuletised vastavalt x ja у järgi, siis olemegi saanud
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f .  _ (u2 - V2)2 

_ u4 - V4
v  - “ PT" ■

ehk lähtevõrrandite abil
f z  =XX

16:
xy

mi
Osatuletiste ja z leidmiseks koostame süstes-

2 2 4X = U + V
4y

xy

2 , 2 = u - v

Vaatleme seda süsteemi jälle kui süsteemi, mi3 määrab
funktsiooni z parameetrilisel kujul. Leiame tema osatu- зсу
letised x ja у järgi näiteks diferentsiaalide meetodi abil. 
Viimast süsteemi diferentseerides saame 

4dx = 2u du + 2v dv 
4dy = 2u du - 2v dv

dz = (-4 + ^ž)du - ( ^  + -4)dv.
xy u v ap

Viimase süsteemi kahest esimesest võrrandist avaldame jälle 

du = ^(dx + dy), dv = ^(dx - dy)

ning paigutame kolmandasse võrrandisse, saame
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_ u V  » Зт6^ ^ ° 6 ~ ц2у4 

» дУ. +  * ц2—  dy

dx ♦

Seega
u*v2 + Зтб - 3u6 - u2v4 _

S r c ------- 2- ^ 5 2---------
, (u2 - T ^ k a V  - 3(a2 ♦ t2)2] 

irv^
. (Лт2 ♦ 5t  ̂♦ 3a6 + u2v4
V t * ---------------------

я Ca2 + 3(ц2 ~ ^ 2J.

Lähtevõrrandite abil võiae need osatuletised esitada 
ka kujul

v  = - ^ - * 2).

ülesanded.
Leida järgmiste parameetrilisel kujul antud funktsioo­

nide osatuletised z^, z^, z  ̂ja z

773'

774.

4x = u2 ♦ t2 

4y = u2 - T2 

z = uv 
^x = u cos V 
у = u sin V 
z = 8v

775.
УХУ

^x e u cos V
у = U sin T
_ _ „2 z = u
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776• Leida »iW, kui
X = COS U С08 V 
7 * COS U Sin У 
z = ein u

777. Leida *n , z^, ja d*z, kui

778. Leida dz ja d z  kohal u = ▼ = 0, kui
u+vx = e
U-VУ * e

z » uv
Leida järgmiste pindade puutujatasandi ja 

võrrandid punktis Pft = (*0»У0»*0).

779.

780.

781.

s =

X = u cos V 
J s u Sin V 

/2 - tt2 , 
f x s  В ♦ ▼ 

у = u - V 
z = 4 uv t 
X = u + v 
у = u2 ♦ T2
Z = V? + v3,

P0 = (-1,0,1)

Pft = (2,2,2)

normaali

g 4. Muutujate vahetua diferentsiaalayaldistes. 
Selles paragrahvis vaatleme muutujate asendamist 

avaldistes, mis sisaldavad tuletisi või osatu-



letisi. Seejuures jätame esitamata tingimused nende asen­
duste teostatavuse kohta, mida lugeja võib igal konkreetsel 
juhul ise kindlaks teha eespool antud teoreemide põhjal.

1. Muutuja vahetus harilike tuletistega avaldistes. 
Olgu antud diferentsiaalavaldis

W = F ( x , y ...), (23)
mis sisaldab funktsiooni у = y(x), tema argumenti x ja tule­
tisi У^»У£х»..* •

a) Sõltumata muutuja asendaminê  Olgu teisendusvalem 
antud kujul

x = x(t), (2?)
kus t on uus sõltumata muutuja. Asendamiseks arvutame (vt. 
Matemaatilise analüüsi praktikum. I. Tartu, 1970, lk. 195)

ytyx = Щ  * (28>
(7l)l

yxx = ŷX^X = xjp ’ 2̂9)

Avaldistes (28) ja (29) tuletised x£, x£t,... arvutame võr*- 
dusest (27). Seega asendades avaldises (26) suurused x, ŷ , 
y^,... nende uute avaldistega, saame

W = F/j (t ,y,y£ ,ŷ jj, • • •) •
Kui teisendusvalem (27) on antud ilmutamata kujul

G(t,x) = 0, (30)
siis tuletised x£,x£fcl... valemites (28) ja (29) arvutame 
antud seosest (30) ilmutamata funktsiooni diferentseerimise 
reegli järgi (vt. § 1).

b) Muutujate osade vahetamine. Kui avaldises (26) on
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vaja vahetada muutujate x ja у osad, Se0. võtta у sõltu­
mata muutujaks ja x tema funktsiooniks, siis teisendusvale-
miks (27) tuleh võtta funktsiooni у = y(x) pöördfunktsioon

x = ac(y). (31)
Sel korral valemites (28) on t = y, mille tõttu y£ = ŷ  = 1 
ja me saame

yi  s i  » (32)
гДл'схГ̂  x"

у" = (ух)х = xx"2 = - Т“2̂  > (33) XX у (xi)-7

Asendades avaldises (26) suurused x, ŷ , У-ĵ.» 
nende uute avaldistega, saame

W = Р2(У»х»ху»хуу*

с) ema_muutuja_asendamine. Kui diferenfesiaalavaldi- 
ses (26) on vaja asendada mõlemad muutujad у ja x ning tei- 
sendusvalemid on antud kujul

fx = x(t,u) (34)
[y = y(t,u),

kas t on uue sõltumata muutuja ja u=u(t) on uus funktsioon, 
siis toimime järgmiselt« Diferentseerides seoseid (34),s&a®e 

dx = x£dt = (Xt + *uupdt 
dy = y£dt = (yt + yuû )dt,

kust
vt _ d2 _ yt + yu4 -
x " «“ " xt + xuut *

Tuletise y^ arvutamiseks kasutame valemit (29), kus ŷ, mää-
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reute valemiga (35). Analoogiliselt arvutame veel kõrgemad 
tuletised. Saadud tuletiste avaldistes suurused xfcfxu»7fc 
ŷ  arvutame antud seostest (34). Tulemuseks saame dif erent— 
siaalavaldise (26) kujul

1 = Fj(t,u,u£, u^,...).
Kui teisendusvalemid (33) on antud ilmutamata kujal 

fG(t,u,x,y) » О{ , ‘ 4 (36)|H(t,u,x,y) * 0, 
siis osatuletised x >̂xaiJt 3a 7a valemis (35) arvutame an­
tud seostest (36) ilmutamata funktsioonide diferentseerimi­
se reegli järgi (vt. § 2).

d) Funktsiooni asendaminê  Kui diferentsiaalavaldises 
(26) on vaja asendada ainult funktsioon у seosega

У = y(x,u), (37)
kus u г u(x) on uus otsitav funktsioon, siis süsteem (34) 
taandub süsteemiks

\jy = y(x,u) 
ja valem (35) omandab kuju

= Ух + Уи1̂ » (38)
sest antud juhul t = x, mille tõttu x% = 1 ja хц = 0. Kõrge­
mad tuletised y^,... arvutame vahetult seosest (38), kus 
osatuletise уц arvutame seosest (37). Asendades diferent­
siaalavaldises (26) suurused y.y^y^,... nende uute avaldis­
tega, saame

W = F4(x,u,û ,û x,...).
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Näide 8» Asendada diferentsiaalavaldisee 
W = О  - x2)y^x - xj± + у 

muutuja x uue muutujaga t seose x = cos t abil.
Lahenduŝ  Valemitest (28) ja (29) saame 

yfc
yi = -'s i n 't *

Л , 4  _ 7gt siD * “ П  008yxx - - šTiTT -̂sin t}t — Tt .
Asendades х,у*,у” avaldisse W, saame

ff = (1 - cos2 t) t +
Sin̂ t

jl
* 003 fc slnT + У = ytt + У- 

Näide 9» Asendada diferentsiaalavaldisee

W = ---^ ---j У30С ♦ — 2lD -P  Jl + 1
(1 - ln x) 2 ** (1 - ln х У  x

muutuja x uue muutujaga t teisendusvalemi ln x = xt abil.
Lahendus,. Diferentseerides teisendusvalemit, saame

xi x2 
-7 = xl t + X, X* = ------ .x « ^  1 - fcx

Valemite (28) ja (29) abil leiame



Asendades avaldisse W, saame

■ ■ »St - T b s e  ♦ *  * 1 -

• * h - r ± a  V ^ g  П  ♦ П  * 1 -
= y" ♦ 1 . tt
Näide 10. Teisendada võrrand

y" - (x - ey)y»5 = 0, 
võttes у sõltumata muutujaks ja x tema funktsiooniks.

Lahenduŝ . Antud juhul tuleb võrrandis muutujate osad 
vahetada. Valemite (32) ja (33) põhjal saame

---ZX- - (x - ey) — ——г = 0 ,

kest uue otsitava funktsiooni (31) jaoks saame võrrandi
*Jy ♦ 1 - o7-

Näide 11. Teisendada võrrand
(1 ♦ *?)V = у

asendusega
x = tan t
у = —  ̂i I . - J cos t

Lahendus*. Diferentseerides valemeid t järgi, saame
1 1= -- r *  71 = “— 5- (ui cos t ♦ u sin t),^  cos t c cos t ^

kust valemite (35) ja (29) põhjal

yx = *4 008 + u 8in
Ja
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ŷLjj = cos2t (u£ сов t + u ein t)'j. =
p= coa t (u£fc cos t - u£ sin t ♦ u£ sin t ♦ u eost) = 

= с os (u£fc ■*• u).
Asendades x,y ja ŷ . antud võrrandisse, saam©

(1 + tan2t)cos t(u£t + u) = q-0£ t

ehk

cos t “̂tt + cos t *
kust

«St =°-

ülesanded.
Asendada järgmistes võrrandites muutuja x uue muutuja* 

ga t antud seoste abil*
782. (1 - x2)̂ ' - xy* + у = 0, x = cos t
783. x2y" + Зху* + у = 0, x = efc
784. x2y" + 2xy* + x~2y = 0, x = 1/t
785. x3y"* + 2x*y" - xy' ♦ У = 0, x = efc
786. (1 + X2)2y” + 2x(1 + x2)y* + у = 0, x s tan t
787. x3y”* = 6y, t = ln|x|
788. y" + th x y' + — J- = °t x = In tan Icĥ c
789. xy" - y* + xy = 0, x2= 4t
790. x2y” + 2xy* = 2, 2tx = sin(tx)
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791. 2x4y* + 2 sin?x = х sin х sin 2x, tx = sin x
2 Ру

792. r y' - -Sj- ♦ ex = 0, tx = ex

793. x4(1 - ln x)y" + x5(3 - 21n x)y* = 0, tx = ln x
Teisendada järgmised võrrandid, võttes у sõltumata 

muutujaks ja x tema f unktsiooniks.
794. y" ♦ 2y«2 = 0 797. xy" ♦ у»5 ж у»

795* у'у"* - ЗУ”2 * О 798. у'2у - 10у»у"у"» + 15у"3 * О
796. у'у"' - Зу"2 = х

Teisendada järgmised võrrandid seoste abil, kus t on 
uus sõltumatu muutuja ja u uus funktsioon.
799. x4y" + хуу» - 2у2 = 0, X = efc, У ii в Чо

800. (1 - х2)2у" + у = 0, X = th t, У _ U- cFT
801. у  + (х + у) (1 + у» ) 5 = 0, X = t + u, У = u - t
802. уИ» .- х̂ у" + ху' - у * 0, tx = 1. ty = u
803. (1 * Х2)2(1 - у") - У = 0, X = th t, У u- cTTT
804. У' = х - у» X = u cos fc»y в a sin t

805. У" * in!x ” II u = x^ 2(х - 1 А х  - 2)2’ U  - 2M
Teisendada järgmised diferentsiaalavaldised polaar- 

koordinaatidesse x = r cosip , у = r sinip .

806. I = Д*~-. Д 808. W = 1C1. ■+■ J13j 1

807. W = x---̂ yt xy' - у
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Asendada järgmistes võrrandites funktsioon j uue 
funktsiooniga u antud seoste abil.
809. У" + 2xy» + (x2 + 1)y = О, У = u exp(-x2)
810. y" + 2xy' + x2y = 0, у = u expC-x2)

2811. y" - 2cos x y* + (sin x + cos x)y = О, у = u sin x
2« Muutuja vahetus osatuletistega avaldistes. Olgu 

antud diferentsiaalavaldis
W =F(X,y,...t UyU^Uy, •••» Цутг» «ту» * * •)* (39)

mis sisaldab mitme muutuja funktsiooni u = u(x,y,...), te­
ma argumente х̂ у,... ja osatuletisi Uy^Uy,...,Uyyt«yy*.«««

a) Sõltumatute muutujate asendamine  ̂Olgu teisendus- 
valemid antud kujul

X — x(S|t|...)
У = y(s,t,...) (40)

»
kus s,t,... on uued sõltumatud muutujad.Asendamiseks aval­
dame uued osatuletised US,U|.,... vanade osatuletiste ц̂ , 
Uyf . . .  kaudu:

4  = ° A  + V s  +

ut = V t  + V t  * ••• (41)
............................... ..

kus osatuletised s,t,... järgi arvutame süsteemist (40)< 
Edasi lahendame süsteemi (41) vanade osatuletiste ^»Uy, 
suhtes , saame

û  = Aue + But + ...
ii = CUg ♦ DUj. + ...

...............  (42)
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kus kordajad А,В,... koosneved funktsioonide (40) osatule- 
tistest.

Kõrgemate osatuletiste avaldamiseks uute muutujate 
s,t,... kaudu kasutame valemeid (42), võttes seal funkt­
siooni u asemele funktsiooni või Uy,... . Saame

“xx - < ^ х ('г)4(»х>а + B(ux>t -

Â(Aua + BUj. +*«.)s + B(Aus + Bat + ••• =

= A( V g  + AUSS + Вв Ч  * BUtS +
+ B(Atue + Außt + Вьи̂  + +...) ♦ ... •

"xy ■ + “< « x V —  -

^(AUg + But +...)s + ^(AUg + Bu^ +«»«)t +••• e

• • • •
Asendades avaldises (39) suurused x,y,... ning osatuleti­
sed nende uute avaldistega, saame

W = (S , t , • • . , U, Ug, Û , • • • , Ögg, Ug|., • • (43 )
Kui teisendusvalemid on antud kujul 

fs = s(x,y,.e.)
t = t(x,y,...) (44)

.......................
siis vaatleme funktsiooni u = u(x,y,...) kui liitfunktsioo­
ni muutujate x,y,... suhtes vahepealsete muutujate s,t,... 
kaudu, mistõttu kohe saame asendamiseks vajalikud osatule­
tised
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°в8х + °t*x ♦ —

= V y  + V y (45)

kus osatuletised »••• arvutame valemist (44).
w У

Kõrgemate osatuletiste arvutamiseks kasutame korduvalt va­
lemeid (45)* Näiteks

“ix - (lbc>x(*5) (o=sx + 4 *x ♦ ...)x =

■ <S>x*x ♦ S S x  + <4>х*х + V x x  --------

(45)<Bseex + “f>t*x + — )«x  * “sBxx ♦

♦ C«tssx + “t ^ x  *  •••>tx + V x x  + ••• •
Asendades avaldises (39) osatuletised nende uute aval­

distega ja muutujad x,y,... seoste (44) abil, saame jälle 
avaldise (39) kujul (43).

Kui teisendusvalemid on antud ilmutamata kujul 
G(s,t,...,x,y,...) “ 0
H( s,t,...,x,y,...) — 0 (46)

siis osatuletised x8,xt,y8,yt,... valemites (41) või osatu­
letised s ,s ,t ,x,... valemites (45) arvutame valemeistJ J
(46) ilmutamata funktsiooni diferentseerimise reegli järgi.

b) Uldine_muut̂ û atê vahetus. Olgu teieendosvalemid an­
tud kujul

x = x(s,t,...,w)
у = y(s,t,...,w) (47)

u — u(s,t,...,v) , 
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kos e,t,... on uued sõltumatud muutujad ja w * v(s,t,...) 
on uue funkteioon.

Käesoltval Juhul muutujate vahetue teostataks* ana­
loogiliselt eelmisele Jahule a). Eana v on maatojate 
e,t,... funkteioon, siis valemid (41) käeeeleval Jahul esi­
tavad kajal

,'aB ♦ я Kax ♦ LUy + ...

- u^ + 'V't 3 * Яау + **' (48)
. ...........................................V.

kas
K 3 XB * V e '  L * JB * W  •••
M = xt ♦ xwwt, N = yt ♦ ywwt, ...
......................•••••••

Je osatuletised x8fXt»xw»jre»yt,3rw*öB*4*aw> a>< «rvuteai 
teisendusvalemitest (47)* Edasi lahendame süsteemi (48) va­
nade oeatuletiate u^u^.,... suhtes:

s A(S  + V b ^  + B(ut * V 4 >  + •••
' V  * c4  + V e ) + D(at ♦ °wwt> * ••• (*9)

................................................. ........... .

kus kordajad AfB,... koosnevad funktsioonide (47) Ja funkt­
siooni v osatnletieteet. Sellega oleme saanud asendamiseks 
esimest Järku osatuletised u^, Uy,... .

Kõrgemate osatuletiste leidmiseks lähtume
süsteemist (47)t ков asendame viimase võrduse leitud aval­
disega u^ jaoks, s.o. süsteemist

-154-



У = y(s,t,...#w)
4 ........(50)

_®X *

Järelikult osatuletiste saanis«ka tuleb valeneis (46) 
Tõtta я asemele uz9 Siis saame
(\)e*(ux)ww„*(«x)W!*„*(eI).tWta*... - Kl^+Lu^...
, (51)
(«I)t+(aI)w«fKs:).ii»»t*(“x>.twttt--- ■ W -

'w ••..................... .......... *.........................................................
kost pärast osatuletiste arvutamist s,tt•••»w,w8,wfc# . • . 
järgi süsteemi (50) abil leiame osatuletised n ^ , ^ ,  ....

Analoogiliselt arvutatakse osatuletised a^.Uyy, • • • 
süsteemist

* * v tbv7*—
* * (52)

■ < V t*<  V . * . *  .............V ^ V " '

Kui näiteks osatuletis u ^  on arvutatud süsteemiet • 
(51)» siis, arvestades vordust u ^  * u^x, võime ta asenda­
da süsteeni (52) ülejäänud osatuletiste arvutanise hõlbus­
tamiseks. Teel kõrgemate osatuletiste arvutanine toimub sa- 
aal viisil.

Kõrgemate osatuletiste avaldaniseks võib rakendada 
kordavalt ka valeneid (49) nagu eelmisel juhul a). Näit* 
osatuletise avaldamiseks kirjutame võrduse

S x  * (“x>x
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ja rakendame valemeiet (4-9) esimest valemit f unktsiooni u 
asemel funktsioonile ux*

Kui teisendusvalemid on antud kujul 
s = s(x,y,...,u)

* t = t(X|7i*a,iÛ  (53)
w = w(x,y,...,u), 

siis loeme uue funktsiooni w muutujate xpyt... suhtes liit- 
funktsiooniks vahepealsete muutujate s,t,... kaudu. Saame

4  + » Л  ■ V sx + su“x> + wt(tx + tuui) + •••
■ wy + w«"y = WB(sy + ° u V  + V * y  + * . v  + (54)

kust avaldame osatuletised
Kõrgemate osatuletiste avaldamiseks diferentseerima 

saadud avaldisi î ,Uy,... muutujate x,y järgi, lugedes osa- 
tuletisi w8,ŵ ,... liitfunktsiooniks x,y,... suhtes vahe­
pealsete muutujate s,t,... kaudu. Analoogiliselt arvutatak­
se veel kõrgemaid osatuletisi.

Üldiselt, kui teisendusvalemid on antud ilmutamata 
kujul, siis kasutame vajalike osatuletiste saamiseks il­
mutamata funktsioonide diferentseerimise reegleid.

Näide 12. Asendada võrrandis 
(1 ♦ x2) ^  ♦ (1 ♦ y2) ^  ♦ xu  ̂+ у ̂  = О

muutujad x ja у uute muutujatega s ja t, kus 
x = sh s, у = sh t.

Lahendjüs_. Siin on teisendusvalemid antud kujul (40). 
Seepärast moodustame süsteemi (41):



Ug = û. ch a 
«t = «У ch t,

mille lahendamisel saame süsteemi (4-2) kujul

Seega

4  = cTTs us
*V = cFT °t *

1 = cFT» B = °» c = 0» D = õ T f
Teist Järku osatuletiste arvutamiseks kasutame 

viimaseid valemeid, asendades seal funktsiooni u järgemöö­
da leitud funktsioonidega û  Ja û . Saame

«xx = Cux}x = A(ux)s = cTTs (сТГ5 V s  =(42)
= cTTS (" “ 5“ us + cFT uxx) =Cü s

л
---T~ (ch s u — sh S LL_) .
clrs 38 3

Analoogiliselt
v = (V y (;2)D<V t  ■ õ K  (сгт V t  *

-1
s ■ (ch t Uj.̂ — sh t U|.) •

Asendades leitud osatuletised antud võrrandisse, saame 
• p ,

(1 + sh s) — -г- (ch s*u__ - sh s-ue) + cĥ s 88 '
2 ^+ (1 + sh t) ^  (ch t-utt - sh t-û ) +

+ sb s cE-5 “s ♦ sh * ÕTT 4  *
= uga - th s-Ug ♦ û t - th t-û  +
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♦ th s Ug + th t (^ =

■ Sl ♦ «tt-
Seega antud diferentsiaalvõrrand esituh kujul 

"ae + "tt ■
Vaadeldava ülesande võime lahendada ka veel t•leiti* 

Nimelt antud teisendusvalemid võib viia kujale (44), s.e. 
lahendada uute muutujate s j^ t suhtes, saame 

s в arsh x, t 3 arsh y.
Osatuletiste a^ ja Uy arvutamiseks tuleb kasutada valemeid 
(45), mille järgi kohe saame

“x * “e 1 = 4,0 + x2)“1/2
. f  77 '
V  - ч  r = = z  - “t<1 ♦ t2)'V 2 . 

p  * r
Teist järku osataletiete û  H ja u ^  arvutamiseks kasutame 

i- neid viimaseid valemeid:

"xx * <»r>x * 4 V  ♦ l2)‘V 2  - \  o,<1 + ̂ ) ‘J/22x »
= (ae)x0  + I 2j-'l/2 _ + x2j-J/2 m

= а ---1-  ■■ (1 + x2)'V 2  - xu.(1 ♦ x2)"J/2 =
l /T T P

= S a (1 * x2>"1 -  1иа(1 ♦ l2) ' 3/2. 

вуу » ett(i + у2)"1 - уо,.0 + y2)_3/2.
Asendades leitud toletlsed antud võrrandisse, saame 

uM  - xug(1 ♦ x2)“V 2  ♦ u ^  - у^(1 + y2)-V2 +

♦ xu8(1 ♦ x2r 1/2 + + у2)“1/2 3
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= °BB + ®tt = °*
Näide 15. Asendada võrrandis

^  ♦  S y  -  6 v =  0

muutujad x Ja у aate maatajatega s ja t, kai
x = £(2s ♦ 3fc)f у = |(s - t).

Lahendus^ Teisendasvalemid on antud kujul (40). See­
pärast moodustame süsteemi (41):

2 6 
°. = «г5 + вт5

Л  * "x \  *  V "  I ’ 1
kast

(“y s 2 us “ j “t 
mis vastab süsteemile (42)( kus

A - 1 ,  B = 1 # C = J , D = - j .

Teist järka osatuletiste arvutamisel kasatame jälle 
neid viimaseid valemeid, asendades seal u järgemööda funkt­
sioonidega ux ja Uy. Saame

“xx ■ (“x>x(=2*(“x>. + B<“x>t ■

- 4  ♦ “t>e ♦ + ■
■ use ♦ 2“st + 4 f

v =  ( 0 х ) 7 ( « 5 < п х ) »  *  =

* 5 (“s + V e  ■ 5(“s * V t  =
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v  ■ (V y ^ V » + D<V t  “

- “s - j v .  - 3 < k - b ’ f
1 1 1  

s If *88 “ 5 U8t ♦ 9 “tf
Asendame need antud võrrandisse, saame

V  + V  - V  = ass ♦ 2ust + *tt ♦
1 1 1  

+ 2 °В8 * 5 ttst ” 5 °tt -

- 6(2f u - \  S t  ♦ 9 att) *

=f5st 1 1ehk
aet * °-

Vaadeldava ülesande võime lahendada ka veel teisiti.
Nimelt antud teisendusvalemid võib viia kujule (44), s.o.
lahendada uute muutujate suhtes s ja t, leiame

1 1 s = x + ^ y ,  t s x - j y,
Osatuletiste û  ja û. arvutamiseks tuleb kasutada valemeid 
(45)« millest kohe saame

4 c ■ s  ♦ s
1 , 1л 1 1 

«у = «8 5 ♦ “t(- = 2 US " 5 V
Kasutades neid viimaseid valemeid saame kergesti leida
teist järku osatuletised:

“и  ■ ' V j = 4 > X  ♦ < V x  -

* I Ss + в “st - 5 “tt>
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(̂ 5)(ass ♦ “fcs> ♦ 4 e  + “tt> *

= “äs ♦ 2“st * “fcf
V  “ (“*V ■ 4 V  + <“t>y -

(J5)“so 2 * “at(- * “ts 2 + “tt(_ J> *
1 1 1  

= 2 uss + 5 ust ~ J “tt*

°УУ = = 2 Ûs V ~ 5(Ut}y *

(=5) £[ «ss 2 + ust(~ *>]“ *[ “ts 2 + « « Ц > ] а

1 1 1  
= 5 U8S “ 5 USt + ? “tt*

mis on samad avaldised mis eespoolgi.
Näide 14. Asendada võrrandis

V * ”j r ' 2V  = 0
muutujad x,y muutujatega s,t ja funktsioon u funktsiooniga 
w, kui

__ 1 __st .. _ swx ” T T T '  У - Т'+'Т» u - T^TT *
Lahendus_. Nagu näeme, on teisendusvalemid antud kujul

(47). Järelikult osatuletised û. ja û. tuleb arvutada vale­
mitest (48). Saame

w + sw л .
-I 7 t = ux<r * T  * 0 V  ♦ V - r H  - °»s>

(1 + t)w. - ws ------- E---- = II (- — ---- ♦ 0-w.)+u.(------S-— . ♦ O-w*.).. (1 + t) 2 ^  (1 + t) 2 * ^  (1 + t) 2 b

Seega

21
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Viimast süsteemi lihtsustades saame

w ♦ *% = °x * fcay
О ♦ t)wt -  w = -  + Oy,

kast

°x = *1 + t  sw_ -  tw*

°y = T T T  ws V
T eist jä rk a  o s a tu le t is te  ja  u ^  arvutamiseks moo­

dustame süsteemi ( 5 0 ) ,  s .o . süsteemi

Г x = T T T
_ _ s t  
7  = T T T

>  = w ♦ T T T  ws -  fcwf  
mis toob võrrandite (51) juurde, kus kordajad K, L, M ja  N 

on meil eespool juba arvutatud. Saame

(ur )e+(oI )wwe+(uI )1,̂ weet(nI )WtWet = "j j  ♦ T '5’t' V

ws t +(ax>w » «  * -0 V
ehk, arvestades ux tähendust,
Г

(1 +t);l*xx+ (1 +t)‘

’T + t ws + ws + n + t  wss “ twts  = T + fc^Snc + tuxy^

8 2 WB -  wt + wt + т а  wst(1 +t)
-  tw,t t 0 +t)



Sex ♦ tuxy s  (2  + t)we + 8WSS -  t (1 ♦ t)wet 

- suxx + suxy = -sw8 + 8(1  ♦ t)w8t -  t (1 ♦ t ) 2wt t . 

Tiiaase süsteemi lahendamine annab

' V  = 2*8 + r 4 r  wsa -  2tws t  ♦ TT<1 * ‘ >»tt

. V  * *s + T-TT wse ♦ <1 "  « " s t  -  l<1 ♦ ‘ ) * t f
O satuletise leidm iseks p iisab  süsteem ist (52) moo­

dustada vaid üks võrrand, näiteks esimene, kuna u on juba 
teada, saame

<«Л * (uA ’ e * (uy 4 ' ss + ( V » t wa t  = ■ r a v + t o v

Arvestades Uy av a ld is t , saame

1 + t ws + 1 + t  ws8 + ws t  = 1 + t °xy + 1 + t  uyy* 
kust

v  = *  "e * ?  WBS + i l -±r 1  ’ . f l V "
_ 8 e  4 л_ .  ̂ + li _
-  T T T  wss * ^ a t  + “ T “" wtt*

Paigutades need antud võrrandisse, saame

0 ‘  “и  ♦ V  2'V  = (2  "  2 ) ,a * 0  + 1  “ 2)TTTf »es +

♦ (-2fc ♦ 2 -  2 ♦ 2t)ws t  ♦ ( t 2 + 1 -  2t) 1. .* w =

= 3 O ♦ t )(1 -  t ) 2»,.,..

Seega lõplikult

wt t  = °-
Antud ülesande võib lahendada veel t e i s i t i .  Nimelt 

te is end us valemid võib v i ia  kujule (53), s .o .
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s = x + у, t = 2, w =

Nüüd tuleb kasutada valemeid (54), saame

-  4  + 5 °x s  ws (1 + °* ttx) + wt (“ i  * ° ' UX) 
и 1

o + j “y s  we^1 + ° * v  + + ° 'V *
kust

= xw. _ Z°x “ A"s “ x "t T x 
Uy = xws ♦ wt .

T eist järku  o sa tu le t is te  saamiseks diferentseerim e saa­
dud a v a ld is i ja  Uy jaoks muutujate x ja  у jä r g i ,  lugedes 
o s a tu le t is i  wß ja  tj. liitfun k ts io o n ideks x ja  у suhtes va­
hepealsete muutujate s ja  t  kaudu* Saame

S x  = C « ^  -  Cx.. -  I  Wt ♦ |>x = Cxw.)x -  C| . t )x ♦ C|)x =

* % ♦ *<«.>х * ^ vt ~  l< V x  -  ^2 ♦ 5  «X *

“ wa * l ( ’ eaex+’ a t tx> + ^ wt -  x (wt e V * t t tx) -  J t4 ° x=

• ws + l ( *es -  Ф  ’ s t 5 + Ф  wt -  l (wat -  Ф  wtt> -  

- Л +  5 ( l *a -  I  wt  * I 5 ■

■ 2*8 ♦ “ aa -  4  ws t + t t

V  = ( V ?  = (xws ♦ "t>y = *< V y  ♦ < V y  *

■ *<«aaV ♦ ws tV  + (,tasy * wt t V  °

• lC"aa ♦ wat * ("ta + wt t  3> *
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1 **38 + ^ e t  * ;  wtt*

V  = V  = (У х  ■ (IW8 ♦ V x  =

“  * 8  + X ( V x  *  ( ' t 5X  *

= *8 * Х<»»8 -  *8t  ♦ ( » tS * » t t  ф> =

■ »8 + “ 'S« + <1 -  i>»8t -  ^  ' t f

Paigutades viimased antud võrrandisse, saame

О = ъ  + Uyy -  = (2 -  2)ws + (X + x  -  2 x ) .ss

♦ ( - Й  + 2 -  2+  a ) w , t  ♦ ♦ 1  -  p )  wt(.

kust nagu eespoolgi

wt t  * ° -

Ülesanded«

Järgm istes võrrandites asendada muutujad x ja  у uute 
muutujatega s ja  t  antud seoste a b i l .

612. xu^ + |/l + y2 Uy = xy, x = ea, у = sh t

813 . (x + 7 ) 0^ = (x  -  y)Uy* x = eacoe t ,  у = es s in  t

814. Цд = Uyy, x = ^ (s -  t ) ,  у = 2 <s + t )

815 . 21̂ .  -  2y Uyy = Oy, x = ^ (s «■ t ) ,  у = ^ ( e  -  t )  

Järgm istes võrrandites asendada üks muutujatest uue
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muutujaga t antud seoste a b i l .

816. xuy = yu^, У = |̂ t -  x2

8 1 7 . xu^ + yUy = u, x = ty

818. x2 uxx -  2x s in  у  u^y + s in 2у u ^  = 0 f t  = x tan(y/2 )

Teisendada järgmised d ife ren ts iaa lav a ld ised  polaar— 
koordinaatidesse x = г  cos у , у = г  s in  if .
819. W = xUy -  y i^

820. W = xux -  yUy

821. W = x2 un  + 2xy u ^  ♦ y2 Uyy

822. W = y2! ^  -  гху u ^  ♦ x2Uyy -  xc^ -  yUy

Järgm istes võrrandites asendada muutujad x ja  у uute 
muutujatega s ja  t antud seoste a b i l .

823. 1 + *2 <x

II $ CD II ln y , . t  = ln (x  -»-Vi + xŽ)

824. (x + y)Ux -■ (X  -  y)Uy = 0, s = arctan(y/x),
2t = ln (x 2 + y2>

825. Soe ^uxy ♦ 2v  = 0 , s = x + y , t = x + У
2

826. ,JXX “ ^uxy ♦ 2V  = 0 , s и X + t  = X + У
827. *2*xx I ГО

sf II

I
я 6 = xy, t - 1

828. хцх + y U y  = u .V x 2 ♦ y2 + u2 , • • b
t = u +'\jx2 + y£> 2 ’ + 17

829. xux + yUy = x/u, s = 2x2 -  иl2» t = y/u
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Järgm istes võrrandites asendada muutujad x ja  у uute 
muutujatega s ja  t  ning funktsioon u uue funktsiooniga w 
antud seoste a b i l .
830 . 1 1 

= 2 * X = t f у а S в 4 tv ¥, u -  -

831. °хх '* 2V  + °yy = 0 ,

2x = s и- t ,  2y =: S -  t ,  4u = s 2 — t 2 -  4w

832. 7Ux ■- XUy 3 (y  - x )u ,

s = X2 + y2, t = 1
X

Л+ f  = ln  U -  X  -  у  
У

833. * 4 2 2 ♦ у Uy = u 1
X»

_ Л _ 1 
w " u “ X

834. (aqr ♦ u)«^ ♦ (1 -  y2) « ,  = X ♦ yu,

s S yu -  X, t = XU -  y , w S xy -  u

835. UjO ♦ V  •  ((1 + U* + “y ♦ 2v V v +

♦ UyOl + Uy)ux r = 0 * x = w-t, у = w-s, u = s+t-w

83 6 . Teisendada d iferen tsiaa lvõrrand

+ У2цуу + * \ z  * 2*У «xy + 2x2 UxZ ♦ 2yz UyZ = 0 

uutele muutujatele

837. Teisendada Laplace* i võrrand

« « ♦  v  = 0
polaarkoordinaatidesse

x = r  cos tp , у = r  s in  • 
Teisendada s f ä ä r i l is t e s s e  koordinaatidesse



x = r  cos 9  s in  9 , у = r  s in  if sin© , z = r  cos 0 

d ife ren ts iaa lav a ld ised  
8J8 . 7 2u = (i^ )2 ♦ (Oy)2 ♦ (u,) 2

839. 7u = ^  ♦ Uyy ♦ azz

§ 5« Mitme muutuja funktsiooni ekstreemumid«
Olgu antud mitme muutuja funktsioon 

f(P ) = f ( x , y , . . . )
määramispiirkonnaga D«

Mitme muutuja funktsiooni lokaalsed  ek-3 tT»ftRmnmld. öe l­
dakse, et funktsioon il f  on punktis PQ ̂  D lokaalne maksimum 
(miinimum) 1 kui punktil PQ leidub ümbrus ÜCD, kus

f (P )^ f (P 0) (v as tav a lt f (P )^ f (P Q) ) .  (55)
S e l ko rra l punkti p^ nimetatakse funktsiooni f  eks treeдид- 
punktiks ja  väärtu st f(P Q) funktsiooni f  lokaalseks ekstree- 
ш urniks.

T arv ilik  tunnus. Funktsioonil f  võib lokaalne ekstree- 
mum esineda vaid funktsiooni k r i i t i l i s e s  punktis, s .o . mää­
ramispiirkonna D punktis, kus kõik o sa tu le tised  on võrdsed 
n u llig a  või vähemalt üks o sa tu le tis  on lõpmatu või e i eksis­
t e e r i .

Neid punkte funktsiooni f  määramispiirkonnast, Kus 
funktsiooni kõik o satu le tised  on võrdsed n u llig a , nimetatak­
se tema sta ts ionaarseteks punktideks. Seega d iferen tseeru- 
v a l funktsioon il võib lokaalne ekstreemum esineda vaid tema 
sta ts io n aarses  punktis.

Tähistame
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*11 f xs^Po^» a l2~^xy(I)o^* a2l = f yx(po^» a22 = f yy^Po^»*** 
ja  vaatleme determinante

1*11*12 a1 1 ai 2al 3
А, = a11, A2 = . A? - a2l a22a23 . . . .  (56)

Ia2l a22 а31а32а33
P iisav tunnus. Kaks korda d iferen tseeruval funktsioo­

n il f  on statsionaarses punktis PQ lokaalne maksimum, 
determinandid (56 ) on vaheldumisi negatiivsed  ja  p o s it i iv ­
sed, s .o .

Â  < 0, ^2^*0»
ja lokaalne miinimum, kui determinandid (56 ) on kõik posi­
tiivsed, s .o .

^ 0, A2> 0f A^^ 0 , . . .  .
P iisav tunnus kahe muutu.ja funktsiooni .laoks. Kaks kor­

da diferentseeruval funktsioonil z = f (x ,y )  sta ts ionaarses 
punktis PQ

a) on lokaalne maksimum, kui A^<0, A2 > 0 ;
b) on lokaalne miinimum, kui A ^O , A2 > 0 ;
c) e i ole lokaalset ekstreemumit, kui A2 < 0 ;
d) ekstreemumi olemasolu jääb lah tisek s , kui A2 = 0 .
Ü ld ise lt, kui p iisavate  tunnuste põhjal e i ole võima­

lik  funktsiooni k r i i t i l i s e s  punktis PQ ekstreemumi olemas­
olu või s e lle  puudumist kindlaks teha, s i i s  ko n tro llitakse 
vahetult võrratuste (55) kehtivust PQ ümbruses.

Näide 15. Leida funktsiooni
г = в2* 45»  ( 8x2 -  6xy * 3y2) 

lokaalsed ekstreemumid.

гг
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Lahendus» Funktsioon z ja  osatuletised on pidevad kogu 

xy-tasandil. Leiame funktsiooni z k r i i t i l i s e d  punktid. Se l­
leks arvutame osatuletised:

*x * е^^У О бх2 -  12ху ♦ бу2 + 16x -  6y ) ,
* = в2х+ЗУ(24х2 -  18ху ♦ Эу2 -  61 + 6y ) .J

Yõrdustades need osatuletised nu lliga, saame süsteemi 
8x2 -  6xy ♦ Зу2 ♦ 8x  -  ЗУ * 0 
8X2  -  6xy + Зу2 -  2x + 2y а О, 

kust näeme, et funktsiooni z k r i i t i l is te k s  punktideks on 
kaks statsionaarset punkti

p0 * (0 , 0 ) ,

Seega funktsioonil z võib o lla  lokaalne ekstreemum vaid 

nendes punktides PQ ja  .
Bkstreemumi olemasolu kindlakstegemiseks nendes punk­

tides rakendame nüüd ekstreemumi p iisavat tunnust frah» muu­
tu ja  funktsiooni jaoks. Selleks arvutame teised osatu leti-  

sed:
^  = ^е^^УСвх2 -  6xy + Зу2 + 16x -  6y ♦ 4 ) f
« jy  * бе^^У евх2  -  6xy + ЗУ2  ♦ 6x -  у  -  1 ) ,
*yy * 3*2x+^y (24x2 -  18ху + Эу2 -  12 х + 1 2 у ♦ 2 ) .

Punktis Рл onо
*11 ■ S x ( p0) = 16* *12 = *21 = V (Po> * _6>

“22 * V (V  * 6
ja  seega

' 16 -6
= 16> 0, Ар а > 0 .
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Järelikult penkti* Po on funkteioeail z lekaalne 
»in в = *(P0) * О.

Punkt ia  on

*11 a 14 « "2, *12 * *21 s  -9*“2» *22 * i « " 2»
ja seega

* 114 -9I А->0, 12 = e ^  < 0 .
2 1-9 3/2I

Järelikult punktis P̂  funktsioonil ж lokaalset ekstreemualt
ei ole.

ülesanded.
Leida funktsiooni % k riit ilise d  punktid.

840. z s 2x  ̂♦ xy2 ♦ 5X2 ♦ y2

841. z a e^Cx ♦ y2 ♦ 2y)

842. z * fx. ♦ /у

843. * * У И ♦ x.+ x fT T y

844. z = a in x ein у + cos(x + у)

D я [o*SX«$, 0< у< |]

845. 2x2 + гу2 ♦ z2 ♦ 8xz -  z + 8 = 0
Leida järgmiste funktsioonide z lokaalsed ekstreemumid.

846. z s x2 + (у -  1 )2 849. z а 1 -  |/x2 + y2

847. * « x2 -  (у -  1 ) 2 850. * = 10 -  Зх2 -  2У2 ♦ 2xy

848. 1 a x? ♦ y2 -  3* 851. z = x5 + y5 -  3xy

852. 1 а (5 -  2x ♦ y)exp(x2 -  y)
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853. z = (5x + 7y -  25)exp(-x2 -  xy -  y2)

854. z = fx -  1 + ffT ~ 2  855. z = xy lnCx2 ♦ y2)

85 6 . x2 + y2 + z2 -  2x 2y -  4z = Ю

857. 4x = 2 (x^ + z2) + 3 0  + 2У2) -  8 (y  -  xz)

85 8 . z = s in  x s in  у s in (x  + y ) , 
D = j\ x ,y ) : Os£x,ys=
Leida järgm iste funktsioonide u lokaalsed ekstreemumid.

Mitme muutuja funktsiooni globaalsed ekstreemumid.Öel­
dakse, et funktsioon il f  on punktis PQ globaalne maksimum 
ehk maksimaalne väärtus (globaalne miinimum ehk minimaalne 
väärtu s), kui võrratused (55) kehtivad ig a  punkti P€D korral.

Kui funktsioon f  on pidev ja  piirkond D on kinnine ja 
tõkestatud, s i i s  funktsioon il f  on piirkonnas D globaalsed 
ekstreemumid olemas ja  nende leidm iseks toimime järgm ise lt:

1 ) leiame funktsiooni f  kõik k r i i t i l i s e d  punktid p i i r ­
konna D sees ja  arvutame neis funktsiooni väärtused;

2 ) leiame funktsiooni f  suurima ja  vähima väärtuse 
piirkonna D rajapunktides;

3) valime saadud arvudest suurima ja  vähima. Esimene 
n e is t on funktsiooni f  globaalne maksimum ja  te in e globaal­
ne miinimum piirkonnas D.

2 2 285 9 . u = x + у + z + 2x + 4y -  6z
0 9



Kui piirkond D e i ole kinnine või on tõkestamata, s i i s  
funktsioon il f  võib globaalne ekstreemum puududa. Se l kor­
ra l tuleb g lobaalsete ekstreemumite olemasolu uurida va­
hetult d e fin its io o n i tingimuste ( 55 ) põh ja l.

Näide 16. Leida funktsiooni
z = x2 -  y2 

globaalsed ekstreemumid r in g is
D = { (x ,y ) :  x2 + y2 <4}.

Lahendus^ Leiame piirkonna D sees e.setsevad k r i i t i l i ­
sed punktid ja  funktsiooni väärtused nendes. Et z^ = 2x,
z = - 2y , s i i s  funktsioon il z on vaid üks k r i i t i l in e  ( s t a t -  
7

sionaarne) punkt PQ = (0 ,0 ) . Seega

*(p„) = o.
Leiame funktsiooni suurima ja  vähima väärtuse ra ja jo o - 
P 2nel x + у = 4 . S e llek s on otstarbekohane k ir ju tad a  s e l le  

ringjoone võrrand p aram ee tr ilise l ku ju l järgm ise lt 

x = 2cos(t/2 )
t  e [0 ,4 jt] .

ŷ -  2s in (t/ 2 )
S iis  funktsiooni z väärtused ra ja joone l on

z ( t )  = 4(cos2 ^ -  s in 2 ^) = 4cos t .
Käeme, et on va ja  le id a  ühe muutuja t  funktsiooni z g lobaal­
sed ekstreemumid lõ ig u l [,0 ,4 jl1. S e llek s  arvutame

z = —4sin  t 
ja  seega k r i i t i l i s e d  punktid on

t С О, я  , 2 jt , З я ,  4 л ,  

m illes funktsiooni z väärtused on
z(0) = 4 , z ( j r )  = -4 . * (2 ff )  = 4, z (3Ä ) = “4* z(4JT) = 4 .
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Seega rajajoonel on funktsiooni z suurimaks väärtuseks 4 ja  

vähimaks väärtuseks -4 .
Seega funktsioonil z ekstremaaleed väärtused rajajoo­

nel on punktidee
= (2coe 0 ,2sin  0) 3 (2 ,0 ) ,

P2 s (2cos ^ ,2sin  £) s (0 ,2 ) ,
( j a  a n a lo o g ilis e lt  arvutades)

P3 = ( - 2 ,0 ) ,  P4 = (0 ,-2 ) ,  P5 = (2 ,0 ) = Pv

Võrreldes funktsiooni z v äärtu s i saadad punktides 
P0 , . . . , P 4 , näeme, e t funktsioon il z globaalsed ekstreemumid 
asetsevad ra ja jo o n e l, seejuures globaalne miinimum punktides 
P2 ja  P4  ning globaalne maksimum punktides P̂  ja  P^.

Kokkuvõttes saame:
min z я z(0,+2) s -4 , max z = z(+2,0) = 4 .
P«D P€D

Suurimat j a  vähimat väärtust ringjoonel võime le id a  ka 
järgm ise l v i i s i l *  Nimelt ra ja joone l on у2  з 4 — x2, kus 
- 2 < x< 2 , j a  jä r e l ik u lt  funktsiooni z väärtused ra ja joone l 
on

z(x) = x2  -  (4  -  x2) 3 2x2 -  4 .
Seega tuleb le id a  ühe muutuja funktsiooni 

fz (x )  3 2x2 -  4 
(X 3 [-2 ,2 ]

globaalsed ekstreemumid. S e l funktsioon il on üks s ta ts io ­
naarne punkt x 3 o . J ä r e l ik u lt  on va ja  le id a  väärtused z(x) 
punktides x 3 0 , x 3 .2  ja  x 3 2 . Saame

z(0) = -4 , z (—2) 3 4 , z(2) = 4 ,
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mis ongi ekstrem aalseteks väärtusteks ra ja jo o n e l. Need a se t­
sevad r in g i D punktides (x,± -  x2) ,  kus x = 0,±2. Seega 
jõuame j ä l l e  sama tulemuse juurde.

Näide 17» Leida funktsiooni
z = x2j (4  -  x -  y) 

globaalsed ekstreemumid kinn ises kolmnurgas D külgedega 
x = О, у  = 0, x у  = 6 .

Lahendus^ Funktsioon z ja  tema o satu le tised  on pidevad 
kolmnurgas D. Leiame funktsiooni k r i i t i l i s e d  punktid, mi я 
asetsevad kolmnurga D sees, j a  funktsiooni väärtused nendes. 
Selleks võrdustame o satu le tised

zx = 8xy -  3x2y -  2xy2 = xy(8  -  3x -  2y ) ,  
z = 4X2  -  x3 -  2x2y = x2(4 -  x  -  2y) 

n u llig a . Tulemuseks saame, et funktsioon il z on k r i i t i l i s e k s  
punktiks kolmnurga sees statsionaarne punkt ? 0 = ( 2 , 1 ) ,  
kus

*<p„> =
Rajajoontel x = 0 ja  у s 0 on

*(0 ,y )  = 0 , z (x ,0 ) = 0 .
Rajajoonel x ♦ у » 6 funktsiooni z väärtused on

z(x) = x2 (6  -  x )(4  -  6 ) = -12x2 + 2x5, kus 0 < x ^ 6 . 
Ekstremaalsete väärtuste leidm iseks võrdustame tu le t is e  

z '(x )  = -24x + 6x2 = 6x(x -  4) 
n u lliga . Seega k r i i t i l i s e k s  punktiks on veel

*1 = (4 ,2 ) ,
kus

z(p^) =’-64.
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Seega globaalne maksimum asetseb kolmnurga D sees 
punktis P0 ja  globaalne miinimum ra ja jo o n e l punktis P^. 
Seega

min z = z(4 ,2 ) = -64, max z = z (2 ,1 ) = 4 .
D D

Näide 1 ft. Tasandil Oxy le id a  punkt, m ille  kauguste
ruutude summa kolmest s irg e s t

x = О, у = 0 ja  x + 2y = 16 
oleks minimaalne.

Lahendus л Olgu o ts ita v  punkt PQ = ( x ,y ) .  S i i s ,  nagu

jo o n ise lt 6 näeme, punkti P kaugus s irg e s t  x = 0 on 
x , s irg e s t  у = 0 on у  ja  
(a n a lü ü t il is e  geomeetria 
tuntud valemi põhjal)
kaugus d s irg e s t  x+2y =
= 16 on

d .  l i  » 2 T -  161
f T P  ‘

Seega tuleb le id a  funktsiooni
z = x2 + у2 + ^(x + 2y -  1 6 ) 2 

globaalne miinimumpunkt vaadeldavate s irge tega  p iira tu d  
kolmnurga see s . Leiame funktsiooni k r i i t i l i s e d  punktid kolm­
nurga see s . Saame süsteemi

zx = 2x + |(x + 2y -  16) = 0

zy = 2y + |(x + 2y -  16) = 0  ,

m ille  lahendamine annab punkti PQ = ~ ) . Et see on a i ­

nuke k r i i t i l in e  punkt ja  ü lesandel on lahend ilm se lt olemas,
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s i is  leitud punkt Po ongi ülesande lahendiks.

Ülesanded.
Leida järgm iste funktsioonide globaalsed ekstreemumid. 

863» z = x2 — y 2 + 2 r in g is  x2  y2 < 1

864. z = x2 + 2xy -  4x + 8y kinn ises r is tk ü lik u s  D, mis on 
p iiratud s irgetega  x = О, у  = 0 , x = 1 , у  = 2

2 2
865. z = e” “y (2x^ + 3y2) r in g is  x2 + y2 4

866. z = s in  x + s in  у + s in (x  -  y ) r is tk ü lik u s
D = | (x ,y ) :  0 ^х ,у^тг/ 2|.

867. z = x 2 + y2 - x y + x + y  kolmnurgas
D = { (x ,y ) :  y<£0 , х+у^-з}

868. z = 2x  ̂ + 4x2 + y2 -  2xy kinnises piirkonnas D, mis on 
p iiratud joontega у  = x2 ja  у = 4

869. z = (x -  у2) У  (x  -  1 ) 2 piirkonnas у ^ х ^ г  
'  870. u = x + у + z piirkonnas x2 + у2«« z*s1

87*1. Jaotada arv 30 kolmeks p o s itiiv sek s liid e tav ak s  
n ii ,  et nende korrutis oleks maksimaalne.

872. Esitada arv 81 n e lja  p o s it iiv se  arvu korrutisena 
n ii ,  et nende summa oleks minimaalne.

873* Antud kerasse, m ille  raadius on R, joonestada 
suurima ruumalaga r is ttah uk as .

874. Kõikidest r is ttah u k a te s t , m il le l on antud ruumala, 
leida see, m ille  tä isp in d a la  on minimaalne.

875. Antud püstringkoonusesse joonestada maksimaalse 
ruumalaga r is ttah u k as .

p876* Leida vähim kaugus parabooli у = x ja  s irg e
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x  -  J  *  2 v a h e l .

877« Kõikidest ühe ja  ваша alusega ning tipunurgaga 
kolmnurkadest leida вее9 B ille pindala on suurim.

878« Kõikidest antud perimeetriga 2p kolmnurkadest 
leida aeey m illel on maksimaalne pindala.

879* l l l ip s o id i jõõnestada maksimaalse ruumalaga r is t ­
tahukas .

880. Leida antud perimeetriga 2p kolmnurk, mis pöörle­
misel ümber oma ühe külje moodustab maksimaalse ruumalaga 
keha.

881. Missugune peab olema kolmnurga kuju, et kolmnurga 
sieenurkade siinuste korrutis oleks maksimaalne?

882. Missugune peab olema kolmnurga kuju, et kolmnurga 
sieenurkade siinuste summa oleks maksimaalne?

885. Mäidata, et mittenegatiivsete arvude Xp . . . ,  xM 
geomeetriline keskmine ei ületa aritm eetilist keskmist.

määramiepiirkonnaga D.
Öeldakse, et funktsioonil f  on punktis PQ€D tinglik  

ehk relatiivne maksimum (re latiivne miinimum) . kui võrratu­
sed

kehtivad punkti PQ ümbruse se lles osae, mille punktid rahul­
davad lisatingimusi

§ 6. Tinglik ekstreemum. 
Olgu antud mitme muutuja funktsioon 

f(P) s f ( x ,y , . . . )

f(P )^ f(P 0) (vastavalt f(P )> f(P 0)) (55)
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*1 (P> -О , » 2 (P) , 0 , . . .  (57)
Punkti P0 nimetatakse tinglikuks ,hk relatllT seks  

skatresauspunktlks. kusjuures nõutakse, et ka punkt F ra - 
huldaks lisa tin g im u s i (5 7 ) .

Ühe ja  kahe lisatingim usega t in g lik u  ekstreemumi korral 
tüüpilised ülesanded on järgm ised. 

ülesanne I » Leida funktsiooni
u = f ( x , y , . . . )  

t in g lik  ekstreemum lisa tin g im use l
F ( x , y , . . . )  = 0 *

Ülesanne I I « Leida funktsiooni
u * f ( x , y , . . . )  

tin g lik  ekstreemum lisa tin g im uste l
^(X|j| »«*) я 0»  ®(Х|У»«»*) — 0 .

Seega, kui f  on kahe muutuja funktsioon, s i i s  ülesanne
I taandub järgmiseks: le id a  funktsiooni z = f (x ,y )  t in g l ik  
ekstreemum lisa tin g im usel F (x ,y) = 0 . Kui aga f  on kolme 
nuutuja funktsioon, s i i s  ülesanne I on järgmine: le id a  
funktsiooni u = f (x ,y ,z )  t in g l ik  ekstreemum lisa tin g im use l 
F(x,y,z) = 0; ja  ülesanne II  on järgmine: le id a  funktsioo­
ni u = f (x ,y ,z )  t in g l ik  ekstreemum lisa tln g im u ste l 
P(x,y,z) = 0 ja  G (x,y,z) = 0 .

Tingliku ekstreemumi ülesanded, kus on enam kui kaka 
lisatingim ust, sõnastatakse a n a lo o g ilis e lt . Järgnevas vaat­
leme t in g lik u  ekstreemumi leidm ise meetodeid ülesannete I 

ja  II k o rra l.
I .  Taandamine h a r ilik u le  e k s t r e w m u m i i f t .  Seda meetodit
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ülesande I lahendamiseks kahe muutuja funktsiooni f  ko rral 
saab kasutada, kui lisa tin g im usest F (x ,y) = 0 saab avalda­
da ühe muutuja te is e  kaudu. Kui näiteks õnnestub avaldada 
У s y (x ) ,  s i i s  paigutame ta  funktsiooni f ,  saame 

z = f (x ,y )  = f ( x ,y ( x ) ) .
Hüüd tuleb le id a  ühe muutuja x funktsiooni f ( x ,y , ( x ) )  ha­
r i l i k  ( s .o . v a stav a lt ülesandele kas lokaalne või globaal­
ne) ekstreemum. Kui s e l  funktsioon il on kohal x maksimumо
(miinimum), s i i s  punktis PQ = (xQ,y (x 0))  on funktsioon il f  
t in g l ik  maksimum ( v astava lt t in g l ik  miinimum).

A naloog ilise lt toim itakse kolme ja  enam muutuja funkt­
siooni k o rra l.

Taandamisel h a r il ik u le  ekstreemumile võivad mõned 
t in g lik u  ekstreemumi punktid avastamata jääda (v t . ülesan­
ne n r. 90 8 ) .

2 . Lagrange1!  meetod. Ülesande I lahendamiseks tuleb 
koostada järgmine Lagrange'i  funktsioon:

Ф ( x ,y , . . . ,A  ) — f ( x , y , . . . )  ♦ A F(x ,y,. . « )  (58) 
ja  lahendada süsteem

Ф х  = 0

кФ х  = F ( x , y , . . . )  = 0 .
Olgu (x0 ,y Q, . . . , Л0) süsteemi (59) lahend, s i i s  punkti 
PQ = (xQ,y 0, . . . )  nimetatakse funktsiooni f  ting likuks s ta t ­
sionaarseks punktiks. Neid punkte PQ, пия on ting likud  
statsionaarsed  või m illes funktsioonide f  ja  P o sa tu le t i­
sed e i  o le pidevad või F o sa tu le tised  on korraga n u llid ,
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nimetatakse funktsiooni f  t in g lik ek s k r i i t i l i s t e k s  punkti­
deks«

T a rv ilik  tunnus. Funktsioonil Г t in g l ik  ekstreemum 
võib o lla  vaid  tin g lik u s  k r i i t i l i s e s  punktis Po«

T ingliku ekstreemumi olemasolu uurimiseks tin g liku s 
k r i i t i l i s e s  punktis PQ kasutatakse järgm ist tunnust.

P iisav  tunnus. Kui funktsioon il (58) le itu d  kor­
ra l on punktis PQ lokaalne maksimum (lokaalne miinimum), 
s i is  funktsioonil f  on s e l le s  punktis PQ t in g l ik  тя^н т цт 
(vastavalt t in g l ik  miinimum).

Kui p iisav  tunnus e i  ole rakendatav antud ülesande 
korral, s i i s  t in g lik u  ekstreemumi olemasolu punktis PQ 
.1ääb lah tiseks  ,1a tuleb kasutada t e i s i  meetodeid.

Ülesande II lahendamiseks tuleb koostada järgmine 

Lagrange'i  funktsioon:

Ф ( Х»У =
= f ( x , y , . . . )  + A ,F (x ,y ,. . .)  + /X G (x ,y , . . . )  (60) 

ja  lahendada süsteem

= F (x ,y , . . . )  = 0
Фи = G (x ,y , . . . )  = 0 .V. ^

Olgu U Q,y 0, . . . »  A0t ^ 0) süsteemi (61) lahend. S i i s  j ä l l e ­
g i punkti PQ = (х0 »У0»***) nimetatakse funktsiooni f  tin g ­
likuks stats ionaarseks punktiks. Samuti neid punkte PQ, 
mis on tin g likud  statsionaarsed  või m illes funktsioonide
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f ,F  ja G osatuletised ei ole pidevad või maatriksi

\  ° X  ° J  * .  /

kõik kola jakobiaani on korraga n u llid , nimetatakse funkt­
sioon i f  tin g lik ek s  k r i i t i l i s t e k s  punktideks.

T a rv ilik  tjmnus. Funktsioonil f  t in g l ik  ekstreemum 
võib o l la  vaid tin g lik u s  k r i i t i l i s e s  punktis PQ.

T ingliku ekstreemumi olemasolu uurimiseks tin g liku s  
k r i i t i l i s e s  punktis PQ kasutatakse järgm ist p iis av a t tun­
nust.

P iisav  tunnus. Kui funktsioon il (60) le itu d  X, da
fj.0 ko rral on punktis P0 lokaalne maksimum (lokaalne m iini­

mum), s i i s  funktsioon il f  on s e l le s  punktis PQ t in g l ik  mak­
simum (v a s tav a lt t in g l ik  miinimum).

3 . Smith1!  meetod. Ülesande I lahendamiseks kahe muu­
tu ja  funktsiooni f  ko rra l tuleb le id a  funktsiooni f  t in g l i -

s . t . lahendada 
süsteem (59)» S e e jä re l koostatakse jakobiaanid
kud statsionaarsed  punktid PQ = (xQ,y 0) ,

ning

f x f T
Fx * y

=

V ,  - V :

J  J*  °7
F F x У

P iisav  tunnus. Kui t in g lik u s  sta ts io n aarses  punktis
PÄ onО

J* < 0 >  0),
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e i le  punktis P0 on funktsioon il f  t in g l ik  maksimum (vaeta­
v a lt  t in g l ik  miinimum).

Juhul kui s e l le s  punktis P onо
J-i = 3. = J

kas

J n =

n-1

*  У
s i is  kasutatakse järgm ist üldisemat tuim ust.

Üldine p iisav  tunnus. Kui n on p aa r itu  arv ja  punktis
P0 on

J n < ° (J„  > 0 ) ,
s i is  s e lle s  punktis PQ on funktsioon il f  t in g l ik  maksimum 
(vastavalt t in g l ik  miinimum).

Kui n on paarisarv , s i i s  kohal PQ tin g lik k u  ekstree- 
Bumit e i o le .

Ülesande II  lahendamiseks tuleb j ä l l e  le id a  funkts i­

ooni f  ting likud  statsionaarsed  punktid PQ = (х0 »У0*г0)» 
s . t .  lahendada süsteem (61 ). S e e jä re l koostatakse jako b i- 
aanid

f  f  f  X xy z

Qing

Dn =

F F F x у  *
G G G x у *

Dx Dy DB 
px *y  ** 
Gx Gy Gz

P iisav  tunnus. Kui tin g lik u s  s tats io n aarses punktis
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< О (D̂  > 0 ) ,  
s i i s  punktis PQ on t in g l ik  mak-ai mnm (v as tav a lt t in g l ik  
miinimum)•

Juhul, kui s e l le s  punktis PQ on
в Dg а ••• = E>n— = 0 , £>n А 0,

kus

P0 on

Dn =
^ n - l^ x  (Dn- 1  >y ^n-I^Z 

Fx Fy Fz
Gx Gy Gz

s i i s  kasutatakse järgm ist tunnust.
ü ld ine p iis av  tunetus. Kui n on p aa r itu  arv ja  punktis

P0 on

Dn < 0  “ >n > 0 ) ,
s i i s  s e l le s  punktis PQ on t in g l ik  maksimum (v a s tav a lt t in g ­
l i k  miinimum).

Kui n on p aa risarv , s i i s  kohal PQ tin g lik k u  ekstreemli­
mit e i o le .

Näide ^9. Leida funktsiooni
z = x111 + ym (m>1 ) 

t in g l ik  ekstreemum s ir g e l
X + у a 6 .

Lahend us_. Kasutame Lagrange*i  meetodit. Moodustame Lag­
ran ge 'i  funktsiooni

Ф (х ,у ,Л  ) = xm + ym + A(x + у -  6 ) .
Leiame funktsiooni z tin g likud  k r i i t i l i s e d  punktid. S e llek s  
moodustame süsteemi
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Ф х = их“ "1 + Л = о 
ф у = ту“”1 + Л= О 

„ Ф х = х + у - 6 = | 0 .
S e lle  süsteemi lahend on

-у  _ _ _ m—1 /-Я _ ,  , 1о - уо “ \/ щ. ~ * = ~т 3 •

Seega t in g lik  ekstreemum võib o l la  a in u lt punktis

P0 = (3 t3 ) .
Kasutame p iisav a t tunnust. S e llek s  arvutame

= m(m -  1)xm“2, Фуу = m(m -  1 ) y ^ 2, = О.

Punktis PA onо
a^  ̂ = m(m “ 1)3 t = ®21 = a22 = *11*

kust

A/j = > 0, Ap =
m(m-1 )3 m-2

m(m-1)3ш—2 > 0 .

Seega on funktsioon il z punktis PQ olemas t in g l ik  miinimum 
s irg e l F, s .o .

r e l  min z = z(3 ,3 ) = 2-3®.
Hälde 20. Leida funktsiooni

u = x -  2y ♦ 2z 
t in g lik  ekstreemum lisa tin g im use l

x2 + y2 + z2 = 9»
Lahendus.., Leiame funktsiooni u ting likud  s ta ts io n aar­

sed punktid. S e llek s  koostame Lagrange'i  funktsiooni 
ф = х - 2 у + 2 а +  X (x2 ♦ y2 ♦ в2  -  9) 

ja  s e l le  a b i l  süsteemi

24
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о.

' x s 1  ♦ 2 Ьх = О 

I ^ j  s “2  ♦ 2 X7  B 0  

ф 1 = 2 ♦ 2 ^ 1  = 0

Viimase süsteemi lahenditeks on
(1 ,-2 ,2 ,-1/2) Ja ( - 1 ,2 ,- 2 ,1/2). 

Seega t in g l ik  ekstreemum võib o l la  vaid punktides 
P0 = (1 ,—2,2 ) ja  P̂  = ( - 1 ,2 ,- 2 ) .  

Kasutame p iis av a t tunnust. S e llek s  arvutame

Ф, Ф 77 Ф„ = 2» .Ф ц  = Ф, = ФТ1 = о.
Punkti PQ ko rra l o l i  X = -1/2, seega s e l le s  punktis on

®11 = *22 = ^ 3  = "1 » ®12 = ®13 = a23 = °*

kust

A<̂ = —1» Ap =
-1 О 

0 -1 s  1 »  b  s

- 1 0 0

0 - 1 0

0 0 - 1

= - 1 .

J ä r e l ik u lt  punktis PQ on funktsioon il u t in g l ik  maksimum. 
Punkti P̂  ko rra l o l i  \ = 1/2, seega s e l le s  punktis

®11 = a22 = a33 = 11 *12 = ^ 3  = a23 = °*
kust

= A2 = A? = 1 .

J ä r e l ik u lt  punktis P̂  on funktsioon il u t in g l ik  miinimum. 
Vastuseks saame

r e l  шах u = u(1 , - 2 , 2 ) = 9 , 
r e l  min u = u(-1 , 2 , - 2 ) = - 9 .
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Halde g l,  Leida funktsiooni
Z a  X2  -  y 2  

ting lik  ekstreemua ringjoonel
x 2  ♦ у 2  а  4 .

Lahendus_. Näites 15 on soe ülesanne juba lahendatud 
harilikule ekstreemumile taandamise meetodiga. Rakendase 
sell* ülesande lahendamiseks Lagrange'1  meetodit. Selleks  
moodustame Lagrange'i  funktsiooni

ф ■ X2 -  У2  ♦ M x2  ♦ J 2  -  4) 
ja leiame funktsiooni s tinglikud k r i i t i l is e d  punktid. 

Selleks koostame süsteemi
фх ж 2x( А, ♦ 1) а О

2у( А -  1 )  * 
х2 ♦ у2 -  4

s i l le  lahendamisel saaae
X = *2 X а О 
у а О « У а *2

(А = -1, (А а 1 .
Seega ting lik  ekstreemum võib o lla  punktides

P1 = (2 ,0 ) , P2 а (0 ,2 ) , P3 = ( -2 ,0 ) , P  ̂ = (0, -2).

Rakendame neis punktides piisavat tunnust. Selleks arvutame 

Фп  = 2 + 2A , ф уу а -2  ♦ 2 Ä, Ф^у = О.

Punktides Р̂  ja  Pj korral o l i  Ь - 1 ,  s i i s
= 0 , a^2 = »21 а О, а -4 ,



Seega p iis av  tunnus punktide P̂  j a  P  ̂ ko rral e i  ole raken­
datav. Saua tulemuse saame ka punktide Pg ja  P  ̂ k o rra l. See­
ga La grange *i meetod s e l le  ülesande lahendamiseks e i  o le ra­
kendatav.

Rakendame Smith*i  meetodit. S e llek s  koostame jakobiaa-
nid

J  ■ f * f 7 a 2x -2y
2x 2y

;Ja

S Jx J T ж
8y 8x
2x 2y

= 4xy + 4xy = 8xy

16У2 -  16x2 = löCy2 -  x2) .

Punkt idee P̂  ja  P  ̂ on J,, = 16 (-4 )< 0  ja  seega nendes on 
t in g l ik  maksimum. Punktides Pg ja  P^ on =16* 4> 0 ja  
seega nendes on t in g l ik  miinimum. Sama saime ka n ä ites I6 f 
s .o .

relmin z = z (0 ,+2) = -4 , relmax z = z(T2,0) = 4 . 

ülesanded.
Leida h a r ilik u le  ekstreemumile taandamise meetodiga 

järgm iste funktsioonide z ting likud  lokaalsed ekstreemumid 
antud joonel.
884. z = xy, у  = 2x2 -  3x
885. z = 1 -  x y ,  у -  x = 0
886. z = x (y  -  3 ) , у  s x2
887. z = x2 + ein  у2 , x2 + у2 = я

Leida Lagrange'i  või Smith*i  meetodiga järgm iste funkt­
sioonide z ting likud  ekstreemumid antud joonel.
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888. z = е^У

889 • * = f
*

x + у = 2

x + у = 1

8 9 0 *  z  = x y f x 2 + y ^ = 8

89^  .  Z = x y  f  x — у  г  О

8 9 2 .  z  = j  ♦ А  - 1  1

2

893» z = cos2* + 2coe2y , 4x -  4-y + sx = о

894. z = x2 -  у2 + 1 , x2 + y 2 =1

895» z = x -  у , f  tan x = 3tan у
[0 ^ x fy sc rt/2

896. z = 6 -  4x -  ЗУ, x2 + y2 = 1

897* z = I  + | , x2 + y2 = 1

898. z = x2 + у2 , I  + ^ = 1

Leida järgm iste funktsioonide u ting likud  ekstreemumid 
antud pinnal
899. u = x + у ♦ z, 1  + 1 + 1 B J  (x ,y ,z  > 0)

900. u = x -  2y + 2z, x2 + y2 ♦ z2 = 9

9 0 1 . u = x 2 +y2 + z2, TS + ^  + -^ = 1

902. u = xy2z^, x + у  + z = 12 ( x*y»z >0)

903. u = xyz, x ♦ у ♦ z = 5

904. u = xyz, xy + yz ♦ xz = 8

905. u = cos X  cos У COS Z,  X + y  + Z =  Jt
Leida järgm iste funktsioonide u ting likud  ekstreemumid 

antud joonel.
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906* u = xyz, j i  + у  ♦ z = 5
\xj ♦ ys x* = 8

907. u » x2 ♦ 2У2 + J b2 ,

908. Leida funktsiooni
a a у e ia  у -  4x 

tin g lik  eketreenun joonel
у s in  у -  x3 -  x = О 

h a r i l ik u le  ekstreemumile taandamise meetodiga ja  s e e jä re l 
Sm ith 'i meetodiga. S e lg itad a  erinevate vastuste põhjus.

90 9 . Tasandil 3x -  2z = 0 le id a  punkt, m ille  kauguste 
ruutude summa punktidest (1 ,1 ,1 ) j a  (2 ,3*4) on minimaalne.

910. E l l ip s i l  9X2 ♦ 4-y2 = 36 le id a  punktid, mis on mi­
n im aalsel j a  maksimaalsel kaugusel s ir g e s t  Зх -  у -  9 * 0 .ä

9 1 1 . Leida minimaalse pindalaga r is ttah u k as , kui tema 
ruumala on 7 .

912. Leida maksimaalse ruumalaga r is ttah u k as , kui te­
ma p indala on S .

9 1 3 . Leida antud ruumalaga korrapärane kolmnurkne pü­
ram iid, m ille  servade pikkuste summa on minimaalne.

914. Antud e l l ip s i  ümber joonestada minimaalse pind­
a laga  kolmnurk, m ille  a lu s on p a ra llee ln e  e l l ip s i  suurema 
te l je g a .
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V A S T U S E D
I peatükk 

8 1.
4 . x ^ y 2 в 4 , lah tin e . £ . у  = х (х > 0 ); у  = O(x^O).

6. y « 2(0 < x < 1 ), y= |f(0< x< 1), lah t in e . 2 . x2-4y^»4# kin­
nine. 8 . 4x2-y 2=4, la h t in e . ,2* y=Vx(-^+|fT<x ^

I(г-1Т<ъф+)1Т), la h t in e . 10 . y2=oc5/2-x(-21/2 ^  
* x ^ 2 ^ 2) ,  x ^ y 2^ .  11,* _oc< ! < « ,  у >0, k innine. 12.  x2* 
♦y2< 4, kinnina. l£ . x2+y2< 4, la h t in e . 14. x > -y , la h t in e , 
!£• {(xfy ) :x > 0 # x^1, у  <-x J ,  la h t in e . 16. { (x,y)sx= y}, 
kinnine. 1£. { (x ,y ) :-1  <y < 1}, kinnine. 18. { (x ,y ) :-1  s£y«= 
$1 , - 1 s ;x ^ l} ;  kinnine. 12*{(х ,у):-1  <x « ä 1 y ^ - 1  või 
7>1 } , kinnine. 20. •^(xty ) :a 2^ x 2+y2^ 2 a 2j., kinnine.
21. | (xfy ) :x ^ x 2+y2< 2 x j. 22. { (x ,y ) :-1  *;x2+ y*il}f kinnine. 
2£. { (x ,y ) : x2> y}l lah tin e . 2&, { (x ,y ) :  x > -1 , y > -1 , 
у#)}, lah tin e . 2£. | (x fy)s 2<x2+y2<3]-, lah t in e .
26. £ (x ,y ): 2<x2+y2^ 4 ,  x ^ y 2# } . 2£. { ( x ,y ) :  2n*r «X  < 
«(2п+1)л , у >-0 ja  (2n +1)n x«s (2n+2)Jt t y « 0 ,  n t ä i s ­
arv j, kinnine. 28. Kogu xy-tasand. 2£. | (x ty ) :  x2+y2=kJt f 
к= 0 ,1 ,2 ,...| , kinnine. 30. | (x ,y ) :  2kJt ^ x ^ y 2^ (2к+1 )эг j- , 
fcinnine. £1. £ (xty ) jx ^ 0 ,  y ? 0 ,  x2?  y j ,  kinnine. £2. ( ( x ,y ) :  
-x ^ y^ x t tu i x> 0 ; x<y«sc-x, kui x<o}-. 22 . { (x ,y )s  
y+2x>0, kui y> 0 ; y+2x ^ 0 , kui y< o j 34. Kogu xy -tasand, 
välja arvatud punkt (0 ,0 ) ja  joon 2x'i +4yii:=1.
2£.x>1 ko rra l -1 ^ y ^ x -2 ,  x<1 korral x - 2 ^ y ^ -1 .
^6. 2k^xs*2fc+1 ko rra l 2 j <?y <?2j+1 ,

2k+1 ^ x ^ 2 (x+1 ) ko rra l 2j+ 1< y*s2jt kus
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к , j=0; 72t kinnine»
iZ . 2k < x <2k+1 korral 2 j^ y< 2 j+ 1 , 2k+1 ^ x ^2(k*1) korral 

2 j+ 1 ^ y ^ 2 j, kus k,j= 0,1 ,2 ,3» kinnine.
£8. (4k-1)/2<x+y <(4k+1)2 korral (4 j-1  )/2 <x-y <(4j+1 )/2

(4k+1 )/2 <x+y < (4k+3)/2 korral
(4j+1)/2< x-y< (4j+ 3)/2, kus k ,j= 0 ,?1 ,. . . ,  lah tin e .

39» Rajajoonega y^ +x^+2x2y2 ч-у2- ! 2 =0 piirkonna sisemus, lah­
t in e . 40. ( - 00 , 00 ) x (0 ,2 ]\ (0 ,0 ). 41* Erinevad. 42. Erine­
vad. 4£. Erinevad. 44. Samad. 4£. Erinevad. 46. Erinevad. 
4Z. Samad. 48. Erinevad. 4£. Erinevad, se s t funktsioon 
g (x ,y ) e i  ole kohal (0 ,0 ) määratud, kuna s e l le s  punktis 
tema esimene tegur e i e k s is te e r i .  £0. x> 0 , y> 0 . j j l .  x> 0, 
j> 0 .  %2. max (0 ,(4 к -1 )2-л2/4)< ху <(4к+1)2 я-2/4, kus k=
=0,1,2............21» Joon xy=x+y. ^4. f(A)=5/4; f(B)=^l3/l2i
f(C)=-65/64. 22 . f(A)=0i f(B)=—2; F(C)=5/3. £6. f(A)=-3; 
f  (B)=-1/4; f(C)=(a2+1)/(a2- 1 ) .  2Z» f(A)= l6; f(B)=f(C)=2.
£8. f(A)=f(B)=f(C)=1. 21» f(A)=-1, f(B)=1, f(C)=3/4.
£0. f(A)=—1, f(B)=3/4, f(C )= -1 ,5 . 61. f(A)=1, f(B)=3/4, 
f(C)=1,5. 62. f(A)=1, f(B)=0,2, f(C)=0. 6£. f(A)=0, f(B)=0, 
f(C)=-ln2. 64. f(A)=0, f(B)=0, f(C)=0. 62. f(A)=3, f(B)=?r, 
f(C)=— jt/4. 66. (y2-x2)/2xy, (x2-y 2)/2xy, (y2-* 2) / ^ ,  
2xy/(x2-y2) .  6^. 1+y, x+1/y. 68.f(C)=1 +x-x2. 6^. f(C) = 

=a4/(1 -a2) .  20 . f(C)= 3T/2. ?1 . f(x)= (x2+1 )1/2‘ £2. f(x ,y )=  
=(x2-xy)/2. 2^,. f(x,y)=?x2(1-y)/(1+ y). f (x )^ r2+2x, 
z(x ,y)= x+ ^-1. 2^ . f(x)=l/l+x2, z(x,y)=|x| (1+y2/x2)1^2*
26 , f(x)=*2-x , a (x ,y )= (x -y )2+2y. ■
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g 2 .
ZZ« х>о, у^о, z^o. 2S» у^о, z^o. 22* *>о,

у2*0. 80. х> 0 , у >0, z > 0. 81. у> 0 , z> 0 , kui х> 0 ; у< 0 , 
z>0 kui х< 0 . 82. z> 0# kui x ty> 0 või y*x< 0; z< 0 , kui 
x<0, y>-0 või x> 0 , y< 0 . 83. x> 0 , y > 0 , *> 1 . 84. -1 < 
< x ,y »z ^ 1 . 8£. x2+y2+*2«ss4. 86. x2+2y2+3z2< 4 . 8£. 1«£x2+ 
+y2+z2< 4 . 88. 4< x2+y2+z2^  9 . 8^. 0<zž=1, kui x^O; z >1, 
koi x> 0 . 22* 0< z< 1 , kui x< 0 ; з> 1 , kui x> 0 . £1. z2+z- 
-1 ^ 0 . 22 . x ^ ^ + z 2^ .  2^. 0 . 24 . |x|^1, |y|^1/2, 0 <|z|*£ 
^1/3* 22* Kui -1< X ^1, s i i s  |y| « 1 ,  |z|^1; kui x=-1t s i i в 

-1<у*£1. £6. 0 < x ,y< 1 . 2Z* *7 » з/ -у , |z|s*1. Kasuta­
da valemit arc ta r  x+arctau у =• arctan (x+y)/(1-xy). £8. Kogu 
ruum, v ä lja  arvatud punktid, m ille  kõik koordinaadid on paa­
ritud tä isarvud . 100. f(A)=1, f(B)=1,5. Ю1. f(A)=2/3* 
f(B)=-4/3. 102. f(A)=1,25, f(B)=8,875. f(A)=e+2, f(B)= 
=e. 104. f(A)=0, f(B)=-1/4. 105. 4 . 106. co s"^ 4 . 102« 0 . 

108. л / 2 , lo g . * (Х»У»z)=ln x+y/z-z. 110. f (x »7**) = 
=x(x-y)/2+z2. 111 .. fC x jy^ z )«2^ 2* ) ^ .  112.
U I . f (x ,y )= (1 -x )2-y -/ 2 .

h(x, у, z) sx-y- )f2z+(2, 
IH. f(x ,y)= (x+ 1)V . 

w(x,y#z)*x*y2+z1/2.
115. f ( x ty)=2x2+ln y .  

w(x,y, z)=2x«y+|/yž.
116. f(x ty)*y s in x  + я :. 

w (x ,y ,z )= x  ooay -  arccos z+ rc.

112. ^Cx,y)= 2 2 x/У *f ( x , y , z ) W +1/ « r » 4+y z  -x / z -e^ y -1 .
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118. f(x)=2+|/3+tan x , g(y;= -2-p+cot у , w=x+y+z.
11^. f(x)=  3N/2(x-2)-3+2/e, g(y)=2ey‘ 5+1 -  2/e.

w=5*-2+(2y)1/̂ +2/z.
120. f(x)=cos h - x 2 , g(y)=tan y1/2 , 

w (x,y,z)= sin  x+cos y+tan z.
^21. f(x)= ln  x , g(x)=(x-2)5 ,

wCx »y» z)=ex+f (1/y)ln  y+z+yxg(2+
122. f (z )= a rc s in (-z ) , g(y)=ez,

w (x,y,z)= (1-x2)yz+xln y+cos[yez ] .

126. 2 r. 122. 2 r* 2 r^ «  129« 2 ^ r2+r|+..
130. 4/3/3. { (x ,y fz ,w ):xy^  0 , z e R1 , w=z+ffxy.j.
136. j(x ,y ,z ,w ) :x ^ O , y#>, z> —1; w = ^ y2+ln(z+1) ] .
1 3 7 . | (x ,y ,z ,w ):x 2+y2A), zeR 1 , w=(2+z)/(x2+y2^.
138 . £ (x ,y ,z ,w ):x2+y2A), z#>, w=(x2+y2)/zln(x2+y2+1)}.
1 3 9 . 1 ,5 ; -0 ,5 ; 1 . Ц40. о, - n / 2 , -  я/2 . i 4 i .  1 , 2 K2- 1 , 0 . 
142. 0 , - 1 , 1 . 142. ln (1 ,03V 3 +0,981/4-1 ) ;  0 ,03 ; -0 ,0 2 ).
144. 1 , 042*02-1 ; 0,04 ; 1 ,04 . 14^. 5,2-/2б7б4; 0; 0 ,2 .

§ 3 .
152. 6=/i~ . 153. 6*ž/2. Kasutada võrratust |x+1| -c 

с  d(T,T0) ,  kus T=(x,y), Te= (-1 ,1 ). 1^4. 6=£/2.
1 5 5 . 6=^/3* 1 5 6 .  2b = -ia l- lb l + |/( lal +lbl )2+4€.Kasutada võr- 
dust xy-ab=(x-a)(у - a ) +b(x-a)+a(y-b).

1 5 7 . 6 =min(1.3£)« 158. 6 =mln(1. £/9). 159. б=-4+/1б7?. 
160. 0 =—6+^36+ e . 161. 12Õ =min(2,fc ) .  Taandada lu ge ja  ja  
nimetaja teguriga x -y -2 .162. N=[(1+3 f 1 ) ^ 2+ l], 163. N=
= [Л/2^+л]. 164. 5 . 165. 16. 166. 2 . 162. 168. 1 .
162* 00 . 120. 2 . 1 7 1 .2^2.172. 1/8. 1 7 З. 0 . 124. 0 . Minna ü le
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polaarkoordinaatidele. 2Z1» 1 • 1ZŠ« °» IZZ* -oo. 178. 0. 
122* °» 180. 0. 181. 1 .  182. 0 ,5 . 182. °- l§fh* ®3 « 182- 1 - 
186. e. 1J32. 1 .  Kasutada võrratust |xy| «£ 1/2(x2+y2) .
188 . 0 . 189 . 0 . 190 . 0 . 19 1 . 0 . 197« P iirväärtus ei eksis­
teeri. Võtta lähenemisteedeks y=kx ja  y=xk. 199. P iirväär­
tus ei ek sisteeri. Võtta lähenemisteedeks mööda sirg et y+1= 
=x jadad xfc=1/4(4k+1) ja  хк=1/4(4к+3>, kus k = 1 ,2 ,... .
200. Piirväärtus ei ek sistee ri. Võtta lähenemisteedeks y=oc 
ja y=x .̂ 201. 1 .  202. P iirväärtus e i ek s is te e ri. Võtta lä ­
henemisteedeks pärast irratsionaalsuse üleviim ist lugejasse 

y=x ja  y=x^. 203. Jt . Teha asendus u=xy. Kasutada L'Hospi- 
ta li  re e g lit . 204. 2. 205. P iirväärtus ei ek s is te e ri. Lä­
henemisteedeks võtta jadad Р^=(1+1/4k, 1+1/4k) ja  

P£=(1+1/(4k+2), 1+1/(4k+2)), k = 1,2 ,... . 206. P iirväärtus  

ei eksisteeri. 2 11. PgpaP0=(3,1) . 212. P?n=Pn= (1,-1) .
213. Pgn=P0= (-1,1). 214. lim P ^  = P0=( ЗГ/2, 0 ) . 21£. Võtta 

kn =2JTQn-  kus on 2 jt ahelmurru lähismurru nimetaja
ja I©I <1 (v t. J .  Gabovitš, L. K ivistik , Arvuteooria. Tartu, 
1974, lk . 61, valem (5 )) , PQ = (O, 1 ) .  221. Pidev, 
pidev x ja  у jä rg i. 232. Pidev x ja  у jä rg i. 233. üJi ole 
pidev, pidev x ja  у jä rg i. 234. Pidev punktis PQ, pidev x 
järgi, muutuja у jä rg i e i ole pidev. 235. Pidev, pidev x 
jä rg i, 236. Pidev x jä rg i. 237. Pidev у jä rg i. 238. Pidev 
pidev x ja  у jä rg i.  222« Pidev, pidev x ja  у jä rg i.
240. Pidev x ja  у jä rg i. 241. Pidev. 242. Pidev, pidev x ja  
у jä rg i. 242* Pidev, pidev у jä rg i, vasakult pidev x jä rg i 
244. Pidev у jä rg i. 24£. Pidev x ja у jä rg i. 246. Pidev x



ja  у  j ä r g i ,  242. СО,О). 248. Katkev s ir g e l  y=-x. 24^. Kat­
kev punktis (0 ,0 ) . 2^0. Katkevuspunkt (0 ,0 ) , s irg e  y+x=0-  

(хДО) punktid kõrvaldatavad katkevused. 251. Koordinaattel­
gede punktid. 252. Katkeb s ir g e te l  x=k/t , y=j*t (k , j  =
=0,+1 ,+2, • . •) • 2 ^ .  Katkeb joonel x2+y2=1 . 2£4. Katkeb 
s f ä ä r i l  x^+y^+s^=z. 255. Katkeb koord inaattasandil.
256. Katkevuspunkt (1 ,2 ,- 3 ) .  257. Katkeb s ir g e te l  x+y=1, 
x+y=-1. 258. Katkeb s ir g e te l  1«c-y=0, x-y=(2k+1 )-^ , 
k=0,+1,+2,. . .  .  259. Katkev koord inaattelgedel, v ä lja  arva­
tud punkt (0 ,1 ) .  260. Katkev joontel xy=2j ja  xy=4k-3, 
j fk=0,+1,+2. 261. Katkev joontel y=kJt x , k=Of? 1 , . . .  ,
262. Katkev punktis (0 ,0 ) .
263. g (x ,y )= f(x ,y ) , kui x*0 ,g (x ,y)= y , kui x=0.

264. g (x ,y )= f(x ty ) ,  kui x+y/Oj g(x,y)=0, kui x+y=0.
265. f ( x ty )= f(x ,y ) , kui x+y*k*r (к= 0 ,Я , . . . ) j  

g(x,y)=0, kui x+y=kjt (k=0,+1, . . . ) .
266. g(x,y)=e1/*  kui xy=0, g(x,y)=exycotf5r,cy), kui 

0< xy< 1 ; g(x,y)=0, kui xy=1.

262. в (х *У)=*(х»У)» P/(**1 »0 ) ,

g(x,y)=0, kui P=(-1,0 ) .
268. g (x ,y )= f(x ,y ) , kui (x ,y )/ (1 ,0 ) ,

g(x ,y)= 0, kui (x ,y )= (1 ,0 ).
26^. g (x ,y )= f(x ,y ) , kui x+2y=8,

g(x ,y)= »^, kui x+2y=8.
220. g (x ,y )= f(x ,y ) , kui у  /0»

g(x ,y)= (x2+ein x )/ (1 -e ), kui у =0.
271. g (x ,y )= f(x ,y ) , kui x*1,5 i 

g(x,y)=  n ,  kui x=1,5.
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eenduda, et D on tõkestatud kinnine hulk ja  rakendada 
Cantori teoreemi. 224. 6 = f/5- 275. 5=£/55. 276. S=£/12. 
22Z. 6=8/9. 228. b = E/2. 279. 6=25£/*l6. 280. 6=6/6.
281. 6=£/3. 282. 6 = £/4. 285. 6=2/3. 284. 6 =3S/5.
288. A=0, B=1. 282. A= » B=1. 220. A=1, B=0. 291. A=1,
ВИ. 222. A=1, B=0. 222. A=1, B=1/2. 294. A=1 , B=0.
293. A=0| B=0. 296. A e i e k s is te e r i ,  B=1. 297. A=0, B=1.
298. A=1, B=1 • 222. A=°. B=0. 300. A=0, B=0. 3Q1. A=1,
B=a>. 202. 0 . 303 . 0 . 304. 0 . 305. 0 .

§ 4 .

226. х^З/Ст+п+2). 222« xm =sin(m+2n). 228« xmn=
p= m co s(Jtn ). 3 1 9 . Jrn)ln(n +1). 320. xmn=[m-n] .

321. xjm=(m2-n2)/[m+n] . 222* хЩ1=е1пГ- ^nm/2). 222* xan= 
=arctan(mn). 338. x€ b c\ rc . 359. x£ bc\rc . 360. x e o ,  x ^ b . 
361. x € c ,  x ^ b . 362. x € c ,  x ^ b . 363. x £ r c .  364. s=0.
363. s=0. 366. s=0. 367. 8=6^. 368. s=e.

§ 5 .

221- %0^ .  V ^ o n “0 '
I» • 374» » Чип̂ БД m-2*(—'l)*( 

V=0. a,n»1,2,... • 221. u00=1 , aon=2 (-1)n, 0̂ =2-(-1 )*,
(-1 ),+ni m,n=1............... Ž2Ž. u00=1, «^ = -1 / (4 4 » ,

“on*“1/(»+1 ) n, u^sil/ [rrnCnVl) (m+1)] , m,n=1, 2 , . . .  .
2ZZ« uon=-1/n(n+1), ^ V m U + 1 ) ,  и1ш=2/ (m«x)5-
-(m+n) . 378. u00=5,5, uon~-2/n(n*1), ию ^ 1 / (и 1 ) ( « * 2 ) ,  
0^=0, m ,n= 1,2 ,... . 222« %о=~Л> uon=cos[JT/(n+1)]-cos(?t/n) 
U^ssinfn/Cm-fl)] -sin(:n/m), 4^=0; m ,n= 1,2 ,... . 2§2* ^ o 3̂ *

u0n=arctan(1/O *n(n-1) ) ) , umo=arctan(1/ (1 +m(m-1) ) ) f



ünm=arctan(m+2)-2arctan(m+n-/l )+arctan(m+n-2)# m,n=1, 2 , . . .  .

2£l* S o * 1» uon=°* V>=2 и1ша=(-1)и/(ип+1) -
-(-1  )m"V((m-1 )n+1) )- (-1  )“/(m(n-1 )+1 )+(-1 )m“1/((m-1 )(n-2)+1) .  
£82. ч00=1, Uô U jho30» 4^=2 -2п-2ш+2ш+п ) ,  т,п=1,2,..* 
383« u00=0, uon=tan(^/(2n+1))-tan(n/(2n-'l)), 
uao=tan(7r/(4m+1))-tan(jV(4m-3))» um =tanOV(4m+2n+<1 ) -  

-tan(tt/(4m+2n-1 ))-tan(n/(4m+2n-3))+tan(rr/(4m+2n-5); n,m=
—1 12 1 « • • «

384. u00=ln(e3-1 ,5 ) ;  uQn=ln [(e2+1/2-2/(n+1 ))/ (e2+1/2-2/n)] ;
u ^ s ln  [(e2-2+1/(m42))/(e2-2-rf/(m+1))] ;

2 2 _i л (e (m»2)(m4-1 )+n-m-1 Ke (m+1 )n+n-2m-2)
(e (m+2)n+n-2m-2)(e (m+1 )(n+1 )+n-m)

425« Koondub. 426. Koondub. 427« Ei koondu. 428. Koondub.
429» Koondub. 430« Koondub. 431. Ei koondu. 432. Koondub.
433« Koondub. 434. Koondub. 435« Ei koondu« 436« Koondub.
437« Koondub. 438. Koondub. 4£2. Ei koondu. 440. Ei koon­
du. 441. Koondub ab so lu u tse lt . 442« 2,25« Koondub«
443« *1 ,'125- Koondub. 444* “J^/72. Koondub. 44£. jt2/6 .*  
Koondub. 446. Ei koondu. 447« Ei koondu« 448« Ei koondu.
449. -1/8. Koondub. 450. Ei koondu. 451« Ei koondu.
452. Koondub. 453« Ei koondu. 454. Koondub. 455« Koondub.
456. Koondub. 457« Koondub. 458. Ei koondu.

II  peatükk

§ 1 «

ŽŽ2- V 2- V 1' Гхх=*уу=*хг°- äžQ- fx=3. V й » 
txx=f„-fv =0- ^1- fx=^2-6y. V 372-®1' f77=6y.
f^-6. 462. fl=3x2y-y3, Гу^-Зт2*, fxy=
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V *  f x=4x^-8xy2, f y =4y5_8x2y , ^ = 1 2x2- 8y2, 
у у -12 у^-вх , f ^ —Ябху. 464. f x=30xy(5x2y-y3+9 )2,

V=3(5x y~y^ +9 ) (5x2-3y2}, f xx=30(5x2y-y3 +9)(30x2y2 +5x2y +

+ +9* )e f yy=6(5x2y-y5+9)(5x2-3y2- l5 x 2y2+3y4-27y), f  =
=30(5x y -y 3 +9)(1бх^у-7ху^+9х).
462. f x=675x2y 2 (1 +5x3y2) 2f jry=3Qx2y (1 +5x3y2)t

^ = 270(1  +5x5y 2 )(1 0x V + xy), 
fyy=30(1  +5x3y2) ( 2$x6y2+x̂  ) ,

0(1  +5*? J2 ) (1 Зх^у5 +x2y) ,
466. f x=y+1/y, f^ x -x / y2, ^ = 0 ,  fyy=2x/y3 , f ^ - 1/y2.

46Z.fxs2y/(x+y)2, f y=-2x/(x+y)2, f xx=-4y(x+y)"?, f yy=4x(x-fy)“3, 

fxy*2(x-y)/(x+y)5 . 468. f x=(x4 +3x2y2 -2xy5 )/(x2 +y2)2 , 

fy=(y4 +3x2y2- 2x5y)/ (x2+y2)2f f xx=(-2x5y2- 10x2y2 «бху^-гу5 )/

/(x2^ 2)5 f f yy=(-2x5 46x V ' l0x3y2- 2x2y3 )/(x2 +y2 )3 1 

f  xy^(2x4y-6x5y2- 6x2y3 +2xy^)/(x2 +y2)5 .
469. fx=y2/(x2+y2)5/2, f y=-xy/(x2+y2)3/2, fxx^-Зху2/ 

/(x2+y2)5/2, f yy=-x(x2-2y2)/(x2+y2)5/2, f xy=y(2x2-y 2)/ 

/(x2+y2)5/2. 47Q. f x=x/  ̂x2-y2 , £y=-y/ ^x2-y 2, 

fxx=-y2/(x2- y 2)3/2» f y7 =-x2/(x2-y2 )3/2, fxy=xy/(x2-y2 )3/2.

471 . f x=sin(x+y)+x cos(x+y), f y=x cos(x+y), f xx=2cos(x+y)-
-x sin(x-fy), f  =-x 8 in(x+y)t f  =cos(x+y)-x s in (x+ y).УУ
472. fx=-(2x s in  x2 )/y, f y=(-cosx2 )/y2 ,

f3Qc=-(2sinx2 +4x2cosx2 )/y, fy^ U co sx 2) / ^ ,  f xy=(2xsinx2 )/y2

473 . f x=2x/y cos“2 fx2/y), f y=-x2/y cos"2 (x2/ y),



сов"2(х2/у)+вх2/у2 s in (x2/y)0oe“3Cx2/ y ), 

f yy=2x2/y5coe”2(x2/y)+2x4/y4 s in (x2/y) cos“3fx2/ y ) , 

fxyS-Sx/y2 cos”2(x2/y)-4x^/y^ s in (x 2/y) cos~3(x2/y)«

1ZŽ- f x=yx7”1» f y=x7ln x » f xx=y (y_/1 >x7”2» ^ y y ^ 111̂ »  

f ( 14yl n x ) (x > 0 ) . 475. f x=V(x+y2) ,  f y=2y/(x+y2) ,

f n =-V(x+y2)2, fyy=2(x-y2)/(x+y2)2t fxy^y/Cx+y2)2 .

ftZ6. V - / W .  fy=y/i/x2+y2(x+l42+y2) , ^ = - ^ ( х 2+у2)5/2, 

f  yy= [(X2^ 2) ( x + ^ y 2) ♦y2(x+2 ̂ 2+y2)J/[( x2 +y2) ^ 2 (x + ^ + y2)^ 

f i y=-y/(x2+y2)3/2. Ü2Z* f x=1/(1tz2) '  f y ^ / 0 +У2 ) ,  fn =-ä/ 

/ О « 2) 2 , fyy=-2y/0+y2)2 , ^ = 0  (xy/1). 428. f x=-|y|/

/ (x ^ y 2) ,  fy^xsgnyV C x2^ ) ,  f ^ a x ly j/ C x ^ y 2) 2,

fyy=2x|yj /(x2♦y2)2, f Xy=(x2-y2)sgny/(x2+y2)2. 422. f xs

=(y/x2)3~y/xln  3, fy= -(V x)3“7/xln  3 . f^ C y / x 3) 3"(y/X)X

X(-2 l a  3-Ky/x)ln23 ) , fyy=(1/x2) ln 23-3“(y/x), f ^ C ln  3)/

3/x). 480. f x= -(V y)e"*/ y , fy=(j/y2)X

^e“(X/7)» f xxe (1/y2) « " ^ y ) » f yy* (V y4 )e -< ^ y > (2 y « ) ,

fjy^CI/y3) e -^ y(y-x). 481. f x=-(y/x2)esin ŷ/x^cos(y/x)f 
f y*Vx вв1*<у/х>сов(у/х), f aac=esin ŷ/3^(y/x3)(2cos(y/x)-

-Cy/x)C082(y/x)-(y/x)8in(y/x)J , fyy=(1/x2)expsin(y/x) X

X (coe2(y/x)-ein (y/x)] , f Xy=('l/x3)exp8 in (y/x )[ysln (y/x)- 

-xcoe(y/x)-y coe2(y / x )]. 482. fx «xy(1+xy)x“1+(1+xy)xx 

X ln (1 « y ) , fySO^CI « y ) X“1 f ^ = 2 у (1  « у ) х"1 (1 +x ln ( 1 « y )  )♦
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fx7~X(1>Xy)X"1 2+x ln(1 +xy) +x2y(x -1) (1 +xy)x“2.
48£. f x=(2x2-y)/(2x3+yx;, f y=1/(2x2+y),

f xx=(8x2y_10x3y-3y2x-x^+y2)/ f(2x2+y2)2x2J, f y:y.=-1/(^c2+y)2 , 

^=4х/(2х2+у)2 . 484. f x=5(1+ln x/ln y )2/(x-ln  y), 

f  =-(3 ln x)(1+ln x/ln y )2/(y ln2y), ^ = - 3 (1+111 x/ln y )2/ 

/(ln y.x2 )+6(1+ln x/ln у)/(х?1п2у), f  __=-31n x(ln  у+2)
w w

(1+ln x/ln y)2/(y2 ln3y)+6ln2x(1+ln x/ln yVC^ln^y),

£ =3(1+ln x/ln y)2/(xyln2y)-61n x(1+ln x/ln y>/(xyln3y). xy
485. fx  =l^? У/[20  + УХ)] I

f y=x^/ [2y(1 +/)], ♦УХ)-УГХ/ 2 -1)ln У - ^ ' 2Ш2У\/

/[HU&Zj, £уу= [1 п у .х .у ^ 2- 1 ) (1 -^ ) -2 у (^ 2- 2)х ( 1 ^ ) ]  / 

/(40+ух)2], ^ = [ у (х/2“Чх/2 M ) ( V ) ^ 2- l A ] /

/[2-О+У̂ )2} • it§§» Vaata lk. 79 näide 2. fx=2xarctan(y/x)-y 

(x̂ O)» f x=-y(x=0), f y=x-2y arctan(x/y)(y^O)ffy=x (y=0), 

fxx=2arctan(y/x)-2xy/(x2 +y2) (xA)), f xx=7r (x=0,yA)), 

f„,=-2arctan(3/y>2yx/(x2-*y2) (у/Ю) , f  =-л (y=0,x#>),yy Jv
f  =2x5/Cx2+y2)-1 . 487« f x=3x2 sin(y/x)-xycoaCx/y)+y2cos(y/x) xy A
(x#))f f x=y2(x=0), f y=x2cos(y/x)+3y2sin(x/y)-xycos(x/y) 

(yA)), f v=x2 (y=0)» f^xsin(y/x)-4ycos(y/x)-y2/x sln(y/x>- 

-ysln(x/y)(.x/Of y#>), fyy=-xsin(y/x)+6y sin(x/y)- 

-4x cos(x/y)-3C2/y sin(x/y)(yA)» X/O), f xy=2x cos(y/x)+
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♦у ein(y/x)*2y совСх/у)« 8inCx/y)(y^0, X#». 488. f x(2 ,1 )*  

-1/2, f y (2 ,1)»0 . 48^. *уО.У)=*. 22§- fjy^coe x .

497. f xy«2y cos x (1+У ein x)y“^+1/2 y2 (y-1)X

Xsin 2x(1+y sin  xjJ^+j^coe x(1+y sin  x)y""/'ln(1+y ein x ) .

498. f^eO . 422* f x=yz+1/(x4y+z), f y=xz+1/(x+y+z), f^exy-f

♦V(x+y+z), f^S-l/C x+y+z)2 , f xz=y-1 / (x+y+z) 2 , f y S=cc-

-1/(x+y+z)2 . 500. f x^ / ^ A ? ,  fy sy / ^ + y 2« 2 , 

f zsx/( x̂2+y2+z2 , fjjye-ху/ (x2 -fy2 4-Z2) ^ 2 ,

f XI=“Xz/(x2-»-y2+z2)5/2, f y2=-y*/(x2+y2 +z2)5/2.

501.  f x »2 r coeCx^y2« 2) ,  fy*2y coeCx^y2- « 2 ) ,  

f z=2z сожСх^у2**2) ,  e in C x^ y2«*2 ) ,

f x s=-4xz einCx2^ ^ * * 2) , f y x—4yz s in (x 24-y2+z2) .

^02. f x* у хУ/в /(хж̂  fy » ( ln  х-*7/я)/ж, *E=-y *Т/я-1п X/*2 , 

f^y* (z+yln x)xy/*/(x»2) ,ГИ =- yxy/z(z+y.In хУ С и 5) ,  

fy S*- x ^ l n  х(ж+у ln  x) /ж3 (хжДО). 503. f x*y*xyS"1 , 

f y**y*“1 x ^ ' ln  X, *в=у*хУ*1п x ln  у, ^ » (« у * " 1 X7*)/хх 

х(14у*1п х ), f xz= y V * ln  у(1«у*1п х)/х, f y B=y*“1x7*X 

Xln x[l«*  ln  y(1*y*ln x)] . 504.  f x*yz(xy)*-\ Гу-хжСху)*"1 , 

f B»(xy)*ln(xy), f j y -жСху)*”1 ♦хужеz -1) ( x y ) - 2 , fj^ayCxy)*"1 «. 

♦yz(xy)*“1- ln (xy), fy^ =x(xy) *-1 +xz(xy) *“1 ln (xy).

5<£. f x»^x(x/y)E, fy —z/yCx/y)1 , f s=(x/y)*ln(Vy),

X̂y - A V y ) V ( x y ) , r xsH / x (x / y )* ( l« ln (V JÄ fye» -V y(x / yA

-202—



XCUi la  */y)(x/y > 0), 506. f^ y e ^ ln  *, f  s x t^ la  *, 

V x y z * ^ \  f xy=*Xy' ln  « O e y ln  z), *х,=У*Ху-1 ( 1 « у  In .),

fy .'e a ^ C '+ a ty  la  » ). 52Z* V 1 » f ys1/2» f z=1/2 <kohal 

( 1 ,2 ,0 ) ) .  508. f x(1 ,-1 ,1)= 0 , f y(1,1,4)«2a ln  2, 

f e= (-V 2 ,0 ,-1 )s -s ia  1 .  509. >^ .̂=0» 51Q. a^^=-6(coex+coey)

IH* Оху*"0 ,  аху»*вЗС71(1васу*4ас2у2*2)в 222* V * s
s2(y*x-2z)((x-z)24-(y-z)244(x-z)(y-z))/ [(x-z)2+(y-z)2] 3 .

519. 1 .  järku osatuletised. 520. Kõik osa ja eegatuletised

2. järguai. 521. e^s in t^ ^ 3co8t^(cos t-fsia t)=dz/dt.

522. (1-(t-4/ 3  t 5 )2r 1/2(1-4 t2)edz/dt.

523. 1/ cos2(t+t^-2 l/t)'(1 -*4t3-1/|/t )=dz/dt. ^24. da/dx» 

ssex(x+1) /(l+x2*2* ). 525. du/dx*1/2 exsia  x. £26. du/dx= 

*1/(1+Х2) . 527. du/dtrfx^fy /t+fs . £28. dz/dfc*(-2xlnyf(x,y)- 

-x2!*  у fx ) t / ^ ^ / y  f(x,y)+x2la  у f y]e8lnfc cos t .

522- z ^ ^ x ^ ia  у е м  y(ces y-sin  y),
*y*x^ («im 7«eoa y )(1-3e ia  уем  у ) . 530« ^«Oi »ŷ O»

531.  » xy(y+1) /[(x«y)(1*Kx47«ay)2)]«.

♦ 1 /(x«*y ) are t  aa(x+y+xy) (1 -xy/ (x«y) ) , «у * xy(xVl) /

/ [(x^y)(1-Kx+y^3ty)2)] ♦V(x-fy) aretaa(x«y-Kxy)(1 -xy/(x+y) ) .

22* *x * °» V " 1e 2Ž* S * (1-y> < V f y вХ(1’ У))<
« -  ( -x ) ( f  вхО -У )). Märkusi kui f x ja f y argumeat oa 
у x у

näitamata, s i i s  t x= f x (x ,y) • fy* *y(xty)*
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534. (xy+y/x)+xy f x (1-1/x2) ,  zy=ac(x+1/x)fx . z ^

=lny(fx-1/x f y ) ,  zy=1/y f (x ,y - ln  x)+ln у f y . 526. 1̂ =

=Vy f x , Uy=-x/y2 f x+Vz f y , uz=-y/x2 f y . 522. zx=-y/(x2+y2) ,

dz/dx=2/(1+x2) .  538. zx=y x7"1 , dz/dx=ocln ln x ( ln  ln  x -1 ) .
3 я

539. zx=ex/(ex+ey ) ,  dz/dx=(ex+3ex x2)/(ex-ex^ ). £40. zx =

, dz/dx=x^^x ^f(x )lnx+ f(x )x^x _̂1. 541. zx=0, dz/dx= 

=cos x (s in  x )cosx"’/'- ( s in  x )c08X+1 ln  s in  x .

§ 2 .

542. dz s dx + J  dy. 543. dz = (4x -  3y)dx + 
+(-3x-2y)dy. 544» dz=ydx+xdy. 545. dz=(ydx-xdy)/y2.

546. dz=e^1+xy^(ydx+xdy). 547» dz=(xdx+ydy)/^x2+y2+2.

£48. dz=sin xy(ydx+xdy). ^4^. dz=(ydx-xdy)/(2y2+x2+xy).

550. dz=yx lny dx+ xy^dy. 55*1. dz=x/(ycos2(x2/y)) (2dx-

-x/y dy). 552. dz^yx7“"1 ♦ ^ ln  y)dx+(xyx_1 «c^ln x)dy.
fKx)

553. Kasutada d ife ren tsee r im iseesk ir ja  P’ (x)= J f  (x .y )d y-
<*(x)x

-o c» (x )f(x , Ы.(х))+ p>* (x )f  (x , />(x)) , kus F(x) =
(Xx)

= J " * ( x ty)dyf dz=(sin(x+y))/(x+y) (dx+dy).
/----------554. dz=cos(x у )/xy (ydx+xdy). 555» -pc3+sin^x dx+

/---------------------  2 2
♦yy^+sin^y dy. 556. dz=2xze2x yz (2yzdx+xzdy+2xydz).

557. dw=-sin(x2yz)(2xyzdx+x2zdy+x2ydz).
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dw= [(x2 4y2 )dz-2z(xdx+ydy)]/(x2+y2)2 . dw=1 /

/cos2 (x-y+z) (dx-dy+dz). ^6 0 . wx+w +wz=ex+y*('l +y+z).
2 2 2

^ 6 1 .  wx +w +wz = 2xyzex  7  z (yz+ x z+ x y). 5 6 2 . w -2 w + 3 w  =л у z
=sin(xy z ) ( - y 2z+4xyz+3xy2) ,  wx-.2wz=-sin(xy2z )(y2z-2xy2) .  

563« flx “llj :=̂ r 564. dz=|2t [ t 3arctan(t^+t3 )+ (t8+t6)/ 

/(1+(t^+t3) 2)]+3t2 [ ( t 2+'1)arctan(t^+t3)+(t3( t 2+1)2)/ 

/(1+(t5+t3) 2) l jd t .  ££?. dz=-V(A^tVcos2fc (2t/cos t+ 

+t2/cos2t s in  t ) d t . £66. dz= (-1/2t"1/2-6/fc4+3)dt/

/ cos2(3t-/t+3/t2) . 367» dz=1/[l+(1+xlnx)2 |(lnx+1)dx.

568. dz=2dy/(4+y2) .  569« dz=(sin(uv)/v-usin(»yv)+ucos(uv) +
о 2 2+vcos (u/v)) du+(u /v sin(u/v)-u/v sin(uv)+u / V  C0sf'iv) +

2 2 2 2
+UC0S (u/^)dv. 570. dz=2u [(u2-v 2)(u 2+v2) u ”v ” +(u2-v2 '>u +v

2 2 - .
Xln(u2-v2)+(u2+v2) u2- v2 ln ( “2+v2) ^ ü 2+v2)(u 2-v2) u +v *1]  du+ 

+2v [( u2-v2) ( u2+v2) u "v “i1 +(u2-v2)u +v ln (u 2+v2) -  

-(u2+v2) u ”v ln (u2+v2)- (u 2+v2)(u 2-v2) u +v “1]dv .

571. dz= [u(sh2v+ch2v)du+2u2sh.vchvdv]/(u2 (sh2x+ch2x)) •

572. zu+zy=2 u/v2 ln0u-2v)O-u/v)+u2/(v2(3u-2v)).

573» zu+zv=(u-v)/(u2+v2). 22Z» dz=(1-»fx2xy)dx+x2f xdy.

578. dz=(/l+V|/2xy)(ydx+xdy). £22- dz=(y2+1 ) fxdx+

+ [f(xy+x/y)+xy(l-/'/y2) fx]d y . £80. d z = 0 ty e ^ fu+2xfv)dx+ 

+(xexyf u-2 y fv )dy. £81. dz=-(cosxfu+2xy2f v )dx+(1-2x2y fv )dy.
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582.  d»s(2y»3x2f T)dx-K2x-sinyrtt- f T)dy . 5§£. dz= [y/2^X  

X(1+f u) *3x2f v]dx+ [xA2 /5^X1 +f ц) +2yf T] dy. £88. dz=—2/y dx- 

-2Х/У2 dy, d2z=-4/y2 dxdy+4x/y^ dy2 . 589. dz=(1+y)dx+xdy, 

d2z=2dxdy. 590. dz=sin2ydx+xsin(2y)dy,d2z=2sin(2y)dxdy-f 

♦2xcos(2y)dy2. 591.  dz=cos3y  dx-3xcos2y s in  у  dy, 

d2z=-6co82ysinydxdy+3xcoey(2sin2y-coe2y)dy2 . 592.  dz=

=ex<fŷ (cbw-2y d y ), d2z=ex+y^(dx244y dx dy-K2‘*4y^)dy2) .
p 2 593. dz=(y+z )dx+(x+z)dy+(y>*2z)dz, du=2dx dy+4z dx dz+

+2dy dz+2xdz2 . 594. du=cos(5x-3y+9*)(5dx-3dy+9dz),

d2u=-sin(5x-3y+9a) (25dx2-*̂ dy2+81dz2-30dxdy+90dxdz-54dydz).

525* du=-sin(2x+3y-5a*7)(2dx+3dy-5dz), d2aa-coe(2x*3y-5**7X

x(4dx2+9dy2+25dz2+12dxdy-20dxd»-30dydz). 596.  d f(1 ,1,1)=

=dx-dy, d2f (1 ,1 ,1 )=-2(dx-dy)(dy+dz). 597.  d3z=6(dx5-3dx2dy+

+3dxdy24dy3 . 598. d3z=-8(xdx+ydy)3coe(x2+y2)-12(xdx+ydy)x

X(dx2+dy2)s in (x 2+y2) .  599. d3u=l2dxdydz. 600.  d^u=2(dxi*/a^*

♦dyVy^-nixVz3) .  601. d'l°zss-9J(dx4dy)10/(x+y)10. 602. d6z=

=-(dx6- 15dx2dy/>‘+15dx^dy2-dy6 ) с oey chx-2dxdy(3dx*-10dx2dy2+

♦3dy*) s in  у  8b x . 603.  d9u=0. 604.  d®u=(1 +2x-3y+4*)3<

X(2dx-3dy♦4dz)8 . 62^. dl8 u=-coe(2x^y-5*)(2dx+3dy-5dz)18.

606. dl6 u=ein(5x-3y+9**8)(5dx-3dy*9dz)16. 607.  d19u=

=ain(x-4y-6z+7)(dx-4dy-6dz)19. 608. dl 2 u=ax 2̂y“3*44 ln12a x

X(dx+2dy-3*)12. 609. dnzsexp(2x+3y»4)(2dx43dy)n . 610. dnz*
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=exp(x-y+2z)(cbc-dy+2dz)n. 6 1 1 » dw=f * (ydx+xdj), d2w=y2f"d x 2

+2(f" • зсу+f * )dxdy+x2f  " dy2. 612. dw=(1+f »)dx*f »dy, d2*« 

=fM(dx+dy)2. 615. dw=f * (xdx+ydy)/|fc2+y ,̂ d^^Cxdx+ydy)2/ 

/(x2+y2)+f» (ydx-xdy)2/(x2+y2)5/2. 61». dw=f * (yzdx+zxdy* 

+xydz), d2«^ "  (yzdx+zxdy-fxydz)2+2f1 (zdxdy+ydxdz+xdydz).

615. dw=2f* (xdx+ydy+zdz), d^s^f" (xdx+ydy+zdz)2+2f •* 

X(dx24dy2-»dz2) • 616. dw=2f u dx*3fTdy, d2v=4fuudx2+ 

♦I2uvdxdy+9fvvdy2 , kus f= f(u ,v). 612. dw»f u(dx-dy)+

♦fT(dx+dy), d2w^fuu(dx-dy)2+2fuv(dx2-dy2 )+fvv>(dx-Kly)2 .

618. dw=(y+fQ)dx+(x+fa)dy-ffvdz, d2w=fua(dx2+2dxdy+dy2 )-f 

♦2fuv(dx4dy)dS4frv  dz2*dxdy. 619. dw=f a (dx+dy+dz)* 

♦2fv(xdx+ydy-fzdz), d2» ^ au (dx-»dy-*d*)244fav (dx+dy+dz) 

(xdx-»ydy+zdz)-*4fvv(xdx4ydy+zdz)2+2fv (dX2-*dy2 4d*2)»

620» dWaf ĵCdx/y-X/y2 dy) y(dy/%-y/Z2 dz)4dx/z-x/*2 dz, 

A « f au (ydx‘fxdy)2/y4*2 fuT [(ydx+xdy) ( »dywyd«)] / (y2 *2) ♦

♦ fz d y -y d z ) 2/z*-2f ц (ydx-xdy)dy/y3-2fv ( zdy-yd*)di/*3 + 

♦2dz2/«3-1/12 dxdz. 621« dw=2f ü (xdx-fydy)+2fv (ydx+xdy)-*- 

♦2ft  (xdx-ydy), d2w=4faa (xdx+ydy)2« * ^  (ydx*xdy)2*

(xdx-ydy)2+8£цу (xdx*ydy)(ydx+xdy)48fut (x2dx2-y2dy2 )#

♦ 8 f ^  (xdx-ydy) (ydx+xdy) ♦ 2 fQ (dx2-*dy2 ) ♦ 4 f?  dx dy ♦

♦2ffc (dx2-dy2 ) , kue f= f(u ,v ,t ) .  622« Ot«2. 623. Ä c3*



§ з.
6^2 . ex s in  у  = у  + xy ♦ 1/2 x2y -  1/бу3 + 0Cj.

£22» 1 ♦У+У2/2-х2/2+у3/6-х2у/2+ C^. 624. f(x ,y)*x+ y- 

-1/2(x+y)2+1/5(x+y)3 +oc^. 6^5 . у+ху+1/2(-у2 )-И/Зу5-1/2ху2+ 

+1/2x2y+oc5 . £56. х-ху2+о^. 6^2. y3-  0^ .  638. x2+y2+ 0^.

639. 1 + 4x - Ay-1/2 Дх Ду + 4^+1/3 dx Ду2-  Ay3* « j .

640. 1+ (4x- Лу)+1 /2( Дх- Ду)2+1/3( 4 х -  Ду)3+ ос .̂

641. д х+ Ду-1 /2 ( Д х2+ Ду2 )+1/3( Д х^+ Ду^)+ о^.

642. -  п Л  х+ 5гД х Ду+ л:3/6 Дх3-  л:Д х Лу2 + ос^, 643. sinxy ^

~ ху. 644. cosxy я>1. 645. cosx/cosy *И-1/2(х2-у 2) .

646. *  Jt/4+1/2(x-y)-1/4(x2-y2) .  6fj£. 0 ,3 e . 648. 7 ,5 .

649. 0,1 JT. 6^0. 0 . 6 51 . (e+e“1 )0 ,2 . 652. 2,005. 655. 8 ,21 . 

654. 2,045. 6^ .  5,002. 656. 0 , 005. j^Z . 1 ,08 . 6^8 . 0 ,94 . 

659. 0 , 888. 660. 0,7539. 661. 4 ,24 . 662. 257 , 40tf.

663. 1,0542. Vaadelda funktsiooni f(x,y,z)=ac2/ (\ fj nJ?5>•

664. 0,00875. 66£. z-1=2(x-2)+2(y+1), n= (2 ,2 ,-1 ).

666. z= л/4-1/2(х-у), n = (-1 ,1 ,-2 ). 662. 2x+4y—z-5=0, 

n = (2 ,4 ,-1 ). 668. Ei o le ,, se s t z pole d if  erentseeruv s e lle s

punktis. 669. Puutujatasand e k s is te e r ib . Kasutada teoreemi 
1, lk .  108, ja  seost x/ ĵc  ̂+y2 =0(\ f y ) . 670. E ksisteerib .

Ei e k s is te e r i .  672. z-J = 4 (x -2 ) - 2 ( y - 1 ) .

630« 0£a—‘1 . 65̂  . Oc=0«
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Ш *  * * -  Х/2 ♦ у/2 -  9 V5/2. &&. <*0-0/6,1/3,5/36).

SZ5* ^**<о,о#о ).
I I I  peatükk 

8 1.
« 2 *  ^ * ^2кл » 681. Xejl2kJr 9 ka?1 ,f2| ..«|«

68g. Х-(-оо.оо). 68J. X»{(2k*1)f, kaOa?1 v72v. . .^ .
68». 1) Lõpmata p a lju  2) Sake, 3) Üka, 4) Kaka. 685,  y*x*
•fineIn x . 686. у«3х» У=-х. 687.  ye^x-HUPcee* х .
688.  y**//l«x^. 689. y » ln  3/ln 6 -х . 690.  J a a 9 ja a .  691,  Jaa.
ja a . 6^2. B i, «1 . 6 2 i. J a a , e i .  694. Jaa, ja a .  695. S l ,  e i .

696. y**(ey+y/x)/(xe7+lnx). 697.  y '* (x+ y)/ (*-y ). 628. y ' «
«у/x (y2-2x2lny)/(x2-2y2ln x ) . 622* y*aeiny/
/ (xcoay+einy-2ain2y). 700.  y'= (ex“y-1 )/ (ex -y+1) ,  y"=
=4ex"y(6x- y+1 J“3 . 201. y»=(x+y)/(x-y),y«e2(x2+y2)/ (x -y )5 .
202. y , =ac"2y2a (x )/ a (y ), ywary2 [yäCx)-2(x-y)a(x)a(y)-xa2(y)]x*
Xx^a'^Cy), kus a ( t ) s 1 - ln t .  703. y**1/(1-ein1 -cosy),
y"=- sin1 s in y  /(1-sin1* cosy)3 . 704. y*(P0>=2. 705. у"(Р0)*

=0. 206. y"*(P0)=1/3. 22Z* fC x)= -^ / (2-x) , g(x)a|^?/(2-x),
f» (1 )=-2t g 'Q ) «2. 208. f*(0)= -1, g '(0 )= 1 . 222* f(x)=
=-х[/(1+хУ(1-х), g (x )s - f (x ) , df(0)=-dx, dg(0)=dx. 7Ю. *=
=ln s in (x2+y2+1 )+y-x. 711. *=y+2x, z=y-2x.
712. z=ln(x2ey+1 )/(1п5+1\ 713. z =-y-^y2- ln (xy2* ) ,  z=-y+
♦ ^ - ln C x y ^ ) . 2H* E1* 715. B i. 716.  J a a , e i .  717. zx=-1
*y=-y/(x+z). ?18 . z^a-sinx cosy exp (-z ), zy=-cosx sinyx
xexp(-z). 212* *x=(23-yz(x+ z))/(s2(x+z)in(x+z)+z3+xy+xy(x-»-z)9
2 =xz(x+z)/^2(x ‘»-z)ln(x+z)+z3+xy+xy(x+z)]. 220* ®x=>*cos'’ 2(xy)x
f - z 2 , z =-xc os*”2 ( x y ) ^ T 2 . 2S 1- d z =-( sin2xdx+e in2ydy)/

У

27
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/ein2x . 722.  ds < > % . T23. d*=(xdx+ydy)/(1-»). 22b  d*"

*1/3(dx+2dy), «x+ V ** '221*  ds-3/0-2m )X  
xCxdx+ydy), *х+ву«г(х4у)/ < 1-г»), »^-ву-гСх-у)/ (1- г » ) .

226. «зд^Ч*2-»*2)/«5, lyy»^*2-*̂ 2)/*5. 

Z2Z* « ^ с п -* ) 2-»*2) ^ - « ) * ,  « ^ -(c 1-* )2«*2 )/

/ (1 - s )5 .  Z28. A ^ * 2-* 2 )2 , Ijjy^Te/Ca^-y2) 2, 

• у у ^ щ / С х 2- ^ ) 2 .  2 a *  4 x " ° »  Ъ у ^ т у " 6 ^  a-x)/ooe(*-x|x 

> ^coe(»-x)/(eln(2*-2x)< **e)J2 . 730« d2*—2/5 dx2-2/5 dxdy- 

- 594/125 dy2 . 2 2 . .  ^ » - ^ ♦ ž t a d y .  2 J2 . • ш ^ м -?» 2 ( и ) *

+г*? ( М ) ' V 7 - ^ - ?*2(T" >̂ * 3(7' , ) - S ^ S ^ c=Vxx-
=_ey+I-2«+2ey»2l-JX ( ■.

733. Х+У+*=3, х=ув*. 221* 6х43у+2*=18, х=2у-3=3в-6.

735. 5x+y+11*=18, (x+ 1)/5*y-W *-2 )/11 . 736« х+у+3*=9,

х—1 =у-2=(*-2)/3 • 737.  х+2у=4, Гх-2=у^-1
|_z=0 .

I  2 .
743. У=—1п|х|, z m  IхI вх « 744«. у=1п2х-1п(1-вх ) , 

*=х(вх+1)/(1-«х ) ,  745« y=ocarccot х3 , *«х a rc tan  х^ .

746« a=8in2(x+y), ▼=сов2(х+у)« 747. и=сое2 (х/ 2 -у ), 

т=в1п2(х / 2 -у ).  748. а=1п(х?у), т=1п(х±у). 749. У*=-2« i '= 4 . 

252. у'= о, *'=>-1. 251* у* — Л/8, *•= л/8 . 252. тх=3/5, 

▼у*1/?» Оу=-3/5. 252* U jrV 8* 0y=V8, vxs -i/ 8 ,

▼у- -1/8« 25£* «x=uy a0» ▼xrt1/2» V ю ‘ 255* у '=7/15»
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7" »-ЯГ45, **»V3» *- —V 9 . 2SŠ* 7*»** 7* —V 5 , Ж*«0,

Я" =4/5. 25Z- 7**0, 7я *3/4, *•—1 # *» —3/4. 25e . dr=dx, 

du»-dx+2dyf d2v»-dx2+2dxdy42dy2 , d2n=dx -̂Mklxdy-2dy2 .

759. daadx-f(1-elit1)d7f drsslaldy, d2e=-d2T*2(ein1-coe1)dxdy*- 

+fsin2 -2coe1)dy2. 760. y=ainx/ /1-сввх, n f l - tM x ,  

ух=( sc oei-ys inx)/ ( i 2-^2) , *х“(-м1лх+усовх)/(* V * > .

761. da»-((ay+T)dy+ttdbc)/(j2+x)t dT»-((jr-xa)dy+4ydx)/(y2^x).

в 3.
762. ds*1/2(xdx4ydy) • 763. d»*(xdx-ydy)/*. 764. de*

*3/2 [<x2-y)dx^xdy]. 765. d** y*"(xdx-ydy) 766. d i^ / (x24y2) 

(-ydx+xdy). 767. ds«xdx+ydy. 766. d*a2(xdx+ydy). 769. da* 

o*"e J^(Tco8v-aBinv)dx+(acoev-fTeinT)4yj. 770. dEe2(xdx*ydy) . 

771. ^=3/2, Sy=-1/2. 2Z2- d*=dy. 222* в^уИбху*“3 , Жууа 

a-lüc2*"5, «^»-бАуЯ^С^^гх2) , ■yxy-64X5s ’5(X2*2j2 ) .

2Z4. •уу*1бху/(х24у2)2 , ^ ( Л х 2) / ^ ) 2 ,

«1 буСЗх2-*2 )/ ( x V ) 3 f « y ^ —1 бхСЗу2- ! 2)/ (x2-**2)3 .

222* V е2’ W r V x 20, 2Z§* «xx^y2-1 ^ * 3 -
222* d2**2/ ^ ^ )  (xydx2Hx2-y2 )dxdy-*x2dy2) .  778.  d**Of

d2*H/2(dx2-dy2) . 222* t3X42i Г»**+2, 780.-6x+2y+«а-в. x-3=
\уЮ.

6i«46. 761. 3x+3y-*-lOt x-2=y-2=6-3».
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8 4 .
z§2. y£t +y=0. 2§ž« 7t t +y=0 .

222. 2§§* y t t +7=°* 2§Z. yt t t “5ytt♦2y£“6y=

=o. 2§8. y t t +y=0* z§2* t ‘^ t ^y=o. 222* t 2. y£t +2*7^ 2 . •

221 . y£-t=o. 222. y£+t-i=o. 221* у « * 0 , Z2Ž* ^ " ^ y 30*

795. х ^ 7=Л. 22§. x ^ *x (x £ )5-0 . 22Z* x-xJy-^ C x.)2^ .

798. Х(^ « 0. 222* u£t -(a*3 )u ^ 2u»0. 800. u£t =0. 801. uj!t +
7

+8u(u£)3=0. 802. t5ag t̂ -f(3 t4 l)a ^ t +a^=0 . 803. u£t =oh~5t .  

804. u£-u=0. 82g. u£t -u*«u. 806. w=r2/^r,2+r2 . 807. w=r*/r. 

808. w*(r2+r,2 ) ^ 2/| r 2+sr,2-rx"| • 809. un- 2ru*4<x2- 1 )tt*0. 

810. ан- 2ха, +(х2- 2)ця0. 8 11 . »»"einx+u^coexCI-einx)* 

♦ttC ain^CI-einxJ^coe^)^. 812. Tg+a^M^ht. 813. .

814. Uĝ -O. 815. Ugt =0. 816.  Og-O. 817. xa^-asO. 818 . nж1» 

*2t/ (t24x2>û . 819. №0^ . 820. »»гиуСовгф -a,p ein2vp.

821. wcr2^ .  822. w=u^ . 823. Ug+^-e^ht. 824. цв= ^ .

8g£. Oat"0 ,  — • S t * 0 , 827» tt8t Äl',2 e ‘ af  — * V *V 2,

822. et =4/t, (a2« )/ (B 24 ) .  820. » вв=0. 821. *вв=1/2.

852. w8=0. 833. wx-0 . 834. »t =0. 835. 836. 1^=0.

£2Z* “гг*1/ 1  V ^ / r2 V p - 0 » 8J 8. 7 2a*(ap)2-»-(tte)2/r2-f
♦(af  )2/ (r2 ein2 0 ) .  839. Vusu^-t^Oj/r+a^ /r^+u,^ / 

/(r2ein20 ctg® /г.
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I 5 .
8f£ . (0 ,0 ) ,  ( - 5/3 , 0 ) ,  ( - 1 » .2 ) ,  ( - 1 , - 2 ) .  8 4 1 .  (1/2,—1)• 

842» (0 ,0 ) .  845. (-2/3,-2/3), *=>-1t У*-1. 844. (л / б , Л/6 ) .  

645. ( - 2 , 0 ) , ( 16/7 , 0 ) (kumbkl punkt on k r i i t i l in e  f(x ,y )  ühe 

haru jaoks). 846. min z=z(0,1)=0. 847. Eketreesum puudub.

848. min z=z(1,0)=-2. 849. max z=z(0,0)=1. 850. max z= 

я*(0,0)=10. 851 > min z=z(1,1)=-1. 852. SketreemuB puudub.

853. max z=e"1?=*(1,3 ) , min *~-26exp(-1/52)=z(-1/26,-3/26).

854. min z=z(1 ,-2)=Ю. 855. min z=z(1/|f2e, 1/ |/2e) = 

■ s(-V ^2e,-V /2i)—V 2 e # max *=*(1//2е,-1/ /2ё)=*(-1/ 2e,

=z(—1 / 2е,1/ 2e)=1/2e. 856. max z=6, min z=>-2, kui x=1 ,y=-1 •

857. sin z=(4+^)/6=z(-(1 + 1/бУз) »2/3), max z=(4-^6)/6=

= * ((^ )/ 3 ,2 / 3 ). 858. min z=z(2 Л/3,2 Я/3)=-3/3/8, sax z=

=z( JT/3, Л/3) =3/5/8. 852. min u=>-14=u( -1 ,-2 ,3 )  • 860. sin  tt=

=4=u(1/2,1,1 ) .  861. max u=1 =u(1, 1 , 1 ) ,  mitterange eketreesus,

kui y*0, xAO, z=0, x+2y+3z/7 . 862. min u*u(0,0,0)=0. Uurida

vahe u(P)-u(PQ) märkl. 863. max *=z(-1,0)*s(1,0)=3, 
min z=z(0,-1) =z(0,1) =1. 864. max z=z(1,2)=l7, min *=

=z(1,0)=-3* 865. min z=z(0,0)=0, max z=z(0,+1)=3/e.

866. max z=z( Л/3, n/3)=3/2|fT, min z=z(0f0)>0. 862* max **

=z(0,-3)=z(-3,0)=6, min z=z(-1 ,-1  )=-1. 868. max z=

=z(-2,4)=z(2,4)=32, min z=z(0,0)=0. 869. max z=z(2,0)=
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=2, a iazsO  kõikides D punktides, kas või хИ .

870. шах u=u(^/2,^/2,1)-|£*1, ain u=u(-|Е/2,-<2/2,1 )= 

« 1 - ^ .  871. Ю,Ю,Ю. 872, 3 .3 ,3 .3 .  873. Ксщр küljega 

d=2^3/3*R. 874. Kuup. 875. Riattahuka kõrgus võrdub 1/3 

koonuse kõrgusest. 876. 7I& 8. 877. Võrdhaarne. 878. Võrd- 

külgne kolanurk. 879. Võrdkülgne kolanurk. 880. Võrdkülgna 

kolanurk. 881. Risttahuka aõõtaed on 2a//J, 2b/̂ 5", 2o/|fJ, 

kus a,b ,c  on e l l ip s i  pooltelgede pikkused. 882. Kolanurga 

küljed on p/2t 3»/4, 3p/4.

« 6.
884. r e l  ain *«*(2|т б|)*1б^. 885. r e l  max *=*(0,0)=<1.

886. r e l  max *=*(-1,1)*2, r e l  ain *=*(1,1)=-2.

887. r e l  ain z=z(0,* Гл)=0. 888. r e l  max *=*(1/2,1/2)=e1/4. 

889. r e l  a in  ***(1,1 )*2. 890.  r e l  aax *=*(2,2)=*(-2,-2)я4, 

r e l  ain *= *(-2,2)»*(2,-2)e-4. 891. r e l  ain z=z(0,0)=0.

892. r e l  ain *»*(-2*-2)*-1, r e l  aax z*=*(2,2)=1. 893. S ta t­

sionaarsed punktid хя-Л/2 arctan 2+ЛП/2, у=х+т^4, n= 0,ll, . . .  . 

894.  r e l  a ia  ***(0,1 )*C. 895.  r e l  max *з*( л/3, *V6)* »V6, 

vähia väärtus 0« 896» r e l  aax *ez(V5,3/5)=H , r e l  ain z= 

-* ( -V 5 ,-3 / 5 ) - i .  822. *•* ■*» •» • ( -3 / p J ,-« / ^ 3 )—/13 /6, 

r e l  « а  * « i(3/ ^ J. 8 2 .  r e l  aax *«*(18/13,

12/13>-ЭбЛЗ. 899. n l  a ia  вая(12,12,12)=36. 229- r e l  mln u»
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re 1 вах w»u(1,-^ ,2)a0. ЭСЛ. re l пах u= 

■o(*4,0,Q)*4# r e l  Hin a«aCO.O.e2)w». .902. re l  пах u»

*и(2,4,6)*32*63• 22J. r e l  aax и*и(5/5,5/3,5/3)*12У27.

90». Bketreeaoald paodovad. 905. r e l  шах и»и(тг/3,я/з,л/з)* 

=1/8. 206. Relatiivne aaksimua, koi 2 neat a ja t võrduvad 4/3 

ja kolmas 7/3, r a l них 0*112/27. Relatiivne и11п1шш, koi 

kaka auutujat võrdavad 2 ja  коlaas võrdub 1 , r a i  Hin а »4* 

907» re l них а«(1243|^2)/7, 111,1 «*(12-3l^)/7» 908. a ) B»> 

r i l ik a le  ekstreeaualle taandades r e l нах, kui *и-1 ja  

7 Bin У“-2, r e l нах вя2, r e l Bla, koi x»1 ja  у e in  y=2, 

r e l nin aa-2. b) S a ith i aeetodil liaake eelnevale r e la t i iv ­

sed aaksimaaid, kai

ja  (4k+1) jr/2<y<r(2kVI) või -(2k*1)*t <-y<-(4k*1) я/2, 

ning re la tiivn e  maksimum kobal(0 ,0 ) . Relatiivsed ailn lauatd.

ja  л/2 <|y|<Jr või (4k-1) Jt/2 <y<2kJt v õ i - 2 k J t < y <  

<£-(4k-1) я/2. Märkusi Igas у auutuaispilrkonna easpoolaftr- 

gitud va he a i к as on para jasti üks tin g lik  ekstreeaou

902. (21/13,2 ,63/26). 220. (V  5 ,3/^5) ja  (-4/^5),-*//5).
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221» Koop* 912» Капр. 913. Tetreeeder. 914« Miniaaaln* 

pindala on зУЗаЪ, kue a ( Ъ on a l l lp a i  pooltolgoda plkkoaod.
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