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EESSONA

Kaesolev véaljaanne sisaldab naiteid ja llesandeid mate-
maatilise analuisi alalt mitme muutuja funktsioonide dife-
rentsiaalarvutuse ulatuses ja on mdeldud matemaatilise ana-
liusi praktikumi l&biviimiseks prof. G.Kangro opiku  "Mate-
maatiline analuis™ 11 (Tallinn, 1968) jargi TRU Matemaatika-
teaduskonna ja Fulsika-Keemiateaduskonna flisikaosakonna
esimestel kursustel kevadsemestril.

Ulesannete kogu igas osas on antud lilhike teoreetiline
sissejuhatus, kus on dra toodud p6hilised mbisted, valemid
ja teoreemid, mida l&heb vaja vastava osa ulesannete lahen-
damisel. Samuti on toodud rohkesti naiteid tiupiliste lahen-
dusvotete rakendamise kohta. See teeb llesannete kogu kaunis
s6ltumatuks matemaatilise analulsi kursuse Opikutest ja voi-
maldab praktikumi materjali kasutada ka iseseisvalt Oppijail,
ilesannete kogu on sobiv kasutamiseks ka teistes ENSV  kor-
gemates Oppeasutustes, kus matemaatilise analliisi program-
old on véaiksema ulatusega.

Koigile arvutusilesannetele on antud vastused. Tarnike-
sega (*) margitud Ulesannetele on vastustes antud kas lahen-
dust pbhjendav méarkus, juhised lahendamiseks v0i on dra too-
dud lahenduse pdhiosa.



Kasikirja asjaliku retsenseerimise eest on autorid véga
ténulikud oma endisele Opetajale dotsent Jakob  Gabovitsile.
Samuti avaldavad autorid suurt tanu matemaatilise analulsi
kateedri laborandile Kersti Kolgile hoolika t66 eest Kkéasi-
kirja vormistamisel Ja Lembit Talpsepale llesannete vastuste

-osa koostamise eest.



I.MITME MUUTUJA FUNKTSITOONID

81. Kahe muutuja funktsioonid.

Olgu D mingi arvupaaride (x,y) hulk. Geomeetriliselt
kujutab hulk D endast punktide P = (X,y) hulka xy-tasandil
(vt. Joon. 1).

Kahe muutuja funktsiooni definitsioon. Kui igale arvu-
paarile (X,y) ehk punktile P =(X,y) hulgast D on seatud vas-
tavusse mingi arv z, siis oeldakse, et suurus z on kahe muu-
tuja x Ja yehk punkti P = (x,y) funktsioon Ja Kkirjutatakse

z = T(x,y) voi z = f(P).
Seejuures arvu z nimetatakse funktsiooni f vaartuseks, hul-
ka D Ja hulka Z = {zj vastavalt funktsiooni f maaramis- Ja
muutumlspiirkonnaks.

Kui arv z on lheselt mdaratud iga paari (x,y)€D korral,

siis funktsiooni f nimetatakse Uheseks, vastasel Juhul mit-

\
meseks.

Vastavalt definitsioonile on funktsioon f antud, kui on

teada:
a) funktsiooni f maaramispiirkond D, *

b) vastavuse eeskiri z = f(x,y).
Kui vastavuse eeskiri z = f(x,y) juba madarab D, siis

viimast eraldi enam ei anta. Naiteks, kui vastavuse eeski-



ri on antod analuitilise valemiga z = f(P) ja maaramispiix*-
kond D ei ole ette antud, siis D all mdistetakse k&igi nen-
de punktide P hulka, mille korral antud valemil 01 @ote,

s.t. valem maddrab reaalse vaartuse z.

Joon. 1 Joon. 2

Graafiku definitsioon« Arvukolmikute (X,y,z) ehk
punktide Q = (X,y,z) hulka, kus z = f(P) ja P s (xwy) @D,
nimetatakse funktsiooni z = f(x,y) graafikuks.

Geomeetriliselt kujutab graafik endast pinda Xyz-
ruumis (vt. joon* 2).

Eaks funktsiooni z = f(x,y) ja z = g(x,y) osutavad
samadeks funktsioonideks, kui neil mdlemal on ks ja see-
sama maaramispiirkond D ning samad vastavuse eeskirjad,
s.t. nende graafikud langevad kokku.

Olgu E?0 mingi arv. Punkti PO = (x0,y0) E-Umbru-
seks nimetatakse k&igi punktide P * (x,y) hulka, mille
kaugused punktist PO on vaiksemad kui c, s.o.



Geomeetriliselt punkti PQ t-Umbrus kujutab endast ringi
raadiusega t, mille keskpunkt on PQ ise.

Punkti PQ nimetatakse hulga d sisepunktiks, kui po
kuulub hulka D koos oma mingi fc-Umbrusega, ja ra-japunk-
tiks. kui PQ igas t-Umbruses leidub nii hulga D punkte
kui ka punkte, mis ei kuulu hulka D. K&igi hulga D rajapunk-
tide hulka nimetatakse hulga D rajajooneks ehk rajaks.Hul-
ka D nimetatakse lahtiseks, kui kdik tema punktid on sise-
punktid, ja kinniseks, kui hulka D kuuluvad ka kdik  tema
rajapunktid.

Naide 1. Leida ja joonistada funktsiooni

maaramispiirkond D.
Lahend && Funktsiooni avaldisest ndeme, et z on mdara-
tud, kui
(x2 ¢ y2 - 1)(4 - x2 - y2)~0.
Viimane tingimus on samavaarne tingimustega

Esimesest slisteemist saame

kust
I1"x2 & y2n4



Teisel sisteemil ei ole lahendeid.
Seega antud funktsiooni mddramispiirkond on hulk

D = {(x,y): 1,Ex2+y2s£4}.
Ma&ramispiirkonna D raja moodustavad j’ontsentrilised

ringjooned
X2 +y2 =1, X2 +y2 =4

keskpunktidega punktis (0,0) ja raadiustega vastavalt 1 ja
2. Nagu naeme,raja kuulab hulka D ning seega D on  Kkinnine
haik. Nudd vdime joonistada madramispiirkonna D (vt.joon.3).

Antud llesande vdib lahendada ka jargmiselt. Téhis-
tame

u=x2+y2,
siis D médramiseks saame a suhtes ruutvlrratuse
u-1DE-wnro,
kust
1 Mu«d.

Niid, arvestades u tdhendust, saeme jallegi sama madramis-

piirkonna D.
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Haide 2. Leida ja joonistada funktsiooni

maaramispiirkond D.
Lahendus_. Funktsiooni avaldisest ndeme, et z on maa-

ratud, Kkui

¥2 ty2-150,

4 - x* - y*
mis on samavaarne voOrratusega

(x2 +y2 - 1)(4 - x2 - y2)>0.
Analoogiliselt nditele 1 saame
D = {(X,y):"1<x2 + y2<4-j*

Naeme, et madramispiirkonna D raja moodustavad ringjooned

X2 +y2 =1, x2 +y2 =4
ei kuulu hulka D ning seega D on lahtine hulk. Sellepérast
piirkonna D joonistamisel kujutame raja punktiiriga (vt.
joon. 4-).
Naide 3. Leida ja joonistada funktsiooni

z = arcsin
madramispiirkond D.
LahendussiPeab kehtima tingimus

-1

« o *l.

Jarelikult mdaramispiirkond D on mddratud sisteemiga

- 11Mx]
X AO.
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Seega vOime kirjutada, et

D s {(x,y)s ly - 1] <Ix]|, x A o}.
Madramispiirkonna D joonistamiseks teisendame  silistee

kujule
X1y -1 =l
x A0
ehk n
fl - |x|< + M
| X AO.
Edasi peame vaatama eraldi pooltasandeid x>0 ja
x <0.
Kui x>0, silis
1-x + X.

Nagu néeme, asetsevad maaramispiirkonna punktid (x,7) vaa-
deldaval pooltasandil x>0 sirgete
7=1-x, 7=1 +x
vahel, mis moodustavad nurga tipuga punktis (0,1).
Kui x<0, siis
1 +x«7™1 - X.
Naeme, et madramispiirkonna punktid (x,7) ka pooltasandil
x<0 asetsevad samade sirgete
7=1 +x, 7=1 -X
vahel.
Seega need sirged moodustavad madramispiirkonna raja.
Et x A0, siis tipp (0,1), mis on sirgete l8ikepunkt ja
seega ka hulga D rajapunkt, ei kuulu maaramispiirkonda D.

Jarelikult D ei ole kinnine hulk. Et Ulejaanud rajapunktid
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kuuluvad mé&dramispiirkonda
D, siis D ei ole ka lahtine
hulk.

NiGd vGime joonistada
madramispiirkonna D (vt*

joon. 5).

Ulesanded.

Joonistada kinnised piirkonnad,-mis on piiratud jarg-
miste joontega.
1. y-= XP, X = )9
2. y=sin x, y=-X, y= In(x/JT)
3. V=2 x=(/1- y, x¢y+1=0

Leida jargmiste piirkondade rajajooned, joonistada
need piirkonnad ning teha kindlaks, millised neist on kin-

nised ja millised on lahtised piirkonnad.

4. X2 + 4y2<4 7. %2 - 4y2n4
5* 0ssy<x 8. 4x2 - y2<4
6. x°< V<. X 9. 0<In(xy)<l, x2 + y2<4

10. y25"X5/(2 - x), x2 + y2~ X
Leida jargmiste funktsioonide mdaramispiirkonnad
joonistada need. Maarata, millised neist on kinnised Ja

millised on lahtised hulgad.
11. z = x + fy~ 13. z
12. 2=(4 - x2 - § 14. z

In(4 - x2 - y2)
In(x +vy)
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15*z = 1a(x +y) +1/In x 18. z=/1 - x2+[N1 ~Y
16.z =3 +7-(x - y)2 19. z=/1 - x» +/¥Y2
17ez *x + e + arccos y

20. z = (X2 +y2 - a2)(2a2 - x2 - y»), kus a?*0

21, z = n 23. z = In(x2 +y) + sinx

22. 2z

N (X2 +y)2 24. z = In(1 ¢ x)/In(1 +vy)
.o b-* -/ »in(i. -
26. z=/4-X2-3 +-—-53 — -
InCx +y2 - 2)
27. z = ysin X 30. z = MinCx2 + y2)

28. z = cos(x2 +y2 -3 31* z =
( y ) Ay - IT
29. z = jYi cos(x2 + y2) 32* z = arcsin 2
33. z = arccos — -— ¢ arctan--—--— 7.,
X+y 1+7 +vy
3. z=-51_5_ arccot - —X* S
X o+ yn 1 - 2sr - 4y»
35» z = MNarcsin Y 36. z ="sinsAX sin sy~
37* z =73Innz sinJsty+ ~ “Ix- ¢ /16 - (y - 4)2

38. z = log]cosjr(x + y) asHx- y)J

59<S=taxy - y"-"b *7T12)2
N2 - WY+ aaxl -y M

Millistes jargmistes paarides on samad funktsioonid

40. z

ja millistes erinevad ?
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41. f(x,y) = In x + Iny; g(x,y) - In(xy)
42. T(x,y) = iRy; 9(x.y) = N
43. f(x,y)

- 2; g(x,y) = xy

4. T(GY) - N2%F» BOOYS = A

45. f(*,y) = In(x21lyD; 9(x,y) = 2in(Ix] M)
46. f(x,y) = InCx2"); g(x,y) =4In(Ix] lyD
47. F(x,y) = In(x2y); 9(x,y) = 2In(Ixi A)
48. f(x,y) = [Isin(xy)] ; 9(x,y) = ebl BH X

49+, f(x,y) = xy; g(x,y) = eM13* Isgn(xy)

Maarata maaramispiirkonnad D nlit et vastavustega
antud funktsioonide paarid koosneksid samadest funktsioo-
nidest.

50. f(x,y) = Inx2 + Iny; g(x,y) =2Inx + Iny

51. f(x,y) =fx fji g(x,y) = /xy"

52. f(x,y)

cos /xy; s(x»y) = eln 008

53. f(x,y) = xy exey; g(X,y) =Xy exy
Kui funktsiooni z = f(u,v) korral on

fu = 9(x,y)
\v * h(x,y),
kus (x,y)€ D, siis kirjutatakse
z s T(g(x,y)t h(x,y)) rP(x.y)
ja oOeldakse, et z on liitfunktsioon P muutujate x,y suhtes,

piirkond D on tema maaramispiirkond ja funktsioonid f,g,h

tema koostisosad.
-15-



Nagu néemej on funktsiooni f madramispiirkonnaks piir
kond E =](u,v): U6U, v~v}, kus U ja V on vastavalt
funktsioonide g ja h muutumispiirkonnad.

Arvutada jargmiste funktsioonide f vaartused antud

punktides A B ja C.
54. f(x,y) = A= (2,1), B = (2,-5), C= (-1,8)

55# f(x,y) = xy ¢ A= (0,1), B= (1,-1), C= 6]j,3)

56. f(x,y) = §f*, A= (1.2), B= (-3,5), C= (& 1)

57. fOy) = 221 ¢ V2"l A= (2,2); B= (1,2), C= (2,1)
58. TO<y) = expsin(x ¢ y); A= (0,0); B* (™4p)S Cs(f»f)
59. = ggtgfc — 1 * (0,1)* B * (1*0)i

c=(4£1,-R)

«e *<*7) =g ggh :& i = p.»),

«o «**>*gsafrjfl»* —c.» *— (4 My "
0.(1i"NJ3; a~d)
62.TC<Y) = w;
= x y, A= (0,1), B= (2,3), C= (-1,1)
\v = X- Yy
63. T(x,y) = In(uv);
1= sin x A =(f,0), B=(- 8,J1), c= (3P, £)
'V = cos vy,

-1B»



64-. f(x,y) = In(uv)
u = tan x
{7 =tany *-<*.»)e »-(f.3D).
65* f(xty) = In(u + V)
{u= e”sln2! "

L Xl 17 (5.3). B= @), C=

\

66. Leida f(y,x)t f(-x,-y), f(Vx,1/y) ja VFf(x,y),

kui f(x,y) * W

67. Leida f(1,1/y) ja f(/y,1/x), kui f(x,y) = x + ~.
Leida funktsiooni f vdartused kdvera Cpunktides.
68. f(x,y) s 1 +x -y, Con parabool y= x2

69. f(x,y) =" c = {(x,y): x2 +y2 = a2}

70. f(x,y) = arcsin cs N+ D2 =

71. Leida f(x), kui f(y/x) = /x2 + y™/yf kus y~0.
72. Leida f(x,y), kui f(x +vy, X - y) =xy +y2.
73. Leida f(xty), kui f(x ¢y, y/x) =x2 -y2.
Leida funktsioonid f ja z, kui

4. *(x,y) = f( /x- 1) + N'ja *(x,1) =X

75* z(xty) = IXIf(y/x) ja *(1y) =/1 +y2

76. *(x,y) =x +y+ f(x - y) ja *(x,0) = x2

-17-



82. Mitme muutuja funktsioonid»

Ststeemi (X,Y¥,Z,..-.,t), mis koosneb m reaalarvust
X,Y¥,Z,...,t, nimetatakse m-m&dtmeliseks ehk m-dimensio-
naalseks punktiks ja kirjutatakse

P = (x,y,z2,...,t) ehk P = (X,y»z,...)»
Arve xty,z,...,t nimetatakse punkti P koordinaatideks,
seejuures arvu x punkti P esimeseks koordinaadiks, arvu y
punkti P teiseks koordinaadiks jne., 10puks, arvu t nime-
tatakse punkti P viimaseks ehk m-ndaks koordinaadiks.

Punkti 0 = (0,0,...,0) nimetatakse nullpunktiks. Punk-
te PA ja Pg nimetatakse vdrdseiks ja kirjutatakse Pj = P2,
kui nende vastavad koordinaadid on vordsed.

Koigi voimalike m-mdotmeliste punktide P hulka nime-
tatakse m-m6dtmeliseks ehk UFdImenslonaalseks  Eukleidi-
liseks ruumiks Rm, kui selles hulgas iga kahe punkti

pr = YN, ot ja P2 = (X2 ,y2»eeen 2N
vaheline kaugus d(P" ,P2) = P33 on defineeritud vordu-
sega
d(P1tP2) = /02 - xM)2 + (y2 - YD2 ¢...+ (2 - LL)2.

Ruumis Rm kaugus d tdidab identsuse, summeetria ja
kolmnurga aksioome, s.o.

1= d(P/j ,P2) = 0 parajasti siis, kui =p t

2« d(P1#P2) = d(P2,F/j),

3= d(P1tP2) « dCPA,?™) + d(P5,P2)
ruumi Rm iga punkti P~, P2 ja P™ korral.

-18-



Olgu  t:>0 mingi arv. Punkti POe Rm Umbruseks ehk
Ccimbruseks nimetatakse kdigi punktide Pefim hulka, mis
taidavad tingimust
d(Pe,P)<t,
s.0. hulka
{Ps PRm, d(Pe,P)<*} e
Olgu ECRm mingi punktide hulk ruumis Rm. ©eldakse,
et punkt PO on hulga E
sisepunkt. kui punkt PO kuulub hulka E koos mingi
oma (-Umbrusega;
ra.japunkt. kui punkti PO igas t-limbruses leidub nii
hulga E punkte, kui ka punkte, mis el kuulu hulka E;
valispunkt, kui punktil PO leidub t-lmbrus, mis ei
sisalda thtegi hulga E punkti*
Hulga E k&igi rajapunktide hulka nimetatakse hulga
E ra.japinnaks ehk rajaks, deldakse, et hulk E on lahtine,
kui tema kdik punktid on sisepunktid, ja kinnine, kui
hulka E kuuluvad ka kdik tema rajapunktid.
Hulka E nimetatakse tdkestatud hulgaks, kui leidub
arv 1I>0» et iga punkti P«E korral on
d(0,P) « L
Tokestatud hulga E diameetriks nimetatakse arvu
diamE :P?%%E(P,Q).

Jéarelikult kinnise tokestatud hulga E diameetriks on suu-
rim kaugus tema kahe punkti vahel, s.o*
diam E = max d(P,Q).
P,Q cE( )

-19-



Rutmis R® punktide P = (X,y,X,**e) halka, kus koordi

naadid X,y,z,... on lhe parameetri t funktsioonid, s.o.
"X = x(t)
X_jw
z=*1

kus t€ [ocfp] , nimetatakse jooneks ehk kdveraks.
Kui funktsioonid (1) on pidevad t funktsioonid Idigus
» siis joont (1) nimetatakse pidevaks  jooneke.
Erijuhul, kui funktsioonid 0) on lineaarsed t funktsioo-
nid, 8.0.
x =at +b

*y=ct ¢d 16 [«,

siis joont (1) nimetatakse sirgldiguks.

Hulka E nimetatakse sidusaks, kui hulgas E iga kahte
punkti saab thendada hulka E kuuluva pideva joonega.

Olgu E mingi punktide hulk mitmemddtmelises Eukleidi-
lises ruumis Rm.

Mitme muutuja funktsiooni definitsioon. Kui igal#
punktile P = (x,y,z,...) hulgast E on seatud vastavusse
mingi arv w, siis Kkirjutatakse

w = f(x,y,z,...) voi w = f(p)
ja oeldakse, et suurus w on muutujate x,y,z,... ehk punk-
ti P = (X,y,2,...) funktsioon f. Seejuures arvu w nimeta-
takse funktsiooni T vaartuseks, hulka E ja hulka W s {w}
vastavalt funktsiooni f maaramis- ja mmihnmi 0Q I, kB

mD-



Eal arv w on Uheselt mddratud iga punkti P€ E korral,
siis funktsiooni f nimetatakse lheseks, vastasel duhul
mitmeseks.

Seega definitsiooni jargi on funktsioon f madratud,
kui on teada:

a) funktsiooni T ma&dramispiirkond E,

b) vastavuse eeskiri w = f(P).

Kui funktsiooni f md&dramispiirkond E ei ole antud,
siis madramispiirkonnaks E loetakse kOigi punktide P hul-
ka, mille korral vastavus v = f(P) omab mdtet.

Funktsiooni graafiku definitsioon. Punktide Q =
= (X,Y,-..-,t,w) hulka, kus w = f(P) ,aP = (x,y,...,) €
€ E, nimetatakse funktsiooni f graafikuks.

Seega m muutuja funktsiooni graafik on punktide hulk
(m+1)-modtmelises ruumis.

Mitme muutuja liitfunktsiooni definitsioon. Kui m

muutuja u,v,... funktsiooni
w = f(u,v,...)
korral u,v,... on Kmuutuja funktsioonid
u=g(x,y,.-.)
-v = h(x,y,...)

kus (x,y,...)eE, siis kirjutatakse

wo= fIgGy....), h (x .y . =F(x,y,...)
ja Oeldakse, et w on liitfunktsioon F muutujate x,y,...
suhtes hulgal E. Funktsioone f,g,h,... nimetatakse liit-

funktsiooni F koostisosadeks. Suurust
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Af = f(P) - f(Pe)
nimetatakse funktsiooni f muudud (ehk kasvuks) punkte o
ja P vahel ehk uleminekul punktist PO punkti P. Seejuures
suurusi
Ax =x - Xe,
Ay=T7- Mo

nimetatakse funktsiooni f argumentide x,7,eee  muutudeks
ehk kasvudeks tleminekul punktist PO = (x«,7e»«**) punkti
P = (X,/»eee)e

Elementaarfunktsioonl mdiste, Mitme muutuja x,7,...
elementaarfunktsioonlks nimetatakse iga funktsiooni, mida
vOib saada pohielementaarfunktsioonidest nelja aritmeetili-
se tehte ja liitfunktsiooni moodustamise teel, rakendades
neid 16plik arv kordi. Pdhielementaarfunktsioonideks nime-
tatakse

1) konstantset funktsiooni,

2) eksponentfunktsiooni,

3) logaritmfunktsiooni,

4) astmefunktsiooni,

5) trigonomeetrilisi funktsioone,

6) arkusfunktsioone,
kus argumentideks v&ib olla iga muutuja x,7,...

Ulesanded.

Leida jargmiste kolme muutuja funktsioonide maaramis-
piirkonnad E.



77.

78.

79.
80.
81.
82.

83.

84.
85.
86.
87.
88.

89.

90.

91.
92.

93.
94.

96.

1 +fx - Y- -
1+ /2x- |y - /4z
W (z2+1) - |Aez
Inx +Iny+1nz
In(xy) + In z

In(xyz)
In_2 + sln_x
T ilu z

arcsin x - arccos y+ 2arcsin z
14 - x2 - y2 - 22

In(4 - x2 - 2y2 - 3z2)

=/4 - X2 -y2 -2+ MR +y2+82-1

V9 - x2 - v2 - 22 + -

v/xlIn z

g
fz In z

/(X2 + X +1)(y2 - y+1)(z2 + 2 - 1)
N - x2 -y2 - 22+ fc2 +y2 +22-1

/X2 +2y2 + 522 - 4 - In(4 - x2 - 272 -

arcsin x + arcsin 2y
arcsin 5z

arccos z .
m+ arcsin x - arcsin 7

zIn(x fi -_y2) - In(y/1_- X2)
arcsin x ¢ arcsin 7
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ar _ _ In(l - xv) + arcsin »
arctan I’ + arctan Yy

98» W — J + COS9TX + amesty + amer «
Arvutada Jargmiste funktsioonide vaartused antud

punktides A ja B.

P, «*. 7.0 = —y-ij’1=qQqQir>°>pi "

100. f(x,7,*) =tgvZtfx- {]>1 *

B>

W- «**m> ms sag:?: a.* - <?.-
B,4 .,-f.inu)

102.  f(x,y) * uw & wu+T

Uu*x ¢y A 5a(-1,2)
VIX-Yy
» =y B= (1,-3)

103. f(x,y,z) =eu + Inv
l=x+Iny A=(1,12)
v = ye* Bs (0,e,-1)
104. f(x,y,z) sin(uv) ¢ cos(ww)

"u = arcsin X 1 - (,e,-1)
1V=Iny
= arccoe z B=(", 2,1,

Leida funktsiooni £ vaartused margitud punktide
hulgal.
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105*

106.

107.

108.

109«

110.

111.

112.

113.

114.

115.

116.

117.

118.

f(x,y) a (x - 1)2 ¢ ¢ve 1)2 ¢ 2(x - M) joonel
X2 ¢ Y2 12

f(x,y,z) = sin2*" + tan2® + cos2z joonel y=
2= y2e

f(x,y,2) (r- 2)2 - (x ¢y)2 ¢ In sin *m
tasandll x +y + s =jr e

f(x,yt2) s z - arctan(r2 - x2 - y2) pinnal

z = arccot (X2 + y2 - 22)

Leida funktsioon f(x,y,z), kui

f(x,yz,z) = Inx +y- i

f(x y,Xx -Vy,2) =xy +y2 ¢ 22

f(x z,x-z,Iny) =4xz ¢ fj~

f(x2, y2 - 22, yve 2) s d4yz ¢+ X

Leida funktsioonid f ja v, kui

w(x,y,z) a f(l + fx,y) ¢ ja w(x,ytl) = x
w(x,y,z) a fCix-1,y) ¢ \&z ja w(x,y,0) a X
w(x,y,z) a F(/x,6y) & /yz ja w(x,y,0) = 2x ¢
w(x,y,z) rf(arcein x, cos y) - arccos z
w(x*yfl) s >azey ja 07y

w(X,y,z) a x tye ae f(x/z, y/x) ja
*@AD21z) a /s ¢ *72 ning y> 0.

Leida funktsioonid ff g ja w, kui

w(x,yfz) = f(arctan x) ¢ g(arcpot y) ¢ z ja
w(xf1,0) = x +1 ning w(0,y,0) ay, f(Jt/3)



119. »Cx.y.x)

A e«2 &3f7> eeC5 —* *>»

»CQ.J.1) - Tr?» »Cl.°»Q ° 3 * I a eC2) =
120. -Cx.7.») - ein x ¢ * e<*2>,
«(0,0,%) - 1 + *<< *e

=1 +cos yja g(0).0
121. «(X.7.X) - o* ¢ K«l)1““Y * * ¢ »*6(2 +.75),
w(0,1,%*) 1 +2z ja w(ln 2,e“%,0) =3

122. w(x,y,z)
w(x,e,0)
w(0,1,2)

(x2-1)ysinf(z)+xInlng(y) +cos[yg(z>),
x ¢ cose, w(l,1,Inz) = cosz,

z moeexpz jJa g@0) 41

123. ToOestada, et kauguse aksioomidest lg 2 ja 3e
jareldub kauguse mittenegatiivsus, s.o. d(P,Q)".0
iga kahe punkti P ja Q korral.

124. Toestada, et kauguse aksioomidest 1<, 2““ja 3=
jareldub vorratus

|d(PL3) - d(P2,P5)| d(P11P2)
iga kolme punkti P/j, P2 ja P™ korral.

125. Toéestada, et kauguse kolm aksioomi 1=, 20, 3=
on samavaarsed kahe jargmise aksioomiga

1) identsuse aksioom 1<,

2) d(P1t%2) <d(P3,P1) + d(P3,P2)
iga kolme punkti P1, P2, p™ korral.

Leida jargmiste hulkade diameetrid, kus

A = (al,a2,...,aa) on antud punkt, r ja r~.Tg,...,re
on antud arvud, P = »Xg, ... ,Xa), K=1,2,..,M.

126. Lahtine kera ~P: d(P,A) < r}.
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127. Kinnine kera {p: d(P,A) ";rj.

128. Kinnine ruut [P: J - aff” rj.

129. Lahtine risttahukas <[P: (xf - a‘| < r~J.
130. {(x,y,z)s 3x2 + 572 «1, |z] < rj.

Joonistada jargmiste kahe muutuja funktsioonide
graafikud.
131. s =1 - x -y, kus O<sy*x«£l

132. z = x2 +y2, kus z«54

133* z = x2 - y2, kus ¥ «1, |y]«l

134.z=1- 13 - |yl , kus z>0
Leida jargmiste funktsioonide graa‘fizkud.
13. W=2z+ A" 137. W = -9
_ " N+ TH% 2
136. w =75 + In(z + 1) 138. w.......... A
A4 zin(sr +y 1)

Leida jargmiste funktsioonide f muudud A f ning
argumentide x,y muudud dx, Ay UGleminekul puxiktist PO
punkti P.

139. f(x,y) = 'x2 + 3y2, P. = (1,1), P = (0,5;2)

140. f(xty) = sin(x ¢ W, P, - (J, ™), P « (0,0)

141. f(x,y) = ix2 +y3,Pe = (1,2), P = (2"2; 2)
142. f(x,y) =e*7,P0 = (1,0), P = (0,1)
143. f(x,y) = W(¥T +V T -1), Po = (1,1),

P = (1,03i 0,98)
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144. f(x,y) = x7,P. = (1f 0,98), P = (1,04; 2,02)

145. f(x,y) . x + y- ﬁ ¢ T2.p. = «.*>. r - « |4,2)
Haide 4. NAldata, et funktsioon
F(x,y,e) = 2sin bd ¢ log(x* - arccoe In *)
on elementaarfunktsloon.
Lahendoe” Kdigepealt Toime funktsiooni F Kirjutada
s« péhielementaarfunktsiooni summana:

F(X,y,z) = 2ein u ¢ log v,

kue
ualx], v=x" - arccoe In s.
Edasi
us |IxI s f1, kue s = x2,
X7 a en, kus t = yIn x,

arccoe In s s arccoe «, kus w = In r
Seega funkteioon F on saadud I0pliku arru aritmeetilis-<
te tehete ja liitfunktsiooni moodustamise teel jargmis-
test podhielementaarfunkteioonidest:
2, ein u, log v, e0»5, x2, e*, y, In x, arccoe w, In s.
Elementaarfunkteiooni definitsiooni pbéhjal on funkteioon
F elementaarne.

ileeanded.

Hildata, et Jargmised funktsioonid on elementaarsed.

146. F(x,y) = 3xy - cos(x + y2)

147. *(*.y) =1 ¢ Ay



148. F(X,Y,2)

xlcot XU (6z)y 11 X
2
41+x 008 * + In Z ¢ arcsin(xyz)

149. F(x,y,s)

150. F(x,y) @®Jein In(x - 22)13

151. F(X,y¥,z) = In arctan(x - 2yz)»In(arccot - _12jz}i3

8§3. Mltue muutuja funkteioon! piir-

vaartus ,la pidevus.
Olgu ruumis R® antud punktide Pn (n =1,2,...) jada

trn Oeldakse, et jada {fq]| koondub punktiks FO ja Kkirju-
tatakse
limP =P. vbi P_ ¢ Pe,

kui

Ilgod(Pn,Pe)4: 0. (@)
Sel korral punktide Jada”P” nimetatakse koondavaks ja
punkti Pe tema piirpunktiks. Punktide hulka {Pn] nimeta-
takse ka lahenemisteeks punktile Pe.

Kui Pn = (xn,yn,...) ja Pe = (Xo,y---. ), siis tin-

gimas (2) on samavadrne tingimusega

limx = x0
n-r-00

limy =ye (©)
n-"00

Jada[pn] nimetatakse tdkestatud jadaks, kui punkti-
de hulk (pj. on tdkestatud hulk.

Iga koonduv jada [Pn] on tdkestatud jada.
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Bolzano-Weierstrassi leama- Ruumis R™ igas*, tokestatud
Jadast {Pr} saab eraldada koonduva osajada £Pi_ }(n=1 »2» ee*

Olgu hulgal ECR™ maaratud m muutuja funktsioon P «

Funktsiooni piirvaartuse definitsioon. Arvu A nimeta-
takse funktsiooni f Qzkordseks) piirvaartuseks punktla
Pe Ja kirjutatakse

lim £f(P) = A;
P-P« ®

kui iga arvu £>0 korral leidub arv 6 = 5 (£)>0,
kehtib

1 f(P) - Al< €
iga punkti PCE korral, mis t&idab tingimust

O< d(P,Pe) < & .

Lopmata suure suuruse definitsioon. oeldakse, et

funktsiooni f piirvaartus punktis F, on oo , Ja kirjuta-
takse

lim f(P) - o0 t
P—kP*()

kui iga arvu M>0 korral Ieidub_farv 5=6(M)>0, et keh-
tib

f(P) > M alati kui 0 < d(P,P.) < &.
O6eldakse, et funktsiooni f piirvaartus punktis PO on - oo,
Ja kirjutatakse )

pHip,T® = 2

kui iga arvu M>0 korral leidub arv fi=6(M)»0, et kehtib

f(P)<-M alati kui 0<d(P,P0o)"J .
Molemal Juhul oeldakse, et funktsioon f on punkti P0 uimbro-
ses lIdpmata suur suurus.
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Piirvaartrtze olemasolu kriteerium. Suurus A on funkt-
siooni f m-kordseks piirvaartuseks punktis PO  parajasti
siis, kui iga punktide FoA PO jada {Pn}cE korral, kus
Pn -»Po» kehtib

lim f(P ) = A.
n —+Oé )

Analoogiliselt nagu Ghe muutuja funktsiooni korral
laiendatakse funktsiooni piirvaartuse ja ldpmata suure
suuruse definitsioonid ka juhule, kus piirpunkti PO moni
koordinaat on asendatud simboliga oo vOi -00 » Pilrvaar-
tuse olemasolu kriteerium j&ab kehtima ka sel juhul.

Mitme muutuja funktsiooni piirvaartuse korral kehti-
vad jargmised tehetega seotud piirvaartuse omadused.

Kui eksisteerivad I8plikud piirvaartused

Lim £(P), lim g(P),
P-*Pe ® P—*—Pog( )

silis
) lim [fCP) + gP)I = lim F(P) + lim g(P);
P-P- P-Po P-Po

2) lim cf(P) = clim f(P), <= const;
P- Po P-Po

3) F!i_mp g(P) g(P) = F!i_mp g(P) F!EFBOQ(P);
lim f(P)

4)Pu mkui pffp%;b) * 0>

T e P-"Po
Samuti kehtivad mitme muutuja funktsiooni piirvaar-
tuse korral I0pmata véikeste suuruste ja I0pmata  suurte

.suuruste omadused, mis on analoogilised hariliku piirvaar-



tuse korral oinad omadustega (vt. Matemaatilise anallisi

praktikum. Tartu,1970, pt. IIl, 81).
Mitme muutuja funktsiooni piirvaartuse arvutamisel

vOib kasutada piirvaartuse arvutamise vOtteist koiki neid,
«isafunktsiooni maddramispiirkonnas ei piira lahenemisteed
piirpunktile.
Funktsiooni f pidevuse definlteioon. Funktsiooni T
nimetatakse pidevaks punktis P,, kui
Fl,_ijppf(P) = f(P.). ©)

Funktsiooni T nimetatakse pidevaks hulgal E, kui te em
pidev hulga S igas punktis.

Olgu AT funktsiooni f muut ja AX,Ay* eee tema argumen-
tide muudud Uleminekul punktiet PQ = (x0#yO0,...) punkti
P = (X,yf.«.)9 eile pidevuse tingimuse (4) vdime samavaar-

selt kirjutada kujul

lim Af =0
dx-* o
Ay-"o0
ehk
lim Af =0,
kus

9=d(P,Pe) = /AX2 ¢Ay2 & ...
Kahe punktis Pe pideva funktsiooni f Jja g summa
f(P) + g(P), vahe f(p) - g(P), korrutis f(P) g(p) ja ja-

gatis -(?)/g(P) (kui g(Pe) jt 0) on pidevad funktsioonid
punktis Pe.
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Liitfunktsioon
F(P) =9, h(P),...d ®)
on pidev oma maaramispiirkonnas, kui tema  koostisosad
f,g,h,... on pidevad funktsioonid oma m&aramispiirkondades.
Seega punktis Pe pideva liitfunktsiooni (5) korral
kehtib vdrdus

lin F(P) = f[lim g(P), lim h(P),...]. (6)
P— Po P-*_P0 PAAPO

Piirvaartuste arvutamisel leiab rakendamist jargmine

Teoreem. K8ik elementaarfunktsioonid on pidevad oma
maaramispiirkonnas.

Seega vordused (4) ja (6) kehtivad iga elementaar-
funktsiooni korral tema ma&ramispiirkonna punktis Pc.

Funktsiooni Uhtlase pidevuse definitsioon. Funktsioo-
ni f nimetatakse ihtlaselt pidevaks piirkonnas E, kui iga
arvu  13-0 korral leidub arv 6= 6(C) >0, et kehtib
vorratus /

If(P) - f(P*)]| < * alati kui d(P,P*) < 6
s6ltumata punktide P ja p* asukohast piirkonnas E.

Pidevate funktsioonide korral kehtivad jargmised oma-
dused.

Welerstrassi teoreem funktsiooni tokestatusest. Tokes-
tatud kinnises piirkonnas pidev funktsioon on tokestatud
selles piirkonnas.

Weierstrassi teoreem ekstremaalsetest véartustest. To-
kestatud kinnises piirkonnas pideval funktsioonil on ole-

mas ekstremaalsed vaartused selles piirkonnas, s»o. leidub



véahemalt kaks punkti, et Uhes on funktsiooni vaartus v,rd

ne funktsiooni véartuste llemise rajaga ja teises vaartus-

te alumise rajaga.
Bolzano-Cauchy teoreem vahepealsetest vaartustest.

Tokestatud kinnises sidusas piirkonnas pidev  funktsioon
omab iga vaartust oma ekstremaalsete vaartuste vahel.
Cantori teoreem Uhtlasest pidevusest. Tokestatud
kinnises piirkonnas pidev funktsioon on uhtlaselt pidev
selles piirkonnas.
lga kahe punkti
P = (Xt7]...)| Pe = (@@p0»»)
korral kehtivad vdrratused
Ix - Xo] s d(P,Pe),
Y- X4 < d(P,Pe>,

Naide 5. Kasutades funktsiooni kahekordse piirvaartu-
se definitsiooni, tdestada, et
lim g*2 + > »g* *Ye 2 _
X,y- 2,3 X2 +y2 ¢3 "
Lahendus. Olgu PO = (2,3), P = (Xx,y), siis nende
punktide vaheline kaugus
4 =de,p) =V oK-2)2 ¢ (v . 2.
Téhistame
f(X,y) =tt~+Y2 +2X+3y+2
X + +3
Votame suvalise arvu t>0. Vastavalt piirvaartuse defi-
nitsioonile tuleb leida niisugune arv fi> o, et kehtiks
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|f(x,y) - 2|<£ alati kui 0<d<6
Kasutades vdrratusi
Ix-2] ~d, |y - 3] <d
ja jattes nimetajast ara suuruse x2 + y2 $0, saame

IFCGLY) - 2] « Hyi-22X-3y +»] » IX2 -2x-1b +£
X* + +3 3

="My2 - Y- 2(x- 2| =
=JI(y -3)2 3@y -3 -2(x-2)|4
4J(IY-312+3ly - 3] +2|x-2])4

4j(d2 + 5d).
Kuna arvu j> 0 vOime alati véhendada, siis nduame, et
oleks
If(x,y) - 21~ j(d2 + 5d)< e-,
kust d leidmiseks saame vdrratuse
d2 +5d - 3t < 0,
mis annab

0<d <=7-t-Lg]|

Seega vOime votta
5=7(-5 ¢ I/25T 121),

millega vajalik arv 6 on leitud*
Naide 6. Kasutades funktsiooni kahekordse piirvaartu-

se definitsiooni, tdestada, et
X,y"0,-2 ¥ - 2,~A *j-
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Lahendus_. Olgu Pe = (0,-2), P = (x,y) , siis
= d(P,P0)

2+ (y + 2)2.
Tahistame
f(x,y) =* t
Votame suvalise arvu e "m0. Tuleb leida mingi arv 5> 0,

et kehtiks
If(x,y) - 31< t alati kui O-cdc5 .

Voime kirjutada

i«*, 7> - 31 -\i -1 1IN »21?7;, 31l m
= I2X » 5y >>; a =J2. f 5. 1z,t p, |
Ix + 2y + 3 Ix ¢ 2y O
Et nimetaja, soltuvalt l&henemisteest piirpunktile

PO, vBib olla ka vaiksem arvust 1, siis nimetajat vahetult
ara jatta (nagu vois eelmises ndites) ei saa. Seepérast
leiame nimetaja tokked. Tingimuse 0 <d <8 tottu on
Xl <d< 6, jy+2|*~"d< 6,
siis
-B6<X< 6 ,- 6<ye?2 )
kust
-4-20< 2yc-4 + 26.
Seega nimetaja kohta saame
““36 < x +2y ¢3<-1 +35 .
Et arvu ©> 0 vOime vahendada, siis loeme, et 0<6 " J.
Sel korral on 36 ~ 0,5 ja -36 > -0,5 ning seega

-1,572 -1 -30 < x+2y +3< -1 +35 ~ >0,5,
kust
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-1,5< x +2y +3 <-0,5
ehk
1,5>-(x + 2y + 3)>0,5.
lImselt x + 2y + 3<0, seega siis
0,5< |x ¢ 2y ¢ 31<1,5.
Nuld v@ime kirjutada, et

IFCy) - 3NJ& -+~ + 20 =3 + 10(Y + 2)

Mgx| + 10]y + 27
N 4d +10d = 14d<E
kust
0<d< &

Seega vOime I6plikult votta

£= min (J,

Ulesanded.

Kasutades funktsiooni piirvaartuse definitsiooni,

téestada jargmised vordused. Maarata $ =£(0.

152.  lim (X2 +y2 - 2x - 4y) = -5

X,y—- 1,2

i5J: liB 2(x ¢ 1f * XO
X,y»-V JMx+1)2 ¢ (y - 1)2

154. ijm (sin x cos y) =sina +cos b
X,y-"a,b

155. lim sin(x - 2y) = sin(a - 2b)
X,y-*a,b
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156t lim cos(xy) = cos(ab)
-*-a,b

’y £
157. lim SxZ - t-22 =0
X,y—1,-2 (x + 1)Cy2 -
158 Um B +2dQ2 -1 _ o

158- x,£2-2,1  (x* -*)(7 *1)

159. u, NV 8V 72
X,y— 2,3 X* ¢y* o1

160. 11* *v na* m=l
XM 2,3 2(x 4 y* e 1)

161t 11* 4 — -g"2 - X - Y& FF——-]
X,¥-*-0,-2 X - 2y ¢XY+X-Ty -6

162. lim ——— I —— o)

163. _11* --=1
XypOoO X+ Y- X
Naide 7. Leida kahekordne piirvaartus

A= lim m 3 x"NT + sinlsl k
Xx.y-0sS IMtinU oW *
Lahendus . Et esimeses murrus maaramatust ei esine
ja tegemist on elementaarfunktsiooniga, siis vdrdose (4)

péhjal vdime kirjutada:
i = I = JS-—tt + Ila sisLsl
)(gy%at)z 1‘f¥%§(§x§f=rr' HY_0,r ISx st »

e TN *'X )’—i”:6|2 SIBAsSI »

Teises murrus esineb mddramatus tulpi B. Teeme muutuja

vahetuse, vOttes muutuja x asemele uue muutuja u s Xxy,
saame
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=T~TTn 2 + )I/ g9 7

T2+ 2 -TTET
Naide 8. Leida piirvaartus
A= lin -——=2 -2 Mt.jg-,
X, y-»-1,2 2 - 16- 2X - y+ Xy
Lahendus™. Et antud piirprotsessis lugeja on lopmata
vaike suurus ja
6 - 22X - y+xy=4+o0(l),
siis esineb siin mddramatus tidpi ch Piirvaartuse leidmi-

seks viime irratsionaalsuse nimetajast lugejasse, saame

A= lim (2-2x -y +V4 ¢ O(WW ,
<SU,y-1,2 4 - Ig/— S -y txy)

= - lim 2 + 4 0(1)) = -
Xy 2 ( a»n
Sama lGlesande lahendamise vdib muutujate vahetuse

teel taandada hariliku piirvaartuse arvutamisele. Tahis-

tades
/6 - 2X - y+Xxy =
saame
2 .
A=lim -4- = - 1im (U ¢ 2) = -
U-r2 = * u— 2

uo.
161

Naide 9« Leida kahekordne piirvaartus

A= lin +£1.
X, y+#0 X +y
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Lahendus”™ Siin esineb maaramatus tuupi Et

piirprotsessis sinCx5 + y5)-*5 ¢ ¥» siis
A= Tlim 2 S =
X,y— OX +Yy
= Lim x ¢ - Y »12) =
X,y-"0 X &Y
= lin (xey)l - -g m)=
X,y-*-0 r +vy

- lia tellis.
X,y- O X +Yy

Kuna kehtib vOrratus

R
siis

= —X’I;r_n*o x + y)O() = lin  ©O) 0(1) = 0.

Antud Ulesannet saab lihtsamini lahendada Uleminekuga
polaarkoordinaatidele. Siis

A= lim sL =#=2z! = lim g?(cos3o ¢ sirAp ) _
X,¥y-*-0 X+ Yy /X=QC0S"| &-» O o
Yy=gsinipf
= lim o0(l) = Q
?-* o

sest piirvaartus ei soltu o muutumisest piirprotsessis
9- 0.

Naide 1Q. Leida kahekordne piirvaartus

A= lim X + Y)Xy.
Xy O( y)xy

Lahendus”™ Siin esineb mdaramatus tiipi o=. Olgu
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Bkeponentfunktsiooni pidevuse tdttu vordusest (6) saame

A3 Llim exp In f(x,y) = exp lim In f(x,y).-
X,y* O X#Hy>- o

Seeparast leiame algal logaritmi In f(x,y) piirvaartuse,
saame
Bs lim In f(x,y) s “lim xy In(x ¢ y).

X,J+ 0+ X,y +o0+
Tekkis mé&ramatus tiupi Oo®. Tehes muutujate vahetuse

X «Vu, ¥Y=Vv, lei«

B Iim B ii* la(u +v) — InCuv) B
U,V-»00  ** Ujv~-oo .
= lim In(u =11 . Ilim Inaelnvs
U,\V-*Oo  ** UtV-*oo ek

lim 1SLS + I1.
U,vV-oo w

Et juhul u + v>1 on O<In(u + V) «gu + V# Siis

0«wB lin [+* *0.

U,V— oe WUT
Seega B= 0. Jarelikult kahekordne piirvaartus A= eU:
- e<-1.

Kahekordse piirvaartuse Bvoime leida ka Gleminekuga
polaarkoordinaatidele* Siis arvestades, et costpsinip *
= 0(1 )fsaame

B= |im09Pcos<f sinif IncoBp ¢+ sintp)] «

= 1im [520(1)Inp & p20(1)In(coe ¢ osintf)] =
9+*o

= lim p20(1)In(cos + sintf).
' p20(1)In(cos b )



Kasutame vorduefc
cosip + Sin(fF * 72"SIn( if =8) .
Et piirprotsessis x,y-»>0+ on x,y=*0, siis 0< *< ~ n

5n kust
1 cmsin(if +
Seega vaadeldavas piirprotsessis p —+Oon
In(cos o ¢ sintf) = 0(1).
Jarelikult
B= lia p20(1) = 0.
lia_p20(D)

Naide 11. Naidata, et kahekordne piirvaartus
lia X3~ Y2
X,y-*OX +Yy
el eksisteeri.

Lahendus . Olgu

2 2
fLy) = -

Laheneme piirpunktile (03}0) moédda sirget y= X, sile

lia f(x,x) =0.
X-> O
Aga lahenedes piirpunktile adoda sirget ys 2x, saaae

lia f(x,%) s - I.

X—*o0
Seega piirvaartus sdltub teest, aida at6da laheneae

piirpunktile. Jarelikult vaadeldav kahekordne piirvaartus
ei eksisteeri.

Piirpunktile sobiva lahenemistee leidmiseks on sageli
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otstarbekohane Totta I8henemisteeks  suvalised sirged

y= kx. Siis
lin fc k00 = lin 5= :éﬁa 1w
m X, =1m -——Al--——- =n ,
X-* O ( ) X-* oxN + fo'x 1+ k»

kust on ndha, et piirvaartus sdltub wkvalikust ja seega
lahenemisteest y= kx, mis utlebki, et kahekordne piir-
vaartus ei eksisteeri.

Sama tulemuse saame ka minnes ile polaarkoordinaati-

dele. Sel korral
lim (@ axp,psinw) = Lim cos 2ip=cos 2,
p>=o o de)

kust on ka ndha, et piirvaartus soltub ¢ valikust ja
seega léhenemisteest piirpunktile (0,0).
Naide 12» Naidata, et kahekordne piirvaartus

lim & ,téaz-
X,y-"0* 5x + 4y

el eksisteeri.
Lahendus” Olgu

f(x,y) = 5% + bj*

Lahenedes ldpmatusele modda suvalist sirget y= kx, kus

KE 0, saame

Ilm kax = Llim + =0.
( ) = x—foo 5x + 4k x X-*e0 5»+ 4|k_"x

Samale tulemusele jouame, kui laheneme médda suvalist sir-

get y= kx + b, kus w/ 0, sest

lim f(x,kx +b) = Lim A g=0
X-* 00 x-*00 5x + 4(kx + b)

-43-



Seega sirgeid addda piirile minnes ei ole vdimalik
saada erinevaid piirvaartusi funktsioonile fe jJérelikult
toleb otsida koapliteeeritomaid lahenemisteid.

Laheneme piirile mddda parabooli y = fx, siis saame

lim f(xt 1) s lim
X-*00 X-»00 " 7
Jarelikult piirvdartus sditob lahenemisteest, mis (lltebfcl,

t kahekordne piirvaddrtus ei eksisteeri.

Glesanded.

Leida jargmised kahekordsed piirvaartused.

LW %@ 2y " 1735, Py 5 4 339

165. li* (2x + 3y) 174t lia 2. ¢ J?
X,y-*2,4 X ,j— 00x* ¢ y4

166. Iim (x2 & y2) 175. u* In(ex & ye)
xy—*—1,-1 x,y—1f0 "2 +y2

167. lim zZ-aM"y) 176< lu x =JT
X»X- 2 7 X,y"0+ x + la*

168. lim 22 « 2x - g " *7T 172# 1= _In(xy)
X.Y-"2 X —-y2 X,y—*0+

169. lim 17— —»7 *
X,y-*3,4 x —9

2 A ir= —  — 2 i A

e x50 Yoy T gl Thx, g

171« 1IB -———--—- 1 m 170 14 p o A
lby- 0/2T IO T7 .*5- x.Vio(l *J1 «» £

7rx ~ 01 "1?2+ ;2 < 18<- ib. - X *r

n X,y-00 2 + X +y2



- - *
181« o %,O FepaxvT g: x}é}—l‘ oX2 ¢ 3)*272
182. li* 8IffixJ
xy—-P.0,10 17
183. li* f g*2— g)*z 188. Ilim 1" "y-
X,y—»CO #—00 oYy X, y— 0 +y
184. lim @ ¢+ D7 189. [lim §2*2 A .
X,y —»3t°° 7 1 X#y—*0 1 “ coeCx" ey )
185. li. O ¢ xY)pn 190. 11. <= ~kV (14 =384
X,y—*0 n X,y—O XN ey
1 x%r 2,2
186. 11« (1+;> 191. 11« ébl T 1)
X,Yy-»00 ,4 X,y-*00
Naidata, et jargmised kahekordsed piirvaartused ei
eksisteeri.
192, li« ~-= 19. x> +.0
xfy- o X,y—o0 X + y*
2 2 2
193. 1in 9 9 k-—-———- 197%. i
Xy—® 0 Xge— 3? 'E"_xy X,y«— oy - Xe
22 2
194. lim --9X~J ———-« 198. lim - g
X,y*o xy + (X - y)c X#y—ww y - Xe—
195. 11« 199t 11« eing =
X,y-*- 00X + y* X #y-*-0t-1 *

Arvutada jargmised piirvaartused voi naidata, et nad

ei eksisteeri.

201.

202.

2 2

« —

xfy—*0  »xy

lim eX t1l mY* ol
X,y—*0 Xy +y +1 — jiy T

11B L*< + rl<H* - 7).
xy—Z*—o xy( |[fx —y +1 —1)
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203. 11 206. 11 t -T
x,yz)*l x,y—*nl,—l ans-ty

204. um STLifrN+V-2yT
X,y-*=2,-1

205? Hm _ cos _ 4
x,y—1

Naidata, et jargmised punktide jadad {pj koondavad
punkti ka PQ.

pn * -s4 t5 p- * (0>0)
1 N
208. pn -/ Sinnoarctanat o g o)

209. Pn = Cc (W A~ . Cror)<4c1°8). P. * 0.e-4).

210. Pn = (U2 +JIn +1 - fn2 - to ¢ 2, ch

p. = 2. D

Naidata, et jargmised punktide jadad (Pn| on tdkes-
tatud ja eraldada neist vahemalt (ks koonduv osajada

ning leida selle osajada piirpunkt Pe.
211. Pn * (2 @a(-Dn, (-1)9)
212. Pn = (sin cos (-1)njr)
213. Pn = (cosC-DP1 2 t tan XzI1~~L)
214. P, = (arctan(-Jr)n, arcsin 'P'_'g',u,)

215t Pn = (sin n, cos n)
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Ndaide 13. Naidata, et funktsioon

Lahendus”™ Funktsiooni f md&ramispiirkond on kogu

oon T elementaarne ja seega pidev. Jarelikult tuleb kont-

rollida funktsiooni f pidevust vaid punktis (0,0). Et

lin f(x,y) =0 = £(0,0),
X,y-0

siis f on pidev ka punktis (0,0). Seega funktsioon f on
pidev oma maaramispiirkonnas.

Selle llesande saab lahendada ka jargmiselt. Leiame
funktsiooni f muudu Af Gleminekul punktist 0 = (0,0)
punkti P = (X,y), saame

kus

2
Arvestades, et |xyf< ", saame

lim &f = lim ™3 =0,
qg— O oP

sest

Ulesanded.
Naidata, et jargmised funktsioonid on pidevad oma maa-

ramispiirkonnas .
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216.

217.

218.

219.

220.

221.

222.

f(x,y)

F(x#y)

f(x,y)

f(xy)

f(x.y)

f(x.y)

f(x.y)

223. f(xty)

/y2,. kui x2 ey2* 0,

0, kui x2 ¢ »O
kui X2 +y2 >0,
0, kui x 24 =0

[ Xx2sin
xd & ein®

0. kui x svy a

L=-Z~F kui |x]*]yl/ 0,
5

~

I
7

0, kui x =y=0

kui x ao
i

PLN(L & x2 ¢¥2)  Yd 1o ey2/60
X* &y2 ’ ’

kui x sy «o

BinCx2 & y2) wi .o ey2* 0
In1l — x* —y*)’ '

el kui x S ¥ a0

/sin(l +x evy) i *
Inc “x - j) = i x *y+1/ 0

-1, kui x ¢y +1 -0
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‘1 & xy)2/(xy), kui xy A0,

224. f(x,y) sH
2. kui o¥o
arctan x kui x AO,
225. f(x,y) =
arcsin vy, kui = =o0
arcsin2 :
___________ 2> kai x2 A 2y,
arctan(2y - x ) g
226. f(x,y) =
-1, kai x2 = 2y
/x2 ¢ y2 -1, kui x2 +y2~1,
227. f(x,y) =

JA - x2 - y2Ff kui x2 ¢

228. f(x,y) = fb + 2y2 — 3)sgn(x2 & 2y2 — 3)

w X2 +y2>2,

229. f(x.y) 2-xY
arctan2Va —|L=jg, koi 12 +y2<?2
,arcsin(x ay* - 2)
"eos xy*1l,

230. f(x,y) =

xy - 1, kui  xy

Oeldakse, et mitme muutuja funkteioon f(x,y,z,...)
on punktis PO pidev muutuja x ,largl. kui

lin f(xtyetz0t...) = f(Pe) |
X-* K-

pidev muutuja yjargi, kui

lim f(x«,y,z01...) = f(P®)»
Y-
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jne. Analoogiliselt defineeritakse funktsiooni f pidevus
kabe ja enama muutuja jéargi.

Kui funktsioon f on pidev oma m&dramispiirkonna sise-
punktis Pe» siis ta on pidev selles punktis PO ka iga muu-
tuja jargi eraldi. Kui Pe on maaramispiirkonna rajapunkt,
siis see vaide ei kehti.

Kui funktsioon f ei ole pidev punktis Pe, siis del-
dakse, et f on katkev punktis PO. Sel korral punkti PO
nimetatakse funktsiooni f katkevuspunktiks.

Funktsioon f on katkev punktis Pe, kui leiab aset
vahemalt (ks jargmisest kolmest tingimusest:

1) f(Po) ei ole maaratud, s.t. punkt PO ei kuulu f
maaramispiirkonda E, kuid on E rajapunkt;

2) lim f(P) ei eksisteeri}
P-»Pe

3) eksisteerib lim f(P) f(Pe).
P-rPe

Leidub funktsioone, mis on katkevad punktis PO, kuid
on pidevad selles punktis Pc iga muutuja jargi eraldi.

Ulesanded
Millised jargmistest funktsioonidest on punktis PO

pidevad, pidevad muutuja x vOi muutuja Yy jargi?
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233. T(X,y)

234. f(x,y)

235. T(x,y)

236 F(x,y)

237. T(x,y)

238 . F(x,y)

239. f(x,y)

240. T(x,y)

241. f(x,y)

242. f(x,y)

*xarceln(y - 1) kui x2 +y2 42y -1,

1 +xT -2y +JT7
Ny Po=(0,1)

0, kui x2 +y2=2y -1,
f2x - x2 - y5, Pe = (0,0)

=In(2 - I +2y - x2 -y2-1), Pe = (2f)
2 2
"2 ~ kui |x] + M * 0,
R P« = (0,0
kui x = y =0, « = (0.0
M4 .
kui X +lyl 7 Q
X ¢
) P. = (0,0)
-1, kui x =y =Q
Lind | koi X *
P. = (1,-1
0, kui x =, @.-1)
f‘é_:_y kui x2 ¢ y2 >£0,
X7 i
Y PO=(sin 1,cos 1)

sinl - cos 1, kui x20§:0,

~zr'LZ2. kui X + IVYIAQ

X +y
; P. = (0,0)
Q kui x = y =Q
Ty 9 kui,>1+|>1*qp*:(o’o)
Q kui < = y =Q
loglxy] ™ KT >¥AQ
) P. = (0,0)
Q kui >x/=Q
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243.

244.

245.

246.

247.

248.

249.

251.

ww* kd 17*0

= p* = (Or_'*)
To6y) 0, koi xy =0,
"farctan |M|f koi x AOfF
f(x,y) = P. = (0,0)
; koi x s 0,
1t-
arccot , koi x ADOQ,
f(x,y) = p* = (0,0)
_§|* koi x =0,
arccot , kui x A O,
f(x,y) =< P. = (0,-1
Y n kui x s 0, ( )

Leida jargmiste funktsioonide katkevuspunktid.

2, kui x]+ MA Q

f(x,y) = .
Q kui X 3y ao
>C ¢ g} kui y A =X
(X, =
0¢.y) -1, koi y = —x
32 -
x2'-~)2 kui x + y AQ
f(x,y) =
Q kui x =y BO

f(x,y) =sin”
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252.

253.

254.

256.

257.

258.

259.

260.

261.

262.

nas D, s.t.

ft.y) -
fx,y) =
f(xty,z)

f(x,y,2)

f(x,y)

f(x.y)

f(x.y)

f(x,y)

f(x,y)

f(x,y) s

Ha-Jla y

In(1 - x2 - y2)
= In(x2 + 32 ¢ 22 - 2)

= in iadx - 1jHr + 21+lz ’
K(x - 1)2 + (y-2)2+ (z ¢3)2

ISTX + y|» kai x ¢ y/ 0,

0, kui x +ys 0
TnkfA V - 7y). kui x - y* O,
N kui x - y=0
Si?‘—x. kui xy * 0,

kui xy =0

Intannxy

1
1 . expsisiM
¥

exp(-111-131), kui |x] + lyi A O,

kui x = y =0

Jargmistel funktsioonidel f kdrvaldada katkevus piirkon-

leida hulgal O pidev funktsioon g, mis hulgftl D

erineb funktsioonist f ainult viimase katkevuspunktides.
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263.

264.

265.

266.

267.

268.

269.

271.

x,y)

f(x.y)

f(x.y)

f(x.y)

f<x,y)

f(x.y)

f(x,y)

f(x*T)

f(x.y)

= 814*171 , D=R2

= D=\xy)s [x+y]|"1}
= ep<*V 1) --, D= R2

3 +X%<(3t (x)+ Y)

= exp(xycot 8Cxy), D= f(x,y): 0€xy«lj

= D* B2
r >y +2x +1

=27~rc3lMlcx - 1)t D. Ix. Darl]
X ey -2x ¢1 | J

= J—-P2- -t d ={(xfy):-7<x+2y 2
X & 4xy + 4jr - 64 1 J

» -H "u i« «)
Yy

arccot —mm - , D={,y): y<0 [
4 7T - 12x + 9L J

Naide 14. Naidata, et funktsioon

f(x,y) =xtm * sin(y - 2x)

on Uhtlaselt pidev piirkonnas

D=10y): IxIb6, bIs2d.

Lahendus_. Funktsioon £ on elementaarne ja seega pidev

oma maaramispiirkonnas D. Piirkond D on kull kinnine hulk,

kuid siiski Cantori teoreemi kasutada ei saa, sest D on

tokestamata. Seepérast ldhtume Uhtlase pidevuse definit-
sioonist.
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Olgu
P =(xy), PP =(x*y")
suvalised punktid piirkonnas D ning g=d(P,P") =
= /x- x")2 + (y - ¥')2» Tahistame
Af =f(P) - f(P») ,
Hindame

Ufl~N]xiy - + |sin(y-2x) - sin(y-2x")] «
<~ynd 41
* 8 *2hn
* 8 Tx-yili*-y'i * |y-y'-rex-x")]-
Z 169
IX-y] IX*-YU + 5P *

Et piirkonnas D on
-y~ K - IMI>6 - 2 s 4,

siis
1 1
ix -yl IxX -yl " TP
Seega
1411 $ 16p +3p s
Votame suvalise arvu £ >0. Néeme, et vdrratus
Idf!
kehtib iga kahe punkti P,P'€D puhul, mille korral on
<L
ehk
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Seega vOime votta

6 B £.

Et saadad 6>0 ei sOltu punktide P ja P* asukohast hul-

gas D, siis funktsioon f on Uhtlaselt pidev hulgal D.

tlesanded.

Néaidata, et jargmised funktsioonid on Uhtlaselt pide-

vad hulgal D.
272*, f(x,y) = cos D=£(x,y): 1l«|x] + Iyl <7
273. f(x, = —~ In<x® D={(x,y): |xl<y*3
(x.¥) B%’-Zxoyoz {«( )l y%
274. f(x,y) =x - 4y +1In 2, D= R2
275. f(x»y) =x2 - 2y2 +3x - 4y, D=j(x,y): [ -Hyl<8}
276. f(x,y) =sin(4x -87+1), Db R2
277. f(x,y) =sin 2x - 7cos y, D= R2
278. f(x,y) =cos(x - |), DB £(X,¥): v I?1]
279. f(x,y) B X j— +”"cos(x - y + 2),
D={(xy): I>P7. lyl<2}
280. f(x,y) =x - 5y +cos 6, DB R2
281. f(x,y) =- - sity, D={(x,y); M+ I < byli
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282. f(x,y) =sin(] 1), Da](x,y)s |IylzIx] > I]j

283. f(x,y) =sin algyX, D= [(X,y): X > |M2*1/2]

284. f(x,y) a cos e*gyX ¢ CV > D =|cx#y)* |x]-flyl™xy™

285« Toestada, et funktsioon f(x,y) on pidev hulgal
D, kui
g(x) a f(x,y) on pidev muutuja x funktsioon iga
y korral;
2* h(y) a f(x,y) on Uhtlaselt (x suhtes) pidev mu+
tuja y funktsioon.
286. Toestada, et funktsioon f(x,y) on pidev hulgal
D, kui
g(x) a f(x,y) on pidev muutuja x funktsioon iga
y korral;
2* h(y) a f(xty) rahuldab Lipechitzi tingimust, s.o.
leidub konstant L>0, et
Ihly) - h(y)l «lly - y*
iga punkti (xfy)«D ja (x,y*)€C korral.
287. Toestada, et funktsioon f(xfy) on pidev hulgal
D, kui ta on pidev muutujate x ja y suhtes eraldi ning

on monotoonne kas muutuja x vOi y jargi.

Kui punkti PO = (x0,y0) Umbruses on olemas piirvaar-

tus .
lim f(x,y) * g(y) (7)
X-»Xe

ja piirvaartus



lix gly) =A
Y.

eile arvu A nimetatakse funktsiooni f korduvaks piirvaar-

tuseks punktis PO j® kirjutatakse

lim Iim f(x,y) = A (8)
Y-Y. x-x.

Vaadeldakse ka juhte, kus x* v@i y# vOi mdlemad on

00 =
Analoogiliselt defineeritakse korduv piirvaartus
lim li* f(x,y) =B. 9)
X- X, y-y.

Teoreem (kahekordsest ja korduvast piirvaartusest).
Kui funktsioonil f on punktis PO = (x,,,y,) olemas kahe-
kordne piirvaartus

lim f(P) = A
P-*P.

ja punkti P# mingis Umbruses eksisteerib piirvaartus (7)f
siis on olemas korduv piirvaartus (8), s.t. kehtib vordus

lim f(P) =Ilim lim f(x,y).
P—P. Y-Y. Xx-x*

Analoogiline teoreem kehtib ka korduva piirvaartuse
(9) korral.

tlesanded.

Leida korduvad piirvaartused

. * _ P *x 11 " * o *
i 7-7. i-x. f(l,7) Ja B ;(va«y o>

punktis Pe = (xe,y0) jargmistest funktsioonidest.
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288.

289.

290.

291.

292.

293.

294.

295.

296.

297.

t(x,y) =jLt r2, p#* (0,0)

f(x,y)

f(x,y)

«X,Y)

f(x.y)

f(x.y)

f(x.y)

f(x,y)

f(x.y)

f(x.y)

-m+ Zm, P. a (00,00)

p. 4 (0,0)

YM1 +« ¢ri, p. » (0,0)

|
[

(00,0+)

sin gg-* y, Pe = (00,00)

N tan T4~ , P. * (co,00)

=log™ (x +y), P. » 0,0)

~ P. * (0,0)

Leida korduvad piirvaartused punktis (0,0) jargais-

test funktsioonidest, naidates eelnejalt, et neid ei saa

leida, kasutades teoreeni kahekordsest ja korduvast pii-

vaartusest.

298. f(x,y) =x “vy

299. f(x,y) =" jx —

22

300. f(xy) =;2:2—-Te2— 2
Xy

*(X- oyl



301. f(x,y) = exp

Naidata, et jargmistel funktsioonidel el eksisteeri
ublemad korduvad piirvédartused punktis (0,0), kuid eksis-

teerib kahekordne piirvaartus

1
o

lim f(x,y)
X,y~0

302. f(x,y) (x +y)sin b sin e

303. f(x,y) = (x - y)cos j sin colya

304. f(x,y)

(x - tan y)eincotx cos
5 . 2
305. f(x,y) = (x + sin y)cos In X C08 exp |

8 4. Kahekordsed .jadad.

Olgu antud kahest indeksiet m=0,1,... ja n=0,1...

sOltuvate arvude x~ hulk
*00 *01 *02 «* ~On"'[
*10 *11 *12 e = *1n
x20 xon xe2 x - X7 .- (10)
{xm} =
xnD & *m2 * vV, -
kahekordseks arvu.iadaks.Arve

takse jada liikmeteks .Tabeli (O) veerge ja ridu nimeta-
takse vastavalt jada ~xnm) veergudeks ja ridadeks.
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Kahekordset jada (KO) v6ib vaadelda koi kahe  muutuja
funktsiooni f(x,y), mille maaramispiirkond on punktide hulk
| (m,n)j, kus mn s 0,1,2,..., lugedes

Xm =

Jada (KO) nimetatakse tOkestatuks. kui ta on tékesta-
tud hulk, s.o. leidub arv M>0, et kehtib |xm | M iga
mn =0,1,... korral. Tokestatud kahekordsete jadade hul-
ka tédhistatakse stmboliga b.

Jada (KO) nimetatakse koonduvaks (Pringsheim'i mattes)

arvuks s, ja kirjutatakse

Hm xm = 3’
kui iga c¢>0 korral leidub arv N=N( £)"-0, et kehtib
vorratus

[xXm - sj<t alati kui m,n>N.

Koonduvate kahekordsete jadade hulka tdhistatakse sumboli-
ga c.
Koonduv kahekordne jada ei tarvitse olla tdkestatud.
Jada (FKO) nimetatakse tOkestatult koonduvaks (ehk
b-koonduvaks) arvuks s, kui ta on tdkestatud ja on koon-

duv arvuks s, s.o. 1x mcbflc ja lim x~ =s. Tokesta-
m,n

tult koonduvate jadade hulka tdhistatakse simboliga bc.
Jada (10) nimetatakse regulaarselt koonduvaks arvuks
s, kui ta koondub arvuks s ja eksisteerivad piirvaartused

limx =Xaigan=0,1,... korral,
m
UM X = Xmjga m=0,1,... korral,

s.t. jada (10) kdik veerud ja read on koonduvad jadad.
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Regulaarselt koondavate kahekordsete jadade helka tahista-
takse sumboliga rc.
Koi jada (10) koondab regulaarselt, siis

lice XN * lic li«e X™ » li« li« x™ 02)
a,n n a « n

ehk

lice x_ m1l« x11* 11«
m,n n a

Kahefcordaete jadade niaetatud hulkade vahel on jarg-

aiaa vahekordt

rc C be

Iftide 15. Viidata, et jada
In(1 - A-t-]it_S), kui Bn A 0,

un
2, koi an 3 O,

oa vagolaaraalt koonduv.
3Aparigen Naitaae, et jada veerod on koonduvad. Kui

n e 0, alla

141 So > 2"
Koi nal,2,..., siia (logaritafunktsiooni pidevuse tdttu)
o, - toc -J -~S) »
3 1n Ib(i - %OZ&H) =
=In(l - 1).

Seega kdik veerud jadas [x ] on koonduvad. Analoogiliselt - -
saaae, et jadas iga rida koondub, sest m= 0 korral
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lim xJTL * 2

n on
Ja iga m=1,2,... korral
Ii/ril un =0.

Jaab néaidata kahekordse piirvaartuse olenasolu.

Saame (kasatades Jalle logaritmfunktsiooni pidevust) t

L *** b g n - H €24 0) * o.

Seega [x™NJ”rec.

Ulesanded.
Kirjutada Jargmised Jadad tabeli (10) kujul.
306- Sn - IrTTN 510- Sn * (-1>
507. zm = (-1)" n Ji1. =(.1)"«
308. x, > (-1)“ +n J12. xm = -2 -
“ L} (n-0,5)"
3°9- Sn *S-?74 XB * *

314. , kui m=0,
xm { kui i >1

fIn(m ¢ 1), kui n =0,

xm = j In(n * 1)» kui m="°i
(1, kui m 7/ 0
Koostada kahekordsed Jadad (11) Jargmistest funktsi-
oonidest f.

316. f(x,y) =x /7y V2 317. f(x,y) =sin(x ¢ 2y)
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318. f(x,y)

y cos(jrx) 321. f(x,y) =bl

319. f(x,y) =sin(ji x) In(y2 +1)

320. f(x,y) [x - V] 322. f(x,y) = ain

323. f(x,y) = arctan(xy)

Naide 16.Néaidata, et jada

x«n = (rbr +nT*> sin(nm)
ei koondu regulaarselt, kuid koondub tékestatult.

Lahendwvan Piirvaartused

lim x =1i* 1 sin(mn)
* ]

ei eksisteeri n =1,2,... korral. Seega vaadeldav jada
(xn} ~rc* I11%selt
=0(1).
ja protsessis m,n -»00 on
Sn * °(1)0(1) = 0O(1),
Set*

Hifp xm =
Jarelikult fx~Jebc. Kokkuvdttes oleme saanud, et

{xmn}e bc'rc.

Naide 17. Naidata, et jada

T me_n
m+n2+1

korral eksisteerivad piirvaartused
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UrW - th XTN »
kuid kahekordne jada ~“xmj- ei koondu.
Lahendus_. Vastavalt iga n ja B korral saame
X =1limx_ =1,
m T
= lim x@> = 0.
X = lim xgg
Kui nitd jada [ x j oleks koonduv, siis viiaaste
vOrduste pdhjal jada oleks koguni regulaarselt koonduv.
Seega selle jada (xnT) korral kehtiks tingimus (12), mis

on aga VvOimatu, sest ilmselt
lim lim xgnA lim lim x40
n m m n
Jarelikult vaadeldav jada ei ole koonduv.

Ulesanded.

Ndidata, et jargmised kahekordsed jadad {xmm} on

tokestatud.

32~ xmMm = cos(m + n) 529* Xrm = N7 N2

325. A~ = M ) m 350.

326. xm = (-1)mn 331. = arctanCm - n)
327- Xup * {— Zrln_- m’g 752> - sin 3IT-5
528. X m-n

Néaidata, et jargmised kahekordsed jadad [xwg] on
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tokestatult koonduvad arvuks s.

333eb» m-h V r?

33»- *m - ‘b * . -0
r _  _n +arctan(mn) 1
335« = 2n +sin m’* )
336. =SSSi-J, s. O

Naéidata, et jargmised kahekordsed jadad |xnmjon regu-

laarselt koonduvad arvuks s.

337. v = -g-a-t-n— gt s =0
- m+n
17 _ L _
358- xuy = 2% 8=0
339« ¥ = 2arotan(m + n), a =n
340. iml = arccot(m + n), s =0
* 1 — n -
gkxm=|Yr~p, s =0
A A (mn)“2
342. x = (—£ +-HY) , s=1
o n
343. =2 +n2)e” M\ s =0
344- xm mtT d e sln M» s -jc
MmN
s =e
346. X = cos A-jrS, s =1
347. xmm = cot £WUMN" 8 =°



548. = tai a=0

W .V =tan 8=1
550. = oot & {;m§ }. s=(T
Naidata, et jargmisedkahekordsed jadad ~ e i ole
tokestatud.
351. ~ =S-i-Z 555. V = 0“2-n2sin(2m)
" Yem e MR 32650 1o I+rm|%l
) arccos —
555. A~ =f tan jpt-; 557. = sInWTM

554. X, = arosin 4 [

Miillistesse klassidesse jargmised kahekordsed jadad

x ={xmn} kuuluvad ja millissesse ei kuulu?

E_;'-r> » _ cosCm - _n) " sin(m - n)Jt/6
58- = '"25 +T 561* "mm - n - H'?Ym
359. V. =m m kui n =0,
362. Xqq N
360 A = 5 2, kui n 1
(m- 0,5)“ » 1
36J* ** = (on - 0,5)uHn

Leida arvud s, milleks koonduvad jargmised kahekord-

sed jadad [x ™ j, Kkui
2 m

5»- xunmT T 7 367. Xm =d * fc)
m +n
2
m+ n 11za min(l + 1/m
Ng5- Xjna - 2 + "5 68. In_Tm—“ m+éos Vns‘n

” _sin(m +n)
366* xun = 2m +'3



369» m+ 1» kui m=0,
ezp =-n+1, tui n- 0,
vl tui MAO
370. Tdestada, et kehtivad jargmised sisalduvused
bcChb, bcCc, rcChc
371. Naidata, et ¢ ~b ja b$zfc.
372. Olgu lim ym=a /00 3a Ilim zn =b AOO . Naidata,
et kahekordne jada x”~ =ynen on regulaarselt koonduv

arvuks ab.

§ 5» Kahekordsed read.
Olgu antud kahekordne jada (u”j. Uhendame jada liik-
med Qm maérgiga +, saame avaldise

fele)

m,n=o “ ot b P1 +," + “On Vees

n.. 4- 11-* 4- 1.
— In

+ %> + Vi *eeet+ M

................................ 03
mida nimetatakse kahekordseks reaks. Arve uQo, u”, ..,)
u”i... nimetatakse kahekordse rea (13) liikmeteks. aga
avaldist umi rea (13) uldliikmeks.

Kahekordset jada gS , rIﬁun
S°° mS o (H)

nimetatakse rea (13) osaswnmade .jadaks.

Rida (13) nimetatakse koonduvaks (tdkestafcnlt fcoondu-
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vaks, regulaarselt koonduvaks) suminaks S, kui selle rea
osasummade jada (14) koondub (vastavalt tdkestatult koondub,
regulaarselt koondub) arvuks S.

Kui rida (13) koondub summeks S, siis kirjutatakse

Z_  “mmS. 05)
m,n=o0

Koonduvate ridade hulka téhistatakse simboliga c.
Tokestatult koonduvaid ja regulaarselt koonduvaid ridu
(13) nimetatakse vastavalt ka b-koonduvaiks ja r-koondu-
vaiks ja nende ridade hulki tédhistatakse vastavalt stimbo-
litega bc ja rc.

Kui rida (13) koondub regulaarselt, siis  koonduvad
harilikud read

Z (m=0,1,...), (16)
Q=0
r%:()“r’m =0,1,...). (17)
Ridu
() 1] ® Ny
réo |‘Z:o m- réo <nI:o 2. CB)
0 «
n=0 MFo n=0 Mo

nimetatakse korduvateks ridadeks, kui vastavalt harili-
kud read (16) ja (17) on koonduvad.

Teoreem kahekordsest ja korduvast reast. Kui koon-
dub kahekordne rida (1J) ja koonduvad koéik harilikud read
(16), siis koondub ka korduv rida (18) ja kehtib  vdrdus

£ £ m? Vv
M0 N=0 m,n=0
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Analoogiline teoreem kehtib ka rea (19) korral. Jare-
likult, kui rida (13) on regulaarselt koonduv, siis kehti-

vad vOrdused

n¥0 n=0 = n=0 Nro m,n=0 Vi* (20)

Rea (13) liikmed ulm avalduvad rea 03) osasummade
jada kaudu jargmiselt:
um ~Sm ” “"ml,n —"mn-2% + ~1-1]M-41* (21)
kus tuleb votta
Sm-1 =°* S-1,n =0
iga mn =0,1,... korral.
Kahekordset rida (13) nimetatakse absoluutselt koon-

duvaks. kui koondub kahekordne rida

S _1v]
m,n=o0

ja kirjutatakse

S
n{ :0l EOT‘I < '
Absoluutselt koonduvate ridade hulka tahistatakse

simboliga a.

Suurust
m,n

an" M=o kI kfl=o Kl

Y ny
kl=m+1,n+ kI k,=0,n+ Ukl + kl=m+1,0 UK
nimetatakse rea (13) .iddkreaks.
Kui rida (13) osasummadega (14) koondub summaks S,
siis kehtib vordus
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S =Sun+ R (22)

Lineaarsuse omadus. Kui kahekordsed read %,n
00 m,n=0
ja 2n vmm QO koonduvad (b-koonduvad, r-koonduvad,
m,n=o0

absoluutselt koonduvad) vastavalt summadeks U ja V, siis
mis tahes arvude A ja ~ korral koondub (b-koondub,
r-koondub, absoluutselt koondub) ka kahekordne rida
n%n:o <n*“m + I~ vnrb
summaks \ U < yV, s.t. kehtib vérdus
(0] »S,

Sn + vhm*

* —_ N
1rﬁ, h=o <* «@m + favom} = Km,n:o mn=o

Ulesanded«

Leida kahekordsed read, kui nende osasummade jadad

iga mn=0,'l,... korral on jargmised.

573. Sm . (-1)"* 379. Sm =e U i ¢ cosjSr
374. Sm = (-1)m2 380. Stn = arctanCra + n)
375. 5L =' (-1 )mNe 381. sm =~122?

576- ~ 382- stTmo» "

377. SB = 383. Sm * tan bWI* & . N

378. Ew =3* 54-2 * TTT 384. Sm = 1n(e3* - 1j .

385. Toestada vorduse (21) abil, et kahekordse

(13) koonduvuseks on tarvilik, et

-T«-

rea



lim ump = 0.
mn

386. TOestada, et kahekordse rea (13) tokestatult

koonduvuseks on tarvilik, et

(If’iLu[I*bc 3* Hm Snn = °*
387. Toestada, et kahekordse rea (13) regulaarseks

koonduvuseks on tarvilik, et
f %pn)ere & Hm Sm = °*
388. Tdestada vorduse (22) abil, et kahekordne rida

(13) on koonduv parajasti siis, kui

lim H_ =0.
a1 e

389. Tdestada, et kahekordne rida 03) on b-koonduv
parajasti siis, Kkui

ebe ja limlJ =0.
m,n

390. Toestada , et kahekordne rida (13) on r-koonduv
parajasti siis, Kkui

(RAKJ Crc ja Hm R =0,

391* Toestada, et iga absoluutselt koonduv kahekord

ne rida on r-koonduv.

@ oc
392. Olgu harilikud read £ u ja £ v koonduvad
n=o n=o

vastavalt summadeks U ja V. Tdestada, et kahekordne rida

wvV on r-koonduv summaks UV.
m n=o

Niidata, et jargmised kahekordsed read ei koondu.
hd 00

595. Z  (-1)"* 194, Z.  SIN —mmemmemeeee ,
m,n=o0 m,n=1 1 + (M- n)
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A L ®

397« -~ + mm 402% __arctan(m + n)
m,n=i m,n=0

5%-i 0 s 405*..S 1 °ot

59 £=5 tan (" +i> w-X taninn :
Naidata, et jargmised kahekordsed “ead ei ole b-koon-

duvad.
405. £ Inam* nt 1> 408.. £ mHn
mn=0 (m + 1) mn=o0 (m - 0,7)
6. T o>
¢ mn= 1| 7 nfn=o0
407. £] arctan£2g2 41> ~ m
mn=0 (m- 0,5) mn=l m +sin n

Naéidata, et jargmised kahekordsed read ei ole r-koon-

duvad.cm
*11. E aln” *14. Z
m,n=1 m,n=0
*12. E
m,n=o0 mn=" 3 + 141 m
°g / A\min
15 o tANK 7 18- o <Y -

Naidata, et jargmised kahekordsed read ei koondu ab-

soluutselt. @

*17. E (-1)”™ sin~a”~r *18. Z
m,n=0 m,n=o0



419. H (g1"i) Sin(m * n)
m,n=o0

420. arcsin -
wfn=1

Positiivsed read. Kahekordset rida (13) nimetatakse
positiivseks« kui a >0 iga mn =0,1,... korral. Posi-
tiivne rida (13) koondub parajasti siis, kui tema ©e®.
summade jada (14) on tdokestatud, s.t. leidub arv M>0,

et iga mn m 0,1,... korral on
m.n

k 1=8 KI<M*
Seepérast, kui positiivne rida (13) on koonduv, siis Kir-
jutatakse 00

o
mn=o BN<0° >

kui aga ei ole koonduv,oéiis kirjutatakse
afilo Sm =°°
Positiivsete kahekordsete ridade vordluslause. Kui

ridade <
o

£ cv,
m,N=0

korral iga mn =0,1,... korral kehtib vO@rratus

siis rea (V) koonduvusest jareldub rea (U) koonduvus ning
kui rida (U) ei koondu, siis ka rida (v) ei koondu.



Ulesanded.

421. Tdestada, et iga koonduv positiivne kahekordne
rida on r-koonduv.

422. ToOestada positiivsete kahekordsete ridade vord-
luslause, kasutades harilike positiivsete ridade esimest
vordluslauset.

423. ToOestada, et kui positiivse kahekordse rea (13)
korral Uks ridadest (20) koondub, siis koonduvad ka kaks
Ulejaédnud rida ja kehtib v6rdus (20).

424. Toestada, et kui positiivse kahekordse rea (13)
korral Uks ridadest (20) ei koondu, siis ei koondu ka
kaks ulejadnud rida.

Teha kindlaks, millised jargmistest kahekordsetest
ridadesatD on koonduvad ja millised ei koondu.

1
432. In(1 +arctan
425 fnmo TN mn=1 (
@
1 .
433. N
426. r‘r1zn:‘ 2 9 ml,‘nzl i»2d ¢ 3
(I) [e]e)
427, ! 434. 7  In2cos 4
mfs™o 3“(n + 1) m,n=2
428. 2 435. 7 g In%sin *
mnh=0 (m + n + D3mmn m,n=
arctan(m2 + n °
429. m%:o 2(m+ﬂ m 436. n‘ﬁr‘l arctan vy
90 00 p
tanCjt /
430. mn=1 arcsin ® i 437. n+n:1 an IL;“ n)
431 ® tan ® arcsin =,
. 438. _ ~
m,n=2 mn mz,n:2 m9m Inkn
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[0 0]

. Yiov by’ B G €O

440. fcan “7/~
m,n=2 m +n
Naide 18. Teha kindlaks , milliste cx korral kahekord-
ne rida
m,ani wm Io'l'n)'”' (25)

koondub ja milliste korral ei koondu.

Lahendus,. Et vaadeldav rida on positiivne, siis vdime
kasutada Ulesannete 423 ja 424 vditeid. Arvestades hari-
like ridade teooriast tuntud jaakliikme hinnangut integ-

raaltunnuse korral kahaneva funktsiooni f jaoks
oe e

[ f(x)dx $ X f(k) <J f(x)dx,
n+l k=n+l n

saame _ox>2 korral A
o0 a0 00 €0

sy i 1 Z —
n2' nFl (m + n)* mn+ i

2 1 y =

m;n=1 (m + n)A won”

- N

dx 1. vV 1 CToo

Kui c&™0, siis rida (23) ei koondu (vt. Ulesanne
385). Kui aga 1 < <*.<2, siis
(00) £ 7* 0

r 1 >y fd_ 1 V 1 _go
mn=l (m+nA~ n=l n{ X¢ a“n n=ln '

sest 0 < cx- 1<1. LOpuks, kui O<oc<1$ sis positiiv-
sete kahekordsete ridade vordluslause pdhjal rida (23)
ei koondu, sest

(m+n) m+n
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Kokkuvéttes kahekordne rida (23) koondub, kui <x>2 ja ei
koondu, kui oc<2.

Ulesanded»
Naidata, et jargmised kahekordsed read on koonduvad

ja leida nende summa, v6i veenduda, et nad ei koondu«
®

@
442 m/,\n:o éifn 447 - mn=1 m +—n5
«*e
ags' »jRrt 7C 2 45°" «,S|

mn=n m +n
Otsustada, millised jargmistest kahekordsetest rida-
dest k%c))nduvad ja millised ei koondu

@
451. Z tan , 455, Z _ arcsin _-W g
mn=-e m,n— (m ¥ nj
(o] 0o
* [y A e 1 N
52. mz,n=T n7r + nr#n’\ + « 6. m,znzl rren=
¢53. £ = ~5-—- 457. £ _ Sin5 5-1-5
mn=l (m+n) -1 m,n=1
00 00
H@ﬁ X arctan(mn) ,»CO V1 arﬁgg_t(ﬁ);z m)
mh=0 1 + (M+nr m,n=o0

SALS



I. MITME MUUTUJA FUNKTSIOO-
NIDE DIFERENTSEERIMINE

8§ 1. Osatoletised.
Olgu antud mitme muutuja funktsioon
u="Ff(x,y,z,...) (1)
ehk lahidalt
u =f(P),

kos P = (x,y,z,...). Fikseerides muutujad y,z,..«<saame uhe
muutuja x funktsiooni

g(x) =f(x,y.z,=.=).

Kui funktsioonil g on kohal x olemas tuletis g'(x)»
siis seda tuletist nimetatakse funktsiooni f osatuletiseks
muutuja x jargi punktis P ja tadhistatakse sumbolitega
vBi fx ja arvestades (1), samuti siumbolitega voi u

Kui on vaja ndidata, et osatuletis muutuja x jargi on

voetud punktis P, siis kirjutatakse

Seega

f(P) = Ilim t A xy,z...) - f(x.y«z....) £)
(0,0 Ax-o «

Analoogiliselt defineeritakse ja tahistatakse funktsi-
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ooni f osatuletisi teiste muutujate 7,1,.., jargi, s.0. osa-
tuletisi fy, fjjoee
Funktsiooni osatuletisi arvutatakse Uhe muutuja funkt-
siooni diferentseerimise reeglite ja valemite jargi. Seepéa-
rast elementaarfunktsioonide osatuletised on ka elementaar-
funktsioonid.
Niide 1. Leida funktsiooni
z = + 2y sin(y - x?)
osatuletised ja zy.
Lahenduws.. Lagedes muutuja y konstandiks, muutub z (he
muutuja x funktsiooniks. Seepérast
zx = 3x2 ¢ 2y cos(y - x5) (-3x2) =
= 3x2[1 - 2y O3B(x3 - V)]
Nuld,lugedes muutuja x konstandiks, mautub z vaid muatuja y
funktsiooniks. Seepérast
zy = 2sin(y - x3) + 2y cos(y - x3) =
= 2[sin(y - x5) +y cos(y - xM].
Teoreem osatuletlse piirvadartusest. Kui funktsioon f
on pidev muutuja x jargi punktis (x0,y,...), siis
fx<xo»y»— ) =1iB  fx(X»yeeee)
X* X0
eeldusel, et viimane piirvaartus eksisteerib (Idplik vSi
I6pmatu).
Néide 2. Leida osatuletised fx(0O»y) Ua fy(x»°) ning
fx(0,0) ja fy(0,0), kui

X2arctan © - y2arctan kui x /0 ja y AQ,

f(x,y) -
0, kui x = 0vdi y =0.
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Lahendus.. Vaadeldav funktsioon f on P-dev p
(0,0), sest

lim f(x,y) =0 =f(0,0).
X,y-*-0

Olgu x A O ja y A 0. Siis

fx(Xf7) = 2xarcfcan”™ ¢ (- , o, NIyT

2x arctan ™ - vy,

fy(x,y) =x - 2y arctan |.

Kasutades teoreemi osatuletise piirvaartusest, saame
f (0,y) =lim f,(x,y) =Ilim (2x arctan ™~ - y) =-¥
X X—0 X—0

iga ¥ A0 korral. Analoogiliselt saame

f}/(x,O)

lim f_(x,y) =x
y—o ]

iga x A 0 korral. Vahetult osatuletise definitsioonist (vt.
valem (2)) saame

fY(0,0) =1l 4 - f ,0) =0, fv(0,0) =0.
¥(0,0) = Jim 4. f( Ax.0) V(0.0

Kui funktsioonil fx(x,yf...) on olemas osatuletis mur
tuja x jargi, siis seda osatuletist nimetatakse funktsiooni
f teist .jarku (ehk teiseks) osatuletiseks muutuja x  jargi

>
ja téhistatakse simbolitega f voif Analoogili-

Ox X
selt defineeritakse teist jarku osatuletised teiste muutu-
jate y,z,... jargi, s.o. osatuletised fyy’fzz* ..........

Kui funktsioonil fx on olemas osatuletis muutuja 'y

jargi, siis seda osatuletist nimetatakse funktsiooni f se-

gatuletiseks muutujate x ja y jargi ja tadhistatakse sumbo-
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litega

32f
bx 6y v5i fxy*

Analoogiliselt defineeritakse segatuletised f f *

¥f
yx* "xz"” " zx
yz' zy*

Vaadeldakse ka veel kérgemat jarku osatuletisi ja sega-
tuletisi, mis defineeritakse analoogiliselt.

Teoreem segatuletistest. Kui segatuletised f~ ja f
on pidevad mingis punktis, siis selles punktis

xy = fw(.
Néide 3. Leida segatuletis fxy' kui
f(x,y) . ind eiagjggisg-s).

Lahendus. Tuleks arvutada fx ja seejarel * < Et aga
fX arvutamine on raske, aga fyja fyx arvutamine on lihtne,
siis on otstarbekohane kasutada teoreemi segatuletistest.
Et f on elementaarfunktsioon, siis tema osatuletised on ka
elementaarfunktsioonid ja seega pidevad oma maaramispiirkon-
dades. Jarelikult segatuletised f ja fv on pidevad ja
teoreemi segatuletistest pdhjal saame

fy(x,y) = X2 3y2 = 3X"2,
N(Xy) =fyx(xy) = bxy2.
Naide 4. Leida funktsiooni
z = (x ¢ sin y)x
osatuletis zVY.
Lahendus Et x ¢ sin y>Of siie on ka z>0 ja seega lo-

garitmides saame



In z =x In(x +sin y).

NUud diferentseerides molemat poolt x jargi, leiame

LL =InCx ¢ siny) +x +sTn?

Osatuletise leidmiseks diferentseerime veel kord adle-
mat poolt x jargi, saame
—2---99-( ”p — --llI-]i T EIny |
* X ¢siny (x +siny)
kust
XX J1x2 . 1 ., . sin 7
A Vo + - T ® 'm mmm R.
X +siny (X +siny)
Asendades AXZ Glal leitud avaldisega, saame
mbp = [In(x +sin y) + -] 24+ == 2--mrmm- + e einjr
X +sin yl X ¢siny (x +siny)
= 1In2(x » sin y) * «la Y? + sl»?
X ¢ siny (x ¢ sin vy)
Korrutades nitd vorduse pooli avaldisega zs (X +sin y)Xx,

saamegi otsitava osatuletise z/.

Ulesanded,
Leida osatuletised fY»fy, fTY, fyy ja f~ jargmistest
f unktsioonidest.
459 *(X,y) = 2X 4 ¥ 462. f(x,y) =Xy - y3X
460. f(x,y) =3xJ 7 ¢ In 2 463, f(x,y) = * 9

461. f(x,y) =x* ¢y3 - 6Xy 464. f(x,y)
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465. f(x,y = O +5x3y2)3 476. f(x,y«> = In(x + Ka2 + y2)

466. f(x,y 477. f(x,y) = arctan

467. f(x,y = §'~+.9. 478. f(x,y) = arccos-— x mmm

468. f(x,y X3¢ 479. f(x,y) = (V3)y/X

469. f(x,y 480. f(x,y) = e xy

470. f(x,y 48*1. f(x,y) = expsin "

471. f(x,y =X sinCx ay) 482. f(x,y) s (1 + xy)x

472. f(x,y - COS Y2 483. f(x,y) =In(x

473. f(x,y = tan — 484. f(x,y) = (1 ¢ logy x)3
=xy 485. f(x»y) = aretan Ky*
=\n(x + y2)

x2arctan(y/x) - y2arctan(x/y), kui x £ 0 jay /0

f(xy) =
0, kui x =0vbiy =0
fx3sin 2 +y~sin f, kui x 0 ja y AQ
487.f<1>7) “{o. kuix =0 vbiy * O

488. Leida fx(2,1) fy(2,1), kui f(x,y) = xy +xly
489. Leida fy(1l,y), kui f(x,y) =y + (x - 1)arcein y/x
490. Leida fx(2,-1) ja fy(2,-1)* kui f(x,y) =In(x2 - y2)
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491» Olgu fof kui x =0vdi y =0,

f(x,y) =1
p, kui xAOja yAO.

Néidata, et funktsioonil f on olemas punktis (0,0) osatule-
tised, kuid ta on katkev selles punktis.

492. Olgu f ~xy kui x2 +y2 ™ 0,

foxy) = 6. Y kui xK +y2 =0.

Naéaidata, et f on katkev punktis (0,0), kuid eksisteerivad
fx(0,0) ja fy(0,0).

493. Olgu rxy @ mc!, kui X +7r AO,
X +Yy
f(x.y) = o kui x =y =0.
Naidata, et punktis (0,0) segatuletised fpy, ja fij eksistee-

rivad, kuid teoreem segatuletistest ei ole rakendatav.

494. Olgu funktsiooni teist jarku osatuletised ja kol-
mandat jarku segatuletised pidevad punktis P. Tdestada, ka-
sutades teoreemi segatuletistest, et punktis P on

L

'pxxy Axyx - 'Pyxx* YyX . ‘byxy " Xyy*
495. Kui kasutada teoreemi segatuletistest, siis mil-
liste funktsiooni f osa- ja segatuletiste pidevust tuleb
eeldada,et vaadeldavas punktis kehtiksid vdrdused

3) tx)eyxzf)eeey*
b) Fyrte = Fapoct
) Ty = Dayyx = Tyymx = Tyxuy 7

Leida segatuletis f~ , kui
496. f(x,y) =xx ¢y sin x



497. f(x,y) = a2 + (1 +ysin x)y
498. f(x,y,z) =x +y™ +arcsin In(x + 2)
Leida £% fy, fz, f~, fxz ja fyz jargmistest funktsi-
oonidest .
499« f(x»y,*) macy* + la(x +y + %)
500. f(x,y,z) =jx2 +y2 + z2 504. f(x,y,z) = (xy)z

501. f(x,y,z) =sin(x2 +y2 + z2)

502. f(x,y,z) =i?/z 505. f(x,y) = (x/y)z
*

503. f(x,y,z) =an 506. f(x,y,z) =z"

507. Arvutada fx, f , ja fz punktis (1,2,0), kui
f(x,y,z) = In(xy + z).
508. Olgu f(x,y,z) = sinp(3x + 2y - z). Arvutada
fy(1,1,n) 3za f*(-V 2,0,-1).
Arvutada jargmised segatuletised.
509. Ygcy» kui u = x + xIn(xy)

510. u, ,, kui u=y2 ¢ ac™sin y + y”~sin x
ypT

511 « Scyz» kui u =xY +arctan * ! g/AzZz

512. kui u

exp X7 + eacp(xyz)

513. uWyz» kui u=1In MUx- z)2 + (y - z)
514. Naidata, et funktsioon z = In(x2 + xy + y1) rahul-
dab vdrrandit
XzZX + yZy = 2.
515. Néidata, et funktsioon z = xy + x exp(y/x) rahul-

dab voérrandit
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XzX ®yzy =Xy I z«
516. Naidata, et funktsioon z = "y + x/y" rahuldab
vorrandit
zZ(xzx + yZy) = Xxy.
517. Naéidata, et funktsioon u = (x - y)(y - z)(z - X)
rahuldab vdrrandit
°X +y + > om°-
518. Naidata, et funkteioon u=x ¢ (x - y)/(y - 2)
rahuldab vdrrandit
S ¢y e«, - 1-
519. Millised osa- ja segatuletised on olemas funktsi-
oonil f, kui on teada, et
2 = y™/C3x) ¢ f(xty)
rahuldab vérrandit
XZX - yzy ¢ y2/x = 0?
520. Millised tuletised on olemas funktsioonidel f ja
g, kui on teada, et
z =xf(x ¢y) ¢ ygx ¢y
rahuldab voérrandit

2 - zzxy+ZW:0?

Liitfunktsiooni diferentseerimine toimub Uldiselt jarg-
miste eeskirjade jargi.

Teoreem |. Kui funktsioonil f(x,y,...) on olemas pide-
vad osatuletised ja tema argumendid x,y,... on diferentsee-
ruvad Uhe muutuja t funktsioonid
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X = x(t)
Y =y(t)

siis liitfunktsiooni F(t) = f[x(t),y(t),...] tuletis eksis-

teerib ja on arvutatav valemiga

dr dx
TF “ A~ d] -y )
Teoreem I1. Kui funktsioonil f(u,vt...) on olemas pi-

devad osatuletised ja argumentidel

Nu=u((x,y,...)

: (4)
le = v(x,y,.;(.)
on olemas I6plikud osatuletised, siis liitfunktsiooni
F(x,yteee) =f £u(x,y,...), V(X,yt.
osatuletised eksisteerivad ja kehtivad valemid
Px * fu'x +V X + eee
Fy =fUy ¢ Vy * eee Q
Naide 5. Leida liitfunktsiooni z tuletis, kui
X =sin t
y —cos ©
. Z = exp(x - 5y).
Lahendus™ Siin z on the argumendi t diferentseeruv

funktsioon teoreemi | pdhjal, sest eksisteerivad (isegi pi-
devad)

Sf ,=0OB

ja osatuletised

*x = exp(x - 5y), sye - 5exp(x - 5y)
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on pidevad. Seega valemi (3) jargi

ex“y cos t - NstnTp =

ex”’”y(cos t +esin
Naide 6. Leida liitfunktsiooni z osatuletised, kui

rz= P - V2
mU=XSsiny
V =X COS vy.

Lahendus”™ Siin funktsiooni z osatuletised x ja z
eksisteerivad teoreemi Il pdhjal, sest eksisteerivad 16pli-
kud (isegi pidevad)

ur

Uy

sin y, VX = coS vy,

X COS Yy, Vy =-X sin vy,
ja osatuletised
ZU = 2u, zv = -2V
on pidevad. Seega valemite (5) jargi
X =2usin y- 2vcosy
Zy =2uX COS y + 2v X sin vy,

kust asendades u V, Saame

Czx = 2x sin2y - 2x cos2y
Zy = X2sin y cos y + 2x~co8 y sin y
ehk
”ZX = -2X cos 2y
z = X2 sin 2.
Ulesanded.

Leida liitfunktsiooni tuletis.
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521. z = ex"y, X =sint, ¥Y-j cos *

522. z = arcsin(x - y), x =1, 3y =4t3
523. z =tan(t +x2 - y), x =12, y =2\
524. z = arctan(xy), Yy = ex

525. u=-ex(y - z), y =sin X, z =co0S X.
526. z = arcsin(x/y), y = L +x2

527. u=f(x,y,z), x=t, y=Int, z=t +1

528. z =x2In y f(x,y), x = 1-1t2, y =exp sint
Leida liitfunktsiooni osatuletised.

529« z = W27 - W2, U=XCOSY, V=XSsiny

550. z=ulnv, (X +y)u=1, v =exty
531. z - ™~ arctan(u +vVv), uU=Xy, V=X +y
532. z = arccot(u/v), u=x 3iny, v=XCcCo0Sy

Eeldades, et funktsioonil f og pidevad osatuletised,
leida liitfunktsiooni osatuletised.

533. z = f(x - Xxy,ex_xy)
534. z = xf(xy + y/x)
535. z=f(x,y - InXx) Iny
536. u = f(x/y, y/2)
Leida ja margitud joonel ka ], kui
537. z - arctan(y/x) ja y =x2
538. z=x7jay - In In x
539. z = In(ex ¢ ey) ja y =x3
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540. »

X7 ja y =f(x)

541. z = u\ u=sin X, V =C0S X

§ 2. Taisdiferentsiaal.

Olgu
Lf. =f(P) - f(PO) (6)
funktsiooni f nuut punktide = (x@¥0,...) ja
P =(xQ+ 4x, yQ+ Ay,...) vahel
Definitsioon. Oeldakse, et funktsioon f on diferentsee-
rus punktis P , kni tema muut (6) punkti PQ Umbruses aval-
dub kujul
Af - fx(Po) Ax +fy(PO) Ny +..+ ab + £0y +....(7)
kus o /b 0, iui 4x,4y,... -*0. Seejuures suu-
rust
df = fx(P0) ux + fy(PQ Oy +... (8)
nimetatakse funktsiooni f (esimest jarku) taisdiferentsiaa-
liks punktis PQ.
Tahistades 4x =dx, MOy =dy,..., voime funktsiooni
f taisdiferentsiaali (8) kirjutada kujul
df = fx(P0)dx + fy(P0O)y +... . 9)
Avaldises (8) liidetavaid
fy(PO)dy,...

nimetatakss funktsiooni f osaqjferentsiaalldeks punktis PQ
vastavalt muutujate x,y,... jadrgi ning suurusi dx, dy,
argumentide diferentsiaalideks.

Diferentseeruva funktsiooni f muudu (6) vdib Kirjuta-
da kujul
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Af * df ¢ 0(? ),
K08
p = Ay2 o. ..

Iga punktis PQ diferentseeruv funktsioon on pidev sel-
les punktis PQ.

Vordusest (7) nademe, et funktsiooni f diferentseeruvu-
seks punktis P on tarvilik 16plike osatuletiste f,, fy,...
olemasolu punktis P . Kuid I6plike osatuletiste f , f , ...
olamasolu punktis PQ ei ole piisav funktsiooni f diferent-
seeruvuseks selles punktis PQ. Kiull aga kehtib jargmine

Teoreem 1. Kui funktsioonil f on olemas pidevad osatu-
letised fx,fy,... punktis PQ siis funktsioon f on diferent-
seeruv selles punktis PQ.

Valemid (3) ja (5) liitfunktsiooni osatuletiste leid-
miseks kehtivad ka juhul,kui funktsioon f on vaid diferent-
seeruv vaadeldavates punktides.

Samuti teoreem eegatuletistest kehtib ka eeldusel, kui
osatuletised f* ja fy on diferentseeruvad funktsioonid vaa-
deldavas punktis.

Fikseeritud dx, dy,... korral on funktsiooni f taisdi-
ferentsiaal

df(P) = fx(P)dx ¢ fy(P)dy ... (0)
punkti P * (x,y,...) funktsioon. Osutub, et df on diferent-
seeruv punktis P parajasti siis, kui osatuletised fx,fy,...
on diferentseeruvad punktis P.

Kui df on diferentseeruv punktis P, siis tema tadisdife-
renteiaali
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d2f = d(df)
nimetatakse funktsiooni f teist jarku ehk teiseks diferent-
siaaliks punktis P.

Analoogiliselt defineeritakse veel koOrgemat jarku
taiediferenteiaalid. uldiselt d" "f on diferentseeruv pa-
rajasti siis, kui kdik (n-1)-jarku osatuletised on dife-
rentseeruvad. Kui d” ’¥ on diferentseeruv, siis tema tais-
diferentsiaali

dr = d(dn“1f)
nimetatakse funkteiooni f n-jarku taisdiferentsiaaliks.

Kahe muutuja funktsiooni f(x,y) n-jarku taiediferent-
siaal arvutatakse valemist

<11)
mida analoogia tdttu binoomvalemiga kirjutatakse simboolselt
kujul

Valemist (11) erijuhtudel n » 1,2,3 saame
df =f dx ¢ dey,

d2f = ¢ SfAdxdy + fyydy2, (12)

d?f = fxxxdx5 ¢ M xxydx2(iy + 3f xyydxdy2 ¢ fyyydy3.
uldiselt mitme muutuja funktsiooni f(x,y,...) taisdi-
ferenteiaali leidmiseks kasutatakse sumboolset valemit
n = (fe ** +"if dy eeee)nf. (13)

Diferentsiaali kuju -invariantsus. Diferentseeruva



funktsiooni f(u,v,...) esimese tdisdiferentsiaali (FO) ku-
ju sdailib, kui argumendid u,v,... osutuvad muutujate X,y,*»»
diferentseeruvateks funktsioonideks. Sel korral valemis
(10) diferentsiaalide dx,dy,«.. asemel on funktsioonide (4)
taisdiferentsiaalid du,dv,.». ning valem (10) saab kuju
df(P) = fu(P)du + fT(P)dv ...,

kus P = (u, V,eee)e

Teist ja korgemat jarku taisdiferentsiaalide korral
uldiselt diferentsiaali kuju invariantsus enam ei kehti.
Kuid juhul kui funktsioonid (4) on lineaarsed, s.o.

'u=ax +by+..+ h

"'v = a™ + bty L, (14)

siis iga jarku taisdiferentsiaali kuju séilib, s.o.

avaldub valemiga (13) analoogilise valemiga

dDf * <-8U du + dv +...)nf, (15)
kus du,dv,... on juba funktsioonide (14) taisdiferentsiaa-
lid.

Seega erijuhul, kui f on vaid Uhe muutuja a funktsioon,
u=ax +hby +...+ h
on lineaarne muutujate x,y,... suhtes, siis valem (15) esi-
tub kujul
dH* _ f(n)(u) dun. (16)
Esimese diferentsiaali kuju invariantsuse tdttu kehti-
vad jargmised diferentseerimise reeglid, kus uja v on mit-
me muutuja funktsioonid:
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1. d(u ¢ v) =du ¢ dv,

2. d(ov) =vdu + udy,

» U vdu - udv
J-4 »e — 72 —

kust erijuhul saame

4. d(cv) =cdv (c = const),

s 4. V.

Taisdiferentsiaali kuju invariantsust kasutatakse
tadisdiferentsiaali ja osatuletiste arvutamise lihtsustami-
seks. Kui diferentseerimaa funktsioonis f(u,v,»«*) argumen-
did

"u=u(x,y,...)

VEV(XY...) (4)

on diferentseeruvad funktsioonid, siis liitfunktsiooni
P(x,y,...) 5 f(u(x,y,==«), v(X\y, ==e) =)
taisdiferentsiaal avaldub kujul
df = fudu ¢ fydv
kus diferentsiaalid 4«wdyv... arvutame seosest (4).

Seega, erijuhal kui % = f(u) on Uhe muutuja u diferent-
seeruv funktsioon ja u on omakorda diferentseeruv mitme
muutuja funkteioon, siis

dw a f*(u)du. (17)

Naiteks, kui u on diferentseeruv mitme muutuja funktsi-

oon, siis kehtivad valemid

d(ua) = aua””du, (a = const)
d(mu) = aulna du,
d(sin u). scos udu

jne.
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Néide 7. Leida funktsiooni
w = j/x™ + cos(y - 4z)
tédisdiferentsiaal ja esimesed osatuletised.
Lahendus”™ Vaatleme antud funktsiooni kui liitfunktsi-
ooni
w= fi, u=x +cos(y - 4z).
Et wja u kui elementaarfunktsioonid on diferentseeruvad,
siis valemi (17) pdhjal saame
aW- 2xdx - sin(y - 4z)(dy - 4dz)
2 |/ + cos(y - "2)
Et dx,dy ja dz kordajad on vastavalt osatuletised vy, W
ja W, . siis oleme saanud

AXN + cos(y - 4z2)
w = _ sin(y ~ 4z)
2 j/Ix™ + cos(y - 4z2)
w = 2sin(y - 4z)
/x2 + cos(y - 4z)

w = sin(xzyz()).
Leida w + 2wy - 6W2 ja W + 2wz.
Lahendjis_. Valemi (17) jargi saame
dw = cos(x2yz) d(x2yz) =

Néide 8. Olgu

= cos(x2yz) (2xyzdx + x2zdy + x2ydz).
Vottes dx =1, dy =2 ja dz =-6, saame esimese otsitava
SumMTR
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w + 2w - 6w coe(x2ys)(2xyz + 232z - 6x2y) =

2X(yz + xz - 3xy)cos(x2yz).
Vottes niid dx =1, dy =0 ja dz = 2, saame ka teise otsi-
tava summe

x T 2w, cos(x2yz) (2xyz + 2x2y) =
Xy(x + z)cos(x2yz).

Naide 9« Leida
d™®cos(x - 2y ¢ 3z ¢ 4).
Lahendus_. Tuleb leida dﬂptos u, kus u = X-2y+3z+4.
Et u on muutujate x,y,z suhtes lineaarne funktsioon, siis
iga jarku taisdiferentsiaali-kuju on invariantne. Seega
valemi (16) pdhjal on
'8 cos u = cosBlu hu'8 =
- cosu (dx - 2dy +Jdz)1®

ehk asendades u tema avaldisega, saame

d™®cos(x - 2y +3z +4) =
=-cos(Xx - 2y +3z +4) (dx - 2dy + 3dx)18»
Ka valemit (13) v6ime kasutada kOrgemat jarku osatule-
fciste leidmiseks, kui argumendid x,y,... on so6ltumatud
muutujad (s.o. juhtum, kus seostes (14) on u=X, V =Vy,.)»
Néide 10. Leida funktsiooni
z =In(2x +y2)
teine tdisdiferentsiaal, teist jarku osatuletised ja sega-
tuletis.

Lahendus_. Meil on
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dz =dte. ¢__ =33 * 2p
2X ¢y 2X +y

Arvestades, et dx ja dy on konstandid x ja y suhtes,

d2* =d(dz) =d~ f Zip' =
2X +y

C2x +y2)d(2dx + 2ydy) - (2dx + 2ydy)2 =
(2x +y2)2

C2x +y2) 2dy2 - (4dx2 + 8ydxdy + 4;72dy?2)
(2x ¢ y2)2

sest d2* = d2y = 0. Seega

d2z = - -------—55 [2dx2 + 4ydxdy - (2x - y2)dy2] .
(2x +j*)*

siis

Valemi (12) pdhjal diferentsiaalide dx2, dxdy ja dy2 korda-

jad annavad

Zyx

Ulesanded*
Leida jargmiste funktsioonide taisdiferentsiaalid

esimesed osatuletised.

542, z s X ¢ 3y 546, z = exp(l + xy)
543. z = 2x2—3xy - Y2
544. z = xy 548. z = -cos(xy)
545. z = x/y
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550. z = 7x 555.* » ¢ elaH) dt

551* z = tanCx"/y) 556. w = eatpCrx~r2) .
552. z = X7 ¢ y* 557. w = coe(x2yz)
x-fy
553* * = | t”1sin t dt 556. w=-?m—K
X +y
554, . ., ] Vv cos t dt 559. w=tan(x - y + 2)
560. Leida w + kui w = exp(x + yz)

561. bgicia wx + wy + trz, kui wa exp(xyz)2
562. Leida wx - 2wy +3*z ja W - 2wz, Kkui w = cos(xy2z)

563. Leida w - w, kui wa jix +y + z

Leida dz, kui
564. j ; ?2/ ifita”(xy) 568. arcsinCy/x)
X =/4 +y2
Y = t5b
z * arccos(x/y) 'z =X siu y +Yy cos X
565. X =12 569. X = u/v
y =cos t ly = w
z = tan(3t - x + 3y2) Z = X7 4 y*
566, x = |Tt , 570. x = & *tV2
Y = 1/t y=tw”-v 2
E67 z = arctan(l + xy) 2z = In(x2 ¢ y2)
y =In x 571« ex = ush v
5y =uchv

Leides diferentsiaali dz, arvutada ruy + zy, kui
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X = Wv X = Q+ Vv

572. -y =3a- 2v 573, y=u-v
.Z2=x2Iny z = arctan(x/y)

574. Olgu z = arctan(2x - y). Leidaa ds, tdestada et

¢ 2zxj = °*

575« Olgu z = InCj " ~)* beides d*f tOestada et

¢ Sy mx"*
576. Olgu z = excos y. Leides ds, ndidata et
Zy ¢ )?y— * 0.
Olgu f diferentseeruv muutuja u fenktaioen. Laida da,
« J* «y, kH
577. z = x ¢ fCx™ + 1) 579. x - yf(xy ¢ x/j)

578. z * xy +f( i 2xy)
Olgu f diferentseeruv muutujate u,v funktsioon. Leida
ds, ja 2y, kui
580. z = x ¢ f(exy, x2 - y2)
581. z =y - f(sin x, x2")
582. z = 2xy + f(cos y, x3 - vy)

583. * m |fxy ¢ f( Txy, x5 ¢ y2)

Ulesanded.
584. Olgu
f(x,y) = KI*7l =

Naidata, et funktsioon f on pidev punktia (0,0), ja et tal
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on olemas osatuletised fx(0,0) ja fy(0,0), kuid ei ole di-
ferentseerib punktis (0,0).
585. Olgu
Xy(x2 +y2)"V2, kui X + Iyl A O,

fixy) = 0, kui, x =y =0.

Naidata, et punkti (0,0) Umbruses funktsioon f on pidev ja
temal on tokestatud osatuletised fx(x,y) ja fy(x,y), kuid
ta ei ole diferentseeruv punktis (0,0).

586. Olgu
M(x @y)2sin(x2 ¢ y2)“1/2» kui Jxj + jy| A 0,

0, kui x =y =0.
Naidata, et punkti (0,0) Umbruses eksisteerivad osatuleti-
sed fX ja fy ja et nad katkevad punktis (0,0), kuid siiski
funktsioon f on diferentseeruv punktis (0,0).
587. Olgu
r (x2 +y2)sin(x2 +y2)”\ kui P + Iyl AQ

f(x\y) =
0, kui x =y =0.
Néidata, et punkti (0,0) Umbruses osatuletised f"h ja ;
eksisteerivad ja on tdkestamata (seega punkt (0,0) on nende
katkevuspunktiks), kuid siiski f on diferentseeruv  punktis
(0,0).

Leida jargmiste funktsioonide esimene ja teine dife-

rentsiaal.
588. z = 2x/y 590. z = x sin2y
589. z = x + xy 591« z = x cos™Ny
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592.

593.
596.

597.
598.
599*
600.
601.
602.
603.
604.
605.
606.
607.

608.

609.

= «Xp(x +y2) 594, u = sin(5x - 3y + 9z)

uc xy +ys +xz2 595. u

Leida
d5z , kui z =25 +x5 +y”™- 3xy(x - vy)

d”z, kui z =sin 3 +sin(x2 +y2)
<y kui u = 2xyz

ddu, kui u = In(xxy7zz)

d™z, kui z=1In 2 +In(x +y - 3)
dz, kui z=ch x cos y

dMu, kui u= (2x €y - 3z2)

d°u, kui u= (1 +2x - 3y + 4z2)
18

d "u, kui u =cos(2x + 3y - 5z)
dl6u, kui u =sin(5x - 3y + 9z +8)
d™u, kui u=cos(x - 4y - 6z +7)
dl2u, kui u = ax+27-5z+4

dnz, kui z = exp(2x + 3y + 4)

cos(x +3y - 5z +7)
Leida df(1,1,1) ja d2f(1,1,1), kui f(x,y,z)

= (X/y)VzZ

6l0. dnu, kui u =-exp(x - y + 22)
Leida jargmiste funktsioonide esimene ja teine dife
rentsiaal, kui f on diferentseeruv funktsioon

611. w=1 + f(xy)

612. w=x + f(x +vy)
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615. W= fCx2 ¢ y2 + z2) 619. W=1f(x +y ¢ ZjX2" y2* s2)
616. w =T (2x,3y) 620. w=x/z ¢ 2f(x/y, y/*)
617. ws f(x - y, X +VY) 621. ws f(x2 ¢ y2, 2xy, x2- y2)
618. w * xy +f(x +vy, 2)

Euleri teoreem homogeensetest funktsioonidest. Lahtises

piirkonnas C méaaratud funktsiooni f nimetatakse ot-aat—

homogeenseks funktsiooniks. kui f rahuldab tingimust

f(tx,ty,...) =t £(Xx,y,...)
iga punkti (x,y,...) cD puhul (punkti t * 1 Gmbruses).
Diferentseeruv funktsioon f on ot-astme  homogeenne
funktsioon parajasti siis, kui funkteioon f rahuldab Euleri

tingimust
Hg**ryy + ... = Otf(x,y,...).

Haide 11. Veenduda, et funktsioon

on homogeeme ja leida homogeensuse aste.
Lahendus”™. Funktsioon f on méadaratud, kui x”"y2 ja

x2 ¢ y2A 0. Iga t AO kerrml oa

f(tx,ty) * arctan

f(xty,z) =— X112
z
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korral.

Lahendus_. Arvutades funktsiooni f tédisdiferentsiaali,

saame
df « (rrasc + 2ydy)z2 - (x2 ¢ j2) 2zdz
i5
Vorreldes Euleri tingimust valemiga (10), ndeme, et asen-

dades dx, dy j* dz vastavalt suurustega X,y ja z, saamegi

f~Ax f fyy +f,. 2 (s2 ¢ Y2)«2 =

o = Of(x,y, z).
Seega f on null-asfcme homogeenne funktsioon.
Veenduda, et jargmised funktsioonid f on homogeensed.

Kontrollida Euleri tingimust ja leida homogeensuse aste ol.
622. f(x,y) =x2 - Ixy + 4y2

623. f(x,y) =3xy2 ¢ IX6 - y6

624. f(x,y) = a = const

625. f(x,y) = arctan -

626. f(x,y,z) X2y - 2y2z + xyz

2 2
627. f(x,y,z) =x" cos 2—
X

628. f(x,y,z)

(x2 +y2 + z2)log |

629. f(x,y,2) I exp |

630. f(x,y,z) $— ™ Z * Zn
, X +vy + z

631. f(x,y) =log ™~ ar ¥
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§ 3. Mitme muutuja funktsiooni diferent-
siaalarvutuse rakendusi.

Taylori valem. Kui funktsioon f on n+l korda diferent-
seeruv punkti PQ = (x0,y0,...) Umbruses, siis selle Umbru-
se punktis P = (x,y), kus x * xQ+ Axr y =yQ + 4yf
kehtib Taylorl valem

f(P) =f(Po) + df(PO) & jr d2f(PO) +

. ...+ ST N <Po) +An-
Liiget aQ nimetatakse Taylori valemi jaaklilkmeks ja

Lagrange*i jargi avaldub ta kujul

% mTn-t-Tn ‘n,1«D . 09)
kus Q on teatav punkt sirgldigul PQ@, s.o.
Q= (xQ+ 04x, y0O + 84y,...),

kus O< 0 <1.

Kui xQ=0, yQ=0,..., s.0o. PQ=(0,0,...) on koordi-
naatide alguspunkt, siis valemis (18) ja (19) on

dx =x, Ay =y,... =

Valemis (18) jaakiiige (19) taidab tingimust

‘n=°(f » ki

p= /2 y2e..
s.0. ¢n on p suhtes kérgemat koi n jarku I6pmata vai-
ke suurus. Seega, kui LAxI, IAyl,... on killalt véikesed,

kehtib ligikaudne v6rdus
f(P) - *<p0) ¢ 4«P0) +...¢ J1 » 0>. (20)
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Erijuhul kui n =1, saame valemist (20) valemi
f(P) *= f(PQ ¢ df(PQ. (21)
Valemist (21) saame ligikaudse valemi funktsiooni f

muudu  Af - f(P) - f(PQ arvutamiseks punktide PQja P va-
helt

Af « df(PQ. (22)

Ulesanded.
Leida Taylori valem (18) punktis PQ = (0,0), kui n=3.

Y
652. f(x,y) =e siny 636. z =X cospy

633. f(x,y) eycos X 637. z =y sinpy
634. f(x,y) =In(1 +x +y) 638. sin(x2 +y2)
635. z =exln(l +vy)
Leida Taylori valem (18) punktis Po = (1,1) , kui n=3*
l/ 641. f(x,y)

640. f(x,y) = 6x7 642. f(x,y)

639. f(x,y)

In(xy)

Leida valemi (20) abil ligikaudsed valemid jargmiste
funktsioonide vé&artuste arvutamiseks, vottes PQ= (0,0) ja
n=2.

643* sin(xy) 645.

644. cos(xy) 646. arctan 31/ X

Naide 13. Arvutada ligikaudu,s.o. valemi (22) abil
funktsiooni

f(x,y) = sin(jtxy)
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muut Gleminekul punktist PQ = (1,2) punkti P - 0*1; 1»
Lahendus™ Arvutame kdigepealt punktide koordinaatide
muudud Ax ja Ay, saame
AX =X - xg=1,1 - 1 =0,1,
Ay =Y - MW =1»9 - 2 =-0,1.
Valemi (22) kasutamiseks tuleb arvutada
af(P0) = fxCP0) Ax + V Po} Ny*
Saame
fx

f
4

cos(Jrxy) <ty j
cos(jtxy) «X

ja seega
df(PQ = cos2jt¢2/t»0,1 + cos2Tt «jt.(-0,1) = 0,14ar.
Valemi (22) pd&hjal
A « 0,10t .

Ulesanded.

Arvutada ligikaudu, s.o. valemi (22) abil funktsiooni

muut Gleminekul punktist PQ punkti P.
647. f(x,y) =e*7, Po = (1,1), P =(1,2; 1,1)
648. f(x,y) =y-r-ff. PO = (2,4), P = (2,5; 3,5)

649. f(x,y) =sin xy, PQ=(1,a), P =(0,9; n)

650. f(x,y) =Inx Iny, PO =(1,1), p=(1,1; 0,9
651. f(x,y) =N n vy, Po=(le), P=(1,1. e +0,1)

Naide 14. Arvutada ligikaudu valemi (21) abil
A = sin 32° cos 59°.
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Lahendus”™ Minnes tUle radiaanméddule saame
A =sin(g +”"gj)cos(™ - 405,
Vaatleme funktsiooni

f(x,y) =sin x cos y
ja punkte PQ= (xQy0) = (8, |),

P=(x0+ Ax, yOo + Ay) = (] + 2 “ 473R)»

Ax

** 0,0349,
Ay =- 4”5 =-0,0175.

Seega meil on vaja arvutada ligikaudu funktsiooni f vaar-
tus f(P).

Valemi (21) rakendamiseks arvutame

df =cos x cos y Ix - sin x sin y Ay.

Valemi (21) p6hjal on siis

A=1(P) « f(P0) + df(P0) =

=sin? QO8’ + cos~ cOs- - sin? siri-j Ay a
6 3 6 3% A S Ay =
* 22 +4 \°»°NQ +24 °»0175 **

~ 0,25 +0,0227 =0,2727.
Seega

sin 32° cos 59° ** 0,2727.

Ulesanded«

Arvutada ligikaudu valemi (21) abil
652. ~»03-"e 653. /3,97 2,032
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654. 7,97 / /3,94 660. ©0S 29® sin 62°

655. (4,052 @ 2,932 661. 1,942 e 0,12

65%6. In(~ 1,03 @a~~98 - 1) 662. 2,0032 3,9983 1,0022

657. 1,042>02 663*. 1,032/ 3/0,98 YI1,053
658. 0,941*7 664. sin 1,49*%arctan 0,07+
659. Sin 59° tan 46° X r"2**5

Puutujatasand Ja normaal. Olgu antud pind
z = T(X,Y) @3
ja punkt Q0 = (x0,y0,20) sellel pinnal. Olgu PQ = (x0,yQ).
Teoreem 1. Pinnal (23) on olemas z-teljega mitteparal-
leelne puutujatasand punktis ™ parajasti siis, kui funkt-
sioon T on diferentseeruv punktis PQ.
Pinna (23) puutujatasandi vorrand punktis ~ on
z- 20 =XEDE-x0) ¢« y(O)(y - Y0)- @&
Pinna (23) punktis ™ puutujatasandiga (24) ristiole-
vat vektorit (samuti ka sirget) nimetatakse pinna normealiks
selles punktis Qq-
Vektor

n = (fX(PO), fy(PO), -1)
on pinna (23) normaaliks punktis

Ulesanded.

Leida puutujatasand ja normaal jargmistele pindadele
margitud punktis Qq.
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2
665. z=£-y2, ~ = (2,-1,1)

666 . Zz

arctan |, Qq = @,1,-3)

667. z

X2 +y2, Qo = (1,2,5

Kas jargmistel pindadel on olemas puutujatasand punk-

tis (0,0,0)?
68. z= Ix2 ¢y2 67/0. z = kyl
6. z= N QR +y2)2 671. z=1- eyl

672. Leida pinnale
7=x2_y 2
puutujatasand, mis on paralleelne tasandiga
4x -2y - z+1 =0.

673. Leida pinnale

z=x + -4y +4

puutujatasand, mis on paralleelne tasandiga X -y + 2z =

674. Leida pinnale

Z=X2 +Yy2
punkt Q0, kus pinna normaal on paralleelne vektoriga
m = (1,2,-3).
675* Leida pinnal
z=X2 X

punkt QO, mis asetseb zx-tasandil ja kus pinna normaal
risti vektoriga m = (1,0,1).
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M. ILMUTAMATA FUNKTSIOONID
JA EKSTREE MU MID
§ 1. Ube _p kahe muutuja ilmutamata
funktsioonid.

Olgu antud vdrrand

F(x,y) =0, (@)
kus funktsioon F = F(X,y) on mdaratud ristkilikus E = x*v,
kus X = (@,b) jayY = (c,d).

Oeldakse, et vorrand (1) méérab funktsiooni y = y(X)
vahemikus X, kuil iga xeX korral on VvOrrandil (1) olemes
lahend yeT. Kui see lahend ycT on tUheselt mdaratud iga
xcX korral, siis funktsiooni y nimetatakse Uheseks, vasta-
sel juhul mitmeseks oma mé&ramispiirkonnas X.

Kui funktsioon y = y(X) vahemikus X on maaratud vor-
randiga (1), siis Oeldakse, et funktsioon y on antud ilmu-
tamata kudul ).

Teoreem 1. Kui

1® funkteioon F ja tema osatuletis Fy on pidevad
punkti PQ = (x0,)0) Urbruses,

2° F(PO) =0,

3e *y(P0O) A 0,
siis vorrand (1) méarab punkti PQ teatavas Umbruses uhese
pideva funktsiooni y = y(X), kusjuures y(xQ) =y .
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Kui lisaks ka osatuletis F, on pidev punkti P/ iinb-
ruses, siis .funktsioonil y on punkti xQ teatavas  Urbruses
olemas pidev tuletis

> (2

n Fy
kusjuures

0 VvV V
IImutamata funktsiooni tuletise arvutamisel valmis va-

lemi (@) asemel kasutatakse praktiliselt VOrrandi (1) vahe-
tut diferentseerimist muutuja X jargi* lugedes, et Vvorrand
(@ kujutab endast nulliga vorduvat liitfunktsiooni muutuja
X suhtes, kus y = y(X), s.o. funktsiooni GX) - F(x,y) =0,
kus y = y(X). Seejuures oletatakse, et teoreemi 1 eeldused
on tiidetud, mis garanteerib tuletise y* olemasolu. Saame
G»(X) = Fx +Pyy* =0 3)
(vt. valem (3> Ik. 87)» kust FJA 0 tottu vBime avaldada
tuletise (2).
Imutamata funktsiooni teise tuletise leidmiseks vaa-
deldakse vordust (3) uuesti kui vorrandit
G(x,y") =0, @
kus
G(,Y™) = Fx + 7Y™
mis maarab tuletise y* = y"(X) ilmutamata kujul. Kui OQc,y™)
taidab teoreemile 1 analoogilisi tinginusi, s.o. G, Gx ja
Gy» on pidevad punkti PQ* = (x0,y"0) Umbruses, kus y"0 =
= f"(X0), G(P"q) = 0 ning Gy,(P"0) A 0, siis teine tuletis
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y'"' on olemas ja VOrrandit @) vahetult diferentseerides X
Jargi, saane

Gx +®y"Y" 30 (©)]
ehk

B HVF KV Yy 2Fy Tt mor (g

sest G = Fx + Py7™» kus F = F(X,y) Jay = y(X)* Et aga

Gyt =Fy A O,
siis saame VOrdustest (B) ja (6) avaldada y'.

Analoogiliselt arvutatakse ilmutamata funktsiooni veel
kbrgemaid tuletisi.

Analoogiliselt Uhe muutuja ilmutamata funktsioonile
defineeritakse kahe ja enama muutuja ilmutamata funktsioo-
nid. Vaatleme kahe muutuja funktsiooni juhtu. Olgu artud
vorrand

*(*y.*) s 0, )
kus funktsioon F on mdératud risttahukas E = Z*Y*Z, kus
X=@b), T=(Cd jaz= (M.

teldakse, et Virrand (7) mdarab funktsiooni z = z(x,y)
ristkillikus XXt, kui iga punkti P = (X,y)eXxY korral on
"6rrandil (7) olemas lahend zcZ. Kui iga PeXXT korralsee
lahend zcZ on theselt mdaratud , siis funktsiooni z nine-
tatakse Uheseks,vastasel juhul mitmeseks. Kui funkteioon
z =z(y) hulgal XXT on maaratud virrandiga (7), siia
teldakse, et funktsioon z on antud 1lmutamata kujul ().

Teoreem 2. Kui

1° funktsioon F ja tema osatuletis Fz on pidevad punk-
ti PO = (X0,y0,20) Urbruses,



2e F(PO) =0,
3* Fa(PO) A O,

siis vOrrand (7) addrab punkti PQ teatavas Umbruses  (lee®
pideva funktsiooni z = z(X,y), kusjuures z(x0ty0) = eq-

Kui lisaks ka osatuletised F ja F<y on pidevad punkti
PO Umbruses, siis funktsioonil z on punkti (xeJyO) teatavas

Umbruses olemas pidevad osatuletised
P W

z” & S
Osatuletiste zx Ja zy praktilisel leidnisel valmis va-
lemite (B) asemel kasutatakse vorrandi (7) vahetut diferent-
seerimist x Jay Jargi, lugedes, et z s z(X,y). Saame, koi
teoreemi 2 eeldused on tdidetud, et

X AV X -<>.* eVy - °* <9
kust voime avaldada z, Ja zy= Kdrgemate osatuletiste leid-
mlseks toimime analoogiliselt nagu Uhe muutuja ilmutamata
funktsiooni korralt diferentseerime Jalle vordusi (9) muu-
wjate x Jay Jargi, lugedes, et z = a(x,y).

Naide 1« Naidata, et vorrand
X lay ¢y ez *3
maéarab punkti x = 0 Umbruses Uhese pideva funktsiooni
Y =y(X) Ja et see funktsioon y on diferentseerus selle
punkti Unbruses, ning leida tema tuletis*
Lahendus™ Tahistame

FCGY) =x Iny +y e2* - 3.

Kui x = 0, siis vordus ?(0,y) = 0 kehtib vaid Juhul 7 * 3»
Seega tuleb kontrollida teoreemi 1 tingimusi 1° - 3* pux&ti
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PQ = (0,3) umbruses.
Funktsioon F ja tema osatuletis

- X K —2X

*y=y+e
on pidevad punkti PQ Umbruses (isegi kogu pooltasandil
y>0). Seega tingimus 4° on tdidetud. Tingimused 2° ja 3
on ka taidetud, sest ?(PQ) =0 ja Fy(PQ) = 110. Saega
teoreemi 1 pdhjal antud vOrrand mdarab punkti PQ  Unmbruses
ehk punkti x = 0 Umbruses Uhese pideva funktsiooni
Y = y(X), kusjuures y(0) = 3 ka osatuletis

Fx = InYy + 2y e2*

on pidev punkti PO Umbruses (isegi kogu pooltasandil y>0)»
siis teoreemi 1 jargi on funktsioonil y olemas pidev tu-
letis y* punkti x = 0 Umbruses ja valemi (2) p&hjal

7»>=,,InY &2y e2x _ylny+gA2*
J x/erX X +ye

Leiame veel tuletise y* valmis valemit (2) kasutamata.
Selleks loeme VvOrduses
xIny4ye -3=0
y muutuja x funktsiooniks ja diferentseerime VOrdust X
jJargi (seda VOib teha,sest teoreemi 1 jargi y =yX) ja
tema tuletis y* eksisteerivad). Saame

Iny+fy’+y'e2*+2ye!2":0,

y. = - 1Iny & 2? a2*
7 r/y >

Tuletise y» saamiseks vOib leida lahteavaldise dife-
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rentsiaali. Saame

ehk
(F+endy = -(Iny + 2y tIT)dXx,
kast avaldame yT = dy/dx*
Salde 2. Kas vorrand
4x2 - 3x™ @y2 - 2x2y =0
maarab punkti FQ = (0,0) Umbruses Uhese pideva funktsioo-
niy=yx?
Lahendus™. Tahistame
2U0,y) =J2 - 22y +4x2 - X,
Funktsioon F ja tema osatuletis
Fy =2y - 2x2
on pidevad punkti Umbruses* Seega teoreemi 1 tingimus
1* on taidetud. Et F(PQ) = 0, siis ka tingimus 2= on tai-
detud. Kuid
Ja seega teoreemi 1 tingimus 3e ei ole tdidetud. Jareli-
kult teoreem 1 seatud kiisimusele vastust ei anna*
Antud juhul aga saame vOrrandit otseselt lahendada
y suhtes, mis annab

Need kaks funktsiooni on mddratud, kui Jx|>1 ja kui x = 0.
Seega antud vOrrand el méara funktsiooni y = y(X) punkti
PQ Umbruses, vaid ainult punktis PQ.
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Naide 3. Leida VvOrrandiga
i Iny ¢y e2'=3
maaratud ilmutamata funktsiooni y = y(X) teine tuletis y"'
punktis x = 0.

Lahendus™ Naites 1 selgitare vélja, et antud virrand
maarab punkti x = 0 Umbruses pidevalt diferentseeruva
funktsiooni y = y(X), kusjuures y(0) = 3« Seega funktsi-
ooni y graafik labib punkti PQ = (0,3)« Jarelikult nmeil
tuleb leida tuletise y" vaartus graafiku punktis PQ.

Diferentseerime antud vOrrandit x jargi, siis saamre
(nagu naites 1)

Iny +1y" +y"e2* + 2y e2* =0,
mis punktis PQ annab
InNn3 +0 ¢y»(0) +2-3 =0,
kust
y*@©) = -6 - In 3.

Teise tuletise méaramiseks diferentseerime  saadud
vordust veel kord x jargi (mida vOime teha, sest vasta-
vad eeldused on tiidetud). Saame

17.« y. | y» +y'®22 ¢ ry"o2" »
+ ry“e” + 4y B O.
Siit voime avaldada y"'e sest Py(Pf) k O naite 1 jarui.
Kuna aga msil on tarvis leida vaid y''(0), siis paigutame

saadud vOrdus® vasakusse poolde vahetult punkti PQ koor-
dinaadid. Saame
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\ y*(0) ¢i F* y»(0) +0 ¢y'(©) + 2y*©)

2y<(©0) ¢12 mO,
st +2y"0) +12 m

yn@© =-1y*© - 4y“© - 12.
Arvestades y*(0) vadrtust, saane Ioplikult

y"©) = - 26(~6 - In3) - 12 =

B 16 ¢ In3. «

Ulesanded.
Naidata, et funktsioon y = y(X) rahuldab virrandit
FCLY) =0, kui
676. v =3, FOGLY) =y2 - 2xy - 3X2
672 Y =coB X, FO,LY) =2y2 -1 - cos 2X

678. 1, kui x on ratsionaalarv,

Z p
FCX,y)=ry -
Y 0, kui x on irratsionaalarv, ¥ y -

6/W Y =2sia2 §, F(xty) =x - [Isinxj+ fy2 - y) -
- arccos - Vy)
Leida jargmiste valemitega maaratud funktsioonid®
Y = y() mdaramispiirkonnad X, kui on teada, et nad ra-
huldavad antud vorrandit.
680. y=xcosx, Fflny-1In2=0
68l. y=xcos x, YIny - 1In|x(B O

682. y =cos X, 220 -y(>) -18BO
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683. Y =-cos X, X -sinx + Ky(2 -y) - arccos@ - y)*0
684. Olgu antod vOrrand
x2 +y2 -1 =0.
a) Mitu dhest funktsiooni y = y(X) mdarab see vorrand 16i-
gus X = [-1,1]?
b) Mitu pidevat Uhest funktsiooni y = y(X) maarab see vOr-
rand 18igus Z?
©) Mitu pidevat Uhest funktsiooni y = y(X) mddrab see vOr-
rand 10igus X, kui y(0) = -1?
d) Mitu pidevat Uhest funktsiooni y = y(X) méarab see VOr-
rand 16igus X, kui y(-1) = 0?
Avaldada jargmistest vorranditest funktsioonid vy =
* y()-
685« €7-x - sin X a 0
686. Y2-2xy - 3x2 =0
687. cos(Y - X) =X, kus xe[0,*r]
688. arctan y + arccos X = 3x/2

689. 27373X * 0O

Kas jargmised vOrrandid F(x,y) = 0 mddravad pin“ct
PQ Umbruses pideva these funktsiooni y = y(X)? Kas see
funktsioon y on pidevalt diferentseeruv punkti Pe Umbru-
ses?
690. x e8in7 + In(x ¢y +1) =0, P# s (0,0)

691. X3 ¢ r> - 3xy =0, PO = (3/2, 3/2)
692. X5 +y3 - 3xy =0, PO = (VT, \f-2)
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693. Y2 +siny =0, ?0 = (0,0)
6. sin(2 +yY - sin(x +y) +arctany =0, Pn = (1,0)
695* x4 -x2 -y2 +2y-1 =0, PO = (0,1)
Leida jargmiste ilmutamata funktsioonide y = y(X) tu-
letised y*.
6%. xey +ylnx-4 =0
697. InVx2 + y2 = arctan
698. x2 Iny-y2Inx =0
699* X siny — cosy ecos 2y =0
Leida jargmiste ilmutamata funktsioonide Yy =y
tuletised y* ja y'.
700. X +y = ex-y
701. 1 + InQGR + y2) = 2arctan 2
T02. X7 =y* (XAY)
703. y -sinlsiny =X
Leida jargmiste ilmutamata funktsioonide y = y®)
margitud tuletised punktis PO.
4. R y2-2)2=x2 +y2,y"00, PO = (0,D
705. y = arctan(y/x), y'(), PO = (2,0)
706. X2 +2Xy +y2 -4x +2y -2 =0, vy, PQ = (14,D
707. Naidata, et vOrrand

2 - x)y2 =x5
maarab punkti x = 1 Umbruses kaks diferentseeruvat funkt-
siooni y = F(X), v = g(X)- Leida funktsioonid f ja g ning
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tuletised (1) ja g*C)»
708. Naidata, et vOrrand
CR2 ey2)2 =x2 - 12
maarab punkti (0,0) Umbruses kaks diferentseeruvat funkt-
siooni y =) jay = g(X). Leida () ja gf(0)-
709* Naidata, et vorrand
A -xX)*2 =x20A ¢ X
maarab punkti (0,0) Umbruses kaks diferentseeruvat funkt-
siooni y = (X)) jJay s g(¥). Leida funktsioonid ¥ ja g
ning nende diferentsiaalid df(0) ja dg(0).
Avaldada jargmistest vorranditest funktsioonid =z =
3 z(X,Y)-
710. e®y*x 3sin(x2 y2 1D
711. 4X2 -y2 ¢ 2yz - x2 =0
712. 5%«¢* ~ X2« -1 * 0

713» *2 & 2ya * I%y2%)

Kas jargmised vorrandid ?(X,y,s) 3 0 mdaravad punkti
?Q Umbruses pideva Uhese funktsiooni z = z(X,y)? Kas sel
funktsioonil on olemas pidevad osatuletised X ja zy
punkti PO Umbruses?
714. xz ¢y sin z * 0, PQ 3 (1,0,D

715. (< ¢ Y)2 = x2(2 - 1), PO 3 (0,0,0)

716. s21 /777 ? * arctan s « 0, PO= (-1,-1,0)
Leida jargmiste ilmutamata funktsioonide z = z(X,y)
osatuletised ja zy.
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TI7* X2 ¢ y2 ¢ *2 + 2xz =1

718. «* = cos z cos Yy
719 *2In(X m ) sxy
720. arssin z »tan xy =0 n

Leida jargmiste ilmutamata funktsioonide z = z(xXw)
taisdiferentsiaalid dz«

721. cos2x + coe2y + cosZ2* =1
722.X ¢y + Z = e-<X*YH)
723. X2 ¢ y2 + 22 = 2*

Leida jargmiste ilmutamata funktsioonide z = z(xfy)
taisdiferentsiaalid dz ning osatuletiste sumead %Lu . z,
jJavahed *x - zy.

T24. x 2y - 3* adcos(X 2y - 3
7255 x2 +y2 ¢ *2 3B

Leida jargmiste ilmutamata funktsioonide z = z(Xty)
teist jarku osatuletised *n , zxy ja z
726. X2 y2 ¢z22=2
727« X2 ¢ y2 + 22 3 2z

728. z3 12 - y2 tan -=*m_

729 z 3 x +arctan ™[] —

730» Leida vorrandiga
Z3 X2 ¢2Y2 322 ¢xy -9
méaratud funktsiooni z teine taisdiferentsiaal dpz punktis
a.2.1).
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731« Leida virrandiga
X -yz +ez =0
maaratud funktsiooni z teine diferentsiaal d™ punktis
(1,2,0).
732. Leida vOrrandiga
ex ¢ e/ =ez
maaratud funktsiooni z kolmandat jarku osatuletised.

Olgu pinna vorrand antud ilmutanata kujul
F(x,y,2) =0,
kus funktsiooni P osatuletised F, Fy Ja F, on pideved.
Pinna punktis PQ = (x0»Y0»*0), kus
Px2 + Fy2 +*z2 AO,

on pinnal olemas puutujatasand VOrrandiga

PX(PO)(* - *0) & Py(P0)(7 - Y0) ¢».(P.X* - V =0
Ja normaal vorrandiga

X_Xoﬁy_yo _f_ q
3?X(Po) Fys'po) R

ulesanded.

Leida jargmiste pindade puutujatasandid ja normealid
punktis PQ.
733. X2 ¢y2 + 22 =3, PO = 0U.1)

-I. »_. -0 a »
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7. 35 +y5 + Z3 + xyz =6, PO = C-1,1,2)
7H6. xy2 + 13 +4 =0, Po = (1,2,2)

737. xy-z+ez =3,po= (2,1,0)

§ 2. VBrrandisisteemiga maaratud
iImutamata funktsioonid«
Olgu antud vdrrandisusteem
F(x,y,z) =0
6(x,y.z) =0,
kus funktsioonid F = F(X,y,z) ja G = G(X,y,z) on maaratud

(10

risttahukas E = X*YxZ, kus X = (a,b), Y = (c,d) ja Z =
= (e,D.

oeldakse, et vorrandisisteem (10) maarab funktsioonid

Y =y(Xx) ja z = z(x)

vahemikus X, kui igax€X korral on vdrrandisisteemil (1)
olemas lahend (y,z)€YXZ. Kui see lahend (yfz) on uheselt
maaratud iga xcX korral, siis funktsioone y ja z nimetatak-
se Uhesteks oma maaramispiirkonnas X.

Kui funktsioonid y = y(xX) ja z = z(x) vahemikus X on
madratud vorrandisusteemiga (10), siis Oeldakse, et funktsi-
oonid y ja z on antud ilmutamata ku.iul (10).

Funktsioonide F ja G osatuletistest moodustatud deter-

minant!

J = J(X,Y,z) =

V »
Gy,, GZ

nimetatakse teist jarku funktsionaaldeterminandiks ehk nako—
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blaanifry siUsteemile (10) ja margitakse sumboliga
an
Teoreem 1. Kui
1° funktsioonid F ja G ning nende osatuletised y ja z
Jargi on pidevad punkti PQ = (XO»Y0»20) Umbruses
2° F(PO) =0, G(PO) =X),
3° J(PO) A O,
siis VorrandisUsteem (10) mdarab punkti PQ teatavas Unbruses
pidevad Uhesed funktsioonid y = y(X) ja z = z(X), kusjuures
Y(xX0) = Y0 ja z(x0) = 20
Kui lisaks ka osatuletised Fx ja Gx on pidevad punkti
PQ Umbruses, siis funktsioonidel y ja z on punkti xQ teata-
vas Umbruses olemas pidevad tuletised
: Fy F, & 1 Fy F
7 G}/Gg , X ~“7 Gny
Kasutades tdhistust (11) woime Kirjutada valemid (12)
kujul

Praktiliselt valmis valemeid (12) ei kasutata, vaid tu-
letised y* ja Z* leitakse sisteemi (10) vorrandite  vahetu
diferentseerimise teel x jargi, lugedes, et y ja z on muutu-
Ja x funktsioonid. Siis saame slsteemi

Fx + Fyy* +Fzz" =0

X +V +V = °*
Et selle siUsteemi determinant J punkti PQ Umbruses on nullist
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erinev (tingimuse 3* da J pidewuse tottu), siis saane slUs-
teemist punkti PQ Umbruses avaldada y* ja z".
Analoogiliselt sisteemile (I0) saab slsteemiga

F(x,y,u,v) =0
_ @
_Gi,y,u,v) =0
méarata kaks kahe muutuja funktsiooni

Teoreem 2. Kui

1® funktsioonid F ja G ning nende osatuletised Pu, Fy,
Gu Gv on Pidevad P«wkti PQ = (xo»yO*uO»vo™ inbri;Bes»

22 F(PO) =0, G(PO) =0,

3° J(PO) A 0,

siis VOrrandiststeem (13) madrab punkti PQ teatavas Umbru-
ses pidevad Uhesed funktsioonid (14), kusjuures
ux0,y0) = % ja v(x0,y0) = V0.

Kui lisaks ka osatuletised Fx ja Fy ning Gx ja Gy on
pidevad punkti PQ Urbruses, siis funktsioonidel (14) on
punkti PQ teatavas Umbruses olemas pidevad osatuletised
VV wadaV

Need osatuletised leitakse praktiliselt sisteemi (13)

vOrrandite vahetu diferentseerimise teel muutujate X jay
jJérgi, lugedes, et u ja v on muutujate x ja y funktsioonid,
tildiselt vaadeldakse virrandisiisteemi
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u,v,...) =0
s

nfyt...} u,v,eee) =OF
kus muutujaid X,y,... on m tkki ja muutujaid u,v,... on
n tikki. Sisteemi (15) abil saab teatavatel  tingimustel

maarata n funktsiooni m muutujast
(16)

Moodustame determinandi

mida nimetatakse siUsteemi (15) .jakobiaaniks.
Teoreem 3» Olgu
1° funktsioonidel pidevad osatuletised muutujate
u,V,... jargi punkti PO = (0,¥0,..., W,WQ,...) Umbruses
2° *i(PO> = °»
3° J(PO) A O,
Siis VOrrandisisteem (15) méarab punkti PO teatavas Unbruses
n pidevat Uhest funktsiooni (16), kusjuures

Naide 4. Naidata, et virrandisisteem
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maarab punkti PQ = (1,0,-1) Umbruses ihesed pidevad funktsi-
oonid y =y ja z = z(X), mis on diferentseeruvad punkti
Fgq Umbruses* Leida need funktsioonid 7 ja z ning nende tu-
letised.
Lahendus™ Kontrollime teoreemi 1 tingimusi. Funktsioo-
nid
F:x+y+z,G:x20y2022-2
jJa nende osatuletised
FyzlgFZ :1gGy:2X*GZ =2z
on pidevad punkti PQ Umbruses. Edasi
F(PO) = 0, G(PO) = 0.
L6puks leiame jakobiaani
11
J= oy 22 =2(z-Y)
vaartuse punktis PQ. Saame J(PQ) =-2/6 0. Seega  teoreemi
tingimused 1° - 3° on tdidetud. Jarelikult, vaadeldav VvOr-
randisisteem maarab punkti PQ Umbruses Uhesed pidevad
funktsioonid y = g ja z = z(X)-
Et ka osatuletised
Fy = 1 Gy = 2x
on pidevad punkti PQ Umbruses, siis nendel funktsioonidel
y ja z on punkti xQ Umbruses olemas pidevad tuletised.
Avaldame vOrrandisisteemist funktsioonid y ja z* Sel-
leks avaldame siisteemi esimesest Virrandist z = -x -y ja
paigutame teise vorrandisse, saame ruutvorrandi
X2 ¢y2 +Gx -y)2 =2,
kust
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Y=i(xt -
Paigutades leitud y avaldisse z = -x - y, Ssaame
z="M-X+ /4 - 3x2).
Et otsitavad funktsioonid y ja z peavad ldbima punkti PQ,
siis peab olema
y =X ¢ ¥4 - 3x2)
z =2<X- Y4 - 3x2).
Neid funktsioone vahetult diferentseeridee voime lei-
da nende tuletised. Tuletised vdime leida ka valmis valemi-
te (12) abil, mis annavad

Ve - -z -X X =
y z-y» 22y

kus praegu saame asendada y ja z nende avaldistega.

Leiame veel tuletised y* ja i* sisteemi VOrrandite
vahetu diferentseerimise teel x jargi, lugedes, ety ja z
on x funktsioonid. Siis

fleYezZm0
b ¢ 2yy" & 227 =0,
kust avaldare y* ja z". Saame samad avaldised.
Naide 5. Naidata, et siUsteem

+Vv3 =y(u2 ¢ Vv2)

maarab punkti PQ = (1,1,1,0) Umbruses tUhesed pidevad funkt-
sioonid
{u = u(x,y)
v = V(X,Y),
millel on selle punkti Umbruses olemas pidevad osatuletised.
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Leida need osatuletised.
Lahendus . Kontrollime teoreemi 2 tingimusi. Funkt-

sioonid
F=U+v-x, 6G=u3+v3-yu2+y2)

Ja nende osatuletised

Pu=1»*v * 1*Gu = 3u2 - 2yu, Gy = 3v2 - 2jv
on pidevad punkti PQ Urbruses. Samuti

F(PO) = 0, G(PO) = O.

Leiame jakobiaani

1 1
3 - 2yu 3 - 2w
302 - R) 7 2y(v - v
vaartuse punktis PgS saame J(PQ) =-170. Seega teoreemi

2 tingimused 1° - 3° on taidetud. Jarelikult, vaadeldav
vérrandisisteem maarab punkti PQ Gmbruses ihesed pidevad
funktsioonid u = u(x,y) ja v = v(x,y). Et ka osatuletised
Fx = -1, Fy =0, Gz =0, Gy = -(u2 + v2)
oa pidevad punkti PQ Umbruses, siis nendel funktsioonidel
u ja V on olemas pidevad osatuletised.
Osatuletiste leidmiseks diferentseerime antud sistee-

mi vérrandeid x ja y jargi, lugedes u ja v nende funktsioo-
nideks. Saame

Vo ow*1

5% + 2V = o + W x)



Et saadud slisteemidel on Uhine determinant J, mis punkti PQ
Umbruses on nullist erinev, siis selle punkti PQ Umbruses

on
« m -*af£fao
ning
w + v2 w + V2
y=-—3J—"W-—
Ulesanded,

Naidata, et jargmised funktsioonid y = y(X) ja z = z(X)
rahuldavad vorrandististeemi 00), kui
738.TY = 2x F=4x-12x -2y +3z
z = 4¢°, G=abl -y + 2 +xyz - 244
739. "y =sin Xx F=2y +z-2
z=rco32*, G=1-x-y2-2/2+arcsiny
740. ’y = X arccot X3 F=£E£x-y-z
z =X arctan x3, G = x"arctan x3 - z cot(y/x)
Naidata, et jargmised funktsioonid u = u(x,y) ja v=
= v(X,y) rahuldavad vorrandisisteemi (13), kui
741. u=sin(X +y) F =2uv - sin 2(x +V)
y=cos(x+y), G="-tanx+y)

742. u =X arcsin(x - 2y) Fs52(u+vVv) - N1X
v =x arccos(X - 2y), 6=2(U - V) + nx — ayx
Avaldada jargmistest vorrandististeemidest funktsioonid
Y =YX ja z = z(X).
743L Ty +InZ=X 744y _x = In(z + %)

[re-Y =x V Z-X =8y
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5.

Avaldada jargmistest vorrandiststeemidest funktsioo-
nid u = u(x,y) ja v = v(x,y).-
6. a+v=1 748. u+v=InC2 - y2)
t@arex ¢ y) el +ev = 2x (y>0)

N

747. U-V =cos(X - 2y)
a =co(f-Yy)

e Niidata, et jargmised vOrrandisisteemid mddravad antud
purkti PQ = (x0#y0»z0) Umbruses Uhesed pidevad funktsioonid
Y=y jJa z = z(X), millel on olemas selle punkti PQ Umb-
ruses pidevad tuletised. Leida nende tuletiste  véartused
punktis PQ.

9. 22 -y-z=0

PO = 0,0,2)
X —yz=1>
750. y¢zalIn@ - x +x2 - x3)
ey —ez=x2 +X. Po = (0,0,0)
751. YZ - sinXx
Po =

Y2 - 22 =X C0S X ,
Naidata, et jargmised vorrandisisteemid mdaravad an-

tud punkti PO = @D,y0,u0,V0) Urbruses Uhesed pidevad funkt-
sioonid u = u(x,y) ja v = v(x,y), millel on olemas selle
punktl PQ Gmbruses pidevad asptuletised. Leida nende osatu-

letiste vaartused punktis PQ.
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752. f = InCx2 - y2
u+v nCx y2) Pp=(2,1,0,In5)
eu+ 9V =2x,

753. fwv =1 Po = (n S5T,1,1)
| = tanifl,

7 w2 =1

b ne PO = (0,1,1,0)

2w = shVTy)*
Leida jargmiste vérrandisusteemiga maaratud funktsioo-
nide y = y(x) ja z = s(x) tuletised y™y”,*1,*" puaktis PQ.
755. fBs? - bl - 5 =06
Ja§+5y—22+3=0, Po=@p~
756. X+y +z=0
X3 +y3™+Z3 =10,

PO =0 ,1,-2)

7B7. X +y +z=2
s +Y2 =x2/2,

Leida jargmiste vOrrandisiusteemiga maaratud funktsioo-

*0 =0 ,-1,2)

nide u = u(xjj) Jja v = v(x,y) taisdiferenfcsiaalid du, adv,
d2u, d2» punktis pQ = (x0,Y0,uQ,vQ).

758c XU +W =4
PO

0 ,-1,2,-2)
yu - v =0,

7590 fu+v=x+y

PQ @,0,1,0)

Jy sin u = x sin v,

760. Leida vdrrandisiusteemiga
yz = sin X
y2—Z = 2cos X

maaratud funktsioonid vy ja z, kui y(Jt/2) = z(67/72) =1,
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ning nende funktsioonide tuletised valooits (12) abil.
761, Leida vOrrandisusteemiga

Xu +wW =4.
WU -V =0
madratud funktsioonide U = u(xgy) jav = v(X,y) taisdife-

rentsiaalid du ja dv.

§5* Parameetrilisel knjttl antud mitme *

r Yhfnssg’y2* ‘m
Olgu kahe muutuja x ja y funktsioon Z antud parameet-

rilisel kujul

X - x(u»v)
y = y(ugv) an
z = z(u»v),

s.0. kujulT kus funktsioon z ning tema argumendid Xx ja Yy
maaratakse kahe parameetri u ja v funktsioonidena*

Funktsiooni z osatuletised z, ja zcyleitakse jargmiste
meetodite abil.

Osatuletlste meetod. Olgu funktsioonil z = z(u,v) pide-
vad osatuletised ru ja zy. Diferentseerime teda muutujato
X ja y jargi, eeldades, et vorrandid

fx = x(u,v)
\ as;
\j o= y@,v)
susteemist (17) maaravad u ja v muutujate x ja y funktsioo-
nidena (14). Selleks piisab, kui vaadeldavas piirkonnas

susteem (18) rahuldab teoreemi 2 tingimusi, s.o. osatule-

tised 3a yv on pidevad ning jakobiaan
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J= Xu* .o 9
yuy yv

vaadeldavas piirkonnas. Tingimuse (19) saare, kui sisteemis
(@3) votame

F =xu,v) - X,

G=yU,V) -,
millest Fu=xu, Fy =xy> Gu =yuy ja Gy =yy. Et Fx = -1,

Fy =0, Gy =0 ja Gy = -1, siis sama teoreemi 2 pdhjal osa-

tuletised da vy eksisteerivad ja on pidevad vaadel-

davas piirkonnas.

Seega teoreemi Il (k. 87) pdhjal

*X = *US: + 2wwx
y=zuy *Vy *

Ststeemis (20) tundmatud suurused Ja vx leiare slstee-

mist

(20)

AR XX+ VX 21)

0 mTa«x * YyTx
ning suurused Uy ja vy slsteemist

omw L AVARY

L - iv+vy (22
Need sisteemid (21) ja (22) saame sisteemi (18) diferent-
seerimisel vastavalt x ja y jargi (arvestades, et xx =1,
yXx =0, xy =0, y =1). Sisteemid (1) ja () on alati
lahenduvad, sest siUsteemide determinandiks on (19).
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seks samadel eeldustel vBib toimida ka jargmiselt. Leiame
susteemis 07) TFTunktsioonide taisdiferentsiaalid

r

dx = Xudu + dev

* dy = yudu + yvdv (23)
dz = zudu + zvdv.
Et kehtib tingimus 09) i siis kahest esimesest vorrandist
saame avaldada du ja dv ning paigutades viimasesse vorran-
disse, saame dz ja seega osatuletised zx ja Zy parameetri-
lisel kujul.
Sageli saab lahtevdrrandite abil zy ja zy avaldistest
parameetrid u ja v elimineerida.
Naide 6, Leida parameetriliselt antud funktsiooni
r4x:uz+\/2
-4y = u2 -V 2

. Z = uv
osatuletised zy ja zy ja taisdiferentsiaal dz.
Lahendus” Kasutame osatuletiste meetodit. Vaadeldavate
funktsioonide osatuletised on pidevad. Moodustame Slsteemi

(20), saame

(4c = vux + uvx
tzy =wvuy * W
Suurused u”N ja vx maarame sisteemist (21), s.o. sistee-
mist

4 = 2u Uj + 2v vx

o
1

2u - 2v VX,

mis annab
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«X 3 U» vx = y-

Suurused Uy ja W mddrame sisteemist (22), s.o. sUsteemist

[** 2wy =~y
14 “2uy +*-r
mis annab

1
Ty =“v
Paigutades leitud osatuletised ~»v~ Uy jJa W esimes-

se slsteemis saame
+

Z)(:

c <c

r

o< clk

1v.

<

Saime osatuletised z, ja 2y parameetrilisel kujul. Viimasest

Saane
S STV Zy ="y U,
ehk, arvestades [lahtevdrrsndeid,
zy «U%
zy * - Ué .
Sssga funktsiooni z diferentsiaal on
dz = | (xdx - ydy;.

Antud ilesande korral osatuletisi Z/»Uy»”" ja W sadb
leida ka jargmiselt. Kahest esimesest lahtevirrandist seaae
A4X +y) = 202,4(X - y) = 2.

Vottes viimastest osatuletised x jargi,

4 =4un, 4 =4wx,

Saame

Jjay jagi, saame
4 = 4uuy, -4 =A4Wy.
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Osatuletiste leidmiseks diferentsiaalide meetcdi jar-

gi koostame siusteemi (23)
4dx = 2a du + 2v dv
4dy = 2u du - 2v dv
dz = v du + u dv

Kahest esimesest vOrrandist saame
du = av = dr.
Paigutades leitud du ja dv kolmandasse vdrrandisse, saame

dz =V U +udaq)az:

- +S>ta * < - *

dx - 7 dy),

kust avaldame zy Jja zy.

Antud Ulesande korral vajalike diferentsiaalide leidmi-
seks vdime kasutada ka jargmist votet. Kahest esimesest lah-
tevdrrandiet jalle avaldame

4(x +y) = 2u2, 4(x - y) = 2v2.
Viimaseid diferentseerides saame
dx + dy = u du,
dx - dy = v dv,

kust avaldame du ja dv ning paigutame dz avaldisse er.

Ulesanded.
Leida jargmiste parameetrilisel kujul antud funktsioo-

nide osatuletised z, Jja zy ja taisdiferentsiaalid dz.



762. P <« Nev 767- ~x = sin U ¢ C08 v
y=u-V -Y¥ =cos u - sinV
Z=uv z=1+sinu - v)

763. 2 = a2 +v2 768. "x =Ucos Vv
-2y = w2 - v2 <y = usinv
Z = uv Lz:l,?

764. x =UeV 769. "X =-2cos v
_y = u2 ¢ V2 y =eQsin v
z=u3 +V3 zZ= w

765. X =uU+et 770. X = (v - u)coaa simna
Y=U-1v <y 3 (v - &zinu - coit
Z = U2*2 7z« (E-1H2

766. "X = u cos V
<y3a aimyv
z =8v
771. Leida funktsiooni
X=u+®lny
<y =v-1Ina /
ZS2u ev
osatuletiste zx ja zy vaartused kobal u=1, v al.
772. Leida funktsiooni
"X =cos ucos v
«y =cos asinv
z=einu
osatuletiste N ja zy vaartused kobal u= j/a,v = a/2.
Parameetrilisel kujul antud kahe muutuja x ja y funkt-
siooni z kdrgenate osatuletiste ja taisdiferentsiaalide
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leidniseks toimime jargmiselt. Leiame kbigepealt esimest
jarku osatuletised parameetrilisel kujul

zxX = *XUT>* *y = 2y (Uv)
Ja koostame stisteemid

rt axU,v)

Y =y,v) (@Z))
= 2x (W)
»
rx = x@u,v)
- Y =YW >
BV =V UT)-

Slsteemi (24) vaatleme kui sUsteemi, mis maarab funkt-
siooni *x parameetrilisel kujul ja sisteemi (25) kui sis-
teeni, mis mddrab funktsiooni r parameetrilisel kujul™

Leides nende funktsioonidew z" ja zy osatuletised x ja
7 jargi eespool antud meetodite abil, saamegi teist jarku
osatuletised ™ , z” ja z¢ parameetrilisel kujul.

Analoogiliselt leiame funktsiooni z veel kdrgemat
Jarku osatuletised.

Haide 7. Leida parameetrilisel kujul antud funktsioo-

ni
4x = u2 + v2
4y * U2 - v2
BS uv

osatuletised z», 7Yy, z ™ ja z/.
Lahendus . Esimest jarku osatuletised parameetrilisel
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kujul ndite 6 jargi on

Koostame siisteemi
4 = vf + Ve

v =2 - V2
1%x
Vaatleme seda siUsteemi kui slsteemi, mis maarab funktsioo-
ni zx parameetrilisel kujul. Leiame tema osatuletised
ja ny' Kasutame selleks naiteks diferentsiaalide meetodit
4dx = 2u du + 2v dv
4dy = 2u du - 2v dv
dzx = (---1 +-)du + (- - -"dv.

Viimase slUsteemi kahest esimesest vOrrandist saame (vt. nadi-
de 6)

du = —-j(dx + dy), dv =~({dx - dy) .
Paigutades need kolmandasse vorrandisse, saame

dz = (C
u u
Xii--[ 3 — dx w W - V4
orTr "W

dy =

=-w -y dx + x dy).
i 0]
Et saadud avaldises dx ja dy kordajad on funktsiooni

zx osatuletised vastavalt x ja y jargi, siis olemegi saanud
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P 2 - V2)2

W - V4

v -“PT" m

ehk lahtevérrandite abil

fZXX =
16:
xy
Osatuletiste ja z leidmiseks koostame sistes-
mi
2 2

Vaatleme seda siUsteemi jalle kui susteemi, mi3 maarab
funktsiooni zaglparameetrilisel kujul. Leiame tema osatu-
letised x ja y jargi naditeks diferentsiaalide meetodi abil.
Viimast sUsteemi diferentseerides saame

4dx = 2u du + 2V dv
4dy = 2u du - 2v dv

dz

(-4 + ~2)du - (~ + -4)dv.
Xy u \% ap

Viimase siusteemi kahest esimesest vorrandist avaldame jalle
du = ~(dx + dy), dv =~(dx - dy)

ning paigutame kolmandasse vdrrandisse, saame
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_uV » 316" "°6 ~ Ryd dX ¢

»ny.+ *1p—- dy
Seega
U2 + 310 - 3u6 - Wwv4
Src——m—m——- 2-"N52— - ——-
, (U2 -T~rkaV - 3(a2 ¢ t2)7
irv®

(1712 & 5t™ ¢ 3a6 + w2v4

Lahtevorrandite abil voiae need osatuletised esitada

ka kujul

vV o=- A~ - * 2

Ullesanded.
Leida jargmiste parameetrilisel kujul antud funktsioo-
nide osatuletised z, z, z N Ja Zyy

773" 4 = W2 & 12 775. X eucosV
vy = w - T2 y=usinT
zZ=W z=1

774. X = U Cos Vv
y = usinyv

z = 8v
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776« Leida »iW, kui

X

COS U co8 Vv
7 * COS U Sin Yy

ein u

z

777. Leida *n , z/, ja d*z, kui

778. Leida dz ja dz kohal u = v =0, kui

X =€

y * eU—V
Z » uv
Leida jargmiste pindade puutujatasandi ja normaali

vorrandid punktis Pft = (*0»Y0»*0).

779. X = ucos V
J s uSinyVv PO = (-1,0,1)
S=/2-w,

780. fxs B e v

y =u-YV
zZ=4uvt
781. X =u+yv

u2 e T2 Pit= (2,2,2)

N <
1

= V? + V3,

g 4. Muutujate vahetua diferentsiaalayaldistes.
Selles paragrahvis vaatleme muutujate asendamist

avaldistes, mis sisaldavad tuletisi voi osatu-



letisi. Seejuures jatame esitamata tingimused nende asen-
duste teostatavuse kohta, mida lugeja vOib igal konkreetsel
juhul 1ise kindlaks teha eespool antud teoreemide pohjal .
1. Muutuja vahetus harilike tuletistega avaldistes.
Olgu antud diferentsiaalavaldis
W=F (X, Yy -, (¢£))
mis sisaldab funktsiooni y = y(X), tema argumenti X ja tule-
Tisi Y"WYEX»..* e
a) Soltumata muutuja asendamine™ Olgu  teisendusvalem
antud kujul
X =x(®, @)
kus t on ws sOltumata muutuja. Asendamiseks arwutame (Vt.
Matemaatilise anallisi praktikum. 1. Tartu, 1970, lk. 195)

yt
yx =i 28>

@ni
X =YX = xjp T "29)

Avaldistes (28) ja (29) tuletised XE, XEt,... arwuutame &
dusest (27). Seega asendades avaldises (26) suurused X, Y©,
y”~, ... nende wte avaldistega, saame
W = Fg(t,y,.yE Yil, =) -
Kui teisendusvalem (27) on antud ilmutamata kujul
G(t,x) =0, €Y

siis tuletised xE£,x£fcl... valemites (28) ja (29) arwtame
antud seosest (30) ilmutamata funktsiooni diferentseerimise
reegli jargi (vt. § 1).

b) Muutujate osade vahetamine. Kui avaldises (26) on
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vaja vahetada muutujate x jay osad, SeO. vitta 'y soltu-
mata muutujaks ja x tema funktsiooniks, siis teisendusvale-
miks (27) tuleh votta funktsiooni y = y(X) podrdfunktsioon

x = ao(y)- @D
Sel korral valemites (28) on t =y, mille tottu yE = y* =1
ja me saame
yvi si» (32)
Gx X"
Yoy = GOx = xe2=-Toan > )

Asendades avaldises (26) suurused X, YV, Y9™
nende wite avaldistega, saame

W = P2(5Oxy»xyy™

(9] ema_muutuja asendamine. Kui diferenfesiaalavaldi-
s (26) on vaja asendada mélemad muutujad y ja x ning tei-
sendusvalemid on antud kujul
X = x(t,u) (€))
Iy = y(t,u),
kes t on we sdltumata muutuja ja v=u() on ws funktsioon,
siis toimime jargmiselt« Diferentseerides seoseid (34),S&akRe
dx = x&dt = (xt + *uupdt
dy = yEdt = (Yt + yur)dt,

vt d2 _ yt +yu4 -
X " "Xt + xuut *

Tuletise y~ arwutamiseks kasutame valemit (29), kus Yy, méa-
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reute valemiga (35). Analoogiliselt arvutame veel  kdrgemad
tuletised. Saadud tuletiste avaldistes suurused xfdxusric
y" arvutame antud seostest (34). Tulemuseks saame diferent—
siaalavaldise (26) kujul
1 =F(tu,uE, U™, . ).
Kui teisendusvalemid (33) on antud ilmutamata kujal
t,u,x,y) » 0
{El,u,‘x,yf1 *o0, (€D

siis osatuletised x™>xaiJt 3a 7a valemis (35) arvutare an-
tud seostest (36) ilmutamata funktsioonide diferentseerimi-
se reegli jargi (vt. 8§ 2).

(0)] Funktsiooni asendamine™ Kui  diferentsiaalavaldises
(26) on vaja asendada ainult funktsioon y seosega
Y = y(,w, €]

kus ur u®X on uws otsitav funktsioon, siis slisteem (34)
taandub susteemiks

\iy = y(X,U)
Ja valem (35) omandab kuju

=YX + Yul» (€3]
sest antud juhul t =x, mille tottu X% = 1 ja xu = 0. KOrge-
mad tuletised y”, ... arwtame vahetult seosest (38), kus
osatuletise yu arvutame seosest (37)- Asendades diferent-
siaalavaldises (26) suurused y.y*y”, ... nende uwte avaldis-

tega, saame
W = F4 (U, u™ U™, ...).
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Naide 8» Asendada diferentsiaalavaldisee
W =0 - XxX2)yX - xjt +y
muutuja X we muutujaga t seose X = cos t abil.
Lahendus™ Valemitest (28) ja (29) saare
yi = -"sin"t *
Nl 4 7gt siD * “n 008
yxx - - STITTA-sin t}t — gt sib Tt )
Asendades X,y*,y” avaldisse W, saame

ff= (@1 - cos2 © t+
SiMt
it
* 003 EsInT +Y =yttt + Y-

Naide 9» Asendada diferentsiaalavaldisee
=N ___ 7 —
W (1—Inx)£y¥’xf:‘ (1—I%I>|?>4/3 J>I<+1
muutuja X we muutujaga t teisendusvalemi In x = xt abil.
Lahendus, . Diferentseerides teisendusvalemit, saame
xi X2
-1 =x1 t + X, X* = o )
X « N 1 - &
Valemite (28) ja (9) abil leiame



Asendades avaldisse W, saame

mE»SSt-Thse ¢ * %] -
e*h-r+a vag n e n *1-
=Vy' e1.

y.tt

Naide 10. Teisendada vorrand
y'- X-eyys =0,
vottes y sOltumata muutujaks ja x tema funktsiooniks.
Lahendus™. Antud juhul tuleb vBrrandis muutujate osad
vahetada. Valemite (32) ja () pdhjal saame

X~ - X-&)——r =0,

kest we otsitava funktsiooni (31) jaoks saame vorrandi

*Jy 1 - o/-

Naide 11. Telisendada vorrand
1 ¢*?2)V =y
asendusega
X=tan t
B
Lahendus*. Diferentseerides valemeid t jargi, saame

_ 1. el i,
A Tae't 7(1: COS5t (Wi cos t ¢ usin v,
kust valemite (35) ja () pdhjal

yx =* 008 + u8in
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Yij = cos2t (UE coB t + U ein 7. =
:coapt (UEEcos t - UE sin t ¢ UE sin t ¢ U eost) =
= cos (UEE sk U).
Asendades X,y ja y*. antud VOrrandisse, saam®

(1 + tan2t)cos t(UEL + U) = qot t

ehk
cos t Mt + s t*
kust
«t =°-
tulesanded.

Asendada jargmistes VOrrandites muutuja X uwie muutuja*
| t antud seoste abil*

782. (1 - X2)YN - xy* +y =0, X =cos t
783. x2y'" +3xy* +y =0, x = et
784. X2y" + 2xy* + X2y =0, X = 1/t
785. X3y"™* + 2x*y" - xy" ¢y =0, x = et

736. @ +X2)2y” + XA +x2)y* +y =0, X s tan t

787. X3y’* = ey, t = Injx]
788-y"+fnxy'+Eh%E:°t X = In tan 1
789. X' -y* +xy =0, x2= 4t
790. X2y + 2xy* = 2, 2tx = sin(tx)
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791. 2x4y* + 2 sin?X = X sin X sin 2x, t™ = sin X

2
792. ry'——S?ioexzo, ™ = ex

793. x4(1 - In X)y" + x5(3 - 21n X)y* =0, ™ =1InXx
Teisendada jargmised vorrandid, vottes y soltumata

muutujaks ja x tema funktsiooniks.

T4 Yy ¢ 2y«2 =0 797. Xy € y»5 X y»

795% yry't - 3y2 * 0 798. y"2y - 10ywy'y'"> +15y°3 * 0

79%. y'y'™ - 3y'2 =X

Teisendada jargmised vOrrandid seoste abil, kus t on
ws sdltumatu muutuja ja u ws funktsioon.
700. X4y"' +Xyy» - 2y2 = 0, X = ef, ymgn 2

800. (1 - x2)2¥" +y =0, x=tht y-r
80l. y +(X+y)(1 +y»)5=0, X=t+u y=u-t
802. yM» —XY' +Xy" -y *0, t™X=q ty=u
808. (1 *X22A-y)-Y¥Y=0, X=tht vy _Hr
84. ¥ =x _w» X=ucos foyBasint
o0- y"*(x—le -2)2” m'ﬁ(—g\ll u=xn2

Teisendada jargmised diferentsiaalavaldised polaar-
koordinaatidesse X = r cosip , Y = r Sinip .

806. 1 = 0*~-.14 808. W =1ClL.mmJ13j1

807. W =x—"yt
Xy -y
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Asendada jargmistes VOrrandites funktsioon j we
funktsiooniga u antud seoste abil.
809. Y'+2y» + (0 +1)y =0, y = u exp(-x2)
810. y' +2xy" +x2y =0, Yy = U expC-x2)
8l1l. y"' - 2c0s X y* + (sin X +ooszx)y:0, y = usinXx

2« Muutuja vahetus osatuletistega avaldistes. Olgu
antud diferentsiaalavaldis

W =F(X,y, ...t UyUNUy, *==» Ly «Ty» **ey* 9

mis sisaldab mitme muutuja funktsiooni u = u(x,y,...), te-
ma argunente x%y,... ja osatuletisi UyWy,...,Uyyt« RS

a) Soltumatute muutujate asendamine”™ Olgu teisendus-

valemid anmtud kujul

X —x(slt]--2)

Y =y(s,t,...) “o)

»

ks s,t,... on ued sdltumatud muutujad.Asendamiseks aval-
dame wed osatuletised US,U].,-.. vanade osatuletiste e,
Wyf... kaudu:

4 =°A +Vs +

UE=VE +VT * eee D
kus osatuletised s,t,... jargi arvutame siisteemist (40)<
Edasi lahendame slisteemi (41) vanade osatuletiste ™»Uy,

suhtes , saame
u™ = Aue + But + ...

............... @)



kus kordajad A,B, ... koosneved funktsioonide (40) osatule-
tistest.

Kbrgemate osatuletiste avaldamiseks uute  muutujate
S,t,... kaudu kasutame valemeid (42), vottes seal funkt-

siooni u asemele funktsiooni voi Uy,... . Saame

XX - <M x ("rnNd4(»x>a + B(ux>t -

~A(AUa + Bjj. +*«.)s + B(Aus + Bat + oo =
= A(Vg + AUSS + BBY * BULS +
+ B(Atue + Ault + Beu™ + +..) & .. -
"Xy ® + “<«xV- -

~(AUg + But +...)s + M(AUg + BU" +ox)t +eee e

Asendades avaldises (39) suurused X,y,--. ning osatuleti-
sed nende uute avaldistega, saame
W= (S,t,==.,U,Ug, U, ===,0gg, |-, == “3)

Kui teisendusvalemid on antud kujul
s = s(x,y,-e.)
t = t(X,Y,---) @

ni muutujate X,y,... suhtes vahepealsete muutujate s,t,...
kaudu, mistottu kohe saame asendamiseks vajalikud osatule-
tised
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°B8X + °t*X ¢ —

=Vy +Vy “45)

kus osatuletised N Y= arwutane valemist  (44).
Korgemate osatuletiste arvutamiseks kasutame korduvalt va-
lemeid (45)* Naiteks

“ix - @OX(*5) (O=sx + 4 *x ¢ ... )X =

B <S>X*X ¢ SSX + <4>x*X + VXX

(45)<Bseex + “Bt*x + — )«X * “SBxx ¢

¢ Catssx + “tNAX * eee>tX + V XX + eee o

Asendades avaldises (39) osatuletised nende uute aval-

distega ja muutujad X,y, ... seoste (44) abil, saame jalle
avaldise (39) kujul (@3).

Kui teisendusvalemid on antud ilmutamata kujul
G(s,t, ..., X,Y,--.) “0
H(s,t,-.-,X,Y,...) =0 “6)

siis osatuletised x8,xt,y8,yt, ..

- valemites (41) vOi osatu-
letised s ,sJ,t ?5

- valemites (45) arwtame valemeist
(46) ilmutamata funktsiooni diferentseerimise reegli jérgi.
b)

Uldine_ muut"wate’vahetus. Olgu teieendosvalemid an-
tud kujul

X =X(,t, ..., w)

y =YL, .- ,W) @n

u-—u@s,t,...,v) ,
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kos e,t,... on uued sdltumatud muutujad ja w * v(s,t,...)
on uue funkteioon.

Kéesoltval Juhul muutujate vahetue teostataks* ana-
loogiliselt eelmisele Jahule a). Eana Vv on maatojate
e,t,... funkteioon, siis valemid (41) kaeeeleval Jahul esi-
tavad kajal

;aB o A Kax ¢ LUy +

-u™ + V't 3 * HJay + *** “48)

kas
K3XB*Ve®™ L*JB *W L and
M=xt ¢ xwt, N =yt ¢ ywt, ...

Je osatuletised x8fXtrxwr»je»yt Iw*B*4*aw> a>< «rvuteai
teisendusvalemitest (47)* Edasi lahendame sisteemi (48) va-

nade oeatuletiate u™u”™.,... suhtes:
SA(S +Vb”N +BUL * V4> + eee

"V *cd4 +Ve)+D@Et ¢ W * eee ¢9

kus kordajad AfB, ... koosnevad funktsioonide (47) Ja funkt-
siooni v osatnletieteet. Sellega oleme saanud asendamiseks
esimest Jarku osatuletised u, Uy,... .

Kérgemate osatuletiste leidmiseks lahtume
slsteemist (47)t koB asendame viimase vOrduse leitud aval-

disega u” jaoks, s.o. slsteemist
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_@X *
Jarelikult osatuletiste saanis«ka tuleb valeneis (46)

Totta a asemele uz9 Siis saame

O\ e O, *(ONI*, * (e 1) tWea*. .. - KIN+LuA . .

T @D TKS ) s (%o vitt— m W - ©D
W e rieeen ettt = e, e
kost parast osatuletiste arvutamist s,tteee»w,w8 ,widt . = .
jargi susteemi (50) abil leiame osatuletised n”™, ",

Analoogiliselt arvutatakse osatuletised a”.Uyy, < < e
slisteemist

. . ** v thv7*— =

=Vt*<V . *.*x v ~ vt

Kui naiteks osatuletis u” on arvutatud slsteemiet «

GD» siis, arvestades vordust u” * u™x, vdime ta asenda-
da siisteeni (52) illejasdnud osatuletiste arvutanise hdlbus-

tamiseks. Teel kdrgemate osatuletiste arvutanine toimub sa-

aal viisil.

Kérgemate osatuletiste avaldaniseks vOib rakendada
kordavalt ka valeneid (49) nagu eelmisel juhul a). Nait*
osatuletise avaldamiseks kirjutame vdrduse

Sx * (*%x
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jJa rakendame valemeiet (@9 esimest valemit funktsiooni u
asemel funktsioonile ux*
Kui teisendusvalemid on antud kujul
s = s(X,Y,---,U)
* t = t(X]71*a, i (€9)
W = wWeX,Y,---5W),
siis loeme we funktsiooni w muutujate xpyt... suhtes liit-
funktsiooniks vahepealsete muutujate s,t,... kaudu. Saame

4 +»]1 mV sX +su% +wit(x + tuul) + eee

mw +w'y = WB(sy +°uV +V*y +* v + (54)

kust avaldame osatuletised

Kbrgemate osatuletiste avaldamiseks diferentseerima
saadud avaldisi iM,Uy, ... muutujate x,y jérgi, lugedes osa-
tuletisi ws ,wWN, ... liitfunktsiooniks x,y,... suhtes vahe-
pealsete muutujate s,t,... kaudu. Analoogiliselt arvutatak-
se veel kérgemaid osatuletisi.

Uldiselt, kui teisendusvalemid on antud i Imutamata
kujul, siis kasutame vajalike osatuletiste saamiseks il-
mutamata funktsioonide diferentseerimise reegleid.

Naide 12. Asendada vorrandis

Qex2)N e L oey2)N exur+y”n =0
muutujad X ja y uwite muutujatega s ja t, kus
X =shs, y=sht

Lahedjis - Siin on teisendusvalemid antud kujul  (40).

Seepérast moodustame siisteemi (41):



U =u.cha
«t=«cht,

mille lahendamisel saame slUsteemi (42) kujul

4 =cCITs uws
* =cFT °t*
Seega
1=cFT» B=%c=0»D=0TTF
Teist Jarku osatuletiste arvutamiseks kasutame
viimaseid valemeid, asendades seal funktsiooni u jargemio-
da leitud funktsioonidega U1 Ja u™. Saame

«xX = Cux }X @(ux)s =Clls (clT5vs =

= CITS (" Pg Us + CFT wxx) =
I~ (@hsu —shs ).
clrs 38 3
Analoogiliselt
v =(VyG2)D<vt mdK (rr vt *
s B (chtyr—sht)e
Asendades leitud osatuletised antud vOrrandisse, Saame
L ] p ”
1 +shs) ——4— (chs*u__ - sh s-ue) +
( ) . ( T )
N
+(1 +sh?D A (ch t-utt - sh t-u) +

+sbscE-5“ ¢sh*0TT 4 *
= uga - th s-Ug ¢ 't - th U +
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¢ths U +tht (=

m Sl ¢ «tt-
Seega antud diferentsiaalvdorrand esituh kujul

ae + "tt =m
Vaadeldava Ulesande vdime lahendada ka veel teleiti*
Nimelt antud teisendusvalemid vOib viia kujale (44), s.e.
lahendada uute muutujate s jJ» t suhtes, saame
s B arsh x, t 3 arsh y.
Osatuletiste a™ ja Uy arvutamiseks tuleb kasutada valemeid

(45), mille jargi kohe saame

Uy

V -4 r==
p *
Teist jarku osataletiete UH ja u”™ arvutamiseks kasutame

4,0 +x2)“1/2

“t<l ¢ T2)V2 .

4
r

ineid viimaseid valemeid:

XX K <»r>x * 4V ¢ 12)V2 -\ o,<1l +7) “J/22x »

(ae)x0 + 12j-'I/2 _ + x2j-J/2 m

a --—-1 m@ +x2)"V2 - xu.(1 ¢ x2)"J/2 =
HTTP

=Sa(@ * x2>"1 - lma(l ¢ 12)'3/2.
Byy » ett(i + y2)'"1 - yo,.0 +y2) 3/2.
Asendades leitud toletlsed antud vdrrandisse, saame

uM - xug(l & x2)“V2 e u”N - y™(1 +y2)-V2 +

¢ xu8(1L & x2r 1/2 + + y2)“1/2 3

-158-



= °BB + Gt = °*

Naide 15. Asendada vorrandis

A e sy - 6y = 0

muutujad x Ja y aate maatajatega s ja t, kai
X =£@2s ¢ 3CO)F y =|(s - V).

Lahendus”™ Teisendasvalemid on antud kujul (40). See-

parast moodustame siisteemi (41):

2 6
°. = «rb5 + Br5

n *"x\ *v"l1'1

(“y s2 us “j “t
mis vastab sisteemile (42)( kus

A-1, B=1#C=J,D=-j3 .

Teist jarka osatuletiste arvutamisel kasatame jalle
neid viimaseid valemeid, asendades seal u jargemoddda funkt-

sioonidega ux ja Uy. Saame
“xx B (“X>XE2ZX(“Xx>. + B<'x>t =

-4 & e e + [ ]

muse ¢ 2st +4 F
v = (0x )7 ( « 5<nx )» *

*5(*s +Ve m5(s *Vt =
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*] Ss +B “st -5 “tt&
v m(Vy MV » +DVt “

- “s-jv. -3<k-b’f

1 1 1
s IfF=88 “ 5 st ¢9 “tf

Asendame need antud vlrrandisse, saame
V +V -V =25 ¢ 2ust + *tt ¢
1 1 1
+2 °B8 *5 st 75 °tt -

- 6(Fu-\ St ¢9 att) *

=3 11

et * °-
Vaadeldava Ulesande vOime lahendada ka veel teisiti.
Nimelt antud teisendusvalemid VOib viia kujule (44), s.o.

lahendada uute muutujate suhtes s ja t, leiame
1

ehk

s=x+"Jy , tsx-jvy,
Osatuletiste W ja U\ arvutamiseks tuleb kasutada valemeid
(@5)« millest kohe saame

4cms o&5S

1 , 1n 1 1
«y = «85 & “t(- =2 US"5YV
Kasutades neid viimaseid valemeid saame kergesti leida

teist jérku osatuletised:

‘N m"Vj=4>X ¢<Vx -
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(5S)(ass ¢ ‘s> ¢ 4e + “t> *
= “Gs & 2“st * “fcf
V “(*V m4V +<by-

@J5)“so 2 * “at(- * ‘s 2 + “te(C > *
1 1 1
=2 uss +5 ust ~J “t&*F
Yy = =2V ~5Ut}y *
D) £ «ss 2 + st~ = *[ “ts2 + ««l>]a
1 1 1
=5 U8S “ 5 USt + ? “tt*
mis on samad avaldised mis eespoolgi.
Naide 14. Asendada VOrrandis
V. * Jr 2v =o
muutujad X,y muutujatega s,t ja funktsioon u funktsiooniga
w, kui

1 st - sw
X7TTT® Y=T+"T» T -TATT *
Laherdus - Nagu ndeme, on teisendusvalemid antud  kujul
40). Jarelikult osatuletised W\ ja U\ tuleb arvutada vale-

mitest (48). Saame
W + Sw n -
47t =uwxxas*T *0V eV-rH -°»s>

S E-——— = Il (- — —— ¢ 0-w.)+u.(=————— S— . & 0wr).
. @1+1H2 AT +h2 *IA 1+ 12 b
Seega
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Viimast siUsteemi lihtsustades saame

w e *% = °x * feay

O ethwt - w=- + Oy,
kast
ox = A4t Ve W
oy =TTT ws \%
Teist jarka osatuletiste ja u” arvutamiseks noo-

dustame siusteemi (50), s.0. slUsteemi
Frx =TTT
st
T=TTT

> =weTTT ws - fonf
mis toob vd@rrandite (51) juurde, kus kordajad K L, Mja N
on meil eespool juba arvutatud. Saame

(ur)e+(ol )we+(ul )L meet(nl )Wt = jj ¢TS5V

QU EH@GWY « ¥ - g It (g gy
ehk, arvestades ux tdhendust,
r
T+t w +ws +n +t ws “ twts =T + fc"Snc + tuxy”®

- w,
(182 VB- wt +wt +Ta wst Tt 0 +t)



Sex & tuxy s (2 +t)we +8W8S - t(1 e t)wet
-SUXX +Suxy = -sw8 +8(1 et)w8t - t(1 et)awtt.

Tiiaase slisteemi lahendamine annab

'V o=2*8 +rd r wsa - 2twst ¢TI * ‘ >»tt

NVoOoF A +T-TT wee ¢4 " «"st - I<1 & °)*tf
Osatuletise leidmiseks piisab sisteemist (52) noo
dustada vaid Uks v@rrand, nditeks esimene, kuna u on juba
teada, saame

<«J1 * (UA e * (uy 4 'ss +(V »twat =mrav+to v

Arvestades Uy avaldist, saame

1 +tw +1 +t w8 +wst =1 +t °xy +1 +t wy*
kust

v =*"e *? WS +il-x1’'. . flV "

__8 e 4np . N+d
-TTT wss * ~at +* T wt*

Paigutades need antud vdrrandisse, saame
0°“nm &V 2V =@ " 2),a*0 +1“2)TTTf »es +
&(2fc 2- 2 & 2t)wst & (t2 +1 - 2t) L.* w =
=30 ¢t)(1 - t)2»,,..

Seega 16plikult

wt =°-
Antud Ulesande vBib lahendada veel teisiti. Nimelt

teisendusvalemid vdib viia kujule (53), s.o.
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S =X +y, t =2, w=

Nuld tuleb kasutada valemeid (54), saame

" 411 +5 °x s we(1 +°*tx) +wt(“i *°'WK

0+ jyswr +°*v + +°'V *
kust
ox TRV = § nt Ty
Wy =xws &wt.
Teist jarku osatuletiste saamiseks diferentseerime saa-
dud avaldisi ja W jaoks muutujate x ja y jargi, lugedes

osatuletisi wB ja tj. liitfunktsioonideks x ja y suhtes va-
hepealsete muutujate s ja t kaudu* Saame

SX =C«™ - Cx.. -1 W o]>x =Cxw)x - C].t)x ¢C|)x =
*% #*<«>X* N vt~ I<VX - "2 5 X *

“wa * (7 eaex+attx> +M wt - x(WteV *tttx) - J ¥°x=

w +l(*es - ¢ 'st5+¢o w - | (wat - o wt> -

n+ 5(*a-1w *I5m
m2*8 “ aa - 4 wt + tt
V. =(V? =0ws ¢"t>y =*<Vy e<Vy *

m*<«aaV evstV +(,tasy *wtV °

e IC"aa & vat * ("ta +wt 3> *
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1*%38 +/et *; wit*
V =V =(Yx (W8 ¢V X =
“ x84+ X(V X * ("t5X *

=*8 * X<»»8 - *8t & (»tS * »tt > =

m»8 +“'S« +<4 - i>»8t - "tf
Paigutades viimased antud vdrrandisse, saame

O=1bv +Uy- =(2- 2ws +(X +x - 2X).5S

o(-N +2- 2+ a)w,t & 1 -p) w(

kust nagu eespoolgi

Wit * °-

Ulesanded«

Jargmistes vdrrandites asendada muutujad X ja y uute
muutujatega s ja t antud seoste abil.

612. xu + A +y2 Wy =xy, X =ea, y =sh t

813. (x +7)0N =(x - y)Uy* x =eacoe t, y =essin t
814. g = Uyy, X =N(s - 1), y=2< +1)
815. 21° . - 2y Uyy = Oy, x =A(s @t), y ="(e - t) 2

Jargmistes voOrrandites asendada ks muutujatest  uue
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muutujaga t antud seoste abil.

816. xuy =yu”, Y= - x2
817. xu™ +yUy =u, X =ty
818. x2uxx - 2xsiny uMy +sin2y u® =o0f t=x tan(y/2)

Teisendada jargmised diferentsiaalavaldised polaar—

koordinaatidesse x =r cosy , y =r sin if.

819.
820.
821.
822.

W=xUy - yin

W=xux - yUy

W=x2un + 2xyu”™ ey2 Uy

W=y2!N - xy u™ &x2Uyy - xc™ - yUy

Jargmistes vdrrandites asendada muutujad x ja y uute

muutujatega s ja t antud seoste abil.

823.
824.

825.
826.
827.
828.

829.

I = 8=Iny .t =In(x »Vi +x2)
(X +y)Ux -=(x - Y)Uy =0, s =arctan(y/x),

2t = In(x2 +y2>
Soe Ay o2y =0 s=x +y, t=x o+
DX Ay g2y =00 s Sxt U Ex 4y
* 9 kyy = = = 6 =xy, t- 1
xux +YUy TULVX2 ey2 +12, b

t =u +\jx2 +y§+]72

xux + YUy =x/u, § =2X2 - 2» t =y/u
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Jargmistes vdrrandites asendada muutujad x ja y uute

muutujatega s ja t ning funktsioon u uue funktsiooniga w
antud seoste abil.

830. L e X=tfya g u- B ATy
831 °XX % 2V + °yy = 01
2Xx =s nt, 2y =S - t, 4u =s2 —t2 - 4w

832. % ixu)/3 (y - X)u,

S =X +y2, t=§(+g, f =In U- x -y
1 n_1
833. * 4 Y2y =7 % wTuT X

834. (ay ¢ u)<* & (1 - y2), =X ®yu,
SSyu-X t=XU-y, wSxy-u

¢ WA + Uyuxr =0* X =w-t, y =w-s, U =s+t-w

836. Teisendada diferentsiaalvérrand

+Y2Uuyy + *\z * %Y «xy +2x2 UxZ ¢ 2yz WyZ =0
uutele muutujatele

837. Teisendada Laplace*i vdrrand

«C«® V =0
polaarkoordinaatidesse

X =r costp, y =r sin e
Teisendada sféaarilistesse koordinaatidesse



X =r cos9 sin9, y =r sinifsin® , z =r cos0
diferentsiaalavaldised
818. 72u =(i")2 ¢ (Oy)2 ¢ (u,)2

839. 7u =" e Uy &azz

§ 5« Mitme muutuja funktsiooni ekstreemumid«

Olgu antud mitme muutuja funktsioon

f(P) =f(x,y,...)
méaramispiirkonnaga Dx

Mitme muutuja funktsiooni lokaalsed ek-3tTftRmnmid. Gel-
dakse, et funktsioonil f on punktis PQ* D lokaalne maksimum
(miinimum) 1kui punktil PQleidub tmbrus UCD, kus

f(P)~f(P0O) (vastavalt f(P)*f(PQ). (55)
Sel korral punkti p™ nimetatakse funktsiooni f ekstreegug-
punktiks ja védrtust f(PQ funktsiooni f lokaalseks ekstree-
uurniks.

Tarvilik tunnus. Funktsioonil f vBib lokaalne ekstree-
mum esineda vaid funktsiooni kriitilises punktis, s.0. mé-
ramispiirkonna D punktis, kus kdik osatuletised on v&rdsed
nulliga vdi vdhemalt Uks osatuletis on I6pmatu vdi ei eksis-
teeri.

Neid punkte funktsiooni f mééaramispiirkonnast, Kus
funktsiooni kdik osatuletised on vordsed nulliga, nimetatak-
se tema statsionaarseteks punktideks. Seega diferentseeru-
val funktsioonil vdib lokaalne ekstreemum esineda vaid tema
statsionaarses punktis.

Téhistame
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*11 fxshPo™ al2~~xy(l)o™ a2l =fyx(po™ a22 = fyy Po/»***
ja vaatleme determinante

1%11%12 allai2al3
A =all, R = a2l a22a23 - (56)
la2l a2z a31a32a33

Piisav tunnus. Kaks korda diferentseeruval funktsioo-
nil f on statsionaarses punktis PQ lokaalne maksimum
determinandid (56) on vaheldumisi negatiivsed ja positiiv-
sed, s.0.

A<0, "N27N*0»
ja lokaalne miinimum, kui determinandid (56) on kdik posi-
tiivsed, s.o.
N0, A2>0f AMO,...

Piisav tunnus kahe muutu.ja funktsiooni .laoks. Kaks kor-
da diferentseeruval funktsioonil z =f(x,y) statsionaarses
punktis PQ

a) on lokaalne maksimum, kui A"<0, A2>0;

b) on lokaalne miinimum, kui A*O, A2>0;

c) ei ole lokaalset ekstreemumit, kui A2<0;

d) ekstreemumi olemasolu jaab lahtiseks, kui A2 =0.

Uldiselt, kui piisavate tunnuste pdhjal ei ole vdima-
lik funktsiooni kriitilises punktis PQ ekstreemumi olemas-
olu vBi selle puudumist kindlaks teha, siis kontrollitakse
vahetult v@rratuste (55) kehtivust PQumbruses.

Néide 15. Leida funktsiooni

r =B2¥45 (8x2 - 6Xy * 3y2)
lokaalsed ekstreemumid.
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Lahendus» Funktsioon z ja osatuletised on pidevad kogu
xy-tasandil. Leiame funktsiooni z kriitilised punktid. Sel-
leks arvutame osatuletised:

*X * eNMYOO6x2 - 12xy & 6y2 +16x - 6y),

*J = B2X+3Y(24x2 - 18xy & 2y2 - 61 +6y).
Yo6rdustades need osatuletised nulliga, saame slsteemi

8x2 - 6xy ¢3y2 ¢8x - Y *0

8X - bxy +3y2 - 2x +2y a O,
kust ndeme, et funktsiooni z kriitilisteks punktideks on
kaks statsionaarset punkti

po * (0,0),
Seega funktsioonil z v6ib olla lokaalne ekstreemum vaid
nendes punktides PQ ja

Bkstreemumi olemasolu kindlakstegemiseks nendes punk-
tides rakendame niiid ekstreemumi piisavat tunnust frah» mu
tuja funktsiooni jaoks. Selleks arvutame teised osatuleti-
sed:

N =NeANYCBX2 - 6Xy +3y2 +16x - 6y &4)f

«jy * 6e"YeBx2 - 6xy +3Y2 e6x -y - 1),

*yy * 3FAHNY(24x2 - 18xy +3y2 - 12X +12y €2).
Punktis Pg on

*11 m Sx(p0) =16* *12 =*21 =V (Po> * _6>
“22*V (V *6
ja seega

-16 -6
=16>0, A a >0.
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Jarelikult penkti* Po on funkteioeail z lekaalne
»in B =*P0) * O
Punktia on

*11 ald«"2, *12 * *21 s -9*“2» *22 * i«" 2»
ja seega

* -
A->0, 12 =e” <0. 4 ol
2 1-9 3721

Jérelikult punktis P funktsioonil xlokaalset ekstreemualt
ei ole.

Ulesanded.
Leida funktsiooni %Kkriitilised punktid.
840. z s 2x™ & Xy2 ¢5X2 &y?2

841. z a e"CX ¢Yy2 & 2y)

842. z *fX. &ty

843. **y N ex+ x fTTy

844. z =ain x ein y +cos(x +y)
Dsa[o*SX«$, 0<y<]]

845. 2x2 +r1y2 22 ¢8xz - z +8 =0
Leida jargmiste funktsioonide z lokaalsed ekstreemumid.

846. zsx2 +(y - 1)2 849. zal - |, +y2
8A7. * «x2 - (y - 1)2 850. * =10 - 3x2 - 22 &2xy
848. 1 ax? ey2 - 3* 851. z =x5 +y5 - 3xy

852. 1 a (5 - 2x ey)exp(x2 - vy)
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853. z = (5x + 7y - 25)exp(-x2 - xy - y2)

854, z =fx - 1 +ffT~2 855. z =xy InCx2 &y2)
856. X2 +y2 +z2 - 2x 2y - 4z =1O

857. 4x =2(x™ +2z2) +30 +2¥2) - 8(y - xz)

858. z =sin x sin y sin(x +y),

D =j\Xx,y): OsEx\ys=

Leida jargmiste funktsioonide u lokaalsed ekstreemumid.
859. U =x° +¥2 +§2 +2X +4y - 6z

Mitme muutuja funktsiooni globaalsed ekstreemumid.Oel-
dakse, et funktsioonil f on punktis PQglobaalne  maksimum
ehk maksimaalne vddrtus (globaalne miinimum ehk minimaalne
védrtus), kui vorratused (55) kehtivad iga punkti PED korral.

Kui funktsioon f on pidev ja piirkond Don kinnine ja
tokestatud, siis funktsioonil f on piirkonnas D globaalsed
ekstreemumid olemas ja nende leidmiseks toimime jargmiselt:

1) leiame funktsiooni f k8ik kriitilised punktid piir-
konna Dsees ja arvutame neis funktsiooni véértused;

2) leiame funktsiooni f suurima ja véhima vddrtuse
piirkonna Drajapunktides;

3) valime saadud arvudest suurima ja véhima. Esimene
neist on funktsiooni f globaalne maksimum ja teine globaal-
ne miinimum piirkonnas D.



Kui piirkond Dei ole kinnine vdi on tdkestamata, siis
funktsioonil f vOib globaalne ekstreemum puududa. Sel kor-
ral tuleb globaalsete ekstreemumite olemasolu uurida va-
hetult definitsiooni tingimuste (55) pdhjal.

Ndide 16. Leida funktsiooni

Z =X2-y2
globaalsed ekstreemumid ringis
D={(x,y): x2 +y2<4}.

Lahendus™ Leiame piirkonna Dsees e.setsevad kriitili-
sed punktid ja funktsiooni véaartused nendes. Et N =2,
z, =-2y, siis funktsioonil z on vaid Uks kriitiline (stat-
sionaarne) punkt PQ=(0,0). Seega

*(p,) =0.

Leiame funktsiooni suurima ja vdhima vaartuse rajajoo-
nel x° +y2 =4. Selleks on otstarbekohane kirjutada selle
ringjoone vdrrand parameetrilisel kujul jargmiselt

X =2cos(t/2)
7y - 2sin(t/2)
Siis funktsiooni z v&artused rajajoonel on
z(t) =4(cos2 ™ - sin2 ) =4cos t.
Kéeme, et on vaja leida Uhe muutuja t funktsiooni z globaal-

te[0,4jqg .

sed ekstreemumid I6igul [,0,4j11. Selleks arvutame
zZ =—4sin t
ja seega kriitilised punktid on
t COsa , 2jt, 31, 4n,
milles funktsiooni z vé&rtused on
z(0) =4, z(jr) =-4. *(2ff) =4, z(3A) =“4* z(4JT) =4.
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Seega rajajoonel on funktsiooni z suurimaks vaartuseks 4 ja
vahimaks vaartuseks -4.
Seega funktsioonil z ekstremaaleed vaartused rajajoo-
nel on punktidee
= (2coe 0,2sin 0) 3 (2,0),
P2 s (2cos ~,2sin £) s (0,2),
(ja analoogiliselt arvutades)
P3 =(-2,0), P4 =(0,-2), P5 =(2,0) =Pv

Vorreldes funktsiooni z vaartusi saadad punktides
Po,...,P 4, néeme, et funktsioonil z globaalsed ekstreemumid
asetsevad rajajoonel, seejuures globaalne miinimum punktides
P2 ja P4 ning globaalne maksimum punktides P* ja P~

KokkuvGttes saame:

min z 1 z2(0,+2) s -4, max z =z(+2,0) =4.
P«D PED

Suurimat ja vahimat védartust ringjoonel vdime leida ka
jargmisel viisil* Nimelt rajajoonel on y2 3 4 —x2, kus
-2<x<2, ja jérelikult funktsiooni z vaartused rajajoonel
on

z(x) =x2 - (4 - x2) 3 2x2 - 4.
Seega tuleb leida Uhe muutuja funktsiooni
fz(x) 3 2x2 - 4
X 3 [-2,2]
globaalsed ekstreemumid. Sel funktsioonil on iks statsio-
naarne punkt x 3 o. Jarelikult on vaja leida vdaartused z(x)
punktides x 3 0, x 3.2 ja x 3 2. Saame
z(0) =-4, z(-2) 3 4, z(2) =4,
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mis ongi ekstremaalseteks védrtusteks rajajoonel. Need aset-
sevad ringi Dpunktides (x,x - x2), kus x =0,£2. Seega
jouame jalle sama tulemuse juurde.

Néide 17» Leida funktsiooni

Z =X2j(4-X-Y)
globaalsed ekstreemumid kinnises kolmnurgas D kiilgedega
x =0,y =0, x Yy =6.

Lahendus™ Funktsioon z ja tema osatuletised on pidevad
kolmnurgas D. Leiame funktsiooni kriitilised punktid, ma
asetsevad kolmnurga Dsees, ja funktsiooni vdartused nendes.
Selleks vd@rdustame osatuletised

ZX =8Xy - 3X2y - 2Xy2 =Xy(8 - 3X - 2y),

Z =4X - X3 - 2X2y =x2(4 - x - 2y)
nulliga. Tulemuseks saame, et funktsioonil z on kriitiliseks
punktiks kolmnurga sees statsionaarne punkt 20 = (2,1),
kus

*<p,> =
Rajajoontel x =0 ja y s 0 on
*(0,y) =0, z(x,0) =0.

Rajajoonel x ¢y » 6 funktsiooni z védrtused on

z(x) =x2(6 - x)(4 - 6) =-12x2 +2x5, kus 0<x"6.

Ekstremaalsete véadrtuste leidmiseks vdrdustame tuletise
Z'(x) =-24x +6x2 =6x(x - 4)
nulliga. Seega kriitiliseks punktiks on veel
*1 = (4,2),
kus
z(p™) =-64.
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Seega globaalne maksimum asetseb kolmnurga D sees
punktis P0 ja globaalne miinimum rajajoonel punktis P"
Seega

min z =z(4,2) =-64, max z =z(2,1) =4.
D D

Ndide 1ft. Tasandil Oxy leida punkt, mille kauguste
ruutude summa kolmest sirgest
X =0y =0jax +2y =16
oleks minimaalne.
Lahendusn Olgu otsitav punkt PQ = (x,y). Siis, nagu
jooniselt 6 naeme, punkti P kaugus sirgest x =0 on
X, sirgest y =0 ony ja
(analutilise geomeetria
tuntud valemi pdhjal)
kaugus d sirgest x+2y =
=16 on

d. li »2T- 161
fTP
Seega tuleb leida funktsiooni

Z =X2 +y2 +7(x +2y - 16)2
globaalne  miinimumpunkt vaadeldavate sirgetega  piiratud
kolmnurga sees. Leiame funktsiooni kriitilised punktid kolm-
nurga sees. Saame slisteemi

zx =2x +](x +2y - 16) =0

zy =2y +|](x +2y - 16) =0,
mille lahendamine annab punkti PQ = ~ ). Et see on ai-
nuke kriitiline punkt ja Glesandel on lahend ilmselt olemas,
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siis leitud punkt Po ongi Ulesande lahendiks.

Ulesanded.
Leida jargmiste funktsioonide globaalsed ekstreemumid.
863» Z =X2 —y2 +2 ringis x2 y2<1
864. z =x2 +2xy - 4x +8y kinnises ristkllikus D, mis on
piiratud sirgetega x =O, y =0, x =1, y =2
865. z =¢” 2“y2(2x’\ +3y2) ringis x2 +y2 4
866. z =sin x +sin y +sin(x - y) ristkdlikus
D=](x,y): o~x,yr1r/2]
867. z=x2 +y2 -xy+ x+y kolmnurgas
D={(x.y): y<f0, x+y”"-3}
868. z =2X +4x2 +y2 - 2xy kinnises piirkonnas D, mis on
piiratud joontegay =x2 ja y =4
869. z = (X - y2) ¥ (x - 1)2 piirkonnas y~x”~r
870. U =X +y +z piirkonnas x2 +y2«z*sl
87*L Jaotada arv 30 kolmeks positiivseks liidetavaks
nii, et nende korrutis oleks maksimaalne.
872. Esitada arv 81 nelja positiivse arvu korrutisena
nii, et nende summa oleks minimaalne.
873* Antud kerasse, mille raadius on R, joonestada
suurima ruumalaga risttahukas.
874. Kdoikidest risttahukatest, millel on antud ruumala,
leida see, mille tdispindala on minimaalne.
875. Antud plstringkoonusesse joonestada  maksimaalse
ruumalaga risttahukas.
876* Leida v&him kaugus parabooli y =xP ja sirge
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x - ) * 2vahel.

877« Koikidest Uhe ja Bawm alusega ning tipunurgaga
kolmnurkadest leida Bee9 Bille pindala on suurim.

878« Kadikidest antud perimeetriga 2p kolmnurkadest
leida aeey millel on maksimaalne pindala.

879* Illipsoidi jodnestada maksimaalse ruumalaga rist-
tahukas .

880. Leida antud perimeetriga 2p kolmnurk, mis p6orle-
misel Umber oma Uhe kiilje moodustab maksimaalse ruumalaga
keha.

881. Missugune peab olema kolmnurga kuju, et kolmnurga
sieenurkade siinuste korrutis oleks maksimaalne?

882. Missugune peab olema kolmnurga kuju, et kolmnurga
sieenurkade siinuste sumra oleks maksimaalne?

885. Méidata, et mittenegatiivsete arvude Xp
geomeetriline keskmine ei Uleta aritmeetilist keskmist.

§ 6. Tinglik ekstreemum.

Olgu antud mitme muutuja funktsioon

f(P) s f(x,y,...)
maéramiepiirkonnaga D.

Oeldakse, et funktsioonil f on punktis PGED tinglik
ehk relatiivne meksimum (relatiivne miinimum). kui vorratu-
sed

f(P)~f(PO) (vastavalt f(P)>f(PO0)) (55)
kehtivad punkti PQ Umbruse selles osae, mille punktid rahul-
davad lisatingimusi

-178-

XM



*1(P> -0, »2(P) ,0,... (57)
Punkti PO nimetatakse tinglikuks ,hk relatllTseks
skatresauspunktlks. kusjuures ndutakse, et ka punkt F ra-
huldaks lisatingimusi (57).
Uhe ja kahe lisatingimusega tingliku ekstreemumi korral
tllpilised Ulesanded on jargmised.
ulesanne 1I» Leida funktsiooni
u=~f(x,y,...)
tinglik ekstreemum lisatingimusel
F(x,y,...) =0*
Ulesanne 11« Leida funktsiooni
u*f(x,y,...)
tinglik ekstreemum lisatingim ustel
MXTjL »«*) 9 0» ®(X|Y»*) —0.
Seega, kui f on kahe muutuja funktsioon, siis Ulesanne
I taandub jargmiseks: leida funktsiooni z =f(x,y) tinglik
ekstreemum lisatingimusel F(x,y) =0. Kui aga f on kolme
nuutuja funktsioon, siis ulesanne | on jargmine: leida
funktsiooni u =f(x,y,z) tinglik ekstreemum lisatingimusel
F(x,y,z) =0; ja tlesanne Il on jargmine: leida funktsioo-
ni u="F(x,y,z) tinglik ekstreemum lisatingim ustel
P(x,y,z) =0 ja G(x,y,z) =0.
Tingliku ekstreemumi Ulesanded, kus on enam kui  kaka
lisatingimust, s@nastatakse analoogiliselt. Jirgnevas vaat-
leme tingliku ekstreemumi leidmise meetodeid  Ulesannete |

ja 1l korral.
1. Taandamine harilikule ekstrewmumiift. Seda meetodit
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tlesande 1 lahendamiseks kahe muutuja funktsiooni f korral
saab kasutada, kui lisatingimusest F(x,y) =0 saab avalda-
da Uhe muutuja teise kaudu. Kui néiteks dnnestub avaldada
Y s y(x), siis paigutame ta funktsiooni f, saame
z =f(x,y) =f(x.,y(x)).

Huld tuleb leida the muutuja x funktsiooni f(x,y,(x)) ha-
rilik (s.o. vastavalt ulesandele kas lokaalne v@i globaal-
ne) ekstreemum. Kui sel funktsioonil on kohal x, maksimum
(miinimum), siis punktis PQ = (xQy(x0)) on funktsioonil f
tinglik maksimum ( vastavalt tinglik miinimum).

Analoogiliselt toimitakse kolme ja enam muutuja funkt-
siooni korral.

Taandamisel harilikule ekstreemumile vBivad mdned
tingliku ekstreemumi punktid avastamata jaddda (vt. Ulesan-
ne nr. 908).

2. Lagrangel meetod. Ulesande | lahendamiseks tuleb
koostada jargmine Lagrange'i funktsioon:

® (x,y,...,.A ) —f(x,y,...) & AF(xy,..«) (58)
ja lahendada slsteem
dx =0

Kbx =F(x,y,...) =0.
Olgu (x0,yQ ..., J10) sisteemi (59) lahend, siis  punkti
PQ = (xQy0,...) nimetatakse funktsiooni f tinglikuks stat-
sionaarseks punktiks. Neid punkte PQ  ma on tinglikud
statsionaarsed vdi milles funktsioonide f ja P osatuleti-
sed ei ole pidevad vb6i F osatuletised on korraga nullid,
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nimetatakse funktsiooni f tinglikeks kriitilisteks punkti-
deks«

Tarvilik tunnus. Funktsioonil I tinglik ekstreemum
vOib olla vaid tinglikus kriitilises punktis Po«

Tingliku ekstreemumi olemasolu uurimiseks  tinglikus
kriitilises punktis PQ kasutatakse jargmist tunnust.

Piisav tunnus. Kui funktsioonil (58) leitud kor-
ral on punktis PQ lokaalne maksimum (lokaalne miinimum),
siis funktsioonil f on selles punktis PQtinglik Ta”H TLT
(vastavalt tinglik miinimum).

Kui piisav tunnus ei ole rakendatav  antud ulesande
korral, siis tingliku ekstreemumi olemasolu punktis PQ
14db lahtiseks 1a tuleb kasutada teisi meetodeid.

Ulesande 11 lahendamiseks tuleb koostada jargmine
Lagrange'i funktsioon:
® (X»Y =

=f(x,y,...) +AFXy..) +2G(xy,..) (60)
ja lahendada siisteem

=F(x,y,...) =0

VCD,V'\ =G (x,y,...) =0.
Olgu UQyO0,...» A0t"0) susteemi (61) lahend. Siis jélle-
gi punkti PQ = (x0»¥0»***) nimetatakse funktsiooni f ting-
likuks statsionaarseks punktiks. Samuti neid punkte PQ
mis on tinglikud statsionaarsed v&i milles  funktsioonide
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f,F ja G osatuletised ei ole pidevad vdi maatriksi

\ °X °J *. 7/
kéik kola jakobiaani on korraga nullid, nimetatakse funkt-
siooni f tinglikeks kriitilisteks punktideks.

Tarvilik tjimnus. Funktsioonil f tinglik ekstreemum
voib olla vaid tinglikus kriitilises punktis PQ

Tingliku ekstreemumi olemasolu uurimiseks  tinglikus
kriitilises punktis PQ kasutatakse jargmist piisavat tun-
nust.

Piisav tunnus. Kui funktsioonil (60) leitud X da
fi.0 korral on punktis Po lokaalne maksimum (lokaalne miini-
mum), siis funktsioonil f on selles punktis PQtinglik mek-
simum (vastavalt tinglik miinimum).

3. Smithll meetod. Ulesande | lahendamiseks kahe muu-
tuja funktsiooni f korral tuleb leida funktsiooni f tingli-
kud statsionaarsed punktid PQ = (xQy0), s.t. lahendada
susteem (59)» Seejdrel koostatakse jakobiaanid

fx fT
. V,-V:
Fx*y
ning
— ‘]* 47
Fx Fy

Piisav tunnus. Kui tinglikus statsionaarses  punktis

Péon
F<0 > 0),
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eile punktis Po on funktsioonil f tinglik maksimum (vaeta-
valt tinglik miinimum).
Juhul kui selles punktis Py On
JHi =3.

=
kas

Jn =
* Yy
siis kasutatakse jargmist dldisemat tuimust.

Uldine piisav tunnus. Kui n on paaritu arv ja punktis

Po on

Jn<?® (J,, >0),
siis selles punktis PQon funktsioonil f tinglik maksimum
(vastavalt tinglik miinimum).

Kui n on paarisarv, siis kohal PQtinglikku ekstree-
Bumit ei ole.

Ulesande Il lahendamiseks tuleb jalle leida funktsi-
ooni f tinglikud statsionaarsed punktid PQ = (x0»Y0*r0)»
s.t. lahendada ststeem (61). Seejdrel koostatakse jakobi-
aanid

fy f(y fz
Fy Fy Fx
&G G
Qing
X Oy [B
px *y **
g cTac
Piisav tunnus. Kui tinglikus statsionaarses  punktis

h =
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PO on
<0 ([DO"=0),
siis punktis PQon tinglik mek-ainmm (vastavalt tinglik
miinimum)e
Juhul, kui selles punktis PQon
BDya e =BEn— =0, £a AO,
kus
An-1rx (Dn-1 >y An-INZ
Dh = K Fy Fz
(€ G G
siis kasutatakse jargmist tunnust.
uldine piisav tunetus. Kui n on paaritu arv ja punktis
Po on
h<o “n>0),
siis selles punktis PQon tinglik maksimum (vastavalt ting-
lik miinimum).
Kui n on paarisarv, siis kohal PQtinglikku ekstreemli-
mit ei ole.
Néide "9. Leida funktsiooni
z =xt+ym (m>1)
tinglik ekstreemum sirgel
X+y a 6.
Lahendus . Kasutame Lagrange*i meetodit. Moodustame Lag-
range'i funktsiooni
O(x,y,J1 ) =xm+ym+ A(X +y - 6).
Leiame funktsiooni z tinglikud kriitilised punktid. Selleks
moodustame slsteemi
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dx = mx‘"l + 1= o

by =71y“"1 + 1= O

,PXxX=x+y-6=]0.
Selle siisteemi lahend on

'yo-—y'o“m_%/_ﬂf* =3 L

Seega tinglik ekstreemum vdib olla ainult punktis

Po = (3t3).
Kasutame piisavat tunnust. Selleks arvutame
=mm - 1)xnf2, dyy =mm- 1)y"2, =0
Punktis P4 on
v =mm* 1)3  t =@1 = a22 =*11*
kust
m(m-1)3 M2
= = >0.
A >0, A m(m—1)3"'“"'2

Seega on funktsioonil z punktis PQolemas tinglik miinimum
sirgel F, s.o.
rel min z =z(3,3) =2-3®.
Hélde 20. Leida funktsiooni
Uu=x- 2y &2z
tinglik ekstreemum lisatingimusel
X2 +y2 +22 =9
Lahendus.., Leiame funktsiooni u tinglikud statsionaar-
sed punktid. Selleks koostame Lagrange'i funktsiooni
h=x-2y+2a+ X(x2 ¢+y2 ¢ B -9)
ja selle abil susteemi
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'Xx s1 e2bx =0

INj s “2 2X7 Bo
hl=2 271 =0

Viimase slsteemi lahenditeks on
(1,-2,2,-1/2) Ja (-1,2,-2,1/72).
Seega tinglik ekstreemum vd@ib olla vaid punktides
PO =(1,-2,2) ja P*=(-1,2,-2).
Kasutame piisavat tunnust. Selleks arvutame
o, o7 @D, =2 .04 =@ =PT1 =o.
Punkti PQkorral oli X =-1/2, seega selles punktis on
@R =*22 ="3 ="1» B2 =®13 =a23 =°*

kust
S 100
1o 0-10 1
A =» = - =-1.
Ap 0 -1 s 1, b s
00-1

Jarelikult punktis PQon funktsioonil u tinglik maksimum.
Punkti P korral oli ~ \ =1/2, seega selles punktis

@R =a22 =a33 =11 *12 =~3 =a23 =°*
kust
=R =R =1.
Jarelikult punktis P* on funktsioonil u tinglik miinimum.
Vastuseks saame

rel wex u =u(l,-2,2) =9,

rel min u=u(-1,2,-2) =-9.
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Halde gl, Leida funktsiooni

Z a X2 - y2
tinglik ekstreemua ringjoonel

X2 ®y2 a 4.

Lahendus_. Naites 15 on soe ulesanne juba lahendatud
harilikule ekstreemumile taandamise meetodiga. Rakendase
sell* ulesande lahendamiseks Lagrange'l meetodit. Selleks
moodustame Lagrange'i funktsiooni

hmX - Y & Mx2 ¢J2 - 4)
ja leiame funktsiooni s tinglikud kriitilised punktid.
Selleks koostame slisteemi

hx x2x( A ¢1) a O
2y(A-1) ~
X2 ¢y2 - 4
sille lahendamisel saaae
X=*2 Xao
yaO «Ya?*
(A=-1, dAal.
Seega tinglik ekstreemum v@ib olla punktides

PL =(2,0), P2 a (0,2), P3 =(-2,0), P~ =(0, -2).

Rakendame neis punktides piisavat tunnust. Selleks arvutame
on =2 +2A, dyy a-2 €2A, dry =0
Punktides P™ ja Pj korral oli b -1, siis
=0, an2 =»21 a O, a -4,



Seega piisav tunnus punktide P* ja P korral ei ole raken-
datav. Saua tulemuse saame ka punktide Pg ja P~ korral. See-
ga Lagrange*i meetod selle Ulesande lahendamiseks ei ole ra-
kendatav.

Rakendame Smith*i meetodit. Selleks koostame jakobiaa-

nid
2X -2
Jm 007 a J =4xy +4xy =8xy
2X 2y
Ja
8y 8x
,oxar 16Y2 - 16x2 =16Cy2 - x2).
2X 2y

Punktidee P* ja P on J,, =16(-4)<0 ja seega nendes on
tinglik maksimum. Punktides Pg ja P on =16* 4>0 ja
seega nendes on tinglik miinimum. Sama saime ka ndites 16f
s.0.

relmin z =z(0,+2) =-4, relmax z =2(T2,0) =4.

Ulesanded.
Leida harilikule ekstreemumile taandamise meetodiga
jargmiste funktsioonide z tinglikud lokaalsed ekstreemumid
antud joonel.

884. z =xy, y =2x2 - 3X
885. z =1 - Xy, y - x =0
886. z =x(y - 3), y s x2

887. z =x2 +ein y2, x2 +y2 =4
Leida Lagrange'i vdi Smith*i meetodiga jargmiste funkt-
sioonide z tinglikud ekstreemumid antud joonel.
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888. z =Y.

X +y =1
889+ * = f X +y =2
890* z = xyf X2 +y " =18
89n . Z = xyf X—yr O
892. z = A -1 1

2

893 z =co0s2* +2coe2y, 4x - 4y +X =0
89%4. z =x2 - y2 +1, X2 +y2 =1

8%» z =X - vy, ftan x =3tan y
[0~ xTy scrt/2

896. z =6 - 4x - 3Y, X2 +y2 =1
8 z =1 +], x2 +y2 =1
898. z =x2 +y2, I+~ =1

Leida jargmiste funktsioonide u tinglikud ekstreemumid
antud pinnal

899. u=x +y ez 1 +1 +1 BJ (x,y,z>0)
900. u=x - 2y +2z, X2 +y2 €22 =9
901.u=x2 +y2 + 22, TS+ +-~ =1

902. u =xy2z", X +y +z =12 (x*y»z >0)
903. u = xyz, X ¢y €z =5

904. u =xyz, Xy +yz exz =8

905. U =c0S x coS Y OB z, X+y +z=1Jt

Leida jargmiste funktsioonide u tinglikud ekstreemumid
antud joonel.
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906* u =xyz, ji +y €z =5
\Xxj #ys x* =8

907. u» X2 ¢ 22 +J 12, *y2 ¢*2 =1
{ 2y ¢3* =0
908. Leida funktsiooni
aayeiay - 4x
tinglik eketreenun joonel
ysiny-x3-x=0

harilikule ekstreemumile taandamise meetodiga ja seejarel
Smith'i meetodiga. Selgitada erinevate vastuste pdhjus.

909. Tasandil 3x - 2z =0 leida punkt, mille kauguste
ruutude summa punktidest (1,1,1) ja (2,3*4) on minimaalne.

910. Ellipsil 9X2 & 4y2 =36 leida punktid, mis on mi-
nimaalsel ja maksimaalsel kaugusel sirgest 3x - y - 9 * 0.

911. Leida minimaalse pindalaga risttahukas, kui tema
ruumala on 7.

912. Leida maksimaalse ruumalaga risttahukas, kui te-
ma pindala on S.

913. Leida antud ruumalaga korrapdrane kolmnurkne pu-
ramiid, mille servade pikkuste summa on minimaalne.

914. Antud ellipsi Umber joonestada minimaalse pind-
alaga kolmnurk, mille alus on paralleelne ellipsi suurema
teljega.
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VASTUSED
I peatikk
81.
4. xNy2 B4, lahtine. £.y =x(x>0); y =0(x*0).

6. y«2(0<x<1), y=|f(0<x<1), lahtine. 2. x2-4y~»4# Kkin-
nine. 8. 4x2-y2=4, lahtine. 2* y=VX(-"+|fT<x »

r-1T<bcp+)1T), lahtine. 10. y2=a5/2-x(-21/2 "
*XA2M2), xMy2n . 11* oc< < «, y=>0, kinnine. 12. x2*
#2<4, kinnina. I£. x2+2<4, lahtine. 14. x>-y, lahtine,
IEe {(xfy):x>0#x"1, y<-x J, lahtine. 16. {(x,y)sx=y},
kinnine. 1£. {(x,y):-1 <y < 1}, kinnine. 18. {(x,y):-1 sfx=
$1, -1s;xM}; kinnine. 12*{(x,y):-1 <x«aly”-1 voi
7>1}, kinnine. 20. «(xty):a2”x2+2"2a2., kinnine.
21 | (xfy):x~Ax2H2<2xj. 22. {(X,y):-1 *;x2+y*il}f kinnine.
2£. {(x,y): x2>y}l lahtine. 2& {(x,y): x>-1, y>-1,
y#)}, lahtine. 2£. | (xfy)s 2<x2+2<3]-, lahtine.
26. £(x,y): 2<x2HR274, x~y2#Y}. 2E. {(X)y): 2n*r«X <
«2n+1)n, y>0ja (2n +1)n x«s(2n+2)Jtt y«0, n tais-
aer, kinnine. 28. Kogu xy-tasand. 2£. | (xty): x2+H2=klt f
k=0,1,2,...], kinnine. 30. | (x,y): 2kt ~x~"y2" (2k+1)ar j-,
fcinnine. £1. £(xty)jx"~0, y?0, x2? yj, kinnine. £2.((x,y):
-XAyAXt tui x>0; x<y«sc-x, kui x<o}-. 22. {(x,y)s
y+2x>0, kui y>0; y+2x"0, kui y<oj 34. Kogu xy-tasand,
vélja arvatud punkt (0,0) ja joon 2X'i-+dyii:=L
2£x>1 korral -1 2y~x-2, x<1 korral x-27y~-1.
6. 2k~xs*2fc+1 korral 2j <ty <?j+1,

2kH A x M 2(x+1) korral 2j+1<y*s2jt kus
-191-



K,j=0; 72t kinnine»
iZ. 2k <x <2+l korral 2jry<2j+1, 2k+1~x~2(k*1) korral
2j+17"y"2j, kus k,j=0,1,2,3»  kinnine.
£8. (4k-1)/2<x+y <(4k+1)2 korral (4j-1)/2 <x-y <(4j+1)/2
(8k+1)/2 <x+y <(4k+3)/2 korral
(4j+1)/2< x-y<(4j+3)/2, kus k,j=0,?1,..., lahtine.
39» Rajajoonega yM+x22y2w2-12=0 piirkonna sisemus, lah-
tine. 40. (-00,00) x (0,2]\(0,0). 41* Erinevad. 42. Erine-
vad. 4£. Erinevad. 44. Samad. 4£. Erinevad. 46. Erinevad.
47Z. Samad. 48. Erinevad. 4£. Erinevad, sest funktsioon
g(x,y) ei ole kohal (0,0) mdératud, kuna selles punktis
tema esimene tegur ei eksisteeri. £0. x>0, y>0. jjl. x>0,
j>0. %2. max (0,(4k-1)2-n2/4)<xy <(4k+1)24-2/4, kus k=
=0,1,2.......... 21» Joon xy=x+y. 4. f(A)=5/4; f(B)="13/12i
f(C)=-65/64. 22. f(A)=0i f(B)=—2; F(C)=5/3. £6. f(A)=-
f(B)=-1/4; f(C)=(a2+1)/(a2-1). 22» f(A)=l6; f(B)=f(C)=2
£8. f(A)=f(B)=f(C)=1. 21» f(A)=-1, f(B)=1, f(C)=3/4.
£0. f(A)=-&, f(B)=3/4, f(C)=-1,5. 61. f(A)=1, f(B)=3/4,

(
f(C)=1,5. 62. f(A)=1, f(B)=0,2, f(C)=0. 6£. f(A):O, f(B)=0,
f(C)=-In2. 64. f(A)=0, f(B)=0, f(C)=0. 62. f(A)=3, f( )="r,
f(C)=—jt/4. 66. (y2-x2)/2xy, (x2-y2)/2xy, (y2-*2)/

2xy/(x2-y2). 6”7, 1+y, x+1/y. 68.f(C)=1 +x-x2. 6~. f(C )—
=4/ (1-a2). 20. f(C)= 3T/2. ?1. f(x)=(x2H)1/2" £2. f(x,y)=
=(x2-xy)/2. 27, f(x,y)=22(1-y)/ (1+y). f(x)"Nr2+2x,
z(x,y)=x+/-1. 2~ f(X)=I/1+x2, z(x,y)=|x] (1+H2/x2)1"2*
26, f(x)=*2-x, a(x,y)=(x-y)2+2y. m
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g 2.

ZZ« x>0, y™o, z™0. 25 y~o, z”™o. 22* *>o0,
y2*0. 80. x>0, y>0, z>0. 81. y>0, z>0, kui x>0; y<0,
z>0 kui x<0. 82. z>0#kui xty>0 vdi y*x<0; z<0, kui
x<0, y>-0 vbi x>0, y<0. 83. x>0, y>0, *>1. 84. -1 <
<X,y»z"1. 8E. x2+2+*2«ssd. 86. x2+2y2+372< 4. BE. 1«Ex2+
HW2+2< 4. 88. 4<x2H2+z22™ 9. 8", 0<zi=1, kui x"O; z>1,
koi x>0. 22* 0<z<1, kui x<0; 3>1, kui x>0. £1. z2+z-
-170. 220 xAN+zZ20 0 200 0. 240 XML, LyInL/2, O <|z]*E
AL/3* 22*% Kui -1<X”™1, siis Ml «1, |z]™1; kui x=-1t siiB
-1<y*£1. £6. 0<x,y<1. 2Z* *7 » 3/-y, |z|s*1l. Kasuta-
da valemit arctar x+arctauy =arctan (x+y)/(1-xy). £8. Kogu
ruum, vdlja arvatud punktid, mille kéik koordinaadid on paa-
ritud tdisarvud. 100. f(A)=1, f(B)=1,5. KOl f(A)=2/3*
f(B)=-4/3. 102. f(A)=1,25, f(B)=8,875. f(A)=e+2, f(B)=
=e. 104. f(A)=0, f(B)=-1/4. 105. 4. 106. cos""4. 102« 0.
108. n/2, log. *(XoY»2)=In x+y/z-z. 110. f(x»7**)=
=X(x-y)/2+z2. 111.. fCxjy~z)«2™ 2*)~ . 112.

Ul. f(x,y)=(1-x)2-y-/2.

h(x,y, z) sx-y- )f2zH2,

IH. f(xX,y)=(x+1)V.

W(X,yHz)*x*y2+21/2.

115. f(xty)=2x2+In y.

W(X,Y, 2)=2x<y+]|/yZ.

116. f(xty)*y sinx +4..
w(X,y,Z)=X 00ay- arccos z+ rc.

112. ?gggy)?z YW +/ «r» 4+y?z 2 -x/z-@q?/,-i.
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118. f(x)=2+|/3+tan x, g(y;=-2-p+cot y, w=x+y+z.
117, f(x)= M2(x-2)-3+2/e, g(y)=2ey'5+1 - 2/e.

w=5*-2+(2y)1/"+2/ 2.
120. f(x)=cos h-x2 , g(y)=tan y1/2 ,

w(X,y,z)=sin x+cos y+tan z.
n21. f(x)=In x, g(x)=(x-2)5,

WGO»y» z)=ex +H(1/y)In y+z+yxg(2+
122. f(z)=arcsin(-z), g(y)=ez,

w(X,y,z)=(1-x2)yz+xIn y+cos[yez].
126. 2r. 122. 2r* 2r7« 129« 2 Nr2+r|+..
130. 4/3/3. {(x,yfz,w):xy" 0, zeRL, w=z+fxy,.
136. j(x,y,z,w):x"O, y#> z>-%, w="y2+In(z+1)].
137. | (Xx,y,z,w):x2+2A), zeR1, w=(2+z)/(x2+H2".
138. £(X,y,z,w):x2+HR2A), z#> w=(x2+2)/zIn(x2+2+1)}.
139. 1,5; -0,5; 1. U40. o, -n/2, - a/2. i4i. 1, 2R-1, 0.
142. 0, -1, 1. 142. In(1,03Vv 3+0,981/4-1); 0,03; -0,02).
144, 1,042%02-1; 0,04; 1,04. 14~ 52-/26764; 0, 0,2.

§ 3.

152. 6=/i~. 153. 6*Z/2. Kasutada vdrratust |x+l] -c
¢ d(T,TO), kus T=(x,y), Te=(-1,1). 1°4. 6=£/2.
155, 6="/3* 156. 2b =-ial-lbl + W lal +Ibl )2+4€ Kasutada vor-
dust xy-ab=(x-a)(y-a)+b(x-a)+a(y-b).
157. 6 =min(1.3£)« 158. 6 =miIn(1. £/9). 159. 6=-4+/167".
160. 0=6+"36+e . 161. 120 =min(2,fc ). Taandada lugeja ja
nimetaja teguriga x-y-2.162. N=[(1+3 f 1)~ 2+1], 163. N=
=[n/2~+n]. 164. 5. 165. 16. 166. 2. 162. 168. 1.
162* 00 . 120. 2. 171.272.172. 1/8. 173. 0. 124. 0. Minna ule
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polaarkoordinaatidele. 2Z1» 1« 1ZS« °» 1ZZ* -00. 178. 0.
122* °» 180. 0. 181. 1. 182. 0,5. 182. °- I§fh* &« 182- 1-
186. e. 1J32. 1. Kasutada vdrratust |Jxy] €1/72(x2+H2).

188. 0. 189. 0. 190. 0. 191. 0. 197« Piirvdartus ei eksis-
teeri. Votta lahenemisteedeks y=kx ja y=xk. 199. Piirvaar-
tus ei eksisteeri. Votta ldhenemisteedeks mdoda sirget y+l=
= jadad xfc=1/4(4k+1) ja xk=1/4(4k+3>, kus k=1,2,...

200. Piirvaartus ei eksisteeri. Votta lahenemisteedeks y=c
ja y=x*. 201. 1. 202. Piirvaartus ei eksisteeri. Votta l&a-
henemisteedeks pdrast irratsionaalsuse uleviimist lugejasse
y=x ja y=x". 203. Jt . Teha asendus u=xy. Kasutada L'Hospi-
tali reeglit. 204. 2. 205. Piirvaartus ei eksisteeri. La-
henemisteedeks votta jadad P~=(1+1/4k, 1+1/4k) ja
PE=(1+1/(4k+2), 1+1/(4k+2)), k=1,2,... . 206. Piirvaartus
ei eksisteeri. 211. PgpaP0=(3,1). 212. P?n=n=(1,-1).

213. Pgn=R0=(-1,1). 214. lim P~ = PO 3I/2, 0). 21£. Votta
kn =2JT(n- kus on 2jt ahelmurru lahismurru nimetaja
ja K€l<l (vt. J. Gabovit§, L. Kivistik, Arvuteooria. Tartu,
1974, 1k. 61, valem (5)), PQ= (O, 1). 221. Pidev,
pidev x ja y jargi. 232. Pidev x ja y jargi. 233. Wi ole
pidev, pidev x ja y jargi. 234. Pidev punktis PQ pidev x
jargi, muutuja y jargi ei ole pidev. 235. Pidev, pidev x
jargi, 236. Pidev x jargi. 237. Pidev y jargi. 238. Pidev
pidev x ja y jargi. 222« Pidev, pidev x ja y jargi.

240. Pidev x ja y jargi. 241. Pidev. 242. Pidev, pidev x ja
y jargi. 242* Pidev, pidev y jargi, vasakult pidev x jargi
244, Pidev y jargi. 24£. Pidev x ja y jargi. 246. Pidev x



ja y jargi, 242. CO0). 248. Katkev sirgel y=-x. 24~ Kat-
kev punktis (0,0). 270. Katkevuspunkt (0,0), sirge y+x=0-
(xAO) punktid kdrvaldatavad katkevused. 251. Koordinaattel-
gede punktid. 252. Katkeb sirgetel x=k/t, y=j*t (k,j=
=0,+1,+2,¢.¢) 2/, Katkeb joonel x2+y2=1. 2£4. Katkeb
sfaaril x +y~+sh=z, 255. Katkeb koordinaattasandil.

256. Katkevuspunkt (1,2,-3). 257. Katkeb sirgetel x+y=1,
x+y=-1. 258. Katkeb sirgetel l«c-y=0, x-y=(2k+1)-"
k=0,+1,+2,... . 259. Katkev koordinaattelgedel, vdlja arva-
tud punkt (0,1). 260. Katkev joontel xy=2j ja xy=4k-3,

j fk=0,+1,+2. 261. Katkev joontel y=kltx, k=Of?1,... ,

262. Katkev punktis (0,0).

263. y)="f(x,y), kui x*0,g9(x,y)=y, kui x=0.

264.
265.

g(x,

g(x,y)="Ff(xty), kui x+y/0j g(x,y)=0, kui x+y=0.
f(xty)="F(x,y), kui x+y*k*r (k=0,4,...)]
g(x,y)=0, kui x+y=kjt (k=0,+1,...).
g(x,y)=el/* kui xy=0, g(x,y)=exycotforg), kui
0<xy<1; g(x,y)=0, kui xy=1.

262. B(X*Y)=*(X»Y)» P/(**1»0),

X,y)=0, kui P=(-1,0).

x,y)=f(x)y), kui (x,y)/(1,0),

x,y)=0, kui (x,y)=(1,0).

)="f(x,y), kui x+2y=8,

266.

268. g

X
X,y)=»", Kkui x+2y=8.
220. g(x,y)="1(x,y), kui y /0»
X,y)=(x2+ein x)/(1-e), kui y =0.
X

X

271. Y)=1(x,y), kui x*1,5i

(
(
(
(
26", g(
(
(
(
(
(x,y)=n, kui x=1,5.

-196-



eenduda, et Don tdkestatud kinnine hulk ja rakendada
Cantori teoreemi. 224. 6=f/5- 275. 5=£/55. 276. S=£/12.
227. 6=8/9. 228. b=E/2. 279. 6=25£/*16. 280. 6=6/6.
281. 6=£/3. 282. 6=£/4. 285. 6=2/3. 284. 6 =3S/5.
288. A=0, B=1. 282. A= » B=1. 220. A=]l, B=0. 291. A=l
BN. 222. A=1l, B=0. 222. A=1, B=1/2. 294. A=l, B=0.
293. A=0] B=0. 296. Aei eksisteeri, B=1l 297. A=0, B=1L
298. A=1, B=le 222. A=°. B=0. 300. A=0, B=0. 3QL. A=l
B=a> 202. 0. 303. 0. 304. 0. 305. 0.

§ 4.
226. x"3/Ct+n+2). 222« xm =sin(m+2n). 228« xmn=
=mcos(Jtn). 319. Jrn)ln(np+1). 320. xmm=[mHn] .

321 xjm=m2-n2)/[m+n] . 222* xLi=elnr- *nm/2). 222* xan=
=arctan(mn). 338. x€bc\rc. 359. xEbc\rc. 360. xeo, x”"b.
361. x€c, x"b. 362. x€c, x"b. 363. xErc. 364. s=0.
363. s=0. 366. s=0. 367. 8=6". 368. s=e.

§ 5.
221- %0~. V~on“0'

I» o 374> » W m2(—H*(

V=0. a,n»1,2,... *221. WO=, aon=2 (-1)n, o"=2-(-1)*,
(-1),#ni mn=lL............ 727, w00=1, «"=-1/(44»,

“on*“1/(»+1) n, u”sil/ [rrCnVI) (m+1)] , mn=1,2,...
277« uon=-1/n(n+1), *VmU + 1), v/ (m«x)5-
-(m+n) . 378. u00=5,5, uon~-2/n(n*1), mo"1/(n1l)(«*2),
0"=0, m,n=1,2,... . 222« %o0=S1> uon=cos[JT/(n+1)]-cos(?t/n)
U~nssinfn/Cm-fl)] -sin(:n/m), 4~=0; m,n=12,.. . 282* ~No3*

wn=arctan(1/0 *n(n-1))), umo=arctan(1/ (1 +m(ml)))f



Unm=arctan(m+2)-2arctan(m+n-/)+arctan(m+n-2)# mn=1,2 ,...

2£1* So*1» uon="* V>=2 vig= (-1)w/(mn+1)-
-(-1)m'V((m-1)n+1))-(-1)“/(M(n-1)+L)+(-1)m*1/((m-1)(n-2)+1).
£82. W0=1, W Ujs30» 47=2 -2n-2ui2uin ), T,N=1.2,..*

383« u00=0, uon=tan(™/(2n+1))-tan(n/(2n-'1)),
uwao=tan(7r/(4m+1))-tan(jV(4m-3))» um =tanOV(4m+2n+<)-
-tan(tt/(4m+2n-1))-tan(n/(4m+2n-3))+tan(rr/(4m+2n-5); nm=
L121¢e0 «

384. u00=In(e3-1,5); uQ=In[(e2+1/2-2/(n+1))/ (e2+1/2-2/n)] ;
u”sin [(e2-2+1/(m42))/(e2-2-rf/(m+1))] ;

in o (e2(m2)(md-1)+n-m-1 Ke (m )n+n-2m-2)
(e (M+2)n+n-2m-2)(e (m+l)(n+1)+n-m)

425« Koondub. 426. Koondub. 427« Ei koondu. 428. Koondub.
429» Koondub. 430« Koondub. 431. Ei koondu. 432. Koondub.
433« Koondub. 434. Koondub. 435« Ei koondu« 436« Koondub.
437« Koondub. 438. Koondub. 4£2. Ei koondu. 440. Ei koon-
du. 441. Koondub absoluutselt. 442« 2,25« Koondub«

443« *,'125- Koondub. 444* “)~/72. Koondub. 44£. jt2/6.*

Koondub. 446. Ei koondu. 447« Ei koondu« 448« Ei koondu.
449, -1/8. Koondub. 450. Ei koondu. 451« Ei koondu.

452, Koondub. 453« Ei koondu. 454. Koondub. 455« Koondub.
456. Koondub. 457« Koondub. 458. Ei koondu.

Il peatiukk
8§ 1«
Z72- N 2-V 1" DoEryy=*xro- 8Q- 3. V 1li»
of,, - fv =0-"1- fx="2-6y. V 372-01" 77-6y.
fr-6. 462. fI=3Qy3, Ny"-3T2*, Txy=
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V * fx=4x"-8xy2, fy=ay5 8x2y, " = 12x2-8y2,
yy-12y~-Bx , fA—H6xy. 464. fx=80xy(5x2y-y3+49)2,
V=3(5x y~y"49)(5x2-3y2}, fxx=30(5x2y-y3+9)(30x2y2+5x2y+

+  +9%)e fyy=6(5x2y-y5+9)(5x2-3y2-15x2y2+3y4-27y), f =
=30(5x y-y3+9)(L6xy-7xy"+9x).
462. fx=675x2y2(1+5x3y2)2f jry=3Qy (1 #x3y2)t

N=270(1 +5x5y2)(10xV +xy),
fyy=30(1 Hx3y2) (2$x6y2+")
0(1 +5*2]2) (1 3x"y5+Ry),

466. fx=y+l/y, fAx-x/y2, ~=0, fyy=2x/y3, f~ - 1/y2.

4627 .fxs2y/ (x+y)2, fy=-2x/(x+Y)2, fxx=-4y(x+y)"?, fyy=4x(x-fy)“3,
fxy*2(x-y)/(x+y)5. 468. fx=(x4+3x2y2-2xy5)/(x2+2)2,
fy=(y48x2y2- 2x5y)/ (x2H2)2f fxx=(-2x5y2-10x2y2«6xy"-ry5)/
/(x2" 2)5f fyy=(-2x546x V 'lox3y2-2x2y3)/(x2+H2)31

fxy"(2xay-6x5y2-6x2y3 42xy”™)/ (X2 +y2)5.

469. fx=y2/(x2+2)5/2, fy=-xy/(x2+H2)3/2, fxx"-3xy2/
/(x2+2)5/2, fyy=-x(x2-2y2)/ (x24H2)5/2, fxy=y(2x2-y2)/
/(x2H2)5/2. 471Q. fx=x/"x2-y2, Ey=-y/ "x2-y2,

fxx=-y2/ (x2-y2)3/2» fy7=-x2/(x2-y2)3/2, fxy=xy/(x2-y2)3/2.
471, fx=sin(x+y)+x cos(x+y), fy=x cos(x+y), fxx=2cos(x+y)-
-X sin(x-fy), fyy:-x gin(x+y)t T =cos(x+y)-x sin(x+y).

472. Tx=-(2x sin x2)/y, fy=(-cosx2)/y2,

faF=-(2sinx2 +4x2cosx2)/y, fy~Ucosx2)/ ", fxy=(2xsinx2)/y2
473. fx=2x/y cos“2fx2/y), fy=-x2/y cos"2(x2/y),



coB"2(x2/y)+Bx2/y2 sin(x2/y)00e“302/y),
fyy=2x2/y5coe”2(x2/y)+2x4/y4 sin(x2/y) cos“3fx2/y),
fXyS-Sx/y2cos”2(x2/y)-4x "y~ sin(x2/y) cos~3(x2/y)«
177- fx=yx7’1» fy=x7In x» Fxx=y( /1X7"2» ANyy ™ 11" »
f (14yln x)(x>0). 475. fx=V(x+y2), fy=2y/(x+y2),
fn =-V(x+y2)2, fyy=2(x-y2)/(x+y2)2t fxy~y/Cx+y2)2.
ftz6. V. -/ W . fy=y/ik2+2(x+142+2) N = -~ (x 242)5/2,
fyy= [X2N 2) (x + Ny 2) &2 (x+27 2H2)/[(x24y2) N 2 (X + A+ y 2N
fiy=-y/(x2+2)3/2. 2+ tx=4/(1tz2)' fy~/0-"2), fn =-a/
/O «2)2, fyy=-2y/0+y2)2, ~=0 (xy/1). 428. fx=-|y|/
/(x™y2), fy~xsgnyVCx2n ), fraxlyj/Cx”~y2)2,
fyy=2x|yj /(x2#2)2, fXy=(x2-y2)sgny/(x2+y2)2. 422. fxs
=(y/x2)3~y/xIn 3, fy=-(Vx)3“7/xIn 3. fACy/x3) 3"(y/X)X
X(-2 la 3-Ky/x)In23), fyy=(1/x2) In23-3“(y/x), t~ClIn 3)/
3/x). 480. fx=-(Vy)e"*/y, fy=(j/y2)X
ne“(X/7p fxxe(1/y2) «" N y)» fyy*(Vyd)e-<y>(2y«),

fiy"Cl1/y3) e-"y(y-x). 481. fx=-(y/x2)esin’y/x"cos(y/x)f
fy*Vx BBl*<y/x>coB(y/x), faac=esin’y/3(y/x3)(2cos(y/x)-

-Cy/x)C082(y/x)-(y/x)8in(y/x)J , fyy=(1/x2)expsin(y/x) X
X(coe2(y/x)-ein(y/x)] , X=(1/x3)exp8in(y/x)[ysIn(y/x)-
-xcoe(y/x)-y coe2(y/x)]. 482. fx«xy(1+xy)x*L+(1+xy)xx
XIn(l«y), fySOCley ) X1f 2=2y(1«y)x"1(1+x In(1«y) )&
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fX7T~X(1>Xy)X""1 2+x In(1 +xy) By (x-1) (1 +xy)x“2.
48E. fx=(2x2-y)/ (2x3+yx;, fy=1/(2x2+y),

fxx=(8x2y_10x3y-3y2x-x"+y2)/ f(2x2+y2)2x2], fyy=-1/("c2+y)2,
N=A4x/(2x2+y)2. 484. fx=5(1+In x/In y)2/(x-In y),
f =3 In x)(1+In x/In y)2/(y In2y), ™= -3(1+111 x/In y)2/
/(In y.x2)+6(1+In x/In y)/(x?1n2y), fw=-31n x(In y+2)
(I+In x/In y)2/(y2 In3y)+6In2x(1+In x/In yVCAIn2y),
£Xy:3(1+ln x/In y)2/(xyln2y)-61n x(1+In x/In y>/(xyIn3y).
485. fx =1"?  Y/[20 +YX)] |
fy=x"/ [2y(L1 +/)], &X)-YIX/2-1)In y -~ '2W2yV
/[HU&Zj, £yy=[1ny.x.y"2-1)(1-")-2y(™ 2-2)x(1™)] /
/(40+yx)2), "= [y(x/2"Ux/2 M ) (V )N 2-1A]/
/[2-0+Y™N2} « it88» Vaata k. 79 ndide 2. fx=2xarctan(y/x)-y
(xMO)» fx=-y(x=0), fy=x-2y arctan(x/y)(y"O)ffy=x (y=0),
fxx=2arctan(y/x)-2xy/(x2H2) (xA)), fxx=fir (x=0,yA)),
fw=-2arctan(3/y>2yx/(x2-’3/2) wQ, f = (y=0,x#>),
fxy=2><5/0<2+y2)-1. 487« f3=3x2 sin(y/x)-xycoaCx/y)+y2cos(y/x)
(x#)f fx=52(x=0), fy=cos(y/x)+3y2sin(x/y)-xycos(x/y)
(YA)), fv=R (y=0)» f~Axsin(y/x)-4ycos(y/x)-y2/x sIin(y/x>-
-ysIn(x/y)(.x/Of y#>), fyy=-xsin(y/x)+6y sin(x/y)-
-4x cos(x/y)-3C2/y sin(x/y)(yA)» X/O), fxy=2x cos(y/x)+
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oy ein(y/x)*2y coBCx/y)« 8inCx/y)(y"0, X#». 488. fx(2,1)*
-1/72, fy(2,1)»0. 48~ *yO.Y)=*. 228- fjy~coe x.

497. fxy«2y cosx (1+Y ein x)y“~+1/2 y2(y-1)X

Xsin 2x(1+y sin xjJ~+j~coe x(1+y sin x)y"7In(l+y ein x).
498. freO. 422* fx=yz+1/(xdy+z), fy=xz+1/(x+y+z), frexy-f
oV (x+y+2z), fAS-I/Cx+y+2)2, fxz=y-1/(x+y+2)2, fyS=oc
-1/(x+y+2)2. 500. fx™» / ~ A ?, fysy/"N+y2« 2 ,
fzsx/(™+HR2+z22, fijye-xy/ (x2-\y242) ™ 2,

fXIZ X2/ (22 +22)5/2, fy2=-y*/(x2+H2+22)5/2.

501. fx»2r coeCx"y2« 2), fy*2y coeCx”"y2-«2),

fz=2z coxCx"y2**2), einCx"Ny2«*2),

fxs=-4xz einCx2""**2), fyx—Ayz sin(x24y2+22) .

N2, fx* y xY/B /00Ny » (In X-*7/9)/ K, *E=-y *T/a-1n X/*2,
Ay* (z+yln X)xy/*/(x»2) TN =- yxy/z(z+y.In XY Cnb),

fyS*- x N In xOkty In x) A8 (oxd0O). 503. fx*y*xyS"l ,
fy**y*“l x~'In X, *B=y*x¥Y*In X In y, M»(«y*"1 X7*)/xx
x(l4y*1n x), fxz=yV *In y(l«y*1n x)/x, fyB=ay*1x7*X
XIn x[l«* In y(1*y*In X)] . 504. fx*yz(xy)*-\ Ty-KCxy)*"'l,
f B (xy)*In(xy), fjy-KCxy)*’1lexykez-1)(xy)-2, fjrayCxy)*"1«
oyz(xy)*“1- In(xy), fy™ =x(xy)*-1+xz(xy)*1lIn(xy).

5<E. Fx» ™" x(X/y)E fy—z/yCx/y)l, fs=(x/y)*In(Vy),

My -AVy)V (xy),rxsH/Zx(x/Zy)*(l«In(VIAfye»-Vy(x/yA
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XCUi la */y)(x/y >0), 506. fAye~In *, f sxt™la *,

Vxyz*~\ fxy=*Xy'In «O eyln z), *x,=¥*Xy-1(1l«y In.),
fy.'ea”C'+aty la »). 52Z* V 1» fysl/2» fz=1/2 <kohal
(1,2,0)). 508. fx(1,-1,1)=0, fy(l,1,4)«2aln 2,

fe=(-vV2,0,-1)s-sia 1. 509. >"=0» 51Q. a”"=-6(coex+coey)
IH* Oxy*0, axy»*B3CT1(lBacy*4acy2*2)s 222* V *s
S2(y*x-2z)((x-2)24-(y-2)244(x-2)(y-2))/ [(x-2)2+(y-2)2] 3.
519. 1. jarku osatuletised. 520. Koik osa ja eegatuletised
2. jarguai. 521. ensint~"3co8t™(cos t-fsia t)=dz/dt.
522. (1-(t-4/3 t5)2r 1/2(1-4t2)edz/dt.
523. 1/ cos2(t+t"-2 1/1)'(1 *4t3-1/]/t)=dz/dt. ~24. da/dx»
sex(x+1) /(1+x2*2*). 525. du/dx*1/2 exsia x. £26. du/dx=
*1/(10R). 527. du/dtrix™My /t+fs. £28. dz/dfc*(-2xInyf(x,y)-
x21* y fx) t/ A~ N/ y f(xy)+x2la y fyle8Infc cos t.
522- z~""™x™ia y em y(ces y-sin y),
YN («im 7«eoa y)(1-3eia yem y). 530« M«Oi »y"O»
531. » Xy(y+1) /[(x«y)(1*Kx47«ay)2)]«
& 1/ (x<*y)aretaa(x+y+xy) (1-xy/ (x«y)), «y * xy(xVI) /
7/ [(xXY)(1-Kx+y"3ty)2)] ¢V (x-fy) aretaa(x«y-Kxy)(1-xy/(x+y)).
20% Mx oy /"l 27% S *(1-y><viy BXL V)<

«y - (—x)(fx y|3xO—y)). Markusi kui fx ja fy argumeat oa

néditamata, siis tx=fx(x,y) fy* *y(xty)*
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534. (xy+y/x)+xy fx(1-1/x2), zy=ac(x+1/x)fx. AN
=Iny(fx-1/x fy), zy=L/y f(x,y-In x)+In y fy. 526. "=
=Vy fx, Uy=x/y2 fx+Vz fy, uz=-y/x2 fy. 522. zx=-y/(x2H2),
dz/dx=2/(1+x2). 538. zx=y x7"1, dz/dx=ocInInx(In In x-1).
539. zx=ex/(ex+ey), dz/dx=(ex+3ex3x2)/(ex-ex”1\). £40. zx =

, dz/Zdx=xMX M () Inx + f(x)xAx™ 1. 541, zx=0, dz/dx=

=cos x(sin x)cosx"/-(sin x)c08X+l In sin Xx.

§ 2.

542. dz s dx +J dy. 543. dz =(4x - 3y)dx +
+(-3x-2y)dy. 544» dz=ydx+xdy. 545. dz=(ydx-xdy)/y2.
546. dz=eM+xyMydx+xdy). 547» dz=(xdx+ydy)/"x2+2+2.
£48. dz=sin xy(ydx+xdy). M, dz=(ydx-xdy)/(2y2 B2 +xy).
550. dz=yxIny dx+xy~dy. 55*1. dz=x/(ycos2(x2/y)) (2dx-
-x/y dy). 552. dz"yx7“'1e"In y)dx+(xyx_1<<c"IPK>)<( dy.
553. Kasutada diferentseerimiseeskirja P’ (x)= J* f (x.y)dy-
9ga(HITx, BL PN (6 /0. s FO= o
= J"*(xty)dyf dz=(sin(x+y))/(x+y) (dx+dy).

Y A—

554. dz=cos(x y)/xy (ydx+xdy). 555» -pC3+sin”*x dx+

JA—— 2 2
oyy M +siny dy. 556. dz=2xze2x yz (2yzdx+xzdy+2xydz).

557. dw=-sin(x2yz)(2xyzdx+x2zdy+x2ydz).
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dw=[(x24y2)dz-2z(xdx+ydy)]/ (x2+H2)2. aw=L/

/c0s2(x-y+z) (dx-dy+dz). 60. WK+ wz=ex+y*(l +y+2).

222
~NBl. wx+w +wz=2xyzex 7 z (yz+xz+xy). 562. Wn-ZWyl-3WZ

=sin(xy z)(-y2z+4xyz+3xy2), wW-2wz=-sin(xy2z)(y2z-2xy2).

563« fix “1lj =r 564. dz=|2t[t3arctan(t"+13)+ (t8+t6)/
/(1+(t"M+13) 2)]+3t2 [ (t2+'1)arctan(t"+t3)+ (t3(t2+1)2)/
/(1+(t5+t3)2)1jd t. ££?. dz=-V (A tVcos2t (2t/cos t+
+t2/cos2t sin t)dt. £66. dz= (-1/2t"1/2-6/fc4+3)dt/

/ cos2(3t-/t+3/t2) . 367» dz=1/[l+(1+xInx)2 | (Inx+1)dx.

568. dz=2dy/(4+y2). 569« dz=(sin(uv)/v-usin(»yv)+ucos(uv) +
/008 (WA)) du+(UC/v sin(u/v)-u/v? sin(uv)+u?sv COsfiv) +
+ucos (U/7)dv. 570. dz=2u [(u2—v2)(u2ﬂ/2)u2”v2” +(l.212-\52_'>'u2+\/2
Xin(u2-v2)+(u2+w2) u2-v2In(“2+v2) " 1 2w2)(u2-v2)u +v *1] du+
N [(W2-v2) (LH2)u "v “il+u2-v2)u +v In(u2H2)-

-(u282)u v In(u2h2)-(u2+H2)(u2-v2)u +v “1]dv.

571 dz= [u(sh2v+ch2v)du+2u2sh.vchvdv]/(u2 (sh2x+ch2x)) «

572. zu+zy=2 u/Vv2 In0u-2v)O-u/v)+u2/(v2(3u-2v)).

573» zutzv=(u-v)/(U2H2). 22Z» dz=(1-»fx2xy)dx+x2f xdy.

578. dz=(A+V|]/2xy)(ydx+xdy). £22- dz=(y2+)fxdx+
+[f(xy+x/y)+xy(I-7/y2)fx]dy. £80. dz=0tye” fu+2xfv)dx+
+(xexyf w2y fv)dy. £81. dz=-(cosxfu+2xy2fv)dx+(1-2x2yfv)dy.
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582. d»s(2y»3x2fT)dx-K2x-sinyrtt-fT)dy. 58£. dz=[y/2"X
X(1+fu) *3x2f v]dx+ [xA2 /5"X1 +fu) +2yfT] dy. £88. dz==2/y dx-
2X/Y2 dy, d2z=-4/y2 dxdy+4x/y™ dy2. 589. dz=(1+y)dx+xdy,
d2z=2dxdy. 590. dz=sin2ydx+xsin(2y)dy,d2z=2sin(2y)dxdy-f
#2xcos(2y)dy2. 591. dz=cos3y dx-3xcos2y sin y dy,
d2z=-6c082ysinydxdy+3xcoey(2sin2y-coe2y)dy2. 592. dz=
=ex<fy™(cbw-2y dy), d2z=ex+y*(dx244y dx dy-K2*4y™)dy2).
593. dz=(y+zp)dx+(x+z)dy+(y>*22)dz, d%=2dx dy+4z dx dz+
+2dy dz+2xdz2. 594. du=cos(5x-3y+9*)(5dx-3dy+9dz),
d2u=-sin(5x-3y+9a) (25dx2-*"dy2+81dz2-30dxdy+90dxdz-54dydz).
525* du=-sin(2x+3y-5a*7)(2dx+3dy-5dz), d2aa-coe(2x*3y-5**7X
X(4dx2+9dy2+25dz2+12dxdy-20dxd»-30dydz). 596. df(1,1,1)=
=dx-dy, d2f (1,1,1)=-2(dx-dy)(dy+dz). 597. d3z=6(dx5-3dx2dy+
+3dxdy24dy3. 598. d3z=-8(xdx+ydy)3coe(x2+2)-12(xdx+ydy)x
X(dx2+dy2)sin (x2+2). 599. d3u=I2dxdydz. 600. d~u=2(dxi*/a™*
odyVyn-nixVz3). 601. d'1°zs9J)(dx4dy)10/(x+y)10. 602. d6z=
=-(dx6-15dx2dyAH5dxdy2-dy6)coey chx-2dxdy(3dx*-10dx2dy2+
#3dy*) sin y 8b x. 603. d9u=0. 604. d®u=(1+2x-3y+4*)3<
X(2dx-3dye4dz)8. 62”7, dI8 u=-coe(2x"y-5*)(2dx+3dy-5dz)18.
606. dI6 u=ein(5x-3y+9**8)(5dx-3dy*9dz)16. 607. d19u=
=ain(x-4y-6z+7)(dx-4dy-6dz)19. 608. dI2 u=ax”"2y“3*44 In12ax
X(dx+2dy-3*)12. 609. dnzsexp(2x+3y»4)(2dx43dy)n. 610. dnz*
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=exp(x-y+2z)(cbc-dy+2dz)n. 611» dw=f*(ydx+xdj), d2w=y2f"dx2
+2(f" e3cy+Hf *)dxdy+x2f ** dy2. 612. dw=(1+f»)dx*f»dy, d2*«
=fMdx+dy)2. 615. dw=f* (xdx+ydy)/|fc2+y", d " Cxdx+ydy)2/

/(x2+2)+f» (ydx-xdy)2/ (x2+2)5/2. 61». dw=f* (yzdx+zxdy*
+xydz), d2«"' (yzdx+zxdy-fxydz)2+2fl (zdxdy+ydxdz+xdydz).
615. dw=2f* (xdx+ydy+zdz), d"~s~f" (xdx+ydy+zdz)2 +2f«*
X(dx24dy2-»dz2) » 616. dw=2fu dx*3fTdy, d2v=4fuudx2+

o 12uvdxdy+9fvvdy2, kus f=f(u,v). 612. dw»fu(dx-dy)+
ofT(dx+dy), d2w~fuu(dx-dy)2+2fuv(dx2-dy2)+fw>(dx-Kly)2.

618. dw=(y+fQdx+(x+fa)dy-ffvdz, d2w=fua(dx2-+2dxdy+dy2)-f
o2fuv(dx4dy)dSafrv dz2*dxdy. 619. dw=fa (dx+dy+dz)*

&2fv (xdx+ydy-fzdz), d2» ™ au (dx-»dy-*d*)244fav (dx+dy+dz)
(xdx-»ydy+zdz)-*4fvv (xdxdydy+zdz)2+2fv (dX2-*dy2 4d*2)»

620» dWafNCdx/y-X/y2 dy) y(dy/%-y/2 dz)4dx/z-x/*2 dz,

A « fau (ydxfxdy)2/y4*2 fuT [(ydx+xdy) (»dywyd«)] /(y2*2) ¢

¢ fzdy-ydz)2/z*-2fu (ydx-xdy)dy/y3-2fv(zdy-yd*)di/*3+
62072/ «3-1/12 dxdz. 621« dw=2flu (xdx-fydy)+2fv (ydx+xdy)-*-
o2ft (xdx-ydy), d2w=4faa (xdx+ydy)2«*”~ (ydx*xdy)2*

(xdx-ydy)2+8£uy (xdx*ydy)(ydx+xdy)48fut (x2dx2-y2dy2)#

& 8fN (xdx-ydy) (ydx+xdy) & 2fQ (dx2-*dy2) & 4f? dx dy &
#2ffc (dx2-dy2), kue f=f(u,v,t). 622« Ot«2. 623. Ac3*



630« OFa—t. 65, Ok

§ 3.
672. ex sin y =y +Xxy &1/2 x2y- 1/6y3 + 0Cj.

£22» 1842/ 2-x2/2+y3/6-x2y/2+ C~. 624. f(X,y)*X+y-
-172(x+y)2+1/5(x+y)3 +oc™. 675, y+xy+1/2(-y2)-N/3y5-1/2xy2+
+1/2x2y+oc5. £56. x-xy2+o0”. 672, y3- 0. 638. x2+H2+ 0",
639. 1+4x- Ay-1/72 Ox Oy+4~+1/3 dx Oy2- Ay3* «j.

640. 1+ (4x- Ny)+1/2( Ox- Ay)2+1/3( 4x- Oy)3+oc™

641. px+ Oy-1/2( Ox2+ Oy2)+1/3( Ox"+ OyN)+ o™,

642. - nf x+ 5rx Oy+n:3/6 Ox3- nfx Ny2+oc®, 643. sinxy A
~Xy. 644, cosxy =L 645. cosx/cosy *UN-1/2(x2-y2).

646. * Jt/4+1/2(x-y)-1/4(x2-y2). 6fifE. 0,3e. 648. 7,5.

649. 0,1JT. 670. 0. 651. (e+e“1)0,2. 652. 2,005. 655. 8,21.
654. 2,045. 6" . 5,002. 656. 0,005. j*Z. 1,08. 6"8. 0,94.
659. 0,888. 660. 0,7539. 661. 4,24. 662. 257,40tf.

663. 1,0542. Vaadelda funktsiooni f(x,y,z)=ac2/ (\fj n5>=
664. 0,00875. 66£. z-1=2(x-2)+2(y+1), n=(2,2,-1).

666. z=n/4-1/2(x-y), n=(-1,1,-2). 662. 2x+4y—=z-5=0,
n=(2,4,-1). 668. Ei ole,, sest z pole diferentseeruv selles

punktis. 669. Puutujatasand eksisteerib. Kasutada teoreemi
1,1k. 108,ja seost x/NcAH2=0\fy). 670. Eksisteerib.

Ei eksisteeri. 672. z-J = 4(x-2) -2(y-1).
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LW *  ** - X/2 ey/2 - 9V5/2. &&. <*0-0/6,1/3,5/36).

SZ5* N*<0,080).
111 peatikk
8 1.

«2F N F Ny 681. Xejl2kdr 9 ka?1,f2]..«]«
68g. X-(-00.00). 68J. X»{(2k*1)f, kaOa?1v72v..."™.
68». 1) Lopmata palju 2) Sake, 3) Uka, 4) Kaka. 685, y*x*
fineln x. 686. y«3x» ¥Y=-x. 687. ye"x-HUPcee* x.
688. y**//l«x”™. 689. y»In 3/In 6-x. 690. Jaa9 jaa. 691, Jaa.
jaa. 672. Bi, «1. 62i. Jaa, ei. 694. Jaa, jaa. 695. SI, ei.
696. y**(ey+y/x)/(xe7+Inx). 697. y*(x+y)/(*-y). 628. y'«
«y/x (y2-2x2Iny)/(x2-2y2Inx). 622* y*aeiny/
/ (xcoay+einy-2ain2y). 700. y'=(ex"y-1)/(ex-y+l), y"=
=ex"y (6x-y+J“3. 201. y»=(x+y)/(x-y),y«e2(x2+H2)/ (x-y)5.
202. y,=c2y2a(x)/a(y), yway2 [yaCx)-2(x-y)a(x)a(y)-xa2(y)lx*
XxMa'rCy), kus a(t)sl-Int. 703. y**1/(1-einl -cosy),
y'= sinl siny /(1-sinl* cosy)3. 704. y*(P0>=2. 705. y"(P0)*
=0. 206. y"*(P0)=1/3. 22Z* fCx)=-~/(2-x) , g(x)a|"?/(2-x),
f»(1)=-2t g'Q)«2. 208. f*(0)=-1, g'(0)=1. 222* f(x)=
=X[/(1+x¥Y(1-x), g(x)s-f(x), df(0)=-dx, dg(0)=dx. 7HO. *=
=ln sin(x2+H2+)+y-x. 711, *=y+2x, z=y-2x.
712. z=In(x2ey+H)/(IN5+1\ 713. z=-y-"y2-In (xy2*), z=-y+
& -InCxynN). 2H* E1* 715. Bi. 716. Jaa, ei. 717. zx=-1
*y=-y/(x+z). ?18.z"a-sinx cosy exp(-z), zy=-coSx sinyx
xexp(-z). 212* *x=(23-yz(x+2z))/ (s2(x+z)in(x+2)+z3+xy+xy(x-»z)9
2 =XZ(X+2)/"2 (X »-2)In(X+2)+23+xy+xy(x+2z)]. 220* @& =*0s"2(Xy)X
f-z 2,zy=-xcos*”2(xy)’\T 2. 251- dz=-(sin2xdx+ein2ydy)/
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/ein2x. 722. ds <>% . T23. d*=(xdx+ydy)/(1-»). 22b d*"

*1/3(dx+2dy), «x+V** 21 ds-3/0-2m)X
XCxdx+ydy), *x+sy«r(x4y)/<1-r»), »™-By-rCx-y)/ (1-r»).

226. «3p"NY*2-52)/«5, lyy»N*279)/*5,

227% «Nen-*)2952) N -«)* «N-(cl-*)2«*2)/
/(1-s)5. Z28. A N*2-%2)2, ljjyrTe/Car-y2)2,

eyyM /Cx2-72)2. 2a* 4x"°» by~ rTYy"6” a-x)/ooe(*-x|x
>N"coe(»-x)/(eln(2*-2x)<**e)J2. 730« d2*—2/5 dx2-2/5 dxdy-
- 594/125 dy2. 22.. "»-NeZtady. 2J2. w1 "M -2 (N )*

+H*? (M )"V 7=~ 2 2FT™ N 3(7',)- SN SN =Vxx-
= ey+I1-2«+2ey»21-IX( u

733, X+Y+*=3 x=yp*. 221* 6x43y+2*=18, x=2y-3=38-6.
735. Bx+y+11*=18, (x+1)/5*y-W*-2)/11. 736« X+y+3*=9,

X—t=y-2=(*-2)/3 737. x+2y=4, I'x-2=y"-1
|.z=0 .

I 2.
743. Y=4n|x|, -m IXIBXx« 744« y=1n2x-1n(1-8x),

*=x(Bx+1)/(1-«x), 745« y=ocarccot x3, *«x arctan x”.
746« a=8in2(x+y), v=coB2(X+Yy)« 747. n=coe2(x/2-y),
T=B1ln2(x/2-y). 748. a=1n(x?y), T=1n(xxy). 749.¥*=-2« i'=4.
252. y'=o0, *=>-1. 251* y*—/1/8, *e=n/8. 252. Tx=3/5,
w1/ 7 Oy=-3/5. 252* Ujrv8* 0y=V8, vxs-i/8,
vy- -1/8« 25£* «x=wyal» wxtl/2» V 10' 255* y'=7/15»
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7" »-AT45, **»V3» *. V9, 255* 7*y** 7% _\V/5 (),
A' =4/5. 25Z- 7**0, 7a *3/4, *e—1#*» —3/4. 25e. dr=dx,
du»-dx+2dyf d2v»-dx2+2dxdy42dy2, d2n=dx"-Mkixdy-2dy2 .

759. daadx-f(l-elitl)d7f drsslaldy, d2e=-d2T*2(einl-coel)dxdy*-
+fsin2 -2coel)dy2. 760. y=ainx/ /1-ceBx, nfl-tM x,
yx=(scoei-ysinx)/ (i2-"°2), *x“(-mlnx+ycoBx)/(*V *>.

761. da»-((ay+T)dy+ttdbc)/(j2+x)t dT»-((jr-xa)dy+4ydx)/ (y2/x).

B 3.
762. ds*1/2(xdxdydy) e 763. d»*(xdx-ydy)/*. 764. de*

*3/2 [9R-y)dx~xdy]. 765. d**y*"(xdx-ydy) 766. di™/(x24y2)
(-ydx+xdy). 767. ds«xdx+ydy. 766. d*a2(xdx+ydy). 769. da*
0*"'e JN\(Tco8v-aBinv)dx+(acoev-fTeinT)4yj. 770. dEe2(xdx*ydy).
771. ~=3/2, Sy=-1/2. 2Z2- d*=dy. 222* B~ yWbxy*“3, MXya
a-1ic2*"5, «™»-6AyANCANIx2), myxy-64X5s’5(X2*2j2).

274, eyy*16xy/(x24y2)2, ~ (N x 2)/ ~ ) 2,
«16yC3x2-*2)/ (x V ) 3f «y™—16XC3y2-12)/ (x2*2)3.

222V €2’ W r V x 20, 2Z8* «xxNy2-1"*3-

222% d2**2/ N N)  (xydx2Hx2-y2)dxdy-*x2dy2). 778. d**Of
d2*H/2(dx2-dy2) . 222* t3X42i \F});;‘(’S+2 780.-6x+2y+«a-B. X-3=

6icd6. 761. 3x+3y-*-|Ot x-2=y-2=6-3».
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84.

z82. yEt+y=0. 287« TttH=0 .
222. 288* ytt+=* 28Z. yttt“bytte2y£‘6y=
=0. 288. ytt+y=0* z8§2* t ‘'~ t/y=0. 222* t2. yEt 2*T" 2.
221. yE-t=0. 222. yE+t-i=0. 221* y«*0, 227 ~ " Ny 30*
795. xNT7=N. 228, xNM*x(x£)5-0. 22Z* x-xJy-~"Cx.)2" .
798. X§’\«O. 222* uft-(a*3)u”2u»0. 800. uft=0. 801. uj't+
Bu(u£)3=0. 802. tSag™t-f(3tdl)a~t+a”=0. 803. uft=oh-5t.
804. uf£-u=0. 82g. uft-u*«u. 806. w=r2/"r,2+r2. 807. w=r*/r.
808. w*(r2+r,2) N 2/] r2+sr,2-rx"| « 809. un-2ru*4<x2-1)tt*0.
810. aH2xa,+(x2-2)us0. 811. »»"einx+u”coexCl-einx)*
ottCain”Cl-einxJ~coeM)”. 812. Tg+a™M”ht. 813.
814. Ug™O. 815. Ugt=0. 816. Og-O. 817. xa™-asO. 818. mx»
¥t/ (1242>uN 819. NeON. 820. »»ruyCosrd -a,p ein2vp.
821. wer2~ . 822. w=u”" . 823. Ug+”"-e™ht. 824. 1B=".
8gE. Oat'0, —  St*0, 827» wBtAl,2e‘af — * V*V2,
822. et=4/t,(a2«)/(B24 ). 820. »8B=0. 821. *BB=1/2.
852. w8=0. 833. w-0. 834. »t=0. 835. 836. 1=0.
£27*% “rr*l/1 V~/r2 V p-0» 8)8. 7 2a*(ap)2-ie)2/r2f
o(af )2/(r2 ein20 ). 839. Vusu™-trOj/r+a™ /r™+u™ /
/(r2ein20 ctg®/r.
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I 5.
8f£. (0,0),(-5/3,0), (-1».2), (-1,-2). 841. (1/2,-1)s

842» (0,0). 845. (-2/3,-2/3), *=>1t ¥Y*-1. 844. (n/6, N/6).
645. (-2,0),(16/7,0) (kumbkl punkt on kriitiline f(x,y) Uhe
haru jaoks). 846. min z=z(0,1)=0. 847. Eketreesum puudub.
848. min z=z(1,0)=-2. 849. max z=z(0,0)=1. 850. max z=
7*(0,0)=10. 851> min z=z(1,1)=-1. 852. SketreemuB puudub.
853. max z=e"1?=*(1,3), min *~-26exp(-1/52)=z(-1/26,-3/26).
854. min z=z(1 ,-2)=k0. 855. min z=z(1/|f2e, 1/ |/2%)=
ms(-V2e,-V/2i)—V 2e# mex *=*(1//2e,-1/ /28)=*(-1/ 2e,
=zZ(-&/ 2e,1/ 2e)=1/2e. 856. mex z=6, min z=>2, kui x=1,y=-1¢
857. sin z=(4+")/6=z(-(1 +1/6¥3»2/3), max z=(4-"6)/6=
=*((™)/3,2/3). 858. min z=z(2 N/3,2 A/3)=-3/3/8, sax z=
=z( JT/3, N/3)=3/5/8. 852. min v=>14=u(-1,-2,3) *» 860. sin t=
=4=u(1/2,1,1). 861. max u=l=u(l,1,1), mitterange eketreesus,
kui y*0, xAO, z=0, x+2y+3z/7. 862. min u*u(0,0,0)=0. Uurida

vahe u(P)-u(PQ markl. 863. mex *=z(-1,0)*s(1,0)=3,
min z=z(0,-1)=z(0,1)=1. 864. max z=z(1,2)=I17, min *=

=z(1,0)=-3* 865. min z=z(0,0)=0, mex z=z(0,+1)=3/e.

866. mex z=z( /1/3, n/3)=3/2|fT, min z=z(0f0)>0. 862* mex **
=z(0,-3)=z(-3,0)=6, min z=z(-1,-1)=-1. 868. mex z=
=z(-2,4)=2(2,4)=32, min z=z(0,0)=0. 869. max z=z(2,0)=
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=2, aiazsO kdikides D punktides, kas vBi x.

870. wax u=u("/2,~/2,1)-1£*1, ain u=u(-|E/2,-<2/2,1)=
«1-~, 871. KO,lO,}O. 872, 3.3,3.3. 873. Koup kiiljega
d=273/3*R. 874. Kuup. 875. Riattahuka korgus v@rdub 1/3
koonuse kdrgusest. 876. 71&8. 877. Vordhaarne. 878. Vord-
kilgne kolanurk. 879. Vdrdkilgne kolanurk. 880. Vérdkilgna
kolanurk. 881. Risttahuka aGdtaed on 2a//J, 2b/75", 20/|f),
kus a,b,c on ellipsi pooltelgede pikkused. 882. Kolanurga

kuljed on p/2t 3»/4, 3p/A4.
«6.
884. rel ain *«*(2]1t 6])*16”. 885. rel max *=*(0,0)=<L.

886. rel max *=*(-1,1)*2, rel ain *=*(1,1)=-2.

887. rel ain z=z(0,* n)=0. 888. rel max *=*(1/2,1/2)=el/A4.
889. rel ain ***(1,1)*2. 890. rel aax *=*(2,2)=*(-2,-2)54,
rel ain *=*(-2,2)»*(2,-2)e-4. 891. rel ain z=z(0,0)=0.

892. rel ain *»*(-2*-2)*-1, rel aax z*=*(2,2)=1. 893. Stat-
sionaarsed punktid xs-/1/2 arctan 2+HTV2, y=x+14,n=0,l11, ...
894. rel aia ***(0,1)*C. 895. rel max *3*( n/3, *V6)* »V6,
véhia vaartus 0« 896» rel aax *ez(V5,3/5)=H, rel ain z=
-*(-V5,-3/5)-i. 822. *e* m*» e»e(-3/pJ,-«/"3)—/13 /86,
rel «a *«i(3/"J. 82. rel aax *«*(18/13,
12/13>-36M13. 899. n | aia Ban(12,12,12)=36. 229- rel min u»
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rel Bax w»u(l,-",2)a0. 201 rel nax u=
m0(*4,0,Q)*4# rel Hin a«aCO.0.e2)w». .902. rel nax u»
*1(2,4,6)*32*63+ 22J. rel aax n*n(5/5,5/3,5/3)*12y27.
90». Bketreeaoald paodovad. 905. rel wex w»u(tr/3,9/3,n/3)*
=1/8. 206. Relatiivne aaksimua, koi 2 neatajat vOrduvad 4/3
ja kolmas 7/3, ral Hux 0*112/27. Relatiivne nllnlww, Kkoi
kaka auutujat vordavad 2 ja kolaas vdrdub 1, rai Hin a»4*
907» rel Hux a«(1243]72)/7, ma «*(12-31")/7» 908. a) B>
rilikale ekstreeaualle taandades rel Hax, kui *u-1 ja
7 Bin ¥*-2, rel Hax Bs2, rel Bla, koi x»1 ja y ein y=2,
rel nin aa-2. b) Saithi aeetodil liaake eelnevale relatiiv-

sed aaksimaaid, kai

ja (4k+1) jr/2<y<r(2kVI1)  vdi -(2k*1)*t <-y<-(4k*1) a/2,

ning relatiivne maksimum kobal(0,0). Relatiivsed ailnlauatd.

ja n/2 <|y]l<Jr voi (4k-1) Jt/2 <y<2klt vdi-2klt<y<
<£-(4k-1) a/2. Markusi lgas y auutuaispilrkonna easpoolaftr-
gitud vaheaikas on parajasti Uks tinglik ekstreeaou

902. (21/13,2,63/26). 220. (V 5,3/75) ja (-4/°5),-*//5).
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221» Koop* 912» Kanp. 913. Tetreeeder. 914« Miniaaaln*

pindala on 3Y¥3ab, kue a( bon alllpai pooltolgoda plkkoaod.

BapoH C., Peiimepc 3.
MPAKTVIKM 0 MATa/TATVMBCKOMY AHATIA3Y
LU
Yacts |
Ha 3CTOHCKOM fi3bike
TapTyCKuil roCyAapCTBEHHbIA YHUBEPCUTET
3CCP, r. Tapty, yn. MNmukoonu, 18.
Vastutav toimetaja E. JUrimee
Korrektor L. Uba
Paljundamisele antui 2b.XI'f ij. Rotaatori-
paber 30x42. 1/4 TrUklpoognal "13,5, Ting-
truklpoognald R Arvestuaﬁ)_ ?nald 10,22,

kiarv 1200 MB 111
TRU rotaprint, EHSV, Tertu, Palsoni tn. 14.

Hind 36 kop.
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