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Sissejuhatus

Kaéesolev t66 viib meid algebralise arvuteooria valdkonda. Pohikiisimus on siin jarg-
mine: milliste arvude p ja ¢ korral on kongruents 2z® = p (mod q)
lahenduv? Juba Gaussilt parinev ruutvastavusseadus vastab sellele kiisimusele ruut-
kongruentside 2 = p (mod ¢) jaoks. Kuid kérgema astme kongruentse uurides pidi

Gauss lopuks tunnistama, et sarnaste tulemuste toestamiseks ei piisa téisarvudest

— tuleb arvuvalda hoopis laiendada sobivate kompleksarvuliste ihejuurtega.

Kuupkongruentside uurimiseks moodustame tédisarvude laiendi kolmanda astme
tihejuure w := _1%\/3’ abil. Tulemuseks on ring Z[w] := {a+bw|a, b € Z}. Neljanda
astme kongruentse uurides laiendame téisarvude ringi analoogiliselt neljanda astme
ithejuurega i, saades Gaussi tédisarvude ringi Z[i]. Molemas ringis kehtib faktoriaal-
sus, s.t. leidub elementide iihene lahutus algteguriteks, kuid tildisematel juhtudel
see tavaliselt enam ei kehti — nende puhul tuleb sarnaste tulemuste toestamiseks

juba teisi meetodeid kasutada.

Gauss ise ei suutnud ei kuup- ega biruutvastavusseadust taielikult toestada. Jacobi
sonastas ja hiljem toestas moned tulemused molema kohta, kuid esimesed téaielikud

avaldatud toestused parinevad Eisensteinilt.

Bakalaureuset66 on referatiivne ning selle pohiallikaks on K. Irelandi ja M. Roseni
opik "A Classical Introduction to Modern Number Theory* [1]. Lisaks on kasutatud
A. Ahvena bakalaureuset66d biruutvastavusseadusest [2], arvuteooria loengukons-

pekti [3| ning algebra loengukonspekte [4], [5] ja [6].

A. Ahvena bakalaureusettos on lahti kirjutatud biruutvastavusseaduse toestus,
kiesoleva t66 sihiks on teha sama kuupvastavusseaduse jaoks. Opiku téestus on
napisonaline ja vajaminevad tulemused on iile mitme peatiikki laiali jaotatud —
meie eesmargiks on need lahti kirjutada ja esitada kuupvastavusseaduse taielik ja

detailne toestus. Oma olemuselt on see toestus suuresti Eisensteini oma.

To66 koosneb kuuest peatiikist.



Esimeses peatiikis on vilja toodud kasutatud tildmoéistete definitsioonid algebra ja
arvuteooria valdkonnast, ning on loetletud pohitooks vajalikud eelteadmised.
Teises peatiikis konstrueeritakse Eisensteini tdisarvude ring. Kasitletakse selle rin-
gi elementide normi mdistet ja toestatakse normi omadused. Lisaks defineeritakse
Eisensteini algarvud ja uuritakse nende struktuuri ja seost taisarvudega.

Kolmas peatiikk on piihendatud Eisensteini taisarvude jadgiklassiringidele. Tuuak-
se vilja sarnasused taisarvude jadgiklassiringidega ning néidatakse, kuidas moo-
dustada Eisensteini taisarvude baasil loplikke jaagiklassikorpusi.

Neljandas peatiikis defineeritakse kuupjiagi siimbol, mis téidab analoogilist rol-
li Legendre’i siimboliga ruutjaédkide analiiiisis. Lisaks toestatakse selle olulisemad
omadused.

Viiendas peatiikis tuuakse sisse karakteri moiste ning kuupvastavusseaduse toesta-
miseks vajalikud tulemused Gaussi ja Jacobi summade kohta.

Kuuendas peatiikis defineeritakse primaarsuse moiste ja sonastatakse ning toesta-

takse Fisensteini kuupvastavusseadus Gaussi ja Jacobi summade abil.



1 Pohimoisted ja -tulemused

Enne pohit66 juurde asumist on meil vaja sonastada moned definitsioonid ja tu-
lemused, mida hiljem tulemuste toestamiseks tarvis on. Nende peamised allikad
on ainete Algebra I [4], Arvuteooria [3| ja Sissejuhatus algebra struktuuridesse
[6] loengukonspektid ning A. Ahvena bakalaureuseté6 biruutvastavusseadusest [2].

Tulemuste sonastus ja/voi téhistus on osaliselt muudetud.

1.1 Riihmad

Definitsioon 1.1 ([6], definitsioon 2.9). Lopliku rithma jarguks nimetame tema

elementide arvu.

Teoreem 1.2 ([6], teoreem 2.10). (Lagrange’i teoreem) Lopliku rihma iga alam-

rihma jark jagab selle rihma jirku.

Definitsioon 1.3 ([6], definitsioon 3.15). Olgu A Abeli rithm tehtega * , a € A

ja n € N. Utleme, et elemendi a jirk on n, kui a” = g --- % a = 0, kusjuures
——

n
n on vahim naturaalarv, mille korral see vordus kehtib. Kui sellist naturaalarvu ei

leidu, siis iitleme, et a on lopmatut jarku.

Definitsioon 1.4 (|6], definitsioon 8.17). Rithma R nimetame tsiikliliseks, kui
leidub selline g € R, et koik R elemendid on esitatavad g astmetena. Sel juhul

iitleme, et g on rithma R moodustaja.
1.2 Ringid ja korpused

Selles t66s moistame ringi all kommutatiivset iithikelemendiga ringi.

Definitsioon 1.5 (|6], definitsioon 4.9). Ringi R mittetiihja alamhulka I nimetame

ideaaliks, kui



1. a+beligaa,be I korral;
2. ra € I'igaa € I jar € R korral.

Definitsioon 1.6 (|6], definitsioon 4.13). Ringi R elemendi a poolt tekitatud pea-

ideaaliks nimetame ideaali aR := {ar|r € R}.

Definitsioon 1.7 ([5], definitsioon 1.63). Ringi R faktorringiks ideaali I jérgi
nimetame ringi, mille elementideks on ideaali I korvalklassid, rithmas (R; +) ning

mille liitmine ja korrutamine on defineeritud vordustega

(x+D)+@w+1)=(x+y) +1,

(z+1)-(y+1)=(2y)+ 1,

kus z,y € R. Seda ringi tdhistame R/I.

Definitsioon 1.8 ([4], definitsioon 9.12). Olgu R ring ja a,b € R. Utleme, et

element a jagab elementi b ja tdhistame a|b, kui leidub selline ¢ € R, et ac = b.

Definitsioon 1.9 ([4], definitsioon 9.15). Utleme, et ringi elemendid a ja b on

assotsieeritud (tdhistame a ~ b), kui a|b ja b|a.

Lause 1.10 ([4], lause 9.16). Olgu R ring ja a,b € R\{0}. Elemendid a ja b on

assotsieeritud parajasti siis, kui leidub selline péoratav element u € R, et a = bu.
Definitsioon 1.11 ([4], definitsioon 9.30). Nulliteguriteta ringi R nimetame Euklei-
dese ringiks, kui leidub selline kujutus 0 : R\{0} — NU {0}, et

1. iga a,b € R\{0} korral §(ab) > d(a),

2. igaa € R, b € R\{0} korral leiduvad sellised ¢,r € R, et a = bg+r, kusjuures
r =0 voi §(r) < §(b). Elementi ¢ nimetame sel juhul a ja b jagatiseks ning

elementi r jagamisel tekkivaks jaagiks.

Definitsioon 1.12 ([4], definitsioon 9.18). Olgu R ring ja a,b,d € R. Elementi d

nimetame a ja b suurimaks iihisteguriks (téhistame d = (a,b)), kui
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1. d|a ja d|b,
2. iga ¢ € R korral kehtib, et kui c|a ja c|b, siis c|d.

Lause 1.13 ([4], lause 9.21). Olgu a, b, c,d ringi R elemendid. Kui kehtib d = (a,b)

ja d ~ ¢, siis ka ¢ = (a,b).

See tdhendab, et Eukleidese ringis on suurim iihistegur defineeritud assotsieerituse

tapsuseni.

Definitsioon 1.14 ([4], definitsioon 9.34). Nulliteguriteta ringi R mittepooratavat
elementi p # 0 nimetame taandumatuks, kui mistahes a,b € R korral vordusest

p = ab jéreldub, et kas a voi b on pooratav.

Definitsioon 1.15 (|4], definitsioon 9.36). Nulliteguriteta ringi R nimetame fak-
toriaalseks, kui iga nullist erinev mittepooratav element a € R on esitatav taan-

dumatute elementide korrutisena

a=p1...pp, kusnéeN, pp,...,p, on taandumatud

ning see esitus on ithene tegurite jérjekorra ja assotsieerituse tdpsuseni.

Teoreem 1.16 ([3|, teoreem 1.19). (Aritmeetika pohiteoreem) Iga naturaalarvu
n > 1 saab esitada algarvude korrutisena ning see esitus on thene jirjekorra tdp-

suseni.
Teoreem 1.17 ([4], teoreem 9.39). Iga Eukleidese ring on faktoriaalne.

Lause 1.18 ([4], lause 9.32). Kui R on Eukleidese ring, a,b € R ja d = (a,b), siis

leiduvad sellised u,v € R, et ua + vb = d.

Definitsioon 1.19 ([6], ptk. 8.1). Korpus on kommutatiivne ring, milles on véhe-
malt kaks elementi ja mille koik nullist erinevad elemendid on p6ératavad. Korpust,
milles on 16plik arv elemente, nimetame loplikuks korpuseks. Kui K on korpus,
siis tdhistame K* := K\{0} ja iitleme, et (K*,-) on korpuse K multiplikatiivne

rihm.



Teoreem 1.20 ([3], teoreem 10.14). Iga lopliku korpuse multiplikatiivne riihm on

tstkliline.

Definitsioon 1.21 ([3], ptk. 10.1). Lopliku korpuse K karakteristika on vihim

naturaalarv n, mille korral 1 +---+1 = 0.
%,—/
n tiikki

Lause 1.22 (|3], lause 10.1). Lopliku korpuse karakteristika on algarv.

1.3 Arvuteooria

Lemma 1.23 ([3], jareldus 1.11). (Eukleidese lemma) Mistahes a,b,c € Z korral

kehtib, et kui albc ja (a,b) = 1, siis alc.

Lemma 1.24 ([3], lemma 7.17). Kui p on algarv ja 1 < k <p—1 on naturaalarv,

si1s p jagab binoomkordajat (i)

Lause 1.25 (|3], lause 6.2). Olgu a,b € Z, n € N. Lineaarkongruents ax = b

(mod n) on lahenduv parajasti siis, kui (a,n)|b.

Lause 1.26 ([3], lause 7.30). Olgu q algarv ja [g] korpuse Zq, multiplikatiivse rihma

Zyg moodustaja. Kongruents g* = g" (mod q) on samavddrne kongruentsiga u = v

(mod ¢ — 1).

Definitsioon 1.27 (|3], definitsioon 8.1). Olgu p > 2 algarv ja a € Z selline,
et p f a. Arvu a nimetame ruutjéaégiks, kui elemendil [a] € Z, leidub ruutjuur

korpuses Zj, ja mitteruutjaédgiks, kui ei leidu.

Definitsioon 1.28 ([3|, definitsioon 8.3). Olgu a téisarv ja p > 2 algarv. Legend-

re’i stimboli (%) defineeritakse jargmiselt:

0,  kui pla,
> =131, kui a on ruutjidk mooduli p jargi,

—1, kui a ei ole ruutjadk mooduli p jargi.



Lemma 1.29 ([3], lemma 8.4). Olgu a,b tdisarvud ja p > 2 algarv. Kui a = b
(mod p), siis (%) = (%).

Lause 1.30 (3], lause 8.8). Suvalise argarvu p > 2 ja tdisarvude a,b korral kehtib

()= (6)6)

Teoreem 1.31 ([3|, teoreem 8.14). (Gaussi ruutvastavusseadus) Kui p > 2 ja

q > 2 on erinevad algarvud, siis

(@)= (3)

Antud t66 eesmérgiks on esitada ja toestada Gaussi ruutvastavusseaduse analoog

kuupjaakide jaoks.



2 Eisensteini taisarvude ring ja selle algarvud

Uurides vorrandi 22 = a (mod p) lahenduvust iile téisarvude puutume kokku Le-

gendre’i siimboliga (vt. definitsioon 1.28). Paneme téhele, et 1 ja —1 on parajasti

vorrandi 2 = 1 kompleksarvulised lahendid ehk teise astme iihejuured.

Kuupvérrandi 3 = a (mod p) lahenduvust uurides de-
fineerime kuupjddgi siimboli analoogiliselt. Selleks on
tarvilik kasutusele votta hoopis kolmanda astme {ihe-
juured {1, _HT‘/@, _1%/‘5”} ning sellest ldhtudes ka vas-
tavalt taisarvude ringi laiendada. Téahistame edaspidi
w = 71%\/&7 siis vorrandi 2 = 1 kompleksarvulised
lahendid on parajasti {1,w,w?}. Geomeetriliselt need

juured asuvad komplekstasandi tihikringil.

Lisaks paneme tihele, et w? = w = —1 —w. Toepoolest,

Joonis 1: Kolmanda
astme tihejuured

2 (—1+\/§¢>2 _ 201438 —1— VB

2 4

ja

—1—+3i
2

—14/3i
2

w =

=—(1+

2.1 Ringi Z[w] konstrueerimine

=w

)=—-1—-w

Defineerime kompleksarvude hulga Z|w] := {a + bw|a,b € Z}.

Néitame, et tegemist on ringiga. Kui a + bw, ¢ + dw € Z]w], siis

(a+bw) + (c+dw) = (a+c) + (b+ d)w € Z[w]
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ja

(a + bw)(c + dw) = ac + (ad + be)w + bdw?
= ac+ (ad + be)w + bd(—1 — w)

= (ac — bd) + (ad + be — bd)w € Z[w],

ehk Z[w] on kinnine liitmise ja korrutamise suhtes. Null- ja iihikelemendiks on
vastavalt 0 = 0 + 0w ja 1 = 1 + Ow; iilejddnud ringi tehete omadused kehtivad
seetottu, et Z[w| elemendid on kompleksarvud. Lisaks on Z[w] kompleksarvude
korpuse alamringina kommutatiivne ja nulliteguriteta. Paneme ka téhele, et Z[w]

on kinnine kaaskompleksarvu votmise suhtes:

atbw=a+bm=a+bw’=a+b(-1—-w)=(a—0b)+ (=bw € Zw].

Im

N
a

1

Joonis 2: Ringi Z[w] elemendid komplekstasandil

2.2 Ringi Z[w] elementide norm

Kompleksarvu a + bi norm ehk moodul on tavaliselt defineeritud kui |a + bi| =

Va? + b?. Edaspidi moistame kompleksarvu a + bw normi all avaldist

N(a + bi) = a* + b*

11



ehk mooduli ruutu. (NB! Tegemist ei ole normiga analiiiisi kontekstis, vaid sellest
soltumatult defineeritud nimetusega.) Teame, et iga kompleksarvu z korral N(z) =
2z. Toepoolest, 2z = (a+bi)(a—bi) = a?—b%% = a®>+b? = N(z). Seega, elementide

a + bw € Z|w] korral

N(a+bw) = (a+ bw)(a + bw)
= (a+bw)(a—b—bw)
=a® — ab — abw + abw — b*w — b*(—1 — w)

=a® —ab+ V.

Toestame moningad normi omadused.

Lause 2.1. Olgu z,2' € Z[w], kus z = a + bw, 2’ = a' + b/w. Siis

1. norm N(z) on mittenegatiivne tdisarv, kusjuures N(z) = 0 parajasti siis, kui

z=0,

2. N(z2') = N(z)- N(Z).

Toestus.

1. Kuna a ja b on tiisarvud, siis N(a + bw) = a® — ab + b on samuti tiisarv.
Ulejiisinud jireldub otse mooduli omadustest: N(z) = |z]? ja |2| = 0 < z = 0,
seega N(z) >0ja N(z) =0« z=0.

2. Kasutame jélle mooduli omadusi ja kompleksarvude korrutamise kommutatiiv-

sust:

N(z2) = |22 = (|2]|2'])* = [2]*|¢'] = N(2) - N(&').

Soovime niiiid néidata, et ringis Z[w| on voimalik iga element iiheselt esitada taan-

dumatute elementide korrutisena. Selleks néitame, et Z[w] on Eukleidese ring.
Lause 2.2. Ring Z[w] on Eukleidese ring kujutuse N : Zlw]\{0} — NU{0} suhtes.

12



Toestus. Olgu 21, 22 € Z[w] suvalised.
1. Naitame, et kui z1 # 0, 29 # 0, siis N(z122) > N(z1). Kuna eelduste kohaselt

N(z) > 1, siis

N(leg) = N(Zl) . N(Zz) Z N(Zl) -1 = N(Zl).
2. Néitame niitid, et kui zo # 0, siis leiduvad sellised ¢,r € Z[w], et 21 = gz2 + 7,
kusjuures 7 = 0 v6i N(r) < N(z2). Vaatleme 2l kui kompleksarvude jagatist. Siis

21 Z129 Z129

=2 (1)

29 2929 N(Zg) ’

kus 2173 € Z[w] ja N(z2) on naturaalarv. Jarelikult saame selle jagatise kirjutada
kujul « + yw, kus z,y € Q. Kui x ja y peaksid olema tédisarvud, siis ¢ = % ja
r = 0. Vastasel juhul leiame téisarvud m,n selliselt, et |x —m| < § ja [y —n| < 1.
See on alati voimalik, kuna iga ratsionaalarv on ilimalt kaugusel % talle lahimast

taisarvust. Valime g := m + nw € Z[w]. Siis

N(j;—q) = N((z —m) + (y - n)w)
— (@ —m)® — (2 —m)(y —n) + (y — )
<Lyl
— 4 4 4

(NB! Arv % — q ei ole Z[w] element, tegemist on tavalise kompleksarvuga.) Valime
T =21 — qzo. Siis v € Z[w] ja N(r) = N(z1 — q22) = N(22) - N(Z — q) < N(22)

ning véide on toestatud. |

Iga Eukleidese ring on faktoriaalne (teoreem 1.17), seega oleme soovitud tulemu-
se toestanud. Kui z € Z[w] ja z = plfl ...pkn on tema lahutus taandumatuteks
elementideks, siis neid taandumatuid elemente hakkame edaspidi kutsuma arvu z

algteguriteks.

13



2.3 Ringi Z[w] péoratavad elemendid

Selles paragrahvis kirjeldame &ra ringi Z[w] pooratavad elemendid.

Lause 2.3. Element z € Z[|w] element on poératav parajasti siis, kui N(z) = 1.

Toestus. Olgu z € Z]w|.

Tarvilikkus. Kui z on pooratav, siis leidub selline 2’ € Z[w|, et 22’ = 1. Teame,
et N(z) - N(z') = N(22') = 1. Kuna Z[w] elementide normid on mittenegatiivsed
taisarvud, siis peab kehtima, et N(z) = 1.

Piisavus. Kui N(z) = 1, siis 22 = 1 ehk 27! =7 € Z[w]. |

Leiame niitid ringi Z[w] koik pooratavad elemendid. Teame, et kui a + bw € Z[w]

on pooratav, siis

a2 —ab+0b* =1,
4a? — 4ab + 4b* = 4,
(4a® — dab + b*) + 3b* = 4,
(2a — b)* + 3b* = 4.
Kuna téisarvude ruudud on alati mittenegatiivsed, siis ainsad voimalikud b2 viidr-

tused on 0 ja 1. Seega on kaks voimalust: kas b*> = 0, (2a —b)> = 4 voi b* =

1,(2a —b)* = 1.
e Kui b? = 0, siis b= 0 ja @ = 1. See annab meile lahenditeks 1 ja —1.
e Kui b? = 1, siis on kaks véimalust:

x Kui b = 1, siis kas a = 0 v0i @ = 1 ning lahenditeks on vastavalt w ja

1+w=—w?
* Kui b = —1, siis kas a = 0 v0i @ = —1, millest saame lahendid —w ja
—1—-w=0w?

Seega ringi Z[w] pédratavate elementide hulk on {1,w, w?, —1, —w, —w?}, kusjuures

wl = w? (—w)! = —w? ja (=1)7! = —1. Antud hulga elemendid on tépselt
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kuuenda astme {ihejuured, mis asuvad komplekstasandil ihikringjoonel korrapéarase

kuusnurga tippudes.

2.4 Ringi Z[w] taandumatud elemendid

Eelmises paragrahvis néitasime, et ring Z[w| on faktoriaalne, ehk iga ringi Z[w]
nullist erinev mittepdoratav element on iiheselt esitatav taandumatute elementide
korrutisena. Jarelikult taandumatute elementide uurimine voimaldab meile nende

kaudu koikide Z[w] elementide kohta jareldusi teha.

Lemma 2.4. Olgu n tdisarv ja a+bw € Zlw]. Ringis Z|w] kehtib n|a+ bw parajasti

siis, kui ringis Z kehtivad nla ja nlb.
Toestus. Toepoolest,

nla+bw < Iz + yw € Z|w] : n(z + yw) = a + bw
Sdr,yeZ:nr=a,ny=>

< nla Anlb.

Seega on viide toestatud. |

Edaspidi kutsume ringi Z[w] taandumatuid elemente Eisensteini algarvudeks,
ehk lithidalt E-algarvudeks, ning hakkame nende omadusi uurima. Toestame

esiteks Eukleidese lemma analoogi ringis Z[w].
Lemma 2.5. Kui p on E-algarv ja plab, kus a,b € Z|w], siis pla voi p|b.

kn41

e ...pfm on @ ja b lahutused

Toestus. Kehtigu p|ab, kus a = plf .. .pﬁ", b=p
algteguriteks. Siis leidub selline t € Z[w], et pt = ab = p} ... pkn. (NB! Kui i # j,
siis ei pruugi kehtida, et p; # p;, kuna moned a ja b algteguritest voivad iihtida.)
Kuna algteguriteks lahutus on iihene assotsieerituse tapsuseni, siis peab leiduma

selline ab algtegur p;, i € {1,...,m}, et p ~ p;. Kui 1 <14 < n, siis p; on elemendi
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a algtegur ehk pla. Kui n + 1 < i < m, siis p on elemendi b algtegur ja kehtib pl|b.
|

Jareldus 2.6. Olgu p E-algarv ja ai,...,a, € Zw]. Kui pla;...ay, siis leidub

selline i € {1,...,n}, et pla;.

Toestus. Toestame vaite induktsiooniga n jargi. Kui n = 1, siis on véide ilmne.
Kui n = 2, siis vdide kehtib eelneva lemma tottu. Kui n > 2 ja viide kehtib iga
n — 1 tegurist moodustatud korrutise puhul, siis p|a; voi plag. . .a, samuti eelneva
lemma pérast. Kui p|aj, siis oleme joudnud sobiva tegurini. Kui plas ... a,, siis

induktsiooni eelduse tottu leidub selline i € {2,...,n}, et pla;. [ |

Teoreem 2.7. Kui p on E-algarv, siis leidub selline algarv q, et N(p) = q voi
N(p) = ¢%. Seejuures kui N(p) = q, siis p ei ole iihegi algarvuga assotsieeritud, ja

kui N(p) = ¢?, siis p on assotsieeritud algarvuga q.

Toestus. Eeldame, et p on E-algarv. Olgu N(p) = n. Kuna p ei ole pooratav
ega vordu nulliga, siis n > 1, seega tal leidub iihene algarvude korrutise esitus
n = q]fl ...q¢f . Kuna N(p) = pp = n, siis p|n = qlfl ... gk ringis Z[w]. Jarelduse
2.6 tottu leidub selline ¢ € {1,...,n}, et p|g; ringis Z[w], ehk ps = ¢; mingi s € Z[w]
korral. Niitid

N(p)N(s) = N(ps) = N(¢:;) = q;.

Kuna N(p) > 1, siis on kaks voimalust: kas N(p) = N(s) = ¢; voi N(p) = ¢ ja
N(s) =1.

Viimasel juhul s on péoratav, millest saame, et p ja ¢; on assotsieeritud, seega voime
votta ¢ = ¢;. Esimesel juhul, s.t. kui N(p) = N(s) = ¢;, oletame vastuviiteliselt,
et p on assotsieeritud mingi algarvuga ¢'. Siis leidub pooratav element u € Z[w]

selliselt, et p = uq’ ja



mis on voimatu, kuna ¢; on algarv. Jarelikult p ei ole assotsieeritud iihegi algarvuga.

See tdhendab, et iga E-algarv on normi kaudu seotud mingi algarvuga. Tuleb vélja,

et kehtib ka vastupidine véide.

Lause 2.8. Olgu z € Z[w]. Kui N(z) on algarv, siis z on E-algarv.

Toestus. Paneme tédhele, et N(z) > 0, seega z # 0. Oletame vastuviiteliselt, et
z ei ole E-algarv. Siis leiduvad mittepooratavad elemendid 21, 22 € Z[w] selliselt,
et z = 2122, kusjuures N(z1),N(z2) > 1. Siis N(z2) = N(z122) = N(z1) - N(22),
ehk N(z) on kahe mittepooratava téisarvu N(z1), N(z2) korrutis. See on vastuolu,

seega z peab olema E-algarv. |

Teoreem 2.9. Olgu q € Z algarv. Kui ¢ = 2 (mod 3), siis ¢ on E-algarv. Kui
q =1 (mod 3), siis ¢ on mingi E-algarvu norm. Kui ¢ =0 (mod 3), siis g =3 =

—w?(1 —w)?, kus 1 —w on E-algarv.

Toestus. Oletame, et ¢ ei ole E-algarv. Siis leiduvad mittepooratavad Z|w] ele-
mendid g1, g2 selliselt, et ¢ = q1g2. Siis ka ¢* = N(q) = N(qi1g2) = N(q1) - N(q2),
ja kuna N(q1), N(g2) > 1 ning g on algarv, siis sellest jareldub, et ¢ = N(g1). Olgu
q1 = a + bw. Siis saame, et ¢ = N(q1) = a® — ab + b?. Analoogiliselt teisendustega
(2) jireldub siit, et 4¢ = (2a — b)? + 3b2. Arvutades niilid mooduli 3 jirgi saame,
et ¢ = (2a — b)? (mod 3). Kuna ainsad ruudud ringis Z3 on 0 ja 1, siis ¢ # 3
korral kehtib, et ¢ = 1 (mod 3). Sellest omakorda jareldub, et kui ¢ # 3 ja g Z 1
(mod 3), siis ¢ peab olema E-algarv. Sellega on esimene véide toestatud.

Olgu niiid ¢ = 1 (mod 3). Néitame, et ¢ on E-algarvu norm. Kasutame Legendre’i

stimbolit ja selle omadusi:

<_q3> _ (j) . (2) _ (-5 (—) (g) (teoreem 1.31)

= (=1)le=D1. (%) = <%) = <:13> =1. (g=1 (mod 3))



See tdhendab, et —3 on korpuse Z, ruutjéék ehk leidub selline a € Z, et a’ = —
(mod ¢), mida voime ka viljendada kui a® +3 = 0 (mod ¢). Niiiid teame, et mingi

b € Z korral kehtib
gp=a’>+3=(a+V3i)(a—V3i)=(a+1+2w)(a—1—2w).

Kui niitid ¢ oleks E-algarv, siis lemma 2.5 tottu ta peaks jagama vihemalt iihte
antud teguritest. Lemmast 2.4 saame, et kui gla+1+42w, siis gla+1 ja ¢|2, kuid ¢ > 2
tottu see ei saa kehtida. Analoogiliselt saame, et ¢ ei jaga arvu a—1—2w. Seega ¢ on
taanduv element ringis Z[w] ning teda saab esitada mittepooratavate elementide
q1,92 € Z[w] korrutisena. Siis kehtib, nagu teoreemi 2.7 toestuses naidatud, et

q = N(q1). Lause 2.8 tottu ¢; on E-algarv. Sellega on teine viide toestatud.

Kui ¢ =0 (mod 3), siis

q=3=343w—-3w=-3w-3(-1-w)
= 3w — 3w? = —3w(l +w)
=14+w)(l-2w—-1-w)

= w1 - 2w +w?) = w1 —w)?

kus —w? on pooratav. Kuna N(1 —w) = 12 — 1. (=1) + (—1)% = 3, siis lause 2.8

tottu teame, et 1 — w on E-algarv. |
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3 Ringi Z|w] jaagiklassiringid

Nii nagu voime jaotada taisarvud jaagiklassidesse suvalise naturaalarvu jargi, voime
ringis Z|w] analoogiliselt tegutseda. Meenutame, et tdisarvude a, b, n korral kirju-
tame a = b (mod n), kui n|b — a, ning sel juhul {itleme, et a ja b on kongruentsed
mooduli n jargi. Algebra I konspektist [4] teame, et kongruentsi ekvivalentsiklas-
sid on ringi Z,, elementideks. Teame arvuteooria konspektist [3], et Z,, on korpus

parajasti siis, kui n on algarv. Sarnane tulemus kehtib ka E-algarvude puhul.

Olgu p € Z[w]. Moodustame peaideaali pZ|w] := {pz|z € Z[w]} ning vaatleme ringi
Z]w] faktorringi Z[w]/pZ]w]. Selle elementideks on peaideaali pZ[w] korvalklassid
kujul r + pZlw] = {r + pz|z € Z|w]}, r € Z[w]. Teame, et korvalklasside r + pZ|w],

s + pZw] liitmine ja korrutamine on defineeritud jargmiselt:

(r +pZ[w]) + (s + pZ[w]) := (r + ) + pL[w],

(r + pZlw))(s + pZ[w)) := rs + pZ|w].

Definitsioon 3.1. Olgu a,p € Z[w]. Elemendi a jadgiklassiks mooduli p jérgi

nimetame korvalklassi [a] := a + pZ[w].

Definitsioon 3.2. Jasgiklassidest {[a]|a € Z[w]} moodustatud faktorringi nime-

tame jadgiklassiringiks mooduli p € Z[w] jargi.

Paneme téihele, et faktorringi Z[w|/pZ[w] nullelemendiks on korvalklass [0] = 0 +
pZlw] = pZ[w]. Kuna peaideaali jargi moodustatud faktorring on ring, siis jaégi-
klassiringid on korrektselt defineeritud. Néitame niitid, et kui p on E-algarv, siis
faktorring Z[w]/pZ[w] on korpus. Meenutame, et r + pZ[w] = s + pZ[w] parajasti
siis, kui r — s € pZ[w] ehk p|r — s ringis Z[w]. Sarnaselt tdisarvude juhuga kirju-
tame z,y,p € Zlw] korral z =y (mod p) (ja litleme, et = ja y on kongruentsed
mooduli p jargi), kui p|ly — = ringis Z[w]. Seda arvestades voime &elda, et kehtib

jargmine tulemus.
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Lemma 3.3. Olgu a,b,p € Z[w]. Kongruents a = b (mod p) kehtib parajasti siis,
kui [a] = [b] ringis Z|w]/pZ]w].

Niiiid voime toestada jargmise teoreemi.

Teoreem 3.4. Kui p on E-algarv, siis ring Zw]/pZlw] on loplik korpus, milles on

N(p) elementsi.

Toestus. Niitame, et Z[w]/pZ[w] on korpus. Olgu z € Z[w],z # 0 (mod p). Kuna
ainsad E-algarvu jagajad on temaga assotsieeritud E-algarvud ja pooratavad ele-
mendid ning me teame, et (z,p) # p, siis peab kehtima (z,p) = 1. Lause 1.18 tottu

leiduvad sellised u,v € Z[w], et

uz + vp =1,

ehk mingi u € Z[w] korral uz =1 (mod p). Lemma 3.3 pohjal

ja [z] on pooratav. Kuna ainsaks eelduseks oli, et [z] # [0], siis ring Z|w]/pZ[w] on

korpus. Edaspidi kasutame tdhist

K, = Zful /pZlw].

Naitame, et korpuses K, on N(p) elementi. Teame, et iga E-algarvu p # 1 — w
puhul kehtib, et kui p on mingi algarvuga assotsieeritud, siis p = 2 (mod 3), ja
kui p ei ole iihegi algarvuga assotsieeritud, siis N(p) =1 (mod 3). Vaatleme eraldi
kolme juhtu.

Oletame, et p # 1 — w on algarvuga p’ assotsieeritud. Kui ringi elemendid on

assotsieeritud, siis nad moodustavad sama peaideaali, seega K, = K. Seetottu
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voime tildisust kitsendamata eeldada, et p on algarv. Naitame, et hulk

A:={a+bwla,beZ,0<a<p0<b<p}

on selline, et igal K, jasgiklassil on hulgas A tépselt iiks esindaja. Sel juhul vdide
on toestatud, sest |Kp| = [A] =p-p= N(p).

Olgu z = m + nw € Z|w]. Jagame m ja n jidgiga algarvuga p:

m = ps—+ a,

n = pt + b,

kus s,a,t,b € Z ning 0 < a,b < p. mselt z = m + nw = a + bw (mod p). Seega
iga Z|w| elemendi z jadgiklassile leidub hulgas A esindaja. Niitame niiiid tihesust.
Oletame, et

a+bw=d+Vw (modp),

kus a + bw,a’ + b'w € A. Sel juhul

pla—a’)+(b—)w,

ehk pla —a’ ja p|b — ' (lause 2.4). Kuna aga 0 < a,a’,b, b’ < p, siis ainus voimalik

olukord on see, et a —a’ = 0 = b — I/, ehk peab kehtima vordus

a+bw=d+bw.

Seega on esindaja {ihesus samuti toestatud.

Vaatleme niiiid juhtu, kus E-algarv p # 1 — w ei ole téisarv. Sel juhul tema norm
N(p) = pp =: q on algarv, kusjuures ¢ = 1 (mod 3). Sarnaselt eelmisele arutelule
néitame, et hulka

B:={0,....,.q—1} €Z
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kuulub iga K, jadgiklassi tépselt iiks esindaja. Olgu p = a + bw. Siis kehtib ¢ 1 b.
Tdepoolest, kui oletame vastuviiteliselt, et g|b, siis vorduse ¢ = a® — ab + b? tottu
peaks ka kehtima ¢|a? — ab = a(a — b), millest jirelduks, et gla. See aga omakorda

tahendaks, et gla + bw = p, ehk

¢° = N(q)|N(p) = g,

mis on vastuolu. Seega b # 0 (mod ¢), mis tdhendab, et [b] on korpuses Z, poora-
tav: leidub tiisarv b=! selliselt, et bb~! =1 (mod ¢q). Olgu z = m+nw € Z[w] suva-
line. Defineerime ¢ := b~'n € Z, nii et kehtib bc = n (mod ¢). Kuna pp = q|n — bc

ringis Z[w], siis ka p|n — be. Jarelikult
z=m+nw=m-+bw=m-+c(p—a)=m-—ca (mod p)

ringis Z[w]. See aga téhendab, et iga Z[w] element z on kongruentne mingi téisar-

vuga = := m — ca mooduli p jargi. Jagame taisarvu x jadgiga algarvuga ¢:

x=ql+y,

kus y € Z ning 0 < y < ¢q. Siis y € B ja me valime tdisarvu y elemendi x jadgiklassi
esindajaks. Toepoolest, kuna g|z — y, siis [z] = [z] = [y]. Jdrelikult suvalisel Z|w]
elemendi jadgiklassil [z] leidub esindaja hulgas B.

Niitame niiid {ihesust. Olgu r,7" € B ja kehtigu r = ' (mod p). Siis leidub

t € Z|w] selliselt, et r — r' = pt. Jarelikult
(r—+")? = N(r—1') = N(pt) = q- N(t).

See aga tahendab, et ¢|r — 7’ ringis Z (lemma 1.23). Kuna 0 < r,7/ < ¢, siis
r— 1" =0 ehk r = r/. Jarelikult leidub igale korpuse K, elemendile tépselt iiks

esindaja hulgas B ja seega |K,| = |B| =gq.
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Vaatleme niitid juhtu p = 1 — w. Kongruentsi
l-w=0 (mod1l—w)
tottu kehtib korpuses K;_,, vordus [1] = [w]. Seega suvalise a + bw € Z[w] korral
a+bw=a+b (modl—w)

ehk iga Z]w] element on mooduli 1 — w jérgi kongruentne mingi taisarvuga.

Kuna (1 —w)(1 —w) = 3, siis 1 — w3 ringis Z[w], ehk kui x = y (mod 3) ringis
Z|w], siis ka © = y (mod 1 — w) ringis Z[w|. See tédhendab, et korpuse K;_,, iga
element [a + bw] on vordne iihega elementidest [0],[1],[2] € K;_,. Néitame, et
antud jasgiklassid on korpuses K;_,, paarikaupa erinevad. Kasutame vastuvéitelist

toestust:

e Kui 1 =0 (mod 1 —w), siis 1 —w|l —0 ehk (1 —w)k = 1 mingi k € Z[w]

korral. See on vastuolu, kuna N(1 —w) = 3, ehk 1 — w ei ole pooratav.
e Kui 1 =2 (mod 1 —w), siis 1 —w|2 — 1 ning vastuolu tekib analoogiliselt.

e Kui0 =2 (mod 1—w),siis 1 —w|2 ja N(1—w)-N(k) = N(2) mingi k € Z|w]

korral. Siis aga peaks kehtima N (k) = % mis on jallegi vastuolu.

Jarelikult arvude 0,1 ja 2 ekvivalentsiklassid on koik paarikaupa erinevad ning

korpuses K;_,, on tépselt N(1 —w) = 3 elementi. Seega teoreem on toestatud. M

Seega teame niilid, et ringi Z[w] kongruentse E-algarvulise mooduli jérgi voime,
analoogiliselt tdisarvude ringiga, uurida vastava korpuse abil. Lisaks ndgime, et

korpuse K,, elementide arv on kas algarv voi algarvu ruut.
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4 Kuupjaagi stiimbol

Olgu p E-algarv ja a € Z[w]. Meie eesmérk on defineerida funktsioon ( %) ; selliselt,

et (%)3 = 1 parajasti siis, kui kongruents z3> = a (mod p) on lahenduv. Sellisel
juhul nimetame arvu a kuupjaagiks mooduli p jargi. Eelmises peatiikis néitasime,
et iga E-algarvu p puhul korpus K,, sisaldab N (p) elementi. See aga tahendab, et
K} multiplikatiivse rithma K jark on N (p) — 1. Lagrange’i teoreemi abil saame

jargmise tulemuse.

Teoreem 4.1. Olgu a € Z[w] ja olgu p E-algarv. Kui p t a ringis Z|w], siis
aVP)=1 =1 (mod p).

Mirkus 4.2. Olgu p E-algarv. Naitame, et kui N(p) # 3 (ehk p = 1 — w), siis

1,w,w? jadgiklassid on kéik erinevad korpuses K,. Téepoolest, olgu N(p) # 3.

e Kui w =1 (mod p), siis p|l — w. Kuna aga 1 — w on E-algarv, siis antud
omadus tdhendab, et p ja 1 —w peavad olema assotsieeritud, ehk pu =1—w
mingi pooratava elemendi u € Z[w] korral. Eelnevalt néitasime, et sel juhul

N(u) =1, seega N(p) = N(pu) = N(1 —w) = 3, vastuolu.
e Kui w=w? (mod p), siis plw — w? = w(l —w) ehk p ~ 1 — w, vastuolu.

e Kui 1 =w? (mod p), siis p|1 —w? = (1+w)(1 —w) = —w?(1 —w) ehk jillegi

p ~ 1—w, vastuolu.

Seega, elementidest [1], [w], [w?] koosnev multiplikatiivne riihm on suvalise K, kus
N(p) # 3, alamrithm, mille jark on kolm. Lagrange’i teoreemi tottu kehtib jargmine

tulemus.

Jéreldus 4.3. Olgu p E-algarv ja N(p) # 3. Siis multiplikatiivse rihma K3 jirk
jagub kolmega.

See tulemus tdhendab, et E-algarvu p puhul, mille norm ei vérdu kolmega, on suva-

—_ N(p)—
lise [a] € K, korral % naturaalarv ja avaldis a3 * on ringis Z[w] defineeritud.
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- . . .. N(p)—3 .
Jargnevas toestame, et kui a € Z[w] ei ole p kordne, siis element a 5 on alati

kongruentne tépselt ihe kolmanda astme iihejuurega ringis Z[w].

Lause 4.4. Olgu E-algarv p selline, et N(p) # 3, ning kehtigu p{ a, kus a € Z[w].

.. . .. . .. N(p)—1
Siis leidub theselt madratud tdisarv m € {0,1,2} nii, et a 5= w

m

(mod p)
ringis Zlw).

Toestus. Teoreemi 4.1 tottu teame, et a¥®~1 = 1 (mod p) ehk p ‘aN(p)_l -1
ringis Z[w]. Kuna 1,w,w? on poliinoomi X3 — 1 € C[X] juured, siis X3 — 1 =

(X — 1)(X —w)(X —w?). Jarelikult

NP1 _q = (aN(%)_l)g B3 (azv(pg)—1 B 1) (CLN(%)_l B w) (aN(Z;)—l B w2) '

o Np)-1 ~.
Eelnevalt niitasime, et a~ 3 € Z|w], seega koik kasutatud suurused on Z[w]

elemendid ning vordus kehtib ka ringis Z[w].

Kuna p on E-algarv, siis jérelduse 2.6 tottu ta peab jagama viahemalt iihte pa-

rempoolsetest teguritest. Kui me oletame vastuvaiteliselt, et p jagab kahte neist

teguritest, siis ta jagaks ka tegurite vahet, millest mérkuse 4.2 tottu jarelduks, et
N(p)—1

N (p) = 3, vastuolu. Seega p jagab neist téapselt tihte; olgu see tegur a™ 3 — w™,
kus m € {0,1,2}. Siis

N(p)—1

ehk a3 =w™ (mod p). [ |

Niitid, kus me oleme veendunud, et selline w aste alati leidub, saame defineerida

kuupjaagi siimboli.

Definitsioon 4.5. Olgu p E-algarv ning N(p) # 3. Olgu a € Z|w]. Kuupjasgi

siimbol (%)3 on defineeritud jargmiselt:



kus m € {0,1, 2}.

Seega (%)3 € {0,1,w,w?}. Niitame, et kuupjiigi siimbol tdidab sama rolli kuup-

jaakide tuvastamises kui Legendre’i stimbol ruutjaiakide puhul.

Teoreem 4.6. Olgu p E-algarv, N(p) # 3 ja olgu a € Z[w)] selline, et p{ a. Vordus
(%)3 = 1 kehtib parajasti siis, kui kongruents 2> = a (mod p) on lahenduv ringis
Z]w].

Toestus. Kuna iga 16pliku korpuse multiplikatiivne rithm on tsiikliline (teoreem
1.20), siis leidub selline g € Z[w], et [g] on multiplikatiivse riihma K} moodustaja.
See tahendab, et leidub u € Ny selliselt, et a = g* (mod p).

Piisavus. Oletame, et leidub selline 29 € Z[w], et 23 = a (mod p). Siis leidub

v € Ny nii, et 9 = ¢¥ (mod p). Seega kongruents z3 = a (mod p) tihendab, et

9" =g" (mod p)
v=u (mod N(p) — 1),

kus teine kongruents on esimesega samaviirne lause 1.26 tottu. Teoreemist 2.9
saame, et kui N(p) # 3, siis N(p) =1 (mod 3). Jéarelikult (3, N(p) —1) = 3. Teame
(lause 1.25), et lineaarkongruents 3v = u (mod N(p) — 1) on lahenduv parajasti

siis, kui (3, N(p) — 1)|u ehk uw = 3k mingi k € N korral. Seega peab kehtima

N(p)—1 (N(p)—1)
Pl _ skl

a g = (¢")NP=1 =1 (mod p).

Tarvilikkus. Kehtigu (%)3 = 1. Kui [¢g] on K}, moodustaja, siis tema jérk on N(p)—
1, ehk N(p) — 1 =: n peab olema viahim naturaalarv, mille korral g" =1 (mod p).

Nitd

N(p)-1 Wy N@ZL (V-

=g 3 (mod p).

N(p)—1

Kuna g3 =1 (mod p) jamoodustaja g jark on N(p)—1, siis u- (N(%)_l) peab

olema N(p) — 1 kordne. Seega 5 peab olema téisarv ehk u peab jaguma kolmega.
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Seega a = ¢g" = (¢3)% (mod p) ehk a on kuupjiik. |

Toestame niitid moned kuupjéadgi stimboli omadustest.

Lemma 4.7. Olgu a,b,p € Z[w]. Kui a =b (mod p), sits@=b (mod p).

Toestus. Kui a = b (mod p), siis leidub selline k € Z[w|, et pk = b — a. Vottes
kaaskompleksarvu molemalt poolt saame vorduse pk = b — @, ehk @ = b (mod p).

Teoreem 4.8. Olgu p E-algarv, N(p) # 3, ning a,b € Z[w] suvalised. Siis

1. (%)3 o T (mod p);

2. kuia="b (mod p), siis <%>3 - (§>3’.

’ (%’)3 - (%>3 (%)3;

Toestus.
1. See viide jareldub kohe definitsioonist.

2. Kui a = b (mod p), siis ka a* = bv* (mod p) suvalise k& € N korral. Jérelikult

kehtib
<a> = aN(%)il = bN@a)il = <b> (mod p),
P/s b/3

ja kuna N(p) # 3, siis tdnu mirkusele 4.2 on 1, w ja w? kdik erinevate jiiigiklasside

esindajad. Seega (%)3 = (%)3.

3. Nédeme, et

<ab> = (ab)]\](%)_1 = aN(%)_l -bN(%)_l = (a> (b> (mod p).
p/3 D/3\P/3
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4. Tga kuupjiigi siimboli viirtuse r € {1,w,w?} korral kehtib, et T = x2. Lisaks

(), GGG

5. Kunaa™ 3 = (%) (mod p), siis lemma 4.7 tottu a5 = (%) (mod p).
3 3

saame, et

Lisaks N(p) = pp = N(p), seega saame

chk (%)3 - @3. n

Tuleb vilja, et kui moodul p on taisarv, siis kehtivad veel moned kasulikud oma-

dused.
Lause 4.9. Olgu q algarv, ¢ =2 (mod 3) (ehk q on ka E-algarv) ja a € Z[w]. Siis

1 (5),= (49)y

2. kuin € Z on selline, et (n,q) =1, siis (%)3 =1.

Toestus.

1. Kuna q = ¢, siis (@) = <§> = ( ) = (“—2> , kus teine ja kolmas vordus
/3 173 3 /3
jarelduvad lausest 4.8.

SIS

7 2
2. Kuna m = n, siis (%)3 = (%)3 = (%)3, kus esimene vordus kehtib teoreemi 4.8

viienda punkti tdttu ja teine vordus jireldub sellest, et iga 2 € {1,w,w?} korral
2

kehtib 7 = 22. Kuna ¢ { n, siis (%)3 # 0, ja kuna <%)3 = 5 (mod ¢) on

taisarv, siis peab kehtima (%)3 =1. |
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5 Gaussi ja Jacobi summa

Toome niitid sisse moned definitsioonid ja tulemused, mida ldheb péarast vaja kuup-

vastavusseaduse toestuses.

Definitsioon 5.1 ([2], ptk. 5.1). Olgu p algarv. Kujutust x : F; — C\{0} nime-

tame 16pliku korpuse ), karakteriks, kui iga a,b € F, korral

x(ab) = x(a)x(b).

Uks selline karakter on defineeritud vordusega e(a) = 1 iga a € [}, korral. Laien-

dame karakterite médramispiirkonda tervele korpusele, defineerides x(0) = 0, kui

x # ¢ jax(0)=1kui x =e.
NB! A. Ahvena t60s on karakteri asemel kasutatud sona multiplikatiivne karakte-
ristik.

Definitsioon 5.2. Korpuse [, karakterit ¢ nimetame triviaalseks, kuiiga a € F),

korral kehtib e(a) = 1.

Lemma 5.3 ([2], lause 5.3). Korpuse F), karakterid moodustavad rihma punktiviisi

korrutamise

(X1 - x2)(@) == x1(2) - x2(2),
x € F, suhtes.

Definitsioon 5.4. Karakteri x jarguks nimetame tema kui karakterite riithma

elemendi jarku.

Definitsioon 5.5 (2], definitsioon 5.4). Kui x on korpuse K, karakter, kus a € K,

2mi

ning ( = e » € C on p. astme algjuur, siis kompleksarvu

9a(x) ==Y x([t)¢*

(S
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nimetame karakteri y Gaussi summaks elemendi a jargi. Edaspidi kirjutame

Gaussi summa g;(x) asemel ka lihtsalt g(x).

Definitsioon 5.6 (|2], definitsioon 5.11). Olgu x ja A korpuse K, karakterid. Siis

kompleksarvu

JOaA) = Y x(a)- A(d)
a+b=1
a,beKy

nimetame karakterite y ja A Jacobi summaks.

Lause 5.7 (|2], lause 5.13). Olgup =1 (mod n) ja x karakter, mille jirk onn > 2.
Siis
900" = Xx(=1) - p- T ) - 06X - T TE)

Jareldus 5.8. Olgu algarv p selline, et p =1 (mod 3). Kui x on kolmandat jarku
karakter tile korpuse K,, siis

9(x)* = pJ(x: X)-
Toestus. Kuna x(—1) = x((—1)3) = 1, siis antud tulemus jéreldub eelmisest
lausest juhul n = 3. |

Lemma 5.9 ([2], lemma 5.8). Kehtib seos

g(x) = x(=1)g(x)-

Lause 5.10 ([1], lause 6.1.1). Olgu algarv p selline, et p = 1 (mod 3). Kui x
on kolmandat jirku karakter tle korpuse K, ja J(x,Xx) = a + bw on tema Jacobi

summa, siis a = —1 (mod 3) ja b=0 (mod 3).

Seda lauset me kahjuks siinkohal toestada ei joua.

Lause 5.11 (|2], lause 5.10). Kui x on korpuse K,, karakter ja x # €, siis |g(x)| =
VP
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Jareldus 5.12. Olgu lopliku korpuse Z, kolmandat jirku karakterid x ja x? mit-
tetriviaalsed ja kehtigu p =1 (mod 3). Siis kompleksarvu J(x,x) moodul vordub p

ruutjuurega:

| J(x; x)| = /P

Toestus. Eelneva lause tottu teame, et |g(x)| = /p. Jéreldusest 5.8 saame, et

9(x)® = pJ(x, X)- Seega

9P = (Vp)* = plJ (x; Xl

millest saamegi vorduse J|(x, x)| = /- |

Lause 5.13 ([2], lause 5.7). Olgu x korpuse K, karakter. Kui a # 0 (mod p) ja

X # €, siis ga(x) = x(a™)g(x).
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6 Eisensteini kuupvastavusseadus

Oleme niitid teinud piisavalt eelt6od, et kuupvastavusseaduse vaatlemisega hakata.

Selle sonastamiseks jaab iile vaid primaarsuse moiste defineerimine.
Definitsioon 6.1. Olgu p = a + bw E-algarv. Utleme, et p on primaarne, kui
a=2 (mod 3) jab=0 (mod 3).

Seega primaarne E-algarv on kujul p = 3m — 1 + 3nw, kus m,n € Z.

Teoreem 6.2. Olgu E-algarv p € Z[w] selline, et N(p) =1 (mod 3) (ehkp #1—w

jap ¢ 7). Siis tapselt iks temaga assotsieeritud arvudest on primaarne.

Toestus. Olgu p := a + bw. E-algarvuga p assotsieeritud arvud on parajasti

1. p=a+ bw, 4. —p=—a — bw,
2. wp=—b+ (a—Dbw, 5. —wp=b+ (b—a)w,
3. wp=(b—a)—aw, 6. —w?p = (a —b) + aw.

Soovime néidata, et nende seas leidub tépselt iiks primaarne element. Kui 3|a ja
3|b, siis ka 3|a® — ab + b*> = N(p), mis on vastuolus eeldustega. Jirelikult 3 { a voi
3 1 b. Uldisust kitsendamata véime eeldada, et 3 { a, sest juhul 3 { b kehtib ka 3 { —b,
ehk wp reaalosa ei jagu kolmega. Sel juhul vaatleksime p asemel edaspidi arvu wp.
Sarnaselt jareldades esimese ja neljanda vorrandi juhu puhul voime eeldada, et

a =2 (mod 3) — kui 31 a, siis kas a =2 (mod 3) vo6i —a =2 (mod 3). Niiid

N(p) = a® — ab + b?,
1=1-—2b+ b (mod 3),

0=b(b—2) (mod 3).

Juhul, kui b =0 (mod 3), siis p = a + bw on primaarne. Kui aga hoopis b —2 =0
(mod 3), siis b =2 (mod 3) ja —wp = b+ (b — a)w on primaarne.
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Néitame niitid ihesust. Oletame, et p = a+bw on primaarne. Lihtne on kontrollida,
et sel juhul wp, w?p, —p ja —wp reaalosad ei anna kolmega jagades jadki 2. Arvu
—w?p puhul kehtib aga, et w kordaja jiik modulo 3 ei ole null. Seega leidub tépselt

p assotsieeritud elementide hulgas téapselt iiks primaarne element. |

Kui p = a + bw on nii algarv kui ka E-algarv, siis ta on primaarne. Toepoolest, sel
juhul b = 0 ehk b jagub kolmega, ning lisaks kehtib a = p = 2 (mod 3) (teoreem
2.9). Kui p on aga imaginaarne, siis me just toestasime, et leidub alati temaga
assotsieeritud primaarne element. Lisaks teame kolmandast peatiikist, et kui p ~ p/,
siis nende jaagiklassikorpused on vordsed. See tdhendab, et kui asendada kuupjéagi
stimboli "nimetajas* oleva E-algarvu temaga assotsieeritud primaarse E-algarvuga,
siis kuupjddgi stimboli vidrtus ei muutu. Seega voime nouda E-algarvu primaarsust

ilma tldisust kaotamata.

Teoreem 6.3. (Eisensteini kuupvastavusseadus) Olgu p1 ja p2 primaarsed E-algarvud,

N(p1) # 3, N(p2) # 3, N(p1) # N(p2). Siis

()= (). <3>

Selle teoreemi toestamiseks on vajalikud moned eelteadmised.

Miirkus 6.4. (Pdératavate elementide kuupjiigi siimboli védrtus) Kuna 13 = 1

ja (=1)3 = —1, siis 1 ja —1 on kuupjiiigid iga E-algarvu jirgi. Kui N(p) # 3,

.. N(p)—1 oo o C ~ 1 eeen
siis (%)3 = w3 , ehk kuupjadgi stimboli vaédrtus soltub sellest, millise jaagi
annab arv % modulo 3. See on samavaarne kiisimusega, mis on N(p) — 1 jadk

modulo 9, ehk soltuvalt sellest, kas N(p) jadk on 1, 4 voi 7, on (%)3 vaartus
vastavalt 1,w voi w?. Teiste pooratavate elementide kuupjadgi siimboli vidrtused

saab niilid lihtsasti jareldada kuupjaégi omaduste abil.

Maérkus 6.5. Erandina peame arvestama E-algarvuga 1 —w (ja temaga assotsiee-
ritud arvudega) — see on ainus E-algarv, mis ei tdida Eisensteini kuupvastavus-

seaduse eeldusi.
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Teoreem 6.6. Olgu primaarne E-algarv p = a + bw selline, et N(p) # 3. Juhul,

kui p on tdisarv, kirjutame p = 3m — 1, m € Z. Kui p on imaginaarne, kirjutame

()

Selle teoreemi toestus kahjuks kiesolevasse t60sse ei mahu.

a = 3m — 1. Siis kehtib vordus

6.1 Gaussi ja Jacobi summad kuupjaagi siimboli korral

Olgu p selline imaginaarne E-algarv, et N(p) =1 (mod 3) (ehk p # 1—w). Teoree-
mi 2.7 pohjal peab N(p) olema algarv. Kuna K, on 16plik korpus N (p) elemendiga,
siis ta on isomorfne korpusega Zy(,. Seega uurime edaspidi korpuse K, asemel
korpust Zy,) ning samastame jaagiklassid nende esindajatega. Voime vaadata
kuupjaégi funktsiooni x, := (;)3 kolmandat jarku karakterina iile korpuse K,.
Toepoolest, lause 4.8 tottu see on korrektselt defineeritud ja multiplikatiivne. Li-
saks see on kolmandat jérku. Toepoolest, kui niiteks y(z) = w, siis x(7)? = w? # 1.
Lisaks suvalise z € Z[w] korral kehtib, et x(z)® = 1. Seega voime kasutada Gaussi

summat g,(xp) ja Jacobi summat J(xp, xp). Kuna x, on karakter, siis jérelduse

5.8 ja lause 5.10 tottu kehtib, et

L g(xp)® = N(p)J (Xp Xp);

2. J(xp, Xp) = a+bw € Z]w], kus a = —1 (mod 3) jab=0 (mod 3).

Paneme téhele, et nii y kui ka x? ei ole triviaalsed. Téepoolest, nii y kui ka x?
muutumispiirkond {ile multiplikatiivse riihma K* on parajasti {1,w,w?}. Seega
saame lausest 5.12, et |J(xp, Xp)| = VN(p). Kuna N(2) = |2|? iga z € Z[w]
korral, siis

N(p) = ‘J(vaXp)yz = N(J(Xps Xp))-
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Viite 2 ja teoreemi 2.8 tottu teame niiiid, et J(xp, Xp) on primaarne algarv ringis
Z]w] normiga N (p).

Lemma 6.7. Kui K, on loplik korpus q elemendiga, kus q on algarv, ja g — 11k,
kus k € N, siis > a* =0.

acky

Toestus. Kuna K, on loplik korpus, siis tal leidub moodustaja g nii, et iga K

element on valjendatav g astmena. Jarelikult
ok p (g1 =% P p g g gl DR g,

See on loplik geomeetriline jada, mille summa avaldub kujul

1 — gla—Dk
Sk = %
—9

Kuna g — 11k, siis g* # 1, ja Fermat’ viikese teoreemi tottu g(¢—DF = (g4=1)k =

1F = 1, jarelikult Sy, = ll:glk =0. n

Lause 6.8. Olgu p primaarne E-algarv, mis on imaginaarne. Siis J(xp, Xp) = P-

Toestus. Olgu J(xp, xp) = P’ € Z[w]. Eelnevalt niitasime, et p’ on primaarne

E-algarv. Jacobi summa ja kuupjédgi siimboli definitsioonide kohaselt

J(Xps Xp) = Z Xp(@)Xp(l — ) = Z x%(l—fv)m?_l (mod p).

TELN (p) TELN (p)

Olgu N(%)fl =: n. Fikseerime suvaliselt z € Z ;) ning vaatleme termi 2" (1 — z)"

mooduli N(p) jargi. Siis
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Olgu z1, ..., x3, koik korpuse Zy ;) elemendid. Siis terve summa avaldub kujul

(p)— (p)—
Yo s (1l-a) 1:x’f—<Tll>a:’f+1+(Z)x?”—mﬂ—l)"ﬂf?”

CEGZN(p)

+...

n n
+ x5, — (1)%}11 + <2>x§;2 — (—1)":%%2

Niiiid voime termid timber grupeerida jargmiselt: Moodustame summa esimese

veeru litkmetest: ) ™. Lemma 6.7 tottu see on kongruentne nulliga mooduli

.TEZN(p)
N(p) jargi. Sama teeme ka teise veeru litkmetega, mille summa on jéllegi lemma 6.7
tottu kongruentne arvuga (Tf) -0 = 0 mooduli p jargi. Kuna 2n < N(p)—1, siis voime

analoogiliselt jatkata, ning saame tulemusena, et terve summa on kongruentne

nulliga mooduli N(p) jargi. Kuna p|N(p), siis kehtib seetottu ka

Z 2 (1-— x)N(%)_l =0 (mod p).

TELN(p)
Seega J(xp, Xp) = 0 (mod p), jérelikult p|p’, ehk pk = p’ mingi k € Z[w] korral.
Kuna

N(J(xp: Xp)) = |7 (xXp, Xp) I = N(p) (lause 6.8)

ning samas ka J(xp, xp) = p’ ehk N(J(xp, Xp)) = N(p'), siis vorduse N(pk) =
N(p)N(k) = N(p') tottu peab kehtima, et k on pooratav ehk p ~ p’. Kuna oma-

vahel assotsieeritud elementidest tipselt iiks on primaarne, siis p = p'.

Jéreldus 6.9. Kui p on primaarne ja imaginaarne E-algarv, siis g(xp)® = pN(p).

Toestus. See jareldub otseselt jareldusest 5.8 ja lausest 6.8. |

6.2 Eisensteini kuupvastavusseaduse toestus
On kolm voimalikku juhtu p; ja po liigituses:
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a) molemad on téisarvud;
b) iiks neist on imaginaarne;

¢) molemad on imaginaarsed.

Jargnevas toestame antud tulemuse iga juhu jaoks eraldi.

(a) Esimene osa on lihtne: kui p; ja pz on mdlemad tiisarvud, p? = N(p1) #
N (p2) = p3. Jirelikult p; ja py ei ole omavahel assotsieeritud. Kuna nad on samas
ka algarvud (teoreem 2.9), siis (p1, p2) = 1. Lause 4.9 tottu kehtib niiiid, et (%)3 =
1= <% )3'

(b) Vaatleme juhtu, kus p; = ¢ on algarv, N(q) = ¢?, ja po = p on imaginaarne
E-algarv normiga N (p). Siis kehtib g(x,)® = pN(p) (jireldus 6.9). Tdstes molemad

2
-1 ~
pooled astmesse qT, saame vorduse

q2

g0 = (PN ()T,

2
kusjuures paneme tihele, et kuna ¢> = 1 (mod 3), siis qf—d_l on taisarv. Kasutades

kuupjdagi siimboli definitsiooni saame niitid
2
90p)* T = xg(PN(p))  (mod g).

Kuna ¢ =2 (mod 3) ja N(p) =1 (mod 3) ning moélemad on algarvud, siis nende
suurim iihistegur on 1, ehk lause 4.9 tottu x4(N(p)) = 1. Niiiid

900)” = xq(P)g(xp)  (mod g). (5)
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Gaussi summa definitsioonist saame

900)" = | D ] = X (e

[1E€Z N (p) [t1E€Zn (p)
= Y ("t (mod g)
HEZn(p)

kus kongruents kehtib lemma 1.24 ning 5.10 toestuses analoogilise arutluskaigu
tottu: Kui avame sulud, siis iga liidetava x,,(t1)*¢* - Xp(tg)f*’cg (@* =kt korral, kus
1 # T2, jagub vastav binoomkordaja algarvuga ¢, ehk muutub nulliks mooduli ¢
jargi. Viimane vordus kehtib seetottu, et Xp(t)q2 = Xp(t), kuna ¢> = 1 (mod 3).
Niitid

90)" = g2 (xp)  (mod g). (6)
Kuna x,, ei ole triviaalne ja p { q?, siis lause 5.13 eeldused on tdidetud. Jarelikult

9g2(Xp) = Xp(@ 2 9(xp) = xp(2)g(xp)- Seega vordused (5) ja (6) annavad meile
Xp(2)9(Xp) = Xq(P)9(xp) (mod q). (7)

Kehtib, et g(xp)g(xp) = N(p). Toepoolest, kuna g(x,)* = pN(p), siis

190xp))* = [pN(p)| = [p°| = |p|?,

lg(xp)| = Ipl,

millest omakorda

90x)90xp) = N(g(xp)) = lglxp)” = [pI* = N(p).

Sellega arvestades korrutame molemad vorduse (7) pooled arvuga g(xp), millest
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saame ekvivalentsid

Xp(Q)N(p) = xq(p)N(p) (mod q),

Xp(2) = Xq(p) (mod gq), (N(p) #0 (mod q))

<
bS]
—
)
~
I
=<
L)
S

kus viimane vordus kehtib markuse 4.2 tottu.

(¢) Vaatame niiiid, mis toimub kahe imaginaarse E-algarvu p1, po puhul, kus N(p1), N(p2) =
1 (mod 3). Teame, et N(p1) = p1p1 = N(p1) ja N(p2) = p2p2 = N(p2), kus p1, D2

on samuti primaarsed, kuna
b=0 (mod3)=—-b=0 (mod 3).

Analoogiliselt eelmise juhuga alustame vordusega g(xzr)® = N (p1)p1 ning tostame

ta astmesse %. Siis

N(pg)—1

9OV P = (N(p0)p1) ™ % = X (N(p)PT)  (mod po). (8)
Samas aga kehtib
N(p2)
g0V = | > ()¢
[t1€Kp,

= Z X;;T([t])N(pQ)CN(p?)t (mod N(p2)) (lemma 1.24)

[t1EKp,
= > (N (N(p2) =1 (mod 3))

[t]eKp,
= gN(pQ)(XpT) (Gaussi summa definitsioon)
= xpr (N(p2)™") 9(xr) (lause 5.13)

= xo1 (N (p2)?) 9(xp1)-
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ehk liihidalt

90am) NP = v (N(p2)?) 9(xpr)  (mod N(p)).

Varduse (8) tottu kehtib niitid

Xp2 (N (p1)P1) = Xpr (N (p2)?)  (mod N(p2))

ja méarkusest 4.2 saame, et kehtib
Xp2 (N (p1)P1) = xp1 (N (p2)?) - (9)

Arendame g(Xp2)3 = N(p2)p2 analoogiliselt, kus niiiid p1 asemel on ps ja py ase-
mel on p;. Eelnevas arutluskiigus tehtud eeldused kehtivad endiselt, seega saame

vorduse

Xpr (N (p2)p2) = Xpy (N (p1)?) - (10)

Viimane vajalik vordus on

Xpr(N(p2)%) = Xpy (N (p2)), (11)

mida me saame teoreemist 4.8: kuna N (p2) = N(p2), siis

Xpr(N(p2)*) = (xpr (N (p2)))? (omadus 4)
Xpr(N(p2)) (omadus 4)

= Xp1 (N (p2)) (omadus 5)

= Xp:1 (N (p2)) (norm on naturaalarv)

40



Kombineerime niiiid vordused (9), (10) ja (11):

Xp1 (P2)Xps (N (1)P1) = Xy (P2) X7 (N (92)%) (vordus (9))
= Xp1 (P2)Xp1 (N (P2)) = Xp1 (N (p2)p2) ~ (vOrdus (11))
= Xp2 (N (91)%) = Xpo (N (p1)p177) (vordus (10))
= Xp2 (P1)Xp> (N (p1)P1)

ehk liihidalt

Xp1 (P2) Xp2 (N (P1)P1) = Xpa (P1)Xpo (N (p1)P1)-

Taandades molemalt poolt teguri xp, (N (p1)pr) saamegi vorduse

Xp1 (p2) = Xp2 (p1)-
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