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Sissejuhatus

Lokaal on sisult topoloogilise ruumi analoog, mis tekib kui uurida to-
poloogiliste ruumide lahtiste hulkade voresid. Lokaalide teooriat nimetatak-
se ka punktivabaks topoloogiaks, sest rolli méangib lahtiste hulkade vaheli-
ne struktuur, mitte hulgad koos nendesse kuuluvate punktidega. Lokaalide
eelis tavalise topoloogia ees on eelkoige see, et paljud mittekonstruktiivsed
teoreemid topoloogias saavad konstruktiivsema analoogi lokaalide teoorias.
Isegi kui konstruktiivne matemaatika ei ole huvi all, leidub klassikalises ma-
temaatikas olukordi, kus on kasu topoloogia arendamisest ilma vélistatud
kolmanda reegli ja valiku aksioomita. Niisuguseid néiteid voib leida algeb-
ralises geomeetrias rakendust leidvate toposte seast. Tegu pole ainsa voredel
loodud topoloogia iildistusega. Néiteks saab tuua sisemistel algebratel [4] voi
tmbruste (pool-)voredel [5] pohinevad topoloogiliste ruumide tildistused.

T66 pohineb peamiselt J. Picado ja A. Pultr raamatul ,Frames and
Locales: Topology without points“, millest on voetud definitsioonid ning tu-
lemused, kui just pole viidatud monele teisele teosele. Toestused erinevad
allikatest parinevatest toestustest, sest kasutatud definitsioonid varieeruvad,
kuid on ekvivalentsed. Naiteks véldime filtri moiste kasutamist.

To66s uuritakse topoloogiliste ruumide ja lokaalide vahekorda, milles on
tahtis roll kainetel ruumidel. Konstrueeritakse lokaalide korrutised labi sup-
vorede tensorkorrutiste ning antakse piisavad tingimused lokaalilise rithma
ning topoloogilise rithma kokku langemiseks. Autor eeldab lugejalt varasemat

kokkupuudet voreteooria, kategooriateooria ja iildise topoloogiaga.



1 Voreteoreetilised eeldused

Selles peatiikis defineerime tensorkorrutise sup-vorede kategoorias. Tensor-
korrutist on meil vaja hiljem, et konstrueerida lokaalide korrutis. Konstrukt-

sioon périneb J. Picado ja A. Pultr artiklist ,Notes on the product of locales®.

1.1 Taielikud iilemised poolvored

Taielik iilemine poolvore ehk sup-vore on osaliselt jarjestatud hulk, kus
igal alamhulgal on olemas iilemine raja. Voreteoorias on iildtuntud tulemus,
et sup-vore on taielik vore, sest {ilemine raja alumistest toketest on alumine
raja. Tahistame téielike iilemiste poolvorede kategooriat lithendiga Suplat.
Morfismid kategoorias SuplLat on parajasti sellised funktsioonid, mis sailita-

vad iilemisi rajasid:
f (\/ %) =\ f(@).

Erinevus téielike vorede kategooriaga on see, et kuigi morfismid séilitavad

tilemisi rajasid, ei pruugi need sailitada alumisi rajasid.

1.1.1 Tensorkorrutis kategoorias SupLat

Olgu (X, <) osaliselt jarjestatud hulk ja M C X moni alamhulk. Defineeri-
me funktori D : Pos — Suplat osaliselt jéarjestatud hulkadest sup-voredesse
jargmiselt:

D(X,<) = ({M C X | 4M = M},C),

kus \{M ={x|Ime M :z <m}.

Funktor D rakendub morfismile kanoonilisel viisil. Kui f : X — Y on jarjes-



tust sdilitav morfism, siis D(f)(M) = {f(z) | = € M}.

Kontrollime, et funktor D toepoolest kujutab jarjestatud hulga sup-voreks.

Iga x,m € X ja pere (M;) korral, kus M; € D(X), kehtib samavéiarsus
xSmEUMi <~ di:x <me€ M,

millest jareldub, et L{J, M; = |, IM; = U, M, ja seega on D(X) sup-vore,
kus iilemine raja on hulgateoreetiline iihend.

Lemma 1.1. Olgu « : X — D(X) selline, et a(x) = J{z}. Siis a on
monotoonne ja iga monotoonse funktsiooni f : X — 'Y, kus X on jarjestatud

hulk ja 'Y on tdielik vore, korral leidub tdapselt iiks sup-vorede homomorfism

' D(X)—=Y nii, et ffa=Ff.

Toestus. Defineerime f’ nii, et f' : M + \/,__,, f(m). Paneme tahele, et

(@) =V, eyoy f(m) Jaseega f'a = f. Kui M; € D(X), siis

f (UM) =V fm=\V f<m>=\i/f'<Mi>.

melJ,; M; i meM,;

Seega f’ on selline sup-vorede homomorfism, et f'a = f. Olgu f”: D(X) —
Y moni teine sup-vorede morfism, mis rahuldab vordust f"a = f. Kuna

M € D(X) on esitatav kujul | J{}{m} | m € M}, siis kehtib

f1(M) = f* ( V i{m}> =V /"Ump =\ fim)=f (M),

meM meM meM

millest ndeme, et f' = f”. O



Eelnev lemma iitleb, et D(X) on vaba sup-vore jarjestatud hulgal X.

Kongruents sup-vorel S on ekvivalentsiseos R C .S x S nii, et
Vi:a;Rb, = \/aiR\/bi.
Olgu meil sup-vore S ja seos R C S x S. Defineerime
(R) = ﬂ{R’ | R C R ja R' on kongruents}.

[lmselt on (R) vahim seost R sisaldav kongruents. Té&histame

(0] = {a € S| a(R)b} ja nimetame faktor-sup-voreks seosel R

hulka {[b] | b € S} koos tilemiste rajadega \/[a;] = [\ a;]. Téhistame sellist
faktor-sup-voret S/R.

Teoreem 1.2 (Homomorfismiteoreem). Olgu f : X — Y sup-vorede morfism
ja R selline seos hulgal X, et tRx’ = f(x) = f(2'). Siis leidub tdpselt ks
sup-vorede morfism g : X/R — Y nii, et f = gk, kus Kk : X — X/R on

loomulik projektsioon.

Toestus. Kuna R C ker f ja ker f on kongruents, siis (R) C ker f. Defineeri-
me morfismi g seosega g(k(z)) = f(x). Ndeme, et g on korrektselt defineeri-
tud, sest kui k(z) = k(2'), siis (z,2’) € (R) ja seega f(z) = f(a').

Oletame, et leidub veel moni morfism ¢’ nii, et ¢’k = f. Siis ¢'(k(z)) =

g(k(x)). Kuna k on siirjektiivne, siis ¢’ = g. O

Definitsioon. Olgu X;,X, ja Y sup-vored. Kujutust ¢ : X; x Xy — Y
nimetatakse bimorfismiks kui iga ¢(x1, —) : Xy = Y ja ¢(—,25) : X1 = Y

korral on tegemist sup-vorede morfismiga.
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Definitsioon. Iga objektipaari X, Xy korral kategoorias SuplLat konstruee-
rime tensorkorrutise X; ® X, kui D(X x Y)/R, kus R on koiksugused

paarid kujul

(H{(Vad) p U@ b)) da (H{(a Vb)) . UH@b}).

Teoreem 1.3. Olgu X1, Xy objektid kategoorias Suplat, a : X; x Xy —
D(X1 x Xs) selline morfism, et a(xq1,x2) = J{(x1,22)}, ja k : D(X1 x X5) —
X1 ® Xy loomulik projektsioon. Siis kujutus ko : X1 X Xo — X7 ® Xo on
bimorfism ja iga bimorfismi ¢ : X1 X Xo — Y korral leidub tdapselt iiks
morfism ¢" 1 X1 ® Xo = Y nii, et ¢"ka = ¢.

X1 ® Xy
D(X, x X») I
e ‘.
¢ ~
X1 X X2 S Y

Téestus. Bimorfism ¢ on monotoonne, sest kui (z1,y1) < (22, y2), siis 1 < 25

jayr < yo, millest bimorfismi definitsiooni tottu saame ¢ (1, y1) < ¢(z2,y1) <
(s, ys). Lemma pohjal leidub tépselt iiks sup-vorede homomorfism ¢’
nii, et ¢ = ¢’a. Kuna
o (U@ 0)}) =V ¢/ (H(a,0)}) =
=\ o(at) =6 (Vab) =o' (1{(Vasb) })
ja samamoodi ¢’ (| J{(a,b;)}) = ¢' (L {(a,\/ b;)}), siis sup-vorede homomor-
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fismi teoreemi tottu leidub tiheselt ¢” nii, et ¢k = ¢’. Kuna ¢’ oli iiheselt

médratud, siis seega on ka ¢” iiheselt méadratud nii, et ¢"ka = da = ¢. [

Edaspidi téhistame rka(a,b) = a ® b.

Lause 1.4. Iga X; ® Xy element esitub kujul \/,.;(a; ® b;) mingi hulga I

poolt indekseeritud elementide a; € X1, b; € Xo jaoks.

Toestus. Hulga X; ® X, element on ekvivalentsiklass [M], kus M C X7 x X,
ja M = |M. Paneme téhele, et M = |J,,c\, J{m}. Seega iga [M] korral

kehtib

[M] = [U i{m}] =\ Hm}] =/ [H(am, bm)}]

meM meM meM
kus (G, by) = m.

Alternatiivselt saab X7 ® X5 elementi W esitada kujul

W = \/ a®b.
a@b<W

Edaspidi kasutamegi just seda esitust.

= \/ am®bm7

meM



2 Punktivaba topoloogia

Selles peatiikis tutvume lokaalide teooriaga. Defineerime raamid ja lokaalid
ning vaatame kahte loomulikul viisil saadud funktorit lokaalide ja topoloogi-
liste ruumide kategooriate vahel. Naitame, et tegu on iiksteise kaasfunktori-
tega. Lopuks leiame moned piirid lokaalide kategoorias ning vaatame juhtu,

mil teatud funktor sailitab korrutisi.

2.1 Raamid ja lokaalid

Olgu X topoloogiline ruum ning tahistagu (X)) ruumi X lahtiste alamhul-
kade voret. Tegemist on taieliku vorega, kus lopmatu iilemraja kattub hul-
gateoreetilise ihendi operatsiooniga ja lopmatu alamraja kattub iihisosast
sisemuse votmise operatsiooniga. Lisaks iga a € Q(X) ja S C Q(X) korral

rahuldab vore lopmatut distributiivsusomadust:

a/\\/S:\/{a/\s\SES}. (2.1)

Lisaks, kui f : X — Y on pidev kujutus, siis indutseeritud kujutus

1Y) — Q(X) siilitab 1oplikud alamrajad ning lopmatud iilemrajad.

X
lf
Y

Eelnev mottekiik annab pohjust uurida jargmisi voresid.

L



Definitsioon. Me nimetame raamiks (ingl. frame) taielikku voret, mis ra-
huldab distributiivsusomadust ([2.1)). Morfismideks raamide vahel on kuju-
tused, mis séailitavad 1oplikud alamrajad, lopmatud iilemrajad ja seetottu ka

vahima ning suurima elemendi.

Paistab, et €2 on kontravariantne funktor raamide kategooriasse, mis seab
eelpool mainitud viisil topoloogilisele ruumile X vastavusse raami Q(X) ja
pidevale funktsioonile f vastavusse originaali votmise kujutuse f~!. Funktori
() kontravariantsuse tottu on moistlik ruumide iildistamise eesmérgil vaadata

raamide kategooriale duaalset kategooriat.

Definitsioon. Me nimetame raamide kategooriaga duaalse kategooria ob-

jekti lokaaliks (ingl. locale).

Edaspidi téhistab topoloogiate, raamide ja lokaalide kategooriat vastavalt
Top, Frm ja Loc ning vastavalt kontekstile tahistagu 2 funktorit topoloogi-

listest ruumidest raamidesse voi topoloogilistest ruumidest lokaalidesse.

2.2 Punktid lokaalides

Uhepunktiline ruum on 16ppobjekt 7' topoloogiate kategoorias Top. Punkti
mones topoloogilise ruumis X voib vaadata kui pidevat kujutust 7' — X. Ku-
na Boole’i algebra 2 = {0, 1} on isomorfne raamiga 2(7") ning 2 on l6ppob-
jekt kategoorias Loc, siis on loomulik defineerida punktid mones lokaalis L
lokaalide morfismidena 2 — L.

Niiiid kui meil on olemas punktid, tekib kiisimus kuidas indutseerida antud
punktidele topoloogia. Selleks paneme téhele, et kui meil on topoloogilises

ruumis X punkt f, : {x} — X, kus z € X ja f.(x) = z, ja lahtine hulk
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U C X, siis
zeU & f1U] = {x}.

Viimast tildistades raamide (ehk lahtiste hulkade vore) konteksti saame, et
Yo={h:L—2|h(a) =1}, a€clL

méadrab lahtise hulga.

[lmselt need hulgad rahuldavad ka topoloogia aksioome:
e Xo=0,% ={h:L— 2};
o Yany = 2 N Xy;
e Yy, =UZ,.
Oleme saanud funktori Pt : Loc — Top nii, et iga raami L korral

Pt(L) = ({h: L — 2},{¥, |a € L}),

ja iga raamide morfismi f : L — M korral

Néeme, et Pt(f) on pidev, sest Pt(f)'[E,] = {h | ho f(a) = 1} = Zpa).
Ilmselt rahuldab Pt ka funktori omadusi.

Naide: Kui meil on triviaalse ehk kodiskreetse topoloogiaga ruum X. Siis

ainukesed lahtised hulgad on X ja () ning vastav raam on (X) = 2. Mainitud

12



raamile vastab tithepunktiline topoloogiline ruum Pt(2(X)) = {x}. Seega
X 2 Pt(Q(X)), kui | X]| # 1.

Tuleb vélja, et topoloogiline ruum X on isomorfne ruumiga PtQ(X) kui X

on kaine.

2.3 Kained ruumid

Definitsioon. Utleme, et vore element a # 1 on alamraja-taandumatu,
kui kehtib

Ve,y: zAy<a=zx<avoiy<a.

Lause 2.1. Olgu X topoloogiline ruum. Siis ruumi X lahtiste hulkade vores

on hulk X \ {z} alamraja-taandumatu.

Téestus. Kui meil on lahtised hulgad U,V nii, et UNV c X \ {z}, siis
x ¢ U voi z ¢ V. Niiiid iildisust kaotamata eeldades, et x € X \ U, saame,
et {z} € X\ U, sest X \ U on kinnine, ja seega U C X \ {z}. O

Definitsioon. Topoloogiline ruum X on Ty, kui mistahes kaks erinevat
punkti z,y € X on topoloogiliselt eristatavad. See tdhendab, et punktil z
leidub timbrus O, nii, et y € O, voi punktil y leidub timbrus O, nii, et
z & O,.

Definitsioon. Topoloogiline ruum X on kaine kui ta on 7 ja koik alamraja-

taandumatud lahtised hulgad on kujul X \ {z}.

Eralduvusaksioom T} annab, et X \ {z} # X \ {y} kui = # y.

13



Definitsioon. Topoloogiline ruum X on Hausdorff kui mistahes kahel eri-
neval punktil z,y € X leiduvad punkti  timbrus O, ja punkti y timbrus O,
nii, et O, N O, = 0.

Lause 2.2. Hausdorffi ruum on kaine.

Toestus. Oletame, et U C X on alamraja-taandumatu ja oletame, et leidu-
vad x1,29 € U nii, et x1 # x9. Hausdorffi eralduvusest saame, et leiduvad

loikumatud timbrused U; 5 x;. Saame alamraja-taandumatusest, et
UlﬂUQZQCUleCUV6iU2CU:>ZE1€UV61x2€U,

mis annab vastuolu. Seega X \ U = {z} mingi z € X korral. Hausdorffi

eralduvus annab, et {z} = {z}. O
Lause 2.3. Iga raami F korral on Pt(F) kaine.

Toestus. Kui topoloogiline ruum Pt(F) on iithe punktiga voi tiihi, siis on tegu
kaine ruumiga. Seega vaatame juhtumeid kui meil on vihemalt kaks punkti.
Esiteks toestame, et Pt(F) on Tj.

Olgu g, h € Pt(F) kaks sellist punkti, et g # h. Siis leidub selline a € F, et
g(a) # h(a). Oletame iildisust kaotamata, et g(a) = 1. Siis g € X, ja h & 3,
ehk punktid g, h on topoloogiliselt eristatavad.

Teiseks toestame, et Pt(F') koik alamraja-taandumatud lahtised hulgad on
kujul Pt(F) \ {h}.

Olgu U C Pt(F) lahtine ja alamraja taandumatu. Téahistame

14



Z ={a € F|X, C U} ning defineerime p = \/ Z. Kehtib p € Z, kuna

S, =Syz=JZ.CU

ac”Z

Saame ka U C ¥, kuna U = ¥, mingi ¢ € F' jaoks, mistottu c € Z ja seega
kehtib ¢ < p ning ¥, C ¥,. Naitame, et p on alamraja-taandumatu. Olgu

p = s At mingite s,t € F korral. Siis ka
Zp - Zs/\t — ES ﬂ Et'

Kuna X, = U on alamraja-taandumatu, saame, kas X5 C X, voi X, C X,,.

Oletame {ildisust kaotamata, et X, C £, = U. Siis s € Z, mistottu

s<VZ=p.
Defineerime h : F' — 2 seosega h(a) = (a £ p)-toevidrtus. Funktsioon h on

raamide morfism. Toepoolest, funktsioon h siilitab 16pmatud iilemrajad

h\ a)=(Va) £p 2 \(w £p) = \/haz

7 7 7

ning loplikud alamrajad

hand)=(and)£pZ (a £ p)Ad £ p) = h(a) Ah(d)

Vordus (1) kehtib, sest (\,a;) < p <= Vi:a; < p ja vordus (2) kehtib,
sest (aNd') <p <= (a<pvoid <p).
Niitame, et U = Pt(F) \ {h}. Selleks piisab niidata, et Pt(F)\ U =

—
>
—

15



Esmalt paneme téahele, et

gem@ NMaeF:geX,=he,)

< (Va€ F:g(a)=1= h(a) =1).

Toestame sisalduvusseose Pt(F) \ U C {h}. Olgu g € Pt(F)\ U ning olgu
a € F selline, et g(a) = 1. Siis g € X, ja g € U, millest jareldub, et a & Z.

Kuna kehtivad implikatsioonid

a <p = Vg €Pt(F):gd)<gp)
= Vg'GZa/:QEEp
= Xy C X
= de”Z

= a < p,

siis kehtib samavaarsus

ad &7 < d £p.

Jareldame, et h(a) = 1 ning seega g € m

Toestame sisalduvusseose {h} C Pt(F)\ U. Olgu g € {h}. Siis morfismi h

definitsioonist saame, et

16



ge{h} < (VaeF:gla)=1= h(a) =1)
< (Vae€ F:g(a)=1=a<p)
<— (VaeF:geX,=ad7)

— g<¢U.

Oleme toestanud, et koik alamraja-taandumatud lahtised hulgad on kujul

Pt(F) \ {h}. O

2.3.1 Adjunktsioon kategooriate Top ja Loc vahel

Segaduste véltimiseks toome peatiiki siseselt kasutusele uued téhistused. Té-
histame vastavate kategooriate vahelisi funktoreid jargmiselt: {2 : Top — Loc,
QF : Top — Frm ja Pt : Frm — Top. Kui f : F; — F, on raamide morfism,

siis tahistagu f, : F» — F} duaalset morfismi lokaalide kategoorias.

Lause 2.4. Olgu L raam. Siis ¢r, : L — QF(Pt(L)), kus ¢r(a) = S, on

raamide homomorfism ja ¢, on loomulik teisendus APt — Idqc.

Toestus. See, et ¢ on homomorfism jareldub otse > omadustest. Naitame
et ¢, on loomulik teisendus. Selleks vaatame duaalselt loomuliku teisendust
¢ ldrm — QFPt. Olgu f : L — M raamide morfism. Peame niitama, et

diagramm

L — 5 QFPY(L)

f QFPt(f)
@

M —™ 5 QFPY(M)

17



kommuteerub. Selleks arvutame suvalise a € L

QF (Pt(f))(¢r(a)) = QT (PL(f))(Ea) = Pt(f) " (Za) =
={g:F—=2|gfeB}={9]9€Z50}=

= Yja) = O f(a). —~

Lause 2.5. Olgu X topoloogiline ruum ja olgu kujutus \x : X — Pt(Q2(X))
defineeritud kui Ax(z) = I, kus I, : Q(X) — 2 on

, relU
0, x ¢ U.
Siis kehtivad vdited
1. A\x on pidev
2. X on loomulik teisendus |dro, — Pt€2.

Toestus.

1. Koik lahtised hulgad ruumis PtQ(X) on kujul ¥y, kus U on lahtine
hulk ruumis X. Seega

MNEEvl={reX | LeXy}={reX|L{U)=1}=
={zeX|zeU}=U.
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2. Olgu f: X — Y pidev. Peame néitama, et diagramm

X — 2 PrO(X)

f BPtQ(f)

Y — 2 PrQ(Y)
kommuteerub. Selleks arvutame iga = € X korral

(PHOAN)Ax) (@) = PURUN(L) = LOF(F) 2 1) = Ax S ().

~—

Vorduse (1) pohjendamiseks arvutame iga U € Q(X) korral
IxQF(f)(U) = Iacf_l[U] = If(z)<U)a
kus viimane vordus kehtib, sest

v U] < f(z)eU. O

Definitsioon. Olgu C ja D kategooriad ja F' : C — D ja G : D — C funkto-
rid. Me iitleme, et F' on G vasakpoolne ja G on F' parempoolne kaasfunktor,
kui leiduvad loomulikud teisendused ¢ : FG — Id¢ ja n : ldp — GF, mis

rahuldavad kolmnurksamasusi. Viimane tdhendab, et iga A € C ja B € D
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korral kolmnurgad

F(a) — " paE(A) G(B) — P, GFG(B)
e lEFM) Lo lG(aB)
F(A) G(B)
kommuteeruvad.

Teoreem 2.6. Funktorid Q) ja Pt on kaasfunktorid nii, et Q2 on vasakpoolne ja

Pt on parempoolne kaasfunktor, kus adjuktsiooni ihikuks on A : ldto, — P2

ja kotihikuks ¢, : QPt — Id|oc.

Pt
—
Locz_ 1T ~ Top.
Q

Toestus. Kontrollime kolmnurksamasusi. Olgu h € PtL. Siis
_ ) &)
Pt(¢r)Aper(h) = Pt(or.)(In) = Ingr = h

ja seega Pt(dr.) Apy(z) = Lpy(r)-
Vordus (1) kehtib vastavalt 14bi raamide defineeritud Pt definitsioonile.
Vordus (2) kehtib, sest

VaeL: Ién(a)) = I(Z) = h(a),

kus viimane vordus kehtib, sest h € ¥, <= h(a) = 1.

Niitame, et lokaalide kategoorias kehtib ¢.o(x)2(A x) = lo(x) ehk duaalselt
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raamide kategoorias QF (Ax)pa(x) = lor(x). Olgu U € Q(X) suvaline. Kehtib
1)\ —
0 () (U) = 97 ()(B0) & AF 8] =
={reX|LeXy}={reX|L{U)=1}=
={reX|zeU}=U,

kus (1) tuleb Q definitsioonist. O

Definitsioon. Me iitleme, et raam F' on ruumiline, kui leidub topoloogiline

ruum X nii, et F' on isomorfne raamiga Q(X).

Lause 2.7. Raami F' jaoks on jargmised tingimused samavadrsed
1. F' on ruumiline,
2. ¢ on jarjestust peegeldav,
3. ¢F on pooratav.

Toestus.
(3. = 1.) Kuna ¢ on isomorfism ruumi F' ja Q(Pt(F')) vahel ja Pt(F) on

topoloogiline ruum, siis F' on ruumiline.

(1. = 2.) Niitamaks, et ¢ on jérjestust peegeldav valime tihe X nii, et
F = Q(X). Naitame, et ¢o(x) on jéirjestust peegeldav. Kolmnurksamasustest

Saalne

OF (Ax)oaw) = larx).

Tegu on kahe jérjestust séilitava morfismiga g = Q' (A\x) ja f = ¢q(x). Kuna
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gf = larx), siis
fla) < f(b) = gf(a) <gf(b) = a<b.

ehk f on jarjestust peegeldav. Kuna F = Q(X), siis leidub isomorfism
q : F — Q(X). On teada, et isomorfismid séilitavad jarjestusi. Kuna ¢
on loomulik teisendus, siis kehtib ¢oxyq = Q(Pt(q))¢r. Esitades ¢p teiste
morfismide kaudu saame, et ¢r = Q(Pt(q)) 'do(x)¢ ja kuna koik vorduse

parempoolsed liikkmed peegeldavad jérjestust, peegeldab ka ¢ jérjestust.

(2. = 3.) Paneme téhele, et ¢ on siirjektiivne, sest topoloogilise ruumi
Pt(F') lahtised hulgad ongi parajasti kujul 3, elementide a € F' jaoks.

Morfism ¢ on injektiivne, sest

or(a) = op(b) = ¢r(a) < op(b) < ¢pr(a) = a<b<a = a=0b.
O

Lause 2.8. Morfism \x on homdomorfism parajasti siis, kui topoloogiline

ruum X on kaine.

Toestus.

( < ) Naitame, et Ax on siirjektiivne. Olgu meil antud iiks punkt (h :
Q(X) — 2) € Pt(2(X)). Vaatame hulka W = \/{U € Q(X) | h(U) = 0}.
Paneme tdhele, et h(U) =0 <= U C W ja W on h poolt unikaalselt méaa-
ratud. Naitame, et W on alamraja-taandumatu. Olgu U,V € Q(X) sellised,
et UAV < W. Kuna h siilitab 16plikke alumisi rajasid, siis h(U) A h(V) <
h(W) = 0, millest saame, et h(U) = 0 voi h(V) = 0. Viimasest tuleneb, et

UcCWwvoiVcW. Seega W on alamraja-taandumatu ja kuna X on kaine,
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siis W on kujul X \ {z} mingi unikaalse # € X korral. Paneme tiihele, et iga

lahtise hulga U C X korral kehtivad samavaérsused

L(U)=0 <= 2¢U < € X\U <=

— {2} CX\U <= UcCcX\{z}=W = h(U) =0,

millest saame, et iga h jaoks leidub moni x nii, et [, = h.

Néitame, et Ax on injektiivne. Olgu z,y € X nii, et Ax(x) = Ax(y) ehk
I, = I,. Viimane vordus tdhendab, et VU € Q(X) : (z € U < y € U).
Teame, et omadusest Ty jareldub, et kui x # y, siis iihel neist punktidest
leidub lahtine imbrus, mis teist punkti ei sisalda. Seega = = y.

Néitame, et Ay poordkujutus on pidev. Selleks piisab toestada, et kujutus

Ax on lahtine. Olgu U € Q(X). Siis Ax[U] = {I, | x € U}. Néitame, et
{L|zeU}={h:QX)—=2]|h{U)=1}.

Kuna X on siirjektiivne, siis iga vorduse parempoolsest hulgast périt h korral
leidub z nii, et I, = h. Kuna h(U) = 1, siis [,(U) = 1 ehk x € U. Teistpidi,
kui z € U, siis I,(U) = 1 ja seega I, € {h: Q(X) — 2 | h(U) = 1}. Saime,
et Ax[U] ={h:Q(X)— 2| h(U) =1} = 3y ja me teame, et 3y on lahtine
hulk ruumis Pt(Q(X)).

( = ) Teame lausest 2.3 et iga raami F korral on Pt(F) kaine. Kuna
Ax @ X — PtQ(X), siis eelnimetatud lausest jareldub, et A kujutub kainesse

ruumi ja omakorda Ay homéomorfismiks olemisest saame, et X on kaine. [J

Tahistagu SbTop kategooria Top téielikku alamkategooriat, mille objektideks
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on kained ruumid ja tdhistagu SpLoc kategooria Frm téielikku alamkategoo-

riat, mille objektideks on ruumilised raamid.

Teoreem 2.9. Teorcemis|2.6 olev adjunktsioon ahendub kategooriate ekviva-

lentsiks
Pt
Sploc 7 ~ " SbTop.
Q

kategooriate SpLoc ja SbTop vahel.

Toestus. Toepoolest, funktori Pt kujutis on kategoorias SbTop. Seda néitasi-
me eelmise lause toestuses. [lmselt funktori Q2 kujutis on kategoorias SpLoc.
Uhik ja koiihik ahenduvad loomulikeks teisendusteks ahendatud funktorite

vahel. Eelmise kahe lause pohjal on need loomulikud isomorfismid. O]

2.4 Piirid ja kopiirid lokaalides

Selle alapeatiiki pohitulemuseks on raamide kokorrutiste konstrueerimine.
Liithidalt on juttu ka ménedest teistest (ko)piiridest.

2.4.1 Alg- ja loppobjekt kategoorias Frm

Algobjektiks on 2 = {03, 15}, sest iga raami F' korral leidub tépselt iiks
homomorfism f: 2 — F. Nimelt f(02) = 0p ja f(l2) = 1p.

Loppobjektiks on 1 = {07 = 11}, sest iga raami F' korral leidub tépselt iiks
homomorfism f: F' — 1. Nimelt f(z) = 1;.
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2.4.2 Korrutised kategoorias Frm

Olgu (L;);es mittetiihi raamide slisteem. Me anname otsekorrutisele
182
icJ

jarjestatud hulga struktuuri
(Ti)ics < Wi)iecs & Vi€ T m <y

[lmselt on see punktiviisiliste rajade suhtes raam.

Projektsioonid

pj = (@i)ics = x;) « [ Li = L;

icJ
on raamide homomorfismid ja néeme, et iga raamide homomorfismide siis-
teemi (h; : M — L;j)jes korral leidub tépselt {iks morfism h : M — [[..; L
nii, et Vj € J : pjh = h;. Nimelt h(z) = (h;(2));e.

2.4.3 Vordsustajad kategoorias Frm

Olgu hy, hy : L — M kaks raamide homomorfismi ja
E={z e L|h(x)=hsx)}.

Ilmselt F on alamraam ning sisestusel j : £ — L on omadus, et kui mone
raamide homomorfismi g : N — L korral kehtib h;g = hag, siis leidub téapselt
tiks homomorfism g : N — E nii, et jg = g. Nimelt g(y) = g(y).
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2.4.4 Kokorrutised kategoorias Frm

Tuletame meelde, et F} @ F; = D(F; X F3)/R.

Lause 2.10. Kui Fi, F5 on raamid, siis nende tensorkorrutis Fy ® Fy sup-

voredena on raam.

Toestus. Toestatud artiklis [8] lausena 1. Artiklis on kasutatud teistsugust,

kuid isomorfset tensorkorrutise konstruktsiooni. OJ

Lemma 2.11. Kuit W,V € F| ® F3, suis

WAV =\ (ana)®(bAVY).

a@b<W
a' b <V

Toestus. Defineerime F; ® F, peale binaarse operatsiooni A jargmiselt:

WAVz( \/ a®b>A< \/ a’®b’): \/ (and)e (®AY).

a®@b<W a’' @b <V a®@b<W
a' @b’ <V

Esiteks paneme tahele, et WAW > W.

Naitame, et WAV on V' ja W alumine raja. [lmselt kehtib WAV <V, W,
seega WAV on V. W alumine toke. Olgu C' moni alumine toke paarile V'
ja W. Siis C < CAC < WAV, kuna A on molemas argumendis jarjestust

séilitav. Seega ongi A vore Fy ® Fy alumise raja votmise operatsioon. m

Teoreem 2.12. Kui Fy ja F5 on raamid, siis nende kokorrutis kategoorias
Frm on (F1 @ Fy,u1,19), kus Fy ® Fy on nende raamide tensorkorrutis sup-
vorede kategoorias ning koprojektsioonid v; : F; — F| ® Fy on defineeritud,

kui vi(x) =2®1, 1u(y) =1®y.
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Toestus. Olgu meil raam C' koos raamide homomorfismidega s; : F; — C,
1 =1, 2. Vaatame sellist morfismi 2’ : F; x Fy — C', kus

2'(x,y) = s1(x) A sa(y). Ndeme, et tegu on bimorfismiga, sest

2 <\/a:i,y) =51 (\/ xzy> A sa(y) =

= (\/ 81(%)) Nsa(y) =\ (s1(w:) A sa(y) = \) 2 (i y).

Analoogiliselt saame néidata, et see 2/ on ka paremas muutujas sup-vorede
morfism. Teoreemi[L.3]tottu leidub bimorfismile 2’ vastav sup-vorede morfism

z: F1®F, — C i, et 2(x®y) = 2'(z,y). Iga x € F; korral kehtib vordus
zi1(z) = 2(z ®@ 1) = s1(x) Asa(l) = s1(z) A1 = s1(x).

Seega zt; = s ning analoogiliselt zio = ss.
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Néitame, et z on raamide homomorfism:

Zwmzz( VETITRY c®d>=z V @roeona |-

a@b<W c®d<V a@b<W

c®d<V

=\ z@arnc@®rd) =\ silahc)As(brd) =
— \/ s1(a) A s1(c) A sa(b) A sa(d) =

a@b<W

cRd<V
= \/ (s1(a) A sa(b)) A \/ (s1(c) A s2(d)) =

a@b<W c®d<V
=\ Glaeb)Arzbac) =

a®b<W

c®d<V
- \/ z(a ®b) A \/ zlc@d) = 2(W) A 2(V).

Viimaks néitame, et z on unikaalne. Olgu s : F} ® F5 — C selline, et s; = sq

ja s = su9. Siis iga a € F, b € Fy korral

s(a®b) =s((a@)A(1®b) =s(a®@1)A(1®b) =

= su1(a) A siz(b) = s1(a) A sa(b) = 2'(a,b) = 2(a @ D).

Seega peavad s ja z tensorkorrutise universaalomaduse pohjal kokku langema.

Saime, et (F} ® Fy, z) on kokorrutis. O
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2.4.5 Lokaalide korrutise ja ruumide korrutise vahekord

Kuna funktor Pt on parempoolne kaasfunktor, siis ta séilitab korrutisi. Funk-
tor €2 iildjuhul korrutisi ei séilita. Uurime juhtumeid, kus funktor € sailitab

korrutisi.
Lause 2.13. Kainete ruumide korrutis on kaine.
Téestus. Toestatud raamatus |2, lk. 385]. O

Lause 2.14. Kui X; on kained ruumid ja [ [, 2(X;) on ruumiline lokaal, siis

funktor Q: Loc — Top sdailitab korrutise [ X;.

Toestus. Kuna eelduse pohjal kuulub korrutis [ [, 2(X;) téielikku alamkate-
gooriasse Sploc, siis on see ka objektide €2(X;) korrutis selles alamkategoo-
rias.

Lausest saame, et kainete ruumide korrutis on kaine ja teoreemi
pohjal funktor €2 : SbTop — SplLoc on ekvivalentsifunktor ning seega séilitab

korrutisi. O

2.5 Pidevad raamid

Definitsioon. Me iitleme, et osaliselt jarjestatud hulk D on suunatud, kui

Va,b:dc:a < c,b<c, ehk igal kahel elemendil leidub iilemine toke.

Definitsioon. Olgu L osaliselt jarjestatud hulk, kus igal suunatud alamhul-
gal on iilemine raja. Me iitleme, et element a on tunduvalt madalam kui

b ehk a < b, kui iga suunatud alamhulga D C L korral kehtib

b<supD = 3dde D :a<d.
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Lause 2.15. Vorede kontekstis saab viimase definitsiooni imberformuleerida

kugule: a on tunduvalt madalam kui b, kui iga alamhulga A korral kehtib
b<\/ A= 3(loplik F C A):a<\/ F.

Toestus. Olgu a tunduvalt madalam kui b osaliselt jérjestatud hulga mottes.
Vaatame hulka D = {\/ F | F C A on loplik}. Hulk D on suunatud ning
\VV A =\/D. Saame, et

b<\/A=b<supD=3deD:a<d=3I(oplik FCA):a<\/F
Néitame teistpidist jareldumist. Ilmselt kehtib
b<supD <« b<\/D=3I(oplik FCD):a<\/F

Paneme téahele, et suundatud hulgas D leidub igal 1oplikul alamhulgal F

hulka D kuuluv iilemine toke d. Seega
J(eplik FC D):a<\/F=3deD:a<\/D<d O
Definitsioon. Raam L on pidev, kui iga a € L korral kehtib

a=\/{z |z <a}.
Definitsioon. Topoloogiline ruum X on lokaalselt kompaktne kui iga punkti
x € X lmbrus sisaldab kompaktset punkti x iimbrust.

Lause 2.16. Kui X on lokaalselt kompaktne topoloogiline ruum, siis raam
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Q(X) on pidev.

Toestus. Olgu U C X lahtine hulk ning x € U. Lokaalse kompaktsuse tottu
leidub kompaktne hulk K ja lahtine hulk V, nii, et z € V, ¢ K C U. Siis
K kompaktsuse tottu leidub igal hulga U lahtisel kattel A loplik hulka V,

kattev alamkate F' C A. Pannes viimase lause vorede keelde saame, et
Uc\/A=3I(plik Fc A):V, c\/F

ehk V, < U ja seega on Q(X) pidev, sest U = | J{V, | z € U}. O

Jargnevas arvutame lokaalide F, F5 korrutise F} ® F» punktidega. Kasutades

raamide kokorrutise universaalomadust, saame bijektsiooni punktide
h: Fi®F —2
ja punktipaaride
h13F1—>2, ho : Fy — 2

vahel. Paarile hy, hy vastavat punkti h tahistame kui (hy, he). Siis h(a ®b) =
h1 (CL) VAN hg(b) ning hz = hLi.

Lause 2.17 (|3, k. 716]). Olgu F\ ja F5 ruumilised lokaalid nii, et Fy on

pidev. Siis lokaalide korrutis Fy X Fy on ruumiline.

Toestus. Kuna ¢p gpr, on alati siirjektiivne, siis selle pooratavuse toesta-
miseks piisab naidata, et ¢p,or, on jarjestust peegeldav.

Olgu W, W' € F} ®@ F; sellised, et ¢per(W) < é¢rer(W’'). Niitame, et
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W < W' Kuna

W = \/ a®b ja W' = \/ a®b,
a@b<W a@b<W’

piisab, kui toestame, et a @b < W = a®@b < W',

Suvalise elemendi b’ € Fy jaoks defineerime

ay = \/{a' el |deb <W}
ning iga punkti g € ¥, korral defineerime

a, = \/{ab/ |V € Fy,g € Xy}

Olgu h € Y.gp = drer(a ® b) suvaline. llmselt h € YX,g, C Ty C Sy

Kuna

1:h(W’):h( \/ a’®b’>= \/ Kb,

o' QY <W' /@Y <W'
siis peab leiduma a” € F; ja b’ € Fy nii, et a” @ V" < W' ja h(a" ®@1") = 1.
Kuna h(a” @ b") = hy(a”) A he(b"), siis ka hi(a”) = hyo(b”) = 1. Kehtivad

kuuluvused
= {a’ e F; | a et < W’} ja Qpr € {ab/ | b e Fg,hg € Eb/}.

Seega hi(ap,) > hi(ay) > hi(a”) =1 ehk hy € Yan, -
Olgu g € ¥, suvaline. Néitame, et ¢p (a) < ¢, (ay).
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Selleks votame suvalise k € ¥,. Kasutades eelnevat arutelu, vottes h = (k, g),
saame, et k € X, .

Lokaal Fy on ruumiline, mistottu lause 2.7/ pohjal on ¢, jérjestust peegeldav.
Seega kehtib a < a,.

Olgu o' suvaline Fj element nii, et ¢/ < a. Kuna a < ag, siis on ¢’ < a,.
Veendume, et hulk {ay | ' € Fy,g € ¥y} on suunatud. Selleks paneme
tahele, et kui meil mainitud hulgas on ay,ay, siis sellest, et g € Xy ja

g € Yy jareldub, et g € Xy . Ndeme, et kehtib sisalduvusseos
{deF |dob<W}c{deF|dalAb)<W}

ja seega ay < ayppr. Analoogselt saame, et ay < aynpr. Niilid, kus meil
on suunatud hulk raamis F}, saame tunduvalt madalama seosest, et leidub
b e Fynii,et d <ay, g€ Xy jad b <W'.

Oleme niidanud, et kui o’ < a, siis iga g € % korral leidub ) € F; nii, et
g € Xy, jad @b < W'

Niitame, et ¢r,(b) < ¢r,(V ey, V). Olgu ¢’ € %y Siis
(o)
geEDY

Lokaali F, ruumilisusest saame, et b <'\/ . Seega kehtib

/
geD bg

dRb<a® \/ b, = \/(a’@b/g)SW'.

geESY gEeSY
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Kuna F} on pidev, siis a = \/ a’. Lopuks saamegi otsitava vorratuse

a’'<Ka
a®b=\,,a @b<W. O

Olgu LCSobTop lokaalselt kompaktsete kainete ruumide kategooria.
Teoreem 2.18. Funktor €2 : LCSobTop — Loc sdilitab korrutisi.

Toestus. Esiteks kasutame teadmist, et lokaalselt kompaktsete ruumide kor-
rutis on lokaalselt kompaktne ning lause pohjal on kainete ruumide kor-
rutis kaine. Seega langevad korrutised kategooriates Top ja LCSobTop kokku.
Olgu X; ja X, lokaalselt kompaktsed kained ruumid. Lausest saame, et
Q(X1) x Q(X>) on ruumiline. Jireldame lausest 2.14] et 2 siilitab korruti-
si. 0
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3 Lokaalilised rihmad

Selle peatiiki eesmérk on tutvustada iiht néidet, kus saab rakendada teo-
reemi [2.18] Peatiiki iildisemad véited on elementaarsed tulemused kategoo-

riateoreetilises universaalalgebras |1] ja me jatame need pohjendamata.

3.1 Lokaaliline riithm
Olgu kategooria C 1oplike korrutistega. Siis riithma objekt ehk sisemine
rithm kategoorias C, on objekt G koos morfismidega

e:1—-G

(=)' G—=a
m:GxG—G
nii, et kehtib (diagrammi kommuteeruvuse maottes)

1. assotsiatiivsus
lgxm

GxGEGx(GE — GxG

mx lcl lm

GxG — G
2. lhikuga korrutamise reegel

lgXxe exlg

Gx1 =" Gxd I1xG — GxG

xg” xg”
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3. poordelemendi reegel

><1G

g U G @ ¢ R g a
| lm l [
] ——M— l ——— G,

kus A : G — G x G on diagonaalne morfism.

Defineerime kategooria C sisemiste rithmade kategooria Gr(C) kui kategooria,
kus objektid on sisemised rithmad. Morfismid kategoorias Gr(C) defineerime
jirgnevalt. Olgu (G,m,e, (—)7!) ja (G',m/ ¢/, (—)~!) kaks objekti kategoo-
rias Gr(C). Siis nende objektide vaheline morfism on kategooria C morfism

f: G — G’ nii, et jairgmine diagramm kommuteerub:

GxG - o <o

GﬁG/

Lokaaliline riihm on sisemine riihm lokaalide kategoorias.
Olgu C ja D korrutisetega kategooriad ja olgu F': C — D korrutisi sailitav

funktor. Korrutiste séilitamine annab meile kanoonilise isomorfismi
m: F(A) x F(B) — F(A x B).

Kui (G, m, e, (—)"1) on rithm kategoorias C, on
(F(G), F(m)m, F(e), F((=)™"))

rithm kategoorias D.
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Teoreem 3.1. Kui (G,m,e,(—)"") on rihm kategoorias LCSobTop, siis
(G), Q(m)7,Q(e), 2((=)"1)) on rikm kategoorias Loc. See vastavus tekitab
funktori

Q': Gr(LCSobTop) — Gr(Loc),

mis kujutab topoloogiliste rihmade morfismi f: G — G’ lokaaliliste rihmade

morfismiks Q(f): Q(G) — QG").

Toestus. Rakendame teoreemi[2.18. Muu tuleb iildistest faktidest voi otsesest

kontrollimisest. O
Naited lokaalilistest riihmadest.

o (Q(R),2(+)r)

e (@) iga diskreetse topoloogiaga rithma G korral.

e (L) iga Lie rithma L korral.

Iga lokaaliline rithm ei ole teoreemi abil konstrueeritaval kujul |3} lk. 549].
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