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Cinleitung.

,,Qie Geometrie handelt von den Gebilden ded Raumes”

Der Bequiff der Ausdehuung und des Ausgedehuten, des Raumes,
entjteht in ung durc) Betegung.

A Grwadhen wir pldklich in vollfommener Finfternih, und Eonunen ung nicht befin-
nen, wo wit ung befinden, fo taften wir umber, d. h. wir machen Bewegungen nad) al-
len Seiten, um ung 3u fiberseugen, ob wir aum um uns haben. — Wie der, im
Finftern erwachende Grwachfene abfichtlich und mit Veronfifein umber tappt, da die Bor-
ftellung Des Raumes fchon in ihm b, und ev fich blop {iberjeugen will, in wie weit
biefelbe Bier verwirtlicht ift — fo bewegt das neugeborene Kind feine Gliedmagen abfichts-
{08 und unbewuft, getrieben durch einen inmeren Naturdrang, ober auch in Folge einec
duferen Beranlaffung, und entwidelt exft fo in fich ben BVegriff des Raumes, bent e
bann, fobald es jum Bewuptfein ewadt, fhon in fich vorfindet.

S Raume ijt- nady allen Ridtungen Bewegung  mdglidh: , Der
Raum ift das Alljeitig Ausgedehnte.” — Die Ausdehnungen des
Rawmes find endlog, grengenlod. — , Dev Raum ift unendlid.” —
Sm unendlidhen Raume. gicbt 8 endliche, Dbegrente Raume, die wiv Kor-
per nennen. — Der Kovper ift, als Theil des Raumes, alljeitig audgedehnt,
dod) geben wir ihm al§ fenngeichnendes Merfual drei Dimenfionen (Ad-
weffungen), indem die Erftrecung des Kovpers in jedev beliebigen Richtung
auf die drei Dimeniionen juviicgefiihrt, oder ald aus ihnen Fujavumenge-
fept, betrachtet werden famn.

Qn der einen Gcfe eines Simmers am Fupboben fist ein BVogel; eine Kake {pringt
fingu, — ber Bogel fliegt Hinauf in die gegeniiberliegende Gcfe, und feft fich oben auf
ben Sims eines Pheilers. Die Kape fdhleicht ihm nach — guerft ings der einen Wand
porwarts, dann lings der aweiten Wand feitwdrts, endlich an dem Pfeiler hinauf
in bie Hohe. — Die Kage Hat eine dreifache Bewegung gemacht, vorwdrts, feitwarts, in
bie Hihe, ober der Linge, der Breite und der Hihe nach. Der Bogel hat nur-eine ein=
fache Bewegung gemacht, doch auch ev ift vouwdrts, feitwdirts und in Ddie Hohe ge-
fommen.

,Der Korper ift die Raumform, welde drei Dimeniio-
wen, Lange, Breite und Hohe (Tiefe, Dide) hat.”
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Nehmen wiv dem Korper die cine Dimenfion, fo gelangen i 3u
feiner Grenge. Die Guenge eines Kovpers heipt Fladye.

,Die Flade ift die Raumform, welde zwei Dimenfio-
nen, Lange und Breite hat.”

Qenfen wir ung die eine Wand eines Jimmers beweglich und riicen fie gegen
bie gegeniibecftehende vor, fo verfthwindet nadh und nach die eine Dimenfion des Jim-
mers; e$ verfehwindet aber in gleichem Maafe dag Jimmer, der Raum, und es bleibt
felieplich nur die Grenge, wo Die beiden Winbde aneinanbderftofien (bie innere Wanbdflache)
itbrig. — Bewegt fich ein Korper in einem begrengten Raume immer in einer beftimmten
Richtung fort, fo gelangt ev enblich gur Grenge. Hier ift nur noch nach el Hauptrich.
tungen Bewegung mbglic) (feitwdrts und aufiwirts), nicht mehr in der urfpriinglichen
britten Richtung (vorwdarts).

Aud) die Flache fann begrengt gedacht mwerden. — Jfre Grenge mu,
al8 foldye, rieder eine Dimenfion weniger haben, als die Flache felbft. Die
Orenge einer Fliche nennen wir Linie.

»Die Linie ijft die Raumform, welde blof eine Dimen-
fion, die Qdange, hat" : ]

Die Crenge ciner Linie heift Punft. — A8 Grenge der Linie mup
dev Puntt wiederum eine Dimenfion weniger haben als die Linie.

o Der Punft ift die Raumform, welde feine Dimen-
fion hat.” ;

- Dieje viev Raumformen bilden den Gegenjtand fiir die Betradytun-
gen dev Geometrie, und 3war hat die Geometrie an ihnen u betradyten:

1) Die Gudpe dev Ausdehnung, oder Fury — die Grife.

2) Die Art der Ausdehnung, oder die Form. '

ool nad) Grofe als nad Borm fanu eine Raumform durdy
andere, einfacjeve, Deftimmt fein.  Man nennt die lefteren die
Clemente dev evjteren, und 8 hat die Geometrie daher noch 3u
Detrachten:: ;

3) Die Abhangigteit von den Clementen.

4) Die Lage. ithi

Da die cinfadjeren Raumformen den sujammengefepteren offenbar
al Glemente dienen, fo hat man den Anfang mit der einfachjten Foum,
dem Punfte, su maden. :

1. Welcher Unterfchied jwifchen Der phyfifchen und mathematifehen Auffaffung der
Raumgrdfen?

2. ann eine Flache, eine Lnie, ein Puntt fite fich beftehen?

3. Wie miiffen die Kdrper befchaffen -fein, die gur Verfinnlichung einer Flache,
einer Linie, eined Punftes dienen Fonnen?

4. Wag find die Theile eines Kdrpers, einer Flache, einer Linie, eine8 Punttes?

5. Rann ein Korper jum Theil von einer Line, von einem Puntte begrenzt
werden ?
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Crger Abfdnitt.
Bom Puntte.

Da der Punit die einfachite Rawmform ijt, fo fann er durd) nidts
Cinfadyered Deftinmt werden, d. ). der Puntt hat feine Clemente, e
ift durd) ficy felbjt bejtimmt. — Da ferner det Punft feine Ausbehnung
bat, fo Dat ev toeder Grofe nod) Gejtalt: Alle Puntte find jowohl
der Grofe, als der Form nad) gleid); (jie find gleid) und dhn-
lid)) 0. h. congruent (jid) deckend). :

Bweiter Abfdynitt
Vou der Linie.

Cap. L

Die allgemeinen Cigenfdyoften der Linie; Claffification und Abhingigheit
von den Elementen.

Durd) Beregung entfteht in und der Beguiff der Ausdehnung:
,Durd) die Bewegung eined Punftes entjteht die Linie”

Fingt ein Punft an fich anf cinen andeven Puntt hin ju berwegen
(hat dazu gleichjam die Abficht), fo fagt man von ihm, er hat oder nimmt
cine Midtung. — Fiihet dev Punft die Bewegung fo aus, daf ev fort
und fort auf denjelben Puntt hinftredt, fo entjteht eine, vor allen anderen
audgeseicynete Linie, man nennt fie die gerade Linie, und wiv erhalten
als die erjte Gigenfdhaft der gevaden Linie: Die gerade Linie ift Aus-
prud der Ridytung. — Alle anderen Linien heifen frumme Linien.
— Die frmumen Linien theilt man ein in jtetig gefriimmte und ge-
brodene; gefdloffene und offene; Linien cinfader und doppelter
Keitmumung.

TWie muf ein Puntt fich bewegen, um eine jebe der angefithrten Arten von Frum-
men Linien gu befchreiben?

Dentt man fid) mehrere Punfte in eincem Punfte vereinigt, fo fon-
nen fie im Allgemeinen auf verjdjiedene Weije au demfelben jrveiten Punfte
gelangen. — , 3wijden jwei Punften find unzahlig viele Li-
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nien moglid).” — Bewegen fid) aber alle Punfte fo, dap fie ftets auf
denfelben rociten Puntt hinfteeben, jo befchreiben fie alle diefelbe Linie. —
p3wifden ywei Puunften ift nur cine gevade Linie moglid.”
— Da Ddie gevade Linie, unter allen Linien gwijdhen zwei Puntten, allein
bejtimmt ift, jo fann fie aud) allein al8 Yusdruct der Cntfernung gebraudyt
erden. — A8 iweite Cigenjdhaft der geraden Linie erhalten wir daber:
»Die gerade Linie ift Ausdrud der Cntfernung” Sowohl al8
Ausdrud der NRidhtung, wie audy als Ausdeuct der Cntfernung, ift eine ge-
rade Linie durd) et Punfte beftinnut. |, Die Clemente einer gera-
den Linie jind jwei Puntte”

1. Grundfap. , Durd) und jwifden jwei Punften ift nur
eine gerabde Linie moglid.” )

Sapt man die gevade Linie al8 Cntfernung auf, fo find die fie
beftinmmenbden Puntte jugleich ihre Cudpunfte; fat man fie als Ridytung
auf, fo mup man fie als unbegrenst, odev fiber die, fie bejtimmenden Puntte
unendlidh) evtveitert fich vorjtellen.

2. Jovderung. ,Cin Jeder mup jwifden und duvd jloei
Puntte eine gevade Linie fid) denfen und zichen fonnen”

Jiie die geichnende Geometrie wird Biermit die BVenupung eines Lneales vorausdgefest.

Cap. IL
Die Grifie

§ 1. Grogen und Grdjen: BVerhaltniffe der Linien im Allgeneinen.,
3. Definition. Linien find gleidy grof, wenn fie, bei gemeinfdaftli-
den Endpuntten, in ihrer gamgen Ausdehnung fid) decken.

4. Lehriap. ,Gcrade Linien mit gemeinjdaftlidhen End-
punften find gleid).”

Bew. folgt aus 1 und 3.

5. Aufgabe. ,Auf.ciner unbegrenzten Linie XY ift ein Puntt
A gegeben.  Man foll vou diejem Punfte aus ein Stii von der wnbe-
grengten gevaden Linie abjdueiden, weldjes ciner gegebenen begrengten geva-
den Linie CD gleid) ift.” [Fig. 1]

Lojung. Dan denfe fich die begrengte Linie OD beroeglid) und fo
auf die Linie XY getvagen, daf dev eine Cndpuntt (C) mit dem gegebe-
nen Punfte A zufanmmenfillt.  Dev Punft (B) der Linie XY, auf toel-
dhen der reite Cudpuntt (D) der begrengten Linie fallt, mwdre dann der
gtoeite Cndpunft des, der Linie CD gleidgen Stiickes der Linie XY, —
Sind aber die Linien nidht ideale (mathematijdye) Linien, obev aud) durdy
nid)t beweglicdye Kovper, fondern duvdy unbeegliche Stridye (1wie in der 3eidh-
uenden. Geometrie) verfinnlidyt, jo mup man cine dritte betvegliche Linie 3u
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Hilfe nehmen. — Da aber eine gevade Linie durd) ihre Cndpunfte voll-
fommen Dbeftimmt ijt, fo Dedient man fich bieryu Dequenter eine§ Inftru-
mentes, eldjes fo eingevidtet ift, dap man Fwei Punfte in jede beliebige
Gntfernung von einanber bringen, und jie dann fo fejtjepen famd, daf fie
diefe ihre gegenfeitige Entfernung nidyt dndern fonnen. — Diejes Injtru-
ment nennt man einen Jivfel. — Mit Hilfe diefes Inftrumentes toird die
Aufgabe nun aljo geldjt:

Man dect mit den Jirfelipisen die Endpunfte der Linie CD (d. .
man nimmt CD in den Jivfel), fept dann die eine Spige in den Puntt
A und bejeichnet den Punft dev Linie XY, auf relden die jiocite Spife
trifft.  3Jjt diejer B, fo ift AB==CD, denn ¢§ find dic Linien CD und
AB beide der, durd) die ivfelfpifen bejtimmten Yinie gleid). — Hierbet
mup man folgenden Sap unmittelbar al§ wahr anerfennen:

6. Grundjap. ,Wenn zwei Grifen ciner dritten gleid
find, fo find fie untev cinander gleid.”

7. Crfldarung. Ninmt man auf einer unbegrengten Linie einen
beliebigen Punft, fo Fanm man von Ddiefem Punfte aus auf dev Linie in
atoci entgegengefepten Ridhtungen fortidreiten. — Diejen Gegenfap in der
Ridhtung dritft man durd) die Wdjectiva pofitiv und negativ aus.
Weldpe Ricdhtung man al die pofitive wablt, ijt an fid) gleichgiltig.

8. Crflarung. Denft man fid) zwei begrengte gerade Liaien fo
jujanmmengefet, dap fie den ecinen Cndpunft gemein haben, bdie nidyt ge-
weinjdaftlichen Cndpunfte aber mit dem gemeinjdaftlichen in gevader Linie
liegen, fo ijt durd) die nicht gemeinjdhaftlichen Cndpunfte eine dritte gervade
Linie gegeben. — Diefe dritte Linie heipt die Summe der beiden erjtern,
fobald fie den gemeinjdhaftlichen Punft jwijdhen ihren Endpuntten hat. Die
jur Summe vereinigten Linien heipen Summanden. — Jwei Linien aber
jur Summe veveinigen bheit fie addiven. — Die dritte Linie heipt die
Differeny der beiden erjteren, fobald fie den gemeinjdyaftlichen Puntt nidt
awifden ihren Cndpunften hat. — 3u roei Linien die Differeny confteui-
ren, Deift fie jubtvahiven.

Liegen bdie drei Punfte A, B, C in gevader Linie und ift B der
geineinjdyaftliche Punft, jo ift AC in der Lage Fig. 2 die Sunnme, in dev
Lage Jig. 3 die Differeny der Linien AB und BC, und wir jdyreiben im
etfteren Falle AC=AB 4 BC, im leteren AC=AB—BC.

9. Wufgabe. €8 foll cine Linie conjtruivt werden, die gleid) dev
@umme jtoeier gegebenen Linien ift. [Fig. 4 a.]

Lojung. €8 feien AB und CD bdie beiden gegebenen Linien. —
Man nehme cine dritte, unbegrenzte Linie XY und darauf den Anfangs-
punft E. Bon E aus {dneide man nun EF = AB und von F aus,
in derfelben Ridhtung, FG = CD ab (f. 5.), fo it EG, die Summe
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ber Linien EF mnd EG (f. 8.), aud) gleih der Summe der Linien
AB und CD:
EG = AB 4 CD,

mdent tir ummittelbar al8 rahr anerfennen den Sap:

10.  Grundfap. ,Gleides zu Gleidem addirt gieht
Sleidyes. '

€8 unterliegt feinem Jroeifel, dap wiv eine Linie von gleicher Qinge
erthalten, wenn wiv vom Anfangspuntte B aus suerft EF = CD und
dann bon F au FG = A B abjdyneiden. [&ig. 4b.]

11. Grundjas. ,Die Reihenfolge der Summanden hat
auf die Grife der Summe feinen Cinflup.”

12. Aufgabe. €8 foll eine gerade Linie conftruirt werden, die
gleic) der Diffeveny jtocier gegebenen geraden Linien ift. [&ig. 5.]

Lojung. Sind die gegebenen Linien durd) AB und CD perfinn-
licht, o nehme man die unbegrengte Gerade XY und {dyneide von dem
beliebigen Anfangspuntte E aus das Stiit EF — AB und von F aus
i entgegengefepter Ridtung das Stit FG — CD ab, fo ift EG,
die Differeny der Linien EF und F G, aud) gleid) dev Differeny der Li-
nien AB und CD. Denn:

13. Grundjap. ,Gleides von Gleidhem fubtrahirt gieht
Gleidyes.

Sierbei founen drei Fille eintreten:

1) Der Punft G fillt vom Anfangspunfte B aus in die urfpriing-
lihe NRidtung (Dier nady redhts); damn it CD < AB und bdie
Differeny ift pofitiv.

2) Der Punft G fillt auf den Anfangspuntt E; algdann ift CD =
AB und ihre Diffeveny ift null. -

3) Der Punft G fillt vom Anfangspuntt B in die entgegengeiefte
Ridhtung (hier nad) linfs); alddann it CD > AB und ihre Dif-
fereny ift negativ.

DOrei Linien, a, b, ¢ find gegeben, es foll eine vierte x conftruict werden, und jwar:

1) x=a+(b+c)
2) x=a+(b—¢)
3) x=a—(b+4e¢)
4) x=a—(b—c)

Anmerfung. Die Anufgaben 5, 9, 12, fo wie die Aufgaben des Uebungsftof-
fes, haben bie Schiiler in fauberer Seichnung auszufithren und gugleich -eine Befchreibung
Des Berfahrens ju geben. Wie nothwendig das Leptere ift, wird man fogleich davaus
ecfennen, daf bei weitem die Mehrzahl der Schitler anfangs gang ungeniigende Befdyrei-
bungen fiefern wahrend man e Doch nicht in Abrede ftellen fann, dap dag Vermdgen,
in flaven Worten Rechenfchaft iiber fein Thun abyulegen, erft dag volfommene Berftand-
nif documentitt. — Ginen befondern Werth gewinnt die Lojung diefer Aufgaben fiir den
Sdiiler nod) daburch, daf fie ihm die algebraifche Abbition und Subtraction veranfehau-
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licht. 3n den Aufgaben 2 und 4 des Uebungsftoffes hat man bdie Linfe ¢ aud) grdfer
afé b ju nehmen , um aucy die Addition und Subtraction negativer Linien evkldven 3u
fonnen, wobei bie Definitionen dahin gu evweitern find: , Gine Linie ju einer andern ab-
diren Beift, fie in ihrer Richtung antragen; — eine Linie von einer andern fubtvabiven
Beift, fie in ber Richtung anfefen, die ber ihrigen entgegengefept ift.” — Ueberhaupt laffe
man bdie Aufgaben auf jwei Arten [Bfen: juerft an zwei unbegrensten Linien, inbem man
pen in Klammern gefchloffenen Ausdruct befonders conftruirt; darnach an einer unbe-
grengten, inbem man Die Linien nach einander jur Confiruction verwendet. Dadurd) wird
die f.g. Ldfung Der Klammer veranfdhaulicht.

14. Grundfap. ,Bei gemeinjdaftliden Endpunften ift
die gerade Linie unter allen die Fivjefte.”

15. Lehriap. ,Bon jwei einmal gebrodenen Linien mit
gemeinfdaftliden Cndpuntten ijt die umjdloffene fjtets flei-
ner al§ die umjdyliepende.”

1. Fall. Der mittlere Punft (D) Dder umidhloffencn Linie (ADC
liegt auf dev umjchlicenden (ABC). [Fig. 6.1

Bew.  Hier haben die beiden gebrodyenen Linien (ABC und ADC)
dag Stii D C gemein.  Von dem nidht gemeindaftlichen ift aber das
Ctisk ABD, der umjdliependen Linie, groper al8 dag Stid AD ber
umjdloffenen (14.). Mithin ift aud) die gange wmjchliefende Linie groper
al§ die umjdlofjene.

ABD > AD (f. 14.)
B GE )

ABD +DC> AD + DO
b. b. ABC> ADC.

2. Jall. Der mittlere Punft der umjdloffenen Linie liegt nicht auf
der umjdylicenden. [Jig. 7.1
-Berw.  Weil hier die beiden gebrochenen Linien (ABC und AD O)
fein Stii gemein haben, fo lajfen fie fidhy aud)y nicht unmittelbar mit ein-
ander vergleichen.  Man muf daber eine Ddritte Linie juchen, mit reldyer
fidy beide vergleichen laffen.  Dieje Ddritte Linie erhdlt man, wenn man
den einen Theil der umjchloffenen verlangert, bi§ die Verlangerung die um-
{chlieende Linie (in dem Puufte E) trifit. Alsdann hat man 3wijden
den beiden Cndpunffen A und C drei gebrodyene Linien: ABC, AEC
und ADC, und 8 ift nach) dem vovigen Falle:
ABC > AEC
AEC> ADC
um fo mehr ABC > ADC.
16. Lebhriab. Von jwei mehrmald gebrodhenen - Linien einfacher
Keitmmung ijt die umjdlofjene firzer als die umjdliefende.

PBew. It ABCDE bdie umjdliefende, AFGE die umjdloffenc,
mehrmal§ gebrodhene Linie, jo verlangere man die eingelnen Theile der um-
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fyloffenen Linie, bis die Verlangerungen die umjchliefende treffen (in den
Punften H und J); alsdann ijt:
ABCDE - AHDE { Beide haben HDE gemein und

ABCH > AH (. 14)

Beide haben AF und JE gemein

AHDE > AFJE { ud FHDJ > FJ (f. 14.).

ABCDE > AFJE

AFJE ~ AFGE{@“ haben AF G gemein und

GJE> GE (j. 14.).

ABCDE > AFGE.

17. ehrfap. Mnter allen Linien cinfadyer Krimmung  3wijden
Denfelben Gudpunften ijt die umidhlofiene die Fitvgefte.”

Ber. Ijt ABC die wmjdyloffene Linie und nicht fitrger al$ die fie
umjchlieenden, fo mup unter den lepteven doch eine fein, tvelche die Fiir-
sefte, aljo aud) fiiger al8 ABC oder ihr hichjtens gleich, ift. — G8 fei
nun ADC bdiefe firgefte Qinie, fo fann man auf ihr immer atvei Punfte
(H und J) o wiblen, dap die gerade Linie (HJ) awifdhen denjelben, die
Linie ABC nidyt jdhneidet. — Dann ift aber HJ als gevade Linie Fiir-
sev als HDJ, mithin audy AHJIC firger al8 ADC, und umfjdliept
sugleidy ABC. Aljo fann ADC nidht die fiirsefte fein, fondern alle wm-
jdhlicfenden Linien find langer als ABC. ;

Bemertung. Wird die eine von 3tvei Frwmmen Linien, mit gemein-
fhaftlichen Cndpunften, nidht von der anderen wmidylofien, fo lapt ficdh) diber
ihr Grdpenverhiltnip aud) nidts Bejtimmtes fagen. Nur iber dag Grp-
penverbiltnip ibree Theile laft fid) nody folgender Sap aufjtellen:

18. Lehriag. , Wenn jwei einmal gebrodene Linien mit
gemeinjdaftlidgen Cudpuntten fid fdhueiden, fo find die fidy
fdneidenden Theile gufammen grofer, als die fid) nidt
fdhneidenden Theile.” [Fig. 10.]

Bew. Sdneiden jid) die gebrodjenen Linien ABC und ADC in
E, fo rerden die fidh fdhueidenden Theile in je goei Theile zerlegt und 8
find nun die beiden Theile AE und BE jufammen gréfer als A B, die
Zheile DE und CE jujammen grdfier als D C. Bolglidy find die vier -
Zheile, d.h. die beiden fidy fchneidenden Theile AD und BC ujammen
guoer alg die fid) nid)t jdhneidenden AB und D C.

AE+EB>AB}(]. 14.)
DE +EC>DC Je

(AE + DE) + (EB+EC)> AB + DG,
. . AD 4 BC> AB -+ DC.










§ 2. Dic Anusmeffung und das Werhaltnif gevader Linien.

it fidh) eine Linie mehrmal8 von einer anderen Linie abjdmeiden, fo
~ dap fein Reft bleibt, fo heipt fie ein Maaf dev andeven, — letere ein
Vielfadyes der erjteren. — Die 3ahl aber, welde angiebt, wie oft das
Maap in der vorgelegten Linie enthalten ift, Dheipt die Maafzahl Ddiejer
Linie.

3ft 3 B. die Linie CD vier Mal in ber Linie AB enthalten, o ift AB das Bier -
fache der Linie CD und man {dhreibt AB=4.CD, ober auch %—g=4, b. h. AB gemef-
fen Durd) CD giebt 4.

Qift die grofiere bon el geraden Linien, durd) die fleinere geme-
fen, cinen Mejt, fo ift eine dritte Linie denfbar, weldye zugleich ein Maap
beider Cinien ift. Diefe dritte Linie heift dag gemeinjdaftlide Maap
beider Qinien. — Das Verbiltni der Maafzahlen beftimmt dann ugleidh
bag Grdpenverhiltnif der beiden Linien.

19. Grundjap. ,3mwei Linien verhalten jid) gu einander
wie ihre Maapzahlen”

Begeidynen wiv dag gemeindaftliche Maaf der beiden Linien a und
b durd) m, und find o und B Ddie vefpectiven Maapzablen, jo ijt:

a0, T
bh=1p.m
a:b=a.m:f. m=ua:f

(Belefen: Die Linie a verhilt fid) gur Linie b, wie a ju {.)

St aber b= 8. m, fo ift m der Bte Theil der Limie b; — ift
nun jugleid) a = o . m, jo fann wan jagen: der Bte Theil der Linie b
giebt amal gefest (addirt) die Linie a, twas man alfo in Beidyen ausdriidt:

o
a g ah

I teiteren Sinne nennt man nun aud) den Brud) % Maapzabl
ber Linie a, indem man b al8 Maafeinbeit jept.

n diefem Sinne fagen wic 3. B. eine Linie ift 3/s 3oll lang.

20. Aufgabe. €8 foll das gemeinjdaftlihe Maaf veier Linien
ermittelt werben. [Hig. 11.]

gojung. Sind AB und CD bdie gegebenen Linien, fo jdneidet
man die feinere (CD) fo oft al8 mogliy von der gropeven (AB) ab,
den Meft (EB) cbenfalls fo oft als mdglich von der Hleineren (CD), den
abermaligen Meft von Ddem vorigen u. f. f., den jedesmaligen NRejt o oft
alg mdglid) von dem vorhergehenden, bis fein Rejt bleibt. Der lepte Reft
ift dann das gemeinjhaftliche Maap beider Linien:

2
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AB=2.CD -}-EB
CD=2.EB+4 FD
. EB=2.FD. ‘

Die Maapzahlen der Linien (AB und CD) hat man nun nid)t
durd) eine neue Mefjung 3u evmitteln, fondern fie cvgeben fidy duvdy NRech-
nung aus den Gleichungen, welde die Nefultate dev jedesmaligen Mefjung
ausdviifen.  3u dem Jiwede beginnt man mit dev leften Gleichung und
bejtimmt, aujiwdrts gehend, dag Verhiltnip der einelnen Linien ju dem ge-
meinjdaftlidhen Maage (FD) tvie folgt:

EB =2FD ,

CD=2.EB+FD=4FD -+ FD = 5.FD.

AB=2.CD+EB=2.5FD 4+ 2FD =12.FD

AB:CD=12:5 (0. b AB vethilt fih 3u CD, wie 12 3 5), ober
.. AB=1/.CD (b b der 5fe Theil von CD giebt 12mal gejest
die Linie AB).

Wenn nun aud) eine jede, in obiger Weife audgefiihrte Mejfung in
Wirklichfeit ftets ein Cnde crrcichen wird, indem der Neft, wenn ja ciner
bleibt, jdhlieplicy o Flein rird, dap ev nidht mehr aufgefapt rerden fann, —
fo ift es dod) Denfbar (und audy theoretijeh nadyweisbar), dap ed Linien
giebt, die fein gemeinfdaftliches Maap Haben. ©oldpe Linien nennt man
incommenjurabel und ihr Verhaltnij irvational, wahrend im entge-
gengefeten Falle die Linien commenjurabel und ifhr Berhaltnip vatio-
nal beipt. Das Verhéltnip incommenjurabler Linien fann durd) feine De-
jtimmte 3ahl angegeben werden, man fann fic) demfelben aber durdy) Gren-
gen fo teit ndbern, al8 man will ( ober, bei einer Beftimmung duvdy NMej-
jung, fo weit die Mittel e8 erlauben ).

Die Grengen fiir das Berhaltnip inconmenjurabler Linien findet man,
enn man in den Gleidhungen, roeldhe bie Jejultate der Mejfung  aus-
driicenr, den jedesmaligen HRejt guerit = 0, dann gleidy dem Maage fept.

Haben fid) 3. B. fiir die Linien a und b durd) Meffung folgende
Gleidyungen evgeben:

a=2b -+
b=31‘1—|—1‘2
1‘1=2.I‘2+1‘3'

1‘2=3,1'3+1'4

Ao fet man:

I r, = 0 und erhilt & = 2b oper 2 — 9
1

=0

Tl ole

lr,:b . = a—9ob
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J r, = 0 und erhilt { b : ,?:: oder l—?: 1y = 21/,
i e AR gy
s nit ADT I 5oy
A L R )
o e T sy,
e L
95301“0116 fidy fucceffive bié (Sirensc{x ergebeﬁ:
2< % <3 Differeny =1
2'/,‘<%<2'/3 - it ==
2/ < < 2%o ) st
29, <T % < 2y - =Y

@et man nun den cinen ber beiden lepten Grengroerthe, oder nod)
beffer dag arithmetifhe Mittel aus beiden, alg abren Werth ded Verhilt-
nifies, fo begeht man cinen Fehler, der jedenfalls Fleiner ift al8 diec Diffe-
teny Der beiden Grengen (hiev << Yrua ber Linie b).

Cayp. IIL
S WY NI WX
§1. 3Fwei Gerabde.
Fiiv eine gerade Linie ift jede Lage gleidhgiltig, oder bielmehr — bon
der Qage einer geraden Linie fiiv fid), fann iiberhaupt feine NRede fein.
Caffen wic aber zu eciner geraden Linie (A B) eine jtoeite gerade
Qinie, ober, wad daffelbe ift, wei Punfte (C und D) hinguforumen, fo
find folgende drei Lagen mdglidy:
1) Die beiden Punfte (C und D) liegen auf der geraden A B.
2) Der cine Puntt (etwa C) liegt auf der Geraden AB, Dder an-
dbere nicht.

3) Beide Punfte (C und D) liegen auperhalb ber Linie A B.
2-‘
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Liegen erjtend die beiden Punfte C und D auf der Linie AB, fo
folgt aug dem Begriffe der gevaden Linie unmittelbar, dap die, durd) die
Punfte C und D beftimmte gevade Linie in allen ihren Punften mit der
Linie AB ufammenfallt.

21. Grundjap. , Wenn jwei gerade Linien jwei Puntte
gemein haben, fo fallen fie in ihrev gangen Ausbehnung ju-
fammen (f. 1).

Liegt jtveitens [ Fig. 12] der eine Puntt (C) auf der Linie AB, der
gtoeite (D) nidt, fo geht junddhit aus dem erften Falle ummittelbar Hor-
bor, dap alsdann Ddie beiden Linien (AB und CD), aufer dem Punfte
C, feinen Punft mehr gemein haben fonnen. Denn bitten fie nod) einen
groeiten Punft gemein, fo mitpten fie, eben nad) 21, in ihrer gangen Aus-
dehnung ujarmmenfallen, und e fonnte alffo aud) dev Punft D nicht au.
perhalb der Linie AB liegen, was dod) gerade die Borausfepung ift.

Hiermit ijt aber die Lage der Linie CD ju AB nod) nidjt be-
ftimmt. — Um Ddiefe vollends ju evmitteln, miifien rwiv die Linie CD aus
ber erften Lage, in der fie mit AB jujammenfiel, in dieje jtoeite iiberge-
ben laffen, d. . wiv miiflen den einen Punft D aus der Linie A B her-
augviiden, rwdbrend der Punft C fejtbleibt. — Dann aber mitffen {idh, au-
fer C, alle Punfte der Linie CD aus der Linic AB herausbetvegen, und
gar alle in gleidhem Sinne, woraus folgt, dap alle Puntte der Linie CD,
bie mit D nad) derjelben Seite von C aus liegen, aud) nad) bderfelben
@eite hin von AB fid) betvegen, rdbrend die Puntte der Linie CD, bdie
bon C aus nad) der entgegengefepten Seite liegen, fidy aud) nad) der ent-
gegengejepten Seite der Linie AB Din bewegen. Darnady roerden die Theile

der einen Linie { gg } bon C aus nady verjdhyiedenen Seiten der anderen
{ég} gu liegen fommen; d. h. die beiden Linien rverden fic) fdhneiden.

— Wir erhalten daber den folgenden Saf:

22. Lebriap. , Liegt ein Punkt ciner geraden Linie auperhalb einer
anderent, fo fonnen die beiden Geraden iibethaupt nur cinen Punft gemein
baben unbd fie miiffen fic) in diefem Punfte jchneiden.

Das Gebilde, teldes entjteht, roenn stoei gerade Linien fidy fdhnei-
den, Beipt ein Wintel. ' ;

Liegen drittens die beiden Punfte (C und D) auferhalb der Li-
nie AB, fjo ift e§ bentbar, dap fid) die Linien in ibrer Verldngerung
fdhneiden, aber aud), daf fie iiberhaupt feinen Punft gemein haben,
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I Der Winfel

a) Begriff und Abhingigeit von den Clementen.

Die Definition: Der Winfel ift dag Gebilde jveier fidy jdymeidenden
geraden Linien, ijt unfrudjtbar und ungeniigend, was jdhon davaus hervor-
gebt, dap wiv ein joldges Gebilde unter Wmijtdnden aud) ein Kreuz nennen.
Beide Ausdritcke begeichmen aber offenbar nidyt denfjelben Begriff. Cin Kreuy
wird grofer, twenn toiv die Linien verldngern; die Grdpe cines Winfeld ift
aber, toie twiv in jedem Lehrbuche lefen, unabhingig von der Linge dev
Linien.

Bedenfen wir nun, dap wir die gerade Linie als Ausdrud dev Rid-
tung haben fennen lernen, fo evfennen wiv, daf uns in Ddiefemn Gebilde et
Ridytungen in Begichung au cinander gegeben find, und cben dicje Bejie-
hung jroeier Nichtungen auf einander fajfen wiv in dem Begriffe Winfel
anf.  Wiv erhalten fomit die Definition:

23, Defin. ,Der Winfel ift der Ridtungdunteridied
jmweier gevader Linien.”

Hicraus fieht man nun fogleich), dap die Linge dev Linien feinen Cin-
flup auf dic Grofe des Winfels haben famn, denn die Liinge einer Linie
hat feinen Ginflup auf ihre Ridytung; ja nod) viel mehr — ¢8 it nidt ein-
mal nothoendig, dap die Linien fich wirtlich fchneiden, demm je hvei gerabde
Qinien in jeglicher Lage beftimmen rei Ridytungen, aljo aud) einen Win-
fel. — Zur Beurtheilung dev Grdfie des Winfels jedoch) wird ed meit noth-
wendig die Linien jum Durdyfdnitt ju bringen.

Den Durd)fchnittspuntt der Linien. nennt man den Scdyeitelpunft
des Wintels, die Linien felbjt, vom Scheitelpuntte an gevedymet, die Sdyen-
fel defielben. — Den Winkel giebt man durd) drei Budhitaben an, fo daf
der Budyftabe am Seheitelpuntte in dev Mitte fteht.

b) Die Grofe in anjdaulider Auffaffung.

Denfen wiv uné die Linie CD [Fig. 18.] mit der Linie AB u-
janumenfallend, fo haben beide Linien offenbar diejelbe Richtung, und o8 ijt
fein Winfel vorhanden, oder ridhtiger — dev Winfel, den fic bilden, ijt
gleid) Null. — Bewegen tiv aber den cinen Puntt (D) aug der Linie
AB beraus, fo dbaf cin beliebiger andever Punft (B) fejt bleibt, jo haben
wiv die Ridhtung der Linie CD gedndert, es it alfo ein Winfel entjtanden.
Soll nun diejer Winfel, bei fortgefester Berwegung der Linie CD, ftetig
wachfent, fo mup die drehende BVewegung felbjt eine fefte fein. — Dazu
mitd eé nothroendig, dap tir die Linie CD lings einer beliebigen Ddritten
Geraden (GH) bingleiten laffen. — Sept man Ddie Drehung in diefer
Reife fort, fo mup die Linie CD endlid) in die Lage formmen, in Dder fie
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mit AB wieder jufammenfillt. Dann ijt ihre Richtung aber ihrer ur-
fpriinglidhen Richtung, alfo aud) der Ridytung der Linie AB, gerade ent-
gegengefept. — Die Linie CD bhat eine halbe DOrehung gemadht, dev ent-
ftandene MWinfel beift cin geftrectter Winel. Get man die Drehung
der Linie CD in gleihem Sinne nod) roeiter fort, fo mup fie endlidy in
ihre wrfpriinglidhe Yage juviidfehren. — Alddann hat die Linie CD eine
bolle Drehung gemacht. — Dev Winfel heift ein completer.

Cine in obiger MWeife gedrehte Linie fiberftreicht cine Blade von Dder
Bejdaffenbeit, daf cine gerade Linie, die irgend 3twei Punfte derfelben ver-
bindet, gang in fie hineinfallt. — Gine Flacye von diefer Cigenjchaft heifpt
eine ebene Flade oder Fny Cbene. — In der Bolge follen alle Gebilde
als in Der Gbene liegend gedacht mwerden, daber diejer Theil der Geometrie
aud) ebene Geometrie oder Planimetric heipt. Jeder eingelne Punft
der gedrehten Linie aber bejdhreibt cine jtetiq gefritmmte, gefdhlofiene Linie,
beven Punfte alle gleich roeit von dem Drehpuntte entfernt find. — Diefe
Linie eipt eine Kreislinie.

Hat man e fid) jdyneidende gerade Linien (Jig. 13), o Ffann
man, vom Sneidepuntte al8 Scheitelpuntt ausgehend, vier Wintel unter-
jcheiden, AEC; CEB; BED; AED. — Die 3wei Rinfel (BED
und CEA), die im Scheitel einander gegeniiber liegen, und Fugleich durch
diejelbe Drehung entjtehen (fo allgemein aufgefaft aljo nidt al$ bejondere
gu trennen find), beipen Sdyeitelwintel — Die beiden anderen Winfel
(CEB und AED), die unter fidy aud Sdjeitelwintel find, bei der Gr-
geugung aber nid)t beabjidhtigt waven, jondern gleichjam nebenbei entjtan-
dent, Deifen Nebenmwintel ju den erfteren. #

Aus obiger Betradytung evgeben ficy ohne. Weiteres folgende Sipe:

24. Grundfap. ,Sdeitelwintel find einander gleid.”

25. Grundfap. ,Nebenwintel ergangen fid) ju einem
geftrecten Winfel.”

Wadhjt ein Winfel, fo nimmnt fein Nebenwintel ab, woraus Hervor-
qebt, daf audy eine Lage dev fidy fehneidenden Linien eintreten mup, in mel-
cher dev Winfel feinem Nebentvinfel gleidy ift.

26. Defin. , Bilden wei fid) fhneidende Linien gleiche Nebentvin-
fel, jo jtehen fie fentredit (lothredyt) 3u cinander, :

27. Defin. |, GCin Winfel, weldher feinem Nebentwintel gleid) iit,
beift ein Redyter.”

28. Lehrf. , Der vedyte Winfel ijt die Hilfte cines geftvectten und
ber bierte Theil eines completen Wintels " (1. 25 und 27).
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¢) Winfel und Kreislinie.

Die confteuctive Geometrie geftattet blof die Benupung von Lineal
und Jivfel. — Mt diefen Inftrwmenten [t fich aber undadyft nur die ge-
rade Linie beftinumen, und s ift- daber nothendig, die Winfelconftruction
auf die dev geraden Yinie juriifjufihren. — A vermittelnde Linie bictet
fidy die Kreislinie dav, die ja mit dem Winkel Fugleich entjteht. — Wir
baben daber hier die Kreislinie in fo weit in Betvadyt 3u gichen, al8 fie jur
Beftimmung des Winkels Ddient.

29. Definitionen. Die von bder Kreislinie wmjdlofiene Soene
beipt der Kveis; in Begug auf den Kreis heift die Kueislinie aud) Peri-
Phevie Des Kreijes. Der vou allen Puntten der Kreislinie gleid) weit ent-
fernte Punft der Kreisfladye heipt dev Mitte[puntt des Kreijes. Die ge-
rade Yinie, die den Mittelpuntt wmit einem Puntte dev Pevipherie verbin-
Def, heipt Radiug, — Die gerade Linie, weldye jrei Punite der Peripherie
verbindet, Deipt, fo lange jie nid)t durd) den Mittelpuntt geht, Sehue —
“gebt fie durd) den Mittelpuntt, jo heipt ie Durdymejjer ded Kreijes. —
Der Wintel, deflen Scheitelpuntt im Mittelpunft des Kreifes liegt, heipt
Centriwinfel. — Der Winfel, deffen Scheitelpuntt auf dev Peviphevie
liegt, Deipt Pervipherviewintel

Aus dem Vegriff der Kreislinie folgt ummittelbar:

30. Grundfap. , Die Radien eines Kreifes find unter fidy gleich,
desgleichen die Durchmefjer unter fidh.”

31. Yebriaf. , SKweije, die mit gleidhemn Radiud erjeugt wurden,
jind congruent. " [Fig. 14.]

Bew. Sind die Keislinien wm A und B mit gleihem Radiug er-
geugt und man decft den Mittelpuntt de§ Kreije8 B auf den de§ Kreifes
A, fo mitjfen auc) die Peripherien in allen Punften jujammenfallen.  Denn
fiele nur ein Punft (etva ) der Peviphervie des Kreijes B nicht auf die
Peripherie de§ Kreifes A, fo mithte der Radiug AE bdie Peripherie ded
Kreijfes A in einem Punfte, F, fdhneiden, und e§ wdve dann der Rabdiug
AE nidyt gleich dem Radiug AF, wasd wider die Vorausjepung ijt.

32. Lehriap. ,3u gleidjen Cenfriwinfeln in gleiden
Kreifen gehoven aud) gleidhe Bogen und Sehnen.” [Fig. 15.]

C N BA=OE
Bomusl- ¢ / BAG—=DEF.
BO—=DF

St } Bog. BC = Bog. DF.
Bew. Man decFe den Kreid A o auf den Kreis E, dap bdie Mit-
telpunfte, aljo aud) die Peviphevien, sujammenfallen (31) und jugleid) der
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Punft B auf den Punft D fallt. Alsdann fillt die Linie AB mit ED
und — da Winfel BAC = Winfel DEF it — aud) AC mit EF
sufammen.  Folglid) fallt aud) der Puntt C auf den Punft F. — Mit-
bin ijt Bog. und Sehne BC = Bog. und Sehne DF (3.).

33. Lehriap. ,, 3u gleichen BVogen in gleichen Kreijen gehdren audh
gleiche Centriwintel und Sehuen. * [Fig. 15.] , :

3 QA=0E
Boraus. } Bog. BC = Bog. DF.

i BC = DF
”}43A0=4DEE

Beto. Man decfe den Kreis A o auf den Kreis E, dap bdie Mit-
telpuntte, aljo aud) die Periphevien gujammenfallen, und jugleich der Puntt
B auf den Puntt D fallt. Alsdann mup aud) der Punft C auf den
Punft F fallen, weil nad) der Vorausfepung Bog. BC = Bog. DT iit.
— Dann ift aber aud) BC = DF, und aud) Wintel B AC = Winfel
DEF, teil die Sdyentel jich decten.

34. Lehria. ,3u gleihen Sehuen in gleiden Kreifen gehoren
audy gleiche Centrivinfel und Bogen.” [Fig. 16.]

Borausi. } %‘é z %B]:]

B / BAO= /DEF
% Bog. BC' = Bog. DF.

Bew. Man dece den Kreis A o auf den Kreis E, dap die Sehne
BC auf die Sehne DF fillt. Nebhmen wiv nun an, der Mittelpuntt A
. folle nidht auf den Mittelpuntt E, fo fommen wiv ftets in Widerjprudy
mit den Sigen vbon gebrodhenen Linien mit gemeinjdyaftlichen Endpuntten.
— Denn gefet, e falle der Mittelpuntt A auf A,, fo wdre nacy der
Borausfeung

DA, =DE

EF=AF
. DA, +~EF =DE + A, F (10).
Dicje Gleidhung aber widerfpridht dem Lehrjape 18.

Nehmen wiv ferner an, der Punft A falle jo, daf fidh die Radien
nidyt jyneiden, jo fommen wir in gleicher Weife in Widerfprudy mit Lehr-
fag 15. — €8 fann aljo der Mittelpuntt A nur auf den Mittelpuntt B
fallen. — Dann decten fich aber aud) die Schenfel der Winfel BAC und
DEF (21), aljo find fie gleich, und mithin aud) die ugehovigen Biogen
BC und DF (32).










17

Bemerfung. Mit dem lepten Sape ijt.die Grofe eines Winfels
abhangig gemacht von dev Grdfie einer geraden Linie, und wiv wiren hier-
nad) im Stande einen Winkel ju conjtruiven, weldyer einem gegebenen Win-
fel gleid) it und jomit aud) dag Gropenverhiltnif groeier Winfel ju beftim-
men, fobald wir nod) fejtgeftellt haben, unter welden Bedingungen und
wie fid) eine gerade Linie als Sehne in einen Kreis tragen [Fft. — Hiersu
dienen folgende Sape:

35. Yehriah. |, Cine jede Sehne ift fivzer als dev Durdhmefjer
eined Kreifes.” [Fig. 17.]

Bew.  Verbindet man den Mittelpunft (A) mit den Endpunften
(B und C) der Sebne, jo erhlt man ftets eine gebrochene Linie [da Dder
Mittelpunft des Kreifes auperhalb der Sehue liegen mup (29)]. Diefe
gebrochene Linie (BAC) ijt al8 foldye langer_als die gevade Sehne (14),
und da fie aug jtoei Radien bejteht, o ijt fie dem Durdymefier gleich.
Bolglidh) ift aljo audy der Durchmefjer linger als die Sehne. ;

Bemerf. Wm nun eine Linie als Sehne in den Kreis ju tragen,
nehme man fie in den Jivkel und jdhlage mit ihr al8 Radius — nadydem
man fid) iiberzeugt hat, daf jie fivger fei al8 der Durdymeffer — um den
gegebenen Punft dev Peviphevie des Kreifes einen Kreis.  Dieje Kreislinie
wird die gegebene im Wllgemeinen in twei Punften jdneiden (einmmal beim
Cintritt, dag jiweitemal beim Austritt), und e§ jind daber aud) von cinem
Puntte der Peripherie mindejftens jwei einander gleiche Sehnen moglid). —
Jjt aber die gegebene Linie fehr nabe gleich) dem Durdhmefjer, fo tonnen
die Kreislinien (fdheinbar) in ciner gangen Strecke ujammenfallen, und
man hat daher nod) nadyjurveifen, dap dag nur daher viihre, daf die ge
jogenen Kreislinien feine mathematijhen Linien find, jondern cine Vreite
haben, daf aber bei mathematijdhen Kreislinien nidht mehr al§ Jwei Durdy-
idnittdpuntte moglich jind.

36. Lehriap. |, Liegt dev Mittelpuntt eines Kreifes auf dev Peviphe-
vie cined anbdeven, fo fonmen bdie Kreiglinien fih in nidht mehr alg e
Punften jcneiden.”

Ve, Hatten die Peviphevien der beiden Kreife drei Puntte (A, B
ud C) gemein (Fig. 18.), fo wdven die Verbindungslinien (AM, BM
COM) bdiejer drei Puntte mit dem Mittelpuntte (M), weldjer auf der Pe-
tiphevie De§ anbderen Kreifes liegt, al8 Nadien de§ cvjteven Kreifes einander
gleid). Die genannten drei Linien find aber aud) jugleid) Sehnen des jrvei-
ten SKreifes, und e8 mitpten damn, da fie gleid) find, aud) die Fugehorigen
Bigen gleid) fein (34), wad aber nicdht mdglich ift, da entroeder Bogen
AM obder Bogen CM cin Theil vom Bogen BM ijt. €§ {ind alfo in
der That nur zoei Durchichnittspuntte moglic.

3
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d) Die Audmefjung und dad Verhiltnip der Winfel,

37. Aufgabe. €8 foll cin Winfel confteuivt twerden, welder ei-
nem gegebenen Winfel gleich ift.” [Fig. 19.]

Lofung. Man 3iehe eine beliebige gerade Linie XY und jdhlage
wm einen beliebigen Puntt (D) Dderfelben und auc) um dem Scheitelpuntt
(A) des gegebenen Winfels (BAC) Kreife mit gleicher Birkeldffnung.
Bon dem Durchjchnittspuntte (E) des Kreifes und der gevaden Linie XY
aud trage man Ddann die Sehne EF = CB e¢in, jo ift Wintel FDE
= Winfel BAC.

Anm. Aus der Anmerfung ju 35 geht hervor, daf die Conftruction
um fo unfichever wird, je mehr der Winfel einem geftectten fid) nabert.

1) Ginen Winkel 3u conftruiven, weldher gleich der Summe gweier gegebenen
Wintel ift. :

2) Ginen Winfel gu conftruiven, welcher ein (ganges) Bielfaches eines gegebenen
Winkels ift. :

3) Ginen Winfel gu confteuiren, welcher gleich der Differeny zweier gegebenen
TWinkel ift.

38. ufgabe. , €3 foll das Verhiltnif zweier Winfel beftimmt
werden. “ [ Fig. 20.] \

Lofung. Mit gleicher Jivfeldffoung jhlage man um die Scheitel-
puntte beider Winfel (ABC und DEF) Kreisbdgen und trage davauf
die Sehne (DF) vom tleineren Winfel (DEF), fo oft als mbglid), als
Sehne in den Bogen des groferen Winfels (ABC). Verbindet man nun
bie Cndpuntte der Sehnen mit dem Sceitelpuntte (B), o fdhneidet man
daburd) von dem groferen Wintel cben fo viele Winkel ab, rwelde unter
fidh und dem fleineren Winfel gleidh find (34). — Bleibt ein Rejt, o
trage man in gleidher Weife die Sehne des Reftes als Sehne in den Bo-
gen Des Eleineren Winkels, — die Sehue des abermaligen Rejtes in den
Bogen des vovigen Reftes u. {. ., bis fein Refjt mehr bleibt. — Der lefste
Rejt ijt dann das gemeinjdaftliche Maah beider Wintel. — Aus den Glei-
dungen, elde die Refultate dev jedesmaligen Deffung ausdriifen, findet
man dann dag Jahlenverhiltnip der Winfel und die Grengen, Iwie un-
ter Nr. 20,

Beifp.
ZABO=2.DEF { ABG (=2ABJ)| , ABC _,
/DFF=2.ABG+DEH(=12ABJ)| “<DEF <
/ABG=2.DEH+ABJ (—5ABJ) ADC
/DEH—2. ABJ. | 2h <pEp<2%

/ABC: /DEF—29:12, : 92, < ABO o,
oder / ABC =2/, DEF. o
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Bu gleiden Selhnen gehoren aber nidht blop gleiche Centritvintel, fon-
bern aud) gleidhe Bogen. — Indem tiv daber, in obiger Weife, die Win-
fel meffen, werden jugleich aud) die jugehorvigen Bogen gemeffen, und tiv
ethalfen alfo filr das Bogenverhaltnif dicfelben Grvengen, als fitr das Win-
feloerhiltnif. — DBleiben aber jwei Verbdltniffe ftets 3wijden denfelben
Grengen, aud) wenn die Differen; dev Grengen fich) unendlid) dev Null nd-
hett, fo find die Berbaltnifje gleich (Vergl. Avithm. THL 1 Lelrf. 59). —
Hieraus folgt der Sab:

39. Lehrf. , Centriwinfel verbalten {ich), wie die ugehorigen Biogen
gleicher Kreife.”

- Bemerk Da der complete Wintel eine bejtimmte Grofe hat, o
nimmt man ihn, oder feinen vievten Theil, den vechten Winkel, al8 Maaf
aller Winfel, — Weil aber jo die Winfel meift duvd) unbequeme Briiche
auggedriit werden witpten, fo denft man fidh) den completen Winfel in
360 gleidye Theile getheilt und nennt einen joldyen Theil einen Grad. Den
60jten Theil eines Grades nennt man cine Miinute, den 60jten Theil bder
Minute cine Secunde, und giebt jo die Winfel in Graden, Minuten und
Gecunden an. — Da nun aber ein Winfel mit dem jugehdrigen Bogen
in gleihem BVeriltnifie widhit, fo theilt man ftatt deffen die Kreisperiphe-
tie in 360 Bogengrade, einen Bogengrad in 60 Bogenminuten, die Bogen-
minute in 60 Bogenjecunden, wo dann die Winfel- und Bogengrade M-
nuten und Secunden jid) entiprechen, fo daf alfo 3. B. 3u einem Bogen von
300 cin Winfel gehort, mwelder 30 Winfelgrade enthilt, oder /se6 = Y12
pom completen Winfel ift. — Hiernad) wird die Bedeutung de8 Safes
tlar fein:

40. 3ujat. , Der Centriminfel hat den Bogen groijden feinen Sdyen-
feln yum Miaape. "

II. 3wei jid nidt fdneidende gevade Linien.

Um die Moglidyfeit roeicr fich nicht feneidenden geraden Linien in
per Gbene nadpjutveifen, denfe man fid) die eine ( CD) von jwei gujam-
menfallenden geraden Linien [Pig. 21] AB und CD fo lang$ ciner Ddrit-
ten, fie fchneidenden Linie EF, fortgevitdt, daj fie gu derfelben ihre NRidy-
tung nicht dndert, aljo mit ihr ftets denfelben Winfel bildet. Wabrend fie
in ber wrjpringlichen Lage alle Punfte mit AB gemein batte, fann die ¢i-
nie OD in der neuen Yage (C'D') feinen Puntt mehr mit AB gemein
haben; denn Bat fie ju der Linie BF ibre Ridhtung nidht gedndert, fo hat
jie fiberhaupt ihre Ridytung nicht geindert. Wiirde fie trop dem Ddie Linie
AB fdneiden, fo toiirde fie mit ihr cinen Winfel bilden, aljo von ihr in
Ridytung verfhieden fein, folglicy wmiite fie aud) ihre Richtung gedndert
haben, tas cin Widerfprud) ift. — Hicemit ift nicht nuv die Moglichfeit

3%
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ptoeier fid) nicht fdmeidenden Linien in der Gbene ertviefen, jondern aud,
bap man fid) diejelben al§ Linien gleicher Richtung ju denfen hat. — Nen-
nen i fie Pavallellinien, jo erhalten wir die Definition:

41. Defin. ,Pavallel-Linien find Linien gleider Rid)-
tung.”

42. Aufg. , Durd) einen gegebenen Punft eine Linie pavallel ciner
gegebenen Linie u giehen.” [Fig. 22.]

Aufl’ , Durd) den gegebenen Punft C 3iche man eine Linie
FG fo, dap fie die gegebene Linie AB in einem Punfte (H) jdyneidet,
und conftruire darnach) an der Linie FG in dem Puntte C den Winfel
FCE = CHB, jo ijt bev Sdentel diejes Winfels, DE // AB, denn
beide Linien DE und AB unterfdyeiden fidhy wm gleich viel in Ridhtung
bon der Linie FG, aljo haben fie gleiche Richtung (I 23).

§. 2. Drei Gevade,

Yaffen toir ju rvei Linien eine dritte hingufommen, fo Haben it Al
unterdyeiden, ob die jtoei Linien parallel find oder nicht:

1) Kommt 3u jwei Pavallel- Linien ecine dritte Linie bingu, fo fann fie
der einen derfelben pavallel fein, oder fie jdhneidet die eine.

Gind aber die 3wei Linien AB und CD pavallel [Big. 23],
und 8 ijt die duitte hingufommende Linie EF der cinen AB pa-
tallel, fo haben die Linien EF und CD beide die Ridhtung  der
Linie AB, alfo unter fid) gleiche Ridtung, d. . fie find parallel.
Dieje Wabrheit [§ft fidh aljo ausfprechen: .

43. Grundfap. , Sind 3wei Linien ciner dritten pavallel, fo {ind
fie aud) unter fich pavallel.

Hicvaus evgicbt fi) dann ferner der Sat:

44. Lehriap. , Sdneidet eine Linie die eine von atoei Pavallel.
Linien, jo muf fie aud) die andere jdhneiden.” Denn fdhnitte fie die jiveite
nidht, fo wive fie ibr parallel und witte dann (nad) 43) aud) der crften
parallel fein, wag der Borausfesung widerfpridt.

2) Sommt u el fic) jhneidenden Linien cine dritte bingu, fo fann
fie der einen pavallel fein und jdmeidet dann die andere, und mwir
haben rieder el Pavallelen und eine Schneidende; — obder fie
fneidet beide in je einem Punfte. — o Drei gerade Linien fon-
nen i) in duei Punbten jdhueiden, und das entftandene Gebilbe
beipt ein Dreied.” — Iy Sonderheit nennt man Dreied die von
drei fid) fhueidenden Graden umgrenste Chene. — Die Durchjchnitts-
punfte heifen bdie Ccfen, die Linien jifden je jwei Gden Ddie
Geiten, dic gange geidlofjene, dreimal gebrodjene Linie aber der ;
Umfang des Dreieckes.
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a) Jwei Parallelen und cine Sneidende.

Werden toei Pavallel-Linien von einer dritten Linie durdyjdhynitten,
— fo entjtehen, wenn man einen Winfel an der einen Parallelen mit je
einem an Dder anderven verbindet, vier, ihrer Lage (ur Schneidenden und ju
den Parallelen) nad) unterjdyiedene Winfelpaare | Jig. 24 ].

1) Corvefpondivende Winfel heifen die an Dderjelben Seite der
Sdyneidenden und nad) derfelben Seite von den Parallelen liegenden Winfel :

a und a’

B! l o ; :

¥ . ¢ jind vier Paar corvefpondirende Winfel.
(e ,

2) Gegentoinfel heifen die nad) derfelben Seite der Sdyneiden-
pen und nad) verfchiedenen Seiten von den Parvallelen liegenden Winfel:

N g', } find dupere l

o

Begentointel.

(<]

d

3) Wedfeltwinfel liegen nad) verjdhiedenen Seiten der Seyneiden-
pen und aud) nad) verfdhicdenen Seiten von den Pavallelen:
a und d’

o } find irmere

, 4 iind dufere
3 c, l Wedyfeltvinfel.
oy Bbl frulgiy I
0 i } find innere

4) Gegenwediel- Winfel legen nad) berfdicdenen Seiten der
Sdyneidenden und nad) derfelben Seite von den Parallelen:

a und b’
S 3, find vier Paar Gegentvedyfel - Winfel.
5 SRR

Bemert. Ricft man die eine dev Pavallel - Linien, ettva CD, lings
der Scneidenden EF fo fort, daf fie ihre Ridhtung nicht dndert, und ficy
ftets der anderen Pavallelen AB ndbert, fo muf fie {dlicplid mit AB
gany ufammenfallen.  Hierbei haben fid) die Winfel, weldye fic mit EF
bildet, nicht gedndert, da fie ihre Ridtung ju EF nidt gedndert hat und
der Winfel der Richtungdunterfdhied jrveier Linien ift. — Nun decen fich
aber die Winkel, die uvor correfpondivende Winfel rwaven, die Wedyfeltvin-
fel find Sdpeiteltvintel, dic Gegenwinfel und Gegen - Wedpfeltvinfel aber find
RNebentvinfel geworden. Daber erhalten twir folgende Sipe:

45. Grundfap. , Wenn ivei Parallel - Linien von einer dritten Linie
durdyjchnitten tverden, o entftehen gleiche covvefpondivende Winkel.
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Crflarung. Pavallel-Linien find Linien gleidher Ricdhtung; s it
alfo flar, daf fie von ciner dritten, fie jdymeidenden Linie um gleid) viel in
Ridytung unterjchieden fein, d. h. mit ihr gleiche Winkel bilden miiflen. — Nun
bilden wei fid) Jdyneidende Linien jtet8 jivei von ecinander verjdhicdene Win-
fel; man fann daber nicht jeden Winfel an der einen Pavallelen, jedem an
der andeven gleid) fefen, fondern nur dem, weldyer die gleiche Lage hat (alfo
purd) eine Drehung in gleidhem Sinne entjtanden gedadyt werden fann), das
ift aber der correfpondivende Winfel.

Bufap. ,Sind die Scenfel jweiecr Winfel parallel, fo find die
Wintel gleid).”

46. Lehriap. , Werden jivei Pavallel- Linien von einer dritten Li-
nie durdjidnitten, fo entjtehen gleidhe Wedhfelwinfel, die Summe der Ge-
gen- und Gegentvedhiel-Winfel aber betragt jroei Redhte.” [Fig. 24.]

Bew. Der Wedyjelwinfel eines Wintels it der Scheiteltwinfel feines
correfpondirenden Winfels; der Gegenmintel und Gegentvedyiel- Wintel aber
ift der MNebentvinfel feines correfpondivenden Winfels:

a =a' (45) a4+ c=2R (25) a-+b=2R (25)
d'=a' (24) c=c' (45) b

1. Beh. a=d' 2 Beh.atc' =2R 3 Beh a+b'=2R

Mit gleicher Leichtigleit cugiebt fidhy die Richtigheit der umgefehrten
Siife:

47. Grundjap. , Wenn rei Linien mit einev dritten, fie jdhnei-
denden Linie gleidhe covvefpondivende Wintel bilden, fo find die Linien
pavallel.”

Crfl. Da hier die beiden Linien von der dritten wm gleich viel in
Ridtung verjdyieden find, fo haben fie offenbar diejelbe Ridytung, d. h. fie
find parallel.

48. Lehriap. ,Wenn groei Linien mit einer dritten, fie jdneiden-
ben Linie gleihe Wedyfelrintel bilden, oder Gegen- umd Begentoedhjel-Win-
fel, beren Summe gleidy groei Redhten ift, fo find die Linien parallel.”

Bew. Man bat hier nur u geigen, dap unter den gegebenen Be-
dingungen die corvefpondivenden Winfel gleich find, alsdann find nady 47
die Linien parallel. '

1. Borausi. 2. Vorausf. "~ 3.Borausj.
La=/d Jad /e¢=2R a4 /b =2R

Behaupt. AB//CD.

Be .
La=d (Bog. La-4c =2R(Bors)) Sa-+b =2R (Borsf.)
La=da"(24) a4 ¢ =2R(2)) Z a'4b' =2R(25)

La= /s . a2 gt o=y
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Bufap. Jft eine der obigen Bedingungen nidht erfiillt, fo find die
Linien audy nicht parallel, und jrwar couvergiren fie nad) der Seite hin
nad) weldyer die Summe der Gegentvinfel fleiner ift als 3wei Rechte.

b) Das Dreied.

Gine von gevaden Linien ringsum cingejchloffene Cbene bheipt Figur
im engeren Sinne oder Polpgon. — Da jivei gerade Linien feine Ebene
umidliegen fonnen, fo ijt das Dreiect als das einfachjte Polhgon ju be-
tradjten. — Da in Ddiefem Abjdynitte nur von der Lage Dder Linien Dbie
Rede ift, fo haben wir hier nur die Winfelverhiltnifie am Dreiede 3u
ermitteln.
Am Dreiecke fann man fechs Wintel (jechs Paar Sdheitelwintel) un-
 terfdjeiden: drei Inmen- und drei NAupentwintel. — Die JInnentvinfel
werden durd) je jiei Seiten gebildet, die Aufenwinfel durdy eine Seite
und die Verlingerung dev anderen; fie find aljo die Nebenmwinkel ber
Innentvinfel.

49. Lehriap. ,Die Summe der IJnnenwinfel cines Dreieckes ijt
gleidy einem Gejtvectten oder gleich srvei Recyten.” [Fig. 25]
Bew. Man 3iche durd) die eine Cfe C eine Linie CD parallel
ber gegeniiberlicgenden Seite AB, fo ijt:
Je+ /d+ /a=2R (al& Gegenwintel [46])
/b= / d (als Wedpjelrintel)
/e+ b+ /a=2R
50. Cehrf. , Der Aufentvintel cines Dreieces ift gleich dev Sumume
ber beiden, ihm nicht anliegenden Innentwinkel. [Fig. 26.]

Bew., Der Aupenwinfel madyt mit dem anliegenden Innentwinkel
cinen Gejtvectten,. desgleidhen die beiden nicht anliegenden Innenwintel, aljo
ijt ev ibmen gleid):

/ C+ /c=2R (%)
(La+ Zb)+ /c=2R(49)
/0= /a+ /b

51. Cebriab. , Die Summe der Aufientvintel cines Dreiedes ijt
gleic) vier Rechten.  [Big. 27.]

Bew. Ieder Aupentvintel macht mit feinem anliegenden Innentvin-
fel atoei Redyte, folglidy ift die Summe aller Aufen- und Innentvinfel
glei) 3 X 2R = 6R. 3icht man bie Summe der Innentvinfel gleid)
2R ab, fo Dleibt fiir die Summe Dder NYupenwintel 4 R.
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A+ a=2R
B+b=2R (. 25)
C+c=2R

A+B+4+C4a+b+c=6R (10)
a-+b-4c=2R (49)

A B+ OZ4R (13).

52. Polgerungen aus 49:
1) Durd) jroei Winkel cines Dreiectes ift audy der dritte gegeben.
2) Jn cinem Dreiede fann nur ein Winkel ein vedter fein.  Gin
Drveied mit einem vedten Winfel beift ein recdytinfliges.
3) "I cinem Dreiede fann nur ein Winfel cin ftumpfer fein. Gin
DOreied mit einem ftumpfen Winkel Deift ein ffumpfrointliges,
1. Bu gwei gegebenen Winfeln eines Dreieckes den Dritten 3u finden a) durdh
Rechnung, b) durch) Conftruction.
2. Die Grdpe der Winfel eines Dreieces in Graden, Minuten und Secunbden
angugeben, wenn ihr BVerhaltnif gegeben ift.
3. Stehen die Schentel eines Winfels fenfrecht 3u denen eines anberen, fo find
bie Wintel gleich.

§ 3. Bier Gerade.

Drei Linien vevidyiedener Richtung fdhneiden fih in drei Punften.
Kownnt eine bierte Linie hingu, fo fann fie cine jede der drei Linien dnei
den, und ¢ fonumen fomit drei Durchichnittspuntte hingu. — Bier Linien
fdneiden fidy aljo in fehs Punften; die entjtandene Figur beipt ein voll-
jtandiges Vieved. — In Sonderheit heift BVieret jede von vier Linien um-
grengte Cbene. Nur von Viereden in Ddiejem bejehrantten Sinme joll hier
die Rede fein. ;

a) Das Vieved im Allgemeinen.

Jm Bievede begegnen wiv jum erften Male einer Bigur, in welder
nidht alle Ccen divect mit cinander verbunden find. — Gine gerade -
nie, welde groei nidyt benadybarte Gen einer Figur verbindet, heipt eine
Diagonale. — , Cin Biered hat zrvei Diagonalen,

Wi die Wintelverhdltniffe am Vievede 3u evmitteln, [affen wir dag
Bievedd aus Dreiecen entjtehen, . h. wir jeBen an die cine Seite eines
Dreiedes ein jieited Dreied an.  Dadurd) Fommen aber au der Winfel-
jumme cines Dveiectes zrwei Redhte hingu.

53. Lehriap. Die Summe der Jnnenwinfel eines Vieredes be-
tigt (2 4 2) R = 4R. [Pig. 28.]
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Bob. A& LB LG LD iR
-Bew. /A+b +d =2R 49
7 ok e B g
ZA+ 70+ (b ) + (& + d) = 4R.

by +b,= /B
& &' =D

/A+/0+ /B+ /D=4R
54. Lehrf. , Die Summe der Aupentinfel eines Vievecked bLetrigt
ebenfalls vier JRedyte.
Bew. Jeder Wupenwintel madyt mit dem anliegenden Inunentvinfel
2 R, aljo alle vier Aupentwinfel mit allen vier Innenwinfeln 4 X 2R =
SR. — Jieht man die Summe der Jnnentwinfel = 4R ab, fo bleibt aljo
fiiv die Summe der Aupenwinfel auch) 4R.

b) Dad Vieved im Befondeven.

Sind jwei gegeniiberliegende Seiten eined Vieveced pavallel, fo heift
pag Vierek ein Pavallelogramm. — IJjt nur ein Paav gegeniiberlie-
gender Seiten pavallel, fo Deift dag Vieved ein Trapep.

55. Lehriap. ,Jn einem Pavallelogramme ijt die Summe Dder,
an einer Seite liegenden Winfel gleich 3iwei Rechten.

Bew. Je gwei, an einer Seite eines Parallelogrammes liegenden
Winfel find Gegentvinfel an Pavallel-Linien.

56. Lebriap. ,In cinem Pavallelogramme find die gegeniiberlie-
genden Winfel einander gleich. " [Fig. 29. ]

Betw. Jeder von jwei gegenitberliegenden Winfen ergdngt einen an-
liegenden MWinfel 3u groei Rechten, alfo find fie unter fidy gleich.

LA—{—LB——QR(,,)) 4A-1—AB_2R(5)

/0+ /B=2R / A+ /D=2R

LA LC £B=/D.

57. Bujap. Jft der eine Wintel cines s1.)amllcluqlmmucx% ein Redy-
ter, fo find alle Winfel deficloen Redyte. Ein foldyes Pavallelogramm heipt
ein Redyted.

58. Lehri. In cinem Trapepe ift die Swmme der beiden Winkel,
die an ciner Convergenten liegen, gleid) zwei Rechten.

Bew. Die an ciner Convergenten liegenden Winfel find Gegentoin-
fel an Parallel - Linien.

59. Lehri. , Wenn in cinem Vievecte wei Paar Winkel, die cinen
Finfel gemein haben, gleid) grwei Rechyten find, fo ift -bag Wievet ein Pa-
vallelogramm. * [ Fig. 29.1

4
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Bew. ft LA+ /B=2R, foift AD//BC (48)
ift jugleiy LA 4+ /D=2R, fo ift AB//CD "~
60. , MWenn in cinem Bieredke die gegeniiberliegenden Winkel gleich
find, fo ift das Bievect ein Paralelogramm. [Fig. 29.]
Bet. It G0A ==
/B =D
it /A+ /B=/C+ /D(10.)
aber A4+ B -4 C+ D =4R (53.)
A 4+ B=2R
AD //BC (48)
St /A= /C
umd /D= /B
foift A 4D = C + B (10.)
A4+D+C+B=2R(53)
A+D—2R
AB//CD (48)
61 Lebhrf ,3ft die Summe vou jwei an einer Seite eined Vier-
ecfes liegenden Winfel gleich roei Rechten, o ift das Vieved ein Tra-

pep.” [Big. 30]
Bew. 3ft A 4+ O = 2R, fo ift AB//CD (48)

§ 4. Rinien in beliebiger Angahl.

Betradhten wiv jundadjt, in wic viel Puntten eine gegebene Anzahl
pon Linien fidh) fchneiden:
2 Linien fchneiden fich in Lnem Punte,

3 - - - 142 =3 Punften,

4 . - -« 142+ 3 =06 Puntten,

o . - -1+2+3+4=10513unften,

B e B e R e S )

o (n2— 1) Puntten.

Das Gebilde, relches entjteht, twenn gerade Linien in belicbiger An-
3abl fid) gegenfeitig duvchjchmeiden, heipt ein volljtandiges Vieled. — Im
Befondern heipt Bieled oder Polygon eine, von einer beliebigen Anzahl ge-
rader Linien umjdyloffene Ebene.

Was nun gunadyft die Anzahl der Diagonalen betrifft, fo fann man
pon einer Cce aus zu jeder Cce hin eine iehen, nur nidht zu den beiden









217

benadybarten, da Diefe bereitd durd) Seiten mit der begiiglichen Ccfe ver-
bunden find. — Hat daher das Polpgon. n Een, o fann man aus jeder
Gdte n —3, aljo aud allen n . (n —3) Diagonalen giehen. — Hierbei
ift aber jede Diagonale doppelt, folglid) find in einem nEde im Gangen
11_(11_2_—_3_) Diagonalen mglid.

Durd) die n —3 Diagonalen, tweldje in einem n Ede aud einer (O3
gezogen terden Fonnen, witd das Polygon in n —2 Dreiede gerlegt. —
Da nun die Summe der Jnnenwinfel eined Dreieces 2 Redhte betrdgt, fo
betriigt fie in den n —2 Dreieden (n —2) . 2R.

62. Qehriap. ,Dic Summe der Inmenwvinfel eines n Eces ift
glei). (n —2) . 2R = (2n —4) R."

Bew. Sest man an die cine Seite cines Polpgones ein Dreied an,
fo fommt jum Polygone eine e, jur Winfelfumme aber fommen 2 Redhte
bingw. — Geht man nun von einem Dreiece aus, fo erhdlt man folgende
Refultate:

Die Summe der Innentwinfel cines 3Cdke8 = 1. 2R
. . . 4 . =1.242=2.2R
5 - =2.24+2=3.2R
6 - =3.242=4.2R

Revid it Sk n ) L e (n - 8) ¢ 2R

Bufap. Sind die Winfel cines nCees alle einander gleidy, fo ift
e 2n —4
ein jeder = Yoo R.

62. Lehri. ,Die Summe der Aufentvinfel cines Rielectes: ift gleid
pier Rechten.

Berw. Begeidynet man die Innentvinfel eines Polhgones mit Ay,
Ay, A, ... A,; die UAufenwintel vefpective mit ey a7 oy w. La),

fo ijt
A+ =2R
A,
A, +8,=2R |
A,+A2+A3—|—...+An—|—a,—{—a,z+a<,+...+a,,=2nR
A A+ A+ A, =2nR —4R

a +a;2+aq +...+an=4R (13.)
Bemerfung. Fapt man das Polygon als eine mebrmal8 gebro-
dyene gejloffene Linie auf, fo ergicbt fidy der Sap iiber Aupentvinfel ua-
4*
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mittelbar, indbem man s Polpgon nacd)y und nad)y durc) Brechung einer
geraden Linie entjteben [at.

Bricht man nehmlid) die in A, einfeitig begrengte Gerade [Fig. 31.] A, X
in bem Puntte A; und drebt fie in die Lage Ay X, fo ift bei A; eine Gcfe und
cin ufentvinfel a, entjtanden. VBrid)t man die Linie bei A, jum tvei-
ten Male und giedt ihr die Ridhtung A, X,, fo ijt eine gweite Ccfe und
ein jweifer Aufenwinfel a, gebildet. Sept man bdie Brecdhung in diefer
Weife fort und fiihet {chlieplich die Linie durd) den Punft A,, fo ift das
Polpgon vollendet.  Bridht man nun nody die Linie in A, und dreht fie
in ifre urfpringliche Lage juriict, fo bhat bdie Linie in Summa eine volle
Drehung gemadyt, sugleid) find nad) und nady die jammtlichen Aupentvin-
fel gebilbet, deven @umume aljo einem completen Winfel oder bier Rechten
gleid) ift. Da nun die fammtlichen Jnnentvintel mit den fammtlichen Au-
pentinfeln gufommen 2n R betragen, o betrdgt alfo die Summe bder In-
nentinfel allein 2n R —4 R.

Dritter Abrdynitt.
Bon der Figur.

Cap. L
s Abhdngigheit von den € lementen.

€8 ijt an fid) flav, dap cine Figur durd) ihre Glemente — Seiten
und Winfel — beftimmt ift, fo dap jei Figueen, die aus denfelben Gle-
menten, in detfelben Reibenfolge, beftehen, gehiorig auf einander gelegt, voll- ~
fommen gujammenfallen, fid) decfen oder comgruent find. (Dag Beidyen
filr die Congrueny ift =2.) '

Nun find aber die Clemente eciner Figur offenbar nidyt alle rillfin-
lidy oder von cinander unabhingiy — durd) jrwei Winkel eines Dreiectes
3 B. ift aud) jdhon dev dritte gegeben (52, 1.), woraus hervorgebt, Ddaf
sur Beftimmung einer Figur nicht alle ihre Clemente erforderlichy find, und
e8 ijt Daber bon Jnteveffe ju evmitteln, durd) Twie viele und toelche ihrer
Clemente die Figur beftimmt foi. — Wiy crfafren e8, temn toir die Hi-
gur aus ibren Clementen alfo herftellen, dap wir diefelben nady und nady
aur Conftruction vertwenden. — Wi beginnen mit dem Dreiede, al8 der
einfachjten Figur. :
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§ 1. Dsa Dreied.

a) Da§ Dreied im Allgemeinen.

Das Dreiedt hat fechs Clemente, drei Seiten und drei Winfel. In
weldyer Reibenfolge tiv diefelben jur Conftruction vertvenden, ift an fid)
gleicygiltig. — Wiv beginnen mit einem Winfel, und laffen die andeven in
jeder moglichen Folge hingutveten. — Fiiv die Bezeichnung twollen twiv fejt-
jtellen, dafi die Seiten mit den Budhjtaben des fleinen, Ddie gegenitber-
licgenden Winfel aber mit denfelben Buditaben des gropen Alpha-
bete8 begeichnet terden. \

1. Bejtimmung des Dreiecdes aus einer Seite und jwei
Winfeln [Fig. 32.]

a. ©oll A der eine Winfel ded geforderten Dreieced fein, o beftim-
men wiv den Punft A, als die eine Ee und die Linie A; X al8 Die
Richtung der einen Seite rillfinlidy (da die Lage des Dreiectes gleichgiltig
iit). — Darnad) confteiven wir den Winfel Y A, X = Winfel A (37)
und haben fomit audy die Richtung der jweiten Seite, aber nody fein Drei-
e — tir fonnen nod) cin jweites Element willfiieliy rodblen. — Den
proeiten Winfel aber und die dem Winfel A gegeniiberliegende Seite fon-
nen tiv nicht brauchen, da wir fie nidht anbringen fonmen. — Wir todbh-
len daber die.Linie b alé die cine, dem Winfel A anliegende Seite, und
fdmeiden von A, X das Stii¢ A, C = b ab, jo haben wir in O die 3lveite
Gdfe bes Dreieckes. — Die Lage ber dritten e auf dev Linie A, Y ijt
aber nod) unbefannt, und roir fonmen daber nody diber die Grofe cines
dritten Glementes willfinelidy verfiigen, und twar Eonmen wiv wihlen 1) den
seiten Winfel, 2) die jweite, anliegende Seite, 3) bie dem Winfel A ge-
geniiberliegende Seite. — Ueber die Grofie des veiten Winfels fonnen
wiv nidt gang willfinlidy verfiigen, denn da die Summe aller Winkel ci-
nes Dreiedes gleich) einem Geftvecetn ift, fo mup ev offenbar fleiner fein,
alg der Nebenrvinfel ju A. — Grfitllt mum der Winfel C diefe Bebin-
gung und toir conjtruiven den Winkel A, CZ = C, jo mup dev Schenfel
CZ den Sdenfel A, Y in einem Punfte B fdneiden, und 8 ijt Ddas
Dreiect ACB entjtanden.

Hitten wir jtatt C den Winfel B al§ dritted Clement gerwdhlt, fo
hatten wiv den twar nidyt direct anbringen fonnen, aber dag Dreied todre
bod) bejtimmt, da (nach 52, 1.) dann aud) C befannt ijt. — Wi ziehen
hieraus den Selup: , Durd) eine Seite und rvei Winkel {ind - audy die
iibrigen Glemente des Dreieces, und fomit dad Dreied felbft beftimmt. "

63. Lebhrf. ,3mwei Dreiece find congruent, wenn fie in einer Seite
und jiei gleichliegenden Winfeln dbeveinftimmen. ” [Fig. 33.]
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Betw. It in den beiden Drciefen ABC und A; B, C; die Seite
AC=A,C,, der Winfel A=A, und C=C,, fo denfe man fid
bas eine derfelben (A; By C;) beteglic), und trage 8 fo auf das andere
(ABC), dap der Punft A, auf A und C; auf C fillt, twag man fann,
da Ddie Linien al8 gleid) vorausgefest waren. Da nun der Winkel A, =
A ift, fo mup audy der Schenfel A; B, auf AB fallen; da ferner der
Wintel ¢, = C ijft, jo fillt and) C, B, auf CB; alfo decfen fich Ddie
Dreiecte.

Bemerfung Jn congruenten Dreiecfen find die homologen (gleichliegenden)
Glemente gleich, . h. e find die Wintel gleich, die Den al§ gleich gegebenen Seiten, und
die Seiten, die Den, al§ gleich gegebenen Winfeln gegenitber liegen.

b. Mm bdie Abhingigheit der Elemente von einander o tweit als
miglidy 3u erforfdhen, fehen wiv 3u, ob aus dem Gropenverhiltnif der ge-
gebenen Winfel fid) ein Schlup auf dag der gegenitberliegenden Seiten 3ie-
ben lift? — Die gegebenen Winfel find nun entrweder einander gleich
oder nidyt.

Jjt Ljtens -in dem Dreiede ABC [Fig. 34.1 der Winfel A =
Winfel C, fo ergiebt fid) und fogleidhy aud) die Gleichheit der gegeniiberlie-
genden Seiten; denn Ddenfen twiv und den Winfel B durdy eine Linie BD
balbirt, fo erbalten twir jwei Dreiede, Ddie in einer Seite und el Win-
feln dibereinjtimmen, alfo (nad) 63.) congruent find.

B D —B1)
Y ik G
be b Lbz
/\ ABD = CBD
AB=BC

Jjt aber 2teng der Winfel A > C [Fig. 35.], fo fanm man von
ihm einen Winfel D A C = Winfel C abjdyneiden und e8 fallt der Schen-
fel AD nothroendig jtijhen AB und A C, algdann ift aber

AD —=D0 ;
AD4+DB>AB

CD 4+ DB > AB, b i
BC> AB.
Beide Refultate in einen Sap gefapt geben:

64. Lehriap. Gleiden Winfeln liegen in einem Dreiecte and) gleiche
@eiten gegeniiber. — Dem groperen Winfel liegt audy die gropere Seite
gegeniiber.

dolgerungen. Hat dad Dreiect 3tvei gleiche Winfel, fo hat 8 aud)
jtoei gleiche Seiten und heift ein gleidyfdentliges. — Hat das Dreied
drei gleiche Winkel, fo hat e§ audy drei gleidhe Seiten und heift ein gleidy-
feitiges,
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2. Beftimmung ded8 Dreiedes aus jwei Seiten und dem
dazmwifdenliegenden Wintel.

a) Lt man ju dem gegebenen Winkel A [Fig. 36.] und der an-
liegenden Seite b, al8 drittes Clement, die jtveite anliegende Seite ¢ hin-
sufommen, fo jyneidet man — nadydem man tie oben juerft Winfel Y AX
— A und AC =D conftruirt hat — von dem jweiten Schentel AY
bas Gtiid AB =c ab und verbindet den Punft B mit dem Puntte
C, fo hat man dag Dreiect ABC. — ,DQud) 3ivei Seiten und dem ivi-
jhenliegenden Winfel find aljo gleichfalls alle Glemente und dag Dreied
bejtimmt. :

65. Lehriap. ,Smwei Dreiede find congruent, renn fie in jwei

- @eiten und dem wijdhentiegenden Winfel iwbeveinftinumen.

Bur Bejtitigung fann man die Dreiede wie in 61 jur Dedung

bringen. .

~ b) Sind die gegebenen Seiten gleidh, fo rerden die ihnen gegeniiber-
liegenden Winfel aud) gleid) werden; denn tiitden fie nidyt gleich), fo fonn-
ten (nad) 64.) die Seiten nidht gleid) fein, was der Vorausjehung wider-
jpridgt.  Jft aber Ddie eine gegebene Geite grdfer ald die andere, fo tird
aud) dev MWinfel groper fein, reldper dev groperen Seite gegenitberliegt. —
Nennt man in einem gleichichentligen Dreiece die ungleidhe Seite die BVafis
(Grunbdlinie), fo crhalten wir den Saf: '

66. Qehriaf.” Jn einem gleidjchentligen Dreiece find die Win-
fel an der Bafis gleich.” [Dig. 341

Der Betveis fanu aud) divect gefiihet werden: Jjt in dem Dreiece

ABC bdie Geite AB = CB, und man denft fic) den Winfel bei B durd)
bie Linie BD halbirt, jo hat man oei Dreiede ABD und CBD, relde

in jtoei Seiten und dem gwijdhenticgenden Winfel beveinjtinunen, aljo cone
gruent find, und A und C al8 homologe Wintel enthalten.
AB = BC (Borausj.)
/ ABD = CBD (gemadt)
BD =BD
/ BAD = / BCD (teil beide BD gegeniiberliegen).
67. Lehriap. ,Der groperen Seite in einem Dreiede liegt audy
ber grofere Winkel gegenitber.” [Fig. 37 | ;
Bew. Jijt in dem Dreiede ABC die Seite AB > BC, jo fann
man von it dag Stiid BD = BC abjdneiden, und eé tird dann die
Rerbindungslinie DC nothroendig wijen AC und BC fallen, folg-

lidy ijt:
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/ACB> /DOB
7/ DOB = / BDC (66.)

/ACB> / BDC
/BDC> / BAC (50.)

um o mehr / ACB > BAC.

3. Bejtimmung des Dreieded aus einem Wintfel, einer
anliegenden und einer gegenitberliegenden Seite.

a) Lipt man endlich) ju dem gegebenen Winfel A [Fig. 38.] und der
auliegenden Seite b al§ drittes Clement die, dem Winfel A gegenitberliegende
Seite hingutomumen, fo conftruivt man, wie oben, Winfel Y AX = A,
AC =D, und teif nun weiter, daf die Seite a ihren cinen Endpuntt in
C, ihren 3mweiten aber in der Pevipherie cines Kreifes haben mup, den man
mit a alg Radiug um C {dhlagt. — Soll aber ein Dreiect entftehen, jo
mup Ddiefer jveite Cndpunft offenbar jugleich auf der Linie AY liegen;
b. h. die dritte Cce des Dreiectes ift dev etwaige Durdyjchnittspuntt der
Qinie AY mit der gedachten Peripherie. — Nimmt man nun aber dic ge-
genitberliegende Seite = a;, fo {dyneidet die mit a, gejdhlagene Kreislinie
ben Sdpentel AY gav nicht, und o8 entjteht daber audh) fein Dreied. —
Nimmt man dagegen diefe Seite = a,, jo fdmeidet die mit ihv gejdylagene
Kreiglinie den Scenfel AY in el Punften, B; und B, Verbindet
man dicje Punfte mit C, fo erhdlt man jwei, von einander verjdyicdene
Dreiece. — Nimmt man endlich) die gegeniiberliegende Seite = a; > b,
fo jdmeidet die Kreiglinie den Schenfel AY nur in cinem Punfte B und
man erthilt — tenn man diefen Punkt mit C verbindet — nur ein be-
ftimmtes Dreied.

AI$ pofitives Refultat geht hieraus hervor:

68a. ,Aus einem Winfel, ciner anliegenden und einer gegeniiber-
fiegenden @eite ift nur damn dag Dueied beftimmt, wenn die gegeniiberlie-
gende eite grdfier ift al$ die anliegende.”

68b. , Lehriap. Bwei Dreiece find congruent, wenn fie in jtoei
Seiten und dem dev groferen Seite gegenitberliegenden Winfel iiber-
einftimmen.” ¥ ;

Bew. Jjt in den Dreieden ABC uud A, B, C; [Hig. 39.] die
Seite AB = A, B,, die Seite AC = A, C;, der Winfel C = Winfel
C, unbd guglei) AB > AC, jo bdenfe man fid) dag Dreiect A, B, C,
betweglid) und trage e8 fo auf ABC, da A; auf A und C; auf C,
alfo A, C; auf AC fallt. Da uun dev Winfel C, = C ift, fo mup
aud) der Schenfel C, B, auf CB fallen; reil aber die Seite C, B, nidyt
glei) CB gegeben ift, fo twire e§ denfbar, der Puntt B, falle nicht auf
B, fondern jwijden C und B, oder auf die BVerlingerung von CB.
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Angenommen 1) B falle auf By; alsdann wire AB, = AB, aljo
aud) Winfel AB, B = Winfel AB B, (66.), was aber hier nicht moglich
ift, da

/AB,B> /ACB (50.)
AN OB 7 A BE {67.)
/AB;B > /ABC.

€§ fann aljo der Puntt B, nidt jwifchen B und C fallen. — An-
genommen 2) By falle auf di¢ Verlingerung von CB, ctwa auf By, —
Dann wire aber tieder

/ ABB; > / ACB (50.)
/ ACB > / ABC (67.)

A ABB, = /[ ABU
/ABC > /AB;B (50.)
um jomelr /L ABB; > / AB; B
AB;, > AB (64,
Was cin Widerfprud) ift, da nach der Vorausfesung
AIB, == AyB; == ABifl
@8 fann aljo der Puntt B, aud) nidht auf die Verlingerung von CB
fallen, aljo mup ev nothwendig auf B fallen, d. . die Dreiece miiffen fidh
decfen.

b. Die obige Conjtruction leitet uns nod) auf die Unterjudyung, wann
benm und in wie viel Puntten eine Kreislinie, die wm einen, auperhalb
einer gevaden Cinie liegenden Punft, gefchlagen rwird, Ddieje gerade Linie
fchneidet ? —

In Betreff dev erften Frage ift e§ einleuchtend, dap dev Radius des
freifes jedenfalls langer fein mup, al8 die fiizefte Linie, die man bon dem
Punfte nady der gevaden Linie hin ichen famn, remn dev Kreis die Linie
fdmeiden foll. —— Wiv haben daher blof die Frage ju beanvworten: Wel-
des ift die Fiivgefte Linie, die man von cinem Puntte nad) ciner geraden
Linie hin gichen fann?

Die Linge der Linien nun, wijden cinem Puntte und ciner gera-
ben Linie, mup offenbar abhingig fein von den Winfeln, die fie mit Ddie-
fer Qinie Dilden. — G8 bildet aber jede Linie mit einer anderen jtoei Win-
fel, deven Summe der conjtanten Grofe 2R gleid) ift, deven Differeny aber
offenbar fehr verfchieden fein famn. — Aus diefer Differeny mufp fid) da-
ber ein Sdlup auf die Linge der Linien gichen laffen. >

69. Lehriap. ,Cine Linie, die man von ecinem Puntte auferhalb
einer geraden Linie, nad) Diefer gevaden Linie hin ieht, ift wm fo Ficer,
je fleiner die Diffeveny dev Winfel ift, die fie mit dev lepteven bildet.”

5
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Bew. Man ziche von dem Punfte A aus nad) XY [Big. 40.]
die beiden Linien AB und AC, fo ijt:
La+b=/c+d(25)
itmm L a—b<< /e —d
jo folgt durd) Subtraction 2b > 2d
alfo audh) b > d

AC> AB

Solgerung. Die fivgefte Linie zwijchen einem Punfte und einer
geraden Linic ijt aljo die, weldhe Winfel bildet, Ddeven Diffeveny am Flein-
ften, d.h. = 0 ijt. 4

70. Lehriag. ,Das Loth ift die fivgefte  Linie jwijdhen einem
Puntte und ciner geraden Linie, "

Bew. Nacdhdem wir diefen Sap als Jejultat aus der obigen allge-
meinen Unterfucjung gezogen haben, [aft fich die Wahrheit deffelben auch
aljo einfad) ermeifen. [Jig. 41.]

Sit AC ein Loth 5u XY, AB eine beliebig von A nad) XY ge-
sogene Linie, fo ift in bem Dreiecte ABC der Wintel ACB afs Rech-
ter, dev gudpte, alfo audh groper als Wintel ABC; folglidy ijt die gegen-
iibetliegende Seite AB aud) > A C,

Bujab. ,Das Loth ijt der Ausdruck der Cutfernung eines Punttes
bon einer geraden Linie. :

Um alles, was von Linien, atoijdhen einer gevaden Linie und einem
Puntte auperhalb derjelben, fidy jagen [aft, im Jujommenhange 3u haben,
fiigen wir nod) hiugu: ; y

7L Lehriap. , Unter den Linien, jwijhen einem Punfte und ei-
ner gevaden Linie, find Ddiejenigen gleic), deven Buppuntte gleid) roeit vom
Suppunfte des Lothes entfernt find; je teiter aber dev Fupuntt ciner jol-
chen ¥inie von dem Fufpuntte des Lothes ift, defto langer ift fie.” [Big. 42.1

Bew. Jft AB | XY und BC — BD, fo ftimmen bdie Drei-
ede ABC und ABD in jwei Seiten und deim jtoifchenliegenden Wintel
itberein, aljo find audy die homologen Seiten A C und AD in ihnen gleich.

3jt femer AB | XY; BE > BD, fo ijt

ZEBAB> /DAB (wil EAB~ CAB ift)
LABE = / ABD
/AEB < /ADB (49.)

AD < AE. 3

72. Folgerungsiap. , Von einem Puntte nadh einer geraden
Linie hin fann man nicht mebr als giwei gleic) lange Linien 3iehen.

Su Betreff der jweiten Brage erhalten wir nun aus dem Obigen
folgenden Befdeid. [ Fig. 43.]
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1) 3Jjt der Nadiug glei) dem Lothe AB, von dem Punfte A auf
die Linie XY gefdllt, fo gelt die Kreislinie durd) den Fuppuntt B dicfes
Lothes, Dat aljo mit der Geraden Ddiefen Punft, und aud) nuv diefen Punkt
gemein; denn alle dibrigen Punfte der Linie XY miiffen auperhald des
Kreifes liegen, da (nad) 70.) ihre Cntfernungen von A gqrifer al$ das
Loth, alfo aud) groper als der Radiug find. Man fagt in Ddiefem Falle:
Die Linien bevithren fid, und mnennt die Linie XY eine Tangente
Des Kreifes. J

2) Jjt der Radiug grofer al8 das Loth, fo mup ein Theil der Ge-
raden innerhalb ded Kreifes fallen, beide Linien haben alfo mindeftens jvei
- Puntte gemein und fdneiden fich. s

73. Lehriaf. , Cine Kreiglinie fann mit einer Geraden nidt mehr
al twei Punfte gemein haben. "

Ber. Angenommen beide Linien [Fig. 44.1 hatten die drei Punite
C, B und D gemein (wie 8 jdeint, wenn der Radiug fehr nabe gleidh
dem Lothe ijt), fo todven Ddie Linien AC, AB und AD al8 Radien ein-
ander gleid), wad aber dem Sape 72 widerfpricht, twenn die drei Punfte gu-
glei) auf der Geraden XY liegen follen.

Bufap. ,Die Kreiglinie ift eine ftetig gefrinmmte Linie.”

4. WBejtimmung ded Dreiecked aug den drei Seiten

a. Nadydem wir, von einem Winfel audgehend, die dtbrigen Ele-
mente in allen miglidhen Folgen jur Conftruction verwendet haben, miif-
fen toir jept, in der weiteren Verfolgung unjever Aufgabe fiiv diefes Capi-
tel, nothmwendig von eciner Seite ausgehen. — Aud) fonnen wiv jur Con-
ftruction {iberhaupt feinen Winfel mehr verrwenden, tweil das ung jedenfall8
auf ecinen dev fritheven Falle juriicfithren wiirde, fondern miifjen fehenr, ob
pag Dreied jidh) Olop aus Seiten beftimmen lapt. [Fig. 45.] 5

Sdyneiden wir nun von der unbegrenzten Linie XY dag Stid AB
gleich Dev einen gegebenen Seite ¢ ab, jo twiffen tiv bon dev roeiten Seite
b, baf fie, bon dem Punfte A ausgehend, ihren jweiten Cndpunft in dev
Periphevie eines Kreifes haben muf, den man mit b als Radiug um A
jdlagt. Damit ijt aber die Lage Ddiejes Endpunftes, und fowit die dev
oritten e des Dreieced nod) nicht feft Leftimmt. Nehmen tviv daher nodh
bie britte Seite a hinu, fo mup die von dem Puntte B audgehend ihren
stoeiten Gndpunft in der Peripheric des Kreifes haben, den man um B
mit dem Radiug = a jdligt. Schneidet Ddiefer Kreid den borigen in einem
Puntte C, fo todre diefer Puntt rwohl die dritte Cdfe Des Dreieckes; e8 it
aber die Frage, mitflen fidy die Kreife uubedingt jdhneiden? und, wenn fie
¢8 thun, in toie viel Puntten jdneiden fie fich?

b. Um Ddaber fejtyuftellen, unter weldyen Bedingungen das Dreied

b* 3
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burdy feine drei eiten beftimmt fei, haben wiv ju evmitteln, 1) wann
fchneiden fich ztvei Kreife mit getvennten Mittelpuntten? und 2) in 1wie
piel Punften {dhneiden fie fich?

G¢ feien M und m Ddie Mittelpuntte reier Kreife, deven Verbin-
dungslinie Mm wiv fury die Centrallinie nennen wollen. — Die Lage der
beiden Kreife fann nur allein von dem Verhiltnifie der Summe und der
Differen der Radien gu der Centrallinie abhingen. — Dabei fonnen fol-
gende Fdlle eintreten:

I. Die Gentrallinie ift qrdper als die Sumne der Rabdien.

Wir fehlagen mit einent belicbigen Radius r [Jig. 46.1, (der hier
offenbav fleiner al8 Mm fein mup) um m cinen Kreis. — Die Periphe-
rie durchichneidet die Centrallinie in jwei Puntten, A und B. — W nun
bie Lage des grveiten, um M 3u jdylagenden Kreifes, ju dicfem zu crfabhren,
miiffen wiv aus der gegebenen Bedingung ermitteln, wie die Cntfernung
ber Punfte auf der Periphevie dev geogenen Kreislinie vom Mittelpuntte
M des jtoeiten Kreifes ju dem Radius Ddiefes jiweiten Kreifes fich verhal-
ten. — Denn e8 ift flar: ift die Cntfernung cines Punttes vom Mittel-
punfte eine§ Kreifed tleiner ald der Radiug diefes Kreifes, fo liegt der Punft
innerhalb De§ Sreifes. -— Jjt die gedachte Cntfernung gleidy dem Rabdius,
fo liegt der Punft auf der Peripherie; ift enbdlidy die Entfernung grofer
al8 dev Radius, jo liegt der Punft auperhald des Kreijes. — Wir begin-
nen mit den beiden, bor anbdeven, audgejeicdyneten Puntten A und B.

Nun ijt nad) der Vorausfepung Mm > R - r

mA— 1

Mm —mA = MA

X MA =R,
D. b. Der Punft A liegt auferhald des Kveifes um M. — Nun laft fidh
aber leidh)t nachroeijen, dap (wie audy dev Augenjdhein lehet) der Punft A
unter allen Punften auf dev Pevipherie des Kreifes m am nichjten jum
Mittelpunfte M des anderen Kreifes ift.  Denn nehmen wiv auf der ge-
dadyten Peviphevie den belicbigen Punft X, fo ift -
MX 4+ Xm > Mm
Xm=mA

jubtrah. M X > MA.
Liegt aljo A aufierhnld, fo miiflen um fo mehr alle itbrigen Punfte auf
Der Pevipheric des Kreifes m auferhalb des Kreijes M liegen. — MWir er-
balten alfo den Sap
74. Lebriap. 3t bdie Cntfernung der Mittelpuntte rveier Kreife
groper al§ die Summe dev Radien, fo liegen Die Kreife gang auseinander.”
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IL. Die Gentralliwie ift gleich ber Summe der Rabdien.
Sdlagen toir, tie vorhin, den Krei§ um m und bejtimmen die Ent-
fecnung des Punftes A von M, jo ijt [Big. 46.]
Mm=R-{r
MA ==
Mm —mA =R
Mm —mA=MA

MA =R,
b. b der Punft A liegt jebt ouf dev Peripherie des Kreifes wm M, er ift
alfo beiden SKreigperipherien gemein. — Da nun, nad) dem Obigen, der

Punft A unter allen Punften auf dev Peviphevie des Kreifes wm m der
nadyite 3u M ijt, fo liegen aud) alle dibrigen Punfte dev gedachten Pevi-
pherie auferhald des Kreifes M. — Beide Kreigperiphevien haben aljo nur
diefent ecinen Punft gemein und liegen jonft auseinander.

75. Lehriap. ,Jjt die Cntfernung dev Mittelpuntte jloeier Kreife
gleid) der Summe der Radien, fo bevithren fidh) die Kreife von aufen und
ber Beriihrungspuntt liegt auf der Centrallinie.”

III. Die Gentrallinie ift leiner als die Summe der Radien.

Sdhlagen i tieder mit dem Fleineren Radiug r um m cinen Kreid
[Big. 46.7, fo ift bier:
Mm<R-4r
mA=ry

Mm —mA <R
Mm —mA =MA

MA <R,
b. . der Punft A liegt innerhalb de§ Kreifes wm M. — 1Ueber die Lage
ber itbrigen Puntte auf dev Peripherie des Kreifes m erhalten wir aus die-
fer Vorausfeung (wie man fidy leicht iiberzeugen fann) feinen Aufichlus.
Seben tiv ju, ob fie ficdh aus dem Verhdltnif dev Diffeveny der Rabdien
sur Gentrallinie evfenmen [apt.  Hier tonnen ricder die drei Fdlle ftatt-
haben:

. Die Gentrallinie ift auch fleiner als bie Differen; ber Radien.
Beftimmen  wiv jundadyjt die Lage des iweiten Durchichnittspunttes,

fo ijt [Fig. 47.]
Mm <R —r
mB=r

Mm -4+ mB <R
Mm 4+ mB =MB

MB < R.
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€8 liegt aljo aud) der Punft B innerhalb des Kreifes um M. — RNun ijt
aber leidyt nadygervicien, dap der Durdyidmittspuntt B unter allen Punt-
ten auf der Peripheric des Kreijes m die grofte Cntfernung von M Bat;
benn ift x [Pig. 47.] ein belicbiger Punft auf der Peripherie des Krei-
fed um m, fo ijt :
Mm 4+ mx > Mx
mx.— mB

Mm-+4mB > Mx
Mm-+4mB=MB

MB > Mx.
Liegt aljo B innerhalb des Kreifes M, fo miifien um fo mehr alle iibri-
gen Puntte der Peripherie des Kreifes m innerhald des Kreifes M lie-
gen, D. .
76. ,Lehriat.” 3t die Centrallinie fleiner ald die Summe und
aud) fleiner al8 die Differeny der Rabdien, fo wird der Heinere Kreis gany
bon dem groferen eingefchlofien. :

.ﬁ. Die Gentrallinie ift gleich der Differens er Rabdien.

Nad)y der BVorausjebung ijt aljo [Fig. 46.]
Mm'—R-—r
nun it mBi—r
Mm+4+ mB=R
Mm 4+ mB=MB
MB — R,
d. . der Punft B liegt auf der Peripherie de§ Kreijes um M. — Da
nun B der entferntefte Punft auf der Peripherie des Kreifes m von M
ift, fo liegen alle itbrigen Punfte diefer Peripherie innerhalb des Kreifes
M. — Beide Kreispevipherien haben aljo nur den cinen Punft B gemein,
todbrend der fleinere Kreid von dem gropeven ecingejhlofien twicd.
77. Lebri. , It die Centrallinie fleiner al8 die Summe und gleid)
dber Diffeveny der Radien, fo bevithren fid) die Kreife von innen, und joar
liegt Der Beriihrungspuntt wieder auf dev Centrallinie.

7. Die Gentrallinie ift grofer al8 bie Differen der Rabdien.

Nad) der Vorausfepung it Mm > R'—r [Fig. 46.]
mBie
Mm4+mB >R
Mm 4+ mB = MB

MB > R,
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b. h. der Punft B liegt auperhalb ded Kreifes M. Da nun der Punft A
innerhalb Ddiefes Kreifes liegt, fo jdhmeiden fid) beide Kreife.

78. Lehri. ,3Jjt die Centrallinie Fleiner al8 die Sunnme, aber gri-
per al§ die Diffeveny der Radien, fo {dhneiden {id) die Kreijfe.”

Nadydem wiv nun die Vedingungen erfannt, unter weldyen fid) jivei
Kreife {dhneiden, evdrtern wir die teite Frage: ,In wie viel Punften fon-
nen fid) jtvei Kreife fehneiden?

Cs ift an fih flar, dap cine Kreislinie die andere im Allgemeinen
in jwei Punften jdyneidet, eimmal beim Cintritt, dad andere Mal beim -
ustritt, — Nur wenn die Kreife nahe in Verithrung find, jdeint e8, aud)
bei dev beften Beidynung, ald hatten die Kreislinien viele Punfte gemein,
und bier ift nun nacdzutveifen, daf diefer Sdein nur eine Folge der noth-
wendigen Mangelhaftigheit jeder Jeidnung ift, da eine mathematijde Linie
fich eben nicht zeichnen [t

79. Lehri. |, Brei Kreiglinien fonnen {ich in feiner S.?age in mehr
al$ atoei Punften {dneiden.” [ Fig. 48.]

Bew. Angenonunen die beiden Kreilinien um M und m Datten
bie drei Punfte A, B und C gemein; alsdann todve:

MA = MC = MB al8 Radien des Kreijes M
mA =mC=mB - m

MA +~mA=MC+mC=MB 4+ mB,
wad aber unmiglid) ift, da die Linie MO -+ mC oder MCm, al§ ein-
gefchloffene, jedenfall8 fitrzer ift al8 die eine Der beiden iibrigen gebrodjencn
Linien, elde fie umjdliecpt.

c. In Vegug auf unfere Haupt-Aufgabe erhalten wir nun aus dem
Obigen folgenden Bejdyeid:

@oll aud drei Seiten ein Dreiet midglich fein, fo mup die Seite,
pon telder man audgedt, fleiner ald die Swmme aber grofer ald bdie Dif-
fereny Der beiden anderen Seiten fein. — Bejeichnen tviv die drei Seiten
mit a, b und ¢ und gehen in der Conftruction von ¢ aus, fo wdven bdie
beiden Bedingungen fitr die Mioglichfeit dev Ausfithrung:

l) e<<a-b,
2) ¢ >a—b oder c>b—a

Aus der ieiten Bedingung

c>a—boderc>b—a
folgt, wenn man b =5 oder a = a addirt

c+b=>aund a-4c>h
©o erbalten wir ftatt der obigen beiden Bedingungen jept die drei:
1) a4 b>c
2) a-+4c¢>h,
3) b+ c>a,
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p. §.: ,Die Summe bon je jwei Seiten muf grofer fein ald Ddie
drifte. :
Geniigt die gropte Seite diefer Bedingung, jo geniigen ibr aud) die
anderen, und man fann daber die BVedingung aud) jo jtellen: _
80. ,©oll aus drei Seiten ein Dreiet moglich) fein, fo mup die
grofte Seite fleiner fein, ald die Summe dev beiden fleineren.”
ithren wiv die Conftruction in der, unter a angegebenen Weife anug,
fo erhalten wir, da et Kreife fich tets in Fwei Punften fchneiden, aud
immer 3toei Dreiecte, ACB und AC, B [Fig. 49.1, von weldhen 8 in-
Deflen leicht 3u evtveijen ift, dap fie blop in der Lage verjhieden find, denn -
3ieht man die Lnie CCy, fo ijt:
Wt e SR @SR 66)
4@:45{ BC = BC,

Jead+B=/L1+5,
nhx ACB — L AU -
aljo ift dag Dreied ACB = AC, B (i 65.). — Aud)y 3tvei getrennte
Dreiecte, teldhe in ihren drei Seiten itbereinftimmen, laffen fid) immer in
diefe Lage gebracht denfen, woraus folgt:
81. Lehrf. , 3toei Dreiede find cnngxuent foenn fie in ihren drei
@eiten dibeveinjtimmen.

~ Bemerf, Sur Uebung fann der Schitler Den BVeweis auch durd) wickliche
Decfung fithren.

Anmerk Fiw die Conftruction des Dreiectes aus feinen drei Seiten entnehmen
wir aug dem Obigen: Je mehr die eine (gropte) Seite der Summe Dder beiden anbe-
ren fich nafert, defto unficherer ift die Gonftruction, da man um o weniger genau den
wittlichen Durchichnittspuntt der Kreife (alfo die dritte Gefe Ded Dreiectes) ecfenmen fann,

5 Aufgaben.

Wir haben hicr nod) die Lojung einiger Anfgaben ausufithren, eldpe
im Abjchnitte als moglich vorausgejest wurde.

82. Aufgabe , Cinen gegebenen Winfel ju halbiven,

Lojung. Um den Sceitelpuntt A des gegebenen Winfels B A C
[Big. 50.1 jhlage man einen Kreisbogen, dev die Schentel fehneidet in den
Punften B und C.  Aug diefen Punften (B und C) fdhlage man mit
gleicher Jivfeldffuung ziwei fid) jdhneidende Kreigbogen. Die BVerbindungs-
linie DA bde§ Durchjchnittspunttes mit dem @d)cttclpunfte halbitt dann
den Winfel B A C.

Der Berveis folgt aug 81.

83. Aufgabe. , Cine gegebene Linie ju halbiven.

Lojung. Aus den Cndpunften A und B dev gegebenen Linie A B
[Big. 51.1 {dhlage man mit gleicher Birfeldffnung nac) oben und unten
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soei fid) fdhneidende Kreisbogen. Die Verbindungslinie CD bdiefer Duvdh-
fdnittspuntte halbivt die Linie AB in E.
Bel. /A ACD 2 BCD (81.)
AU DY =" /B LTLS
/\ ACE = BCE (65.)
AE = BE

84. Aufgabe. , Durd einen gegebenen Puntt cine Linie fenfredht
su ciner gegebenen Linie gu zichen.”

Cofung. 1m Dden gegebenen Punft A [Fig. 52.], welder enttve-
ber in Dder gegebenen Linie XY liegt oder auperhalb devielben, jchlage man
cinen Kreigbogen, der die Linie XY in jwei Punften B und C jdmeidet;
Wm diefe Puntte (B und C) jdhlage man dann mit gleihom Radiug
soei fid) fchneidende Kreisbogen und verbinde den Durchicynittspuntt D
dicfer Kreisbogen mit dem gegebenen Punfie A, Diefe BVerbindungslinie
DA jteht dann jenfrecht ju XY.

Bew. A DAB2DAC (8L)

! /DAB= /DAC
[&ig.52a.] DA | XY [Fig.52b.] A BEA = CEA (65.)
: / BEA = / CEA
ADylE XY

b) Dag Dreiect im Bejondern.

Unter A Gaben wir al8 bejondere Dreiecte fennen gelernt das gleidh-.
fhentlige, das gleichjeitige wnd das rechtwinflige Dreiet.  Da in Ddiefen
Dreiccken die Glemente einer bejdhrantenden Bedingung unterworjen find,
fo mup audy eine gevingere Anzahl von Glementen 3u ihrer Bejtinunung
genitger.

85. ,Das gleichichentlige und reytwintlige Dreied find durd) 3tei
pon einander unabhangige Clemente bejtimmt, dag gleidyfeitige durd) ein ein-
3iges, nehmlich durdy eine Seite.”

86. Aufgabe. ,Das gleichichentlige Dreiect ju conftruiven, " toenn
gegeben find: :

1) Die Bajis und der eine Schentel.

2) Dic Bafis und der anliegende Winfel.

3) Die BVafis und der gegeniiberliegende Winfel.

4) Der eine Schenfel und der Winfel an der Bafis.

5) Der cine Schenfel und der Winfel am Sdeitel.
6



42

87. Aufgabe. , Cin redytwinfliges Dreiect 3u confteuiven,” renn
gegeben find:
1) Die eine Cathete und ein fpiger Wintel. (Jrei Fille.)
2) Die Hypothenuje und ein fpiger Winkel.
3) Die beiden Catheten.
4) Die Hypothenufe und ecine Cathete.
Bemerf. Catheten bheifen Ddie den vechten Winfel einfhlieenden
Seiten, Hhpothenufe, die ihn gegenitberliegende Seite.
88. Aufgabe. , Das gleidyfeitige Dreie aus einer gegebenen Seite
su conftruiren.

§ 2. Das Wieved.

a) Dad Wiered im Algemeinen.

Die Conftruction des Vievedd apt fich auf die He8 Dreieckes guviic-
fithren. :

Bieht man in dem BVierede ABCD die Diagonale DB, fo ift das
cine Dreie? (ADB) durd) drei, von einander unabhingige Glemente be-
ftimmt.  Durd) Ddiefes eine Dreied ift jugleich ein Element des jtoeiten
Dreiedes mit beftimmt — nehmlich die Diagonale DB — und e§ find
fomit gur Bejtimmung diefes jtveiten Dreieces blof 3toei Glemente nodh
erforderlic).  Hievaus geht hervor: ;

89. ,Das WViered im Algemeinen ijt durch fiinf von cinander
unabhingige Clemente beftimmt. ‘

b) Das %iete& im Befonderen.
1. Das Parallelogramm.
90. Lehriap. ,, Die Diagonale theilt das Parallelogramm in rvei
congruente Dreiece. [Jig. 53.]

Bew. Jieht man in dem Patallelogramme ABCD bie Diago-
nale CB, fo ift: . j
0B = (B 5
AB O =" Z2DGB b
é ROR é D gC } AlS Wedpfeltwintel an Pavallellinien.
AABC=DCB (63,)
9L Jolgerungsjap. , Iu cinem Parallelogramme find die ge-
genitberliegenden eiten einander gleid.
92. Lehriap. ,Sind in einem Bievede die gegeniiberliegenden
Seiten gleidh, fo ift das Bierect ein Pavallelogramm, “
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Bew. It in dem Vierede ABCD [Fig. 53] die Seite AB =
CD ud AC = BD, jo witd daffelbe durch) die Diagonale in jwei
Dreiede jerlegt, weldye in ihren drei Seiten dbereinjtinumen, aljo congruent
jind.  Folglich:

/ ABC= /DCB bdesgl. £/ ACB= / DBC (als homologe Winfel.)

AB// CD AC// DB (48)

93. Cebhriap. ,Sind in einem Bievee giwei gegeniiberliegende Sei-
ten gleidy und pavallel, fo ift das Vieredt ein Pavallelogramm.” [Big. 53.)

Bew. Ijt in dem BVievede ABCD die Seite AB = // CD
fo wird daffelbe durd) die Diagonale CB in jioei Dreiede jerlegt, toelche
in groei Seiten und den jwijchenliegenden Winfel iibereinftimmen, folglid)
find aud) die Homologen Seiten AC und BD gleidh, alfo pag Bieved
(nad) 92) ein Pavallelogramm.

94. Folgerungsfap. ,Das Parallelogramm ijt purc) drei, vbon
cinander unabhiangige Clemente (nehmlidy durd) gvei Seiten und einen
Winfel) beftimnt. G

95. Aufgabe. ,Aus sei Seiten und einem Winfel ein Paralle
lograrmm 3u conftruiven.”  [Fig. 54.]

Cofung  An der Unbegrenzten XY conftrnirt man pen Wintel
BCA gleid) dem gegebenen Winfel C und fdyneidet von Dem einen Schen-
fel defielben dag Stiid C A gleid) der cinen gegebenen Seite b und bon
dem anderen Schentel dag Stitd CB gleidy der anderen gegebenen Seite a
ab. Bon B aus conjtruivt man dann (nac) 42) BD // CA, und von
A aus AD // OB, oder man fdlagt um B mit b und um A mit a
al8 Radius Kreigbogen und verbindet den Durdyjchnittspuntt D derfelben
mit B und mit A, fo ijt in jedem Falle ACBD cin Parallelogramn.
(Die erftere Conftruction jtigt fidy auf die Definition, bie leptere auf 92).

2. Dasg Trapey.

Das Trapey (ABCD) [Fig. 55] fann enttoeder durd) cine Dia-
gonale (AD) in 3toei Dreiecte, oder durd) eine pavallele Transverfale ( DE)
in ein Oreied und ein Pavallelogramm erlegt roerden.  Anus jeder Berle-
gung folgt gleid) einfach:

06. , Das Trapey ift durd) vier von cinander unabhangige Ele-
mente beftimmt. " h

97. Aufgabe. ,Cin Trapes aus je bier, von einander unabhdn-
gige Glemente ju conftruiven.

Bemert. O0 man das Trapey aus jtvei Dreiecfen ober aus einem
Dreiece und einem Paralelogramme ju conftruiven habe, erfennt man leidht,
wenn man fid) guvor cin belicbiges Trapes seichnet und an demijelben Ddie

gegebenen Glemente bemerft.
6%
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3. Das Redyted.

Da in cinem Redytecte alle Winfel als Recyte gegeben, die gegen-
iiberliegenden Seiten aber gleid) find, fo folgt obne Weiteres:

98: , Das Redhtect ift durdy el Clemente, namentlich durd) feine
beidenn Geiten beftimmt.” .

Bem. Man nennt daber dag Redytet ein Broduct feiner Seiten,
und begeichnet e, wenn a und b feine Seiten find durd) a X b.

4. Die Raute und dad Quadrat

Als bejondere Vievecke miifien  hier nodh angefithet -werden 1) dag
gleidhfeitige Vieved oder die Maute, 2) das gleichieitige gleichintlige
Biered oder dag Quabdrat. — Beide Vierede find (nach 92) ugleid) Pa-
rallelogramume,

Da nun bei ciner Raute durch) eine Seite alle Seiten, und durd)
cinen Wintel alle Winfel gegeben find, fo folgt: «

99.  Die Raute ift durd) jivei Clemente, durd) cine Seite und einen
Wintel, bejtimmt.”

Jn dem Quabdrate ift auperdem der Winfel als Jedhter gegeben, da-
ber folgt:

100. ,Das Quadrat ift durch ein Glement, nebmlich dure) feine
Geite, beftimmt. : :

Bem. Jjt a die Seite des Quadrates, fo begeichnet man das Qua-
drat durd) ao = a2

§ 3. Das Vieledk,

et man an ein Polygon ein Drcied an (fo dap Ddie Seiten deffel-
ben nidht geradlinige BVevlingerungen der Seiten des Polygones find), fo
ethdlt das Polpgon eine Gefe mehr. — 3u Beftimmung  diefes Drciects
find aber blof swei Clemente erforderlich, rveil die eine Seite bereits, alg
Seite des wipriinglichen Polpgones, gegeben ift.  Aus diefer Bemerfung
foann man leidt die Anjahl dev Glemente, die sur Bejtimmung eines Po-
[ygones im Allgemeinen ndthig find, ableiten:

Bur Beftimmung eines Dreiectes find evforderlich : 3 Clem.
. - Wievedes - . 34+2=3-11.2
Pinfectes - " Bl,.24-2=—28192 2

Cedfecfes - . 8342.2492--313 2
Sichenedes - 343.242—314 9

- m Guled e 105l Spifiiil 3), Qem QBB .
Sind in einem Polygone alle Seiten und alle Winfel unter fidy
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aleidy, fo beifit dag Polygon ein vegelmdapiges. — Dev Winkel cines

regelmafigen Polhgones ift (nady 62) = ?—L-n_ﬁ R, alfo befannt; da

nun aud) die Seiten unter fidy gleid) find, jo folgt:
101, ,Das regelmépige Polpgon ift durc) ein Clement, und jroav
purdy eine Seite, beftimmt. "

Sn etnem Pacalelogramme Halbiren fich die Diagonalen.
Gin BierecE, in welchem fich. die Diagonalen Halbiven, ift ein Pavallelogramnt.
Sn einem Rechtecke find die beiben Diagonalen gleich.
Gin Parallelogramm, in welchem die Diagonalen gleich find, ift ein Rechteck.
. Sn einem rechiwintligen Dreiecke ift der Scheitel des vechten Winfels von der
Mitte der Hypothenufe um die halbe Hypothenufe entfernt.

6. Sft in einem Dreiecfe die eine Gcfe von der Mitte der gegeniibetliegenden
Seite, um die Halfte diefer Seite entfernt, o ift dag Dreiect rechtwintlig. :

7. Qn einer Raute fiehen die Diagonalen fentrecht zu einanbder.

8. Gin Parallelogramm, in welchem die Diagonalen fentrecht ju einander ftehen,
ift eine Maute. :

9. Qn einem Quabdrate find die Diagonalen gleich und fehneiden fich unter rech)-
fen Winteln.

10. Sind in einem Parallelogramme die Diagonalen gleich und ftehen fentrecht
3u einanber, fo ift dag Paralelogramm ein Quadrat.

EE SRR

Cap. II

Dic Grife

Jebe qefdyloffene Pigur umgrenst ein Flachenitid von  beftimmter
alffeitiger Ausdehnung, von dev man fid) cine bildliche Borftellung machen
fann,  Diefe anfdauliche Yuffafiung der Grdfe ciner uwmgrengten Fldche
ift bier von feinem Jntereffe.  Wir haben die Flachen ihrer Grife nad)
mit cinander ju vergleihen. — Nun laffen fic) aber die Blachen von ver-
ihiedener Form nicht leicht mit einamder vergleihen, und toiv haben. daber
sundadyit die Aufgabe, ,den Flachen eine Form u geben, Ddie fiie den
Vergleid) geeignet ift,” gu weldyer Forderung und bie Bemerfung beredhtigt,
daf gleidy grofie Flachen von verjchicdener Form febr rohl denfbar find. —
Diefes Capitel jerfillt daher in jroei Abfhnitte:

a) RVerwandlung der Form.

a. W bier nicht im Duntlen ju tappen, miiffen toiv ertwdgen, toeldye
Form it den Vergleich die geeiguetite ift? €8 ift offenbar die Form, bei
welder die Gréfe dev Flache durdy ihre beiden Dimenfionen beftimmt ift,
b. h. die Form de8 Mechtectes. ur Redytfertigung Ddiefer Behauptung
diene folgende Crovterung:
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Der Ausdruct einer Dimenfion ift die gevade Linie. Die beiden
Dimenfionen ciner Cbene rerden alfo durd) jtvei, u einander in beftimmter
Lage befindliche, d. . ju einander fenfredht ftehende Linien bejtimmt. In
der Cbene felbft fommen fie aber jedé Delicbige Qage cinnehmen, da in einer
unbegrengten Gbene feine befonder8 ausgeseichnete Linie gegeben ift. —
Anderd geftaltet e8 fic) bei begrengten Flachen, wo die Dimenfionen eine
bejtimmte, in verjchicdencr Ridhptung verjchicdene, Grofe haben. NMehmen
wiv 3. B. ein Parallelogramm, fo find alle Linten, die der einen Seite
pavallel find (al8 Pavallelen wifchen Parallelen ), diefer Seite felbft gleid).
€8 eignet fid)y daber die cine Seite felbft um Ausdruct der einen Dimen-
jion.  Wir nennen diefe Seite die Grundlinie — und waiblen als foldye
getodhulih die horizontale Seite. — Alle Lothe aber 3wijdhen der Grumd-
linie und dev ihr pavallelen Seite find cbenfall (als Parallelen jwijdhen
Pavallelen ) einander gleic). — Nennen twir daber das Loth, bvon einem
Puntte dev gegeniiberlicgenden Seite auf die Grundlinie gefillt, die Hobe
bes Pavallelogrammes, fo erhalten wir den Gap: , Die Dimenjionen eines
Parallelogrammes werden durd) die Grundlinie und Hohe beftimmt.” —
Bei cinem NRedytecke aber ftehen die beiden Seiten fenfredht 3u einander.
Rimmt man alfo die eine als Grundlinie, fo ift die andeve die Hihe, und
ba nun das Redyted (nad) 98) durdy feine beiden Seiten beftimmt ift, fo
ijt obige Behauptung geredhtfertigt.

Mag nun audy fiiv den Vergleid) die Form des Rechtedes geniigen,
fiie die anjdauliche Auffafjung ijt jedenfalls -die Form geeigneter, in rwelder
die beiden Dimenfionen gleich find, das ijt die Form Ddes Quadrates, —
Gomit ift unjer 3iel befannt: , Wir Haben u evmitteln ob fidy ein Delie-
biges Polygon jundd)jit in ein Redhtec und Ddanm teiter in ein Quadrat
pbertoandeln [apt.

b. Da dag Recytedt ein Parallelogramm mit einem beftimmten Winkel
ift, fo haben wiv die Aufgabe 3u [6fen: ,Gin Parallelogramm in ein an-
Deres mit einem vorgefdhrichenen Winkel ju verwandeln.  — Aendert man
nun den Wintel CAB [Fig. 56.] des Parallelogrammes ABCD, ofne
feine Dimenjionen ju dndern, fo fomumt e§ nad) und nach in Ddie drei be-
jonderen  Lagen der Dbeiftehenden Figuren. — Durdy die Beregung Dder
Geite BD ift nun dag wifprimglihe Parallelogramm um dag Dreiect
Dy BD vertleinert; durd) die gleidhjeitige Beregung der Seite A ijt o
aber um dad Dreied €, AC vergrofert. Da nun beide Dreiecte ftets in
stoei. Seiten und dem jroijdhen liegenden Winfel itbereinftimmen, alfo con-
gruent {ind, fo ift durd) eine folde Aenderung des Winfels die Brope des
Parallelogranmes nid)t gedndert. — Dag Refultat lat fidy folgendermafien
in einen Saf faffen:

. 102, Lehriag. |, 3wei Pavallelogramme, die gleiche Dimenfionen
d. h. gleihe Grunbdlinie und $Hdhe Haben, find gleich grop.”  [Big. 56.]
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Bew. ABC,D=ABC,D
{ C,A=D,B{91}
A CGACXD,AD CA =DB
/ C,AC = / D,BD{ 45 3uj. }
fubtra). ABCD = ABC,D, (13

Anmert. Sind die Parallelogramme getrennt, fo denfe man fidh
bag eine beteglich und trage e8 fo auf das andere, daj die gleidyen Grund-
linien in ihren Gndpunften (aljo audy itberhaupt) ujanumenfallen. Da
nun die Gegenfeiten dev gemeinjdhaftlichen Grundlinie parallel find und
vou ihr in allen Puntten gleiche Abjtande haben, -fo miiffen fie nothren-
big beide in eine, der Grumdlinic pavallele Linie fallen, und twir erhalten
fo ecine der drei obigen Lagen.

IMit diefem Sape ift nun audy die Lojung Dder obigen Anufgabe
gegeben.

103. Aufgabe. ,Cin Pavallelogranm in ein anderes von gleidyer
Grbpe und einem vorgejdricbenen Winfel gu verwandeln. [Fig. 57.]

Cojung. 3t ABCD bdas gegebene Parallelogramm und o Dder
qegebene Wintel, fo conftruive man an der Grundlinie (oder deven LBerlin-
gerung), in jedem Endpuntte cinen, dem Winkel « gleichen Wintel (C, AB
— D,BK = o) und verlingere die Schentel, bis fie die Gegenieite (odev
beren Verlingerung) in C; und Dy jdyneiden, fo iit ¢, ABD, ba$ ver-
langte Pavallelogramm. — Will man dag Pavallelogramm in cin Rechted
vertvandeln, fo braudyt man nur in den Cndpunften dev Grundlinie redte
Wintel an dicfelbe u fepen, oder, was daffelbe ijt, man ewvidtet in jedemt
Gndpuntte der Grundlinie ein Loth ju derjelben und verlingert die Lothe
bis jum Durdyichnitt mit dev Gegeneite.

104. Folgerungsfap. ,Jedes Paralelogramm [aft fich in ein
Sedhted von gleicdher Grope vermandeln.

Gehen wir jest zu der Verwandlung des Drcieces itber, da bas
Dreiec das cinfadyjte der Polygone ift.

Aus Lehrf. 90 erfehen wir, daf die Diagonale ein Pavallelogramm
in jwei congruente, aljo aud) gleige, Dreiede jerlegt. Mit Hingugiehung
pon Lehrj. 102 ergiebt fid) hievaus jogleich:

105. Lehrf. ,Das Dreied ift die Haljte des Pavallelogramimes
von gleiher Grundlinie und Hobhe.”

106. 3ujap. , Dweiede von gleidher Grundlinie und Hohe find
gleidy.”

107. Aufgabe. ,Cin Dreied in ein Parallelogramm Fu berwan:
pen.” [Big. 58.]

@ofung. Man balbirt die Grundlinic AB des Dreiedes ABC
in D, zieht DE/AC md CE//AD fo ift das Parallelogranmm
ADEC = A\ ABC. — Demn ergingt man dag Dreied ABC jum

las
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Parallelogramm ABCEF, fo ift foroohl dag Diciet A BC al§ aud) das
Parallelogramm ADCE gleid) dev Hiljte von ABCF.

Da nun jedes Pavallelogramm in cin Rechtedt von gleicher Groje
vermwandelt werden fann, fo folgt:

108. - Folgerungsiap. , Iedes Dreiedt fann in cin Redhted von
gleicher Grope verandelt werden.

Wi cin Polygon in cin Recytect ju verwandeln, Fonnen wiv jest
jtoei Wege einjdhlagen:

1) Wiv zerlegen dag Polpgon durd) Diagonalen in Dreiece, ver-
wandeln jedes Dreiedt in ein Parallelogranun, und vereinigen, wo mglic),
fammtlidhe Pavallelogramme in ein Parallelogramm. :

2) Wir verwandeln das Polygon divect in ein Dreiedt von gleicher
Gripe, indem twir cine Cde nad) der andeven verjhrinden laffen. — Wir
tollen beide MWege verfuchen.

109. Aufgabe. €3 foll cin Parallelogramm conjtruirt werden,
weldyes gleich dev Swmme reier Pavallelogranmme ijt. "  [Fig. 59. ]

Lofung. Da wir (nad) 103.) den Winfel eines Parallelogrammes
belicbig dndern fonnen, fo find wiv bevedhtigt, die beiden Parallelogramme
als gleidywintlig vorauszujepen. et gleidywintlige Parallelogramme Fin-
nen foir aber fmmer fo an einander fepen, dap ihre Grundlinien in eine
gr. Linie fallen. — &Sind nun ABCD und BGFE bdie beiden, alfo
aneinander gefeften Parallelogramme und wiv evgdngen die gange Figur
AEFGDC 3u cinem Parallelogramme ARHC, fo ijt paffelbe wm das
Parallelogramm GFHD quifer dls die Summe der gegebenen Paralle-
logramme, und tir haben aljo von demjelben ein Stit — GFHD fo
abjujdyneiden, daf das Uebrigbleibende ein Parallelogramm ift. — Ju dem
Brede fuden wir in der Linie GF einen Punft O fo au beftinumen, dap
cine, durd) diefen Puntt parallel der Seite BD gegogene Linie XY ein
Parallelogramm XYHE — GDHF oder, da XOFH beiden genein
iit, YOFE = GOXD abjdneidet. — Berbinden twir nun den Punft
O mit den Punften B und H, fo it: '

BOY'=BOG
HOF = HOX|%:
YOFE = GOXD (DBorausjepung.)

BOY 4+ HOF 4+ YOFE =BOG 4+ HOX + GOXD (10.)
- Dievaus folgt, Ddaf dev Punft O o gewdhlt werden mup, daf die
Yinic BOH bdag Pavallelogramm BEHD balbict, d. h. der Puntt O
ift der Durdhjchnittspuntt der Diagonale BH mit der Seite G F.
Sichen wiv nun die Diagonale BH und durd) den Durdhfchnitts-
punft O die Linie IK / DB, jo ijt: [Fig. 60.] :
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/A BHE = BHD
{ A BOKX=XBOG 90}
/A OHF = OHI

BHE — (BOK +- OHF)= BHD (BOG + OHI)
b. . OKEF =0IDG
OIHF = OIHF abddirt.
IKEH = GFHD !
. AKIC=ABCD 4 BEGPF.

110% 3ufa. ,Dic Summe zwcier Rechtede von gleidyer Hobe
ift gleichy cinem NRechtece von derelben Hohe und einer Grundlinie, gleidh
der Swmme der Grundlinien Leider Rechtecke.” Sind die Grundlinien
a und b, die gemeinjdaftliche $Hohe h, jo ijt:

aXh+4bXh=(a+Db) Xh [Fig 61.]

110°. Bufap. ,3ieht man durd) cinen Puntt dev Diagonale eines
Parallelogrammes jwwei den Seiten parallele Linien, fo wird das Pavalle-
logramm in vier Pavallelogramme getheilt, von weldyen die jrvei cinander
gleidy find, duvc) teldye die Diagonale nidyt geht.”

110°. Aufgabe. ,Cin Parallelogramm zu conjteuiven, tweldyes
einem  gegebenen  Parallelogramme gleid) ift, und eine gegebene Seite
hat.” [Big. 62.]

Cofung. It ABCD das gegebene Pavallelogramm, a die gege-
bene Seite, fo mache man AE = a; jiche EG // BD; verlingere CD
bis G; 3iche die Diagonale AG und durd) den Durchidynittspuntt H bdie
Cinie IF // AR, jo it AEIF das verlangte Pavallelogramm; denn ed
ift = ABCD, (da BHFE =IHCD), und hat AE = a jur Seite.

Sonnen. wiv nun el Parallefogramme, fo Fonnen tiv aud) belicbig
viele in ein Paralelogramm vereinigen, und die Verwandlung eines Poly-
qones in ein Pavallelogranm, — aljo andy i cin Redyted® — ift auf dem
erften. Wege moglid) — aber reithiufig. — Verjuchen toiv daher aud) den
jtocifen Weg.

111. Aufgabe. , Ein Polygon in ein anderes, von gleicher Grife,
3 vertoandeln, weldhes cine Ce teniger hat.” [ Big. 63.]

Cofung.  Wollen wir die cine Cfe des gegebenen Polygones
ABCD .... N, ctiwa die Gfe B verjdhoinden laffen,- jo jdyneiden i
burd) die Diagonale NB das Drcied NAB ab und erjepen ¢8 durdy ein
anderes von gleidjer Gripe, defien Scheitel aber in ber Verlingerung der
Ceite BC liegt, was (nad) 106) leicht ausfiihrbar ijt: Wir- verldngern
alio CB itber B hinaug, zichen duvd) A die Yinie AA, / NB und ver-
binden dest Durchichnittspuntt A, (Ddiefer Pavallelen mit der Verlangerung
von CB) mit N, fo ift A\ NA; B=NAB (106), aljo aud

7
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A, CD...N=ABCD...N. — 3ugleid) hat das Polpgon A,CD ... N
eine Cde (die bei B) weniger als das wrfpriingliche.

Laffen toiv in diefer Weife eine Ccfe nad) der andeven verjchwinden,
fo miifien wiv endli) auf cin Dreie fommen, dag dem wrfpriinglichen
Polygone gleich ift und (nad)y 107) in ein Rechtedt verrvandelt werden fann.

112, Folgerungsfap. ,Jedes Polygon fann in ein Recytet
berwandelt tverden.

€8 bleibt ung nun nod) die Aufgabe, , Cin Rechted in ein Quadrat’
gu berwandeln, " iibrig. — Jur Cojung diefer Aufgabe verbelfen ung jroei
Cigenjdjaften des vechtrwintligen Dreiectes, reldye hier fogleic), ofme vorher-
gebende Miotivivung, hingeftellt werden:

113. Lehriap. , Falt man in cinem redytvintligen Dreiecte, vom
Sdeitel des rechten Winfels, ein Loth auf die Hypothenufe, o ijt das
Quadrat diefes Lothes gleidy dem Rechtecte aus den beiden Abjdhnitten der
Sypothenufe. * [ Fig. 64.]

Borausf. / ABC=1R
BD | AC
Behoupt. BDO= AD X DC.

Bew. Man verlingere das Loth BD und madye die Berlangerung
DE =DA. Ziche dur) B dic Linie BF // AC und durdh) den Puntt
F, in weldyem fie die Berldngerung von BC dyneidet, die Linie F'I // BE;
feener BI // AC, und endlidy durd) C die Linie HG //BD. Dann
berlingere man nodhy AC bis fie IF in K jdhneidet. — Alsdann ift
DCEG bag Recdhted aus DC und AD, und nad) 110" gleich dem
Rechted HCKT, defien eine Seite FLC = BD ift. Wir haben alfo blof
3u geigen, daj aud) die zweite Seite CK = BD ift, weldyes fich Jogleidh
aus der Congrueny der Dreiede CKF und BD A ergieht, denn s ijt:

FK = AD (weil beide = DE)

Z CKF = / BDA (beide find Nechte.)

/ KCF = / DBA (beide machen mit ,/ DBC einen Redhten.)

A CKF=BDA (63)

CK =BD

CKHI = BDC
CKHI—DCEG (110")
BDO—=DCEG
DCEG=DC X DA
BDO=DC X DA.
114. Lehriap. , Jilt man in einem rechtroinfligen Oreiece ein
Loth vom Scheitel des. rvedyten Winfels auf die Hypothenuje, fo ijt das
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Quadrat der Cathete gleich dem Rechtecfe aus der Hypothenuje und dem,
der Cathete anliegenden Abjdmitte.” [Fig. 65.]

Rovausf. / ABC=1R
BD | AC

Behaupt. ABO=AC X AD.

Bew. Man verlingert das Loth BD und madyt die Verldngerung
DF = AC; jieht AE/DE und FE // AD; barnad) BEK // AB
umd AG //BC. — Alsdann it ADEF = AC X AD; wir haben
nadjzueifen, daf ABKG = ABE mnd pann, daf ABKG =
ADEF ijt:

AC = AE gemact
A ABCXRAGE{ / ABC=AGE, al$ Redhte
/BAC= / GAE beide ergingen GAC jum

s D NRechten.
Da nun audy alle Winkel in ABKG Redhte find, fo ift:

ABKG="ABOD
nun it ABKG=ABHE (102)

ABO=ABHE
ABHE = ADFE (102.)

ABO=ADFE=AC X AD

Weldyen der beiden Sife man nun audy jur Verwandlung cines
Rechtedfes in cin Quadrat, mag antoenden wollen, jedenfalls mufp man
suvor nod) Ddie Aufgabe [dfen: eber ciner gr. Linie cin redtivintliges
Dreiedt 3u confteuiven, fo daf der Sdfjeitel in ein, auf der gegebenen Linie
ervidtetes Qoth fillt.” — Jur Ldjung diefer Aufgabe verhilft ung der, im
ebunggftoffe jum vorigen Cap. angefithrte Sab:

115. Qehriap. ,Jjt dic cine Cdfe cines Dreiected von der Mitte
ber gegeniiberliegenden Seite wm bie Hilfte diefer Gegenfeite entfernt, fo ift
pag Dreied rechtwintlig.” [ Jig. 66.]

Porausf. AD =DB =DC

%ebaupt._ il ABO=1RB
Beto. / x= /5 (il AD = DB)

/u= /2 (vl DB=DC)
/x+y=/utz=/ABC
/ABC=1R

Der”im Lehrjage 115 audgefprodyenen Bedingung geniigen nun alle
Dreiece, deren Seheitelpunft in dev Peripheric eines Kreifes liegen, dert man
7*
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aus der Mitte dev Grundlinie wmit dev Halben Grundlinic, als NRadiug,
fehldgt.

116. Folgerungsiap. , Der Periphevicwintel iber dem Durd-
meffer ift ein Redhter.

117. Aufgabe. , Cin gegebenes NRedytet in cin Quadrat 3 ber-
andeln.” [ Fig. 67.]

1 €ojung. Man verlingere die Gruudlinie AB des gegebenen
Redyteces ABCD, und madje die Berlingerung AE = der 3Heiten
Seite AC des Nechtedtes; fdhlage damn {iber BB als Durdjmefier cinen
Halbreis und verlingere CA bis ur Perivherie, fo ift AF bdie Seite des
Quadrates, toeldyes gleich dem Rechtecke ABCD ift. — Dann verbindet
man die Puntte B und B mit F, jo it / EFB=1R (116), folgl.
AFO=AB X AE = ABCD (113)

2. Lojung.  Bon der Grundlinie AB fchueidet man AR — AC
ab, jdlagt iber AB als Durdymefer cinen Halbreis, crvidhtet in B, das
Loth E, Fy, 3u AB und verbindet den Duidhichnittépuntt F, diefes Lothes
und dev Periphevie mit dem Gudpunfte A der Grundlinie, von rweldyem
aug Ddie jweite Seite abgefehnitten wurde, o ift diefe Linie ATy die Seite
des verlangten Quabdrates. — Denn verbindet man den Punft F, auc
mit B, fo ift / AF,B=1R (116), folgl. AF\H= AB X AE,
= ABCD (114).

118. Folgerungsfap. , IJebes Polygon lapt fidh in ein Quadrat
beriwandeln.” (112 und 117.)

Nody eine Methode, cin Polygon in ein Quadrat 3 vermwandeln, ijt
denfbar: Man jelegt das Polygon durd) Diagonalen in Dreiecte; vertvan-
Delt Die eingelnen Dveiede in Quadrate und bereinigt die Quabdrate, o
miglid), divect in ein Quadrat. — Wenn dieje Methode, vor der bovigen,
audy feinen Borgug verdient, fo it jedenfalls die Lojung dev Aufgabe, |, 3tvei
Quabdrate direct in cin Quadrat 3u bereinigen, * von IJutevefje,

119. Aufgabe. ,Ein Quadrat gu conftruiven, weldyes gleic) dev
Gumme jiveier gegebener Quadrate ift.” (Fig. 68.)

Lofung. Wi feben bdie gegebenen Quadrate fo aneinander, daf
bic Grundlinien eine gr. Linie bilden, und evgingen die aljo enftandene
Biger ACDEFG s cinem Quadrate AHIG. — Belingern mir
nun die Seite BD bis K, fo ift das Quadrat AHIG um die beiden
Redytefe CHED und EKIF groper al8 Ddie Sunnme der gegebenen
Quadrate, und wir miifjen aljo von diefem Quadrate Blachenjtiicke abju-
fdneiden fucdben, fo daf fie ufammen den genanmten beiden NRedhtecten
gleid) find, dev Ritckftand aber cin Quadrat it

Durdy die beiden Diagonalen OK md KF toerden die Dreiecke
QHK und KIF abgejdynitten, weldye sufammen gleic) einem Rechtecte
find.  3ichen wir daher FIL // KGO, vebinden C mit L und betveijen
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daj Ddie julept abgefdhmittenen Dreiede den vovigen gleid) find, dag BViered
CEKLT aber ein Quadrat ijt, fo ift die Aufgabe fo ridhtig geldft:
CH=KI
Bew. I A\ HCK X IKF KH=FI
; / CHK = / KIF, al8 Redte.

1) CK =KF
; Aoxi=— 7 augd I
2 JCEKF=1R Ja+y=1R, wil /I=1R
/x+y=1R
A e KFL—1R (ba FL //KC gezogen wurde.)
7 jFGzKI_

II. A\LFGXFKI,/G= /1, als Redtc
lé u = / y { beide ergimgen Z ju 1 R. }

4) FL=KF
5) CK = LF (au$ 1 und 4.)
Da nun auch CK // LF ift, fo folgt, wenn man zugleid) 1, 2 und
Celnf. 93 beriiffichtigt, dap CKFL ¢in Quadrat ift. — Nun ijt end-
lid)y audy

CL=LPF
. A\ CALX A LGF{ / A=/ G al8 Redte
/. w=/ u beide crg. v jum-Redten.

Gs find aljo audy die vier abgejdhnittenen Dreiece unter fidy gleid,
alfo jufommen gleic) den beiden Rechtecken. ~ Folglichy ift CKFL das
perlangte Quadrat.

Vergleichen wiv aber die Scite diefes Quabdrates mit den Seiten dev
aegebenen Quabdrate, fo fehen tiv, daf diefelbe die Hypothenuje eines vecyt-
winfligen Dueiedes ijt, Ddeffc Catheten die Seiten der beiden gegebenen
Quadrate find. — So find wiv damn bievmit auf den bevithmten Pytha-
gordijchen Lebrinp gefithret: :

120. Cchriap. ,In cinem vedytvintligen Dreiece ift dad Qua-
brat der Hypothenuje gleich der Summe der Quadrate beider Catheten.”
[ Big. 69.]

Bew. Dev Vetweis folgt ummittelbar aus Lebpfap 114, — it
nehmlid) ABC cin bei B vedhtwinfliges Dreiet und BF | AC, fo ift:

ABO— AC X AF
BCO — AC. X FO
ABO4 BUD—=ACXAF+ACXFC=ACXAF+F0Q)
—AOXAC=ACC, (110%)
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Bemertung, Aus dicfem Sape ergicbt fidh nun eine viel ein-
fachere Lofung der Aufgabe 119: Man fept. die Seiten der gegebenen
Quadrate redtwinflig an einander und 3iecht die Hopothenufe, fo ift diefe
die Seite ded geminjdten Quadrates.

121. a. Bufap. ,, Das Quadrat iiber der Summe jtoeier Linien
befteht aus der Swmme dev Quadrate und dem doppelten Rechtecte beider
Linien, "

(a4 b)2=a2 4 b2} 2ah.
: et man in der Figur ju 119, AB = a und BG = b, fo jeigt
ein blofer Anblict dev Figur die Walhrheit.

b. 3ufag. ,Das Quabdrat iiber der Differen; jroeier Linien ift gleich
der Summe ber Quabdrate beider Linien, vermindert um das doppelte
Redytedt aus denfelben.

Bew. Jjt Fig. 70 AE =a; EB=Db; AEFG = a2; ICGH
= b% ACBD = (a—b)2, fo ift: ACBD = AEGF 4+ ICHG
— (BKFE 4-IDKH), b. §. (a—b)2 = a2 4 b2—2 X ab.

c. Jujap. ,Die Differeny der Quabdrate jweier Linien it gleidh
dem Recytece aug der Summe und der Differens dev Linien.

Bew. It Fig. 71 AB=13a; BH = CF = b; ABCD =
al; CFEG =00, fo ift: ABCD —CFEG = AHFI (ba BKIH
= GEDK), b. ). a2—Db2= (a4 Db) X (a—Db).

b)  Musmeffung der Flichen.

Sdyneiden tir von dev cinen Seite AB eines Redyteces A BOCD
[Big. 72.] gleihe Stiike ab und ervicdhten in den Theilungspuntten Lothe,
fo werden durd) diefe Lothe vom Rehtecte eben fo viele, unter fidy con-
gruente Redptece abgefdnitten.  Bleibt bei der Grundlinie ein Reft EB,
der fleiner ijt, als die abgefchnittencn Stitcke, fo bleibt audy beim NRedytece
ein Reft, dev fleiner ift, al8 die, durd) die Lothe abgefdmittenen Redytecte.
Haben daber jioei Redhtece eine gleiche Seite und rir meffen die ungleidyen
Seiten in cinander, fo werden jugleich die Redhtecke durdy einander germeffen,
indem iv in den Theilungspuntten dev Grumdlinie Lothe it derfelben er-
vidhten. — Hievaus folgt: ' g

122, Lebriap. , 3wei Redytede, die cine gleide Seite haben,
berhalten fic) 3u einander, rie die ungleichen Seiten, oder deren Maap-
jablen.

Bew. Sind ABCD und EFGH [Jig. 72.] die beiden Redht-
ecfe, toeldye eine Seite gleid) haben (AC = EG), und die mwir fury durdy
AD und EH begeichuen - roollen, jo meffe man die ungleicdyen Seiten A B
und EF in cinander und ervidyte in den Theilungspuntten Lothe. Man
echalt fo:



" b |

"‘,ts‘%‘;ﬁ}t«‘: & u‘ 24

e

’







59

1) AB=2 X EF + IB aljo audy Redhted AD =2 X EH + ID

22 EF=2X IB 4+ KF - - EH=2XID-+ KH
3) I'B=2><K'F—|—L.B . . I.D—:2><K'H+L‘D
: Bejtinmen m:ir I)icrmis die Grengen, fo er[)il[tcn fir: : i
audl)... 2 <%§< 3 desgleichen 2 <%§ <3 (Differeny = 1;
. 2)...2‘/3<g—g—<2'/2 . 21/3<%}DI< 21,081 = )
. 3)... 22 <g—§< 23, - 22/ <%T]_)I< A = 1/35)

Da nun beide Verhaltnifie ftets 3wijdyen denjelben Gvengen bleiben,
aud) wenn die Diffeveny dev Grenen fic) unendlicy der Null ndabert, fo
jind die Verhdltnifie gleidy (1. Avithmetit, Seite 63, Lehrf. 59).

Begeichnen wir mit m die Liniencinbeit, und it AB =la . m;
EF = b . m, jo ift aljo:

ABCD b AB a.m
EFGH' EF b.m

odert ABOD = % % EFGH.

=5 {19}

123. Qebriab. ,wei belicbige Rechtecte verhalten fidy 3u cinan-
der, wie die Producte aus den Maafizahlen ihrer Seiten.”

Bew. G§ feien ABCD und EFGH [Jig. 73.] dic beiden
Redytecde, deren Fldchen wiv fury durd) R und Q Degeichnen wollen.  Fer-
net jei AB=a.m; AC=b.m; EF=«a.m; EG=0.m;
(wo m die Liniencinbeit, a, b, «, B aljo die refpectiven Maapzablen be-
Ddeuten ).

Man conftenive nun, um dicfen Fall auf den vorigen suviicyufitren,
ein Hilfsredytet, tweldyes die eine Seite mit ABCD, bdie anbdere mit -
EFGH glid bat. — Jjt MIKT: Ddicjes Redhted®  (deffen Flacye toiv
fury durd) P begeichnen wollen) und goar LK = AC und LI = EF,
fo folgt aug 122:

IR L L SV e I
5 LI o o
B Rt il vy
Q EG B B
ben Werth fiir P aus 2 in 1 fubft R=E.%.Q
o
R
oder''— = — | ==
Q a B af
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Gepen wir Q = m0O; aljo EF = EG =m; fo ijt « = 1 und
B =1, folglidh it == . b
m0

124, Definition. , Das Verhiltnip einer Flade jum Quadrate
der Linieneinbeit nennen tiv den Inhalt der Flache.

125. Jolgevungsjah. , Dev Inbalt cined Redytectes ift gleich
bem Producte aus den Maafzablen feiner Seite.”

1 3ufap. , Dev Jnhalt cines Parallelogrammes ift gleich dem
Producte aus den Maapzablen jeiner Grundlinic und Hoke.” (. 102.)

2. Bufap. ,Der Inhalt cines Deieces ift gleich dem halben Pro-
ducte aus den Maafzablen der Grundlinic und Hohe.”

Da fih (nad) 112) ein jedes Polygon in cin Rechte verwandeln
lipt, fo ift mit dem Sape 123 und feiner Folgerung 125, die Ausmefjung
der Flacdjen auf die von Linien veducirt, fo daf man alfo nie jiei Fladen
Direct mit cinander 3u vergleidhen braud)t.  Die Verwandlung der Foum
vou Flachen im OGrofen — auf freiem Felde — fo wie die Conftenction
bon Novmalen (die Hobhenlothe bei Pavallclogrammen und Dreiecten) it
mit mandyen Scyrievigleiten verbunden und fithet nothwendig ju Ungenauig-
feiten, da eine jede Conjtruction Fehlern unterworfen ift. — €3 ift daber
nicht blof von theoretijchem Jnteveffe, den IJnbalt einer Fliche, wo moglid,
aug ihren Clementen felbjt abjuleiten. — Da ein jedes Polygon durd) Dia-
gonalen in Dreiecte gerlegt werden faun, fo fonnen wiv ung fiiglid) auf das
Dreied bejeyranfen. — Nun ift jwar das Dreiect durd) je drei, von cinan-
dber unabbingige Clemente beftimmt, — da aber Winfel und Seiten, als
ungleidhartige Grofen, fid) nicht vergleichen laffen, und wir fomit (vor-
laufig wenigjtens) fein Mittel befigen, dic Abhangigeit dev Winkel von den
Geiten durd) cine Jahl augzudviden, fo fonnen aljo, bei der Bejtimmung
ped Jnbaltes eines Dreieces durd) Redynung, die Winfel nicdht in BVe-
teadht Fommen, und wiv mitfien un§ auf die Aufgabe bejdyranten:

126. Aufgabe ,Den Inbalt cines Dreiectes aus den Maafzab-
len feiner drei Seiten ju bejtinumen.”

Lofung.  Begeichnen wir die Maafzahlen der Seiten des Drcieckes
ABC [Big. 7T4.] weipective mit a, b, c; die Maafzabl dev Hihe BD
mit h; den Jnbalt mit i fo ift (madh 125, 2) :

1R T
und toir haben daber h durd) die Maafzahlen dev Seiten 3 beftimmen. —
Nun ift aber BD die gemeinjdhaftliche Cathete jtoeier redytoinfliger Dreiecte,
folglich:
2) h2 = a2 — (2
3) h2=c¢2— (b—d)?

02 —(b—d)2 == a2 —d2
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ober ¢2—b2—d2—2bd =a?—d2 [da (b—d)?=Db?4-d2—2bd{121 b}]
—¢24h24-d2 =—c2--b2--d2? abdirt (Arithm. S.79,2.)
2bd=a24-b2—c2

: 2 2 g
durd) 2b div. ... 4) d= ?—"—12‘%—"; biejer Werth) in 2 fubftituitt giebt:

o a2 + bZ XA
R et T
Bmwar ift hiermit h durc) die Maapzahlen der drei Seiten audgedriickt,
dody ift die Form fiir bxe NRednung unbequent, und wiv haben Ddiefelbe
nod) 3u reduciven:
h2=( a2 +b2——c)x( -_az-l-bz-——_cf
: QImtbm. @. 793 u. 121 ¢c.)
2ab+a2+b2——c2 2ab—a2— b2} c?
2b 2b
1202 % Bl
(a+2)b 2 c——-————(;b s [benn 2ab—a?—b2=—(a—b?)]
_[@a+b+o (a-i-b—c) (¢+a—hb).(c—a+b
2b 2b

; _V@a+b+elat+b—c)l@atc—hb)(b+c—a)
folglich ... h = b

Sepen toiv nun diefen Ausdrud fiir h in 1, jo erhalten roir:

Y aEbFabFo—a aFe—b @Fb—9
1= /2b. 4:b2

Bringt man nod) 1, b unter die Wurzel:
it L EON AT (afc—b)(afb—a)

Diefer Ausdruc- erhalt eine nod) elegantere und fiir die Stccbnung _
bequemere Fovm, wenn toir die Summe dev maaﬁgabfen
a4 b4 c=s fegen, fo ijt
b+c—a=s—2a
af+c—b=8—2b
a+4b—c=s—2c¢

Ve s—2a 8s—2b 3—20
- i Srding e S

o "'Vs (3-+) (é—b) (T“)

~
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Cayp. IIL
@egenfeitige Abhangigheit der Seiten und Winkel cines Dreiedhes.

Daj an cine volljtindige Lojung diefer Aufgabe bhier nidht gedacht
werden fann, ift jdhon oben bemerft worden. — Nur einige allgemeine Be-
aiehungen wijdhen den Seiten und den Winfeln, follen berborgehoben twerden.

127. Qehriap. , Wird der eine Winfel eines Dreiectes gedndert,
fo edleidet die gegeniiberliegende eite eine entjprechende Aenderung.”

Bew.  Liffen wir in dem Dreiecde ABC [Fig. 75] den Winfel
bei B wadyjen, jo daf der Sdyenfel BC nad) und nad) die drei Lagen
BC,; BC,; BC; einnimmt, fo ift:

in ber 1. fage BC, 4 C,A>BC+4 CA (15)
B,C=BC

in der 2. Lage (wo C auf die Verlangerung von A C fillt):
AC,4+BC, >BC,+AC, (18)
BC, =BGC,

AC,> AC,
in der 3. Lage: AC; +BC,>BC, + AC,
B02=B03 :

AC,>AC,

Cs it alfo ACy;> AC, > AC, > AC, b b widjt in einem
Drciede der cine Winfel, fo wacht aud) die gegeniiberliegende Seite, —
Das Refultat [pt fidh aud) alfo ausfprecyen:

128. Lebhriap. , Stimmen jroei Dreiece in wei Seiten diberein,
nidt aber in dem jwijdenlicgenden Winfel, fo liegt aud)y dem groferen
eingejdhloffencn Winfel die gropere dritte Seite gegeniiber. ”  [Fig. 76.]

LBorausy. AB — A B,
BU =B,
2 B0 S A O
Behaupt. AC > A, C, :

Bew. Dedt man dos eine Drcied A, B, C, fo auf dag anbere
ABC, dap bdie cine gleidye Seite A, B, auf AB fallt, fo mup das erfteve
Dueied gum lepteren in eine der dret Yagen fommen, twelde die Dreiecte
ABGC,; ABC,; ABCy; ju ABC in der Rig. 75 einnelmen.

129. Qehriag. ,, Stinmmen awei Dreiede in yroei Seiten iiberein,
nidyt aber aud) in ber dritten, fo liegt der groperen dritten Seite audy der
gropere Winfel gegeniiber.”  [Fig. 76.]
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Borausy. AB = A, B,
BC=B;C
AC> A C,

Behaupt. / ABC > A, B, C,

Bew. Wire der Winfel ABC = / A, B, C,, fo waren bie
Dreiede congruent (65), alfo fonnte nidht AC > A, C; fein; rwire aber
gt / ABC< /£ A B Gy, fn mitpte nad) 128 aud) AC < A, C,
fein. Da aud) diefes dev Vorausfepung widerfpricht, o fann nur

/ ABC > / A B, G, fein.

130. Lehriap. St dag Quadrat dev einen Seite cined Dreicced
gleiy der Summe der Quadrate der beiden andern Seiten, fo liegt der
erfteren eite ein vechter Winfel gegenitber.”  [Jig. 77.]

: RBorauj. ABO = ACC 4 BCO
Behaupt. /ACB=1.R
Bew., Wir conftruiten CD | AC; madyen CD = CDB und ver-
binden D mit A, fo ift: :
' ADD= ACO4 DCC (120)
A BCO = ACO 4 CBO (Borausi.)
ADOD=ABO (pa DCC= CBD)
AD=AB

©$ ftimmen alfo die beiden Dreiecde A CD und ACB in ifjren brei
Seiten itberein, folglidy find audy die homologen Winfel in ihnen gleich,
alfo: /ACB= /ACD=1.R

131 Lebhrfap. ,Das Quadrat dev Seite eined Dreicced, teldye
cinem fpigen Winfel gegeniiber liegt, ift gleich) der Summe der Quabdrate
der Deiden anderen Seiten, vermindert wm dad doppelte Redted aus dev
ginen und der Projection der anderen auf diefe.

Bew. It in dem Dreiede ABC [Dig. 74.] der Winfel C ein
jpiger, fo fallt dag Loth BD (von B auf AC gefillt) in dag Drcied,
und o ift DC (== d) bdie Projection von a auf b. — RNun ijt:

0® = h? 4 (b — d)2+.1(120)
h2=a2—d2....... (120) ’
2=a2 —d2 4 (b — d)?

— a2 — d2 4+ b2 4 d2 — 2bd (121Db)
¢2=a2-}b2—2.bd

132, Cehriah. ,Das Quadrat der Seite cined Dreieded, toeldie
einem ftumpfen Winfel gegeniiber liegt, it gleidy der Summe der Qua-
drate der beiden anbderen Geiten, plus dam Doppelfen Rechtee ausd der
einen und der Projection der anbderen auj Diefe.”

/8%
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7 =

Bew. Jjt in dem Dreiede ABC [Fig. 78.1 der Winkel C ein
ftumpfer, fo frifit dag Loth, von B anf A C gefillt, die Berlangerung von
AC und o8 it CD (=d) bie Projection von a auf b. — Nun ift:

¢ = h* 4 (b + dJe

h2 = g2 — (2

e?=a? — d2 4 (b 4 d)?
=a?—d24 b2+ d2+ 2bd (121a)

c*=a2-4 b2 2bd

dilt man von den Cndpuntten einer Linie Lothe auf eine andere
Linie, fo Deipt die Linie jwijden den Fuppunften der beiden Lothe die
Projection dev erfteren Linie.

Cap. IV,
Crginjungewn
§ 1. Operationen mit Linien.

- Dap man nidyt mit Linien vechnen foann, it an fid) Har; nidts
deftotveniger haben twir in Obigem Linien durd) Ddiefelben Symbole ver-
Iniipft, durd) weldhe riv in der Arithmetit die Sabiformen ausdriiden, deren
Werthe refpective duvd) die Abddition, SGubtraction, Multiplication und
Divifion gefunbden twerden. — Der Sinn ift folgender: , @obald die Maaf:
3abl eines Raumgebildes durc) eime beftimmte arithmetifhe Operation aus
ben Maapzablen bder, diefes Raumgebilde beftinmmenden Linien, ermittelt
witd, o verfniipfen wir die Linien felbjt durd) bas gleihe Operations
aeidyen.

Beseichnen wiv mit a, b, ¢, d ... . Lnien und L N g et
vefpective die Maafzahlen derfelben, fo daf
a=o.m;b=0.mje=y.m;d=3.m....
fo erhalten wiv folgende Definitionen:
1) a4 b beseidynet eine Yinie; denn conjtruiven roir nad) 9
c=a-b
fo ift in der That audy Y=ua-+48 :
2) b bezeidhnet eine Linie; denn conftruiven tvir nad) 12
e=a—h
fo ijt in ber%f)at..A(:a——p _
3) aX'b begeidnet ein Reytedt mit den Seiten a und b. — Denn
begeidymen roir die Fldye deflelben mit R, fo ift nad)y 125:
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4) a:b =% begeichnet ecine 3ahl. [S. 20.]

5) %13 begeidhnet die Seite cined Redpteckes, tweldyes gleid; axX Db
ift und jur Seite ¢ bat.
Denn fepen tiv 1) a?b = x und conjtruiven

2) ex=ab (110¢)
fo erhalten wiv durd) Subftitution dev obigen Werthe fiix a, b und c:
y.m.x=@g¢.m.§. m=0af.mb

oder y.g—;:——a@
Moo of
mE T ¢ :
X _ gl e iBK, X
e B) S =" {bamu_m(f 122) }
1. Bujas 11')—"—_—&
2. 3ujas. aé—b e E b; denn fefen toir — == p. und fubijtituiren
in die Gleidung 2) a = p.e, jo folgt:
cx-—p ch
x =npb b b ——-—p. b_.% b

6) :—g begeichnet, alg Verhiltnip roeier Redytede, eine abl, und

lit fidy immer auf das Verhiltnip jtveier Linien uviidfishren. Denn
conftruiren wiv (nad) 110 ¢)

1) cx—-ab

0
fo ift 2) cd 1=3=u» (22)

Sepen iv g-—- o unb = B und fubftituiven in die Gleidung 1)

a=oacund b=p3.d, jo fo[gt.
cx=oac.pB.d==af.cd

0.5 3) cy=o.p fn[g[.

o il

7) 1/ ab begpidmet die Seite cines Quabrate@, weldyes  gleich dem
Redytede a X b ift.
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Denn confteuiven tir (nacy 117)
c0=aXbh
und fubtituiren a == o .m; b=p8.m; ¢c=y.m; o ift:
(y . m)i=oam.fBm
ober y2 X mU== gf . mO
0. b 12 == af
v=1a
8) 1/ a® o b2 bejeichnet die Hypothenufe eines rechtivintligen Drei-
edes, deffen Catheten a und b find. — Denn begeichnen wiv die SHypothe-
nufe mit ¢, o ift:

el = a0 - hO (120)
a==oam; b= fm; ¢=ym fubtituirt:
¥2. mbO = 2,0 + B2mD

i ¥ i
alfo 1=V a@fp
9) 1/ a®—Db? bejeicynet die Cathete eines redhytwintligen Dreieces,
in teldem a die Hhpothenufe, b die eine Cathete ift. Denn bejeichnen
wir die Cathete mit ¢, fo ift
c0 = alb — bO (120)
a=o.m; b=20.m und ¢ =+ .m fubftituirt:
. mO=¢q? mD— @2 mO

12 =g — B2

alfo =12 — B2
§ 2. Das Wielfadhe einer graden Linie.

Sm Borhergehenden ift dfter eine Linie als miglid) vorausgejept,
toeldye ein belicbiges Vielfadye einer gegebenen Linie ift. — Wir haben bier
au unterfudjen, in wie mweit die wirlice Conjtruction einer folden Qinie
augfithrbar ift. :

Jjt @ eine belicbige vationale oder irrationale Babl, a eine belichige
Yinie, fo Dat die Aufgabe, eine Linie x = o . a ju confteuiven feine Sdyvie-
vigeit, wenn a eine gange Jabl ift. — It aber o ein Brud) und etwa

=%, fo Daben wir den n-ten Theil der Linie m-mal 3ut feen; toir haben

aljo bor Allem die Aufgabe zu [ofen:

133. Aufgabe. , Cine begrenjte grade Linie in eine beliebige An-
sabl gleicher Theile ju theilen. "

Lojung. Jjt AB [Big. T9] die gegebene Linie, fo giche man durd)
den cinen Cndpunft A, bdie Qinie AX in belichiger Neigung u AB;
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jdneide bon Ddiefer Linie, von A aus, beliebige, aber unter fid) gleiche
Stiide in der gerviinjhten Ynzahl ab; verbinde den lepten Theilpunft A,
mit dem weiten Cudpuntte B der gegebenen Linie, und iehe endlidh) duvd)
die itbrigen Theilpunfte Linien parallel der Linie A, B, fo theilen Ddiefe
die Linie AB in Dbic gewiinjhte Angahl gleicher Theile. — Denn zichen
wir die Linien A;Cy; AxCyy A3C; ... A,y C,_, alle pavallel der
Qinie A B, jo find die Dreiede A A By; A Ay Cy; Ay A Oy L.
A, A,C,_, unter jid) congruent, da fie in einer Seite und jwei an-
liegenden Winfeln (die als Correfpondirende gleich find) dbereinftimmen.

Folglidy ift:

A.Bl =.A1 C] = Agoz = .. 41y iT== -A-n—l Cn—-l; 8 ift abet aud)
Al Ol"ﬁ Bl Bz
AgCg =B2B3.

A.,0,_,=B,,B @)
AB] =B|Bz——b‘;-B2B3= ...... =Bn_1B

Sufap. , Shneidet man auf dem einen Sdjentel cined Winfels
gleiche Stiie ab, und zieht durd) die Theilungspuntte Parallellinien, jo
werden duvd) diefe aud) auf dem anderen Schenfel gleiche Stiide abge-
{chnitten.

NAufgabe. ,Cine Linie x =a.a ju conftruiten, twenn o al§ eine
belicbige, vationale oder irrationale Jabl, a al§ cine begrenste grade Linie
gegeben {jt. "

Lofung.

1. St a eine gange Sabl, jo tragt man die Linie a o oft auf eine
unbegrente grade Linie, al8 o Cineiten hat. [S. 9.]

2. Jjt o ein rationaler Brud) = %1; jo theilt man die Linie (a nad)

133) in n gleidye Theile und trigt einen jolden Theil jo oft auf eine un-
begrenste Grabde, al8 m Cinbeiten hat. '
3. 3jt a cine irrationale Sahl umd = J/B; fo ift
x=)f.a=)p.a0=]"Ba.a
b. h. x die Seite cined Quadrates weldyes gleid) dem Redptee Ba X a
ift. (S 8§81, 7.1
Beifpiel. €8 fei x=1/3.a ju confteuiven. [Fig. 80.]
25fung. Man made AB = 3a, fhlage iiber AB qal8 Durd):
wefier cinen Ealbfeeis, eridte in C die Qniec CD | AB und jiche
BD, o ijt: ;

BDO=AB X (CB=3a X a
jolglih BD=1)8a.a=)3.a=x
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§ 4. Die Proportion.

1. Die Berbindung weier Verhiltniffe duvd) das Gleichheitdzeichen
beifit eine Proportion.

Man jdhreibt: a:b=c:d ober %: %
und lieft: a verhdlt fig su b, wie fidy ¢ u d verhalt,

Je {%ﬁ‘;‘gﬁ:ﬁ} burd) b giebt diefelbe 3ab1 als b { %‘i’;‘glir} . 4

2. Die gur Proportion veveinigten Grifen Heifen Glicder der Propor-
tion und twerden dev Reibe nady gezdhlt. — Dag 1. und 4. Glied heifen
die duperen, dag 2. und 3. Glied die inneren Glicher. — Die Glieder
bes erften BVerhiltniffes heifien die vordeérn’, die'des jweiten die hinteren
BGlieber.

3. Jebe Der viev” ju eitter Proportion vereinigten Grépen ift durch
bie Dreil dibvigen beftimmt und< heit dic vierte Proportionale ju
denjelben.

4. @ind bie inueren Glieder einer Proportion  gleid), o heifit die
Proportion cine jtetige, und das gleihe Mittelglied Beift die mittleve
Proportionale oder dag geometrijche Mittel aus den ungleichen: Glie-
dern. — Gin jedes der ungleichen Glieder aber feifit die dritte Propor-
tiomale ju Den beiden iibrigen. :

135. fehriap. ,Sind swei Producte gleidy, fo find die Factoren
proportionirt; und war bilden die Factoren des einen Productes die in-
neven, die De§ andeven die duperen Glieder der Proportion.

Borausf. ab'='cd

Behaupt. a:c=d:b

Bew, ab = cd t%orauéf.)
cb='¢ch"
ab _ ecd
ch 7 ¢h ;
. d
ass '1;{ 122}

oder a:c=d:h
Bujap.” ,In gwei gleidhen Redytecten verhalten fich die Grundlinien
umgefehrt tvie die Hohen.” ; ‘
Sind b und h Grundlinie und Hihe des cinen Rechtedes
syt g . . - - anderen
jo ift wenn : b X h="b"}'h,
aud b Eb = i Fh "
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136. Lehriag. , In einer rvidtigen Proportion ijt das Product
ber inneren Glieder gleid) dem Producte der duperen Glieder.”
Borausf. a:b=c:d
Behaupt. b X e =1a X d
Bew. Sepen wir b X ¢ =a X k, jo ijt nad) 135

adbE=cuik
Nad) der Vorausdf. ift a:b=c:d
k=d

137. Bujap. ,Aus einer vidtigen Proportion erhdlt man duvd)
Wmfehr der irmeren oder duperen Glieder, o twie durd) die Umbehe dev
Border- und Hinterglieder twieder eine ridytige Proportion.”

Jjt a:b=-c:d, fo ift nady 136 aud) b.c=a.d, woraus
man nad) 135 ableiten fann:

)Ea e = bi#id
2)-db==01+2 ’
Sibvas=d-e

138. Qebriap. , In jeder richtigen Proportion verhilt fich Ddie
Sunme und die Differeny der Vorderglieder ju ecinem Vordergliede, tie
die Swmme und die Diffeveng der Hinterglieder zum entjprechenden Hinter-
gliede.”

PBorausf. a:b=c:d

a+b c4+d
Behaupt. S S ot g

Bew. Sept man a:b=e, fo ift aud) c:d =e; nun ijt:
ab a . b

N aat il
c-+d ¢ d
T T g T A
a -t c+d
B < Ll ©)

Bemerfung. Sind melhrere Verhaltniffe einander gleidh; %i= %"—
1 2

= %3 i =%" fo vereinigt man fammtlide Glieder in die jujam-
3 n
mengefeite Proportion:
Sald AR R L A AR ]

in welder je e Glicder der einen Seite el entjprecjenden der andeven
Seite proportionirt find.
139. Qehriah. ,In einer sujamumengefepten Proportion verhlt
9
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fich bdie Summe der Borderglieder jur Summe der Hinterglicder, tvie ein
Borderglied ju dem entfprechenden Hinterglicde.”
Povausf e, Tias odyca e diae— bbb e b,
T ot B s i SO
DL e ek D B
Bew. Aus der Vorausfepung folgt:

Q,
Sy aib— a0 bt g K" . by

a,

32:b2=ﬂn:bn e agzl)l—].bz
X n
Q,

B iby=a,1b, - ay= . b

a, b, = a.8b. n- a,,=-5;;.b..

m+%+m+m+m=%wu+m+m+ﬂn+m
poer & - fa By Aol AR o s B

b +b+b+...4+b. b,

Cap. V.
Die Sorm
Die Form eciner Figur hangt nidht von Dder abjoluten, fondern. von
der verhdltnipmapigen Grife feiner Clemente ab. — Die Formelemeute

find aljo Seitenverhaltnifie und Winfelverhaltnifie.

»Bir nennen jwei Polygone dhnlid), wenn fie in ihren Winfelver-
biltniffen und Seitenverhaltuiffen dibereinftimmen.” — Das Jeidyen fiiv die
Aehnlichteit ift: oo. ; :

140. Qehriap. ,Stimmen zwei Polygone von gleicdher Seitenzabl
in ihren Winfelverbéltnifien iiberein, fo ftimmen fie in ihren Winkeln felbjt
itberein.”

Bew. Der Sap grimdet fid) davauf, dafi die Winfelfumme eines
Polhgones blop abbingig ift von der Anzahl der Seiten (62). — Denn
begeidnen wiv die Winfel des einen Polygones durd) A,; Ay; Ag;. .. A,;
bie Des jtveifen von gleicher Seitengahl durd) B, ; B,; B;; ... B, und

n;

fo folgt aus 139:
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"A|+A'2+A3+"'+A'_ﬂ__él;A2_ An
B,+B2+B3+..;+BD—B,_B._, i
@a mIIIA, +A2+A3+..+An:B1+B2+B3-‘|"‘..+Bn
— (2, —4) R (62) ijt, fo ijt aud: '
AI =Bl; Afl:Bz;....An———-‘Bn
Die obige Definition reducit fidh alfo dabin:
: 141, Definition. ,3wei Polygone von gleidyer Seitengahl Deipen
dhnlich, roenn fie in ibren Seitenverhiltniffen und in ihren Winfeln itber-
einftimmen.”

§ 1. Das thiecf.

Dic Glomente eines Dreiectes find drei Seiten und dred Winkel; toi
hitten fomit al§ Fovmelemente brei Seitenverhiltuiffe und drei Winfel. —
,Durdy  toei Seitenverhiltniffe cines Dreiectes it aber aud) das Dritte
gegeben.”  Denn ijt

a

¢
b {l__I—E
!)E—n

Da nun aud) durdy jroei Winkel cines Dreiedes dev dritte gegeben ijt, fo
bleiben al8 Form Deftimmende Glemente cines Dreiedts 3wl Seitenverhal-
tniffe und 3wei Wintel itbrig.

Wm nun die Abhangigkeit dev Form cines Dreiedes bon dirfen Fovut
clementen 3u cvmitteln, miiffen wiv dag Dreied aus penfelben ju conjtrui-
ren fudjen. — Wiv beginnen wieder mit den Winfeln:

1. Dic Form des Dreiedes durd) jwei Wintel beftimmt.

S dem Gndpuntte By ciner cinfeitig beqrensten Graden B, X [®ig. 811
conftruiven toir den RWinfel YB, X gleic) dem geqebenen Wintel B; nebh-
men auf By X ein beliebiges Stitet B, ¢, alg die cine Seite X, und
confteniren in dem Puntte C; den Rinfel B, €, Z = dem jrciten geges
benen Winfel C; Jft nun / B+O<2R, fo fdyneiden fidy dic Sdyen-
fel B, Y und C; Z in einem Punfte A, und ¢8 ift cin Dreied By C A
mit beftimmten Geitenverhdltniffen entjtanden.

Wir haben nun nod nadzuicijen, dap all dic Dreiedte By Gy Ayj .
B, C. Ay; By C3 Ay .- - welde in gleidyer Weife entjtehen, renn it
fitr X, fucceffiv die Strede B, Ci; B Cy; By C;; ... auf B X neh:
men, und bon denen Wi wifien, dap fic in ipren Winteln fibereinftint-
men, — aud) in ihren Seitenverhiltuifien fibereinftimmen. — Da nun die

9*
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Linien Ay Cy; A, Cy; A, Cy; ... unter fidy pavallel find, fo haben rvir
alfo folgende Sdpe 3u criweifen:

142, Lebriap. ,Die Shentel cines Winkels mwerden durd) Pa-
tallellinien proportional gejdynitten.” (D. §. die Abjdynitte de§ cinen Schen-
fel8 verbalten fich 3u einander, wie die entjprechenden Abfdynitte auj dem
anderen Sdyenfel) [Fig 82,

LBorausy. AB//CD
Behaupt. EB: ED = EA : EC

Bew.  Mit man die Linie BB durd) ED und 3ieht durd) die
Theilungspunite Linien pavallel den gegebenen Parallelen, fo wird (nady
133, 3ujap) jugleidy BA durdy BEC gemeffen, und wir erhalten alfo —
foic bei 122 — jur Bejtimmung dev Grengwerthe beider Berhaltniffe die-
felben Gleidyungen, aljo aud) diejelben Grengen fite Ocide Berhaltniffe, alfo
find die Verhiltniffe gleidy. (Avithm. Seite 63. Lehrf. 59.)

EB=2 X ED + FB EA=2XEC+IA
ED=1XFB 4 GD| EC =1X IA 4+ KC
FB=2XxXGD -+ HB| IA =2X KC+ LA

T S

EB E
“ < mp = 2% | % < gl

folgli) EB: ED =EA:EC
Jufa. Jjt 1) EB: ED — EA : EC, fo folgt aug 138:
(EB—ED): ED — (EA — EQ): EC
0. 5. 2) DB:ED=CA:EC
alfo aud) 3) EB: DB = EA : CA

BWie laffen fich die drei Proportionen in Worten augdriiden ?

143. Lebriab. ,Werden die Schenfel cines Winfels ourd) Paral-
lellinien gejdhnitten, jo verhaiten fid) die Abjdhnitte der Schentel (vom Sdyei-
telpuntte aus genommen) wic bdie pavallelen Transverjalen.”  |Fig. 83.]

Boraus. AB//CD
Behaupt. EA: EC = AB: CD
Bew. Man 3iehe CF // EDj; fo ijt
EA:EC=AB:FB (142 3)
FB = CD (91)

EA:EC=AB:CD










69

‘ 144, Cchriap. ,Werden die Schenfel cines Winfel§ Ddurd) roei
Qinien proportional gefdynitten, fo find die Linien pavallel” [Fig. 84.]
Vorausl. AR:CE=BE:DE
Behaupt. AB// CD :
Bew. Jjt DC nidht pavallel A B, jo fonnte man dod) durd) D eine
Qinie pavallel AB gichen; o8 fei diefe EF, fo wirve nady 142:
AE:FE—=BE:DE
Nad) der Vorausf. wat AR :CE=BE:DE
FE=CE
aljo mup dev Puntt F auf C fallen d. h. CD ijt // AB.
145, Folgerungséfap. ,Swei Dreiede find dhnlid), wenn fie in
stoei Winfeln fbereinftimmen.”  [Fig. 85.]
Vorausy. { é é : é é:
Behaupt. ABC ~ A, B, C,
Berw. Man made AC, = A, C,
und ziehe ¢, B, / CB
jo folgt: AC,: AC=AB,: AB (142)
AQ;: AC=C;B,:CB (143)

I ACZ e Al C|
nun i"t AAOszgAl(J‘]B] A-A=1Al
1 / Oy = / Cy, teil beide =0

A A]Cl B] 0 A.CB

2. Die Form des Dreieded durd) cinen Winfel und ein
Seitenverhaltnip beftimmt

Caffen toiv jet den einen Winfel fallen und nehmen jtatt Dejjen ein
Geitenverhdltnif, fo find jwei Falle zu unterfcheiden :

a) Der Winkel wird von den proportionirten Seiten eingefdhloffen.
[Fig. 86.]

Gegeben: Der Winfel A und ;i =n (= %)

Seneiden wiv von dem einen Schentel bes gegebenen Winfel§ A ein
belicbiges Stii® AB als x, ab, confteniven  fodann (nady 134) x,
=n.x,; (bier alfo AD = 3, AB), und fdyneiden Ddiefe Linie von dem
stociten Schenfel ab, madien aljo AC = AD; verbinden die Cndpunfte
Cund B, fo haben wir in ACB cin, der Form nad) beftimmtes Dreiedt.

146. Folgerungsfap. ,Bwei Dreiede find dhnlid), tenn fie in
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einem Winfel und in dem Verhaltnif der, den Winfel cinfdhlicfenden Sei-
ten dibereinftimmen.”  [Jig. 87.]
Boraus|. ' 1) L A=A
2) BjA : A,C =BA:AC

%Cbﬂu‘pt. .A] Bl Cl O A.BO

Bew. Man made AC, = A, 0,

AB, = A, B, fofolgt, wenn man die Werthe
in der Voraus|. 2 fubftituirt:

AB,: A@, =BaAg AC
B,C, // BC (144)
: /\ AB,C, ~ ABC (145)
e8 ift aber A\ AB,C, = A, B, C, (65)
/\ A, B,C, ~ ABC
b) Der Winfel liegt einer dev proportionivten Seiten gegenitber. [Fig. 88.]

Der Winfel A und dasd Verhdltnif der Seiten % = mif=— )

ift gegeben. Wir fdhmeiden von dem einen Scenfel ded gegebenen Winfels
A cin belicbiges Stiid AB fitr x, ab; confteniven darmad) x, =n . x,
(AD =6/ AB) und {dlagen mit x, (= AD) um B einen Kreis.
St mun n > 1 jo ift x, > x, (AD > AB), und e§ fdyneidet der
Kreig den 3tweiten Schenfel in einem Punfte C (f. 68,). — BVerbinden
toiv den Punft C mit B, fo haben wir in ABC ein, der Fovm nad)
beftimmtes Dreiect,

,Ourd) ein Seitenverhdltnip und den nidht eingefchloffenen Winfel
ift nur dann dag Dreie bder Form nad) bejtimmt, twenn der Winfel dev
groferen proportionivten Seite gegeniiber liegt.” :

147, Folgerungsjap. ,3wei Dreiece find ahnlich, wenn fie in
einem Seitenverbdltnif und demt Winfel, twelder der grofeven proportionir-
ten Seite gegeniiber liegt, dibeveinftimmen.” [Jig. 89.]

Borausl, 1) /A ="/ A
2) CB:AB:‘CIBI :AIB]
3) CB>ABund ¢, B, > A, B, .
%ebﬂupf. A A.BC O A] Bl 01
Bew. Man madye AB, = A, B,
und ziehe B, C, // BC

) OB AB ==(0,B,« ABz, nad) d. Borausj. wav aber
CB:AB-:CIBI :AIBI
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3) ..... Csz =O‘ Bl (ba .A.Bz =A1Bl)
4) A\ AB,C, 2 A, B, C, (68,)
aus 1) und 4) folgt A\ ABC ~ A, B, C,

3. Dic Form ded Dreiedes durdy gwei Seitenverhaltnijfe

Deftimmt. :
Qaffen wiv nun aud) den jiveiten Rinfel fallen und nehmen ftatt
deffen ein goeites Seitenverhiltnip. — It nun z‘ = m; umd i" =

gegeben, (3 B. m = %; n="74), fo nehmen wir die Seite x, Deliebig
(= AB) [Big. 90] und conjtruiven x, = m . X, (AD = 3/; AB); x, =
n.x, (AE =3/, AB). — Das Dreied ijt jebt aus drei Seiten u con-
fteviven, aljo (nad) Cap. I, 4, ¢) immer moglid), wenn
X, + X > X, 5 m.x, }n.x>X
und x,———xb>xc} -5 mi ik s,

)m+4n>1
’ 2)m —n<<l
148. Folgerungéfah. ,Jwei Dreiece find dhnlich, wenn fie in
stwei Seitenverhéltnifien iibereinftimmen.”  [Fig. 911
Rovaus. 1) AB: AC = A, B, : A, C,
2) AB . BO = .A.]Bl :B;Ol
Behoupt. N\ ABC = A, B, G
Ve, Man made .. . AB, = A, B, %
. . AC, = A, O, : fofolgt, oennman biefe Wer-
the in d. Bovausf. 1) fubjt. AB : AC=AB,:AC,
B,C, //BC (144)
1) A ABC~AB, C,
2) AB:BO—:AleB‘gOg
nady Voraugj. 2) ift .. AB: BC = A,B, :B,(
3) B2 Cz == Bl Ol (bﬂ .A.B2 = -Al Bl)
4) N\ AB;C, 2 A B C, (8L)

aus 1) und 4) folgt: A\ ABC ~ A, B, G

4. Anbang.

149. Qebriap. ,Sdllt man in cinem redytwintligen Dreiece ein
Qoth vom Sdeitel de§ vechten Rintels auf die Hypothenuje, jo wird bas
gegebene Dreiect i groed Dreiede erlegt, die unter fid) wnd bem  gangen
dhulid) find.”  [3ig. 92.]
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Boraudj. L/ ABC=1.R
BD | AC

Behaupt. A ABD oo A BCD oo A ACB

Bew. / ADB= / BDC (als Rechte)
£ ABD = / BCD (weil beibe DBC ju 1 R ergiingen
1) A ABD ~ A BCD
/ CAB= / BAD
Z CBA = / BDA (al8 Redyte)
2) ANABCx~ ADB
Aus1)folgt: AD: DB=DB:DC
2 SACCABS AR AD b b

L 3ujap. ,In cinem vedhtwinfligen Dreiede ift das Loth, vom
Seeitel des rediten Winfels auf die Hypothenuje gefallt, die mittlere Pro-
portionale ju den beiden Abfdynitten dev Hypothenuje.”  (Vergl. 113.)

2. Bufap. ,Jn cinem redytwintligen Diciece it die Cathete die
mittlere Proportionale gu dev Hypothenufe und dev Projectiven der Cathete
auf die Hypothenuje.”  (Vergl. 114))

150. Amfgabe. ,3u drei gegebenen Limien die vierte Propor-
tionale ju eonjtruiven.” [Jig. 93.] ;

Forderung. a:b=c:x

Lojung. €ind a, b, ¢ die gegebenen Linien, fo jchneidet man von
den Schenfeln eines Lelicbigen Winfels

AB =2
AC=bD
AD=c¢

ab, verbindet B mit D und 3ieht CE // BD, o ijt:
AB:AC=AD:AE (142
dha:b=c:AE (Bergl. 110,
ABE=x :

151 Aufgabe. Ju wei gegebenen Linien die dritte Proportio-
nale 3u eonftvuiven.”  [Jig. 94.]

dorderung. a:b=>b:x

Yojung.  Crgiebt fih aus 150, wenn man e =Db jest, oder aus
149 3uj. 1 und 2. Hiernad) mad)t man
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AB = a | AB = a

AC | AB Ifd)lnqt iiber AB einen Halbfreid,

AC=bH | trigt von A aus b = - AC, al8

DC | CB | @chme ein und G, D, | AB, fo ift
und verlingert BA 6is D AB:AC, =AC, :AD, (2 3uf)
AB:AC=AC:AD (1 Jm) . I) a:b=D>b:AD,
b ha:b=h:AD AD, Pl

AD =x |

152, Yufgabe. ,3u 3toei geqebenen Linien die miftleve Pro-
portionale 3u confteuiven.” :
Forderung. a:x =X b
ojung. Da aus dev: Proportion a: X = X: b nady 136 folgt:
x2 = ab
jo ift die Aufgabe Dlop eine audere Form der Aufg. 117 umd aljo nady
dicjer au Idfen.

§ 2. Das Polygon.

153, Qchriab. ,Jwei Polpgone bon gleicher  Seitengabl find
dbulicy, wenn fie dudh Diagonalen — aud entfprechender Cde gezogen —
in dbnliche Dueiecte zevlent werden.”  [Fig. 951
[ A _f\ l&.] Ag o B,‘B] Bz
s c B, B,

Borausg). B A“AzA’ 4 B‘ B,
\ll—— A AuA- —2‘ ST B Bl——ZBA —1
%L‘[)ullpf A.\ -A-ZAIJL)\-{ e A oo B BABJB.} i Bn

Bew. (1) LA =/LB (”?umum)
£ ™ =B (%maué}' 1)
2.2 Az o Bz‘ L oy —:_Eif_@sumuéf 2.
g oy = B B
IL a, = b
n) /A= /B L%—b»
\L I b

a, 82 10T B = b, + b - P
! 1) A,,Al A, A,=B.B;:B, B, (Vorausi. 1)
A,:B B,=A, A,:B.B. (QS 1)
A, Ay: BBy =A, A,:B.B, (%.2)
A Ay By B,=A,A3:B.Bs

lnA“]:) A'nA.n-—-l :An—.l An—2=BnBl\—'1 B" an-—-2 %Uraugf o TR 2)
10

II J 2) A1 A2:A2A3=B| B2:B2.B {
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1. Bufap. , Regelmapige Polygone von gleicher Seitengahl find
dabnlid).”

154, QLelrjap. , Aehnliche Polygone werden durd) Diagonalen
— aug entjprechenden Ccfen geyogen — in dhuliche Dreiede jerlegt.” [Fig.95.]

: A7 A= AR srnuai
I AA.A A,oB,B, Bg{ A A A, B.B:B, B Bomus

'/ A;=DB, (Borausj.)
Loy= /P (aus 1)
I)—az =‘{32 (jubtraly.)
A] £ 2:B| B2:AnA2:}3,| Bz (l‘ut;‘ I)
A] A2 3 Igl Bg == Ag 1\.3 . B2 B3 (Q{Ur,)
.Q)A“A'_u:BuBngQ Aa:BzBa
’ 4 A"—l = LBn—l
NH2) A AnAn—fl A-n—2rx)Ban—l Bn—zl An A“M] :An_l IX“‘2 Ui, B"Bn_l .
B, B, (Borausi.)

(146)
IL A\ A.AsA,ocB,B,B,

§ 8. Ovrdfenverhaltuifie an ahulichen Polygouen.

155. Lehriap. ,Die Iubalte dhnlicher Dreiecke verhalten fich wie
bie Quadrate der Maapabhlen ihrer homologen Seiten.” [Big. 96.]
Beeicdhnen wir mit & den Inhalt, mit a, b, ¢ die Maapahlen des
Hiohenperpendifels, fo ift:
Boraug. N\ ABC ~ A, B, C,
Behaupt. 0B = a2 g
Bew. brb, =a:a, (BVorausj.)

A /C=0C
hih S= ot {AﬂBDCmB,])I(q { 4]3‘1—)0:4'}3‘])'0:1}‘
b h:b, X b, =a2:a,2 b. |
28:28, —a2:a,?

0:0; ==a?2:q,?2

156. Lebriat. ,Die IJubalte dhnlicher Polygone veralten fid)
ie die Quadrate der Maafzablen ihrer homologen Seiten.” [Jig. 97,

Bew. Sind A, A,... A, und B, B, ... B, bdic dbnliden Poly-
gone, deven Jnbalte wiv vefpective mit P, und P, begeichnen, und wiv 3er-
legen fie durd) Diagonalen aus entjpredienden Gefen in Dreiece, deren In-
balte wiv refpective mit 3, und 3, begeichnen wollen, — jo ijt:
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‘@fﬁ% uha‘ﬁm“ﬂ” "M'

A







i el % 5 Bl
6,,\.0“,—-:1,2.b,‘-’_a.,|-.bn‘-’ odet O“:f)l'“’xolb
n

PR 5 p a, 2
84185 =052 b32=10,2:b,2 - 6’-"=512 X 8ay,
n

9
&5 8 L lLgral £ b e a,3
Opa s onb s an2 A bn2 o, '1'112 . bn2 2 Ong 57— b_n2 >< anb
n

a,2

aln+82n+"+8113\:5:2><(alb+62b+'"+8nbb)
I' ?ln. + ?.!a + g + 6:13 ok u_n'! 5
b On + 8oy + . - By b2 y
B ®
o N

157. Lehrfap.  ,Die Wmfange ahnlicdher Polpgone verhalten fid)
wie ihre homologen Seiten.”
~ Bew. Begeihnen wiv die Seiten dev dhnlidhen Polhgone mit a,;
fp5 .oy UMD Dbyj by byj ... by die Wmfinge vefpective mit u, und
uy, fo ift nad) der Vorausjepung:
PSS S SR S R Ly

ayFata4...Fa (139,)
by Fbs+by+...+b. by i
U._ a
U,
158, Aufgabe. 6 foll ein Polygon geaeidmet werden, foeldyes
einem gegebenen Polygone gleid), cinem andeven gegebenen Polhgone aber
abnlid) ift.”
ghfung. Sind A und B [PFig. 98.] die gegebenen Polhgone und
beeidmen wir dag gejudyte Polpgon mit X, fo ijt
die Forderung 1) X oo B
P X — A ,
Bezeidmen wic nun die cine Ceife deg gefuchten Polvgoues, teldyes ciner
beftimmten Seite a bes Polygones B entipricdht mit x, fo mup nady 156,
wm der erften Forderung u geniigen
XUh==x% 97 jan;
ba nun nady Forder. 2) . . X = A ift, jo folgt:

Rerwandelt man mm die Polpgone A und B in Quadrate, fo dap A
= y?; B = z* wid, jo ift:
V2 igd==ints 4l
alfo aud)’ y:z=x:a
10*
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. . x ift bie bierte Proportionale ju a, y und z und fonn aljo nad
150 conftenivt toerden. — Hat man aber die cine Seife beg %oll)g;nlleﬁ,
fo ift die Conjtruction des Polygones jelbft, mit Beviidfichtiqung von 153,
leicht ausgefiihut. ; :

3n beiftehender Figur ift GHI = A; GL = y; CDEF =B
= /\ CKF; FM = z; CD =a; €D, =x; D, E, //DE; E F,
/RGO B B =X

VDievter Abrdnitt,

Bom Kreife.

Die Kreidlinie ift und aus dem Borhergehenden jdhon in mandhen
igrer Gigenfdyaften befannt, weldye bier i Jujoammenbange, und jum Iheil
n anbever Form, wieder yum Vorfdpein Fonmmen werden.

Cap. L
Ber LKreis und die gevade Linie.
§i. @Der Qreis und ecine Grade.

Kommt 3um Kreife cine grade Linic bingu, o fdymeidet fie die Kreig-
linie enttweder in jwei Puntten (73) und heipt damn eine Secante, oder
fie bat mit ihr nur cinen Punft gemein wnd iit aljo éine Tangente am
feife (72, 1).  Das Stiick, teldhes die RKreidlinie von ciner Secante ab-
fdhmeidet, ift eine Sehne.

159. Lehriag. ,Der Radiug, welder auf ciner Selne fenfredt
ftebt, halbivt die Sehne und den sugeborigen Bogen.”  [Fig. 99.]

Borausf. MC | AB :
; | BD = AD
e | Bog AC

Bew.  Verbindet man die Cudpuntte der Sehne mit dem Mittel-
punfte des Kreifes, fo ijt:

J MD =MD l

A MDBXMDA MB —=MA 68,

e Z MDD ==/ MDA'
1) ... BD=AD

2) £/ BMC = / AMC oder Bog. BC = Bog. AC (32)
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160. Qebhriap.  ,Diec grade Linie, welde den Halbivungspunft
ber Sehne mit dem Mittelpuntte des Krcifes verbindet, fteht fenfredht aut
per @efne”  [Jig. 99.]

Bew. it D der Halbivungspuntt der Sehne AB, jo ftimmen die
Dreiedde MDA und MDB, weldje entjtehen, wenn man diejen Halbi-
rungspuntt D, o wie dic Cndpunfte A und B der Sehne mit dem Mit-
telpunfte M verbindet, — in ibren drei Seiten diberein; find aljo con-
geuent, folglich ift aud

/ MDA = / MDB
dady MDD AB

Bujat. ,Cine Linie, weldhe im Halbivungspuntte der Sehne fent-
vedht sur Sehue ervidytet wird, geht durdy den Mittelpuntt ded Kreifes. 4

161. Lchriap ,Je toeciter die Sehne vom Miittelpuntte des Krei-
fes entfernt ift, dejto fitger-ift fie.” [Fig. 100.]

Bew. Begeidymen wir die Sehne AB mit s, dag Loth) MD mit
h und den Radiug des Kreifes mit r, fo ijt:

ADO= MAC — MDO (120.)

() =r»
E =1/ 71— h?
alfo s =21  r2—h?
Ie guofer nun b wird, defto Heiner wird ¥2— h2; defto Eeiner wird aljo
audys. — 3jt h = o, jo hat s feinen grdpten Werth = 2 r (gleid) dem
Durdymeffer). — Ijt h =, fo ift s = 0.

3ujap. ,Olkide Schnen jind gleidy weit vom Mittelpuntte des
Kreifes entfernt, die fleinere aber ijt tociter.”

Dreht man cine Secante CD [Fig. 101 | wm einen ihrev Puntte
(C), der auferhald des SKreijes liegt, fo daf fic fih vom Mittelpuntte im-
et mehr und mehr entfernt (70. 3uf.), fo wird die Sehne (AB) nady
bem Vorigen immer fiiger, d. h. die Durdyjdynittspuntte A und B ndbern
fidy immer mehr und mehr und fallen endlid) — wenn die Cntfernung dev
Secante vom Mittelpunfte = dem Radind = r wird — in cinen Puntt
(B) jujammen. — , Dic Secante ijt cine Tangente geworden.” — Da
hierbei ftets / MAB = / MBA, aljo audy / MAC = / MBD
bleibt, fo mup audy jdliepliy / MEC = / MED fein, d. h.

162. Qehriap. , Dic Tangente jteht fenfredht auf dem Radiug,
dber durd) den Beriibrungspuntt gebt;” und umgefelrt: ,Cine Linie, die
im Gndpunfte cines Radiug fenfrecdht auf demjelben fteht, ift eine Tangente
am Kreife. ” (72, 1.)
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163. Aufgabe. ,Durd) cinen gegebenen Puntt cine Tangente an
den Krei§ ju ziehen.”

L Fall. Der gegebene Punft A liegt auf der Periphevie: [Fig. 102.]

Yofung. Man verbindet den gegebenan Puuft A mit dem Mit-
telpunfte M de§ Kreifed und 3icht durd)y A die Cinie XY | MA.

2. Pall. Dev gegebene Punft A liegt auferhald des SKreijes.
[@ig. 103.] ;

Cofung.  Man verbindet den gegebenen Puntt A mit dem Mit-
telpuntte M Ddes Kreifes, jdhldgt itber MA als Durdymefier cinen Halbfreis
und 3icht von A durdy den Durdyidhnittspuntt bei der Kreislinic B die
Lmie AX, fo ift dicfe cine Tangente am Kreije; denn verbindet man B
mit M, jo it © MBA =1R. (116)

[Wam. LBon cinem Puntte auferhald des Kreifes, fann man e Fangenten
an den Kreid ziehen. | .

§ 2. Der Kreis nud jwei Grade.

Sonmmt nod) cine 3iweite Grade hingu, fo fann fie der erfteven paval-
fel fein oder fie fchneidet die erftere.

_ A Sreis nnd gwoei Parallelinien.
164. Yehriap. ,3mwijden jwei parallelen Secanten liegen gleiche
Bogen.” [ Fig. 104.]
Boraus. ATB 0D
Behaupt. Bog. AC = Bog. BD
Bew. Man giche ME | AB, fo ift audy ME | CD und e8 ift:
1) Bog. AE = Bog. BE | 159
2) Bog. OE — Bog. DE | )
2 von 1 jubtrabirt: Bog. AC =‘%og. 8D

dufap. ,Der Sap qilt aud), wenn die cine Grade cine Tan-
gente ijt. “ : i

B, Rrei und jwei fich jchneidende Linien.
I. Der Sdneidepuntt liegt im Mittelpuntte.
165. Lebriap. ,Dev Centfrivinfel hat den Bogen wijden feinen
Sdenfeln yum Maagpe.”

Bew. Begeidnen wiv den completen Winfel mit C, die Peripherie
mit P und den aum Centriwinfel A gehovigen Bogen mit a, fo ift
(nad) 39)
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jo ift and) c=n

IIL. Der Sdyneidepuntt liegt auf der Perviphevie

166, Lehrjap.  ,Der Peripheviewintel ift halb fo grof al§ bev
Centriwinfel auf gleichem Bogen,” oder ,der Peripheriewinfel Hat den hal-
ben Bogen wijchen feinen Schenfeln jum Maafe.”

It ABC der Peripheriewinfel, AMC der Centriwinfel auf glei-
dyem Bogen und enthilt / ABC = x Winfelgrade, der gugehdrige Bo-
gen AC = n Bogengrade, jo ift die

Behaupt. / ABC =1, / AMC
oder x = !4 '

Bew. 1. Jall.  Der cine Schenfel AB geht durdy den Mittel-
punft.  [Pig. 105. |

Man ziche den Radius MO, o ijt:

/ ABC 4+ / BCM = / AMC (50)
L ABC = / BCM (66)
RIABC — /AN

aliv / ABC = 1, v/ AMC
/ AMC = n° (165)
AR = ha Y
oder x = !/, m
2. Fall. Der Mittelpuntt liegt 3wijhen den Schenteln. [FFig. 106.]
Man gieht den Durdymefier BD und die Radien M A wnd MC;

fo ift:

1) £ ABD =, /AMD] ol
2) £/ CBD = Y, / OMD | 0
1 und 2 abditt . / ABC =Y, / AMC
/ABO =1/, n°

oder x =2 n
3. Fall. Der Mittelpunit liegt auferhalb dev Schenfel. [Hig. 107.]
Man ieht wieder den Durdymefier BD und die Radien M A und

MC, jo ijt:

1) / CBD =", / CMD, 1 Rl
) / ABD = Ya T AMDI

2 von 1 fjubtvabirvt . 4 ABC = ’/l / AMC

x='/211
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4, Fall. Dev eine Sdentel BC ijt eine Tangente. [Fig. 108.]
Man 3icht wieder den Durchnefier BD und den Radiug MA, o ijt:
D /DBC=1,"7 DMB
2) / DBA=1, / DMA
2 von 1 fubtrah. .. L ABC=1Y, / AMB
: A A B — 1,0 By A B.— n0)
oDerix == 1/5m
1. Bufag.  Peripheriewintel auf gleidhemn Bogen find gleid).
2. 3ufap. Do Peviphericwintel im Halbtreije ift cin Rechter.

III. Der Sdneidepuntt liegt innerhalb oder aufml)a[[n
Ded Kreijes.

167. Lehriap. ,Dev Winkel, den wei fidh) jdhmeidende Secanten
bilden, Bat zum Maafe die halbe {gluyfl:xlel:fg} der wijhen den Schenteln

liegenden Bigen, wenn der Durchjchnittspuntt {éﬁgftgﬁ%g} Des Kreijes liegt.

Bew. Gind A, B, 0, D die Durdhjdnittspuntte der Secanten mit
der Kreislinie, it B der Durdhjchnittspuntt der Secanten unter fidhy und
enthlt der Bogen AD = m?; der Bogen BC = n?, jo ijt: [Fig. 109.]

. ) wenn E - innerhalb des Krci-
1. Behaupt. /L AED = /5 (m 4 n0); { 168 Jicgt.
Bew.  Jieht man die Sehne AC, fo ijt:
1) /AED= / ACD 4+ / BAC (50)
9) 7 A0D = smof ..
8 & BT 1 no{ 166)
aus 2 und 3 in 1 jubftituirt: / AED = b m® - 1/, n0= 1/, (m~n)°
¢ V) ) wenn B auferhald des Suei-
2. Behaupt. / AED = !5 (m — n) \ o8’ liegt. | [Big. 110
Bew. Dian 3ieht wiederum die Sehne A C, fo ijt:
1) LI AED = / ACD— / EAC (50)
2) /' ACD = 1/, m°
3) / BAC = 1, no { g
ang 2 wnd 3 in 1 fubjt. / AED = 1/, (m — n)°

118, Rebhriap. ,Sdneciden fid) 3wei Secanten innerhald oder
auperhalb eines Kreifes, o find die beiden NRedptecte aus den Abjdnitten
je ciner Secante gleid), oder was daffelbe ift: die bjdnitte uub umgefehrt
proportional.” [ Fig. 111.]

Scyneiden fih die Secanten in F und toerden von Del Kreislinie
iu den Punften A, B, C, D gejdynitten, fo ijt die
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Behaupt. A E X EB=DE X EC
obet AE: EC=DE:EB

/ AEO = / DEB
7/ EAC = / EDB

/\ AEC ~DEB
AE:EC=DE:EB
alfo aud) AE X EB=DE X EC

Bemerfung. Dreht man die eine Secante ED [Hig. 112] um den
auferhald des Sreifes fallenden Durdhichniitspuntt E, bi8 fie cine Tangente
witd, fo fallen die Durdyidynittspuntte C und D in einem Punfte F ju-
fammen, und ¢8 ift EC = ED = EF geworden.  Subftituiven riv aber
EF ftatt BC und ED in die obige Proportion, jo erhalten toiv:

AE:EF=EF:EB b |

169. Folgerungsfap. ,Die Tangente ijt die mittleve Propor-
tionale 3u dev Secante und ihrem oberen Abjdmitte.  [Fig. 112.]

Der fpeciclle Betweis fiir diefen Sap evgicht fid) aus dem allgemei-
wen (fiir 168), wenn man jtatt dev Buchftaben € und D den Budyitaben
F jept.

170. Aufgabe. ,Es joll cine begrenste grade Linie durc) den . g.
golbenen Sdnitt jtetig getheilt mwerden, d. . fo, dap der grdfere Ab-
fbnitt dic mittleve Proportionale gu der ganzen Linie und dem fleineren
Abjchnitte ijt.”

1) Analytifde Lojung. it a Ddie gegebene Limie, x Dder ge-
fudyte gropere Abjchnitt derfelben, jo ift nad) der Fovderung:

o s s 1R X)

X2 Ly {L"" — ax (136)
ax = ax addirt

x? 4 ax = a?

("2‘) i (; ) adbict

-73»2 9 a‘z.:"u TaAe
x? 4 ax + (2) = a2 4 (i) , davaus die Wurzel gezogen:

a g a)?
s+g={ »+()
a & 3
5 =13 jubtvabirt
e a
i Ok :

11
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Conjtenivt man nun dad vedhtwintlige Dreied ABC [Fig. 113.'] mit
den Catheten a und g, jo ift die Hypothenuje

S e e
sc={ w+(3) .
Sehyneidet man von diejer Hypothenufe dag Stk CD = 5 ab, jo

ift der Rejt MD = }/a2—|- (%)2—— %: x. — Sdneidet man daber

pbon Dder gegebenen Linie a das CStiid AE = AD ab, fo ift diejelbe in
E ftetig getheilt. :

2) Cynthetifdhe Yojung. [Jig. 114] Su dem Cndpunfte B
bev gegebenen Linie A B ervichtet man dag Loth BCO = > AB; jdlagt
um den Puntt C mit dem Rabdiug CB einen Kreis, 3icht von dem jtoei-
ten Cndpunfte A au$ durd) den Mittelpuntt C die Secante AF und
jdhlagt endlich mit dem oberen Abjdynitte A D al8 Radius cinen freis;
Diefer fchmeidet die Linie AB in E, und der goldene Sehmitt ijt gefdyehen:

Bew. AF:AB=AB:AD (169)

AB:(AF —AB)=AD:(AB — AD) (138)
AF —AB=AD = AE (ba DF — AB)
AB—AD =EB

AB: AE=AE:EB

§ 8. Kreis und grade Linien in beliebiger Auzahl.

Kommen yum Kreife drei oder mehreve grade Linien bingu, fo follen
bier nur die Falle Veviickfichtigung finden, in weldyen die graden Linien
eine gejchloffene Figur bilden, deven Seiten fanmmtlich entweder Selnen
oder Tangenten find. — Sind die Seiten jammtlidy Sehnen, jo heipt das
Polpgon cin Sehuenvicled. Die Cen eines Selhnenvielectes liegen auf
der Peripherie, daber heift das Polygon aud) dem Kreife eingejdyrie
ben, dev Kreis dem Polpgone umfdricben. Sind die Seiten eines
Polhgones fammtlic) Tangenten, fo Deipt s cin Tangentenvieled und
ift dem Kreife umidyrieben, wihrend der Kreis ipm eingefdyrieben ift.

Cap. IL
Sthuen- und Tangentenvicledse.
§ 1. Aligemeine Gigenfdaften.

171. Zebriap. , Cinem jeden Drciede lapt fid) cin Kreig fowohl
um- al8 cinfdyreiben.”  [Fig. 115,
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Bew. Sind jwei Seiten cines Drefedes Sehnen cines Kreifes, fo
ift bie dritte Seite nothoendig audy eine Sehne dicjes Kreijes. — Halbirt
man mun wei. Seiten (AB und AC) duwrd) die Yothe XY umd ZT,
fo mup (nad)y 160 Buj.) der Mittelpunt des Kueijes, weldyer durd) Ddie
Gndpuntte der beiden Sehnen, d. . burd) die Ddrei Ccen des Drciected
gebt, in jedemr Diefer Deiden Lothe [iegen; und da Ddiefe Lothe fid) noth-
wendig fdmeiden (weil jeder eingelne Winfel des Dreiedes nothoendig
< 2 Rijt), fo ift der Durchichnittspuntt derfelben, M, der Mittelpuntt des,
pem Dreiecke wmijdjrichenen Kreifed. — Jieht man von dem Durd)jdynitts-
puntte M in dic drei Gefen die gr. Linien MA, MB, MC, jo find diefe
in der That cinander gleid), alfo Nadien cines Kreifes, denn es ijt:

MD — MD
AMADC_\”___AMBD{ i B B
/ MDA =/ MDB{ ¥ 1Y

1) MA = MB WD L

MAE= N\ MCE AE =CE
A A { M MEC}gcmad}t

2) MA =MC

a.1u.2folgt 3) MB=MC
Jufap. ,Der Kreis it durd) drei Puntte, die nidyt in grader UL
nie liegen, Deftimmt.”
Soll dem Dreiedte fich auch cin Kreid cinfdyreiben laffen, fo mup s
im Dreiede cinen Punft geben,~der von e drei Seiten gleidh entfernt ijt.
— $albirt man aber cinen Winkel, fo ift die halbivende Linie in allen
ihren Punften von den Sdyenfeln gleid) entfernt. — $Halbirt man daber
sei Winfel (A und B) cines reiedes (ABC) [dig. 116.], fo ijt dev
Durdhichnittspuntt (M) der beiden halbirenden Linien (M A ud MB)
pon den brei Seiten des Dreieces gleidh entfernt und fomit der Mittel-
punft deg, dem Dreiede eingefdrichenen Kreifes. — S der That find die
brei Cothe MD, ME, MF, von demt Durchichnittapuntte M auf Ddie
prei Seiten gefillt, einander gleid), denn:
’ MA =MA
AMADX A MAE / MAD = / MAE gemacht
]ZMDA———LMEA (=1R)

R bt e ol
1) MD =ME .
. l MB=MB
AMDB= A MFB] / MBD = / MBF gemadt
1 LMDB = M¥B (= 1R)

2) MD = MF

a.lu.2folgt3) ME = MF
1%
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1) Die drei Qothe in den Mitten der Drei Seiten eine Drefecfes ju Ddiefen Sei-
ten evrichtet, {chneiden fich in einem Puntte.

2) Die bdrei Linien, welche bdie drei Winkel cines Dreiectes Halbiven, fchneiden
fich in einem Puntte.

172, Qehriaf. . , Jn cinem dem Kreife cingefdyriebenen Bievecke
ergdngen fidy die gegeniiberfiegenden Winfel ju wei Nechten.” [Fig 117.]

PBew. It ABCD ein Sehuenviered, fo hat der Winfel ABC
oen halben Bogen ADC, der Winkel ADC bden halben Bogen ABC
g Maafe; die Swmme Dder  gegeniiberliegenden Winfel ABC und
ADC Dbat aljo die halbe Peripherie yum Maage, d. h. fie ift gleid) jroei
Redten.

173, Qehvjag. ,Ju einem demt Kreife eingefdyrichenen Wievede ift
vad Redhtedt aus den Diagonalen gleidh der Summe der beiden Redhtece
aug den gegeniiberliegenden Seiten.”

Jjit ABCD [Jig. 117.] cin Sehnenvieved, find AC und BD die
Diagonalen, fo ift

bic Behaupt. AC X BD=BC X AD 4+ AB X CD

Bew. Manmade / CBE= / ABD

fo ift: ) A OBE~ ADBA | é g ?{g‘(;}_dgui o) 145

OB:OE =DB: DA afjo
L CEXDB—=CBXDA
%) A ABEos A DBC { b 90 Tole it
AB:AE—DB:DC .
IL AE X DB = AB X DC
Lu.ILabitt (CE 4 AE) X DB=CB X DA - AB X DC
b b ACXDB=OBXDA-4ABXDC

it 174. Lehrfag.  ,Cinem jeden vegelmédpigen Vielede [aft fidh ein
SKrei wm- und einfdyveiden, . h. e§ ift sugleid) Sehuen- und Tangenten-
bieledt.” |

- Bew. Jjt ABCD ... N [Big. 118] cin vegelmépiges Polygon,
fo fann man yunad)t (nad) 171) den Mittelpunft M eined Kreijes finden,
der durd) drei aufeinanderfolgende Geben, A, Bubd C gebt.  Verbindet
man nun den Puntt M mit den Ceken des Polygones, fo ijt:
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A AMB = A CMB (8L)

LY=/LX
0.0 /y="' / ABC
L y= /2 (66)
[iz="/ ABC
/ ABC= / BCD

/o7 = YaudsBOD

D D= Al
CB = CD :
ABMG%ADMC{LZ:[_W}GJ
MC=MC

MD =MC=MB

d. . der Kreid dev durdy die drei Efen ABC geht, gebt aud) durd) die
folgende vierfe e D Ddes vegelmdpigen Polygones. —- Da nun dev Kreig
durd) die drei Gen B, C, D gebt, fo folgt in gleidyer Weife, dap er aud)
burd) die folgende Cde B gebt . f. f. — Kurg, wi ethalten den Sdhluf:
,Der Kreis, weldyer durd) drei aufeinanderfolgende Ceken eines vegelmapi-
gen Polygones qeht, geht zugleidh purd) alle Gefen.” Da nun aber (nad)
171) durd) drei aufeinanderfolgende Gfpunite ftets cin Kreis moglidy ift,
fo folgt weiter: ,Jedem vegelmdpigen Polygone lapt fidh ein Kreid wm-
jdhreiben.”

Da nun dag Polygon ABC ... N ein Selnenvieled ift, jo miiffen
die Seiten deffeiben. vom Mittelpuntte M als gleiche Sehnen, gleid) entfernt
fein; . h. dic Yothe bon M auf bdie Seiten gefdllt, find unter fich gleich.
Gin Kreis alfo, der wm M wmit dem cinen Qothe als Radiug gejchlagen
roird, bevithrt alle Seiten des Polhgores, woraud folgt: ,Jedem regelmdpi-
gen Polygone laft fich afio aud) ein Qreis einfdhreiben und der Mittelpuntt
des umidyrichenen ijt audy der Mittelpuntt des cingefchricbenen Kereifes.”

§ 2. Conftruction regelmagiger Wieled'e in und mn den Kreis.

175. Aufgabe. €8 foll einem RKreife ein regelmipiges Dveied,
Sedysedt . . .. 3 X 2" Gt cingefdhyrieben toerden.”

gojung.  Svigt man den Radius als Sehne in Dden Kreid, und
perbindet die Endpuntte (A und B) [Fig. 119.] mit dem Mittelpuntte (M),
fo ift dag entjtandene Dreiedt (AMB) gleidhieitig, alfo audy gleidwintlig,
wnd folglidy der Winfel (AMB) am Mittelpunft == 2/3 R, d. h. der Gte
Theil von einem Completen. — Gs [apt jidy alfo der Radiug fechémal a8
@ehne in Den Kreid fragen und oé entiteht eine gefdlofiene Figur, ein
regelmdapiges Sehuenjedysed.  Verbindet man nun aufeinanderfolgend
swei Gpunfte Ddes Sedysectes durd) Diagonalen (AE, EC, CA), fo
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entftebt cin vegelmapiges Sehnendreied (AEC). Halbitt man aber die
Bogen (AF, FE, ED...) iiber den Sciten des Sedydeded und ver-
binbet dic Halbivungdpunite mit den Cdpunften des8 Sedsected, fo erhalt
man ein vegelindpiges Sehnenjwiolfed.  In gleider Weife erhdlt man,
durd) Halbiven der BVogen, aus dem Jwilfed ein Bievundiwanziged . . 2c.
; 176. Aufgabe. ,Cin rvegelmipiges BVieved, Adtect . .. 4.2 Cd
in den Kreid zu befhreiben.” [Fig. 120.]

Liofung. Der Winfel vom Mittelpuntte eined Sebhnenvieredes ift
e 4te Theil von einem Completen aljo ein Rechter. — Jieht man daber
gtei fenfredite Durdymeffer (CD | AB) und verbindet die Endpuntte
perfelben durd) Sebnen, fo crhilt man ein vegehndpiges Sehnenvicred. —
Durd) fortgefeste Halbivung dev ugehorvigen Biogen erbalt man neue regel-
mapige Polygone jededmal von der doppelten Seitenahl.

177, Aufgabe. ,Cin rvegelmipiges Finfed, Sehned ... 5.2 C
in den Krei§ zu bejdhreiben.” [Fig. 121.)

Lofung.  Theilt man den Radiug durd) den goldenen Sdhnitt, fo
ift dev grofere Abfdynitt die Seite ded8 dem Kreife eingefdyricbenen regel-
mapigen Jehnedes.

Bew. - It AM:MB = MB:BA und man trigt MB=AC

al8 Sehne in den Kreis, verbindet C mit M und B, fo ift: \
MA:AC=AC:AB
AACBNAAMC{ " ide ol

1) 4 . ‘é p . e i
ud CB = AC = BM{ Da A\ AMC gleidjchentlig, fo ift

audy ECB gleidyjdhentlig.

 Lrv=/LB
aud 1 nnd 2 folgt L/ ACM =28 Danmun / MAC = / MOCA,
fo ijt audpy / MAC =28
ferner ift L AMC =128
/ACM 4+ / MAC+ / AMC=538
/ACM 4 / MAC+ / AMC=2R
5=2R
ober B = 2/s R = 1/, vom Completen.
Da nun der Centriwinfel AMC 10mal herum getragen ecinen com-
pleten Winfel giebt, jo lapt fidhy aud) der gropere Abjdnitt MB des Ra-
diug 10mal al8 Sehne cintragen, und giebt cine gejdhloffene Figur, ein re-
gelmdpiged Sehnengehned.

Wie man aus dem Jehnede ein 5Ck, 206, 40GE . . . ju bilden
habe, ift aus dem Vorhergehenden flar,
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178. Aufgabe. ,Cin regelmapiges Fiinfyehned, Dreipiged . . .
15 . 2° G in ecinen Kreid ju bejdyreiben.”

ofung. Subtrahict man vom Centriwinkel de§ Sedsedes = 2/3 R
pen Centrivvinfel des Sehneded = 2/5 R, fo erhilt man (2 — 2/5) R
== 4/, R = 1/;; vom Completen, aljo den Centvirvinfel des regelmdpigen
Sehnenfiinfyehnedes; die dem Winfel gegeniiberliegende Sehne ijt die Seite,
dejjelben. :

Bemerfung. Diefe Polygone find die eingigen regelmapigen Po-
[pgone, weldye fid)y auf elementavem Wege aus dem Radiug conjtruiven
lafien. — Bieht man durd) die Cpunfte cines vegelmapigen Schuenviel-
edtes Tanmgenten, o bilden Ddieje ein vegelmdpiges Tangentenvieled von glei-
der Seitenzabl.

§ 8. Abhangigteit der Grofe regelmafiger Polygone vou den
Rabdien der ein- unud umidhricbenen Kreife.

179. Lehriag. ,Dic Umijinge vegelmdpiger Polhgone von gleidyer
Seitengahl verhalten fidy wie die Radien der cin- und umjdyicbenen Kreife,
die Fladyeninhalte aber wie die Quadrate diefer Radien.”

Sind ABCD...N und A,;B,C,D, ... N, [&ig. 122.] jtvei
regelmipige Polygone von gleidyer Seitenzahl, und twir begeichnen ihre 3u-
balte refpective mit I und I, ; ibre Umfinge mit U und U, ; ihre Seiten
mit s und s;; die Nadien der umjdyicbenen Kreife mit R und R,; die
Radien der eingefdyricbenen Kreife mit r und ry; fo ijt:

1. Behaupt. U:T,=R:R,=r:n

Bew.  Jichen tviv von den Mittelpuntten M und M, aus die Ra-
dien ber cingefdricbenen Kreife MO | AB; M, O, | A,By; ferner die
Radien MA; MB; M, A;; M; B, der wmjdyicbenen Kreie, jo ijt:

/ MAB= / M,A,B, [ UAl8 Hiljten glei-

LA NAA'M'B'{4 MBA — / M, B, A,) derolygone.

AB:A1B1=A.M:A.|M| §
. h 1)s:s=R: R,

AAMO co A AM,0, {
AM:A;M; == .A.O ’ Alol

b5 2) R:R, =r:r, da nun nad) 153 Juj. und 157
3) U:U,=s:s,, fo folgt aug 1 und 2

U:U,=R:R,=r:1
2. Behaupt. I:L, =R*:R2=1r2:1?

L MA.O = é M,A|O|
/ MOA =/ MOA, (=1R)
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Betv. B s2imi211(156.)
aug Lund2folgt s2: 5,2 =R2: Ri2=1r2: 12
¥ il =nRe R vl 2
180. CLehriag. ,Der Fladeninfalt eined regelmdpigen Polhgones
ijt gleidy dem halben Producte aus den Maafzablen feined Umfanges uub
bed Nadiug des cingefchriebenen Kreifes.”  [Fig. 123.]
Heliount  li— 14 me
Betw.  Jicht man vom Mittelpuntt (M) nad)y allen Ecen hin gr.
Qinien, fo theilen Ddiefe dag SPolhgon in fo viele unter fid) congruente
Dreiede, als dad Polygon Seiten hat.  Ninunt man nun die Seite de§
Polygones al8 Grundlinie cines jolden Dreiedes, o ift der Nadiug des
eingejdhricbenen Kreijes feine Hobe, alfo der JInbalt
AN P
$Hat das Polygon nun n Seiten, jo ift jein Inbalt
sl mar. @
ba aber ns =u

e e

Cap. III.
Quswmeffung des Kreifes.

Der Kreis ift duvd) feinen RNadiug vollfonnmen beftimmt. — Trvop-
dem hat fid) die Conjtruction cines Quabdrates aus demr Jadiug, deffen
Hlache gleid) der Kreisflache ijt, oder die fogen. Quadratur deg Jirfels, als
unmigliy evroiefen, und wir werden ung daher mit einer angendherten Ve-
rechnung des Kreisinhaltes begniigen miiffen.

Bedenfen twiv nun, dap ein regelmdpiges Vieledk {ich inmmer mehr
pem Kreife undbert, je mehr Seiten wiv demijelben geben, dap fein Inbalt
aber ftets gleich demr Dalben Producte aus den Mlaafzahlen feines Umfan-
ge8 und Ddes Radiug des ihm  eingefdhricbenen Si‘rci]‘cs ijt, jo terden wir
sunddyft auf den Saf gefithut:

181. Lehriap. ,Dev Inbalt cines Kueifes ift gleid) dem Halben
Producte aud den Maajzablen feiner Pevipherie und feines Radiug.”
[Fig. 124.] '

Bejdyreiben riv wm und in den Kreis regelmapige Vielecke bvon
gleicher Seitenzahl, und begeichnen: .

Den Subolt-Ded Srered 0 o L
die Maapzahl dev Pevipherie . . . . , Uy
dic Maafizahl des Radius . : R

"
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ben Jnbalt ded dem Kreife umjdyricbenen vegelmapigen n Gdes mit I,
be“ 1Ilnfang ” " " " ” " " U“
ben Jnbalt , , ,  cingefdyriebenen 5 i S
btn un‘fnng " " ” " " " " u,
dpen Madiug deg dem cingejdhrich. n Ee cingejdhricbenen Kreifes |,

fo ift:
Behaupt. L =1%TU,. R

Bew. 6 ift (nad) 180) 1) I, =4 T, . R
P R G
Ferner ift 3) I, > I
4) =l

LY GR>L = Yan, .1
68 ift aber aud) 5) U,> U, 17
Bl = U, { )

I ,UT.R> "% UR = pu,. 1 (ba audy R > 1)

Berdoppeln wic nun fortlaufend Ddie Seitengahl der Sehnen- und
Zangentenvielede, fo witd U, tmmer Heiner, w, immer groer, s bleibt
aber ftets U, > U, und u, < Up. — Sndem fidy biernady U, und
u, fortrodhrend nabern, wird aud) die Diffeveny /s : R 7 ALV B s
mer Hleiner und Hleiner (denn audy r wadit fortwdhrend, Dleibt aber fmmuer
< R), und nihert fich unendlidy dev Null. — Dabei behalten aber alle
obigen Gleidhungen, alfo aud) die Gleidhungen I und I ifre Geltung.

Folglidy ift

I, = Y, U R (Arithm. Seite 63. Lelpf. 59.)

~1lm Ddaber den Inbalt des Kreifes durd) Recynung ju finden, brau-
den wir blop nody die Maapzahl der Peripherie, oder das Rerliltnip der
Peripherie jum Radius ju beftimmen.  Diefe Aufgabe (die fogen. Rectifi-
cation der Kreislinic) ift aber cben jo twenig birect mdglidy, alg die Qua-
dratur deé Sirfels, da die RKreidlinie, alg cine ftetig gefeiimte Linie, fidy
nidt unmittelbar durd) eine gr. Qinie meffen [@pt. — Bereifen toir Fu-
nadyft, daf das Berbaltnip der Peripherie eines Kreifes um Radiug in
per Zhat cin conftanted it und fudhen dann cine Fovmel fir die ange-
niberte Beredyuung diefed Berhiltniffes ju ermitteln.
182. Cehrfap. ,Die Periphevieen jtoeier Kreife verhalten fidy toie
bie Madien.” [Fig. 125.]
Behalten wir dic Bejeicynungstoeife in 181 bei, indem toir die Shm-
bole filv den jtveiten &Kveis purd) cinen angehingten Strid)y unterjdeiden,

fo ift: # @)
Behaupt. Uy: U= R: R' ober _R'L — i}‘

12
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Wewii U200, { U‘n U’
E— = —R— (bﬂ Un e Uk) I R‘

_uu Uk ] u‘ U

= (ba U=l

R < R (ba 11n < Uk) } R, < R; (u < Uk)
U._ Uk n e sl gl s ol
LE>R> % ITg>m>w

WVermehren wiv aun die Seitenyahl der Sehnen- und Tangentenviel-
ecfe durd) fortlenfende Verdoppelung, fo rdbern fidy ihre Mmfange furtmﬁb'
P 1854 ol
vend, wnd e8 ndahern fich audh die Differengen b A 4 und O R’ - nehr
und wrehr der Mull, wibrend die obigen Gleidhungen jtets ihre Geltung be-
o oV W 04 u, 1k ’ ]
balten. Da nun hievbei jtots 5 Wi und TR bleibt (179);
Ulk

R Avithw, Seite 63. Lehriag 59.)

183, Folgerungsiaf. ,Die Inhaite der Kreife verhalten fid)
fvie die Quadrate der Radien.” | Fig. 125.]
Da (nad) 181) I, = !/, U.R
I, =Y, U’kR‘
fo i) Eesliv==0iiBs U.R
il Ui dd. == BB (1824
RaR' =R RBi

2) U,R: U, R‘ '— Re: R

oud 1 und 2 rmqt a0 Ra: Ris

184, Aufgabe. , Das Verhaltnif der Periphevie eines Kreifes
jum Durchmefier oder tie fogen. Ludoiphjdhe Jahl — mcld)e durd) = be-
seichniet witd — 3u beftinuien.

Yofung.  SKowien wiv aug ciuem regelmdgigen nGede ein 2 nEd
von gleichem Wmfange conjteniven, fo founen wir aud) Fovmeln ableiten,
nad) welden wiv aus den, i ahlen gegeberen Radien des nGckes die
Radien fiir dod 20 Cd Goednon funen.  Nun ijt aber Ser Radius des,
dem 2n € wmidyichenca Kreifes Heiner, der Radius des ihm cingefdhrie:
benen Streifes grofer al§ dev de§ nGded von gleidyem nfange. — Seit
man daber die Vewdappelung der Seitengalbl, Gei conftant bleibendem Wm-
fange, immer weiter fout, fo witfjen fidy die Dbeiden NMadien immer mebe
und mehr ausgleichen, wnd endlid) bi§ anf cine beftimmte Anzahl Decimal-
frellen fibereinftimuen, — Jft aber der Radius des einem regelmdpigen
Polhgone ecingefdyrichenen Kreifes gleic) dem Radiug des ihm wmjdyriebenen
Kreifed getvorden, fo miijfen audy beide Kreigperiphevieen sufamitiengefallen,
bas wifdhenliegende Polygon felbit cin Kreis getorden fein,

o ijt %— e
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: Sonnen wir aljo die BVerroandlung cined regelmifpigen Polygones in
ein anbderes von gleihom Wmfange und der doppelten Seitengabhl ausfith-
ven, fo Oraucdhen wir nur von einem der regehndpigen Polygone auszuge-
bem, dic tir nad) dem vorhergehenden Cap. aus dem Radius conjtruiven —
pon weldyen wir alfo jowohl den Wmfang, al§ audy dic Radien in Jahlen
augdritfen fonmen, wm die Bahl = big auf jede gewimjdhte Anzahl Deci-
maljtellen genau, durd) Redynung ju erbalten. — Sft nun AB dic Seite
cines regelmipigon nGeed [Fig. 126.,, / AMB bder jugehirige Centri-
l})iqfcl, jo muf die Seite des 2nCees von gleichem u}nfanQe offenbar Ddie
Hilite von AB fein.  Jugleich mup aber audy dev zugehorige Centriwin-
fel die Halite vom / A MB fein, und wir miiffen daber bie Hilfte der
Qinic AB in cine joldye Lage zum Mittelpuntte M bringen, bap ifre Cnd-
punfte von demjelben gleiche Entfernung haben und der suigehdrige Centri-
winfel = 15 / AMB wirh: — Sdylagen twir ju dem Jwece mit dem
Radius AM (= MB) cinen Krei, balbiren den Winfel AMB durd)
den Radius MC; zichen die Sehnen AC und BO; fillen ME | AC;
MF | BC und verbinden enblidy E mit F, fo ijt:
1) EM = FM (161 3uj)
/ EMC =, /AMC
/ FMC =1, /BMC
2 EMF =1, / AM
)LO, oy ;%E;CA:OF:CB{@“Q%:V"QA
A EF ~ ACAB‘ / EOF— / ACB umdCF="CB
EF:AB=CE:CA
pa mun CE = 1/, CA (159,
3) EF =1, AB
G ift aljo die Linie BF die Seife des 2n Gctes von gleichem U
fange mit dem nEde, i der richtigen Yage aum Mitteipunite, fo daf EM
der Madiug deé ihm umjdyricbenen, G M per Mabiug des ihm cingefchrie:
benen Kreifed ift, und tiv haben nur nod) die Abhangigteit dicjer Radien
por den Madien (AM und DM) des nEdes 3u bejtinmen.

Bezeidynen wir die Maahiabl de§ Radius MA bdurd) r

n " U4 " " "

" " ” " " 14 L‘[ D ” P
d

" /] " " " " B{ L " Ty
A

MG n P

jo ijt:
MG =MD + DG
DG =GC (da A\ CEG o CAD umbd CE = EA)

MG = MD + GO
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GC=CM—-GM
MG =MD +CM-GM
b p=p+r—pn

pr == p; abddivt
2p=p+tr
alfo I oy =857

: \ /AME— /EMG (159)
65 ift femer A\ AME co A EMG{ S WETs D RE
AM:ME— ME: MG

i h el

r2=r.p

afp IL r, =)/ r.p

Mit Hiilfe der beiden Fovmel I und IT fonnen riv nun leidht und
cinfacd) Die Radien fiiv dag 2n € aus den Radien ded n Eded bevechnen.
Geben wir 3. B. von einem Quadrate (ABCD) aus, und nehmen
ben Radiug (ME) [Jig. 1271 des demijelben eingefdyriebenen Kreijes al8

Maapeinbeit, jo ift die Maafpzahl diefes Radiug e oder

ME
Fewner ift MA2 — ME? + AE2— 2. ME? (ba ME = EA)
MA:
WE 2
alfo MA ey
} eV

bh 2 r=12=141421

Hicraus erhalten twir dic Radien fiiv dag Achtect von gleihem Um-
fange, nehmlid
14 1;1421 — 120710
r, =}/ 141421 X 120710 = 1,30655

Sepen wiv mum dag Adgted al8 dag nCd, fo dap feine Radien r
und p find, fo erhalten wiv in gleidher Weife aus den obigen Formeln bdie
Radien fiir dag Sedygzehued u. f. f, wie fie in der folgenden Tafel ver-
seidynet find. i

Pl=




n %
e
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Gd. P r

4 | 1,00000 | 141421
8 | 120711 | 1,30656

16 | 1,25683 | 128146
32 | 1,26915 | 127533
64 | 127224 | 127378
128 | 1,27301 | 127339
956 | 1,27320 | 127330
512 | 127825 | 127327
1024 | 1,27826 | 127326

€in regeI}n&ﬁigeé Polygon von 1024 Eden ift aljo o renig von
einem Kreife verjdyicden, dap dev Rabdius pes ihm umidyricbenen Kreifes
aud) um Yyo0000 GrOPer ift, ald der bes cingefdhricbenen Kreifed. Da nun
der Wmfang des Quadrates Bmal fo lang ift al8 der Radiug ded cinge-
fricbenen RKreifes, Dicjer Radius aber Dei der obigen Ableitung ald Cin-
heit gefept rurde, und der Winfang conftant blich, fo ift aud) die Niaap-
3abl des nfanges bom 10246 — 8. — Man fann daer fagen: Die
Maapzahl dev Peripherie des Kreifes ift = 8, deflen Radiug die Maap-
3abl 1,27326 hat. — Folglidy ijt

U, 8
=5 R = ¢ 127326 = 3,14156
weldje Sabl dag Verhiltnif der Peripherie jum Durchmeffer auf Jehntau-
jendftel genau angiebt (die lepte Stelle ift feblerhaft); eine Genanigteit, die
weift hinveichend ift. — Der genauere Werth ift:
n = 3,1415926.

Fite die Beredynung ded Kreifes merfen tir und jept nod) die bei-
den Formeln:

1) Uk=21rR
2) I‘ == /zUk.R-—:ﬂRn.
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