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Sissejuhatus

Kéesoleva t06 autor vottis aastatel 2004-2008 osa opiprogrammi loomise
projektist T-algebra. T-algebra on interaktiivne opikeskkond, mis voimaldab
samm-sammulist algebra iilesannete lahendamist neljas erinevas koolimate-
maatika valdkonnas:

e arvuliste avaldiste va#rtuste arvutamine;
e tehted murdudega;

e lineaarvorrandite ja vorratuste ning lineaarsete vorrandisiisteemide la-
hendamine;

e hulklitkmete lihtsustamine.

T-algebrat ei arendatud ainult koolidele, see on disainitud ka uuringuma-
terjali koostamise tooriistaks. Keskkond voimaldab uurida jargmisi peamisi
aspekte: t66 kiirus arvutil (sh vorreldes tooga paberil), opilaste tehtavad vead
avaldiste teisendamisel, opilaste tehtavad vead interaktiivses opikeskkonnas
vorreldes paberil tehtavate vigadega.

Opikeskkonda arendati alates 2004-ndast aastast Tartu Ulikooli
Arvutiteaduste Instituudi magistri- ja doktorioppe iiliopilaste (Vahur
Vaiksaar, Marina Issakova, Dmitri Lepp) poolt juhendajate (Rein Prank —
projektijuht, Eno Ténisson) kée all. Programmi sisu konsultandid olid mate-
maatika Opetajad (suure panuse andsid Mart ja Maire Oja) ja kooli 6pikute
autorid (Tiit Lepmann, Anu Palu). See versioon programmist on vélja aren-
datud Tiigrihiippe Sihtasutuse poolt finantseeritava projektina.

Magistritoo autor disainis ja programmeeris projekti raames arvuliste
avaldiste véadrtuste arvutamise ja murdudega tehete osa ning andis panuse
ka opikeskkonna infrastruktuuri arendamisse. Kédesolev magistritoo kirjeldab
murdude teisendamise iilesandetiiiipide ja reeglite realisatsiooni.

Harilikke ja kiimnendmurde sisaldavate avaldiste teisendamine on pohi-
kooli matemaatika oppekava oluline osa. Teema omandamise kidigus lahenda-
takse hulganisti tehnilisi iilesandeid, mis valmistavad paljudele opilastele ras-
kusi. Traditsioonilise paberil lahendamise korral on probleemiks viihene vahe-
tu opetajapoolne tagasiside ja opetajate suhteliselt suur koormus. Protsessi
saaks parandada arvutiseeritud keskkonna kasutuselevotuga, mis voimaldaks
lahendada iilesandeid sarnaselt paberil lahendamisele ning annaks opilasele



t00 kéigus vahetut tagasisidet. Olemasolevaid siisteeme on kiill palju, kuid
iikski neist ei vasta tédpselt kirjeldatud noutele. Kéesoleva t66 eesmérk on
disainida ja programmeerida interaktiivne opikeskkond, mis voimaldaks har-
jutada murdude teema tehnilisi iilesandeid ja vastaks kirjeldatud nouetele.

T66 koosneb kolmest peatiikist. Esimene peatiikk annab iilevaate ole-
masolevatest murdude teisendamise keskkondadest. Teine peatiikk tutvustab
T-algebra interaktiivset opikeskkonda tuginedes T-algebra t66grupi publikat-
sioonidele ja loob aluse kolmandas peatiikis toodud t66 pohiosa, T-algebra
murdude teema lahenduse, paremaks moistmiseks.



1 Teised avaldiste teisendamise keskkonnad

See peatiikk annab {iilevaate teistest avaldiste teisendamise keskkondadest,
mis voimaldavad murdude teema tehniliste iilesannete lahendamist harjuta-
da. Kirjeldatavate keskkondade juures on vélja toodud, mida teeb opilane
iilesande lahendamisel ja mida teeb keskkond.

Leidub mitmeid arvutialgebra siisteeme (Maple [11], Mathematica [12],
WIRIS [25]), mis on moeldud algebra {ilesannetega tegelemiseks. Neid siis-
teeme ei ole enamasti arendatud spetsiaalselt hariduslikke eesmérke silmas
pidades. Arvutialgebra siisteemide kasutamine néeb tavaliselt vilja selline,
et kasutaja sisestab avaldise ja késu, mispeale siisteem teostab sisemiselt
arvutused ning kuvab tulemuse. Arvutialgebra siisteemid ei ole disainitud
niditama kasukaupa lahenduskéike ega lahenduskéiguga seonduvaid selgitusi.
Arvutialgebra siisteemid ei ole moeldud situatsiooniks, kus opilane lahendab
samm-sammuliselt {ilesandeid, teeb vigu, vajab tagasisidet, nouandeid jne.

Vidga palju leidub blanketipohiseid opikeskkondi (WIMS [24],
MathScore [14], Wisc-Online [26], Young Einstein Mathematics [27],
Maths Connections [13] jmt), mis voimaldavad harjutada lihtsaid, staa-
tilise vaatena esitatavaid lahenduskéike. Siisteem kuvab iilesande ja koigi
lahendussammude sisestuskastid (lahendussamme véib olla rohkem kui iiks).
Opilane téidab sisestuskastid ning kinnitab sisestuse. Siisteem kontrollib
sisestust ning annab opilasele tagasiside, kas sisestatud lahendus on oige voi
vale. Joonisel 1 on néide blanketist, kus iga iilesande lahendus koosneb {ihest
sammust. Joonisel 2 toodud blanketil noutakse seevastu kahesammulist
lahendust. Néide ebatraditsioonilisest, valikvastustega blanketist on toodud
joonisel 3.

Kuna iga iilesandetiiiibi jaoks on spetsiaalne blankett, siis oskavad blanke-
tipohised siisteemid erinevaid sisulisi vigu diagnoosida. Blanketipohiste opi-
keskkondade puuduseks on see, et lahendada saab ainult lihtsaid, vahe tei-
sendussamme noudvaid staatilise blanketina esitatavaid tilesandeid. Samuti
ei saa opilane teha ise otsuseid teostatavate teisendussammude ja nende jér-
jekorra kohta, kuna need on blanketiga fikseeritud — siisteem kirjutab iiheselt
lahendustee ette.

Osad blanketipohised keskkonnad (nt WIMS) toetavad ka mitmesammu-
list iilesannete lahendamist. Ulesande lahendamine toimub jargmiselt: siis-
teem kuvab opilasele esimese sammu blanketi, opilane tédidab selle, siisteem
kuvab jargmise sammu blanketi jne. Kui opilane (vahe)tulemuse sisestamisel



Add each pair of fractions and sumphfy the result.

Lo, ] 1o ] % 1 oq ]

Joonis 1. Uhesammulise lahenduskiiguga harilike murdude liitmine 6pikesk-
konnas MathScore

Teisenda segaarv ligmurruks ja véimalusel taandal

cO I e
5_= =
5 ]

Joonis 2. Kahesammulise lahenduskéiguga blankett Limbergi loodud veebi-
lehel [9]

(Drag the numbers
to the correct box.)

15
3
11
18

Joonis 3. Samanimeliste segaarvude lahutamise iilesanne Wisc-Online blan-
ketil (kastidesse tulemuse sisestamise asemel on paremal déres toodud arvud,
mille hulgast tuleb teha valik ja need Gigetesse kastidesse lohistada)



eksib, kuvab programm vastava veateate ja nouab vea parandamist. Jargmise
lahendussammuga saab edasi minna alles siis, kui eelmise sammu sisestus on
korrektne. Léhteiilesanne ja juba tehtud sammud on lahendamise ajal opi-
lasele néhtavad (vt joonis 4). Sellisel viisil iilesannete lahendamine sarnaneb
toole allpool kirjeldatavates sisendipohistes keskkondades. Paraku on blanke-
tipohised mitmesammulised iilesanded vahe paindlikud, sisaldades fikseeritud
arvu fikseeritud jarjekorras tehtavaid samme.

_9x9 4x2 818
Tax9 ' 9xz 18 18
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o |
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Send the reply

Joonis 4. Harilike murdude liitmine WIMSis, hetkel on teostamisel kolmas
lahendussamm

Opilase jaoks koige huvitavamaid voimalusi sisaldavad interaktiivsed opi-
keskkonnad, mis toetavad iilesannete samm-sammulist lahendamist. Dialoogi
tiiiibi pohjal voib selliseid opikeskkondi liigitada jargmiselt:

e dialoogita keskkonnad;
e reeglipohised keskkonnad;
e sisendipohised keskkonnad.

Dialoogita keskkondades (Bagatrix [3]) saab opilane sisestada liahteavaldise,
millele siisteem oskab samm-sammulise lahenduské&igu genereerida ning selgi-
tada iga teostatud lahendussammu. Opilane lahenduskéiku ei majuta ning on
passiivse oppija rollis. Osa keskkondi, nt Algebrator [1], kombineerivad dia-
loogita ja sisendipohist ldhenemist, kuid nende pohirohk on siiski dialoogita
lahendussammude genereerimisel.

Reeglipohised keskkonnad (MathXpert [4, 15], LiveMath [10]) toimivad
pohimottel, et opilane valib igal lahendussammul teisendusreegli ja monel
juhul ka alamavaldise ning siisteem teostab seejérel teisenduse. Erinevalt ar-
vutialgebra siisteemidest lahendatakse iilesandeid koolis tehtavate sammu-
dega. Teisendusreegli ja alamavaldise valimise jéarjekord soltub konkreetsest



[k MathXpert Calculus Assistant - [Add numerical fractions Problem; 1]
M Fle Edit Algebra Pre-Calculs  Calculus  Graph View  Options  Window  Help

D (209 el | renll | mll | V[l | —
Undo Hint AutoStep | ShowStep| AutoFinish|| Finished? || Prev|| Edit ||Next]
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—+= the problem

arithmetic

decimal calculation

simple arithmetic

cancel abfac = bje

afble) = abfe

multiply fractions (efc) (b/d)=abled

find common denom

eb = ba ac ac

2.7 bd = bd

Joonis 5. Harilike murdude liitmine reeglipohises opikeskkonnas MathXpert
(seni on teostatud kaks lahendussammu, kolmanda sammu teostamiseks on
valitud alamavaldis, aga sobiv reegel on veel valimata)

siisteemist. Leidub siisteeme, kus koigepealt tuleb valida alamavaldis ja siis-
teem pakub seejirel sobivaid teisendusreegleid, teistes siisteemides peab opi-
lane aga koigepealt teisendusreegli valima. Reeglipohistes keskkondades opi-
lane opib ja harjutab lahendusalgoritmi, kuid algoritmi sammude teostamist
opib ta passiivselt, kuna teisendusreegli rakendamised teostab siisteem. Kuna
paberil lahendades tekib enamik vigu just lahendussammu teostamisel, siis
suurt osa tiiiipvigu pole reeglipohistes keskkondades lihtsalt voimalik teha.
Opilasel on véimalik eksida ainult alamavaldise ja teisendusreegli valimisel.
Naiide iilesande lahendamisest reeglipohises keskkonnas on toodud joonisel 5.
Leidub véhe reeglipohiseid keskkondi, milles oleks murdudega manipu-
leerimise detailsusastmega reegleid. Enamik reeglipohiseid keskkondi (sh nt
LiveMath) on disainitud iiliopilaste voi teadlaste toovahendiks.
Sisendipohistes keskkondades (Aplusix [2, 16]) sarnaneb opilase t66 koige
enam traditsioonilisele, paberi ja pliiatsi abil tehtavale toole. Iga teisendus-
samm koosneb peamiselt jargmise rea sisestamisest (vt joonis 6). Opilane
saab kiill téotada vastavalt lahendusalgoritmile ja teostada igal lahendussam-
mul iihe algoritmi sammu, kuid alati on voimalus kirjutada jargmise sammu
tulemuseks siintaktilisi piiranguid arvestades iikskoik milline avaldis. Sellised
siisteemid ei ole tavaliselt teadlikud erinevatest iilesandetiiiipidest ning nei-
le vastavatest lahendusalgoritmidest ja seega ei kontrolli, kas opilane téotab
vastavalt lahendusalgoritmile voi mitte. Opilane vaib teha suvalisi vigu ning
programm kontrollib ainult sisestatu siintaktilist korrektsust ja samavéirsust

10



Aplusix - Student : Mary E”E”r)_—(l

File Edit Step Calculation Parameters Fashactvities  Help
] Ixi] (:'7 End of the exercize Il 546 | Stop the zelf-comection
Write in fraction form jl
14 3
9.3 2
1 89
9 6
1 -1 virtualkeyboard ~~ [%]|
— %
9 6
or | with| @ El@?+| x|7|s|9]a| HAlE
H {£{= (] :|@= slels] .,
1 z|=|=| 3|/ |[vE[x| of1]z]s LH
54
&

State : Ok

Ejl

Joonis 6. Harilike murde sisaldava avaldise lihtsustamine opikeskkonnas
Aplusx

eelmise sammu avaldisega. Siisteem on Opetajaga samas situatsioonis, kuna
tal ei ole ilmutatud teadmist lahendussammul teostatud operatsioonidest ega
operandidest. Sellises situatsioonis on vea korral raske opilasele veateatest
“avaldised ei ole ekvivalentsed” tdpsemat diagnoosi anda ning seda enamik
sisendipohiseid keskkondi ka ei tee.

T-algebras oleme piitidnud integreerida reegli- ja sisendipohise dialoogi,
voimaldades seeldbi oppida nii lahendusalgoritmi kui ka konkreetsete lahen-
dussammude teostamist ning toetades seejuures, erinevalt sisendipohistest
keskkondadest, tédpset veadiagnostikat tulemuse sisestamisel.

11



2 T-algebra interaktiivne opikeskkond

T-algebra koosneb kahest programmist, millest iiks on opilastele iilesanne-
te lahendamiseks ja teine Opetajatele iilesannete koostamiseks. See peatiikk
annab iilevaate opilase programmi ehitusest ja iildisest dialoogiskeemist tu-
ginedes T-algebra to6grupi publikatsioonidele [5, 6, 7, 19, 20, 21, 22]

2.1 Avaldised T-algebras

Peamine objekt, millega programm opereerib, on algebraline avaldis. See jao-
tis annab iilevaate, millised algebralised avaldised on programmis lubatud st
millised avaldised loetakse korrektseks.

Algebraline avaldis defineeritakse T-algebras jargmiselt: elementaaraval-
dised on taisarvud, kiimnendmurrud (kiimnenderaldajana koma voi punkt),
harilikud murrud, segaarvud ja muutujad (viiksed tdhed a..z). Avaldised
koostatakse rekursiivselt rakendades erinevad operatsioone (unaarsed +, —,
binaarsed +,—,-,:, astendamine (m" ja m"), murrujoonega jagamine (% ja
), grupeerivad siimbolid (iimarsulud () ja kandilised sulud [])). Lisaks toe-
tab programm jargmisi keerulisemaid avaldisi: lineaarvorrandid (mérk =),
lineaarvorratused (mérgid < < > >) ja lineaarvorrandite siisteemid (mérk
0.

Programmis peavad avaldised olema matemaatiliselt korrektsed ja sisal-
dama kombinatsioone iilalmainitud stimbolitest. Siin on moned néaited kor-
rektsetest avaldistest:

_92.

b )

N =
wn

o 22(1+ )%
e 2r —2<3—=x.

Jargmisi avaldisi loeb programm ebakorrektseteks:
e 3%, sest muutuja ei tohi esineda segaarvus;

e a2b + 2bc3av, sest iiksliikmete korrutamisel on korrutamise mérk ko-
hustuslik ja konstandid ei tohi iiksliikmete korrutises muutujate vahel
paikneda.

12



Programm ei sea avaldistele kvantitatiivseid piiranguid ning toetab mitme-
korruselisi murde ja astendamisi. Ulesandetiiiibid voivad siiski avaldistele
piiranguid seada. Néiteks harilike murdude korrutamisel peavad tegurid ole-
ma téisarvud, harilikud murrud voi segaarvud.

2.2 Ulesande lahendamise akna kirjeldus

Joonisel 7 on toodud T-algebra iilesande lahendamise aken.

CEX

Fal  Ulesanded Yaated Keel

ol|m]— 2]

lArvuta kiimnend- ja harilikke murde sisaldava avaldise :]

7. Liidafdahuta erinimelised r—‘J
siis taanda vastus

4 1 i}

o LI, s

23 2 2 G 3

8. Virdle murde
16 9

4 24

A3]

9. Leia hariliku murru véi seq
Omardatud tapsuseni 2 ke

3
i Yy

(=]
(=]

10. Korruta harilikud murrud
lo 1
40 2
11. Leia padrdary
0,000074

12, Jaga harilikud murrud
7 .12
24 718

13. Aruta kiimnend- ja harilik
avaldise vaartus

5 2
Tl o TP L
13: (e+14)

K

*

-

o

Kaotan sulud

3

T LK |

=13
Taandan

3
:1.3:—_,

1
2
5

Taandan

Ty

=1,3:

b4

a
T
v
]

Liidandahutan arve

Korrutanfagan arve

Y tan téisosast

Wiin miinuse murru ette

Kaotan ligsed plussmérgid

Taandan

Kaotan murru lugejsgs null

Kaotan Ghe murru nimetajast

Liigmurd segaarvuks

Segaary ligmurruks

Kaotan sulud

Kimnendmurd harilikuks murruks

Harilik murd kiimnendmurruks

Liidandahutan nulli

Korrutanfagan nulli

Jagan Ghegs

Korrutan dhegs

EIN

"}) Abi reegli valimizel

hariikud_morrud.vis

ali téisarvud, kiimnendmurrud, hari.likud murrud voi
segaarvud, mida tahad liita/lahutada

Wigu (jooksvas tlesandes kokk Abi (jooksve

Joonis 7. T-algebra iilesande lahendamise aken

Ulesande lahendamise aken on jagatud kaheks loogiliseks osaks.
Vasakpoolne osa sisaldab viilja iilesannete kogu kuvamiseks. Aknas néidatak-
se avaldisi ja iilesande tekste koos iilesande jarjekorranumbriga selles failis.
Lisaks kuvatakse iilesande lahenduse olek — lahendatud iilesanne on téhista-
tud rohelise taustaga. Hetkel lahendatav iilesanne kuvatakse punases kastis.

13



Akna parempoolne osa sisaldab hetkel lahendatava iilesande lahendussam-

me, virtuaalset klaviatuuri, meniiiid voimalikeks tegevusteks ja juhendeid

opilasele selleks konkreetseks situatsiooniks.

Akna peamised komponendid on jargmised.

1.

10.

11.

Programmi meniitiriba, mis voimaldab t66d failidega (Uus, Ava,
Salvesta, Salvesta kui, Sulge, Lopeta) ja iilesannetega (Eelmine,
Jargmine), avada lisaaknaid (néiteks vaadata vigade loendajaid — ka-
tegoriseeritud vea tiitipide jargi, voi koigi tehtud vigade nimekirja) voi
valida tootamise keelt.

. Nupud, mis dubleerivad moningaid meniiiiriba valikuid (Uus, Ava,

Salvesta kui).

Lahendatavate iilesannete nimekiri, mis kajastab iihtlasi iilesannete la-
hendamise tulemust. Ulesannete nimekirja saab dra peita ja kasutada
kogu akent lahenduse vaatamiseks.

. Ulesande tekst.
. Valitud ilesande lahenduse kéik — lahendamisel teostatud sammud.

. Viimane avaldis koos virtuaalse klaviatuuriga operandide mérkimiseks.

Joonis 7 seda hetkel ei kajasta, aga tulemuse sisestamise ajal on vir-
tuaalsel klaviatuuril ka avaldise sisestamise nupud.

Reeglite meniiii.

. Valitud reegel (erineb teistest reeglitest taustavirvi poolest).

Nupud abi kiisimiseks, lahenduse sammude tagasi votmiseks ja vastuse
andmiseks.

Juhendid iilesande lahenduse protsessi toetamiseks (osutavad, mida
opilane peaks jargmiseks tegema: valima jargmisena rakendatava reegli,
méarkima avaldise moned osad, midagi sisestama jne).

Olekuriba, mis néitab kasutaja ja avatud iilesandekogu kohta informat-
siooni.
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2.3 Uldine dialoogiskeem T-algebras

Iga lahendussamm koosneb jargmistest etappidest:

1. teisendusreegli valimine (tegevus);
2. avaldise osade mérkimine (objekt);

3. valitud reegli rakendamise tulemuse sisestamine (sisend).

Edaspidi nimetame seda skeemi kolme toodud etapi pohjal Tegevus-Objekt-
Sisend skeemiks.

Joonisel 7 esitatud iilesande lahendamise akna osa (5) néitab kiimnend- ja
harilikke murde sisaldava avaldise 1,3 : 2 — (2+12) véirtuse arvutamise kéi-
ku. Lahendus ei ole veel téielik, aga moned sammud on juba tehtud. Esimesel
sammul on valitud reegel Kaotan sulud ja reegli rakendamiseks on valitud
lahteiilesandes esinev sulgavaldis. Seejérel on sisestatud sulgavaldises sisaldu-
va summa liikmetele 6iged méargid, arvestades sulgavaldise ees olevat marki.
Teise sammuna on samal viisil taandatud segaarvu murdosa. Kolmanda sam-
mu tegemine on hetkel pooleli, reegel on valitud ja iiks operand mérgitud.

Kui lahendada seda iilesannet paberil edasi, siis opilane uurib esmalt
avaldist. Ta otsustab teostada lahutamise. Seejarel ta valib lahutamistehte
operandid ning kirjutab lahutamise jarel tekkinud avaldise jargmisele rea-
le. Rakendades reeglit Liidan/lahutan arve jargib programm pohimotteliselt
sama tegevuste skeemi. Vastav lahendussamm koosneb jérgmisest kolmest
etapist (millest esimene on joonisel 7 juba teostatud).

1. Teisendusreegli valimine — opilane valib nimekirjast reegli arvude la-
hutamiseks — programm lubab valida koiki reegleid, kontrollimata, kas
valitud teisendust on lahenduse hetkeseisu arvestades voimalik teosta-
da.

2. Avaldise osade markimine — opilane mérgib hiirt kasutades lahutamis-
tehte operandid (esimene operand on juba mérgitud) — programm kont-
rollib, et valitud avaldise osad oleks vahe liikmed ja lahutamist saaks
teostada (st operandid oleks sama vahe liikkmed). Opilane ei pea koi-
ki sobivaid operande korraga mérkima — minimaalselt tuleb mérkida
kaks vahe liiget. Esimene ja teine etapp moodustavad lahendussam-
mu esimese, iihtselt kinnitatava osa ning nende teostamise jarjekord ei
ole oluline — voib alustada nii teisendusreegli valimisest kui ka avaldise
osade méarkimisest.
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3. Valitud reegli rakendamise tulemuse sisestamine — programm kopee-
rib avaldise mérkimata jadnud osad jargmisele reale ja palub opilasel
sisestada, soltuvalt lahendamise reziimist, valitud vahe tulemuse voi
selle osad. Kuna opilane peab mérgitud osaavaldistele reegli rakenda-
mise tulemuse sisestama, siis on sellel etapil eksimise toenédosus koige
suurem. Parema veadiagnostika saavutamiseks kavandasime keerulise-
mate reeglite jaoks kolm sisestusreziimi. Erinevad sisestusreziimid on
kirjeldatud detailsemalt jaotises 2.3.2.

See néide peaks andma idee, kuidas opilase ja programmi tegevused omavahel
seotud on — mida ja millal programmi poolt kontrollitakse. Kui lahendamise
kdigus kuvatakse monda etappi kontrollides veateade, siis peab opilane vea
kas ise dra parandama voi laskma programmil seda teha ja alles siis saab jarg-
mise etapiga edasi minna. Néiiteks kui opilane eksib vahe arvutamisel ning
sisestab vale tulemuse, siis programm tuvastab selle standardse vea ning ku-
vab sobiva veateate. Programm kuvab opilase iga tegevuse jaoks spetsiifilised
juhised (“Vali tegevus”, “Vali tdisarvud, kiimnendmurrud, harilikud murrud
voi segaarvud, mida tahad liita/lahutada”, jne). Opilane voib sammu igal
ajahetkel katkestada. Igal etapil on voimalik programmilt abi kiisida ja lasta
programmil konkreetsed etapid automaatselt teostada. Opilane voib tule-
muse sisestamise etapil vajutada spetsiaalset arvuti pildiga nuppu, mispeale
programm téidab kastid oOigete vastustega. Sama nuppu saab kasutada ka
operandide mérkimisel — programm valib sobivad operandid ise. Vajutades
nuppu Abi reegli valimisel saab opilane programmilt enne igat sammu kiisi-
da, millist reeglit tuleks lahendusalgoritmi arvestades jirgmisena rakendada.
Sama nupp niitab, kas {ilesanne on lahendatud.

Kuna T-algebras iilesande lahendamisel meniiiis kuvatav reeglite komp-
lekt koosneb koolis opetatavatest lahendusalgoritmi sammudest, siis sarna-
neb lahendus paberi ja pliiatsi abil tehtavale lahendusele. T-algebra séilitab
ja kuvab ainult 1oplikku ja korrektset lahendusteed. Naiteks kui opilane teos-
tab vale voi ebavajaliku sammu ja votab seejirel selle sammu tagasi, siis
lahenduskéiku vaadates opetaja tagasivoetud sammu ei née.

2.3.1 Reegli valimine ja avaldise osade méirkimine

Esimese kahe etapi jérjekord ei ole programmi poolt fikseeritud. Opilane voib
operandid mérkida enne, parast voi isegi nii enne kui parast reegli valimist.
Programm kontrollib alles péarast nende kahe etapi kinnitamist, kas margitud
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avaldised on valitud reegli jaoks sobilikud.

Meniiiis kuvatav reeglite komplekt soltub iilesandetiiiibist. Harilike mur-
dudega seotud reeglitest on pohjalikum {ilevaade peatiikis 3.

Erinevalt paljudest teistest programmidest nouab T-algebra diagnostilis-
tel eesmérkidel operandide tépset mérkimist. Néiteks reegli Liidan/lahutan
arve rakendamiseks peab opilane mérkima need summa (vahe) liikkmed, mi-
da tegelikult liidetakse (lahutatakse). T-algebra avaldise redaktor on ehitatud
selle arvestusega, et Opilane saaks mérkida rohkem kui ithe osaavaldise (vt
joonis 8). Programm lubab osaavaldise mérkida nii sellele eelneva liitmise,
lahutamise, korrutamise voi jagamise mérgiga kui ka ilma eelneva maérgita,
aga loeb mérgi alati operandi osaks. Kui valitavad osaavaldised paiknevad
korvuti, lubab programm need iihe suure tiikina mérkida, jagades edasiseks
tootluseks need ikkagi osadeks.

Avaldise osa mérkimiseks tuleb esmalt valida avaldise osa (kas hiirega voi
klaviatuurilt) nagu tavalises tekstiredaktoris ja seejirel vajutada nuppu ='|.
Mirgistuse eemaldamiseks on nupp = . Nupud =/ on mirgitud osade vahel
litkumiseks. Kui opilane on mérkimise lopetanud ja reegli valinud, peab ta
esimesed kaks etappi nuppu ¢ | vajutades kinnitama.

e e
- g - Y —

m -
=" | X
[ || 8

Joonis 8. T-algebra programmi avaldise redaktor mérkimise reziimis (vasa-
kul — reegel pole veel valitud, paremal — reegel on juba valitud)

2.3.2 Reegli rakendamise tulemuse sisestamine

Proovisime T-algebras kavandada koigi reeglite jaoks kolm {isna iihetaolist
ja standardset sisestamise reziimi. Need kolm reziimi on waba sisestamine,
struktuurne sisestamine ja osaline sisestamine. Vaba sisestamise reziim on
lihtsalt moistetav (sarnane paberil tootamisele) ja toetatud iga reegli kor-
ral. Struktuurne ja osaline sisestamise reziim on spetsiifilisemad, programm
annab ette vastuse struktuuri voi taidab isegi osa vastusest ise.

[ga lahendussammu kolmandal etapil (sisestamisel) peab opilane sisesta-
ma selle avaldise osa, mis moodustab eelnevalt valitud operatsiooni tulemu-
se. Programm genereerib valitud reeglit ja mérgitud osaavaldisi arvestades
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jargmisele reale tulemusavaldise, jéttes selles tditmata konkreetsed olulised
kohad. Paberil toctades peavad opilased ise kogu tulemusavaldise kirjuta-
ma. Sellest tulenevalt {iritavad nad vihendada rutiinset iimberkirjutamist
tehes mitu teisendust korraga. Programm lihtsustab opilaste t66d, kopee-
rides muutumatud osad. Opilased peavad sisestama ainult muutuvad osad.
Igal sammul saab teha ainult iihe teisenduse. Selline ldhenemine lihtsustab
programmi jaoks lahenduse kontrollimist ja annab opetajale opilase lahendu-
sest parema iilevaate. Tulemused saab sisestada klaviatuurilt voi virtuaalselt
klaviatuurilt.

Avaldise osad, mida Opilane sisestama peab, on esile tostetud kollaste
kastidena. Kasutaja poolt defineeritavate osade kuju ja arv soltub valitud
reeglist, méargitud osadest ja reziimist. Programm kaitseb sisestamise ajal
avaldise teisi osasid muutmise eest — ainult esile tostetud asukohad avaldi-
ses on muudetavad. See lihtsustab programmil lahenduse kontrollimist, lisaks
eelmise ja uue avaldise ekvivalentsuse kontrollile voimaldab see kontrollida
eraldi sisestavate osade korrektsust, tohustades sellega programmi iildist vi-
gadele reageerimist. Sisestamise reziimi valib opetaja iilesande koostamise
ajal.

Kolm sisestamise reziimi Vabas sisestamise reziimis genereerib prog-
ramm jargmisele reale kopeeritud avaldise sisse mérgistatud osade asemel
ithe (monede harilike murdude ja vorranditega seotud reeglite korral kaks)
sisestuskasti (vt joonis 9). Opilane peab sellesse kasti sisestama avaldise, mis
asendab kogu eelmisel real méargitud osa. Kuigi reziimi nimi on “vaba sises-
tamine”, piirab programm ikkagi moningal méédral sisestatavate siimbolite
hulka. Redaktor annab opilasele sisestamisel vabaduse, aga pérast sisestust
kontrollib programm lisaks avaldise siintaktilisele korrektsusele ja ekvivalent-
susele eelmise avaldisega ka reegli rakendamise korrektsust. Néiteks kui opila-
ne iiritab taandamise reegli abil murdu laiendada ja teeb seda korrektselt, siis
kogu avaldis on kiill ekvivalentne eelmisega, aga programm loeb selle ikkagi
veaks ning kuvab vastava veateate.
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Joonis 9. Vastuse sisestamine (vabas sisestamise reziimis)

Struktuurses sisestamise reziimis kasutab programm informatsiooni ra-
kendatava reegli ja méargitud operandide kohta ning ennustab selle pohjal
noutava sisendi struktuuri, kasutades selleks erinevaid sisendkaste maérkide,
koefitsientide, muutujate, astmenéitajate jne jaoks (vt joonis 10).

Korrutan f jagan arve
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Joonis 10. Struktuurne sisestamine

Kastide suurus ja asukoht peaks koheselt kasutajale osutama, kuhu ja
mida sisestada. Selles reziimis on kastidesse sisestatavate siimbolite hulk pii-
ratud. Kui kursor on mones sisendkastis, siis mittekasutatavad nupud on
virtuaalsel klaviatuuril passiivsed ning tavalise klaviatuuri vastavad nupud
ei to6ta. Néaiteks joonisel 10, kus on valitud reegel Korrutan/jagan arve ja
maérgitud jagatis, pakub programm jagatise iihele murrujoonele kirjutamise
struktuuri. Esimene kast on mérgi jaoks, iilejadnud kastid on jagatava ja jaga-
ja iihisele murrujoonele kirjutamiseks. Erijuhtudel on lubatud moned kastid
tithjaks jatta. Naiteks joonisel 10 toodud néite korral voib mérgi sisestamata
jatta. Kui lugejas voi nimetajas oleks moni teguritest 1, siis selle voiks samuti
kirjutamata jétta.

Kui kasutaja on sisestamise 1opetanud, kontrollib programm, kas uus aval-
dis on eelmisega ekvivalentne ja kas sisestatud osad on ekvivalentsed arvuti
poolt arvutatud vastavate osadega.
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Struktuurne sisestamise reziim on reeglispetsiifiline, igal reeglil on oma
tulemusavaldise sisestamise muster. Osutus, et osade reeglite jaoks on see
reziim kasutu. Néiteks oleks kasutu pakkuda struktuuri reegli Kaotan sulud
rakendamisel, kuna tulemuses muutuvad ainult margid.

Kolmas reziim (osaline sisestamine) on teise reziimi lihtsustatud kuju,
kus programm tdidab moned kastid ise. Erijuhul voib see reziim pakkuda
vélja struktuurse reziimiga vorreldes tulemusavaldise teistsuguse voi tédpsema
struktuuri (vt reegli Liidan/lahutan arve kirjeldust peatiikis 3).

Monede reeglite juures oleme piirdunud iihe voi kahe sisestamise rezii-
miga — kolme erineva reziimi toetamine pole vajalikuks osutunud (vt reeglite
kirjeldusi peatiikis 3).

Taiendav sisend T-algebra reegleid kavandades leidsime, et monede reeg-
lite korral on raske koiki opilase poolt tehtavaid otsuseid Tegevus-Objekt-
Sisend dialoogi kaudu véljendada. Seetottu laiendasime monede reeglite dia-
loogi kahe voimaliku etapiga:

o reeglispetsiifilise tdiendava informatsiooni sisestamine (taiendav infor-
matsioon tahendab siin seda, et reegli rakendamise tulemus pole ope-
randidega iiheselt méadratud);

e vahetulemuse sisestamine.

Iga reegel voib soltuvalt reziimist kasutada neist korraga iihte voi molemat.
Vaatleme lisaetappe murdude liitmise néitel. Eesti opikud soovitavad kir-
jutada erinimeliste harilike murdude liitmise jargmiselt.

1\3+1\2+1\1_3+2+1
2 3 6 6

Opilased leiavad siin esmalt liidetavate murdude iihise nimetaja ja kirjuta-
vad selle vordusmérgi taha tulemuseks olevasse murdu. Seejérel arvutavad
nad laiendajad ja kirjutavad need iga liidetava kohale ning lopuks rehken-
davad tulemuseks oleva murru lugeja. Opilased voivad eksida koigil kolmel
kirjeldatud sammul. Kuna me tahame T-algebra detailsemate tooreziimide
korral opilasele iga vigase tulemuse kohta kohe ja voimalikult tdpse veateate
anda, kiisib programm toodud néite korral opilaselt sisendit kolmes etapis.
Taiendavat informatsiooni vajavate reeglite jaoks lisasime vastava etapi.
Kui reegli operandid on méargitud, kontrollib programm, kas reegel on neile
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rakendatav ja kuvab seejdrel kasutajale tdiendava informatsiooni kiisimise
akna. Kui kasutaja on sisestuse kinnitanud, kontrollib programm sisestatud
informatsiooni korrektsust. Kui vigu ei leidu, voib jargneda teine lisaetapp
voi tavaline tulemuse sisestamine. Murdude liitmisel peab oOpilane sisestama
tthe numbri — valitud murdude tihise nimetaja (vt joonis 11).

+ + | = = = =
I I I Sisesta ithine nimetaja:
-

J
= | X @
| ‘J © ﬁ’é‘..’;
o|l1|2|3|a|s|6|7|8]|9 ﬁﬁj X
lef2] B

Joonis 11. Reeglispetsiifilise tdiendava informatsiooni sisestamine erinime-
liste harilike murdude liitmisel

Murdude liitmisel iiritasime programmi dialoogi laiendades jargida pabe-
ri ja pliiatsi lahedustes kasutatavat mustrit: esiteks sisestatakse eraldi aknas
ithine nimetaja, seejérel sisestatakse murdudele laiendajad (vt joonis 12) ning
viimase sammuna sisestatakse lopptulemuse liikmed. Kuna tahtsime esialg-
se avaldise koos mérgitud operandidega muutumatuna hoida, siis kopeerib
programm peale {ihise nimetaja sisestamist avaldise uuele reale ja paigutab
murdude kohale laiendajate sisestamise kastid. Siin rakenduvad struktuurse
ja osalise sisestamise reziimiga sarnased kitsendused — kastidesse saab sises-
tada ainult numbreid.

dickan ! lahutan arve, Ghine nimetsja on 6
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Joonis 12. Vahetulemuse sisestamine erinimeliste murdude liitmisel
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Parast vahetulemuse sisestamist kontrollib programm sisestatud osade
korrektsust. Vea korral annab siisteem opilasele sobiva veateate ja laseb enne
jatkamist vea dra parandada. Kui vigu ei esinenud, laseb programm opilasel
soltuvalt kehtivast reziimist vastuse sisestada.

2.4 T-algebra siseehitusest

Uks voimalus matemaatika opisiisteemi ehitamiseks on tugineda olemasoleva
arvutialgebra siisteemi poolt pakutavatele teenustele. Alternatiivne lahene-
mine on realiseerida kogu vajalik funktsionaalsus opisiisteemi siseselt. Usume
sarnaselt Beesoniga, et “... kui alustame haridusliku eesmérgiga ja sonasta-
me moned lihtsad kavandamise pohimotted, mis rohkem vo6i vahem ilmselt
tulenevad sellest eesmérgist, siis nendel pohimotetel on moju siisteemi arvu-
tusliku tuumani, nii et mone olemasoleva arvutamise siisteemi jéaigale liidesele
tuginedes on ideaalseid tulemusi raske saavutada” [16, 1k 90]. Seepérast rea-
liseerisime arvutusliku tuuma ise ning usume, et see on T-algebra eeliseks.

T-algebras on kirjeldatud iilesannete tiiiibid, lahendamise algoritmid ja
algoritmi sammud (reeglid). Lisaks tilesannetele, mis baseeruvad mitmesam-
mulisel algoritmil voi eeskirjal (nt erinimeliste harilike murdude liitmine),
sisaldab T-algebra iilesandeid algoritmi iiksikute sammude rakendamise koh-
ta (nt taandamine). T-algebra oskab iilesannetele samm-sammulisi, paberi ja
pliiatsi abil tehtud lahendustele sarnaseid lahendusi genereerida. Programm
lahendab iilesandeid kasutades kavandatud reeglipohist dialoogi: valib {ilesan-
net ja hetkeavaldist silmas pidades sobiva teisendusreegli, mérgib operandid
ning asendab operandid reegli rakendamise tulemusega.

Programm teab iga iilesandetiiiibi algoritmi. T-algebras on algoritmid
realiseeritud jérjestatud reeglite nimekirjana. Enamik iilesandeid sisaldab
vajalikke baasreegleid avaldise lihtsustamiseks (Kaotan liigsed plussmdrgid,
Liidan/lahutan nulli, Korrutan/jagan ihega jne). Need ei vasta kiill 6pikutes
kirjeldatud lahendussammudele, aga opilane voib neid vajalikul hetkel pa-
berlahenduses kasutada. Teiseks sisaldavad algoritmid vajalikke murdudega
seotud reegleid (Taandan, Laiendan, Liidan/lahutan arve, Korrutan/jagan
arve jne). Murdude iilesanded sellega piirduvad. Korgema taseme iilesannete
(lineaarvorrandite ja vorratuste ning lineaarsete vorrandisiisteemide lahen-
damine, hulkliikmete lihtsustamine) lahendusalgoritmid sisaldavad omakor-
da murdude reegleid baasreeglitena ja lisanduvad uued spetsiifilised reeglid.
Selline piiramiidjas reeglite kasutamine tuleneb sellest, et uue teema iilesan-
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ded baseeruvad peaaegu alati varem opitul. Jargnevalt on esitatud erinime-
liste murdude ja segaarvude liitmise ja lahutamise iilesande lahendusalgoritm
(nimekiri reeglitest):

e reegel Kaotan sulud;

o reegel Kaotan litgsed plussmdrgid,
e reegel Laenan;

e reegel Liidan/lahutan arve;

o reegel Taandan;

e reegel Viin mitnuse murru ette;

e reegel Litgmurd segaarvuks;

e lihtsustamise reeglid (Kaotan murru lugejaga null, Kaotan ihe murru
nimetajast).

T-algebra lahendab erinimeliste harilike murdude ja segaarvude liitmise ja la-
hutamise iilesande vastavalt opikutes soovitatud algoritmile. See ei ole siiski
ainus viis iilesannet lahendada. Programm aktsepteerib ka koiki teisi opilase
tekitatud lahendusteid. T-algebra oskab iilesannet lahendada mitte ainult
ldhtuvalt antud tiiiibi jaoks lubatud esialgsest avaldisest, vaid ka ldhtuvalt
suvalisest pooleli olevast lahenduskaigust. Opilane voib teha méned lahendus-
sammud ja programm oskab seejérel ikkagi lahenduse 1opetada. Joonisel 13
on toodud néide programmi poolt genereeritud lahenduskéigust vabas sises-
tamise reziimis.
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Joonis 13. T-algebra poolt erinimeliste harilike murdude ja segaarvude liit-
mise iilesandele genereeritud lahenduskéaik

2.4.1 Lahendamise mootor

Jarjekord algoritmis on véga oluline, sest programm uurib reeglite nimekir-
ja algusest lopu poole, leiab esimese rakendatava reegli ja rakendab seda.
Seejérel uurib nimekirja uuesti algusest, leiab ja rakendab uut (voi sama)
reeglit. Tsiikkel kordub, kuni iihtegi reeglit enam rakendada ei saa voi aval-
dis on antud tiiiibi jaoks lahendatud kujul. Sellisel viisil koostab programm
lahendustee ja saab iilesandele vastuse.

T-algebra kontrollib reegli rakendatavust iiritades reeglile sobivaid ope-
rande leida. Kui operandid on leitud, saab reeglit leitud operandidele ra-
kendada. Peale operandide leidmist arvutab programm soltuvalt sisestamise
reziimist vajalikud tulemuse osad, paneb need muutumatuks jadvate osadega
kokku ja saab nii uue avaldise.

Programm kasutab lahendamise mootorit lisaks Opilase programmis abi
andmisele (vt jaotis 2.4.2) iilesannete koostamise juures ebasobivate iilesan-
nete vilja praakimiseks. Ulesanne on sobiv ainult siis, kui T-algebra auto-
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maatlahendaja oskab vastava iilesandetiiiibi algoritmi kasutades ldhteavaldi-
se lahendatud kujule teisendada. Enamike harilike murdude iilesandetiiiipide
korral on lahendatud kujuks taandumatu harilik murd voi segaarv.

2.4.2 Nou andmine ja erinevad kontrollid

Lisaks iilesannete lahendamisele oskab T-algebra kontrollida opilase lahen-
dussamme ja vastuseid, anda nou jne. Kéesolev jaotis annab programmi sel-
listest oskustest iilevaate.

Nou andmine Tahame, et opilane osaleks alati lahendusprotsessis ning
opiks iga sammu koiki etappe. Seepérast ei néita T-algebra abi andes ko-
gu sammu korraga, vaid ainult sammu jargmist etappi. Sammu igal etapil
on programmi kédest voimalik abi kiisida ning lasta programmil konkreet-
sed etapid automaatselt 1opetada. Vajutades nuppu Abi reegli valimisel (vt
joonis 7) saab oOpilane enne igat sammu programmilt kiisida, millist reeglit
tuleks sel hetkel vastavalt algoritmile rakendada. T-algebra kontrollib iiles-
ande tiiiipi, uurib aktiivset avaldist, leiab selle pohjal rakendatava reegli ning
kuvab vastava abiteate (vt joonis 14). Sama nupp néitab, kas {ilesanne on
juba lahendatud.
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= Waotan the murru nimetajast

] (s Liigmurd segaarvuks
Segaary ligmurruks

Kaotan sulud

arilikuks murr

Rakenda reeglit: "Kaotan sulud”

Méus

Joonis 14. Abiteate kuvamine reegli valimisel

Operandide mérkimisel voib opilane vajutada spetsiaalset arvuti pildiga
nuppu (vt joonis 7), mispeale programm valib sobivad operandid ise. Kui
opilane valib reegli, mida ei saa rakendada, ja palub abi operandide mérki-
miseks, siis T-algebra teatab, et valitud reeglit ei saa rakendada. Sama nupp
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on kasutatav ka vastuse sisestamisel — programm paneb kastidesse oiged vas-
tused.

T-algebra oskab hetkeavaldisest 1ahtuvalt genereerida ja kuvada ka kogu
lahenduse (nupp Lahenda lopuni, vt joonis 7), aga soovitame Gpetajatel selle
voimaluse iilesannete failis vélja liilitada.

Sammu etappide kontrollimine T-algebras on opilasele jéaetud voimalus
eksida sammu koigil kolmel etapil ja lisaetappidel. Kuna viga on voimalik
teha, on T-algebral voimalik ka sellele reageerida.

Esiteks on voimalik eksida reegli valimisel. Kui valitud reegli rakendami-
ne on voimatu, ei informeeri programm opilast tehtud veast koheselt, sest
opilane ei leia reegli rakendamiseks sobivaid operande voi teeb ebasobivaid
operande valides vea. See annab oOpilasele voimaluse parandada viga ilma
taiendava abita. Kui kasutaja katkestab sammu enne maérgitud osaavaldis-
te kinnitamist, siis voimatu reegli valimist veaks ei loeta. Monedel juhtudel,
kui reegli rakendamine viiks lahendust téiesti valesse suunda, kuvab prog-
ramm sobiva veateate ja ei jatka jargmise etapiga. Kui reegli rakendamine
pole lihtsalt moistlik — viib kiill oige vastuseni, aga pikema lahendusteega, siis
programm lubab jdtkata ja jatab opetajale voimaluse lahenduskéiku hinnata.

Teiseks voib opilane teha vigu avaldise osade méarkimisel. Esiteks kont-
rollib programm mérgitud osade siintaktilist korrektsust. Teiseks kontrol-
lib programm, kas mérgitud osad on sobivad valitud operatsiooni rakenda-
miseks (niiteks reegli Liidan/lahutan arve operandid peavad olema téisar-
vud, kiimnend- véi harilikud murrud). Kolmandaks kontrollib programm, kas
maérgitud osad on valitud reegli jaoks sobivad (néiteks kiimnend- ja hariliku
murru liitmiseks tuleb esmalt kiimnendmurd harilikuks murruks teisenda-
da voi vastupidi). Viimasena kontrollib programm mérgitud osade asukohta
(nditeks mérgitud osad peavad olema sama summa voi vahe liikmed (joo-
nis 15)). Moned reeglid on rakendatavad kogu avaldisele. Sellisel juhul ei pea
midagi valima, aga mérkimise voimalus on siiski alles jaetud.
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Joonis 15. Veateate kuvamine operandide mérkimisel

Sisestamise etapil on koige rohkem eksimise voimalusi, sest opilane peab
maérgitud osadele reeglit rakendama ja tulemuse sisestama. Kui kasutaja si-
sestamise kinnitab, kontrollib programm esmalt sisestatud osade siintaktilist
korrektsust ja reegli rakendamise korrektsust (kas vastus on sobival kujul).
T-algebra kontrollib, kas sisestatud osad on ekvivalentsed programmi poolt
arvutatud osadega. Lopuks kontrollib programm kogu uue rea avaldise ekvi-
valentsust eelmise rea avaldisega. Kui opilane vastuse sisestamisel eksib, ku-
vab programm sobiva veateate ning piisavalt tdpse vea pohjuse tuvastamisel
vérvib vigase voi puuduva sisendiga koha opilase tdhelepanu juhtimiseks pu-
naseks (joonis 16).
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Joonis 16. Veateate kuvamine vastuse sisestamisel

Lahendatuse kontrollimine Lahendusalgoritm ja vastuse kuju soltuvad
iilesandetiiiibist. Kui opilane arvab, et ta on iilesande lahendanud, peab ta
vajutama nuppu Annan vastuse (joonis 7). Programm kontrollib, kas avaldis
on sobival kujul. Kui iilesanne ei ole lahendatud, proovib programm tuvas-
tada, millised algoritmi sammud teostamata on, ja kuvab vastava veateate.
Naiteks samanimeliste murdude liitmisel tuleb tulemuseks olev murd enne
vastuse andmist voimalusel taandada (joonis 17).
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Joonis 17. Veateate kuvamine vastuse andmisel

Kui opilane ei saa aru, et iilesanne on lopuni lahendatud ja iiritab iiles-
annet edasi lahendada, siis programm ei luba seda teha. Kui opilane proovib
uut reeglit valida, kuvab programm veateate “Ulesanne on juba lahendatud.

Teata vastus. Reegli rakendamine ebadnnestus!”.

Esialgse avaldise kontrollimine Ulesande koostamisel tuleb valida iiles-
andetiiiip ja seejdrel sisestada esialgne avaldis. Esialgne avaldis peab esiteks
olema siintaktiliselt korrektne. Teiseks peab esialgne avaldis olema valitud
iilesandetiiiibi jaoks lubatud kujul, niiteks taandamise iilesande esialgne aval-
dis peab olema murd, mille lugejas ja nimetajas on tédisarv voi téisarvude
korrutis. Lisaks on enamike iilesandetiiiipide korral spetsiifilised kitsendused.
Naiteks taandamise iilesande korral peab murru lugejal ja nimetajal leiduma
ithest suurem {iihine tegur. Programm kontrollib esmalt, kas avaldis on iiles-
andetiiiibi jaoks sobival kujul, lahendab seejérel iilesande ja kuvab opetajale
soovi korral iilesande lahendustee ja vastuse.

Kahe avaldise ekvivalentsuse kontrollimine Programm kasutab kahe
avaldise ekvivalentsuse kontrollimiseks iilalkirjeldatud lahendamise mootorit.
Selleks eesmérgiks on koostatud spetsiaalne algoritm, mis sisaldab kokku 23
reeglit. Ekvivalentsuse kontrollimiseks koostab programm vorreldavate aval-
diste vahe ja lihtsustab voi lahendab selle vastavalt koostatud algoritmile
samamoodi nagu lahendamise mootor. Kui vahe on null, siis avaldised on
ekvivalentsed.

Koostatud kontrollimise algoritm on sobilik T-algebras lubatud avaldis-
tele. T-algebra ei késitle trigonomeetriat ja absoluutvairtusi, seetottu saime
piirduda selle lihtsa algoritmi realiseerimisega.
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3 Harilike murdude iilesandetiiiibid mate-
maatika opikutes ja T-algebras

T66 autor valis T-algebra raames uurimiseks ja programmeerimiseks harilike
murdude teema. T-algebra projekti iilesandepiistitus [18] pani paika esialg-
se nimekirja harilike murdudega seotud iilesandetiiiipidest, mida programm
kindlasti toetama peab. Autor alustas t66d Eesti matemaatika opikute [8, 17]
uurimisest. Kuna T-algebra raames oli eesmiirk toetada ainult tehnilisi (aval-
diste teisendamise) iilesandeid, siis jaid vaatluse alt vélja koik teised iilesan-
detiiiibid (tekstiilesanded jm). Opikute uurimise kiigus iilesandetiiiipide ni-
mekiri monevorra taienes. Késikédes opikute uurimisega tuvastas ja program-
meeris autor iilesandetiiiipide jaoks vajalikud reeglid ning viimase sammuna
lisas programmi iilesandetiiiipide toe.

3.1 Ulesandetiiiibid matemaatika 6pikutes

Ké&esolev peatiikk annab iilevaate harilike murdude teema késitlusest ning
vastavatest tehnilistest harjutusiilesannetest matemaatika opikutes ja T-
algebras.

3.1.1 Harilike murdude taandamine ja laiendamine

Molemas vaadeldud opikus algab harilike murdude teema taandamisega.
Antakse hariliku murru pohiomadus ning defineeritakse taandamine ja laien-
damine:

e kui murru lugejat ja nimetajat korrutada voi jagada iihe ja sama nullist
erineva arvuga, siis saame selle murruga vordse murru;

e murru jagamist iihe ja sama nullist erineva naturaalarvuga nimetatakse
murru taandamiseks;

e murru korrutamist {ihe ja sama nullist erineva arvuga nimetatakse mur-
ru laiendamiseks.

Peale selgitavat osa harjutab opilane jérgmisi iilesandeid: Taanda harilik
murd (taandumatu murruni), Laienda harilikku murdu etteantud nimetajani,
Teisenda harilikud murrud dihenimelisteks.
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3.1.2 Harilike murdude vordlemine

Harilike murdude vordlemiseks on matemaatika opikutes esitatud jargmised
reeglid:

e kahest ithenimelisest murrust on suurem see, mille lugeja on suurem;

e kui kahel murrul on vordsed lugejad, siis on viiksem see murd, mille
nimetaja on suurem;

e crinimeliste murdude vordlemiseks tuleb need esmalt {ithenimelisteks
teisendada ja seejdrel rakendada {iihenimeliste murdude vordlemise
reeglit.

Ulaltoodud reeglite kinnistamiseks harjutatakse iilesannet Vérdle harilikke
murde.

3.1.3 Uhenimeliste murdude liitmine ja lahutamine

Uhenimeliste murdude liitmine ja lahutamine tugineb kahel matemaatika opi-
kutes esitatud reeglil:

e iihenimeliste murdude liitmisel liidetakse nende murdude lugejad, ni-
metaja jadb endiseks;

e iihenimeliste murdude lahutamisel lahutatakse vdhendatava lugejast
vihendaja lugeja, nimetaja jaab endiseks.

Osad opikud nouavad pérast liitmist voi lahutamist voimalusel vastuse taan-
damist, selline ldhenemine on valitud ka T-algebras. Toodud reeglite kin-
nistamiseks harjutatakse tilesannet Liida/lahuta ihenimelised murrud ja kui
voimalik, sits taanda vastus. Kuna negatiivseid arve opitakse koolis hiljem
kui tehteid murdudega, siis lahendatakse esialgu ainult selliseid iilesandeid,
kus lopptulemus ega iikski vahetulemus negatiivne pole. T-algebra iilesande-
tiitibil selliseid piiranguid pole, sest hiljem, kui negatiivsed arvud selged on,
harjutatakse ka keerukamaid, negatiivsete arvude tundmist noudvaid iiles-
andeid. Siintoodu kehtib ka koigi teiste harilike murdude iilesandetiitipide
kohta.
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3.1.4 Samanimelise murdosaga segaarvude liitmine ja lahutamine

Opikutes tuuakse sisse segaarvu moiste. Liigmurdu saab esitada naturaalarvu
ja lihtmurru summana. Naturaalarvu ja lihtmurru summat, mis on kirjuta-
tud ilma plussmaérgita, nimetatakse segaarvuks. Summas olevat naturaalarvu
nimetatakse segaarvu téisosaks, lihtmurdu murdosaks. Segaarvu definitsioo-
ni kinnistamiseks harjutatakse iilesandeid Teisenda segaarv litgmurruks ning
Eralda liigmurru tdis- ja murdosa. Jargnevalt esitatakse opikutes samanime-
lise murdosaga segaarvude liitmise ja lahutamise reeglid:

e segaarvude liitmisel liidame téisosad eraldi ja murdosad eraldi;

e segaarvude lahutamisel lahutame téisosast téisosa ja murdosast murd-
osa ning liidame tulemused.

Toodud reeglite kinnistamiseks harjutatakse iilesannet Liida/lahuta samani-
melise murdosaga segaarvud ja kui voimalik, siis taanda vastus.

3.1.5 Erinimeliste murdude ja segaarvude liitmine ja lahutamine

Opikutes esitatakse erinimeliste murdude ja segaarvude liitmise reeglid jirg-
miselt:

e crinimeliste murdude liitmiseks ja lahutamiseks teisendatakse murrud
esmalt ihenimelisteks ja seejérel toimitakse {ihenimeliste murdude liit-
mise (voi lahutamise) eeskirja jargi;

e kui summas voi vahes leidub segaarve, siis teisendatakse nende murd-
osad esmalt ithenimelisteks.

Harjutatakse iilesannet Liida/lahuta erinimelised murrud ja kui voimalik, siis
taanda vastus.

3.1.6 Murdude teisendused

Iga kiimnendmurdu voib vaadata kui naturaalarvu ja jarguiihiku jagatist.
Harjutatakse iilesandeid Teisenda kiimnendmurd harilikuks murruks ja kui
voimalik, siis taanda vastus ning Teisenda harilik murd loplikuks kimnend-
murruks. Viimase iilesandetiiiibi sisendiks on harilik murd, mis teisendub lop-
likuks kiimnendmurruks, voi segaarv, mille murdosa teisendub loplikuks kiim-
nendmurruks. Perioodiliseks kiimnendmurruks teisenduvate harilike murdude
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kohta harjutatakse iilesannet Leia hariliku murru voi seqgaarvu kiimnendldi-
hend timardatud tdpsuseni ... kohta peale koma.
3.1.7 Harilike murdude korrutamine

Opikutes esitatakse harilike murdude korrutamise reeglid jirgmiselt.

e Kahe hariliku murru korrutis vordub murruga, mille lugejaks on antud
murdude lugejate korrutis ja nimetajaks nimetajate korrutis.

e Kui tegurite hulgas on segaarve, siis teisendatakse need enne liigmurdu-
deks ja seejirel kasutatakse murdude korrutamise eeskirja. Kui tegurite
seas on naturaalarve, siis voib need kirjutada murru kujul nimetajaga
1.

Reeglite kinnistamiseks harjutatakse iilesannet Korruta harilikud murrud,
mille raames oOpitakse harilike murdude, segaarvude ja naturaalarvude kor-
rutamist.

3.1.8 Harilike murdude jagamine

Esmalt esitatakse opikutes poordarvu definitsioon:

e kaht arvu, mille korrutis on vordne 1-ga, nimetatakse teineteise poord-
arvuks.

Jargnevalt harjutab opilane iilesannet Leia podrdarv, mille sisendiks on na-
turaalarv, harilik murd, segaarv voi kiimnendmurd. Peale péordarvu teemat
esitatakse jagamise eeskiri:

o selleks et jagada harilikku murdu hariliku murruga, tuleb jagatav kor-
rutada jagaja poordarvuga;

e kui andmete seas on sega- voi naturaalarve, siis tuleb need esmalt (sar-
naselt korrutamisega) liigmurruks teisendada.

Reegli kinnistamiseks harjutatakse iilesannet Jaga harilikud murrud, mille
raames opitakse harilike murdude, segaarvude ja naturaalarvude jagamist.
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3.1.9 Ulesanded koigile tehetele murdudega

Opikud sisaldavad harilike murdude osa viimase jaotisena keerukamaid
iilesandeid eelnevalt opitu kinnistamiseks. Harjutatakse iilesannet Arvuta
kiimnend- ja harilikke murde sisaldava avaldise vidrtus, kus avaldis voib sisal-
dada téisarvude, harilike murdude, segaarvude ja kiimnendmurdude liitmist,
lahutamist, korrutamist ja jagamist.

T-algebras on realiseeritud koik iilaltoodud harilike murdude iilesande-
tiitibid.

3.2 Disainitud reeglid T-algebras

Kaesolev peatiikk annab pohjaliku iilevaate operatsioonidest murdudega T-
algebras. Liihiiilevaate teemast saab ka T-algebra to6ogrupi vastavast publi-
katsioonist [23].

T-algebraga tootades peab opilane iga sammu esimesel etapil valima ra-
kendatava reegli. Paberi ja pliiatsi abil lahendades teeb opilane reegli valiku
implitsiitselt, jattes selle paberile kirjutamata. Erinevalt T-algebra iilesan-
de lahendamise dialoogist voib opilane paberil ithe lahendussammu kéigus
rakendada mitut reeglit — nt korrutada harilikud murrud ja taandada tu-
lemuse. Opetaja peab lahendust kontrollides aru saama, milliseid reegleid
opilane rakendas. Erinevalt opetajast on programmil olukorras, kus iihe la-
hendussammu kiigus saab mitut reeglit rakendada, raske tuvastada, mida
opilane teha iiritas. Kui programm teab, millist reeglit rakendati, on voi-
malik teostada erinevad kontrolle. Esiteks saab kontrollida, kas opilane tun-
neb iilesande lahendusalgoritmi, st tuvastada kas ta oskab oige reegli valida.
Teiseks saab programm palju tohusamalt kontrollida, kas opilase tegevused
jargmistel etappidel on korrektsed: kas opilase poolt mérgitud avaldise osad
on valitud reegli rakendamiseks sobivad ning kas tulemuse kuju vastab reeg-
lile. Lisaks saab vea korral antavas tagasisides viidata reeglile, mille opilane
ise valinud on.

Reeglite kavandamisel on jargitud voimalikult tapselt opikutes toodud
algoritme ja eeskirju. Uks olulisemaid eesmérke oli teha iilesannete lahenda-
mine programmi abil voimalikult sarnaseks paberil lahendamisele. Me looda-
me, et selle tulemusena kanduvad programmi abil lahendamise oskused fiile
ka paberil lahendamisele. Samuti lihtsustab sarnasus programmi kasutamist
oppevahendina.
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Kavandatud reeglite hulk on téielik, koik harilike murdudega seotud {iles-
anded on nende reeglite abil lahendatavad. Programmi reeglid vastavad koo-
lis esitatud lahendusalgoritmi sammudele. Iga {ilesandetiiiibi reeglikomplekt
koosneb oOpitava algoritmi voi eeskirja reeglitest ning eelnevalt opitud ar-
vutamise reeglitest. Vaatleme néiteks erinimeliste harilike murdude liitmise
ja lahutamise {ilesandetiiiibi reegleid. Esiteks saab opilane kasutada reeglit
selle tilesandetiiiibi peamise operatsiooni teostamiseks: Liidan/lahutan arve.
Enne liitmist voi lahutamist operandide ja peale tehte teostamist vastuse
sobivale kujule teisendamiseks on abiks jargmised (tugi)reeglid: Vétan tdis-
osast; Liigmurd segaarvuks; Segaarv summaks; Taandan. Lisaks eeltoodule
saab opilane kasutada lihtsustusreegleid, milleks on Viin miinuse murru et-
te; Kaotan litgsed plussmdrgid; Kaotan murru lugeja null; Kaotan ihe murru
nimetajast; Liidan/lahutan nulli.

Kavandatud reeglite hulk on piisavalt véike, et kogu komplekti iilesande
lahendamisel staatilise meniiiina kuvada. See annab voimaluse diagnoosida,
kas opilane teab, millist algoritmi sammu hetkel teostada, milline reegel on
antud sammul rakendatav.

Oleme iiritanud reeglid selliselt kavandada, et need oleks rakendata-
vad voimalikult erinevates kontekstides. Néiteks reegel Liidan/lahutan ar-
ve on kasutatav lisaks harilike murdude teema iilesandetiiiipidele ka teiste
T-algebra iilesandetiiiipide (mida kéesolev t66 ei kirjelda) juures tugireegli-
na. See annab opilasele voimaluse kord opitud reeglit erinevate avaldiste ja
iilesandetiiiipide juures uuesti rakendada.

Pérast lahendussammu etapi kinnitamist teostab programm erinevaid
kontrolle. Vigade tegemise voimalusi ja kontrollimise pohimotteid kirjeldab
jaotis 2.4. Esitame veelkord lahendussammu teise ja kolmanda etapi kont-
rollimise pohimotted ja reeglist soltumatud iildised kontrollid. Péarast teist
etappi kontrollib programm:

e kas avaldise moned osad on mérgitud (leidub reegleid, mille korral pole
vaja midagi mérkida);

e mirgitud osade siintaktilist korrektsust;

e mirgitud osade arvu (vaja ainult iihte osa, vaja vihemalt kahte osa,
jne — kirjeldatud iga reegli jaoks eraldi);

e mirgitud osa kuju (voib reegliti erineda, kirjeldatud iga reegli jaoks

eraldi);
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e monel juhul mérgitud osa positsiooni (kirjeldatud iga reegli jaoks eral-
di).

Parast lahendussammu kolmandat etappi teostatavad kontrollid soltuvad si-
sestamise reziimist ja reeglist. Jargnevalt on &ra toodud iildised kontrol-
lid, mida programm rakendab igas sisestamise reziimis iga reegli korral.
Kontrollid teostatakse siin kirjeldatud jérjekorras ja iga jargmine kontroll
toimub ainult siis, kui eelmised kontrollid on edukalt 1dbitud. T-algebra kont-
rollib:

e tulemuse sisestatust (kastid ei ole tiihjad), erijuhtudel, mis on iga reegli
juures valja toodud, voivad osad kastid tiihjaks jadda;

e sisestatud osade siintaktilist korrektsust;
e reeglist soltuvaid aspekte (kirjeldatud iga reegli jaoks eraldi);

e sisestatud ja arvuti poolt arvutatud osade pohjal koostatud tervikaval-
diste ekvivalentsust.

Jargnevalt vaatame ldhemalt harilike murdude jaoks disainitud reegleid T-
algebras. Iga reegli kohta on esmalt &ra toodud kus ja millisel eesmérgil seda
rakendada saab ning millised avaldise osad peab opilane reegli valimiseks
mérkima. Samuti on antud {iilevaade tdiendava informatsiooni ja vahetule-
muse sisestamisest, kui reegli rakendamine neid etappe ette néeb. Seejérel
on kirjeldatud, kuidas néeb vélja tulemuse sisestamine kolmes erinevas rezii-
mis, késitledes ainult reeglispetsiifilisi kontrolle (iildised kontrollid on toodud
iilalpool). Viimasena on iga lahenduse etapi kohta dra toodud juhend, mi-
da opilane programmi aknas nieb. Uhe reegli (Liidan/lahutan arve) jaoks
on lisaks esitatud koik veateated, mida programm veasituatsioonis opilasele
kuvab.

3.2.1 Reegel Taandan

Rakendused:

e operandide lihtsustamiseks enne harilike murdude liitmist, lahutamist,
korrutamist ja jagamist;

e harilike murdude korrutamisel ja jagamisel viiakse operandid iihisele
murrujoonele ning enne lugejas ja nimetajas korrutamist voimalusel
taandatakse;
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e harilike murdude liitmise, lahutamise, korrutamise ja jagamise tulemuse
lihtsustamiseks.

Juhend mérkimisel: Vali iihe murru lugejast ja nimetajast taandatavad
téaisarvud.

Markimine: Mérkida tuleb taandatava murdavaldise lugejast ja nime-
tajast kummastki vihemalt iiks arv. Nendel peab olema iihest suurem iihine
tegur. Kui murdavaldise lugeja voi nimetaja on korrutis, siis voib sealt valida
rohkem kui iihe teguri. T-algebra ei voimalda reegli paralleelset rakendamist,
korraga saab taandada ainult ithe murdavaldise. Ebasobivate osade mérki-
misel kuvab programm vastava veateate.

Tulemuse sisestamise juhend: Sisesta taandamise tulemus.

Tulemuse sisestamine (vabas sisestamine reziimis): Kui mérgi-
tud osad on korrektsed, kopeerib programm kogu avaldise jérgmisele rea-
le ning kuvab lugejas ja nimetajas maéargitud arvud mahakriipsutatult.
Mahakriipsutatud osadele asenduse sisestamiseks on nii lugejas kui ka ni-
metajas iiks kast (ka siis kui lugejas voi nimetajas on valitud rohkem kui
tiks téisarv) (joonis 18). Kastidesse on lubatud sisestada numbreid ja korru-
tamise méarke. Peale sisestuse kinnitamist rakendab programm esmalt iildisi
kontrolle. Lisaks kontrollib T-algebra, et midagi oleks taandatud ja taanda-
mise asemel ei laiendataks.
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Joonis 18. Reegli Taandan tulemuse sisestamine vabas reziimis

Tulemuse sisestamine (struktuurses ja osalises sisestamise rezii-
mis): Kui mérgitud osad on korrektsed, kopeerib programm kogu avaldise
jargmisele reale ning kuvab lugejas ja nimetajas méargitud arvud mahakriipsu-
tatult. Iga mahakriipsutatud téisarvu kohale kuvab programm kasti asenduse
sisestamiseks (joonis 19). Erinevalt vabast reziimist saab kastidesse sisestada
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ainult numbreid. Peale sisestuse kinnitamist rakendab programm esmalt iildi-
si kontrolle erisusega, et kastidesse voib iihed kirjutamata jétta. Vdhemalt
iiks kast peab siiski lugejas ja nimetajas tédidetud olema. Lisaks kontrollib
T-algebra, et taandamisel taandatava arvu absoluutvéértus ei suureneks (see
vélistab ka laiendamise) ja sisestatud arv koosneks algse arvu teguritest.
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Joonis 19. Reegli Taandan tulemuse sisestamine struktuurses ja osalises
reziimis

Kuigi mahakriipsutatud arve sisaldav avaldis pole viga iilevaatlik, hakkab
opilane paberil lahendades tavaliselt sellest seisust jargmist lahendusammu
teostama — avaldise puhtal kujul {imber kirjutamine oleks liiga aeganoudev.
Arvuti jaoks on timber kirjutamine kiire toiming, peale tulemuse sisestamist
kopeerib programm avaldise uuele reale ja asendab selles mahakriipsutatud
osad kasutajalt saadud sisendiga. Sellega reegli rakendamine loppeb.

3.2.2 Reegel Laiendan

Rakendused: Erinimeliste harilike murdude iihenimeliseks teisendamiseks
vordlemise, liitmise voi lahutamise eesmérgil. Kuna murdude iilesannetes on
laiendamine liitmise ja lahutamise reeglisse sisse integreeritud, siis laienda-
mise reegel on kasutusel ainult mone iilesandetiiiibi (Laienda etteantud ni-
metajani, Teisenda murrud ihenimelisteks, Vordle murde) korral.

Juhend mérkimisel: Vali harilik murd voi segaarvu murdosa, mida
laiendada.

Mairkimine: Mérkida tuleb laiendatav harilik murd. Enamike iilesande-
tiitipide korral ei voimalda T-algebra reegli paralleelset rakendamist. Kahe
tilesandetiiiibi ( Teisenda murrud ihenimelisteks, Vordle murde) korral on va-
ja tihti laiendada rohkem kui {ihte murdu. Nende iilesannete kontekstis voib
mitu murdu korraga maérkida.
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Téaiendava informatsiooni sisestamine: Kui mérgitud on rohkem kui
iiks murd, kuvab programm iihise nimetaja sisestamiseks eraldi akna (joo-
nis 20).

Téaiendava informatsiooni sisestamise juhend: Sisesta iihine nime-

taja.
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Joonis 20. Reegli Laiendan rakendamisel tdiendava informatsiooni sisesta-
mine

Vahetulemuse sisestamise juhend: Sisesta laiendaja.
Vahetulemuse sisestamine: Programm kuvab uuel real avaldise, milles
on kastid laiendajate sisestamiseks (joonis 21). Pérast sisestuse kinnitamist

kontrollib programm:

e kas laiendajad on positiivsed tédisarvud (arv null pole lubatud);

e (rohkem kui ithe murru korral) kas laiendajad vastavad eelnevalt sises-
tatud iihisele nimetajale;

e (etteantud nimetajani laiendamise iilesande korral) kas sisestatud laien-
daja vastab {ilesandes antud nimetajale.
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Joonis 21. Reegli Laiendan rakendamisel vahetulemuse sisestamine

Tulemuse sisestamise juhend: Sisesta uus lugeja ja nimetaja.
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Tulemuse sisestamine (koigis reziimides): Programm kuvab uuel
real avaldise. Mitme murru korraga laiendamisel on ithine nimetaja juba sises-
tatud, programm kuvab uuele reale kopeeritud avaldises kastid laiendatavate
murdude lugejate sisestamiseks (joonis 22 vasakul). Uhe murru laiendamisel
kuvab programm kastid lugeja ja nimetaja sisestamiseks (joonis 22 paremal).
Peale sisestuse kinnitamist kontrollib T-algebra tulemuse vastavust vaheeta-
pil sisestatud laiendajatele ja kuvab vajadusel vastava veateate.
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Joonis 22. Reegli Laiendan tulemuse sisestamine

3.2.3 Reegel Votan tdisosast

Rakendused: Reeglit kasutatakse enne voi pirast segaarvude vahe (eriju-
hul v6ib vihendatav olla téisarv ja vihendaja harilik murd) leidmist, kui
vihendatava segaarvu murdosa on vahendaja murdosast viiksem.

Juhend mirkimisel: Vali segaarv, tédisarv voi erikujul segaarv (mille
murdosa lugeja on summa voi vahe), mille tiisosast laenata.

Mairkimine: mirkida tuleb iiks segaarv, tdisarv voi erikujul segaarv.
T-algebra ei voimalda reegli paralleelset rakendamist, korraga saab laenata
ithest tdisarvust voi segaarvu téisosast.

Tulemuse sisestamise juhend: Sisesta laenamise tulemus. Téisosa kas-
ti voib jatta erijuhul tiihjaks.

Tulemuse sisestamine (vabas ja struktuurses reziimis): Programm
kuvab uuel real avaldise, milles on kastid mérgitud segaarvu téisosa ja lugeja
sisestamiseks. Erijuhul, kui mérgitud oli taisarv, kuvab programm kasti ka
nimetaja sisestamiseks. Erikujul segaarvu korral ei pea murdosa lugejat vélja
arvutama, programm lubab vastavasse kasti summa voi vahe sisestada (joo-
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nis 23 vasakul). Tavalise segaarvu tdisosast votmisel tohib murdosa lugeja
kasti sisestada ainult numbreid (joonis 23 paremal). Peale sisestuse kinni-
tamist teostab programm iildised kontrollid erisusega, et téisosa null voib
sisestamata jadda (joonis 23 vasakul). Lisaks kontrollib programm, et reegli
rakendamise tulemusena segaarvu téisosa ei suureneks (see voib juhtuda, kui
segaarvu murdosa on liigmurd).
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Joonis 23. Reegli Votan tiisosast tulemuse sisestamine vabas ja struktuur-
ses reziimis

Tulemuse sisestamine (osalises sisestamise reziimis): Vabast ja
struktuursest reziimist erineb osaline sisestamise reziim ainult erikujul se-
gaarvude korral. Programm kopeerib murdosa lugejas oleva summa voi vahe
muutumatuna uuele reale ja genereerib selle ette kasti tédisosast laenatava osa
sisestamiseks (joonis 24).
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Joonis 24. Reegli Votan tdisosast tulemuse sisestamine osalises reziimis

3.2.4 Reegel Liigmurd segaarvuks

Rakendused: Reeglit kasutatakse murdudega seotud arvutusiilesannetes
liigmurruna saadud vastuse segaarvuks teisendamisel. Samuti on liigmurdude
vordlemisel kasulik need esmalt segaarvudeks teisendada.
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Joonis 25. Reegli Liigmurd segaarvuks tulemuse sisestamine koigis kolmes
reziimis

Juhend maérkimisel: Vali liigmurd voi segaarv, mille murdosa on liig-
murd.

Markimine: Markida tuleb liigmurd voi segaarv, mille murdosa on liig-
murd. T-algebra ei voimalda reegli paralleelset rakendamist, korraga saab
segaarvuks teisendada iihe liigmurru.

Tulemuse sisestamise juhend: Sisesta tulemus. Murdosa kastid voib
erijuhul tiihjaks jétta.

Tulemuse sisestamine (koigis reziimides): Programm kuvab uuel
real avaldise, milles on kastid mérgitud osale vastava segaarvu téisosa, luge-
ja ja nimetaja sisestamiseks (joonis 25). Téisosa sisestamine on kohustuslik.
Erijuhul, kui reegli rakendamise kéigus murdosa iildse dra kaob, tuleb lugeja
ja nimetaja kastid kastid tiihjaks jéitta (joonis 25 paremal). Peale sisestuse
kinnitamist teostab programm iildised kontrollid arvestades, et lugeja ja ni-
metaja kastis voib sisestus puududa. Lisaks kontrollib programm, et téaisosa
suureneks ja murdosa sisestus oleks konsistentne (molemad kastid korraga
tithjad voi tdidetud). T-algebra ei luba reegli rakendamise kédigus taandada
ega laiendada. Naiteks tuleb segaarvu 2}—2 teisendamiseks kujule S%rakendada
lisaks kirjeldatavale reeglile ka taandamise reeglit.

3.2.5 Reegel Segaarv litgmurruks

Rakendused: Reeglit kasutatakse enne korrutamist voi jagamist segaarvude
liigmurruks teisendamiseks.

Juhend mairkimisel: Vali sega- voi tédisarv, mida liigmurruks teisenda-
da.

Markimine: Mérkida tuleb iiks sega- voi téisarv. T-algebra ei voimalda
reegli paralleelset rakendamist korraga mitmele sega- voi tédisarvule.
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Tulemuse sisestamise juhend: Sisesta liigmurru lugeja ja nimetaja.

Tulemuse sisestamine (ko6igis reziimides): Programm kuvab uuel
real avaldise, milles on kastid mérgitud sega- voi tédisarvule vastava liigmurru
lugeja ja nimetaja sisestamiseks (joonis 26). Peale sisestuse kinnitamist teos-
tab programm {ildised kontrollid. T-algebra ei luba reegli rakendamise k&igus
segaarvu taandada ega laiendada, nende tegevuste jaoks on eraldi reeglid.
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Joonis 26. Reegli Segaarv liigmurruks tulemuse sisestamine koigis kolmes
reziimis

3.2.6 Reegel Kimnendmurd harilikuks murruks

Rakendused: Kui summas, vahes, korrutises voi jagatises leidub samaaeg-
selt harilikke ja kiimnendmurde, siis enne arvutamist teisendatakse kiimnend-
murrud esmalt harilikeks murdudeks voi segaarvudeks. Samuti teisendatakse
kiimnendmurd harilikuks murruks, kui on vaja selle podrdarv leida.

Juhend maérkimisel: Vali kiilmnendmurd voi taisarv, mida harilikuks
murruks teisendada.

Mairkimine: Méarkida tuleb iiks kiimnendmurd voi taisarv. T-algebra ei
voimalda reegli paralleelset rakendamist korraga mitmele kiimnendmurrule
voi taisarvule.

Tulemuse sisestamise juhend: Sisesta tulemus.

Tulemuse sisestamine (ko6igis reziimides): Programm kuvab uuel
real avaldise, kus mérgitud tédisarvu voi kiimnendmurru asemel on kolm se-
gaarvu struktuurile vastavat kasti (joonis 27). Peale sisestuse kinnitamist
teostab programm iildised kontrollid erisusega, et tdidetud peavad olema kas
koik kolm kasti, ainult tdisosa kast (T-algebra aktsepteerib tédisarvu teisen-
damist iseendaks) voi ainult murdosa kastid. Kui valitud kiimnendmurd on
ithest suurem, lubab programm esitada selle segaarvuna (joonis 27 vasakul)
voi liigmurruna (joonis 27 paremal). Erinevates kontekstides on otstarbekas
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kiimnendmurd erinevalt lahti kirjutada. Sisestatud murd voi segaarvu murd-
osa voib olla taandamata (joonis 27 vasakul) voi taandatud kujul (joonis 27

paremal).
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Joonis 27. Reegli Kiimnendmurd harilikuks murruks tulemuse sisestamine
koigis kolmes reziimis

3.2.7 Reegel Harilik murd kiimnendmurruks

Rakendused: Kui summas, vahes, korrutises voi jagatises leidub samaaeg-
selt kiimnendmurde ja loplikke harilikke murde, siis on monikord kasulik ha-
rilikud murrud esmalt kiimnendmurdudeks teisenda ja arvutused kiimnend-
murdudega teostada.

Juhend mérkimisel: Vali harilik murd voi segaarv, mida kiimnendmur-
ruks teisendada.

Mairkimine: Markida tuleb iiks kiimnendmurruks teisendatav harilik
murd voi segaarv. T-algebra ei voimalda reegli paralleelset rakendamist kor-
raga mitmele harilikule murrule voi segaarvule.

Tulemuse sisestamise juhend: Sisesta kiimnendmurd voi téaisarv.

Tulemuse sisestamine (koigis reziimides): Programm kuvab uuel
real avaldise, kus on kast mérgitud harilikule murrule voi segaarvule vastava
kiimnendmurru sisestamiseks (joonis 28). Peale sisestuse kinnitamist teostab
programm iildised kontrollid.
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Joonis 28. Reegli Harilik murd kiimnendmurruks tulemuse sisestamine koi-
gis kolmes reziimis

3.2.8 Reegel Leian poordarvu

Rakendused: Hariliku murru hariliku murruga jagamiseks tuleb jagatavat
jagaja poordarvuga korrutada. Kuna poordarvu leidmine on jagamise reeglis-
se integreeritud, siis poordarvu leidmise reeglit kasutatakse ainult spetsiaalses
poordarvu leidmise iilesandes.

Juhend méarkimisel: Vali arv, mille péordarvu tahad leida.

Mairkimine: Kuna reegel on kasutatav ainult poérdarvu leidmise iilesan-
des, mille algne avaldis on téisarv, kiimnendmurd, harilik murd voi segaarv,
siis midagi mérkima ei pea. Programm ei loe kogu avaldise mérkimist siiski
veaks.

Tulemuse sisestamise juhend: Téida kastid nii, et tulemus oleks esialg-
se avaldise poordarv.

Tulemuse sisestamine (koigis reziimides): Programm kuvab uuel
real kolm segaarvu struktuurile vastavat kasti (joonis 29). Peale sisestuse kin-
nitamist teostab programm {ildised kontrollid kahe erisusega. Esiteks peavad
taidetud olema kas koik kolm kasti, ainult tdisosa kast voi ainult murdosa
kastid. Teiseks, erinevalt enamikest reeglitest ei siilita podrdarvu leidmine
ekvivalentsust (ekvivalentsust ei séilita ka reeglid Jagan piisava tipsuseni ja
Umardan), seega T-algebra kontrollib eelmise ja uue avaldise ekvivalentsuse
asemel, et sisestatud téisarv, harilik murd voi segaarv oleks teisendatava arvu
poordarv.
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Joonis 29. Reegli Leian pddrdarvu tulemuse sisestamine koigis kolmes re-
Ziimis

3.2.9 Reegel Liidan/lahutan arve

Selle reegli kohta esitame ka koik veateated, mida programm veasituatsioonis
opilasele kuvab.

Rakendused: Téisarve ning kiimnend- ja harilikke murde sisaldava sum-
ma voi vahe vilja arvutamiseks.

Juhend méirkimisel: Vali tdisarvud, kiimnendmurrud, harilikud murrud
voi segaarvud, mida tahad liita/lahutada.

Maérkimine: Markida tuleb sama summa (vahe) need liikmed, mida kok-
ku liita (lahutada). Valitavate litkmete arv pole piiratud ja valitavad litkmed
ei pea paiknema summas (vahes) korvuti. Programm ei luba samaaegselt
valida kiimnend- ja harilikke murde. Harilikud murrud ja segaarvud tuleb
koigepealt eraldi reegli abil kiimnendmurdudeks teisendada voi vastupidi.
Summa (vahe) liikmed véivad sulgudes olla, sellisel juhul tuleb vastav liige
koos sulgudega valida.

Veateated peale markimist:

e Uhtegi avaldist pole valitud;
e Valitud reegli rakendamiseks tuleb valida vihemalt kaks avaldist;
e Koaik valitud avaldised pole summa/vahe litkmed;

e Valitud reeglit saab rakendada arvudele, mis on sama summa/vahe
litkmed;

e Valitud reeglit saab rakendada ainult samas summas/vahes olevatele
liikmetele;
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e Teisenda koigepealt harilikud murrud ja segaarvud kiimnendmurdu-
deks voi vastupidi.

Téaiendava informatsiooni sisestamine: Kui valitud summa voi vahe
liikmete hulgas on viahemalt kaks erinimelist harilikku murdu voi segaarvu
ning sisestamise reziim struktuurne voi osaline, kuvab programm iihise ni-
metaja sisestamiseks eraldi akna (joonis 30). Sisestada tuleb valitud harilike
murdude ja segaarvu murdosade iithine nimetaja.

Téaiendava informatsiooni sisestamise juhend: Sisesta iihine nime-
taja.

Veateated peale tidiendava informatsiooni sisestamist:

e Uhine nimetaja sisestamata;
e Viga iihise nimetaja sisestamisel;

e Viga iihise nimetaja arvutamisel.
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Joonis 30. Reegli Liidan/lahutan arve téiendava informatsiooni sisestamine

2 |n

Vahetulemuse sisestamise juhend: Sisesta laiendajad.

Vahetulemuse sisestamine: Kui valitud summa voi vahe liikmete hul-
gas on viahemalt kaks erinimelist harilikku murdu voi segaarvu, kopeerib
programm peale tdiendava informatsiooni sisestuse kinnitamist avaldise uuele
reale ja genereerib mérgitud murdude ja segaarvude kohale kastid laiendajate
sisestamiseks (joonis 31). Pérast sisestuse kinnitamist kontrollib programm:

e kas laiendajad on positiivsed tédisarvud (arv null pole lubatud);
e kas laiendajad vastavad eelnevalt sisestatud iihisele nimetajale.
Veateated peale vahetulemuse sisestamist:

e Laiendaja sisestamata;
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Joonis 31. Reegli Liidan/lahutan arve vahetulemuse sisestamine

e Viga sisestamisel;
e Viga laiendaja arvutamisel.

Tulemuse sisestamise juhend: Sisesta liitmise/lahutamise tulemus.

Tulemuse sisestamine (vabas sisestamise reziimis): Programm ko-
peerib avaldise uuele reale ning kuvab mérgitud summa voi vahe liikmete
asemele kasti tulemuse sisestamiseks (joonis 32). Kasti voib sisestada kohe
16pptulemuse (joonis 32 vasakul) voi mone olulise vahetulemuse (joonis 32
paremal). Peale sisestuse kinnitamist rakendab programm iildisi kontrolle
erisusega, et kui sisestuskast pole summa voi vahe esimene liige ja méargitud
liikmetele reegli rakendamise tulemus on null, siis voib kasti tiihjaks jétta.
Lisaks, kui sisestuskast on summa voi vahe mitteesimene liige, kontrollib
T-algebra kasti sisestatud avaldise alguses summa voi vahe mérgi olemas-
olu. Selle kontrolliga vélistab programm voimaluse, et kasti sisestatud osa
ja sellele eelnev mittemuudetavas avaldise osas paiknev téisarv segaarvu (voi
erikujul segaarvu) moodustaks. See ei pruugi alati viga olla (nditeks molemal
joonisel 32 toodud pildil siilitaks teisendus plussmaérgi sisestamata jatmisel
ekvivalentsuse), aga selguse huvides néuab programm siiski mérgi sisestamist.

Veateated peale tulemuse sisestamist (vabas sisestamise rezii-
mis):

e Tulemus sisestamata;

e Viga sisestamisel;

Avaldise mark sisestamata;

e Viga arvutamisel.
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Joonis 32. Reegli Liidan/lahutan arve tulemuse sisestamine vabas reziimis

Tulemuse sisestamine (struktuurses sisestamise reziimis):
Programm kopeerib avaldise uuele reale ning kuvab mérgitud summa voi
vahe liikmete asemele kastid tulemuse sisestamiseks. Uues avaldises leidub
alati kast tulemuse mirgi sisestamiseks. Ulejdéinud kastide arv séltub mérgi-
tud liikkmetest, esinevad jargmised voimalused:

e kui margitud litkmete hulgas on ainult taisarvud ja kiimnendmurrud,
leidub kast arvu sisestamiseks (joonis 33);

e kui mérgitud liikmete hulgas on ainult samanimelised harilikud murrud
(ithist nimetajat ei kiisitud), leiduvad kastid murru lugeja ja nimetaja
sisestamiseks (joonis 34);

e kui mérgitud litkmete hulgas on ainult harilikud murrud, millest vihe-
malt kaks on omavahel erinimelised (iithine nimetaja on sisestatud), siis
leidub kast murru lugeja sisestamiseks (murru nimetaja on mittemuu-
detaval kujul uues avaldises olemas, kuna kasutaja juba sisestas selle)
(joonis 35);

e kui mérgitud litkmete hulgas on vihemalt {iks segaarv ja koik méargitud
harilikud murrud ja segaarvud on samanimelised (iihist nimetajat ei
kiisitud), siis leiduvad kastid téisosa, lugeja ja nimetaja sisestamiseks
(joonis 36);

e kui mérgitud liikmete hulgas on vihemalt iiks segaarv ja vihemalt kaks
omavahel erinimelist harilikku murdu voi segaarvu, (ithine nimetaja on
sisestatud), siis leiduvad kastid tdisosa ja lugeja sisestamiseks (murru
nimetaja on mittemuudetaval kujul uues avaldises olemas, kuna kasu-
taja juba sisestas selle) (joonis 37).
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Téisosa ja nimetaja kastidesse saab sisestada ainult arve, lugeja kasti loplik-
ku tulemust ei pea kohe viilja arvutama (néide kohe vilja arvutamisest on
joonisel 36), selle voib villjendada summa voi vahena (nii on tehtud joonistel
34, 35 ja 37). Peale sisestuse kinnitamist teostab programm iildised kontrollid
jargmiste erisustega:

e kui sisestatava tulemuse kastid on summa voi vahe esimeseks litkmeks,
siis voib plussmérgi sisestamata jatta;

e kui sisestatava tulemuse kastid vastavad segaarvu struktuurile ja tule-
muse téisosa on null, siis tuleb vastav kast tiithjaks jétta.

Veateated peale tulemuse sisestamist (struktuurses sisestamise
reziimis):

e Tulemus sisestamata;

e Lugeja sisestamata;

e Nimetaja sisestamata;

e Avaldise mérk sisestamata;

e Viga sisestamisel;

e Viga arvutamisel;

e Viga lugeja arvutamisel;

e Viga mérgi sisestamisel;

e Viga iithise nimetaja arvutamisel;

e Kui téisosa on null, siis seda ei kirjutata.
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Joonis 33. Reegli Liidan/lahutan arve tulemuse sisestamine struktuurses
reziimis, méargitud liitkmete hulgas on ainult taisarvud ja kiimnendmurrud
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Joonis 34. Reegli Liidan/lahutan arve tulemuse sisestamine struktuurses
reziimis, mérgitud litkmete hulgas on ainult samanimelised harilikud murrud

Liidan f lahutan arve, Ghine nimetajs on 4

. 3
4-;-"3}

Joonis 35. Reegli Liidan/lahutan arve tulemuse sisestamine struktuurses re-
ziimis, méargitud liitkmete hulgas on ainult harilikud murrud, millest vihemalt
kaks on omavahel erinimelised
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Joonis 36. Reegli Liidan/lahutan arve tulemuse sisestamine struktuurses
reziimis, margitud liitkmete hulgas on vahemalt iiks segaarv ja koik méargitud
harilikud murrud ja segaarvud on samanimelised
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Joonis 37. Reegli Liidan/lahutan arve tulemuse sisestamine struktuurses
reziimis, mérgitud liikmete hulgas on vihemalt {iks segaarv ja vihemalt kaks
omavahel erinimelist harilikku murdu voi segaarvu

Tulemuse sisestamine (osalises sisestamise reziimis): Erineb struk-
tuursest reziimist ainult selle poolest, et uuele reale kopeeritud avaldises on
murru lugejasse tulemuse sisestamiseks summa voi vahe iga liikme ja mérgi
jaoks eraldi kast (joonis 38). Peale sisestuse kinnitamist teostab programm
iildised kontrollid struktuurse reziimi kirjelduses toodud erisustega ning lu-
bab lisaks lugejas unaarse plussmérgi sisestamata jétta.
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Joonis 38. Reegli Liidan/lahutan arve tulemuse sisestamine osalises reziimis

Veateated peale tulemuse sisestamist (osalises sisestamise rezii-
mis):

e Tulemus sisestamata;
e Lugeja sisestamata;

e Lugejas arv sisestamata;
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e Lugejas arvude vaheline mérk sisestamata;
e Nimetaja sisestamata;

e Téiisosa sisestamata;

e Avaldise mérk sisestamata;

e Viga sisestamisel;

e Viga arvutamisel;

e Viga lugeja arvutamisel;

e Viga lugeja liikme arvutamisel;

e Viga mérgi sisestamisel;

e Viga iihise nimetaja arvutamisel.
e Viga téisosa arvutamisel;

e Kui tdisosa on null, siis seda ei kirjutata.

3.2.10 Reegel Korrutan/jagan arve

Rakendused: Kiimnend- ja harilikke murde sisaldava korrutise voi jagatise
vélja arvutamine.

Juhend mirkimisel: Vali tdisarvud, kiimnendmurrud, harilikud murrud
voi segaarvud, mida tahad korrutada/jagada.

Mérkimine: Markida tuleb sama korrutise (jagatise) need liikmed, mida
korrutada (jagada). Valitavate liikmete arv pole piiratud ja valitavad litkmed
ei pea paiknema korrutises (jagatises) korvuti. Programm ei luba samaaegselt
valida kiimnend- ja harilikke murde. Harilikud murrud ja segaarvud tuleb
koigepealt eraldi reegli abil kiimnendmurdudeks teisendada voi vastupidi.
Korrutise (jagatise) liikmed voivad sulgudes olla, sellisel juhul tuleb vastav
liige koos sulgudega valida.

Tulemuse sisestamise juhend: Sisesta korrutamise/jagamise tulemus.

Tulemuse sisestamine (vabas sisestamise reziimis): Programm ko-
peerib avaldise uuele reale ning kuvab mérgitud korrutise voi jagatise liikme-
te asemele kastid tulemuse sisestamiseks (joonis 39). Uues avaldises leidub
alati kast kogu korrutise voi jagatise mérgi (pluss voi miinus) ja arvulise
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tulemuse sisestamiseks. Kui arvuline tulemus pole korrutise voi jagatise esi-
mene liige, siis leidub lisaks kast arvulisele tulemusele eelneva korrutamise voi
jagamise mérgi sisestamiseks (joonis 39 paremal). Arvulise tulemuse kasti si-
sestatavate stimbolite arv soltub mérgitud litkmetest. Kui mérgitud liikmete
hulgas on ainult tédisarvud ja kiimnendmurrud, siis saab sisestada numbreid
ja murrujoont. Kui maéargitud liikmete hulgas leidub vidhemalt iiks harilik
murd voi segaarv, siis saab sisestada ka korrutamise mérki. Kasti voib sises-
tada kohe 16pptulemuse (joonis 39 vasakul) vo6i mone olulise vahetulemuse
(joonis 39 paremal). Peale sisestuse kinnitamist rakendab programm iildi-
seid kontrolle erisusega, et unaarse plussmérgi voib jétta sisestamata. Lisaks
kontrollib programm, et kasutaja arvulise avaldise kasti kordseid murde ei
sisestaks.
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Joonis 39. Reegli Korrutan/jagan arve tulemuse sisestamine vabas reziimis

Tulemuse sisestamine (struktuurses ja osalises sisestamise rezii-
mis): Erineb vabast sisestamise reziimist ainult juhul kui mérgitud liikmete
hulgas on vihemalt iiks harilik murd voéi segaarv. Arvulise tulemuse sisesta-
miseks on murru lugejas ja nimetajas iga teguri jaoks eraldi kast. Murrujoon
ja tegurite vahelised korrutamise mérgid on mittemuudetaval kujul uuele rea-
le kopeeritud avaldises juba olemas (joonis 40). Peale sisestuse kinnitamist
rakendab programm iildiseid kontrolle erisusega, et unaarse plussmérgi ning
tegurid 1 murru lugejas ja nimetajas voib sisestamata jatta (vihemalt iiks
kast peab siiski lugejas ja nimetajas tdidetud olema). Lisaks kontrollib T-
algebra, et reegli rakendamisel ei laiendataks ega taandataks.

33



1= -2.
2 2

03| =

Korrutan f jagan arve

==
=]

1
l?llﬂ

+ =]
-l || B

X

t |

4-;-";

Joonis 40. Reegli Korrutan/jagan arve tulemuse sisestamine struktuurses
ja osalises reziimis

3.2.11 Reegel Vordlen murde

Rakendused: Spetsiaalne reegel, mille abil saab harjutada arvude vordle-
mist.

Juhend méarkimisel: Vali vorreldavad murrud, segaarvud voi kiimnend-
murrud.

Mairkimine: Kuna reegel on rakendatav ainult avaldisele, milles on kaks
omavahel tiithikuga eraldatud arvu, siis midagi méarkima ei pea. Programm ei
loe kogu avaldise mérkimist siiski veaks.

Tulemuse sisestamise juhend: Pane oige vordlusmérk.

Tulemuse sisestamine (koigis reziimides): Programm kopeerib vor-
reldavad arvud uuele reale ning kuvab nende vahele kasti vordlusmérgi sises-
tamiseks (joonis 41). Peale sisestuse kinnitamist kontrollib programm sises-
tatud mérgi oigsust.
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Joonis 41. Reegli Vordlen murde tulemuse sisestamine vabas, struktuurses
ja osalises reziimis
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3.2.12 Reegel Kaotan liigsed plussmdrgid

Rakendused: Arvutuste kidigus voib teisendatavasse avaldisse tekkida
unaarseid plussmérke. See reegel on moeldud unaarsete plussmérkide kao-
tamiseks.
Juhend méarkimisel: Vali liigsed plussmérgid, mida kaotada.
Mairkimine: Markima peab iihe voi rohkem unaarset plussmaérki.
Tulemuse sisestamine (koigis reziimides): Tulemust ei ole vaja si-
sestada. Peale mérkimise kinnitamist kopeerib programm avaldise uuele reale
ning kustutab selles méargitud plussmérgid (joonis 42).
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Joonis 42. Reegli Kaotan livgsed plussmdrgid rakendamine

3.2.13 Reegel Viin mitnused murru ette

Rakendused: Arvutuste kdigus voib teisendatavasse avaldisse tekkida mur-
de, mille lugejas voi nimetajas oleva avaldise ees on unaarne miinusmaérk.
Kirjeldatav reegel voimaldab murru lugejast ja nimetajast sellised miinus-
maérgid murdu sisaldava korrutise ette viia. Kui murd pole korrutise liige, siis
saab margi vahetult murru ette viia.

Juhend markimisel: Vali murru lugejast ja/voi nimetajast miinusmaérk,
mida korrutise ette tuua.

Mairkimine: Mérkima peab iihe korrutise/jagatise piires murdude luge-
jate ja nimetajate unaarseid miinusmérke.

Tulemuse sisestamine (koigis reziimides): Programm kuvab uuel
real avaldise, milles on mérgistusele vastava korrutise voi jagatise (erijuhul
mérgitud murru) ees kast mérgi sisestamiseks (joonis 43). Programm teostab
iildised kontrollid erisusega, et unaarse plussmérgi voib sisestamata jétta.
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Joonis 43. Reegli Viin miinused murru ette tulemuse sisestamine

3.2.14 Reegel Liidan/lahutan nulli

Rakendused: Arvutuste kidigus voib teisendatavasse avaldisse tekkida sum-
masid voi vahesid, mille iiks voi rohkem liiget on nullid. Ka iilesande ldh-
teavaldis voib sellisel kujul olla. Summas voi vahes esinevatest nullidest on
voimalik vabaneda rakendades reeglit Liidan/lahutan arve. Kirjeldatav reegel
pakub selleks mugavamat viisi.

Juhend mairkimisel: Vali summa/vahe, kus null on liidetav voi lahuta-
tav.

Mairkimine: Mérkima peab summa voi vahe vahemalt kaks liiget, millest
viahemalt iiks on null.

Tulemuse sisestamine (ko6igis reziimides): Tulemust ei ole vaja si-
sestada. Peale mérkimise kinnitamist kopeerib programm avaldise uuele reale
ning kustutab selles mérgitud nullid (joonis 44). Kui kéik mérgitud summa
voi vahe litkmed on nullid, jatab programm iihe nulli alles.
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Joonis 44. Reegli Liidan/lahutan nulli rakendamine
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3.2.15 Reegel Korrutan/jagan nulli

Rakendused: Arvutuste kidigus voib teisendatavasse avaldisse tekkida kor-
rutisi, kus moni tegur on null voi jagatisi, kus jagatav on null. Ka iiles-
ande ldhteavaldis voib sellisel kujul olla. Korrutises voi jagatises esineva-
test nullidest on voimalik vabaneda rakendades reeglit Korrutan/jagan arve.
Kirjeldatav reegel pakub selleks mugavamat viisi.

Juhend mérkimisel: Vali korrutis, kus iiheks teguriks on null, voi jaga-
tis, kus jagatav on null.

Mirkimine: Méarkima peab sellise korrutise voi jagatise koik liikmed,
milles leidub tegur null voi jagatav null. T-algebra ei voimalda reegli paral-
leelset rakendamist, korraga saab teisendada ainult iihte korrutist voi jagatist.

Tulemuse sisestamise juhend: Sisesta tulemus.

Tulemuse sisestamine (koigis reziimides): Programm kuvab uuel
real avaldise, milles on kast mérgitud osale vastava tulemuse sisestamiseks
(joonis 45). Peale sisestuse kinnitamist teostab programm iildised kontrollid.
Lisaks, kui sisestuskast on summa voi vahe mitteesimene liige, kontrollib T-
algebra kasti sisestatud avaldise alguses summa voi vahe mérgi olemasolu.
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Joonis 45. Reegli Korrutan/jagan nulli tulemuse sisestamine

3.2.16 Reegel Kaotan murru lugejaga null

Rakendused: Arvutuste kdigus voib teisendatavasse avaldisse tekkida mur-
de, mille lugeja on null. Kirjeldatav reegel voimaldab sellistest murdudest
vabaneda.

Juhend mirkimisel: Vali murd, kus lugeja on null.

Mairkimine: Méarkima peab murru, mille lugeja on null, voi segaarvu,
mille murdosa lugeja on null. T-algebra ei voimalda reegli paralleelset raken-
damist, korraga saab teisendada ainult {ithe murru.

Tulemuse sisestamise juhend: Sisesta tulemus.
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Tulemuse sisestamine (koigis reziimides): Programm kuvab uuel
real avaldise, milles on kast mérgitud osale vastava tulemuse sisestamiseks
(joonis 46). Peale sisestuse kinnitamist teostab programm iildised kontrol-
lid. Seejérel kontrollib T-algebra, et kasti oleks sisestatud téapselt null ja loeb
veaks muud nulliga ekvivalentsed avaldised. Lisaks, kui sisestuskast on sum-
ma voi vahe mitteesimene liige, kontrollib T-algebra kasti sisestatud nulli ees
plussi voi miinuse olemasolu.
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Joonis 46. Reegli Kaotan murru lugejaga null tulemuse sisestamine

3.2.17 Reegel Kaotan ithe murru nimetajast

Rakendused: Arvutuste kdigus voib teisendatavasse avaldisse tekkida mur-
de, mille nimetaja on iiks. Kirjeldatav reegel voimaldab sellistest murdudest
vabaneda.

Juhend méirkimisel: Vali murd, kus nimetajaks on arv iiks.

Mairkimine: Markima peab murru, mille nimetaja on iiks. T-algebra ei
voimalda reegli paralleelset rakendamist, korraga saab teisendada ainult iihe
murru.

Tulemuse sisestamise juhend: Sisesta tulemus.

Tulemuse sisestamine (koigis reziimides): Programm kuvab uuel
real avaldise, milles on kast méargitud osale vastava tulemuse sisestamiseks
(joonis 47). Peale sisestuse kinnitamist teostab programm iildised kontrol-
lid. Seejérel kontrollib T-algebra, et kasti sisestatud avaldis oleks margitud
murru lugejaga tédpselt samal kujul. Lisaks, kui sisestuskast on summa voi
vahe mitteesimene liige, kontrollib T-algebra kasti sisestatud avaldise alguses
summa voi vahe mérgi olemasolu.
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Joonis 47. Reegli Kaotan ihe murru nimetajast tulemuse sisestamine

3.2.18 Reegel Jagan tihega

Rakendused: Reeglit kasutatakse iihega jagamistest vabanemiseks.

Juhend mérkimisel: Vali jagatis, kus jagajaks on iiks.

Mairkimine: Markima peab jagatise, kus jagajaks on iiks. T-algebra ei
voimalda reegli paralleelset rakendamist, korraga saab teisendada ainult iihte
jagatist. Kui jagatises esineb jagajana rohkem kui {iks iiks, siis saab need
korraga dra kaotada.

Tulemuse sisestamise juhend: Sisesta tulemus.

Tulemuse sisestamine (koigis reziimides): Programm kuvab uuel
real avaldise, milles on kast mérgitud osale vastava tulemuse sisestamiseks
(joonis 48). Peale sisestuse kinnitamist teostab programm iildised kontrol-
lid. Seejérel kontrollib T-algebra, et kasti oleks sisestatud muutmata kujul
koik eelmisel real mérgitud jagatise liikmed peale jagajateks olevate iihte-
de. Lisaks, kui sisestuskast on summa voi vahe mitteesimene liige, kontrollib
T-algebra kasti sisestatud avaldise alguses summa voi vahe mérgi olemasolu.
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Joonis 48. Reegli Jagan tihega tulemuse sisestamine
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3.2.19 Reegel Korrutan tihega

Rakendused: Reeglit kasutatakse iihega korrutamistest vabanemiseks.

Juhend méarkimisel: Vali korrutis, kus teguriks on {iks.

Mirkimine: Mérkima peab korrutise, kus vdhemalt iiheks teguriks on
iiks. T-algebra ei voimalda reegli paralleelset rakendamist, korraga saab tei-
sendada ainult iihte korrutist. Kui korrutises esineb tegurina rohkem kui iiks
iiks, siis saab need korraga édra kaotada.

Tulemuse sisestamise juhend: Sisesta tulemus.

Tulemuse sisestamine (koigis reziimides): Programm kuvab uuel
real avaldise, milles on kast mérgitud osale vastava tulemuse sisestamiseks
(joonis 49). Peale sisestuse kinnitamist teostab programm iildised kontrol-
lid. Seejérel kontrollib T-algebra, et kasti oleks sisestatud muutmata kujul
koik eelmisel real mérgitud korrutise liitkmed peale teguriteks olevate iihte-
de. Lisaks, kui sisestuskast on summa voi vahe mitteesimene liige, kontrollib
T-algebra kasti sisestatud avaldise alguses summa voi vahe mérgi olemasolu.

1 i ~
3?4_?.?.1.1_

Korrutan Ghega

1 3 1
P2ty 2
L[] ]# Y
.n .2 % % '
-l < %
o|l1|2|3|4|5|6|7|8|9) - t =
alble|s|t|v|w|x|v|z|:|+|+]|=+ _e

Joonis 49. Reegli Korrutan dihega tulemuse sisestamine

3.2.20 Reegel Jagan piisava tipsuseni

Rakendused: Spetsiaalne reegel, mida kasutatakse ainult kiimnendldhendi
leidmise iilesandes.

Juhend méirkimisel: Vali jagatis, murd voi segaarv, mida piisava tap-
suseni jagada.

Mairkimine: Miarkima peab kahe tédisarvu jagatise, murru voi segaarvu.

Tulemuse sisestamise juhend: Sisesta jagamise tulemus vihemalt iihe
liigse kohaga.

Tulemuse sisestamine (koigis reziimides): Programm kuvab uuel
real avaldise, milles on kast mérgitud osale vastava tulemuse sisestamiseks
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(joonis 50). Kiimnendlédhendi leidmise iilesannetel on kohustuslik sisendpara-
meeter, mis iitleb mitu kohta peale koma {imardatult tuleb kiimnendldhend
leida. Programm kontrollib, et sisestatud tulemuses oleks sellest vihemalt
iiks koht rohkem, see voimaldab jagamise tulemust hiljem noutud tépsuseni

iimardada.
3]
Jagan piizava tApsuseni
0,3333|
e}
4| B
0j1|2)13|4|5|6|7|8]|89 Tt 2
| = _va

Joonis 50. Reegli Jagan piisava tdpsuseni tulemuse sisestamine, iilesandes
noutakse kiimnendldhendi leidmist iimardatult kolm kohta peale koma

3.2.21 Reegel Umardan

Rakendused: Spetsiaalne reegel, mida kasutatakse ainult kiimnendlahendi
leidmise iilesandes.
Juhend mérkimisel: Vali kiimnendmurd, mida {imardada.
Mairkimine: Mérkima peab iihe kiimnendmurru.
Tulemuse sisestamise juhend: Sisesta iimardamise tulemus.
Tulemuse sisestamine (koigis reziimides): Programm kuvab uuel
real avaldise, milles on kast mérgitud kiimnendmurrule vastava iimardamise
tulemuse sisestamiseks (joonis 51). Programm kontrollib, et timardatud oleks
iilesandes noutud kohani.

Umardan
0,333
Y
o | B
ol1j2|3|4|5|6|7|8|9 1 :
«[s]-] B

Joonis 51. Reegli Umardan tulemuse sisestamine, kui iilesandes noutakse
kiimnendlahendi leidmist iimardatult kolm kohta peale koma
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3.3

Disainitud iilesandetiiiibid T-algebras

T-algebra voimaldab opilasel lahendada peaaegu koiki Eesti opikutes esine-

vaid harilike murdudega seotud tehnilisi {ilesandeid. T-algebras on realisee-

ritud jargmised harilike murdude teema iilesandetiiiibid:

Taanda harilik murd (taandumatu murruni);

Laienda etteantud nimetajani;

Teisenda murrud thenimelisteks;

Vordle murde;

Liida/lahuta ihenimelised murrud ja kui voimalik, siis taanda vastus;
Teisenda seqaarv lisgmurruks;

Eralda liigmurru tdis- ja murdosa;

Liida/lahuta samanimelise murdosaga segaarvud ja kui voimalik, siis
taanda vastus;

Liida/lahuta erinimelised murrud ja kui voimalik, siis taanda vastus;

Teisenda kiimnendmurd harilikuks murruks ja kui voimalik, siis taanda
vastus;

Teisenda harilitk murd loplikuks kiimnendmurruks;

Leva hariliku murru voi segaarvu kiimnendldhend timardatud tdpsusens
... kohta peale koma;

Korruta harilikud murrud;
Leia péordarv;
Jaga harilikud murrud;

Arvuta kiimnend- ja harilikke murde sisaldava avaldise vddrtus.
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Iga tilesandetiiiibi jaoks on programmis kirjeldatud spetsiifiline lahendamise
algoritm. T-algebra oskab ise iilesandeid lahendada ja aidata vastavalt selle-
le algoritmile ka Gpilast. Lihtsamate iilesandetiiiipide (nt Laienda etteantud
nimetajani, Taanda harilik murd (taandumatu murruni) jm) reeglikomplekt
koosneb ainult monest iiksikust reeglist. Vastavate iilesannete lahendus koos-
neb enamasti vaid iihest voi kahest sammust. Need iilesandetiiiibid on moel-
dud selleks, et opilane saaks harjutada hiljem lahendatavate arvutusiilesan-
nete iiksikuid samme. Keerukamad iilesandetiiiibid (nt Arvuta kimnend- ja
harilikke murde sisaldava avaldise vadrtus) sisaldavad seevastu peaaegu koiki
murdude teema reegleid.

Selles jaotises esitan monede disainitud iilesandetiiiipide kirjeldused,
tuues iga néite korral vilja jargmised omadused:

e lihteavaldis;
e parameetrid, mida iilesande koostaja sisestama peab;
e reeglid, mida opilane iilesandeid lahendades kasutada saab;

e programmi poolt kasutatav lahendusalgoritm, so jéarjestatud nimeki-
ri reeglitest (algoritm ei pruugi sisaldada koiki reegleid, mida opilane
lahendamisel kasutada saab);

e programmi poolt genereeritud néidislahendus;

e programmi poolt aktsepteeritav lahendatud kuju.

3.3.1 Ulesandetiiiip Taanda harilik murd (taandumatu murruni)

Lahteavaldis: Murd, mille lugejas ja nimetajas on tdisarv voi tdisarvude
korrutis ning lugejal ja nimetajal on iihest suurem iihine tegur.
Parameetrid: Puuduvad.
Reeglid:

e Taandan;
e Korrutan/jagan arve;
e Kaotan lirgsed plussmdrgid;

e Kaotan tihe murru nimetajast.
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Lahendusalgoritm: Lahendusalgoritm sisaldab samas jérjestuses koiki
eelmises punktis toodud reegleid.

Niidislahendus (struktuurses sisestamise reziimis): vt joonis 52.

B 5 |
556

Taandan

Korrutan fjagan arve

”

I-I-1

Korrutan [ jagan arve

2

1
Kaotan Uhe murru nimetaizast
=1

Wastus:

4

Joonis 52. Ulesandetiiiibi Taanda harilik murd (taandumatu murruni) nii-
dislahendus struktuurses sisestamise reziimis

Lahendatud kuju: Taandumatu harilik murd, erijuhul kui murru nime-

taja on iiks, siis téisarv. Ulesandetiiiip ei noua ega voimalda vastuse esitamist

segaarvuna, sest koolis tuuakse segaarvu moiste sisse alles pérast taandamis-

iilesannete harjutamist.

3.3.2 Ulesandetiiiip Liida/lahuta erinimelised murrud ja kui véi-
malik, siis taanda vastus

Lahteavaldis: Summa vo6i vahe murdudest, segaarvudest ja tédisarvudest.

Avaldises voivad esineda ka sulud.
Parameetrid: Puuduvad.
Reeglid:

e Kaotan sulud;
e Kaotan litgsed plussmdrgid;

e Laenan,
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e Liidan/lahutan arve;

e Taandan,

o Viin munuse murru ette;

o Liigmurd segaarvuks;

o Kaotan murru lugejaga null;

e Kaotan tihe murru nimetajast;
o Segaarv liigmurruks;

e Liidan/lahutan nulli.

Lahendusalgoritm: Lahendusalgoritm sisaldab samas jérjekorras eel-
mises punktis toodud koiki reegleid peale kahe viimase.
Naiidislahendus (osalises sisestamise reziimis): vt joonis 53.

1 3 e
T 5

Haotan sulud

=1 3 2 =
3 a9 Yy

Liictan f lahutan arwe, Ohine nimetaja on 12

Joonis 53. Ulesandetiiiibi Liida/lahuta erinimelised murrud ja kui voimalik,
s1s taanda vastus osalises sisestamise reziimis

Lahendatud kuju: Taandumatu harilik murd voi téaisarv. Liigmurd tu-
leb vastuse andmiseks segaarvu kujule teisendada.
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3.3.3 Ulesandetiiiip Leia hariliku murru véi segaarvu kiimnend-
ldhend timardatud tdipsusent ... kohta peale koma

Lahteavaldis: Harilik murd voi segaarv.
Parameetrid: Arv, mitu kohta peale koma peab kiimnendldhend sisal-
dama.

Reeglid:
e Jagan piisava tdpsusent,
o Umardan.

Lahendusalgoritm: Lahendusalgoritm sisaldab samas jérjestuses koiki
eelmises punktis toodud reegleid.

Naidislahendus (parameetri viértus on 4, vabas sisestamise re-
ziimis): vt joonis 54.

1

7

Leian kimnendlzhendi
0,14285
Umardan
0,1429
Wastus:
0,1429

Joonis 54. Ulesandetiiiibi Leia hariliku murru véi segaarvu kiimnendlihend
timardatud tdpsuseni ... kohta peale koma néidislahendus vabas sisestamise
reziimis, parameetri vaartus on 4

Lahendatud kuju: Esialgse hariliku murru voi segaarvu kiimnendla-
hend, mis on timardatud etteantud arv kohti peale koma.
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Kokkuvote

Kéesoleva t66 eesmérk oli realiseerida interaktiivse opikeskkonna T-algebra
jaoks harilike ja kiimnendmurdudega seotud operatsioonid ja iilesannete tiiii-
bid. Autor realiseeris 21 operatsiooni ja 16 {ilesandetiiiipi.

Projekti kdigus onnestus meil luua dialoogiskeem, mis voimaldab samm-
sammulist iilesannete lahendamist sarnaselt traditsioonilisele paberil lahen-
damisele. Loodud Tegevus-Objekt-Sisend dialoogiskeem jéatab opilasele voi-
maluse eksida koigil kolmel lahendussammu etapil: reegli valimisel, avaldise
osade méarkimisel ja tulemuse sisestamisel. Seega opilane saab lahendamise
kaigus vigade kohta vahetut tagasisidet. Sammu igal etapil on voimalik prog-
rammi kéest abi kiisida ning lasta konkreetsed etapid automaatselt lopetada.
Lisaks suudab T-algebra tuvastada, kas iilesanne on 16puni lahendatud, ja os-
kab opilase soovil poolelioleva lahenduse ise dra lopetada.

Harilike ja kiimnendmurdude teema iilesannete kontekstis on oluline &ra
mérkida ka T-algebra segaarvude tugi. Kuna Eestis on matemaatika opeta-
misel harilike murdude késitluses segaarvud olulisel kohal, siis on T-algebra
murdudega seotud reeglid selliselt disainitud, et koik vajalikud operatsioonid
segaarvudega oleks toetatud. Enamik teisi autori poolt uuritud opikeskkondi
segaarvude tuge ei oma.

Magistritoo suure mahu tottu ei ole selles tehtud harilike ja kiimnendmur-
dude teemalisi eksperimente oOpilastega. Eksperimentide tulemuste analiiiis
annaks toenéoliselt uusi ideid T-algebra reeglite, iilesandetiiiipide ja iildise
dialoogiskeemi tdiendamiseks.
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Solving Problems on Common and Decimal

Fractions in Interactive Learning Environment

Master Thesis
Vahur Vaiksaar

Summary

The aim of this thesis is to design and implement an interactive learning
environment for practicing expression manipulation exercises on common and
decimal fractions.

This thesis is part of a larger project, T-algebra, the result of which is an
interactive learning environment for step-by-step solving of algebra problems
in four areas of school mathematics: calculation of the values of numerical
expressions, operations with fractions, solving of linear equations, inequalities
and linear equation systems and simplification of polynomials.

Chapter 1 gives an overview of other existing expression manipulation
systems. The studied systems are categorized and the actions of the student
and of the system are noted for each category. Chapter 2 describes the de-
sign and general dialogue scheme of T-algebra. The first part presents the
expressions that are allowed in the program, followed by a depiction of the
problem solution window of the student program. The third part of Chapter
2 introduces the design of the step dialogue. The last part describes the co-
re of T-algebra. Chapter 3 describes the domain of common and decimal
fractions. The first part presents definitions, algorithms and problem types
found from exploration of mathematics textbooks. The second part of this
chapter describes the rules designed for solving exercises involving common
and decimal fractions. The last part introduces composed problem types in
the chosen domain and provides a thorough description of selected types.

The project team succeeded in creating a rule dialogue in T-algebra that
allows the pupil to learn both the solution algorithms and their steps in a
manner, which is similar to solving problems on paper. Each solution step
consists of three stages: selecting a transformation rule, marking parts of the
expression, and entering the result of the application of the selected rule. The
designed three-stage dialogue enables the pupil to make the same mistakes
in T-algebra as on paper, while it enables the program to provide help and
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immediate feedback about mistakes. The design of the created environment
is described in several publications of the T-algebra workgroup [19, 21].

An important achievement, in addition to the general dialogue design, is
the support of mixed numbers. Because Estonian schools use mixed num-
bers extensively in common fraction arithmetic, T-algebra has been built to
accommodate this. Most other systems studied by the author have not dealt
with this rather inconvenient subject.
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