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I peatiikk

NURGAD JA KAARED; NENDE MOOTMINE.

§ 1. Mistahes suurusega nurgad.

Geomeetrias  nimetatakse = nurgaks
kujundit, mille moodustavad kaks {ihest
punktist valjuvat kiirt.

Iga nurga voib moodustada tasapinnal
oma alguspunkti imber podrlev kiir. Nii
moodustub nurk AOB kiire pdorlemisel
iimber punkti O ldhteasendist OA 16pp-
asendini OB (joon. 1).

Trigonomeetrias vaadeldakse nurka kui

tasapinnal oma alguspunkti iimber poor-
leva kiire poolt libitud teed.

Kiire poorlemisel voib moodustuda sirg-
nurgast suurem nurk (joon. 2).

Poorlev kiir, olles tasapinnal teosta-
nud teatud arvu tédispoordeid {imber
punkti O, langeb iihte oma esialgse asen-
diga.

Kiire poolt teostatud pdore voib koos-
neda mitmest tdispoordest ning nurgast,
mis moodustab osa tédispoordest (joon. 3).
Niiteks voib tuua poorleva ratta kodara
liikumise.

Kiir voib tasapinnal péérelda kahes
teineteisele vastupidises suunas (joon. 4).
Nii nditeks kaks iithesuguse raadiusega
ning teineteisega joonisel 5 nadidatud vyii-
sil hambuvat hammasratast pdorlevad
vastupidistes suundades ja iihe hammas-

B
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Joon. 1.
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Joon. 2.

Joon. 3.

V& 4

Joon. 4.

ratta p6ordumisel mingi nurga vorra p6érdub teine sama-
suguse nurga vorra, kuid vastupidises suunas.



Kahest wvoimalikust poorlemise suunast tasapinnal
loeme iihte positiivseks, teist aga negatiivseks. Nurka,
mille moodustab positiivses
suunas poorlev kiir, loeme
positiivseks; nurka, mille moo-
dustab negatiivses suunas
poorlev kiir, negatiivseks.

Positiivseks voib lugeda
likskoik kumma kahest voima-
likust poorlemise suunast
tasapinnal. Edaspidi loeme
positiivseks poorlemise suu-
naks suunda, mis on vastu-
pidine poorlemistasapinnal numbrilauaga vaatleja poole
asetseva kella osutite poorlemisele.

Kui kiir OA, sooritamata mingit pooret, jdi esialg-
sesse asendisse, siis Oeldakse, et kiire poordenurk vor-
dub nulliga.

Definitsioon. Pdorleva kiire lihteasendit nimetatakse
vastava poordenurga ldhtehaaraks; kiire 1oppasendit selle
nurga lopphaaraks.

Antud asendit omava ldhte- ja l6pphaaraga nurki on
I6pmatu hulk; koik need nurgad erinevad iiksteisest
tdisarvu (positiivsete voi negatiivsete) tédispoorete poolest.

Joon. 5.

§ 2. Ringjoone mistahes suurusega kaared.

Igale nurgale, mille moodustavad ringjoone kaks raa-
diust, vastab selle ringjoone antud raadiuste 16pp-punkti-
dega piiratud kaar (joon. 6). Kui raadius OA p6orleb {imber
keskpunkti O, siis raadiuse 1opp-punkt A
liigub ringjoonel. C)eld(akse, et pu)nkt liigub B
ringjoonel positiivses (negatiivses) suunas, A
kuig] teda keskpunktiga iihendav raadius W//// :
poorleb positiivses (vastavalt negatiivses)
suunas.

Ringjoonel positiivses suunas lii-
kuva punkti poolt moodustatud kaart nime-  Joon. 6.
tatakse positiivseks; negatiivses
suunas litkuva punkti poolt moodustatud kaart aganega -
tiivseks (joon. 7).

Kui raadius teeb (positiivse voi negatiivse) tdis-



poorde, siis tema 1opp-punkt, olles kirjeldanud tédis-
ringjoone, jouab tagasi ldhteasendisse.

Voib vaadelda kaari, mis sisaldavad iikskoik millise
arvu positiivseid voi negatiivseid tdisring-
jooni. Ettekujutuse niisugusest kaarest annab -
rullile keritud peenike niit: rullil voib
olla kuitahes palju iithes voi teises suunas
keritud keerde.

§ 3. Nurkade ja kaarte mdGtmine. =
Nurkade mootmise moiste on teada geo- =
meetriast. Nurkade mootmiseks valitakse tea-
tud kindel nurk mootithikuks ja moodetakse selle abil koik
teised nurgad.

Maotithikuks voib valida mistahes nurga.

Praktikas moodetakse nurki sageli kraadides, vali-

des mootithikuks gflm tdispoordest, mida nimetataksegi

kraadiks. Suuremat tdpsust noudvate mootmiste puhul
jagatakse kraad 60-ks vordseks osaks — minutiteks;
minut jagatakse 60-ks vordseks osaks — sekunditeks.

Geomeetrias moodetakse nurki monikord ,,d osades”,
valides mootithikuks tdisnurga.

Tehnikas valitakse nurkade mootiihikuks sageli tdis-
poore. Nii moodetakse masina ratta voi lennuki pro-
pelleri poordumist tavaliselt poorete (s. t. tdispoorete)
arvuga.

Suurtiikivdes valitakse nurkade maootithikuks

S 3600 s
poordest, s. 0. —5-=6° seda nurka nimetatakse nurga-

mootja suureks jaotuseks. Nurkade tidpsemaks
mootmiseks jagatakse nurgamootja suur jaotus sajaks

1
50 talsf

vordseks osaks; nurka %: 3’ 36” nimetatakse tavaliselt

vaikeseks jaotuseks e tuhandikuks.
Positiivse nurga suurust vdljendatakse positiivse
arvuga; negatiivse nurga suurust negatiivse arvuga.
Trigonomeetrias uuritavad nurgad voivad mootuda
iga reaalarvuga, sest kiire pdorlemisel voib moodustuda
mistahes suurusega nurk (positiivne, negatiivne,
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vordne nulliga voi nurk, mis sisaldab mistahes arvu téis-
poordeid).

Antud ringjoone kaarte mootmisel valitakse mootiihi-

B kuks kaar, millele toetub nurkade moot-

B, iihikuks valitud kesknurk. Siis kaare ja

»& temale toetuva kesknurga suurused vdiljen-

,A‘ duvad ihe ning sama arvuga vastavalt

\\ \O R kaare- ja nurgaiihikutes.
Rt Nurkade ja kaarte radiaanmoot. Geo-
Joon. 8. meetriast on teada, et ithe ning sama

kesknurga puhul kahe ringjoone kaarte
pikkused suhtuvad nagu nende ringjoonte raadiused
(joon. 8)*:

ABi _ R o ABL__ ABy
A232 R2 Rl R2

Seega, ihe ning sama kesknurga puhul ringjoone kaare
pikkuse suhe raadiusesse ei soltu raadiuse suurusest.

Kesknurga muutudes selle suhte vdartus muutub.

Definitsioon. Nurga radiaanmooduks nimetatakse sellele
nurgale kui kesknurgale vastava ringjoone kaare pikkuse
suhet selle ringjoone raadiusesse.

Nurkade mootmise puhul radiaanmdoddus :
on mootiihikuks positiivne kesknurk, mis toe- Padiaa"
tub pikkuselt raadiusega vordsele kaa- -7 :
rele. Seda nurka nimetatakse radiaa- 1/
niks (joon. 9). ‘\ /
Kaarte mootmise puhul radiaanmoo- S~_--
dus on mootithikuks kaareradiaan, s. t.
kaar, mille pikkus vordub raadiusega. dota. 2,
Uleminek kraadimoodult
radiaanmoodule. Positiivse tdispoorde radiaanmoot
vordub ringjoone pikkuse ja raadiuse jagatisega:

ij — 97 = 6,283185 .

2n
Nurga 1° radiaanmoot on - 360 180_ 0,017453 .

Kui nurk sisaldab A°, siis tema radiaanmoot « on:

* Sektorid OA,B; ja OA3B; on sarnased.



= AR

s T AR (1)

Arvutame nurga 1’ radiaanmoodu:

1 4 1 . 2
I’ =g (kraadi) = g5-7g5 (radiaani) = 0,00029088 ...

(radiaani).
Moningate sageli esinevate nurkade radiaanmoodud on
antud jargmises tabelis:

' I

Kéfg‘ 300 ’ 450 600 900 1800 | 2700 3600
n T n n 3n
Radi-| =~ e 35wl s o e o A —_— A 2n ~
aanid 6 4 3 2 2
~0,5236/~0,7854 ~ 1,0472 ~ 1,5708|~ 3,1416/~ 4,7124 ~ 6,2832

Uleminek radiaanmoodult kraadimoo-
dule. Vordusest (1) jareldub, et nurk, mis vordub
a radiaaniga, sisaldab

: A° — «-1800

T

Eriti saame siit:
I radiaan — 1o~ A 57,205 (kraadi) ~ 3438 ~ 206265" —
— 57°17/45".

Ndide. Kahe radiaani suuruse nurga kraadimoot (minutilise
tdpsusega) on
2-180°

= 2. (57°17745") ~ 114°36'

(sekundid jdtame dra iimardamise reeglite kohaselt).

Mingi suuruse mootmise tulemusel saadud arvule tuleb
reegli kohaselt lisada mootithiku nimetus, naiteks 5 km,
10 rbl,, 7° jne. Nurkade ja kaarte radiaanmoodu puhul
tehakse aga tavaliselt erand: nurga (voi kaare) suurus
radiaanides kirjutatakse nimeta arvuna. Sonade ,nurk,
mille mootarv on «” asemel deldakse lithidalt ,,nurk «”. Nii
naiteks oeldakse ,,nurk 0,57, selle asemel, et iitelda ,,nurk,
mille suurus on 0,5 radiaani”.



Uleminekuks kraadimoodult radiaanmoodule voib kasu-
tada vastavaid tabeleid. V.Bradise neljakohalistes mate-
maatilistes tabelites keskkoolidele, tabelis XVI, on antud
0 ja 90° vahel asetsevate nurkade radiaanmoodu véartused
iga 6 minuti tagant. Need vdartused on arvutatud ligikaud-
selt, tdpsusega kuni neljanda kiimnendkohani.

Niiteid. 1) Leida nurga 130°26” radiaanmaot a.

Lahendus. Antud nurk koosneb nurgast 90° ja nurgast 40°26’.
Tabelist leiame nurkade 90° ja 40°24” radiaanmoodu; tabeli parem-
poolsest servast leiame 2’ jaoks paranduse, mis tuleb liita viimasele
kiimnendkohale:

90°  — 15708

40°24’ —0,7051 ,

il ol
a = 2,2765

2) Leida (tdpsusega 1°) sellise nurga kraadimoot, mis (ligi-
kaudu) vordub 1,25 radiaaniga.

Lahendus. V. Bradise tabeleis (lk. 48) leiame, et arvule
1,2500 ldhim arv on 1,2497, millele vastab nurk 71°36.
Umardame saadud véartuse tipsusega 1°, saades (ligikaudu) 72°.

Teades ringjoone raadiust R ja kaare radiaanmootu a,
voib arvutada selle kaare pikkuse /. Toepoolest, radiaan-
moodu definitsiooni kohaselt:

a=71?:, kust-d-—aR.

Seega, ringjoone kaare pikkus vordub tema radiaan-
moodu ja raadiuse korrutisega.

Nidide. Ratas, mille raadius on 2,2 m, pé6rdus nurga 30°5 vorra;
leida ratta poial asuva punkti poolt ldbitud tee pikkus.

Lahendus. Valemi /= aR kohaselt leiame tee pikkuse:

1=22.063= 1,2

Miarkus. Nurga 30°30" radiaanmoot 0,5323 on
voetud V. Bradise tabeleist. Kuna R ligikaudne vairtus
on antud kahe tiivenumbriga, siis tuleb ka a véartus
timardada, sdilitades vaid kaks tiivenumbrit: a = 0,53.

§ 4. Koordinaattasapind; iihikring.

Valime tasapinnal poorlemise positiivse suuna ja koor-
dinaatteljed. Ordinaattelje positiivne suund valitakse alati
nii, et abstsisstelje positiivse kiire OX pooramisel positiivse
tiisnurga vorra iihtiks see ordinaattelje positiivse kiirega
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OY. Nii on joonisel - 10 nédidatud:; podrlemise positiivne
suund — vastupidine kellaosuti liikumise suunale, abstsiss-
telje positiivne suund — paremale, erdi-
naattelje positiivne suund — iiles.

Nurki paigutatakse koordinaattasapin-
nale tavaliselt jdrgmiselt: nurga tipuks
voetakse koordinaatide algus ning ldhte-
haaraks positiivne abstsisspooltelg. Antud
arvuga mootuva nurga lopphaara saami-
seks tuleb poorata kiirt ldhteasendist
OX selle arvuga mootuva nurga vorra
(joon. 11).

Koordinaatide algusest véljuv kiir on lopphaaraks 16 p -
matule hulgale nurkadele, mille ldhtehaaraks on posi-
tiilvne pooltelg OX; need nurgad erinevad iiksteisest téis-
arvu tdispoorete vorra: kui ¢ on iihe niisuguse nurga suu-

rus, siis selle hulga mistahes nurga suu-

Joon. 10.

Y : rus g viljendub arvuga g = 2kn -} a, kus
& k on mistahes tidisarv, s. t. k=0,
x *+1, £2, £3,... Nurk g koosneb nur-

laro) gast aja k (positiivsest voi negatiivsest)

"7 tdispoordest. Nii nditeks kiir, mis moo-

dustab abstsissteljega nurga 30°, on 16pp-

haaraks  nurkadele 30°(k=0), 390°

Joon. 11. (k=1), —330°(k=—1), 750°(k=2)

jne.

Definitsioon. Ringi, mille keskpunkt asetseb koordinaa-

tide alguses ja raadius vordub iihega, nimetatakse iihikrin-
giks ja tema ringjoont iihikringjooneks.

I ga reaalarvu « voib kujutada iihikringjoone punk-
tina. Tavaliselt kantakse selleks {ihikringjoonele, alates
tema horisontaaldiameetri parempoolsest otspunktist
A(1,0), arvuga « mootuv kaar (vt. joom.

11). Kui @« on kaare radiaanmoot, 7
siis tuleb punktist A kanda a>0 :
puhul positiivses suunas ja « <0 puhul ‘
negatiivses suunas kaar, mille pikkus 5 29
on |a|; selle kaare 16pp-punkt kujutabki ‘

arvu a. Arvu null, =0, kujutab ldhte- 7 3 3

punkt A(1,0). 2z
Joonisel 12 on ndidatud mitmesuguseid
reaalarve kujutavaid iihikringjoone punkte. Joon. 12.



Kaks erinevat reaalarvu a ja f kujutuvad ithe ning sama
punktina ihikringjoonel siis ja ainult siis, kui nende arvu-
dega mootuvad kaared erinevad teineteisest tdisarvu tdis-
ringjoonte vorra, s. t. f — a = 2ka ehk

B=a- 2km |,

kus & on (positiivne voi negatiivne) tdisarv.

Koordinaatteljed jaotavad tasapinna ning koos temaga
ka iihikringi ja -ringjoone neljaks vordseks osaks, milli-
seid nimetatakse (vastavalt tasapinna,
ithikringi voi -ringjoone) veeranditeks.

Kui nurga 16pphaar (v6i kaare 16pp-
punkt) asetseb tasapinna (voi {ihikring-
joone) mingis veerandis, siis &eldakse,
et antud nurk (kaar) 10peb selles vee-
randis.

Uhikringjoone I ja II veerand (joon.

Joon. 13. 13) moodustavad koos {ilemise poolring-

joone, III ja IV veerand — alumise pool-
ringjoone. I ja IV veerand moodustavad parempoolse
ning II ja III veerand — vasakpoolse poolringjoone.

Horisontaaldiameetri parempoolses otspunktis A 1ope-
vad kaared, mis mootuvad arvudega 2kz (ehk kraadides
360°- k), aga selle diameetri vasakpoolses otspunktis A,
kaared, mis mootuvad arvudega =+ 2kx= (2k-}1)a
[ehk kraadides (2k -+ 1) -180°], kus k& on mistahes téis-
arv.

Kaared nz ehk 180°-n (kus n on tédisarv) lopevad hori-
sontaaldiameetri otspunktides: paarisarvulise n = 2k puhul
punktis A ja paarituarvulise n=2k -4 1 puhul punk-
tis A].

Vertikaaldiameetri iilemises otspunktis B(0,1) lopevad

kaared -+ 2kn (ehk kraadides 90° - 360°- k). Vertikaal-
diameetri alumises otspunktis B;(0, —1) lopevad kaared
- —g——{— 2kn =% ~+(2k — 1)a. Kaared %—f— nx lopevad ver-

tikaaldiameetri otspunktides: punktis B, kui n = 2k on paa-
risarv, ja punktis B, kui n =2k — 1 on paaritu arv.

Kaared k%(ehk 90°- k) lopevad kas horisontaal- voi
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vertikaaldiameetri otspunktides. Kui 2 =0, 1, 2, 3, 4, ...,
siis saame jidrjekorras punktid A, B, A, B, A4, ...;
b= —1,—2, —3, —4, ... puhul saame aga jérjekorras
punktid By, 4y, B, 4, ... .

§ 5. Vektori projektsioon teljel *.

Vektoriks nimetatakse suunatud sirgloiku (joon. 14).
Vektori tdhistamisel kirjutatakse esimesele kohale tema

ldhte- ja teisele kohale 16pp-punkt. Vektorit AB voib vaa-
delda kui ldhteasendist A sirgjooneliselt 16ppasendisse B
liikunud punkti poolt ldbitud teed. Paljud fiiiisikalised suu-
rused, nagu nditeks joud, kiirused, kiirendused jne. on vek-
toriaalsed; neid suurusi kujutatakse suunatud sirgloiku-
dega.

B8
/ P it 1is Sl
/. R + s o
Joon. 14. Joon. 15. Joon. 16.

Definitsioon. Vektori AB projektsiooniks teljel / nimeta-
takse niisuguse sirgloigu A;B; pikkust, mis iihendab vek-

tori AB ldhte- ja lopp-punkti projektsioone teljel [
(joon. 15).

Projektsiooni loetakse positiivseks (vdoi nega-
tiivseks), kui 16igu A;B; suund i{ihtib (vGi on
vastupidine) telje / positiivse suunaga. Kui vektor
on teljega [ risti, siis tema projektsioon sellel teljel vordub
nulliga (joon. 16). Monikord kasutatakse nimetust ,,pro-
jektsioon” mitte ainult 16igu A,B; pikkuse, vaid ka vektori

A,B, jaoks.

Olgu F vektor koordinaattasapinnal; tdhistame tema
projektsioonid abstsiss- ja ordinaatteljel vastavalt F, ja F,,

pikkuse aga siimboliga [F).

* Telje all moistame sirget, millel on valitud positiivne suund ja
pikkuste mootmisteks mootithik.
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Teoreem. Vektori pikkuse ruut vordub koordinaattelge-
del voetud tema projektsioonide ruutude summaga.

Toestus. Vektori paralleelsel iilekandmisel tema pro-
jektsioon teljel ei muutu (joon. 17). Kanname vektori
paralleelselt iile nii, et tema ldhtepunkt satuks koordinaa-

tide algusesse. Tommates vektori F
1opp-punktist  ristloigu teljele OX,
saame tdisnurkse kolmnurga, mille
hiipotenuus vordub vektori pikkusega
ning kaatetid koordinaattelgedel voetud
vektori projektsioonide absoluutviartus-
tega |Fi| ja |Fy|. Pythagorase teoreemi
kohaselt

Joon. 17.

|FJ2 = |F1|2 + |Fa2.

Kuna arvu absoluutvdirtuse ruut vordub selle arvu
ruuduga, siis voime absoluutvédidrtuse mérgid vorduse pare-
mal poolel dra jédtta. Nii saamegi noutud vorduse ‘

IFg=F2+F2 |, mo.tt

Mirkus. Kui vektor F asetseb iihel koordinaattel-
jel, siis kolmnurk muutub sirgloiguks, kuid ka sel juhul
on teoreem kehtiv. Néiiteks kui vektor asetseb abstsiss-

teljel, siis Fs =0 ja |F| = |F\|; sama tulemuse saame ka
leitud valemist:
|Fl=VFe+FR2=VFi=|F].

§ 6. Kaugus kahe punkti vahel koordinaattasapinnal.

Teoreem. Koordinaattasapinnal asetseva kahe punkti
M(x1, y1) ja N(x2 y,) vahelise kauguse d ruut vordub
nende punktide samanimeliste koordinaatide vahede ruu-
tude summaga:

2= (%X, — %12+ (o — ;)2

Toestus. Vaatleme koordinaattasapinnal vektorit,
mille ldhte- ja lopp-punktiks on antud punktid M ja N

(joon. 18). Vektori MN projektsioon abstsissteljel vordub
12



teljel OX asetseva (suunatud) 16igu M;N; pikkusega. Uhel
teljel asetsevate suunaga loikude pikkuste liitmise reegli *
kohaselt saame:

0M| —|—-M1N| == ON[, kust M]Nl = 0N1 e OM|

Kuna
OM, = x) ja ON,=x,, siis pr-MN = MN, = x; — x.

Projekteerides vektori MN ordi-
naatteljel, saame tédpselt samuti:

prym = M2N2 =Yy — Y.

Kuna vektori pikkuse ruut vor-
dub koordinaattelgedel voetud tema
projektsioonide ruutude summaga
(vt. § 5), siis

d?2 = (M;N,)2 + (M3Nj)? =

= (%2 — x1)2 + (2 — )%,
a0, ot

Midrkus. Toestatud valem on oige punktide M ja
N igasuguse paigutuse puhul tasapinnal (mitte aga
ainult niisuguse paigutuse puhul, mis on esitatud jooni-
sel 18). Toepoolest, teljel asetsevate suunaga loikude
pikkuste liitmise reegel, mille kohaselt me arvutasime
16ikude MN, ja MsN, pikkused, on kehtiv 16ikude ldhte-
ja lopp-punktide mistahes asetuste puhul (antud teljel).

* Selle reegli voib sonastada nditeks jargmiselt: kui punktid
A, B ja C asetsevad {ihel teljel, siis nende omavahelisest paiknemi-
sest soltumata on suunaga 16igu AB pikkus vordne suunaga loikude
AC ja CB pikkuste summaga: AB = AC - CB. (Télk.)



II peatiikk.

TRIGONOMEETRILISED FUNKTSIOONID.

§ 7. Mistahes nurga trigonomeetriliste funktsioonide
definitsioon.

Olgu M tasapinna mingi punkt, mis erineb koordinaa-
tide algusest (joon. 19).

Definitsioon. Koordinaatide
algust punktiga M iihendavat

vektorit OM nimetatakse punkti
M raadiusvektoriks ehk liiku-
vaks raadiuseks.

Tahistame liikuva raadiuse

OM pikkuse tihega r ning
Joon. 19. tema lopp-punkti abstsissi ja
ordinaadi vastavalt x-ga ja y-ga.

Teoreem. Kui liikuv raadius OM moodustab abstsiss-
teljega antud nurga, siis suhted

Zjal (1)

ei soltu raadiusvektori OM pikkusest.

Toestus. Kanname antud nurga a koordinaattasa-
pinnale nii, et ldhtehaaraks oleks positiivne abstsisspool-
telg. Valime nurga a 16pphaaral meelevaldselt kaks teine-
teisest ning koordinaatide algusest erinevat punkti M ja
M’. Niitame, et raadiusvektorite OM ja OM’ jaoks moodus-
tatud vastavad suhted (1) on omavahel vordsed. Projek-
teerides punktid M ja M’ abstsissteljel (joon. 20, a ja b),
saame kaks sarnast kolmnurka OMN ja OM’N’. Kolm-
nurga OMN kaatetite pikkused vorduvad punkti M koordi-
naatide absoluutviirtustega |x| ja |y|, hiipotenuusi pikkus
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on aga r. Kolmnurga OM’N’ kaatetite ja hiipotenuusi
pikkused on vastavalt [x’|, |y’| ja r. Kolmnurkade OMN ja

| x|

OM’N’ sarnasusest jéreldub, et I—':I= — (vastavate kiil-

gede suhted on vordsed).
Suhted 4:— ja '—:; on ka
iihesuguse margiga. Toepoo-
lest, loigud ON ja ON’ on
samasuunaliste raadi-
usvektorite OM ja OM’ pro-
jektsioonid. Jérelikult on ka
nemad samasuunalised ning
nende pikkused x ja x’ sama-
maérgilised (joonisel 20a on

x ja x’ positiivsed, joonisel 20b aga negatiivsed). Jare-
likult, ’

b

Joon. 20.

A <

Samuti toestatakse suhete % ja ¥ vordsus (pro-

rl
jekteerides punktid M ja M’ teljel OY), millega teoreem
ongi toestatud.

Miédrkus. Kui nurga « lopphaar on suunatud
modda iiht koordinaattelge, siis kolmnurgad OMN ja
OM’N’ muutuvad 16ikudeks, kuid teoreem on oige ka
sellel juhul. Nditeks kui nurga 16pphaar on suunatud

mooda positiivset abstsisspooltelge, siis ir: 1 ning
—"r’— = 0; kui aga lopphaar on suunatud mdéoda nega-
tiivset abstsisspooltel‘ge, siis % = — 1 ning %: 0.

Definitsioon. 1) Nurga « koosinuseks nimetatakse abst-

sissteljega nurka « moodustava liikuva raadiuse 1opp-
punkti abstsissi ja selle raadiuse pikkuse suhet:

2
COS a — —
r

2) Nurga « siinuseks nimetatakse abstsissteljega nurka
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a moodustava liikuva raadiuse lopp-punkti ordinaadi ja
selle raadiuse pikkuse suhet:

s Y
Sina = —
r

3) Nurga « tangensiks nimetatakse selle nurga siinuse
ja koosinuse suhet:

sina
cos a

tan a =

4) Nurga a kootangensiks nimetatakse selle nurga koo-
sinuse ja siinuse suhet:

cos a
sina

Cotiq —

Suhete cosa, sina, tana ja cota vddrtused ei soltu
lilkuva raadiuse pikkusest.

Tangensi ja kootangensi defini{sioonist jareldub, et
nurga a tangens vordub abstsissteljega nurka « moodus-
tava liikuva raadiuse 10pp-punkti ordinaadi ja abstsissi
suhtega ning kootangens vordub selle liikuva raadiuse
Iopp-punkti abstsissi ja ordinaadi suhtega:

Yy X
Sin a iy Ul COS r b 4
tan a = =—=—ja cota=0—=—=—
Cos a X X sSin « Y Yy

r r

Suhte tan a = —;— saab moodustada siis, kui x30. Kui

aga x =0, siis antud suhet moodustada ei saa (nulliga
ei saa jagada); sel juhul nurga lopphaar on suunatud

mooda ordinaattelge ja « :%—l— kn, ehk kraadides 90° -+
-+ 180°- £ (kus k on mistahes tdisarv). Jérelikult tan (l—l—

2
—i—kn) ei eksisteeri.
Nurkade £z (ehk kraadides 180°-k) lopphaar on suu-
" natud mooda abstsisstelge ning suhe % kaotab motte, sest
y=20. Need nurgad ei oma kootangensit.
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Igale nurgale « vastavad suhete
cos a, sin a, tan a ja cota

kindlad véirtused (kui need suhted vaid omavad motte).
Seega need suhted on nurga o funktsioonid. Neid funktsi-
oone nimetatakse trigonomeetrilisteks
funktsioonideks; nurk « on nende ]
argument. 4
Peale nimetatud nelja funktsi-
ooni voetakse monikord vaatluse
alla veel kaks trigonomeetrilist

funktsiooni — seekans ja koo- 0
sekans:
1 r
. seca= ——=— o, 5
a
) 1 pe Joon. 21.
coseC @ = ——=—.
sin a Y

Need kaks funktsiooni ei cma aga laiemat rakendamist.

Kuna trigonomeetriliste funktsioonide véaartused ei
soltu liikuva raadiuse pikkusest, siis voime selle raadiuse
valida alati ithe ning sama pikkusega. Tavaliselt valitakse
r=1; siis liikuva raadiuse 10opp-punkt asetseb {ihikring-
joonel ja nurga moodustavad selle ringjoone kaks raadiust
(joon. 21). Sel juhul

: Y
cosa=x, sina=y, tana=-, cota =

A
Y

Seega, nurga a koosinus ja siinus vorduvad iihikring-
joone niisuguse liikuva raadiuse 1opp-punkti abstsissi ja
ordinaadiga, mis ldhteraadiusega moodustab nurga «; selle
nurga tangens ja kootangens vorduvad aga liikuva raa-
diuse 10pp-punkti ordinaadi ning abstsissi ja abstsissi ning
ordinaadi suhetega.

Trigonomeetriliste funktsioonide argumendiks voib
lugeda mitte ainult nurka, vaid ka iihikringjoone kaart.
Antud kaare puhul voib konstrueerida vastava punkti iihik-
ringjoonel (s. t. liikuva raadiuse 16pp-punkti) ja leida
trigonomeetriliste funktsioonide véartused.

Uhikringjoone puutujat horisontaaldiameetri otspunktis -
A(1,0) nimetatakse tangensteljeks. Positiivne suund tan-

2 Trigonomeetria IX—X kl. ]7



gensteljel valitakse samasugune nagu ordinaatteljel (joo-
nisel 22 alt iiles). Olgu M nurgale a vastav iihikringjoone
punkt. Jitkates raadiust OM kuni loikumiseni tangenstel-

Joon. 22.

jega, saame sel teljel punkti L (seda konstruktsiooni ei
saa teostada siis, kui punkt M asetseb ordinaatteljel).
Nurga o tangens vordub tangenstelje vastava punkti
ordinaadiga.
Toepoolest, kui nurk a 16peb parempoolses pool-

tasandis, siis vottes OL liikuvaks raadiuseks, saame:
AL AL

Y| tana=m=T=y1,
xo=color

v kus y; on punkti L ordinaat
f (joon. 22a).

X o Kui nurk « 16peb vasak-

0 X poolses pooltasandis (joon.

22b), siis punktide M ja L
samanimelised koordinaadid on
vastandmargilised, ordinaadi ja
abstsissi suhe on aga modlema
punkti puhul iihesugune (kolm-
nurgad ONM ja OAL on sarnased):

e NN AL
AR o Sy =i T B0

Joon, 23.

-3 yl-

Markus. Kui punkt M asetseb ordinaatteljel, siis
punkt L ega ka tan a ei eksisteeri.

Kootangensteljeks nimetatakse iihikringjoone puutujat
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vertikaaldiameetri otspunktis B(0,1). Positiivne suund
sellel teljel valitakse samasugune nagu abstsissteljel.

Nurga a kootangens on kootangenstelje vastava punkti
abstsiss x (joon. 23).

§ 8. Trigonomeetriliste funktsioonide viddrtused monede
nurkade puhul.

Kui nurk a=0 (joon. 24), siis {ihikringjoone liikuva
raadiuse 16pp-punkti koordinaadid on x=1, y =0 ning

seega cos0 =1, sin0=0, tan0= ;;'—= 0, kuid cotO ei
eksisteeri.

y g 27
/ A S
/ \ / i /' /
\\\ // \\, // \\\ b8 //
a) %) c) d)

Joon. 24.

Kui nurk a :%‘ (ehk kraadides a = 90°), siis liikuva
raadiuse 10pp-punkti koordinaadid on x=0, y=1
(joon. 24b) ja seega cos —g— = cos:aR=10,- sin%=

=sin90%°=—=1, -fan % —1tan90° ei eksisteeri, cot—=—

2
==Col 9N = O:

Kui a=a (joon. 24c), siis x=—1, y=20 ja seega
cosm=—1cos 180°=—1, .sinn=sinl80°=0, tana=
= tan 180° =0, cot = = cot 180° ei eksisteeri.

Kui a:%n (joon. 24d), siis x=0, y = — 1 ja seega
cos%n—_—c03270°=0, sin%n:sin 270° =—1, tang W=

= tan 270° ei eksisteeri, cot —g— qe=cot:270%=10;

Olgu a, {iihikringi korraparase kool-n-nurga kiilg ja
I, tema apoteem. Paigutame n-nurga nii, et positiivne
abstsisspooltelg poolitaks tema iihe kiilje. Jooniselt 25
leiame siis: :
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1800 1800 __ a4
cos——cos——=l,, ja sm——sm—— ?.

Kui n = 3, siis saame koolkolmnurga (joon 26a). Geo-

meetriast on teada, et a; = v 3 jally= 2 ; jarelikult

1
(o] .
y €os & = €08 60° ==}

cot% i Gt 0P i
V3
Kui n =4, siis saame kool-

ruudu (joon. 26b) mille puhul
a,=V?2, 4=—- ja seega
V2

L SN 4 VAN SRR . 1)
cos cOS 45° — R sm4—sm45 s

tan = tan45°=1; cot = cot 45° = I.

)

a) b)

Joon. 26.

Kui n = 6, siis saame koolkuusnurga (joon. 26¢), mille
puhul a; =1, /s :Q ja seega

& o
COSg == COS 30°=]/—23—; sin-';—: sin 30°=—;—;

tan % — tan 30°=7%_~; cot & — cot 30° = V3.
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§ 9. Trigonomeetriliste funktsioonide margid.

Kuna cosa on iihikringi selle raadiuse 1opp-punkti
abstsiss, mis moodustab teljega OX nurga a, siis
koosinuse vairtused on positiivsed (negatiiv-
sed) nendes veerandites loppevate nurkade puhul, mil-
ledes punktide abstsissid on positiivsed (negatiiv-
sed).

Jarelikult, parempoolses pooltasandis (I ja IV veeran-
dis) loppevate nurkade (kaarte) koosinused on positiivsed;
vasakpoolses pooltasandis (II ja III veerandis) loppevate
nurkade koosinused on negatiivsed (joon. 27).

Joon. 27.

T Tt
TRPENe
—5<a<7 (ehk kraadides —90°< a<90°), puhul

Eriti on ja vahel asetsevate nurkade, s. t.

cos a > 0. Nurkade puhul, mis asetsevad % ja —g—n vahel,

st kui%<a<%n, on cos a< 0.

Kuna sin a on {ihikringi selle raadiuse 16pp-punkti ordi-
naat, mis moodustab teljega OX nurga «, siis on siinuse
védrtused positiivsed (negatiivsed) nendes vee-
randites 1oppevate nurkade puhul, milledes punktide
ordinaadid on positiivsed (negatiivsed).

Jarelikult, iilemises pooltasandis (I ja II veerandis)
Ioppevate nurkade (kaarte) siinused on positiivsed; alumi-
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ses pooltasandis (III ja IV veerandis) loppevate nurkade
siinused on negatiivsed (joon. 28).

Eriti on 0 ja & vahel asetsevate nurkade, s. t. 0 < a <
<_n (ehk kraadides 0° < a <C 180°) puhul sina > 0. Nur-
kade puhul, mis asetsevad — = ja 0 vahel, s. t. kui —a <
< a< 0, on sina<0.

Kuna tane ja cota on liikuva raadiuse 16pp-punkti
koordinaatide suhted,

sin e Y

lang=— ==; cota==
CoS e X Sin

Joon, 28.

siis tangensi ja kootangensi vdértused on positiivsed

(negatiivsed) nendes veerandites loppevate nurkade

puhul, milledes punktide koordinaadid on iihesuguste
(vastupidiste) mérkidega.

Jarelikult, I ja III veerandis loppevate

8 nurkade tangensid ja kootangensid on

positiivsed, Il ja IV veerandis Ioppevate

A nurkade tangensid ja kootangensid aga nega-
tiivsed.
c Ndide. Vaadeldes joonisel 29 ndidatud viisil

paigutatud vordkiilgse kolmnurga tippe B ja C,
Joon. 29.  gaame:

2 A Ly i gl Y &y
cos—3—n=cos 120 e ek 4 sm—s-n—sm 120 oot ot
tan%n=tanl20°=—\/_3.

P aiagns salanglE 4 =
Cszm=—; singr=— g tanﬁn_l/&
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§ 10. Trigonomeetrilised pohisamasused ja jareldusi
nendest.

Leiame pohiseosed, mis ithendavad nelja trigonomeet-
rilise funktsiooni véartusi argumendi antud vdartuse

puhul.
I. Uhe ning sama argumendi koosinuse ja siinuse ruu-

tude summa vordub iihega:

cosza—l—sin;"a= 1], (D)

Toestus. Olgu a mistahes nurk (kaar). Abstsisstel-
jega nurka a moodustava iihikringi raadiuse OM projekt-
sioonid telgedel OX ja OY on

X — COSie jai Y. == sina.
Kuna OM pikkus on 1, siis (vt. joon. 20):
x4+ y2=1 ehk cos?a-}sin2a=1, m. o. t. t.

II. Tangensi ja kootangensi definitsiooni kohaselt:

sina cos a
tang=——, cota=—= (IT)
cos a sina

Jareldusi. Korrutades samasused (II) liikmeti,
saame samasuse

tana-cota=1 |. (I1T)

Jagades samasuse (I) liikmeti kord suurusega cos?a,
kord suurusega sin? @, saame samasused:

sinZ2¢q 1 . cos’a 1
1 + cos’a  cos’a g sin? + g sin? a
ehk
1 —‘— tan2 g = m ja 1 + c0t2 m ¢ (IV)
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Teisiti voib neid samasusi kirjutada kujul
sec2a = 1-} tan? a ja cosec?a =1 - cot? a.

Selgitus. Iga trigonomeetriline samasus on vordus,
mis kehtib argumendi « koigi lubatavate védirtuste
puhul, s. t. argumendi koigi nende vaartuste puhul, millede
korral nii vorduse vasak kui ka parem pool omavad motte.
Nii néditeks vordus tan a - cot a =1 kehtib « koigi vdartuste
puhul, millede korral tana ja cota omavad motte, s. t.
a koigi véartuste puhul, vidlja arvatud nurgad (kaared)

k%, mis lopevad kas horisontaal- voi vertikaaldiameetri

otspunktides (nurkade k% puhul kas tangens voi kootan-

gens kaotab motte).

Trigonomeetrilised pohisamasused voimaldavad teos-
tada trigonomeetrilisi funktsioone sisaldavate avaldiste
samasusteisendusi ja toestada mitmesuguseid uusi trigo-
nomeetrilisi samasusi. Selleks kasutatakse fildisi reegleid
tehete kohta algebraliste avaldistega, trigonomeetrilisi
pohisamasusi ja jdreldusi nendest.

Niiteid. 1) Toestada samasus:

14 2sinacosa _ tana 1
sina —cos?a ~ tana—1

Toestus, Teisendame toestatava samasuse vasakut poolt, asen-
dades lugejas 1 summaga cos?a -} sin? a. Saame:

14-2sina cosa cos?a -+ sin2a -+ 2sina cosa

sin?a — cos? a sin?a — cos? a

(sinuz—{—‘corsu)2 __sina--cosa

(sina —cos @) (sina4-cosa)  sina—cosa

Jagame lugeja ja nimetaja suurusega cos a:
sina ! cos a
sina4-cosa cosa ' cose _ tana - |
sina—cosa  sina cosa  tane—1
cosa  cosa

Seega saime sama avaldise, mis asetseb toestatava samasuse
paremal poolel. Seda aga oligi tarvis toestada.

2) Lihtsustada avaldis:

> 2
P_Vl—}—sina—*—l——sina ;
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Lahendus. Teostame teisendused:

e V R BN T V 2(1 —sina) +2(1 fsine) _
s | Fsine " 1—sina 1 —sin%2a

2
VCOS" 'l/cosd l Cos a I :

Jarelikult P =

COSa’ kui cose>0, s. t. kui nurk o 16peb

parempoolses pooltasandis, ja P = — cog g @ KUl cosa <0, s. t. kul

nurk a 1opeb vasakpoolses pooltasandis.

§ 11. Trigonomeetriliste funktsioonide vidadrtuste arvuta-
mine, kui on teada mingi iihe trigonomeetrilise funktsiooni
vairtus.

Trigonomeetriliste pohisamasuste abil saab iga trigo-
nomeetrilise funktsiooni avaldada sama argumendi mis -
tahes teise trigonomeetrilise funktsiooni kaudu.

Trigonomeetriliste funktsioonide
avaldised koosinuse kaudu. Samasusest (I)
saab avaldada siinuse koosinuse kaudu:

Sl:rlaZi\/l—COSZa

Asendades sina jaoks saadud avaldise samasustesse
(IT) saame tangensi ja kootangensi avaldised koosinuse
kaudu:
= V1 — cos’a

COoS a

CcosS o
; cota= —

tana= o> = = e
+ VY1 —cos?a

Frigonomeetriliste funktsioonide
avaldised siinuse kaudu. Samasustest (I) ja
(IT) saame (samuti nagu eelmisel juhul):

sin «

COSa:i‘\/l——Sinza; tana=ivm;

2T Y1 —sinZa

cota= +—-——-_sma
Trigonomeetriliste funktsioonide

avaldised tangensi kaudu. Samasustest (IV)

ja (II) (esimestest) saame:
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1 b
cos2aq = —1——3; Sina=tanacos a.

14 tan?«’
Neist vordustest ja samasusest (III) jdreldub
1 : tan ¢ X i
c03a=i1/—l_+_tan_2a, a_+_~—1/1+tan s ot @ = .

Trigonomeetriliste funktsioonide
avaldised kootangensi kaudu. Samasustest
(IV), (II) ja (III) leiame:

cota : 1 . W
COS a = :‘:71‘{“::0“_‘;' sina's=- R tan a i

Teades iihe trigonomeetrilise funktsiooni vddrtust, voi-
mealdavad saadud valemid arvutada ilejdadnud trigonomeet-
riliste funktsioonide vddrtused argumendi sama vddrtuse
puhul.

Juuri sisaldavates valemites tuleb mérk - v6i — panna
soltuvalt sellest, missuguses veerandis 16peb nurk (kaar) a.

3
Nidide. On antud sina=—5—; arvutada teiste trigonomectriliste

funktsioonide yairtused, kui 90° < a < 180°.
Lahendus. Nurk a I6peb II veerandis, kus koosinus, tangens
ja kootangens on negatiivsed. Seega

cosa=-—l/m=—l/l—(—35—)2=—%:

tan __sm_a=___3_. cota=——4—.

§ 12. Trigonomeetrilised funktsioonid kui paaritud voi
paarisfunktsioonid.

Funktsiooni nimetatakse paarisfunktsiooniks,
kui tema vadartus y ei muutu argumendi mistahes vairtuse
x asendamisel vastandarvuga (— x). Paarisfunkt-
sioon on néiteks y = x2, sest

() d=— =1y
Funktsiooni nimetatakse paarituks, kui tema vadéar-
tus y asendub vastandarvuga (—y) argumendi mis-

tahes vairtuse x asendamisel vastandarvuga (— x). Paa-
ritu funktsioon on néiteks y = x°, sest

(—x)P=—r=—y
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Naiitena funktsioonist, mis pole ei paaris ega paaritu,
voib tuua funktsiooni x2 4 x. Toepoolest, x asendamisel
vastandarvuga (— x) saame:

(R (5 5) = S0,

millega aga (x> 0 puhul) ei vordu ei »2-}x ega ka
— (x2 4 x).

Teoreem. Koosinus on paarisfunktsioon:

cos (—a)=cosa |;

siinus, tangens ja kootangens on paaritud funktsioonid:

sin(— a) = —sin a; tan(— a) = —tan q;
cot(—a) = —cota

Liihidalt voib seda teoreemi sonastada ka jargmiselt:
koosinuse argumendi ees v0ib jdtta miinusmdrgi kirjuta-
mata; siinuse, tangensi ja kootan-
gensi argumendi eest v0ib miinus-
mdrgi tuua funktsiooni simboli
ette.

Toestus. Olgu « antud
nurk; vaatleme nurka (— a). Vas-
tandnurgad « ja (— @) moodusta-
takse litkuva raadiuse iihesuguse
pooramisega {ihisest ldhteasendist
OA vastupidistes suunda-
des. Seetottu on nende nurkade Joon. 30.
lopphaarad OM ja ON siim-
meetrilised  abstsisstelje  suhtes
(joon. 30). Jérelikult on punktide M ja N abstsissid vord-
sed, ordinaadid aga vastandarvud. Vorreldes punkti
M (x, y) koordinaate:

X==cosa ja y=sina,
punkti N(x, — y) koordinaatidega:

X=c0s (—a) ja —y=sin (—a),
saame:
cos (— a) =cos a; sin (— a) = — sina.
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Edasi leiame

S Esina) s sl :
tan(—a)= cos(—a)  cosa = —tang;
. cofl=ba), /o CDSYE. M
cot(— a)= g o e = —cotae, m. o. t. t.
Naiteid.
_V 3 J L3 G b § 5%
l)cos(———)—cosi—-—2—, mn(——)_—sm?——?,

tg(—F)= — tg—6—=——173=; ctg(———-)_—ctg—=— V3

2) cos (— 135% =cos 135° = ———}%2-—' sin(—135°)=—sin1350=—ﬁ .

tg(—135%) = — tg1350=1; ctg(—135) = —ctg1350=1.

§ 13. Nurga konstrueerimine tema trigonomeetrilise
funktsiooni antud viartuse jirgi.

Ulesanne 1. On anfud arv m; konstrueerida nurk
(kaar) a, mille koosinus on m.

Lahendus. Konstrueerime teljel OX punkti N abst-
sissiga x = m ja joonestame ldbi selle punkti teljega OY
paralleelse sirge.

Al

X B
M,
o 30

N/
Joon. 3l1.

Voivad esineda jargmised juhtumid (joon. 31):

Juhtum 1° |m|<1 puhul punkt N(m, 0) asetseb
ithikringi sees. Teljega OY paralleelne sirge 16ikub {ihik-
ringjoonega kahes erinevas punktis, milledest iiks punkt
M, asetseb iilemises, teine punkt M, aga alumises
pooltasandis. Iga niisuguse haaraga OM, v6i haaraga OM,
Ioppeva nurga a koosinus on m:

CoOSa=m.
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Juhtum 2°. m=+1 puhul punkt N(m, 0) iihtib
horisontaaldiameetri iihe otspunktiga ning ordinaattel-
jega paralleelne sirge puudutab iihikringjoont (joon. 31,2°).
Otsitava nurga lopphaaraks saab olla ainult kas OA (kui
m=1) voi OA; (kui m= —1). Vastavalt a = 2kx (kui
m=1) voi a=(2k+ 1)a (kui m=—1), kus k& on
gristaticsitdisarvi k=0, -+ 1, <=2 =

Juhtum 3° |m|>1 puhul punkt N(m,0) asetseb
véljaspool iihikringi ja ordinaatteljega paralleelne sirge,
mis ldbib punkti N, ei 16iku iihikringjoonega. Seega pole
ol em as nurki, mille koosinus on m.

Vidikseim mittenegatiivne nurk (kaar) ao
koigi nende hulgast, mille koosinus on m (kus |m|< 1),
asetseb 0 ja z vahel (iilemises pooltasandis). Seda nurka
(kaart) nimetatakse arkuskoosinus m ja tadhistatakse ap =
=.arccos m*.

Definitsioon. Arkuskoosinus m on nurk (kaar) 0 ja x vahel:
0L arccos m < =,

mille koosinus on m.

Kui |[m|>1, siis kirjutus
arc cos m ei oma motet, sest
pole olemas nurki, mille koo-
sinus oleks m.

Naiteid. 1) arccos1=0;

arccos(— 1) =mn; arccos 0= %:

| L _L)_l .
arc cos = , arc cos ) — 3 T,

oo

arccos 5 ei oma motet.
2) Joonisel 32 on ndidatud nur-

d 9 o
gada arccos 3 ja arc cos 3

Ulesanne Il. On antud arv m; konstrueerida nurk a,
mille siinus on m.

Lahendus on analoogiline eelmise iilesande lahen-
dusega: ordinaatteljel konstrueerime punkti N (0, m) ja
14bi selle abstsissteljega paralleelse sirge (joon. 33).

* Esimesed kolm tidhte arc on ladinakeelse sona arcus = kaar
lithendus.
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Juhtum 1° |m|<1 puhul teljega OX paralleelne
sirge 16ikub {ihikringjoonega kahes punktis, milledest
iiks punkt M; asetseb parempoolses, teine punkt M, aga

vasakpoolses pooltasandis. Raadiusvektorid OM; ja OM,
annavad otsitavate nurkade lopphaara kak's erinevat

asendit.
8
s = )
i b i
B

1 2 3°
Joon. 33.

Juhtum 2°. m= -1 puhul saab nurga « 16pphaa-
raks olla ainult kas OB (kui m=1) voi OB; (kui

m=—1). Vastavalt o= + 2= (kni m=1) voi
a=— % +2=a (kui m=—1), kus k on mistahes
taisarv.

Juhtum 3° |m|>1 puhul iilesanne ei oma lahen-
dit: pole olemas nurki, mille siinus oleks m.

Viikseima absoluutvddrtusega nurk
(kaar) nende hulgast, mille siinus on m (kus |m|<1),

asetseb ——% ja % vahel (parempoolses pooltasandis).

Definitsicon. Arkussiinus m on nurk (kaar) ——7;— ja

T
- vahel:

. b4
L arcsinm Q?,

NI

mille siinus on m.
Kui | m| > 1, siis kirjutus arc sin m ei oma motet.

Niditeid. 1) arcsin0=0; arc sin—;— =—g—; arcsin 1 = %;
op e i ( V3 %
arcsm(—T L M PR R
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3
2) Joonisel 34 on naidatud nurkade arc sin—g— ja arcsin {— 3)

konstrueerimine.
3) Leida (ligikaudselt) arcsin0,4226. Tabeleist (vt. V. Bradise
tabeleis tabel VIII) leiame (kraadimoodus): arc sin 0,4226 ~ 25°.

N
A

Joon. 34. : Joon. 35.

Ulesanne IIl. On antud arv m; konstrueerida nurk
(kaar) a, mille tangens on m.

Lahendus. Konstrueerime tangensteljel punkti
N (1, m), mille ordinaat on m (joon. 35). Sirge, mis iihen-
dab punkti N koordinaatide algusega, 16ikub {ihikringjoo-
nega kahes diametraalselt paiknevas punktis M; ja M,,
millede raadiusvektorid annavad otsitava nurga lopphaara
kaks erinevat asendit.

Viikseima absoluutvddrtusega nurk (kaar)
koigi antud tangensit omavate nurkade (kaarte) hulgast

asetseb —% ja % vahel.

Definitsioon. Arkustangens m on nurk (kaar) —% ja

n -
5 vahel:

—F<arctanm < 3,

mille tangens on m.

1 b1

Niiteid. 1) arctan0=0; arctan —==7 actn (- V3)=
43 L TR IRACL,
s 2 arctan1 = T arc tan (— 1) 7
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2) Joonisel 36 on nididatud nurkade arctan2 ja arctan(—2)
konstrueerimine.

Ulesanne IV. On antud arv m; konstrueerida nurk
(kaar) a, mille kootangens on m.

Lahendus on analoogiline eelmise iilesande lahen-
dusega: tuleb konstrueerida sirge ldbi koordinaatide alguse
ja kootangensteljel asetseva punkti N(m,1) ning leida
selle 16ikepunktid iihikringjoonega.

Vidikseim positiivne nurk
(kaar) koigi antud kootangensit oma-
vate nurkade (kaarte) hulgast asetseb
0 ja a vahel.

Joon. 36. Joon. 37.

Definitsioon. Arkuskootangens m on nurk (kaar) 0 ja
« vahel:
0 < arc cot m < =,

mille kootangens on m.

Niiteid. 1) arccot0= %; arccot1 = -Z—; arc cot (— ¥/'3) Z—Z—n.

2) Joonisel 37 on ndidatud nurkade arccot3 ja arccot(—3)
konstrueerimine.

Oeldust jéreldub, et funktsioonid cos a ja sina vdivad
omandada iga reaalarvulise vidirtuse m, mille absoluut-
vddrtus ei ole suurem kui 1. Seega

|cosa| < 1; |sina| < 1,
ehk teisiti kirjutatult:
—1<cosa<1; —1sina 1.

Funktsioonid tan « ja cot « voivad omandada igasuguse
reaalarvulise vidartuse.



I peatiikk
LIITMISVALEMID JA JARELDUSI NENDEST.

§ 14. Nurkade liitmine ja lahutamine.

Vaatleme kaht nurka, mille mootarvud on vastavalt «
ja p. Olgu punkti O iimber nurga a vorra pooratud kiir OA
omandanud asendi OB ja seejdrel asendist OB ldhtudes
pooratud veel nurga g vorra,
omandades asendi OC. Need
kaks jarjestikust pooret voib
asendada iiheainsa poordega
niisuguse nurga vorra, mille
ldhtehaaraks on OA ja 16pp-
haaraks OC ning mille
mootarv on a-+p. Seda
nurka nimetatakse nurkade a Joon. 38. Joon. 39.
ja p summaks (joon. 38).

Nurkade lahutamine on liitmise poordtehe: kahe nurga
a ja f vahe a — f on niisugune nurk, mille summa nurgaga
p on nurk a. Nurkade a ja f vahet voib esitada nurga « ja
nurga B vastandnurga (— f) summana. Toepoolest, kui
kiirt poorata algul nurga « vorra, seejdarel nurga (— f)
vorra ning lopuks nurga g vorra, siis tema loppasend
ithtib nurga « lopphaaraga (joon. 39):

[a+ (—Hl+p=0a

Ringjoone kaari liidetakse ja lahutatakse samade reeg-
lite jirgi, millede jdrgi liidetakse ja lahutatakse neile vasta-
vaid kesknurki.

§ 15. Liitmisvalemid koosinuse jaoks.

Liitmisvalemite ndol piistitatakse trigonomeetrias ees-
kirjad, millede abil saab argumeritide o ja § trigonomeetri-
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lisi funktsioone teades arvutada nende argumentide summa
ja vahe (a- p) trigonomeetrilised funktsioonid.

Teoreem. Kahe argumendi summa (vahe) koosinus vor-
dub antud argumentide koosinuste korrutise ja siinuste
korrutise vahega (summaga):

cos (a - f) = cos a - cos f — sin a - sin f; (D
cos (a— ) = cos a - cos f -} sin a - sin g. (1IT)

Toestus. Toestame valemi (II). Toestus tugineb sel-
lele asjaolule, .et tasapinna poorlemisel iimber punkti ei

Joon. 40.

muutu sirgloikude pikkused. Olgu M ja N iihikringjoone
punktid, milledes 16pevad antud kaared a ja g:

/L AOM =a ja /AON=g (joon. 40).

Punktide M ja N koordinaadid siisteemis XOY on jarg-
mised:
Xp=cosa, Yf=Sina;, X2==Cco0Sf, Ys=sinp;

nende punktide vahelise kauguse ruut on vordne:
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PR - et SPEORE

Al NS

A ————— iy, W
2

o —

d? =(xy — x1)%2 4 (Y2 — y1)? =(cos § —cos a)? |- (sin g —
— sin a)2 = (cos? B -+ cos? a — 2cos f cos a) - (sin? g4
—+ sin? @ — 2sin g sin a) = (cos? g - sin? g) + (cos? a -+
—+ sin? a) —2(cos acos f+ sinesin g) =2 —
— 2(cos a cos g - sin a sin ).

Poorame koordinaattelgi {imber punkti O nurga g vorra.
Abstsisstelje uus suund OX’ langeb {ihte raadiuse ON
suunaga. Raadius OM moodustab teljega OX’ nurga a — 8.
Téepoolest, [/ XOX' 4 / X’OM= / XOM ehk B
+ / X’OM = @, kust / X’OM =a— B.

Siisteemis X’OY” on punktidel M ja N jéargmised koordi-
naadid:

x’ =cos(a—f), y/=sin(a—f); x»'=1, y'=0.

Arvutame punktide M ja N vahelise kauguse ruudu,
kasutades nende punktide koordinaate siisteemis X’OY”:

@ = (% — )2+ (y’ —y")2=1[1—cos(a— B) 12+

+ sin*(a — ) = [cos?(a — B) + sin*(a — )1+
+1—2cos(ea— pB) =2 —2cos(a—p).

Vorrutame suuruse d? jaoks leitud kaks avaldist:
2 —2cos(a— f) =2 —2(cos a cos -} sin a sin g),
kust saamegi valemi (II):
cos(a — B) = cos a cos B -} sin a sin .

Valemi (I) tuletamiseks kirjutame valemis (II) argu-
mendi g asemele (— f):

cos[a —(— ) 1= cos(a + B)= cos a cos(— )+

- sin a sin(— g).

Arvestades, et siinus on paaritu ja koosinus paaris-
funktsioon, saame:

cos(a- f)=cosacos f—sinasinf, m. o.t. t.

Toestatud valemid (I) ja (II) on oiged mistahes
nurkade « ja g puhul. Téepoolest, nende valemite tGestami-
sel me kasutasime ainult nurkade ja kaarte liitmise ja lahu-
tamise iildist reeglit ning kahe punkti vahelise kauguse
valemit, kuid viimane valem on oGige punktide igasuguse
paiknemise puhul.
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Ndide. Arvutada cos 15°.
Lahendus. Kuna 15°=145°—30° ja on teada, et cos45°="

Ve V3

: R ; od E { ol T
= sin 45 =5 ja cos 30° = 5 sm30—2 , siis
cos 15° = cos 45° — 30° = cos 45° cos 30° +} sin 45° sin 30° =

=1/§2_VT3 VTQ.%=K4Z(V§+1) ~ 0,9659.

§ 16. Valemid tdiendusnurkade jaoks.
Oeldakse, et nurgad (kaared) a ja g tdiendavad
teineteist tdisnurgani [voi lihtsalt: on tdiendusnurgad
(-kaared) ], kui nende summa on %, s. t. kui e} g= %
ehk a = % — B.
Lemma. Uhe tiiendusnurga koosinus vordub feise
siinusega: cos f = sin a; cos a = sin f.
Toestus. Kasutades vahe koosinuse valemit, saame:
cos f# = cos (—721—(1) £=T0S —2"—cos a - sin % sin a
ja
COS @ == COS (g———ﬁ) = 08 5 cos f§ +- sin - sin .
Asendades cos% == 08 et % = 1, saamegi toestata-
vad samasused.

Niiteid. 1) cos = W= Ml i

2) cos (—%) =sin[—§——(——%)]=sin%n=%:.

§ 17. Liitmisvalemid siinuse jaoks.

Teoreem. Kahe argumendi summa (vahe) siinus vordub
esimese argumendi siinuse ja teise argumendi koosinuse
korrutise ning esimese argumendi koosinuse ja teise argu-
mendi siinuse korrutise summaga (vahega):
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sin(a - f)==sin a cos g -}- cos a sin g
sin(a — f)== sin a cos  — cos a sin g

(111)
(IvV)

Toestus. Summa a -+ g siinus vordub tdiendusnurga

%—(a—l—ﬂ) koosinusega; viimast nurka voib aga kuju-

tada « 'téiendusnurga %—;1 ja p vahena,

F—(a+p=(5—a)—8.

t.

Jarelikult (vahe koosinuse ning tdiendusnurkade vale-

meid kasutades):

sm(a+,8)~cos[——(a—{—ﬂ)]_cos[(——~a)-ﬂJ:
==C0S (—2-——41) cos 8 -} sin (—2——a) sin f = sin a cos f§ 4

- cos a sin 8.

Kirjutades aslatoestatud valemis (III) g asemele (— fp),

saame vahe siinuse valemi:

sin(a — p)= sin[a + (— B) ] = sin a cos (— p) -+

-+ cos asin(— f)=sinacos f —cosasinf, m.o.t.t.

Nidide. Arvutada sin 15°.
Lahendus:

sin 15° = sin (45° — 30°) ='sin 45° cos 30° — cos 45° sin 30° =

=5 S — 5y =5 (V3—1) ~02588.

§ 18. Liitmisvalemid tangensi jaoks.

Teoreem. Argumentide « ja g koigi lubatavate vidrtuste

puhul kehtib valem

tan(a—l—ﬂ)z tan a -} tan g

1 —tan a tan g

(V)

Selgitus. Argumentide « ja g lubatavad vaartused

on sellised, millede puhul kaarte a, § ja a-}+ p tangensid
omavad motte. Jarelikult need kaared ei tohi loppeda verti-
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kaaldiameetri otspunktides ja siis on koigi kolme vaadel-
dava kaare koosinused nullist erinevad.

Toestus.
tan{a o g S Ay eln e con fCF Gow & sterh

cos(a 4+ ) ~cosacos f—sinasinf’

Jagades selle murru lugeja ja nimetaja korrutisega
cos a cos 320, saamegi valemi (V):
sinacosf , cosasinf
__cosacosf ' cosacosf __ tana - tanp
tan(a + f)= cosacosf sinasinf = 1—tanatanp’
cosacosf  cosacosf

m, 0.4t

Kirjutame valemis (V) g asemele (— ﬁ) ja arvestame,
et tangens on paaritu funktsioon:

tan a | tan(—
tan(a — p)= tanla 4-(— f) 1= 1a_11tan+?:z¥i—ﬂ;) O
o Sam 0 —tan .
" l14tanatang”

Seega oleme saanud valemi:

tan o — tan g

tan(a— B) = T hantas 1 (VD)

Niide. Leida tan (% + a) p

Lahendus:

n

tan — } tan &
b1 iE 4 1+ tana

tan (§ 4 o) =———— = :

l—tan%tana ko Al

§ 19. Liitmisvalemitest mitme argumendi puhul.

Kahe argumendi jaoks saadud liitmisvalemite jarjestikuse raken-
damise teel voib tuletada liitmisvalemid trigonomeetriliste funktsioo-
nide jaoks kolme, nelja jne. argumendi summast. Nii “nditeks on
liitmisvalemid trigonomeetriliste funktsioonide jaoks kolme argumendi
summast jargmised:

sin (¢ 4B+ y)=sin (¢ + B) + y] = sin{a -+ £) cos y +-cos (e -+ B)siny =
= (sin @ cos B +- cos « sin g) cos y - (cos a cos B — sin « sin B) sin y =
==sin & cos B cos y 4 cos a sin B cos y - cos a cos g sin y — sin « sin gsin y;
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analoogiliselt
cos (e« + B + y) = cos (a + p) cos y — sin (a4 g) siny =
= COS @ COS B €O y — Sin «a sifi # cos y — sin & cos B sin y — cos « sin Bsin y;
ning 15puks
sin(e+£g+y) _
cos (@ + 4 + )
_ tan ¢ tan p 4 tan y — tan « tan g tan y
" 1—tanetan @ —tan e tan y —tan g tan y

tan (« 4 8 + y) =

§ 20. Taandamisvalemid.

Taandamisvalemeiks nimetatakse valemeid, mis avalda-
vad argumentide

—a,—%ia,nia,—;nia, 2n+ a

trigonomeetrilised funktsioonid argumendi « trigonomeet-
riliste funktsioonide kaudu, kus a on argumendi mistahes
(lubatav) vddrtus. Koik need valemid on mahutatud jarg-
nevasse tabelisse (lk. 41).

Taandamisvalemite tabelit tuleb kasutada jérgmiselt.

Olgu néiteks vaja arvutada tan (%-{—a). Votame tabelis

selle rea, kus argumendiks on mérgitud% + a (s. t. teise

rea) ning selle veeru, mille pealkirjaks on tan (s. t. kol-
manda veeru); nende ristumiskohale on kirjutatud
(—cota). Vastav taandamisvalem omab seega kuju:

tan (—72t—+a) = —cot a.

Taandamisvalemid ei vaja erilist toestust. Tabeli esi-
mese rea valemid véljendavad trigonomeetriliste funkt-
sioonide kui paaritute voi paarisfunktsioonide omadusi
(vt. § 12), iilejadanud valemid jédrelduvad liitmisvalemitest
siinuse ja koosinuse jaoks. Niiteks tuletame valemid argu-

mendi -g—n—}—a puhul. Arvestades, et cos—‘;’—n=0 ja

sin? n= — 1, saame:
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3 3 3 558 :
cos(7n—|—a)=cos7nc05a——sm—2—.—c sina =

=— (—1) sina=sina;

e A g 3 2
Sm‘7.7t—{—a)28m%nCOSa+COS—Q—nSlna=—~COSa;
3
sin|l=n+a«
3 bgrts) . _ |
tan (—2—'n+a)= z P 'COSLZ:_cota*;
\ sin «
COS(—2—ﬂ+a)
3
cos ——n+a) .
3 )__ (2 s s
cot(77v+a = _-_COSa._—tana.

sin (—g—w -+ a)

Tabeli viimases veerus on antud taandamisvalemite
1—9 geomeetriline selgitus juhul, kui « on teravnurk
(vordsed kolmnurgad on viirutatud).

Neljanda ja kaheksanda rea valemid on ka geomeetri-
liselt toestatavad. Kui nurgale a liita =, s. t. pool tdispoo-
ret, siis liikuv raadius omandab diametraalselt vastupidise
asendi. Liikuva raadiuse 16pp-punkti abstsiss x ja ordinaat
Y, s. t. nurga « koosinus ja siinus, muutuvad vastandmar-
gilisteks (kusjuures absoluutvdirtus jaab samaks):

cos (w -+ a) = — cos a; sin (x4 a) = —sin q,

nende suhted aga ei muutu:

tan (7 + a) :}gg—gztan a
cot (x -+ a) zz—;(:f—z:cota.

Kui nurgale « liita mistahes tdisarv tdispoordeid, siis
liikuv raadius omandab esialgse asendi ning tema 16pp-
punkti koordinaadid ei muutu. Seetottu trigonomeetriliste
funktsioonide vdartused argumentidest « ja a - 2kx on iga
tdisarvu k=0, + 1, +2, +3, 4+ 4,... puhul omavahel
vordsed:

cos (a + 2kn) = cos a; sin (a -+ 2ka) = sin q;
tan (a - 2kn) =tan a; cot (a -+ 2kn) = cot a.

< £
* Summa tangensi valem pole rakendatav, sest tan g e eksis-

teeri.
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Funktsioon

=_ cos sin tan cot
» | Argument Sl
= | radiaanides B %
(kraadides) B
|
1 S cosq | —sina |—tan«
2 % +« (90° +a) | —sina cosa | —cota
3 g— - (90° — a) sine | cose| cote
4 | nta " (180° +a) | —cose | —sina | tana
\
5| n—ea (180°—a) | —cosa sing | —tan «
o | FoaiF s \
3 :
6 3n+a (270° -+ @) sing |—cosa | —cote | —tane S
N
3
7| ga—e (270° — @) | —sina |—cos« cote tan e P
l TN
8|2n+a (360°+a) | cosa| sine| tana| cota BN
N
92—« (360° — a) cosa|—sina |—tana |—cot &




Kui k=1, siis saame siit tabeli kaheksandasse ritta
kirjutatud valemid.

Taandamisvalemid nditavad, et praktilistes arvutustes
piisab teravnurkade (isegi mitte suuremate kui 45°) trigo-
nomeetriliste funktsioonide vddrtuste teadmisest.

Toepoolest, olgu g mistahes nurk. Kui § on nega-
tiivne, siis saab (kasutades seda, et koik trigonomeetri-
lised funktsioonid on kas paaritud voi paarisfunktsioonid)
tema trigonomeetriliste funktsioonide vaértused avaldada
nende vaartuste kaudu positiivsest nurgast (—p).

Olgu g mistahes positiivne nurk. Kui ﬂ>360°
siis voime é&ra jatta tdisarvu tdispoordeid ja seega aval-
dada nurga p trigonomeetrilised funktsioonid niisuguse
positiivse nurga trigonomeetriliste funktsioonide kaudu,
mis on vdiksem kui 360°.

Olgu p mistahes positiivne nurk, mis on vdiksem
kui 360°. Vaatleme nurga g l1opphaara ja koordinaattelgede
vahel asetsevat kaht teravnurka ning tdhistame iihe neist
_tdhega a (viikseim neist nurkadest ei ole suurem kui 45°).
Sobivate taandamisvalemite abil saab niilid nurga g trigo-
nomeetrilised funktsioonid avaldada nurga e trigonomeet-
riliste funktsioonide kaudu.

_Néide. Arvutada cos (— 1000°).

Lahendus:
cos (— 1000°) = cos 1000° = (koosinus on paarisfunkt-
¢ sioon)
= cos (2 - 360° + 280°) = cos 280° = (taispoorete eraldamine)
= cos (270° 4 10°) = sin 10° =~ (taandamisvalem)
=~ 0,1736 (V. Bradise tabel VIII).

Taandamisvalemite kasutamisel voib juhinduda jargmi-
- sest reeglist.

Reegel. Kui nurga o lahtehaar tuleb paigutada hori-
sontaaldiameetrile (valemid nurkade — a, 7+ a, 27+ a
jaoks), siis on funktsioonid vorduse mélemal poolel sama-
“nimelised; kui nurga a ldhtehaar tuleb paigutada verti-

kaaldiameetrile (valemid nurkade % + a, -§~n + a jaoks),

siis on funktsioonid vorduse molemal poolel sarnasenime-
lised (siinus ja koosinus, tangens ja kootangens);

mdrgi mddramiseks vorduse paremal poolel oleva trigo-
nomeetrilise funktsiooni ees tuleb lihtsalt mddrata vorduse
vasaku poole mirk; lugedes nurga a teravnurgaks.
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Nidide, Koostada taandamisvalem tan (;-n——a) jaoks.

Lahendus. Kuna nurga a lihtehaar (lahutamisel nurgast % )

tuleb paigutada vertikaaldiameetrile, siis vorduse paremal poolel
saame kootangensi. Kuna valem peab olema oige koigi (luba-
tavate) o vadartuste puhul, siis on ta oige ka teravnurga puhul;’ kui

3
aga a on teravnurk, siis gR—a 16peb III veerandis, kus kootangens on

positiivne. Jarelikult tan (%n—a)= cot @ (kontrollida tabeli jargi).

§ 21. Argumendi kahekordistamise valemid.

Argumendi kahekordistamise valemid avaldavad kahe-
kordse argumendi 2a trigonomeetrilised [funktsioonid argu-
mendi o trigonomeetriliste funktsioonide kaudu.

Vottes summa koosinuse valemis a =  saame:

co0s 2a = cos(a -+ a) = cos a cos a — sin a sin a =
= c0s? a — sin? a.

Seega, kahekordse argumendi koosinus vordub antud
argumendi koosinuse ja siinuse ruutude vahega:

cos 2q = cos? @ —sinZ q- |. (VIID)

Vottes summa siinuse valemis a = § saame:

sin 2¢ = sin a cos a -+ cos « sin a = 2 sin a cos a.

Seega, kahekordse argumendi siinus vordub antud argu-
mendi siinuse ja koosinuse kahekordse korrutisega:

sin 20 =2sinacosa. |. (VIID)

Analoogiliselt tuletatakse argumendi kahekordistamise
valem tangensi jaoks:

2tana
tan 260 = than2 3 ; (IX)
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Naide.
; 1\2 (V3)\2 1
pg 2 60° (S BOP ===} LR e s
cos 120° = cos? 60 sin? 60 (2) ( D) ) D)

Liitmisvalemite jérjestikﬁse rakendamise teel voib tule-
tada kordse argumendi, s. t. 3a, 4a jne. trigonomeetriliste
funktsioonide valemid.

Niide.
cos 3a = cos (2a }- a) = cos 2a cos @ — sin 2a sin a =
= (cos? a — sin? @) cos @ — 2 sin @ cos @ sin @ = cos® a — 3 sin? @ cos a.
Asendades sin?a avaldisega 1 — cos?a, saame:
cos 3a = 4 cos® @ — 3 cos «.
sin 3a =sin (2a - a) = sin 2a cos @ -} cos 2a sin a =
= 2 sin a cos? a -+ (cos? @ — sin? @) sin @ = 3 cos? a sin @ — sin? a.
Asendades cos? @ avaldisega 1 — sin? @, saame:
sin 3a = 3 sin « — 4 sin® a.

§ 22. Argumendi poolitamise valemid.

Argumendi poolitamise valemid avaldavad poole argu-

mendi —g— trigonomeetrilised funktsioonid argumendi o tri-

gonomeetriliste funktsioonide kaudu.
Asendame kahekordse argumendi koosinuse valemis

. . a
argumendi « poole argumendiga s

cos(z:coszg— sin2§. (1)

Kasutades samasust
I = cos? 5+ sin® 3, (2)

liidame ja lahutame samasused (1) ning (2) liikmeti; siis
saame:

2c0s? 2 =1+ cosa; 2sin®s=1-—vosq,

kust leiame

| L cosa
cos g =/ L0 (X)

[~
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ja

sing = + ]/';;““ : (XI)

Jagades samasused (XI) ja (X) liikmeti, saame

1—cosa ¥
_—+l/l+cosu g (XI1)

Mirgid juurte ees tuleb valida vastavalt sellele, milli-

. -~ (74
ses veerandis 1opeb nurk .

Nditeid. 1) Arvutada sin 2 = sin 22°,5 ja cos 2 — cos 2250

8 8
5 n 7R
Lahendus Kuna cosT=c0545°——2—, siis
1/2 g e o
e i il 452 0
Bl o 2 4
V2
p R T A W
sin g~ = R R TG ]

Juurte ees on mirk - sellepérast, et% on teravnurk.

2y On-antng, et Ssinu s — _g_, kus n <« <—g—n; arvutada
cos L, sin &, tan T,
2 2 2

'L h d Lei = l——g——-i Kuna nurk

ahendus. Leiame cosa=— % = 5 u

.% 1opeb teises veerandis, siis cos -9‘-<0. sin_'1>0 ja tan -g_<0.

l/l ("’—) Ly 38

Seega cos -—=—

‘/__ ( 4) |
A 3]/10 [ 45N
Sll’l7—— 3 D) = g 10 s tan —2‘——-—- 3.
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§ 23. Valemid, mis voimaldavad trigonomeetriliste
funktsioonide korrutise teisendada summaks.

Liidame liikmeti samasused

cos (a — f) = cos acos -+ sinasin g (11)
ja
cos (a—+ p) = cos a cos § — sin a sin g, (1)

vahetame saadud vorduse pooled ning jagame need kahega.
Seega saame jdrgmise valemi, mis teisendab kahe koo-
sinuse korrutise summaks:

C0S q €08 f = —= £ _—ﬂ)—;_ sl 4 (XTIII)

Kahe koosinuse korrutis vordub nende argumentide
vahe koosinuse ja summa koosinuse poolsummaga.

Kui samasusest (II) liikmeti lahutada samasus (I), siis
saame valemi siinuste korrutise teisendamiseks:

sinasin p— SHU-A_0C1H |, o0

Kahe siinuse korrutis vordub nende argumentide vahe
koosinuse ja summa koosinuse poolvahega.

Liites ' liikmeti sin (e ) ja sin (a— ) valemid,
saame siinuse ja koosinuse korrutise teisendamise valemi:

sin a cos f =

sin(a + f) + sin(a — )
s S e

Siinuse korrutis koosinusega vordub nende argumentide
summa siinuse ja vahe siinuse poolsummaga.

Jareldus. Kui ¢= g, siis saame valemid:

3 ; Y 1+ cos?2
sina cos a = ?sm2a; cos2a :._"*:..,20__‘_’_;
i 1 —cos 2«

SlI‘l“(Z_——-A—2
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Tuletatud valemite jérjestikuse rakendamise teel voib
teisendada summaks siinuste ja koosinuste ning nende
(naturaalarvuliste) astmete igasuguse korrutise.

Niiteid. 1) Teisendada summaks korrutis cos 2a cos 4a.
Lahendus:

cos 6 + cos 2«
cosdacos2a= - + s

2) Teisendada summaks sin*a cos?a.
Lahendus:
1—cos2a sin®2¢

sin* @ cos? a = sin? a (sin @ cos a)? = 3 v

— cos4an

(1 — cos 2a) TR (1—cos2a—-cos4a+cos2acos4a)=

6a +
(1—cos2a—cos4a—{—cos « cos2a)_

¥ i __cos 2a __cos 4a % cos 6
FEp T 32 16 32

§ 24. Valemid, mis voimaldavad trigonomeetriliste
funktsioonide summa teisendada korrutiseks.

Need - valemid voimaldavad kahe trigonomeetrilise
funktsiooni summa ja vahe kujutada (mingite teiste argu-
mentide) trigonomeetriliste funktsioonide korruttsena

Kahe koosmuse summa valem:

cos a -+ cos ff = 2 cos a—_;—_—ﬂcosa;’f XV

Kahe koosinuse summa vordub nende argumentide pool-

summa koosinuse ja poolvahe koosmuse kahekordse korru-
tisega.

Toestuseks tuleb vaid parempoolne korrutis teisendada
summaks:

at-p RS 2
2 cos 5 €08 L e
at+pB , a—B at+p a—§
2+2)+c°s(2_2
2
=cos a-+ cos B, m. o. t. t.

M2COS(




Samal viisil toestatakse jargmised kolm valemit.
Kahe siinuse summa valem:

sina - sin p=2sin “Fcos “F |, (XVIN)

Kahe siinuse summa vordub nende argumentide pool-
summa siinuse ja poolvahe koosinuse kahekordse korruti-
sega.

Koosinuste vahe valem:

€0s @ — €os f§ = — 2 sin ";ﬂsin“;’g . (XVIII)

Kahe koosinuse vahe vordub nende argumentide pool-
summa siinuse ja poolvahe siinuse kahekordse korrutise
vastandarvuga.

Siinuste vahe valem:

it N el SO0 O

sin g — sin = 2 cos —; )

Kahe siinuse vahe vordub nende argumentide pool-
summa koosinuse ja poolvahe siinuse kahekordse korruti-
sega.

Tangensite summa ja vahe valemid:

tan a - tan f — 2:)';(::;5—’? (XX)
ja
tana—tan/;:g;'s(—:;_fﬁl : (XXI)

Nurkade (kaarte) a ja g jaoks on lubatavad koik viir-

tused peale % + ka. a ja p koigi tubatavate viirtuste puhul
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funktsioonid tana ja tan § omavad motte ning cos a =0,

cos B2%0.

Toestuseks teostame jargmised teisendused:

__sing | sing __ singcosp4cosesing
tana—’l‘tanﬂ*COSa_l_cosﬂ— cos ¢ cos B ok
: __sin(a+p)

08 g cos B

Sama meetodiga saab toestada samasuse (XXI).

Valemeid (XVI) — (XXI) nimetatakse ka logarit-
mitavale kujule teisendamise valemiteks,
sest teostades arvutusi logaritmide tabelite voi arvutus-
litkkati abil on mugav arvutada korrutisi, mitte aga sum-
masid ja vahesid.

Summat 1 -+ cosa saab teisendada korrutiseks vale-
- mite (XIV) ja (XVIII) abil. Arvestades, et 1=cosO0,
saame 1 - cos a = cos 0 4+ cos a ning 1oplikult

1+c03a=2cos2%; 1—COSa=25in2%.

Niiteid. Teisendada korrutiseks:
1) sin 24° 4 sin 22° = 2 sin 23° cos 1°;

2) sina -} cos f = sin a -+ sin (_72’__‘3):
= 2§ (%—{—a;ﬂ) cos (i_a"i‘ﬂ);

4 2

! L7 ; S b o n o
3). 1 —sina = sin + —sina = 2sin (2——7)cos(7+—-2—)—

2
18 W gl B AR T (e
= 2 cos (4+2) 2 sin (4 2)
(argumendid %————g— ja %—{—% tdiendavad teineteist tdisnurgani).

§ 25. Avaldise asin « -}- b cos « teisendamine korrutiseks.

Olgu a ja b nullist erinevad arvud. Konstrueerime tasapinnal
punkti M(a, b), mille abstsiss on @ ja ordinaat b. Raadiusvektori OM

pikkus on r = V a? + b2. Abstsisstelje ja OM vahelise nurga ¢ koo-
sinus ja siinus on:
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a b
COSQPp = ————, g — s
"Tvete Vat b

Teostame jirgmised teisendused
sin ¢ + —b— cos a)
Vot

asina bcosa= V—(12 62 | ——
1 7 (Vaz+ b?
= V a2 - b2 (sin a cos ¢ - cos a sin ¢)

Seega
asina -+ bcosa =V a4+ b%sin (a + ¢)

Nurka ¢ nimetatdkse abinurgaks
' e V2
Niiteid. 1) sina-4-cosa=V 2 sma-—2—+cosa- 3

=V2 (sin @ COS 7:— -+ cosa sm—) V2 sin (a+—)

2) 2sina—3cosa= \/—lg( — sina — Lcos«x) =
V13
= V/13sin (a + ¢),
kus
2 V13 i
= arccos — 3~~~ arc cos 0,5548 ~= 56°18’ (leiame

¢ = arc C0S ——
V13

tabelist).
§ 26. Valemid, mis avaldavad trigonomeetrilised
funktsioonid poole argumendi tangensi kaudu.

Teoreem. Kui o 32 (2k -} 1) = (kus k on tdisarv), siis sina, cosa
ja tan « avalduvad ratsionaalselt * tan & 3 kaudu jargmiste valemitega:

9tan % 1 — tan? = 2 tan —
. - B 2 g
sma:———m—-»rrra-, cosa:——-——a; tanae =
1+tan—7 1 — tan? 7

1 4 tan? 5
Toestus. Argumendi kahekordistamise valemite kohaselt

sina = 2sm S0s a 0s2 “ in2
= 5 -3 cosa=cos?5 —sin? -
2’ i 2

* Ratsionaalselt tdhendab: juuri e. radikaale mitte sisal-

cavate algebraliste avaldiste kujul
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ehk

(24 « 9 & 2 «

2 sin— cos — cos? — —sin2 —

2 2 2 2

sine = ——— e & s o
cos? 5 sin2 < cos? — -} sin2 —

=~ + 3 5+ 5

(murdude nimetajad on samaselt vordsed iihega). Kuna « = n -+ 2kn,

siis -%-¢ %-}— kn ja jarelikult cos %— #0. Jagades saadud vorduste

paremate poolte lugejad ja nimetajad suurusega cos? % saame kaks

esimest samasust. Neid samasusi teineteisega liikmeti jagades saame
kolmanda valemi.

-—-—-—.——-"‘ B
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IV peatiikk.

TRIGONOMEETRILISTE FUNKTSIOONIDE
POHIOMADUSED.

§ 27. Arvulise argumendi trigonomeetrilised funktsioonid
ja nende mddramispiirkonnad.

Eelmistes peatiikkides loeti trigonomeetrilise funktsiooni
argumenti nurgaks voi kaareks, kuid seda argumenti voib
vaadelda ka kui arvu, ja nimelt: frigonomeetrilise funkt-
siooni argumendiks vo6ib lugeda mitte nurka (kaart)
ennast, vaid tema suurust viljendavat arvu. Seejuures
moodetakse nurki ja kaari tavaliselt radiaanides. Nii
néiteks cos 2 (s. t. arvu 2 koosinus) on sellise nurga koo-
sinus, mille mootarv on 2 radiaani; sin 20 on sellise nurga
siinus, mille mootarv on 20 radiaani.

Kédesolevas peatiikis me uurime arvulise argumendi
trigonomeetriliste funktsioonide omadusi.

Funktsiooni moiste on teada algebrast. Viide, et y on
argumendi x funktsioon, tdhendab jargmist: on olemas vas-
tavuse seadus, mille jargi argumendi x igale viéirtusele
vastab funktsiooni y mingi kindel véartus.

Argumendi koigi vdidrtuste hulka nimetatakse antud
funktsiooni méddramispiirkonnaks.

Trigonomeetrilistel funktsioonidel on jérgmised maééra-
mispiirkonnad.

1°. Funktsioonid cos a ja sin‘aomavad kindla vairtuse
argumendi « mistahes arvulise ‘viirtuse puhul. Toe-
poolest, iihikringjoonele voib punktist A(1,0) ldhtudes
kanda mistahes arvuga « mootuva kaare; selle kaare 16pp-
punkti koordinaadid x ja y on funktsioonide cos a ja sina
véartused.

Seega, funktsioonide cos a ja sin « mdiaramispiirkonnaks
on koikide reaalarvude hulk.
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2°. Funktsioon tana omab kindla vaidrtuse iga kaare

puhul peale nende, mis mootuvad arvudega %—f— kn (kus B

on tdisarv); viimatinimetatud kaared ei oma tangensit.
Tangensi médramispiirkon-

naks on koikide nende reaal-

arvude hulk, mis ei oma kuju 0

i3 S ETE A

b} + kan. --é-ﬂ 53 7 *E-ﬂ -i-ﬂ
Kui koikide reaalarvude hul-

gast eraldada arvud, mis oma- Joon. 41.

vad kuju g—+ kn, siis jadb jargi
Iopmatu hulk vahemikke *:
3 7 o) " O A
ol gm—3)s =5.5) (5239 o Goon. 4D).

3°. Funktsiooni cot ¢« méiramispiirkonnaks on koikide
nende reaalarvude hulk, mis ei oma kuju k=, s. t. 1opmatu
hulk vahemikke:
==, 0),(0; 7)), (7 2x); . .

(arvudega kn mootuvad kaared ei oma kootangensit).

§ 28. Trigonomeetriliste funktsioonide tokestatus voi
tokestamatus.

Funktsiooni nimetatakse tokestatuks (tema mada-
ramispiirkonnas), kui leidub niisugune positiivne arv M,
et argumendi ko6ikide véairtuste puhul funktsiooni vaar-
tused ei ole absoluutvdartuse poolest suuremad arvust M.
Kui funktsioon voib omandada absoluutvaartuse poolest
kuitahes suuri véairtusi, siis nimetatakse teda
tokestamatuks.

Trigonomeetriliste funktsioonide tokestatus voi tokes-
tamatus jareldub § 13 selgitatud omadustest. Nimelt:

* Meenutame vahemiku definitsiooni. Olgu
a ja b kaks reaalarvu, kusjuures a < b. Vahe-
mikuks a-st b-ni nimetatakse koigi reaalarvude x
hulka, mis asetsevad a ja b vahel, s. t. a < x < b. a b

Arvsirgel (joon. 42) kujutatakse vahemik sirg- OO
Idiguna, mis on piiratud punktidega a ja b, acx<b
kusjuures need punktid ise vahemikku ei kuulu.

Vahemik a-st b-ni tdhistatakse: (a, b). Joon. 42.
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funktsioonid cos a ja sin « on tokestatud, sest nende viar-
tused ei ole absoluutvddrtuse poolest suuremad kui 1
(vi. Tk 32):

|cosal| < 1, |sina| < 1.

Funktsioonid tan « ja cot« on tokestamata, sest nad
molemad voivad omandada mistahes reaalarvulise vadir-
tuse.

§ 29. Vahemikud, milledes trigonomeetrilised funktsioonid
sdilitavad marki.

Kui mingisse vahemikku kuuluva argumendi koi -
kide véadrtuste puhul funktsiooni vdartused on sama-
margilised (kas positiivsed voi negatiivsed), siis oel-
dakse, et funktsioon sdilitab selles vahemikus
marki.

Uheksandas paragrahvis oeldust jéreldub:

1°. Vahemikes (——-g——{— 2k 7, —;——{— 2kn) (kus k on mis-
tahes tdisarv) on funktsioon cos a positiivne. Toepoolest,
kui — 3+ 2ka < a <5 + 2ka, siis nurk, mille méotary
on a, 16peb parempoolses pooltasandis ja seega cos a > 0.
Vahemikes ( ;——{—an, %n—% an) (vasakpoolne poolring-

joon) on koosinus negatiivne.

2°. Vahemikes (2kn, (2k -+ 1)n) (dlemine poolring-
joon) on funktsioon sina spositiivne ning vahemikes
(— n + 2kn, 2ka) (alumine poolringjoon) negatiiune.

3°. Vahemikes (kn, g—+—kn) (paarisarvulise k puhul

I wveerand, paarituarvulise k puhul III veerand) on
funktsioonid tana ja cota positiivsed ning vahemikes

——;i—i—kn, kn) (paarisarvulise k puhul 1V veerand, paa-
rituarvulise k puhul 1I veerand) negatiivsed.

§ 30. Trigonomeetriliste funktsioonide perioodsus.

Funktsiooni nimetatakse perioodiliseks, kui lei-
dub niisugune arv [ 20 (mida nimetatakse perioodiks), et
funktsiooni véartus ei muutu tema argumendi mis -
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tahes vadrtusele selle arvu liitmise (voi sellest lahuta-
mise) puhul. ‘

Joonisel 43 on kujutatud perioodilise funktsiooni graa-
fik; see koosneb lopmatust hulgast ,korduvatest” kaar-
test.

Perioodilised funktsioonid omavad fiiiisikas, mehhaani-
kas ja tehnikas suurt tdhtsust perioodiliste protsesside
(vonkumiste, mehhanismide liikumiste, muutuva elektri-
voolu tugevuse jne.) uurimisel.

Teoreem 1°. Trigonomeetrilised funktsioonid on peri-
oodilised iihise perioodiga 2.

2°. Funktsioonide cos« ja sin« viikseim positiivne
periood on 2.

3°. Funktsioonide tana ja cot« vidikseim positiivne
periood on .

Toestus. Argumentide a ja a - 2ka (kus & on mis-
tahes tdisarv) iga trigonomeetrilise funktsiooni véiairtused
on iithesugused (vt. lk. 41):

cos (a + 2kn) = cos a, sin(a + 2kr)=sina jne.

Jarelikult igaiiks arvudest -+ 2a, -+ 4a, - 6z jne. on
koigi nelja trigonomeetrilise funktsiooni iihine peri-
ood. Eriti on siis ka 27 nende iihine periood.

Funktsiooni cos a puhul on 2z vdikseim positiivne peri-
ood. Oletame vastuvditeliselt, et ‘leidub positiivne arv
[ <27, mis on koosinuse perioodiks. Siis vordus
cos(a -+ I)==cos « kehtib argumendi « koigi vaartuste
puhul. Vottes selles samasuses a = 0, saame cos [ = 1, mis
pole aga voimalik, sest arvuga /< 2z mootuv positiivne
kaar ei lope punktis A(1,0) ja seega tema koosinus ei
vordu iihega.

Analoogiliselt toestatakse, et 27- on siinuse véikseim
positiivne periood: kui kehtib samasus sin(a -+ /) = sin q,
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siis o'— —72’— puhul saame vorduse sin ( % =l ==cnS8 L =1z

mis aga 0 < /< 2n korral pole voimalik.
Funktsiooni tan a perioodiks on ka z, sest argumendi a
iga vdartuse puhul:

tan(a+ @) =tana, kus as=(2k+ 1) 5.

Arv 7 on tangensi vdikseim positiivne peri-
ood. Toepoolest, kui positiivne arv [ <z oleks tangensi
periood, siis samasusest tan(a -} /)= tan a saaksime o =0
puhul tan/=0, mis aga 0 <! <=x tottu pole voimalik.

Analoogiliselt nédidatakse, et arv z on kootangensi
vdikseim positiivne periood.

Funktsiooni védikseimat positiivset perioodi nimetatakse
lithidalt tema perioodiks. Seepidrast Oeldakse, et 2z
on koosinuse ja siinuse periood ning et n on tangensi ja
kootangensi periood.

Perioodsuse omadus lihtsustab trigonomeetriliste
funktsioonide uurimist, sest perioodilise funktsiooni oma-
duste uurimiseks piisab tema omaduste uurimisest mingis
piirkonnas, mille pikkus vordub perioodiga.

§ 31. Trigonomeetriliste funktsioonide monotoonsuse
piirkonnad.

Funktsiooni nimetatakse mingis piirkonnas kasvavaks,
kui sellesse piirkonda kuuluva argumendi iga kahe erineva
vddrtuse puhul argumendi suure-
male vddrtusele vastab funktsiooni
Suurem vddrtus.

Funktsiooni nimetatakse mingis
piirkonnas kahanevaks, kui sellesse
piirkonda kuuluva argumendiga kahe
erineva wvddrtuse puhul argumendi
suuremale wvddrtusele vastab funkt-
siooni vdiksem vddrtus.

Kasvavad ja kahanevad funkt-
sioonid kuuluvad nn. monotoon -
sete funktsioonide klassi.

Leiame eraldi iga trigonomeetrilise funktsiooni kasva-
mise ja kahanemise piirkonnad.

o
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Funktsioon cos . Kui argumendi vaidrtused a1 ja as

. . . V14 2w
kuuluvad esimesse veerandisse ning 0 < a1 < a2 < 5, Slis

X; = COS a1 ja Xp = cos az on kaugused iihikringi keskpunk-
tist kooludeni, mis toetuvad kaartele, pikkustega vastavalt
2a; ja 2as (joon. 44).

Kahest koolust, mis toetuvad kahele (poolringjoonest
mitte suuremale) kaarele, asub suuremale kaarele
toetuv kool keskpunktile ldhemal; seega a; < as tottu
X3 > X9,

Seega cos a; > oS as, kui a; < as, s. t. I veerandisse
kuuluva argumendi suuremale vaartusele vastab koosinuse
viiksem viirtus. Jarelikult, I veerandis on cos a kahanev
funktsioon.

Suurima ja viikseima véaidrtuse omandab koosinus I
veerandi otspunktides: a=0 puhul 1 ja a=% puhul 0.
Kui argumendi vaartused a; ja as kuuluvad II veeran-

disse ning % < ap < ap <@, siis konstruktsiooni teosta-

des (joon. 45) ndeme, et kaugus
ringi keskpunktist kaarele a; vas-
tava kooluni on viiksem kui kaarele
as vastava kooluni. Need kaugused
vorduvad kaarte a; ja a» 10pp-punk-
tide abstsisside absoluutviartustega /
lxi| ja |xo] ning seega |xi| <|xal. /
Kuna teise veerandi punktide abst- / P
sissid on negatiivsed, siis x; > x,. e
Jarelikult, cos a; > cos as, s. t. feises Joon. 45
veerandis on cosa kahanev funkt- i
sioon.

Suurima ja véikseima védirtuse omandab koosinus II

(0¢
o)

veerandi otspunktides: a = % puhul 0 ja @ == puhul —1.

Olles I ja II veerandis kahanev funktsioon kahaneb
cos a seega iilemisel poolringjoonel; suurima ja vadikseima
vddrtuse (cos0=1 ja cosn= —1) omandab ta iilemise
poolringjoone otspunktides. Iga vaidrtuse m, mis asetseb
— 1 ja 1 vahel, omandab funktsioon cos a argumendi vaar-
tuse a = arc cos m puhul.
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Arvidigule * 0 < a < & vastab iilemine poolringjoon
(koos otspunktidega). ;

Funktsiooni cos a« esitatud omadused vo6ib sonastada
jargmiselt: 18igul [0, =] funktsioon cos « kahaneb 1-st

— 1)-ni. .

: Vgadeldes funktsiooni cosa alumisel poolringjoonel
voib néidata, et 16igul — 7 < « < 0 (alumine poolringjoon)
funktsioon cos a kasvab (— 1)-st 1-ni.

Kuna cos a on perioodili- M
ne funktsioon, perioodiga 2,
siis kahaneb ta 1-st (— 1)-ni
igal loigul [2kn, (2k + 1)a]
(ilemine poolringjoon) ja
kasvab (— 1)-st 1-ni igal [0i-
gul [(2k —1)a, 2kal alu-
mine poolringjoon).

Kui punkt M  liigub
{ihikringjoonel positiiv-
ses suunas, siis tema pro-
jektsioon abstsissteljel liigub 3 IIRPY
horisontaaldiameetril  (joon.

46). Kui punkt M kirjeldab
tilemise poolringjoone, siis tema projektsioon kirjeldab hori-
sontaaldiameetri paremalt vasakule, tema abstsiss, s. t.

kaare a =AM koosinus, kahaneb aga 1-st (— 1)-ni. Kui
punkt M kirjeldab alumise poolringjoone, siis tema pro-
jektsioon abstsissteljel kirjeldab horisontaaldiameetri vasa-
kult paremale; seejuures punkti M abstsiss kasvab (— 1)-st
1-ni.

Kui punkt M liigub ringjoonel iihtlaselt, siis tema
projektsioon sirgel sooritab perioodilist liikumist, mida fiiii-
sikas nimetatakse harmooniliseks vonkumi-

B s e i

i =Y
St VA

o

* Olgu a ja b kaks reaalarvu, kusjuures a < b. Arvloiguks ehk
lihtsalt 16iguks a-st b-ni (mitte samastada sirgloigu maistega)
nimetatakse koigi a ja b vahel asuvate reaal-

a b arvude ning arvude a ja b eneste poolt moo-
—— Oy —— dustatud hulka, s, t. koigi niisuguste reaal-
asx¢bh arvude x hulka, mis rahuldavad vorratusi

a< x<b. Arvsirgel (joon. 47) kujutatakse

Joon. 47. arvloik sirgloiguna, mis on piiratud punkti-
dega a ja b, kusjuures need punktid ise kuuluvad 15iku. Loik
a-st b-ni téhistatakse: [a, b].
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s eks. Harmoonilist vonkumist vaadeldakse kui perioodi-
lise liikumise lihtsaimat kuju.
Funktsioon sina. Kui argumendi viddrtused a; ja as

kuuluvad esimesse veerandisse ning 0 < a1 < a2 < 5, Siis

(joon. 44) suuremale kaarele toetub suurem kool, mlllega
2y; < 2ys ja y1 < Y. Kuna y; =sina; ja Yy, = sin ay, siis:
sin a; < sin ay, kui a1 < as.

Seega I veerandis argumendi suuremale véirtu-
sele vastab siinuse suurem véartus.

Esimeses veerandis funktsioon sina kasvab 0-st 1-ni.

Vaadeldes funktsiooni sin a IV veerandis voib néidata,
et selles veerandis ta kasvab (— 1)-st 0-ni.

I ja IV veerand moodustavad parempoolse poolring-

joone. Loigul —% <a <% (parempoolne poolringjoon)

funktsioon sin o kasvab (— 1)-st 1-ni.
Funktsiooni sin a vaatlemisest
vasakul poolringjoonel jéreldub,

et 16igul [12'—, —g—n] funktsioon
sin ¢ kahaneb 1-st (— 1)-ni.
Punkti M liikumisel parem-
poolsel poolringjoonel positiivses
suunas kirjeldab tema projekt-

sioon ordinaatteljel vertikaaldia-
meetri alt iiles ning punkti M

ordinaat, s. t. kaare AM siinus,
kasvab (— 1)-st 1-ni. Punkti lii- Teow. A
kumisel vasakpoolsel poolring-
joonel kirjeldab tema projekt-
sioon vertikaaldiameetri iilalt alla ning ordinaat kahaneb
1-st (— 1)-ni (joon. 48).

Funktsioon tan . Kui argumendi viddrtused a; ja a»

. . . v 4 .
kuuluvad esimesse veerandisse ning 0 < a; < a» <5 siis,

konstrueerides tangensteljel vastavad punktid, saame
kolmnurgad OAK ja OAL (joon. 49) nurkadega a; ja a»
tipu O juures. Kuna as >> a1, siis sirge OL asetseb valjas-
pool kolmnurka OAK ja 16ikub kiilje AK pikendusega punk-
tis L. Seega AK < AL, s. t. tan a; < tan a,. Jérelikult, esi-
meses veerandis on tan a kasvav funktsioon.

“ 59



Olgu N mistahes etteantud (iikskoik kui suur) posi-
tiivne arv. Konstrueerime tangensteljel punkti (1, N)
(joon. 50) ja iihikringjoone vastava kaare ¢ = arc tan N.

Kui kaar, mis mootub arvuga a, 16peb punktide ¢ ja %

vahel, siis tan a > N.

Seega, tangensi vddrtused
on mistahes etteantud positiiv-
sest arvust N suuremad argu-
mendi a ROigi vddrtuste puhul,
mis on arvule % kiillalt lihedal,

kuid sellest vdiksemad (nimelt
arctan N < a <g puhul).

Joon. 49. Joon. 50.

See tangensi omadus kirjutatakse iiles kujul:
limtana =+ o (kuia<12’—) il
Vaadeldes funktsiooni tan a IV veerandis voib néidata,
esiteks, et vahemikus (—% ; 0) ta kasvab, olles negatiivne,

ja teiseks, et iga etteantud arvu N > 0 puhul on tal viikse-
maid véaartusi, kui (— N):

tana <— N, kui —3 < a<—arctanN.

* Seda kirjutust tuleb lugeda jargmiselt: tana liheneb pluss

1opmatusele, kui e liheneb —;i -le, jdddes sellest viiksemaks.
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Tangensi viimane omadus kirjutatakse iiles kujul:

lim tan a = — oo (kuia>—g).
a»—i;- ;

Vahemikus (—%, %) (parempoolne poolringjoon)

funktsioon tan « kasvab ja omandab mistahes reaalarvu-
lise védrtuse m argumendi vairtuse puhul a = arc tan m.

Oeldakse, et vahemikus (——%, -721) kasvab funktsioon tan «
(— o0)-st (miinus 16pmatusest) (- oo)-ni (pluss Iopma-
tuseni).

Kuna tana on perioodiline funktsioon, perioodiga m,
siis kasvab ta (—oo)-st (4 oo)-ni igas vahemikus
——%-{—kn, —271+kn) , milledest koosneb tema mddramis-
piirkond.

Punkti liikumisel positiivses suunas (joon. 51) nii
parempoolsel kui ka vasakpoolsel
poolringjoonel liigub selle punkti
tsentraalprojektsioon  koordinaatide
algusest tangensteljel alt iiles, pro-
jektsiooni  ordinaat aga kasvab

(— o0)-st (- o0)-ni.

Joon. 5I. Joon. 52.

Funktsioon cota kahaneb (+ oo)-st (—oo)-ni igas
vahemikus (kn, (k- 1)=z), milledest koosneb tema méara-
mispiirkond (joon. 52).
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Kootangensit voib uurida sama meetodiga, millega me

uurisime tangensit.

§ 32. Trigonomeetriliste funktsioonide graafikud.

Funktsioonide graafikute
teada juba algebrast.

RN 1)
EAAPY U ui

3 $
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it
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1t 1
- e T .
! =
1 aunas 4 -
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1+ 12 116, __Z_t 3FH72H 2
1 Hsssdinnnslll [Sund¥whsadyl T
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Joon. 53.

konstrueerimise moiste on

Jdrgnevalt néitame,
kuidas toimub trigono-
meetriliste  funktsioonide
graafikute konstrueerimine.

Graafiku  konstrueeri-
miseks tuleb argumendi
vaartus kujutada abstsiss-
telje (mitte aga iihikring-
joone) punktina; sellepa-
rast tdhistame trigonomeet-
riliste funktsioonide argu-
mendi tdhega x (a ase-
mel).

Funktsiooni y = sinx graafikut nimetatakse (harili-

kuks) sinusoidiks. Loigul 0<x<%~ 1,57 (I vee-
rand) kasvab funktsioon y = sin x 0-st 1-ni; jdrelikult joon
Jtouseb” punktist O(0, 0) punktini P (35 1).

Graafiku (vt. joon. 53) vahepealsete punktide konstru-
‘eerimiseks voOib koostada néiteks jargmise tabeli siinuse

vaartustest:
b1 n n n S n
— ~ 0,26 |— S Radie e A — A~
x |03 5~ 0,52 7 0,78 3 1,05 B 1,31 5 1,57
(159 |[. (30°) (457 | (60%) (759 (90°)
y=sinx|0| 0,26 0,50 I 0,71 ’ 0,87 0,97 1 l
| |

Vairtused on voetud V. Bradise tabeleist ({imardatult

teise kiimnendkohani).

Sinusoidi voib kuitahes tédpselt konstrueerida ka geo-
meetriliselt. Uhikringjoone esimese veerandi (joon. 54) ja
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absfsisstelje loigu 0 < x < % ~ 1,57, mis on veerandring-

joonega {ihepikkune, jaotame iihesuguseks arvuks vordse-
teks osadeks (joonisel 54 kaheksaks osaks) *. Ringjoone
jaotuspunktidest teljele OX tommatud ristloigud (millede
pikkused vorduvad siinuste vadértustega) kanname iile

loigu 0 < x < % vastavatesse punktidesse ordinaatidena.

Nende ristloikude otspunktid asetsevad sinusoidil ning
sinusoidi enda praktiliseks saamiseks tuleb need punktid
lekaali abil ithendada sujuva joonega.

Joon. 54.

Teises veerandis %<x < @ siinus kahaneb 1-st 0-ni.

Geomeetrilisest konstruktsioonist ndahtub, et siinuse graafik
teises veerandis on siimmeetriline tema graafikuga esime-
ses veerandis niisuguse sirge suhtes, mis 1dbib punkti

(%, 0) ning on paralleelne ordinaatteljega.

Kuna siinus on paaritu funktsioon, siis sinusoidi punk-
tid x, y=sinx ja (— x), — y = sin (— x), mis vastavad
argumendi vastandvéartustele, on koordinaatide alguse
suhtes siimmeetrilised. Jarelikult, sinusoid on koordinaa-
tide alguse suhtes siimmeetriline joon. Seega, olles konst-
rueerinud siinuse graafiku 16igul [0, =], saame ta siim-
meetria pohjal konstrueerida kohe ka 16igul [— =, 0]. Loigu
— a < ¥ <« pikkus vordub siinuse perioodiga, seega kogu
sinusoidi saamiseks tuleb sellel 16igul leitud sinusoidi osa

* Joonise iilekuhjamise viltimiseks on iihikringjoon kantud vasa-
kule ja tema keskpunkt ei asetse koordinaatide alguses.
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jark-jargult kanda paremale ja vasakule pikkuste 2z, 4z,
6s,... vorra. Niiviisi moodustub lainekujuline joon
(joon. 55), mis koosneb iihesugustest, perioodiliselt kordu-
vatest kaartest.

Yl

[9) bid T

| 27T - T
o

____Nl:__
x|

|
I
|
|
!
[
1

1
|
f y=sinx
1 1

1 Vee R L SR § R 11 s

veerand veerand veerand veerond veerand veerand veerand veerand

JOOm. £58:

Funktsiooni y=cosx graafikuks on samuti
sinusoid. =~ Toepoolest, taandamisvalemist y = cosx =

==sin (%—l— x) jdreldub, et koosinuse graafiku ordinaat
punktis, mille abstsiss on x, vordub hariliku sinusoidi ordi-

B

/—Ir-\\y:sinx y=cosx
|
_g s [ by /

X\

Joon. 56.

naadiga punktis, mille abstsiss on x+-72'—. Nii on eriti

U

x =0 puhul graafiku ordinaat cosO:sin%Z 1 X=-7
; /50
puhul on ordinaat cos%:sm%n=‘72, x=%puhul on

ordinaat sinz = 0. Kogu graafiku (joon. 56) voib saada
sinusoidi (joonisel 56 néidatud punktiiriga) paralleelsel
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P % s . 0y e T ~ s
tilekandmisel abstsisstelje sihis vasakule 5 vorra, mis vas-

tab argumendile x liidetava 7— lisamisele.

Kuna cos x = cos (— x) (koosmus on paansfunktsxoon)
siis joon on simmeetriline telje OY suhtes.

Funktsiooni y = tan x graafikut nimetatakse tangen -

soidiks. Piirkonnas 0 < x < = 5 * Iunktsioon y = tanx

kasvab 0-st oco-ni. Graafiku punktide konstrueerimiseks voib
koostada nditeks jargmise tabeli tangensi vaartustest
(kasutades V. Bradise tabeleid):

P T B Ne R
x 0 12 6 4 3 P e
(159 | (309 | (459 ] (609 | (759 | (909)
l i ] RS e
y 0 ‘ 0,27 ! 0,58 | 1,00 ' 1,73 ‘ 3,73 ‘ o
} | |

Tangensoidi geomeetriline konstrueerimine piirkonnas

0<x <% on ndidatud joonisel 57. Uhikringjoone esimene

veerand ja abstsisstelje osa 0 ning % vahel on jéotatud

mingiks arvuks (joonisel 57 kaheksaks) vordseks osaks.
Ringjoone jaotuspunktid on ringi keskpunktist projektee-
ritud tangensteljel ning tangenstelje 10igud seejdrel rist-
16ikudena iile kantud abstsisstelje vastavatesse punkti-
desse. Nende ristloikude otspunktid on tthendatud sujuva
joonega.

Kuna tan x on paarltu funktsxoon siis sellest jargneb,
et tema graafik on siimmeetriline koordmaatzde alguse
suhtes. Seega, olles graafiku konstrueerinud piirkonnas

R e % voime teda siimmeetria pohjal jdtkata ka vahe-

mikku — & < x < 0 (IV veerandisse).

* Niisugust piirkonda nimetatakse pool lolguks ja tidhista-

 takse: [o %) (Tolk.)

5 Trigonomeetria IX—X kl. 6:)



Vahemiku (—%, —’2'—) pikkus vordub tangensi perioo-

diga; seega kogu tangensoidi saamiseks tuleb saadud haru
jark-jargult kanda iile paremale ja vasakule pikkuste =,

xY

Joon. 57.

2a, 3a, ... vorra. Niimoodi saame joone, mis koosneb 16p-
matust hulgast i{ihesugustest, perioodiliselt korduvatest
harudest. :

A
[4)
g ? bii 2
y= cof X
Joon, 58.

Funktsiooni y=cotx graafik on kujutatud
joonisel 58. Tema konstrueerimiseks tuleb arvestada, et
vahemikus 0 < x < a funktsioon cotx kahaneb oo-st
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(— oo)-ni. Uksikute punktide konstrueerimiseks tuleb koos-
tada vaartuste tabel.
Funktsioonide graafikute konstrueerimise nditeid.

1. Konstrueerida funktsiooni y= 3sinx graafik.

Lahendus. Tarvitseb vaid tdhele panna, et argumendi x antud
viartuse puhul funktsiooni y = 3sinx graafiku ordinaat on kolm
korda suurem hariliku sinusoidi ordinaadist. Jarelikult voime selle
graafiku — deformeeritud sinusoidi — saada hariliku sinusoidi kdi-
kide ordinaatide kolmekordseks véiljavenitamise teel (joon. 59, punk-
tiiriga on margitud harilik sinusoid).

Y|
y=3sinx

Joon. 59.

Funktsioon y = 3sinx siilitab marki. samades vahemikes ning
omab sama perioodi 27 nagu funktsioon y = sinx. Tema suurim ja
viikseim védartus on -+ 3.

2. Konstrueerida funktsiooni y = sin 2x graafik.

Lahendus. Tarvitseb vaid tdhele panna, et argumendi x

antud véirtuse puhul funktsiooni sin 2x vidartus vordub hariliku sinu-
soidi ordinaadiga punktis, millel on kahekordne abstsiss 2x. Nii on

T PENE RATRURE "Rl W R s o
entnx.—ﬁpuhul y——sm2-6~sm3— T,x—4puhuly._
= sin— = 1. Jarelikult otsitava graafiku, mis on jille deformeeritud

2
sinusoid, voime saada harilikust sinusoidist selle kahekordse kokku-

surumise teel abstsisstelje sihis (joon. 60).
Funktsioon sin 2x on perioodiline, perioodiga =, sest tema vaar-
tus ei muutu argumendile arvu 7z lisamisel:

sin 2(x + n) = sin(2x -+ 27n) = sin 2x.
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3. Konstrueerida funktsiooni y = sec x graalik.
1

. Maéidramispiir-
cos X

Lahendus, Definitsiooni kohaselt y =

konna leiame tingimusest cos x £ 0, kust x 3£ -721 +kn.

Yl

. bl
|
N
7 | ¢
0 X
N
Wi //
i .
e y=sin2 x
Joon. 60.
1 = : . ; :
Kuna R % = osx * Siis on meil tegemist paarisfunktsioo-
\
niga ja graafik on siimmeetriline telje OY suhtes. :

Funktsioon on perioodiline, perioodiga 2m, sest m =

ok 1

T o8y
Funktsioonide sec x ja cosx viartused on samamairgilised: kas

‘molemad positiivsed voi molemad negatiivsed.

I veerandis 0 < x < %

funktsioon cos x kahaneb 1-st 0-ni, y =

aga kasvab 1-st (4 %)-ni. Graafiku (joon, 61) punktide

cos x
konstrueerimiseks koostame funktsiooni vairtuste tabeli:
2| 2| 3| 4n | 5n|6n | 7n | Bx | On | &
- 0 2030 Eeg Ta0 S TR0 1 20 5 720" 20720 2
(99) | (189) | (279) | (360) | (459) | (549) |(63") [(72%) |(819) | 900)
—\_ki_”" s -E i R T T [ % lf" = A5 i
y i 101 | 1,05 | 1,12 |l 1,24 | 1,41 ' 1,70 | 2,20 ’ 3,24 J 6,41¢] &
| | I
| | ! |

See tabel on koostatud jargmiselt: koosinuse viirtused (iimarda-
tult kolmanda kohani) on voetud V. Bradise tabelist VII, poordvair-
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tused tabelist XVII ja tulemus i{imardatud teise kiimnendkohani.
Naiiteks:

T 1 1
8eC 30 —cos 00~ 0,088 — 101

| | " | |
| | | |
| | | |
‘ | | |
| |

| | ! :
| | | |
| | ! |
| (4 }JT |
| I | Z ,? 7T |
f ! [ } L X
| | |
| [ f [
I I | |
| | | [
| | | |
| | | |
| | [ !
| | | |
} | | |

y=secx
Joon. 61.

Seekansi graafiku konstrueerimiseks piirkonnas — % < XS0

tuleb I veerandis konstrueeritud graafikut jitkata siimmeetriliselt
telje OY suhtes.

i
\\\—1110 \\\—’// 5%
y=|sinx]|
Joon. 62.

Vahemikus (—;— . %n) on y < 0, sealjuures piirkonnas -% < ¥
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funktsioon y kasvab (— ®)-st (— 1)-ni, piirkonnas n < x < % R

kahaneb aga (—1)-st (— ©0)-ni.

4. Joonisel 62 on kujutatud funktsiooni y = [sinx| graafik,
mille voime samuti saada harilikust sinusoidist. Nendes 16iku-
des, kus sinx >0, on y=sinx. Nendes vahemikes, kus sinx <0,
on y=—sinx ja sinusoidi ordinaadid tuleb votta vastandmair-
kidega.



V peatiikk.
TABELITE KASUTAMINE ARVUTAMISEL.

§ 33. Trigonomeetrilised tabelid.

Praktilisteks arvutusteks kasutatakse trigonomeetriliste
funktsioonide ja nende logaritmide ligikaudsete vddrtuste
tabeleid. Koolis tarvisminevate arvutuste puhul kasutatakse
V. Bradise neljakohalisi tabeleid. Tédpsemate arvutuste
puhul kasutatakse tabeleid, kus funktsioonide vdértused on
antud enamate tiivenumbritega (nditeks viiekohalisi, seits-
mekohalisi tabeleid).

Loomulike vairtuste tabelid. Tabeleid, milledes on antud
trigonomeetriliste funktsioonide véaértused, nimetatakse
trigonomeetriliste funktsioonide loomulike v&déar-
tuste tabeleiks. V. Bradise tabelis VIII on antud 0 ja 90°
vahel asetsevate nurkade siinuste ja koosinuste ligikaudsed
vaadrtused nelja kiimnendkohaga iga 6’ tagant. Tédiendus-
nurkade jaoks saadud valemid:

sin (90° — a) = cos a; cos (90° — a) = sin a

nditavad, et siinuse ja koosinuse vddrtuste arvutamiseks
v0ib kasutada iiht ning sama tabelit. Nii naiteks omavad
sin 26° ja cos 64° {ihe ning sama véartuse. V. Bradise tabe-
leis on siinuse argumentide vdartused paigutatud kasvavas
jérjekorras iilalt alla, koosinuse argumentide védirtused aga
alt {iles. Tdisarv kraade sisaldava nurga siinuse voi koo-
sinuse ligikaudne viirtus on tabelis antud. Nii on néi-
teks sin 33° a2 0,5446 paigutatud koige vasakpoolsemas
veerus ,A” asetseva reanumbri 33° korvale, kuna aga
cos 33° ~~ 0,8387 on paigutatud parempoolses veerus ,,A”
asetseva reanumbri 33° korvale.

Selleks et leida sin 33°12’, otsime vasakpoolsest veerust
A" reanumbri 33° ja koige iilemisest reast veerunumbri
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12’. Vastava rea ning veeru loikekohalt leiame sin 33°12" ~
~ 0,5476. Samuti leiame cos 33°12’ ~ 0,8368, kusjuures
ainult reanumber 33° tuleb otsida parempdolsest veerust
A" ja veerunumber 127 koige alumisest reast.

Olgu tarvis leida sin 33°14’. Tabelist leiame sin 33°12" ~
~= 0,5476. Kuna funktsioon sina on 0 ja 90° vahel kasvav,
siis sin 33°14’ > sin 33°12’. Jéarelikult sin 33°12" véartusele
tuleb lisada nurgale 2" vastav parandus, mis on paigu-
tatud pohitabelist paremal pool olevasse paranduste tabe-
lisse. Rea 33° ja paranduste veeru 2’ l6ikekohal asetseb
arv 5, mis tuleb liita sin 33°12’ neljandale kiimnendkohale.
Seega sin 33°14” =~ 0,5481. Kui on tarvis leida sin 33°17,
siis tabelist leiame sin 33°18" ~= 0,5490 ja lahutame neljan-
dast kiimnendkohast nurgale 1” vastava paranduse 2. Seega
sin 33°17 =~ 0,5488. Koosinuse védrtused leiame tabelist
samal viisil, kuid jargmise erinevusega: funktsioon cosa
on 0 ja 90° vahel kahanev ja seega, kui koosinus on
leitud argumendi vdiksema vaartuse jaoks, siis paran-
dus tileb lahutada (mitte aga liita); kui koosinus on
leitud argumendi suurema vairtuse jaoks, siis paran-
dus tuleb liita (mitte aga lahutada). Nii naditeks
cos 33°14” arvutamiseks leiame tabelist cos 33°12” ~ 0,8368,
mille viimasest kiimnendkohast lahutame nurgale 2’ vas-
tava paranduse 3. Seega cos 33°14’ ~ 0,8365. Selleks
et leida cos 33°17/, tuleb cos 33°18" ~ 0,8358 viimasele
kiimnendkohale liita nurgale 1’ vastav parandus 2. Seega
cos 33°17’ ~ 0,8360.

V. Bradise tabelis IX on antud 0 ja 76° vahel olevate
nurkade tangensid iga 6’ tagant. Tabelis X on antud 76°
ja 89°69” vahel olevate nurkade tangensid iga 1’ tagant.
Tédisnurgale ldhedaste nurkade tagensite {iksikasjalikuma
tabeli X olemasolu seletub sellega, et nende nurkade puhul
tabelivahe, s. t. tangensi naabervédéartuste vahe tabelis, muu-
tub véga kiiresti. Sam a de tabelite IX ja X abil leitakse
ka kootangensi vidartused. Paranduste liitmise ja lahuta-
mise reeglid on samad, mis siinuse ja koosinuse véartuste
tabeli puhul: tuleb meeles pidada, et vahemikus (0°, 90°)
tangens kasvab, kootangens aga kahaneb.

Nurga leidmiseks tema trigonomeetrilise funktsiooni
antud vdartuse jargi saab kasutada neidsamu trigonomeet-
riliste funktsioonide loomulike vdértuste tabeleid. Selgitame
seda néidetega.
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1. Leida teravnurk «, kui on teada, et sina=0,1016.

Lahendus. Tabelis VIII leiame arvule 0,1016 koige
lahema arvu; selleks osutub 0,1011, mis asetseb rea 5° ja
veeru 48 loikekohal. Siinuse-antud véartus 0,1016 on suu-
rem kui 0,1011, seega nurga a toeline védartus on suurem
kui 5°48’, sest sin a on vahemikus (0° 90°) kasvav funkt-
sioon. Paranduste tabelis on arv 6 koige ldhem arvule 5,
mille vorra erinevad arvude 0,1016 ja 0,1011 viimased
kiimnendkohad. Vastav parandus on 2/, mida liites saame:

a = arc sin 0,1016 == 5°50".

2. Leida p= arccos (— 0,5375).

Lahendus. Kuna cos = —0,5375 on negatiivne,
siis otsitav nurk 16peb teises veerandis. Leiame teravnurga
a, mis tdiendab otsitavat nurka 180°-ni. Koigepealt

cos a = cos (180° — B) = — cos g = — (— 0,5375) =
= 0:0515,

Arvule 0,5375 koige ldhem tabelivdartus on 0,5373, mil-
lele vastab nurk 57°30’. Nende arvude vahe neljanda kiim-
nendkoha kahele iihikule vastab parandus 1’. See parandus
tuleb lahutada. Seega

a =~ 57°29 ja ' B~ 180° — 57°29" ="122°31".

Arvutuste teostamisel loomulike vddrtuste tabelite abil
on trigonomeetriliste funktsioonide korrutis otstarbekohane
teisendada summaks.

Arvutustel tuleb silmas pidada ligikaudse arvutamise
reegleid.

Nii néiteks, kui ligikaudsed arvud on antud kolme tiive-
numbriga, siis korrutamise ja jagamise teostamisel tuleb
funktsioonide tabelist voetud vairtused iimardada, siilita-
des neli tiivenumbrit (neljanda numbri séilitame ,taga-
varaks”), koik vahepealsed arvutustulemused {imardada
samuti neljanda tiivenumbrini ja I6pptulemus {imardada
kolmanda tivenumbrini. Kui ligikaudne arv on antud
naiteks viie kiimnendkohaga, siis tema liitmisel trigo-
nomeetrilise funktsiooni vdartusega, mis on voetud nelja -
kohalisest tabelist, tuleb see ligikaudne arv {imar-
dada, sailitades neli kiimnendkohta. Kui suuremat tép-
sust noudvate arvutuste puhul niisugune iimardamine ei
ole lubatav, siis tuleb kasutada tdpsemaid tabeleid.
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Niiteid. 1) Arvutada neljakohaliste tabelite abil sin 70° cos 55°.
Lahendus. Teisendame korrutise summaks:
sin (70" 4- 550) + sin (70° — 55%)  sin 125° 4- sin 150

2 b 2 >

sin 70° cos 55° =

Taandamisvalemite kohaselt sin 125° = sin(180° — 125°) = sin 55°.
Viirtused sin55° =~ 0,8192 ja sin 15° =~ 0,2588 leiame tabelist. Seega:

sin 70° cos 55° ~ %— (0,8192 +- 0,2588) = 0,56390.

2) Arvutada korrutis S = 0,721 sin% 31°12".
Lahendus. Teisendame korrutise vaheks, kasutades valemit

sin2a = 1%&320: . Saame:
8 ==0,721 sin*31°12’ = =3 0,721 (1 — cos 62°24").

2

Tabelist leiame cos 62°24” =~ 0,4633 ja edasi 1 — cos 62°24" =~ 0,5367.
Jéarelikult:
1

S'-'2

0,721 - 0,5367 =~ 0,1935 == 0,194.

3) V. Bradise neljakohaliste tabelite abil arvutada funktsiooni

y=x+sin—1—v55rtus: a) kui x=2,"b) kui x=1=.

Lahendus. a) Kui x=2, siis y=2—{—si’n—;—. V. Bradise tabe-

leis on trigonomeetriliste funktsioonide viartused antud kraadimoo-
dus viljendatud argumendi jaoks ja seetottu tuleb argumendi vaar-

1
tus7 (radiaani) - koigepealt avaldada kraadides:% (radiaani) =~

N% (57°18’) = 28°39". Jarelikult
y =~ 2 - sin 28°3% ~ 2 - 0,4795 = 2,4795.

b) Kui x=mn, siis y=n -+ sin % V. Bradise tabelite 5. lehe-

kiiljel on antud n = 3,1415926 . .. ja% = 0,3183098 . . ., milliseid tuleb

iimardada: n ~ 3,1416; %x’o,alss.

Teisendades 0,3183 (radiaani) kraadideks, saame tabelist XVI
18°147. Jarelikult

y == 3,1416 +- sin 18°14” == 3,1416 - 0,3129 = 3,4545.
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Logaritmide tabelid. Arvutuste jaoks logaritmidega on
koostatud trigonomeetriliste funktsioonide vairtuste loga-
ritmide tabelid. V. Bradise tabeleis III—VII on need loga-
ritmid, argumendi véartuste jaoks vahemikust (0°, 90°),
antud nelja kiimnendkohaga.

Logaritmfunktsioon alusega 10 on kasvav funkt-
sioon, seepdrast logaritmi margi all oleva avaldise suure-
male véddrtusele vastab logaritmi suurem vidartus. Kuna
esimeses veerandis funktsioonid sinx ja tanx kasvavad
ning cos x ja cot x kahanevad, siis ka funktsioonid log sin x
ja log tan x kasvavad ning log cos x ja log cot x kahane-
vad.

Trigonomeetriliste funktsioonide logaritmide tabelid on
samasuguse ehitusega nagu nende funktsioonide loomulike
védartuste tabelid; kasutamise reeglid on molemal juhul
iihesugused. ’

1. Tabeleid kasutatakse trigonomeetriliste funktsioonide
logaritmide vddrtuste leidmiseks ja samuti nurkade leidmi-
seks nende trigonomeetriliste [unktsioonide logaritmide
vddrtuste jargi.

2. Siinuse ja koosinuse (tangensi ja kootangensi) loga-
ritmid leiame (ihest ning samast tabelist.

3. Logaritmide vddrtused on antud nurkade jaoks iga
6’ tagant. Parandused 1’, 2’ ja 3 jaoks on antud eraldi
tabeleis pohitabelist paremal. Paranduste liitmine ja lahu-
tamine toimub seda silmas pidades, et vahemikus (0°, 90°)
on funktsioonid logsinx ja logtanx kasvavad ning
log cos x ja log cot x kahanevad.

4. Nendes piirkondades, kus tabelivahe muutub kiiresti,
on funktsioonide vdidrtused antud iga 1’ tagant. Niisugune
on nditeks 0 ja 14° (76° ja 90°) wvahel olevate nurkade
siinuste (koosinuste) logaritmide vddrtuste tabel I11.

5. Arvutuste puhul neljakohaliste logaritmide tabeli-
tega tuleb ligikaudsed arvud iimardada, sdilitades neli
tivenumbrit.

6. Negatiivseid tegureid sisaldavate korrutiste arvuta-
misel tuleb arvutada absoluutvddrtuste korrutis ja votta
see sobiva mdrgiga (negatiivsete tegurite arvu jdrgi).

Joonisel 63 on kujutatud funktsiooni y = log sin x graa-
fik. See graafik on konstrueeritud jargmiselt: I veerandis

Ui pie —723 vahepealne argument « = sinx kasvab 0-st
I-ni ning funktsioon y = log sin x = log u kasvab (— o0)-st
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0-ni. Graafiku punktide konstrueerimiseks vo6ib koostada
naiteks jargmise tabeli:

x12_n_3£4_n:ﬁ'6 LS ol M S
20 20 20 | 20 | 20 20 20 20 -2

|
|y —0,81 |—0,51 |—0 34I—0 23’-0 15}—0 ,09 |—0,05 |—0,02 ]—0,01 0

kus log sin x vaartused on (iimardatult) voetud V. Bradise
tabelist III.

Y

ax

Joon. 63.

1
mmm—— 1
N
-
(%)
)

Piirkonnas %< x <z funktsioon log sinx kahaneb

0-st (— oo)-ni, sest II veerandis sin x kahaneb 1-st 0-ni.

Loik — 7 <x<0 ei kuulu funktsiooni maédramispiir-
konda, sest alumises pooltasandis sinx < 0 ja log sin x ei
oma seega motet.

Funktsioon log sin x on perioodiline perioodiga 2, sest
log sin(x + 27) = log sin x.

Graafik koosneb iiksikutest perioodiliselt korduvatest
joontest.

§ 34. Arvutusliikati kasutamisest.

Niisuguste arvutuste teostamiseks, mis ei noua suurt
tapsust (mitte enam kui kolme tiivenumbrit), voib kasu-
tada arvutusliikatit. Arvutusliikati korpusele on paigutatud
logaritmiline pohiskaala, mille ehitus on jdrgmine: skaala
lIoigu pikkus algusest kuni arvuga a maérgitud punktini
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vordub arvu a logaritmi (kolmekohalise) mantissiga*.
Tépselt samasugune skaala on paigutatud keele esikiil-
jele. Keele tagakiiljel asuvad siinusskaala (S)
ja tangensskaala (7). Need skaalad on samasuguse ehi-
tusega nagu logaritmiline - pohiskaalagi. Naiteks .on
siinusskaalal selle 16igu pikkus, mis on voetud skaala
algusest kuni antud nurka (kraadides) tdhistava punktini,
vordne antud nurga siinuse logaritmi mantissiga. Kui keel
imber poorata ja pohiskaala algus seada kohakuti trigono-
meetrilise skaala algusega, siis siinus- (voi tangens-)
skaalal antud nurka tdhistava punktiga kohakuti asetsev
pohiskaala punkt on méargitud arvuga, mille moodustavad
selle nurga siinuse (voi tangensi) esimesed kolm tiive-
numbrit. Nii néditeks asetseb siinusskaala punkti 12°30”
kohal pohiskaalal arv 2—1—6, mis tdhendab, et
sin 12°30” ~= 0,216. Jarelikult voib liikati abil leida trigono-
meetriliste funktsioonide véddrtusi ja ka vastupidi: nurkade
vairtusi nende trigonomeetriliste funktsioonide jargi. Liika-
til ei ole koosinusskaalat, sest koosinuse voib asendada
tdiendusnurga siinusega. Tangensskaala on antud vaid
nende teravnurkade jaoks, mis pole suuremad kui 45°, sest
suurema kui 45° nurga tangensi voib leida samasusest

1 B ol 1
moT:;)' Nll nalteks ontan 70° = mg

tades nurga 20° tangensskaalal kohakuti pohiskaala parem-
poolse otspunktiga, loeme pohiskaalalt arvu 2—7—5, mis
asetseb tangensskaala alguspunkti kohal. Arvestades, et
tan 70° > 1 - (kuid tan 70° <10, sest arctan 10 == 84°),
saame, et tan 70° ~ 2,75.

Keele sagedaste timberpooramiste véltimiseks on liikati
korpuse tagakiiljel kriipsud, mis asetsevad sisseloige-
tes tdpselt pohiskaala otspunktide kohal. Kui sellise kriipsu
kohale paigutada trigonomeetrilisel skaalal olev nurk, siis
pohiskaala otspunkt nditab keele esikiiljel vastava trigono-
meetrilise funktsiooni véartuse.

Niisuguste korrutiste ning jagatiste arvutamine, mis
sisaldavad tegurite voi jagajatena trigonomeetriliste funkt-
sioonide védartusi, toimub arvutusliikatil arvutamise tava-
liste reeglite kohaselt. Nii nditeks selleks, et arvutada kor-

LAl o= ja ase-

* Mootithikuks voetakse tavaliselt 0,001 skaala pikkusest.
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rutist 22,8 - sin 18°3(/, asetame siinusskaala alguspunkti
(olles keele iimber pooranud) pohiskaala arvu 2—2—8
kohale; siis siinusskaalal oleva nurga 18°30” kohal asetse-
vad pohiskaalal otsitava korrutise numbrid 7—2—3; jére-
likult 22,8 - sin 18°30" ~ 7,23.

Mirkus. Viikeste nurkade puhul ei ole vastavaid marke iildi-
sele skaalale praktiliselt voimalik kanda. Arvestades seda, et
sin 5°6 ~ tan 5°,6 ~ 0,1, ning et vidikeste nurkade siinuse ja
tangensi vidirtused on teineteisele ldhedased, paigutatakse keele
tagakiilje keskele viiksemate kui 5°6 nurkade siinuste ja tan-
gensite iihine skaala (S&T). Selle skaala abil toimuvad arvutused
viikeste nurkadega; arvutusreeglid jddvad endisteks.



VI peatiikk.

GEOMEETRILISTE KUJUNDITE ELEMENTIDE
ARVUTAMINE.

§ 35. Kolmnurga elemendid.

Geomeetrias vaadeldakse kolmnurga 'mitmesuguseid
elemente: kiilgi, nurki, iimbermootu, pindala, nurgapoolita-
jaid, mediaane, korgusi jne.

Kolmnurga kiilgi ja nurki nimetatakse tema pohi-
elementideks.

Kui A, B ja C on kolmnurga nur-
kade tipud, siis tdhistatakse samade 8 ila c
tdhtedega ka neid nurki endid; vaéi-
keste tahtedega a, b ja c tadhistatakse y e
kiilgi, mis asetsevad nendesamade

gl
suurte tdhtedega tdhistatud nurkade
vastas (joon. 64).

Kolmnurga pohielementide lubata- Joon. 64.
vad véirtused peavad rahuldama jarg-
misi tingimusi:

1°. Kolmnurga nurgad on positiivsed ja nende summa
on 180°:

A>0,B>0,C>0jaA-+ B4 C=180°

2°. Kolmnurga kiiljed on positiivsed ja iga kilg on
vdiksem kui ilejadnud kahe kiilje summa: :

0<a<<b+tc 0<b<c+a 0<c<<a+tb.
§ 36. Kolmnurkade lahendamisest.

Geomeetrias vaadeldakse mitmesuguseid iilesandeid
kolmnurga konstrueerimise kohta, kui on antud

_piisav arv selle kolmnurga elemente. Trigonomeetrias vaa-
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deldakse arvutusiilesandeid, milledes tuleb arvu -
tada iihed voi teised elemendid, kui on antud piisav arv
selle kolmnurga elementide arvulisi vaartusi. Neid iiles-
andeid nimetatakse tavaliselt kolmnurga lahenda -
mise iilesanneteks. Geomeetrias uuritakse kolmnurga
konstrueerimise jargmisi pohiiilesandeid: Fkonst-
rueerida kolmnurk tema kolme antud pohielemendi jirgi,
milledest vihemalt itks on kiilg *.

Trigonomeetrias lahendatakse vastavad pohiiilesanded:
kolmnurga kolme pohielemendi antud suuruste jiargi arvu-
tada iilejadnud kolme pohielemendi suurused (vilja arva-
tud juhtum, kui on antud kolme nurga suurused).

§ 37. Taisnurksete kolmnurkade lahendamine.

Olgu ABC tiisnurkne kolmnurk, C tdisnurk, a ja b kaa-
tetid, mis asetsevad teravnurkade A ja B vastas, ning ¢
hiipotenuus (joon. 65). Siis saame:

Teravnurga koosinus on ldhiskaateti suhe

B hiipotenuusi:
Y la cosA:E,cosB:—‘i y (1)
44 c
oL

Teravnurga siinus on vastaskaateti suhe
Joon. 65. hiipotenuusi:

ﬁ\q-

. a a
smA:?-. sin B =

(2)

Teravnurga tangens on vastaskaateti suhe ldhiskaate-
tisse:

tan A =2

bl Ly e R
& e 2l 3)

* Kolme nurga A, B ja C jirgi kolmnurka kas ei saa konst-
rueerida (kui A+ B+ C ;#180°) voi leidub lopmata palju
iiksteisega sarnaseid kolmnurki (kui A -~ B -~ C = 180°), milledel on
antud nurgad. c
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Teravnurga kootangens on ldhiskaateti suhe vastaskaa-
tetisse:

cotA:i, cotB="2 | (4)
a b

Teravnurkade summa on 90°.

Pohililesanded tdisnurksete kolmnur-
kade puhul

Ulesanne 1. On antud hiipotenuus ja iiks teravnurk;
arvutada iilejddnud elemendid.

Lahendus. Olgu antud ¢ ja A. Nurk B=90°—A
on samuti teada; kaatetid leiame valemeist (1) ja (2):

a=csinA, b= ccosA.

Ulesanne II. On antud kaatet ja iiks teravnurk; arvu-
tada ilejadnud elemendid.

Lahendus. Olgu antud a ja A. Nurk B=90°—A
on teada; valemeist (1) ja (3) leiame:

b==atan B ((=aCotA), ¢ =

a
sin4”’
Ulesanne Ill. On antud kaatet ja hiipotenuus; arvutada
ilejddnud elemendid.
Lahendus. Olgu antud a ja ¢ (kusjuures a < c).
Vordusest (2) leiame nurga A:-
3 a

sinA = ™ kust A = arc sin %,
siis B =90°— A ja 1opuks kaateti b:
b=ccos A (= csinB).
Ulesanne 1V. On antud kaatetid a ja b; arvutada iile-
jadnud elemendid.

Lahendus. Vordusest (3) leiame teravnurga, néi-
teks A:

siis nurga B =90° — A ning 16puks hiipotenuusi:

a S Ay
sinA \~ sinB ™ cosB|’

C =

6 Trigonomeetria IX—X kl. 81



Allpool on toodud tédisnurkse kolmnurga lahendamise
nédide, kus kasutatakse logaritmide tabeleid *.

Arvutamise puhul logaritmide tabelitega tuleb vilja
kirjutada vastavad valemid, logaritmida need, tabeleist
leida antud elementide (voi nende trigonomeetriliste funkt-
sioonide) vajalikud logaritmid, arvutada otsitavate elemen-
tide (voi nende trigonomeetriliste funktsioonide) logarit-
mid ja leida tabeleist otsitavad elemendid.

Nidide. On antud kaatet a = 166,1 ja hiipotenuus ¢ = 187,3; arvu-
tada teravnurgad, teine kaatet ja pindala.

Lahendus. Saame:

a =
sind= -, logsinA=loga—logce; — }gg Z= ig-?gg
log sin A = 1,9479
A = 62°30"; B =~ 90° — 62°30" = 27°30".

Arvutame kaateti b:

log a = 22204
b=atan B, log b = log a + log tan B; log tan B = 1,7165
log b =1,9369

b =~ 86,48.
Pindala arvutamiseks voib kasutada valemit:

log 0,6 = 1,6990
ab=0,5a*tan B; 2loga = 4,4408 || log a = 2,2204
log tan B = 1,7165
log S = 3,8563 || S == 7183.

0| =

S=

Kontrolliks arvutame nurga A arvutusliikatil:

il The
A = arcsin ¢ —arcsin ygz =~ 62.

Mirkus. Kaateti b voib arvutada Pythagorase teoreemist,
kasutades ruutude ja ruutjuurte tabeleid (tabelid XI ja XII):

b=V 187,32 — 166,12= V 35 080 — 27 590 ~ 86,54.

Erinevus varem saadud vidirtusest b = 86,48 seletub viga-
dega tabeleis, kus on antud funktsioonide ligikaudsed
vaartused. Tulemus 86,54 on tdpsem.

* Tiaisnurksete kolmnurkade elementide arvutamine loomu-
like vadrtuste tabelite abil on teada VIII klassi geomeetria
kursusest.

82



§ 38. Siinuslause.

Teoreem. Igas kolmnurgas on kiiljed vordelised vastas-
nurkade siinustega:

@ i Ol e
simA-" sinB - sin'C

Toestus. Joonestame antud kolmnurga ABC
(joon. 66) fiimber ringjoone. Olgu R selle ringjoone
raadius. Votame kolmnurga iihe tipu, néiteks A; tombame
14bi teise tipu, ndileks B, timberringjoone 'diameetri BA’.

dih A A

Joon. 66.

Abikolmnurk A’BC on taisnurkne, sest piirdenurk A’CB
toetub diameetrile. Abikolmnurgast leiame:

qg=—2R sin A’.

Kui A on teravnurk, siis A = A’, sest piirdenurgad A
ja A’ toetuvad iihele ning samale kaarele. Kui aga A on
niirinurk, siis A” on teravnurk, sest seda mdodab pool kaa-
rest BAC:

1

A'= L BAC= 5 (22— BA'C) =a—

BacC

=

Seega kas A’ = A vboi A’ =z — A, molemal juhul
sin A’ = sin A4,

ning seega
a = 2R sin A. (1)

Kui A on tdisnurk, siis a = 2R, sin 4 =1 ja vordus (1)
on samuti oige.

Analoogilised vordused leiame iilejddnud nurkade B ja
C jaoks. Seega,
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a = 2R sin A; b=2RsinB; R==PR sin'C;
kust
a R A

Jareldus. Kolmnurga kiilje suhe vastasnurga siinu-
sesse vordub kolmnurga timberringjoone diameetriga.

§ 39. Koosinuslause.
Teoreem. Kolmnurga kiilje ruut vordub teiste kiilgede

ruutude summaga, millest on lahutatud nende kiilgede ja
nende vahelise nurga koosinuse kahekordne korrutis:

a?="b%-+} c2— 2bccos A
b2 =2+ a?— 2cacos B
¢?=a? -+ b2 — 2ab cos C

Toestus. Toestame esimese vorduse.
Juhtum 1°. A on teravnurk. Olgu BH tipust B tom-
matud korgus (joon. 67). Geomeetriast on teada, et

a?="5b%4c>—2b-AH. (1)

‘ 8 8

C; a :C a ¢ a
A n_h B
AiH O S AR D

3 2" 8°
Joon. 67.

Téisnurksest kolmnurgast ABH leiame AH = ccos A
Asendades selle valemisse (1), saame toestatava vorduse.

Juhtum 2°. A on niirinurk. Sel juhul

a?=0b2+4c2+2b-AH. (2)
Kolmnurgast ABH leiame:
AH =ccos (/ BAH) =ccos (n —A) = —ccos A.

Asendades selle valemisse (2), saame toestatava vorduse.
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Juhtum 3° A on tédisnurk. Sel juhul (Pythagorase
teoreemi pohjal) a2 = b2 4 c2=b?-+} ¢ —2bccos A (sest
cos A =0).

Seega igal juhul

a2 = b2 4 ¢2 —2bccos A, m.o.t.t.

§ 40. Kolmnurga pindala valemid.

1°. Geomeetriast on teada Heroni valem:

+b
S=Vp(p—a)(p—b)(p—0) (kusp= ""35on pool
{imbermootu), mis voimaldab arvutada kolmnurga pindala
tema kiilgede jérgi.
2°. Teoreem. Kolmnurga pindala vordub kahe kiilje ja
nende vahelise nurga siinuse poole korrutisega:

S=—;—bcsinA. (1)

Toestus. Geomeetriast on teada, et kolmnurga pind-
ala vordub kolmnurga kiilje ja vastastipust sellele kiiljele
tommatud korguse poole korrutisega:

S=5b-h. (@)

Kui A on teravnurk, siis kolmnurgast ABH (joon. 67)
leiame:
BH =h;, — ¢'sin A;

Kui A on nirinurk, siis BH = hy= csin (z — A) =
= ¢ sin A. :

Kui A on taisnurk, siis sinA=1 ja h, =AB=c¢=
oS A

Jérelikult koigil juhtudel A, = ¢ sin A. Asendades selle
vordusesse (2), saame toestatava valemi.

Tapselt samuti saame valemid:

1 % 1 :
S:—Q—ab sin C = ac sin B.
3°. Siinuslause pohjal:

b_asinB C_asinq
RENSY" VY R B

Asendades need avaldised valemisse (1), saame valemi:
a2 sin B sin C
i eI A




§ 41. Tangenslause.

Teoreem. Kolmnurga kahe kiilje vahe suhtub nende
summasse nagu vastasnurkade poolvahe tangens suhtub
nende nurkade poolsumma tangensisse:

A—B

a __b_tan

2
at b tanA;—B

(ning kaks analoogilist valemit iilejddnud kiiljepaaride a, ¢
ja b, c jaoks).

Toestus. Siinuslause pohjal saame:

a—b=2R (Sin'A_SinB)=4RCOSA+B A—B.

. sin 2

2
a4+ b=2R sinA+sinB=4RsinA'2'-BcosA—;_B.

Neid vordusi liikmeti jagades saamegi toestatava
valemi, m. o. t. t.

§ 42. Kolmnurga lahendamine tema kahe nurga ja iihe
kiilje jargi.

Ulesanne. On anfud kolmnurga kaks nurka ja iiks
kiilg; arvutada dlejddnud kiljed ja nurk.

On antud B, C ja a, tuleb leida b, ¢ ja A.

Lahendus. Kolmnurga konstrueerimise voimalikkuse
noude: B -+ C < 180°, loeme tdidetuks.

Me voime arvestada, et koik kolm nurka on teada, sest

A = 180° — (B + C).

Kiilgede b ja ¢ arvutamiseks tuleb vaid rakendada sii-
nuslauset:

b a ¢ a - b=asinB asinC

— =~ - = - C= — .
8nB tsinA? ein'C o d'Aa? sinA ’ sin A

Pindala arvutame valemist:

a®sin B sin C
e T 2sinA
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Niide. Lahendada kolmnurk jargmiste andmete jirgi: a~ 174,
B =~ 44°30’, C =~ 64°.

Lahendus loomulike vadrtuste tabelite abil
Leiame nurga

A =180°— (B 4 C) = 180° — (44°30" - 64°) = 71°30".

Arvutame kiiljed. Kuna:

sin B =~ 0,7009; sin C =~ 0,8988; sin A ~ 0,9483,

siis

__asinB__17,4-0,7009 12,20
Lo 8inA . 09483 = ;0;9483

. asin C__174-08988 1564
T sinA 0,9483  0,9483

~ 12,86 ~ 12,9

~ 16,49 ~ 16,5.

Mirkus. Jagamise arvuga sinA ~ 0,9483 voime asendada
poordarvuga korrutamisega. V. Bradise tabeleist (vt. tabel XVII)

X ]
leiame: 09483~ 1,055.

Arvutused on teostatud ligikaudsete arvutuste reeglite jargi.
Siinuste védartused on voetud V. Bradise tabeleist, kodikides vahepeal-
setes tulemustes on siilitatud neli tiivenumbrit (tagavaranumbri ree-
gel). Lopptulemus on iimardatud kolme tiivenumbrini.

Lahendus logaritmide tabelite abil. Teame, et:

— gsiirlanB; log b = log a 4 log sin B — log sin A.

Tabeleist leiame:

log a = 1,2405
log sin B = 1,8457 5
— log sin A = 0,0230 log sin A = 1,9770
log b = 1,1092

V. Bradise tabeleist leiame b =~ 12,86. Kuid vastuses tuleb séilitada
kolm tiivenumbrit, sest a véirtus on antud kolme tiivenumbriga, see-
pirast b~ 129.

Kiilje ¢ arvutame analoogiliselt:
__asinC;
reasin A

log ¢ = log a + log sin C — log sin 4;

loga = 1,2405
log sin C = 1,9537
— log sin A = 0,0230

log ¢ = 1,2172; ¢ =~ 16,5.
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§ 43. Kolmnurga lahendamine kahe kiilje ja nende
vahelise nurga jargi.

Ulesanne. On antud kolmnurga kaks kiilge ja nende
vaheline nurk; arvutada kolmas kiilg ja kaks iilejidnud
nurka.

Olgu néiteks antud @, b ja C, tuleb arvutada A, B ja c.

Lahendus loomulike vidrtuste tabelite
abil. Koosinuslause annab kiilje ¢ avaldise vahetult tun-
tud elementide kaudu:

c=V a?>-+ b2 — 2ab cos C.

Nurga A arvutamiseks voib samuti kasutada koosinus-
lauset:

a?= b? -+ ¢ — 2bc cos A.

Kuna 0 < A < 180°, siis
b2 42 —a2

A = arc cos —op.— . ja 1opuks B = 180°— (A + C).

Lahendus logaritmide tabelite abil
Nurkade summa A -} B=180°—C on teada, kust
A4+ B C

= e =90°——2—. Nurkade vahe A — B voib arvutada,
kui kasutada tangenslauset:
t A—B
DB e o AP b
i pmr s L iicon dihs Y S T B Tk
tan——2—

Nurgad A ja B leiame vorrandisiisteemist:

A+B TR
T8 90— &
e, S tn(f'—”coti)
3 bl a+b 2

Kiilje ¢ voib leida siinuslause abil:

asinC
Zosinhd .

Nédide. On antud: a~ 49,4, b~ 26,4 ja C~47°20"; leida A, B
ja c.
Lahendus loomulike vadidrtuste tabelite abil
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Saame
c2=qa? | b2 — 2ab cos C =~ (49,4)2 - (26,4)2 — 2-49,4-26,4 - cos 47°20"
Ruutude tabeleist leiame:

a2 ~ (49,4)? ~ 2440; b2 ~ (26,4)2 ~ 697,0
ja edasi
2-49,4-264 - cos 47°20" =~ 2-49,4 - 26,4 - 0,6778 ~ 1768.
Jarelikult,
c2 == 2440 + 697 — 1768 =~ 1369.
Ruutjuurte tabelist ¢ == 37,0.
Edasi
b2+ ¢2— a2 697 4 1369 — 2440 2 374

xi kiR ) P T Y . TR M i

A =~ arccos (—0,191); A on niirinurk. Leiame tema tédiendusnurga
sirgnurgani:
180° — A = arc cos 0,191 ~ 79°; A ~ 180° — 79° = 101°.

Lahendus logaritmide tabelite abil. . Arvutame
nurgad A ja B:

— 0,191;

log tan 2_6 = log (a — b) + log cot % — log (a4 b);
Abiarvutused
log (a — b) = 1,3617 a—b=~494—26,4 =230
log cot % = 0,3583 a-+b=758
— log (;-}— b; =9 1903 % ~ 93°40¢
log tan A = 1,8403 1og (a S b) = 1,8797
A—B e
oy 34°40
Vorrandisiisteemist
A—B e
T 34°40
A —;B = 66°20

leiame: A = 101°, B == 31°40".

§ 44. Kolmnurga lahendamine kahe kiilje ja iihe antud
kiilje vastas asetseva nurga jirgi.

Ulesanne. On antud kolmnurga kaks kiilge ja nurk, mis
asetseb iihe antud kiilje vastas; arvutada kolmas kiilg ja
kaks iilejddnud nurka.
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Olgu antud a, b ja A; tuleb arvutada B, C ja c.

Lahendus. Juhtum 1° a> b, s. t. antud nurk A
asetseb suurema kiilje vastas. Konstruktsioon on ndidatud
joonisel 68a. Nurga A iihel haaral valime punkti C, mille
kaugus tipust on 6. Umber punkti C tombame ringjoone
raadiusega a. Punkt B on selle ringjoone 16ikepunkt nurga
A teise haaraga. Konstruktsioon on alati teostatav, iiles-
anne omab iihese lahendi.

Viiksema kiilje vastas asetseva teravnurga B leiame
siinuslause abil:

sin B = -3 sin A, kust B = arc sin (i sin A)
a a
ja siis C = 180°— (A + B).

asinC
sinA ’

Kiilje ¢ leiame siinuslause abil: ¢ =

B hifem 2% ia D
s. t. nurk A asetseb véik-
sema kiilje vastas; seega
ei voi ta olla téis- ega niiri-
nurk. Jérelikult A > 90°
puhul iilesanne ei ole
lahenduv. Olgu A terav-

B
8,
A

b)
D B nurk. Konstruktsioonist
joonisel 68b on néha, et
v ringjoon, mille raadius
on a ja keskpunkt C, 16i-

d)

kub nurga A teise haa-

¢) raga kahes punktis tingi-

musel a > CD, kus D on

4 it punktist C nurga A tei-

sele haarale tommatud

ristloigu otspunkt. Kuna CD = b sin A (kolmnurgast ACD),

siis tingimus on kirjutatav kujul: @ > b sin A. Nurk B voib

omada kaks vdirtust: B = B; (teravnurk) ja B = B, (niiri-
nurk). Ulesanne omab kaks lahendit.

Nurga B véairtused arvutatakse siinuslause abil:

\
\B

sin B o sin A,
a
kust B, = arc sin (7’:- sin A) ja By = 180° — B,.
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Nurga C ja kiilje ¢ véddrtused arvutatakse samal viisil
nagu eelmise juhtumi puhul (vt. allpool, néide).

Jooniselt 68c on ndha, et CD = b sin A > a puhul ring-
joon ei 16iku nurga A teise haaraga ning {ilesanne ei oma
lahendeid. Sel juhul sin B = """ > ja nurka B ei saa
arvutada.

Kui CD=0bsin A (joon. 68d), siis {ilesandel on iiks
lahend, kolmnurk ABC on taisnurkne.

Juhtum 3° a=25 puhul kolmnurk ABC on vord-
haarne. Niisuguse kolmnurga voib lahendada sel teel, et
jaotame ta korguse CD abil kaheks tédisnurkseks kolmnur-
gaks:

B=A; C=180°—24; ¢= 24D = 2acos A.

Niide. Arvutada kolmnurga kiiljed ja nurgad, kui on antud:

a==T7305; b=864; A=49°0.

Lahendus.
. bsinA 86,4.0,7547 65,21

sin B = —a— ~ 73,57 ~ 7-3-3 =~ 0,8872 =~ 0,887
(jagamise arvuga 735 vdib asendada korrutamisega arvuga
1 bsin A

sz,OlSG; tabel XVII). Kuna antud juhul a<b ja =)

siis iilesanne omab kaks lahendit:
1) B, = arcsin 0,887 =~ 62°30’; C; == 180° — (49° + 62°30’) = 68°30’;

asinC, 73,5-0,9304 68,38
Sin A" 0755 . 0756

c == 90,56== 90,6.

2) By=180°— By ~ 117°30"; Cy~ 180° —(49° + 117°30) = 13°30";
asinC, 173,5-0,2334 17,15

SinAT = v 0763 0155

Cco =~ 22,72 ~ 22,7.

§ 45. Kolmnurga lahendamine kolme kiilje jargi.

Ulesanne. On antud kolmnurga kolm kiilge; arvutada
tema nurgad.

Olgu antud kolmnurga kolme kiilje pikkused. Téhistame
koige lithema kiilje tdhega a, keskmise tihega b ja koige
pikema tdhega c¢: a < b < c¢. Kolme antud kiilje jargi saab
konstrueerida {iheainsa kolmnurga siis, kui suurem kiilg on
tilejddnud kahe kiilje summast vdiksem: ¢ < a - b. Kui
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aga ¢ > a -} b, siis antud kiilgedega kolmnurka pole olemas.
Eeldame et ¢ < a-}b.

Lahendus loomulike vadrtuste tabelite
abb il. Kolmnurga nurgad voib arvutada koosinuslause
abil:

a? = b2+ ¢2— 2bc cos A; b2#a2+c2~2accosB,

kust

pov) oy RO, |
TR NI b Ao, S B LR N "H——,
2bc J 2bc

sest 0 < A < 180°.

Analoogiliselt leiame
+ 62

B = arc cos £ ]a 1opuks C = 180° — (4 + B).

Lahendus logarltmlde tabelite abil.
Arvutame koigepealt kolmnurga pindala (Heroni valem):

S=vVplp—a)(p—0b)(p—c), kus p=“+§+c-
Edasi:
S=bcs2m£, kust sin A = %
£

A on teravnurk, sest ta asetseb viikseima kiilje Vasta's;
jarelikult

00
A = arc sin ot
i

Tépselt samuti B = arc sin —i% ja lopuks C = 180° —
—(A -+ B).

Seega kolmnurga lahendamisel kolme kiilje jargi loga-
ritmide tabelite abil leitakse viiksemate killgede vastas
asetsevad nurgad valemitest, suurima kiilje vastas olev
nurk arvutatakse aga kui vahe 180° ja kahe leitud nurga -
summa vahel.

Nidide. Lahendada kolmnurk, kui on teada tema kiilgede (ligi-
kaudsed) pikkused: 24,7, 22,4 ja 31,3. Tihistame: a =~ 22,4; b = 24,7;
c=~ 313.

Lahendus loomulike viddrtuste tabelite abil

Saame:
cos A = 2.924,7-31,3 o 1546 i,

kust A =~ 45°20" (tapsusega kuni 10).
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€08 8 = 2.22,4.31,3

(22,4)° 4 (31,3 — (24,7 _ 501,8 + 979,7 — 610,1

Rah i ° =~ 0,6215,

kust B~ 51°30" ja lopuks C = 180° — (45°20" -+ 51°30") = 83°10":

Lahendus
s 25
smA—W,

Arvutame:

log sin A =

logaritmide tabelite abil

log 28 — log b — log c.

log 25 =log (2 V p(p —a) (p—b) (p —¢)) =

1 1 1 1
=log2 + 5 log p + 5 log(p —a) + 5 log(p — b)+ - log(p —¢),

kus

p__a+b+c~22,4+24,7+31,3
= ST R AT o

p—a~392—224=168;
log 2 = 0,3010

L 1og p = 0,7966

2
% log(p —a) = 0,6126

—;-log (p — b) = 0,5807

—;— log(p —¢) = 0,4488

log 28 = 2,7397

Edasi:
log 28 = 2,7397
— log b = 2,6073
— log ¢ = 2,5045
log sin A = 1,8515
A = 45°20".

Arvutades nurga B, saame:

2 39,2;

p—b=145;, p—c=179.
log p = 1,5933

log (p — a) = 1,2253

log(p — b) = 1,1614

| log(p — ¢) = 0,8976

log b = 1,3927
log ¢ = 1,4955

log sin B = log 2S — log a — log ¢;

log 2§ = 2,7397

— log a = 2,6498
— log ¢ = 2,5045
log sin B = 1,8940
; B ~ 51°30.

log a = 1,3502

Lopuks: C = 180° —(A + B)~ 83°10".

7 Trigonomeetria IX—X kl.

93



§ 46. Trigonomeetria rakendamine mootmisteks maastikul.

Trigonomeetria abil lahendatakse paljusid mootmisiiles-
andeid maastikul, nagu nditeks maapinna erinevate punk-
tide vaheliste kauguste arvutamine (kui seda kaugust ei

Joon. 69.

saa moota vahetult), antud eseme (mée, ehituse jms.)
korguse arvutamine, plaanide ja kaartide koostamine jms.
Eeldame, et mootmised ‘toimuvad vaikesel maa-alal,
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mida voib maapinna koverust arvestamata jattes lugeda
tasapinnaliseks *.

Viikeste vahemaade mootmist teostatakse vahetult, nai-
teks terasmoodulintide abil.

. Nurkade mootmist maastikul teostatakse nurgamootja-
tega. Tdnapdeva koige levinumaks nurgamootjaks on teo -
doliit (joon. 69). Teodoliidi pikksilm voib poorelda nii
horisontaal- kui ka vertikaaltasapinnas.

Joon. 70. Joon. 71.

Kui maapinna punktis C horisontaalasendis oleva pikk-
silma telg suunata alul punkti A, seejdrel aga punkti B,
siis tema poordenurk on kolmnurga ABC nurk C; selle
nurga all paistab punktist C 16ik AB (joon. 70). Pikksilma
pooramise teel voib moota nurki ka vertikaaltasapinnas
(joon. 71).

Pikksilma poordenurki saab suure tdpsusega moota
horisontaal- ning vertikaalringil olevate jaotuste ja mikro-
meeterkruvide abil.

Teodoliidi puudumisel kasutatakse (néiteks oppeotstar-
bel) lihtsamaid riistu. Uks selline riist — astrolaab — on
kujutatud joonisel 72. Astrolaabi peamised osad on kraa-
dideks jaotatud ring (limb) ja joonlaud (alidaad), mis vGib
poorelda timber ringi keskpunkti. Joonlaua suunamiseks
antud punktile on tema otste kiilge kinnitatud vertikaalsed,
kitsaste pikipiludega plaadid.

Vaatleme moningaid lihtsamaid kauguste ja korguste
arvutamise iilesandeid.

* Arvutused, mis on seotud mootmistega suurtel maa-aladel, kus
ei saa jatta arvestamata Maa kerakujulisust, teostatakse sfddri-
lise trigonomeetria meetoditega.
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Ulesanne. Arvutada kaugus ligipddsetavast punktist A
kuni ligipddsematu punktini B, mis paistab punktist A
(punktid A ja B asetsevad {ihes ning samas horisontaal-
tasapinnas, joon. 73).

L

o O o e e
== ST gy g

s a‘,m,.&_.'mm..;
<

N

///t//a/////mﬂmlnu\\\\\\\\\\\\\“‘““‘\‘\
g -“"

] W
I i8S

C

]
Joon. 72.

Selgitus. Punkti A loetakse ligipddseta-
vaks, kui temas voib asetseda vaatleja mooteriistadega.

Joon. 73. Joon. 74.

Punkti B loetakse ligipddsematuks, kui kaugust
AB ei saa vahetult moota (nditeks, kui ees on: toke, jogi,
org jms.).
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Lahendus. Valime punkti A ldhedal ligipddsetava
punkti C, millest on ndha punkt B. M6odame vahetult baasi
AC = b ning nurgad A ja C. Kolmnurga ABC Kkiilje x = ¢
leiame siinuslause abil:

AT AL
sinC~_ sin B’

fset x_bsinC_ bsin C
AT AN anld by

Ulesanne. Arvutada kaugus kahe ligipidsematu punkti
A ja B vahel, mis paistavad ligipddsetavalt maastikult.
Punktide paigutus on antud joonisel 74.

Joon. 75.

Lahendus. Valime ligipddsetaval maastikul baasi; '
moodame selle ja nurgad a= / AMN, B= / BMN,
y= / ANM, 6 = / BNM baasi ning selle otspunktidest
punktidesse A ja B minevate suundade vahel. Arvutame
kaugused MA ja MB (vt. eelmine iilesanne):

Libsingr L bsing -
A—sin(a+y)’ M T sin(B46)°

Teades kolmnurga AMB kaht kiilge ja nurka a—
nende vahel, voime arvutada kolmanda kiilje néiteks koo-
sinuslause abil:

x=AB =/ MA? | MB? — 2MA - MB cos(a — f).

Ulesanne. Arvutada vertikaalse eseme korgus, mille
alus on ligipddsematu (joon. 75).

Lahendus. Oletame, et on voimalik valida horison-
taalne baas AB = b, mille otspunktidest paistab mdoode-
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tava eseme tipp S. Olgu A nurgamootja korgus. Mootes
kolmnurga SA,B; nurgad « ja g leiame (siinuslause abil):

A, S b . bsi bsin g
sin 8 sm(a )2 kust 4,8 ~ sin (e — p)

ja lopuks 4
0S=00,4+0,S=h-+ A Ssina=h-+

b sin e sin g

sin (a—p) °

§ 47. Trigonomeetria rakendamine geomeetriliste
iilesannete lahendamisel.

Planimeetrilised tilesanded. Trigonomeet-
riat rakendatakse mitmesuguste geomeetriliste kujundite
elementide arvutamise iilesannetes. Tavaliselt hulknurga

elementide arvutamisel jaotatakse ta kolm-

A nurkadeks nii, et otsitavaid elemente saaks
o arvutada rea kolmnurkade jdrkjdrgulise
_/_ § lahendamise teel.
d B Ulesanne. Arvutada ringi segmendi pind-
3 3 ala, kui vastava kaare maéotarv (radiaan-
oon. :

moéodus) on a ning ringi raadius on R
(joon. 76).

Lahendus. Segmendi pindala S vordub vastava
sektori OAB ja kolmnurga OAB pindalade vahega. Geo-
meetriast on teada, et ringi sektori pindala arvuta-

takse valemi abil s; :%Rl, kus / on sektorit piirava kaare

pikkus.
Kuna { = aR; siis"8; = 15 R? q.
Kolmnurga pindala s, —R—s2i~r-’—'7.

Otsitav segmendi pindala on seega
R2a¢ R2sinae__ R%

8251'—52:—2——_2——27—((1—Sin(1).

Ulesanne. Trapetsi alused on a ja b mng haarad ¢ ja d.
Maddrata trapetsi nurgad.

Lahendus. Olgu a suurem alus ning A kiilgede a
ja ¢ vaheline nurk (joon. 77). Tombame haaraga d paral-
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leelse sirge; siis trapets jaguneb kolmnurgaks ABE ja
roopkiilikuks BCDE. Kolmnurgas ABE on teada kolme
kiilje pikkused: a, d ja a — b. Koosinuslause abil leiame
nurga A:

d?2=(a— b)2+ ¢ — 2c(a — b)cos A, kust cos A =
(@ — b)? + ¢ — a2
Tty 2¢ (7077:7[))»7 o

Analoogiliselt arvutame:

(a—b24d2—¢
R 2 (=)

cos D = *ja Jopks Bl n LAYt 2

Stereomeetrilised tilesan-
8.:b.C

ded. Trigonomeetriat rakendatakse ruu-
miliste kujundite mitmesuguste elemen- ¢ d
tide: ruumalade, pindalade, l6ikepindalade,

a

tasapinnaliste ja kahetahuliste nurkade #
jms. arvutamiseks. Tavaliselt teostatakse
abikonstruktsioonid (loigete, joonte jms.
tombamine) nii, et otsitavaid elemente
saaks leida rea kolmnurkade jérkjargulise lahendamise teel.
Arvuliste andmetega arvutusiilesannete lahendamisel
lahendatakse iilesanne enne tavaliselt iildkujul ja siis
alles asendatakse antud arvud. Uldine lahendusvalem esita-
takse jargnevateks arvutusteks koige mugavamal kujul.

Joon. 77.

S
H
o
0 Vi a K

Joon. 78.

Ulesanne. Piramiidi pohi on ruut. Uks kiilgtahk on
vordhaarne kolmnurk, mis moodustab pohjaga niirinurga a.
Vastastahk moodustab pohjaga nurga p. Piramiidi korgus
on H. Leida piiramiidi ruumala.

Lahendus. Olgu ABCD piiramiidi pohi, S tipp, OS
korgus, ASB tahk, mis moodustab pohjaga nurga o ja
DSC tahk, mis moodustab pohjaga nurga g (joon. 78).
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Kaldloigud SA ja SB on vordsed, seetottu on vordsed
ka nende projektsioonid pohja tasandil: OA = OB. Olgu L
kiilje AB keskpunkt. Vordhaarsetes kolmnurkades AOB ja
ASB on mediaanid OL ja SL iihtlasi korgusteks, seepérast
OL | AB ja SL | AB. Jarelikult, / OLS on kahetahulise
nurga OABS (mille serv on AB) joonnurk ja seega
/ OLS = 180° — a. Olgu K sirge OL ja kiilje CD loike-
punkts siis/ DK =KC_ ja 1 OK\["CD. Kaldlotic.SK .| €D
(kolme ristsirge teoreemi pohjal). Kolmnurgas SCD on
16ik SK mediaaniks ja korguseks, jérelikult on see kolm-
nurk vordhaarne. Kuna OK | CD ja SK | CD, siis
/ OKS = p. Pooltasapinnad ABS ja DCS loikuvad siis
ja ainult siis, kui 180°—a>p8, s. t. a+ < 180°
(180° — a on kolmnurga SLK vilisnurk, g aga sisenurk).
Eeldame, et see tingimus on tdidetud. Loik LK vordub
pohja kiiljega a. Kuna OL = H cot (180° — a) = — H cot a
(kolmnurgast SOL) ja OK = H cot g (kolmnurgast SOK),
siis a = OK — OL = H (cot g + cot a). Arvutame ruumala:

V=1 a®H — 5 H (cot f+ cot a)2.

Vastuse selline kuju on mugav arvutusteks loomulike
vaartuste tabelite abil. Kui arvutusi teostatakse logarit-
mide tabelite voi arvutusliikati abil, siis tuleb kootangensite
summa teisendada korrutiseks:

5 sin2(a + 8)
sinZa sin®g *

1
V:§H

Arvutame ruumala jirgmiste andmete puhul: H =~ 12,63, a=~
~ 110°48’, =~ 32°30".

1) H3 =~ (12,53)3 ~ 1967 (V. Bradise tabel XIII)

2) cot a - cot f = cot 32°30" -} cot 110°48" =

= cot 32°30" — cot 69°12’ =~ 1,56697 — 0,3799 =

=1,1898 ~ 1,190 (V. Bradise tabel 1X)
3) (cota -} cot f)2 = (1,190)2 = 1,416 (V. Bradise tabel XI)
3 2 !
jn topuks v — E(COLE - COU A2 _ 1967 1416 _ g

§ 48. Trigonomeetria kasutamisest fiiiisikas, mehhaanikas
ja tehnikas.

Trigonomeetrial on rohkearvuliselt rakendusi fiiiisika,
mehhaanika ja tehnika mitmesugustes kiisimustes.

I. Mehhaanikas ja fiilisikas rakendatakse sageli jérg-
mist teoreemi vektori projektsioonist teljel:
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Teoreem. Vektori projektsioon teljel vordub vektori
pikkuse ja selle vektori ning telje poolt moodustatud nurga
koosinuse korrutisega.

Toestus. Olgu F antud vektor, / telg (mis on jooni-
sel kujutatud horisontaalsena) ja ¢ nurk vektori ning telje
vahel (joon. 79).

Vektori paralleelsel {ilekandmisel Y F
ei muutu suuruselt tema projekt- ;
sioon teljel, seepdrast voib vektori 1 M
iile kanda asendisse OM, paiguta- % (S,J)f

des ldhtepunkti telje [ mingisse = S ST
punkti O. Vottes punkti O koordinaa-

tide alguseks ja telje [ abstsisstel- Joon. 79.

jeks, saame:

X
cos ¢ = -~ ehk x =rcos g,

kus x = pr,OM = pr;F; r = |F| on aga vektori F pikkus.
Jarelikult,

priF = |F| cos ¢ , ma ot

T66 arvutamine. Kui keha kirjeldab jddva jou F
mojul sirgjoonelise tee S, siis t66 A arvutamiseks tuleb

tee pikkus korrutada jou F projektsiooniga liikumisteel;
seega:
A=prF-S=|F|Scosg.
II. Selleks et arvutada teineteisega nurka a moodusta-

vate tungide F; ja F, resultandi F suurus, tuleb arvutada
kolmnurga OBC (joon. 80) kiilje OC pik-
€ kus. Koosinuslause abil saame:
H 0C? — 0B? + BC? —
0,— 7 — 20B - BC - cos(180° — a)
; ehk

[FI2 = [Fi[2 + |Fol2 + 2[F4| - |[Fe| - cos a.
III. Fiitisikast on teada, et horisondi suhtes nurga «
all (kus 0 <« <90°) algkiirusega v, visatud keha lennu-

2 sin 2 X 3 3
kaugus on x:vls;—"—a (ohutakistust ei arvestata, g on

Joon. 80.
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raskuskiirendus). Lennukaugus on suurim *, kui sin 2q —
=1, kust 2a = 90° ja a = 45°. Seega, kui keha on visatud
horisondi suhtes nurga all 45° siis tema lennukaugus on
suurim.

IV. Ulesanne geomeetrilisest optikast:
mddrata valguskiire korvalekaldumine tema [libiminekul
tasaparalleelsest plaadist (joon. 81).

Olgu d plaadi paksus, n tema murdumisniitaja, MN ja
PQ plaati piiravad tasapinnad ning « kiire langemisnurk.

)
A
M ¢ N
[} \
- A
b 5%
'f AXK’ < { (54
p [ a 7
//aqg 6 L
ﬂ -~
Joon. 8I. Joon. 82.

Kui kiir AB jouab plaadini, siis ta muudab oma suunda
ja ldheb edasi mooda sirget BC, mis moodustab tasapinna
PQ ristsirgega nurga f, kus valguse murdumise seaduse

sin &

kohaselt snp Plaadist véljumisel moodustab kiir
tasapinna MN ristsirgega nurga y, kus :—géz% Jéreli-

kult sin a = siny, ning kuna « ja y on teravnurgad, siis
a = y. Nihke KC leiame kolmnurgast BKC:

KC = BC sin / CBK = BC sin (a — f);

kuid BC = ébg}é (kolmnurgast BCL) ja seega

__dsin(a i
< cos B

KC

V. Vintmehhanismi liikumine. Vinda
varda AB poorlemisel nihkur C liigub mooda sirget BL.
Liikumine kandub edasi kepsu AC kaudu (joon. 82). Moo-
dustagu sirge BL vindaga AB nurga « ning: kepsuga

* Antud kindla algkiiruse puhul. (Té6lk.)
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nurga . Olgu r vianda pikkus ja / kepsu pikkus. Seose
a ja f vahel voib leida kolmnurgast ABC:
r l

> g »
o kust sin g = — sin a.

1

Paljudes mehhanismides % = ;_ ja siis g = arc sin s_"slf
Arvutusteks voib koostada niiteks jdrgmise tabeli g

ligikaudsete véadrtuste jaoks:

a 00 i 109, ;200

l i 1
300 } 400 | 500 | 600 ' 70° \ 800 | 900

g | o0 | 20 | 4 | 550 11,5°| 11,50

7,50 | 9 I 100] 110

Kui vant on ldhteasendist p66rdunud nurga a vorra,
siis nihkuri kaugus poorlemiskeskpunktist B on

BC = r cos a + [ cos B.

Nihkuri hédlve ldhteasendist on
r4+ 10— (rcosa-+lcos ) =r(l —cosa) + [(1 —cos f).

VI. Fiiisikast on teada, et vahelduvvoolu vonkumine
avaldub valemiga

[ = A sin (0t + a),

kus A on vonkeamplituud, » sagedus, l:% periood ning

a faas. :
Tavalisel kolmefaasilisel voolul, mida toodab generaa-

g 2 ' R T o pé d
tor, on kolm faasi a, a -+ —g—, a -+ Tn, mis tekivad {iksteisest

siinuse perioodi ithe kolmandiku jdrkjargulise lisamise teel.
Seega voolu vonkumist iga faasi jaoks eraldi viljendavad
valemid:

I, = A sin (ot 4 a); I, = A sin (°’t+a+%);
I, = Asin (of + a4+ 7).

Seejuures  igal ajamomendil I, + I, + I; = 0. Toepoo-
lest:
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11+12+13..A[sm(mt+a)+sm(wt+a+—)+

+51n(wt+a+3)] [28111((0t+ - )cos——l—

'+sin(wt+a+n+§)]= [sm(wt—{—a—f—§)—
—sin (0t + a 45| =0.



VII peatiikk.

TRIGONOMEETRILISED VORRANDID.
§ 49. Lihtsaimad trigonomeetrilised vorrandid.

Definitsioon. Lihtsaimateks trigonomeetrilisteks vorran-
diteks nimetatakse vorrandeid

COS ¥ — S X —=m; tafl’x ="nt;"colsrt=im;

kus m on antud arv.

Lahendada lihtsaim trigonomeetriline vorrand — tédhen-
dab leida koikide nende nurkade (kaarte) hulk, millede
puhul vastav trigonomeetriline funktsioon omab antud
vaartuse m. § 13 me lahendasime selle iilesande konstru-
eerimise teel.

1. Vorrand cos x=m. Kui |m| < 1, siis leidub kaks
abstsisstelje suhtes siimmeetrilist kaart.

arc cos m ja — arc cos m,

mille koosinus omab antud véairtuse (konstruktsioon vt.
§ 13). Need kaared lopevad 16igul [— z, =], mille pikkus
vordub ringjoone pikkusega (koosinuse perioodiga); koik
teised otsitavad kaared lopevad samades punktides. Vor-
randi {ildlahend (s. t. tema koikide lahendite hulk) avaldub
valemiga:

b AR R o m“—{— 2kn

Vorrandi mingi kindla lahendi (ehk erilahendi) saame
siis, kui {ildlahendi valemi paremal poolel valida mark ja
anda suurusele £ mingi tdisarvuline vaéartus.

Kui |m| > 1, siis vorrand ei oma lahendeid.
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Niiteid. 1) cos x = %;x = -+ arc cos —;- + 2kn =+ % + 2kx (radi-

aanides) = + 60° + 360°% (kraadides).

2) cos x = 0,7251;'x = —+ arc cos 0,7251 + 360°k ~ + 43°32’ + 360°
(kraadides) =~ + 0,7598 +- 2k 2 (radiaanides).

(arc cos 0,7251 leiame V. Bradise tabelist VIII, kraadid on teisen-
datud radiaanideks tabeli XVI jérgi.)

2. Vorrand sinx=m. Kui |m|< 1, siis nurkade
arc sin m ja a.— arc sin m siinused omavad antud vaértuse
m (vt. § 13). Nende kaarte 1opp-punktid on siimmeetrilised
ordinaattelje suhtes. Koikide otsitavate kaarte hulga
saame siis, kui leitud kahele kaarele lisame mistahes arvu
taispoordeid (siinuse perioode):

y —Jarcsinm —+ 2ka _Jarcsinm - 2ka (1)
n— arc sin m -+ 2kn — arc sinm -+ (2k -+ 1)a.

Uldlahendi voib kirjutada ithe valemiga:

x=(—1)rarcsinm -4 nn

(kus n on mistahes tédisarv).

Toepoolest, kui n on paarisarv n = 2k, siis saame
valemi (1) {ilemise rea, kui aga n on paaritu arv n = 2k |
- 1, siis alumise rea.

Kui |m| > 1, siis vorrand ei oma lahendeid.

2 ) .
Niited. 1) sinx =-]£22;x =(— l)"arcsin l%«—% nn=(— 1)" %-{—
-+ nn.
2) sinx = 1. Koik kaared, mille siinus on 1, l16pevad vertikaal-

diameetri iilemises otspunktis ja seega x='g+2kn(kus k on mis-
tahes taisarv).

Tépselt samuti lahendub vérrand sin x = — 1, saame x = — & +
-+ 2kn.

3. Vorrand tanx=m. Iga m puhul leidub vahemi-

(I

kus (———%, —72!—) mille pikkus on =z, s. t. tangensi periood,

iiksainus kaar arc tan m, millel on antud tangens.
Otsitavad kaared voivad loppeda vaid kahes diamet-

raalselt paiknevas punktis. Koik otsitavad kaared voime

saada, kui lisada kaarele arc tanm juurde mistahes téis-
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arvu poolpoordeid (tangensi perioode). Seetottu koikide
otsitavate kaarte hulk avaldub valemiga:

x = arctanm + kn

4. Vorrand cotx=m omab iga m puhul l6pmatu
hulga lahendeid:

x = arccot m + ka

(arutlused on samasugused nagu eelmisel juhul).
Niiteid. 1) cotx = — 1; x = arccot(— 1) 4 k= =37n+kn.
1
2) tanx = 3 ; x = arc tan % -+ 180°k = arc tan 0,3333 - 180°k ~
~ 18°26" + 180°k (kraadides) == 0,3217 -} kna (radiaanides).

Miérkus. Lihtsaimate trigonomeetriliste vorrandite cosx =
= m, sinx=m, tanx=m, cotx=m iildlahendeid téhistatakse

monikord ka jargmiselt:
Arc cos m, Arcsinm, Arctanm, Arc cot m.

Seega:
Arc cos m = —+ arccos m + 2kn; Arcsinm = (— 1)k arcsinm + kn;
Arc tan m = arc tan m + kx; Arc cot m = arc cot m + kn,

kus & on mistahes tdisarv.
Jargnevate ndidetega on demonstreeritud lihtsaimateks

taanduvate trigonomeetriliste vorrandite lahendamist.
Niiteid. 1) Lahendada vorrand: 2sinx—1=0.

Lahendus:
& Vet R IERY 3 Vi
sinx = o, kust x = (— 1) 6 + nn.

2) Lahendada vorrand: 2cosx +3=0.
Lahendus. Vorrand ei oma lahendeid, sest temaga ekviva-
lentne lihtsaim vorrand cos x = — % ei oma lahendeid.

3) Lahendada vorrand: 2cos3x -+ 1=0.
Lahendus. Vahepealse argumendi 3x leiame vorrandist:

cos 3x = — —%—;31’ g 2—;1 -+ 2kn; siit leiame antud vorrandi iildlahendi
2n 2
X = i —g + 3— kn

107



4) Lahendada vorrand:
2sinx - cos x =0. (1)

Lahendus. Jagades vorrandi molemad pooled avaldisega cos x,

saame:
2tanx+1=0, (2)

kust tanx = — % ja x =~ — 26°34" - 180°.
Uleminekul vorrandile (2) korvaldatakse tundmatu Ilubatavate

vaartuste hulgast arvud % + kn, sestx = —721-{—- kn puhul vorrandi (2)

vasak pool kaotab motte. Need vidartused ei rahulda vorrandit (1)
ja seega lahendite kaotsiminekut ei toimu.

§ 50. Uhele funktsioonile taandamise meetod.

Vaatleme nditeks vorrandit:
2cos?2x —7cosx—+3=0,
mis on cos x suhtes ruutvorrand. Lahendades selle vor-
randi koosinuse suhtes:
74+ V49—24 745

COSLE = 3 2

saame kaks lihtsaimat vorrandit:

| Y
COs X = ja cosx=3.

Esimese vorrandi iildlahend on:
% =5+ 2k, (1)

kuna aga teine vorrand ei oma lahendeid. Valem (1) annab
antud vorrandi koikide lahendite hulga.

Kui vorrand sisaldab tundmatu mitmesuguseid trigono-
meetrilisi funktsioone, siis voib koik need funktsioonid aval-
dada tihe kaudu ja asendusi teostades saada vorrandi, mis
sisaldab vaid tundmatu {iht trigonomeetrilist funktsiooni.

Uht trigonomeetrilist funktsiooni teise kaudu avalda-
vate valemite kasutamine voib vorrandisse sisse tuua juuri
ja vorrandi vabastamisel neist on voimalik voorlahendite
tekkimine. Sellepdrast on soovitav (kui see on voimalik)
valida niisugune asendus, mis ei too vorrandisse juuri.
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Niiteid. 1) Lahendada vorrand:
2cos?x + 3sinx=0.
Lahendus. Asendame cos?x avaldisega | — sin?x, saame:
2—2sin?x+3sinx=0 ehk 2sin?x —3sinx—2=0,

kust: sinx = ——;—ja sinx=2.

Esimese vorrandi iildlahend on:
x =(— 1)* arcsin -——%) + ng =(— 1)"+l%+nn,

teine vorrand ei oma lahendeid.

Miéarkus. Kui kasutada asendust sinx=
=+ V 1 —cos? x, siis saame juurt sisaldava vorrandi.
Seepdrast on antud vorrandi lahendamisel otstarbekoha-
sem avaldada koosinus siinuse kaudu, mitte aga siinus
koosinuse kaudu.

2) Lahendada vorrand:
sinx 4 cosx=1. (1)

Lahendus. Asendades cosx =+ V' 1—sin2x, saame:
sinx+ V1—sin2x=1 ehk -+ V1—sin?x=1—sinx.
Molemaid pooli ruutu tostes ja koondades saame:
sin? x —sin x =0, (2)

kust:
sinx=1 ja sinx=0.

Neid lihtsaimaid vorrandeid lahendades leiame kaks sarja lahen-
deid:

x=%—f—2kn, =nn(k ja n on tdisarvud).

Kontroll Esimese lahenditesarja puhul
R 21 n
sin (—2— -+ an) =108 (—2— - 2kn) =0

Vorrand (1) on rahuldatud. Teise lahenditesarja puhul

1, kuin on paarisarv

sinnx =0, cosnn = { — 1, kui n on paaritu arv.

Vorrand (1) on rahuldatud vaid paarisarvulise n=2m puhul. Teise

sarja lahendid paarituarvulise n=2m -+ 1 puhul on vdorlahendid

(selle vorrandi teine lahendusmeetod on toodud lehekiiljel 113).
Vorrandi- (1) iildlahend koosneb kahest sarjast:

x=%+2lzn ja x =2mn.
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Ka nende vorrandite puhul, mis sisaldavad tundmatut
trigonomeetriliste funktsioonide margi all liitargumendis,
on real juhtudel voimalik koiki trigonomeetrilisi funktsioone
ithe kaudu avaldades saada vorrandit, mis sisaldab vaid
ithe trigonomeetrilise funktsiooni tundmatust.

Niiteid. 1) Lahendada vorrand cos 2x = sin? x.
Lahendus. Teostades asenduse:

1 —cos 2x

sin? x = 5 :

saame jargmise vorrandi, mis sisaldab vaid iihe funktsiooni tund-
matust:

1 — cos 2x

cos 2x = ehk. "8cos 2¢=='1,

kust:
1 1
cos 2x = 3 2x = 4. arc cos 5 -+ 360°k
ja lopuks

%=l —;— arc cos % -+ 180°% ~ +- 35°16" - 180°.

2) Lahendada vorrand:
sin (% +x) cos 2x - sin(2x —n)sin x = 6.

Lahendus. Asendades
sin (%—-{—x) =cosx ja sin(2x —=n) = — sin2x,

taandame vorrandi kujule:
cos xcos2x —sinxsin2x=0 ehk cos3x=0,
kust:

2k +1)n

V1 = T T
3x—?+kn ja x-—-{—k—é—_ 3

6

§ 51. Teguriteks lahutamise meetod.

Kui pdrast koikide liikmete iileviimist vorrandi vasa-
kule poole saab seda poolt lahutada tegureiks, siis vor-
rand omandab kuju, milles korrutis vordub nulliga. Edasi
tuleb vorrutada nulliga iga tegur*, lahendada saadud

* Korrutis vordub nulliga siis ja ainult siis, kui vidhemalt iiks
teguritest vordub nulliga.
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vorrandid ja ithendada koik leitud lahendid iiheks
hulgaks.

Nidide. Lahendada vorrand sin 5x — cos 3x = sin x.

Lahendus. Viime koik liidetavad {ile vasakule poole ja lahu-
tame selle poole teguriteks. Jark-jargult saame:

(sin 5x — sin x) —cos 3x =0
2 sin 2x cos 3x —cos 3x =0
cos 3x(2sin2x — 1) =0.
Vorrutades vasaku poole tegurid nulliga, saame vorrandid:
2sin2x—1=0 ja cos3x=0.

Lahendame esimese vorrandi:

s __l_. =if AP0 ﬂln . WG By ni _71_
sin2x=o; 2¢=(—1) g Trm ja x=(—1) 12+n2.

Lahendame teise vorrandi:

U b : L 2k41
3x~7+kn, X—T?z.

Antud vorrandi iildlahend koosneb kahest sarjast:
2k + 1

gL pousn e TSN L
x=(—1) 12+n2 ja g 6 ™

Kui  tundmatu mone véirtuse puhul vidhemalt iiks
tegur muutub nulliks, aga teised (vdhemalt iiks) kaotavad
motte, siis kogu korrutis kaotab motte; tundmatu niisugu-
sed véirtused ei ole antud vorrandi lahendid.

Nidide. Kui vorrutada vorrandi
sin2xtanx =0 (1)
vasaku poole tegurid eraldi nulliga, siis saame vorrandid:
sin2¢x=0 ‘ja tanx=0, (2)
milledest leiame:

x:n% ja x=kn

Teine tegur tan x kaotab motte vdirtuste x = % + k= (2k+ 1) %

korral, mis sisalduvad esimese vorrandi (2) lahendite hulgas paaritu
n=2k 41 puhul. Need on vdorlahendid. Paarisarvulise n=2k
puhul esimese vorrandi (2) lahendid sisalduvad teise vorrandi lahen-
dite hulgas. Antud vorrandi (1) iildlahendi valem on x = k.
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§ 52. Lahendite kaotsiminekust ja voorlahendite tekkimisest
teisenduste teostamisel.

Antud avaldise samasusteisendused voivad muuta
ei

sin x

oma motet x = kn (kR on mistahes tédisarv) puhul, sest
argumendi nende vdirtuste korral nimetaja muutub nul-
liks. Kui teostada jiargmine teisendus:

sin 2x 2 sin x cos x

— = : = 12 CO8.X
sin x sSinx

siis tekib avaldis 2 cosx, mis omab motte argumendi x
koikide véidrtuste puhul. Argumendi x lubatavate
vadrtuste hulk laienes.

Vastupidi, {ileminekul avaldiselt 2cosx esialgsele
sin 2x
sin x
kitseneb. =

Vorrandis sisalduvate avaldiste samasusteisenduste
teostamisel on voimalik voorlahendite tekkimine, kui tund-
matu lubatavate vddrtuste hulk laienes, ja on vdimalik
lahendite kaotsiminek, kui see hulk kitsenes.

Nidide. Lahendada vorrand:

1+4cos2x  sin2x
o8y T cos'2x"

avaldisele argumendi x lubatavate véartuste hulk

(1)

Lahendus. Teostame murruliste avaldiste taandamise:

14 cos2xy 2cos’x

= = COS X;
2 cos x 2cos x ;
sin2x  2sinxcosx cosx
1—cos2x = 2sinx ~ sinx’
Vorrand omandab kuju:
cos x cos x (sin x — 1
cosx = —— ehk —(‘—) =0. (2)
sin x sin x

Vorrutades lugeja tegurid nulliga:

cosx=0 ja sinx—1=0;
saame:

T % T
x—-?—{—kn ja x_-—2—+2nn.

112



x vaartuste teine sari sisaldub esimeses ja mbdlemad valemid v6ib
iihendada iiheks: x=%+kn.

Murruliste avaldiste taandamine iileminekul vorrandilt (1) “vor-
randile (2) voib tekitada voorlahendeid. Antud nidite puhul on kdik
leitud lahendid voorlahendid, sest vorrandi (1) vasak pool kaotab

x=12‘—+kn puhul métte. Antud vorrand ei oma lahendeid.

Mirkus. Lahendite kaotsiminekut ei saa esineda, sest
iileminekul vorrandilt (1) vorrandile (2) argumendi x lubata-
vate vairtuste hulk laienes.

§ 53. Trigonomeetriliste vorrandite lahendamise erivotteid.

Jargnevate ndidetega on demonstreeritud trigonomeet-
riliste vorrandite lahendamist mitmesuguste erivotetega.
Need votted voivad olla koige mitmekesisemad, soltuvalt
vorrandi vasaku ja parema poole kujust.

Niiteid. 1) Lahendada vorrand sin x sin 7x = sin 3x sin 5x.
Lahendus. Teisendame vasaku ja parema pcole summadeks:

cos 6x ; cos 8x _ cos 2x77; cos 8x g ety gl

Kasutame teguriteks lahutamise meetodit:
cos 6x — cos 2x = 0; — 2sin4x sin 2x =0,

T

kust sin4x = 0; sin2x =0 ja 16puks x =& 1

ning x=k—72£-. Esime-

ne sari sisaldab teise (paarisarvulise 2= 2n puhul); seega x=k—74’
on antud vorrandi iildlahendi valem.

2) Lahendada vorrand: cos x -+ sinx = 1.

Lahendus. Jagame molemad pooled arvuga V'2 ja, arves-

tades, et cos % = sin % = % % kujutiame vasaku poole vahe koo-
sinusena. Jark-jargult saame:
: 1 1
cosx-—_—}-snnx-ﬁ: l/2_;
cos X cos% - sin xsin% = —]/—12_— <
cos (x———j—) :712: ja x—%= i%+2kn,
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. kust leiame kaks sarja lahendeid:

x=%+2kn ja x=2kn.

Teise meetodiga lahendasime selle vorrandi § 50 (lk. 109,
niide 2). Kiesolevas paragrahvis esitatud lahenduse puhul pole
tarvis juuri kontrollida.

Mirkus. Selle meetodiga vo6ib. lahendada vorrandi
asinx + bcos x=rc. Toepoolest, abinurga sissetoomisega (vt.
§ 25) voib selle vorrandi teisendada kujule

Va+b2sin(x+¢) =c.
3) Lahendada vorrand:
sin? x 4 sin x cos x — cos?2 x = 0. (1)

Lahendus. Jagades molemad pooled avaldisega cos?x,
saame:
tan2x +tanx — 1 =0, (2)
kust

tanx:i-?ﬁ ja x= arctan_l_§£+kn.

Uleminekul vorrandilt (1) vorrandile (2) kitseneb vorrandi
~ méaédramispiirkond, sest tundmatu lubatavate vairtuste hulgast -eral-

datakse arvud g—-{—kn. Kuid iikski nendest arvudest ei rahulda vor-
randit (1), seega lahendite kaotsiminekut ei toimu.

Miédrkus. See wvorrand kuulub homogeensete trigono-
meetriliste vorrandite klassi, sest kdik tema liikmed on iithe ning
sama- (antud ndite puhul teise-) astmelised sinx ja cosx suh-
tes. Toodud meetodiga tavaliselt lahendataksegi homogeenseid
trigonomeetrilisi vorrandeid.

4) Lahendada vorrand 3cos4x —5 sin® x = 10.
Lahendus. Vorrand ei oma lahendeid, sest 3cos4x ei ole

absoluutvdirtuselt suurem kui 3 ja 5sinx pole suurem kui 5, seega
vorrandi parem pool ei saa olla 10.

§ 54. Trigonomeetriliste vorrandite ligikaudsest
lahendamisest.

Elementaarmatemaatika vahenditega pole mitte alati
voimalik moodustada antud vorrandi {ildlahendi valemit.
Sel juhul arvutatakse praktikas juured ligikaudselt graafi-
lise meetodi ja funktsioonide véirtuste tabelite abil. Selgi-
tame Geldut néitega.

Lahendada vorrand: x% = sin x.
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Hoolega joonestatud graafik (joon. 83) néitab, et joo-
ned y = x? ja y=sinx loikuvad kahes punktis, abstsissi-
dega xo=0 ja x; >0. Vorrand omab kaks juurt xo=20
ja xy >0. Arvutame juure _.x, tdpsusega 0,1, kasutades

V. Bradise tabeleid. v
Jooniselt on ndha, et juur x;, asetseb vahemikus

%<x< % Sama kinnitavad ka arvutused. TGepoolest,

4
1

kS

11

=T
T

I

nl
N}

H

Joon. 83.

x"———% puhul on antud vorrandiga ekvivalentse vorrandi

x? — sin x = 0 vasak pool negatiivne:
. 2 .
# —sin x = (%) — sin Z ~(0,7854) — 0,7071 ~
~ 0,6168 — 0,7071 <0, x=- puhul aga positiivne:
x2 — sin x ~~(1,5708)2 — 1 >0

(ruututostmine on teostatud ruutude tabelite abil).

Jooniselt on naha, et x; vdirtus on % ,ldhedal”; see-
pdrast, jaotades vahemiku (%, —g—) néiteks viieks vordseks
osaks, proovime vairtust x = % -+ gﬁ -——- % (= 54°). Saame:

# —sinx = (3)° — sin 54° ~ (0,9425)% — 0,8090 ~
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~ 0,8883 —0,8090 > 0. Kuna x= 4 puhul vorrandi

E’(;_ puhul

x? —sin x =0 vasak pool on negatiivne, x = 3

s i 3 i

aga positiivne,. siis % L 2 e %. Jagades vahemiku

3 e 2
(%, T(I)l) nditeks kolmeks vordseks osaks, proovime
vaartusi:

(L T oA T ° " 2 LT 4

x—4+60—ﬁ(—48) ja x——-z--"-s— W(—Sl %

2 4n 4%

Kol x= 15 » Siis saame:

Z) —sin 3% &~ (0,8378) — sin 48° ~ 0,7019 —
—0,7431 < 0.
Proovime vaartust x = % m:

A7)’ — sin 51° ~ (0,8901)2 — 0,771 ~ 0,7923 —

— 0,7771 > 0.
Seega juur x; asetseb arvude %— Q83T
t13(7) 7= 0,890... vahel, siis ka 0,8 < x;<0,9. Selleks et

selgitada, kumb véairtustest 0,8 voi 0,9 tuleb votta,
proovime x = 0,85(~= 48°42):

(0,85)2 — sin 48°42’ ~ 0,7225 — 0,7513 < 0.
Jarelikult, 0,85 < x; < 0,9 ja seega x; =09 (liiaga).

Vahemiku edasise jaotamise teel voib x, arvutada tédpsu-
sega 0,01 jne.

§ 55. Ratsionaliseerimismeetodist.

Ratsionaliseerimismeetod seisneb jdrgmises: fuuakse sisse abi-
tundmatu nii, et pirast asendust tekiks selle abitundmatu suhtes
ratsionaalne vorrand.

Niitena lahendame vorrandi:

asinx + b cos x = c. (1)
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Lahendus. Kuna cosx ja sinx avalduvad ratsionaalselt

tan—g kaudu (vt. § 26), siis, vottes t=tan%, saame:
B x
cosx—l_tan‘?—l_tz' Sl 2ta“—2‘ e
- - - - = o
1—{—tanZi ne 1—{—tan2i bt
2 2
Pirast asendamist omandab vorrand kuju:
2 Yy e
. Bbtc)—=2at+c—b -0 2)

1+

Korrutades molemad pooled avaldisega —(1 4 #2) (mis iga ¢
puhul erineb nullist), saame ruutvorrandi:

(b4c)2—2at+c—b=0, (3)

mis on samaviairne vorrandiga (2), kust &2 — ¢ puhul

_axVa+bpi—c

t R (4)
t vaartused on reaalsed, kui a?-- b2 > ¢2.
Kui b= —¢, siis vorrand (3) muutub esimese astme vorran-
diks, millest leiame:
o . b 70, ( b)
t__tan2__ s 2_arctan 2 + ka. (5)

% kaotab motte %:%—}-kn puhul,
s. t. x=(2k+1)n puhul. Vorrandi (1) lahendid kujul x=
= (2k+ 1) » (kui sellised lahendid on olemas) voivad olla kaotsi
ldginud. Asendades x = (2k -+ 1)n vorrandisse (1), saame — b=c.
Sel juhul vorrand (1) omab sarja lahendeid x =(2k + 1) n.
Oeldust jareldub:
1°. Kui a?+4 b2 < ¢?, siis vorrand (1) ei oma lahendeid, sest
vorrand (3) ei oma reaalseid juuri.
2°. Kui a®+ b%2 > ¢® ja ¢2 — b, siis vorrandist (4) leiame:

Abimuutuja avaldis 7= tan

3 axVaz+ b2—¢2 )
x-?(arctan P + k=] .
3°. Kui ¢= —0b, siis vorrandil (1) on kaks sarja lahendeid:

x=(2k+1)n ja x=2arctan (— TI;—)-{— 2kn [vorrandist (5)].
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Ajalooline iilevaade.

Trigonomeetria, samuti nagu iga teinegi teaduslik distsipliin,
tekkis inimkonna praktilise tegevuse vajadusist. Astronoomia, mere-
soidu, maamootmise ja arhitektuuri mitmesugused iilesanded 16id
vajaduse niisuguse meetodi viljatootamiseks, mis voimaldaks arvu-
tada geomeetriliste kujundite elemente nende kujundite teiste, vahe-
tult mootmiste teel leitud elementide véidrtuste jargi. Nii nditeks
arvutasid astronoomid vaatluste ja mootmiste tulemusel saadud and-
mete pohjal vilja kaugused Maalt teiste taevakehadeni.

Nimetus ,trigonomeetria” ise on kreekakeelse péritoluga ja tol-
kes eesti keelde tidhendab ,kolmnurkade mootmine”:  zolyovor
(trigonon) kolmnurk, werpéw (metrein) — modtmine.

Trigonomeetria alged ulatuvad kaugesse minevikku. Juba ammu
e, m. a. oskasid muinasbabiiloonia teadlased ennustada péaikese- ja

kuuvarjutusi. Sellest voib teha jarelduse, et nad tundsid moningaid
lihtsamaid fakte trigonomeetriast.

IT saj. e. m. a. vajas matemaatilist 14bit66tamist astronoomilis-
test vaatlustest kogutud materjal. Uheks trigonomeetria aluste raja-
jaks loetakse vana-kreeka astronoomi Hipparchost, kes elas
II saj. e. m. a. Hipparchos oli esimeste trigonomeetriliste tabelite
autoriks. Need tabelid ei ole meie ajani siilinud, kuid oma teoses
»Almagest” * t6i nad tidiustatud kujul 4ra kuulus Aleksandria
astronoom Klaudios Ptolemaios, kes elas II sajandi teisel
poolel p. m. a. Neis tabeleis anti ringjoone koolude véirtused vas-
tavate kesknurkade mitmesuguste vaartuste jaoks. Koolude mdbotiihi-

kuks oli % raadiusest. Need tabelid olid, tanapideva termineid tarvi-

tades, poole kesknurga kahekordse siinuse tabelid. Neis oli antud
koolude vidartused nurkade 0°5; 1° 1°5; 2° 2°5; ...; 180° jaoks.
Kuid tuleb silmas pidada, et Vana-Kreekas trigonomeetria ei eraldu-
nud iseseisvaks teaduseks, vaid teda loeti astronoomia osaks.
Tahtsa panuse trigonomeetria arengusse andis india matemaa-
tika perioodil V—XII saj. p. m. a. India matemaatikud hakkasid
arvutama mitte tervet koolu, nagu seda tegid kreeklased, vaid poolt
sellest (s. t. siinusloiku). Hindud koostasid ,,siinuste” tabeli, milles

* _,Almagest” on Ptolemaiose teose araabiakeelne nimetus.

Kreeklased nimetasid seda teost » Meyddn ebvragic® (megale
siintaksis) =, Suur konstruktsioon”. (706lk.)
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olid antud poolkdolude viirtused moodetult ringjoone osades (minu-
teis). India matemaatikud tundsid seoseid, mis tinapdeva tihistus-
tes kirjutatakse:

sinfa 4 cos?a=1; cosa=sin (90° —a).

Perioodil IX—XV sajandini kuulus juhtiv koht matemaatika
arendamises Kesk-Aasia ja Taga-Kaukaasia rahvastele. Kesk-Aasia
matemaatika areng toimus samuti tihedas seoses astronoomia, geo-
graafia ja geodeesia poolt piistitatud praktiliste arvutusiilesannete
lahendamise vajadusega. Kesk-Aasia teadlased votsid vaatlusele
kuus trigonomeetrilist 16iku (siinus-, koosinus-, tangens-, kootan-
gens-, seekans- ja koosekansloik). Piikese korguse maidramise iiles-
annete lahendamiseks koostas siiiiria astronoom Al-Battani
(elas X saj.) kootangensi véirtuste vidikese tabeli. Silmapaistev astro-
noom ja matemaatik Abul Vafa Horasanist (praegu Iraani
territoorium) avaldas sonaliselt algebralised seosed trigonomeetri-
liste funktsioonide vahel; tema koostas ka siinuste tabeli tdpsusega

(RI)T iga 10" tagant ja samuti tangensite tabeli.

Kesk-Aasia teadlaste toodega formeerus trigonomeetria iseseis-
vaks teaduslikuks distsipliiniks, milles uurimismeetodiks olid mitte
ainult geomeetrilised konstruktsioonid, vaid ka algebralised seosed
trigonomeetriliste funktsioonide vahel. Kuulus aserbaidZaani mate-
maatik ja astronoom Nasir-addin at Tusi (elas XIII saj.)
esitas teoses ,Traktaat tidielikust nelikiilikust” (traktaat on tolgitud
vene keelde) trigonomeetria iseseisva teadusena. Selles teoses toodi
esmakordselt sisse rida uusi moisteid ja saadi rida tdhtsaid tulemusi.

Samarkandis (XV saj.) elanud kuulsa astronoomi Ulugbeki
observatooriumis tootati valja kiillaltki tdpne meetod trigonomeetri-
liste tabelite koostamiseks.

Kesk-Aasia matemaatika ennetas reas iilitdhtsates avastustes
Ladne-Euroopa teaduse. Nasir-addin at Tusi arendas trigonomeetriat
kui iseseisvat distsipliini peagu 200 aastat enne Regiomontanust —
trigonomeetria aluste rajajat Euroopas.

Esimesed teaduslikud t66d trigonomeetriast Li4ne-Euroopas
kuuluvad XV sajandisse. Meresoidu areng noudis oskust tipselt
madrata taevakehade asetust, mis omakorda 156i kiillaltki tépsete
trigonomeetriliste tabelite koostamise vajaduse. XV sajandil kirjutas
saksa teadlane Regiomontanus (Johannes Miiller) traktaadi
»Viis raamatut igasugu liiki kolmnurkadest”, kus anti trigonomeet-
ria siistemaatiline esitus iseseisva teadusliku distsipliinina. Tema

koostas ka siinuse tabelid tidpsusega % Regiomontanuse tabeleis
voeti raadiuse pikkuseks 10000000, aga mitte arv, mis oleks arvu
60 mingi kordne, s. t. tegelikult teostati iileminek mootmiste kuue-
kiimnendstisteemilt kiimnendsiisteemile.

Algebralise siimboolika areng vdimaldas trigonomeetrilisi seo-
seid iiles kirjutada valemite abil; negatiivsete arvude teooria raken-
damine voimaldas vaadelda nurga ja kaare suunda ning laiendada
trigonomeetriliste 16ikude moistet mistahes nurkadele. Seega moo-
dustus baas trigonomeetriliste funktsioonide kui arvulise argumendi
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funktsioonide uurimiseks. Analiiiitilise aparaadi trigonomeetriliste
funktsioonide véartuste arvutamiseks (mistahes tépsusega) tootas
vilja Newton. :

Trigonomeetria edasine areng on seotud suure teadlase, Vene
Teaduste Akadeemia liikme L. Euleri (1707—1783) nimega. Enne
Eulerit vaadeldi trigonomeetrilisi funktsioone kui 16ike ringis (nii-
nimetatud trigonomeetrilised 16igud); Euler hakkas trigonomeetriliste
funktsioonide véairtusi vaatlema kui arve — trigonomeetriliste 16i-
kude suurusi ringis, mille raadius on voetud iihikuks. Euler lahendas
loplikult kiisimuse trigonomeetriliste funktsioonide mérkidest mitme-
sugustes veerandites, lihtsustas ‘ning andis {ildise toestuse reale
trigonomeetria teoreemidele ning avastas seose trigonomeetriliste
ja kompleksargumendi eksponentsiaaliunktsiooni vahel.

Trigonomeetriliste funktsioonide teooria analiiiitilise (geomeet-
riast soltumatu) {ilesehituse, mida alustas Euler, viis oma tdddes
Iopule suur vene teadlane N. I. LobatSevski.

Trigonomeetriliste funktsioonide vaatlemine tinapdeval arvulise
argumendi funktsioonidena on suurel maéddral tingitud fiiiisika,
mehhaanika ja tehnika arengust. Need funktsioonid said aluseks
matemaatilisele aparaadile, mille abil uuritakse mitmesuguseid
perioodilisi protsesse: vonkliikumised, lainete levimine, mehhanis-
mide liikumised, vahelduvvoolu vonkumine. Nagu niitas J. Fourier
(1763—1830) on iga perioodiline liikumine kuitahes tipselt kujuta-
tav lihtsaimate sinusoidaalsete (harmooniliste) vonkumiste summana.

Oma arengu esimestes staadiumites oli trigonomeetria geomeet-
riliste arvutusiilesannete lahendamise vahendiks ja tema sisuks loeti
lihtsaimate geomeetriliste kujundite, s. t. kolmnurkade elementide
arvutamist. Tdnapdeva trigonomeetrias omab iseseisvat ja sama olu-
list tahtsust trigonomeetriliste funktsioonide omaduste uurimine.

Need funktsioonid omavad erakordselt olulist tahtsust téina-
pdeva matemaatilises aparaadis, mis on vajalik loodusnihtuste sea-
duspirasuste uurimiseks ja nende seadusparasuste kasutamiseks ini-
mese praktilises tegevuses.
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