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Die Aufgabe, um die es sich hier handelt, namlich die Ableitung der Intensititen fir
die allgemeine Beugungserscheinung an einer kreisrunden Oeffnung, ist fast ebenso alt wie
die Fresnel’sche Diffractionstheorie und bot sich naturgemiss schon den Begriindern die-
ser Theorie dar. Poisson folgérte bekanntlich aus den Fresnel’schen Principien die merk-
wiirdigen Siitze iber die Lichtvertheilung in der durch den Lichtpunkt und den Mittelpunkt
der Oeffnung gehenden Axe, welche spiiter von Fresnel und Arago durch das Experi-
ment bewahrheitet wurden und damit eine neue kriftige Stiitze fiir die Theorie von Fres-
nel abgaben. Die Untersuchungen von Airy und Schwerd betrafen gleichfalls nur einen
speciellen Fall der allgemeinen Aufgabe, nimlich die Lichtvertheilung in der Focalebene der
Fernriohre. Die Erweiterung dieser Untersuchung auf die Lichtvertheilung ausserhalb der Fo-
calebene wurde bald darauf von Knochenhauer?) versucht; da jedoch die Mittel zu einer
befriedigenden Darstellung damals noch nicht zu Gebote standen, so stiess Knochenhauer
auf bedeutende Schwierigkeiten, die er nur zum Theil durch tberaus weitliufige Entwicke-
lungen zu beseitigen vermochte.

Erst durch die Ausbildung der Theorie der Bessel’schen Functionen in den letzten
Jahrzehnten, ist man gegenwirtig in den Stand gesetzt die Aufgabe in ihrer allgemeinen
Form zu behandeln und ihr eine einfache und vollstindige Losung zu geben, welche die
Poisson’schen Sitze sowie die Fraunhofer’sche Beugungserscheinung als Specialfille um-
fasst. Indem ich dies im Folgenden zu zeigen beabsichtige, setze ich einige einfache Siitze
aus der Theorie der Bessel’schen Functionen als bekannt voraus.

Es mogen 7, und r, die Entfernungen des Lichtpunkts und des Punkts P, dessen
Intensitit bestimmt werden soll, von einem Oberflichenelemente do der beugenden Oeffnung
bedeuten. Dann lisst sich bekanntlich die Intensitit von P’ als Norm des complexen Doppel-

integrals:
7 f[e’ij(’“"'l—sﬁda

1) Knochenhauer. Die Undulationstheorie des Lichts. pag. 43. Berlin 1839.
Mémoires de 1’Acad. Imp. des sciences. VIIme Série. 1
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ausdriicken, in welchem die Integration iiber alle Elemente der Oeffnung zu erstrecken ist
und wo 8 vorderhand eine ganz willkiirliche Constante bedeutet, iiber die wir frei ver-

fiigen ko

nnen, da sie in dem Ausdruck fiir die Norm schliesslich fortfillt. Der Einfach-

heit halber wollen wir annehmen, dass der Lichtpunkt in der Axe, d.h. in der durch
den Mittelpunkt gehenden Normale der Oeffnung liegt. Bei Fernrohren wiirde diese Bedin-
gung gleichbedeutend damit sein, dass der Vereinigungspunkt der Strahlen in der optischen
Axe liegt und es versteht sich von selbst, dass diese Bedingung in Wirklichkeit nur ange-
nihert erfiillt zu sein braucht. Ferner bezeichnen wir unter Zugrundelegung von Polarcoor-

dinaten:

mit p, die Entfernung des Lichtpunkts vom Mittelpunkt der Oeffnung,

G P » des Punkts P » » »

¢ den Winkel zwischen o, und der Axe,

s den Radiusvector des Elements do aus dem Mittelpunkte,

w den Winkel zwischen s und der durch g, und die Axe bestimmten Ebene,
- R den Oeffnungsradius.

Alsdann ist

do = s ds dw

2

Lt TArD 2
7y ey —+ S

e == @ + 8 — 20,8 sin § cos w

und demnach bis auf kleine Grossen dritter” Ordnung:

Yo ~+ 7, = (py =+ @) — S 8in & cos w —+ vS;(l 4+ i)
Po P1
Mit Ricksicht darauf, dass 8 eine willkiirliche Constante bedeutet, hat man folglich:
(% e oo — 5[ D)oo
V:Jf . )\{ssmgcosw 3 Po+Pl +6}zsdsdw
“Jodo
Substituiren wir an Stelle von s die neue Variable

¢ fpleman

Bl

und setzen zur Abkiirzung

g

2 £
= Rsin g

Po P1

so wird:
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1 2T (zr cosw—%rz-l-rs)i
V::RQJ J e 7 dr dw
oY 0

Nun ist nach der iiblichen Bezeichnungsweise fiir Bessel’sche Functionen

2|
J YHRIRG b S om J(ar)
(t]

mithin, wenn man jetzt 8 den Werth %‘ beilegt und den constanten Factor 2mA?, der hier
von keinem Belang ist, fortlisst:

L om g2
V=fe Wiy e %Jo(zr)rdr

0

Setzt man endlich V= C = Si so wird die Intensitit durch den Ausdruck:
(1) , I=C+ &

bestimmt und die Aufgabe ist somit auf die Bestimmung des Integrals ¥ zuriickgefiihrt.

Den Lichtpunkt und die beugende Oeffnung konnen wir uns auch durch ein aplanati-
sches Objectiv ersetzt denken, welches die von einem Punkte in beliebiger Entfernung her-
kommenden Lichtstrahlen in einem Punkte wieder vereinigt. Der geometrische Vereini-
gungspunkt der Strahlen ist alsdann als «Lichtpunkt», das Objectiv als <beugende Oefinung»
aufzufassen, und da in diesem Fall der Punkt P auf derselben Seite der beugenden Oeffnung
liegt, wie der Lichtpunkt, so hat man unter ¢, die negative Vereinigungsweite der Strah-
len zu verstehn. In diesem Sinne stellt der Ausdruck (1) auch die allgemeine Beugungs-
figur in Fernrohren dar. Die Lichtvertheilung in einem beliebigen Querschnitt des durch
das Objectiv tretenden Strahlbiindels ergiebt sich daraus, wenn man g, einen constanten
Werth beilegt; fiir g, ¢, = 0 oder m = o hat man die Lichtvertheilung in der Vereini-
gungsebene, d. h. die Fraunhofer’sche Beugungserscheinung; fiir gleich grosse positive
und negative  ist die Lichtvertheilung dieselbe, sie ist also in gleichen Abstéinden vor und
hinter dem Focus nahezu symmetrisch.

Die Entwickelung des Integrals V lisst sich nach Bessel’schen Functionen ausfithren
und zwar in doppelter Weise, je nachdem der Quotient p 27% kleiner oder grosser als 1
ist. Im ersteren Fall liegt P innerhaib des durch den Lichtpunkt und die Oeffnung be-

stimmten Strahlenkegels, im zweiten Fall ausserhalb desselben, d. h. im Schattenraume. Dies
\ 1%



4 H. StrUVE,

folgt unmittelbar aus der Bedeutung von m. Denkt man sich namlich den Strahlenkegel in
der Entfernung ¢, senkxecht zur Axe durch eine Ebene geschnitten, so projecirt sich die
Oeffnung auf dieselbe in einem Kreise, dessen Radius gleich R - ®2™ ist, Nennt man fer-
ner p. den Winkelwerth dieses Radius aus dem Mittelpunkt der Oeﬁnung, so kann man
sinp=R.% OPIP‘ und daher m = —R sin p. setzen; man hat folglich p =2 = ::2&, wor-
aus das Behauptete folgt. Insbesondere hat man fiir die geometrische Schattengrenze den
Werth p=1.

Je nachdem nun p kleiner oder grosser als 1 ist, kann man ¥ durch partielle Integra-
tion nach steigenden oder fallenden Potenzen von p entwickeln.

Ist erstlich p < 1, so lassen sich die Beziehungen

a(2) = — ; Terten) g
m m
= (11— ;= (1—r
f g rdy = %e ;i

zur Entwickelung von ¥V anwenden. Durch sucecessive partielle Integration ergiebt sich
nimlich, wenn man zunichst die Grenzen unberiicksichtigt lisst :

N -1, n Jp(er)
. % P v

0

m

mV=c?2 ey

folglich durch Einfuhrung der Grenzen » = o0 und # = 1, indem fiir r = o

Inler) (§>”

2 n!

wird,

e Z‘én+1ann(z)__e 2 022"-“110” (72“
0

und diesen Ausdruck kann man wegen

v

=~

e —
S| n
~
[

D
SIS
il

|
(3]
gy

auch in der folgenden Form schreiben:

mP4-22 .

(2) mV— Zéna—lann(Z)__ie e

0
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Ist andererseits p > 1, so erhilt man in derselben Weise mit Riicksicht auf die Be-
- ziehungen

17 (1)
fr"Jn__l(Vz)dr =

m m ‘
21— % T a—r
d(ez >—_:—-mz'e2 rdr

durch successive partielle Integration:

1

— (1 — %) N1
2 2 0 7
m V € ¢ P%—I—l n+l(7'5)
0

und mithin zwischen den Grenzen » =0 und » = 1:

(3) = 2 i ()

p%‘l"l
Indem nun ¥V = C'—+ Si ist, so erhiilt man schliesslich aus (2) und (3) durch Trennung

des Reellen vom Imaginiiren:

fore)

mC= sin("55)— N (— 1", (0)
0

(4) furp < 1
mS::——cos( >+2(—~1)" e
— N 1y Lensal?)
mC’——%( 1) pz’n—lll
(9) ‘fare 1

mi= (1) Sl

Dass .diese Entwickelungen unter den angegebenen Bedingungen convergent sind,
folgt aus der Eigenschaft lim J’f,;'é()z) = 4(n+f;n+2), wonach die Glieder obiger Reihen von
einer bestimmten Stelle an fortdauernd mit alternirenden Vorzeichen in’s Unendliche ab-
nehmen. Aus demselben Grunde behalten die Reihen (4) und (5) ihre Convergenz auch noch
fir p = 1 bei und miissen in diesem Fall dieselben Werthe fiir C und S liefern. Es lésst sich
nun zeigen, dass in diesem Fall die Reihen in geschlossener Form summirt werden konnen.
Entwickelt man nimlich die Functionen cos (2 cos ) und sin (# cos ¢) in Fourier’sche Rei-

hen nach den Vielfachen von ¢, so ergiebt sich:

08 (2 cos §) = J(2) — 2J5(2) €08 2¢ =~ 2J(¢) cos 44 —. . ..
sin (2 cos §) = 2J,(¢) cos Y — 2Jy(2) cos 3P -+ 2J,(2) cos By — . ...
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Diese Reihen behalten ihre Giiltigkeit auch fir ¢ ==o0 und ¢ == und sind deshalb
keiner Einschrinkung unterworfen. Setzt man aber in denselben ¢ =o, so erhilt man die
Summationsformeln:

(2]

2 (_ l)n Jzn( z) piy Jo(2) —; COS &

0

O

D=1, a0 = 222
0
und damit aus (4) und (5) in Uebereinstimmung:
f mC = %@
fir p=1 oder z=m
‘ mS — Jo(m)—z—cosm

Fir die Intensitit in der geometrischen Schattengrenze folgt daraus der bemerkenwerthe
Ausdruck:
1

(6) I= g | Ginm) + (T (m) — cos my’}

der sich mit wachsendem m langsam dem Werthe 4—;‘2 annihert, durchschnittlich aber klei-
ner als der letztere bleibt.
Aus (4) ergiebt sich ferner fiir p = 0 oder 2 =o:

mO:sing

ms = l—cosg

4 . %
(M) I=- ;sin e
Die Intensitit in der Axe variirt mithin zwischen den Grenzen I— o fiir ? — AT
; 4 . M 21—+ 1
und 1= = fiir 1= "5

Setzt man umgekehrt p = co oder m = o, so folgt aus (5):
— %)
i
S=o
folglich fiir die Fraunhofer’sche Beugungserscheinung:

(8) I=(22Y

z
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Um endlich die Ausdriicke (6) und (7) mit derjenigen Intensitit zu vergleichen, welche
man bei ungehinderter Fortpflanzung des Lichts erhalten wiirde, braucht man nur den Ra-
dius der Oeffoung R sich in die Unendlichkeit wachsend zu denken. Alsdann wird fiir be-
liebig kleine Winkel ¢ der Werth von z so gross, dass man J,(¢) = o setzen kann und man
erhilt in diesem Fall aus (4):

G sin (%)
m 8 =— cos (mr;:fz)
; 1
9) =21

Die Intensitit in der geometrischen Schattengrenze ist also durchschnittlich mehr als 4
mal kleiner als die Intensitit in derselben Entfernung bei freier Belenchtung; umgekehrt
ist die grosste Intensitit in der Axe 4 mal grosser als die letztere.

Zur Bestimmung der Lage der Intensitits-Maxima und Minima hat man die Be-
dingung:

1 dI ac s
Differentiirt man demgemiss ¥ nach # und beriicksichtigt, dass

dd,
L) = — r (o)

so erhilt man erstlich:

L m

5 —ro

& —J gie J(2r)-r3dy
0

und dieses Integral lisst sich wiederum durch partielle Integration, mittelst der Formel

d(rdy(2r))

= rz-J(er)
auf V zuriickfithren; man erhilt damit:
mi%: J(z)—=2V

und durch Trennen des Reellen vom Imaginéiren:

ac___zg _z4_ 5

2
@ m dzg — m m

al
%@Z*S‘Jﬂz)
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Die Oerter der Maxima und Minima sind folglich durch die Wurzeln der Gleichungen:
Ji(g)=ound S=o

gegeben, welche demgemiss zwei Systeme solcher Punkte bestimmen. Jedes dieser Systeme
kann aber im Allgemeinen sowohl Maxima wie auch Minima enthalten, indem die Wurzeln
der einen Gleichung durch diejenigen der andern nicht getrennt zu sein brauchen. Nur fiir
den Schattenraum und zwar fiir die entfernteren Partien, wo p hinreichend gross ist, fallen
die Wurzeln von S=o, wie man aus (5) ersieht, sehr nahe mit denen von Jy(2)=o
zusammen und es bestimmt dann Ji(z)=o0 die Lage der Minima, S=o die Lage der
Maxima. Dieselbe Ausnahme gilt natiirlich auch beziiglich der Fraunhofer’schen Beugungs-
erscheinung.

Zwischen den beiden Systemen ausgezeichneter Punkte findet jedoch in einer Bezie-
hung ein wesentlicher Unterschied statt, indem das eine System, welches durch die Glei-
chung S = o characterisirt ist, von der Grosse m, d. h. von den Entfernungen ¢, und o, ab-
hiingt, das andere System hingegen von diesen Entfernungen giinzlich unabhingig ist. Man
kann dies auch so aussprechen, dass die Wurzeln von Ji(¢)=0 ein ausgezeichnetes
Strahlbindel, aus dem Mittelpunkt der Oeffnung, bestimmen, von der Eigenschaft, dass
auf demselben iiberall gzo ist, welche Lage auch der Lichtpunkt gegen die Oeffnung
haben mag. Hierbei bestimmen die grosseren Wurzeln von Jy(z)==o Strahlen, die im
Allgemeinen nur Minima enthalten; die der Axe niiheren Strahlen kénnen abwechselnd
Maxima und Minima besitzen und auf den letzteren sind die Maxima von den Minimis
durch Wendepunkte getrennt, die an denjenigen Stellen auftreten, wo gleichzeitig 8= o
ist; auf der Axe selbst endlich sind hinsichtlich der nebenliegenden Punkte nur Maxima
der Intensitit vorhanden, die sich jedoch auch bis zum vélligen Verschwinden abschwichen
konnen.

Die Ausdriicke (4) und (5) enthalten in Verbindung mit (6) die vollstindige Losung
des vorgelegten Problems. Im Fall aber p sehr nahe gleich 1 ist, d. h. der Punkt P in der
Nihe der geometrischen Schattengrenze liegt, so kann die Rechnung mittelst der Reihen:

A= (—1)"P"7,,(2)

B oy z (__l)npzn+lJ2n+l(z)

eine recht umstindliche werden. Es ist daher geboten die Reihen fiir diesen Fall zu trans-
formiren, was sich in folgender Weise ausfithren lisst.

Setzt man p* =1 — ¢°, wo der Annahme zufolge ¢ einen kleinen Bruch bedeute, und
ordnet nach Potenzen von ¢ so wird:
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A=A+ P4, +¢* 4+ ... +¢"4,+. ..

§=BO+Q2BI+Q4B2+ coo+¢"B,+. ..

m—oco m==co
A zo (—1)"(m 1), s B,= Y (1)) Jyrmry
= =)

Die Coefficienten 4, und B, erscheinen hier in Form unendlicher Reihen, deren Con-
vergenz aus dem Umstande folgt, dass die Glieder von einem bestimmten Term anfangend
fortdauernd mit alternirenden Vorzeichen ins Unendliche abnehmen. Desgleichen ist leicht
einzusehn, dass auch die transformirten Reihen 4 und B fiir ¢ < 1 convergiren, weil mit
wachsendem #

lim Art1t — Jip Tonaez iy =

Ap I 1@ )ena2) 0

wird. Es kommt nunmehr darauf an die Coefficienten 4, und B,, deren Werthe wir zu-
nichst nur fiir » = o kennen, auf endliche Ausdriicke zuriickzufihren. Man kann dazu auf
folgendem Wege gelangen.

Differentiirt man die schon oben benutzte Reihe

cos (2 cos ) — J, = — 2J, cos 2¢ -+ 2J, cos 4¢%2J6 cos 6 . ..

]

nach ¢, was hier offenbar gestattet ist, so erhilt man:

zsin(zeos ) 5 sin 2¢ 9 sin 4¢ 3] sin 6
6

22 = T2 §indg 4 sin ¢ T e

und wenn man beiderseits mit cos( d multiplicirt und zwischen den Grenzen o und T
integrirt: :

2= S (1)1

22

Differentiirt man zweimal nach ¢ und setzt darauf ¢ = o, so ergiebt sich:

= D (D18,
0

Durch dreimalige Differentiation der obigen Reihe und darauf folgende Integration

durch

gelangt man in derselben Weise zu dem Ausdruck fiir i‘(—— 1)™(m - 1)%J,,, s

0

Mémoires de 1'Acad. Imp. des sciences. VIIme Serie. )
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viermalige Differentiation erhilt man fiir ¢ = o Z(—— 1)"m 1, ., u.s. £ Wird
0

e Ty Sn bezeichnet, so hat man fiir » > 0:

allgemein 2(-—— 1)™(m - 1)"J,
0

T
Ny Beey 1 9An—1 U}
(_l)n 12 ”827»_1 == ;c—f ‘oq(jgfb(le&) & Ctgll) dq)
0

(-1 g (Zeen)
inshesondere findet man:
So i Iy —2c_os 2
S, ?219
Sy = ﬁ;‘lsl—z
Sy = 23224J0
Sg Gl sin 2 _,_23;,22 cos 2

S;=2(J, — 2y
Indem nun (m —+ n), in eine Summe von der Form
(m + m), = a(m -+ 1)"¥|—b(m¥i— D" e +1)"2 ... a-t(m~1)
zerlegt werden kann, so hat man ferner auch: :

O

N (—1)"m 1), Ty, o = 08, +-B8,_, +6S, ,+ ...+,

0

und weiter ist ersichtlich, wie aus den letzteren Reihen die Coefficienten 4, 4, 4, ... ge-
bildet werden kionnen. Man erhilt schliesslich:

AO s (—l)me oS J0+2GOS 2
J.
(_l)m(m+1)1J2m+2 = 3—4'1

(—1)"(m—+-2),J,

me-d

1EN
l
WVRYRY

< (2J,—sin?)
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A=Y (—1)"m+3)gT,, . = 45 (41 +2J,— Bsin2)

0

2

o Z (—1) ™ (m—-4)J,, s = 505 (16J; 4 82J;— 15 sin2 — 2 c0s2)

i E(#1)m(m+5)5¢72m+w: &(32%(1 ——%) —+ 242J,— 35sinz — b z cos z)
0

Ebenso liessen sich nun auch die B Coefficienten mit Hiilfe der Reihe:
sin (2 cos ) = 2J, cos Y — 2.J; cos 3¢ —+ 2J; cos 5 — ...
ableiten. Einfacher aber gelangt man zu denselben, wenn man die Fundamentalformel

LS = ‘—I—J )

gJ2n='2Z,( an—1 2n 41
in Anwendung bringt. Man findet alsdann leicht die folgende Relation:
B,=2((n—+1}4,,,—@+24 )
AT 7 -1 n-+2 )7

durch welche die B Coefficienten auf die 4 Coefficienten zuriickgefiihrt sind. Mittelst der
obigen Werthe erhilt man :

B,= o l)mJ2m+1 56 Sﬂ;z
m sin z — 2,
(_1) (M+1)1J2m+3 o .__4—_‘

3-8in 2 -+ 2 cos 2 — 42d,

&
|
N W VA NV

m
Bg"—— ('—1) (m+2)2J2m+5 == 16

my, 5 sin 2 —+ 82 cos 2 22J, — 1224,
e (—1) (m+3)3J2m+7 o= 55 -t T 0

Je weiter man diese Operationen fortsetzt, um so complicirter wird natirlich die Form

der Coefficienten. Man wird sich deshalb dieser Transformation nur dann mit Vortheil be-
2*
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dienen, sobald p nahe gleich 1 oder ¢ klein ist und wenige Glieder der transformirten Reihe
fir die Rechnung ausreichen ).

Zum Schluss mogen die obigen Formeln noch an zwei Beispielen erliutert werden.
Wenn in einem Fernrohr das Ocular auf einen Lichtpunkt focussirt ist, so erhilt man
durch Verriicken des Oculars nach der einen oder andern Seite zuniichst ein Maximum in
der Axe fiir m = 2w, durch weiteres Verriicken ein Minimum fiir m — 4=. Fiir diese bei-
den Lagen wollen wir die Intensititsvertheilung berechnen. Nehmen wir als Einheit die-
Jenige Intensitit an, welche bei ungehinderter Fortpflanzung des Lichts in den betreffenden
Querschnitten stattfinden wiirde, so erhalten wir folgende Zusammenstellung:

==t

% C S I

0 0,0000| +2,0000{ 4,000
1 |—0,1495| 41,7591 3,117
2 |—0,4923| 41,1383/ 1,538
3 |—0,7858 +0,3903| 0,770
4 |—0,8163—0,2085 0,710
9 —0,5422| —0,4874| 0,532
6 |—0,1156/—0,4438| 0,210
9 | 70,0000[ —0,3898] 0,152
7771500,2800] 10,3144 70,099
8 | 4-0,3343 40,0221 0,112
9 |-+0,2014| +0,1433 0,061
10 —0,0148} +-0,1279| 0,017
11 —0,1567| +0,0383| 0,026
12 |—0,1458 —0,0419] 0,023
13 | —0,0294| —0,0638 0,005
14 | +0,0804| —0,0326/ 0,008

m = 4w

Z C S v

0 0,0000 0,0000{ 0,000
1 ~-+0,0048/ —0,2347, 0,055
2 |=+-0,0671]—0,7721| 0,601
3 |—+0,2738/ —1,2239| 1,573
4 |-+0,6291| —1,2351] 1,922
5 |-+-0,9895—0,7203 1,498
6 |-+1,1267| 40,0840, 1,277
7 | +0,8885 40,7697 1,382
8 |-+0,3282| +1,0111] 1,130
9 |—0,2866/ +0,7519| 0,647
10 —0,6583| +0,2116, 0,478
11 |—o0,6144|—0,2737] 0,453
12 | —0,2494| —0,4630| 0,277
Am | 0,0000—0,4212| 0,177
13 |=+0,1679| —0,3332| 0,139
14 | ~+0,3754| —0,0497| 0,143

1) Die Coefficienten 4,4, 4,... B,B,B,... lassen sich auch durch bestimmte Integrale darstellen, zu denen man

I m
o A = (112
durch Substitution von m =2V1—¢? in V :J e? Jy(er)-rdr und Entwickelung nach Potenzen von g ge-

0
langt. Es ergiebt sich damit zugleich die Reduction fiir einige bestimmte Integrale, die durch ihre Form bemer-
kengwerth sind. So findet man beispielsweise:

L o
— (-7
J e? Joler)-rdr
0

_sin g 414 (Jo(2) — cos #)

2z
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Diese Zahlen sind simmtlich nach den Formeln (4) und (5) berechnet und fiir ein-
zelne Werthe in der Niihe der Schattengrenze durch die transformirte Reihe controllirt. Zur
Bestimmung der Maxima und Minima hat man die Wurzeln von J,(¢) =0 und S= o0 nothig.
Diejenigen von J,(¢) = 0 kann man als bekannt ansehn, und die andern ergeben sich nii-
herungsweise aus den obigen Tabellen durch Interpolation. Man erhilt hiermit fiir m = 2w
folgende Uebersicht:

g =0 J(2) =0 1. Max. I = 4,00
- ORN or R 1. Min. oo O
— 383 Jy) =0 2. Max. = 0,73
=== g U Jig =" 2. Min. == K1Y
s ] Y 15110 3. Max. L g B
e 10,37 Jite)=="0 3. Min. =0
= 11,4 Pz ) 4, Max. == Alie
= LA Jie) = 0 4. Min. == (0,002
= 14,5 S =0 5. Max. = 0,01

S — e —

Es findet somit hier nur ein einziges hervortretendes Maximum fiir £ = o statt, wih-
rend im Uebrigen die Intensitit vom Centrum nach dem Rande hin rasch abnimmt und nur
an einzelnen Stellen gewissermassen ein Stillstand in dieser Abnahme eintritt. Ein solcher
Stillstand ist z. B. in der Nihe von # = 3.8 zu bemerken, wo ein schwaches Minimum neben
einem schwachen Maximum liegt. Durch eine kleine Veriinderung von m wiirde man an
dieser Stelle einen Inflexionspunkt erhalten. Hinter der geometrischen Schattengrenze
werden die Oscillationen zwar grosser, die Intensitiit bleibt aber daselbst sehr klein.

Aus der zweiten Tabelle findet man die Maxima und Minima fiir m = 4= folgender-

massen:

und durch eine leichte Umformung:

1 2n )
iJ- J cos (8(1—2r cos w—+12) -1 dr dw = e e
b 2z
0 0

1 r2n
1—J J sin (2(1—2r cos w—+12)) -7 dr dw = 1 Jyf28)-con 24
L 2z
0 0

Die Reihen fiir So S, und S, finden sich auch bei Lommel «Studien iiber die Bessel’schen Functionen » in
etwas anderer Weise abgeleitet.
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0
3,83
5,85
7,01
10,17
=5
= 13,33
= 14,2

I

Il

H. StrUvE,
Ji(#) = 0 1. Min.
diZhe=0 1. Max.
8 e20 2. Min.
Ji(#) = 0 2. Max.
Jig) = 0 3. Min.
Y= 3. Max.
Ji(g) = 0 4. Min.
S 4. Max.

|

l

Il

[

]

0,00
2,00
1,20
1,40
0,45
0,48
0,12
0,15

In der Axe ist somit die Intensitit = 0, bleibt sehr klein bis ungefihr 2 = 1, wiichst
alsdann rasch und erreicht fir = 3.83 ihren Maximalwerth 7 — 2. Von da an nimmt sie
stufenweise bis hinter die Schattengrenze ab und die Maxima und Minima treten nicht mehr
merklich hervor. Innerhalb der Intervalle 2 = 5.9 und 2z — 7.0, 10.2 und 10.5, 13.3 und
14.2 kommt die Abnahme zum Stillstand und bleibt die Intensitit nahezu unverindert.

Die folgende Tabelle enthilt endlich noch eine Vergleichung der Intensititen in der
Focalebene m = 0 und dem Querschnitt m — 27, wobei die respectiven Intensititen in der
Axe als Einheit angenommen sind:

I
2 nm =0 m = 2w
0 1,000 1,000
g 0,775 0,779
2 533 384
3 051 192
4 001 178
) 017 133
6 008 053
1 000 025
8 003 028
9 003 015
10 000 004
11 001 007
12 001 006
13 000 001
14 000 002

~Sind die Wellenlinge A und das Verhéltniss des Objectivradius zur Focallinge ?ge-
geben, so kann die Grosse m auch durch die Verschiebung df des Oculars aus der Focal-
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stellung ausgedriickt werden. Man hat niimlich, da p,=—f und g, -+ p, = df zu
setzen ist:
_2mpel 1) __ 2n B
o A R(Po_l_ Pl)_ I i df
oder

df ==L )

: Fiir Fernrohre gilt jetzt durchschnittlich bei freier Oeffnung des Objectivs das Ver-
hiltniss ?: 51—2-; demnach ist fir Licht mittlerer Wellenlinge und m — 2x:

df = 0™00058.(32)2 = 0""6.

Um daher bei freier Oeffnung von der Focalstellung zur Stellung die m = 27 ent-
spricht iiberzugehn, braucht man das Ocular nur um ungefihr 0.6 mm. zu verriicken. Da
sich der Foeus nur in seltenen Fillen mit einer solchen Genauigkeit berichtigen lisst, so folgt,
dass in Fernrohren bei freier Oeffnung nur siusserst selten die Fraunhofer’sche Beugungs-
erscheinung rein zum Vorschein kommt, ganz abgesehen von den anderweitigen storenden
Ursachen. Tm Allgemeinen wird bei freier Oeffnung die Lichtvertheilung in beliebigen Quer-
schnitten noch mehr durch die sphaerische Aberration und durch die Farbenzerstreuung
als durch die Beugung bedingt sein. Bei allmiliger Abblendung des Objectivs wird dagegen
der Einfluss der Beugung immer mehr Ueberhand nehmen.

——00 5@ 00—



