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Sissejuhatus

Teatavasti on funktsioon f: R — R pidev kohal u parajasti siis, kui

1946. a piistitas H. Robbins [13] ajakirjas Amer. Math. Monthly jargmise prob-
leemi: ndidata, et tingimust

LS s 3 fw) - ()
k=1 k=1

rahuldavad parajasti koik lineaarsed funktsioonid f: R — R, st funktsioonid
kujul v — au + b, kus a,b € R. Ajakirja toimetusele laekusid lahendused
(vihemalt) kuuelt autorilt, toimetus avaldas 1948. a R. C. Bucki [4] poolt
esitatud lahenduse.

Oli monevorra iillatav, et jadade tavalise koonduvuse asendamisel norge-
ma koonduvusega — antud juhul aritmeetiliste keskmiste koonduvusega ehk
Ci-summeeruvusega — saadud uus nn C-pidevate funktsioonide klass osutub
mitte laiemaks, vaid drastiliselt kitsaks. Eriti kui pidada silmas L. Fejeri poolt
1907. a toestatud teoreemi, mille kohaselt iga pideva 2m-perioodilise funkt-
siooni f Fourier’ rida on iihtlaselt Cj-summeeruv selleks funktsiooniks, kuigi
iildjuhul pole see rida isegi punktiviisi koonduv. Selle pettumusega on ehk
seletatav ka asjaolu, et jargmine selleteemaline t66 [12] ilmus alles 1961. a. Ar-
tikli autor E. C. Posner vaatles Cj-summeeruvuse asemel suvalise regulaarse
maatriksiga A = (@ )n keny madratud A-summeeruvust, kus

n—oo n—oo

o0
A- lim z,, := lim E Ank Tk
k=1

(eeldusel, et rida Z anrxy koondub iga n € N korral) ja regulaarsus tahendab,
k=1

et A- lim z, = wu, kui lim z, = wu (vt ka ndide 1.2). Ta toestas, et kui
n—0o0 n—oo

f: R — R on selline funktsioon, et iga A-summeeruva jada (z,,) korral on jada
(f(z,)) A-summeeruv, siis on ta pidev tavalises mottes. 1972. aastal ilmunud
T. B. Iwinski artikli [8] pohitulemus kirjeldab selliste regulaarsete maatriksi-
te A klassi, et teatavate lihtsate elementaarfunktsioonide f: R — R korral
(nditeks ruutfunktsioon u — u?) jéreldub jada (x,) A-summeeruvusest jada
(f(z,)) A-summeeruvus. Tdhelepanuvidrne on Iwinski artikli viimane lause:
"In any case, the notion of A-continuity does not seem to be interesting. "

Peab veel mérkima, et juba enne Posneri ja Iwinski t66de ilmumist aval-
das I. J. Schoenberg 1959. a artikli [15]|, milles uuritakse Riemanni integraali
definitsiooni ja summeerimismenetlusega miiratud koonduvuseeskirjade vahe-
korda. Muuhulgas néitab autor, et leidub selliseid koonduvuseeskirju D, mille



korral iga pidev funktsioon on D-pidev, mis tdhendab, et iga pideva funktsiooni
f: R — R korral kehtib implikatsioon
D- lim z, =u = D- lim f(z,) = f(u).

n—o0 n—oo

Selliseks koonduvuseeskirjaks on Schoenbergi viite kohaselt jadade statistiline
koonduvus (vt niide 1.5).

Hoolimata esialgsest pettumusest, on iildiste koonduvuseeskirjade suhtes
pidevate funktsioonide teema siiski mitmete autorite huvi dratanud ka hiljem.
J. Antoni ja T. Salat [2] niitasid 1980. a, et Bucki poolt toestatud viide kehtib
regulaarse maatriksiga maaratud koonduvuseeskirja korral, kui see on teatava
omadusega (L) (vt pt 2). Selle artikli jitkuna ilmunud Antoni t66s [1] kirjelda-
takse regulaarse maatriksiga méadratud koonduvuseeskirju, mille suhtes iihes
punktis pidevad saavad olla vaid lineaarsed funktsioonid. J. Borsik ja Salat
[3] uurisid 1993. a jadade peaaegu koonduvuse (vt ndide 1.4) suhtes pidevaid
funktsioone. E. Spigel ja N. Krupnik [16] piistitasid 1994. a nn dihhotoomia
probleemi, millest kiesolevas t06s tuleb pohjalikumalt juttu 5. peatiikis.

Koigi eelpool nimetatud autorite tulemused on véga iildises koonduvus-
eeskirjade kontekstis kokku voetud ja siistemaatiliselt esitatud J. Connori ja
K.-G. Grosse-Erdmanni 2003. a ilmunud ulatuslikus artiklis [7]. Lisaks eelpool
mainitud koonduvuseeskirjadele — maatriksitega méiratud eeskirjad, peaaegu
koonduvus, statistiline koonduvus — késitlevad autorid esmakordselt ka tuge-
va summeeruvusega méairatud eeskirju (vt ndide 1.3). See artikkel oli aluseks
kdesoleva magistrit6o kirjutamisel.

T66 on referatiivne ja selle eesmirgiks oli eelpool nimetatud erinevatest
konkreetsetest koonduvuseeskirjadest lihtudes iildiste koonduvuseeskirjade G
selliste omaduste kirjeldamine, mis garanteerivad vaadeldava eeskirja suhtes
pidevate (nn G-pidevate) funktsioonide lineaarsuse voi pidevuse. T66 aluseks
olevas artiklis |7] on tulemuste toestused vaid (suurema voi vihema detail-
susega) markeeritud. K&esoleva t66 autori iilesandeks oli toestuste detailne
esitamine.

Magistritoo esimeses peatiikis esitame mitmed vajalikud tdhistused ning
anname iilevaate t60s kisitletavatest jadade koonduvuseeskirjadest, mida edas-
pidi nimetame lihtsalt koonduvuseeskirjadeks voi lithidalt eeskirjadeks: regu-
laarse maatriksiga madratud koonduvuseeskirjad, tugev summeeruvus, peaae-
gu koonduvus, statistiline koonduvus. Kirjeldame ka nende eeskirjade pohilisi
omadusi.

Teine peatiikk, 1dhtudes eespool mainitud Bucki [4] ja Antoni ning Salati
[2] tulemustest, uurib lineaarsete ja G-pidevate funktsioonide vahekorda. Néi-
tame, et
1) iga regulaarse koonduvuseeskirja G' puhul on iga suvalises intervallis I maé-
ratud lineaarne funktsioon f: I — R G-pidev ja
2) kui eeskiri G on omadusega (L), siis iga G-pidev funktsioon f: I — R on
lineaarne.



Kolmandas peatiikis alustame pidevate ning G-pidevate funktsioonide oma-
vaheliste seoste uurimist. Seejuures kisitleme pohiliselt nn osajada-tiilipi koon-
duvuseeskirju. Osutub, et niisuguse G korral on iga G-pidev funktsioon
f: R — R pidev, vastupidine implikatsioon saab aga kehtida vaid osajada-
tiilipi koonduvuseeskirja korral. Siit jéreldub, et koigi pidevate funktsioonide
hulk ei saa iihegi regulaarse koonduvuseeskirja G korral olla G-pidevate funkt-
sioonide hulga périsalamhulk. Selle peatiiki koige tdhelepanuviirsem tulemus
saadakse eelpool mainitud Iwinski [8] tulemuse tépsustamisel ning laienda-
misel: regulaarse maatriksiga voi tugeva summeeruvusega méadratud koondu-
vuseeskiri on osajada-tiiiipi parajasti siis, kui pidevate funktsioonide hulk lan-
geb kokku G-pidevate funktsioonide hulgaga. Tdhelepanuvaérne on ka fakt, et
need kaks tingimust on samaviirsed ruutfunktsiooni u — u? G-pidevusega.

Neljas peatiikk ldhtub Posneri [12]| ja ka Iwinski [8] poolt toestatud véi-
test, et kui regulaarse maatriksiga méadratud koonduvuseeskirja G korral on
funktsioon f: I — R G-pidev mingis punktis, siis on ta selles punktis pidev.
Me néitame, et see viide kehtib iga sellise koonduvuseeskirja G puhul, mis on
Connori ja Grosse-Erdmanni poolt defineeritud omadusega (.S). Peatiiki pohi-
teoreemis loetletakse selle omadusega eeskirjade klasse. Osutub, et muuhulgas
on ka statistiline koonduvus omadusega (.5).

Viies peatiikk kéisitleb nn dihhotoomia hiipoteesi, mille piistitasid Spigel
ja Krupnik [16]: koigi G-pidevate funktsioonide f: R — R hulk langeb kok-
ku kas koigi lineaarsete funktsioonide hulgaga voi koigi pidevate funktsioonide
hulgaga. Nimelt ei olnud kaua iihtki naidet regulaarsest koonduvuseeskirjast
G, mille korral see nii poleks. Me esitame Connori ja Grosse-Erdmanni [7]
toestuse, mis liikkab selle hiipoteesi iimber. Osutub, et vastavaid kontranaiteid
saab leida nii tugeva summeeruvusega kui ka tavalise regulaarse maatriksi-
ga méidratud koonduvuseeskirjade hulgas. Peatiiki teine osa kirjeldab sellis-
te koonduvuseeskirjade klasse, mille korral vaadeldav dihhotoomia toepoolest
realiseerub.

Kuuendas peatiikis péordume tagasi G-pideva funktsiooni lineaarsuse prob-
leemi juurde. Kirjeldame koonduvuseeskirju G, mille puhul iga funktsioon
f: R — R, mis on G-pidev mingis punktis ug, on lineaarne. Lahtekohaks
on eeskitt Bucki [4], aga ka Antoni [1] ja Spigeli ning Krupniku [16] tule-
mused, mis koik késitlesid maatriksiga méaaratud eeskirju. Me kirjeldame iiht
selliste koonduvuseeskirjade klassi (omadusega (Ls)), mille puhul vaadeldav
tingimus kehtib. Osutub, et teises peatiikis vaadeldud norgem omadus (L)
seda tingimust ei garanteeri, kiill aga on sel juhul iga funktsioon f: R — R,
mis on G-pidev mingis punktis ug, tavalises mottes pidev.



1 Jadade koonduvuseeskirjad

Téhistame tdhega w koigi arvjadade x = (z,,) hulka, st
wi={x=(z,) |z, R }.
Hulk w on vektorruum, kui selles tehted defineerida koordinaaditi:
X4y =(x,+yn), Ix:=(Azx,) (AER).

Vektorruumi w vektoralamruume nimetatakse jadaruumideks. Jadaruumid on
naiteks koigi tokestatud jadade ruum

0= {x = (x,) | ||x|| := sup |z,| < oo},

koigi koonduvate jadade ruum

c:={x = (z,) | eksisteerib limx := lim z,}
n—o0

ja koigi nulliks koonduvate jadade ruum
co = {x = (z,) | imx = 0}.

Teatavasti on (£, || - ||o) Banachi ruum, ¢ on selle kinnine vektoralamruum,
seega samuti Banachi ruum. Selle elementideks on muuhulgas jadad

e’ = <5ki)i€N (/{? c N) jae:= (1, 1,..., 1)

Definitsioon. Jadade koonduvuseeskirjaks nimetame jargnevas lineaarset
funktsionaali G: ¢ — R, kus ¢¢ on mingi jadaruum. Kui x = (z,,) € ¢g ja
G(x) = [, siis titleme, et jada x on G-koonduv arvuks [. Eeskirja G nimetatakse
requlaarseks, kui ¢ C c¢ ja G(x) = limx iga x € ¢ puhul.

Esitame moned néited regulaarsetest koonduvuseeskirjadest.
Naide 1.1. Funktsionaal lim: ¢ — R on regulaarne koonduvuseeskiri.

Niide 1.2. Regulaarsed maatriksid. Olgu A = (auk)nren 10pmatu maat-
riks, kus a, € R. Téhistame

wa = {x = (z,) € w|rida Zankxk koondub iga n € N korral}
k=1

ning

o0
ca = {x = (x,) € wy | eksisteerib A-limx := lim Z AnkTr}



Kui x € cy, siis iitleme, et jada x on summeeruv maatriksiga A voi A-
summeeruy. Kui ¢ C ¢4 ja A-limx = limx iga x € ¢ korral, siis 0eldakse,
et maatriks A on regulaarne.

Teoreem A (vt [9], teoreemid 2.1 ja 2.2). (a) Maatriks A on regulaarne
parajasti siis, kui kehtivad jargmised tingimused:

sup Z |ank| < o0, (1.1)
neN 1
lim > an, =1, (1.2)
n—oo

k=1
lim a, =0 (keN). (1.3)
n—oo

(b) Iga x € ¢y korral leidub A-limx parajasti siis, kui kehtib tingimus (1.2) ja
eksisteerib lim a,y iga k € N korral.
n—oo

Jargmisest teoreemist tuleneb, et kui regulaarne maatriks A ei summeeri
tokestamata jadasid, siis langeb A-summeeruvus kokku tavalise koonduvusega.
Teoreem B (vt 9], teoreem 10.5). Kui ¢ C ca C (%, siis cy = c.
Funktsionaal
G:ca— R, x+—— A-limx

on regulaarne jadade koonduvuseeskiri. Sel juhul iitleme, et koonduvuseeskiri
G on mdadratud maatriksiga A. Seda tiiiipi eeskiri on (eelpool mainitud) Cf,
mis on méidratud maatriksiga (a,), kus

L kuik <n,
Appe =
‘ 0, kuik >n (ne€N),

ja
. 1
Ci-limx = 1113205 ;xk (x € coy).
Niide 1.3. Tugev summeeruvus. Olgu A = (aux)nren Mittenegatiivne

maatriks!, mille korral on rahuldatud tingimused:

sup » app < 09,

neN ; g

lim ) @ #0, (1-4)
n—00 o

lim a,, =0 (keN).

n—oo

1Utleme, et maatriks A = (@nk)n,ken On mittenegatiivne, kui a,y, > 0 iga n, k € N korral.



o0

Kui jada x = () korral leidub selline [ € R, et rida Z ank| Tk — 1| koondub

k=1
iga n € N korral ning

o
li — 1| =
nLH;OZaonk I|=0,
k=1
siis iitleme, et jada x on tugevalt A-summeeruv arvuks [. Funktsionaal
G:ca — R, x+—1,

kus ¢4 on koigi tugevalt A-summeeruvate jadade hulk, on regulaarne jadade
koonduvuseeskiri. Sel juhul iitleme, et koonduvuseeskiri G on mddaratud tugeva
A-summeeruvusega.

Kasutame allpool G. G. Lorentzi ja K. Zelleri [11] poolt toestatud teoreemi,
mis kirjeldab tugeva summeeruvuse ja tavalise summeeruvuse vahekorda.

Teoreem C. Iga regulaarse mittenegatiivse lopliku pikkusega® ridadega
maatriksi A korral saab leida sellise requlaarse mittenegatitvse lopliku pikkuse-
ga ridadega maatriksi B, et jada x on tugevalt A-summeeruv arvuks | parajasti
sus, kut ta on B-summeeruv arvuks [.

Naide 1.4. Peaaegu koonduvus. Teatavasti on koikide koonduvate jadade
ruum ¢ Banachi ruumi (¢, - ||o) kinnine vektoralamruum, seega samuti
Banachi ruum. Seejuures on funktsionaal lim: ¢ — R lineaarne ning pidev ja
|| lim ||= 1. Hahn-Banachi teoreemi kohaselt saab seda funktsionaali pidevalt,
lineaarselt ning normi siilitades jitkata kogu ruumile ¢°°. Selline jétk pole
tiheselt méératud: leidub terve hulk jitke h € (¢°°)’, mis on positiivsed, st

h(x) > 0, kui z, > 0 (k € N),
nihke suhtes invariantsed, st

h((zx)ken) = h((Tr11)ken),

ja normiga 1. Neid jatke nimetatakse Banachi piirvadrtusteks.

Kui x € ¢ on selline jada, et h(x) = [ iga Banachi piirviirtuse h korral,
siis 6eldakse, et jada x on peaaegu koonduv arvuks [. Téhistame Limx :=[.

Teoreem D (Lorentz [10]). Jada x on peaaegu koonduv arvuks | parajasti
suis, kui

1 n
lim — E Thom = | Uhtlaselt m € N suhtes.
n—oo 1 1
Koigi peaaegu koonduvate jadade hulka tdhistame ac, funktsionaal

G: ac — R, x — Limx,

on regulaarne koonduvuseeskiri.

2Utleme, et jada t = (t,,) on pikkusega ko, kui ¢, # 0 ja t, = 0 iga k > ko korral.
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Niide 1.5. Statistiline koonduvus. Tihistagu |B| hulga B voimsust ehk
kardinaalarvu. Kui A C N, siis tdhistame

d(A) ;= lim l|{k <n|keA}.
n

n—oo

Oeldakse, et jada x on statistiliselt koonduv arvuks [ € R, kui
d{n € N| |z, — ] > €}) = 0iga e > 0 korral.

Sel juhul nimetatakse arvu st-lim x := [ jada x statistiliseks puirvidrtuseks.

Teoreem E (Salat [17]). Jada x = (z,) on statistiliselt koonduv arvuks |
(st st-limx = 1) parajasti siis, kui leidub selline osajada (x,,), et klim T, = L.
— 00

Tahistame koigi statistiliselt koonduvate jadade hulka siimboliga c.
Funktsionaal
G:cy — R, xr—st-limx

on regulaarne koonduvuseeskiri.

Toome sisse veel iihe edaspidi kasutatava tiahistuse. Olgu funktsioon
f: I — R médratud intervallis /. Kui x = (z,,) on selline jada, et x,, € I iga
n € N korral, siis tahistame f(x) := (f(x,))nen-

Definitsioon. Olgu G jadade koonduvuseeskiri. Oeldakse, et funktsioon
f: I — R on G-pidev punktis u € I, kui iga arvuks u G-koonduva intervalli
I punktide jada x = (z,,) korral jada f(x) on G-koonduv arvuks f(u). Oel-
dakse, et funktsioon f on G-pidev alamhulgas D C I, kui f on G-pidev igas
punktis u € D. Funktsiooni f nimetatakse G-pidevaks, kui see on G-pidev oma
méadramispiirkonnas /.

Funktsioon f: I — R on definitsiooni kohaselt G-pidev parajasti siis, kui

iga G-koonduva jada x = (z,,) korral intervallis I.

Kogu t60s tdhistab tédht I intervalli arvteljel. Intervalli I korral tdhistame
stimbolitega L£(I), G(I) ja C(I) koigi vastavalt lineaarsete, G-pidevate ja pi-
devate funktsioonide f: I — R hulka. Kui I = R, kirjutame L(R), G(R) ja
C(R) asemel lihtsalt £, G ja C.

3Selle (monevorra problemaatilise) tdhistuse votsid kasutusele Connor ja Grosse-
Erdmann [7] ning selle on votnud iile mitmed teised autorid (vt niiteks [6]).
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2 Lineaarsete funktsioonide G-pidevus

Buck [4] néitas, et funktsioon on Cj-lim-pidev parajasti siis, kui ta on
lineaarne, mis tdhendab, et koonduvuseeskirja G = C;-lim korral £ = G.
Antoni ja Salat [2] tOestasid, et sama kehtib suvalise regulaarse maatriksiga
méadratud koonduvuseeskirja G korral, kui G on teatava omadusega (Ly).

Definitsioon Utleme, et koonduvuseeskiri G on omadusega (L;), kui lei-
dub selline 0-1-jada z, et G(z) & {0,1}.

Niide 2.1. C-lim-koonduvus on omadusega (L;): kui z = (0,1,0,1,...), siis

Antoni ja Salati poolt esitatud toestuses kasutatakse asjaolu, et regulaar-
se maatriksiga madratud koonduvuseeskirja G puhul jareldub G-pidevusest
pidevus, iildjuhul koonduvuseeskirjal G sellist omadust pole. Selles peatiikis
ndeme, et vordus G(I) = L(I) kehtib iga regulaarse koonduvuseeskirja korral,
mis on omadusega (L).

Lineaarsete ja G-pidevate funktsioonide vaheliste seoste uurimist alustame
lausega, mille kohaselt lineaarsed funktsioonid f: I — R on G-pidevad iga
regulaarse koonduvuseeskirja G korral.

Lause 2.1. Kui G on regulaarne jadade koonduvuseeskiri, siis L(I) C G(I)
1g9a intervally I C R korral.

Toestus. Eeldame, et G on regulaarne, st G(x) = limx iga x € ¢ korral.
Olgu funktsioon f: I — R defineeritud seosega f(u) = au + b, kus a, b € R,
néditame, et f on G-pidev. Fikseerime suvalise u € I. Olgu x = (z,,) € cg
selline jada, et x,, € I ja G(x) = u. Kuna

f(x) = (f(z,)) = (axy, + b)pen = a(x,) + be = ax + be

ja ténu koonduvuseeskirja G regulaarsusele G(e) = lime = 1, siis (peame
silmas, et G on lineaarne funktsionaal)

G(f(x)) = G(ax + be) = aG(x) +bG(e) = au+ b= f(u) = f(G(x)).
Lause on toestatud. |

Antoni ja Salati viite iildistamiseks kasutame jirgmist lemmat.

Lemma 2.2. Olgu « € R\ {0,1}. Kui f: I — R on funktsioon omadusega

flau+ (1 —a)v) = af(u)+ (1 —a)f(v) (2.1)

eeldusel, et u,v ja au+ (1 — a)v kuuluvad hulka I, siis leidub hulgas I selline
tihe alamhulk D C I, milles f on lineaarne.
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Toestus. Mirgime kéigepealt, et iga vahemik (s,7) C R on esitatav kujul
(s,t) ={As+ (1 —=Nt|0< A< 1}.
Toepooolest, iihelt poolt
s=As+(1=Ns<Ads+(1-=-Nt< X+ (1-Nt=t
iga A € (0,1) puhul, teisalt, kui v € (s,1), siis 0 < =2 =: X\ < 1 ning

v=t—X+As=As+ (1 =Nt

1. Vaatleme juhtu 0 < a < 1. Olgu ug, vy € I ja ug # vy, leiame sellised
arvud a,b € R, et

aug + b = f(up)
avo + b= f(vy).

Vo 1
erinev, siis siisteemil on tépselt iiks lahend. Tahistame

. ~ o . . Uo .
Kuna selle lineaarse vorrandisiisteemi determinant ’ = up — Vo on nullist

D:={uel] f(u) =au+ b},

kuna wug,vo € D, siis D # (). Niitame, et hulga D sulund D on intervall.
Oletame vastuviiteliselt, et D ei ole intervall, siis leiduvad wy,v; € D nii, et
up < vy ja (ug,v))ND = (. Kuna uy, vy € D, siis hulgas D leiduvad jadad (s,,)
ja (t,), et s, — uy ja t, — v;. Eelduse (2.1) kohaselt

flasn + (1 —a)ty,) = af(sy) +(1—a)f(t,) =
alas, +b) + (1 — a)(at, + b) =
= alas, + (1 —a)t,) + b,

st as, + (1 — a)t, € D igan € N korral. Seejuures
as, + (1 —a)t, — auy + (1 — a)vy,
mistottu cu; +(1—a)v; € D. Samas toestuse alguses esitatud mirkuse kohaselt
u < auy + (1 —a)vy) <y,

mis on vastuolus tingimusega (uj,v;) N D = (). Oleme niiidanud, et D on
intervall.

Tdestame, et I C D. Oletame vastuviiteliselt, et D 7 I. Siis on kaks
voimalust:
a) leidub w € I, et u < w iga u € D korral,
b) leidub r € I, et u > r iga u € D korral.
Vaatleme juhtu a), juhul b) on téestus analoogiline.
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Sel juhul on w hulga D iilemine toke, seega on D iilalt tokestatud ja pidevuse
aksioomi kohaselt leidub sup D =: v,. Kuna D on kinnine, siis sisaldab ta
oma rajapunktid, mistottu v, = max D € D. Seega leidub hulgas D selline
jada (t,), et t, —> vy. Voime eeldada, et jada (t,) on kasvav, st ¢, < t,.1,
vajadusel votame lihtsalt kasvava osajada. Olgu (w,) selline jada hulgas I, et
at; + (1 — a)w, =t,, st

1 « o «

v 11—« 1—a ' +1—oz 11—«

t.

Protsessis n — oo jouame vorratuseni

) « o
lim w,, = vy + Uy — t1 > v9,
n—00 l—« l—«

mistottu saame leida indeksi ng nii, et w,, > vs.
Kuna t,,, € D, siis

f(tn,) = aty, +b=alat; + (1 — a)wy,,) +b=
= afat; +b) + (1 — a)(awy,, +b).
Teiselt poolt saame eelduse (2.1) pdhjal, et
f(tno) = f(atl + (1 - Oé)’LUnO) = af(tl) + (1 - &)f(wno) =
= alat; +b) + (1 — a) f(wn,)-

Seega f(Wn,) = awp, +b, jérelikult w,, € D C D. See on vastuolus tingimusega
Wy, > Vz. Oleme saanud, et I C D.

2. Vaatleme juhtu, kus a > 1, siis 0 < é < 1. Olgu u,v € I kaks suvalist
punkti sellised, et w := au + (1 — a)v € 1. Siis

1 -« 1 ( 1)
U= —w— v=—w+|1—— v

« « «

ja seega

f) = g (1= 1) =+ (1- 1) £ -

millest saame, et

Flau+ (1= a)v) = af(u) + (1 — a) f(v).

Seega, kuna viide kehtib juhul o € (0, 1), siis ta kehtib ka juhul o > 1.
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3. Niiiid vaatleme juhtu, kus o < 0, siis 0 < %5 < 1. Olgu u,v € I kaks
suvalist punkti sellised, et w := au + (1 — a)v € I. Siis

1 o o 1 a 4 (1 o
v = w — U = U — w = U — w
11—« 11—« a—1 a—1 a—1 a—1

ja seega

s = 7 (e (1- 22 ) w) = 25w+ (1= 2 ) s -

millest saame, et

flau+ (1 =ajv) = (1 -a) fw)+ (1 =a)f(v) =af(u)+ (1 —a)f(v).

l—«

Seega, kuna viide kehtib juhul a € (0, 1), siis ta kehtib ka juhul o < 0.
|

Niiiid oleme valmis toestama Antoni ja Salati teoreemi iildistuse suvaliste
regulaarsete koonduvuseeskirjade jaoks, mis on omadusega (L1).

Teoreem 2.3. Kui G on regulaarne koonduvuseeskiri omadusega (L, ), siis iga
G-pidev funktsioon f: I — R on lineaarne, st L(I) = G(I).

Toestus. Kuna lause (2.1) pohjal £(I) C G(I), siis on teoreemi toestuseks
vaja kontrollida vaid sisalduvust G(I) C £(I). Olgu funktsioon f: I — R
G-pidev. Vastavalt eeldusele (L) valime sellise G-koonduva 0-1-jada z = (z,),
et a := G(z) ¢ {0,1}. Olgu u,v € I sellised arvud, et au + (1 — a)v € I,
moodustame jada x = (x,,), kus

Ty = zZpu+ (1 — 2z,)v

ehk
X = uz + v(e — z),

seega
Tp=u, kui z, =1, jax, = v, kui z, =0.

Téanu eeskirja G lineaarsusele ja regulaarsusele

G(x) = G(zu+ (e —2z)v) =uG(z) +vG(e — z))
uG(z) +v(G(e) —G(z)) = au+ (1 — a)v

ehk x = (z,) € ¢¢ ja on G-koonduv arvuks au + (1 — a)v. Teiselt poolt
f(zn) = f(u), kui 2z, =1, ja f(z,) = f(v), kui z, =0,
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f(@n) = znf(u) + (1 = 20) f(v)

f(x) = f(w)z+ f(v)(e —z).

G(f(x) = G=f(u) +(e—2)f(v) = f(u)G(z) + f(v)(1 - G(2))
= af(u)+ (1 -a)f(v),

siis funktsiooni f G-pidevusest jareldub, et
flau+(1—a)v) = f(G(x)) = G(f(x)) = af(u) + (1 —a)f(v),

kui w,v € I ja au+ (1 —a)v € I. Lemma 2.2 pohjal leiduvad selline hulgas 1
tihe alamhulk D ja a,b € R, et

f(u) =au+0b igawu € D korral.

Niitame, et see vordus kehtib iga u € I korral.

Olgu w € I jay = (y,) selline jada hulgas D, et y, — w. Kuna G on
regulaarne ja lineaarne, siis G(y) = lim y, = w ja
n—oo

G(f(y)) = G((ay, + b)n) = aG(y) + bG(e) = aw + b.
Funktsiooni f G-pidevusest jareldub 16puks, et

J(w) = F(G(y)) = G(f(y)) = aw+b igaw € I korral,

st funktsioon f on lineaarne intervallis . [ |

Teoreemist 2.3 tuleneb peatiiki alguses mainitud Bucki tulemus suvalise
intervalli I korral.

Jareldus 2.4. Kui G = Cy-lim, siis L(I) = G(I).

Tegelikult toestas Buck, et funktsioon f: R — R on lineaarne, kui ta on
C1-lim-pidev mingis punktis ug € R. Antoni ja Salat néitasid, et see viide ei
ole iile kantav koigile regulaarse maatriksiga madratud koonduvuseeskirjadele.
Niisuguse omadusega koonduvuseeskirju vaatleme lihemalt viimases peatiikis.

Jargmine naide kinnitab, et teoreem 2.3 ei ole podratav.

Niide 2.2. Olgu [ suvaline intervall. Leiame sellise regulaarse koonduvusees-
kirja G, et L(I) = G(I), kuid G ei ole omadusega (L).

Olgu z = (1,0,—1,1,0,—1,1,...) ja
coc={y+Xz|ye€c)eR}
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defineerime iga x € c¢¢ jaoks G(x) := lim x3,_;. Kuna
n—oo

X =+ Ny, ys — Nya+ A ys,. .. ),

siis G(x) = lim ys3,-1 = limy. Seega, kuna ¢ C ¢¢ ja G(x) = limx iga x € ¢
n—oo
korral, siis koonduvuseeskiri G on regulaarne. Samal ajal ei ole tal omadust
(Ly), sest iga G-koonduva 0-1-jada t korral G(t) = lim t3,; € {0,1}.
n—oo

Niiiid néditame, et £(I) D G(I) suvalise intervalli I puhul. Olgu f: I — R
G-pidev funktsioon. Olgu x = (y + A\z) € c¢ selline jada, et z, € I, ja
up = limy. Kuna G(x) = lim z3, ; = limy = wuy, siis tdnu funktsiooni f

n—oo

G-pidevusele
G(f(x)) = f(uo),
seejuures

f<X):(f(yl+)‘)7f(y2)7f<y3_>‘)7"')ECG-

Kuna f(x) € cg, siis avaldub ta kujul f(x) = u + pz, kus u € c ja p € R,
mistottu limu = G(f(x)) = f(uo). Paneme téhele, et

lim f(ysn-1) = Um uge—1 = f(uo),
n—oo n—oo

Tim f(ysn—o+A) = lim (ugno + ) = fluo) + p,
nh_{go [y —A) = nh_>r20<u3n — ) = f(uo) — p.

Kui A = 0, siis p = 0. Seega lim f(y,) = f(uo), kui y, —> wy, niisiis on
n—oo

funktsioon f pidev punktis uo. Uldjuhul, kui A € R on selline, et uy — A,
up + A € I, votame y,, := ugy iga n € N korral. Siis f(ug £ A) = f(uo) = p,

mistottu \ \
R )

See on seos (2.1), kusu=ug+ X\, v =ug— A jaa = % Lemma 2.2 pohjal on
funktsioon f lineaarne intervallis [I.
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3 Tarvilikud tingimused sisalduvuseks G C C

Selles ja jargnevates peatiikkides uurime ldhemalt seost pidevate ning
G-pidevate funktsioonide vahel. Koigepealt toome sisse osajada-tiiiipi koon-
duvuseeskirja moiste.

Definitsioon. Utleme, et koonduvuseeskiri G on osajada-tiiipi, kui iga
G-koonduval jadal x = (z,,) on osajada (x,, ) omadusega klim T, = G(x). An-
—00
tud osajada (ny) korral tdhistame I(,,) koonduvuseeskirja G, kus

G(x) = kh_)rgo T, -

On ilmne, et iga osajada-tiiiipi eeskiri on regulaarne. Samuti on selge, et
I(n,) ja naites 2.2 vaadeldud eeskiri on osajada-tiiiipi koonduvuseeskirjad.
Teoreemi E kohaselt on ka statistiline koonduvus osajada-tiiiipi eeskiri.

Osajada-tiilipi koonduvuseeskirjadega seotud probleemide ja omaduste uuri-
misel kasutame tavalise topoloogilise kinnisuse iildistamisel saadud G-kinnisuse
moistet.

Definitsioon. Olgu G mingi koonduvuseeskiri, mis ei pruugi olla regu-
laarne. Olgu U C R ja I € R. Utleme, et [ € UG, kui hulgas U leidub selline
G-koonduv jada x = (z,), et G(x) = [. Hulka U nimetatakse hulga U
G-sulundiks. Kui T C U, siis iitleme, et U on G-kinnine.

Esitame hulkade G-kinnisusega seotud tdhtsamad omadused.

Lause 3.1. (a) Kui G on requlaarne koonduvuseeskiri, siis U C U ja U on
G-kinnine parajasti siis, kui U = T, Sel juhul U = e

(b) Kui G on osajada-titipi eeskiri, siis iga kinnine alamhulk U C R on
G-kinnine.

(¢) Kui funktsioon f: R — R on G-pidev ja U on G-kinnine, siis f~1(U)
on G-kinnine.

Toestus. (a) Eeldame, et G on regulaarne koonduvuseeskiri, olgu [ € U.
Siis leidub hulgas U selline jada x, et limx = [. Kuna G on regulaarne, siis

G(x) =limx = [ ja seega [ € T, Niisiis U ¢ U ¢ U°.
Arvestades G-kinnisuse definitsiooni, on ilmne, et hulk U on regulaarse

koonduvuseeskirja G korral G-kinnine parajasti siis, kui kehtib seos U = T
ning sel juhul U = e

(b) Olgu G osajada-tiiiipi eeskiri, [ € T jax = (x,) selline jada hulgas U,
et G(x) = (. Siis leidub osajada (z,,) omadusega klim T, = G(x) = [. Seega
—00

1eTcUning U CU.
(c) Olgu viiite (c) eeldused téidetud, tihistame V := f~1(U) ja niiitame, et
hulk V on G-kinnine ehk V< c V. Olgul € VG, siis leidub hulgas V' jada x nii,
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et G(x) = [. Funktsioon f on G-pidev, jarelikult G(f(x)) = f(I). Kuna f(x)
on jada, mille elemendid on hulgast U, mis on G-kinnine, siis f(l) € 7 cu.
Seega [ € V ja V on G-kinnine. [ |

Jargmised néited kinnitavad, et regulaarse koonduvuseeskirja G puhul on
voimalikud molemad variandid T = U jalg e
Naide 3.1. Olgu G = (C4-lim, kus C on aritmeetiliste keskmiste maatriks,
siis 10,1} =0, 1].

Naide 3.2. Kui G = I, siis {0,1} = {0,1} = {0, 1}.

Niiiid veendume, et U~ ei pruugi olla G-kinnine.

In T Tntt +2$”+1, siis mc = {0,1,1} ja

Niide 3.3. Kui G(x) := lim T

n—o0

Osutub, et regulaarsete koonduvuseeskirjade korral langeb hulga tavaline
sulund kokku G-sulundiga parajasti siis, kui tegemist on osajada-tiilipi eeskir-

jaga.

Lause 3.2. Olgu G regulaarne koonduvuseeskiri. Seos U = T kehtib suvalise
U C R korral parajasti siis, kui G on osajada-titipi eeskiri.

Toestus. Tarvilikkus. Olgu G selline regulaarne koonduvuseeskiri, et
T = U suvalise U C R korral. Niitame, et G on osajada-tiiiipi. Olgu x = (z,,)
G-koonduv jada hulgas U ja G(x) = [. Paneme tihele, et G regulaarsuse tottu
soltub G(x) ainult jada x "sabast", sest

x = (x1,29,...) = (z1,...,2,,0,0,...) +(0,...,0,2p41,Tpio,...) =y +2

ja
G(x) =G(y)+ G(z) =0+ G(z) = G(z).

Seetottu | € {x,:n> N}G iga N € N korral. Kuna eelduse kohaselt

{z,:n > N}G = {z, :n > N}, siis saame, et | € [ {z,:n > N}, st ar-
NeN
vu [ igas iimbruses leidub 16pmatult palju jada (x,) liikmeid. Seega leiduvad

sellised
n €N, etx, € (l—-1,1+1),

1 1
ne € N, et nyg >ny jax,, € (l—5,1+§>,
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1 1
ng €N, etng >--->ng >ny jax, € (l—— l—i——)

jne. Seejuures jada x osajada (z,,) koondub arvuks I:

1
|xnk—l|<%—>0 (k — 0).

Seega klim T, =1 = G(x) ja G on osajada-tiilipi koonduvuseeskiri.
—00

Piisavus. Olgu koonduvuseeskiri G osajada-tiiiipi ja | € T°. Siis leidub
hulgas U jada x = (x,) nii, et G(x) = [ ja jadal x selline osajada (z,,), et
klim T, = l. Jarelikult [ € U ning T cT. [
— 00

Kahest jargnevast lausest nieme, et regulaarse koonduvuseeskirja korral
ei saa pidevate funktsioonide hulk kunagi olla G-pidevate funktsioonide hulga
parisalamhulk.

Lause 3.3. Kui G on osajada-titipt koonduvuseeskiri, siis G C C.

Toestus. Olgu G regulaarne osajada-tiilipi koonduvuseeskiri ja funktsioon
f: R — R olgu G-pidev. Niitame, et V := f~}(U) on kinnine iga kinnise
hulga U C R korral, sel juhul funktsioon f on pidev. Kuna U = U ja lause 3.2
pohjal U = UG, siis U on G-kinnine. Rakendades lemmat 3.1 (c), saame, et V
on G-kinnine, seega V = Ve ning lause 3.1 (a) pohjal V = V. Jhrelikult V
on kinnine. [ |

Lause 3.4. Olgu G regulaarne koonduvuseeskiri. KuiC C G, sits G on osajada-
tutps.

Toestus. Olgu G regulaarne koonduvuseeskiri ning C C G. Oletame vastu-
véiteliselt, et G pole osajada-tiiiipi. Siis lause 3.2 pohjal leidub selline hulk
UCR,etU ; i Olgu [ € UG\U. Kuna [ € UG, siis leidub hulgas U selline
jada x = (x,), et G(x) = [. Samas leidub pidev funktsioon f nii, et f(I) =1 ja
flg = 0. Niiiid f(z,,) = 0 iga n € N korral ja eeskirja G regulaarsusest saame,
et

G(f(x) =lim f(x) =0 # 1= f(l),

st f ei ole G-pidev, mis on vastuolus tehtud eeldusega. [ |

Néites 2.2 nédgime sellist osajada-tiiiipi koonduvuseeskirja, et ainsad
G-pidevad funktsioonid on lineaarsed. Seega pole lause 3.4 pdoratav.

Jareldus 3.5. Regulaarse koonduvuseeskirja G korral

CcG—=C=4g.
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Lause 3.3 kohaselt kehtib sisalduvus G C C, kui G on regulaarne osajada-
tiilipi eeskiri. Jargnevad teoreemid 3.6 ja 3.10 {iitlevad, et kui osajada-tiiiipi
eeskiri G on méiratud kas regulaarse maatriksiga voi tugeva summeeruvusega,
siis kehtib ka vastupidine sisalduvus, st C = G. Seega on lause 3.4 pohjal sellised
koonduvuseeskirjad osajada-tiiiipi parajasti siis, kui C = G. Téhelepanuviér-
ne on, et need kaks tingimust on samaviirsed ruutfunktsiooni G-pidevusega.
Jargmine teoreem l&htub Iwiniski [8] toestatud teoreemist.

Teoreem 3.6. Olgu koonduvuseeskiri G mddratud requlaarse maatriksiga
A = (apg). Jdrgmised viited on samavidrsed:

(a) funktsioon u — u? on G-pidev,

(b) C C g,

(¢)C=G,

(d) G = I(n,) mingi osajada (ny) korral.

Teoreemi 3.6 toestus pohineb jérgmistel lemmadel 3.7-3.9.

Lemma 3.7. Kui |t| > 1 ja |p| < 1, siis vorrandil

(¢ —|—:1:2 —t ) (3.1)

on vihemalt ks selline lahend xq, et |xo| < |p|.

Toestus. Olgu lemma eeldused tididetud. Paneme téhele, et viide kehtib, kui
p = 0: siis vorrand (3.1) saab kuju
(t+x)* -t
t
mille lahend xy = 0 rahuldab vorratust |zo| < |p|.

=0,

Niilid mérgime, et vorrandil (3.1) on kaks lahendit z1.0 = —t & /12 + pt.
Vaatleme nelja voimalikku olukorda.
1) Kuit>1ja0<p< i, siis

e = o -
(i) () () -

= t(1+§—1):p:|p|.

2) Kuit > 1 ja —3 < p <0, siis

| —t+ P2+ pt] = t‘,/ +21

< t(l \/Tg)(+ 1+§+1):
9
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3) Kuit < —1ja 0 < p< 3, siis

| —t— /2 +pt| = ’ t+t\/:‘ _t’\/ﬂ—l‘
— (L—VTI_> <—t[1- (1+§ﬂ__p_m|

4) Kui ¢t < =1 ja —% < p <0, siis

| —t— V2 +pt| = —t’,/1+——1‘ (,/1+§—1)<
< <1+¥—1>:—p—|p|

Oleme toestanud, et igal juhul leidub vorrandil (3.1) vihemalt iiks selline la-
hend xg, et |xo| < |p|. [

Lemma 3.8. Olgu B = (b,y,) selline requlaarne nullveergudeta maatriks, et sel-
lega mddratud koonduvuseeskirja G suhtes ruutfunktsioon u +—— u? on

G-pidev. Siis iga x € cg korral leidub M = M(x) > 0, et
> lbmerk| <M (n€N).
k=1

Toestus. Rahuldagu koonduvuseeskiri G' lemma eeldusi. Margime koigepealt,
et kui x € cg N £, siis vaide kehtib:

Z |brkzr| < supz |buk| sup |zg| =: M (n € N)
b1 neN keN

(peame silmas, et tdnu regulaarsusele 7' := sup Z |brk| < 00).
neN 1
Eeldame, et x € cp ei ole tokestatud, olgu (xy,) jada x koigi selliste liikmete
osajada, millel on omadus (1 € N). Kui (p;) on suvaline selline jada,

et
) ) 1 .
lim p; =0 ja |pi| <5 (1€N), (3.2)
i—o00 2
siis lemma 3.7 kohaselt leidub vorrandil
Tp 4+ 1) — 22
Cet 7“0 en) (3.3)

T,

3

selline lahend 7y, et |7%,| < |pi|- Moodustame jada (73), kus

T, kul kb = k;
Tk —
0, kuik # k;,
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siis 7, — 0. Kuna koonduvuseeskiri on lineaarne funktsionaal ning ruutfunkt-
sioon u — u? on G-pidev, siis jada (sk) == ((z + 7%)* — 23) on G-koonduv,

niisiis eksisteerib piirvadrtus lim E bur((z + )% — 22). Arvestades arvude
n—oo
k=1

7, valikut ja seost (3.3), saame, et

n—oo

lim Y " bu((ze + ) — 27) = JEEOZ b, ((x, + 70,)° — a7,) =
i=1

k=1
o0
= i Tk, Pi-
Jim > buk,wr,pi
i=1
Niisiis, iga jada (p;), mis rahuldab tingimusi (3.2), on maatriksiga
(@nk;) = (bnk;Tx;) summeeruv. Paneme tihele, et sama maatriksiga on sum-

meeruv ka iga nulliks koonduv jada z = (z;). Toepoolest, kui

pi = (1eN) ja L:=2|z,

2||zl

siis z = L(p;), kusjuures jada (p;) rahuldab tingimusi (3.2). Seega piirvidrtus

eksisteerib iga z € ¢y korral. Teoreemi A pohjal K := supz b,

neN
Seega
> [boka] = Z|bnkxk|+2|bnkxk|<K+Z|bnk| K+T=M
k=1

k=kz~ k;ﬁk k;ék
n

Lemma 3.9. Olgu B = (b,y) selline requlaarne nullveergudeta maatriks, et sel-
lega mddratud koonduvuseeskirja G suhtes on ruutfunktsioon u +—— u?
G-pidev. Siis

inf sup |b,x| > 0.

keN peN
Toestus. Olgu lemma eeldused tdidetud. Defineerime «y = sup\bnkl siis
neN
ar >0 (k € N) jaa:= ]ignlgozk > 0. Oletame vastuviiteliselt, et a = 0 ja
€

veendume koéigepealt, et leidub osajada omadusega (ay,), et Z o, < 00.

Olgu k; = 1, vastavalt supreemumi definitsioonile leidub

1\* 1
ko €N ]{?2>/{71, O, < (?) ehk 3ak2<§,
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1\* 1
ks € N : ]{33>k‘2, ak3<(§> ehk Sak3<§

jne. Nii jitkates saame osajada (ay,) omadusega /@i, < 5- (i € N). Kuna
o

geomeetriline rida Z o koondub, siis esimese vordluslause pohjal
i=1
Z /oy, < 00. (3.4)
i=1

Moodustame jada x = (), kus
o, ®, kuik =k,

Ty = i
0,  kuik# k.

Paneme téihele, et lisaks omadusele (3.4) kehtib vorratus

2 _
|bnk’1xkz| = |bnki|aki3 < Qg Q.

Wl

= Yoy, (’L GN)

7

Seega Weierstrassi koonduvustunnuse pohjal koondub rida Z by, Tk, iihtlaselt

k=1
n € N suhtes , mistottu

o0 o (o] [o¢]
G(z) = lim E bty = lim E buk,; T, = E lim bk, xk, = E 0-x;,=0.
n—o0 n—oo n—o0
k=1 i=1 i=1 k=1

Funktsioon u — u? on G-pidev, seega kehtib ka vordus

. 2
111;1&2 buray, = 0. (3.5)

k=1

Kuna 0 < ag, = sup |bu,|, siis iga @ € N puhul leidub selline indeks n;, et

neN
|brai;| = S5, siis
s
O‘/k'aki 1 .
b, |27, > ’2 = e — 00 (i — o0)
ja
oo [e.e] oo
supz |bpr |} = supz || 23 > Z b, |27, = 0. (3.6)
neN 1 N =1 i=1

Oleme saanud vastuolu lemmaga 3.8, mis iitleb, et leidub selline M, et

oo
> [burlz < M. |
=1
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Niiid oleme valmis toestama teoreemi 3.6.

Toestus. Paneme tihele, et kui f € C, x € ¢ ja G(x) = I(,)(x) = | mingi
osajada (z,,) korral, st klim Ty, =1, siis
—00

G (09) = o (f(30)) = lim F(z) = (D).
seega (d)=(b). Jarelduse 3.5 pdhjal (b) < (c), kokkuvottes (d)=(c)<(b)=-(a).
Néitame, et (a)=-(d).

Olgu A = (au) selline regulaarne maatriks, et sellega méiratud koondu-
vuseeskirja G suhtes ruutfunktsioon u — u? on G-pidev. Paneme tihele, et
maatriksis A on lopmata palju mitte-nullveerge: vastasel juhul leidub selline
N e N, et a,, =0iga k > N jan € N korral ning

N N
G(e) = lim E Ape = E lim a,, =0,
k=1 k=1

mis on aga vastuolus koonduvuseeskirja G regulaarsusega. Vastaku indeksid
k; (i € N) mitte-nullveergudele maatriksis A. Eemaldame koik nullveerud ning
tahistame saadud uue maatriksi tdhega B = (b,;). Lihtne on niha, et ka
B on regulaarne maatriks ja sellega médratud koonduvuseeskirja suhtes on
ruutfunktsioon u +— u? pidev. Lemma 3.8 pohjal leidub iga x € cp korral
M = M(x) >0, et

> |burk| <M (n €N).
k=1

Seega
jarelikult
M M
7kl < — < — (k €N),
(073 (0%

kus ay := sup byl ja o = ]ignlg aj > 0 lemma 3.9 pohjal. Niisiis on iga jada
neN €
x € cp tokestatud, mistottu ¢ C cg C (> ja teoreemi B pohjal cg = c,

regulaarsuse tottu B-limx = limx iga x € ¢ korral. Olgu y € cg, siis

Gly) = A-limy= 71113010 Z kY = JLIEIO Z Ank; Yk, =
k=1

=1

= lim Zl bniyr, = B-lim(yg,) = lm ye, = L) (y)-
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Me veendume jargnevas, et teoreem 3.6 jaab kehtima ka tugeva summee-
ruvusega madratud koonduvuseeskirja korral. Seejuures kasutame asjaolu, et
iga koonduvuseeskiri /(,,) langeb kokku tugeva A-summeeruvusega sobivalt
valitud maatriksi A korral.

Teoreem 3.10. Olgu A = (a,x) selline mittenegatiione maatriks, mis rahuldab

tingimusi (1.4), st

o
sup E Apr < 00,
neN

k=1
nhﬁ\I{olo Z QAni 7é 07

k=1
lim a,, =0 (keN).
n—r00

Kui koonduvuseeskiri G on mddratud tugeva A-summeeruvusega, siis jairgmised
vdited on samavddarsed:

(a) funktsioon u — u® on G-pidev,

(b)C Cg,

(c)C =g,

(d) G = I(n,) mingi osajada (ny) korral.

Teoreemi 3.10 toestuses vajame jargnevat lemma 3.9 analoogi.

Lemma 3.11. Olgu B = (byy) selline nullveergudeta mittenegatiivne maatriks,
mis rahuldab tingimusi (1.4), st

sup bpi < 00,

neN ; g

lim > by # 0,

n—o00 =

lim b,, =0 (k€ N).
n—oo

Kui tugeva B-summeeruvusega mddratud koonduvuseeskirja G suhtes ruut-
funktsioon u — u? on G-pidev, siis

inf sup b, > 0.
keEN peN

Toestus. Kordame lemma 3.9 toestust kuni viimase tingimuseni (3.6), st

supz bk = 00. Seega saame vastuolu seoste (3.5) (st lim Z burz; = 0)
neN 5 T
ja (3.6) vahel. |

Toestame teoreemi 3.10.
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Toestus. Samuti nagu teoreemi 3.6 toestuses saame, et (d)=-(b)<(c)=(a).
Implikatsiooni (a)=-(d) toestamisel toimime taaskord sarnaselt teoreemiga 3.6.

Olgu A = (a,) mittenegatiivne maatriks, mis rahuldab tingimusi (1.4).
Moodustame maatriksi B = (b,x), kustutades maatriksi A koik nullveerud,
siis lemma 3.11 pohjal a > 0, kus a = inf sup b,,. Supreemumi definitsiooni

pohjal saame leida iga k € N korral sellise indeksi ng, et by, > 5. Seejuures,
o0

kuna Z b < o0 iga n € N korral, siis voime eeldada, et lim n; = oc.
T k—o0

Olgu jada x = (xy) tugevalt B-summeeruv arvuks [, siis

Q o0
5ok — 1] < bl — 1] < > bngla; =1 — 0 (k — o).
j=1

Seega on jada x koonduv arvuks [ ning tugev B-summeeruvus langeb kok-
ku tavalise koonduvusega. Teisisonu, tugev A-summeeruvus langeb kokku
I(n,)-koonduvusega, kus indeksite jada (nj) vastab maatriksi A nendele veer-
gudele, mis ei ole nullveerud. [
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4 Piisavad tingimused sisalduvuseks G C C

Posner [12] (vt ka Iwinski [8]) toestas, et kui regulaarse maatriksiga mad-
ratud koonduvuseeskirja G korral on funktsioon f: R — R G-pidev mingis
punktis, siis on ta selles punktis pidev, seega regulaarse maatriksiga maira-
tud koonduvuseeskirja G korral kehtib sisalduvus G C C. Kéesolevas peatiikis
veendume, et Posneri viide kehtib oluliselt laiema koonduvuseeskirjade klassi
korral, aga see ei kehti koigi regulaarsete koonduvuseeskirjade korral.

Definitsioon. Utleme, et koonduvuseeskiri G on omadusega (S), kui ei
leidu {ihtki jada x omadusega x,, — oo, mille koik osajadad on G-koonduvad.

Niitame (vt lause 4.2), et requlaarse maatriksiga médratud koonduvuseeski-
ri on omadusega (S). Selle viite toestus kuulub Buckile [5]. Alustame jargmise
lihtsa lemmaga.

Lemma 4.1. Olgu M > 0, ag,a1,...,a, € Rya, # 0 ja x = (x) € w \ £*°.
Siis leidub niisugune osajada (vg,), et

lag + a1, + - + apy, | = M.

Toestus. Olgu jada x tokestamata ning M > 0. Kui ag, a1 € R, a; # 0, siis
tdnu jada x tokestamatusele leidub selline indeks ki, et

lag + arxy, | = M.

Olgu zy,, ..., x, , vastavalt etteantud tingimusele leitud, olgu ay, ..., a, € R,
kus a,, # 0. Tahistame

a:=ayg+ a1Tg, +---+ ap_1Tk, -
Kuna a, # 0 ja jada x on tokestamata, siis leidub selline indeks k,, > k,_1, et
la+ anzy,| = M,

st

> M.

lag + a1k, + -+ - + anxy,
[ |

Lause 4.2. Olgu A = (au) regulaarne maatriks. Kui arvjada x = () on
omadusega Ty, — 00, siis leidub jada x osajada (xy,), mis pole A-summeeruv.

Toestus. Olgu koonduvuseeskiri G méidratud regulaarse maatriksiga
A = (a,x) ning x tokestamata jada.

(a) Esiteks vaatleme juhtu, kus maatriksil A on l6pmata palju 16pliku pik-
kusega ridu. Kuna A on regulaarne, siis selliste ridade pikkuste jada ei saa olla
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tokestatud. Toepoolest, kui oletada, et iga i € N korral k,, on rea (an,x)kren
pikkus, ning maxk,,, =: N < oo, siis saame vastuolu:

ieN
0 kni N N
1= lim E Qpr = lim E Qp, = lim E O,k = E lim a,,; = 0.
n—oo 71— 00 1—00 1—00
k=1 k=1 k=1 k=1

Valime sellised rangelt kasvavad indeksite jadad (n;), (kn,), et an,, on viimane
nullist erinev element reas indeksiga n;. Kuna jada x on tokestamata, siis
lemma 4.1 pohjal saame valida niisuguse osajada x' := (xy,), et

kn;

! .
E An ik | 2]
=1

e.9]
iga 7 = 1,2,... korral. Seega on jada (Z amx;> tokestamata, mistottu
. i=1 neN
pole osajada x’ A-summeeruv.

(b) Teisel juhul on maatriksil A vaid 16plik arv 16pliku pikkusega ridu. Olgu
ng viimase sellise rea indeks. Kui n > ny, siis a,, # 0 lopmatu arvu indeksite
k korral. Valime jada x sellise osajada (xy,), et

|ay1[* |2k, | > Jan],

|ara|*|zn,] > |aa],  |asel?|wr,| > |az|,

jne. Nii saame osajada (zy,) omadusega

| 2r, | = lani| (R =1,2,...,4).

Kui n > ng, siis |anzy,| = 1 lopmatu arvu indeksite i korral, seega

lim sup |an;xy,| > 1.
1—00
oo
Niisiis, lim a,;xy, # 0, mistottu rida E aniTk, €1 koondu. Seega osajada (zy,)
1—00
i=1

pole A-summeeruv.

Osutub, et sisalduvus G(I) C C(I) kehtib iga intervalli I C R korral, kui G
on regulaarne koonduvuseeskiri omadusega (.5).

Teoreem 4.3. Kui G on requlaarne koonduvuseeskiri omadusega (S), siis iga
funktsioon f: I — R, mis on G-pidev punktis ug € I, on selles punktis pidev.
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Toestus. Oletame vastuvaiteliselt, et funktsioon f on punktis uy G-pidev,
aga pole pidev. Siis leidub intervallis I selline jada x, et =, — wug, aga

f(xn) /= f(up). Saame leida jada x osajada y nii, et |f(y,) — f(ug)| > 0 iga
n € N ja mingi § > 0 korral. Vaatleme juhtu f(y,) > f(uo) + 6 (n € N), juhul
fyn) < f(ug) — 6 (n € N) on arutelu analoogiline.

Vaatleme kahte juhtu. Esiteks, kui jada f(y) on tokestatud, siis leidub
jada y osajada w nii, et f(w,) — a > f(up) + 0. Niiiid aga G(w) = ug ja
G(f(w)) = a # f(ug) (peame silmas, et wy — up ning G on regulaarne), mis
on vastuolus eeldusega funktsiooni f G-pidevusest punktis uy.

Teiseks, kui f(y) on tokestamata, siis leidub jada y selline osajada w', et
|f(w!)] — oo. Kuna jada w’ iga osajada koondub arvuks wug, siis
G-pidevuse tottu on jada f(w’) ja koik selle osajadad G-koonduvad. Saime
vastuolu eeldusega, et koonduvuseeskirjal G on omadus (5). |

Jargnev teoreem loetleb nende koonduvuseeskirjade klasse, mille korral
jaab kehtima Posneri viide.

Definitsioon. Utleme, et koonduvuseeskiri G on tdielikult requlaarne, kui
ei leidu iihtki G-koonduvat jada x, et z,, — oo.

Teoreem 4.4. Kui requlaarne koonduvuseeskiri G on kas

(a) mddratud maatriksiga,

(b) madaratud tugeva summeeruvusega,

(c) taielikult requlaarne voi

(d) osajada-tiiipi,

stis iga funktsioon f: I — R, mis on G-pidev punktis ug € I, on selles punktis
pidev.

Toestus. Juhul (a) tuleneb viide teoreemist 4.3 ja lemmast 4.2, mille pohjal
on regulaarse maatriksiga médratud koonduvuseeskiri omadusega (.5). Kuna
téielikult regulaarne koonduvuseeskiri on ilmselt omadusega (5), siis viide
kehtib juhul (c¢). Juhul (d) on viide taandatav juhule (c), sest iga osajada-
tiitipi koonduvuseeskiri on téielikult regulaarne.

Lopuks nditame, et ka juhul (b) taandub viide juhule (c). Vaatame jada
x = (1) omadusega xp — 00, siis leidub selline indeks ko, et |z, — | > 1 iga
k > kg korral. Kuna koonduvuseeskiri G on miiratud tugeva summeeruvusega,

siis leidub ka selline indeksite jada (n;) ja a > 0, et Zanik > aigai € N

k=1
korral. Jarelikult

00 ko 0o

Zanik|xk_l‘ = Z il — 1] + Z Uil — 1] >

k=1 k= /c0+1

o0
> Z An,k|TE — 1] = Z anx > o (i € N),
k=ko+1 k=ko+1
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mis tdhendab, et lim E ank|Tr — 1| # 0 ning jada x pole G-koonduv. [ |
n—oo
k=1

Kuna statistiline koonduvus on osajada-tiilipi eeskiri, siis saab sellele raken-
dada teoreemi 4.4. Osutub, et antud juhul on viide pdoratav, st funktsiooni f
pidevusest punktis ug jareldub funktsiooni G-pidevus selles punktis. Selle viite
toestus kuulub Schoenbergile [15].

Jareldus 4.5. Olgu koonduvuseeskiri G madratud statistilise koonduvusega, st
G = st-lim. Funktsioon f: I — R on G-pidev punktis uy € I parajasti siis,
kui ta on selles punktis pidev.

Toestus. Tarvilikkus. Kuna statistilise koonduvusega méaratud koonduvus-
eeskiri on regulaarne ja osajada-tiiiipi, siis teoreemi 4.4 pohjal on iga punktis
ug € I G-pidev funktsioon f: I — R selles punktis pidev.

Piisavus. Olgu funktsioon f pidev kohal wg, vaatame sellist intervallis [
sisalduvate litkmetega jada x = (z,,), et st-lim x = wy ning néitame, et funkt-
sioon f on ka statistiliselt pidev selles punktis. Olgu € > 0 suvaline. Funktsioo-
ni f pidevuse tottu kohal ug leidub selline p > 0, et iga n € N korral kehtib
implikatsioon

|z, —ugl < p = |f(zn) — flug)] <e.

Jarelikult, kui | f(x,) — f(uo)| = €, siis |z, — up| = p, mistottu
{n e N[|f(zn) = f(uo)| = €} S {n € N||zy —uo| = p}.
Eelduse kohaselt on jada x statistiliselt koonduv arvuks ug, seega
0<d0({n eN|[fzn) = fuo)| = €}) <O({n € N[ |z, —uo| = p}) = 0.

Néeme, et st-lim f(x) = f(ug) ehk funktsioon f on statistiliselt pidev punktis
Uug- |

Veendume, et teoreem 4.3 ei kehti koikide regulaarsete koonduvuseeskirjade
korral.

Naide 4.1. Leiame regulaarse koonduvuseeskirja G ja funktsiooni f: R — R,
mis on G-pidev kohal 0, aga ei ole pidev selles punktis.

Téhistame tdhega Y koigi selliste jadade y = (y,) hulga, et
1)y, € {0} U {57 | j €N} (n€N),
2) osajada, mis saadakse jadast y koigi nulliga vorduvate liikmete kustutamisel,
on piirvaartusega oo.
Olgu W := spanY. Niitame, et iga jada w € W \ {0} korral tema nullist
erinevate litkmete piirvdartus on oo.
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N
Olgu w = Z)\kyk £ 0, kus A\, € R, y* € Y ja N € N. Téhistame

k=1

M := max |\;| ning
1<k<N

m::min{‘Z)\k| | H C {1,...,N},Z)\k # 0},
keH keH

sealjuures paneme téihele, et m > 0. Tanu hulga Y definitsioonile leidub selline
positiivsete tdisarvude jada (J,), et J, — 0o (n — 00) ning

Y = 0 V01 gy > (Jo)”
igak=1,...,N jan € N korral, selleks votame
Joi=min{y® |yF£0,i=1,...,N}.
Iga fikseeritud n € N korral

[e.9]

Wy, = Z Z Qg jju

J=1 yk=3i

kus ainult 16plik arv liidetavaid on nullist erinevad. Kui w,, # 0, siis Z ap # 0
yr=j7

mingi j korral, tdhistame suurima sellise indeksi j tdhega K = K(n). Siis

K > J, ning seetottu

’( S an)K + > | > ‘( > ak)KK‘ - ) > ayk
yR=Kx YR <KK yr=K* Yy <KX

> mKX — MN(K - 1% > (mK - MN)(K — 1)1 >

> (mJ, — MN)(J, — 1)Y""Y — 00 (n — o0).

|wy,| =

Seega tekib jadas w pérast nulliga vorduvate lilkmete kustutamist osajada
piirvaartusega oo.

Olgu G selline koonduvuseeskiri, et ¢ = ¢+ W. Kuna ¢ N W = {0}, siis
on tegemist otsesummaga, st iga x = z + w € cg korral on komponendid

z € ¢ jaw € W iiheselt méédratud. Defineerime G(x) := lim z ning mérgime,
et koonduvuseeskiri G on lineaarne ning regulaarne.

Olgu funktsioon f: R — R defineeritud jargmiselt:

#,okniu=1,
= € N).
fu) {0, kui u 75% U )

On selge, et funktsioon f pole pidev punktis 0: kui u; := % — 0, siis

f(u;) = 79 — oo (j — 00). Néitame, et funktsioon f on G-pidev kohal
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u = 0. Olgu x = z+ W € c¢g selline jada, et G(x) = limz = 0. Siis
f(x,) € {0} U{j? | j € N} iga n € N korral. Paneme téhele, et f(z,) # 0
parajasti siis, kui z, +w, € {% | 7 € N}. Kuna z, — 0, siis piisavalt suurte
indeksite n korral tdhendab see, et w, = 0 ja z, € {% | 7 € N}. Seega kas jadas
f(x) sisaldub 16plik hulk nullist erinevaid liikmeid voi tema nullist erinevate
litkmete piirviartus on co. Esimesel juhul on tegemist nulliks koonduva jadaga
ning G regulaarsuse tottu f(x) € cg ja G(f(x)) = 0. Teisel juhul f(x) € Y,
mistottu f(x) € cg ning G(f(x)) = lim0 = 0. Jarelikult f on G-pidev kohal
0.

Margime, et funktsioon f néites 4.1 on kiill G-pidev punktis 0, aga ei ole
G-pidev iiheski punktis u = % ( €N).

Probleem. Me tegelikult ei tea, kas leidub sellist regulaarset koonduvus-
eeskirja GG, et mingi G-pidev funktsioon f: R — R ei ole pidev.
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5 Dihhotoomia probleem

Kaua aega ei olnud iihtki néidet regulaarsetest koonduvuseeskirjadest G,
mille korral £L & G S C. Tundus, et on ainult kaks voimalust: kas G = £ voi
G = C. Spigel ja Krupnik [16] piistitasid sellekohase probleemi maatriksitega
médratud koonduvuseeskirjade kohta. Connor ja Grosse-Erdmann |7] néitasid,
et sellise koonduvuseeskirja saab méirata tugeva summeeruvusega ning ka
tavalise regulaarse maatriksiga.

Teoreem 5.1. Olgu G tugeva summeeruvusega mdadratud koonduvuseeskiri.
Kui G pole osajada-tiiipi eeskiri, siis LS G S C.

Toestus. Olgu G tugeva summeeruvusega madratud koonduvuseeskiri. Kuna
G on regulaarne, siis lause 2.1 ja teoreemi 4.4 pohjal L C G C C.

Olgu x € ¢¢ ja G(x) = I, siis
Zankak\ — Il < Zank\xk — I — 0 (n — o0),

mistottu mittelineaarne funktsioon u — |u| on G-pidev igas punktis u € R,
jarelikult £ # G.

Olgu G koonduvuseeskiri, mis pole osajada-tiiiipi, siis teoreemi 3.10 pohjal

G+C. n

Margime, et selliseid tugeva summeeruvusega maaratud regulaarseid koon-
duvuseeskirju G, mis pole osajada-tiiiipi, kindlasti leidub. Selline eeskiri on
naiteks tugev Ci-lim-summeeruvus, st

G(x) =1, kus lim — Z\xk—ll—o

n—oo M

Teoreemidest 5.1 ja C tuleneb jargmine teoreem.

Teoreem 5.2. Leiduvad sellised requlaarsed maatriksid, mis mddravad koon-
duvuseeskirja G omadusega LS G S C.

Selle peatiiki iilejadnud osas uurime selliseid koonduvuseeskirju, mille puhul
vaadeldav dihhotoomia tegelikult realiseerub. Kirjeldame iiht selliste eeskirja-
de G Kklassi, et kehtib iiks seostest G(I) = L(I) ja G(I) = C(I), kus I = |a, b
voi I = R. Seejuures eeldame, et fikseeritud I korral on vaadeldavatel koondu-
vuseeskirjadel omadus

(GCY): iga G-pidev funktsioon f: I — R on pidev, st G(I) C C(I).

Nagu eespool mirgitud, ei ole teada, kas iga regulaarne koonduvuseeskiri
rahuldab tingimust (GCY).
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Jargnevad arutelud pohinevad olulisel méiral teatavatel funktsionaalana-
liiiitilistel argumentidel.

Definitsioon. Vektorruumi X iile korpuse K, kus K = R voi K = C,
nimetatakse algebraks, kui selles iga jarjestatud elementide paari (f, g) korral
on defineeritud nende korrutis fg € X nii, et

h(fg) = (hf)g (h € X),
Mf+g)=hf+hg, (f+g)h=fh+gh(heX),
a(fg) = (af)g = f(ag) (a € K).
Definitsioon. Olgu X algebra iile korpuse K. Kui (X, - ||) on selline
Banachi ruum, et

gl <l AMgll (f.9€X),

siis iitleme, et X on Banachi algebra.

Teatavasti on C([a, b]) Banachi ruum normiga

If llooi= Sup}\f(U)\y

u€la,b

seega f, — f ruumis C([a,b]) parajasti siis, kui f,(u) — f(u) tihtlaselt
16igus [a, b]. Pole kahtlust, et C([a, b]) on Banachi algebra iile korpuse R tavalise
funktsioonide korrutamise

fa(u) = flu)g(u) (u € la,b])
suhtes. Seejuures kehtib jargmine Stone- Weierstrassi teoreem.

Teoreem F (vt [14], Theorem 7.32). Kui X C C([a,b]) on selline alam-
algebra, mis sisaldab mingi konstantse funktsiooni, siis jargmised tingimused
on samavddrsed:

(a) X eraldab punktid loigus [a,b], st
[, v € [a,b], u#v] = 3f € X: f(u) # f(v),
(b) X on tihe Banachi ruumis (C([a,b]), || - ||o0), st X = C([a,b]).
Koigi kogu arvteljel pidevate funktsioonide f: R — R algebra C(R) meet-

riline struktuur on keerulisem. Tegemist on téieliku meetrilise vektorruumi-
ga (seda nimetatakse F-ruumiks), mille topoloogia on méédratud poolnormide

jadaga (pi)ien, kus
pi(f) = max{[f(u)| [u € [-L1]} (f €C(R))

ehk meetrikaga

o0

o) = gy o € )

Seega on jada (f,) F-ruumis C(R) koonduv elemendiks f parajasti siis, kui
fn(u) — f(u) iihtlaselt igas 16igus [—1, (] (I € N).

Me toestame jargmise teoreemi, mis néitab, et teatavate koonduvuseeskir-
jade klasside korral otsitav dihhotoomia toepoolest realiseerub.
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Teoreem 5.3. Olgu G selline requlaarne koonduvuseeskiri, et

19 ¢cg N L on kinnine alamruum Banachi ruumis (0%, || - ||lo) ja

20 lineaarne funktsionaal G: (ca N €] - ||o) — R on pidev.

Kui G on omadusega (GC7), kus

(a) I =la,b] voi

(b) I =R ja G-pidevus on tokestatull médratud, st f € G, kui fl|n € G([a,b])
iga loigu |a,b] korral,

siis kehtib iks kahest seosest G(I) = L(I) voi G(I) = C(I).

Teoreemist 5.3 saame jargmise tulemuse regulaarse maatriksiga maaratud
koonduvuseeskirja jaoks. Margime, et teoreemi 4.4 kohaselt on sellised eeskir-
jad omadusega (GC7) iga intervalli I korral.

Jareldus 5.4. Olgu koonduvuseeskiri G mddiratud regulaarse maatriksiga
A = (ank). Kui kas

(a) I =a,b] voi

(b) I =R ja G-pidevus on tokestatult madratud,

siis kehtib iks kahest seosest G(I) = L(I) voi G(I) = C(I).

Toestus. Funktsionaalanaliiiisi kursuses toestatakse, et kui maatriks A = (a,x)

o
rahuldab tingimust sup Z |ank| < oo, siis sellega médratud lineaarne operaa-
neN k=1
tor
o0
Al — 0, x> (Z ank:xk)
k=1 neN

on pidev. Kuna
> Necy=Ae)

ja ¢ C £* on kinnine alamruum, siis ¢*° N c4 on kinnine Banachi ruumis ¢°°.
Seejuures
A-lim: *Necy — R

kui pidevate operaatorite A: ((*°Necy, | - ||oo) — cjalim: ¢ — R komposit-
sioon on samuti pidev. Niisiis, kui G on méiratud regulaarse maatriksiga A,
siis teoreemi 5.3 eeldused 1° ja 2° on tiidetud. |

Teoreemi 5.3 toestuse esitame lemmade 5.5-5.7 abil.

Lemma 5.5. Olgu G selline requlaarne koonduvuseeskiri, et L(I) G G(I) C
C(I), kus I = R woi I = [a,b]. Siis ruutfunktsioon u — u® kuulub hulka
H(I) :=G(I), kus sulund on voetud F-ruumis C(I).

Toestus. Vaatame koigepealt juhtu I = R. Olgu lemma eeldused taidetud
ning f € G\ L. Voime eeldada, et f|jo1) & £([0,1]) (vajaduse korral asendame
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funktsiooni f funktsiooniga u — f(u + a), kus a € R on sobivalt valitud).
Defineerime

Fu(u) = %;:f (§u> (ueRneN)

ja paneme téhele, et funktsioonid f,: R — R on G-pidevad: kui x € cg
ja G(x) = s, siis tdnu koonduvuseeskirja G lineaarsusele ning funktsiooni f
G-pidevusele

I, (k 1 k
G(fa(x)) = G (ﬁ;‘f (;X)> = E;G (f (EX)> =
I, (k 1~ , [k
= EZf (EG(X)) = EZf (;9) = fu(s).
k=1 k=1
Kuna f € G C C, siis voime defineerida funktsiooni g: R — R seosega

" :
” /0 f(t)dt, kuiu # 0,
£(0), kui u = 0.

g(u) =

Peame silmas, et iga u # 0 korral
n n n ku
1 k 1 u, (k 1 n k
' (u) = — Zul =2 B ) — —u | dt,
p =230 () = e () = [ ()

seega

o) — )] = )%Z / (0 -1 (Eu) ) ] <

< sup [f(E) = f(7)]

|t—7’\<M
n
t,re[=1,l]

kus [ := |u|. Saadud hinnang kehtib ka juhul v = 0. Paneme téhele, et kuna
f €C, siis f on igas 16igus [, 1] C R iihtlaselt pidev, mistottu
lim sup |f(t) = f(7)] =0,

6—0 [t—T|<d
t,re[-1]

jarelikult
lim sup |£(t) — f(r)] = 0.

n—00
p=rl< L]

t,re[-1]]

Seega oleme saanud, et

sup [g(u) — fu(w)| < sup [f(t) = f(T)| — 0 (n — o0),
u€[—L]] |t—r|<
t,re[—1,1]
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mille kohaselt f,(u) — g(u) iihtlaselt igas 16igus [—(, (], kus { > 0, st f, — g
F-ruumis C, mistottu g € H.

Kuna ka funktsioon v — g(au) kuulub hulka H iga o € R korral, siis

seosega
1 & k
gn(u) := - kz:;g (Eu) (n € N)

méaidratud funktsioonid ¢, kuuluvad hulka H. Kui defineerida h: R — R
seosega

%/ g(t)dt, kui u # 0,
0
9(0), kui u = 0,

h(u) :=

siis, korrates eelnevat arutelu, nideme, et g, — h F-ruumis C, seega
h € H = H. Seejuures

W(u)=g(u), h'(u)=g'w)=fu) (uweR\{0}).

Néitame, et h”: (0,1) — R ei ole nullfunktsioon. Téepoolest, vastasel juhul
h(u) = au + b 16igus [0, 1], mistottu

/ g(t)dt = au® + bu,
0

niisiis, g(u) = 2au + b ning

/ f(t)dt = 2au® + bu.
0

Seega
f(u) = dau + b,

mis on vastuolus tehtud eeldusega, et funktsioon f pole 16igus [0, 1] lineaarne.

Kokkuvottes oleme leidnud sellise funktsiooni h € H, mis on kaks korda di-
ferentseeruv hulgas R\ {0} ja h”(ug) # 0 mingi uy € (0, 1) korral. Véime eelda-
da, et funktsioon h on kaks korda diferentseeruv nulli iimbruses ning A”(0) # 0
(vajaduse korral asendame funktsiooni h funktsiooniga u — h(u + a), kus
a € R on sobivalt valitud). Seega voime kirjutada viilja funktsiooni h Taylori
valemi punktis 0:

1
h(u) = h(0) + h'(0)u + 5h"(o)u2 +r(u) (ueR), (5.1)
kus jadkliige r(u) protsessis u — 0 liheneb kiiremini nullile kui (u — 0)?, st

—= —0 (u—0).
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Asendades valemis (5.1) muutuja u murruga * ja korrutades vorduse (5.1)
molemat poolt arvuga n?, saame vorduse

u

%h”(O)uz = (0 (2)) = n2h(0) = ' (0)u) = —n*r (£)  (ueER, neEN),

n n
kusjuures funktsioonid

hn(u) := n*h (%) —n?h(0) — nh'(0)u
kuuluvad hulka H. Kuna iga m > 0 korral
- G-

u€[—m,m| n
()

(3)?

sup 1h"(O)u2 — hy(u)

u€[—m,m)|

= sup lul> — 0 (n — o0),
MG[J;TS,WL]

siis funktsionaaljada (h,(u)) koondub iihtlaselt funktsiooniks 1h”(0)u? igas
16igus [—m,m] (m € R), mis tdhendab, et

1
hy, — §h”(0)u2 (n — )

F-ruumis C ning funktsioon u +—— u? kuulub hulka # tdnu tingimusele
R"(0) # 0.

Juhul I = [a, b] kordame eelnevat toestust, kusjuures eeldame, et 0 on 16igu
[a,b] keskpunkt (vajadusel asendame funktsiooni f funktsiooniga

Lemma 5.6. Olgu G requlaarne koonduvuseeskiri omadusega (GCy), kus
I =R voi I = [a,b]. Siis kas G(I) = L(I) véi G(I) on tihe F-ruumis C(I).

Toestus. Vaatame esiteks juhtu I = R ning eeldame, et G # L. Meie eesméirk
on veenduda, et H := G = C. Kuna funktsioon f: R — R on pidev parajasti
siis, kui flf4: [a,b] — R on pidev igas 16igus [a, b], siis piisab nididata, et

Hlap) = {fliap: f € H} =C([a,b]).

Pidades silmas, et H|j.5) = G([a, b]) on kinnine Banachi ruumis C([a, b]), piisab
niidata, et H|(, 4 on tihe ruumis C([a, b]).

Kuna £ C G C H C C, siis H|j,y eraldab punktid 16igus [a, b] ning sisaldab
konstantsed funktsioonid. Stone-Weierstrassi teoreemi pohjal piisab naidata, et
H (a4 on Banachi algebra C([a, b]) alamalgebra. Selleks veendume, et fg € H
iga f,g € H korral. Paneme tdhele, et fg = w
niiidata, et f2 € H iga f € H puhul.

, mistottu piisab
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Olgu f € H, siis leidub selline jada (h,), et h, € G ja h, — f iihtlaselt
igas 16igus [, ], kus [ > 0. Teiseks, kuna lemma 5.5 pohjal ruutfunktsioon

R:R—R, ur—u?

kuulub hulka H, siis leidub hulgas G selline jada (g,), et g, — R {ihtlaselt
igas 16igus [—m, m], kus m > 0. Niitame, et

1) gnoh, € Gigan € N korral,

2) || gn 0 hn = f2 llery— 0 (n — 00).

Esimese viite toestuseks olgu x € c¢ ja G(x) = s. Siis funktsioonide g, ja
h, G-pidevusest jareldub, et

Ggn o hn(x)) = G(gn(hn(x))) = gn(G(hn(x))) =
= In(hn(G(x))) = gn(hn(s)) = gn 0 hn(s)

ning liitfunktsioon g, o h,, on téepoolest G-pidev.

Veendume ka teise viite kehtivuses. Olgu [ > 0 suvaliselt fikseeritud ja olgu
m > 0 selline arv, et f(u), h,(u) € [-m,m] iga u € [, 1] korral. Siis

| gn © b — [ ller

| gn o hn—Rohy+ Rohy = Ro f |leqin<

< |l gnohn—Rohy ey +

+ [|Rohy—Ro f [le-tn<

< N gn = R lleqemmpl hn lleq-ra) +

+ | R leqemmpll oo = f lleq-1p—> 0 (n — o0),

sest (|| hn |lc(117)) on tokestatud jada ja
I 9n = B lleq-mmp=—0, | bn = [ lleq-ty— 0 (n — 0).

Seega f? € M ning kokkuvéttes oleme toestanud, et H|j, 4 = Cla, b iga loigu
[a, b] korral.

Juhul I = [a,b] on lemma tdestus analoogiline. Seejuures me kasutame
asjaolu, et kui ruutfunktsioon u — u? kuulub hulka H([a, b]) := G([a, b]), siis
kuulub ta ka hulka #H([c, d]) iga 16igu [c, d] korral. |

Lemma 5.7. Olgu G selline regulaarne koonduvuseeskiri, et
19 cg N € on kinnine Banachi ruumis (] - ||o) ja

20 lineaarne funktsionaal G: (ca N, || - ||oo) — R on pidev.
Kui G on omadusega (GC7), kus

(a) I =a,b] voi

(b) I =R ja G-pidevus on tokestatult madratud,

siis G(I) on F-ruumi C(I) kinnine alamruum.

Toestus. (a) Eeldame, et I = [a,b]. Olgu f € C([a, b)) ja fn € G([a,b]) sellised
funktsioonid, et || f, — f [le(jap)— 0 (n — 00). Meie eesmérk on veenduda,

et f € G([a,b]).

37



Olgu s € [a,b] suvaliselt fikseeritud ja olgu x = (xj) selline jada 16igus
[a,b], et G(x) = s. Kuna iga funktsioon f,, on G-pidev ja seega ka pidev 16igus
[a,b], siis f,(x) € ca Ny iga n korral ja

sup | fu () = flz)] < ha () = F) =l fo = f le=—=0 (n — 00).

Jarelikult f(x) € cg N ly ténu eeldusele 1°, niisiis f,,(x) — f(x) ruumis
(el || - ||so)- Niiiid pidades silmas eeldust 2° ja funktsioonide f,, G-pidevust
saame, et

£(8) = Tim fu(s) = lim £,(G() = lim G(£,(x)) = G(F(x)),
seega f € G([a,b]). Sellega on toestatud, et G([a, b]) on kinnine ruumis C([a, b]).
(b)Eeldame, et I =R. Olgu f € C ja f, € G sellised funktsioonid, et f,, — f
F-ruumis C. Siis suvalise 16igu [a, b] korral flj.5 € C([a,b]), fuljap € G([a,b])
ja

I fo = [ lleqapn—>0 (n — o0).

Viite (a) kohaselt f|,5 € G([a,b]) iga 16igu [a, b] korral. Kuna G-pidevus on
eelduse kohaselt tokestatult méairatud, siis f € G. Kokkuvottes oleme néida-
nud, et G on kinnine F-ruumis C.

Teoreemist 5.2 ning jareldusest 5.4 selgub, et regulaarse maatriksiga maa-
ratud koonduvuseeskirja G korral ei pruugi G-pidevus iildjuhul olla tokestatult
médratud.
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6 Uhes punktis G-pidevad funktsioonid

Buck [4] toestas, et kui funktsioon f: R — R on C}-lim-pidev mingis iik-
sikus punktis, siis on ta lineaarne. Antoni [1] ja Spigel ning Krupnik [16] said
sarnaseid tulemusi maatriksiga méiratud koonduvuseeskirjade korral. Meie
toestame jargnevas tugevama teoreemi 6.1, kus maatriksiga maaratud koondu-
vuseeskirjade asemel vaadatakse suvalisi regulaarseid koonduvuseeskirju oma-

dusega (Ls).

Definitsioon. Utleme, et kaks 0-1-jada z ja z’ on disjunktsed, kui 2,z = 0
iga n € N korral.

Definitsioon. Utleme, et koonduvuseeskiri G on omadusega (L), kui lei-
duvad sellised disjunktsed 0-1-jadad z ja z’, et

G(z)=a#0, G(Z')=5#0ninga+ 3 # 1. (6.1)

Teoreem 6.1. Olgu G regulaarne koonduvuseeskiri omadusega (Ls). Siis iga
funktsioon f: R — R, mis on G-pidev mingis punktis ug, on lineaarne.

Toestus. Uldisust kitsendamata voime eeldada, et funktsioon f on G-pidev
punktis 0 ja f(0) = 0: vajaduse korral asendame funktsiooni f funktsiooniga
x+— f(z +uo) — f(uo).

Rahuldagu disjunktsed 0-1-jadad z ja z’ tingimusi (6.1). Defineerime jada
z"” = (2]) seosega z, := 1—2z, — 2, . Paneme tihele, et tegemist on G-koonduva
0-1-jadaga, mille korral v := G(z") = 1 — (o + ) # 0, ning jadad z, z’ ja z”
on paarikaupa disjunktsed.

Olgu u,v € R ja

Siis jada x = (x,,) on G-koonduv ning

G(X):—%u—%v—@:&

Funktsioon f on eelduse kohaselt G-pidev kohal 0, mistottu G(f(x)) = f(0) = 0.

Kuna
flzn) = znf (—%u) +2f (—%v) +2I'f (_ng> |

0= Gf(x) = af (~lu) + 5 (—%v) tof (“ . ) (6

Kui u = 0 voi v = 0, saame vordusest (6.2), et

of (7)) = ()
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ja
Bf (—%v) - —f (3)-

Asendades need vordusesse (6.2) ja jagades vorduse (6.2) mdlemat poolt 1dbi
arvuga v, ndeme, et iga u,v € R korral peab kehtima valem

1(5)+ () =1("3")

fw)
2

Kui votame v = v, siis f (%) = mistottu

(6.3)

iga u,v € R korral.

Lemma 2.2 pohjal leiduvad selline tihe alamhulk D C R ja arvud a,b € R,
et
flu)=au+b (ueD).
Olgu arv u € R suvaline. Hulga D tiheduse tottu leidub seal selline jada
t = (t,), et t,, — 2u. Siis vorduse (6.3) pohjal

Flu) = (1) + F(2u 1)) = & (atu b+ F(2u—1,).

Kuna jada (2u — t,)neny on G-koonduv arvuks 0, siis sama kehtib ka jada
(f(2u — t,,))nen korral. Paneme téhele, et koonduvuseeskirja G regulaarsuse
ning lineaarsuse tottu

flu) = G((%(atn bt F(2U—))nert) = G(%(at be + f(2ue —t))) =

1 b
= §(a2u+b+0):au+§.

Néeme, et funktsioon f on lineaarne. [ |

Osutub, et peaaegu koonduvusel on omadus (Lz), mistottu saab sellele
rakendada teoreemi 6.1 (vt Borsik ja Salat [3]).

Jireldus 6.2. Olgu G peaaegu koonduvusega mddratud koonduvuseeskiri. Siis
190 funktsioon f: R — R, mis on G-pidev mingis punktis, on lineaarne.

Toestus. Jadad z := (1,0,0,1,0,0,1,...) ja 2’ := (0,1,0,0,1,0,0,1,0,...)
on disjunktsed ja peaaegu koonduvad arvuks %, seega on koonduvuseeskiri G
omadusega (Ls). Teoreemi 6.1 pohjal on mingis punktis G-pidev funktsioon f
lineaarne. [
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Voib kiisida, kas teoreem 6.1 jaab kehtima ka siis, kui asendada omadus
(Ly) nérgema omadusega (L). Antoni ja Salat [2] niitasid, et see nii pole.
Nad leidsid niite regulaarsest koonduvuseeskirjast G omadusega (L) ning
mittelineaarsest funktsioonist f, mis on G-pidev vaid tépselt {ihes punktis.
Antoni [1] néitas hiljem, et kui regulaarsel koonduvuseeskirjal on omadus (L1),
siis iga funktsioon, mis on mingis punktis G-pidev, on pidev. Mérgime, et
Antoni tdestuses oli liink, mille tditsid hiljem Connor ja Grosse-Erdmann [7].

Teoreem 6.3. Olgu G regulaarne koonduvuseeskiri omadusega (Ly). Siis iga
funktsioon f: R — R, mis on G-pidev mingis punktis, on pidev kogu arvteljel
R.

Toestus. Funktsioon f: R — R olgu G-pidev punktis zy. Oletame vastu-
véiteliselt, et funktsioon f on katkev mingis punktis ug, siis eksisteerib selline
nulliks koonduv jada (u,), et

T f(ug + ) =y # f(w).

Me esitame siinkohal Antoni téestuse, st eeldame, et y € R. Uldjuhul on viide
toestatud artiklis |7].

Vaatame 0-1-jada z = (z,), mille korral G(z) = o & {0, 1}. Paneme téhele,
et iga nulliks koonduva jada (t,) korral on jada x = (x,,), kus

20 — QU
Ly = Zn(uO + tn) + (1 - Zn) - 0’

11—«

G-koonduv arvuks zp. Seega on G-koonduvad arvuks z ka jada x’' = (), kus

Z0 — QUg
=z (ug +uy) + (1 — 2,) ———,
o= o ) (1= 2) 2
ning jada x” = (z!), kus
Z0 — QU
2= zoup+ (1 — 2,) ——
Kuna funktsioon f on G-pidev punktis z, siis
20 — QUg

G(f(x)) = ay+ (1 - a)f ( ) = f(z0)

1l -«

ja
Z0 — QU

G = aftua) + (1 - )f ( ) = st

mistottu f(up) = y. Oleme saanud vastuolu tehtud eeldusega.

l—«
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