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Eessona.

Kiesoleva opperaamatu koostamisel on moeldud esijoones
Tallinna Tehnikaiilikooli iiliopilastele: olemasolev muukeelne kir-
jandus mehaanika alal haarab tavaliselt probleeme niivorra laias
ulatuses, et iildmehaanika kursuse sooritamiseks vajalikkude
osade viljaotsimine sealt tekitab Oppijaile tosiseid raskusi. Ka
tundub, et on kitte joudnud aeg, kus tuleks anda {iliopilastele
voimalus tutvuda mehaanika elementidega eestikeelse raamatu
najal. Autori arvates kiesolev raamat voiks osutuda kasulikuks
ka valminud insenerile, kui see soovib iildmehaanika alal mones
osas teadmisi viarskendada, samuti aga ka matemaatikat Gppivale
tiliopilasele. "

Raamatu lugejalt eeldataksq,.a}; ta on kodus diferentsiaal- ja
integraalarvutuse elementidegg;, erilisi: eelteadmisi diferentsiaal-
vorrandite teooria alalt pole néutud — vajalikud osad on selgi-
tatud tekstis. Liihidalt on arendatud ka vajalikud pohimaisted
diferentsiaalgeomeetria piirkonnast, kasutades seejuures loomu-
liku ldhtekohana punkti kinemaatikat.

Arvestades tosiasja, et moodsa kirjanduse lugemiseks on tar-
vilik teatav vilumus vektorsiimboolika kasutamises, on piiiitud
Iugejat sellega voimalust mooda tutvustada parajal kohal. Uht-
lasi on aga rohutatud tootamist projektsioonidega, mis osutub
ju moodapidsematuks eriti numbrilisel arvutamisel; numbrilise
t60 tdhtsust on piiiitud vididrikalt alla kriipsutada, silmas pidades
just tulevasi insenere.

Palade paigutuses on jialgitud esijoones prantslaste eeskuju.
Sisuliselt on katsutud materjali piirata nonda, et esile oleksid
tostetud rakendatavate matemaatiliste meetodite iildpohimotted
ja iihtlasi pakutud ikkagi treening motlemises mehaanika maoiste-
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tes ja kujutelmades. Illustreerivate niidete valikus on haaratud
mitmesuguseid alasid, eriti on ka silmas peetud vajalikku kon-
takti ballistikaga.

Eksperimentaalmehaanikat pole puudutatud — see on jie-
tud fiitisiku hoolde. Samuti on teadlikult vilja lillitatud tehni-
line mehaanika kitsamas mottes, milleks on inseneridele ette
nahtud pohjalikud erikursused.” Kiesolev raamat tahab olla esi-
joones matemaatilise ilmega, tdiendades osaliselt Gppijate mate-
maatilisi teadmisi ja selgitades matemaatiliste uurimismeetodite
rakenduslikke voimeid.

Tahelepanu osaliseks on saanud moningatel kohtadel filosoo-
filised ja aksiomaatilise maiguga kaalutlused. Antud on ka
moningad nidpuniited uue relativistliku mehaanika piiiiete moist-
miseks, kuigi raamat ise, arusaadavatel pohjustel, piisib klassi-
kalise Newtoni kontseptsiooni alustel.

Autor.
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I OSA.

Kinemaatika.

§ 1. Koht ja aeg.

Kinemaatikas kisitellakse seadusi, milledele allub koha muu-
tumine aja jooksul kehade liikumisel, mitte peatudes kiisimusel,
millest konealune liikumine on tingitud.

Koht ja aeg on pohikujutelmad, mis paratamatult tekivad
igasugusel moétlemisprotsessil; nende pohikujutelmade kvalitatiiv-
set sisu pole voimalik selgi- 2
tada sonaliste seletuste abil.
Kiill aga saab taandada koha
ja aja miadramist teatavatele M
moo6tmistele, mille najal osu-
tub voimalikuks koha ja aja

i
|
1
1z
matemaatiline analiiiisimine Op S 1
kvantitatiivsest kiiljest. g
. “e 3
Valides niiteks ortogo- ke
naalse Cartesiuse teljestiku /4
ruumis ja pikkusiihiku, voime 5 dovie

tuntud viisil kasutada koha
madramiseks 3 arvu «, ¥, z, — koha ,,koordinaate*. Tavalisteks
pikkusiihikuteks on seejuures sentimeeter [em] v6i meeter [m].

Vektorit OM , mis viib koordinaatide algusest médratava kohani
(1. joonis), kutsutakse kohavektoriks; lithendatult tihis--
tame edaspidi kohavektorit enamasti tidhega r. Koordinaadid
z, ¥, zon kohavektori r projektsioonid valitud koordinaattelge-
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dele. Téhistades kohavektori suurust (pikkust, absoluutviir-
tust) siimboliga |r|, saame teatavasti

FP=a+ o+, |r|=Vaf it (1)
kus ruutjuure vadrtus on mdoeldud positiivsena.

Kohavektori r suunakoosinused I, m, » on méiiratud vale-
mitega
g — et y M= l" _— e -
Ie] o1’ "= Tr] 2)
ning (1) ja (2) koos niitavad, et

B4+m?4+ni=1. (3)

Eksaktsele matemaatilisele analiiiisile alluv kohavektori
moiste leiab mehaanika probleemide kisitlemisel laialdast
2 rakendamist, andes algelisele,

pisut subjektiivsele kujutel-

male kohase matemaatiliselt
tapsustatud sisu.

Valitud koordinaatteljes-

tik v6ib ka erineda Cartesiuse

y omast. Sageli on niiteks

otstarbekohane kasutada nn.

silindrikoordinaate ehk semi-

polaarseid koordinaate, kus M

asukoht on méiédratud arvu-

dega o, @, z 2. joonisel kuju-
tatud viisil. Uleminek Cartesiuse koordinaatidest silindrikoordi-
naatide juurde toimub, nagu 1. ja 2. joonisest kergesti niha,
valemite

2. joonis.

Ti= 0 CORE M — 0 ISIN & L 2y (4)

pohjal. Seejuures on
tP=et 42, |r|=Verts. ()

Koordinaadid, iikskoik millised, médravad koha asendi alati
vaid teatava teljestiku suhtes, s. t. teiste kohtade suhtes. Koha-
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vektor r méadrab tegelikult kohavahemiku koordinaadistiku
alguspunkti O suhtes.

Analoogiliselt midirab aega teatav ajavahemik. Kella-
mehhanismi abil saab teatavasti moota ajailihikute — tavaliselt
sekundite [sec] — arvu, mis vastab moodetavale ajavahemikule.
Seda ajaiihikute arvu ¢ kutsutaksegi mehaanikas lithidalt ,,ajaks“.
See aeg t voib osutuda positiivseks voi ka negatiivseks, eri-
juhtudel ka nulliks. Ajamootmine eeldab igal juhul alghetke
t = 0 fikseerimist, samuti nagu kohamiiramine kohavektori r
kaudu eeldas alguspunkti O fikseerimist. Oluline vahe vorreldes
kohaméiramisega esineb aga ajamootmise puhul selles, et aeg ¢
on skalaarse iseloomuga, kuna koht on méidratud vektori-
aalselt. Tosi kiill, ka aega voiks kujutella vektorina (seda
tehaksegi moningatel juhtudel), kuid see vektor langeb siis alati
ithele ja samale kandesirgele, nii et ajavektoril on alati kindel
siht, kusjuures suund voib muutuda ainult vastupidiseks; see on
klassikalise Newtoni mehaanika seisukoht.

Kellamehhanismi k#diku kontrollitakse astronoomiliste vaat-
luste najal. Selle mehhanismi abil méidratud ajaiihik sekund
peab olema parajasti nii pikk, et keskmise piikese 006-pieva
vahemik sisaldaks tdpselt 24 - 60 - 60 = 86 400 sekundit.

Méarkus: Galilei ja Newtoni poolt rajatud klassikaline
mehaanika pohineb eeldusel, et mo6tmistel kasutatud pikkus-
ithikud ja ajaiihikud pohimotteliselt ei muutu liikumiste méojul.
See hiipoteetiline eeldus on heas kokkukolas tavaliste kogemus-
tega. Ometi on aga uuemal ajal korraldatud iilipeened katsed
selgitanud, et sellest hiipoteesist tuleb loobuda, kui tahetakse
peensusteni o6ieti kirjeldada looduses toimuvat siindmustikku.
Vastavalt nendele uutele avastatud tosiasjadele on Einsteini poolt
1905. a. rajatud uus nn. ,relativistlik’ mehaanika, mille suhtes
endine ,klassikaline® kujutab vaid esimese, kuigi tavaliste kiisi-
muste puhul o6ige tédpset ldhendust. Relativistliku mehaanika
moistmine eeldab igal juhul klassikalise mehaanika pdohjalikku
tundmist. Harilikkude tehniliste probleemide puhul on klassi-
kaline mehaanika tédiesti kiillaldane. Kéiesolev kursus piirdub
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klassikalise mehaanika algete esitamisega, puudutades vaid
erandjuhtudel, mododaminnes, lugeja pealiskaudseks informat-
siooniks, relativistliku mehaanika seisukohti seal, kus see vdiks
ehk huvi pakkuda.

§ 2. Trajektoor.

Kinemaatika kisitlus osutub vordlemisi elementaarseks, kui
piirduda ideaalselt kindlate kehadega, s. t. kehadega, millede
iiksikute kohtade omavahelised kaugused on invariantsed (muu-
tumatud) igas olukorras. Matemaatiliste arutluste hélbustami-
seks kujutellakse seejuures veel kindlat keha koosnevat pidevalt
jaotatud ,,materiaalsetest punktidest. Materiaalse punkti all
moistetakse keha, mille m66tmed on niivorra viikesed, et tema
suurus voi kuju ei vidri arvestamist. Asudes liikumisseaduste
uurimisele, alustame materiaalse punkti liikumise puhul tekki-
vate moistete selgitamisega.

Liikumist saab jilgida, fikseerides teIJestlkku, mis kokku-
leppe alusel tuleb lugeda paigalseisvaks: liikumise moiste on
oma loomuse poolest vaid relatiivne. Kui maailmas leiduks vaid
iiksainus materiaalne punkt, siis kiisimusel, kas see punkt liigub
voi mitte, puuduks mote. Materiaalse punkti liikumine toimub
ikka ainult moningate teiste materiaalsete punktide suhtes;
lugedes neid teisi paigalseisvateks, saame konelda esimese liiku-
misest. Paigalseisvaks loetavat teljestikku tuleb fikseerida tea-
tavate materiaalsete punktide, niiteks nn. kinnistdhtede abil
taevavolvil. Puhtkinemaatika seisukohalt on iikskoik, millist
teljestikku nimelt lugeda paigalseisvaks (diinaamika seisukohalt
aga mitte!).

Olgu niitid meelevaldselt valitud teljestik paigalseisvana fik-
seeritud ning jilgime mone materiaalse punkti M liikumist selle
teljestiku suhtes. M liikkumine viljendub vastava kohavektori r
suuna ja suuruse muutumises aja t jooksul, s. t. selles, et r
projektsioonid z, ¥, z osutuvad aja ¢ funktsioonideks:

& =w@), y=yg(t) " a=aft). (6a)
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On otstarbekohane laiendada funktsiooni moistet ka vektoreile,
oeldes antud juhul, et kohavektor r on aja ¢ funktsioon; sellele
vastab valemite (6a) lithendatud ,,vektoriaalne kirjutusviis

¥ =kt (6b)

Vorrandid (6a) midravad materiaalse punkti M trajek-
toori ruumis, s. t. selle punkti teekonna. Uldjuhul on trajek-
tooriks ruumiline koéverjoon, mille iiksikuid kohti saame, arvu-
tades iiksikute ¢ viirtuste puhul koordinaate z, ¥y, z valemite
(6a) najal, kusjuures funktsioonid peavad muidugi olema ette
antud. Kuid sama kéoverjoont saab kisitella ka kahe pinna loike-
joonena. Analiiiitiliselt leitakse mainitud pindade vorrandid,
elimineerides parameetri ¢ paarikaupa kombineeritud vorran-
deist (6a). Olenevuses sellest, kuidas teostada eliminatsiooni,
vOoime seejuures saada iisna erinevaid pindu, kuid ko6ik need
pinnad peavad sisaldama ikka iihe ja sama {ihise koverjoone,
ning see viimane on médratud juba iihe meelevaldselt wvalitud
paariga sellest pindade kogust.

Tahelepanu védiarib seejuures aga veel asjaolu, et kirjelda-
tud viisil médratud kahe pinna loikekoveral voib leiduda kohti,
kuhu materiaalne punkt M ikkagi.kunagi ei joua, kuigi ta sellest
koverast kui trajektoori kandjast ei lahku. Olgu niiteks koha-
vektori so6ltuvus ajast £ sdidrane, et

g=8m't, y=00=Mb)s iz =M 001);

Pindadena vo6iks siin valida koordinaattasapinnad y =0, 2=0,
mis molemad sisaldavad xz-telge tédies ulatuses. Ometi katab
trajektoor sellest teljest vaid osa, sest tingimus z — sin ¢ niitab,
et —1 <o <+ 1, olgu ¢ vddrtus milline tahtes.

Valides pindu, millede iihisele 16ikejoonele langeb trajektoor,
nonda, et vastavate pindade vorrandeis esineksid korraga alati
vaid 2 koordinaati, saame silindreid, millede moodustajad on
paralleelsed just tolle koordinaatteljega, millele vastav koordi-
naat vorrandis puudub. Sddrane silinder projektib trajektoori
sellele koordinaattasapinnale, mis on risti puuduva koordinaadi
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vastava teljega. Liihenduse mottes nimetame neid silindreid
lihtsalt projektivaiks. Projektivaid silindreid leidub alati kolm,
vastavalt kolmele koordinaattasapinnale; l6ikejoon on juba kahe
seesuguse projektiva silindriga méidratud.
N&dide 1: Olgu
x:a1t+b1, y:a2t+b2, z:a3t+b3.

Elimineerides ¢ kahest esimesest ja siis kahest viimasest vorran-
dist, saame

2—bi _ y—bs y—b:  z—0bs
A & S R sk
Need on kahe projektiva silindri vorrandid. Lineaarsus niitab,
et antud juhul moélemad silindrid osutuvad tasapindadeks; trajek-
toor on seetottu sirge. Arvud a,, @, as on, nagu lugeja voib
kergesti veenduda, vordelised selle sirge suunakoosinustega.
Sirge ldbib kindlasti koha B, mille koordinaatideks on arvud
by, by, bs. Lugeja veendugu ise, et trajektoor katab seda sirget
tidies ulatuses.

Arvude a;, @s, as najal saab suunakoosinusi méirata ,,nor-
mimise* votte abil: olgu esialgselt tundmatu vordeteguri stimbo-
liks / ning olgu I, m, n otsitavad suunakoosinused; proportsio-
naalsus véidab, et

i = Al 0= DY s — A
Tostes ruutu ning liites, jareldame
a:2 + a2? + a32 = 12(12 + m® 4 n?) = A2,

sest suunakoosinuste ruutude summa vordub alati iihega. Seega
saame

A =Va? + a® + ag?,
kust 1opuks

l Tl a1 7 a2 P s as
V£ + a2 + agt Vet + af + ai NG R et
Arvu l . , millega tuleb korrutada arve a,, as, a3

TN F
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suunakoosinuste saamiseks, kutsutakse sellel ja ka analoogilistel
juhtudel ,,normivaks teguriks®, ning kogu kirjeldatud toimingut
vastavalt arvude a,, a», a; ,,normimiseks®.

Vaatleme olukorda joonisel 3, kus 6 on koha B : (by, ba, bs)
konstantne kohavektor, M liikuva materiaalse punkti asukoht
juhuslikul hetkel ¢, r selle M muutuv kohavektor, sirge BM punkti
trajektoor. Valime sellel sirgel vektori a nonda, et selle vektori
projektsioonideks oleks
@y, @y, @3, mis on kind- 4[1
lasti voimalik selle tot-
tu, et mainitud arvud
on vordelised trajek-
toorsirge  suunakoosi-
nustega. Korrutame vii-
mase vektori skalaariga
t, s. t. moodustame vek-
tori projektsioonidega
ta,, tas, tas ; sel teel
saadud vektori siimbo-
liks olgu ta (vektori a X
korrutis skalaariga t, 3. joonis.

- —>
vektori a Z-kordne). Et OM on ahela OBM sulgeja, siis ilmsesti r
on b ja ta vektoriaalne summa (vektorit ¢ta voime kujutella réop-
likkkega iileviiduna rakenduskohale O):

r=b+ta.

Toepoolest, deSifreerides praegu antud vektoriaalset kirjutust
tavalisse keelde projektsioonide kaudu, saaksimegi, et r iga iiksik
projektsioon on vastava b projektsiooni ja ta projektsiooni summa:

x=0b;+ta;, y=0bs+ta,, z=0bz-+ taz,

mis iihtib ldhteks voetud vorrandsiisteemiga. Vektoriaalne kirju-
tus asendab seda kolmest vorrandist koosnevat siisteemi iihe-
ainsa vorrandiga.

.

Niide 2: Liikugu M ndnda, et silindrikoordinaatides o
omaks konstantset vadrtust e, polaarnurk @ ja koordinaat z aga
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muutuksid proportsionaalselt ajaga ¢; tdhistades vdordetegureid
vastavalt » ja h, saame seega trajektoori mééramiseks silindri-
koordinaatides vorrandid

0= O =l & —-hi;

Ule minnes Cartesiuse koordinaatide juurde valemite (4) abil,
leiame siis

B—G'CO8 wib, Y= oSl wl ; a =W

Kahest esimesest jé. kahest viimasest jargneb siin

iy =a®, Y =asin %
Esimene projektiv silinder on ringsilinder raadiusega a; teine
on sinusoidaalse juhtjoonega silinder. Nende l6ikejoont kutsu-
takse kruvijooneks; trajektoor katab seda kruvijoont tdies ula-
tuses. Punkti M liikumist antud juhul iseloomustab iihtlane tiir-
lemine kaugusel a timber z-telje, koos iihtlase nihkumisega z-telje
sihis. a kutsutakse kruvijoone raadiuseks; pikkust, mille vorra

toimub nihkumine z-sihis iihe tédistiiru viltel, nimetatakse kruvi-

¥ 3 : 2ah
joone sammuks. Lugeja veendugu ise, et sammu suurus on Gt

Nidaide 3: Olgu M kinnitatud sirges joones iihtlaselt vee-
reva ratta piirdejoonele; ratta raadius olgu @, ning aeg, mis rat-
y tale kulub iihe téistiiru jaoks,

olgu T.  Alghetkel t=0

/ punkt M olgu kontaktis ko-

ordinaatide algusega O, ning

ratas veeregu z-teljel, jaiddes

a seejuures kogu aeg x-y-tasa-

M M pinnasse, nii et alaliselt z=0.
4. joonisel on ratta asend
kujutatud vastavalt juhusli-
0| M c' kult voetud hetkele ¢ . Jooni-

4. joonis. sest nidhtub:
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z=0M =0C' —MC =CM—MM"
=ap—asing

= a(p —sin ¢)
y=MM=CM'=CC—CM"

=a—acos g

=a(l—cosg) .

Loik OC’ peab nimelt olema  niisama pikk kui mahaveerenud
kaar C'M , kui alghetkel punkt M pidi olema kontaktis kohaga O .

On ratas teinud iihe taistiiru, siis ¢ =27 ja t =T . Liiku-
mise eeldatud dihtlus tédhendab, et ¢ on vordeline ajaga, s. t.
@ = wt . Vordetegur o jérgneb siit, kui ¢ ja ¢ asendada vasta-
valt kokkukuuluvate vadrtustega 27 ja T :

2n= ol ; w:%, (p:%{—ft.

Paigutades seda ¢ viadrtust varemini-saadud seostesse, saame
antud juhul M liikkumise méddramiseks vorrandid

x:a(%”t—sin%n t), y:a(l——cos%”t), =0

On ilmne, et trajektoori kuju ei soltu siin sellest, kas veere-
mine toimub kiiresti voi aeglaselt; T voib seetottu valida {isna

y
/20

0 21ma -

5. joonis.

meelevaldselt, seni kui tegemist on vaid trajektoori kuju kiisimu-
sega. Vottes nditeks T — 27, saame viliselt lihtsama vorrand-
siisteemi

z=o(t—sint), y=a(l-—cost), z=0.

Trajektoori kuju ei soltu isegi sellest, kas veeremine toimub {iht-

2 J. Nuut. Kinemaatika. 17



laselt voi ebaiihtlaselt. Veereva ratta piirdejoonele kinnitatud
punkti trajektoori kutsutakse t stikloidiks. Tsiikloidi kuju on
naidatud 5. joonisel.

§ 3. Kiirusvektor.

Vektori soltuvus ajast ¢ tidhendab, et selle vektori projekt-
sioonid on aja t funktsioonid. Mehaanikas piirdutakse juhtudega,
kus need funktsioonid on iildiselt diferentsitavad ¢t jargi. Dife-
rentsimist aja ¢ jargi tdhistame edaspidi lithendatult punktsiimbo-
liga, nii et niiteks =z :% jne. On otstarbekohane, liithenduse
saavutamiseks, diferentsimist ja punktsiimboli kasutamist laien-
dada ka vektoreile: on niiteks kohavektori r projektsioonideks
%, Yy, 2, kusjuures need viimased on ¢t funktsioonid, siis méiste-
takse r all vektorit, mille projektsioonideks on z, ¥, z. Sel viisil
defineeritud vektorit r kutsutakse vektori r tuletiseks (aja ¢
suhtes) ; tuletisvektori r rakenduspunktiks on tavaliselt koordi-
naatide algus, kuid teda voib ka kisitella vaba vektorina, viies
teda roopliikkega kuhugi mujale.

Teise jargu tuletisi tidhistatakse vastavalt kaksikpunktiga,

nénda et niiteks z — f;‘

projektsioonidega z, 7, 2. Ilmsesti on v (vektori r teine tuletis)
tuletisvektori r tuletisvektor.

Et vektorsumma projektsioonideks on komponentide projekt-
sioonide summad, siis tuntud summa diferentsimise seadus kan-
dub kohe iile ka vektorite summale:

kui a=b-+¢c, siis a=b-4c. (7)

jne. Analoogiliselt r tihendab vektorit

Kohavektori r esimesel ja teisel tuletisvektoril r ja r on
mehaanikas tdhtis tédhendus: need tuletisvektorid méédravad
nimelt liitkuva punkti kiirust ja kiirendust.

Selgitame seda koigepealt kiiruse kohta.

Asetsegu liikkuv punkt M hetkel ¢ oma trajektoori kohas A
ja monel hilisemal hetkel ¢+ h(h>0) trajektoori kohas B
(6. joonis). Olgu koolu AB pikkuseks a. Moodustame kande-
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o
sirgel AB vektori AL, mis oleks suunatud B poole ja omaks

suurust —Z— . Seda vektorit A_i kutsutakse keskmiseks Kkiiruseks

ajavahemikul ¢, ¢+ h. Keskmine T
kiirus so6ltub nii ¢ kui ka & valikust.

Rakendades niitid veel piirprot-
sessi, voime aga tuletada vektori, mis
soltub ainuiiksi ¢-st. Laseme nimelt
h jark-jargult piiramatult viheneda,
mille tagajirjel B piiramatult ldhe-
neb kohale A ning samuti piiramatult viheneb k66lu AB pikkus a .

6. joonis.

—_
Moodustades iga kord vastavalt keskmise kiirusvektori AL

— N
nideme, et AL siht selle juures dildjuhul muutub, samuti ka AL

a
suurus —-,
matult, sest lugeja vdhenemine v6ib kompenseeruda nimetaja

— kuid see suurus ei tarvitse sugugi vidheneda piira-

vihenemisega. Kiill aga, tavalise trajektoori puhul, suurus %
hakkab lihenema teatavale piirviidrtusele v ning seetottu L ldhe-
neb teatavale piirkohale T kohas A trajektoorile tommatud
puutujal, sest koolsirge AB hakkab piiramatult ldhenema sellele
puutujale. Seega mainitud piirprotsess médrab iiht piirvektorit

K)T — v, kusjuures |v|=wo. Piirvektor v soltub vaid ¢-st, mitte
aga enam h-st; seda piirvektorit v kutsutaksegi kiirus-
vektoriks ehk lihtsalt kiiruseks kohas A voi hetkel ¢.

Olgu A koordinaatideks =, 7, z, ja B koordinaatideks
4+ Az, y+ Ay, z-+A4z. Koolu AB projektsioonideks on siis

P
Ar, Ay, Az, ja AL projektsioonideks seega fjh—x, %y, éhi < PHP=
-
vektori v = AT projektsioonideks on jarelikult

lim?% = lim

xz(t + h) —x(t) :x
>0k h~0 h
AR
v
3 A 2
i — =2,
h—r»r})h

¥ ik}



millest néhtubki, et kiirusvektor v : (z, 7, z) on A kohavektori
iz, u, 2) tuletis v.

Kiirusvektor v on rakendatud seal, kus liikuv materiaalne
punkt hetkel ¢ asetseb, s. t. kohas A . On aga ka moeldav teda kuju-
tella alati rakendatuna koordinaatide alguses O, — sel korral
teine vektori otspunkt kujutab aja ¢ muutumisel koverjoont, mida
kutsutakse vastava liikumise hodograafiks. Hodograaf on
seega trajektoor, mille puhul kohavektoriks on r.

Vektoriaalses kirjutuses A kohavektoriks on r(¢) ning B

kohavektoriks on r(t 4+ k), mille tottu vektoriks ZE osutub

vektoriaalne vahe v(t + k) — () ja seega AL on Hi+ h) —t(8),

Jarelikult
p = lim HEFR =@ _ o (8)
h~0
kust néhtub, et viliselt vektortuletise r definitsioon ei erine tava-
lisest analiiiisist tuntud tuletise skalaarsest definitsioonist.
Mboningatel juhtudel, koneldes kiirusest, moeldakse selle all
mitte vektorit v, vaid selle vektori suurust |n | e

v projektsioonideks on z, ¥, z, siis
=24yt 22, v=) 2+ + 22, )

Uhenduses sellega on kombeks kiirusvektori projektsioone sageli

ka téhistada stimbolitega v., v,, v., nonda et v. tihendab 2 jne.

(9) pohjal tuleks votta » > 0. Kuid sageli lubatakse anda
skalaarsele kiirusele v ka negatiivseid véairtusi, eeldusel, et tea-
tavatel kaalutlustel trajektoor on kisiteldud orienteeritud
koverana, s. t. koverana, millel iiht suunda loetakse positiivseks,
teist negatiivseks Siis voib skalaari v lugeda negatiivseks nii-

pea kui AT suund osutub vastupidiseks traJektoorl positiivsele
suunale puutekohas A .

Tahendagu s trajektoori kaare pikkust teatavast algkohast
A, arvatuna. Orienteeritud trajektoori puhul véib see s olla nii
positiivne kui ka negatiivne. Teatavasti on

ds®=da? 4 dy? +dz2, ds =1y da® + dy® + dz2.
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Jagades siin mélemaid pooli dt-ga, jareldame
s=) B+r+a2=v,
seega
v=38. (10)

Selle pohjal kididud teekonna pikkust mingis ajavahemikus t,
kuni ¢ madravad valemid

t
ds =vdt, s(t) —s(ty) :fvdt. (11)

On v konstantne, siis lilkumist kutsutakse ihtlaseks; on
seejuures veel trajektoor sirge, siis kiirusvektor v piisib nii suu- -
ruse kui suuna poolest, tihendab, v on konstantne, — liikumine
on siis iihtlane sirgjooneline.

Uhtlase liikumise korral valemist (11) jargneb, kui veel
kirjutada s(t) asemel lithidalt s ja s(f,) asemel s, :

S __8—s8 __ Js
8 =280+ v(t—1to), ’v_?:_t_o_zﬁ'

Kiirusvektori suunakoosinused I, ml, n; on vordelised
selle vektori projektsioonidega Z, Yy, z; normivaks teguriks

osutub;, tihendab, - . Jirelikult

8

L=2, mi=%, my=2. (12)
8 S 8

Niide 1: Olgu
t=at+b, y=at+b, z=uast+ bs,
nagu § 2 niites 1. Diferentsimine annab siis

rT=a, y:az, é:aa,
kust edasi
v =y a:® + a;® + a4 = konst.,
ii=—konal, i Ty — koust., ™ ny'= Komnst.

Liikumine on seega iihtlane sirgjooneline.
Nidide 2: Olgu
s g eoRidb il =g 8inaty L iig= R,
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nagu nidites 2 § 2. Diferentsides saame

d::—awsinwt, 2}:—}—(leOSwt, .é:h,

v =1 a*o* + h*.

Tahendab, liitkumine on igatahes iihtlane. Kiirusvektori kaks
suunakoosinust on muutlikud, kolmas on konstantne, nimelt on
] —_Z~a:s1n t, Wy it e B G s g
oy V @*o® + kb # 2 V a*o® + B 5 " V @®o® + B2
Et kiirusvektori suunakoosinused, nagu kerge niha, alati iihti-
vad puutuja suunakoosinustega, siis praegu leitud seostest jirg-
neb, et kruvijoone puutuja moodustab kruvijoone teljega (antud
juhul z-teljega) konstantse nurga.

Lugedes kruvijoone algkohaks A, selle koha, kus z—=ua,
y=0, z=0, mis vastab alghetkele {, =0 ja s, =0, leiame
(11) pohjal: }

Fys tV"azwz + h2 = [/a2w2t2 + h2t2.
Seega s kujutab hiipotenuusi tidisnurkses kolmnurgas, mille kaa-
tetid on awt ja ht.

Nidide 3: Olgu
r=a(t—sint) , = n 6l —Scomit) . ia==>%
nagu § 2 niite 3 16pus. Diferentsides leiame

t=a(l—cost), y=—=asint, 2=0,
kust

v:l/ﬁ-{—1}2:a]/1—2cost—}-coszt+sinzt

=a) 2—2cost
— i/ V 4 sin? %
T,
= 2a sin o
Materiaalse punkti M liikumine seega siin pole enam iiht-

lane, sest kiirus » muutub perioodiliselt, kuigi ratas ise veeres
ithtlaselt.

Lugedes tsiikloidi kaarepikkust s koordinaatide algusest
=0, y=0 kui algkohast, mis vastab hetkele ¢, =0, saame
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|

(11) kohaselt
t t
= f2dsin—tdt——4acos—tl'
i 2 S 2

:4a(1—cos %) :
On t = 2rn, millele vastab ratta iiks téistiir, siis jarelikult
s=4a(1+4+1) =8a,
seega tsiikloidi iihe perioodi kaarepikkuseks on veereva ratta
libim66du neljakordne. :

Kiirusvektori (puutuja) suunakoosinused on:

DY
1—cost a2 sin®y s t
llza( t): 2:31n§—
2a sin 5 2a sin 5
2 si ¥ = t
asint @z SIn 3 COS t
my = 7 = — 7 :COS§—
2a sin 2a sin 5
’ﬂ1:0.

Hetkil ¢ = 2nx tdisarvulise n puhul on jarelikult puutuja seis risti
ratta veeremise sihiga. Uldasendis tsiikloidi puutuja igal hetkel
ldbib 7. joonisel néi- »
datud punkti D, sest D

& i
nurk CDM on 5 ja M

sirge MD koosinus 1‘/2 \
y-suunaga on see-
tottu parajasti cos;—; £1%
kohast M ldbimi-
nev sirge selle suu-
nakoosinusega ongi 0 c’
aga, nagu iilaltoodud
valemid niitavad,
just puutujaks tsiikloidile. Seega on selgunud lihtne puutuja
konstrueerimise vote tsiikloidi mistahes kohas.

7. joonis.
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§ 4. Kiirendusvektor.

Olgu jalle A litkuva materiaalse punkti asukoht trajektooril
hetkel ¢ ja B sama punkti asukoht hetkel ¢ + % (8. joonis). Olgu
veel v kiirusvektor hetkel ¢ ja v, kiirusvektor hetkel ¢4 h,

-

Rakendades v ja v, iihises algkohas A, midrame vektori AP
- = ~

nonda, et v =v 4+ AP, s. t. AP =9, —v. Olgu AP pikkuseks

=)
sel puhul ¢. Mé&drame niiiid veel vektori AL sama rakendus-

8. joonis,

—
kohaga A, mis oleks suunatud AP suunas ja omaks suurust %

i
Sel viisil defineeritud AL kutsutakse keskmiseks kiirendusvekto-
riks ajavahemikus ¢, t +Fh.
Vabanemine h-st toimub jillegi piirprotsessi kaudu, & piira-
matu vidhendamise teel, mis vastab B piiramatule Idihenemisele
- $
kohale A . Selle protsessi tagajirjel tavaliselt AL hakkab piira-

. —>

matult ldhenema teatavale piirvektorile AK = u, mille suurus
olgu . Vektorit u kutsutakse siis kiirendusvektoriks
ehk ka lihtsalt kiirenduseks hetkel £ voi kohas A .

Et v projektsioonideks on z(t) , »(t), z(t) ning v, projekt-

sioonideks on vastavalt z(¢ + k), y(t+h), 2z(t 4+ h), siis AP
projektsioonid peavad olema z(t + k) — z(t), y(t + k) —y(t),

#(t+ h) —2(t) . Jarelikult AL projektsioonideks on

(t + h) —2(t) y(t + k) —y(t) 2(t + k) —z(t)
h i h ? h :
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i 0k .
Seega kiirendusvektori u = lim AP projektsioonideks osutuvad

- hﬂo .
limz(t—{-h)—x(t)_:'v'
h—0 2 =
. y(t+ h) —ylt)__ =
L .
Iimé(t+h)—é(t) g
h—~0 h et
Niisiis
u:}li_%t(t+h;_r(t):i::ﬁ. (13)

Kiirendusvektori u suunakoosinused on vastavalt % ; %, %,
kus sl LT

u=|a|=V &+ P +2(20).

Trajektoori vastavas kohas A rakendatuna kiirusvektor u
ja kiirendusvektor u médravad koos iihe tasapinna, mis neid
molemaid vektoreid sisaldab; seda tasapinda kutsutakse trajek-
toori kooldumistasapinnaks kohas A. Kooldumistasa-
pind on aga omane trajektoorile kui siddrasele, — ta ei muutu,
kui materiaalne punkt kulgeb trajektoori teissuguse kiirusega ja
teissuguse kiirendusega. Selles veendume, tdhele pannes, et
kooldumistasapinda ilmsesti vGib defineerida ka kohas A raken-
datud vektorite v ja b, iihistasapinna piirasendina: et v ja v,
omavad iga kord trajektoori puu-
tujate sihte, siis selle piirtasapinna A
asend ei saa séltuda v ja v, suu-
rustest; voOib lihtsalt oOelda, et
kooldumistasapind on see tasa-
pind, mis sisaldab kaks teineteisele
,»lo0pmata ldhedal” voetud trajek-
toori puutujat.

Kujutelles puutujat omakorda sirgena, millel on trajektoo-
riga kaks ,,l6pmata ldhedal* asetsevat iihist punkti, v6ib ka ldh-
tuda kujutelmast, et kahe ,,l6pmata liheda“ puutujaga on koveral
méératud kolm ,,l6pmata léhedast punkti (9. joonis) ; kooldumis-
tasapinnaks osutub seega tasapind, mis sisaldab trajektoori kolm

9. joonis.
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,Jopmata lihedast punkti. Selle uduse sonastuse tdpne sisu on
korrektselt viljendatav jargmiselt:

Kooldumistasapind kovera kohas A on piirtasapind, millele

laheneb selle kovera kolmest meelevaldsest punktist lidbi-

minev tasapind, kui igaiiks neist kolmest punktist, trajek-
toori pidi libisedes, piiramatult laheneb kohale A4.

Seos 1 = v niitab, et kiirendusvektorit véib tolgendada kii-
rusena, millega vektori r liikuv otspunkt kulgeb hodograafi. On
v konstantne, s. t. on liikumine iihtlane ja sirgjooneline, siis
hodograaf koduneb iiheksainsaks punktiks ja kiirendus u osutub
nulliks. See on kokkukélas sellega, et konstantse r tuletis peab
olema null.

Niites 1 § 2, 3 oligi v konstantne, jarelikult seal u = 0.

Niites 2 § 2, 3 saame

2=—aw?coswt, Yy = —awsinwt, 2=0,

jarelikult # = aw?, ning suunakoosinused seejiargi on vastavalt
—cos wt, —sinwt, 0. S.t. siin kiirendus on suuruse poolest
konstantne ja suuna poolest alati risti z-teljega. On kerge
veenduda, et siin kiirendusvektori kandesirge alati l(}ikab seda
z-telge. Toepoolest, selle kandesirge vorrandiks on

x—acoswt __ y—asinot _ z—ht
ZieoS @t . UGl oR TR0 <
y nagu lugeja vo6ib ise kontrol-

lida. Nulli esinemine nimetajas
sadrastes analiiiitilise geomeetria
vorrandites tdhendab teatavasti
vaid seda, et ka lugejat tuleb
lugeda vordseks nulliga. Mainitud
vorrand on rahuldatud, kui z =0,
y=0, z=ht; see koht asetseb
kindlasti z-teljel, aga iihtlasi ka
x kandesirgel, — s. t. see kandesirge
toesti l6ikab z-telge. Olles risti
10. joonis. z-teljega, see kandesirge on alati
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paralleelne z-y-tasapinnaga. Kruvijoone kooldumistasapind sisal-
dab seda kandesirget ja puutujat.
Niites 3 § 2, 3 on
¥ —asint, y=acost, z=0,

seega % — @ ning suunakoosinused on vastavalt sin¢, cos £, 0.
Jillegi on kiirenduse suurus konstantne; nagu suunakoosinused
niitavad, on nurk kiirendusvektori ja y-telje vahel vordne nur-
gaga t, mille vorra just veerev ratas on algasendi suhtes poor-
dunud. 10. joonis niitab, et 2 = MM” , y = MM ning kiirendus-
vektor n = MC, s. t. ta 16peb parajasti veereva ratta keskkoha
hetkelises asendis.

 § 5. Puutekiirendus ja normaalkiirendus.

QClgu trajektoori puutuja AT orienteeritud kokkukoélas trajek-
toori kaare positiivse suunaga. Tasapinda /7, ldbi A risti puutu-
jaga AT kutsutakse trajektoori normaaltasapinnaks
kohas A (11. joonis). Iga sirge selles tasapinnas //, on risti
puutujaga; ldheb sdédrane sirge iihtlasi ldbi punkti A , siis kutsu-
takse seda sirget trajektoori
normaaliks kohas A;
neid normaale kohas A leidub
lopmata palju.

Paneme ldbi puutuja AT
kooldumistasapinna, mille ti-
hiseks olgu /7. Tasapindade
17, ja /7 loikesirge AN oniiks
sddrastest normaalidest —teda
kutsutakse peanormaa- .
lik s ehk ka ,,esimeseks‘ nor-
maaliks. Peanormaali orien-
teeritakse nonda, et tema posi-
tiivseks suunaks oleks see, mis et
nditab puutuja AT suhtes H dosnin.

‘samale poolele, kuhu niitab kiirendusvektor kohas A; sellest

poolest vaadatuna trajektoor tundub kohas A ndgusana.
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Votame veel kolmanda tasapinna /7;14bi A risti kahe esimese
tasapinnaga /7, ja /7 .Seda tasapinda /7, kutsutakse trajektoori
sirgestustasapinnaks. Tema l6ikesirge AB normaaltasapinnaga 7/,
moodustab trajektoori binormaali ehk ,teise normaali
kohas A . Binormaali orienteeritakse nonda, et tema positiivne
suund vastaks z-teljele, kui puutuja AT (positiivse kaare suunas)
oleks z-teljeks ja peanormaal AN oleks y-teljeks.

Orienteeritud sirgete kolmik AT, AN, AB moodustab orto-
gonaalse teljestiku, mis osutub eriti kohaseks trajektoori oma-
duste uurimiseks kohas A . Selle teljestiku asend muutub muidugi
iithes A muutumisega. Nimetame seda teljestikku liikuva punkti
»loomulikuks saateteljestikuks (saksa kirjanduses on tarvitusel
nimetus ,,begleitendes Dreikant‘).

Otsime kiirendusvektori A_I){ = u projektsioone Upy Upy Ug
loomulikkudele saatetelgedele AT, AN, AB vastavalt. Et
n asetseb kooldumistasapinnas /7;, siis on kdigepealt selge, et
alati peab olema u o

Votame puutujal AT iihikvektori, s. o. vektori, mille suuru-
seks on 1. Séadrase iihikvektori projektsioonideks on alati vas-
tava kandesirge suunakoosinused. Olgu mainitud iihikvektor
puutesirgel tdhistatud siimboliga e,; selle e, projektsioonid on
jérelikult I;, m;, n;. Olgu veel ¢ nurk kiirenduse u ja puu-
tuja AT vahel, s. t. nurk u ja ¢, vahel. Siis

U,=|n|cosp= [u]|-1-cosp= ]ul-leT[-cOS(p: (ue,) ,
kus viimane siimbol (ueT) tdhendab vektorite u ja e, skalaar-
set korrutist. Et aga u projektsioonideks on 2z, ¥, z ning
¢, Dbrojektsioonideks I, m;, my, siis, viljendades skalaarset
korrutist projektsioonide kaudu ja kasutades (12), saame:

uT: ml1 —|— :;/.m1 + Z’nl

o 49 .. y .. .
8 8 8

_E8 4+ Yy + 22
; .
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Kuid seosest

22 L o ’!)2 ¥ 22 — g2
jargneb diferentsimise kaudu, kui mélemal pool veel dra jitta
iihistegur 2,

zx+yy+22=s8. (14)
Kasutades seda seost (14), jareldame
s ss _s_ ds o 2N dv_v-
uT—T T k8 aebiugie s

%, néditab kiirendust puutuja suunas ja kutsutakse selle tottu
puutekiirenduseks; ta on skalaarne suurus (arv) ning,
nagu praegu selgus, ta pole midagi muud kui skalaarse kiiruse
v tuletis aja ¢ jargi, ehk, mis tihendab sama, kaarepikkuse s
teine tuletis ¢ jargi.

u, voime niilid arvutada
tdisnurksest kolmnurgast AKP

(12. joonis), kus A_K> on kiiren-
dusvektor n, AT ja AN on vas-
tavalt puutuja ja peanormaal,
kaatet AP omab pikkust u, ,
kaatet PK pikkust u, ja hiipo-
tenuus AK pikkust ». Pytha- 14, joonis,
gorase lause annab:

uy=vV w—ur, =V 2+ y*+ 2 —s?.

Juurealust avaldist v6ib siin teisendada jargmiselt:

x2-|—y2+z2—s2:x2—|—y2+z2—(3.5)
8

M éz(;ia 3 yz g zz) — g%?
- .

8

Teiselt poolt moodustades avaldise
(GE—58)+ Gi—5 )+ (5 —52%,
mille lithendatult tdhistame siimboliga @, leiame
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Q=8+ +20) + 822+ 9+ 2°) — 2850+ yy +22)
= 8@ P ) + B — 280
= §%(2% 4 y? + 27) — 8%82.
Vorreldes seda iilalleituga ndeme, et juure all seisab —Q- Jare-

likult Sk Y
=197

Seda tulemust v6ib kirjutada ka nénda:
=Sy o= Lye= e

Suurust é3Q_l? tahistame siimboliga o; ; seda suurust kutsutakse
trajektoori peakoverusraadiuseks ehk ka ,esimeseks‘
koverusraadiuseks, sageli ka lithidalt , koverusraadiuseks* kohal
A . Jiargnevas paragraafis peatume selle moiste Juures tiksik-
asjalisemalt.

Kokkuleppe kohaselt peanormaali positiivne suund pidi
puutuja suhtes nditama samale poole, kuhu niitab kiirendus-
vektor, s. t. kiirendusvektori projektsioon u, peanormaalile peab
olema alati positiivne; et teiselt poolt 2 on oluliselt positiivne,
siis iilalleitu pohjal ka esimene koverusraadius peab olema alati
positiivne arv, kui ta just ei muutu parajasti nulliks.

Skalaari u, , mis nditab kiirendust peanormaali suunas,
kutsutakse normaalkiirenduseks.

Votame tulemused valemitena kokku:

Sy . B
’MT—'U, uN—Ol ’ uB_ ’ (15)

o= Tor @=GE—58)+ GY—si) + (S5—sd)".
Rakendame need valemid senikisiteldud nididete juures, jaa-

des endise numeratsiooni juurde.

Nidide 1: Siin leidsime u =0, mille tagajiarjel muidugi
peab olema ka w,. =0, u,=0. Toepoolest ongi (15) pohjal
%y (= v) sellepdrast null, et v on konstantne. Peale seda on
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kohe niha, et @ = 0, mille téttu ¢, = oo ning %, on seega null.
Trajektoor on sirgjooneline, seepidrast ongi koverusraadius 1op-
mata suur.

Niaide 2: Siin oli v(=8) =}/ @®w® + h?, seega (15) alusel
u,=0. Kui aga kiirendus u ei anna projektsiooni puutujale,
siis ta on selle puutujaga risti, langedes jirelikult peanormaalile
kui kandesirgele; sel pohjusel peab olema uN:|u|:aw2 Tei-

selt poolt on (15) kohaselt alati o; = - —, mis antud juhul annab
Uy

o 2+ h . h2
01 = awz =a + W L
Kruvijoone peakoverusraadius on jarelikult konstantne ja suurem
kui kruvijoone enda raadius ¢. Lugeja enda hooleks jéasigu kont-

rollida, et sama viirtuse saaksime, arvutades o, avaldise @ kaudu.

Nédide 3: Sunollv—Zasmz,u:a. Seetottu

B t A e peEy T
r=0cos—, uy=1u —uT

u
== |as1n l
Arvutades v ja u, kaudu g,, leiame

t
4a*sin*5

01 = _|4asm |-

| @ siny; |
Tsiikloidi koverusraadius muutub seega perioodiliselt, oma-
des maksimumi 4e¢ kohtadel ¢ = (2n 4 1)x, ning miinimumi 0
kohtadel ¢ = 2nxn, kusjuures n tidhendab meelevaldset tédisarvu.
Jallegi kontrolligu lugeja ise, et koverusraadiuse arvutamine Q
kaudu annab sama tulemuse.

§ 6. Koverus ja vaane.

Peatume iiksikasjalisemalt koverusraadiuse moiste juures,
niidates iihtlasi, et siin on tegemist trajektoori omadusega, mis
ei soltu kiirusest ja kiirendusest, mida trajektooril liikuv mate-
riaalne punkt omab. Selleks anname koverusraadiusele puht-
geomeetrilise definitsiooni.
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Nihkub koht A trajektoori kaarel lopmata viikese osa ds
vorra edasi, siis puutuja uues asendis moodustab puutujaga endi-
ses asendis lopmata viikese nurga dv. On puutuja suunakoosi-
nused endises asendis [, m;, m; ja uues asendis [, + dl,,
my + dmy, m+ dn,, siis, tuntud seaduse pohjal, puutujatevahe-
lise nurga koosinust méddrab skalaarne korrutis:

cos dv = l;(ly + dly) + my(my + dmy) + n1(ny + dny)
= L% 4+ mi® 4 ny® 4 Ldly + mdmy + nqdn,y
=14 Ldl; + midmy + ndn, .

Et dv on I6pmata viike, siis, arendades cos dr ritta, voib piirduda
kahe esimese liikmega:

cos'dr="1 ——;— ..

Asetades seda iilaltoodud avaldisse ning jattes moélemal pool lii-
detava 1 &dra, saame, korrutades veel molemad pooled teguriga 2 :
dT2 = — 2(l1dl1 + mldml + nldnl) "

Kuid ka uues kohas suunakoosinuste ruutude summa peab vor-

duma iihega, mille tottu
(I + dl)? + (my + dmy)? 4 (ny + dny)* =1,
ehk

L2 4+ mi® 4 n? + dl?® + dmy® + dng®
+ 2(l1dl1 + mldml + nldnl) f— 1 .

Siin kaob vasakul [,2 + m;% 4+ n;®> paremal pool seisva 1 vastu,
millest jareldub

dllz + dm12 —{— d'n12 —— 2(lldl1 + mldml + nldnl) .
Niisiis
dv? = dl;® + dm,* 4 dn,?,

ehk, pirast jagamist di*-ga ning juurimist:

r=V b2+ m?+n2. T
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Vorreldes nurka dr nihke suurusega ds jagatise 2—: abil,

saame iihe arvu x,, mis osutub seda suuremaks, mida jarsemalt
muutub puutuja siht, kui liikuda moodda trajektoori. Seda arvu

g Z‘—f kutsutakse trajektoori peakodoveruseks ehk ka

,esimeseks” koveruseks, sageli lihtsalt ,koveruseks®. x; poord-

vadrtust % kutsutakse vastavalt peakoverusraadiuseks, esimeseks

koverusraadiuseks voi lihtsalt koverusraadiuseks. See ongi
koverusraadiuse puhtgeomeetriline definitsioon, ning jéddb vaid
veel ndidata, et ta iihtib eespool (§ 5) antud kinemaatilise defi-
nitsiooniga.
Et
dv __dv _dt __ 7
ety AT I S S
siis jﬁrelikult v —us. Teiselt poolt jargneb valemeist (12)
diferentsimise teel:
leégfﬁ, mlziﬂ’ 7-21:52—.&'5,
’ & s*

ja siit edasi:

24 m? 4 n2= (82 —s2)* + <sy—sy)2+ (s2—82)° _ Q

8 é;
Valem (16) niitab seega
Zlé = ‘L': \/ZQ 9
8
kust jargneb
_Vva i

Mo Pl &= vVaQ ¢
Vordlus valemiga (15) niitabki, et siin defineeritud koverus-
raadius iihtib varemini koverusraadiuseks nimetatud suurusega.

Koha A nihkumisel ds vorra trajektoori pidi voib tekkida ka
I6pmata viike nurk binormaalide vahel; olgu selle nurga tdhiseks

d®. Jagatist g) — %o kutsutakse trajektoori ,,teiseks‘ koveru-
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seks ehk vad dn deks kohas A, ning selle poordviirtust %2 = ba

vastavalt ,,teiseks” koverusraadiuseks ehk viinderaadiu-
seks.’

Viidnde x, arvutamine toimub analoogiliselt, kuid selle
vahega, et niilid tuleb ldhtuda mitte puutuja, vaid binormaali
suunakoosinustest. Olgu viimased tdhistatud I5, ms;, m; (vasta-
valt sellele, et binormaal moodustab kolmanda loomuliku
telje). Kokkukolas valemiga (16) peab siis tulemus kélama

”28. :’0‘ = l/ Z32 + 7.71/32 —I— 7;1/32 . (17)
On kergesti kontrollitav, et
R L R L ] Lot ] (18)
VQ i s - R v

Esiteks on nimelt
(Yz2—y2)?+ Ga—za) + (@y—ay)’ =

= 22(y° 4 2%) + ¥2(2° + 2%) + 22(2* + 7)) +

—2(yyzzt+zzea4xxyy)

= B(E— ) £ P — ) R — ) +

—2(yyzzt+zzex+xTYY)

=822+ +20) — (@2 + Yy +22)°

— G g ) —
tdhendab,

(Yz—y2)+ (28 —z2)2+ (zy—29)*=Q. (19)

Jéarelikult on siin téepoolest tegemist mingisuguste suunakoosi-

nustega. Opetlik on korvutada praegusaadud @ definitsiooni (19)
endise definitsiooniga (15).

Teiseks valemitega (18) méidratud iihikvektor (I3, ms, n3)
on risti kiirusvektoriga (x, ¥, z) ja ka kiirendusvektoriga

(¢, ¥, 2), sest otsene arvutamine niitab, et vastavad skalaarsed
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korrutised on nullid. Seega vektor (18) on risti kooldumistasa-
pinnaga ning omab seetottu just binormaali suunda.

Diferentsides (18) iiksikjuhtudel, leiamegi I;, ms;, 7s; ja
siis juba (17) pohjal %, ja oo .

Ka peanormaali siht iildiselt muutub koha A mnihkumisel
trajektooril, mille pohjal avaneb voimalus defineerida veel iiht
kolmandat, nn. tdiskoverust; viimase poordvaiartus R on
vastavalt tdiskdoveruseraadius. Holpsasti v6ib aga
arvutada R esimese koveruse ja vidnde kaudu, sest on kehtiv
seos '

=Y R+ u (20)

Selles veenduda jadgu lugeja enda hooleks.

Ruumilise trajektoori esimene koverus iihtib erijuhul, kus
trajektoor osutub tasaseks, tavalise tasapinnalise kovera kove-
ruse moistega, sest tasapinnal defineeritakse koverust just piir-
vaartusena, millele ldheneb puutuja nurgamuutumise suhe kaare-
pikkusse, kui kaarepikkus piiramatult kahaneb. Viidne osutub
tasapinnalise kovera puhul nulliks, sest tasapinnalise kovera
kolm mistahes punkti asetsevad alati iihes ja samas tasapinnas,
nimelt selle kovera tasapinnas; viimane ongi seetottu koikides
kohtades iihiseks kooldumistasapinnaks, ning temaga risti seisev
binormaal omab igas kohas iiht ja sama suunda, mille tottu alati
d¥ = 0, tdhendab, », = 0. On iimberpoordult teada, et vidnet
pole olemas, siis binormaalid omavad konstantset suunda ja kool-
dumistasapind on seega piisiv, — s. t. kover on tasane.

Ruumilisi koveraid kutsutakse ka viadnatud koverateks ehk
kaksikkoverusega koverateks.

Kaob esimene koverus igas kohas, siis trajektoor on sirge.

Sellest ndhtub, et esimese koveruse nulliks muutumisel igas
kohas peab muutuma nulliks ka teine kdverus igas kohas, sest
sirgjoon on tasane.
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Selgitava niditena kisitleme viddnde arvutamist kruvijoone
puhul. Korraldades arvutusi kohases skeemis, leiame:

% = a cos wt % = — aw sin wt Z = — aw? cos wt
¥y = a sin ot Y = + aw cos wt Y = — aw? sin wt
% < hit z=h 2=0

Y 2 — Y 2 = aw?h sin i
2% — 2% = — aw2h cos wt

zY —2Y = e’

valem (19)!. . .. Q = d*w*h®+ a*w®
= a2t (h? + a2w?)
:a2w4c2, 02:h2+a20)2
Lffaz CLa)2C
85 Ll gt 9 L2 S ] ho
s2=a?w?®+ h*=c l3_7s1nwt l3:—cc05a)t
8 =.¢ m3—_-—%cos wt ’))'13:;% sin wt
i Sl e o
ng = — =10
‘/Zs2+m32+7’i32:}%
1 ha ha hw
gl s Aty I e !
et e e B e SR valem (17)!
r + o h ®
il * i VLR, Yol

Kruvijoone viine on jarelikult konstantne. Erijuhul 2 =0
viine kaob, mis on arusaadav ka sellest, et kruvijoon koduneb
siis ringiks. Teise erijuhu, kus viine osutub nulliks, annab
h = oo ; jillegi on see arusaadav, sest kruvijoon koduneb siis
sirgeks jooneks, — silindri moodustajaks.
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Lugeja veendugu omal joul, et

LA

02 = Sinva

kus a tdhendab kruvijoone tousu, s. o. nurka, mille tema puutuja
moodustab z-y-tasapinnaga. On o =45, siis viddnderaadius

on minimaalne, nimelt vordne kruvijoone libimo66duga.

§ 7. Kindla keha rotatsioon.

Seni konelesime iiheainsa materiaalse punkti liikumisest;
niitid asume kindla keha litkumise uurimisele.

Kindla keha voimalikkudest liitkumisviisidest omab eri-
list tihendust keha rotatsioon teatava telje iimber. Sel puhul
keha iiksikute punktide kiirused ja
kiirendused voivad olla omavahel

viagagi erinevad, kuid iga iiksiku '
punkti trajektooriks on alati ring
keskpunktiga rotatsiooniteljel, kus-

juures selle ringi tasapind on tel-

jega risti ja ringi raadiuseks @ on
punkti kaugus rotatsiooniteljest.
Uhtlasi on tsentrinurgad ¢ (13. joo-
nis), mille vorra punktid oma tra- RN

jektooridel teatava ajavahemiku vil-
tel on nihkunud, kindla keha koiki-
des kohtades samad. Jilgides selle C

nurga ¢ soltuvust ajast ¢, saame —=¢
selle tottu iiheselt médrata selle keha
mistahes punkti asukoha ajavahe- 13. joonis.

miku l6pul, kui teada olid asukoht

ajavahemiku alguses ja rotatsiooni suund. Voib 6elda, et rotat-

siooni puhul keha iiksikpunktide liikumisel on iiksainus ,,vabadus-

aste, mida iseloomustab parameetri ¢ viirtus antud hetkel.
Olgu dg nurga ¢ kasv ldpmata viikeses ajavahemikus di.

Punkt, mille kaugus teljest on @, on siis oma trajektooril, s. t.
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ringil, katnud teekonna ds, kusjuures ringi geomeetriliste oma-
duste pohjal
ds = adtp
Jagades dt-ga jareldame siit
s=ap ehk v=uagp.
¢ on keha kéikides punktides sama, sest dp ja dt on samad.
Skalaari @ kutsutakse rotatsiooni nurkkiiruseks ja tihis-

tatakse tavaliselt siimboliga «. Seega ,lineaarse kiiruse“ w»
arvutamine nurkkiiruse o kaudu toimub valemite

V=0w, w = gp (21)
alusel.

On o konstantne, mis eeldab, et ¢ oleks lineaarne funktsioon
ajast (p=Fkt+ 0, 0= ¢: k) , siis rotatsiooni kutsutakse iiht-
laseks.

Kohtades, kus ¢ = 1, jargneb valemist (21) v = w . Seetottu
nurkkiirust o voib defineerida kui kiirust, mida omab kaugusel
1 rotatsiooniteljest asetsev keha mingi punkt.

Kujutelgem vektorit w, mis asetseks rotatsiooniteljel kui
kandesirgel, omaks seejuures suurust o ja oleks iihtlasi suuna-
tud nonda, et vottes teda z-teljeks, rotatsioon paistaks toimuvat
x-telje positiivsest suunast y-telje positiivse suuna poole lithemat
teed pidi. Sidraselt defineeritud vektorit w kutsutakse rotat-
sioonivektoriks. Et rakenduspunkt on definitsioonis mai-
nimata, siis rotatsioonivektorit tuleb késitella rotatsiooniteljel
libiseva vektorina. Definitsiooni kohaselt Im | = w. On kombeks
tdhistada rotatsioonivektori projektsioone koordinaattelgedele
vastavalt tihtedega p, ¢, . Sel puhul jarelikult

o=|w|=) PP+ E+1r (22)

. . r
ning w : (p, ¢q, r) suunakoosinusteks on arvud —Z—, —q—, —.

w w
Libiseva vektorina w on analoogiline staatikast tuntud tungi-
vektoriga, milline ju samuti oli késiteldud libisevana oma kande-
sirgel. Kiirusvektor v on kinemaatikas seotud punkti kiilge —
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staatikas oli analoogiliselt seotud punkti kiilge tungist tingitud
momentvektor vastavas punktis. See analoogia

rotatsioonivektor ~ tungivektor
kiirusvektor ~ momentvektor

kiiiinib, nagu selgub, veel palju siigavamale, lubades rida staati-
kast tuntud tulemusi otseselt iile kanda kinemaatikale. Selles
veendumiseks tuleb vaid tidhele panna, et rotatsioonist w tlngltud
kiirus v kindla keha mistahes kohas A vormi-
liselt pole midagi muud, kui vektori v moment
kohas A . Téepoolest (14. joonis), olgu a punkti
A kaugus rotatsiooniteljest, s. t. vektori w

kandesirgest. Siis 1) suurus v (21) kohaselt ! v
on aw = a]m‘ , — just niisama suur peaks aga w ‘>4°
ka olema w momentvektor kohas 4 ; 2) v on p 1 5-e%
puutujaks ringil raadiusega « risttasapinnas

vektorile w, s. t. v on risti A-st ja vektorist

w ldbimineva tasapinnaga, — just sama oma-

dus peab aga-ka olema w momentvektoril kohas 14. joonis.

A ; 3) parempoolse teljestiku kasutamisel

v peab w-st vaadatuna niditama paremalt vasakule, — just samuti

peab aga siis niditama paremalt vasakule w momentvektor
kohas A . Seega vormiliselt v tédiel maéadral iihtib vektori w
momentvektoriga kohas A .

Rakendades staatikast tuntud valemid momentvektori pro-
jektsioonide arvutamiseks, saame jarelikult otsekohe Kkiiruse v
projektsioone. Olgu A koordinaatideks «#, ¥, 2z ning olgu w
rakendatud kohas (x,, %o, 20) rotatsiooniteljel; v projektsiooni-
deks kasutame siimboleid v., v,, v.. Et momenti tekitava vek-
tori w projektsioonid on p, ¢, 7, siis seega staatika tulemuste
pohjal:

V2 = (Yor — 20¢) — (Yr —2q) = q(2 — 2¢) — (¥ — Yo)
Uy = (20p — Zo7) — (2p — 27) = 7(T — %) — (2 — 20) (23)
V: = (%o — Yoq) — (#¢ — Yp) = P(¥ — Yo) — ¢(z — o) .

Vektorsiimboolikas saab neid valemeid (23) kiirusvektori v
midramiseks kirjutada liihemalt. Olgu w rakenduskohaks P’

39



ning olgu vektori 1;:4 liihendatud tdhiseks valitud ¢ (15. joonis).
Selle vektori ¢ projektsioonideks on siis, nagu kerge niha, para-
jasti suurused * — 2o, ¥ — Yo, 22— 2o. Vale-
mid (23) niitavad, et otsitava vektori v pro-
jektsioonid v,, v,, v. on moodustatud vektori
w ja vektori p projektsioonidest eeskirja koha-
selt, mis vastab nn. ,,vektoriaalsele korrutami-
sele”. See eeskiri kolab iildjuhul jargmiselt:
Olgu a; : (X1, Y1, _Zl) Jaiias im X N )
kaks antud meelevaldset vektorit; nende vek-
toriaalse korrutise a; X a, all moistetakse siis
vektorit, mille projektsioonideks on Y,Z, —
=l Yoy ByXo—=XKyly;, KiYo—YuXe. Kor
vutades seda eeskirja valemitega (23), nie-
megi, et

15. joonis.

P=wXE. (24)

Olgu kohe tdhendatud, et vastandina skalaarsele korrutamisele,
vektoriaalse korrutamise puhul tegurite jidrjekord osutub oluli-
seks. Tegurite jiarjekorra muutumisel muutuvad nimelt tulemu-
sena saadud projektsioonid méirkide poolest koik vastupidisteks,
s. t. nad méadravad tulemusena vektori, mis suuruselt on kiill
endine, kuid suunalt just vastupidine. Valemina voib seda asja-
olu kirjutada kujul

a; X az = — (a2 X 09) . (25)

Teine oluline erinevus skalaarse ja vektoriaalse vektorkorrutise
vahel seisab muidugi selles, et esimese tulemuseks on skalaar,
teise tulemuseks aga vektor.

Vektoriaalse korrutamiseeskirja definitsioonis pole midagi
oeldud tegurite ja tulemuse rakenduspunktide kohta — need j&i-
vad seega iisna vabaks. Vo6ib néditeks nii tegureid kui ka tule-
must kujutella rakendatuna iihes ja samas kohas O ; nii tulebki
sageli toimida néiteks elektrodiinaamiliste kiisimuste kisitle-
misel, kus vektoriaalsed korrutised méingivad tdhtsat osa. Ainult
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juhul, kus korrutiseks osutub kiirus (momentvektor), seda korru-
tisvektorit tuleb muidugi iildiselt kujutella rakendatuna vasta-
vas kohas A .

Silmas pidades (21), leiame 15. joonise abil
[3]=we=[w]o=|n|[z]-sing,

kus ¢ tdhendab nurka m ja g vahel. See niitab, et ka igal iildjuhul
vektoriaalset korrutist kujutava vektori suurus on korrutatavate
vektorite suuruste korrutis vektoritevahelise nurga siinuse suu-
rusega. Sellest omakorda jargneb, et kahe nullist erineva vektori
vektoriaalne korrutis kaob siis ja ainult siis, kui need vektorid
on omavahel paralleelsed, — siis ja ainult siis on nimelt vastav
siinus vordne nulliga.

Et v on risti vektoritega w ja r, siis jareldame, et vektoriaal-
set korrutist kujutav vektor on alati risti modlema teguriga.
Samas voiksime veenduda ka analiiiitilistel kaalutlustel: on
ns: (X3, Y3, Zs;) mistahes koimas vektor, siis selle vektori as
skalaarne korrutis kahe esimese vektoriaalse korrutisega on

X3(Y1Zy — Z.Y:) + Y3(Z: X2 — XiZ,) + Z3(X,1Y, — Y1 X>) ,

mis pole midagi muud, kui determinandi

Xy ¥y
X, Y, Z,
Xs Yy Zs

arendus kolmanda rea jirgi, jiarelikult vordne selle determinandi
arvulise viaidrtusega. Vektorsiimboolikas kasutatakse siddrase
determinandi lithendatud tdhistamiseks sageli Kkirjutusviisi
(a;0005) . On niiiid a3 sama, mis a;, v0i sama, mis a,, siis deter-
minandis esineb kaks vordset rida, mille tagajirjel determinandi
viadrtuseks osutub null, — see on aga just ortogonaalsuse tingi-
mus: skalaarne korrutis kaob. Jirelikult toepoolest vektoriaalne
korrutis on iga oma teguriga risti.
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§ 8. Translatsioon ja kruviliikumine.

Kiiruste kisitlemine vektoritena véimaldab samas punktis A4
rakendatud mitmesuguste kiirusvektorite liitmist resulteeruvaks
kiirusvektoriks, voi ka iimberpoordult, kiiruse asendamist samas
punktis rakendatud komponentkiirustega.

Kiirusvektorite liitmise teel avaneb voimalus uurida kindla
keha sddrast liikumist, mis tekib mitme rotatsiooni w;, w., ...
koosmdojul. Et iliksikust rotatsioonist w, keha mingisuguses
kohas A tekitatud kiirus v, osutus libiseva vektori w, momendiks
kohas A, siis nende kiiruste liitmisele vastab resultantkiirusena
v vektorkompleksi w;, w., ... resulteeruv moment kohas A .

Staatikast on teada, et libisevate vektorite kompleks on asen-
datav ainuiiksi kahest vektorist koosneva kompleksiga, nonda et
momendid koikides kohtades jadvad endisteks. Seda tulemust
kinemaatika keelde tolkides jareldame, et mistahes rotatsioonide
kompleksi koosméju keha punktide kiirustele peab olema alati
asendatav k a h e sobivalt méédratud rotatsiooni koosméojuga.

Erijuhuna on moéeldav, et need kaks rotatsiooni moodustavad
vektoripaari, s. t. et need rotatsioonivektorid on vordsed, kuid
vastassuunalised, langedes erinevatele (paralleelsetele) kande-
sirgetele. Jillegi staatikast on teada, et s#ddrase vektoripaari
moment ruumi igas kohas osutub iiheks ja samaks. Kinemaatikas
see tihendab, et erijuhul, kus antud kaks rotatsiooni moodusta-
vad vektoripaari, kindla keha koik punktid peavad omama iiht ja
sama kiirust. Sididrast kindla keha liikumist, kus koigis punktes
on rakendatud sama kiirusvektor, kutsutakse keha translat-
siooniks. Nagu nigime, translatsiooni saab taandada rotat-
sioonide koosmaojule.

Et vektoripaaride kompleks taandub alati iihele vektori-
paarile, siis mitme translatsiooni koosmoju viljendub jillegi
teatavas translatsioonis.

Poordudes tagasi tildjuhule, kus oli tegemist kehale mojuva
mingi juhusliku rotatsioonide w;, w., ... kompleksiga,
tuletame meelde, et mistahes libisevatest vektoritest koosnev
kompleks on alati taanduv diinaamile, s. o. kolmele vektorile,
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milledest kaks moodustavad vektoripaari. Arvesse vottes, et
vektoripaar antud juhul vastab translatsioonile, jareldame:

Meelevaldse rotatsioonikompleksi moju kindlale kehale on
alati asendatav iihe translatsiooni ja iihe rotatsiooni koosmojuga.

Valides diinaami vektorkruvina, s. o. sddrasena, et vektori-
paari tasapind oleks risti iilejidva kolmanda vektoriga, jirel-
dame veel: ;

Meelevaldse rotatsioonikompleksi moju kindlale kehale on
alati valjendatav iithe rotatsiooni ja iihe translatsiooni koosmojuga
saaraselt, et mainitud translatsioon kujutab keha libisemist just
rotatsioonitelje sihis.

Kui nimelt vektoripaari tasapind on risti kolmanda vekto-
riga, siis selle vektoripaari moment on tolle kolmanda vektoriga
paralleelne, s. t. translatsiooni kiirus on paralleelne rotatsiooni-
vektori kandesirgega; sddrane translatsioon moodustabki ,,libise-
mise rotatsioonitelje sihis“. Roteerudes telje iimber ja iihtlasi
libisedes telge pidi, keha liigub nagu kruvi mutris.

Libisevate vektorite iildteooriast on teada, et vektorkruvi
puhul paariga risti seisev kolmas vektor langeb vektorkompleksi
tsentraalteljele. Kirjeldatud ,kruviliitkumisel® rotatsiooniteljeks

on seega kompleksi w;, ., ... tsentraaltelg; kinemaatikas
kutsutakse seda tsentraaltelge liikumise hetkeliseks
kruviteljeks, — hetkeliseks sellepirast, et aja ¢ muutusel

kompleks ise, ja seetottu ka tsentraaltelg, voib muutuda.

Hiljemini néditame, kisitelles probleemi analiiiitiliselt, et igal
iiksikul hetkel ¢ osutub voimalikuks kindla keha koige iildisemat
liikumist vaadelda hetkelise kruviliikumisena. See tdhendaks siis
seda, et ka koige iildisemal méoeldaval juhul keha ikkagi igal
iiksikul hetkel liigub nagu teatavate rotatsioonide koosmojul.
Rotatsioon moodustab seega koige iildisema liikumise pohi-
elemendi: kindla keha igasugune liikumine koosneb hetkelistest
rotatsioonidest. .

Lugeja tdhelepanu olgu veel juhitud staatikast tuntud momen-
tide siimmeetrilisele jaotusele {imber tsentraaltelje: tdpselt sama-
suguselt on jaotatud liikuva keha iiksikpunktide hetkelised kiiru-
sed iimber hetkelise kruvitelje.
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§ 9. Vektorsiimboolika pohiseadusi.

Kindla keha iildisima liikumise analiiiitilisel uurimisel on
oige holpus kasutada vektoriaalset kirjutusviisi. Seepidrast on
otstarbekohane niiiid lithidalt peatuda vektorsiimboolika iildistel
kiisimustel ja fikseerida juhiseid vektorsiimbolitega tootamiseks.

Olgu ¢ = O_J)W punkti M kohavektor (16. joonis). r projekt-
7 sioonideks, s. t. M koordinaati-
deks on arvud (skalaarid)
Dbl Ui e
Paigutame kolmele koordi-
naatteljele vastavalt kolm {ihik-
vektorit G;, €., 63, millede
ithiseks rakenduskohaks voib
olla koordinaatide alguspunkt
[ O . Ilmsesti on G; projektsioo-
nideks 1, 0, 0, G, projekt-
sioonideks 0, 1, 0 ja G; pro-
jektsioonideks 0, 0, 1.
Vektorina r on kolme

—_ s
komponentvektori OA , OB, OC

16. joonis.

iy
summa. Seejuures on OA vektori G; x-kordne, mida kirjutatakse

kujul (_)74 = 2@, ; analoogiliselt on O—i? = yG, mning 62’ =z6;.
Vektorvorrand

r = €, + Y6, + 26; (25)
viljendabki seega motet, et kohavektor on mainitud komponent-
vektorite summa.

Arvu z voib seletada ka vektorite r ja G; skalaarse korruti-
sena, sest

#=|r|cosp=|r| 1 cosp =|r|" |G| cosgp= (xC,) .
Analoogiliselt on ¥ = (r6,) , 2= (¢G;) . Sel alusel tohib (25)
asemel ka kirjutada

r= (16,) 6, + (v6,)E; + (vG5)E;. (26)
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Kirjutuses (26) rakenduspunkt ei mingi mingit osa; ta on selle
tottu niivorra iildine, et r temas vo6ib tdhendada iikskdik mis-
sugust vektorit, mitte tingimata vaid kohavektorit. Pee-
tagu silmas, et sulgavaldised tidhendavad arve — nimelt skalaar-
seid korrutisi —, kuid iiksikud liidetavad valemis (26) tidhenda-
vad juba vektoreid — nimelt iihikvektoreid korrutatutena
skalaaridega.

Uhikvektorite kolmikuga G;, G., G; koordinaattelgede suu-
nad on méadratud; teljestik on madratud tidielikult, kui on antud
iihtlasi veel alguspunkt O. Neid iihikvektoreid kutsutakse ka
koordinaadistiku ,,pohivektoreiks‘.

Pohivektorite vektoriaalseid korrutisi paarikaupa méiidravad
valemid

G, XE=6C, CGXEG=C, GXE=C, (27)

milles lugeja voib ise kerge vaevaga veenduda, arvutades vek-
toriaalse korrutise projektsioone § 7 eeskirja kohaselt. Tegurite
iimberpaigutusel muutuvad maéargid, tihendab,

C:XEG=—6C;, GGXE=—C, 6 XE=—C..

Kui mistahes vektorite puhul kombineeritult esineb korru-
tamise ja liitmise tehe, siis on alati lubatav rakendada nn. distri-
butiivset seadust, s. t.

(a, b+ c¢) = (ab) + (ac)
(@45, ¢) = (ac) + (be)
aX (b+¢) =(aXb)4 (aXe) (28)
(a4+5) Xe=(aXec)+ (bXc).
Lugeja veendugu selles ise, tehes vastavaid arvutusi vekto-
rite projektsioonidega. Samuti jadgu lugeja hooleks kontrollida,
et skalaarse ¢ puhul alati

c(a-+5) =ca-+ch
c(ab) = (ca, b) = (a, cb) (29)
cle X:h).=ca XX B =8 ch.
Ko6ik need valemid selgitavad, kuidas on lubatud wvektor-
vorrandites toimetada teisendusi. Nagu n#ha, reeglid sarnane-
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vad tavaliste arvutuseeskirjadega, kuid selle olulise vahega, et-
vektoriaalsete korrutiste puhul tegurite jiarjekorra muutumine
kutsub esile médrgi muutuse tulemuses. Skalaarse korrutamise
puhul tegurite jarjekorra muutumine on lubatud, samuti on luba-
tud liidetavate jarjekorra muutumine summade puhul.

Korrutamine esineb vektorarvutuses kolmel pohimétteliselt
erineval kujul:

1) vektori a korrutamise niol skalaarlga ¢, — tulemus ca
onvektor;

2) kahe vektori a ja b skalaarse korrutamise ndol, — tule-
mus (ab) onskalaar;

3) kahe vektori a ja b vektoriaalse korrutamise ndol, —
tulemus a X b on vektor.

Iga kord voib tehete puhul vektoritega voi skalaaridega valit-
seda olukord, et andmed ja tulemused so6ltuvad ajast t. Sellest
voib jargneda vajadus toimetada ka diferentsimistehet ¢ jargi.
Nagu § 3 valemiga (7) selgitasime, seejuures vektorisumma
diferentsimine kidib sama seaduse jargi kui tavalise skalaarse
summa diferentsiminegi. Kuid ka korrutiste diferentsimise
seadus on tédiesti analoogiline tavalise korrutiste diferentsimise
seadustega. Nimelt:

kui ¢ = ca, siis ¢ =ca + ca
kui ¢ = (ab), siis ¢ = (ab) + (ab) (30)
kui e=aX b, siisce=(axBb)+ (aXxDh).

Selles on jillegi kerge veenduda, moodustades vastavaid projekt-
didong. . Olguw niiteks a: (Xi,  Yi, 21y, belXe, Yo, La);
¢c=a X b, tdhendab, ¢: (Y1Z: — Z.Ys, ZXs—X1Z,, X1Yo—
— ¥:1X3) . Siis

(iX b on vektor (Y1Z2—Z1Y2, Z1X2—X1Z2, X1Y2—Y1X2)
a Xﬁ on vektor (Y122—21Y2, Z]Xz—XIZ2, X1Y2—~Y1X2) b
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tUhtlasi ¢ on vektor
(Vi i B, Yo i B8 Yy ik Bl o diyic X 8y
XY, — Y. X, + X (¥gus Y1X2) .

Vordlus nditabki kohe, et ¢ = (a X b) 4+ (a X b) . Analoogiliselt
selgub kahe esimese eeskirja (30) kehtivus — lugeja veendugu
selles ise.

Vektorvalemite diferentsimine (30) ja (7) kohaselt voimal-
dab mitte iiksnes ruumi ja aja kokkuhoidu analiiiitilisel uurimis-
tool, vaid ka voitu tulemuste iilevaatlikkuse nédol; to6tamine otse-
selt projektsioonidega on kaunis kohmakas ja nouab pealegi tule-
muste tiilikat deSifreerimist, et nende méottest aru saada. Algajal
tuleks siiski molemaid meetodeid kasutada roobiti; lihendatud
vektorkirjutusviis eeldab, et tema kasutaja oleks tdiesti kodus
tarvitatud lithendite mottelises sisus ja oleks vdimeline iga kord
tagasi minema projektsioonkirjutuse juurde, — viimane osutub
moodapéddsematuks niipea kui tahetakse saada numbrilisi
tulemusi.

§ 10. Kindla keha iildisim liikumine.

Vaatleme niiiid kindlat keha, mis liigub mingisugusel iisna
meelevaldsel viisil. Selle keha jilgimist voimaldame, fikseerides
kehaga lahutamatult seotud mingi punkti O’ ja peale selle veel
kolm, kehaga samuti lahutamatult seotud dihikvektorit e¢;, es, e3,
iihise algusega O’ ; need iihikvektorid olgu omavahel paarikaupa
risti ning numeratsioon nii valitud, et nende iihikvektoritega
misdratud teljestiku tiilip vastaks selle x-y-z-teljestiku tiiiibile,
mille suhtes keha litkumist médratakse, s. t. teljestikud olgu kas
molemad parempoolsed, voi aga molemad vasakpoolsed. Utlus
,kehaga lahutamatult seotud* tdhendab, et vastavad objektid
teevad keha koiki liikumisi kaasa. Keha asend ,paigalseisva“
a-y-z-teljestiku suhtes on méiratud, niipea kui teada on O’ asend
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ja iihikvektorite e;, e», e; suunad (s. t. suunakoosinused) z-y-z-
telgede suhtes antud hetkel ¢. Uhikvektoreid e;, e., e; kutsu-
takse ,liikuvateks pohivektoriteks“, O’ on ,liikuv alguspunkt*.
2 Liikuvate pohivektoritega
médratud ,liikuvat teljes-
tikku* ristime &-7-C-teljes-
tikuks (17. joonis). Mistahes
punktil M on siis koordinaa-
did =z, y, 2z paigalseisvate
telgede suhtes ja koordinaa-
did &, n, ¢ liikuvate tel-
gede suhtes.

Liikuvate pohivektorite

projektsioonid paigalseisva-
tele telgedele on aja t funkt-
sioonid, sest keha liigub koos
nende pohivektoritega.
X . Nagu selgus § 7, voib
vektoriaalset korrutist tol-
gendada momentvektorina;
see tolgendus on téiesti soltumata tarvitatud teljestikust. (27)
pohjal see niitab, et alati

17. joonis.

6t X e2=¢3, e2 X €3 = ¢1, €3 X &1 =¢2. (31)

T6epoolest, lihes asendis, nimelt siis, kui liikuvad péhivektorid on
vastavalt paralleelsed paigalseisvate pohivektoritega G,, G., G;,
on (31) kindlasti dige; et aga vektoriaalne korrutis momendina
on soOltumata teljestikust, mille suhtes vektoreid vaadeldakse, siis
(31) peab olema igas asendis, s. t. igal hetkel ¢ oige. Veel
teisiti voib selles veenduda, § 7 kohaselt silmas pidades, et
niditeks e; X e2 kujutab vektorit, mille suurus peab olema
iel ] : | [ | +sin90°=1-1-1=1, mis peab olema risti nii vekto-
riga e; kui ka vektoriga e», ja suunatud nonda, et ta vastaks
y-suunale, kui ¢; vastab z-suunale ja e, vastab z-suunale, — kgiki
neid tingimusi rahuldab aga alati just vektor e;, seega alati
PG = Tox
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Liikuvate pohivektorite vastastikune ristseis viljendub juba
valemeis (31). Sama ristseisu néuet voib aga viljendada sellega,
et skalaarsed korrutised peavad olema nullid. Voétame lisaks
veel arvesse, et mistahes vektori skalaarne korrutis iseendaga
annab selle vektori suuruse ruudu, seega iihikvektori puhul arvu
-+ 1. Siis voime kirjutada

(ese2) =0, (eaes) =0,  (eser) =0
h6) =1, (he)e=l, . lay) =l
Siin esimeses reas seisvate seoste diferentsimine annab

(e162) + (ere2) =0,  (ese2) = — (eses)
(eses) + (eaes) =0,  (eses) = — (eaes) (33)
(é3e1) =4 (Csél) =40, (éael) = (€3é1) .
Diferentsides valemid (32) teises reas, leiame
(élel) =105 (ézez) 0, (ésea) =0, (34)

sest niiteks korrutise (ee;) tuletis on (eier) + (ese1) ehk 2(eses) ;
teiselt poolt tuleb arvu 1 tuletis, s. o.
null; vorrutamine néitabki, et (ee;)
peab olema null.

(32)

Tahistame lithenduseks valemeis
(33) esinevaid skalaarseid korrutisi
tahtede p’, ¢', v’ abil nonda, et

p':(ﬁea), q,:(éafl), T’:(é1c2). (35)

Moodustame iihe vektori w, mille pro-
jektsioonideks liikuvatele telge-
dele oleksid vastavalt p’, ¢, 7 ; see vektor w olgu rakendatud
liikuva teljestiku alguskohas O’. Nagu peatselt selgub, on sellel
vektoril w pdhjapanev tihendus keha liikumise kirjeldamisel.

Kui O’ lugeda hetkeks paigalseisvaks, siis e, niitaks vektori

18. joonis.

A X
e, = O'E (18. joonis) otspunkti E kiirust. (26) kohaselt véime
aga kirjutada:

&1 = (eses)es + (eie2)es+ (eres)es,
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mis (33), (34) ja (35) pohjal taandub kujuks
& ="7t—q'es.

Teiselt poolt on (25) pdhjal
Ww=7p"e + q'es + ¢35,

ning seetottu

w X e; = (P'er + q'ea + 7'e3) X e
= (D'er X e1) + (q'e2 X e1) + (773 X ¢1)
=p'(e1 X e1) + @' (e2 X e1) + 7" (es X ¢1)

=-—q'tes 4 7'e;

=e.
(e1 X ¢1) on nimelt null selle téttu, et vektor on endaga paral-
leelne, peale selle on (ez X ¢1) = —e3 ja (es X e1) = e, (31) tottu.

Ilmsesti asi ei saa muutuda, kui ¢, asemel vaadelda e, voi e; .
Jarelikult:

a=WXe, C=WXe, e3=1MwX¢- (36)

Valemid (36) néditavad, et paigalseisvaks loetud O’ puhul liiku-
vate pohivektorite otspunktid liiguvad nagu rotatsiooni w mojul.
Koos nendega roteerub muidugi kogu &-n-{-teljestik.  Sel alusel
projektsioonidega (35) defineeritud vektorit w.kutsutakse liikuva
teljestiku hetkeliseks rotatsioonivektoriks, hetke-
liseks sellepédrast, et p’, ¢, 7 voivad soltuda ajast ¢.

Kui O’ asemel oleksime fikseerinud mone teise punkti liikuva
teljestiku alguspunktina, siis ilmsesti seal oleksime v6inud raken-
dada alati e¢;, ¢,, e3 paralleelselt endistega, mistottu (35) pohjal
arvutatud p’, ¢', 7 oleksid pidanud andma endisi vddrtusi. See
kaalutlus niditab, et rotatsioonivektor w peab osutuma séltuma-
tuks O’ valikust.

Olgu niitid M liikuva kindla keha mingi meelevaldne kindel
materiaalne punkt (19. joonis). Vastavalt kahele teljestikule

—_
voib M puhul kohavektorina vaadelda kas OM —r vO0i aga

—
O'M —1'. Viimase t' komponentideks liikuvate telgede suunda-
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des on vektorid &e,, ne., (es, kus § %, { tdhendavad M koor-
dinaate liikuvas teljestikus. Et nii M kui ka liikuv teljestik on
lahutamatult seotud liikuva i
kehaga, tehes koiki keha lii- z
kumisi koos kaasa, siis § M
n, & on konstandid, tédhen-
dab, nende suuruste tuletised i
aja t suhtes on nullid. Et X
' on oma komponentide sum- . T
ma, siis jarelikult o'

v = fe; +mea +Cesz . %

0

Tahistagem veel litkuva koor- 0 ¥
dinaatide alguse O’ koha-
vektori paigalseisva alguse

O suhtes, s. o. vektori ()—5'
tdhega r,. Nagu joonis nii-
tab, on r vektorite r, ja v
summa, teiste sonadega,

T =19+ £ey + nes + ez .

Diferentsime seda seost t jirgi, tihistades seejuures r siimboliga

v ja r, siimboliga v,. Ilmsesti v on punkti M kiirusvektor ja v,
punkti O’ kiirusvektor, — moélemal juhul paigalseisva tel-
jestiku suhtes vaadatuna. Saame:

b = b + £e1 + nes + Ces .
Rakendades siin veel seosed (36), jireldame edasi:

b =10+ §(w X e1) +n(w X e2) + {(w X ¢3)
=+ (w X 1) + (w X nez) + (w X fes)
= v+ [w X (&ey + nes + Ces) 1,

19. joonis.

seega
b=t (e SOY) L (37)

Et siin w X t’ tdhendab kiirust, mille M omandaks ainuiiksi
rotatsiooni w tottu, siis saadud tulemus toestab lause:
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Uldisimal juhul kindel keha liigub iiksikhetkel ikka teatava
translatsiooni ja teatava rotatsiooni koosmojul.

Komponent v, on nimelt keha koikidel punktidel iithine, mis
vastabki translatsioonile; iilejadv komponent w X v’ soltub M
kohavektorist 1’ , vastates rotatsioonile w timber telje, mis ldbib O’ .
Kui valida O’ teisal, siis selle tagajirjel muutub ka translatsiooni
komponent 1, ; rotatsioonivektor w jadb kiill endiseks, kuid koha-
vektor v on muutunud ja selle tottu ka muutunud rotatsioonist
tingitud kiiruse komponent; kahe komponendi summa — M tée-
line kiirus v — jadb muutumatult endiseks. Nagu n#ha, saab
litkumist lahutada translatoorseks ja rotatoorseks elemendiks.
l6pmata mitmekesisel viisil.

Vaadeldes translatsiooni omakorda rotatsioonipaari tulemu-
sena, niemegi, et kindla keha iildisim liikumine tdepoolest taan-
dub igal hetkel teatavate rotatsioonide koosmojule, nagu oli vii-
detud § 8 16pus.

§ 11. Hetkeline kruvitelg ja aksoidid.

Liikuvate pohivektorite projektsioonideks paigalseisvatele
telgedele on vastavalt § #, { suunakoosinused; see selgub projekt-
siooni pohilauseist, arvesse vottes, et pohivektorite suurused on
ithikud. Olgu need vektorile e, vastavad suunakoosinused téhis-
tatud 1,, m,, n,, — nad on nende nurkade koosinused, mis e,
moodustab paigalseisvate pohivektoritega G;, €., G;. Ulevaat-
liku pildi I,, m,, n, tihendusest annab suunakoosinuste tabel:

€1 l €2 €3

G, 111191@

G. my | M2 ms

(O Ny | Ne of Mg

A\
Siin reas p ja veerus » seisev arv kujutab nurga G, ¢, koosinust.

52



Tegeliku arvutustoé puhul on kasulik alati lihtuda just suuna-
koosinuste tabelist, tdites viimast vastavate funktsioonidega.

Neid 9 funktsiooni ei saa valida iisna meelevaldselt, sest
tingimata tuleb silmas pidada suunakoosinuste vahel valitsevaid
seoseid. Igal juhul peab ju niiteks olema

: L24+mz24n2=1.
Samuti peab aga ka olema

W+t P=1, m® 4+ me? 4+ mg? =1,
n?4n? 4 nf =1,

sest l;, l», I3 nditeks on suunakoosinused, mis vektor ¢, moodus-
tab litkuvate pohivektoritega. Peale selle tuleb veel arvesse
votta, et vektorid e on omavahel paarikaupa ortogonaalsed, mille
téttu peab olema

lyly, + mym,+n,n, =0

iga kord, kui p # ». Kuid ka vektorid € on omavahel ortogonaal-
sed ning seepérast
l1m1 + l2m2 + l3m3 =1
miny + Moty + Mmang =0
nll]_ '+- nzlg + n3l3 ¢ e

Kokku on siin loendatud 12 tingimust, mis peavad suunakoosi-
nuste tabelis leidma tditmist, — osa neist jargneb aga loogiliselt
juba iilejadnuist. L#hem analiiiis, mille juures meie siin ei
peatu, selgitab, et s6ltumatuid tingimusi 9 suunakoosinuse kohta
leidub parajasti 6; et seega 9 suurust on omavahel seotud kuue
vorrandiga, siis vabaks jddvad 3 suurust.

Liikuva alguspunkti O’ koordinaadid, milliseid tédhistame
Zo, Yo, 20, voivad olla meelevaldsed funktsioonid ajast . Kokku-
vottes ndeme, et liikuva teljestiku asendit, s. t. liikkuva keha
asendit, midravad 6 parameetrit, nimelt 3 vabaks jadnud suurust
suunakoosinuste tabelis ja 3 koordinaati xz,, ¥%,, 2,. Nagu
oeldakse, iildisimal juhul kindla keha liikumisel on 6 ,,vabadus-
astet®.
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. 9

Valemid (35) koélavad, projektsioonide kaudu kirjutatuina,
jargnevalt:

i — Zzl3 = mzms o ﬁzna
q" = lsly + mym, + 7;&3711 (38)
e lez + mlmg + "ilnz .

p', q, r tidhendasid definitsiooni kohaselt hetkelisé rotatsiooni-
vektori w projektsioone liikuvatele telgedele. Sama vek-
tori w projektsioone paigalseisvatele telgedele tihistame
p, q¢, 7. § 9 kohaselt w projektsioon p teljele £ peab olema
w ja @; skalaarne korrutis (wG@,); samal viisil ¢ = (wG,) ja
r = (w@;). Neid skalaarseid korrutisi voib aga arvutada projekt-
sioonide kaudu mistahes teljestikule, niiteks projektsioonide
kaudu liikuvatele telgedele. See annaks:

p=pL+ L+ 11l
q =p'mi+ q'me + r'm; (39)
r=7pMn 4+ q¢ns 4 r'ns,

sest liikuvas teljestikus on w: (p’, ¢, 7), Gi: (i, L, l3),
Ey: (my, Mg, ms), E: (01, n2, m3). Valemsiisteem (39) niitab,
kuidas arvutada p, ¢, » tuntud p’, ¢, % ja suunakoosinuste
kaudu.

Et, {imberpoordult, analoogilistel kaalutlustel p’ = (ive,) ,
q = (we.) , ¥ = (we;) , siis, kasutades viimaste skalaarsete korru-
tiste arvutamiseks projektsioone paigalseisvatele telgedele,
leiame:
' = ply + qmy + 114
¢ =pls + qms + 102 (40)
v =pls + qgms + 103,

sest paigalseisva teljestiku seisukohalt on w: (p, ¢, 7),
e;: (L, my, my) jne. Valemsiisteem (40) sisaldab eeskirja
p', q, 7 arvutamiseks p, ¢, 7 kaudu. Olgu moééda minnes
mainitud, et valemid (40) jidrgnevad juba valemeist (39), kui
viimastes lugeda p’, ¢', 7 tundmatuteks ja lineaarset vorrand-
siisteemi lahendada nende tundmatute suhtes. Et téepoolest (40)
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on sel korral lahenduste avaldised, on kerge tagantjirele kont-
rollida, asetades (40) vorranditesse (39): toetudes suunakoosi-
nuste vahel valitsevatele seostele, saaksime siis samasused
p=p, ¢g=¢q, r=r, — lugeja veendugu selles ise.

Vihjasime juba eespool (§ 8) hetkelise kruvitelje maistele,
mis antud seletuste kohaselt pidi iihtima rotatsioonivektorite
kompleksi tsentraaltelje moistega. Defineerime niiiid veel hetke-
list kruvitelge staatika kujutelmadest séltumatult:

Hetkeliseks kruviteljeks keha liikumisel kutsutakse seda
punktide kogu, kus kiirused v osutuvad paralleelseiks hetkelise
rotatsioonivektoriga i .

See definitsioon peab iihtima varemini-antud definitsiooniga,
kus hetkelist kruvitelge késiteldi tsentraalteljena; staatika keeles
tdhendab nimelt praegu antud uus definitsioon, et hetkeline kruvi-
telg on see punktide kogu, kus momentvektor (kiirus!) on paral-
leelne rotatsioonivektorite kompleksi iildise resultandiga (hetke-
lise rotatsioonivektoriga, sest translatsiooni asendav rotatsiooni-
paar ei muuda iildist resultanti!).

Hetkelise kruvitelje vorrandit voib kirjutada kas liikuva
voi aga paigalseisva telje suhtes. Olgu kiiruse v projektsiooni-
deks liikuvas teljestikus Ve, Uy, Vg paigalseisvas teljestikus
aga v,, v,, v.. Liikuva alguspunkti O’ kiiruse v, projektsioonid |
oigu vastavalt v,¢, Yoy Vot litkuvas teljestikus ja vor, voy, Vo-
paigalseisvas teljestikus. Kiirusvektori paralleelsuse noue rotat-
sioonivektoriga w kolab

Ve v v
G35 ST
p/ — q/ o Rl r/

litkuva teljestiku alusel, ning

vx e 'Uv b 'I_lz

W e
paigalseisva teljestiku alusel. Kiirust v médrav vektorvorrand
(37) annab, kui kasutada projektsioone liikuvatele telgedele:

Ve="og+ (¢'E—1r'n)
Vy = Von-+ (rs§—p'¢) (41)
Ve =Vor + (p'n —q'§) .
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Kui aga kasutada projektsioone paigalseisvatele telgedele, siis
kiiruse v projektsioonide arvutamiseks sama (37) kohaselt on
kehtiv eeskiri:

Vz = Voz + 9(2 —20) — (¥ — ¥o)

Vy = Voy + (¥ — o) — (2 — 2) (42)

V2 = Yoz + P(Y — Yo) — 9 (& — @) ,

sest vektori v/ = OTZTI projektsioonid paigalseisvatele telgedele on
X—Xo, Y—Yo, 2— 2.

(41) ja (42) alusel hetkelise kruvitelje vorrandiks liikuvate
telgede suhtes osutub -

Vog + AC—1"n v+ 1r'E—pC vt P'N—q§
P 1 q IR 4
ja sama hetkelise kruvitelje vorrandiks paigalseisva teljestiku
seisukohalt on

, (43)

Vor + 4(2—20) —7(Y—1Yp) _ voy + r(x—2x) —p(z—2zp)

P q s it
SN + (¥ —yy) — a(x — ;)

5
Neis vorrandeis (43) ja (44) on muutujaiks vastavalt & 5, { ja
x, Yy, z; teised suurused peavad olema antud. Vérrandite
lineaarsus mainitud muutujais niitab, et hetkeline kruvitelg on
sirge joon; selle sirge suunakoosinusteks on p’, ¢', 7’ liikuvate
ja p, q, r paigalseisvate telgede suhtes. Koike seda voib mui-
dugi juba viita, lihtudes sellest, et hetkeline kruvitelg pole
midagi muud, kui teatava rotatsioonidekompleksi tsentraaltelg.

—
Suurused vz, Voy, o On vektori ro = OO0’ tuletise projekt-
sioonid paigalseisvatele telgedele, tahendab,
Voz = 3'70 ’ Voy = ’.’)0 ’ Voz = éo . (45)

On liikuva alguépunkti O’ koordinaadid x,, %o, 2o aja t funktsioo-
nidena antud, siis jarelikult v¢., vo,, vo- jirgnevad otseselt
nende funktsioonide diferentsimise teel. Vorrandis (43) esine-
vaid voz vo,, Vo saab siis arvutada oy Yo, 2o kaudu,“toetudes
sellele, et Vog, Yoy, Vor ON vektori v, projektsioonid liikuvatele
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telgedele ning seega, § 9 kohaselt, v, - £= 2= (i), Yoy = (vee2) ,
Vor = (voes) . Viljendades viimaseid skalaarseid korrutisi pro-
jektsioonides paigalseisvatele telgedele, saame:

Vog = = ol + Yoms + 2om4
Vo, = Tolz + Yoms + 2one (46)
’Uog = x0l3 o ?loms -+ Zo’”«s ’

mis sisaldabki noutava eeskirja. Harjutuseks olgu lugejale soo-
vitatud koostada valemid, mis vo6imaldavad iimberpoordult

Zo, Yo, 2o arvutada Vog Voys Vor kaudu.

Hetkelise kruvitelje asend iildiselt muutub ajaga ¢, sest vor-
randeis (43) ja (44) suurused ', ¢, 7, Vog Vo, Vor
D, @, T, Yoz, Voy, Vo. SOltuvad ajast t. Jilgides hetkelise
kruvitelje asendit liikuvate telgede suhtes, saame teatava joon-
pinna, mida kutsutakse liikuvaks aksoidiks. Tervikuna
vaadatuna on selle liikuva aksoidi kuju ja asend liikuva teljestiku,
s. 0. keha enda suhtes tdiesti méadratud: aksoid .ise ei s6ltu enam
ajast t; olles defineeritud liikuva teljestiku suhtes, osutub ta
lahutamatult seotuks kehaga, tehes selle keha Iliikumist kaasa.
Liikuva aksoidi kui pinna voérrandi muutujais ¢, 4, ¢ saame,
elimineerides kahest vorrandist (43) parameetri ¢.

Jalgides sama hetkelise kruvitelje asendeid paigalseisva tel-
jestiku suhtes, saame jillegi teatava joonpinna, mida kutsutakse
paigalseisvaks aksoidiks. Kujult see paigalseisev
aksoid voOib oluliselt erineda liikuvast aksoidist. Paigalseisev
aksoid samuti ei soltu enam ajast ¢, kuid ta pole enam kehaga
seotud, vaid, tervikuna vaadatuna, piisib ruumis liikumatult pai-
gal. Paigalseisva aksoidi vorrandi muutujais z, y, z annab
parameetri ¢ elimineerimine kahest vorrandist (44).

Paigalseisva vaatleja silmis liikuv aksoid liigub nonda, et
igal hetkel tal on iihine moodustaja paigalpiisiva aksoidiga, .
nimelt hetkele vastav hetkeline kruvitelg. Mainitud iihist moo-
dustajat pidi vastaval hetkel liikuv aksoid libiseb paigal-
seisval aksoidil, sest keha kiirus hetkelise kruvitelje kohtades
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on paralleelne selle kruviteljega ning liikuv aksoid ise teeb kéik
keha liikumised kaasa.

Uhtlasi (37) kohaselt liikuv aksoid tervikuna koos kehaga
roteerib mainitud iihismoodustaja timber nonda, et 16pmata lihe-
dasel uuel hetkel juba tekib uus iihismoodustaja mélemal aksoi-
dil, Viimasest asjaolust jidrgneb, et aksoididel on piki iithismoo-
dustajat ka puutetasapind iihine. T6epoolest, 16ikame mottes
molemad aksoidid mingi tasapinnaga, mis iihismoodustaja suhtes
oleks kallutatud. Liikuva aksoidi jidlg sel ldiketasapinnal olgu

pe koverjoon x ja paigalseisva aksoidi jilg kover

P __x k (20. joonis). Olgu P iihismoodustaja jilg
% hetkel ¢. Lopmata ldhedasel hilisemal hetkel
£ t + dt iihtimisele tulevate moodustajate jiljed
20. joonis. olgu vastavalt P’ ja P”. Uhismoodustaja asen-
damine teisega leiab aset tdnu ainuiiksi rotat-
sioonile, sest libisemine iihismoodustajat pidi ilmsesti ei saaks
seda iihissirget paigutada teisale. Et ajavahemik df on l6pmata
véike, siis nurk ¢, mille vorra » asend sel ajavahemikul peaks
muutuma, on samuti Iopmata viike. See tdhendab aga, et jil-
jed x ja k ei saa mitte kohas P loikuda, nagu see ilmsesti eba-
oigelt on kujutatud 20. joonisel, vaid peavad omama iihist puu-
tujat. Et jilgi tekitav tasapind selle arutluse juures oli meele-
valdne, siis jargneb, et molemad joonpinnad iihismoodustaja
kohtades P samuti ei saa loikuda, vaid peavad omama f{ihist
puutetasapinda, nagu iilal viitsimegi.

Puutetasapinna iihisus mdlemal aksoidil iithismoodustaja
kohal igal hetkel ¢ nditab, et tegemist on liikuva aksoidi veere -
misega paigalseisval aksoidil; selle veeremisega seltsib juba
varemini-mainitud libisemine iihismoodustaja sihis; teistes sihti-
des libisemist ei ole, sest peale libisemist hetkelist kruvitelge pidi
keha omab ainuiiksi veel puhast rotatsiooni selle telje iimber.

Niisiis keha iildisimat liikumist voib kujutella ka jargmiselt:

Kehaga lahutamatult seotud aksoid on kogu aeg sunnitud vee-
rema paigalseisval aksoidil ning iihtlasi libisema sel aksoidil het-
kelise iihismoodustaja sihis.
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Aksoidi liikumist sunniviisiliselt kaasa tehes keha liigubki.
Keha liikumist méadravad seega aksoidide kuju, libisemise kiirus
ja veeremise Kkiirus.

§ 12. Elliptiline liikumine.

Tuletatud valemite rakendamise selgitamiseks késitleme
nditena nn. elliptilist liikumist, s. o. sddrast erikujulist ruumilist
litkumist, kus keha iga punkti trajektooriks osutub ellips.

Olgu ¢ mingi meelevaldne funktsioon ajast ¢. Olgu liikuva
alguspunkti O’ koordinaatide séltuvus ajast ¢ peale selle antud
valemitega

To—=acos @, Yo=oasin ¢, 2y—=2kasing,

kus a ja k on antud positiivsed konstandid. Olgu suunakoosinuste
tabel antud jargneval kujul:

o bl 5
¢ | cos ¢ | sing 0
y | —sin ¢ cos ¢ 0
z 0 ‘ 0 1 !

kus iihikvektorite nimetuste asemel seisavad neid kandvate koor-
dinaattelgede nimetused.
Diferentsides leiame

T,=—asin g-9, Yo=-+acosp-9@,
Zo=+2kacosgp- .
Valemid (38) annavad antud juhul
=0, ¢=0, 7~ =/(—sin?p—cos%p):p=:-9p,
" kust jargneb, kui rakendada valemid (39),
p=0, ¢g=0, r=—g.

Hetkelise rotatsioonivektori w suurus o (nurkkiirus) on
seega

w:l/p/2+ql2+r12:l/p2+q2+r2:|¢l



(46) pohjal leiame:
Voz = (—asin g cos g —acos gpsing) - g=—agsin2¢
vy = (—asin ¢ 5in ¢ +acos gcos g)- 9 =+ agpcos2¢
Vop = 2 kag cos ¢ .
Hetkelise kruvitelje vorrandiks liitkuvas teljestikus on jare-
likult
— a;p sin 2¢ + ¢n # ag cos 20 — (';5 L% 2kaq cos @
0 0 et

’

ning paigalseisvas teljestikus

—ué? sin ¢ + (i(y—asin ®) adﬂcosqr—(}(x—acosqp) e 2kag cos ¢
0 f 0 H A A
Kokkuleppe kohaselt nulli esinemine nimetajais siirastes
vorrandites tihendab vaid seda, et ka vastavad lugejad on nullid;
see annab hetkelise kruvitelje jaoks liikuvas teljestikus :

E=acos2¢, m —asin2¢,
ning paigalseisvas teljestikus

T=—20 coB9. Y= 2nain 9.

Elimineerides siin parameetri ¢, s. t. ihtlasi ¢, saame
aksoidid :
g+n=a? (liikuv aksoid)
x* 4+ y* = (2a)* (paigalseisev aksoid).

Aksoidideks on jarelikult silindrid vastavalt raadiustega « (lii-
kuv) ja 2a (paigalseisev); moodustajad on roobikud telgedega
¢ Jja z, — viimased on ka omavahel réobikud, sest suunakoosi-
nuste tabelis oli voetud ns =1.

Punkti O’ koordinaadid rahuldavad, nagu kohe niha, nouet

Zo®> + Yo® = a?,
s. t. O asetseb alaliselt silindril raadiusega a, kusjuures silindri
teljeks on z-telg. Uhtlasi asetseb aga O’ liikuva aksoidi teljel.

Neist asjaoludest nidhtub, et veerev aksoid asetseb alaliselt paigal-
seisva aksoidi sisepoolel.
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Otsime niitid trajektoori, mida kujutab kehaga lahutamatult
seotud mingi materiaalne punkt M, mille konstantsed koordi-
naadid litkuva teljestiku suhtes on &, %, Z. Olgu sama punkti
M koordinaatideks paigalseisvas teljestikus #, ¥, 2z, — nende
arvude viidrtused on aja t funktsioonid. Viljendame kdigepealt

z, y, 2 konstantide §&, .7 ja muutuja ¢ kaudu. Selleks
—> —> —> : :
paneme tidhele, et OM on OO’ ja O'M summa (21. joonis), kus-
sy
juures O’'M jaguneb kolmeks komponendiks vastavalt &, 7,

sihis. Teiste sonadega, O_ZTI on
ahela OO’'PQM sulgeja. Pro- M
jektides sulgeja vastavait
paigalseisvatele. telgedele,
saamegi otsitavad z, y, z
véadrtused — nad peavad vor- %
duma ahela iiksikliilide pro-
jektsioonide summaga. Liilide

projektsioonide arvutamist | = < o oy
voimaldab suunakoosinuste : %, A TG ]
tabel iihenduses projektsiooni Q
lausega. Sel teel jidrgneb 0 e

(lugeja kontrolligu seda {iik-
sikasjaliselt!) :

=2+ &Ecos ¢+ nsing

. X
Yy=Yo—Esinp4 ncosg 21. joonis.
2=20+ C .
Viljendades siin ka #,, %, %z muutuja ¢ kaudu, anname

neile vorrandeile kuju:

z=(a+ §) cosg + n sing
Y= n cos ¢+ (a—¢&) sing
2—0L= 2ka sing .

Otsene kontroll niitab, et selle pohjal
2kane —2(a + &kay + (a? — & —9?) (z—C) =0.
Et siin k, @, &, 5, Z on konstandid, siis tulemusest selgub, et
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punkt M: (¢, y, z) piisib kogu aeg tasapinnal, mille vorrand on
praegu leitud. See tasapind ldbib punkti A koordinaatidega 0,
0, 7 (paigalseisvate telgede suhtes).

Samadest vorranditest jargneb aga veel

. _z—{ z— 02
: sing=5=f , cosg=)/ 11—
ja seega

r=(a+ &) I/I——( 2ka ) + zz;t :

Viimasele seosele saab anda kuju

—a ]
[x—"zzkacl ke A+ 5)2[1 ( 2ka ) ]
ehk, peale teisendamist, ‘
BTty ¥ e t) = (ot E)2,
Selles vorrandis on muutujateks iiksnes z ja z ; koik teised suu-
rused seal on konstandid. Vorrandile vastab elliptilise poik-
loikega silinder, mille moodustajad on roobikud y-teljega. Toe-
poolest, tasapinnas y — 0 vorrandile vastab ellips, tsentriga
samas kohas A: (0, 0, 7), millest oli juttu juba varemini, —
lugeja veendugu selles ise.
Punkti M trajektooriks on selle elliptilise silindri loikejoon
varemini-leitud tasapinnaga, s. t. punkti trajektooriks on ellips.
Erijuhul, kui ¢ + &£ =0, tdhendab, § = — a, elliptiline silin-
der koduneb tasapinnaks (kahekordselt loetud tasapinnaks!),
mille vorrandiks on

[z— 0 (:—0)]12=0,

Samaks osutub aga sel korral ka varemini-leitud tasapind, nagu
on kerge niha; seega sel viisil ei saa veel otsust langetada trajek-
toori kuju kohta. Sel erijuhul &§ = — a peab olema
x = sin ¢
Yy =mncos ¢+ 2esing
r—= 2ka sin ¢,

millest jareldub

2 2
smq):%, y:nl/l_%z_;_z,%x
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ehk

[y—2 x]“’ (1 — ] 5
mida saab esitada kuJus
(n? + 4a?)x® — danzy + p*y*> = 2.

See vorrand vastab jillegi elliptilisele silindrile, mille moo-
dustajad aga niilid on paralleelsed z-teljega. Trajektooriks on
jarelikult ka sel korral ellips.

Ainult veel kitsamal erijuhul, kus peale ¢ =-—a ka veel
n = 0, viimane silinder kéduneb samuti kahekordselt loetud tasa-
pinnaks

(2aec) 2= ;
s. t. y-z-tasapinnaks. Jéillegi ei saa selle jargi veel langetada
otsust trajektoori kohta, sest varemini-méiratud tasapinna vor-
rand kujuneb sel kitsal erijuhul samasuseks 0 = 0. Poordudes
sel korral jille tagasi x, y, z avaldiste juurde, leiaksime

=0, y=2asing, z—=2kasing-C(,

seega

@—0 " R
Siit nahtub, et erijuhul ¢ =—a, 5= O punkti M trajektooriks
on sirge joon, mis léibib koha A: (0, 0, . Usna kitsal erijuhui
f=—a, =0, =0, jarelikult traJektoorlks on sirge lidbi

koordlnaatlde alguse 0. On kerge niha, et neil juhtudel, kus
trajektoor on sirgjooneline, ta katab vaid osa tervest sirgest,
nii et trajektooriks siis 6ieti on vaid sirgloik, — viimast v6ib aga
tolgendada kodunenud ellipsina.

Koiki tulemusi voime kokku votta jargmiselt:

Kirjeldatud liikumine on siddrane, kus liikuvaks aksoidiks on
ringsilinder teatava raadiusega a ning paigalseisvaks aksoidiks
on ringsilinder kahekordse raadiusega; liikuv silinder veereb
suurema silindri sisemisel poolel ja iihtlasi libiseb moodustaja
sihis nonda, et leiduvad punktid, millede trajektoorid on sirg-
joonelised ; seejuures keha iildiste punktide trajektoorid on ellip-
sid, erijuhtudel sirgloikudeks kodunenud ellipsid. Viimasel kor-
ral trajektoor tingimata kohtab paigalseisva silindri telge.
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On voimalik toestada, et kirjeldatud liikumine osutub ainu-
voimalikuks litkumisviisiks, kui soovitakse, et iihelt poolt keha
liikumine oleks toeliselt ruumiline, s. t. et keha iiksikpunktide kii-
rused ei oleks kogu aeg eranditult koik paralleelsed iihe ja sama
tasaninnaga, ja teiselt poolt siiski noutakse, et iga iiksiku punkti
trajektoor osutuks tasaseks koveraks. Ainuiiksi elliptiline
litkumine rahuldab neid mélemaid néudeid korraga. Mehhanis-
mis, kus on vajalik saavutada keha punktide liikumist tasastel tra-
jektooridel, kusjuures nende trajektooride tasapinnad ei tarvitse
olla koik omavahel paralleelsed, tuleb jirelikult moéodapidisema-
tult rakendada kirjeldatud silindrite péhimoétet. Viimase viite
toestusel meie ei peatu.

§ 13. Tasapinnaline liikumine.

Kui eelmises paragraafis kisiteldud liikumisel konstant k
omab vadrtust null, siis (42) pdhjal

'vz:voz—+—0:20:2ka,q}cos @ =10.:
Kaob aga seega v. mistahes punktis M, siis tdhendab see, et kii-
rus v on keha koéikides punktides alaliselt paralleelne paigalseisva
2-y-tasapinnaga.

Sadrast litkumist, kus keha koikide punktide kiirused on kogu
aeg paralleelsed kindla paigalseisva tasapinnaga, kutsutakse
tasapinnaliseks liikumiseks. Ilmsesti voib selleks
kindlaks tasapinnaks alati siis valida just z-y-tasapinda.

Asume iildise tasapinnalise liikumise uurimisele, orienteeri-
des teljestikku just nonda, nagu praegu 6eldud. Kolmandast vor-
randist (42) jidrgneb siis, vottes arvesse, et igal juhul peab olema
Ve =03

0 =20 + Py — Yo) — q(x — %o) *
iga «, ¥, 2 puhul. See on vdimalik ainult siis, kui

9550, qg=0, 2020;
millest esiteks nihtub, et tasapinnalisel liikumisel hetkeline rotat-
sioonivektor w peab olema alaliselt risti tolle pohitasapinnaga,
millega paralleelselt keha on sunnitud liikuma. Teiseks néhtub,
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et litkkuva alguspunkti O’ kaugus z, sellest pohitasapinnast peab
olema konstantne. Kasutades O’ meelevaldsust, voib sellele kon-
standile z, anda algusest peale vadrtuse null, s. t. voib votta liiku-
vat alguspunkti O’ alaliselt z-y-tasapinnas.

Et w on risti x-y-tasapinnaga, siis hetkeline nurkkiirus w,
tahendab, hetkelise rotatsioonivektori suurus |m|, vordub
projektsiooni r suurusega. Osutub otstarbekohaseks antud juhul
skalaari @ varustada mirgiga vastavalt » méargile, s. t. vastavalt
sellele, kas rotatsioon toimub iihes voi teises suunas. Seega kirju-
tame:

D= T (47)
Kaks esimest vorrandit (42) annavad siis :
Vz = Zo — (Y — Yo)
Vy = Yo + w(z — ) . (48)
Et jarelikult kiirusvektor v: (v, v,, 0) ei soltu koordinaadist z,
siis keha need punktid, mis asetsevad z-y-tasapinnale tommatud
iihel ja samal ristsirgel, omavad iiht ja sama kiirust v. Selle-
parast on keha liikumise tédielikuks kirjeldamiseks kiillaldane
jédlgida vaid nende punktide liikumist, mis asetsevad z-y-tasapin-
nas endas, kus z = 0, s.t.probleem taandub kahedimensiooniliseks.

Kiirusvektori projektsiooni ». kadumise téttu materiaalne
punkt, mis mingil hetkel asetses z-y-tasapinnas, ei saagi seliest
tasapinnast kunagi lahkuda. Kui jarelikult liikuvaid &-n-telgi
votta monel hetkel z-y-tasapinnas, siis nad peavad jadma sellesse
tasapinda kogu aeg. Telg 7 on jarelikult siis kogu aeg paralleelne
z-teljega, nimelt risti z-y-tasapinnaga. Telgi voime ilmsesti

orienteerida nénda, et z- ja (-
Y 4| telje paralleelsus osutuks sama-
suunaliseks. A

Téhistame nurka z£& stimbo-
liga ¢ (22. joonis); ¢ on aja t
mingi funktsioon. Joonisest nih-
tub, et suunakoosinuste tabel peab
kirjeldatud telgede wvaliku puhul
0 ’ tasapinnalise litkumise jaoks oma-

22. joonis. ma kuju
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gt oy R

x | cos g ‘ —sin @ 0
—y . sin g cos @ 0 |
z 0 0 1 |

Probleemi tasapinnalisuse t6ttu voivad siin kolmas veerg ja kol-
mas rida ka dra jiidda, nii et voib piirduda neljaruudulise tabeliga

R e, ik
x cos¢ | —sino |
Y sing | cose

Siin esineb vaid iiks vaba parameeter ¢. Peale selle vbivad
litkuva alguspunkti O’ koordinaadid «,, ¥, olla veel meelevaldsed
funktsioonid ajast £. See néitab, et tasapinnalisel liikumisel on
tildjuhul 3 vabadusastet (ruumilisel liikumisel oli iildjuhul 6 vaba-
dusastet).

Et rotatsioonivektor w pidi olema alati risti z-y-tasapinnaga,
mis antud juhul iihtib &n-tasapinnaga, siis

!

Pi=0, gh=0, r=r—ow.

Uhtlasi jargneb kolmandast seosest (38) suunakoosinuste tabeli
pohjal
» = (sinz + cos2g) ‘g =@,
tdhendab,
W= (p ; (49)

Nurkkiirus o iihtib seega ¢ tuletisega ka mérgi poolest.
Hetkeline kruvitelg, olles paralleelne vektoriga w, on risti
x-y- ja &-n-tasapinnaga. Hetkeline libisemine saaks toimuda vaid
hetkelise kruvitelje sihis, tihendab, risti z-y-tasapinnaga. Et
aga alaliselt antud juhul pidi olema ». = 0, siis jdrgneb, et tasa-
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pinnalisel liikumisel hetkeline libisemine jdidb hoopis &ra; iile
jaab tasapinnalise liikumise juhul vaid hetkeline rotatsioon.
Piirdudes kahedimensioonilise kisitlusega, voime piirduda ka selle
punkti P asukoha midramisega, kus hetkeline kruvitelg 16ikab
xz-y-tasapinda. P on hetkelise kruvitelje jdlg x-y-tasapinnal;
seda jdlge kutsutakse tasapinnalise liikumise hetkeliseks
pooluseks. Liikuv &g-tasapind roteerub selle hetkelise poo-
luse P kui tsentri iimber, iihtides kogu aeg paigalseisva z-y-tasa-
pinnaga.

Need kaahifclused néditavad, et tasapinnalist liikumist saab
késitella ka sdédrasena, kus hetkeline libisemine puudub ja aksoi-
did on paralleelsete moodustajatega, kuid meelevaldse poikloikega
mingisugused silindrid; liikuv silinder ainult veereb paigal-
seisval, libisemist iihismoodustajat pidi ei ole.

Pooluse P asukoha saab miidrata nii paigalseisva teljestiku
kui ka liikuva teljestiku &-7 suhtes. Et tegemist on vaid puhta
rotatsiooniga iimber tsentri P, siis P kohal kiirus peab olema
null. Valemitest (48) jargneb seetottu pooluse P: (x, y) jaoks

Oziio—(}-) (¥ — o)
0:y0+li)(x—x0) ’

kust lahendades leiame pooluse koordinaadid x., y paigalseisva
tasapinna suhtes:

T = Bo— — Yo = o — 2
P do v
o d

Y =Yoo+ =Zo="ys+ =2. (50)
@ do

Pooluse P koordinaadid & % liikuvate telgede suhtes méira-
vad seosed (41), kui seal asetada v. =0, v,=0:

0:’005—7"7), 0:’1)0’1-*-”"5.

Vottes siin arvesse, et (46) pohjal ja suunakoosinuste tabeli
alusel
Voz = Ty COS @ + Yo Sin @

vo,):——xosin @+ Yo cOS @,
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jareldame:
o sin @ —f/o cos @

%

o
s —

n:@’cgsqo—;z}osinz (51)

Sellega on P: (&, n) koordinaadid liikuvate telgede suhtes méi-
ratud.

Kahedimensioonilises Kkésitluses asendavad: aksoide nende
jaljed z-y- ja &-p-tasapinnal. Et aksoidid néditavad igal hetkel
puutumist iihismoodustajat pidi, siis vastavad jiljed peavad
samuti nditama puutumist iihises kohas P. Aksoidide jilgi pohi-
tasapinnas kutsutakse pooluskdverateks tasapinnalise
litkumise puhul. Sisukohaselt koneldakse paigalseisvast ja liiku-
vast pooluskoverast. Libisemise puudumise tottu tasapinnaline
litkumine toimub sel viisil, et liikuv pooluskover veereb paigal-
seisval pooluskoveral. Sellel veeremisel liikuv pooluskover veab
kaasa temaga lahutamatult seotud &-n-tasapinda.

Paigalseisva pooluskovera médrab pooluse P trajektoor x-y-
tasapinna suhtes, s. 0. aja t elimineerimine vorrandeist (50). Ana-
loogiliselt médrab litkuva pooluskdvera P trajektoor &-7-teljestiku
~ suhtes, s. 0. parameetri ¢ elimineerimine vorrandeist (51). Kirju-
tades ¢ avaldise £ kaudu vorrandeisse (50) ja (51) vbdime ka
oelda, et need vorrandid (50) ja (51) vastavalt méddravad paigal-
seisva ja liikuva pooluskévera parameetrilisel kujul.

Igal iiksikul hetkel ¢ liikuv pooluskdover omab kindlat asendit
ka x-y-tasapinnal, puutudes vastavas kohas P kokku paigalseisva
pooluskdveraga; ¢ muutudes see asend muutub, kuigi kover ise
kujult ja suuruselt jiib endiseks, nimelt sddraseks, nagu ta oli
midratud &-teljestiku suhtes. :

Nidide 1: Elliptiline litkumine erijuhul # = 0. Siin

Zo=acos ¢, Yo=asing
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ning suunakoosinuste tabelit v6ib kirjutada kujul

| S0 SOAL Al
z cos (— @) t sin (— @)

y ]—sin (—@)| cos(—oq)

See pisut komplitseeritum kuju on antud kokkukoéla saavutami-
seks kiesolevas paragraafis varemini-antud tabeliga. Nagu néha,
tuleb meie valemeis @ niitid asendada — @-ga.

Hetkelise pooluse P asukohaks osutub paigalseisval tasa-
pinnal

acos -

= acos p— — = 2@ c08 ¢
o
. —asing-q .
y=asing+ —22¥'% _244ing,
—¢

seega paigalseisvaks pooluskoveraks on ring raadiusega 2« :
2?4+ y* = (2a)2.

Liikuvas teljestikus pooluse P koordinaadid &, n on

gl [— a sin ¢ sin (— @) — a cos ¢ cos (— @) ]@
—9

—=acos2¢

__[—asin g cos (— @) + a cos ¢ sin (——(r)]tin
—9

—asin2¢,

n

jarelikult liikuvaks pooluskoveraks on ring raadiusega a :
£ =0

23. joonisel on veerev ring kujutatud kahes erinevas asendis,
nimelt esiteks alghetke ¢ = 0 puhul, kus tsenter on mairgitud O’,
ja teiseks juhusliku hetke ¢ puhul, kus tsentri mirgiks on O”.
Vastavad hetkelise pooluse asukohad on maiérgitud P’ ja P ;
samuti on ndidatud liikuvad teljed &, %' alghetkel ja samad
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teljed & ,7" hilisemal hetkel. Uhtlasi on niidatud nurga ¢ tihen-
dus. Lugeja veendugu ise, et telg & peab tingimata libima kohti

A” ja B”, kus veerev
: ring vastaval hetkel 15i-
y kab vastavalt z-telge ja
y-telge, silmas  pida-
des, et veeremise tottu
kaared P'P” ja A"P" pea-
vad olema vordse pikku-
sega. Arutluste hoélbusta-
miseks on A” asukoht
alghetkel joonisel mirgi-
tud veel tdhega A’ .

Edasi lugeja veen-
dugu ise, et veereva ringi
piirdejoonel fikseeritud
meelevaldse punkti tra-
jektoor on sirgjooneline,
libides kindlasti algus-
punkti O~ Mujal voetud
materiaalse punkti tra-
jektooriks on ellips, kui
see punkt on lahutamatult
seotud veereva ringiga, —

23. joonis. see jargneb ju § 12 iild-

tulemustest ; lugeja toime-

tagu aga siin kontrolli, rakendades Kkéiesoleva paragraafi
valemeid.

Nidide 2: Veerevaks pooluskoveraks olgu ring raadiu-
sega a, paigalseisvaks pooluskoveraks olgu z-telg (24. joonis).
Tahiste mote on kokkukolas eelmise niite tidhistustega. Lugeja
koostagu suunakoosinuste tabel, viljendagu liikuva alguspunkti
0" koordinaate x,, ¥y, poordenurga ¢ kaudu ning kontrolligu
valemite pohjal analiititiliselt, et hetkeline poolus asetseb iga kord

70



just seal, kus veerev ring parajasti z-teljega kokku puutub. Vee-
reva ringi piirdejoonel asetseva punkti trajektooriks on teata-
vasti tsiikloid. Lugeja koostagu trajektoori vorrand parameetri
t kaudu tiildjuhul, kus vaa- .

deldav punkt M asetseb 1
kas viljaspool ringi voi
aga seespool, kaugusel ¢
ringi tsentrist; mainitud
kaks erijuhtu tuleb kisi-
tella lahus. Opetlik on ka
vialja joonestada moni
vastav trajektoor, konst-
rueerides enne kiillalt
tiheda asendite kogu.

24. joonis.

§ 14. Tasapinnaline liikumine graafilises kisitluses.

Hetkelist poolust saab hélpsasti leida graafilise konstrukt-
siooni kaudu, niipea kui on teada kiirusvektori kandesirged
kahes kohas teataval iihel ja samal hetkel £{. Et tasapinnalisel
juhul hetkeline litkumine taandub nimelt roteerumiseks {imber
pooluse, siis raadiusvektorid PA, PB, mis iihendavad poolust P
kahe mistahes kohaga A ja B vastavalt, peavad asetsema risti
kiirusvektoritega kohtades A ja B vasta- A
valt, tdhendab, asetsema risti nende Kkii- /<°)\/
rusvektorite kandesirgetega. Umberpoor- B
dult, poolus P on too koht, kus kiirusvek- \Q\
torite kandesirgetele vastavalt kohtades A b Y
ja B piistitatud perpendikulaarid 16iku- .
vad (25. joonis).

Olgu niiteks tasapinnaliselt liiku- g P
vaks kindlaks kehaks mehhanismi varras Tipne
AB (26. joonis), mis kannab silindris edasi-tagasi litkuva kolvi
liikumist iile hoorattale tsentriga C. Igal hetkel siis A saab -
liikkuda vaid silindri telje sihis; B, liikudes ringil raadiusega BC
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imber C liigub igal hetkel vaid selle ringi puutuja sihis, tdhen-
dab, risti raadiuse BC hetkelise asendiga. Jarelikult kaks
kiiruste kandesirget on teada; pooluse P konstruktsioon on ndha

jooniselt.

26. joonis.

Olgu mingi varras AB (27. joonis) Sarniiriihenduses varras-
tega CA ja DB, kusjuures kohad C ja D piisivad paigal (nn.
,,kurblimehhanism‘!), siis A saab liikuda vaid ringil tsentriga C
ja B saab liikuda ringil tsentriga D . Kiiruste kandesirgeteks

AP

27. joonis.

kohtades A ja B on jarelikult mainitud
ringide puutujad, mis teatavasti seisavad
risti puutekohtadeni viivate vastavate

" raadiustega. See niitab, et hetkeline poo-

lus P asetseb sirgete CA ja DB lbike-
kohas.

Olgu varras DB (28. joonis) sunni-
tud liikuma ndnda, et selle varda {iiks
kindel materiaalne punkt A alaliselt piisib

teataval kindlal sirgel ¢, seejuures aga varras ise veel alaliselt
ldbib iihe paigalseisva koha O (pikkus OA on siis tingimata
muutlik!). Varda DB hetkelise pooluse konstruktsioon on ndida-
tud joonisel; tuleb silmas pidada, et materiaalne punkt A saab
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liikuda vaid sirge « sihis, peale selle vardale kuuluv too mate-
riaalne punkt, mis parajasti asetseb kohas O, voib tingimuste
kohaselt nihkuda ainult varda enda hetkelise asendi sihis.

Samale vardale kuu-
luv  mingi materiaalne
punkt B (pikkus AB on
siis konstantne!) kujutab
. paigalseisval  tasapinnal
koverjoone s, mille nimeks
on Nikomedes’e konhoid.
Konhoidi puutuja hetke-
lises kohas B peab olema
B kiirusvektori kandesir-
geks ja seetottu mine-
ma risti raadiusvektoriga
PB . Seega on antud konhoidi puutuja geomeetriline konstrukt-
sioon kinemaatiliste kaalutluste najal.

On mingisuguse tasapinnalise liikumise puhul pooluse P
hetkeline asukoht joonisel ette antud, siis mainitud ristseisu
kaalutlused maaravad kiiruste sihte igas kohas. On peale selle
veel teada kiirusvektori suurus ja suund iihes mingisuguses
kohas A, siis on méadratud ka kiiruste suurused ja suunad igas
teises kohas M . Toepoolest, hetkelise rotatsiooni suund peab ju
igas kohas olema sama, mis kohas A ; peale selle on kiiruse suu-
rus » rotatsiooni puhul voérdeline kaugusega rotatsiooniteljest,
s. t. antud juhul vordeline vastava koha kaugusega poolusest
P. (21) jargi on nimelt v = wa, kus @ on mainitud kaugus ja
nurkkiirus « on vordetegur, mille vididrtus samal hetkel on koi-
kides kohtades sama. Kiiruste suurused v, ja vy kohtades A ja
M vastavalt on seega vordelised 16ikude PA ja PM pikkustega:

28. joonis.

b o oy
O P

v, graafilist médramist selle proportsiooni kolme {ilejaanud
liikme kaudu voimaldab hdélpsasti nn. pooratud Kkiiruste plaan
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(29. joonis): podrame ajutiselt kdik kiirusvektorid 90° vorra
nonda, et nad omaksid niiiid vastavate raadiusvektorite PA,
PB, ... suundi ning Ilibistame need pooratud kiirasvektorid
vastavatel raadiusvektoritel iihise rakenduskohani P. Sel teel
tekib vektorite kimp
PARISPRY =4 TP PO-
portsioonist jarg-

neb, et
PA’ . Ph. .
PE —PE— """

Selle tagajarjel peab
aga olema AB | A'B’,
BC||B'C’ ‘jne. On
punktid P,A,B,C,

. ja peale selle veel
iiks punkt A’ antud, siis B’, C’ jne. leiame, tommates A'B’ || AB,

29. joonis.

B'C" || BC jne. Seega oleksid kiirused PB’, PC’, ... suuruse
poolest leitud. Viies need vektorid tagasi oma oigete rakendus-
kohtade B, C, ... juurde ning poorates nad tagasi digesse asen-

disse 90° vorra, olemegi kiisimuse graafiliselt lahendanud.

On paigalseisval tasapinnal viljajoonestatud tasapinnal lii-
kuva kindla keha kahe mate-
riaalse punkti A ja B trajektoorid

i il £
s, ia sz ning l6igu AB ldhte-
asend tdhendatud, siis sama l6igu
asendit A’B’ teisel hetkel médrab
néue, e¢ AB =A'B’. Poolus P
(30. joonis) on médratud vasta-
valt kohtades A ja B koveratele

Bk tommatud puutujate kaudu vare-
Sk Fpe mini-kirjeldatud viisil. Samal teel
on miiratud pooluse asukoht P’
Y teisel hetkel, mis vastaks asendile

30. joonis. A’B’. Konstrueerides sel Kombel



pooluste jark-jargulisi asukohti kiillalt tihedalt, saame vilja joo-
nestada paigalseisva pooluskovera k.

Kuid ka liikuva pooluskovera asend monel meelevaldsel het-
kel, mis vastab niiteks liikuva keha asendile AB, on samuti
graafiliselt konstrueeritav (31. joonis). Toepoolest, kuna P’ on
hetkelise pooluse asend paigalseisval tasapinnal siis, kui keha
asendiks on A’B’, siis leiame koha, kus see kehaga seotud punkt
P’ pidi asetsema varemini, kandes kolmnurga A’'B’P’ iile endisse
asendisse, kus A’B’ pidi iihtima AB-ga. Koht P,’, kuhu tipp P’

31. joonis. 32. joonis.

sel iilekandmisel langeb, peab kuuluma liikuvale pooluskdverale
» algasendis. Kirjeldatud viisil saab x konstrueerida punktide
kaupa.

Kover x, vecredes koveral k, viib endaga kaasa liikuva
loigu AB. Kui » ja k molemad on mingi hetke jaoks ette joones- -
tatud (32. joonis), siis nende iihine puutepunkt P on pooluse
asukoht paigalseisval tasapinnal sel hetkel. Liikuv 16ik, mille
asendiks samal hetkel on AB, miidrab koos poolusega P kolm-
nurga ABP. Et pooluse asukoht AB enda suhtes vo6ib ajaga
nihkuda, siis see kolmnurk aja jooksul deformeerub. Olgu hili-
semal hetkel pooluseks koht P’ paigalseisval pooluskdveral & ; otsi-
tud on 16igu vastav asend A’B’. Selle leidmiseks médrame koige-
pealt liikuval pooluskoveral x koha P,’ nonda, et kaared PP’ ja

75



PP, oleksid vordse pikkusega, mis vastab veeremisele. P, on
siis hilisemal hetkel pooluseks muutuva koha asend alghetkel.
Sel alghetkel médrab P,’ asendit AB suhtes kolmnurk ABP,,
mis ongi hilisemaks hetkeks deformeerunud ABP. A’B’ leid-
miseks jédb vaid ABP,’ iile kanda tipuga P, kohta P’ ja nimelt
nonda, et selles uues asendis siht P’A’ moodustaks k& puutujaga
sama nurga, nagu siht P;’A moodustab » puutujaga kohas P, :
hilisemal hetkel, kus veeremise tagajirjel P,’ peab joudma kon-
takti kohaga P’, peavad nimelt mélema kdovera puutujad uues
puutekohas jille iihtima. Kirjeldatud viisil AB uus asend A’B’
on geomeetrilise konstruktsiooniga médratud.

Harjutuseks lugejale olgu soovitatud tegelikult konstrueerida
mone loigu AB jark-jargulisi asendeid (A ja B trajektoore),
vottes k sirgena ja x ringina. Uhtlasi lugeja veendugu, et 7. joo-
nisel (§ 3) selgitatud tsiikloidi puutuja konstruktsioon jiargneb
siintoodud kinemaatilistest kaalutlustest, ilma et oleks vaja lih-
tuda tsiikloidi analiititilisest vorrandist.

§ 15. Hammasrataste profiilidest.

Liikuva tasapinnaga lahutamatult seotud mingi meelevaldne
kover o omab paigalseisval tasapinnal {iksikhetkil ¢, ¢, t”,...
rea eriasendeid g, 0o/, ¢”, ... Puhtgeo-
meetriliselt koverateparvo, o', 0", ...
midrab teatava mé&hiskovera s
(33. joonis), mida nimetame Kkine-
maatika seisukohalt liikuva kovera
mahistrajektooriks. Liiku-
va kovera o seda materiaalset punkti
L, mis teataval hetkel parajasti
on kontaktis méhistrajektooriga s,

33. joonis. kutsutakse kovera ¢ libisemis-

punktiks vastaval hetkel ¢. Ole-

nevalt koverate ¢ ja s kujust, voib neid libisemispunkte olla mitu

korraga. Libisemispunktide asendid koveral ¢ iildiselt muutu-
vad ajaga.
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Méhiskovera geomeetrilise definitsiooni kohaselt libisemis-
punkt asetseb seal, kus kaks lopmata ldhedases asendis joonesta-
tud o-koverat kohtuvad. Neis kohtumispaikades iihtib méihis-
kovera s puutuja molemate vastavate o-koverate puutujatega,
tahendab, mainitud o-koverate kohtumine kannab samuti puutu-
mise iseloomu.

Olgu L koveraga o lahutamatult kaasaminev too materiaalne
punkt, mis hetkel ¢ osutub Ilibisemispunktiks. Paigalseisva tasa-
pinna suhtes, s. t. paigalseisvaks loetud kovera s suhtes mate-
riaalne punkt L liigub. L asupaik paigalseisval tasapinnal het-
kel t olgu tdhistatud L,, sama L asupaik hetkel ¢ 4 dt olgu L, .
Koneluse holbustamiseks moistkem veel nime all ¢ liikkuva kovera
asendit hetkel £ ja nime all 6, sama kovera asendit hetkel ¢ 4 dt .

Et, nagu varemini 6eldud, ¢ ja o; puutujad kohas L peavad
iihtima maéhistrajektoori s puutujaga samas kohas L, teiselt poolt
aga L, ja L, on kaks lopmata lihedal asetsevat
punkti koveral ¢, (34. joonis),siis sirge L,L, ongi LY
s puutujaks. Et seejuures L, on koht, kuhu ma-
teriaalne punkt L nihkub ajavahemikust dt, alus- L
tades seda nihkumist kohas L,, siis jargneb, et
selle materiaalse punkti L kiirusvektor hetkel ¢
t on sihitud mooda s puutujat LoL, . Jarelikult
libisemispunkt L (materiaalse punktina vaada-
tuna) toepoolest ,libiseb‘* méhistrajektoori puutuja sihis, millest
ongi tingitud selle punkti nimetus.

Hetkeline poolus P peab seetottu asetsema libisemispunktile
vastaval kovera s normaalil, mis omakorda iihtib kovera ¢ nor-
maaliga samas kohas. On libisemispunkte vihemalt 2, siis poo-
luse P asukoht on médratud vastava kahe normaali 16ikekohana;
teised normaalid libisemispunktides samal hetkel ¢ peavad libima
sama koha P. Umberpoordult, kui poolus P on ette teada, siis
libisemispunktid asetsevad neis kohtades L liikuval koveral o,
kus sirged PL osutuvad ¢ normaalideks.

35. joonis illustreerib pooluse leidmist konkreetsel erijuhul,
kus nii ¢ kui ka s koosnevad sirgest ja ringi kaarest. Normaalide
konstrueerimine ja seega P asukoha leidmine toimub siin erakord-

g
s

L1

34. joonis.
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selt lihtsal viisil. = Olgu sel puhul tdhelepanu juhitud tésiasjale,
et litkkumise relatiivsuse tottu on lubatav kisitella ka iimber-

p poordult s liikkuva koverana ja o

\ vastava mdihistrajektoorina; on

X kerge nidha, et see ei saa mojus-
\ tada pooluse P asukohta.

Kui koveraid ¢ ja s valmis-
tada materiaalsete Sabloonidena
(profiilidena) ning kinnitada nad
vastavalt liikuva ja paigalseisva
tasapinna kiilge lahutamatult,

P siis jdrgneb vastavas mehhanis-

S——LL. mis sundliikumine, kui hoolitseda

A e selle eest, et o ja s oleksid alali-

A3 Joamin, ses kontaktis (niiteks 35. joonis) ;

sddrase sundliikumise puhul meelevaldselt valitud kdver s ongi

samuti meelevaldselt valitava kovera ¢ mihistrajektoor. Sellele

pohimoéttele on rajatud koik mehhanismid, mis teostavad tasa-

pinnalist sundliikumist, eriti hammasrattad. Matemaati-

liseks {ilesandeks on seejuures olukorrale sobiva o ja s profiili
arvutamine.

Peatudes lithidalt vaid tavaliste hammasrataste juures, olgu
tdhendatud, et harilikuks noudeks hammasrataste kasutamisel on
,veoratta¥ ja ,vastasratta® poordenurkade proportsionaalsus.
Koverateks ¢ ja s on kontaktis olevate hammaste profiilid; tehni-
lise detailina tuleb muidugi arvestada ka nouet, et kontakti kadu-
misel iihe hamba kohal jalamaid oleks tekkimas kontakt jargneva
hambapaari kohal. Puht-matemaatilisest seisukohast v6ib ham-
maste profiile valida 16pmata mitmekesisel viisil; tegelikult on
aga mootuandev kaalutlus, et valitud profiilide freesimine oleks
tehniliselt holpsasti teostatav.

Selgitame kdigepealt iildisi kaalutlusi hammasrataste funkt-
sioneerimise kohta:

Kujutleme 2 ringi k£ ja » vastavalt tsentritega C ja I' ning
raadiustega » ja o ndonda, et neil ringidel oleks niiteks viline

78



puutumine kohas P (36. joonis). On k modeldud paigalseisvana
ja ztemal veerevana, siis k ja » moodustavad vastavalt liitkumise
paigalseisva ja liikuva pooluskovera, ning kokkupuutepunkt P on
hetkeline poolus. Veereva pooluskoveraga x lahutamatult seotud
mistahes profiilkover o mééi-
rab, litkumist kaasa tehes,
teatava maihistrajektoori s ;
viimane, olles paigalseisev,
on lahutamatult seotud pai-
galseisva pooluskoveraga k& .
Veeremisel poolus P
nihkub moélema ringi kaar-
tel vordse kaarepikkuse vor-
ra. On a ja @ neile kaare-
pikkustele vastavad tsent-
rinurgad ringides x ja k, siis
kaarepikkused ise on vasta-
valt ap ja ar. XKaarepik-
kuste vordsusest jargneb
: avs @ &
a 0 : :
36. jdonis.

tahendab, suhe —Z jaab kon-
stantseks, s. t. mainitud tsentrinurgad on proportsionaalsed.
On ringid » ja k toeliselt valmistatud mingisugusest mater-
jalist, siis veeremist voiks kindlustada h6ordumine puutekohas P,
kui ainult veel hoolt kanda selle eest, et CI' = r 4 p alaliselt. J6u-
iilekandeks sellest hoordumisest aga tavaliselt ei jatkuks. See-
tottu on otstarbekohasem noéutava veeremise kindlustamiseks
kasutada kontaktis olevaid profiile ¢ ja s, hoolitsedes ikkagi
endiselt CI" konstantsuse eest: kover ¢ peab nimelt libisema kove-
ral s just nonda, et liikumist méadraksid endised pooluskoverad

% ja k , tdhendab, et suhe F” jaaks konstantseks. Tehnilistel poh-

justel kdverad o ja s ei saa muidugi olla kuigi pikad, nii et tea-
tava a ja @ puhul kontakt nende vahel peab kaduma. Seda
arvestades tuleb x-ga ja k-ga siduda teistel kohtadel uued tédpselt
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samasugused koverad, nonda et need juba kriitilisel hetkel astuk-.
sid omavahel kontakti jne. Mainitud koverad (koos CI konstant-
susega) garanteerivad veeremist iihes suunas. Soovides garan-
teerida veeremist ka vastassuunas, paigu-
tame sobival viisil samad kéverad ¢ ja s
simmeetriliselt = pooratud  asendeisse.
2 slimmeetrilist o-koverat iiksteise naab-
ruses madravadki ,,hamba‘“ liikuval rin-
gil », samuti nagu 2 siimmeetrilist naa-
berkoverat s médravad paigalseisva
,,hamba®“ (37. joonis).
Olgu mainitud hammaste arv liiku-
val ringil » ja paigalseisval ringil = .
Tegelikult tuleb asja muidugi teostada
37. joonis. nonda, et v-ndale hambale jargneks jille
esimene liikuval ringil ja n-ndale jirg-
neks esimene paigalseisval ringil. Kontakt {ihe hamba piirides

viib siis pooluse P paigalseisval ringil 21:1 vorra ja liikuval

ringil 2":9 vorra edasi. Siit jdrgneb

2nr _ 2o
- e S

kust
n & a »
it (62)

a

Tsentrinurkade ,,iilekandesuhe on jarelikult poordvairtus

hammaste arvu suhtest, liksk6ik millisena ¢ on valitud (s on ¢
kaudu {iheselt madratud). Uhtlasi (52) niitab, et pooluskdverate
raadiuste suhe peab ilmtingimata olema ratsionaalne arv, nimelt
kahe tdisarvu n ja » jagatis, — vastasel korral konstruktsioon
pole teostatav.

Votame niilid veel arvesse, et kinemaatika seisukohalt, liiku-
mise moiste relatiivsuse t6ttu, paigalseisva tasapinna valik on
lisna meelevaldne. Voiks seega niisama histi lugeda xz paigal-
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seisvaks ja k veerevaks ringiks. Kuid vo6ib niiteks paigalseisva-
teks lugeda ka ringide k£ ja x keskkohti C ja I', mille tagajérjel
siis ka sirgel CI asetsev poolus P osutub alaliselt paigalseisvaks:
ringid % ja k veerevad siis ,vastastikku teineteisel®, olles alali-
selt kontaktis paigalseisva tasapinna samas kohas P. Selles
viimasena-kirjeldatud olukorras tundub, et moélemad ringid %k ja
z vaid roteeruvad oma tsentrite C ja I' iimber, kusjuures tsentri-
nurkade ¢ ja a proportsionaalsus niitid ilmneb vastavate nurk-
kiiruste proportsionaalsuses; nende nurkkiiruste suhe vordub
jallegi raadiuste » ja o suhtega, ehk, mis tdhendab (52) pohjal
sama, vordub hammastearvude n ja » suhtega. See omakorda
kinnitab, et hammasrataste abil saab nurkkiirust muuta vaid
ratsionaalses vahekorras.

Valminud hammasratastel ringe k& resp. x pole enam niha;
neid ringe on vaid geomeetri-
liselt kasutatud kokkukuuluvate s ja
o kuju médramisel. Ringe k ja =z
(pooluskoveraid) kutsutakse ,,jao-
tusringideks®. Koht, kus hammaste
profiilid on kontaktis (libisemis-
punkt), nihkub paigalseisva CPTI’
suhtes; vastavat trajektoori kutsu-
takse hammaste ,,mojujooneks.

Praktikas tdhtsamatest hamba-
profiili tiilipidest olgu siin mainitud
kaks.

1) Evolventhambad. Ku-
jutleme lisaks jaotusringidele & ja =x
veel 2 vastavalt kontsentrilist ringi
k' ja »’ sadraste raadiustega, et
38. joonisel nididatud k' ja ' dihis-
puutuja DA ldabiks pooluse P. TThis-
puutujal DA valime meelevaldse punkti M. Kujutelgem sirge
joone DA materiaalsena nonda, et ta hoordumise tottu hakkaks
enda suunas libisema, niipea kui k& koos k’-ga hakkab roteeruma
ning viimase tagajédrjel ka » koos »’-ga hakkab proportsionaal-

38. joonis.
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selt roteeruma. Materiaalse sirgega DA lahutamatult seotud
punkt M nihkub koos sirgega just ringidel £’ ja »’ mahaveere-
nud kaarepikkuse vorra, asetsedes kogu aeg nende ringide puu-
tujal. Kui jialgida M trajektoori roteeruva k' seisukohalt, siis
selleks trajektooriks peab osutuma jarelikult £’ evolvent s;
kui jilgida sama M trajektoori roteeruva x’ seisukohalt, siis M
trajektooriks on samadel kaalutlustel ringi x’ evolventos. Et
evolvent on-alati risti oma evoluudi vastava puutujaga, siis moéle-
mal evolvendil s ja
o kohas M esineb
puutumine. Pi-
sib k£ paigal, siis
evolvent ¢ veereb
evolvendil s. Evol-
vendid ¢ ja s sobi-
vad seega vastavate
hammaste profiilide-
na; sidraselt kon-
strueeritud hambaid
kutsutakse evolvent-
hammasteks. Mdju-
jooneks on iihispuu-
tuja DA .

2) Tsiikloid-
hambad. Kujutel-
gem tsentreerituna

c sirgel C kaks kon-
gruentset ringi k£”
ja x" 89. joonisel
niidatud asendis, puutekohaga pooluses P. Nende k" ja »" raa-

39. joonis.

L i :
dius moodustagu mlosa .raadiusest » ja 5 osa raadiusest o, kus-

juures m ja w on téisarvud (joonisel on vdetud m = B, qee=18)

Hoides C ja I paigal, paneme k ja x roteeruma; ringid k" ja x”
veerevad sel puhul vastastikku teineteisel, iihtlasi veereb kumbki
neist nii ringil £ kui ka ringil =x.
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Olgu P méeldud materiaalse punktina, mis lahutamatult on
seotud ringiga k”. Et viimane veereb ringil k&, siis & suhtes P
selle veeremise tagajéarjel kujutab m kongruentsest harust koos-
neva trajektoori, mille nimeks on hiipotsiikloid (korrekt-
sem nimetus on ,hiipotrohhoid“). Et k” veereb ka ringil » ,
siis koos k"-ka P kujutab x suhtes u harust koosneva epitsiik-
loidi (epitrohhoidi). Analoogiliselt voiks sama P kujutella
aga ka lahutamatult seotuna ringiga »”. Et viimane vee-
reb ringil %, siis P seejuures kujutab p harust koosneva
hiipotsiikloidi; et »” veereb samuti ringil k£, siis P kujutab k&
suhtes m harust koosneva epitsiikloidi. Kohas P joonisel niida-
tud asendis x hiipotsiikloid ja epitsiikloid omavad iihist puutu-
jat C ["; koos nad moodustavad teatava kovera ¢’ . Samuti puutu-
vad kokku kohas P ringi k hiipotsiikloid ja epitsiikloid, moodus-
tades koos kovera s’. Kui k lugeda paigalseisvaks ja s temaga
lahutamatult seotuks, » lugeda veerevaks ja ¢ temaga lahuta-
matult seotuks, siis o¢ libiseb koveral s kui méihistrajektooril.
Kirjeldatud viisil ¢ ja s profiiliga hambaid kutsutakse tsiikloid-
hammasteks; korrektsem nimetus oleks ,,trohhoidhambad‘. Ma&ju-
joon koosneb ringide %" ja #” kaarte osadest.

§ 16. Coriolis’e lause.

Tagasi poordudes iildise ruumilise liikumise juurde, selgi-
tame niitid teljestiku vahetuse méju materiaalse punkti kiirus-
* vektorile ja kiirendusvektorile. Teljestiku vahetuse all moistame
seejuures mitte puht-geomeetrilist teljestiku asendi muutumist
(see jataks vektorid niisugustena endiseks, muutes vaid vektorite
projektsioone), vaid iileminekut paigalseisvatest telgedest liiku-
vate telgede juurde.

Olgu seega korvuti vaadeldud 2 teljestikku, iiks &-n-{-teljestik
alguspunktiga O’ ja teine ax-y-z-teljestik algusega O (40. joonis).
Oletagem, et seejuures £-5-(-teljestik liigub x-y-z-teljestiku suh-
tes; seda liikumist voib siis tdielikult haarata, andes 1) punkti O’
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liikumist z-y-z-telgede suhtes ja 2) §&n-(-teljestiku hetkelise
rotatsioonivektori w jillegi x-y-z-telgede suhtes. Nagu juba
korduvalt rohutatud, on liikumise moiste oluliselt relatiivne,
ocmades konkreetset sisu iiksnes siis, kui on saavutatud kokkulepe
selle kohta, millist teljestikku tuleb lugeda ,,paigalseisvaks®.
Lepime kokku ,,paigalseisvateks‘ telgedeks lugeda just z-y-z-telgi;
&-n-C-telgi oleme siis oOigustatud nimetama ,liikuvateks® tel-
gedeks.

Olgu niitid jilgitud mingi materiaalne punkt M, mis voib
taitsa vabalt liikuda nii iithe kui ka teise teljestiku suhtes, s. t.
mille koordinaadid =z, ¥, 2z paigalseisvate telgede suhtes,
samuti aga ka koordinaadid &, #, { liikuvate telgede suhtes
voivad aja t muutudes muutuda. Saddrane punkt M kujutab

: teatava trajektoori paigal-

. 3 M seisvate telgede suhtes —

seda trajektoori on kombeks
kutsuda punkti M ,abso-

& luutseks* trajektooriks (kui-

gi see ,absoluutsus‘ piisib

L % vaid seni, kuni peame kinni
0' kokkuleppest lugeda just

x-y-2-telgi paigalseisvateks).
Sama punkti M trajektoor:
liikuvate &--(-telgede suhtes
0 ' ¥ on kombeks kutsuda punkti
M ,relatiivseks trajektoo-
riks (kuigi sisuliselt iga tra- .
jektoor on relatiivne, olles
alati méadratud ainult teata-
vate telgéde suhtes!). Ana-
sind loogiliselt ridgitakse M ,,ab-
soluutsest” kohavektorist t = OM ja ,relatiivsest” kohavektorist

40. joonis.

¥l e O_’il . Toetudes § 3 ja 4 definitsioonidele, véime sellekohaselt
konelda ka punkti M ,,absoluutsest* kiirusvektorist ja ,,abso-

luutsest kiirendusvektorist, mdistes nende all vastavalt r ja r,
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lihtudes seega ,absoluutsest” trajektoorist; samal viisil voik-
sime aga ka ldhtuda ,relatiivsest” trajektoorist ning méérata
sellekohaselt ,,relatiivse kiirusvektori ja ,relatiivse“ kiirendus-
vektori: relatiivne kiirus on vektor, mis liikuvate telgede suhtes
omab projektsioone &, 5, &, ja relatiivne kiirendus on vektor,
mis liikuvate telgede suhtes omab projektsioone E. 1; : § Liihen-
duseks tarvitame absoluutse kiiruse ja absoluutse kiirenduse
tihistamiseks siimboleid v, ja u, vastavalt ning relatiivse kiiruse
ja relatiivse kiirenduse tdhistamiseks v, ja u, vastavalt.

Olgu veel punkti O’ absoluutse kohavektori siimboliks 1,

seega 1, liikuva alguspunkti absoluutne kiirus ja 1, tema abso-
luutne kiirendus. 40. joonisest ndhtub, et

r=xo+ ¥ i

Siin voime t’ pealegi kujutella oma komponentvektorite summana,
vastavalt liikuvate telgede suundadele, s. t. rakendada valemis (25)
esitatud pohimétet, valides aga pohivektoreiks e¢;, e., e; liiku-
vatel telgedel ja kokkukoélas viimasega 1’ projektsioonideks punkti
M koordinaate &, 5, {. See annab:

r =10+ £e1 + ez + Ces.

Diferentsides seda seost, kusjuures tuleb arvestada, et ka &, 7,
{ soltuvad ajast £, leiame (7) ja (30) kohaselt:

t= (vo+ §e1 +nes +Ces) + (fes +-nme2 + Ces) (53)

Siin teine sulgavaldis paremat kitt pole midagi muud kui M rela-
tiivne kiirus v,, nimelt vektor, mille projektsioonideks liikuvatele
telgedele on £, 5, (. Esimene sulgavaldis iiksinda oleks juba
kujutanud r sel korral, kui £, 5, oleks tulnud kisitada konstan-
tidena, s. t. kui M oleks olnud lahutamatult seotud liikuva teljes-
tikuga, tehes koik selle liikumised kaasa. Seda fiktiivset koha-
vektori tuletist kutsutakse punkti M ,kaasaminekukiiruseks*;
meie tdhistame seda kaasaminekukiirust siimboliga v .
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Silmas pidades, et valemis (53) esinev toeline r kujutab M
absoluutset kiirust, voimegi (53) kirjutada lithendatud kujul

Da:bk+n, . (54)

Sonastatult see tdhendab:

Absoluutne kiirus on kaasaminekukiiruse ja relatiivse kiiruse
summa.

Summeerimine on siin muidugi méeldud vektoriaalsel kujul.
Diferentsides (53) veel kord t suhtes, leiame:

t= (vo+ &es e+ L6s) + (fer +nes + L) +
+ (¢ +nea+Ees) + (Eer +nea + o)
= (Yo + &1 +nes +Ces) + (Fey +7nes +Fes) +
+ 2(&er s+ Les)

Siin r on punkti M absoluutne kiirendus u, ; esimene sulgavaldis

16pptulemuses kujutab séirast fiktiivset r, mille oleksime saanud,
kujutelles diferentsimise toimingu viltel &, 5, £ konstantidena,
s. t. seda fiktiivset kiirendust, mille M oleks omandanud, tehes
litkuva teljestiku koiki liikumisi lahutamatult kaasa, — seda
fiktiivset kiirendust kutsutakse M ,kaasaminekukiirenduseks®
i, ; teine sulgavaldis 16pptulemuses on vektor, mille projektsioo-
nideks liikuvatele telgedele osutuvad £, 7, 7, s. t. teine sulg-
avaldis on M relatiivne kiirendus. Viimane sulgavaldis koos tegu-
riga 2 moodustab erikujulise lisavektori, mida tdhistame siimbo-
liga ne. Niisiis:

e =nr+ u,+ nuc. (55)

Nagu néha, absoluutne kiirendus koosneb mitte kahest kompo-
nendist, nagu oleks voéinud arvata analoogia pdohjal kiirusega,
vaid kolmest. Kolmandat komponenti u. kutsutakse ,lisa-
kiirenduseks‘ ehk, Coriolis’e nimega, ,,Coriolis’e kiirenduseks®.
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Opereerides liikuva teljestiku hetkelise rotatsioonivektoriga
v, mille projektsioonideks p’, ¢', 7 (35) kohaselt on vastavalt

(ese5) , (eser), (ese2), kusjuures (36) jirgi kehtivad seosed

ee=WwXe, e=wXe, ez=wmXe,
saame 1. teisendada jargmiselt:
“sz(éél +7.7é2+ ié3)
= 2[£(w X &) 417 (W X €2) + £(w X €5)]
=2[(w X é&1) + (W X nes) + (WX Zes)]
=2[w X (fe1 +nea+Leg)]

=1 X 2(&e +ﬁ¢2+i°3)
-t | B 2”, ’

sest vektor &e; 4+ 2. 4 Zes pole midagi muud kui relatiivne
kiirus v, . -

. Niisiis Coriolis’e kiirendus valemis (55) tdhendab hetkelise
rotatsioonivektori w vektoriaalset korrutist kahekordse relatiivse
kiirusega:

Re— - 2N, (56)

Teiste sonddega, uc kujutab kiirust, mille hetkelise rotatsiooni
w: (p’, ¢, ") mojul omandaks fiktiivne punkt, mille koordinaa-
tideks liikuvate telgede suhtes on 2¢, 2y, 27, kui &, 5, 7 tihen-
davad vaadeldava materiaalse punkti M koordinaate samas liiku-
vas teljestikus; rotatsioonitelg on seejuures mdéeldud ldbimine-
vana kohast O’ .

(56) kohaselt Coriolis’e kiirendus langeb #ra siis ja ainult
siis, kui 1) w = 0, tdhendab, hetkel pole olemas rotatsiooni, voi
2) v, =0, tidhendab, hetkel pole olemas relatiivset kiirust, voi
3) w ja v, on paralleelsed, tihendab, fiktiivne punkt (2¢, 25, 27 )
langeb hetkelisele rotatsiooniteljele.

Valemid (55) ja (56) koos sonastame jargmiselt:

Absoluutne kiirendus on kaasaminekukiirenduse, relatiivse
kiirenduse ja Coriolis’e kiirenduse summa. Seejuures Coriolis’e

87



kiirendus  on hetkelise rotatsioonivektori vektoriaalne korrutis
kahekordse relatiivse kiirusega: seda Coriolis’e kiirendust pole ole-
mas ainult siis, kui kaob rotatsioon voi kaob relatiivne kiirus, voi
kui rotatsioonivektor on paralleelne relatiivse kiirusega.

Seda teoreemi kutsutakse Coriolis’e lauseks.

§ 17. Naiteid Coriolis’e lause kohta.

Selgituseks kisitleme jargmisi néiteid.
Niide 1: Liikumine roteeruval kettal. Roteerugu ketas
positiivses suunas iihtlase’
nurkkiirusega o (41. joo-
nis). Sel roteeruval kettal
liikugu mingi materiaalne
punkt M, piisides kogu aeg
kettaga kontsentrilisel ring-
joonel raadiusega o, iihtlase
relatiivse kiirusega v, . Vek-
torina relatiivne Kkiirus v,
osutub mainitud ringi puutu-
jaks; joonisel on v, méirgi-
tud pideva joonena, kui tema
suund iihtib ketta roteeru-
mise suunaga, ja punktiiriga, kui v, suund on vastupidine.
Roteeruv ketas avaldab materiaalsele punktile kaasamineku
moju. Kaasaminekukiirendus uz on o konstantsuse tottu puhta-
kujuline normaalkiirendus, suunatud ketta tsentri O poole, oma-

des (15) ja (21) pdhjal suurust °—':ff = w?p. Samadel kaalut-

lustel ka relatiivne kiirendus u, osutub puhtakujuliseks normaal-

41. joonis.

¥ s 2 or?
kiirenduseks ja on samuti suunatud O poole, omades suurust e

¢

Koige selle tottu ux ja u, liituvad iiheks vektoriks, mis on suuna-
tud O poole, omades suurust w®p +%’—
Coriolis’e kiirenduse u, médrab positiivselt suunatud v,

. = :
puhul AB ja vastassuunalise v, puhul CD, Kkusjuures
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0OA = OC = 2v, . Madlemal juhul tuleb muidugi sel viisil miiira-
tud vektorid iile kanda rakenduskoha M juurde; vektorite suurus
on kummalgi juhul 2v,w. Nagu n#ha, positiivselt suunatud

v, juhul uc :11_47?)’ on suunatud O poole, teisel juhul n(;:ﬁ
on suunatud O-st eemale. Olgu raadiuse OM positiivseks suu-
naks loetud see, mis viib O poole. Summa u; + u, on siis igal
juhul suunatud positiivselt. Esimesel juhul #. on samuti suuna-
tud positiivselt, s. t. absoluutse kiirenduse u, suund raadiusel
osutub samuti kindlasti positiivseks, ning u, suuruseks on

w?o + v{:z —}—2’0,(»:%25)«2.
Teisel juhul u. suund raadiusel on negatiivne, seega 1, suuruse
arvutamisel 2v,0 tuleb lahutada u; ja u, summa suurusest.
Selle lahutamise tulemus on aga ikkagi kindlasti positiivne arv,
s. t. u, ei saa omada negatiivset suunda raadiusel; see n#htub
sellest, et
_ w2e+”‘7’2—2v,w:(7‘*’9;”')‘

ilmsesti ei saa olla negatiivne. Ainult erijuhul wg= v, vastava
u, suuruseks osutub null, s. t. sel erijuhul absoluutne kiirendus
kaob. On kerge niha, et sel erijuhul M piisib tegelikult paigal,
sest tema kaasaminekukiirust wo kompenseerib siis tdiel mééral
relatiivne kiirus v, roteerumisele vastupidises suunas; on aru-
saadav, et ,,absoluutse paigalpiisimise puhul ei saa olla ka
,,absoluutset” kiirendust.

Niipea kui aga on olemas ,,absoluutne‘ kiirus (wo + v,), on
olemas ka ,,absoluutne‘ kiirendus, mis, nagu nigime, on kindlasti
suunatud O poole, ja omab suurust, mida vo6ib kirjutada kujul
voi? . See ongi just normaalkiirendus ringjoonelisel liikumisel
konstantse kiirusega v,. On eriti v, suunatud positiivselt ja see-
juures veel |v,|= wo , siis v, = 2v, ja kiirenduse suurus kasvab
neljakordseks vorreldes sellega, mis ta oleks, kui M ei omaks
iildse relatiivset kiirust, s. t. kui M laseks ennast lihtsalt ketta
rotatsioonist kaasa viia; see on kokkukoélas valemiga (15).
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Kui unustada Coriolis’e kiirendus, siis olukord roteeruval
kettal tunduks paradoksaalselt segasena; selgust seile kohta,
miks igal juhul ,,absoluutne® tsentripetaalkiirendus peab omama
just néutavat suurust ja suunda, annabki just Coriolis’e kiiren-
dusvektori esinemine.

Nédide 2: Liikumine Maakera pinnal. Piikese suhtes
Maakera esiteks liigub peaaegu ringikujulisel trajektooril, mille
raadius R =15-10'2 [em], kiirusega V —=3-10® [em sec],

teiseks roteerub iimber telje nurkkiirusega o = P ML

24-60-60
=1T3-10° [sec—']. Maakera raadius o =6,4-10% [em].
Kaasaminekukiirendus Maakera pinna mingis kohas koosneb
kahest osast, nimelt kiirendusest u;’, mis on tingitud Maakera
litkumisest ringikujulisel orbiidil, ja kiirendusest u;” Maakera
rotatsiooni tottu. ux’ suurus on %2 = lg—}g—g = 0,6 Fem sec2] .
1" suurus soltub koha kaugusest rotatsiooniteljest; see kaugus
o' = ocos ¢, kus ¢ tihendab geograafilist laiust. Parasvéotme
piirkonnas voiks votta ¢ = 50°, mis annab ¢’ = 6,4 -10%- 0,64 —
—4-10% [em]. Sidrasel korral u;"” — w?0’ = (7,3 -10-°)2-4 -10% =
=21 [ecm sec—2]. Seega siin u;” iiletab u;’ suuruselt umbes
3,56 korda. Tavaliselt piirdutakse vaid u;” arvestamisega.

Votame vastavalt viimasele kokkuleppele Péikese suhtes mitte-
roteeruva teljestiku algusega Maakera keskkohas O ning loeme
seda teljestikku absoluutselt paigalseisvaks.

14

Liikugu Maakera pinnal otsesuunas, s. t. Maakera mingi
suurringi suunas, Kkiirrong 100-kilomeetrilise tunnikiirusega,
teiste sonadega, relatiivse kiirusega v», = 2,8-10° [em sec].
Relatiivse kiirenduse suurus %, on siis

o2 (2,8-108)2

e 64-108

—>
Relatiivne kiirusvektor v, = MA (42. joonis) asetseb Maa-
kera puutetasapinnas puutekohas M. Kanname kahekordse

—> — : —>
MA vektorina OB punkti O juurde iile. On OC =w Maa-
kera rotatsioonivektor, siis Coriolis’e kiirendus on w vek-

='1,2'+ 102" [em se¢—2]
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toriaalne korrutis vektoriga OB.

Sirge OMN on iilalmaini-

tud puutetasapinna normaal ja nurk POM on 90°— . Seega
Maakera telg moodustab puutetasapinna normaaliga nurga

42, joonis.

90° — ¢, mille tottu sama telg moodustab puutetasapinnas tom-
matud juhusliku sirgega nurga, mille suurus véib koikuda ¢ ja

180° — ¢ piirides (vt. 43. joonis).
Téhistades nurka POB siimboliga
v , saame jarelikult

=y <180°—g.
Definitsiooni kohaselt on Coriolis’e
kiirendusvektori suurus u. vordne

w OB - sin v = 2v, wsiny, seega uc
minimaalvidrtus on 2v, o sin ¢ . Vot-

N

%

o

[ &S

i

43. joonis.

tes ¢ = 50° saaksime seega u. alammi#raks 2-2,8-103-7,3-

“10:5+0,97=81,56510-2 fem'sees ],

mis iiletab u, ligi 26 korda,

olles aga vektori u;” suurusest umbes 7 korda viiksem.
X Toodud arvestused niitavad, et esimeses lihenduses abso-
luutne kiirendus on m#dratud just kaasaminekukiirendusega ux” ,
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teises lahenduses tuleb aga arvestada lisaks veel Coriolis’e kiiren- -
dust uc ; relatiivse kiirenduse u, tdhendus jadb hoopis taga-
plaanile.

42. joonisel on M voetud pohjapoolkeral; maapinnal kohas -
M seisva vaatleja pea on suunatud N poole; rotatsioonist o tingi-
tud B kiirus niib sellele vaatlejale suunatud olevat paremalt
vasakule. :

44. joonisel on M asemel voetud M’ 16unapoolkeral, relatiivse
T
kiirusvektorina esineb siin M’A’ ja Maakera tsentrisse iilekantud

pet A S
kahekordne vektor on OB’.
Vaatleja pea asetseb niiiid
N’ suunas ja rotatsioon o
nidib tema silmis toimu-
vat vasakult paremale, s. t.
endisega vorreldes iimber-
poorduna; Coriolis’e Kkii-
renduse suund on Ilduna-
poolkeral vastupidine sel-
lele, mis ta oli pohjapool-
keral.

Meie oletasime, et
rong on sunnitud lii-
kuma otsesuunas. Selle
sundolukorra iiheks tule-

44. joonis. museks ongi kirjeldatud

Coriolis’e kiirendus. Me-

haaniliselt on see sund realiseeritud roobaste surve niol rongi
ratastele. Reaktsiooni seaduse kohaselt peab sellele vastama
rataste surve vastupidises suunas, s. t. sddrasel sundliikumisel
peab tekkima rongi surve roobastele vastassuunaliselt Coriolis’e
kiirendusele. Jéarelikult pohjapoolkeral peab tekkima eriline
surve liikuva rongi poolt parempoolsele roopale, kusjuures
roobastiku siht maapinnal pole oluline. Uhesuunalise rongide
liiklemise puhul peab seetottu pohjapoolkeral parempoolne roobas
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kuluma kiiremini. Loéunapoolkeral vastupidiselt kiiremini kulu-
vaks peab osutuma vasakpoolne roobas. Statistilised andmed
kinnitavadki neid véiteid.

Analoogiline efekt peab esile tulema jogede voolamisel:
pohjapoolkeral joesédngi parempoolne kallas peab kuluma enam
kui vasakpoolne, lounapoolkeral iimberpoordult. Seega tuleb
pidada loomulikuks, et joesdng pdhjapoolkeral iildiselt ilmutab
paremale poole nihkumise tendentsi, jiattes aja jooksul wvasak-
poolse kalda piirkonnas tasandiku endise joe voolamise piirkonna
jdanusena. Ka see leiab tegelikult iildiselt kinnitust suuremate
jogede puhul.

Puudub kindla keha surve, mis sunnib materiaalset punkti
M liikuma ,otsesuunas® maapinnal, siis sddrane M pdhjapool-
keral peab maapinna suhtes otse- :
suunast korvale kalduma pare-
male, lounapoolkeral vastupidi
vasakule. Ohurdhu miinimumist
tingitud tuulesuund p6hjapool-
keral peab seetottu otsesuunast
kalduma paremale, mille tulemu-
sena peab tekkima tuule tsirku-
latsioon {limber miinimumikoha
kellaosuti liikumisele vastupidiselt,
kui pilti vaadata iilevalt (tsiiklon, 45. joonis.
45. joonis). Ka see seaduspiarasus
on meteoroloogidele histi tuntud tegelikkudest vaatlustest.

M A rkus. Eelmises paragraafis arendatud ,,relatiivse liiku-
mise‘ teooria pohineb eeldusel, et aega kujutav muutuja ¢, mille
jargi toimus diferentsimine, peab nii absoluutses kui ka relatiiv-
ses teljestikus olema sama. See niiliselt endastmdistetav hiipo-
tees on aga vastuolus sellega, et valguse kiirus ¢ =3-10%
[em sec—'] , nagu juba 50 aastat tagasi peenelt korraldatud inter-
ferentsi pohimottele rajatud katsed kinnitavad, jadb teljestikku-
des, mis teineteise suhtes niitavad translatsiooni, samaks. Ein-
stein’i relativistlik mehaanika arvestab seda t6siasja, ldhtudes
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teisest hiipoteesist, mille jargi ¢ peab olema erinevate teljestik-
kude puhul iildiselt erinev. Selle relativistliku mehaanika koha-
selt absoluutne kiirus ei saa enam olla kaasamineku kiiruse ja
relatiivse kiiruse summa, vaid seos on keerulisem. Vastavais
relativistlikes valemeis méngib tdhtsat osa just iilalmainitud
konstantne valguskiirus ¢. On niiteks v; ja v, omavahel
paralleelsed, seejuures nende suurused v; ja v, kohasel viisil
arvestatud mirkidega pluss voi miinus, siis, Einsteini jargi,

Yk 4—0,

Va = .
Ur¥y

14

2
On, nagu tavaliselt, v, ja v, 0ige viikesed valguskiirusega ¢

v
vorreldes, siis ";’ on peaaegu null, mille tottu praegukirjutatud

valemis nimetajad vo6ib lugeda iihikuks ning seega, viga suure
tidpsusega,
Vo = V& + Vr ,

nagu arvabki klassikaline Newtoni mehaanika.
Einsteini ,kiiruste liitumise valemile” v6ib anda ldbipaist-

vama kuju, kui kasutada 3 parameetrit »,, v, v, sidudes viima-
seid vastavate kiiruste suurustega nouete

D=2 ThH Va, Py—=cth Vi, ?),:Cth’v,
abil. Neis parameetreis Einsteini kiiruste liitumise eeskiri kolaks
th v = th(vi 4+ v,) .

Jéarelikult relativistliku kinemaatika seisukohalt ei liitu mitte
kiirused ise, vaid vastavad parameetrid »: ja »,.

Uldjuhul, kui v, ja v, ei ole omavahel paralleelsed, relativist-
liku mehaanika seisukohalt parameetrid »;, »,, v, niditavad iihe
kolmnurga kiilgede pikkusi, kusjuures aga selle kolmnurga ele-
mentide arvutamisel tuleb lihtuda mitte enam tavalisest eukleidi-
lisest geomeetriast, vaid nn. hiiperboolse geomeetria (LobatSevski
geomeetria) seadustest.
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IT OSA.

Punkti diinaamika.

§ 18. Tung.

Newtoni vaadete kohaselt on litkumisndhtuste pohjendamine.
rajatud tungi moistele. Kuigi asjasse siivenemisel selgub, et
tuginemine tungi moistele loogiliselt jatab nii mondagi soovida,
ja et sisuliselt jarjekindlam oleks diinaamikat késitella nonda, et
jutt oleks vaid impulsist, energiast ja vélja potentsiaalist, on
ometi praegu ikkagi kombeks jadda tungi kujutelma juurde,
silmas pidades viimase sobivust rakendusaladel, eriti niiteks
inseneriteadustes.

Tung avaldub kahel viisil:

a) survena voi tOmbena teatavas kinnitatud kohas (staati-
line kontseptsioon) ;

b) kiirusvektori muutumist esilekutsuva pdohjusena liikuva
materiaalse punkti puhul (diinaamiline kontseptsioon).

Vastavalt neile kahele kontseptsioonile saab tunge moéota
kas staatiliste voi aga diinaamiliste kaalutluste najal. Staati-
liseks mootmiseks voib kasutada niiteks diinamomeetrit, jéilgides
tungi moju vedru pikkusele. Diinaamilisel mo6tmisel tuleks maé-
rata kiirendust, mis tungi méjul tekib.

Katsed nditavad, et molemad mo6tmisviisid annavad iihe-
suguseid tulemusi ses moéttes, et juhul, kui staatilisel mo66tmisel
tung A on osutunud tungist B n korda suuremaks, siis ka diinaa-
milisel modtmisel A poolt esilekutsutud kiirendus vordsetel tingi-
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mustel osutub samuti » korda suuremaks tungi B poolt esile-
kutsutud kiirendusest.

Tehnikas eelistatakse staatilist mootmist. Staatilisel kisit-
lusel tungi vektoriaalne iseloom on ilmne, sest surve véi tombe
puhul on tédhtis mitte iiksnes suurus, vaid ka suund. Diinaami-
lises kisitluses on see asjaolu rohkem varjatud kéverjoonelise
liikumise puhul. Téipsel katsetamisel selgub aga, et siin, kokku-
kola saavutamiseks staatiliselt méddratud tungi maoistega, tuleb
tungi késitada vektorina, mille suund iihtib kiirendusvektori
suunaga. Just siis nimelt osutubki diinaamiliselt moodetud tung
vordeliseks staatiliselt moodetud tungiga. Seda viidabki New-
toni nn. teine pohiseadus:

Liikumise muutus (s. t. kiirendus) on vordeline méjuva tun-
giga ja langeb tungi kandesirgele.

Selles sonastuses kiirendusvektorit méadratakse just tungi-
" vektori kaudu, eeldades vaikselt, et viimane on juba varemini
staatiliselt madratud. ;

Olgu ‘B tungivektor, u kiirendusvektor, m teatav positiivne
(skalaarne) vordetegur. Newtoni teist pdohiseadust voib siis
kirjutada valemina

B =mu, (57)

mis viljendabki esiteks tungivektori ja kiirendusvektori sama-
suunalisust ja teiseks nende vektorite vordelisust.

Vordetegur on konstantne seni kui tungi diinaamilist maoot-
mist teostatakse iihe ja sama materiaalse punkti liikumise jilgi-
mise abil. Kui aga vahepeal asendatakse materiaalne punkt mone
teisega, siis ka vordetegur m selle uue materiaalse punkti puhul
voib osutuda teiseks, jidddes aga jillegi konstantseks, seni kui
kasutatakse ainuiiksi seda teist punkti. Katsed kinnitavad neid
viiteid vidga suure tdpsusega. Vordetegur m iseloomustab
materiaalse punkti kiitumist tungide mojul; seda tegurit m
kutsutakse vastava materiaalse punkti inertseks massiks.

Tahtsaks tungi eriliigiks on maapinna ldheduses asetseva
materiaalse punkti r a sk us (raskustung), mille vektorsuund on
vertikaalne iilevalt allapoole. Staatilistel tungimootmistel kasu-
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tatakse just teatavate kehade raskusi vordlustungidena, s. t.
tungiiihikutena. Nii nditeks on tehniline (staatiline) tungiiihik
1 kg viga suure tdpsusega vordne 1000 cm?® puhta vee raskusega
4° C temperatuuri puhul, merepinna nivool, Pariisi geograafi-
lisel laiusel.

Raskustungi vo6ib staatiliste kaalutluste najal kujutella
rakendatuna keha massikeskmes, s. t. teatavas geomeetrilises
punktis. See omakorda véimaldab neis kiisimustes kehi kisitella
materiaalsete punktidena, kui lisaks kujutella, et katsetamisel
nidhtavale tulev keha inertne mass m on koondatud tervikuna just
selle massikeskme kohas.

Juba Galilei joudis dratundmisele, et raskustung kutsub koi-
kide kehade juures esile vordseid kiirendusi; hilisemad tépsed
katsed on seda veenvalt kinnitanud. Teiselt poolt aga igapidevaste
kogemuste najal teame, et kehade raskused on omavahel vigagi
erinevad. Ilmsesti, valemi (57) pohjal erijuhul, kus u on rasku-
sest tingitud koikidel kehadel sama kiirendus, vastav raskus
peab osutuma vordeliseks vastava, keha inertse massiga m .
Raskus on seega inertse massi pohiomadus, kasvades just pro-
portsionaalselt inertse massiga. Uhtlasi kogemused niitavad, et
kahe tdpselt samasuguse keha liitumisel uueks tervikuks viimane
omab ka tédpselt kahekordset raskust, s. t. iilaltoodu pohjal ka
tapselt kahekordset inertset massi; seejuures kehade kuju ei
mangi mingit osa. Sdidrane kaalutlus viib kujutelmale, mille
jargi raskust méadrab vaid kehas peituv ,,ainehulk®, mis nagu
allubki raskusele. Lihtudes ainehulga kujutelmast, raigitaksegi
sageli keha ,,raskest massist, mis peaks jarelikult olema selle
ainehulga arvuliseks viljendajaks. Definitsiooni kohaselt . see
raske mass peab olema vordeline vastava keha kaaluga. Kuid,
nagu nigime, keha inertne mass on samuti vordeline keha kaa-
luga, jarelikult raske mass ja inertne mass on omavahel vorde-
lised. Raske mass médrab raskustungi staatiliselt, inertne mass
diinaamiliselt (nimelt selle kaudu, et kiirendus raskustungi mojul
osutub koikidel kehadel samaks). Molema massikujutelma sisu-
line iihtivus viljendubki selles, et staatiline ja diinaamiline tungi-
mootmine annab iihtivaid tulemusi.
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Valides m66duiihikuid nonda, et vordeteguriks oleks iihik,
mis vordeliste suuruste puhul on alati voimalik, saame inertset
massi ja rasket massi véljendada sama arvuga. Seega langeb
aga lildse dra vahetegemise vajadus nende kahte liiki massi-
moistete vahel. Tegelikult riaidgitaksegi tavaliselt lihtsalt keha voi
materiaalse punkti massist; kas see mass on méeldud inertsena
voi raskena, pole oluline, — modlemad mdisted on, nagu katsed
kinnitavad, tdpselt ekvivalentsed. On valemis (57) iihe keha
puhul suurus m teatav arv kordi suurem kui teisel kehal, siis
esimene keha kaalub sama arv kordi enam kui teine.

C-G-S siisteemis on massiiihikuks gramm [g], mis suur:
tdpsusega vastab 1,000 027 cm?® puhta vee massile 4° C ja nor-
maalrdhumise puhul. Tehnilises iihikute siisteemis, kus pohi-
iihikuteks on tung 1 kg, pikkus 1 m ja aeg 1 sec, massiiihikuks
(57) pohjal osutub sddrane mass, mis omaks kiirendust
1 [m sec—2], kui selle massi juures rakendada tungi 1 [kg].
Siddrase massiga keha peaks kaaluma umbes 9,81 [kg]. See sel-
gub jargmiste kaalutluste najal:

Katsed niitavad, et enda raskuse méjul keha omab maapinna
liiheduses kiirendust, mille suurus on umbes 981 [ecm sec—2];
gseda raskuskiirenduse suurust tdhistatakse tavaliselt siimboliga
¢ . (57) pohjal raskustungi suurus R peab olema raskuskiiren-
duse suuruse m-kordne: '

K=—mg- (58)

Kui niiiid keha, mille mass vordub tehnilise massiiihikuga, tungi
1 [kg] mdjul omab vaid kiirendust 100 [em sec—2], oma raskuse
m(")jal aga, nagu koik teisedki kehad, peab omama kiirendust
981 [em sec—2], siis tdhendab see, et mainitud kehale mdjuv
raskustung (keha kaal) peab olema 9,81 korda suurem kui tung
1 [kg], teiste sonadega, see mass kaalub 9,81 kilogrammi.

Raskuskiirenduse suurus ¢ soltub vihesel mé#dral kohast
maapinnal. Rahvusvahelise kokkuleppe alusel (1930) arvuta-
takse ¢ véidrtust olenevalt koha geograafilisest laiusest ¢ ja korgu-
sest H [m] merepinna suhtes jirgmise valemi pohjal:
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g = 978,049 (1 4 0,005288 sin? ¢ — 0,000006 sin? 2¢) —
— 0,0003086 H ,

C-G-S-lihikuis [em sec—2]. Vbttes ¢ =50°, H =0, saamegi
umbes g — 981.

Diinaamiliseks C-G-S-tungiiihikuks on tung, mis annab mas-
sile 1 [g] kiirenduse 1 [em sec—2]; selle tungi nimetuseks on
diitin [Dyn]. Jimedas ldhenduses 1 Dyn vastab umbes
0,000001 kilogramm-tungile, s. t. 1 milligramm-tungile. Suurema
tungiiihikuna kasutatakse C-G-S-siisteemis megadiiiini, mis
vordub 10° diiiiniga, vastates seega umbes 1 kilogramm-tungile.
Tépsemalt on uusimate moéotmiste najal:

1 kilogramm-tung — 980616 diitini = 0,980616 megadiiiini;
1 megadiiiin = 1,019767 kilogramm-tungi.

Nii teoreetiliselt kui ka praktiliselt on C-G-S-siisteem, kus pohi-
iithikuteks on [g], [em], [sec], mugavam kui tehniline stisteem
oma pohilihikutega [kg] (tung!); [m], [sec]. XKui siiski tehni-
kas tavaliselt eelistatakse viimast siisteemi, siis on see tingitud
peamiselt sellest, et inseneripraksises moodetakse tunge enamasti
staatiliselt, mille tagajirjel tundub nagu loomulik olevat lihtuda
otseselt tungist, mitte aga massist. Selle eest tuleb aga siis ka
paratamatult leppida murdarvuliste vordeteguritega paljudes
arvutusvalemites, kus C-G-S-siisteemi tarvitamise puhul oleks
esinenud vordetegur 1. Sellest on tingitud ka, et inseneridele
antavad kisivalemid monikord niiliselt erinevad sama asja
kisitlevaist valemeist fiilisika Opperaamatutes, — viimastes on
nimelt peaaegu eranditult tarvitusel C-G-S-siisteem. Eksituste
viltimiseks arvutamise tulemustes tuleb iga kord hoolsalt silmas
pidada pohiiihikute siisteemi, millele see arvutamine on rajatud.
Olgu veel tihendatud, et paljudel juhtudel tehniliste iihikutena
kasutatakse [em] meetri asemel ja iihtlasi [min] sekundi asemel.
Kirjanduse kasutamisel tuleb seetottu alati koigepealt selgitada,
milliseid iihikuid autor tarvitab.

Siimbol [kg] tdhendab enamikul juhtudel tehnilist uhlkut
kilogramm-tun gi; siimbol [g] tdhendab peaaegu alati C-G-S-
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tihikut gramm-massi. Monikord esinevad siiski juhud, kus
kirjutusega [kg] modeldakse kilogramm-massi, ja ka juhud, kus
[g] on mdeldud gramm-tungina. Arusaamatuste viltimiseks sageli
autorid kasutavad sel puhul eristusmirke niiteks tihe * niol.

§ 19. Newtoni kolm pohiseadust.

Massi m >0 esinemine on materiaalse punkti oluliseks
‘tunnuseks. Mida suurem on m, seda viiksem on kiirenduse u
suurus iihe ja sama tungi P mojul, nagu seda otseselt niditab
pohivalem (57), mis viidab, et

tungivektor on kiirendusvektori m-kordne.

Sisuliselt peitub selles sonastuses vaid tungivektori definitsioon,
eeldusel, et mass on aktsepteeritud pohimoistena. Kui aga pidada
voimalikuks luua kujutelma tungist tdiesti soltumatult massi ja
kiirenduse moistest, toetudes niiteks staatilistele kaalutlustele,
siis iilalantud lause omab teissugust ilmet, — ta pole siis mitte
enam tundmatuks loetud tungi moiste definitsioon, vaid kujutab
katsetulemuste najal piistitatud postulaati, mis selgitab, kuidas
kolm juba tuntud médistet — tung, mass, kiirendus — on oma-
vahel seotud. Viimasel seisukohal asus Newton mehaanika loo-
misel ; sellest seisukohast lihtutakse praegugi inseneriteaduslik-
kudes distsipliinides. Newtoni algeline sonastus sellele postu-
laadile kolas jargmiselt:

Mutationem motus proportionalem esse vi motrici impressae
et fieri secundum lineam rectam, qua vis illa imprimitur.
Tolkes see tdhendab:

Liikumise muutus on vordeline liikumist mojustava tungiga
ning langeb samale sirgele, millel m6jub tung.

Praegusel ajal ebamiirasena tunduv iitlus ,liikumise muu-
tus*“ on mottekohaselt asendatav pretsiseeritud moistega ,kiiren-
dus®“. Massist Newtoni sonastus otseselt ei radgi, kuid vordelisus
eeldab eo ipso vordetegurit, — seda olemegi defineerinud mas-
sina m .
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Tsiteeritud Newtoni lauset kutsutakse Newtoni teiseks
pohiseaduseks mehaanikas. Tema on sisuliselt samavédirne para-
graafi alguses formuleeritud lausega.

Erijuhul, kui tung iildse kaob, jirgneb sellest lausest, et siis
ka kiirendus peab kaduma ja iimberpoordult. Vastav materiaalne
punkt, millele tungid iildse ei mdju, peab seega litkuma iihtlaselt
ja sirgjooneliselt. See on inertsi seadus, mis Newtoni poolt on
sonastatud jargmiselt:

Corpus omne perseverare in statu suo quiescendi vel movend:i
uniformiter in directum, mnist quatenus illud a wviribus
impressis cogitur, statum suum wmutare.

Tolgitult see kolaks:

Iga keha piisib paigalseisu voi iihtlase sirgjoonelise litkumise
olekus seni, kuni mingid temale méjuvad tungid ei sunni
teda seda olekut muutma.

Praegu-antud sonastust kutsutakse Newtoni esimeseks pohi-
seaduseks mehaanikas. Nagu nigime, on ta loogiline jéreldus
teisest pohiseadusest. Asi vajab aga veel pretsiseerimist all-
jargnevate kaalutluste najal.

Me selgitasime § 17, et kiirendus iihe ja sama liikumise
puhul s6ltub valitud teljestikust, mille suhtes litkumist jilgitakse.
On histi moéeldav, et iihes teljestikus punkt ei oma kiirendust,
teises aga kiill. Klassikalise Newtoni seisukohalt korvaldab selle
raskuse eelistatud paigalseisva teljestiku moiste loomine, kus
alguspunkt on moéeldud Piikese keskkohas ja teljed on suunatud
teatavate kinnistihtede poole (kolmandas peatiikis selgub, et
praegu-kirjeldatud ,,absoluutselt paigalseisva* teljestiku aset
voivad tdita ka sobivalt valitud teised, mis selle esimese suhtes
ikkagi osutuvad liikuvaiks).

Newtoni jargi ainult sidraseid tunge tuleks arvestada ,,reaal-
selt olemasolevatena®, mis (57) kohaselt kutsuvad esile kiiren-
duse just praegu kirjeldatud eelistatud paigalseisva teljestiku
suhtes. Kui aga kiirendus tuleb ilmsiks wvaid tdnu sellele, et
teljestik on valitud teisiti, siis klassikaline mehaanika kutsub
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vastavaid tunge ,néilisteks®. Jaddes selle klassikalise kujutelma
juurde, rddgime siin edaspidi tungidest ilma lisandita iiksnes sel
korral, kui tegemist on {iilalmainitud moéttes -, ,reaalsete tungi-
dega. Olgu mooda minnes tihendatud, et Einsteini relativistlikus
mehaanikas vahetegemine reaalsete ja niiliste tungide vahel on
pohjendatud kaalutlustel heidetud korvale.

Inertsi seaduse tédpsustatud mote seisab selles, et reaalsete
tungide puudumisel ei teki kiirendust iilalmainitud eelistatud
teljestiku suhtes. Olgugi et see seisukoht on loogiliselt korrektne,
tundub ta siiski liiga abstraktsena. Seetottu on piiiitud ldheneda
kiisimusele pisut teisiti:

Fiitisikute kujutelmade kohaselt tungi antud materiaalse
punkti A juures voib esile kutsuda ainult mingi teine materiaalne
punkt B. Toetudes kogemustele, tdiendatakse seda kujutelma
veel sellega, et B saab mojustada materiaalset punkti A iiksnes
siis, kui B ei asetse liiga kaugel A asukohast. Kui niitid koik
teised materiaalsed punktid B asetsevad A asukohast niivorra
kaugel, et mojustamisest ei saa enam juttu olla, siis deldakse, et
A on vilismojudest eraldatud. Inertsi seadus vididab, et vilis-
mojudest eraldatud materiaalne punkt ei saa omada kiirendust
eelistatud paigalseisva teljestiku suhtes. Oluline on siin voima-
luse eitamine, mille jargi A vahest voiks ise enda juures esile
kutsuda tungi, mis annaks temale kiirenduse. Seega  inertsi
seadus omab tidpset sisu ainult siis, kui on arvestatud ka moelda-
vate tungide péritolu.

Nende tidiendustega tuleks inertsi seadus soOnastada jirg-
nevalt:

Eelistatud absoluutselt paigalseisva teljestiku suhtes mate-
riaalne punkt liigub iihtlaselt ja sirgjooneliselt nii kaua, kui kaua
ta on isoleeritud vialismojudest.

Et tegelikku isolatsiooni vilismdjudest saab teostada alati
vaid teatava miidrani, siis eksperimentaalselt otsesed katsed
saavad kinnitada seda seaduse kehtivust vaid teatava méirani.
Viitega, et seadus on kehtiv absoluutse tdpsusega, oleme jireli-
kult piistitanud ainult teatava postulaadi loogiliste deduktsioo-
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nide teostamiseks. Kuni sellest postulaadist tehtud jireldused ei
ole ilmses vastuolus katseliste kogemustega, pole kaaluvat poh-
just kahelda postulaadi kehtivuses.

Tungi paritolu arvestamisel selgub iihtlasi Newtoni kolmanda
pohiseaduse — nn. reaktsiooni seaduse — tédpsustatud mote.
Newtoni redaktsioonis see seadus kolab jargmiselt:

Actioni contrariam semper et aequalem esse reactionem,
stve corporum duorum: actiones in se mutuo semper esse
aequales et in partes contrarias dirigi.

Tolgitult see kolab:

Igale mojule vastab alati vastassuunaline ja vordne vastu-
moju, teiste sonadega, kahe keha vastastikused méjustused
on alati vordsed ja vastupidi suunatud.

Pisut iiksikasjalisemalt viljendame seda motet jargnevate sona-
dega:

Kui materiaalne punkt B kutsub esile materiaalse punkti A4
juures mingisuguse tungi, siis alati ka iimberpoordult 4 kutsub
B juures esile niisama suure, kuid vastupidiselt suunatud tungi.

Kuigi see Newtoni iilalantud sonastuses ei ole eksplitsiitselt
valjendatud, teeb tavaline klassikaline mehaanika harilikult veel
lisahiipoteesi, et tungivektor ja reaktsioontungi vektor langevad
iithisele kandesirgele. Sellele lisahiipoteesile on niiteks
rajatud nn. impulssmomentide lause siisteemi diinaamikas (pea-
tilkk III). Praegu tuleb aga arvestada tegelikkuses esinevaid
juhtumeid, kus see lisahiipotees ja iihes sellega temale rajatud
jareldused ei pea paika. Nii niditeks magnetipooluse ja elektri-
voolukandja vastastikune méju viljendub tungipaari tekkimises,
s. t. tung ja reaktsioonitung on siin kiill vordsed ja vastassuuna-
lised, kuid kandesirged on erinevad. Sellest tungipaarist ongi
naiteks tingitud elektrimootori tootamine.

Miarkus: Newtoni pohiseaduste tipse kehtivuse kiisimust
on uusimal ajal uute avastatud loodusndhtuste najal poéhjalikult
uuritud. Seejuures on selgunud, et inertsi seadus on planeetide-
vahelises ulatuses ja isegi Linnutee piirides kindlasti tédidetud,
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kuid tunduvalt suuremal kaugusel asetsevad udukogud niitavad
cmapdirast kditumist, mis ei taha histi sobida viitega, et Newtoni
inertsi seadus kehtib maailma koguulatuses. Teine pdéhiseadus
osutub ebatdpseks viga suurte kiiruste puhul, kui lugeda tungi
staatiliselt defineerituks: katoodkiirte puhul, kus elektronide kii-
rused voivad olla 100 000 km sec—! ja veelgi rohkem, on kiirendus
tihe ja sama tungi mojul jarjest vidhenev, kui kiirus kasvab.
Reaktsiooni seaduse kohta on avaldatud ka moningaid kahtlusi,
kuigi kiisimus siin on veel ebaselge. Inseneriteadustes arvesse
tuleva tdpsusega tuleb Newtoni pohiseadusi igatahes tunnistada
vastuvaidlematult kehtivaiks.

§ 20. Punkti diinaamika pohivorrandid.

Kiesolevas teises osas tuleb kisitlemisele vaid iihe iiksikult
moeldud materiaalse punkti litkumine selles punktis rakendatud
tungide mojul; konealuse materiaalse punkti mass on, nagu
vareminigi, tdhistatud siimboliga m . See materiaalne punkt
allub vilismojudele — tungidele, kuid punkti diinaamika peatiikis
nende tungide péritolu on korvalise tdhtsusega; ei tule siin jire-
likult rakendamisele reaktsiooni seadus, sest pole huvi selle vastu,
kuidas konealune materiaalne punkt mojustab teisi materiaal-
seid punkte. Voiks arvata, et kogu punkti diinaamika kiisimuste
kompleks on teataval méiral fiktiivne, sest tegelikus olukorras ei
leidu ju siidrast eset, millel mass oleks 16plik, ruumiline suurus
aga null; hiljemini, ITI osas, selgub aga siiski, et punkti diinaamika
kisitleb péris reaalseid olukordi.

Kui pole 6eldud teisiti, siis aluseks on meil edaspidi voetud
eelmises paragraafis mainitud eelistatud absoluutselt paigalseisev
teljestik, voi, mis ei tee sisulist vahet, moni teine teljestik, mil-
lest aga on eeldatud, et ta selle eelistatud teljestiku suhtes piisib
paigal.

Jilgitava materiaalse punkti M (massiga m) koordinaadid
olgu z, ¥, 2. Need koordinaadid on aja t funktsioonid. M koha-
vektor olgu endiselt r. Punkti M kiirendusvektor u« omab pro-
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jektsioone @, ¥, z. Punktis M on rakendatud mingisugused
tungid R, B, ..., mis seetottu, €t neil rakenduskoht on iihine,
nimelt M, on alati asendatavad iiheainsa tungiga . Selle resul-
tanttungi B projektsioone tdhistame stimbolitega X, Y, Z. Need
projektsioonid on teatavasti komponenttungide vastavate pro-
jektsioonide summad :

X= ZX_; ¥ B¥ oy = Bl
kus X, , Y

Viéttes arvesse, et kiirendus u on samaviirne vektoriga r,
voime (57) antud juhul kirjutada kujul

mr =P . (59)
Tarvitades vektoriaalse kirjutusviisi asemel kirjutust projekt-
sioonides, saame (59) asemel 3 vorrandit:

» » 4, tihendavad komponenttungi P, projektsioone.

my=Y (60)
mz:Z

Vorrandeid (60) kutsutakse punkti diinaamika pohivérran-
deiks. (59) on diinaamika pohivorrand vektoriaalsel kujul.

X, Y, Z voivad soltuda mitmest asjaolust, niditeks kohast,
s. t. koordinaatidest #, ¥, z rakenduskohas M, ja ka ajast ¢.
Kaudselt nad so6ltuvad siis ajast ¢ ka juba selle tottu, et mad
soltuvad suurustest x, v, 2z, mis muutuvad iihes ¢-ga. Sellele
lisaks voib aga tulla ka ot s ene s6ltuvus t-st, sest on moeldav,
et tung P samas kohas aja jooksul muutub. Diferentsimis-
tehte rakendamisel tuleb enne selgitada, kas otsene soltuvus t-st
tuleb arvesse voi mitte. Jaataval korral X tidisdiferentsiaal dX on

X oX dx‘-}—%—;dy—}—%dz—}—‘z—):dt,

kuna eitaval korral siin viimane liige paremat kitt langeb &ra,
sest osatuletis %, on siis null.

Tung P voib soltuda ka veel teistest asjaoludest, niiteks
punkti M hetkelisest kiirusest v ; sddrased juhud méngivad tdht-
sat osa ballistika kiisimustes.
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Kui B s6ltub ainuiiksi koordinaatidest x, v, z, ajast ¢ otse-
selt aga mitte, siis Geldakse, et materiaalsele punktile M mdjub
,,statsionaarne tungivali®.

Pohivorrandid (60), kus esinevad teise jiargu tuletised
&, y, 2z, kujundavad teise jdrgu diferentsiaalvérrandite siis-
teemi kolme tundmatu funktsiooni x(¢t), y(f), z(t) jaoks. On
need diferentsiaalvorrandid inteegritud, s. t. on need 3 funkt-
siooni leitud, siis punkti M liikumine on maiadratud. Uldjuhul
mainitud diferentsiaalvorrandite inteegrimine vo6ib osutuda oige
raskeks iilesandeks. Erandjuhtudel inteegrimine toimub véordle-
misi lihtsalt. Sididraseks lihtsaks erijuhuks on niiteks olu-
kord, kus tung P iildse osutub konstantseks, s. t. kus X =A4,
Y=B, Z=C. Siis iga diferentsiaalvorrand on hdolpsasti
inteegritav omaette:

mr=A, mzr=At+a, mrx=LA4otta

my=B, my=Bt+B, my=iB2}Pt4+ b

mz=C, mé:Ct—{—y, mz=LCt24yt+c.

Siin a, B, v, @, b, ¢ tdhendavad meelevaldseid inteegrimis-
konstante.

Leitud tulemuste selgemaks moistmiseks valime telgede
suunad nonda, et konstantne tung P oleks paralleelne z-teljega;
gls-kndlasti Xo— 0. ¥=i04 Secfe Ar=05 B0 Panlsti. M
trajektoor on selle valiku puhul méiédratud vorranditega :

a a
ALy

bl b
Y= ;th #s g
C ~
e=g o+ Lty ”—”‘
Elimineerides siin kahest esimesest vorrandist ¢, jareldame

me—a _ my—>b

a B i
See projektiv silinder on jarelikult z-teljega (s. t. tungiga R)
paralleelne tasapind; niisiis trajektoor on kindlasti tasapinnaline.
Elimineerides ¢ teisest ja kolmandast vorrandist, leiame:
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kus P, @, R on teatavad konstandid, nimelt
_Cm __Br —BC __ Cb*—28yb + cf?
P_23" Qe P A= 2mf? :
See teine projektiv silinder, nagu ndha, osutub paraboolseks.
Trajektoor ise, olles paraboolse silindri'l6ikejoon tasapinnaga, on
parabool. Niisiis:

Konstantse tungi mojul materiaalne punkt liigub paraboolil,
mille tasapind on tungiga paralleelne.

Maapinna lédheduses voib piiratud alal materiaalsele punktile
mojuvat raskustungi lugeda konstantseks; jaretikult maapinna
liheduses materiaalne punkt, mis allub ainuiiksi raskustungile,
peab liikuma paraboolil vertikaaltasapinnas. Olukord muutuks
muidugi oluliselt, kui peale raskustungi moéjuvad veel mingi-
sugused teised tungid, néditeks ohutakistus.

Erakorraliste algtingimuste puhul, tdhendab, erikujuliste
inteegrimiskonstantide valiku puhul, v6ib parabool koduneda
sirgeks jooneks.

Peatume liihidalt erijuhul, kus P on raskustung. On z-telg
suunatud vertikaalselt iilespoole, siis A =0, B=0, C = —mg,
kus ¢ tdhendab raskuskiirendust. Oletame veel, et alghetkel

= 0 liikuv materiaalne punkt asetses koordinaatide alguses, —
siis on kerge veenduda, et inteegrimiskonstandid @, b, ¢ peavad
olema nullid. Oletame veel, et samal alghetkel £ =0 punkt M
omas kiirust v, (algkiirust), mille vektor asetses x-z-tasapinnal,
moodustades 2-teljega nurga ¢ . Siis algkiiruse projektsioon
x-teljele on v, cos ¢, projektsioon y-teljele on 0 ja projektsioon
z-teljele on v, sin ¢ . See nouab, et inteegrimiskonstant a omaks
vadrtust mv, cos ¢, kuna P oleks 0 ja y oleks mwv, sin ¢ . Aseta-
des meid algtingimuste pohjal midratud inteegrimiskonstantide
vadrtusi vorranditesse, leiame, jéattes dra iihisteguri m :

x=vtcosp, Yy=0, z2z=—}gt>+ vlsing,

millega liikkumine on méiiratud algtingimustele vastava erilahen-
dina. On ¢ = 90°, s. t. liigub M alghetkel vertikaalselt iilespoole,
siis ka @ = 0 ning trajektooriks on osa z-teljest.
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M&arkus: Kisitelles praegu materiaalse punkti liikumist
raskustungi méjul maapinna ldheduses, oletasime vaikselt, et
maapind ja temaga seotud z-y-z-teljestik piisib paigal. See pole
enam oOige, kui lihtuda varemini-mainitud eelistatud paigalseis-
vast teljestikust, juba sellepirast mitte, et Maa roteerub eelis-
tatud teljestiku suhtes. Sellest tingitud viga on aga tavalises olu-
korras vordlemisi vidike, sest, nagu varemini ndgime (§ 17),
antud juhul on miiteks Coriolis’e kiirendus ikkagi oige viike.
Esimeses ldhenduses loetakse harilikult ballistika kiisimuste
puhul Maakera paigalseisvaks. Eksaktsemas kisitluses tuleks
aga vorrandi (59) rakendamisel Maakeraga kaasa mineva teljes-
tiku kohta paremat kitt arvestada rotatsioonist tingitud niilisi
lisatunge.

§ 21. Uldlahendi ja esimese integraali moiste.

Poordudes tagasi diferentsiaalvorrandite siisteemi (60)
juurde iildkujul, paneme tdhele jargmist:

1) Teise jargu kolme diferentsiaalvorrandi siisteem (60)
midrab 3 funktsiooni #, ¥, z muutujast ¢. Kuid ka z, ¥, z on
muutuja ¢ funktsioonid ning z :%’tﬁ jne., mille téttu siisteemi
(60) tohib asendada kuuest vorrandist koosneva esimese jargu
diferentsiaalvorrandite siisteemiga

mdr = Xdt, mdy=Ydt, mdz=Zdt
dx = xdt , dy = ydt , dz = zdt . (61)

See esimese jidrgu siisteem maéadrab 6 funktsiooni », ¥, z,

@, 9y, » muutujast ¢. Siisteemid (60) ja (61) on samaviirsed.
Nende inteegrimisel tuleb arvestada kuue meelevaldse inteegri-
miskonstandi C,, C., C;, C,, Cs, Cg tekkimist, mis voivad
esineda igas inteegrimise teel leitud funktsioonis 2, ¥, =z,
z, Y, 2
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» = x(t, Cl ) C2 ) C3 ) C4 ’ C:‘] ’ CG)
y:y(t; Cl; CZ) Cs, C4, C5; CG)
Z:Z(t, Cl, Cz, C3, C4, CS’ CG)

x:x(ty Cly C2’ C3’ C4: C5) CG) (62)
y:’.l}(t, Ci, Cz, C3, Cy, C5, Cs)
é:é(t, 01, Cz, Ca» Cu Cs; Ce)-

Kuuest meelevaldsest konstandist ja muutujast ¢ séltuv funkt-
sioonide kogu (62) moodustab siisteemi (61) iildlahendi ehk
ildintegraali. 38 funktsiooni 2, %, z, niipea kui nad koos
sisaldavad 6 meelevaldset konstanti, kujutavad siisteemi (6) iild-
lahendi; iilejdinud 3 funktsiooni #, ¥, z jargnevad eelmistest
diferentsimise teel.
Andes koikidele esinevatele konstantidele kindlad eriviirtu-
sed, saame tiildlahendist erilahendi ehk eriintegraali.
2) Lahendades vorrandid (62) Cy;, C., ...Cg kui tundma-
tute suhtes, leiaksime:
Clzfl(ty z, Y, 2, :b’ ’_l), Z)
02:f2(ty x, Y, z, d’: y; Z)
(63)
C(i:fe(t9 r, Y, =z, C.L', 2'/’ Z)
On niitid materiaalse punkti M algasend z,, 7,, 2o ja algkiirus
Zo, Yo, 2o mingil alghetkel ¢, ette antud, siis iga konstandi C
vaartus on (63) pohjal médratud:
C'y:fv(tO’ Loy Yo, %o, 3.70’ ?jo,éo)- (64)
Need konstantide erivdidrtused midravadki vastava erilahendi.
3) Asetades vorrandite (64) paremad pooled iildkujul iild-
lahenditesse (62) konstantide C, asemele, saame seal z, ¥ jne.
argumentide t, to, %o, Yo, Zo» %o, Yo, 2 Tfunktsioonidena.
Seejuures tuleb aga veel silmas pidada, et alghetkeks %, véib
ilmsesti valida mistahes ajamomenti; koige lihtsam on kokku
leppida lugeda alghetkeks just nullmomenti ¢, —= 0. Sdirasel
kokkuleppel vorrandis (64) %, ei esine enam muutliku parameet-
rina, vaid kujutab kindlat arvu 0. Muutlikkude parameetritena

i
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jadvad siis funktsioonidesse 2 , ¥ jne. iiksnes 6 suurust z,, %o, 2o,
Zo, Yo, 2o (algasend ja algkiirus sel hetkel, millest alates aega
t loetakse), mis, olles meelevaldsed, tdidavadki kuue meelevaldse
konstandi aset iildintegraalis (62). Jarelikult:

Uldlahendile peab alati voimalik olema anda sdirane kuju, et
meelevaldsete konstantidena esineksid parajasti algasendi 3 koor-
dinaati ja algkiiruse 3 projektsiooni.

On t, mitte nullmoment, vaid mingi meelevaldne, siis alg-
hetkest méodunud aeg on t —¢,. Eelmisele toetudes jireldame,
et pdrast (64) asetamist iildintegraalidesse (62) suurused ¢ ja t,
saavad seal esineda vaid kombinatsioonis ¢ —¢,, — vastasel
korral ajalugemise alguse valik avaldaks méoju tulemustele, mis
pole voimalik.

4) Elimineerides kuuest vorrandist (62) 5 suurust C,, Cs,
Cy, C5, Cg, peame saama teatava seose suuruste ¢, =, ¥, 2,
x,¥y, 2, Cy vahel, millele pirast lahendamist C, suhtes peab voi-
malik olema anda kuju

Q(t: z, Y, 2, 2‘:; y."é):CI- (65)
Seda liiki seost, kus esineb vaid iiks meelevaldne konstant C,,
kutsutakse diferentsiaalvorrandite siisteemi (60) esimeseks
integraaliks. Tegelikult saab leida siddraseid esimesi inte-

graale teisel teel, nimelt kombineerides po6hivorrandid (60)
nonda, et tekiks vorrand

Lo, 2, y,2,%,9,9)=0,

millest siis kohe jérgneb, et @ (¢, z, v, z, &, ¥, z) peab
olema konstantne. Juba see kaalutlus néditab, et esimesi inte-
graale saab olla palju, sest sobivaid kombinatsioone vo6ib leiduda
palju.
5) Olgu leitud n esimest integraali
d.(t,z,y,2,2,Y,2) =C
Dot, x,y,2,%,9,2)=C; (66)

@n(t, Z, ?/o.Z, C-C, :l./, 'Z):Cn.
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On moeldav, et seostest (66) saab teha jarelduse, mille kujuks on
B ;7205 7 U E CR)y=0;,
kus 4 on teatav funktsioon, mille argumentide hulgas ¢, =, ¥, z,
, ¥, 2z enam ei leidu. Kui sisirase jarelduse tegemine osutub
vmmatuks, siis oeldakse, et esimesed integraalid (66) on oma-
vahel erinevad. On n > 17, siis esimesed integraalid (66)
kindlasti ei saa olla omavahel kéik erinevad. Toepoolest, kui
n > T, siis saab kaheksast vorrandist (66) kindlasti elimineerida
7 suurust t, #, ¥, z, &, ¥, 2, mille tagajarjel tekibki seos
w(Ci1, Cz, ...Cg) =0. On aga n—="T, siis seitsmest seosest
(66) saab ikkagi elimineerida 6 suurust «, ¥, z, «, ¥, z, mis
“annaks seose ol Co G 0 =0 viimane moodustaks
diferentsiaalvorrandite siisteemi (60) loogilise jirelduse ja keh-
tiks seega i g a t puhul, — kehtivus i g a ¢ puhul on aga véimalik
vaid siis, kui ainus iilejadnud muutuja ¢ selles jiarelduses iildse
ei esine; seega oleks ikkagi saadud seos »(C., ...C;) =0,
tdhendab, esimesed integraalid ei saaks olla omavahel erinevad.
Niisiis: - :
Omavahel erinevate esimeste integraalide iildarvuks on
maksimaalselt kuus.
Esimeste integraalide omavahelise erinevuse noéue ilmsesti
tahendab seda, et iikski neist ei tohi kujuneda iilejadnute loogili-
seks jarelduseks.

6) Niipea kui on onnestunud kuue omavahel erineva esimese
integraali leidmine, avaneb kohe voimalus iildintegraalide koosta-
miseks. Toepoolest, jddb vaid lahendada esimesi integraale
viljendavad 6 vorrandit kuue suuruse z, v, 2z, «, ¥, 2 kui
tundmatute suhtes, miliega igaiiks neist viimastest ongi saadud
aja t ja kuue meelevaldse konstandi C;, ...Cg funktsioonina.
See toiming on puht-algebraline, ta ei vaja enam mingit inteegri-
mistehet.

7) On leitud omavahel erinevate esimeste integraalide arv
viaiksem kui kuus siis igatahes saab nende najal o s a suurustest

x,y, 2, x,y, 2~ muutuja ¢ ja meelevaldsete konstantide kaudu
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viljendada. Asendades need viljendused diferentsiaalvorrandite
siisteemi (60) voi (61), saame diferentsiaalvorrandite siisteemi
iilejdédnute funktsioonide jaoks, millede arv on Xkuuest just nii
mitme iihiku vorra vidiksem, mitu esimest integraali on saadud
kasutada. Seega probleemi lahendamine taandub matemaatiliselt
lihtsamale, niipea kui monedki esimesed integraalid on kéies.
Selles peitubki esijoones esimeste integraalide tihtsus mehaanika
kiisimustes.

Asja selgitamiseks kisitleme siin veel kord konstantse tungi
erijuhtumit, millest jutt oli juba eelnevas paragraafis, kasutades
aga niilid esimese integraali méistet. On X =A4, Y=B, Z =C,
siis pohivorrandite siisteemi (61) saab kirjutada kujul

mdx = Adt, mdy—=Bdt, mdz=Cdt
de = zdt dy = ydt, dz = zdt .
Kolm esimest neist vorrandeist saab kirjutada kujul
d(mx — At) =0, d(my—Bt)=0, d(mz—Ct)=0,
" millest kohe jérgneb 3 esimest integraali
mr—At=a, wmy—Bt=p, mz—Ct=y,.

Need integraalid on omavahel erinevad. Lahendades neid

%, Yy, 2 suhtes ning asetades tulemused iilejainud kolme dife-
rentsiaalvorrandisse, saame

i a v Sl B 16 Y
do= (2t 2)dt, dy=(2¢4+L)dt, de=(2t+1)a,
kust otsene inteegrimine annab
x:,}%t2+—:—;—t—|—a, y=1%
=44 Lite,

nagu vareminigi. Antud erijuhul esimeste integraalide kasuta-
mine ei too olulisi erinevusi lahenduskiigus, tegelikult kordub
endine protsess. Keerulisematel juhtudel esimeste integraalidega
tootamine voib aga pakkuda viirtuslikke holbustusi. Jérgneva-
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tes paragraafides tulevad kone alla moéned iildise ilmega votted,
mis sobivas olukorras annavad esimesi integraale.

Markus: Klassikalise mehaanika kujutelmade kohaselt
antud tungidest tekitatud liikkumine peab olema midratud tihe -
selt, kui on teada algasend ja algkiirus. Puhtmatemaatiliselt
vaadatuna annab siisteemi (60) lahendamine =z, y, z iiheste
funktsioonidena ainult siis, kui X, Y, Z rahuldavad teatavaid
matemaatilisi noudeid, millede ldhem arutlus iiletaks kéesoleva
kursuse raamistiku. Téahtis on igatahes aga silmas pidada, et
mehaanika eo ipso saab arvestada vaid siddraseid tunge, kus need
nouded leiavad tditmist, — vastasel korral ,pohjus‘“ (tung) ei
madraks ,,tulemust’ (liikumist) iiheselt.

§ 22. Impulss, impulssmoment ja pindalalause.

Tungivektor R pohivorrandi (59) kohaselt on kiirendus-
vektori r ehk u m-kordne. Vaadeldes kiirusvektori r ehk
m-kordset, saame nn. impulsivektorip:

p=mr=my. (67)
Impulsivektori suurust |p| tdhistatakse tavaliselt siimboliga p,
impulsivektori projektsioone vastavalt p., p,, p.. (67) koha-
selt on
pr=mz, Py=my; ‘Pi=m3. (68)
Impulsivektorit p kutsutakse monikord ka (vanema nimetusega)
liikumishulgaks.
Korvutades (67) pohivorrandiga (59), jareldame:

p="=L. (69)
See kirjutis viljendab diinaamika pohivorrandit uuel kujul:

Impulsi tuletis vordub punktile mojuva tungiga.

Seda vididet kutsutakse mehaanikas impulsilauseks.

Impulsilausest jargneb kohe, et neil erijuhtudel, kus tung on
jadvalt risti teatava suunaga, iitleme z-suunaga, impulsi projekt-
sioon vastavale suunale peab kogu liikumise viltel osutuma
konstantseks. On nimelt X = 0, siis (69) pohjal peab olema
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p, = 0 ja seetdttu p, — C. See ongi sddrasel erijuhul juba iiks
esimene integraal, kui silmas pidada, et definitsiooni kohaselt
p. asemel voib kirjutada ma .

On tungivektor alaliselt paralleelne teatava sihiga, iitleme
z-sihiga, siis on ta tiihtlasi kindlasti risti kahe suunaga, antud
oletusel nimelt z- ja y-suunaga. Seega siirases olukorras voime
kirjutada kohe 2 esimest integraali

mx = Cl ’ my = C2 :
Nendest esimestest integraalidest jargneb edasi inteegrimise
kaudu:

me=Cit4+a, my=0Cyxt48.

Elimineerides siit ¢, jareldame antud juhul, et iga ¢ puhul peab
olema

mx—a __ my—_p
Ci C.
See on aga teatava, z-teljega paralleelse tasapinna vorrand. Seega
kehtib lause:
Kui tung on paralleelne kindla sihiga, siis trajektoor on

tasane, ja nimelt on trajektoori tasapind tungi sihiga paralleelne.

Uusi esimesi integraale v6ib scodsal juhul saada, vaadeldes
impulsivektori momenti m koordinaatide alguses O. Nagu selgi-
tatud § 7, vektori momendiks kohas O on vektori rakenduspunkti
kohavektori r vektoriaalne korrutis vektori endaga, tdhendab,
m=r1 X p. Korrutades (69) modlemaid pooli vasakult koha-
vektoriga r, saame

rXp=1rXB.
Teiselt poolt on (30) pohjal
m=(rXxp)+ (xXp)
= (x X mr) + (r X p)
=0+ (rX»)
7= (5 X 9
sest vektorite r ja mr vektoriaalne korrutis peab osutuma nulliks
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nende vektorite paralleelsuse tottu. Vorreldes tulemust varemini-
leituga, jareldame:

m=rX %, (70)

s. t. impulssmomendi i tuletis vordub méjuva tungi # momen-
diga.
Seda teoreemi kutsutakse impulssmomendi lauseks.
Impulssmomendi m projektsioonideks on definitsiooni koha-
selt
YP:— 2Py 2Pz — TPz, TPy — YPz
ehk

m(yz—zy), m(zz—zz), m(zy—yz).

Vektorvorrand (70) vastab seega projektsioonides kirjutatud
vorrandsiisteemile

%m(yé—mj) —yZ —2zY
d

d—tm(z:l}—xé) —2X —zZ (71)

%m(xy—ya};) —2Y —yX.

Erijuhul, kui méjuva resultanttungi # moment méne telje suhtes
kaob, muutub impulssmomendi projektsiooni tuletis sama telje
kohta (71) alusel samuti nulliks, s. t. impulssmomendi projekt-
sioon vastavale teljele peab osutuma konstantseks. See annab
jéllegi iihe esimese integrazli. On niiteks 2Y —yX =0, siis
vastav esimene integraal kolaks, arvesse vottes, et ka m on
konstantne:

xy —yx = C. (72)

On tungivili sddrane, et tungi P kandesirge alati 1dbib kindla
punkti O, mida ilmsesti v6ib valida koordinaatide alguseks, siis
tungi moment kindlasti kaob iga telje suhtes, mis ldbib O . Praegu
selgitatud viisil jargnevad siis vorrandeist (71) kolm esimest
integraali. Sididrast tungivilja kutsutakse ,,tsentraalseks”, ehk
oeldakse ka, et ,,tung on tsentraalne®. Punkti O , mida tsentraalse
vilja tungide kandesirged alati ldbivad, kutsutakse sel puhul
vilja tsentriks.
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Juhul, kui leidub esimene integraal (72), voib asjale anda
huvitava geomeetrilise tolgenduse. Korrutades seoses (72) mole-
maid pooli di-ga, saame koigepealt

zdy —yde=Cdt,

kusjuures dx ja dy tdhendavad liikuva punkti M nihkumise ds
projektsioone - ja y-teljele. Samad dzx ja dy tekivad, kui projek-
tida punkti M trajektoori enne z-y-tasapinnale ning siis jilgida
M projektsiooni liikumist trajektoori projektsioonil. Olgu M’ ja
M, materiaalse punkti M projektsioonid z-y-tasapinnale vasta-

valt hetkil ¢ ja ¢t dt (46. joonis).
‘y dx ja dy on siis 16pmata viikese nihke-

vektori M_’Z)ill’ projektsioonid z-y-tasa-

M pinna koordinaattelgedele ning = ja »
d on selle nihkevektori alguspunkti M’
s koordinaadid selles tasapinnas. Jéareli-

kult « dy — y dx on selle nihkevektori

0 x lopmata viike moment alguspunktis O,
46. joonis, s. t. 1opmata viikese kolmnurga OM’'M,’
kahekordne pindala 2dS. Liikumisel

pinnaelemendid dS liituvad pindalaks S, mille ,katab® liikuv

raadiusvektor OM’ liikumist jialgides. Téahistades % siimbo-
liga A, vbime varemleitud seosele anda kuju

dS =Adt.

Lugedes pindala S nulliks alghetkel ¢, ning inteegrides vastavalt
vasakul rajades 0 ja S, paremal pool rajades ¢, ja ¢, leiame:

N="A =% : (73)
Sonastatult see kolaks:

Kui tungi moment teatava telje suhtes jaadavalt kaob, siis
selle teljega risti voetud tasapinnas materiaalse punkti projekt-
sioon liigub nonda, et seda projektsiooni teljega ithendav raadius-
vektor katab pindala, mis osutub proportsionaalseks moéodunud
ajavahemikuga.
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Seda teoreemi kutsutakse punkti diinaamika pindala-
lauseks. Suurust A kutsutakse pindalakonstandiks.

On tungivéli tsentraalne, siis kaob tungi moment iga sirge
suhtes, mis ldbib O ; selle tagajidrjel siis pindalalause kehtib
igas tasapinnas, sest iga tasapind on risti mone sirgega ldbi O .

On kerge veel veenduda, et tsentraalse tungi puhul mate-
riaalse punkti M trajektoor peab olema tasane. Toepoolest,
tsentraalsete tungide puhul kehtivatest esimestest integraalidest

'Ci=yz—2y
C2:zx—xz
Cszx?}—?ﬂ:’

jargneb pérast korrutamist suurustega z, y, 2z vastavalt ja
parast liitmist:
C1x+C2y+ng:0.

See on teatava tasapinna vorrand, mida liikkuva M koordinaadid
z, Y, z peavad rahuldama igal hetkel, — tdhendab, trajektoor
on tasane.

Nagu néha, trajektoori tasapind 1dbib tsentri O . Niisiis:

Tsentraalse tungi mojul punkt liigub tasapinnal, mis labib
tungide tsentri.

Et, nagu varemini nigime, tsentraalsete tungide puhul pind-
alalause peab kehtima igas tasapinnas, siis ta kindlasti kehtib ka
trajektoori enda tasapinnas, kus liikuva raadiusvektori alguseks
on tungivilja tsenter O ise. Sellest jargneb otseselt niiteks nn.
Kepleri teine seadus planeetide liikumise kohta: tung, nimelt
gravitatsioonitung, on seal tsentraalne, sest ta on alaliselt suuna-
tud Piikese tsentri poole.

§ 23. Hoolause ja potentsiaal.

- Korvuti impulsivektoriga omab mehaanikas pohjapanevat
tihtsust materiaalse punkti hoog H. Hoog defineeritakse

1 2 .
skalaarse suurusena — mov? :

2
H :%mv% (74)
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kus m on endiselt materiaalse punkti mass ja v on kiiruse suurus
|v|. Meelde tuletades, et v* = x% 4 y2 + 22, voime (68) pohjal
ka kirjutada

H=_21 (02402 + p:2) . (75)

2m
Diferentsides (75) aja t jirgi, saame

. = ,—1; (ﬂrl‘)z e py?'?y S pzi’z)
= &Pz + YDy + 2Pz 5,
mis (69) alusel taandub kujuks
H=Xz+Yy+ Zz.
Korrutades siin veel molemaid pooli dt-ga, leiame
dH =Xdxe+Ydy+ Zdz. (76)

Paremat kitt seisev skalaar X do + Y dy + Z dz kujutab aga tea-
tavasti tungi P poolt materiaalse punkti M I6pmata viikesel
nihkumisel tehtud elementaart6od, nimelt tungivektori ja nihke-
vektori skalaarset korrutist. Seega (76) viljendab lauset:

Hoo lopmata viike kasv vordub tungi poolt liikumisel tehtud
lopmata vaikese tooga.

Seda teoreemi tuntakse mehaanikas hoolause nime all.

Integratsiooni kaudu jdrgneb sellest, et hoo 16plik kasv vor-
dub 16pliku tooga (s. t. elementaartoode summaga), mis tehtud
tungi poolt materiaalse punkti liikumisel trajektooril. See 16plik
too iildiselt soltub trajektoori kujust; tema arvutamiseks tuleb
midrata joonintegraali viidrtus inteegritavast suurusest
Xdx 4+ Ydy + Zdz, kui jooneks, mida pidi inteegrimine toimub,
on trajektoor. Erilist tdhelepanu viddrib aga erijuhtum, kus see
joonintegraal soltub iiksnes inteegrimiskovera otspunktidest,
mitte aga kovera kujust muus osas nende otspunktide vahel. See
leiab aset nimelt siis ja ainult siis, kui avaldis Xdx + Ydy 4 Zdz
osutub teatava funktsiooni U(x, vy, z) tdisdiferentsiaaliks dU .
Sel korral nimelt joonintegraal [ Xdx 4 Ydy + Zdz on lihtsalt
joonintegraal [ dU, s. t. Uy—U,, kus U, on funktsiooni
U vaartus U(xo, %o, 2o0) trajektoori algkohas (xo, %o, 2o0) ja
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U, on sama funktsiooni vadrtus U(z,, w1, z:) trajektoori 16pu-
kohas (#1, w1, #1). Kuidas trajektoor on kulgenud vahepeal,
pole oluline.

Avaldis Xdx + Ydy + Zdz on taisdiferentsiaal dU. siis ja-
ainult siis, kui

ouU oU ol
X:F;’ Y:E’ Z:b?’ (77)
s. t. kui tungi B projektsioonid on funktsiooni U vastavateks osa-
tuletisteks. Funktsiooni U(xz, vy, z) kutsutakse sididrasel korral
vilja tungifunktsiooniks. Tungifunktsioon on méiira-
tud vaid meelevaldse lisakonstandini, sest konstandi juurdevot-

misel osatuletised ei muutu.

Juhtudel, kus leidub tungifunktsioon U, deldakse ka, et tung
R on ,tuletatav’ tungifunktsioonist, ehk ka, et tung on ,konser-
vatiivne®. Viimase koneviisi motet selgitavad jargmised kaalut-
lused :

Tahistades hoo H viirtusi kohtades (2o, %,, 20) ja
(21, Y1, #1) vastavalt siimbolitega H, ja H;, voime tungifunkt-
siooni U olemasolu puhul (76) alusel kirjutada

Hi—Hy=U;—U,.
See néitab, et
H; — U, = Hy— U, = konstantne,

milline ka oleks koht (2, #%:, #:) materiaalse punkti M trajek-
tooril. Teiste sonadega,

Tm@ + P+ —U, v, 2)=C.  (78)

Nagu niha, on siin tegemist jille iihe esimese integraaliga. Suu-
rust — U(x, vy, z) kutsutakse seejuures potentsiaalseks
energiaks ehk ka lihtsalt potentsiaaliks kohas
(z, ¥y, z). Potentsiaalse energia (potentsiaali) tdhistamiseks
tarvitame edaspidi ka siimbolit IT. See Il on koordinaatide z, ¥, 2
funktsioon, ja nimelt on »

II=—U(=z, v, 2). (79)
Hoogu H kutsutakse ka materiaalse punkti M kineetiliseks
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energiaks. (78) viidab, et tungifunktsiooni olemasolu puhul
peab alati kehtima seos

H4+ Il =C. (80)

Kineetilise ja potentsiaalse energia summat H -+ /7 kutsutakse
materiaalse punkti koguenergiaks ehk ka lihtsalt ener-
giaks. (80) vididab, et juhul, kus iildse saab raikida energiast,
see energia peab olema konstantne. See on energia
jaavuse lause.

Silmas pidades seda energia jadvust, siilivust, konservatiiv-
sust, kutsutaksegi tungi, millel leidub tungifunktsioon, konserva-
tiivseks.

Kineetiline energia H on miidratud igal juhul; potentsiaalne
energia // omab moétet vaid siis, kui on méingus tungifunktsioon.
Seega koguenergia moiste on seotud tungifunktsiooni moéistega. .
Juhtudel, kus tungifunktsiooni ei leidu, kutsutakse tunge vahel ka
dissipatiivseiks.

Konservatiivse tungi puhul v6ib tema projektsioone saada
(77) kohaselt tungifunktsiooni osatuletistena; silmas pidades (79)
selgub, et selle asemel voib tungi projektsioonide saamiseks votta
niisama histi ka osatuletisi potentsiaalist /7, siis tuleb aga veel
nende osatuletiste médrgid muuta vastupidisteks.

Kohad, kus tungifunktsioon U vo6i potentsiaal // omab kons-
tantset viidrtust, moodustavad teatava pinna; selle pinna vorran-
diks on

Bty gy ag)i=K (81)

Sadrast pinda kutsutakse potentsiaalpinnaks ehk nivoopinnaks.
Uksikud potentsiaalpinnad erinevad omavahel vaid konstandi K
vadrtuse poolest vorrandis (81). Pidades silmas just konstandi
vastavat erivddrtust, voib konelda nivoopinnast K;, nivoo-
pinnast K, jne. Seejuures on tavaliseks eelduseks, et // on
iihene funktsioon, s. t. et antud x, ¥, z puhul temale vastab
vaid ik s funktsiooni vaartus. Kaks erinevat nivoopinda K; ja
K, ei saa siis kunagi 16ikuda, sest vastasel korral 16ikekohas funkt-
sioon /7 peaks omama kaht erinevat viiirtust K, , K. korraga.
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Olgu P: (xz, y, z) moni koht pinnal (81). Kui sellest
kohast nihkuda dx , dy, dz vorra edasi, kuid nonda, et seejuures
jadada ikka endiselt samale nivoopinnale, siis K ei tohi muutuda,
s. t. II téisdiferentsiaal peab olema null:

oIT or7 L
de—{— d—ydy+5dz_0.

Vottes arvesse, et siin kolm osatuletist on tungivektori projekt-
sioonid vastasmirkidega, seega vastassuunalise tungivektori pro-
jektsioonid, ning et dx, dy, dz on lopmata viikese nihkevektori
projektsioonid, jareldame, et tungivektor on mainitud nihke-

vektoriga risti: tdisdiferentsiaal pole midagi muud, kui vektorite
%7, %7 > %1—27) ja (dz, dy, dz) skalaarne korrutis, — et see korru-
tis on null, siis mainitud vektorid peavad olema vastastikku risti.
Niisiis:

Konservatiivne tung on igas kohas risti vastavast kohast labi-
mineva potentsiaalpinnaga.

See tung on nimelt risti iga lopmata viikese mnihkega
dx , dy , dz nivoopinda pidi.

Tungi suurus || on V X2+ Y2+ Z2, tihendab,

For oll\* oall \2 0/7\?

L=y A5+ 5+ G
teiste sonadega, tungi suurus vordub funktsiooni /7 tuletise
normaali suunas suurusega. Tungi f suuna nivoopinna

normaali sihis méédrab asjaolu, et %7: — X jne. See niitab, et
tung P on suunatud normaali pidi just sinnapoole, kuhu minnes
I/ kahaneb: kui // kahaneb z-i kasvades, siis — X osutub
negatiivseks, jirelikult + X osutub positiivseks, s. t. X on siis
ja ainult siis x-i positiivse suunaga samasuunaline, kui // selles
suunas kahaneb.

Igas kohas (x, y, z) funktsioon //omab teatavat viirtust,
mis loomuse poolest kujutab teatavat skalaari. On //antud,
siis on sellega antud teatav skalaarne viali, s. t. skalaarsete

suuruste jaotus ruumi koikidele kohtadele. Vektorid kompo-

nentidega %iz, %7 y %7 on sellest skalaarsest viljast diferentsi-

121



mise teel tuletatud; tdnu skalaarse vélja olemasolule tekib sel
teel vektorvili: ruumi igas kohas osutub rakendatuks iiks teatav
vektor, mille projektsioonid on iilalmainitud skalaari osatuletised.
Sadrasel viisil skalaarsest viljast tuletatud vektorvilja kutsu-
takse vastava skalaari gradiendiks. Seda vektorvilja tdhis-
tatakse vektoranaliilitilises kirjutusviisis siimboliga grad /7.
Uksik vektor grad /7 on, nagu nidgime, risti nivoopinnaga // = K
vastavas kohas ja on suunatud kasvava //poole ning suuruse poo-
lest vordne /7 tuletisega normaali suunas. Tung % on vastas-

suunaline, seega LT (82)
Gradiendi méiste méngib tdhtsat osa tavalises mehaanikas, hiidro-
mehaanikas, soojusopetuses, elektriopetuses ja mujal.
Juhtudel, kus probleeme vo6ib kisitada tasapinnalistena, nii-
teks x-y-tasapinnal, astuvad nivoopindade asemele nivoojooned;
tung on siis risti nivoojoonega
antud kohas, suunatud vihe-
neva potentsiaali poole ja suu-
ruse poolest vordne potentsiaal-
funktsiooni tuletisega nivoo-
joone normaali suunas. Joones-
tades nivoojooni /7 =K, /7=
=K —vy,l]= K — 2y jne. vas-
tavalt jarjest potentsiaali kaha-
nemisele igakordselt y vorra
(47. joonis), nieme, et tung,
olles risti nivoojoonega, osutub

suuremaks neis kohtades, kus 47. joonis.
nivoojooned esinevad tiheda-
mini, — seal nimelt on potentsiaali langus normaali suunas jir-

sem. On vy valitud kiillalt vidikesena, siis tungivektori suurus on
ligikaudu poordvordeline naabernivoojoonte omavahelise kaugu-

—_

sega vastavas kohas. Tungivektor F'G 47. joonisel on sel alusel
i —_—>

joonestatud ligi 2 korda suuremana tungivektorist AB, sest

T
kaugus FF’ on 2 korda viiksem kaugusest AA’.
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§ 24. Potentsiaali naiteid.

Potentsiaali moistet selgitavad jargmised konkreetsed niited.

1) Liikumine raskuse mojul maapinna laheduses piiratud alal.
Juhtides z-telge vertikaalselt iilespoole ning Iugedes maapinda
paigalseisvaks ja tasapinnaliseks, voime lugeda raskustungi vekto-
reid omavahel paralleelseiks ja vordseiks. Raskustungi B pro-
jektsioonid on siis X =0, Y =0, Z—=—mg. Siit ndhtub, et
tungifunktsioonina U(x, vy, z) voib sel korral votta U = — mgz,
s. t. potentsiaalfunktsioonina /7 voib votta + mgz ; osatuletised
on siis nimelt parajasti 0, 0, —mg. Meelevaldse konstandi
potentsiaalile lisandamine ei muuda ses mottes midagi. Nivoo-
pindadeks on maapinnaga paralleelsed rohttasapinnad mgz = K .
Tung on risti nivoopinnaga, jéarelikult vertikaalne, ning suunatud
kahaneva //poole, s. t. allapoole. Viahendades K jéarjest y vorra,
saame nivoopindu z = X~ — 1 | T i

mg mg mg
rase nivoopinna omavaheline naaberkaugus on igal pool kon-

27  jne.; kahe sii-
mg

stantne, nimelt - , mis ongi tungi konstantsuse tunnuseks.

mg
Kiesoleval juhul vilja nivoopindadeks on iihtlase tihedusega jao-
tatud paralleelsed tasapinnad, — sddrast vilja kutsutakse

homogeenseks. Sidrase vilja gradientvektor on igas
kohas sama, s. t. antud juhul tungivektor on konstantne. Viimast
asjaolu voib ka votta lihtekohaks: on tungivektor igal pool sama,
siis vili on homogeenne, s. t. nivoopindadeks on siis iihtlase tihe-
dusega jaotatud paralleelsed tasapinnad. Raskusvidli maapinna
laheduses piiratud maa-alal on homogeenne.

Nagu_juba eespool nididatud, on materiaalse punkti M trajek-
tooriks selles homogeenses raskusviljas vertikaaltasapinnas, aset-
sev- parabool. Selle parabooli kuju soltub algkiirusest v, ja alg-
kohast A: (zy, %o, 2zo) alghetkel ¢,. Energia jadvuse lause
voimaldab aga otseselt médrata kiiruse v suurust v meelevaldses
kohas B, niipea kui on teada algkiiruse suurus v, kohas A , ilma
et vaja oleks trajektoori kui niisugust tunda. Toepoolest, (80)
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pohjal H +II peab olema konstantne igas kohas, tdhendab, nii-
sama suur kui ta on kohas A ; jirelikult

1

% mv? + mgz s 2 mvy? + mgz, .

2
Seega

V% = v —20(z=—2) :
Siin z — z, niitab koha B kérgust & koha A suhtes; jirelikult
v=1 v’ —2gh.

Tulemus néitab, et v s6ltub kindla v, puhul vaid veel korgusest & ,
milleni M on parajasti tousnud. Uhtlasi selgub, et mainitud kor-
gusel h leidub iilemméiér, sest ruutjuure alune ei tohi muutuda
negatiivseks:
02 —20h >0, M :%'g .
Olgu tdhendatud, et energia jéadvuse lause alusel iiksinda ei
saa veel midagi oelda kiirusvektori v suuna kohta. Ekslik oleks
ka arvata, et M peab ilmtingimata korguseni 2 joudma, kui ainult
see h ei iileta leitud maksimumi, — see toimub tiiksnes siis, kui
algkiiruse v, suund on sobiv. Samuti ei saa viita, et M peab
tingimata kohani B joudma; voib vidita ainult seda, et kui M
peaks joudma kohani B, siis tema kiiruse suurus v selles kohas
on arvutatav iilalleitud valemi pohjal. Igal juhul aga h... kaudu
on miadratud keelupiirkond, kuhu M mingil tingimusel ei
joua antud v, puhul, s6ltumata v, suunast.

2) Liikumine raskuse mojul Maakera iimbruses. Loeme Maa-
kera absoluutselt paigalseisvaks ning valime koordinaatide alguse
O Maakera keskkohas. Maakera iimbritsev raskustungivili on
tsentraalne, tsentriga kohas O. Liikuva materiaalse .punkti M
trajektoor on seetottu tasane; vastav tasapind ldbib O. Valime
2- ja y-telje trajektoori tasapinnas; z-telge meie siis iildse ei vaja.

Olgu M asukohaks hetkel ¢ koht (x, w); selle koha kaugus
Maakera tsentrist O olgu p, tdhendab, 9> = 2% + y*. Newtoni

. . mym
jargi raskustungi P suurus vastavas kohas on x 912 , kus my
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on Maakera mass, m on materiaalse punkti M mass ja » on nn.
gravitatsioonikonstant. Uusimate mo66tmiste najal

% i=86,685- 102 [g-1-am? sec?] .
Maakera massi m; voib ligikaudu arvutada valemi pohjal
m; — 5,62 - — JrR’
kus R on Maakera raadius ja vordetegur 5,562 tihendab Maakera
keskmist tihedust. Vottes R = 6,370-10% [em], leiame seega
ISB | = 6,685-10—%-5,52 - % 43,1416 - 6,37T0° - 10~+- %

,00-1020 5
g SO0 O—m [g ecm sec—2] .

0?
Maapinnal, kus o= R, jargneb siit
mis vastab seega raskuskiirendusele g — 984 [em sec—2]. Viike
suurenemine tavaliselt aktsepteeritud vididrtusega g — 981 vorrel-
des on tingitud esijoones sellest, et Maakera on loetud paigal-
seisvaks, s. t. et rotatsioonist tingitud (niiline) tsentrifugaaltung
praegu meil pole arvesse voetud.

Tung R on suunatud O poole ja

rakendatud kohas (x, w). Jéarelikult M
vektori P suunakoosinused on vastavalt

— g— ja —:‘—'A (48. joonis). Seega 2 V£
=202 L1100 m = 4,00 102°m53 0! x b
Y — 4_;)5(_)1 1020 m — 4,00 - 102° m 48. joonis.
Antud juhul tungifunktsioon leldub Vottes nimelt
U=, )=+ 40010"0 , e=V Z+9,
leiaksime
OU_oUde _ _ 490 1020

o 40010"0 ’Qf =X

ja analoogiliselt
oU

ay
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Arvutamisel tuleb silmas pidada, et seosest o2 = x2 | y2 jidrgneb
diferentsimisel z-i jargi
00 et

2@5—*—2x,

DAy 7
ja diferentsimisel y jargi samal viisil

O@niut .y

<

O Eeipiges
Niisiis potentsiaalina /7 antud juhul v6ib votta

400

= 1020

Konstantne potentsiaali vaartus teklb siin, kui ¢ on konstantne;
nivoojoonteks on seega kontsentrilised ringid timber O . Et /7 see-
juures on, nagu niha, alati negatiivne, siis /7 kahaneb viheneva
o suunas. Normaalid on nivooringide raadiused.

Nivooringi raadius o viljendub potentsiaali viddrtuse K
kaudu jargmiselt:

s 400 109 m

Siin konstant K ise on negatiivne. Jalgides o soltuvust K-st tule-
tise A abil, leiame
dK
do __ 400
R

millest ndhtub, et viheneva K puhul ka p védheneb, kuid seda
aeglasemalt, mida suuremaks liheb vidheneva negatiivse K abso-
luutvadrtus. K kahanemisel jark-jargult iihe ja sama y vorra
kahaneb p samuti, kuid jark-jargult aeglasemalt. Seega vastavad
nivooringid kuhjuvad O iimbruses ja asetsevad jirjest horeda-
mini, kui minna O-st eemale. Vastav pilt on nédidatud 49. jooni-
sel. Tung PR on suur seal, kus ringid asetsevad tihedalt, ja viik-
sem seal, kus nad on horedad.

Energia lause antud juhul annab:

4,00

99

¥

% mo2 — 00 1020, % mve® — —— 102m
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kui v, on algkiiruse suurus ja o, algkaugus alghetkel #,. Sellest
seosest jargneb
o S ¥ g . 0 l i _1_
? = 0,2 — 8,00 - 10° (@0 =),
kust selgub, et v > v,, kui 0 << 0o, ja limberpoordult, » <<w,,
kui o > 0o. On aga o = gy, siis ka v = v,. Jéllegi leiame keelu-
piirkonna, silmas pidades nduet v> >0 :

1\%
(=]

vy% — 8,00 - 102 (9‘_0 o %)

;}'

L

3

™

@>

[ a

49. joonis.

Selle vorratuse lahendamine 51— suhtes annab:

il oo A%

o = o, 8,00 - 1020

See noue on eo ipso rahuldatud alati siis, kui avaldis paremat kitt
osutub negatiivseks vo6i nulliks, s. t. kui

1 V2 l/8,00 fe T
% S gm.1m0 Y 4 (109



sédrasel korral, kus niiteks g, =R puhul tuleb v,>11,2
[km sec], o voiks omada kuitahes suuri vadrtusi, — keelupiir-

8,00

konda pole olemas. On aga v, << ]/ - 10, siis leiame  Quaz :

8,00 - 1020
Qnes = 800109 —gguz €

Seda maksimaalset kaugust siis litkuv materiaalne punkt M ei
saa kunagi iiletada, olgu algkiiruse suund iikskéik milline. On
niiteks go=R, vo=1 [km sec'] =10° [em sec'], siis
0 mar = 6,42 - 10% [em], jéarelikult M saaks eemalduda maapinnast
koige rohkem 6,42-10%—6,37-10%=5"-10° [em] ehk 50 kilo-
meetri vorra.

Sadrast liiki kaalutlusi tuleb silmas pidada niiteks miirskude
trajektooride arvutamisel siis, kui see trajektoor ldbib strato-
sfadri.

3) Taevakeha liikkumine Piikese gravitatsiooniviljas. Tungi

¥ suurus on endiselt y@— kusjuures niiiid aga m; on Piikese

mass, m Piikesest mojustatud taevakeha mass ja o selle taeva-
keha kaugus Piikese keskkohast. Et Pidikese mass on Maakera
massist 331 950 korda suurem, siis antud juhul

%y = 331950 - 4,00 162 — 1,33 - 103,
seega potentsiaal on

7=-" 33 1020, .
Energia lausest jargneb siis
2 g2 266 4006 (1 k&
S

Keelupiirkonda ei ole, kui

vastasel korral aga leidub p iilemméér. Teades, et gravitatsiooni-
viljast tingitud iiksiku materiaalse punkti M trajektooriks on
igal juhul koonusldige (vt. § 25), jareldame, et juhul, kui leidub
o iilemméir, peab trajektooriks olema ellips. Paraboolse trajek-
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toori saavutamiseks peab v, kiilindima Kkriitilise vaidrtuseni
2,66

= -10'®, mis niditeks Maakera kaugusel Piikesest 0, =
0

= 1,495-10*®* [cm] tdhendaks vo =42 [km sec—']; Maakera
kiirus on vaid 30 [km sec—1], seega tunduvalt allpool seda kriiti-
list kiirust.

4) Elektrivalja potentsiaal. Coulomb’i seaduse kohaselt sama-
nimeliste elektrilaengute @, ja Q@ vahel, mis asetsevad kaugusel
o teineteisest, mojub téuketung, mille kandesirge iihtib punkti-
taolistena moeldud laengute asukohtade iihendussirgega, ja mille

suurus on f lezQ , kus f on laengutevahelise keskkonna omadus-

test s6ltuv vordetegur. On laengud Q; ja @ moodetud nn. elektro-
staatilistes {ihikutes ja on ruum laengute vahel téiesti mateeriast
tiihi, siis f =1. Tungi suurus diilinides on sel korral madratud
valemiga

_9,@Q
B|=%2 .

Sadrane tung moéjub nii laengu Q; kui ka laengu @ kandjale
ning, kokkukélas reaktsiooni seadusega, need molemad tungid on
vastassuunalised.

Oletame niilid, et laeng @, asetseb liikumatult koordinaatide
alguspunktis O, ja piirdume selle tungi vaatlemisega, mis
mojub, tinu Q. olemasolule, kohas M: (z, y, z) asetsevale laen-
gule Q. Olukord on siis analoogiline olukorraga gravitatsiooni-
viljas, kuid selle vahega, et tungi suund on vastupidine ja vorde-
tegur on teissugune. Vili on ikkagi tsentraalne, tsentriga kohas
O . Tungi projektsioonideks on:

’ >

& @ Xy Q@
[ vl R

z
0 o
On kerge kontrollida, et sairasel korral potentsiaalina I v6ib
votta

n=+4%q,
kus o jéllegi tihendab kaugust koordinaatide algusest O .
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Energia jé,ﬁ,vuse lause p6hjal jargneb siit:
mv2+ Q’ Q=+ mv2+ Q‘ Q,

kust
v = — 2Qrg (;— o -

Siin m tdhendab elektrilaengut @ kandva materiaalse punkti M
massi. Keelupiirkond esineb igal juhul, sest noue, et 22 ei saa
olla negatiivne, annab:
2Q,Q
® 230,01 vm a2

Punkti M trajektooril leidub seega kindlasti teatav nullist erinev
minimaalne kaugus alguspunktist O.

On H ja/7] hoog ja potentsiaal kaugusel o, analoogiliselt H,
ja 11, hoog ja potentsiaal kaugusel p,, siis (80) pdhjal

H+ II=H,+ IT,
tahendab,

Teiselt poolt on (76) pohjal H — H, vordne integraaliga aval-
disest Xdx + Ydy + Zdz, téhendab, vordne tungi poolt tehtud
tooga. - Vordlusest (83)-ga jargneb seega, et tungi poolt tehtud
t60 ongi potentsiaalide diferents //, — 7/, nimelt

aa(i~1).

On eriti voetud @ = 1, siis seda potentsiaalide diferentsi kutsu-
takse vastavate kohtade vahel valitsevaks elektriliseks
pingeks. Pinge on elektrivilja tekitava laenguga Q, vorde-
line. Selles viljas laengule @ =1 moéjuvat tungi kutsutakse
valjatugevuseks ja tdhistatakse tavaliselt siimboliga &
(véaljatugevus on tung, seega vektor).

Elektrostaatilises iihikute siisteemis tuleks pingeiihikuks
votta 1 erg, nimelt see pinge, mis vastab @ — 1 puhul potentsiaa-
lide diferentsile (s. t. tehtavale toole) 1 erg. Tegelikult kasu-
tatakse elektrotehnikas 300 korda viiksemat iithikut 1 volt. Kor-
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vuti sellega kasutatakse iihtlasi laenguiihikuna 1 kulon, mis on
elektrostaatilisest laenguiihikust 38 - 10° korda suurem.

Nimetuse all ,,elektron* tuntud materiaalne elementaarosake
kannab laengut e = 1,59 - 10— kulonit ja omab seejuures massi
W—=9-1023 [g}.

Olgu elektron, liikudes elektrivilja mojul, katnud vahemaa,
mis vastab pingele V volti, kusjuures selle elektroni algkiirus

olgu null. Silmas pidades, et V wvolti tidhendab 5‘(;—0 elektro-

staatilist pingetihikut (erg’i), leiame koigepealt (arvestades
W==1) 2

1 4
Q (_ 7 _) 300 °
Siit jargneb, et elektroni 16ppkiirus » on méadratud valemiga
s -al N
v ZE * 300 *

kus @ tédhendab elektroni laengut elektrostaatilistes iihikutes,
seega @ =1,69-10-1-3-10°=4,77-10-1°, Jirelikult

2 2-477-10—10 __
%= ‘/ 9.10—28.300 Ve o= 5 94 - 107 l/- |4 [Cm Sec_l] .

Pinge 1 volt annaks seega elektronile kiiruse 594 [km sec—1],
pinge 100 000 volti annaks kiiruse 188 000 [km sec—]; kiirus
soltub ainuiiksi pingest, mitte aga tegelikult ldbikdidud teekonna
pikkusest. Sel alusel moodsas fiilisikas tavaliselt elektronide
kiirusi iseloomustatakse lihtsalt vastava voltide arvuga.

Liikuvate elektronide (katoodkiirte) puhul esinevad kiiru-
sed, nagu nidha, on juba suuruselt vorreldavad valguse kiirusega
300 000 [km sec—1]. See niitab, et tegelikult Newton’i mehaanika
valemid peavad osutuma elekironide puhul rakendatuina eba-
tapseiks. Relativistliku Einsteini mehaanika alusel arvutatud
kiirused on mirgatavalt viiksemad, jaddes mistahes V puhul ikka
piirvadrtusest 300 GO0 [km sec—'] allapoole ja olles heas kokku-
kolas mitmesuguste katsete tulemustega.
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Méarkus: On kerge kontrollida, et siinkisiteldud nididetes
1 kuni 4 potentsiaalfunktsioon /7 (z, y, z) alati rahuldab dife-
rentsiaalvorrandit

ORI | 1 |, ®I

(7§5+@2_+525—0' (84)
Seda diferentsiaalvorrandit kutsutakse Laplace’i vorrandiks
ehk potentsiaalvorrandiks; see mingib tidhtsat osa
gravitatsiooniteoorias, elektriopetuses, hiidromehaanikas, soojus-
opetuses ja mujalgi. Seda kirjutatakse sageli lithendatult

ATF=0 5 voi.ka -FETF—=10,
moistes stimboli 4 v6i 172 all operatsiooni
02 0?2 02
a‘z + W + @9
mis tuleb rakendada vastava juurdekirjutatud funktsiooni juures.

Stimboliga 4 (v6i F?) haaratud toimingut kutsutakse ,,Laplace’i
operaatoriks®.

§ 25. Planeedi liikumine.

Kiesolevas paragraafis arendame iiksikasjalisemalt § 24 nii-
tes 3 lithidalt puudutatud iiksiku taevakeha liikumist teise taeva-
keha poolt tekitatud gravitatsiooni-
valja mojul. Sédrane vili on tsent-
raalne ja temas valitsev tung on
poordvordeline kauguse o ruuduga

4 tsentrist.
& «x _ Liikuvat taevakeha nimetame
planeediks M ja loeme ta materiaal-
seks punktiks. Vilja tsentraalsusest
jargneb, et trajektoor on tasane. Valime koordinaatide algus-
punkti O vilja tsentris ja paigutame a- ja y-telgi trajektoori
tasapinda (50. joonis); koordinaat z ei tule siis selle probleemi
puhul enam arvesse — probleem on tasapinnaline. m tdhendagu
planeedi massi, k£ olgu vordetegur, mis vordub gravitatsiooni-

M

50. joonis.
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konstandi » ja tsentrisse koondatud massi m; korrutisega. Pii-
kese puhul, nagu nigime, see korrutis zm; =~k on ligikaudu
1,33 - 10%¢ [em? sec—2] ; tdpsem vadrtus selgub allpool.

Planeedile mojuva tungi R suurus on m ?’; ,kus g2 =224 92 ;

tungivektori suunakoosinused on — % ja —% . Jarelikult tungi

projektsioonid X ja Y on

X=—m* y—_ 9,
0 0
Pohivorrandid (60) kolavad seega:
. % kx - . i ky
mx_—mg, my__—-m?,

kus tihisteguri m molemal pool v6ib muidugi ka dra jatta. Et siin
tegemist on vaid kahe teise jargu diferentsiaalvorrandiga, siis
iildlahendis peab esinema 2 %X 2 = 4 meelevaldset konstanti.
Uldlahendi leidmiseks kasutame koigepealt esimesi inte-
graale, millede abil siis lahendatavat siisteemi saab hiljemini liht-
sustada.
Tungiviljal leidub potentsiaal:

I=— mk %
0
Kirjutades valemis (80) esineva konstandi C asemel mFE , saame
seega
% V2 — % o »
I nimetame planeedi M energiakonstandiks.

Veel iihe esimese integraali annab impulssmomendi lause,
sest vili on tsentraalne. Kirjutades valemis (72) sellekohaselt C
asemel F', saame:

2y —yxr=F.
F' nimetame planeedi M pindalakonstandiks.

Siit edasi on mugavam tootada polaarkoordinaatidega o, 6.
Seostest

Z — gcos @ Yy =p0sin @
t=0cosO@—psin@:-0, y=psinO+gcosO-6
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jargneb
xy_yd;:Q2.@" ?)2:502—{-2./2:@2—{-92(‘;)2.
Niisiis meie esimesed integraalid polaarkoordinaatides kolaksid :
5 @+ 0°6) — % =F (85)

26 F.
Need praegukirjutatud vérrandid kujutavad omalt poolt esimese
jargu diferentsiaalvorrandite siisteemi. Nende inteegrimisel tule-
vad lisaks endistele konstantidele juurde veel 2 X 1 =2 meele-
valdset konstanti. Sel teel saaksimegi iildlahendi kokku nelja
meelevaldse konstandiga.
Koigepealt saame (85) pohjal méirata gsoltuvuse O-st, s. t.
leida planeedi trajektoori. Vottes arvesse, et
RTHG T Rl - MEsidy U F - @)
RS T dod = > 88 of a0 *
leiame esimesest vorrandist (85):
F? k
31 +elq— T
See teisendub kergesti kujule:
T Fdo
o)/ 2E0? + 2ko — F?
Diferentsides on véimalik kontrollida, et siin vasakul pool seisab
avaldise

=de.

ko —F2

arc sin W_}_ ZEF-

diferentsiaal. Leitud diferentsiaalvorrandi lahendiks on seega:
ko — F2

arCSinglfT—-f-—EEF'?:@_*'A’
ehk
i’ ko—F?
sin (O 4 A) :W

Siin A on meelevaldne inteegrimiskonstant.

Olgu esialgu A viédrtus valitud juhuslikult. Poorates siis -
telge teatava nurga o vorra, muudame ka A sama suuruse a vorra,
sest ® muutub pooramise tagajiarjel a vorra, kuid summa @ + A
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jadb endiseks, sest o pooramise tagajéirjel ei muutu. See kaalut-
lus niitab, et z-telje pooramisega saame esialgset A vidrtust
meelevaldselt suurendada vo6i vihendada. Teiste sonadega, telje
pooramisega saab anda konstandile A meelevaldse soovitava véir-

n-
o

tuse igal juhul. Poorame telge niipalju, et saaksime A =
siis
sin (0 + A) =sin (0 —3) =—cos 6.
Ulalleitud seos omab siis kuju:
— o) kK*+2EF2cos ©® = ko —F2.

Pirast lahendamist g suhtes see vorrand annab:

iy S,
St + gcos O’
kus on tarvitatud lithendeid

F2
ey St gy

k
]/ 1 +2 %F; S2E
Leitud tulemus niitab, et trajektooriks on koonusldige, fookusega
gravitatsioonivilja tsentris O, fokaallaiusega 2p ja numbrilise
ekstsentrisusega ¢. Juhul ¢ <1 on tegemist ellipsiga (erijuhul
¢ = 0 ringiga), juhul ¢ =1 see koonusléige muutub parabooliks,
juhul ¢ > 1 hiiperbooliks.

Siin toodud inteegrimiskiigus jidtsime tdhele panemata, et
ruutjuurel tuleks arvestada kahe erineva mirgi véimalust. Tule-
mus on siiski oige, kuid selles tédiesti korrektselt veenduda saaks
vaid teatavate lisakaalutluste najal, milledel meie siin ei peatu.

Nagu nideme, viljendab tulemus Kepleri esimest seadust
planeetide liikkumise kohta.

Kepleri teine seadus pole midagi muud, kui samuti meie
poolt juba kasutatud pindalalause.

Kepleri kolmanda seaduse toestamiseks jddb meil teostada
veel iiks inteegrimine, nimelt méirata seos polaarnurga € ja aja
t vahel.
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Asetades teise vorrandisse (85) p avaldise ® kaudu, saame:

p2d6e

(1 4 gcos 0)2 =Fadt.

Parempoolse osa integraaliks on siin Ft + B, kus B on uus ja
viimane inteegrimiskonstant. Vasakpoolse osa integraaliks on

(0]

e ! arc tan 1 —etan 9) — < 3
ot B i WV sten) 14e+U—ptan2y |
milles lugeja v6ib koige lihtsamalt veenduda diferentsimise teel:
See vordlemisi komplitseeritud avaldis peab jirelikult vorduma
avaldisega Ft 4+ B ; seos @ ja t vahel on seega leitud. Lugedes
alghetkeks ¢, = 0 seda silmapilku, kus @ = 0, nieme kergesti,

et siis tuleb votta B =0. ,
Maarame elliptilise trajektoori puhul (¢<<1) ringkiigu
aja T, s.t. ajavahemiku, mille jooksul ® muutub algvairtusest 0

vaartuseni 2x . '

Selle aja viltel tan % kulgeb esialgu positiivseid vaartusi,
alates nullist kuni 4 oo ; edaspidisel @ kasvamisel n-st kuni

27-ni tan Q kulgeb negatiivseid viaidrtusi, alates — oo kuni nul-

lini. Sama protsessi viltel arc tan (‘/ 1_8 tan 2)esimesel faasil
muutub vadrtusest 0 Vaartusenl ; teisel faas11 sama arc tan kas-

vab viiartusest ; edasi vﬁirtusenl n. See kaalutlus niitab, et
© = 2xn puhul, kus ¢t =T, arc tan vadrtuseks on n. Et teine
liidetav iilaltoodud avaldise piistsulgudes ©® — 2x puhul muutub
nulliks, siis jargneb seega, arvesse vottes B =0 :
2p%n
(1—g2) V1 —¢
Sellega on ringkiigu aeg T miadratud p, ¢, F kaudu. Seost saab

aga veel lihtsustada, kasutades ellipsi suurt pooltelge « :
Kohal, kus ® =0 vo6i 2r, jargneb trajektoori vorrandist

o(l+¢) =p.

===
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Teiselt poolt, ellipsi pohiomaduste kohaselt (vt. 51. joonis),
sealsamas
o=a—e=a(l—¢).
Jarelikult
a(l—e)(14¢) =a(l—¢) =p,
ehk
11— =2,
- 2 S

Et aga p tihendas 5 Siis

jargneb ?
ea 1P e

ka
Asetades neid suurusi va-

remleitud seosesse, mis
maidras T, saame:

—2§24JtT,5‘ =FT. 51. joonis.
e (%)
Jarelikult
__2mals
Sy

Seega ringkédigu aja ruut on vordeline suure pooltelje kuubiga.
See ongi Kepleri kolmas seadus.

Praeguleitud 7' avaldis voimaldab médrata viljaintensiivsust
k vaadeldud T ja moddetud e kaudu palju tdpsemalt, kui seda
lubab seos k= » m;, kus nii » kui ka m; on teada vaid oige
jédmedalt.

Maakera puhul on niiteks vaatluste najal selgunud:
a =1,4945-103 [em], T = 365,26 pieva — 3,1558 - 107 [sec].
- Jarelikult Piikese gravitatsiooniviljas

4n%a% __ 4n® - 1,49453 - 1039

R5 ez 3,15582 - 1014

— 1,3232 -'10%% {em?® see2]..

Pinnakonstandi F Maakera puhul méérab seos

Fzzkp:ka(1—82) .
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Et Maakera puhul ¢ = 0,0167, siis jarelikult

F = Vﬁka(l — &) =1/ 1,3232-10%° - 1,4945 - 103 - 0,999721
= 4,4463 - 10*° [em? sec1] .

On F leitud, siis energiakonstant £ on miiratud seosega

1—{—2Eg e i

kust
S e D Y
B < i

Maakera puhul see annab:
0,999721 - 1,32322 - 1052

2-4,44632.1038

Teades E', voime juba energia jédvuse lause pohjal miidrata
kiirust teataval kaugusel ¢, nditeks keskmist kiirust v, vastavalt
keskmisele kaugusele ¢ = a :
V2 =2 (E — %) 2

Maakera puhul jidrgneb:

E—=—

= —4,4265 - 1012 [cm? sec—2] .

o=y 2[—44265-101 4 L2B2 10D _ 5976 105 [em sec].

Maakera keskmine kiirus orbiidil peab seega olema umbes
29,8 kilomeetrit sekundis.

M 4 r k u s: Kédesolevas paragraafis lithidalt arendatud planee-
tide liikumise teooria pohineb kahel lihtsustaval oletusel:

1) On oletatud, et Piike ise oma relatiivselt suure massi
tottu piisib paigal, s. t. ei allu sugugi planeedi poolt tekitatud
gravitatsioonitungile; tdpsemal arvestamisel tuleb aga silmas
pidada ka viikest Piikese nihkumist planeedi mdjul, mis annab
viikese muutuse ringkidigu ajas T, kus avaldab méju planeedi
ja Piikese masside suhe.

2) On oletatud, et tegemist on ainult i he planeediga, s. t.
et Péikese gravitatsioonivili pole hédiritud teiste planeetide gravi-
tatsiooniviljast; tegelikult on sdidrane hiire aga olemas ja trajek-
toorid seetottu polegi eksaktsed ellipsid. Probleemi, kus arves-
tatakse n keha vastastikust gravitatsiooni, tuntakse mehaanikas
-keha probleemi nime all. Juba n = 3 puhul tekivad selle prob-
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leemi lahenduse otsimisel viga olulised matemaatilised raskused,
milledest seni pole tédiel médral iile saadud (,,kolme keha
probleem®).

§ 26. Miirsu lend ohus.

Vo6ib juhtuda, et materiaalsele punktile M moéjuv resultant-
tung P koosneb mitmest komponendist, milledest moned omavad
potentsiaali, teised aga mitte. Sddrane olukord esineb niiteks
alati siis, kui materiaalne punkt allub iihelt poolt raskustungile,
teiselt poolt aga selle punkti liikumisel avaldab ka veel méju kiiru-
sest soltuv ohutakistus: viimane ei ole enam méidratud kohaga
(x, y, z) ja seetdttu ei saa omada potentsiaali.

Uks tavaline hiipotees liikumise puhul 6hus on see, et 6hu-
takistus on vordeline kiiruse mingisuguse astmega, néiteks kiiruse .
ruuduga. Kuigi kogemused niitavad, et sdidrane lihtsustatud
hiipotees toelisuses ei pea tédieliku tédpsusega paika, voib teda
ikkagi pidada iisna heaks lihenduses tegelikule olukorrale ning
maédrata tema najal niditeks miirskude trajektoore tavaliselt vastu-
voetava tidpsusega.

Arvesse vottes, et ohutakistus on kiirusele vastassuunaline,
s. t. igatahes méjub trajektoori puutuja sihis, on otstarbekohane
miirsu trajektoori probleemi kisitlemisel ldhtuda resultanttungi
projektsioonidest - loomulikule saateteljestikule. Olgu resultant-
tungi B projektsioonid puutujale, peanormaalile ja binormaalile
vastavalt P, P,, Ps;; punktikujulisena moeldud miirsu M mass
olgu endiselt m . XKXiirenduse u projektsioonid loomulikkudele

saatetelgedele on teatavasti v, SE , 0 [§5, (15)]. Pohivalemi (57)
kohaselt on seega :

Py =mv, Pg:?’ﬂZ—z, P (86)
1
Need on punkti diinaamika ,,Joomulikud po6hivorrandid“. Neis

v tdhendab skalaarset kiirust ja peakoverusraadiust kujutab

_|ds
81 7 dr

kus ds on trajektoori kaarediferentsiaal ja dr puutuja nurga-
diferentsiaal.

’
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Miirsule mojuva raskustungi suurus on mg ; ohutakistuse
suurus olgu mgpv?, kus p on mingisugune konstant. Vorde-
teguri kujuks valisime siin mgu selleks, et pidiseda hiljemini iile-
aruste murdavaldiste kirjutamisest.

z-telg olgu suunatud vertikaalselt iilespoole, - ja y-telg olgu
seega voetud horisontaaltasapinnas. Trajektoor peab kindlasti
asetsema piisttasapinnas. Toepoolest, resultanttungi ® projekt-
sioonideks X ja Y on just ohutakistuse projektsioonid, sest ras-
kustung, olles risti z- ja y-teljega, projektsioone X ja Y ei anna;
et aga oOhutakistus mojub trajektoori puutuja sihis, siis need
X ja Y peavad olema vordelised trajektoori puutuja suuna-
koosinustega, tihendab, ka vordelised suurustega = ja y. Et aga
igatahes, (60) kohaselt,

me=X, my=Y,

seega
z e, TR
T=g==,
jarelikult
& ¥
PRy
siis
@ _di
e

Integratsioon annab siit
logz —logy +logC ehk z=Cy,

kus C on mingi konstant. Korrutades mélemaid pooli di-ga, jarel-
dame

de =Cdy.,
kust veel kord inteegrides leiame

z=Cy+K;
K on siin veel iiks inteegrimise konstant. Saadud seos on aga
teatava vertikaaltasapinna vorrand, mida liikuva miirsu M- koordi-
naadid z, ¥, z peavad igal juhul rahuldama, teiste sdnadega,
trajektoor asetseb tdesti teatavas vertikaaltasapinnas.
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Olgu niiiid teljed « ja z valitud selles trajektoori tasapinnas;
alguspunkt O olgu valitud kahuri asukohal, tihendab, seal, kus
miirsk asetses alghetkel ¢t =0 (52. joonis). Algkiiruse suurus
" olgu v, ja laskenurk horisontaali suhtes olgu ¢, . - Olgu veel M1
ja M2 vastavalt puutuja ja normaal (peanormaal) juhuslikul
hetkel ¢ ; binormaal ei tule arvesse, sest trajektoor on tasane.
¢ olgu puutuja kaldenurk z-telje suhtes; see ¢ osutub negatiiv-
seks, kui liikumise suunas
puutuja kaldub horisontaa-
list allapoole. Nagu joonisest
B —-- selgub, on siis raskustungi

R projektsioon puutujale
% —myg sing ; Ohutakistus,
E ®{ mojudes puutujale vastupidi-
<, ses suunas, annab projekt- °
0 \ 2 X sioonina sellele puutujale
— mguv? . Resultanttungi
projektsioon puutujale on
jarelikult — mg sin p — mgpv®. (86) kohaselt peab see vordne
olema suurusega mv. Normaali suunale &hutakistus projekt-
siooni ei anna, kiill aga tuleb arvesse raskustungi projektsioon
mg cos ¢ . Viimane peab seega (86) kohaselt vorduma suurusega

iZ

52. joonis.

m Z—z. Jiattes igal pool iihisteguri m #ra, saame seega diferentsiaal-
vc')rll'andid:
v = —gw?—gsing
.02
= —=gcosSg.
€1
Nurk kahe lopmata ldhedal asetseva puutuja vahel on ilmsesti

dgp ning seetottu koverusraadius g, on tuletise Z—; absoluutviirtus;

et aga ilmsesti lennu kestel, s. t. s kasvamisel, ¢ jirjest kahaneb,
siis see tuletis on negatiivne, jiarelikult

T B S ) sl

SR extl sasithl
seega

72 :

— =7

] ¢
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Niisiis meie diferentsiaalvéorrandite siisteemile v6ib anda kuju:
v = — g (w2 4+ sin ¢) - (8T)
Vp=—gCcosg.
Nende kaudu v ja ¢ on méadratud aja ¢ funktsioonidena.
Siisteemi (87) inteegrimiseks talitame jargmiselt:
dv

Jagamise teel jareldame koigepealt, silmas pidades, et— == d—:
s ®
dv v
vdp =tang + cosgp ’
ehk
dv.. . w 3
7% vtan ¢ = g

See on nn. Bernoulli’ vorrand, mis taandub lineaarsele tiiii-
bile asetusega # — v—2, kus % on otsitav abifunktsioon ajast ¢.

Siis nimelt on du = — 2v—3dv, tdhendab, dv = —%v:*du , ning

vorrand omab kuju
1 4 du b A
e B %—vtanqy_cos(rv 5
ehk, pirast jagamist v3-ga ja v—2 asendamist u-ga, méarkide muut-

mist ja korrutamist 2-ga:

du D 2
BE—}— 2utan o = — -

cos g

See on u suhtes lineaarne vorrand.

Lugeja saab diferentsimise teel kergesti kontrollida, et mai-
nitud lineaarse vorrandi iildlahendiks on

e [ —2pfcosg
kus A tdhendab meelevaldset konstantl. Kirjutades siin u ase-
mel v—2 ja 2 f o asemel lithendatult J, saame jirelikult
L =cos?g[A—ul. (88)

Diferentsimise teel on jillegi kerge kontrollida, et

__tang iFoy
" cosg —logtan(‘f— 2) i
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Probleemi nduetele vastava erilahendi saamiseks tuleb votta
algtingimustele ¢ = ¢o, v =1, vastav konstandi A véirtus.
Avaldis J soltub ¢-st; olgu J, selle J védrtus, kui ¢ = ¢o. Leitud
seose pohjal on siis

A=—— +l‘Jo

v, 2 COS cos2
Asetades seda tagasi vorrandisse (88), saamegi noutava seose
v ja ¢ vahel.

Teisest vorrandist (87) jargneb niiiid edasi
ivie
dt:_zcos¢d¢’

kus v on (88) kohaselt viljendatav ¢ kaudu. Inteegrides siin
vasakul alghetkest t = 0 kuni teatava hetkeni ¢, paremat kitt
aga vastavalt ¢ algvaédrtusest ¢, kuni vastava ¢-ni, leiame ¢ séltu-
vuse nurgast ¢ :

1 v
t:_EIESTp do . (89)
Po
Trajektoori leidmiseks jdidb veel midrata « ja z soltuvus
samast nurgast ¢. Arvesse vottes, et

dzx -4 z Z

CoS p = — = = sng=2—-2_2
P s » b TR Y
jareldame:
dxr = v cos gpdt:——;—v‘-’dgp
dz:vsin(pdt:—év?tangpdcp.

Inteegrimisel silmas pidades, et aighetkel on ¢ =¢¢, =0,

2z =0, leiame siit:
3
&= —if ’Uzd(p
g
%o

z:—%[ﬂ‘-’tan¢d¢p.
S o
%o

(90)
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Need integraalid (90) ei viljendu elementaarsetes funktsioonides;
kiill aga voib neid igal konkreetsel juhul numbriliselt arvutada
kiillaldase tédpsusega niiteks Simpsoni valemi pohjal

b
ffdx :% [fi+ 4fo+ 2fs + 4fs + 2f5 + - - - + 4for + far+1] 5, (91)
a

kus inteegrimisvahemik a-st b-ni on jaotatud 2k vordseks osaks,
h—a
2k

fi, f2, ... jaotuskohtades, nii et f(a¢) =f;, f(e 4+ d) = f> jne.

Vittes ¢ =0, jouame trajektoori kulminatsioonitipini; et
aga ¢ =0 puhul iihtlasi J =0, siis (88) alusel nieme, et
A =wv;2, kus v, tidhendab just kiirust kulminatsioonitipis.
Seega on konstandi A fiilisikaline tihendus seletatud.

Kahaneb ¢ jirjest, ldhenedes oma ilmsesti viikesimale véir-
T
7:

%@

—u lim ,,J cos?p = [limn cos? ¢ log tan (T — 7) +1].

nonda et =98, ning on arvutatud funktsiooni f vidrtused

tusele — siis »—2 ldheneb piirvidrtusele

I’Hospital’i eeskirja abil saab veenduda, et

s 2 TAR b o B
hm.‘T cos (plogtan(4 2)~0.
e

Jarelikult ¢ > — %puhul v—2 laheneb piirvéirtusele u, s. t.

1
D5 g
Sellega on seletatud konstandi p fiiiisikaline tdhendus. n soltub
miirsu kujust, tema kaalust, 6hu tihedusest ning arvatavasti veel
moningatest teistest asjaoludest.

Niitena vaatleme miirsku kaliibriga 7,5 [em], kaaluga 7,24
[kg], mis lihtub algkiirusega 530 [m sec—'] viljakahurist laske-
nurga all ¢, =10°. Krupp’i poolt toimetatud mddétmised niita-
vad, et tavalise, nn. ,oZivaalse“ peaga miirsk sellest kaliibrist
kiiruse puhul 530 [m sec—] allub Shutakistusele 0,93 [kg] poik-
16ike ruutsentimeetri kohta. Antud juhul poikloikeks on 44 [em?].
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Vottes arvesse, et mg on miirsu kaal, saame seega meie hiipo-
teesi najal
0,93 - 44 = 7,24 - 53 0002,
kus pikkusiihikuna on arvestatud em. Siit jargneb
it =2:06* 10 %' fcm—" sec’}.
Algvéirtusele ¢, = 10° vastab J, = 0,35448 ; neil andmeil selgub
& =— 10973 - 10 [em-F secc]..

Tabuleerides selle pdhjal v*, v* tang, e ja v naiteks 1°
tagant, saame sdérase tabeli najal 'Simpson’i valemi kaudu holp-
sasti arvutada ka «, 2z, t, kuid 2° tagant. Tulemused osutuvad
jargmisteks:

@ 2 | v2tang v v/cos ¢ x z t
[°] | [m2sec—2] i [m2sec—2] | [msec—1] [m sec—1] [m] [m] | [sec]
3 |
& 10} 280905 49532 | 530 538 ol o l 0,00
9| 231892 36727 | 482 488 z
8| 197492 27756 444 449 834 | 133 | 1,74
7| 171999 | 21118 415 418 ‘ ‘
6| 152393 16017 390 393 1449 | 209 | 323
5| 136842 11972 |- 370 371 1 1
4| 124218 8687 352 353 | 1938 | 252 | 4,56
3| 113783 5963 337 338 | z
2| 105016 3667 | 324 324 2344 | 274 | 5,76
1 97552 1703 | 312 312 1 ‘
0| 91134 04 a0 302 2692 | 280 | 6,87
4 85556 — 1494 | 292 293 i ‘
i 4y 80667 <9817 - 98 284 | 2996 | 274 7,91
8 76353 — 4002 | 276 277 , ; j
S 72523 | — 5072 | 269 270 3268 | 260 | 8,90
25 69101 | — 6046 | 263 264 T
St ol 66033 — 6940 | 257 258 3514 | 239 | 9,84
7 63267 — 7768 | 9252 253 ‘
WS 60763 — 8540 | 246 249 3740 | 211 | 10,74
' 58491 | — 9264 | 242 245 ;
10 56420 | — 9949 | 238 | 241 3948 | 178 | 11,61
ity 54529 | — 10599 ;. e e
212 52639 — 11189 209, it 288 4142 | 141 | 1246
bl 51210 — 11823 2% 232 1
018 49749 — 12404 223 230 4324 | 99 | 1328
15| 48404 —12970 | « 220 228
22 18 47162 — 13524 217 226 4497 | 52 | 14,09
5 ] 46016 — 14068 214 224
w18 44957 — 14607 212 223 4660 2 | 14,89
19| 43978 — 15143 210 222
—20| 43071 — 15677 208 21 4817 | — 51| 15,68

10 J. Nuut. Kinemaatika. 145



See tabel nditab, et arvutatud ulatuses kiirus jirjest kaha-
neb, langedes isegi viddrtuseni 208 [m sec']. Et aga teiselt poolt

kiiruse piirviddrtuseks on 17-7 , mis annab 220 [m sec 1], siis

selgub, et kiirus peab saavutama miinimumi véiljaspool tabeli
piire ning siis hakkab tousma, lihenedes piirvédirtusele juba alt-
poolt.

Interpoleerides tabeli andmeld leiame, et lennukaugus D hori-
sontaalses suunas on 4667 [m], lennuaeg T vastavalt 14,93 [sec];
korgus H kulminatsioonis on, nagu tabelist otseselt ndhtub,
280 [m]. Heli kataks vahemaa D — 4667 ajaga 14,0 sekun-
dit; pauk jouaks seega tabamiskohale umbes 1 sekund enne
miirsku. Tabamisnurk on umbes — 18°. Lugejale olgu soovi-
tatud trajektoori viljajoonestamine tabeli andmete jargi.

On p = 0, siis chutakistus puudub, jarelikult peab trajektoor
siis olema paraboolne. See selgub ka leitud iildvalemeist, kui neis

asendada n=0. Kaoigepealt on siis A = v#s'—"r ning see-
0
tottu (88) jérgi v cos ¢ = vy €oS ¢, jéirelikult0
g - goos gy
cos @ ’
seega (89) ja (90) kohaselt
i vV, COS @, Vo COS @
—_7f 2052 9 -2-;—“(tan @o — tan ¢)
(7
<58 1 [ v,2cos2 g v,y2 cos? @
x_———Efﬁ “dqg__"g —0 (tan go — tan ¢)
Po
®
B l V42 cos? @, ___vy2cos2 g, * e 2
Po
z avaldisest jidrgneb, et z =0, kui ¢"= * ¢ ; vottes ¢ =— o

avaldises x, saame lennukauguse D paraboolse trajektoori puhul:

' 2v,2 cos? @, e PN
L) — tE . tan g = « sin 2¢p .
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Sama ¢ = — ¢, asetamine avaldisse ¢ annab lennuaja T :
T — 2”0_;‘”"_"’_0 tan go = 222 sin g .

Kulminatsioonitiapi kérgus H jargneb avaldisest z, kui votta
@ = 3 K
= v
2g
Andmeil ¢y = 10°, v =530 [m sec—'] jargneks seega para-
boolse trajektoori puhul
8 =2070R hyy e RIS sec]y, - H o ase Tl
Vordlus varemleituga  nditab, et vordlemisi viike
n=2,06-10"*° [em 2 sec?’] vidhendab lennukaugust antud juhul
umbes 50% vorra, lennuaega umbes 25% vérra ja kulminat-
sioonikorgust umbes 35% vorra.
Méarkus: Uuema aja teoreetilised ja katselised uurimised
nditavad, et tegelik Ohutakistuse seadus erineb iilalkasutatud
hiipoteesist esijoones selle poolest, et © omakorda pole konstantne,

sin® gp .

vaid soltub jagatisest % , kus a tdhendab helikiirust 6hus. See-

juures on oluline, kas v iiletab helikiirust, voi aga, vastupidiselt,
on helikiirusest viiksem. Kuigi meie poolt siin méddratud trajek-
toor seega ei saa olla eksaktselt dige, tuleb ta siiski digele trajek-
toorile vordlemisi lihedale, — igatahes palju ldhemale kui para-
bool. Ballistika probleemides méangib peale selle veel tiahtsat osa
miirsu rotatsioon timber telje; selle asjaolu tottu eriti trajektoor
ei jad enam tasaseks koveraks, vaid niitab ,,derivatsiooni, s. t.
korvalekaldumist vertikaaltasapinnast iihele vG6i teisele poole,
vastavalt miirsu rotatsiooni suunale.

§ 27. Elektroni liikumine magnetilises viljas.

Niitena olukorrast, kus tungi kandesirge ei iihti sirgega, mis
ithendab tungi allikat materiaalse punktiga M, millele tung on
rakendatud, kisitleme elektroni liikumist magnetilises viljas.

Olgu magnetiline vili esile kutsutud iiksiku, koordinaatide -
alguses O asetseva pohjapooluse poolt; magnetilised tungjooned
valjuvad siis kohast O radiaalselt. Vailjatugevus, s. 0. magneti-
line tung, mis m6jub antud kohas iiksikule seal paigutatud iihik-
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poolusele, olgu 9 ; selle  projektsioonideks olgu X, Y, Z.
9 suurust voib moota gaussides, kusjuures 1 gauss iseloomustab
sadrast viljatugevust, mille puhul iihikpoolusele méjuva tungi
suuruseks osutub parajasti 1 diiiin.

Et $ on suunatud radiaalselt O-st eemale ning on iihtlasi
konstant k nditab, mitu korda vilja tekitav poolus kohas O on
iihikpoolusest tugevam. Seejuures siis

 poordvordeline kauguse o ruuduga kohast O, siis |9|= 39

R = k R
s 15 et gy o

Kui elektroni laengut e moota elektromagnetilistes itihikutes
ja selle elektroni kiirusvektoriks on v, siis magnetivilja tottu
elektronile osutub rakendatuks tung ¥, mis on vektori ev vek-
toriaalne korrutis vektoriga § :

B = eh. % D
Seejuures |*B| tuleb diitinides, kui |n|: v on méadratud iihikuis
{cm sec—1].

Vektor R on igatahes risti v ja $ {ihistasapinnaga. Et elekt-
roni laeng on negatiivne, siis valemeis tuleb jarjekindlalt votta
e—=—159-10-20, Olgu veel meelde tuletatud, et elektroni mass
=9 10 el

(59) kohaselt elektroni liikkumine on siis médratud vorrandi-
tega:

.._ . kZ .ky) _e_k s 3
myp— e (yg—s—z(}; = (yz — zy)
my = = (22 — x2)
UfE == e e S e =
y ek ;o .
i R e (R :E(xy—yx).
/ottes arvesse, et 5
cus 0 o A8 s A% £ gty dz
o el ¢ Rl T ek & e i s
ning et
(v %)
dx dx ds dx ds , dx dx dv .
=== — =9 —— =Y73 s e AL
dt ds dt y ds ¥ ds V7 ds? g ds ds 2
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leiame, taandades iihisteguriga v :

muv d%x m dx dv __ 1 dy

BT G st) jne.

Hoo lause pohjal hoog7mv2 kasvab tungi R poolt tehtud t66
vorra; et aga antud juhul R on alaliselt risti kiirusvektoriga v,
s. t. risti elektroni nihkumise suunaga, siis on t66 alaliselt null,
— tdhendab, hoog ei saa muutuda. Sellest jargneb, et ka kiiruse
suurus v ei saa muutuda. Seega v on konstantne ja dv =0 ;

liikmed, kus esineb (;is’, langevad jarelikult vorranditest vilja.

Tahistades veel :%:—’ liihendatult stimboliga p, jouame vorrand-

siisteemi juurde

d%x 1 d

s = g8 s E

@y 1( dz zd_x) (92)
ds® — ds ds
W21 ( dx dy
" as? 03\7 ds ds

Kombineerides 2 esimest vorrandit (92), jareldame:

d2y a’r 1 [ g dz dx o dz
e e e e RS R

=slee s — x4y 2+ 2] .

Et aga
2 2 Quilih. dx dy do
x+y +2——‘Qv xd_s+yifs+z st
siis jargneb edasi:
082 4
,d’x) iéf_id_@_ﬁ_ds_i(i)
Jd32 o ds otds 0? ds

Vasakpoolne avaldis on, nagu kerge kontrollida,

s (x i ds) :
Inteegrides mélemal poolel ning tidhistades inteegrimiskonstanti
siimboliga C, jareldame seetottu:
dy dx) -z
wlx— ya—s)—z;JrC-
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Talitades analoogiljs-elt vorranditega (92) teistes kombinat-
sioonides, saame veel

,L(ygzs_zg_ﬁ):%“
Wz F—af)=2+8,

kus A ja B on samuti inteegrimiskonstandid.

Korrutades leitud 3 vorrandit vastavalt z, x ja y-ga ning
liites, mille tagajirjel vasakpoolne summa muutub nulliks,
leiame siit:

0:z2++2+”2+0z+Ax+By,

ehk

2?4 2 4 22 = (Az 4 By + Cz)2.
See teise jidrgu homogeenne vorrand vastab teise jéargu koonu-
sele tipuga algpunktis
O. Elektroni trajek-
toor peab asetsema sel
koonusel.

On kerge veenduda,
et tegemist on just
ringkoonusega. Selleks
vaatleme tasapinda «a,
mis ldbib O ja mille
vorrandiks on
Ax + By +Cz=0

(53. joonis).. Projektime koonuse moodustajal asetseva punkti
M: (x, y, z) sellele tasapinnale « ; projektsiooniks olgu M’.
Pikkus MM’ —= D on teatavasti méidratud valemiga

o | Az + By + Cz|
V A2 + B2 + C2

53. joonis.

Samal ajal pikkus OM = o . Koonuse vorrandist jirgneb

=41,

| Az 4+ By + Cz|

0
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teiste sonadega,

DVAT+ B2t C
VAT RO iy

0
ehk
1
VA2 B2+ C?

tan ¢ = — konstant.

|0

Jarelikult moodustajate kaldenurk tasapinna o« suhtes on koiki-
del moodustajatel sama; see niitabki, et tegemist on siimmeetri-
lise ringkoonusega, mille telg ON on tasapinna a« normaaliks.

Et v on konstantne, tihendab, v — 0, siis elektroni puute-
kiirendus kaob ning jaib iile vaid normaalkiirendus. Tung P on
seega kogu aeg suunatud trajektoori peanormaali suunas. Teiselt
poolt aga on, nagu varemini selgus, tung R alati risti sihiga :
(moodustajaga) OM ja iihtlasi ka risti v ehk ds sihiga; et ds
langeb koonuse pinnale, siis jargneb, et ® langeb koonuse nor-
maalile kohas M . Niisiis trajektoori kooldumise tasapind sisal-
dab alati koonuse normaali vastavas kohas.

Pinnal asetsevat koverjoont, mille kooldumistasapind alaliselt
sisaldab pinna normaali vastavas kohas, kutsutakse selle pinna
geodeetiliseks jooneks. Geodeetilise joone tdhtsaks omaduseks
on asjaolu, et ta nditab liihima i{ihendustee ldhedal-asetsevate
punktide vahel pinda mooda. Elektroni trajektoor on vastava
ringkoonuse geodeetiline joon; koonuse tipp asetseb magnetivilja
tekitavas pooluses. Et koonuse geodeetiline joon, tehes keerdusid
koonuse iimber, iihes suunas esialgu liheneb koonuse tipule,
parast aga jille siimmeetriliselt kaugeneb, siis sobiva Kkiiruse
suuna puhul elektron nagu neelatakse magnetpooluse poole, siis
aga nagu reflekteeritakse sealt.

Asetseb magnetpoolus lopmata kaugel, siis on magnetivili
homogeenne, vektor $ osutub konstantseks, koonus muutub ring-
silindriks ja trajektooriks osutub ringsilindri geodeetiline joon,
s. t. kruvijoon. Maiirame selle kruvijoone raadiuse ja sammu,
lihtudes otseselt vastavaist diferentsiaalvorrandeist.
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Syt
Asetsegu elektron alghetkel ¢ = 0. koordlnaatlde alguses .
Olgu veel z-telg voetud konstantse $-vektori suunas, — sng
X =0 == 7 == |.p1 Ku‘Jutades tungi R prOJektsu)one{ W
mx, my, mz vektorlte ev ja $ vektorlaalse korrutisena, saame
niiid:  * ™ o
mi=eyZ, my=—exZ, mz=0,

kus Z _Iiyl on konstantne. Viimane vorrand niitab, et z on

konstantne. See z o@kuruse v projektsioon magnetivilja tung-
joonte suunale, médrates seega kiiruse komponendi paralleelselt
magnetiliste tungjoontega; selle asjaolu esiletostmiseks tdhistame

z teise siimboliga v, .

Et teiselt pomu, nagu varemini nigime, kq& v—ln peab

\ / jaama konstantseks, siis ka kii-

5 ruse v projektsioon v 1 risti

3 magnetiliste tungjoonte suu-

g - naga peab jadma konstantseks,
: sest (54. joonis)

" v V2 = m‘} + v,
i) v, madrabs ’lruskomponendx
0 : b4 sﬁuru@e- risti tungjoontega;
D | / ilmsesti on

e v i=i 42,
Tahlstame lithenduseks

54. joonis. kaare s jargi voetud tuletisi

d b
kriipsude abil, nii et 2’ = £ jne. Nagu varemini négime, on_
r—=v%", x—ovx jne. Kaks esimest diferentsiaalvorrandit

antud Juhul omavad siis kuju:

mon =evyd, mvy' ——evx'Z.
Siin konstant Z tédhendab sisuliselt sedasama, mis varemini %,
nimelt magnetivilja intensiivsust. Tihistades seetdottu Zizq endi-
selt stimboliga p, jareldame

pxu ey yr } wy

7’ ’

=—0x.
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Neist vorrandeist jargneb O
w(zy” —ya”) = —zx' —yy'.
Et aga il
” w d ’ ’ ’ B 1 o9 2 2
ay’ —yx' = (Y —yx'), —2'—yy =— 5 A&+ ),
siis inteegrimisel jargneb: ; _ .
7 ’ 1
# wley —yx') =—5 (2 +92) + C.
Et alghetkel oli voetud z = 0, 920, siis 1nteegr1mlskonstant C
siin peab aga muutuma nulliks. % - ;.
Edasi on otstarbekohane iile minna polaarkoor_dinaatidele B
© seoste :
x=pcos 6, y:gsm@
¥’ =g cos@—psin®- 0", y =ib sm@—}-goes‘@ o &
abil, milledest jargneb
xy —yx' =e*0, ~ &+ y* =0
Asendades seda ning vottes arvesse, et C =0, leiame:
sgyr . ik s SR
Bl O = e
kust inteegrimisega jargneb
N 1
O =— ZLS - C:.
Ka seda teist inteegrimiskonstanti C; saab asendada nulliga, kui
kaarepikkust s lugeda alghetkest ¢t — 0 alates ja seejuures anda
z-teljele sddrane suund, et sel kohal oleks ® = 0. Niisiis

1

O =—_-—5s.
2u :
Diferentsides 2’ véljendust polaarkoordinaatides veel kord s
jargi ning kasutades seejuures @ — _QLH" leiame:

B " 1 B o> 1 T2 1
ety cos@-l——ﬂ'g sm@-{—Q—M(g sm@——ﬂgcose),
ehk
px”:pg”cos(-)—}-g’sin@—Zlagcos@.

153

i



Vorrutades seda diferentsiaalvorrandite pohjal y'-ga, saame
up” cos O + o’ sin @—ﬁgcos ® = 'sin @-—-ill—bgcos a,

U
" 1

Q __4—1ﬂ0'

Praegu saadud teise jargu diferentsiaalvorrandi iildlahendiks on
o 1
Q:ASIH(WS-}—B) ;

nagu on kerge kontrollida diferentsimise teel. Et alghetkel pidi
olema s =0, o = 0, siis antud juhul voib votta B = 0 ; jaidb veel
madrata inteegrimiskonstandi A viidrtus. Selleks votame arvesse,
et B = 0 puhul
x=pcos ® = Asin— | s.cosls=LAsinls
2 u 73 w
1 5 1

g : £ 1
pa-g o Y f— 2
Yy =08inO® =—Asin QMssm?Ms_ A sin 2Ms

1 1
e 7A (COSTLS_D 5
-kust jérgneb:

: . s 1 g Aciwr 3
— e = —_—8S8SIn—S§.
@=g 808 8, Y 5 8 Sin;

Et aga s = v, siis sellest omakorda jirgneb:

T e Ly A
: v + ?/ r ’ T 2—‘7 L
Seega
i v,
= 2;17
Toetudes veel v konstantsusele, voime s asemel kirjutada »t ja
sellega

g_2u—Sln2M t.
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Teades juba, et elektroni trajektooriks on kruvijoon ring-
silindril, mille moodustajateks on magnetivilja tungjooned, mille
telg jarelikult on paralleelne z-teljega, ndeme, 4
et vastava ringsilindri ldbim6oduks on para-

jasti Zu% , sest see kujutab p maksimaalset

vadrtust silindri teljega risti minevas z-y-
tasapinnas ja silinder ldbib koordinaatide
alguse O, kus 0 =0.

55. joonis niitab, et °* kujutab sing,
kus ¢ on elektroni kiirusvektori kalle magneti-
vélja tungjoonte sihi suhtes. Seega trajektoori kandva ring-
silindri raadiuseks R on

R:lp.sin(pl.

55. joonis.

Et koordinaatide algus O ei asetse mitte silindri teljel, vaid
silindril endal, siis kruvijoon on iihe keeru teinud parajasti siis,
kui & on kasvanud x vorra. Vastav aeg T on seega midratud
noudega

v PO
27T_It,
kust
T — 2
v

Kruvijoone samm H on seega

H =|v.T|=|2ux 2" | =|2un cos ¢|.

On ¢ seevorra viike, et cosgp~1, siis H ~|2ux|, séltumata
¢-st. See niitab, et sama ¢ vididrtusega, tihendab, sama kiiru-
sega v elektronid, mis viljusid koordinaatide algusest O sama-
aegselt, kohtuvad uuesti kaugusel |2ux| kohast O, kui arvestada
vaid neid elektrone, milledel kiiruse suund vidhe erines magneti-
liste tungjoonte suunast (vastavate kruvijoonte raadiused on
ikkégi tunduvalt erinevad!). Magnetivilja abil osutub seega
voimalikuks kitsaid elektronikimpe koondada analoogiliselt sel-
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lega, nagu optiliste ldétsede abil saab koondada kitsaid valgus-
kiirte kimpe.

Elektroni trajektoor muutub ringiks, kui ¢ = 90°, sest siis
F oA

Olgu tegemist elektroniga, mille kiirus on tingitud 100 ¢00-
voldisest pingest; magnetivilja tugevus olgu 1000 gaussi. Klassi-
kalise mehaanika valemite alusel (§ 24, nidide 4) sellele pingele
vastaks kiirus » = 1,88 - 10'° [em sec—']. Selle najal leiaksime

_9-10-25-1,88-1010
~ —1,59-10—20-1000

— 1,06 .
On veel

Q= 10° ’ sin P = 0,17 y CosS p = 0,98 ’
siis

R =1,06-0,17 =10,18 Tem]

H:—2i:1,06 23,14 - 0;98'=—16,6" fem]:.

On aga ¢ = 90°, siis trajektoor muutuks ringiks ldbimooduga
ol il | B

Meie juhtisime § 24 16pus tdhelepanu sellele, et relativistliku
mehaanika alusel arvutatud elektronide kiirused osutuvad viikse-
maiks kui klassikalise mehaanika valemite najal méaaratud kiiru-
sed. Relativistlikult arvutatud u oleks seega viiksem kui 1,06
absoluutviirtuse poolest. Vastavad arvutused nditavad nimelt,
et 100 000-voldine pinge annab elektronile Einsteini kohaselt vaid
kiiruse v = 1,65-10° [em sec—!], millele vastaks pn=—0,93.
~ Teiselt poolt tuleks aga Einsteini jargi R arvutamisel veel u puhul

iiks parandustegur ll — :—:]—O’sjuurde, kus ¢ =3+ 10'° [em sec?]

tdhendab valguskiirust. Antud juhul selle parandusteguri viir-
tus on 1,20, nii et loppude 16puks relativistlikul alusel méaratud
u oleks — 1,11, seega endisest suurem. ¢ — 90° puhul Einsteini
jargi tuleks jarelikult ringi 1ibiméoduna 2,2 [em]. Séérase suu-
rusega erinevused on juba katseliselt kontrollitavad; téepoolest
raigivadki eksaktsed mootmised koikidel juhtudel relativistliku
mehaanika kasuks.
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On magnetivdli o6ige nork, nagu niditeks Maakera enda
magnetivili, mille tugevus meie laiustes on umbes 0,2 gaussi,
siis u ldheb 0Oige suureks. 0,2 gaussile vastab endise pinge
100 000 voldi puhul p= —5300 ; ringikujulise trajektoori libi-
moot oleks seega juba 106 meetrit. Viikesel ulatusel, niiteks
fotoplaadil, sddrane viike koverus pole iildse mérgatav.

§ 28. Vonked.

Mehhanismides esinevad sageli iiksikosad, mis teiste osadega
on elastselt seotud nonda, et nad piitiavad sdilitada teatava tasa-
kaaluasendi ja hakkavad vonkuma, niipea kui neid mingi juhus-
liku hdire mé6jul on viidud sellest tasakaaluasendist vélja. Lihtsa
ndite pakub tavaline kruvijoonetaoline vedru, mida tehnikas
sageli ebatidpselt kutsutakse spiraalvedruks: séddrane vedru ‘
piitiab s#ilitada kindla pikkuse, arendades elastset vastupanu nii
tombele kui ka survele; iseloomustavaks on vedru puhul just see,
et tekkiv elastsustung on vordeline suurusega, mille vorra vedru
pikkust on vigivaldselt muudetud, kusjuures see elastsustung on
suunatud nonda, et ta piiiiab vedru normaalpikkust jalule seada.

Piirdudes vaid vedru otspunkti vaatlusega, saame kuju-
telma materiaalsest punktist, millele mojub elastsustung R siddra-
selt, et P on alati suunatud selle materiaalse punkti tasakaalu
asendi poole ja iihtlasi ® suurus on vordeline hetkelise asendi
kaugusega o sellest tasakaalu asendist.

Loobudes niiiid elastsustungi realiseerivast vedrust, piir-
dume ainuiiksi sellele tungile alluva iiksiku punkti vaatlemisega.
Olgu tasakaaluasendiks valitud koordinaatide algus O. Olgu m
endiselt konealuse materiaalse punkti M mass ja olgu elastsus-
tungi vordetegur tidhistatud mw?. On (x, ¥, z) punkti M hetke-
line asukoht, siis elastsustungi suunakoosinusteks on vastavalt

— —i— y — % L % Jarelikult elastsustungi R projektsioonid
Y. Zoh :
X:—maﬂg%‘:—mw?x, Y=—mo, Z=—mw’2.
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Pohivorrandid (60) omavad seega, pédrast iihisteguri m koérval-
damist, antud juhul kuju
T=—aw2, Y=—o%, 2=—o2. (93)
Diferentsimise teel on kerge kontrollida, et vorrandite (93) ild-
lahend koélab
& = A; sin wt + B; cos wt
Yy = A, sin wt 4+ Bs cos wt (94)

z = A; sin ot 4 Bj cos wt,

kus A,, B;, A,, ...B; ongi 6 meelevaldset konstanti.

Et tungivili on tsentraalne, siis trajektoor on igatahes tasa-
pinnaline ja trajektoori tasapind sisaldab O. Valides - ja
y-telje trajektoori tasapinnas, peame saama z =0 iga ¢ puhul,
mis siis néuab A; =0, B;=0.

Jittes lugeja enda hooleks veenduda, et iildjuhul trajektoo-
riks on ellips tsentriga kohas O, peatume erijuhul, kus trajektoor
ise ldbib punkti O . Olgu selle O libimise hetk valitud alghetkeks
t =0. Vorrandeist (94) jargneb siis:

0=A,;sin0+ B;cos0 =B,
0:A2$iﬂ0+BchSOZBz.

Seega sel erijuhul, kus trajektoor ikkagi asetseb z-y-tasapinnas,
= Ass8inot, . Yy==~A385Mm i,

millest sin wt elimineerides jareldame:

Tulemus néitab, et trajektoor on sirgjooneline, libides O . Vali-
des trajektoori kandesirge z-teljeks, peame saama y = 0 iga ¢
puhul, mis néuab A, —= 0. Punkti M asukoht on siis madratud
juba vorrandiga

¢ — A, sin wt (95)

iiksinda.
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Konstandi A; véidrtust vorrandis (95) saame maiidrata tea-
des, kus M asetseb teataval hetkel t. Veel opetlikum on aga A,
madramine algkiiruse v, kaudu, mida M omab alghetkel ¢t =0,
s. t. tasakaaluasendis O. Et nimelt iihedimensioonilises késit-

luses z kujutab just mirgiga varustatud kiiruse suurust », siis
diferentsides (95) voime kirjutada

v=Aiwcos ot ,

jarelikult
Vo = Alw cos 0 = Alw

ehk
A, = %’ : (96)

(95) niitab, et # muutub ajaga ¢ perioodiliselt: on ¢ kasva-
nud sddrase T vorra, et

w(t4+T) = ot + 2=,
s. t. et
27
e =3 (97)
siis  omab endist védrtust, jarelikult on M joudnud endisele
kohale. M asukohad korduvad seega ikka uuesti ajavahemiku
T moéodumisel. Niisiis materiaalne punkt M vongub tasakaalu-

asendist iihele ja teisele poole; T kutsutakse vonkeperioodiks.
Ajaiihiku viltel leiab aset just % tdaisvonget. Seda arvu %, mis

niitab seega ,,vonkesagedust”, tdhistame siimboliga » . (97)
kohaselt

v:Q—(;;, seega w = 2mv. (98)

Konstant » on jarelikult sagedusest v parajasti 2z korda suurem.
Elektrotehnikas, kus esinevad analoogilised vonkeprobleemid, kuigi
mitte materiaalsete punktide, vaid vonkuvate elektrivoolude
(vahelduvvoolude) puhul, » kutsutakse ,ringsageduseks®.
Kasutades leitud tulemusi, voib (96) kirjutada mitmel eri- -
neval viisil, néiteks:
VT 27t

x:ZT" sinwt_Tsm ! _ A, sin S (99)
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Konstant A; méédrab vonkuva punkti M suurima ,,elongatsiooni
tasakaaluasendist, — seda A, kutsutakse vonke ,,amplituudiks.
Kujutades diagrammil elongatsiooni x soltuvust ajast ¢, saame
siinuskovera. Vonkeid, millede diagramm niitab siinuskoverat,
iikskoik, kas normaalses voi aga t-sihis nihutatud asendis, kutsu-
takse ,,harmoonilisteks (funktsioone siinust ja koosinust kutsu-
takse ka ,harmoonilisteks“ funktsioonideks). Elastsustungist
esilekutsutud vonkumine osutub harmooniliseks, niipea kui see
elastsustung on tdpselt vordeline elongatsiooni suurusega, nagu
meil oligi algusest peale oletatud. Vonkeaeg T ei soltu siis ampli-
tuudist, s. t. T ei soltu ka algkiirusest v, ; sdédrastel juhtudel
oeldakse, et vonkumised on ,,tautokroonsed*.

Vonkepilt muutub, kui korvuti elastsustungiga on mojumas
veel mingi takistus, mis piitiab tekkinud vonkeid summutada.
Tegelikus olukorras on sdidrane summutustung eranditult olemas.

Vaatleme ldhemalt summutatud vongete pilti erioletusel, et
summutustung on vordeline materiaalse punkti M hetkelise kiiru-
sega v, olles seejuures suunatud kiirusvektorile vastupidiselt.
Piirdume seejuures veel iihedimensioonilise vonkumisega sirgel
trajektooril.

Valides endiselt trajektooriks just z-telje ja tasakaalu-
asendiks koordinaatide alguse O, saame v — 2 ja summutus-

tungina — 2pma, kusjuures on juba arvestatud selle tungi
suund (projektsiooni mérk); vordetegurile on siin antud kuju
2pm selleks, et hiljemini saada lihtsustatud avaldisi.” Pohi-
vorrand kolaks seega, kui jille iihistegur m korvaldada,

r = — 0’z — 2px
ehk
T+ 2px + w?x =0. (100)

See on teise jiargu lineaarne homogeenne diferentsiaalvorrand
konstantsete kordajatega 2p, 2. Piirdume juhuga, kus ,,sum-
mutustegur p on vidiksem kui ,,elastsustegur* w, s. t. kus

w2_p2:A2>0.
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Sadrase diferentsiaalvorrandi iildlahendi leidmist vo6imaldavad
teatavad votted, millede selgitamisel me siin ei peatu. Diferent-
sides voib aga lugeja kergesti veenduda, et vorrandi (100) iild-
lahendiks on parajasti

t=Ae P sin (Ut+a), A=} o®—p%; (101)

A ja a on 2 meelevaldset konstanti.
Kujutades o sdltuvust muutujast ¢ diagrammil (56. joonis),

§e

56. joonis.

saame siinuskOvera asiimptootiliselt kahaneva amplituudiga
Ae P': tekkiv sinusoidaalne vonkumine ,,kustub* aja jooksul.

Otsides x ekstreemumi kohti, diferentsime (101) ja vorru-
tame tulemuse nulliga. See annab:

Ae P [—psin (Ut +a) + Acos (Ut +a)] =0.

Et Ae™”" alati erineb nullist, kui ainult A ise pole just null, siis
ekstreemumi kohal peab olema avaldis piistsulgudes vordne nul-
liga, s. t. ekstreemumid esinevad siis ja ainult siis, kui

tan (At-f—a):—i—.
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On mingil hetkel ¢ selle nGude kohaselt maksimum saavutatud, siis
jargmine maksimum saabub hetkel ¢ 4 7 , kusjuures

2
rzj", (102)

sest siis kasvab tangensi argument just 2z vorra ning tangens
ise jadb endiseks. Kasvab argument vaid n vorra, siis tangens
jadb kiill samuti endiseks, kuid maksimumi asemele tuleb miini-
mum (vt. 56. joonis). Ajavahemik 7 kahe teineteisele jargneva
maksimumi vahel, nagu (102) néitab, ei s6ltu ¢ enda viaidrtusest:
v on konstantne.

On summutustegur p — 0, siis vorrandis (101) amplituud
Ae” " muutub samuti konstantseks, ning ‘iihtlasi siis 4 = w.
(102) vordlus (97)-ga niitab, et sel erijuhul seega =T . Seda
v erivadrtust T, mis tuleb ilmsiks summutuse puudumisel, kutsu-
takse vonkuva materiaalse punkti ,,omavonkeajaks”“. Et tildjuhul
A=) o*—p*<w, siis tildiselt +>T, tihendab, summutuse
esinemine pikendab vonkeaega. Nagu hiljemini selgub, on see
pikenemine relatiivselt viike, kui summutus on méddukas.

On maksimumihetk ¢ leitud, siis vastav x-i maksimaalne
vaartus ax; jargneb seosest (101). Jargneva maksimaalse viir-
tuse @:+¢ suurus jargneb samast seosest (101), kus aga niiiid ¢
asemel tuleb votta ¢ + v. Et seejuures siinuse vadrtus jadb ilm-
sesti endiseks, siis jdreldame:

— pt
AN S gt !
47 Ae PUED) :
seega
pr=log -2t . (103)

Tiyq

Kahe naabermaksimumi z:, ;.. jagatise loomulikku logaritmi
kutsutakse summutuse logaritmiliseks dekremendiks ja
tahistatakse tavaliselt siimboliga & . Niisiis:

a:pr:%‘—”. (104)
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Summutus on seda tugevam, mida suurem on §. Puudub sum-
mutus, siis maksimaalsed elongatsioonid on omavahel vordsed,
seega nende jagatis on 1 ning § = log 1 on siis null.

v vialjendub T ja § kaudu. Toepoolest, moodustades avaldise
82
T2 (1+ ),
ndeme, et see vordub
42 3\ 4nt p?
@ =51+ 5)
_4m2 24
B agh's i

__An?
=7

Y

Seega
= ‘/—]—‘52_ ; 105]
¥ = + o _ (105)

4—(:5 vordlemisi viike arv, mille tottu valemis
(105) esineva ruutjuure reaarenduses voib tavaliselt piirduda
juba kahe liikme arvestamisega:

Mooduka & puhul on

( 1 02
v =T (1+ 5 - 35)- (1052)
See niitabki, et tegelik vonkeaeg v Gige viahe erineb omavonke-
ajast 7

Peatume veel vonkuva materiaalse punkti energia kiisimuse
juures.

Et elastsustungi projektsioon z-teljele on — mw?r, siis

sellele vastab potentsiaal /7 _—_-%mw%?. Summutustungil puudub
potentsiaal ; kui aga summutust pole olemas, siis peab kehtlma

energia jadvuse lause:

% v-+ L maw?e? = konstant,
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teiste sonadega,

v? + w*x®> = konstant.
Tasakaaluasendis * =0, v =, ; jarelikult

i S e T
Koguenergia on seega vordeline vy2-ga, — et aga (96) pdhjal v,
ise omakorda vordeline on amplituudiga, siis jdrgneb, et
koguenergia on vordeline amplituudi ruuduga.

Amplituudi kahanemine summutatud vongete puhul on tun-
nuseks sellele, et energia jark-jargult vdheneb, tdnu summutus-
tungi poolt kogu aeg tehtavale negatiivsele téole. Energia taga-
vara antud hetkel ¢ voib ikkagi lugeda proportsionaalseks hetke-
lise amplituudi Ae —7?* ruuduga. v vorra erinevatel hetkedel
energia tagavarade suhet niditab seega arv e2¢7 , tihendab, selle
suhte logaritm on 25. XKui vonkeid registreeritakse korva abil
helina, siis subjektiivselt konstateeritud helitugevuste suhe, nagu
katsed kinnitavad, ei vasta mitte energia suhtele, vaid just ener-
giate suhte logaritmile (nn. Weber-Fechner’i seadus), teiste sona-
dega, korv registreerib otseselt just 25 .

Tundub korvale niiteks, et helihargi poolt antud péhitoon
sagedusega v — 435 hertsi (Hz) norgeneb 3 sekundiga poole vorra
(v hertsi tdhendab » vonget sekundis), siis tuleb jéreldada, et
antud juhul

3:436-206 =2
sest iihelt poolt néorgenemist iihe vonke viltel moodab arv 25 ja
2 sekundi jooksul on toimunud 3-435 vonget, — teiselt poolt

subjektiivse norgenemise suurust kogu kolmesekundilises inter-
vallis médarab vahekord 2 :1. Seega

0=l 10

1 L5 Sirns s
Et T= 3 [sec], siis jarelikult
ey WP i
R e e

Edasi on

2 10
1O LT g5-10-0.

2 4n2 8
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Seose (105a) pohjal jargneb siit

1

1 '
7=-1+175:10—).

See niitab, et omavonkesagedus lT erineb tegelikust sagedusest

% vaid 435 -7,5-10—°% = 3,3 - 10- ¢ vorra; tiiesti kiillaldase tapsu-
sega voib seega votta omavonkesageduse asemel samuti 435 [Hz].
(97) pohjal jargneb siis:
w?= 3T — 4n2 - 435° = 7,47 10°,
ning vastav vonkevorrand kolaks:
x4 0,67z 4 7,47-10%=0.

§ 29. Sundvonked.

Mehhanismides esinevad sageli juhud, kus materiaalne
punkt M , alludes elastsustungile R ja summutustungile )i, peale
selle veel allub viljast parinevale kolmandale, perioodiliselt muu-
tuvale tungile €. Perioodiliselt muutuv tung & paneb sel korral
punkti M sunniviisiliselt vonkuma, sundides punktile iihtlasi
peale just tungi € vonkeperioodi. Vastavaid M vonkumisi kutsu-
takse ,,sundvongeteks‘.

Vaatleme sundvonkeid lihtsustaval erijuhul, kus trajektoor
jallegi on sirgjooneline, asetsedes z-teljel, ja tung € ise muutub
sinusoidaalselt. Trajektoori sirgjoonelisus ndéuab, et G kande-
sirgeks oleks sama sirge (z-telg); @ projekteerub sellele sirgele
siis loomulikus suuruses, — olgu see  projektsioon mFE sin @&t ,
kus E ja @ on konstandid, mida tohib oletada positiivsetena. Et
tungidele B ja R lisandub veel tung €, siis pohivérrand antud
juhul koélab:

: M = — mw?x — 2pmx + mE sindt ,
ehk

z + 2px 4+ w*x = E sin @t . (106)

See on teise jargu lineaarne mittehomogeenne diferentsiaal-
vorrand konstantsete kordajatega.
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Ilmsesti (101) ei sobi vorrandi (106) lahendusena. Kiill aga
peab (106) omama erilahendit (s. t. lahendit, kus kons-
tandid pole enam meelevaldsed)

z =asin (ot — ¢) , (107)

kus a ja ¢ soltuvad p, o, @& ja E vidrtusest. Selles veendume
asetuse kaudu: on (107) diferentsiaalvorrandi (106) lahendiks,
siis peab olema

— a®?*sin (Ot — ¢) + 2pad cos (Ot — ¢) + aw? sin (ot — ¢) =
— FE sin &t.

Arendades sin (&t — ¢) ja cos (@t — ¢) trigonomeetriliste vale-
mite jargi ning korraldades tulemusi sin @t ja cos @t kaupa, jéarel-
dame siit:

(— a@? cos ¢ + 2pad sin ¢ + aw? cos ¢) sin &t +
+ (4 a®? sin ¢ + 2pad cos ¢ — aw? sin ¢) cos @t = E sin &t .
See noue omakorda on ilmsesti rahuldatud iga ¢ puhul, niipea kui
— a®?cos ¢ + 2padsin ¢ + aw® cos ¢ = K
+ a@ ? sin ¢ + 2padcos ¢ — aw?*singp =0,
mis annabki 2 vorrandit kahe tundmatu e ja ¢ médramiseks. .

Korrutades esimest avaldisega sin ¢, teist avaldisega cos ¢
ning liites, jareldame:

2paéy = E sin ¢ .

Korrutades aga esimest avaldisega -+ cos ¢, teist avaldisega
—sin ¢ ning jillegi liites, jareldame:

—a@*+ aw* =FEcosg.

Ruutides moélemaid tulemusi ning liites veel kord, saame:

@ (w? — %)% + 4p2a2®* = E2,

- P S
e : : - (108)
V (02— @2)2 + 4p2 &2
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millega @ on leitud. Teiselt poolt, jagades E'singp ja E cosg,
leiame

BN g = i (109)

A
millega ka ¢ on médratud 0 ja = piirides.

Mboistes niitid a ja ¢ all valemitega (108) ja (109) méidratud
suurusi, vaatleme funktsiooni

2= Ae P'sin (4t + o) 4+ asin (" — ), (110)

kus endiselt
s l/ W —p?

ja A ning a on kaks meelevaldset konstanti. See funktsioon
annabki diferentsiaalvorrandi (106) iildlahendi. Toepoolest, esi-
teks see funktsioon sisaldab iildlahendile vajaliku meelevaldsete
konstantide arvu, teiseks (110) asetamine vorrandi (106) vasa-
kule poole peab andma esimese liidetava osas nulli (§ 28), teise
liidetava osas aga, nagu praegu just ndgime, E sin @, millega
(106) osutubki rahuldatuks.

Uldlahendiga (110) ongi midratud sundvongete dildpilt.

Kui veel silmas pidada, et teguri e #* esinemise tottu iildlahendi
esimene liidetav ¢ kasvamisel peab kiiresti kahanema, siis jarg-
neb, et kiillalt suure ¢ puhul esimese liidetava moju tegelikult
iildse kaob ning jaib iile vaid teine liidetav. Seega kiillaldase aja
moodumisel sundvongete pilt ei erine enam nimetamisvairselt
erilahendist (107) : esimene liidetav tdhendab vaid kiiresti kustu-
vat hiiret sundvongete (107) alghetkil. On see hiire praktiliselt
taiesti kadunud, siis 6eldakse, et sundvonked on ,,stabiliseerunud‘‘.

(110) naitab, et stabiliseerunud sundvongete periood iihtib
neid pealesundiva tungi G Vﬁnkeperioodiga. Stabiliseerunud
sundvongete a-t-diagrammiks on siinuskover konstantse ampli-
tuudiga a. (108) niitab, et @ on seda suurem, mida viiksem on
(w? — ®?)?, s. t. mida vihem tungi G ringsagedus & erineb
punkti M omaringsagedusest o .

On & = w, tihendab, on molemad sagedused omavahel vord-
sed, siis radgitakse resonantsist. Amplituud ¢ on siis
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56 mis vidikese summutusteguri p puhul v6ib osutuda vigagi
suureks, teoreetiliselt isegi 16pmata suureks, kui p = 0. Ehitiste
juures, nditeks sildade puhul, voib resonants seetottu ohustada
kogu ehitise stabiilsust. Sildadel on olnud juhtumeid, kus sodu-
rite taktsammus iilemarssimise tagajirjel on tekkinud resonants
ja selle jirel silla kokkuvarisemine. Veduri masina kiigu ja
roobaste tougete riitm voib samuti teatava soidukiiruse puhul
anda resonantsi veduri kui mehhanismi omavonkesagedusega
ning sel teel pohjustada rongionnetust. Uletab veduri kiirus
kriitilise resonantsi koha, siis oht viheneb, kuigi kiirus kasvab.

Konstandi ¢ tdhendust saab selgitada diagrammil, kui kuju-
tada nii tungi € kui ka elongatsiooni x soltuvust ajast ¢ : molemai
juhul esinevad iihe ja sama lainepikkusega siinuskoverad, kuid
ajatelge pidi need koverad niitavad faaside diferentsi ¢ vorra:
elongatsiooni « faas jadb ¢ vorra tungi € faasist maha. ,,Faasi-
nihke* ¢ suurust méaidrab valem (109); see ¢ on alla 90°, kui
w>&, jaile 90°, kui w < & . Resonantsi juhul on faasinihke
suurus just 90°. Puudub summutus, siis on faasinihe kas 0 voi
180°, — nimelt 0, kui w > &, ja 180°, kui v <& .

Resonantsi ndhtus mangib tahtsat osa elektrotehnikas. Kuigi
seal pole enam tegemist materiaalse punkti vonkumisega (kui
loobuda vonkuva elektroni kuju-
telmast), jadb matemaatiline
alus vahelduvvoolude kisitle-
misel  tdiesti analoogiliseks
praegukisiteldud materiaalse
punkti vonkumise teooriaga.
Selle pohjuseks on asjaolu, et
nii elongatsioon « kui ka voo-
lutugevus on sirgel joonel loka-
liseeritud vektorid: vonkevorrand haarab vektori vonku-
mise seadust.

57. joonis.

Olgu (57. joonis) tegemist vooluahelaga, kus esinevad indukt-
sioon L, mahtuvus C ja oomiline takistus R. Olgu selle ahela
kohtade A ja B vahel generaatori abil v6i kuidagi teisiti tekitatud
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vahelduv elektriline pinge — E, cos gt. Olgu J selle tagajarjel
ahelas tekkiv muutlik voolutugevus. Elektriopetusest tuntud
seaduste kohaselt kulub siis A-B-vaheline pinge jargmiselt:

1) induktiivse takistuse voitmiseks kulub pinge osa LJ ;

2) oomilise takistuse voitmiseks kulub pinge osa RJ ;
3) mahtuvustakistuse voitmiseks kulub pinge osa LC f Jar .
Seega :
Lj + RJ + [ Jdt = — By cos it .

Diferentsides aja t jargi ning jagades veel L-ga, jareldame:
.o R . 1 Y Eo(l)
J+TJ+EJ_+Lsm ot . (111) |

See vorrand erineb varemini-késiteldud vonkevorrandist (106)
ainult tdhistuste poolest. Tehes vastavaid muudatusi stimbolites,
voime jarelikult varemini-leitud tulemustest otseselt saada kies-
oleva probleemi lahenduse. Vajalikud muudatused on jargmised:

x asemele astub J ;
AR
p asemele astub ﬁ -

w asemele astub —— ;

VLC

E asemele astub E"w

Selle najal selgub valemite (108)——-(110) pohjal, et stabiliseeru-
nud voolu puhul

J =Josin (Ht — ) ,
kusjuures

Eyo E

LVLC Foto V mrsolda
R
1

P A e

tan ¢ =
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Resonants tekib, kui ¢ = w see avaldis kujutab ahela

1
— 171._2"
omaringsagedust. Reguleerides kondensaatorit, s. t. muutes C,
saab ahelat hadlestada resonantsi pealesurutud ringsagedusega @ -

Olgu niiteks vaja ahelat hiilestada Tiiri saatja lainele 731
[kHz] (iiks kiloherts, kHz, tdhendab 1000 vonget sekundis);
oigu seejuures induktsioon L saavutatud pooliga, mille pikkus I
on 3 [em], 14bim6ot d = 6 [em] ja mis sisaldab w = 50 keerdu.
Tabelitest (nditeks Jahnke-Emde, Funktionentafeln, II tr.,

1k. 153) leiame sel puhul, kus 7’ o (1,6

4nl i 2 i
Tard = 10,373, kusjuures /7 = 1,256 -10-38.

Seega sddrase pooli induktsioon L on

$ 10,373-1,256-1078-502-
= 4
Soovides saada vonkesagedust 7,31-10° [sec—'], peame valima
C nonda, et

6 _ 1,56-10—* [henri].

1

— “— 9y ="17,31-10%,
2y LC 5 3

(0]
bl ™
kust

P 1 Sk . —10
i 422-1,56-10%.7,312-10° PR et
Selle mahtuvuse viljendamiseks tavalistes iihikutes [em] peame
saadud arvu veel korrutama iileminekuteguriga 9-10'', mis

annab

C =274 [em].

Diagrammi, mis nditab iildjuhul J, séltuvust &-st, kutsu-
takse resonantskoveraks; selle resonantskdovera maksimum tuleb
1
VIC
maksimaalne véirtus g’ esineb histi teraval kujul; selleks
ahela oomiline takistus peab olema viike, — vastasel korral ka
1
LCa?
R2-ga vorreldes ning resonantskover osutuks seetottu lamedaks

kohas ¢ = Ahel on histi selektiivne, kui resonantskovera

. : L gEc. oA
nullist erinev suurus Lz(;ﬁ( —1) ei avalda suurt méju
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(joonised 58-a ja 58-b). Nagu nidha, mingib oomiline takistus
analoogilist osa elektrotehnika kiisimustes, nagu summutustung
puhtmehaaniliste vongete probleemides.

Puudub ahelas kondensaator, siis tuleb seda kujutella nonda,
et kondensaatori plaatide vahe on kahanenud nullini, mille taga-

| Jo /o

w w
58-a joonis. 58-b joonis.

jirjel C on liinud l6pmata suureks. Ulalantud seosed niitavad,
et sadrasel korral
o
J = ——o____ .
i3 V R2 + L23®
Siin nimetajas esinevat suurust | R* + L*@® kutsutakse elektro-
tehnikas ahela ,,impedantsiks ringsageduse ¢ puhul. On eri-
juhul @ =0, s. t. on rakendatud vilispinge konstantne, siis

RIS % on samuti konstantne, ning vool, nagu niha, allub

puhtakujuliselt Ohm’i seadusele.

On & viga suur, siis juba moédduka L puhul J, osutub oGige
viaikeseks, s. t. induktiivsus moodustab suure takistuse korge-
sagedusvoolule.

On kondensaator ikkagi olemas, s. t. on C 16plik ja seejuures
& >0, siis J, on nullist suurem, s. t. kondensaator ei moodusta
iiletamatut takistust vahelduvvoolule. Teissugune on aga olu-
kord, kui on tegemist alalise pingega & =0 : silmas pidades
nimelt, et

2~9( 1 i e 2L 2~2
0 (e — 1) =g — ¢ T 18"
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selgub, et lopliku C ja & — 0 puhul avaldise J, nimetaja osutub
lopmata suureks, seega J, = 0. Kondensaator moodustab jireli-
kult iilepdadsematu takistuse alalisvoolule.

Puudub ahelas induktsioon L, on aga kondensaator olemas,
siis samad kaalutlused niitavad, et viga suure sageduse puhul
cn jillegi kehtiv puhtakujuliselt Ohm’i seadus; jarelikult konden-
saator moodustab korgesagedusvoolule 6ige norga takistuse.

Peatume veel liihidalt faasinihke kiisimuse juures voolu-
ahelas.

Puudub kondensaator, tdhendab, on C lopmata suur, siis
tan p = — 5
jarelikult siis 21 <@ <<am. Vahelduv pinge oli meil seejuures voe-

T
o3
See niitab, et antud olukorras voolu faas jddb pinge faa-
sist maha. On R kaduvalt viike, siis mahajadmine moodustab
just 90°.

Puudub induktsioon L, on aga kondensaator olemas, siis

taII(p:RCG),

tud kujul — E, cos @t = F, sin (G,t— ), vool J = J, sin (&f — ¢).

jéarelikult 0<q0<% ; voolufaas, nagu ndha, jouab siis pinge-
faasist ette, On R kaduvalt viike, siis ettejoudmine moodustab
parajasti 90° .

Koik siintoodud kaalutlused kidivad stabiliseerunud vahelduv-
voolu kohta, mille saavutamiseks tuleb moni aeg oodata, et ahela
omavongetest tingitud hiire kaotaks moju. Viikese p, s. t. dige
suure L puhul voib selleks kuluda isegi moni minut aega.

§ 30. Matemaatiline pendel.

Mehhanismi kuuluv materiaalne punkt M v6ib mehhanismis
valitsevate seoste t6ttu sunnitud olla jddma kindlale etteantud
trajektoorile, niiiteks sirgele voi ringi kaarele. Liigub niiteks
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rong roobastel, siis selle rongiga lahutamatult seotud materiaalse
punkti M trajektoor on roobastiku kujuga ette kirjutatud.
Mehaanikas radgitakse siddrastel kordadel ,,sundliikumisest ette-
antud trajektooril®.

Sundliikumisel etteantud trajektooril jadb lahtiseks vaid
kiirusvektori v skalaarne suurus v, sest selle vektori sihtyon
- médratud trajektoori puutujaga. Siit jirgneb, et sundliikumine
etteantud trajektooril peab taanduma iiheleainsale dife-
rentsiaalvorrandile.

Sundliikumisel lisandub punktile M mojuvate tungide
resultanttungile # veel ettekirjutatud trajektoori (réobastiku)
poolt avaldatud reaktsioon % ; viimane tagab just seda, et M ei
saaks noutavast trajektoorist lahkuda. On PR ja R igas kohas
teada, siis M litkumist voiks ka kisitada vabana, s. t. P ja R
koosmojul toimuvana, ilma erilise eeskirjata trajektoori kohta.

On M seos trajektooriga teostatud hoordumisvabalt, siis
reaktsioon i peab igal hetkel mojuma risti trajektooriga: ainult
siis nimelt on garanteeritud, et reaktsiooni voitmiseks ei kulu
tood, s. t. ei teki hoordumist.

Piirdudes selle kitsendava oletusega, nieme kohe, et ainsaks
vajalikuks diferentsiaalvorrandiks osutub hoolause (76):

d(% mv?) = Xdx 4+ Ydy + Zdz,

kus X, Y, Z on P projektsioonid, dx, dy, dz on elementaar-
nihke ds projektsioonid, Xdx + Ydy -+ Zdz seega kujutab tungide
poolt elementaarnihke puhul tehtud t66d, sest reaktsioontungi %
t66 on null.

Trajektoor peab olema antud oma vorrandiga. Valides seda
vorrandit parameetrilisel kujul mingi sobiva parameetri 4 kaudu

e=a(i), y=vu@), z=z2(1), (112)

saame ka dx, dy, dz viljendada A ja di kaudu. Soltub siis
veel P vaid kohast, s. t. A-st, siis ka X, Y, Z on viljendatavad
sama A kaudu ning hoolause annab diferentsiaalvorrandi, mis
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médrab v soltuvuse parameetrist 4. Sellega olekski v trajektoori
igas kohas méédratav ja probleem osutuks lahendatuks.

Asi lihtsustub veelgi, kui tungil R leidub potentsiaal /7, sest
siis
1

p 5 mwv? + /1 — konstant

energia jadvuse lause pohjal, millega v s6ltuvus kohast on otseselt
leitud.

Sundliikumise nidite pakub nn. matemaatiline pendel ehk
lihtpendel. Selle all moistetakse mehhanismi, kus materiaalne
punkt M, olles sunnitud kogu aeg jddma vertikaaltasapinnas
asetsevale ringile raadiusega !, allub ainuiiksi raskustungile; [
kutsutakse pendli ,,pikkuseks‘.

Asetsegu vertikaalring (trajektoor) ux-z-tasapinnas, koordi-
naatide algus O selle ringi

C tsentris ja olgu seejuures z-
telg suunatud vertikaalselt alla-
poole. Siis

X=0, Y=0, Z=mg,
X Il =—mgz.

Energia jdidvuse lause annab

M) %mvi’:mgz:C.

¥ Konstandi C viaidrtust maiarab
S0 i kiirus v, ja potentsiaal /7, —=
= —mgl trajektoori madalai-
mas kohas A (59. joonis). Jagades veel iihisteguriga m , saame
seega:
1v s it g
FVP—92=5 —g{,
kust

v=) v —29(l—2). (113)
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Olgu parameetriks /‘L valitud tsentrinurk AOM Trajektoori
vorrandiks on siis

r=ilgi A7 B=1¢084 ,
(113) v6imaldab. médrata 4 soltuvust ajast ¢. Toepoolest:
v2=224y2= (il cos 1) + (— Alsini)? = i2l2,
tdhendab, kui v lugeda positiivseks kasvava i suunas,

vies Ak

Asetus vorrandisse (113) annab seega

M=) v,2—2gl(1 —cos 1)
= l/ Vo2 — 49l sin? i

=2y gl ]/ it )

Piirdume juhuga, kus M mingisugusel korgusel z = h jiib

hetkeks seisma; sel hetkel on siisi — 0. Tiahistagu o vastava
5 vaartust. Tulemus niitab, et siis

b
=Sy
Niisiis:
il=2 ;/'—5-77]/ sin? 5 — si‘n2% ’
ehk

See diferentsiaalvorrand miadrabki seose 2 ja t vahel. Muutujad
on selles vorrandis juba eraldatud. Vasaku poole integraal ei
viljendu aga mitte tavaliste elementaarsete funktsioonide kaudu,
vaid kujutab nn. ,elliptilist” integraali. Elliptiliste integraalide
numbrilised vaidrtused on, nagu paljude teistegi funktsioonide
vadrtused, juba ammu tabuleeritud. J&@db vaid anda siin esine-
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vale elliptilisele integraalile sddrane viliskuju, et valmisolevaid
tabeleid saaks kasutada. See toimub antud juhul iilemineku abil
uuele muutujale u seose

ek el &

sin 5 = u sin
kaudu. Téhistades veel lithenduseks sin < siimboliga k, s. t.

kirjutades ;
sin —;‘ o
leiame : :
cos % TR | AN ...
( ) (2) cos% V1—k2u2
(i\
2 oo kdu o du

l/ ook Vi@ R—ked V(1 —ud) (1 — k)
sin 2 ! 2

Asetades seda iilalleitud diferentsiaalvorrandisse ning inteegri-
des eeldusel, et hetkel ¢ =0 just 4 =0, s.t. u = (¢, saame:

ra = du
g4 _
I/Tt—fV(l—u2)(1_k2u2)- (114)
0

Siin paremat kitt esinevat integraali kutsutakse Legendre’i jargi
»esimest liiki“ elliptiliseks integraaliks. Tema numbrilisi viir-
tusi iiksikute k& ja w vidartuste puhul vo6ib leida nditeks Jahnke-
Emde teoses Funktionentafeln (II triikk), 1k. 134—139, kusjuures
seal kasutatud tavaline tdhistusviis on selgitatud kaastekstis
k. 124.

(114) kohaselt t soltub integraali iilemraja vaidrtusest u ;
iimberpoordult see iilemraja viddrtus » soltub ajast ¢, kujutades
seega teatava funktsiooni ¢-st, nimelt elliptilise integraali poord-
funktsiooni. Pealiskaudse kujutelma sellest poordfunktsioonist
annab juba erijuht, kus k = 0, — siis, nagu lugeja voib ise ker-
gesti veenduda, integraal polegi enam elliptiline, vaid osutub liht-

salt funktsiooniks arc sin % ; on aga see vordne avaldisega ]/ 15 T

siis poordfunktswon % on smV t Uldjuhul, kus % erineb
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nullist, vastavat p6ordfunktsiooni kutsutakse ,elliptiliseks siinu-
seks* ja tahistatakse siimboliga sn. Jirelikult iildjuhul

u:sn]/%t)

millest » tdhenduse pohjal jargneb:

W Ny
sm—?_ksn]/TEt. (115)

Tuleb silmas pidada, et siimboli sn tdhendus ise séltub konstandi
k vaartusest; k kutsutakse selle ,elliptilise funktsiooni moodu-
liks. & = 0 puhul, nagu juba &eldud, elliptiline siinus muutub
tavaliseks siinuseks.

Maksimaalne lubatav » viddrtus integraalis (114) on u =1,
sest selle iiletamisel ruutjuure all tekiks negatiivne suurus. Kuid
u =1 tdhendab, et ;= o. Vastav ¢ midrab seega aja, mida M
vajab madalaimast kohast A korgeimasse kohta B joudmiseks. :
Siimmeetriast jargneb, et niisama palju aega kulub uueks tagasi-
joudmiseks madalaimasse kohta A . Sellele jargneks siis veel
niisama pikk vonge A-st teisele poole. Pendli iihe tdisvonke aeg T
on siis neljakordne sellest ajast, mis vajalik otse A-st B-sse joud-
misel. Seega (114) kohaselt:

1

ST du
1 —.
T:4I/E(fl/(1_l‘2)(1_k2u2)

Siin integraali vddrtus soltub ainuiiksi veel % viirtusest. Siirast
elliptilist integraali iilemrajaga 1 kutsutakse , tiielikuks* ellipti-
liseks integraaliks ja téhistatakse tavaliselt siimboliga K ; selle
K numbrilisi vaidrtusi lugeja voib leida tabuleerituina niiteks
Jahnke-Emde tabeleis 1lk. 150. On eriti k=0, siis K =

=are sin1 — g = 1,5708 . Uldjuhul on pendli tdisvonkeaeg

2T
= —. 1
T—4Ky/ : (116)
Oige viikese k& puhul, s. t. dige viikese a puhul, K erineb &ige

viahe piirvairtusest ; Jarelikult viga norga vonkeamplituudi
puhul

Tz4%]/%:2nl/§. (117)

12 J. Nuut. Kinemaatika. 177



See ligikaudne vonkeaja viljendus antakse tavaliselt elemen-
taarsetes fiiilisikakursustes; tuletamise lihtekohaks on siis ena-
masti asjaolu, et oige viikese o puhul vastavat trajektoori kaart
voib lugeda sirgeks.

On a = 10°,. siis k =sin5° ; Jahnke-Emde tabel niitab, et
sel korral K =1,56738. Jirelikult

i [ Fh

T =4-1,6738 1 =—=.6,2952 =

]/ ? 4 ‘/ &

Ligikaudne valem (117) annaks aga pisut viiksema viirtuse

L o

—2-3,1418 . 1=6,2832 —.
P31 V ¢ ]/ %

K soéltuvus k-st selgub reaks arendamisel:

du
1 — k?u?)—05 =
y (1 —u2) (1 — k2u?) I/_l—u ( )

[14+ = k2u+ k4u,4+...],

L/_l_u2

jarelikult

1 1
" k2udu 3 ktutdu
_fV ——u2 jlfl +_8_f1/1—u2+
0

Ko6ik siin esinevad integraalid viljenduvad elementaarsete funkt-
sioonide kaudu ; lugejale olgu soovitatud neid integraale arvutada.
Tulemus kolab:

7 k2 %4 7
K=354+55+57 T =304 3 B ght ..o
Mitte liiga suure « puhul véib piirduda siin kahe esimese

liikmega. Kui veel arvesse votta, et samal eeldusel k = sin g—zg ’

siis jargneb:
T~42(1 %ji)]/gzzzn]/% {280, (118)
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See valem on mirgatavalt tipsem valemist (117), andes niiteks
a=10° = 0,1745 (absoluutmo6odus!) puhul

a ; i SRR i 8
o = 0,0805, {5 = 0,0019, T =2x-1,0019)/ — = 6,2951 V i
mis on heas kokkukoélas varemini tabeli pohjal leitud tulemusega.

§ 31. Taiendavaid miarkusi pendli kohta.

Et sobiva konstruktsiooniga pendel v6ib vonkuda o6ige kaua,
voimaldades seega o6ige suurt vongete hulga loendamist, siis voib
vaatluste najal T miirata dige tiapselt. See omakorda voimaldab
tuntud T ja [ pohjal dige tdpselt g madramist valemi (116) poh-
jal. Neil kaalutlusil pendel kujundab 6ige tdpse aparatuuri Maa-
kera raskusvilja uurimiseks.

Pendlit, mille poolvonkeajaks —QZ viga viikese amplituudi o

juures on 1 sekund, kutsutakse sekundipendliks. Sekundipendli
pikkus oleneb raskuskiirendusest g, s. t. kohast maapinnal. Lop-
mata vidikese o puhul eksaktne valem (117)

<l ge
2 g

i

annab sekundipendli pikkusena, kus - = x5
: 1=£.

Vottes niditeks g — 981 [ecm sec—2], saame

1 =21 99 40 [em].

— " Baa

Ummarguselt on seega sekundipendli pikkus 1 meeter.

Tegelik (fiiiisiline) pendel koosneb mitte iihestainsast, vaid
paljudest materiaalsetest punktidest, mis koos moodustavad hori-
sontaaltelje iimber raskustungi méjul vonkuva kindla keha. S&i-
rase fiilisilise pendli vonkeaja T méadramine taandub teatava
matemaatilise pendli vonkeaja midramisele; seda kiisimust selgi-
tame iiksikasjaliselt hiljemini (§ 38).
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Matemaatilise pendli elongatsioon 2 muutub kiill perioodili-
selt ajaga t, kuid mitte téapselt sinusoidaalselt, vaid keerulisema
seaduse jargi, nagu (115) niditab. Pendli vonked ei ole seega
enam ,harmoonilised, vaid kuuluvad ,,pseudoharmooniliste‘
vongete liiki.

Matemaatilise pendli vonkeaeg T so0ltub amplituudist o,
pikenedes amplituudi kasvamisega. K reaks arendamisest ndhtub,
et o > n puhul, tdhendab, % - sin % —1 puhul, K kasvab piirama-
tult: vastav rida osutub nimelt hajuvaks, niipea kui k¥ =1. Vale-
mist (116) jargneb seega, et ka T ldheb piiramata suureks, nii-
pea kui a > . Olgu juhitud tdhelepanu paradoksaalsena tundu-
vale asjaolule: andes madalaimas kohas A (59. joonis) pendliie
saarase kiiruse tagavara v,, et ta sellega parajasti saaks jouda
trajektoori kérgeima kohani C', peaksime ootama lopmata kaua,
enne kui M sinna kohta C tdepoolest jouaks. Paradoks kaob, kui
arvesse votta, et M lihenemine kohale C saab toimuda, nagu
valemid niitavad, vaid asiimptootiliselt, kusjuures ka kiirus véhe-
neb asiimptootiliselt nullini.

Peatume veel reaktsioontungi i kiisimuse juures matemaa-
tilise pendli puhul.

On punkti M seos tsentriga O realiseeritud niidi abil, siis
sellisest seosest tingitud reaktsioon saab olla vaid iihepoolne,
takistades nimelt M eemaldumist tsentrist O, mitte aga M lihe-
nemist sellele tsentrile. Teatavas olukorras on seega moeldav M
mahahiippamine ettenihtud ringikujuliselt trajektoorilt, tsent-
rile lihenemise suunas. Méiidrame selle mahahiippamise koha.

MO on trajektoori peanormaal; reaktsioon | on tundmatu.
Loomulikkude liikumisvorrandite [§ 26, valem (26)] kohaselt

peab reaktsiooni R ja raskustungi R summa R+ P projektsioon
peanormaalile alati andma 'ﬁlv—z , sest [ on antud juhul trajektoori
koverusraadius. Olles risti trajektooriga, projekteerub R pea-
normaalile loomulikus suuruses R, kusjuures R > 0, kui reakt-

sioon on suunatud tsentri O poole, vastasel korral aga R <0.
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Raskustungi P projektsiooniks peanormaali suunale MO on

— mg cos /4 (60. joonis). Niisiis
2

R—mg cos;t:#.

Kuid
v? =0 —29(l—2),

jarelikult
R =mgcosi + ? [ve2 —2g9(l—2)]

m

:'nig z7+ ; Vo2 — 2gm + 2mg 7—

= '11(39,2 + 22— 2¢1) .

(113) niaitab. aga, et v¢2—2gl = —29h,
kui h tahendab seda z vaartust, kus M kaotab kogu oma kiiruse v . !
Jarelikult

60. joonis.

B ”'Tg (82— 2h) . (119)

Igal juhul on aga z > k. Seni kui & on positiivne, s. t. seni kui
a< %., jadb (119) kohaselt R alati positiivseks ning mahahiippa-
mist trajektoorilt ei saa iildse tulla. Teissugune on olukord, kui
% osutub negatiivseks, tdhendab, kui o >; : siis juba R muutub
nulliks kohal, kus

322 =0, z=2h; (120)
ning muutub negatiivseks, niipea kui z veelgi viheneb; trajektoo-
rilt mahahiippamine toimub siis néudega (120) maéaératud kohas.
Pirast mahahiippamist M liigub paraboolsel trajektooril seni

kui niit seda lubab (61. joonis). Parabooli lagitipp asetseb kor-
gusel z ="h.

Siiski on mdeldav, et mahahiippamist iildse ei tule, kuigi
h <0, — nimelt siis, kui > b <<—1. Siis M jookseb trajektooril
iihes suunas ringi ja vonkumisest kui niisugusest ei saa iildse

raakida. ;
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Et mahahiippamine aset leiaks, peaks jéarelikult olema

_§z<h<o
ehk : :

3 1 9,2
— 2—l<l— —2—?<0.

See noue taandub kujule:
2lg < vy>2 < 5lg. (121)

Seega on miidratud, missuguste algkiiruste puhul on vaja maha-
hiippamist arvestada.
Kui M seos tsent-

N s TR riga O on teostatud
Y I mitte niidi, vaid kindla -

varda abil, voi ka nii-

Ysh P teks sel teel, et M on

L l sunnitud liikuma rin-

0 giks keeratud kindlas
torus, siis reaktsioon

l / on kahepoolne ja maha-

hiippamist  trajektoo-
rilt siis muidugi iildse
MeilE ei saa olla.

i Pendli vonkeaja T
soltuvust amplituudist
a saab korvaldada, vot-
tes trajektooriks mitte ringi, vaid tsiikloidi. Nagu juba Huygens
nditas, voib sddrast ,tsiikloidaalset pendlit konstrueerida oige
lihtsalt, toetudes tosiasjale, et tsiikloidi evoluudiks on sama-
sugune tsiikloid teises asendis. Olgu PFOGQ (62. joonis) evo-
luudi osa méngiv tsiikloid ja niidi OM pikkus seejuures vordne
evoluudi poolkaarega OG . Siis niidi otspunkti M trajektooriks
on just too tsiikloid FMG , mille evoluudiks on PFOGQ . Evoluuti
tuleb kujutella kindlast materjalist valmistatud Sabloonina, mis
reguleerib niidi OM kuju; niidi OM pikkus [ on 4a, kus a tdhen-
dab tsiikloidi moodustamiseks kasutatud veereva ringi raadiust.

61. joonis.
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Tsiikloidaalse pendli ,tautokroonsus®, s. t. vonkeaja séltu-
matus amplituudist selgub jargnevail kaalutlusil (63. joonis) :

Olgu A punkti M tsiikloidaalse trajektoori lagitipp. § 3 nii-
tes 3 selgitatud tsiikloidi puutuja konstruktsioonist jidrgneb, et
joonisel néitab just TM trajektoori puutujat kohas M , jarelikult

P 0 : Q

CF Y

62. joonis.

on MN trajektoori normaaliks. Tsiikloidi kaare FAM pikkus on
4a(1—cos 7—;'—(’), nagu jérgneb sama § 3 niitest, kui arvesse
votta, et seal ¢ tdhendas just nurga suurust, mille vorra veerev

&
A
63. joonis.
ratas algasendist F' alates on joudnud poorduda, — 63. joonise
tdhistuses see nurk on parajasti = + ¢ . Kaare FA pikkus on 4a;

jarelikult kaare AM pikkus on — 4a cos ”—‘%‘—(p, tahendab, 4a sin % ;

Et aga, nagu joonisest niha, TM pikkuseks on 2a sin % , siis
jareldub, et kaare AM pikkus s on pikkuse TM kahekordne. Liiku-
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mise loomulikud pohivorrandid iitlevad, et tungide projektsioonide
summa puutujale on mv ehk ms. Trajektoori reaktsioon % puu-
tujale seejuures projektsiooni ei anna, nii et jaab vaid raskus-

tungi B projektsioon — mg sin% ehk — mg%a . Seega:
i s SRR
ms=—mg ., S=— 8.

Praegusaadud diferentsiaalvorrand erineb diferentsiaalvorran-
ditest (93) § 28 vaid tdhistuste poolest; seetottu iildlahend peab
samuti jargnema kujust (94), kui seal teha vastavad muudatused

tdhistes, kirjutades nimelt  asemel s ja »? asemel 4—’i -

s:Asinl/ﬁt—{—Bcos ]/fat.

Seda on ka kerge otseselt kontrollida diferentsimise teel. Kui veel
valida ajalugemise algus ¢ = 0 ndonda, et siis ka s=0, siis
konstant B peab osutuma nulliks, ja seega

S:Asin]/—‘g t.
4a

s maksimaalne viirtus A saavutatakse hetkel £, kus

IRy Sl oy e e
V4a'_2’ ey g -

Taisvonkeaeg T on sellest neli korda suurem. Pannes veel tidhele,
et 4a tdhendab niidi OM pikkust I, leiame:

Tzzn‘/gi. (122)

See vonkeaeg, nagu nidha, ei s6ltu amplituudist A . Vordlus vale-
miga (117) néitab, et matemaatilise pendli puhul vaid ligikaudu
kehtiv seos muutub eksaktseks, niipea kui on tegemist tsiikloi-
daalse pendliga.
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III OS A.

Punktsiisteemi ja kindla keha diinaamika.

§ 32. Impulsilause siisteemi puhul.

Kui on tegemist mitte enam iiksiku isoleeritud materiaalse .
punktiga, vaid terve punktsiisteemiga M,, M, ... vastavalt
massidega m;, ms, ..., siis ikkagi igaiiks neist punktidest
peab alluma punkti diinaamika pohivorrandeile. Uue asjaoluna
tuleb aga niitid juurde tungide liigitamine nende péritolu jargi:
konealuse siisteemi seisukohalt méned tungid vé6ivad osutuda
siisteemi kui terviku suhtes valistungideks, s. t. sdédras-
teks, mille paritolu tuleb otsida viljaspool antud punktsiisteemi;
teised tungid jillegi voivad osutuda sisetungideks, s. t.
tungideks paritoluga siisteemis endas. Séédrane liigitamine, mis
pealiskaudsel hinnangul voiks tunduda iilearusena, omab siisteemi
diinaamikas olulist tdhtsust: selgub nimelt, et siisteemi kui ter-
viku kohta vo6ib piistitada seadusi, kus arvestamist leiavad ainu-
iiksi valistungid; sisetungid, mis paljudel juhtudel on tiiesti
tundmatud (niiteks sel korral, kui siisteem moodustab kindla
keha), voivad seega jadda korvale.

Siisteemi mone tiksiku punkti juures rakendatud vilistungid
liituvad seal iiheks resultanttungiks, mida tdhistame siimboliga
$@© (mobeldud on sbénale exterior — viline). Samuti liituvad
iitheks resultanttungiks siisteemi sama punkti juures rakendatud
sisetungid; seda resultanttungi tdhistame R (interior — sees-
mine). P projektsioonid olgu X©@, Y@ 6 Z@ k6 analoogiliselt
B4 projektsioonid olgu X@, YO, 6 Z©O, Vastav materiaalne
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punkt liigub P®@ ja RO koosmdjul, jarelikult médravad selle
punkti liikumist (60) kohaselt pohivorrandid

mE=XO 4 X, my=YO4 Y0, mz=204 20, (123)

Kirjutades sddrased vorrandid (123) siisteemi iga punkti kohta
eraldi ning liites nad siis vastavalt, jareldame:

Smx = 3XO 4 IXO  Smy=3Y® + SYO Smz—= 3Z© + 3Z0)

kus summeerimise indeksid 1, 2,..., mis peaksid endastmoiste-
tavalt esinema koikide m, =, v, 2z, X, Y, Z juures, on liht-
suse mottes jadnud mérkimata. Niiiid votame aga veel arvesse,
et reaktsiooni seaduse pohjal igale teatavas punktis konstatee-
ritud sisetungile peab vastama sama siisteemi mones teises
punktis niisama suur, kuid vastassuunaline sisetung. Seetottu
koik X)) peavad tingimata jagunema vordseteks, kuid vastas-
markidega paarideks, mille tagajirjel peab tingimata olema koi-
kide X(9) summa vordne nulliga. Samal kaalutlusel peavad kaduma
ka Y@ summa ja Z(® summa :

> QA R e A Uy | il L i B (124)

Jarelikult siisteemi puhul peab alati olema
>mi = 3X©, Smy = 3Y®, Smz= 32, (125)

kus paremat kitt esinevad ainult vadlistungid. Viimased
ei tarvitse hiavida, sest vilistungi esilekutsuv materiaalne punkt
ise ei kuulu enam siisteemi punktide hulka, seega tema juures
esinev reaktsioontung ei tule summeerimisel arvesse.

Vorrandeist (125) saab teha tidhtsa jarelduse siisteemi massi-
keskme liikumise kohta. Teatavasti massikeskme koordinaadid
&, n , £ on midratud valemitega

Smx m mz
52?”7 ’ 77:‘2_,"!, ::%,; ’

milledest kahekordsel diferentsimisel ¢ jargi jareldub, silmas
pidades masside m konstantsust:

. M Sty &0 s . (126)

5:—5;-’77 Sy IEEE N A e
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Siin Ym tdhendab siisteemi kogumassi, mida tihistame liihenda-
tult siimboliga p. Toetudes (126)-le, vdime (125) kirjutada
kujul:

ui=3XO, up=3Y@, W =370, (127)

Vorreldes seda punkti diinaamika péhivorranditega (60), saame
jargmise tulemuse:

Siisteemi massikese liigub nonda, nagu oleks sinna koonda-
tud siisteemi kogumass ja iihtlasi seal rakendatud kaik iildse siis-
teemi iiksikkohtades esinevad vilistungid.

Seda lauset kutsutakse siisteemi diinaamikas ,,massikeskme
lauseks. Ta néitab, et kuigi kujutelm iiksikust materiaalsest
punktist moodustab looduses mitterealiseeritud fiktsiooni, ometi
punkti diinaamika omab reaalset tidhendust, olles rakendatav '
slisteemi massikeskme liikumise uurimisele.

On eriti 3X© =0, XY =0, 3Z© =0, s.t. kaob vilis-
tungidest koosneva tungikompleksi iildine resultant, siis massi-
kese (126) pdhjal peab liikuma nagu materiaalne punkt, millele
tungid iildse ei mdju, tihendab, massikese liigub siis sirgel Joonel
tihtlase kiirusega. Vilistungide kompleksi iildise resultandi
kadumine véib esineda niiteks kas sel kujul, et vilistunge iildse
ei ole, voi niiteks sel kujul, et vilistungide kompleks taandub
tungipaarile. ;

Piikesesiisteemi voib lugeda siisteemiks, kus vilistungid iildse
puuduvad, sest kinnistihed, mis vahest vdiksid tulla arvesse
vilistungide tekitajaina, asetsevad piikesesiisteemist viga suures
kauguses. See niitab, et piikesesiisteemi massikese peab liikuma
maailmaruumis iihtlase kiirusega sirges joones.

On vilistungideks konstantse suurusega paralleeltungid, siis
massikese liigub paraboolil; 16hkeb niiteks lendav miirsk kildu-
deks, siis kildude massikese jitkab teekonda parabooh mooda,
kui ohutakistus ei tule arvesse.

Elav organism saab omavoliliste liigutuste kaudu méjustada
enda massikeskme litkumist ainult siis, kui organismil on kontakt
vilisesemetega, mille najal saaksid tekkida vilistungid; lihaste
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kontraktsiooniga saavutatud tungid organismi iiksikosade vahel
tdhendavad vaid sisetunge, mis massikeskme liikumist ei saa
mojustada. Olukord muutub, kui see organism asetseb takista-
vas keskkonnas, niditeks 6hus v6i vees: sisetungidega tekitatud
kehaosade relatiivse asendi muutus voib siis mojustada keskkonna
takistuse suurust ja suunda ja sel teel mojustada ka massikeskme
trajektoori.

Ideaalselt siledale horisontaaltasapinnale toetuv inimene ei
saaks alustada edasiliitkumist rohtsihis, sest vilistungidena ainu-
iiksi arvesse tulevad raskus ja pinna vertikaalsed normaal-
reaktsioonid ei oma horisontaalprojektsioone ega saa seega
mojustada massikeskme liikumist horisontaalses sihis; kiill aga
on vbéimalik sidédrasel siledal pinnal piisti tousta pérast kukku-
mist. Kui kéndimine karedal pinnal on véimalik, siis just tdnu
sellele, et kare pind on suuteline arendama kaldreaktsioone, mis
annavad massikeskme juures tungi komponente rohtsihis.

ma kujutab iiksiku materiaalse punkti impulsi mv projekt-
siooni z-suunale. Siisteemi koikide iiksikpunktide impulssvekto-
rite kompleks annab iildise resultandina vektori, mille projekt-
sioonideks on vastavalt Ymx, Imy, Imz ; seda vektorit kutsu-
takse siisteemi impulsiks. Arvesse vittes, et ZSmz =

== dit Sma jne., voime vorranditele (124) anda kuju
d iy e d s s e 1 mz — e,
ﬂ“mx_ZXU, E“.my__ZY(), T S ¥ Z(e) - (128)
millest ndhtub, et siisteemi impulsi tuletis vordub vilistungide
kompleksi iildise resultandiga. Seda teoreemi kutsutakse siisteemi
impulsilauseks. Kirjutades (128) kujul

"y d . a-;
FuE=3X0, Zun=23Y0, Zul=370,

kus &, #u, ¢ on jillegi massikeskme koordinaadid ja x on siis-
teemi kogumass, nideme, et siisteemi impulss pole midagi muud,
kui siisteemi massikeskme impulss, eeldusel, et see massikese
kannab siisteemi kogumassi. Impulsilause (128) tegelikult kone-
leb massikeskme impulsist; sisuliselt ta iihtib massikeskme

lausega.
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Puuduvad vélistungid iildse, siis siisteemi impulss (128)
pohjal peab jdédma konstantseks. On niiteks vabalt horisontaal-
pinnale paigutatud kahurist tehtud lask horisontaalses sihis,
siis slisteemi kahur - miirsk impulss, mis enne lasku oli null,
sest kiirusi ei olnud, peab ka pirast lasku osutuma nulliks; et
aga miirsk on omandanud kiiruse, seega impulsi, siis kahur ise
peab omama impulssi vastupidises suunas, s. t. kiirust vastu-
pidises suunas miirsu impulsi kompenseerimiseks. See seletabki
kahuri nn. taandumist laskmisel.

Kahuri taandumiskiirust » saab ligikaudu miirata jargmisil
kaalutlusil: olgu M taanduva kahuri mass, m — miirsu mass,
V — miirsu kiirus. Siis siisteemi impulsilause pohjal

Mv+mV =0,

kusjuures skalaarsed kiirused » ja V on muidugi méeldud mirki-
dega varustatuina; jirelikult

m
P =l o ¥,

Siin /T'Z on vordlemisi viike, mille tottu ka v on V-ga vérreldes

védike. Tépsemal arvestusel tuleks silmas pidada veel piissirohu
polemisel tekkivate gaaside kiirust ja massi.

Moodsates kahurites taandub vaid kahuriraud, kuna lafett
jaéb paigale. Taandumist pidurdatakse viskoosse vedeliku abil
(6li, gliitseriin) kompressoris; samasse kompressorisse veel
paigutatud terasvedrud aitavad taandumise pidurdamisele kaasa
ja iihtlasi seavad kahuriraua pirast taandumist endisse asendisse
automaatselt tagasi. Sadrases olukorras M tihendab vaid kahuri-
raua massi.

§ 33. Impulssmomendi lause ja pindala lause siisteemi puhul.

Kui piirduda oletusega, et tung ja reaktsioontung alati lan-
gevad iihisele kandesirgele (vt. § 19), siis ka siisteemi sisetun-
gide momendid mistahes kohas O peavad osutuma paarikaupa
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vordseiks ja vastassuunalisiks ning seetdéttu kogusummas siistee-
mis hidvima. :

Moodustades vorrandite (123) pohjal tuntud viisil momen-
tide vorrandid

m(xy — yx) = (2Y© — yX©) + (2Y) —yX0)

jareldame seega, summeerides viimaseid iile terve punktsiisteemi :

Sm(zy — yx) = 3(xY© — yX©)

ijouame tulemuseni:

4 Sm(yi — 2y) = Z(Y2O — 2Y0)
2 Sm(28 — 22) = 3(2X© — 22©) (129)

d‘lf Zm(xy—yx) = Z(xY(")—-—yX(L’)) )

Siin m(xy — yx) jne. tihendavad siisteemi iiksiku materiaalse
punkti impulssmomendi projektsioone. Sm(xy —yz), ... on
jarelikult impulsivektoritest koosneva kompleksi resulteeruva
momendi projektsioonid. Seda resulteeruvat momenti kutsutakse
siisteemi impulssmomendiks. Valemite kohaselt on
seejuures koik momendid voetud koordinaatide alguses O, — see-
juures tuleb aga silmas pidada, et alguse O valik on meelevaldne.
(129) viljendab impulssmomendi lause siisteemi puhul:

Siisteemi impulssmomendi tuletis meelevaldses kohas O iihtib
siisteemi juures esinevatest koikidest vilistungidest koosneva
kompleksi resulteeruva momendiga samas kohas.

Kaob erijuhul vilistungide resulteeruv moment mones kohas,
kas voi niiteks selle tagajirjel, et vilistunge iildse pole olemas,
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siis siisteemi impulssmoment selles kohas (129) alusel peab
olema konstantne. Kaob vilistungide resulteeruv moment ainult
mone telje suhtes, siis samadest valemitest (129) jirgneb, et
siisteemi impulssmomendi komponent seda telge pidi piisib kon-
stantsena. Sddrasel korrab saab jillegi piistitada pindala lause,
nagu iiksikpunktigi puhul. On nimelt niiteks vilistungide resul-
teeruv moment z-telje suhtes null ja seetéttu

Sm(xy —yz) = C,
teiste sonadega,
2m(xdy — ydzx) = Cdt,
siis votame arvesse, et xdy — ydx niitab kahekordset elemen-
taarpindala 2dS, mille alguspunktist O viljuv vastava mate-
riaalse punkti raadiusvektor ajavahemikus dt katab (§ 22).
Seega siis
>mdS =% dt,
ehk
61
Z’MS = 5- t + B .

Kui alustada koikide pindalade S lugemist hetkel £ = 0 ndnda, et
sel alghetkel ka iga S loeb nulliks, siis konstant B peab olema

gamuti null. Kirjutades veel g asemele A, leiame jarelikult
>mS = At . ' (130)

Siin on pindalad S arvestatud mirkidega, vastavalt raadiusvekto-
rite poorlemissuundadele iimber z-telje. Summeerimisel iiksikud
pindalad S tuleb arvestada ,kaalutult, kusjuures seda ,kaalu*
méadrab vastava punkti mass m . (130) viljendab pindala lauset
siisteemi puhul: g

r

Kaob vilistungide resulteeruv moment mone telje suhtes, siis
selle teljega risti asetsevas tasapinnas raadiusvektorite poolt kae-
tud kaalutud pindalade summa muutub proportsionaalselt ajaga.

Puuduvad vilistungid iildse, siis nende resulteeruv moment
on null igas kohas ja iga telje suhtes. Sel korral peab pindala-
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lause jarelikult kehtima igas tasapinnas ja iga selles tasapinnas
meelevaldselt valitud. raadiusvektorite iihise algpunkti O suhtes.
Sadrane olukord valitseb néditeks péiikesesiisteemis, kus kinnis-
tahtedest tingitud vilistungid saavad olla vaid kaduvalt viikesed.

Konstanti A valemis (130) kutsutakse pindala konstandiks.
Puuduvad vilistungid iildse, siis soltub A veel tasapinna valikust.
Teatavas tasapinnas see A omab maksimaalset vdiartust, — vas-
tavat tasapinda kutsutakse ,,pindalade maksimumi tasapinnaks“.
Piikesesiisteemis néditeks voib seda pindalade maksimumi tasa-
pinda médrata astronoomiliste vaatluste najal ja sel teel méii-
rata maailmaruumis sobivat tasapinda planeetide kidigu kirjel-
damiseks.

Pindala lauset véib eksperimentaalselt demonstreerida pdord-
toolil, s. t. peaaegu hoordumiseta vertikaaltelje iimber poorleval
alusel. Istub inimene sdirasel poordtoolil esialgu rahulikult, mille
tottu siis A peab osutuma nulliks, pidrast aga hakkab tegema
kehaosadega poordeliigutusi, siis tekivad wvastu tahtmist auto-
maatselt teiste kehaosade kompenseerivad poordeliigutused
vastupidises suunas, nii et A ja iihes sellega 3mS jadvad ikkagi
nulliks. Vilistungidena tulevad siin arvesse vaid raskustungid,
mis aga, olles paralleelsed vertikaalse poordeteljega, selle telje
suhtes momenti ei saa anda, nii et pindala lause rohttasapinnas
peab kehtima. Ekslik oleks arvata, et poordtoolil iildse pole
voimalik kehaasendit tervikuna poorata: andes raske eseme pare-
mast kiest seljataga vasakusse kitte ja siis jille vasakust kiest
paremasse, kuid niitid eestpoolt, paneme selle eseme nagu rotee-
ruma tunniosuti suunas; kompensatsiooniks suurema massiga
kogukeha aeglaselt roteerub vastassuunas. Toimingu katkesta-
misel keha jadb peatuma, kuid niitid juba uues asendis algasen-
diga vorreldes.

Tiahelepanuviirse jarelduse impulssmomendi lausest iild-
kujul saame sel korral, kui siisteem koosneb l6pmata paljudest
materiaalsetest punktidest, mis omavahel on liitunud kogusummas
kindlaks kehaks. Olgu see keha kinnitatud mone telje, néditeks
z-telje kiilge, nonda, et tema ainus liikumisvabadus seisab veel
roteerumises selle telje timber. Olgu keha mingisugustes punkti-
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des rakendatud teatavad vélistungid ; lisaks neile tuleb arvestada
vilistungide hulka veel kinnistatud telje poolt kehale arendatud
reaktsioone. Vilistungide resulteeruva momendi méiramisel
mainitud telje suhtes telje reaktsioonid aga tihtsust ei oma, sest,
olles igatahes rakendatud telje kohtadel, need reaktsioonid
momente telje suhtes ei anna ja seega ei muuda iilejasinud tungide
resulteeruvat momenti. Sel péhjusel véime praegusel korral
piirduda otseselt rakendatud vilistungidega (Xe, . Yo, Zey: .
jéttes reaktsioonid kérvale. Et niitid keha saab vaid roteeruda,
siis iiksikpunktide kiirusi méidrab iihine nurkkiirus o . Uksiku
punkti kiirusvektor v omab suurust wr, kui  tdhendab selle
punkti kaugust teljest; iihtlasi on r kiirusvektori v momendi arvu-
tamisel esineva 6la pikkus; vottes veel arvesse, et v on risti tel-
jega, jareldame kohe, et impulsi mv momendi suurus telje suhtes
on maer - r=mwr®. Kogukeha impulssmoment on iiksikpunktide
impulssmomentide summa, seega Smawr? ehk wISmr?, sest » on
koikidel punktidel sama. Siin esinev summa Smr? (tapsemini
integraal, sest iiksikpunktide massid on 16pmata viikesed ja see-
juures on punkte l6pmata palju, — vt. § 35) séltub ainult telje
asendist keha suhtes, keha kujust ja masside jaotusest temas,
mitte aga ajast £; seda summat kutsutakse keha inerts-
momendiks vastava telje suhtes ja tidhistatakse tavaliselt
lihendatult siimboliga J. On kinnistatud telg valitud just z-tel-
jeks, siis kolmandast valemist (129) jiargneb

2 (wZmr?) = 3(aY© — yX©)
ehk, teiste sonadega,
Jo = Z(xY© — yX@©) (131)
Siin « tdhendab nurkkiiruse tuletist, seega nurkkiirendust.
Vilistungide resulteeruv moment telje suhtes on seega vordeline
nurkkiirendusega, mida keha omab roteerumisel mainitud telje
iimber; vordeteguriks on seejuures keha inertsmoment mainitud

telje suhtes. ;
Kaob vilistungide moment telje suhtes, siis (131) kohaselt

peab olema « — 0, tihendab, nurkkiirus o peab jaima konstant-
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seks: keha rotatsioon peab siis olema iihtlane. See tosiasi pakub
teatava analoogia inertsiseadusele: vaba keha liikumine on iiht-
lane, seni kui puuduvad vilistungid; teljega seotud keha rotat-
sioon on iihtlane, seni kui puudub vilistungide moment selle telje
suhtes.

Inertsmomendi méoiste méngib tdhtsat osa kindla keha
mehaanikas. Niiteks nurkkiirusega o roteeruva kindla keha

hoog viljendub kujul %Juﬁ. Toepoolest, iiksikpunkti hoog on

imvi’ ehk %mw%?, kui 7 on vastava punkti kaugus rotatsiooni-

2
teljest. Kogu keha hoog on seega

1 el g B LTy Ny
27mw7' =3 w*2mr _2Jw 4

Paistab silma, et rotatsioonidesse puutuvais kiisimusis inerts-
moment J mingib seega analoogilist osa, nagu muidu keha mass;
keha kiiruse v asemel esineb rotatsiooni kiisimustes nurkkiirus o .

§ 34. Massikeskmed.

Nagu iilalpool selgus, omab punktsiisteemi diinaamikas tdht-
sust siisteemi massikeskme asukoht. On siisteemi moodustavate
materiaalsete punktide hulk I6plik, siis massikeskme koordinaa-
tide arvutamine on vordlemisi Iihtne. Komplikatsioonid kerkivad
aga kindlate kehade puhul, kus iiksikpunktide arv on Ilopmata
suur, — selle kiisimuse juures tuleb siin veidi peatuda.

Lahutame mottes keha 1opmata viikesteks ruumielementi-
deks dV koordinaattasapindadega paralleelsete 16pmata lihedaste
tasapindade abil; sddrase ruumielemendi ruumala dV on siis
dxdydz. Tahendab siis veel p¢ keha aine tihedust vastava
ruumielemendi kohas, siis selles ruumielemendis peituv 16pmata
viike mass dm on pdV ehk odx dy dz. On keha homogeenne, siis
on o konstantne, — iildjuhul véib aga ¢ osutuda koha (z, v, 2)
funktsiooniks.

Lopliku punktide hulga massikeskme koordinaadid &, 7, £
on teatavasti madratud valemitega :

£ 2mx
E=Srs ene
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On punkte (ruumielemente) lopmata palju, selle eest aga mass
igas liksikus sddrases punktis 16pmata viike ja nimelt dm, siis
Smz asemel tuleks kirjutada Sxzdm ja summa peaks haarama
lopmata suure liidetavate hulga. S#drast summat véib teatavasti
késitella 1opliku liidetavate hulga summeerimise piirtulemusena
ja sellekohaselt tdhistada médratud integraali siimboli abil.
Pidades integraali puhul rajade olemasolu endastmoistetavaks
ning jittes neid seetdttu kirjutamata, peaksime seega Szdm

asemel kirjutama f xdm . Tegelikult esineb siin iildjuhul kolme-

kordne integraal, sest dm — pdx dy dz, jirelikult

fxdm:fodV:fffodxdydz.

Samad kaalutlused nditavad, et nimefajas esineva Xm asemel
tuleks l6pmata paljude punktide puhul kirjutada

[am=[eav = [[[odxdyadz.

Niisiis kindla keha puhul massikeskme koordinaatide arvutamise
eeskirjad kélavad:

§= ode fffgxdxdydz
fgdv j“ odx dy dz
J ova

fjfgydxdydz (132)

o j ]ff odx dy dz

. fode fff@zdxdydz
3 f odV ffj odx dy dz

Tahtsal erijuhul, kus keha on homogeenne, tihedust o kui
konstanti v6ib integraalide mirkide ette tuua ja siis murde o -ga
taandada. Siidrasel korral seega

;—fff @ de dy dz oy
fff de dy dz
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mida voib ka liihendatult kirjutada

E:M,n:fyﬂ ,c:f“w ; (133)
, 1% v 1%
sest f f j dx dy dz pole midagi muud, kui keha koguruumala V.
Uldjuhul tuleb neis valemeis arvutada kolmikintegraale, nii-
pea kui on tegemist toepoolest kolmedimensioonilise kehaga. Osa-
val ruumielementide dV valikul, mis ei tarvitse olla tingimata
risttahukakujulised dx dy dz, saab aga sageli vajalikku arvutus-
tood teostada iiheainsa eksplitsiitse inteegrimise kaudu.
Uhedimensiooniliste (joonetaoliste) kehade puhul on juba
loomuse poolest tegemist ainult iiheainsa inteegrimisega; kahe-
dimensiooniliste (pinnataoliste) kehade
puhul igatahes piisab kahest inteegri-
o misest. Selgitust rakendatavate eri-
votete kohta annavad alljirgnevad
niited.
- 1. ndide: Ringi kaare massikese.
% Olgu kaar paigutatud a-telje suhtes
siimmeetrilisse asendisse ja ringi tsent-
riks voetud koordinaatide algus O
A (64. joonis) ; ringi raadius olgu a.
Kaare ,,ruumalaelemendiks* dV on
antud iihedimensioonilisel juhul liht-
salt kaare pikkuselement ds, mida omakorda voéib véljendada
kujul ade . Inteegrimist voib seega teostada muutuja ¢ jérgi,
mille rajadeks on — a ja 4+ o, kui kaare avaus on 2a. Leiame:

Y B
ds

64. joonis.

+a

facosw-adq; 3 ta s
__—a T A b a
e %2aqa _2aaf - (pd(,v a

—a
“+a
1 - adgy

j(;asmw @ . At

B sin pdp =0,
’r’: 2110 2aa f = (p (p
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sest antud juhul
r=acose, Yy=asing, V =2an (kaare kogupikkus).

Et siin 7 peab olema null, jirgneb juba siimmeetriale rajatud
kaalutlusist. Toetumine siimmeetriale vabastab ka paljudel teis-
tel juhtudel inteegrimise vajadusest.

T

On tegemist poolringiga, s. t. kui a = 5 siis
“ixPa 2
E o= .7—'6 = 5 a

2. ndide: Ringi sektori massikese. Siimmeetriast (65. joo-
nis) jérgneb, et » = 0. Arvutada jddb vaid £. Jaotame tiis-

y B
ds P ¥
a dq\‘\ <
\ a
@ H
0 4 x J e
] 0 C
/ x
4 2
65. joonis. 66. joonis.

sektori ABO lopmata viikesteks osasektoriteks dS ; iga siddrane
osasektor dS moodustab Iopmata viikese kolmnurga, mille massi
voib lugeda koondatuks selle dS massikeskmesse C, mis teata-

vasti asetseb kaugusel —g—a tipust O. Osade massikeskmed C

moodustavad koos ringi kaare, mille raadiuseks on %a; selle

ringi kaare massikese ongi sektori massikese. 1. niite tulemuse
pohjal on seega
¥ 2_a sin a
3a
Osutub sektor poolringiks, siis & :;7‘: ~

2a
g
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3. ndide: Sfiadripinna segmendi massikese. Et siin jutt
on vaid pinnatiikist, siis kiisimus on jillegi kahedimensiooniline.
Médrata jadb vaid &, sest slimmeetria pohjal (66. joonis)
(ot o |

Uhistipuga O koonuste abil Ioikame segmendi pinna ringi-
taolisteks elementideks. Iga siddrase ringitaolise osa massikese
langeb ringi keskkohta C', kus 2 =acos ¢, kui 2¢p on vastava
koonuse avanurk. Kohta C vo6ib massikeskme arvutamiseks
koondada vastava ringitaolise tiiki massi, mis on 2ma sin ¢ - adep
(a sin ¢ on selle tiiki raadius ja adg on ringi ,laius“). C puhul
on seega

xdm = @ cos ¢ * 0 2na sin ¢ - ady = nea® sin 2pdgp .
Inteegrides seda rajades ¢ = 0 kuni ¢ — a, saame ¢ lugeja:

.a a
: 1 -
noa? f sin 2¢pdp = — 5 70a® €os 2¢ |
0 0

gl—cos2a

= PO

= 2
= Apalsin®a.

& nimetaja leidmiseks tuleb ringitaoliste elementaarosade massid
summeerida, mis annab

z :
2na%g [ sin gpdg = 2na%p (1 — cos a) = 4na*esin® % .
0

Jagades leiame & :

moa? sinZa a6
V... ot e Sigiooat ik

§= 5

4na2osinz &
i

Muutub segment poolsfiiriks, siis a = ; , cos? %: cos? % = —;—,
jarelikult 5:%: poolsfddri pinna massikese asetseb tsentrist
poole raadiuse kaugusel.
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4. ndide: Kera sektori massikese. Jillegi on =0,
. =0 (67. joonis). Valime ruumielementideks dV segmendi-
taolisi kihte AB abisfai-
ridel, millede raadius » V
muutub nullist a-ni; sidi-
rase segmendi paksus olgu
dr . Eelmise niite pohjal
sddrase segmendi massi-
kese C asetseb kohas, kus C "

0
et cos2%. Sinna kohta { /

C voib koondada vas- 4
tava segmendi kogumassi a \

dm = opdnr? sin2%dr (tihe-
dus X pind X paksus;
segmendi pindala on eel- 87. “joonis.
mise nédite pohjal just

. a
4r? ssz) . Seega kohas C
wdm = 7 cos® - gdnr? sin® o dr = xgr® sin® adr .

Jirelikult & lugeja on
=
j nr®g sin? adr = no sin? a
0

at
4
Sektori kogumassina leiame
g 3
f94m"2 sin? 2 dr = 4ngsin? 2 . &,
3 2 > 2 3
Jagamisel jargneb:

o sin2aat -
I3 D A B it il aaa 8 :%acos2% .
4. 4ngsin2? - a3
Massiivse poolkera massikese niiteks asetseb seega % a

kaugusel kera tsentrist.
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Kasutades nédidetes 1—4 saadud tulemusi ning toetudes iiht-
lasi siimmeetriast tingitud kaalutlusile, saab paljudel juhtudel
holpsasti méddrata massikeskmete asukohti sobivalt valitud kujuga
ruumielementidel dV ; médrates siis veel sinna koondatud massi-
elemente dm , oOnnestubki sageli massikeskme otsimist taandada
iiheleainsale integratsioonile.

Homogeense massijaotuse puhul massikeskme asukoht séltub
ainuiiksi keha kujust, viljendades seega teatavat puhtgeomeetri-
list keha omadust. Eriti kujukalt tuleb see niahtavale nn. Guldin’i
lausete miol:

Esimene Guldin’i lause: Poordkeha pindala on meridiaan-
kovera pikkuse korrutis selle meridiaankovera massikeskme
poolt kujundatud ring-
joone pikkusega.

Toepoolest (68. joonis)
meridiaankovera  kaare-
element ds katab roteeru-
misel pindala 2nxds , seega
poordkeha kogupindala on
anxds. Kuid joone pu-
hul on / xds = 88, kus. &
on joone massikeskme
x-vadrtus ja s on joone
kogupikkus. Jarelikult

68. joonis. pindala on 2x¢s , nagu teo-
reem vaidabki.

Teine Guldin’i lause: Poordkeha ruumala on iihepoolse poik-
loike pindala korrutis selle poikloike massikeskme poolt kujun-
datud ringjoone pikkusega.

Toepoolest (69. joonis), poikloike pinnaelement dS annab
roteerudes ruumala elemendina dV suuruse 2nxdS (peene traadi
ruumala on traadi pikkuse korrutis poikloikega!). Poordkeha

koguruumala on seega 2n f xdS . Et aga pinna puhulfde R
kus & on massikeskme z-vddrtus ja S on kogupindala, siis jire-
likult poordkeha koguruumala on 2x&S, nagu teoreem viidabki.
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Guldin’i lausete péhjal saab hélpsasti midrata poordkehade
"pind- ja ruumalad, kui noutavad massikeskmed on tuntud. Nii
néiteks tooruse (ringi roteerumisest {imber ekstsentriliselt aset-

fg

69. joonis. 70. joonis.

seva telje tekitatud poordkeha, vt. 70. joonis) pindala peab olema
2né + 2na = 4n”af; sama tooruse ruumala on
2n£ - na? = 2n%a?¢ .

On iimberp6ordult ette teada poordkeha pind- voi ruumala,
siis samade Guldin’i lausete poéhjal saab ;
méidrata teatavad massikeskmed. Roteerub !
nditeks poolellips pooltelgedega a ja b '
(71. joonis), siis tekib poordellipsoid ruum-

alaga% na?b . Et {ihtlasi poolellipsi pind-

alaks on‘inab, siis teise Guldin’i lause

b
pohjal
il g G 1
3 W b _2:1:5? aab ,
kust jargneb
4a
S = 3—1 ’

soltumatult b véértusest, kui ainult b £ 0.
Ka sel erijuhul, kui ellips on muutunud rin-
giks, peab see resultaat olema dige, — seda niigime aga juba vare-
mini (2. niide).

71. joonis.
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Rakendades esimest Guldin’i lauset roteeruval poolringil,
leiame jillegi juba varemini teisiti saadud resultaadi 180°-se ringi-
kaare massikeskme kohta.

§ 35. Inertsmomendid.

Teiseks tdhtsaks moisteks, mis seob mehaanikat geomeet-
riaga, on inertsmoment: ka siin on homogeense massijaotuse
puhul tdhtis vaid kuju, kuigi nédhtavale tuleb oluline vahe, massi-
keskmega vorreldes, — massikese on omane kehale kui nii-
sugusele, inertsmoment seevastu eeldab telje mainimist, n#ida-
tes niidelda keha kuju omadust teatava telje suhtes.

Momentideks kutsutakse matemaatikas iildse avaldisi, mille
tlilip on 2A%p(4i), kus A on teatav parameeter ja p(.) on sellest
parameetrist s6ltuv mingi suurus. Konstandiga & on méiiratud
momendi jiark: on k=1, siis riadgitakse ,,esimese jargu* ehk
,lineaarsest momendist, on k=2, siis on tegemist ,,teise
jargu‘ ehk ,ruudulise’ momendiga jne. Inertsmomendi puhul,
mille definitsiooniks on

g =
esineb parameetri 1 osas r (kaugus teljest); et siin k=2, siis
inertsmoment kuulub ruuduliste momentide hulka.
Ka inertsmomendi puhul summeerimise all tuleb maista dieti
inteegrimist j r?0dV , kus odV tiahendab ruumielemendi dV

massi dm . Vottes dV —=dx dy dz saame seega niiteks inerts-
momendi J. jaoks, mis on mdeldud z-telje suhtes:

Jo=[ @ +yedV =[[ [ @+ y) e dzdy dz, (134)

sest z-telje puhul on 7? = 2% 4 ¥*.

Tuleb tidhendada, et siiski valemite tuletamisel mehaanikas
sageli tarvitatakse inertsmomendi puhul (samuti ka massi-
keskme puhul) integraali mirgi asemel summa mérki. See tava-
liselt ei tee halba, kui ainult silmas pidada, et tegelikult summee-
rimise asemel on moeldud inteegrimist, s. t. summa piirviairtust.
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Kui keha koosneks vaid iihestainsast punktist, mille mass on
M ja mis asetseb kaugusel D teljest, siis inertsmomendiks oleks
lihtsalt MD?. On aga tegemist toelise kehaga, siis voiks ikkagi
kiisida, millisele kaugusele D teljest tuleks koondada selle keha
kogumass M nonda, et inertsmoment pdrast seda koondamist
jadks muutumatult endiseks; teiste sonadega — voiks kiisida,
milline peaks olema D, kui inertsmomendile J anda kuju MD?.
Ilmsesti peab siis olema

D:‘/% . (185)

Valemiga (135) méiidratud kaugust D kutsutakse keha ,,inerts-
raadiuseks antud telje suhtes. On lmberpoordult D teada ja
iihtlasi teada geomeetrilisist kaalutlusist jargnev keha kogumass,
siis on kohe arvutatav ka inertsmoment. Homogeensel juhul, kus
tihedus ¢ on konstantne, ei s6ltu inertsraadius D enam tihedu-

sest, sest p langeb siis jagatises /TJ/I lugejast ja nimetajast vilja.

Seega D iseloomustab keha asendit telje suhtes puhtgeomeetrili-
selt, soltumatult ainest, millest keha on tegelikult valmistatud.

Inertsmomentide arvutamine kordsete integraalide abil on
muidugi raskepirane toiming, mida saab jillegi sageli tunduvalt
lihtsustada ruumielementidele sobiva kuju andmise kaudu. Taht-
sust omab aga veel iiks teine kunstlik vote: maidrates esialgu
kaugusi mitte teljest, vaid sobivalt valitud punktist v6i ka sobi-
valt valitud tasapinnast ja moodustades vastavalt ruudulisi
momente, voime saada avaldisi, millede arvutamine on vordlemisi
lihtne; neist avaldistest saab péarast juba arvutada noutavat
inertsmomenti telje suhtes puhtalgebralisel teel. Asja selgitavad
jargmised niited.

1. n4dide: Massiivse homogeense kera inertsmoment tsent-
rist ldbimineva telje suhtes.

Otsime koigepealt ruudulise momendi J, kera keskpunkti
suhtes (72. joonis). Selleks jaotame kera sfiirilisteks kontsent-
rilisteks kihtideks raadiustega » ja paksusega dr, kusjuures 7
muutub nullist kera raadiuseni R. Uksiku sddrase kihi puhul
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r> on konstantne; kihi mass on
odnrdr (tihedusxpindalaxpaksus).
Seega iiksikkihile J, avaldises vastab
liidetav r2dm = r2o4nr3dr = odnr*dr
ja seetottu 4

R
-3 iy 5
JO_OfQ4m d'r__gngR :

Et aga

rP=x2+y*+ 22,
ning seepirast
Jo = Im(x® + y2 + 22) = Ima? + Imy? + Zmz?,

72. joonis.

ja pealegi kera tiieliku siimmeetria tottu avaldised Sma2, Zmy?,
2mz? ei saa olla omavahel erinevad, siis

2mx2:l3c]o.

Sellest omakorda jargneb, et kera inertsmoment J tsentraalse
telje suhtes, milleks jéllegi kera siimmeetria tottu on lubatav
valida néiteks z-telge, peab olema

J = Im (a2 + 9¥2) =23 ma? :%JO = iS—SnQR5 .
Silmas pidades, et % 7o R? on kera kogumass M, voime tulemuse
kirjutada kujul
2 5
g = -ASAR :
kust ndhtub, et inertsraadius D antud juhul peab olema
D=Ry) 04 ~ 0,63R.

2. ndide: Massiivse homogeense ellipsoidi inertsmoment
peatelje suhtes.

Ellipsoidi pinna vorrandiks olgu

9 0

2>
x 2

2 z
Aﬁ+b2+c_2—1‘
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Arvutame koigepealt ruudulise momendi, vottes arvesse vaid kau-
gusi z tasapinnast y-z ; seda ruudulist momenti tdhistame siim-
boliga J,.. Loikame ellipsoidi elliptilisteks kihtideks paralleelselt
y-z-tasapinnaga; kihi kaugus sellest tasapinnast on 2, kihi pak-
sus dz ; kihi kontuurjoone vorrand konstantse z-i puhul on

Y2 22 _ a2—z?
whES e
ehk
2 2
2 o 2 Sl e
Y b2(a? — x2) ®® c2(a2 —zx2) ¥

Sellest nahtub, et kihi elliptilise kontuuri pooltelgedeks on

I e e o o g e
)Y a®—z* ja —)F—a?

a ’

ning kihi pindala on seega

b _r c be
2 P g = 2_ 2 —g 2 (a2 —22) .
L xa]/_a @ naz(a x?)

Jarelikult kihile langev massiosa dm (erikaal X pindala X pak-
sus) on

dm =on %% (a2 —a?)da .

Et kihi koikides kohtades kaugus y-z-tasapinnast on sama «, siis
+a
Jys = Sxtdm = f x%n 0 b¢ (a2 — 2?)dx
—a a.’
b 3 5 "
sk C $ X X |
e 4 el TP )_\

_4 3
=13 @ bea? .

Ruuduline moment J.. vastavalt kaugustele y tasapinnast z-x
jargneb siit lihtsa tdhistuste muutmise teel:

Jow = Zudm. — 14—5 no cab?.
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Ellipsoidi inertsmoment J. z-telje suhtes on aga ruuduliste
momentide J,. ja J., summa:

J. = (a2 + y?)dm = Zx%dm + Zy*dm = Jy: + J.o =

= & mpabe(a? + b?)

kus M tihendab massiivse ellipsoidi massi. See tulemus néitab,
et ellipsoidi inertsraadius D z-telje suhtes on

__Vaz+b2

P = S

Inertsraadiused teiste peatelgede suhtes jargnevad siit tdh-

tede iimberpaigutamise teel. Erijuhul ¢ =b =R saame D —

=R}/ 0,4, nagu keragi puhul. See niitab, et p6ordellip-

soidi inertsraadius poordetelje suhtes ei soltu selle poordetelje
pikkusest.

3. ndaide: Ringi pindala inertsmoment telje suhtes, mis
labib tsentri ja on risti ringi tasapinnaga.

" Siin saame noutava inertsmomendi otseselt, jagades antud
ringi pinna kontsentrilisteks ringribadeks raadiusega 7 ja laiu-
sega dr . Uksiku ringriba mass dm on g2xr dr, kus g on ,pind-
tihedus®. On R antud ringi raadius, siis

R
— [y2 piten B e R g
J_fr 2nrdr = 2ngp o = noR2 5- =M
0

kust
R
D =
8.9
4. niaide: Sirgloigu inertsmoment telje suhtes, mis, olles
risti sirgloiguga, ldbib viimase keskkoha.
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Sirgloik langegu z-teljele; teljeks, mille suhtes inertsmoment
J on otsitud, olgu z-telg; sirgléigu pikkus olgu L. Sirglaigu
element on siis dx ‘ja sellele langeb massiosa dm = gdx , kus'g on
,joontihedus®. Jéarelikult

L
e
3 2
J = [ atodx =2¢ aEPY R
L
2

OJ

-8
kust
A
Ny
5. ndide: Ellipsi pinna inertsmoment peatelje suhtes.
Ellipsi vorrandiks olgu
x4 1/2 £ J
St = 1;

otsitud olgu inertsmoment J, y-telje suhtes. Jaotame ellipsi riba-
deks paralleelselt z-teljega. On y riba kaugus z-teljest ja dy
riba laius, siis ribale langeb massiosa dm = o2zdy, kus riba
pikkust 22 saab méidrata ellipsi vorrandi pohjal:

20 =23 Vb —”.

X
Uksikriba kui sirgloigu inertsraadius eelmise néite pohjal on V—3_’
seega liksikriba inertsmoment y-telje suhtes on

2 oxdy - 3 gx‘dy

Summeerides neid ribade inertsmomente, saamegi koguellipsi
inertsmomendi y-telje suhtes:

ol

+b :
N g ARSI g - aimy W
I=[ Zewtr=G0% [ 6r—u" @,
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Vajalik inteegrimine teostub koige hoélpsamini, kui iile minna
uuele inteegrimismuutujale ¢ asetuse y = bsing¢ kaudu, mis
annab

dy =bcospdp, b>2—y>?=">%cos?¢p,
kusjuures inteegrimisrajadeks selle uue muutuja puhul on niiiid

T M
—?Ja—l—?. Seega

+."E
=2 0a%h - 1 [3p + 2 sin 2p + | sin 4¢]

ro|

=
2
= 11—2@a3b3n

= nabg% :

Sellest ndhtub, et antud juhul

a
D — -Q— .
See inertsraadius on sdltumatu pooltelje b pikkusest ja tulemus
on jiarelikult kehtiv ka ringi kohta.

Miarkus: Niidetes 2 ja 5, kus leitud inertsraadiused on
soltumatud pooltelgedest ¢ ja b vastavalt, tulemusi siiski ei saa
rakendada erijuhtudel ¢ =0 v6i b = 0 vastavalt, kus ellipsoid
koduneb ellipsiks voi ellips koduneb sirgloiguks. Lugeja veen-
dugu selles ja tehku endale selgeks selle esimesel pilgul iillatava
tosiasja pohjus.
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§ 36. Inertsellipsoid.

Nagu juba tdhendatud, inertsmomendi suurus soltub telje
asendist keha suhtes. Selgitame koigepealt, mil méiral inerts-
: moment muutub telje réop-
liikkke puhul.

Olgu koordinaadistiku
algus O paigutatud keha
massikeskmesse C ja olgu

- telg PT, mille suhtes
inertsmoment on voetud,
paralleelne z-teljega (73.
joonis). Inertsmoment telje

73. joonis. PT suhtes olgu tédhistatud
J p ja inertsmoment z-telje
suhtes olgu J.. Punkti P koordinaadid olgu &, n, 0.

On keha mingi punkti A koordinaadid z, v, z, siis voib
korvuti veel vaadelda sama A koordinaate z', ¥, 2z’ uue teljes-
tiku suhtes, kus z-telje aset tdidab PT, teiste koordinaattelgede
suunad aga on jadnud muutumatuks. Teatavasti on siis

=%, Y=y—9.
Kolmas koordinaat z meid antud juhul ei huvita. Ilmsesti on
Je=2Zm(x*+ %), Jp=IIm(a?+49y?).
Jarelikult:
Jp=2Zm[(z— &)+ (y —n)?]
= Zm(2* 4 y*) 4+ Zm(& + 9?) — 2ZmzE —2Zmyn
=Jc+ (& +n?)Zm —2E3me — 2nZmy .
Siin £ + 5® niitab PT ja z-telje vahelise kauguse OP =a
ruudu a?. Peale selle on Sma ja Smy kindlasti nullid, sest need

summad esinevad massikeskme koordinaatide avaldiste lugéjais
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ja need massikeskme koordinaadid on nullid, sest C asetseb kohas
O. Zm on keha kogumass M . Niisiis tulemus niitab, et

Jp=Jc+ Ma?. (136)
Sonastatult kolaks vastav lause:

Inertsmoment mingi telje suhtes on suurem kui inertsmoment
paralleeltelje suhtes libi keha massikeskme, ja nimelt korrutise
vorra keha massist ja mainitud kahe telje omavahelise kauguse
ruudust.

Koikidest samasihilistest telgedest annab seega minimaalse
~inertsmomendi see telg, mis ldbib keha massikeskme.

Valem (136) voimaldab inertsmomendi kiiret médramist
koigil neil juhtudel, kus inertsmoment vastava tsentraalse (s. t. |
massikeset ldbiva) telje suhtes on juba tuntud.

= Selgitame niitid veel, kuidas
muutub inertsmoment telje sihi
;! muutumisel.

\ Olgu koht O valitud meele-
\ 7 valdselt ja 1dbi O pandud samuti

Fe 3 meelevaldne telg OT , mille suuna-

(o) r; = Y koosinused olgu a«, B, y (tdhi-

P sed I, m, n ei sobi, sest m tdhen-

/ Bl dab juba massi!). Olgu A koordi-

# T st naatidega x, vy, z keha mingi
T74. joonis.

meelevaldne punkt (74. joonis).
Inertsmomendi J arvutamiseks telje OT suhtes peame tundma

punktide A kaugusi AS — r teljest OT . Ilmsesti on
r2 =042 — 082 = 2>+ y> + 22— 082,
{2 e 3
Siin OS, olles vektori OA projektsioon suunale OT, peab suu-

—_
ruse poolest vorduma vektori OA ja OT pidi suunatud iihikvek-
tori skalaarse korrutisega (vt. § 9), seega

082 = (ax + By + v2)*.
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Silmas pidades veel, et suunakoosinuste ruutude summa o2 + p% 4
+ y* vordub iihikuga, véime iilaltoodu pdhjal kirjutada:

7= (0 + (2 + v°) (2% + ¥* + 2%) — (az + By + v2)?
= o*(y* + 2°) + (22 + 2?) + v2(2? + ¥°) — 2Byyz —
— 2yaze — 2afxy . '

Seega inertsmoment

= 2Imr? = ?Im(y? + 2%) + p2Im(22 4 22) + v2Im (22 + y2) +
— 2fySmyz — 2yaSmzx — 2aB Smay .

Siin Im(y* 4 22) , Im(22 + 22), Zm(x2 + »?) kujutavad inerts-
momente vastavalt z-telje, y-telje, z-telje suhtes ; tahistame
viimaseid inertsmomente siimbolitega J., J,, J.. Summad
2myz, Zmzx, Smay on omaette suurused, mis samuti kuuluvad
ruuduliste momentide liiki; neid suurusi kutsutakse ,,inerts-
korrutisteks®, vahel ka ,tsentrifugaalmomentideks”. Tihistame
neid suurusi vastavalt siimbolitega J,., J.., J.,. On keha asend
z-y-z-koordinaadistiku suhtes fikseeritud, siis kuus suurust Iz
Jy» Joy Jyzy Jur, Jzy kujutavad suunakoosinustest o, B, v
soltumatuid konstante, ning

J =J0? 4 T2 4 Joy? — 2J .y — 2J.0va — 2J 408 . (137)
Kujutelgem teljel OT kahel pool kohast O kaks punkti, mil-

lede mélemate kaugused O-st oleksid vérdsed suurusegal 17, mis

vidrtus muidugi séltub telje OT sihist. Olgu z;, ¥,, 2; nende
punktide koordinaadid; telje OT sihi muutumisel muutuvad ka
need koordinaadid z,, ¥;, z;. On kerge niha, et
il + 1 +1
T)= V -a, Yi —] 2i= ==Y,
kusjuures iihe punkti puhul kehtivad iilemised mirgid, teise
punkti puhul alumised. Igal juhul on seega

21 ‘.’12’

1
X :7(12, Y= :/"32; Zi A

1 1 1
Yizi—= 75\(, 2% A izjaﬁ-
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Jagades vorrandi (137) mdlemaid pooli suurusega J, leiame see-
tottu: :

1= sz,-2 + J,,y i2 + Jzz,-2 — 2Jyzy,-x,~—2Jzzz,-x,-— ZJzyxiy,', (138)

Saadud vorrand (138) méédrab mainitud punktide (z,, y,, z,) asu-
kohti muutuvate a, B, y, s. t. muutuva telje OT sihi puhui:
mistahes a, B, y juures vorrand (138) peab ikkagi olema rahul-
datud. Punktid (z;, y;, #;) tdidavad, nagu sellest niha, teatava
teise jargu pinna. See pind on ellipsoid, sest J on igatahes posi-
tiivne ja nullist erinev, seetottu x;, ¥;, 2z, peavad asetsema koik
1oplikul kaugusel kohast O ; ainus teise jargu pind, mille koéik
punktid asetsevad 1oplikul kaugusel, on aga ellipsoid. Korvale
on jaetud seejuures ainus moeldav erand, kus keha ise on kodu-
nenud sirgloiguks, mis langeb just teatavale OT sirgele, — siis
vastav J muutuks nulliks; see erandjuht ei paku aga huvi. Kaoi-
kide voimalikkude telgede OT loikepunkt O on ellipsoidi (138)
keskpunktiks.

Ellipsoidi (138) kutsutakse Poinsot’ jargi ,,inertsellipsoi-
diks* kohas O .

Teatavasti saab alati, koordinaattelgi tarvilikul viisil poora-
tes, ellipsoidi vorrandile anda nn. kanooniline kuju, kus liikmed
korrutistega yz, zx, a2y puuduvad. Rakendades seda ellipsoidi
(138) puhul, jireldame, et leiduvad alati sddrased teljestiku
a-y-z-suunad, et inertskorrutised J,., J.., Jz; osutuvad nulliks,
s. t. et

Iz =0 2z =—l), T S — 1) (139)

Sadrase koordinaadistiku wvaliku puhul inertsellipsoidi vorrand
omab kuju
J,zxiz + e]yyi2 + Jzzlz 2 (140)

Koordinaattelgedeks on siis just inertsellipsoidi peateljed; vasta-
vad inertsellipsoidi pooltelgede suurused on siis
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Eeldusel (139) ma#ratud vaértusi J., J,, J. kutsutakse ,,pea-
inertsmomentideks® kohas O . On need 3 peainertsmomenti teada,
siis on nendega mi#ratud kogu inertsellipsoid kohas O, sest
kolme poolteljega on ellipsoid méidratud. Inertsmoment O lidbiva
telje suhtes, mille suunakoosinused inertsellipsoidi peatelgede
suhtes on a, f, y, on (137) kohaselt arvutatav eeskirja alusel

J =J.0% + J,p% + J.y2, (141)

kus J., J,, J. tihendavad peainertsmomente kohas O .

Inertsellipsoidi peatelgi kutsutakse ,,inertsi peatelgedeks*
kohas O .

On kohaks O valitud keha massikese C, siis kutsutakse vas-
tavat inertsellipsoidi ,tsentraalseks inertsellipsoidiks. On tsent-
raalne inertsellipsoid leitud, siis inertsmomendi arvutamiseks
mistahes telje puhul v6ib juba toetuda valemile (136).

Erandjuhtudel v6ib inertsellipsoid osutuda podrdellipsoidiks
— siis leidub tal iihes teatavas tasapinnas l6pmata palju peatelgi.
Veel kitsamal erandjuhul véib inertsellipsoid osutuda sfidriks,
kus iga telg on peatelg.

Uldjuhul leidub seega kohas O alati vaid kolm inertsi pea-
telge ja vastavad peainertsmomendid on siis kindlasti omavahel
suuruse poolest erinevad. Erandjuhtudel voib leiduda tasapind
libi O, kus koik sinna langevad teljed annavad vordseid inerts-
momente; iga séddrane telg on siis inertsi peateljeks. Veel kitsama
erandi moodustab juht, kus iildse koik teljed ldbi O annavad
vordseid inertsmomente, — sel korral iga telg ldbi O on inertsi
peateljeks.

On inertsi peatelgi vaid 3, siis need peateljed on kindlasti
omavahel paarikaupa risti.

Inertsi peatelgi saab paljudel juhtudel kohe dra tunda siim-
meetriale rajatud kaalutlustel. On nimelt niiteks z-y-tasapind
keha siimmeetriatasapinnaks, siis keha punktile (xz, vy, z) vas-
tab siimmeetriline punkt (z, y, —2z) ja seetottu Zmyz ning
ka Xmzx muutuvad nulliks, sest neis summades esinevad siis
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vastamisi hdvivad liikmepaarid -+ myz ja — myz (esimeses
summas) ja samuti hdvivad paarid -+ mzx ja — mza (teises
summas). Seega antud olukorras ellipsoidi (138) vorrandis jadb
peale puhtruuduliste liikmete veel ainult liige korrutisega z; v;,
millest omakorda jargneb, et see ellipsoid ise asetseb siimmeetri-
liselt z-y-tasapinna suhtes; siis aga selle x-y-tasapinnaga risti
olev z-siht peab olema ellipsoidi iihe peatelje sihiks. Jéarelikult
kehtib lause:

Kui kehal leidub siimmeetriatasapind, siis selle tasapinna
mistahes kohas QO iiks inertsi peatelgedest on selle tasapinnaga
risti. Ulejaanud 2 inertsi peatelge asetsevad seega siimmeetria-
tasapinnas endas.

Leidub kehal veel teine siimmeetriatasapind, siis modlema
tasapinna {ihine sirge peab olema igas oma kohas O kindlasti

peateljeks, milles lugeja veendugu ise, toetudes praegutéestatud
lausele.

Olgu veel tdhendatud, et sirge, mis osutub inertsi peateljeks
selle sirge mones kohas O, ei tarvitse iildjuhul enam olla inertsi
peateljeks sama sirge mones teises kohas O’. Kui aga sirge on
peateljeks ka kohas O’, siis sama sirge on peateljeks samuti
igas meelevaldses kolmandas oma kohas O” ning iihtlasi see sirge

peab siis ldbima keha massi-
keskme C'. :

Toepoolest, olgu see sirge voe-
tud z-teljeks ja O koordinaatide algu-
seks (75. joonis). Punkti O’ koordi-
naadid, kus see z-telg samuti osutub
inertsi peateljeks, olgu 0, 0, 2. On
2-telg kohas O peateljeks, siis pea-
vad inertsellipsoidi vorrandis (138)
kaduma liikmed, kus esinevad korru-
tised yz ja zx, sest tasapind xy peab siis olema ellipsoidi siim-
meetriatasapinnaks. Jirelikult peab siis olema

75. joonis.

Smyz =0, “Smze=0.
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Kandes roopliikkega koordinaatide alguspunkti kohta O’, mis
toiming vastab z asendamisele viadrtusega z — h, leiame samadel
kaalutlustel, kui z-telg on ka kohas O’ peateljeks,

my(z—h) =0, Sm(z—h)z=0,
8eoki

Zmyz — Imyh = 0, mex — Imhx = 0 .
Varemleitu pohjal see tihendaks

Tmul =8 S -0
ehk
Sy =05 Smx =0,

sest nullist erinev {ihistegur % on korvaldatav. Praegusaadud
avaldised Xmy ja Xmax esinevad aga massikeskme koordinaatide
lugejatena; nende muutumine nulliks tidhendab, et massikeskme
C koordinaadid &, 7 peavad olema nullid, — teiste sonadega,
z-telg peab antud olukorras ldbima massikeskme C. Lé&bib aga
niitid 2-telg massikeskme C ja on peale selle veel Smyz =0 ja
Smezx =0, siis Smy(z—h) =0 ja Sm(z=—h)x =0 iga h
puhul, jarelikult osutub z'-telg siis inertsi peateljeks mistahes
oma kohas. Viide on seega tédies ulatuses toestatud. Pealegi on
selgunud veel poordlause: massikeskmest ldbiminev telg on
inertsi peateljeks i gas oma kohas, niipea kui ta on peateljeks
ithesainsas meelevaldses oma kohas.

Massikeskmest ldbiminevat peatelge nimetame ,,tsentraal-
seks‘ peateljeks. Toestatud laused voib siis sonastada jargmiselt:

Peatelg on igas kohas peateljeks siis ja ainult siis, kui ta on
tsentraalne.

Inertsellipsoidi méddramise néitena késitleme massiivse homo-
geense risttahuka tsentraalse inertsellipsoidi kiisimust. Stimmeet-
riast jargneb, et inertsi peateljed on paralleelsed selle risttahuka
servadega ; viimaste pikkused olgu a, b, ¢ ; nad vastaku koordi-
naattelgede z, y, z sihtidele praeguloendatud jirjekorras.
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J. madramiseks 16ikame mottes risttahuka kihtideks poigiti
z-teljega. Uksik sddrane kiht moodustab ristkiiliku, mille inerts-
moment ilmsesti ei soltu korgusest z-y-tasapinna suhtes; asja

lihtsustamiseks voime seega seda

}2

P
X
76. joonis.

ristkiilikut paigutada just z-y-
tasapinnasse (76. joonis). Loi-
kame seile ristkiiliku edasi veel
ribadeks risti y-teljega. Uksik-
riba PQ inertsmoment telje
suhtes, mis on ribaga risti ja
labib riba keskkoha, on § 35
neljanda niite pohjal f—; dm ,
kui dm on riba mass. Sel puhul -
ilmsesti dm —pa dy dz. z-telje
suhtes on riba inertsmoment

(136) pohjal »2dm vorra suurem. Jarelikult iliksikriba inerts-

moment z-telje suhtes on

(;1—2 +y2)gadydz.

Ristkiiliku inertsmoment on seega

b
+3

o [ fa+ends=ca () |

2

Kogu risttahuka inertsmoment J.

<
*3

2 2
Fuiil fg%g(aQ—i-b’-’)dz:Qal—l;c(a?-{—b?):M“+b

c

2
kus M tdhendab risttahuka massi.
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Tahtede {imberpaigutuse teel jiargnevad teised peainerts-
momendid :

g i ST gt
L.=M~2L, J,=M°T%.

Taandades iihisteguriga M ja korrutades 12-ga, voime jarelikult
otsitava inertsellipsoidi vorrandile anda kuju:

(0 + )2 + (¢ + a)y2 + (@ + )22 = -

On erijuhul @ = b, siis tekib poordellipsoid. On aga tege-
mist kuubiga @ = b = ¢, siis tsentraalne inertsellipsoid osutub
sfaariks

. 3 6
x,'2+y[2+zi‘:;zg_/”"
Viimasest ndhtub, et massiivse kuubi inertsmomendid mistafles
tsentraalse telje suhtes on omavahel vordsed, nimelt on siis
—_m .
J_M~€ ; D_Vg.
On erijuhul ¢ =0, siis risttahukas muutub plaadiks «-y-
tasapinnas ning siis
TERY e i o g B8
Jx_MT—?, Jy_Mﬁ, g o e
Sel erakordsel erijuhul seega
Jo=J:+Jy,

s. t. iiks peainertsmomentidest vordub teise kahe peainerts-
momendi summaga. On kerge veenduda, et iihegi keha puhul
peainertsmoment ei saa iiletada kahe teise peainerts-
momendi summat. Toepoolest, definitsiooni kohaselt
Jo=3Zm(y2+22), Jy=Zm(2+2?), J.=IZIm(z*+9y?),
jarelikult:

J:+ Iy =Zm(a® + y> + 22%) = Zm(2®2 4+ y?) =J..

Sellega ongi viide toestatud, sest inertsi peateljed on igatahes
vastastikuses ristseisus.
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Inertsellipsoidi pooltelgi ei tohi seega iisna meelevaldselt ette
anda, vaid tuleb silmas pidada nouet

atEZa
kui
(1 = —1 ’ = 1—_ ’ c= 1_
V Je VJy VI:
peavad olema inertsellipsoidi poolteljed. Vottes néiteks poord-
ellipsoidi @ = b, saame tingimuse

2
r

\%

1 ¢
A T=

[

mis paneb tokke selle poordellipsoidi lapikusele.

§ 37. Teljel roteeruv kindel keha.

Olgu kindel keha seotud z-teljega nonda, et kehale jiidb
ainult selle telje iimber roteerumise vabadus, mitte aga telge pidi
libisemise voimalus. § 7 kohaselt on sddrasel kehal iiksainus
liikumisvabaduse aste, s. t. keha asendit mé&idrab juba iiks-
ainus parameeter. Selleks parameetriks v6ib valida nurka ¢,
mille vorra z-teljest ldbiminev ke-
haga seotud mingi tasapind A on
oma algasendiga vorreldes po6ordu-
0" nud; tasapinna algasendiks voib see-
juures alati veel valida seda asen-

h M A‘ dit, kus A iihtib 2z-2-tasapinnaga

D D 4 Iz (77. joonis). On ¢ aja t funktsioo-

¥ nina leitud, siis on keha asend igal

’ \l hetkel ¢ méddaratud. See ainus funkt-

sioon ¢ (t) peab ilmsesti midratud

1 Sookita., olema juba iiheainsa diferentsiaal-
vorrandiga. (21) kohaselt (§ 17)

nurkkiirus o on siis ¢, jarelikult nurkkiirendus » on ¢ . "

Kehale mojuvad teatavad otseselt rakendatud vilistungid,
millede projektsioone tdhistame endisel viisil siimbolitega X©
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Y@, Ze©, Peale selle mojuvad kehale veel kinnitustelje poolt
avaldatud reaktsioonid. Et z-telje kinnitamist vo6ib saavutada
kahe selle telje punkti O ja O’ kinnitamisega, siis voib piirduda
just reaktsioonidega R: (X, Y, Z) jaR': (X', Y', Z'), mis
tekivad neis kahes kinnituskohas vastavalt. Olgu O voetud
koordinaatide alguseks ja olgu O’ koordinaatideks arvud 0, 0, & .
Kuigi reaktsioonid on tundmatud, v6ib pohimotteliselt keha kési-
tella tdiesti vabana, s. t. teljega mitte eriti seotuna, kui kehale
mojuvate vilistungide hulka kuuluvateks lugeda ka veel neid
reaktsioontunge R ja N . Vajaliku diferentsiaalvorrandi funkt-
siooni ¢ mi#dramiseks annab seos (131) § 33, kui seal esinev

nurkkiirendus « asendada vérdse suurusega . Selles seoses
esineb paremat kiatt vilistungide resulteeruv moment z-telje
suhtes. Et aga antud juhul samuti vilistungide hulka loetud
reaktsioonid i ja N’ momente ei anna, sest nende rakenduspunktid
O ja O’ asetsevad z-teljel endal, siis resulteeruva momendi saa-
miseks piisab juba ainuiiksi otseselt rakendatud vilistungide
(X@, Y@, Z©) arvestamisest. Niisiis diferentsiaalvorrand
kolaks: :

Jq} = 3 (2Y® — yX©), (142)

kus «, y tdhendavad vilistungide (X©, Y©,6 Z®) rakendus-
punktide koordinaate.

Konkreetse niitena kisitleme jargmises paragraafis erijuhtu,
kus z-telg on horisontaalne ja otseselt rakendatud vilistungid on
keha iiksikosade raskused. Praegu aga peatume ainult reakt-
sioonide N ja M médramise juures itildjuhul. Et diferentsiaal-
vorrandis (142) neist reaktsioonidest pole juttu, siis ilmsesti
reaktsioonide maidramiseks tuleb kasutada teisi vorrandeid.

Olgu 2z, y, 2z kehaga lahutamatult seotud mingi materiaalse
punkti M koordinaadid. 2 ja ¥ muutuvad siis aja jooksul, z aga
peab jadma konstantseks, sest keha saab vaid roteeruda z-telje
iimber. 77. joonise kohaselt on

x=pcosep, Y=o0sing,
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kus ka o kindla M puhul osutub konstantseks. Diferentsides
jareldame:

T =—gpsing=—wgsing=—wy
Y=+ 0pcosp=-+ wocosp=+ ok
z.= 0

seega -~
a':.:—w?]—(by:—w%—(b?/
Y=+ o + 0 = — 0*Y + oz
Z= Q4

Et kindel keha roteerub tervikuna, siis siin w ja o ei soltu punkti
M erivalikust. Seetottu, kui m tdhendab kohas M asetsevat massi,

Smx = — *Imx — wSmy

ISmy = — w?Imy + oZme

Smz =0

Im(yz — 2y) = + w?ISmyz — o Smzx
Sm(28 — 22) = — w?IMzx — wIMmyz

Sm(zy — yx) = 0Zm(x? + ¥2) = oJ .

Impulsilause ja impulssmomendi lause pohjal jareldame seega:

X4+ X' 4 2X@© = — 0?2 3IMEr — w3IMmy
¥k X' A ZX©Q = — ?Imy + oZmz
L k. 8ol S8 =0
—hY' 4+ S(YZ© — 2Y©) = + 02Imyz — o Smzx (sl
L hX 4.3 (X0 — xZ©®©) = — ®Smzx — oZmyz
S(xY© — yX@©) = o,

sest  moment koordinaattelgede suhtes kaob iildse ja i’ momen-
did #, y, z telje suhtes on vastavalt —hY’, +hX ja 0.
Viimane vorrandeist (143) iihtib liikumist méddrava vorran-
diga (142). Viis esimest vorrandit (143) annavad 5 tingimust
kuue tundmatu X, Y, Z, X', Y', Z' jaoks. Esimesest, tei-
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sest, neljandast ja viiendast saab méaidrata X, Y, X', Y’ ; kol-
mandast vorrandist sdab seepeale veel miidrata vaid summa
Z + 7', kuna Z ja Z' eraldi jidvad madramatuiks, analoogiliselt
vastava probleemiga staatikast.

Neli vorrandit (143) sisaldavad paremat kitt liikme tegu-
riga »?; et viimane suurus iihes nurkkiirusega kiiresti kasvab,
siis ndhtub, et {ildjuhul reaktsioonide X, Y, X', Y’ peavad
kiiresti kasvama koos nurkkiirusega o .

Erijuhul, kus Smzx =0, ZSmyz =0, s. t. kus rotatsiooni-
telg osutub peateljeks, muutuvad neljanda ja viienda vor-
randi (143) paremad pooled nulliks. On seejuures vilistungid
(X@©, Y@,k Z@©) ka veel sddrased, et nende resulteeruv moment
rotatsioonitelje suhtes kaob, siis jdrgneb X' =0, Y =0. Z’
madramatuse tottu voib eeldada Z’ — 0, millest siis jargneb, et

juhul, kui rotatsiooniteljeks on - inertsi peatelg Kkinnitatud
kohas O, ja otseselt rakendatud vilistungid selle telje suhtes
momenti ei anna, selle telje teistes punlktides O’ ei teki ka mingit
reaktsiooni.

Kirjeldatud olukorras siddrane rotatsioonitelg piisib seega
liikumatult juba ainuiiksi koha O kinnitamisel. Sel pohjusel
inertsi peatelgi kutsutakse ka ,,piisivateks‘ rotatsioonitelgedeks.

On aga peale selle ka veel Sme =0, Zmy =0, s. t. on
mainitud inertsi peatelg iihtlasi tsentraalne, seega peatelg igas
oma kohas, siis ka esimese ja teise vorrandi (143) paremad poo-
led muutuvad nulliks. Puuduvad sel korral veel vilistungid
(X@, Y©, Z@©) iildse (sel korral kaob endastméistetavalt ka
nende vilistungide resulteeruv moment), siis ka X ja Y osutuvad
nulliks, ning kolmas vorrand néitab, et ka Z peab olema null,
kui Z’, nagu varemini oletatud, on null. Seega kaob siis ka reakt-
sioon kohas O, tdhendab, telg ei avalda iildse mingit reaktsiooni
kehale. Et ka kuuenda vorrandi parem pool muutub sel juhul
nulliks, siis jargneb sealt, et keha nurkkiirus » jddb konstantseks.
Seega :

Juhul, kui rotatsiooniteljeks on tsentraalne inertsi peatelg ja
kui seejuures vilistungid iildse puuduvad, keha jatkab alustatud
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rotatsiooni konstantse nurkkiirusega, 1lma et telg iildse avaldaks
mingisugust reaktsiooni.

Séddrane tsentraalne peatelg piisib jarelikuit antud olukorras
taiesti vabalt, s. t. ilma toetuseta; sel pohjusel tsentraalseid
inertsi peatelgi kutsutakse ka ,,vabadeks‘ rotatsioonitelgedeks.

Olgu tdhendatud, et reaktsioonid tekivad ka vélistungide
taielikul puudumisel, niipea kui rotatsioonitelg pole tsentraalne;
see jargneb otseselt vorrandeist (143).

Toodud kaalutlusil tuleb niiteks hoorataste puhul hoolitseda
telje tdpse tsentreerimise eest, vastasel korral tuleb arvestada
voimsate reaktsioonide tekkimist suuremate nurkkiiruste puhul,
mille tagajirjel iimberpoordult ka ratas hakkab tugevasti kéigu-
tama teljelaagreid, nii et kiire rotatsiooni juures kogu seadeldis
satub hédaohtu.

§ 38. Fiiisiline pendel.

Fiiiisilise pendli all moéistetakse meelevaldse kujuga kindlat
keha, mis, olles seotud horisontaalse rotatsiooniteljega, liigub
ainuiiksi raskustungi méjul.

Olgu fiitisilise pendli puhul horisontaalne rotatsiconitelg
jallegi valitud z-teljeks. Olgu keha massikese C ja koordinaatide
algus O valitud nénda, et C langeks z-y-tasapinnale. x-telg olgu

suunatud vertikaalselt allapoole
(78. joonis). Kindla keha iiksik-

=y punktide raskused paralleeliungi-
dena liituvad keha koguraskuseks

F\l ®, mida voib kujutella rakenda-
tuna massikeskmes C ; selle B

2 "4 R projektsioonideks on X — mg,
Y=0, Z=0, kui m tihendab
keha kogumassi. On veel siimbo-
liga I téhistatud pikkus OC rotat-
5 siooniteljest kuni massikeskmeni,
78. joonis. siis  moment selle rotatsiooni-
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rab keha litkumist, antud olukorras omab kuju:
Jop =mglsing. (144)

Pendli puhul kutsutakse rotatsioonitelge ka ,,toetusteljeks. Koos-
neb keha vaid iihestainsast materiaalsest punktist O’, mille kau-
gus toetusteljest olgu tdhistatud siimboliga I', siis see I’ on iiht-
lasi inertsraadiuseks toetustelje suhtes ning inertsmomendiks on
seega ml'? ; sddrane iihepunktiline keha kujutaks matemaatilist
pendlit pikkusega I'. (144) asemel tuleks siis

ml'%p = mgl’ sin ¢,

ehk
(/; == 15; sin @ .

Vorreldes seda seosest (144) iildjuhul jirgneva vorrandiga
(/, _— mTPl sin @

nieme, et vahe seisab vaid koefitsiendis sin ¢ juures. On need
koefitsiendid vordsed, s. t. on
mgl
&=, (145)
siis vorrandid on tédiesti samad ja seega ka nende lahendid samad,
niisiis ka neist lahenditest jirgnevad tidisvonkeajad T samad.
Pikkust I’, mis tuleks anda matemaatilisele pendlile, et tea-
tava fiilisilise pendli tidisvonkeaeg vorduks matemaatilise pendli
vonkeajaga, kutsutakse selle fiiiisilise pendli ,,taandatud pikku-
seks“. On D fiiiisilise pendli inertsraadius toetustelje suhtes,
seega J = mD?, siis tingimuses (145) m ja g langevad vilja ja
I" osutub médratuks 1 ja D kaudu; tingimusele voib siis nimelt
anda kuju:
H.=1" (146)
Olgu %k sama keha inertsraadius telje suhtes, mis ldbib
massikeset C, olles seejuures paralleelne pendli toetusteljega.
(136) podhjal on siis
mD? = mk? 4 mi2,
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seega

D2 = k2 412,
Asetades seda seosesse (146), leiame
A NI s T (147)

See nditab, et fiilisilise pendli taandatud pikkus alati iiletab massi-
keskme kauguse toetusteljest (79. joonis). Miédrates (147) abil
U, saame juba § 30 tuletatud valemite pohjal méirata pendli
vonkumise, eriti ka tema vonkeaja T .

79. joonis. 80. joonis.

N d4id e: Massiivne risttahukas pikkusega ¢ ja teiste serva-
dega a, b, vongub serva a kui toetustelje iimber (8C. joonis).
Masirata - T, vottes : o= 3 [emlb=1wfem]; e =100 cml,
g =981 [em sec-2}]. :

Antud juhul I = %}f b? + ¢* ning § 36 kisiteldud néite p(’)hja]

b2+ 2
ot
i 120747
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Jirelikult
, Pl s Liitegastsg S e
l =5V b% L e | ¥ [ §]/b~+cz.
Vottes amplituudi 16pmata vidikesena, saame seega (117) alusel:

) 7 WIn A
&o=on EzVs_gpb—{—c.
Arvuliselt see annab:
4
LY 2 1 1000115
== S e 1,638 [sec].
Olgu iildjuhul fiiiisilise pendli puhul sirge OC pikendatud iile
C punktini O’ nénda, et pikkus OO’ oleks vordne pendli taandatud
pikkusega I’ (79. joonis). Lédbi O’ paralleelselt toetusteljega pan-
dud sirget kutsutakse siis pendli ,,vonketeljeks. Toetustelje ja
vonketelje vahel valitseb vastastikkus ses mottes, et juhul, kui
endine vonketelg valida uueks toetusteljeks, siis endine toetus-
telg osutub uueks vonketeljeks. Toepoolest, uues olukorras taan-
datud pikkuseks on (147) kohaselt
L TR v
7+ ety 4+l =0=00,
sest O'C =" ja see tiiidab niiiid endise OC = I aset.
Praegutoestatud viide lubab pooramist jargmisel kujul:

Olgu mone keha puhul leitud 2 paralleelset telge nonda, et

1) taisvonkeajad molema telje puhul osutuvad omavahel
vordseks;

2) telgede iihistasapind libib keha massikeskme;

3) see massikese asetseb telgedest erinevatel kaugustel;
siis telgedevaheline kaugus on vordne pendli taandatud pikkusega.

Seda teoreemi tuntakse Huygens’i lause nime all.

Lause toestus tugineb jillegi valemile (147). Olgu massi-
keskme C kaugus esimesest teljest 1, teisest teljest I ; vonke-
aegade, s. t. taandatud pikkuste vordsusest jargneb

e A et o
l i
seega

R (1—1y)

l-——llz [[l
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Kui niiiid ! ja I, on omavahel erinevad, tihendab, I — I, on nullist
erinev, siis taandamine iihisteguriga I — 1, on lubatud, millega
leiame
| ey
ning
l’:l_{_’i;:l-{-ll,
mis ongi Huygens’i lause viide.

Olgu tdhendatud, et massikeskme kauguste erinevus on olu-
line. Toepoolest, kui keha on siimmeetrilise kujuga, siis ilmsesti
vonkeajad peavad olema alati vordsed, kui ainult teljed asetsevad
vordsetel kaugustel massikeskmest, nii et telgede omavahelisest
kaugusest siis ei saa veel teha mingisuguseid jareldusi pendli
taandatud pikkuse kohta.

Huygens’i lausele on rajatud geodeetilistes toodes kasutatud
reversioonpendli idee. Viliselt siimmeetrilise kujuga
keha (81. joonis) erineb seesmiselt selle poolest, et iiks ots 4 on

massiivne, teine ots A’ aga 60nes. Seda 60nsust
vz, saab soovitaval mééral osaliselt tédita, niiteks

v haavliteradega, reguleerides seda tdidet nonda, et

0 keha vonkeajad iihes asendis O {imber ja poora-
tud (reverteeritud) asendis O’ iimber osutuksid
vordseks; kaugus OO’ on seejuures peenelt regu-
leeritav. On vonkeperioodide vordsus katseliselt
saavutatud, siis kaugus OO’ niitab pendli taan-
datud pikkust, sest seesmise erinevuse tottu massi-
kese C ei asetse keskkohal. Siimmeetriline vilis-
kuju on tarvilik selleks, et voimalikult vilja liili-
tada oOhutakistuse mdju erinevust molemas

L 1A asendis.
81. joonis. On I’ tipselt méadratud ja T suure vongete
arvu najal hoolsalt méiidratud, siis pendlivalem
(118) voimaldab raskuskiirenduse g arvutamist viga suure tip-

susega.

ll

_10
A
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Pendlivongete vaatlusile rajatud mo6tmised kuuluvad iildse
tipsemate hulka, mida eksaktteadused tunnevad. Olgu médda
minnes mainitud, et vongete vaatlused pakuvad hélpsa voimaluse
inertsmomentide katseliseks méiramiseks: on g tuntud ja T vaat-
luste najal leitud, siis on taandatud pikkus sellega kaudselt mii-
ratud; valemi (145) pohjal saab aga siis juba arvutada inerts-
momendi J toetustelje suhtes, mille kaugus ! massikeskmest on
teada. [ peab erinema nullist, vastasel korral osutub I’ 16pmata
suureks ja sellega ka T lopmata suureks; tdepoolest, massikesk-
mes toetatud keha on indiferentses tasakaalus ja pendlina seetdttu
iildse ei tule arvesse.

§ 39. Siisteemi energia.

Vaatleme niiiid, millist kuju omab hoolause siisteemi puhul.
Seni kui piirduda siisteemi iiksikpunkti vaatlusega, peab selle
punkti hoo kasv § 23 kohaselt vorduma selle punkti juures raken-
datud koikide, s. t. nii vilis- kui sisetungide toode summaga.
Tahendab, kui (X©, Y©, Z©) on selles punktis rakendatud vilis-
tungide resultanttung ja (X@, Y, Z®) samas punktis rakenda-
tud koikide sisetungide resultanttung:

4™ = [XOdz + YOdy + 29dz] + [XOdz + YOdy + Z0dz] .

Siin m on selle materiaalse punkti mass, » tema skalaarne kiirus,
dx., dy, dz punkti lopmata viikese nihkevektori projektsioonid.

Siisteemi hoo H all moistetakse siisteemi iiksikpunktide hoo-
muv?
e

terve siisteemi, leiame:

gude summat. Summeerides praegusaadud vorrandid iile

dH = d3 "% = 3(XOds 4 YOdy + Z0dz] +
+ S[X0dz + YOdy + Z0dz] . (148)

See ongi hoolause siisteemi puhul : siisteemi hoo kasv vordub vilis-
tungide kogutoo ja sisetungide kogutoé summaga.
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Tzhtis on silmas pidada, et sisetungide kogutoo iildjuhul e i
kao. Erijuhtudel muidugi see sisetungide kogutoo voib ikkagi
8" osutuda nulliks. Olukorra pare-

G L ag maks selgitamiseks vaatleme

tood, mis tekib kahe punkti

/ds /dp vahel valitsevate sisetungide
el puhul (82. joonis).

A R Olgu A ja B nende punk-

82. joonis. tide asendid hetkel ¢ ja A", B’

samade materiaalsete punktide

asendid hetkel ¢4 dt. Kujutleme asendit A’, B’ saavutatuna

jark-jargult kolme sammuga: 1) 16igu AB roopliikkega asen-

disse A’B”; 2) B” nihutamisega sirgel A’B” asendisse B’’ nonda,

et A’'B” = A'B’ ; 3) A’B"” péramisega 1opmata viikese nurga dgp
vorra asendisse A'B’ . ‘

Lopmata kitsas sarikkolmnurgas A’B’B”’ on siis nurgad

B’ ja B" juures tidisnurgad. On sisetungid A ja B juures vasta-

valt B ja P, kusjuures EB|=|§B’|, kuid suund on vastupidine,

siis tungi R poolt A nihkumisel ds tehtud t66 on |P|dscosa.

Teise materiaalse punkti juures R’ poolt tehtud t66 vastavalt

kolmele sammule on

| ¥ |ds cos (x—a) +|¥'|do cosn—i—l‘B"-B”T’B’-cosfl

2
ehk
——I‘Bldscosa—l‘B|d9 -

B ja P’ kogutoo on jarelikult —|‘B]d9. Seejuures on eeldatud,
et dp on loetud positiivsena, kui A ja B vaheline kaugus ¢ aja-
vahemikus dt on kasvanud ja sisetungid § ja ¥’ kujutasid kiilge-
tommet. Esineb kiilgetombe asemel eemaletoukamine, siis kogu-
t66 on I‘,Bldg.

Kindla keha puhul kéik kaugused ¢ on konstandid; sellest
niahtub, et kindla keha korral sisetungide kogutéo peab olema
null, sest igas paarikombinatsioonis do — 0. Jérelikult tuleb
kindla keha puhul hoolause sonastuses piirduda ainuiiksi vélis-
tungide tooga.
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Kui iildjuhul sisetungide kogut6o siisteemis ei kao, siis on
ikkagi moeldav, et see t66 S[X@dx + Y@dy + Z®] osutub tea-
tava funktsiooni —/7;(zy, %1, 21, X2, Y2, 22, ...) tiielikuks
diferentsiaaliks, kusjuures «;, ¥, 21, %2, Y2, 22, ... tihenda-
vad siisteemi iiksikute materiaalsete punktide asukohtade koordi-
naate. Funktsiooni /7; kutsutakse sel korral siisteemi ,,potent-
siaaliks“ ehk ka ,,potentsiaalseks energiaks®“. Siisteemi, kus
leidub potentsiaal /7,, kutsutakse ,konservatiivseks”. Konserva-
tiivse siisteemi puhul hoolauset (148) vo6ib kirjutada kujul

dH + d[1;= Z[X©@dx + YOdy + Z©dz] , (149)
kust integraalsel kujul jargneb:
H4 1= f S[X©dx + YOdy + Z©dz] . (150)

H on siisteemi hoog ehk kineetiline energia, /7; on siisteemi
potentsiaalne energia, summa H -} II; on siisteemi koguenergia
ehk ka lihtsalt siisteemi energia. (149) niitab, et konservatiiv-
ses siisteemis koguenergia muutub ainuiiksi vilistungide poolt
tehtud kogutoo arvel. Erijuhul, kui véilistungid puuduvad iildse,
kaob elementaartoode summa valemi (149) paremal poolel,
tihendab, d(H + /7,) =0 ja seetdttu siisteemi energia peab
jadma Kkonstantseks. See ongi energia jadvuse lause konserva-
tiivsete siisteemide kohta.

Potentsiaali olemasolu konservatiivses siisteemis eeldab, et
X0, Yo, Z& peavad olema funktsiooni — /7; osatuletised vastava
koordinaadi jargi. Niite selleks pakub materiaalsete punktide
kogu, millede vahel valitseb gravitatsioon. Olgu sidirase siisteemi
punktid nummerdatud mingis meelevaldses jirjekorras ning
vastavate numbrite abil indeksitena eraldatud nende punktide
koordinaadid ja massid. Tahendagu veel  J kaugust punkti

nr. u ja punkti nr. » vahel (83. joonis), s. t. olgu
Q“'pz - (x‘u/_ xv )2 + (yM—— y'p)z + (z‘u_ zv)2 .
Moodustame funktsiooni

]?—_ y*__—_y,l—g_xl_s_..._xia_..-,
i = E L = L
Q;Lv 02 013 0:3



kus » tdhendab gravitatsioonikonstanti (C-G-S iihikuis
7 = 6,685 -10—°) ja summa haarab koik véimalikud punktipaari
kombinatsioonid. Siis mistahes kindla u puhul

ol7; my(xy, — xy)

__+”mu2

(51:“

Ouv :

kus niitid 4 on konstant ja summeerlmine haarab vaid koiki
vy vadrtusi, vilja arvatud » =u. Lugeja kontrolligu seda dife-
rentsimise tulemust ja veendugu veel selles, et pole oluline, kas

ouw? avaldises ldhtuda kujust (xﬂ—x,,)‘-’—l— ... voi aga kujust

(e, )4

Vv

83. joonis.

Teiselt poolt punkti nr. u juures punkfist nr. » tingitud
gravitatsioonitung Newton’i kohaselt peab omama projektsioone

xm, m, X,—ZI

X S TUMON J¥S) TH

i o’ Quv

Siin teine tegur paremat kitt tdhendab vastava tungivektori
suunakoosinust. Liites punkti nr. u juures rakendatud koik
sdarased tungid vastavalt koikidele arvesse tulevatele » viddrtus-
tele, saamegi nr. u juures mdjuva sisetungi resultandi projekt-
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sioonid. On kohe nidha, et selle resultandi projektsioonid ongi

_ggf, ... . Jéarelikult antud juhul téepoolest iilalkirjutatud
X

funktsioon /7; kujutab just silisteemi potentsiaali.

On konealune siisteem vélismojudest tdiesti eraldatud, nagu
seda néiteks tohib oletada péikesesiisteemi puhul, mis lihematest
kinnistidhtedest asetseb viga suurel kaugusel, siis energia jadvuse
lause annab kohe esimese integraali (energia integraali) :

myv,2 my,my,

imaperh B X _:)MT s

w v
Peale selle, impulsilause pohjal, peab siisteemi massikese siis lii-
kuma {iihtlase kiirusega sirges joones, mis projektsioonides annab
veel 3 esimest integraali. Samuti peab kehtima pindalade lause
koigis kolmes koordinaattasapinnas, sest vilistungid puuduvad.
Seega on voimalik piistitada siisteemi kohta 7 iildist seadust,
millede viljendustes juba koordinaatide teised tuletised enam ei
esine, vaid esinevad iiksnes koordinaadid ise ja nende esimesed
tuletised. Kahest punktist koosneva siisteemi puhul (,,kahe keha
probleem*) lahendamist saab kergesti 16puni viia. Kuid juba
kolme punkti puhul (,,kolme keha probleem‘) kerkivad pohi-
mottelist laadi suured matemaatilised raskused, nagu seda on
nididanud sellekohased uurimised. -

Siisteemis kehtivaid iildseoseid (energia jadvuse lause,
impulsilause kolme koordinaattelje suunas, impulssmomentide
lause kolme koordinaattelje suunas) on arvult 7. Neid kombi-
neerides saame vaid niiliselt uusi jireldusi, sisuliselt peituvad
need jéareldused juba mainitud seitsmes pohilauses. Ainult uute
integratsioonide abil saaks tungida oluliselt uute asjaolude
avastamiseni.

Peatume veel moningate kiisimuste juures, mis on seotud
iildjuhul konservatiivse siisteemi energia moistega.

Potentsiaalset energiat kujutav funktsioon /7; on méairatud
vaid teatava konstandini, sest sdiirane lisakonstant osatuletisi ei
mojusta. Erijuhtudel, kui funktsioonil /7; leidub miinimum, vo6ib
osutuda otstarbekohaseks seda lisakonstanti valida nodnda, et
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potentsiaali minimaalvairtuseks oleks null. Ulalkédsiteldud niites
(gravitatsioonile alluv punktisiisteem) miinimumi ei leidu, sest
[1; voib seal omada kuitahes suuri negatiivseid vaartusi, kui
ainult kaugused o, on voetud kiillalt viikestena; kiill aga leidub
siin maksimum, nimelt 0, mis vastab olukorrale, kus koik punktid
on valgunud lopmatusse laiali.

On potentsiaali miinimumiks valitud null, siis siisteemi kogu-
energia K — H 4 []; ei saa kunagi olla negatiivne, sest H pole -
negatiivne. Séirane siisteem kaotab oma koguenergia tiielikult,
kui on saavutatud olukord (konfiguratsioon), mis vastab potent-
siaali miinimumite /7; = 0 ja iihtlasi koikide punktide kiirused
seejuures on nullid. (150) alusel vilistungide poolt tehtud kogu-
t60 peab olema negatiivne, kui siisteem on mingist olukorrast,
kus E ei olnud null, iile viidud olukorda FE — 0. Vilistungid
tekivad viliskehade mojul; nende viliskehade juures on reakt-
siooni seaduse kohaselt rakendatud neile vilistungidele vastas-
suunalised tungid. Kui viliskehad on alalises kontaktis siisteemi
punktidega, tehes seega nende nihkumisi kaasa, siis need reakt-
sioontungid peavad seal tegema vastasmirgilise, s. t. positiivse
too, s. t.

siisteem kaotab oma energiat, tehes viliskehade juures posi-
tiivset tood, s. t. andes oma energia tagavara viliskehadele iile.

Energia eriliitke voib siis (eeldusel, et potentsiaalil leldub
miinimum) defineerida jargnevalt:

Siisteemi koguenergia E vordub tooga, mida siisteem on suu-
teline tegema viliskehade juures, kui seejuures siisteemi punktid
jouavad asendisse, kus potentsiaal on minimaalne ja iihtlasi siis-
teemi koik punktid kaotavad oma kiirused tdielikult.

Siisteemi kineetiline energia H vordub tooga, mida siisteem
on suuteline tegema viliskehade juures, kui t60 tegemiseks kasu-
tada vaid siisteemi punktide kiirusi, mitte aga muuta asendit.

Siisteemi potentsiaalne energia //; vordub tooga, mida siis-
teem on suuteline tegema viliskehade juures, kui t66 tegemisel
punktide kiirusi siilitada, lasta aga punktide asendit nonda muu-
tuda, et potentsiaal langeks miinimumini.
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Vilistunge omakorda kutsutakse ,,ergutavateks®, kui nende
mojul silisteemi koguenergia E kasvab, ning ,takistavateks®, kui
nende mojul siisteemi koguenergia kahaneb.

Olgu veel tdhendatud, et mittekonservatiivseid siisteeme kut-
sutakse dissipatiivseteks. Dissipatiivse siisteemiga on
néditeks alati tegemist juhtudel, kus arvesse tuleb ,,sisehdordu-
mine“. Termodiinaamika piistitab ka dissipatiivsete siisteemide
kohta energia jddvuse lause, opereerides laiendatud energia
moistega, mis haarab energia alla ka soojust, valgust, elektrit ja
muud. Sadrane iildistatud energia jadvuse lause on puhtempiiri-
lise iseloomuga. Nihtuste komplitseeritud loomuse tottu energia
jadavust dissipatiivsetes siisteemides tuleb votta lihtsalt pohitoena,
aksioomina. Klagsikalise mehaanika energia jddvuse lause see-
vastu on matemaatiliselt dedutseeritud jareldus diinaamika pohi-
vorranditest.

§ 40. Inertsteljestikkudest.

Seni on meil kasutamisel olnud diinaamika lausete piistitami-
sel alati vaid ,,absoluutselt paigalseisev‘ teljestik; hoolause puhul
néditeks olid kiirused ja nihked moeldud ikka absoluutselt paigal-
seisvate telgede suhtes. Nagu juba varemini mainitud, peitub abso-
luutse paigalseisu kujutelmas teatav motteline raskus, mida saab
korvaldada vaid siis, kui eksplitsiitselt kokku leppida, missugust
teljestikku nimelt tuleb lugeda absoluutselt paigalseisvaks. Lihem
siivenemine asjasse selgitab aga, et kujutelm ,,absoluutsest paigal-
seisust’ on klassikalises mehaanikas iisna korvalise tidhtsusega:
leidub l6pmata suur hulk iiksteise suhtes liikuvaid teljestikke, kus
diinaamika seadused osutuvad tdpselt samasugusteks, nagu ,,abso-
luutselt paigalseisvagi® teljestiku puhul.

Olgu hetkeks moni teljestik tunnistatud absoluutselt paigal-
seisvaks sel pohjusel, et diinaamika iildseadused seal osutuvad
paikapidavateks. Olgu peale selle veel antud iiks teine teljestik,
mis esimese suhtes liigub, kuid ilma rotatsioonita, nii et selle
teise teljestiku koordinaatteljed omavad konstantseid suundi pai-
galseisva koordinaadistiku suhtes. Lihtsuse mottes tohib siis ikka
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veel oletada, et selle teise, liikuva teljestiku koordinaatteljed z’,
y", 2’ on vastavalt paralleelsed paigalseisva teljestiku koordinaat-
telgedega #, ¥, z. Liikuva alguspunkti O’ koordinaadid paigal-
seisvate telgede suhtes olgu z,, ¥,, 20; need suurused on aja ¢
funktsioonid. 84. joonise kohaselt on siis kehtivad koordinaatide
teisendusvalemid :

z g =242, Y=Y+ Y,
: 2=2+2.
oM Neist jargneb:

"1:':&7."*}“’.150, y:y’+y0y

5 2 e i
z2=2.42.
2,
0 Y Kui aga niitid veel 2y, %o, %o
& /¥ peaksid olema aja ¢ lineaar-
sed funktsioonid
%
» i Zo=ot+a, yo=Pt+b,
84. joonis.
2y = 'Yt == C5

siis teised tuletised &, %o, 2o muutuvad nulliks ja seega

:;:':‘Li‘.', 2./.:2./", 2=17. (151)
Sadrasel korral &, —a, ¥o =P, 20 =y ning O’ liigub jarelikuli
iihtlase kiirusega v = Va?® + * 4 y* sirges joones.

On aga (151) tdidetud, siis nende pohivorrandite asemel,
mis kehtivad absoluutselt paigalseisvate telgede suhtes,

mi:X, méj:Y, m'z':Z,
voib pohivorranditena kirjutada ka
: me =X, my =Y, mz =2,

sest mass m jaidb endiseks ja tungide projektsioonid X, Y, Z
liikuvatele telgedele on samad, mis nad olid paigalseisvatele
telgedele (telgede paralleelsuse tottu). Liikuva siisteemi kiirus »
ei avalda seega pohivorrandite kujule mingit moju, — endiste
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koordinaatide asemel tuleb ainult votta uued koordinaadid, see
on koik.

On aga diinaamika pohivorrandid molemas teljestikus samad,
siis ka ko6ik neist pohivorranditest inteegrimise teel tuletatavad
jareldused peavad osutuma samasteks, selle ainsa vahega, et
endiste koordinaatide asemele tulevad uued koordinaadid ja meele-
valdsete inteegrimiskonstantide védidrtused tulevad méadramisele
igas teljestikus omaette. See tdhendab aga, et molemas kisitlus-
viisis diinaamika pohiseaduste iildsonastus peab osutuma samaks.
Seda tosiasja kutsutakse klassikalise mehaanika relatiivsus-
printsiibiks; teda v6ib sonastada ka jargmiselt:

Koik teljestikud, mis liiguvad absoluutselt paigalseisva suhtes
ilma rotatsioonita iihtlase meelevaldse kiirusega sirges joones, on
diinaamika seisukohalt samavairsed.

Iga sellesse liiki kuuluv teljestik liigub aga ka iga teise samu
liiki kuuluva teljestiku suhtes rotatsioonivabalt sirges joones iiht-
lase kiirusega, s. t. translatoorselt ja iihtlase kiirusega. Vaatluste
najal, jialgides kehade mehaanilist kditumist, pole seega mingil
viisil voimalik otsustada, kas kasutatud teljestik on absoluutselt
paigalseisev voi aga translatoorselt iihtlase kiirusega liikuv. See
néditab aga, et kujutelm absoluutselt paigalseisvast teljestikust
osutub mehaanikas 6ieti iilearuseks, sest sddrane teljestik pole
mitte millegagi eriti eesdigustatud teiste, translatoorselt ja iiht-
lase kiirusega liikuvate teljestikkudega vorreldes. Voi ka teisiti:
iga translatoorselt iihtlase kiirusega liikuv teljestik laseb end kasu-
tada ,,absoluutselt paigalseisva‘® teljestiku osas. Toetudes tosi-
asjale, et sdidrases teljestikus peab inertsi seadus kehtima
Newton’i poolt sonastatud kujul, kutsutakse translatoorselt ja
iihtlase kiirusega sirges joones liikuvaid teljestikke uuemal ajal
ka inertsiaalteljestikkudeks.

Olukorra oigeks moistmiseks tuleb silmas pidada, et sama-
vadrsus tdhendab siin ikka vaid iildseaduste, nagu inertsiseaduse,
impulsilause, pindalalause, hoolause jne. kehtivust, mitte aga
seda, et ka niiteks kiirused peavad olema arvuliselt voi suuna
poolest samad : meelevaldsete konstantide vidiartused véivad olla

235



véagagi erinevad, mis juba v6ib mojustada kiiruste projektsioone
ja seega kiiruste suurust ja suunda, ridikimata juba erinevustest
koordinaatide eneste numbrilistes vaartustes; ainult kiiren-
dused on koikide voimalikkude inertsiaalsiisteemide puhul alati
samad, sest nende avaldistes meelevaldseid konstante veel ei
esine.

Klassikalise mehaanika seisukohalt peaks niiteks valguse-
kiirus kahe erineva inertsiaalsiisteemi puhul olema samuti erinev.
Suureks iillatuseks teadlastele oli seetottu mo6dunud sajandi
viimasel veerandil teostatud sellekohaste katsete negatiivne tule-
mus: selgus, et valgusekiirus koikides katsetatud inertsiaal-
siisteemides osutus samaks (¢ = 3 - 10'° [cm sec—']). Selle, klassi-
kalise mehaanika seisukohalt paradoksaalse tulemuse pohjalik -
matemaatiline uurimine viiski kiesoleva sajandi alguses uue,
,,relativistliku mehaanika* loomisele. Selgus, et valgusekiiruse ¢
soltumatus inertsiaalteljestiku valikust (teised kiirused on ikkagi
mojustatud!) tostab esile elektriliste ndhtuste fundamentaalse
tahtsuse loodussiindmustikus ja nouab sissejuurdunud pohivaadete
pohjalikku revideerimist: ajavahemikud, pikkusvahemikud, massid
ja muud moisted, mida klassikalises Newtoni mehaanikas pee- -
takse koordinaadistikust soltumatuks, omavad Einsteini relativist-
liku mehaanika seisukohalt igas koordinaatteljestikus omaette
tahendust. Selle tagajirjel tleminek iihest inertsiaalteljestikust
teise juurde relativistliku mehaanika alusel peaks toimuma
komplitseeritumate valemite pohjal, mida tuntakse ,,Lorentz’i tei-
senduse’ nime all; mainitud {ileminekuvalemite puhul wvalguse-
kiirus ¢ osutub koéikides inertsiaalteljestikkudes iiheks ja samaks.
Einsteini seisukohalt relatiivsusprintsiip looduses viljendub sel-
les, et ei tohi leiduda tihtki katselist voimalust absoluutse paigal-
seisu eraldamiseks translatoorsest iihtlasest sirgjoonelisest liiku-
misest. Eriti peab valgusekiirus juba pohimétteliselt osutuma
koikides inertsiaalteljestikkudes samaks, vastasel korral avaneks
just voimalus iihe inertsiaalteljestiku eelistamiseks teistega
vorreldes.

Koik senised kogemused kinnitavad, et uus ,relativistlik®
mehaanika haarab loodussiindmustikku koguulatuses paremini,
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kui seda suudab teha Newtoni klassikaline mehaanika. Valemite
kuju poolest on aga Newtoni mehaanika tunduvalt lihtsam ja see-
tottu eelistatavam igal pool, kus pole iileméédra suur . tidpsus nou-
tav. Inseneriteadustes tuleb praegusel ajal tegelikult arvesse
ikkagi vaid klassikaline Newtoni mehaanika.

Olgu siinkohal tihendatud, et nimetus ,,relativistlik® mehaa-
nika ei ole péris tabavalt valitud, sest ka Newtoni mehaanika on,
mis vihemalt puutub inertsiaalteljestikkudesse, nagu iilal ndgime,
relativistlik. Vahe seisab peamiselt selles, et moned maoisted, mis
Newtoni jargi peaksid olema absoluutse loomusega, nagu niiteks
aeg, mass, osutuyad Einsteini jérgi relativiseerituiks; inertsiaal-
teljestikkude samavéidrsus Einsteini uue mehaanika kohaselt haa-
rab ka elektrilisi ndhtusi, Newtoni jargi aga mitte.

Kui moni juhuslikult valitud teljestik néditab inertsiaal-
teljestiku suhtes rotatsiooni voi iildiselt kiirendust, siis see ilmneb
Newtoni vaatekohalt selles, et nihtavale tulevad ,niilised* lisa-
tungid (niiteks tsentrifugaaltung). Einsteini iildistatud relatiiv-
susteooria on ka selles osas uurijate silmaringi tunduvalt laien-
danud, nédidates tungi moiste sligava analiilisi najal, et vahetege-
mine ,niiliste” ja ,reaalsete” tungide vahel saab olla vaid
kunstliku iseloomuga, olles loodusele endale ndhtavasti vooras.
Tuleb aga tdhendada, et siivenemine sellesse ,,iildistatud® rela-
tiivsusteooriasse eeldab {isna suuri matemaatilisi eelteadmisi,
kuna seevastu aga kitsam relatiivsusteooria, kus kone alla tuleb
vaid inertsiaalteljestikkude samaviirsus, on kittesaadav igale
normaalharidusega insenerile.

Piirdudes nende iildlauseliste mirkustega, jitame lugeja enda
hooleks huvi korral lihemalt tutvuda relativistliku mehaanika
siisteemiga erialalise kirjanduse najal.

§ 41. D’Alembert’i printsiip.

Korvuti inertsiaalteljestikkudega diinaamikas omavad erilist
tihtsust veel teist liiki translatoorselt liikuvad teljestikud. Asja
selgitamine toimub kéige hdlpsamini nn. d’Alembert’i printsiibi
kaudu.
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Kirjutades diinaamika pohivorrandi
mr = P
kujul
B—mr=0, (152)

ndeme, et ta viljendab kahe vektori, nimelt P ja — mr staati-
lise tasakaalu tingimust. Seejuures P tdhendab vastava materi-
aalse punkti juures ,,tegelikult rakendatud vilis- ja sisetungide

resultanttungi. Vektorit — mr, mis on vastassuunaline selle
materiaalse punkti kiirendusvektoriga ja suuruse poolest selle
kiirendusvektori m-kordne, kutsutakse vastavas punktis mojuvaks
inertstungiks. Klassikalise mehaanika seisukohalt see
inertstung kuulub ,,néiliste’ tungide hulka; tema olemasolu on
tingitud puhtkinemaatilisest olukorrast, nimelt materiaalse punkti
kiirendusest, — kaob viimane, siis kaob ka inertstung.

(152) viidab, et igal hetkel tegelikult rakendatud tungid
tasakaalustavad inertstungi. Seda pohimotet tuntaksegi d’Alem-
bert’i printsiibi nime all. Tema véimaldab diinaamika probleeme
kisitella staatikast tuntud tulemuste najal, sest staatika ongi ope-
tus vektorite tasakaalust. Kirjutades (152) siisteemi koikide
punktide jaoks, saame siisteemi tuntud tasakaalu tingimuse, kus-
juures aga tungidena on arvestatud vilistungid, sisetungid ja
inertstungid. Koik loogilised jareldused tasakaalu tuntud tingi-
mustest kanduvad seega eo ipso iile diinaamikasse, kui korvuti
teistega arvestada ka inertstunge.

Staatika pohiseoste loogiliseks jirelduseks on niiteks teata-
vasti noue, et vilistungide kompleks peab olema samavididrne nul-
liga, s. t. kaduma peab selle kompleksi iildine resultant ja ka
resulteeruv moment. Antud juhul vilistungide hulka tuleb lugeda
koiki tunge, peale sisetungide, — seega ka inertstungid kuuluvad
sel puhul vilistungide hulka. Uldise resultandi muutumine nul-
liks tdhendab aga, et

3SX© — Smax =0
3Y© —Smy =0
3Z©@© —Smz=0,
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mis omakorda annab tuntud viisil impulsilause (massikeskme-
lause).
Resulteeruva momendi kadumine tihendab

S(YZ©) —2Y©®) — (2 my — y mz) = 0
22X —2Z@) — 3(z mx —amz) =0
3(2Y© — yX©O)— S(xmy —y ma) =0,

mis kergesti taandub impulssmomendi lausele. Seega impulsilause
ja impulssmomendilause otseselt on piistitatavad d’Alembert’i
printsiibi najal.

Kui siisteemi iiksikpunktide vahel valitsevad mingisugused
seosed, nagu néiteks erijuhul, kus siisteemi punktid koos moodus-
tavad kindla keha, mille punktidevahelised kaugused on invari-
antsed, siis d’Alembert’i printsiibi rakendamisel tuleb toetuda
sddrastele jireldustele, kus seosed punktide vahel on juba arvesse
voetud. Niéiteks on steatikast teada z-telje kiilge kinnitatud
kindla keha tasakaalu tingimus: vilistungide resulteeruv moment
z-telje suhtes peab olema null. D’Alembert’i printsiibi kasuta-
misel tuleb seejuures vilistungide hulka votta ka inertstunge.
Inertstungide kompleksi resulteeruva momendi méiidramine voib
toimuda jargmisil kaalutlusil: et trajektoorid on ringid iimber
z-telje, siis kiirenduste komponendid normaalide sihis langevad
nende ringide raadiustele; et viimased ldikavad z-telge, siis need
komponendid momente 2-telje suhtes ei saa anda. Jadvad
ainult puutekiirendustest tingitud inertstungide komponentide
momendid. On o nurkkiirus, m punkti mass, » tema kaugus

z-teljest, » tema skalaarne kiirus, siis puutekiirendus on v = rw ,

inertstungi puutekomponent seega — mrew ja tema moment
z-telje suhtes jarelikult — m7r2w. Inertstungide resulteeruv
moment on seetéttu — Smr2m = — wImr? = — wJ , kus J tihen-

dab inertsmomenti z-telje suhtes. D’Alembert’i printsiip annab
koige selle tagajirjel tingimuse

S(2Y© —yX@©) — o =0,

mis peab reguleerima kindla keha roteerumist z-telje {imber.
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Sama tingimuse leidsime juba varemini hoopis teisel teel
[§ 33, valem (131)].

Kui iildjuhul mingi materiaalne punkt massiga m liigub
koverjoonelisel trajektooril, siis tema kiirendus § 5 kohaselt
jaguneb normaalkiirenduseks ja puutekiirenduseks; vastavalt
sellele inertstung jaguneb komponentideks — mu, (normaali
sihis, koveruskeskkohast eemale suunatud) ja — mu, (puutuja
sihis, kiirendusega vastassuunaline). Esimene neist inertstungide
komponentidest leiab diinaamika kiisimustes erilist tédhelepanu;
teda kutsutakse tsentrifugaaltungiks kitsamas mottes.

Selle tsentrifugaaltungi suurus on m% , kui v on hetkeline kiirus

ja o on koverusraadius. Inertstungina tsentrifugaaltung kuulub
,,nailiste tungide hulka; ta on konstateeritav vaid niikaua, kui
on olemas ,tegelikud“ tungid (tsentripetaaltung), mis kisuvad
trajektoori koveraks. Tegeliku tsentripetaaltungi kadumisel kaob
silmapilkselt ka niiline tsentrifugaaltung.

Asja voib kujutella ka nonda, et tsentripetaaltung mingite
mehaaniliste seoste kaudu méjub litkuvale materiaalsele punktile,
sundides teda korvale kalduma sirgest joonest; tsentrifugaaltung
ilmneb sel puhul punkti poolt seostele avaldatud reaktsioonina.
On seos realiseeritud niiteks niidi abil, siis tsentrifugaaltung
tombab selle niidi pingule; pinge kaob, kui niit katkeb, s. t. kui
tsentripetaaltung kaob. On rongi rattad juhitud raudtee kdanakul
roobaste kaudu (tsentripetaaltung!), siis roobastele omakorda
mojub rataste poolt avaldatud reaktsioonina tsentrifugaaltung.
Vagunis istuv reisija on seotud raudteega hoordetungide abil, mis
on rakendatud neis kohtades, kus reisija on vaguniga kontaktis.
Kiadnaku kohal ilmnev tsentrifugaaltung piiiiab reisijat neist
kohtadest dra kiskuda, s. t. seost katkestada.

Praeguvaadeldud inertstung —mu, on tsentrifugaaltung
kitsamas mottes. Laiemas mottes tuleb tsentrifugaaltungi all
moista kogu inertstungi — mun. Veel laiema motte omandab
tsentrifugaaltung, kui asuda relatiivse liikumise vaatlemisele
liikuva teljestiku suhtes.
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Coriolis’e lause pohjal (§ 16) absoluutne kiirendus 1, koosneb
kolmest komponendist, nimelt kaasaminekukiirendusest 1 , rela-
tiivsest kiirendusest u, ja Coriolis’e kiirendusest . . Korrutades
teguriga — m jidreldame:

— muy = — mup— mu, — muc .

Diinaamika poéhivorrandite jargi on aga mu, — B, kui R on
punktile mojuvate tegelikkude tungide resultanttung. Selle pohjal
jargneb:

mu,:SB——mu/,-—muc. (153)

Seda seost (153) v6ib lugeda diinaamika pohivérrandiks relatiivse
liikumise puhul, s. t. juhul, kui teljestik, mille suhtes liikumist
jélgitakse, ise liigub mingil meelevaldsel viisil. Nagu niahtub,
tuleb sdérasel relatiivsel liikumisel arvestada mitte iiksnes tege-
likku tungi  , vaid veel kaht (niilist) lisatungi — mu;. ja —muc.
Prantsuse autorid nimetavad neid lisatunge vastavalt ,,esimeseks*
ja ,,teiseks‘ tsentrifugaaltungiks. Teine tsentrifugaaltung — mu,
(ka ,,Coriolis’e tung®) tingibki vabal liikumisel maapinna suhtes
korvalekaldumist paremale poole pé&hjapoolkeral ja vasakule
Idunapoolkeral (§ 17).

Teine tsentrifugaaltung kaob, kui teljestik ei roteeru, s. t.
kui teljestik liigub vaid translatoorselt, kuigi véib-olla mitte-
iintlaselt ja mitte sirges joones. Translatoorselt (rotatsiooni-
vabalt) liikuva teljestiku puhul on seega

mu, — P — mux. (154)

Kaasaminekukiirenduse méérab sel juhul liikuva teljestiku mis-
tahes punkti, néiteks tema alguspunkti kiirendus. Liigub see
alguspunkt veel iihtlase kiirusega sirges joones, siis u; =0 ja

me, —%. (155)
Siin on aga niilid juba tegemist inertsiaalteljestikuga ja (155)
kinnitab veel kord eelmise paragraafi tulemusi, mille jirgi koik

inertsiaalteljestikud pidid olema diinaamika seisukohalt sama-
vaarsed.
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Liigub teljestiku algus siisteemi mone punktiga translatoor- -
selt kaasa, siis uz on just viimase punkti absoluutne kiirendus.
Vektor — mu, valemis (154) on siis mainitud punktis valitsev
inertstung paigalseisvaks loetud teljestiku seisukohalt. Liigub
néiteks algus iihtlase kiirusega ringjoonel, siis valemis (154) lisa-
tung {ihtib, nagu kohe niha, varemini defineeritud tsentrifugaal-
tungiga kitsamas mottes.

Olgu veel mainitud, et teine tsentrifugaaltung peab alati
osutuma nulliks ka siis, kui materiaalse punkti relatiivne kiirus
on null, s. t. kui ta piisib liikuva teljestiku suhtes paigal. Siira-
ses olukorras tuleb seega jille arvesse vaid esimene tsentri-
fugaaltung.

D’Alembert’i printsiip niitab, et diinaamika kisitlemisel on
voimalik lihtuda staatika kujutelmadest. Umberpoordult on ka
voimalik staatika iilesehitamisel lihtuda diinaamika kujutelma-
dest, nagu seda niitab voimalikkude nihutuste printsiip.

§ 42. Massikeskmega translatoorselt liikuv teljestik.

Olgu siisteemi litkumise jialgimiseks kasutatud translatoorselt
liikkuv teljestik, mille alguspunkt asetseb kogu aeg siisteemi massi-
keskmes. Rotatsiooni puudumise tottu siis Coriolis’e tung ei esine
ja relatiivset litkumist sddrase a’-y'-z'-teljestiku suhtes maaravad
pohivorrandid (154). Kirjutades relatiivse kiirenduse siimboli u,
asemel niitid n’, saame seega

mu’ = P — mux. (156)

Siin u; all tuleb moista meie liikuva teljestiku mingi meelevaldse
punkti kiirendust paigalseisvate telgede (inertsiaalteljestiku)
suhtes; selleks punktiks voib valida liikuva teljestiku alguspunkti,
s. t. siisteemi massikeskme C . Seega u; tihendab siisteemi massi-
keskme absoluutset kiirendust.

Impulssmomendi lause selles liikuvas teljestikus erineb, nagu
niha, tavalisest impulsilausest inertsiaalteljestikus vaid selle poo-
lest, et vilistungide hulka tuleb lugeda ka ko6ik niilised tun-
gid — muy , kusjuures u; ise on siisteemi koikides materiaalsetes
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~ punktides sama. Olgu 1’ materiaalse punkti kohavektor liikuva
teljestiku suhtes. Vektorvorrandi (156) molemaid pooli vektori-
aalselt korrutades kohavektoriga 1’ ning tulemusi summeerides
jareldame :

S X mw') =3[ X (B —mux)]
=2( X B) — (' X muz) .

Siin summas X (x’ X ®) tulevad teatavasti arvesse vaid vilis-
tungid R@, sest sisetungid, olles paarikaupa vordsed ja vastas-
suunalised samal kandesirgel, annavad resulteeruva momendi null.
Teine liidetav X (2’ X muz) kaob, sest

22 X mag) = Z(mx’ X nk)
= (Zml',) X
220 X nr
e 0 ’

>mr’ on nimelt null seetottu, et kohavektorite v iihiseks alguseks
on siisteemi massikese ja Ymr’ projektsioonid liikuvatele telgedele
on vastavalt Sma’, Smy’, Xmz’, tihendab, massikeskme koordi-

£’

naatide &, 5’ , ¢’ avaldiste lugejad, seega nullid, sest & =

S PV i
=L =

Niisiis
(' X ') = (¥ X P9) . (157)

Siin seisab paremat kétt vilistungide kompleksi resulteeruv
moment siisteemi massikeskmes. Vasakul pool seisab samas
massikeskmes resulteeruva impulssmomendi tuletis, kui impulsid
méidrata liitkuvate telgede suhtes. Toepoolest, relatiivne impulss p’

liikuva teljestiku suhtes on mr’, seega relatiivne impulssmoment
on v X mr’ ja viimase tuletis on

(X mr') + (' Xmr') =04+ (v X mw') .

Relatiivne kiirendus »’ on nimelt ' ning vektorid v ja mr’ on
omavahel paralleelsed, mille tottu nende vektoriaalne korrutis
peab csutuma nulliks.
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Seos (157) viljendab seega lauset:

Koos massikeskmega translatoorselt liikuva teljestiku puhul
on massikeskmes voetud relatiivse impulssmomendi tuletis vordne
vilistungide resulteeruva momendiga samas massikeskmes.

Lugejal endal olgu soovitatud selgusele jouda selle kohta,
miks lause ei kehti enam juhul, kui teljestik, mille suhtes rela-
tiivset impulssmomenti méadratakse, omab rotatsiooni.

Peatume niitid hoolause juures relatiivse liikumise puhul
sama, koos massikeskmega translatoorselt liikuva teljestiku
suhtes.

Korrutades vorrandi (156) molemaid pooli skalaarselt rela-
tiivse kiirusvektoriga ' ja summeerides leiame:

S(my', v') =3(B, ¥) — Z(mus, t')
= 3(B, ) —Z(ux, mr')
=3(B, v) — (ux, Smr’)
= 3(B, ') — (ux, 0)
= B(Pi);
Smr’ on nimelt null, sest, nagu varemini tdhendatud, juba
S =
Teiselt poolt on (mw, v) = (mr', v) = m(¥, v') =

’

a1 - . s = o5 " g
=5 [-2— TN g r’)J . Siin esinev relatiivse kiirusvektori r
skalaarne korrutis iseendaga pole aga teatavasti mitte midagi
muud, kui selle relatiivse kiirusvektori r’ suuruse ruut, seega v'2,
kui v’ tihendab relatiivse kiiruse suurust. Niisiis (ma’, t') on

(% D3 %mv’2 , tihendab, siisteemi relatiivse hoo tuletis.

(B, ') puhul tuleb tungivektorite P all mdista nii viilis-
tunge P© kui ka sisetunge R . Korrutades veel molemal pool
skalaariga dt, saame

4z mvr= 3RO, vdt) + IBO, vdt)
=3(80, dr) + 3RO, dr),
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sest r’dt on relatiivse kohavektori v diferentsiaal dr’, tdhendab,
vastava punkti 1opmata viikese relatiivse nihkumise vektor. Et
aga skalaarsed korrutised tungivektorist ja elementaarnihku-
misest tdhendavad tungi poolt vastaval nihkumisel tehtud to6d,
siis jargneb seega lause:

Koos massikeskmega translatoorselt liikuva teljestiku puhul
on siisteemi relatiivse hoo kasv ikkagi vordne vilis- ja sisetungide
poolt relatiivsel nihkumisel tehtud kogutéoga.

Mainitud relatiivse liikumise puhul jarelikult siisteemi hoo-
lause sidilitab sama kuju, nagu inertsiaalteljestikugi puhul.

Olgu niitid veel r; massikeskme kohavektor paigalseisvate
telgede suhtes ja r siisteemi mingisuguse materiaalse punkti abso-
luutne kohavektor. Siis (85. joonis)

s o e
jarelikult

dy’ = dy-=dzsy.
Seetottu on
S(R, dv) =3(P, dr) — (R, drs)

85. joonis.

=dy 5 mo— 3§, du),

sest absoluutse hoolause pohjal on (P, dr) vordne siisteemi

absoluutse hoo .‘.“imv‘-' diferentsiaaliga. Relatiivse hoolause

2
pohjal on seega:
dZ5m? = dSomv? — 3(B, dw) . (158)

Massikeskme lausest (§ 32) on aga teada, et massikese liigub
nonda, nagu oleks sinna koondatud siisteemi kogumass M ja iiht-
lasi tema juures rakendatud koik tungid P (sisetungid hévivad
seejuures kiill vastastikku, kuid see pole antud juhul oluline).
On V selle massikeskme absoluutse kiiruse suurus, siis punkti
diinaamika hoolause pohjal peab olema

d(FMV?) = (S8, dv) = 3(%, du) .
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Asetades seda seosesse (158) jareldame:
ol[zlgmv2 — Zémv’z —-—;— MY
seega :
1 2 1 f 1 R e
2§mv —2—2~mv2~——~2—MV — [

kus inteegrimiskonstant K ei saa soltuda muutujate v, 2, V
vadrtusist. Selle konstandi suuruse méiidrab kaalutlus, et juhul
V = 0 kiiruste liitumise lause pohjal peab olema v = v, millest
seega kohe jargneb, et K = 0. Niisiis:

Igmv? = Somv? 4 MV, (159)
See valem viljendab nn. Konig’i lauset:

Siisteemi absoluutne hoog koosneb kahest liituvast osast,
nimelt relatiivsest hoost massikeskmega koos translatoorselt lii-
kuva teljestiku suhtes, ja absoluutsest hoost, mis oleks omane
massikeskmele, kui sinna koondada siisteemi kogumass.

Konig’i lause rakendamise néditena késitleme jargmist prob-
leemi: :

Massiivne raske rull raadiusega a veereb kaldtasapinda pidi
alla; millise aja t moodumisel on ta joudnud kaldtasapinda pidi
pikkuse s vorra edasi ja kui suur on siis rulli translatoorne kiirus?

Tasapinna kaldenurk horisondi suhtes olgu o. Rulli inerts-

. a
raadius on ok nagu on Kkerge

leida inteegrimise teel. Olgu tea-
tavas asendis (86. joonis) rulli
massikese C dra kidinud teekonna
s kaldpinda pidi, liikumise alg-
hetkest (kus kiirus oli null) arva-
tuna. Olgu sellele asendile vasta-
86. joonis. val silmapilgul ¢ massikeskme
kiiruseks V ja veeremisest tingi-

tud rotatsiooni nurkkiiruseks « . Konig’i lause pdéhjal on siis
rulli hoog sel hetkel 4

1 = 1 a2
7MV +7M7w2.
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Puudub rulli liikumisel libisemine, siis V = aw , nagu selgub, kui
vaadelda hetkelist poolust P (vt. joonis), mis asetseb kaugusel a
kiirust V omavast massikeskmest C. Jéirelikult rulli koguhoog
H on

H =} Mato? 4 Ma*o? = 5 Ma?o?

Rulli raskuse Mg poolt selleks hetkeks tehtud t66 on Mgs sina.
Et tegemist on konservatiivse tungiga, siis see t60 peabki vor-
duma hooga H : 3

—i— Ma?p? = Mgs sin a,-
kust

e %gs sin a,

ehk :
e % gs sin a,

soltumata rulli raadiusest, rulli pikkusest ja massi tihedusest.

Vottes arvesse, et V = s, leiame siit edasi:

dt—_ Y348
2\/gssin a y
jarelikult
t—f YRS Yo Mgl -
2\/gs sin a gsin a
ehk

_1 2 a1
_ggt sin o .
Tulemus niitab, et veeremisel kididud tee on 2 sellest, mis

£ 3
oleks kididud puhtal hoordumiseta libisemisel.

Lugeja hooleks jaigu analoogilise probleemi arutamine
juhul, kui veerevaks esemeks ei ole enam rull, vaid massiivne
kuul.
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§ 43. Hoordumisega liikumine horisontaalsel laual.

Eelmise paragraafi ndites oli hoordumine teadlikult jietud
tihele panemata. Sellega on aga seal seotud see motteline ras-
kus, et hoordumise puudumisel oleks pidanud tekkima odieti
libisemine, mitte veeremine. Sellest raskusest voiks iile saada,
kujutelles tasapinda ja rulli varustatuna iisna pisikeste, ideaal-
selt siledate hammastega, mis * sunniviisiliselt kindlustaksid
veeremist.

Naiitena, kuidas arvestada vidhemalt Ilibisemisel tekkivat
hoordetungi, kasitleme niiiid raske kuuli liikumist rohtsal tasa-
pinnal, vottes arvesse ka libisemise hoordeteguri f kuuli ja
tasapinna vahel. Konkreetse pildina voiks sel puhul moéelda -
tougatud piljardikuulile.

Olgu z-y-z-teljestik paigalseisev ja valitud nonda, et z-telg
on suunatud vertikaalselt iilespoole ning laua tasapind oleks just
z-y-tasapinnaks. Massiivse kuuli raadius olgu @, kuuli tsenter
(massikese) olgu C, kuuli kontaktikoht tasapinnaga olgu P
(87. joonis). Massikeskmega koos translatoorselt liikuv teljes-
tik olgu a/-y'-z".

Nagu kinemaatikast teada, tuleb kuuli iildisimal liikumisel

3 arvestada iiht rotatsiooni w

2z ja iiht translatsiooni v. Ro-
f tatsioonivektori w  algus-
punktiks véib seejuures va-

lida just C, — siis on b

punkti C enda kiirus. Et

kuul peab olema alalises kon-

Y taktis z-y-tasapinnaga, siis

on v kindlasti paralleelne

selle tasapinnaga. On z,,

Yo, @ kuuli tsentri C hetkeli-

87. joonis. sed koordinaadid, siis v pro-

jektsioonideks (molemas tel-

jestikus) on x,, %,, 0. Rotatsiooni w projektsioonideks olgu
p, q, r ning rotatsiooni w suurus (nurkkiirus) olgu w.
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Rotatsioonivektori w véime lahutada kaheks komponendiks
w; ja w,, milledest esimene olgu valitud risti a-y-tasapinnaga,
teine paralleelne selle tasapinnaga; w, langeb siis z’-teljele, ja

ilmsesti peab olema |w, |=|7|, [wi|=})/P*+ ¢*>. Kuuli ild-
litkumine koosneb sel korral kolmest elemendist:
a) translatoorsest liikumisest v paralleelselt x-y-tasapinnaga ;
b) roteerumisest w, 2’ telje iimber, — seda nimetame kuuli
- ,tiirlemiseks*;
¢) roteerumisest w, telje iimber, mis on paralleelne z-y-tasa-
pinnaga.
Kuuli mass olgu M. Kuulile méjuvad jargmised tungid:

1) raskustung Mg vertikaalselt allapoole, rakenduskohaga C ;

2) kaldreaktsiooni normaalkomponent suurusega R, verti-
kaalselt iilespoole, rakenduskohaga P ; ;

3) kaldreaktsiooni tangentsiaalkomponent (hdordetung) pro-
jektsioonidega X, Y ja rakenduskohaga P; seda hoorde-
tungi loeme vastassuunaliseks kuuli punkti P hetkelise
kiirusega.

Massikeskme C kiiruse komponent z, on alaliselt null, jire-
likult ka vastav kiirenduse projektsioon z, on alaliselt null. Mdju-
vate tungide projektsioonid z-teljele annavad summas — Mg -+
4+ Ry. Jéarelikult, massikeskme lause pohjal,

0=—Mg+ Ry, Ry=Mg.
Hoordetungi suurus on seetottu fRy—= fMg .

Liikuvas teljestikus kehtib impulssmomendilause. Rotat-
sioonitelje suhtes libi C impulssmomendi suurus on Jw, kus-

juures kuuli tsentraalne inertsmoment J — %Maz. Vektorina on

see impulssmoment kera siimmeetria tottu kindlasti suunatud w
pidi ja nimelt positiivses suunas; selle vektori projektsioon z'-

N
teljele on jarelikult Jwcos (wzx) =Jw % = Jp. Analoogiliselt
on impulssmomendi projektsioonid - ja z'-teljele vastavalt Jq
a8 Jr.
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Momenti C kohas annab vaid héordetung (X, Y, 0) raken-
duskohaga (0, 0, — @) liikuvate telgede suhtes. Selle momendi
projektsioonid on vastavalt '

0:0—(—a)Y=aY, —aX—0-0=—0aX,
0-0—0:0=0.
Impulssmomendilause liikuvas teljestikus koélab seega
Jp=aY, Jg=—aX, Jr=0. (160)

Viimane vorrand néiitab, et » peab olema konstantne, — tihendab,
tiirlemisvektor w, piisib konstantsena.

Massikeskme lause pohjal on

Mxy=X, My,=Y. (161)
Kaks esimest vorrandit (160) annavad, kui neisse veel asetada
inertsmomendi avaldis,
2 i gGaritei
gManu_Y, gMaq_—X.
Kasutades veel (161), jareldame siit:
2 a . ks .. 2 . ok ..
T P ="Yo, ga(I——xO,
soltumatult hodrdetungi kohta tehtavatest hiipoteesidest.

Uhekordsel inteegrimisel jiargneb praegusaadud diferent-
siaalvorranditest:

Zo+2aq=A (162)

; 2
Yo—zap =28,
kus A ja B on teatavad konstandid. -
Vaatleme kuuli punkti @, mille koordinaatideks liikuvas
2

teljestikus on 2’ =0, %' =0, 2 =+ 50. Kinemaatika sea-

. duste kohaselt selle punkti @ hetkelise kiiruse projektsioonideks on
x0+q§a—r~0 :xo—}—gaq:A
y0—|—1'~0—-p-§-a. :yo-—-gap:B
éo+p'0—Q'0 — i 7
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See nditab, et konstandid A ja B tdhendavad parajasti selle
punkti @ kiiruse projektsioone z'- ja y'-teljele vastavalt, ehk, mis
on sama, telgede paralleelsuse tottu, z- ja y-teljele vastavalt.
Punkt @ kuulis endas on muidugi muutlik; igatahes aga jargneb
tulemusest (162), et selle hetkelise @ kiirusvektor on konstantne,
— selle kiirusvektoriga voib seega iseloomustada kuulile alghetkel
antud touget, s. t. liikkumise algtingimusi.

(162) on soltumatu hoordetungi kohta tehtud hiipoteesidest.
Teeme aga niiiid tavalise hiipoteesi, mille jargi hoordetung on
vastassuunaline kohas P asetseva kuuli punkti kiirusega ning
kaob, niipea kui see kiirus osutub nulliks, s. t. niipea kui kuul
vaid tiirleb ja veereb, mitte aga enam ei libise.

Punkti P koordinaatideks on 2'=0, %' =0, Z=—a.
Kinemaatika seaduste kohaselt selle punkti P kiiruse projekt-
sioonid on jérelikult: ‘

Ve =24+ q(—0) —7r-0 =2z, —aq
vy =9y +70 —p(—a)=yo+ap (163)
V=2 +p-0 —q-0 =,
- Tehtud hiipoteesi najal peab olema
vu_ X
i G

Diferentsides kaks esimest seost (163), jareldame veel:
V:=%o—aq, Vy=1Yo+ap.
Kombineerides seda valemitega (160) ja (161), leiame

ro e N Sk %
”‘—M+a7 M+ %M 2 M :
b S o e A R
y—M+ JM 2a°M 2 M
Seega
P X %
by G R
ehk
dv, dv,,
Ty
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Integratsioon annab siit:

log 2 — konstant, Yz . 2o konstant.
vy vy X
Niisiis hoordetungi suund z-y-tasapinnal on konstantne; et, nagu
varemini selgus, hoordetungi suurus on fMg, s. t. samuti kons-
tant, siis jargneb, et hoordetungi vektor, niikaua kui ta iildse on
olemas, peab tehtud hiipoteesi puhul jidma konstantseks. Hoorde-
tung kaob aga, kui kuul enam ei libise, vaid ainult veereb ja
tiirleb.

Inteegrides niitid (164), arvesse vottes seejuures X ja Y
konstantsust, leiame
Tx

=5 W

L Bk 4
t+F, vy-——Q'ﬂt-i-G, (165)
kus F' ja G on jallegi inteegrimiskonstandid.

Silmas pidades, et v, ja X on vastasmirgiga, samuti v, ja Y
on vastasmirgiga, saame seostest (165) vilja lugeda, et v, ja v,
peavad (lineaarselt) kahanema aja ¢ kasvamisel. Kahanemine
katkeb aga jiarsult sel hetkel ¢t =T, kus ». ja v, on muutunud
(tingimata iihekorraga) nulliks, s. t. hetkel 7', kus libisemine
kaob. Samal hetkel 7 kaob ka hodrdetung (X, Y) ning uut
libisemist ei saa enam tekkida: kui tekiks iisna viike libisemine
(v:, v,), siis kohe tekkiv héordetung (X, Y) hivitaks selle
jalamaid.

Kuuli liikumisel tuleb vaadelda kaht faasi: 1) t<<T,
2) t>T. Esimese faasi viltel hoordetungi konstantsuse tottu
peab massikese C liikuma horisontaalsel paraboolil. Teise
faasi viltel massikeskmele C ei moju enam mingi tung ja massi-
kese seetdttu jatkab juba liikumist sirges joones iihtlase kiirusega
(tuleb silmas pidada, et meie teadlikult jatsime arutlusest vilja
veeremisel ja tiirlemisel tekkiva viikese hodordumise!).

Valemeist (162) jiargneb, et teisel faasil, kus z, ja 7, on
konstantsed, ka p ja ¢ ning seetottu ka kogu rotatsioonivektor w

peab jédéima konstantseks. Esimesel faasil z, ja 7, muutuvad, mille
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tagajérjel, nagu valemist (162) niha, niiteks z, kasvamisel
q kahaneb.

Trajektoori paraboolse kaareosa tottu osava tdéuke puhui
piljardikuul v6ib muuta oma liikumissihti 6ige tunduvalt liikumise
véltel, hakates isegi uuesti lidhenema kohale, kus teda tabas
touge. Olgu mooda minnes mainitud, et analoogilised olukorrad
valitsevad juhul, kui roteeruv kuul (tennispall) liigub vabalt dhu-
takistuse ja raskuse koosmdojul. Trajektoor ei asetse siis enam
vertikaaltasapinnas, vaid kujutab ruumilist (vd#natud) kéverat.
See asjaolu omab muuseas tidhtsust ballistikas, sest miirsud,
lahkudes kahurirauast, omavad suurt rotatsioonikiirust oma telje
limber; derivatsioon ja miirsu telje ligikaudne piisimine trajek-
toori puutuja ldheduses tuleb arvatavasti kirjutada analoogiliste
ndhtuste arvele.

§ 44. Touked; ballistiline pendel.

Diinaamika pohivorrandid voib impulssvektori p kasutamisel
kirjutada kujul
p=PR ehk dp—Rdt.
On siin tungivektor P 16plik, nagu tavaliselt, siis impulsi kasv dyp
Iopmata viikese ajavahemiku dt puhul peab osutuma samuti
l6pmata viikeseks. '
Moeldav on aga ka erandjuhtum, kus ¥ on I6pmata suur,
nonda et korrutisvektor lim R - At osutub Il6plikuks, teguri At
piiramatul vihenemisel. Sddrane lim P - 47 asendab mottekohaselt
Rdt iilalantud seoses. Et siis impulsi vastav kasv peab olema juba
16plik suurus, siis tuleb sel puhul seose teisel poolel diferentsiaali
dp asemel kirjutada impulsi 16plik kasv Ap. Tahistades veel
Ioplikku vektorit lim ®A¢ uue siimboliga T, saame anda pohi-
vorrandile kuju
=3 (166)

Fiiiisikaliselt siin on tegemist olukorraga, kus impulss jarsult
(hiippeliselt) muutub 16pliku suuruse Ap vorra 16pmata viikese
ajavahemiku dt viltel. Oeldakse siis, et materiaalsele punktile on
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mojunud ,,touge®, mida iseloomustabki vektor ¥ . Touke kestus
on lopmata viike; punkti koordinaadid selle kestel ei saa lopliku
suuruse vorra muutuda, nii et voib neid lugeda touke kestuse
viltel konstantseiks. Samuti on touget tekitava tungi P suurus-
jark iilaltoodu pohjal sdidrane, et koik teised tungid (nagu niiteks
raskustung) toukega vorreldes selle touke viltel miargatavat moju
punkti liikumisele ei avalda. Tiiiipilise nédite toukest pakub tava-
line méngupall hetkel, kus ta niiteks porkab vastu seina: palli
kiirusvektor, tdhendab, ka impulssvektor muudab siis jarsult oma
suunda, saades -seinalt touke (pall ,,porkab seinast tagasi).
Uldiselt tuleb arvestada toukeid alati siis, kui kaks keha kokku
porkavad. ,,Touge® ja ,porge’ esinevad seega mehaanikas alati -
korvuti. :

Kui on tegemist punktisiisteemiga, siis voib toukeid jillegi
liigitada ,,sisetougeteks‘ ja ,,vilistougeteks®, vastavalt sellele, kas
touge on tingitud punktide omavahelistest porgetest, voi aga
stisteemi punkti porkest eseme vastu, mis ei kuulu enam siisteemi
hulka. Et touked vastavad ikkagi tungidele, kuigi 16pmata suur-
tele, siis tougete puhul tuleb samuti lugeda kehtivaks reaktsiooni
seadust:

Kui kahe eseme A ja B porkel ese B toukab eset A, siis ka
A omakorda toukab eset B, kusjuures molemad toukevektorid on
vordsed ja vastassuunalised, langedes iihisele kandesirgele.

Sisetougete iildine resultant peab seetottu kaduma, samuti
ka sisetougete kompleksi resulteeruv moment mistahes kohas.

Léhtudes siisteemi kohta kehtivatest seostest
Ap = T© 4 T,
ning vottes arvesse, et SAp = A3y, jareldame siit tuntud viisil:
43p = 3@ . (167)

Olgu niiiid veel r siisteemi méne materiaalse punkti kohavektor;
téuke lopmata liihikesel viltel df see kohavektor, nagu oeldud,
piisib konstantsena. Pohivorrandeist jargneb

e Ap)= B )4
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Teiselt poolt on r konstantsuse tottu
X Ap =1t X (p2—p1) = (r X p2) — (xr X p1) = 4A(x X »),
seega
(X 4p) =ZA(x X p) =43 (x X p) .
Ulalleitu pohjal jarelikult
42(r X p) = 2(r X T9) ., (168)

(167) kujutab impulsilauset, (168) aga impulssmomendilauset
tougete puhul.

Puuduvad vilistouked diildse, siis (167) ja (168) kohaselt -

A3y = Q7 A X 9) = 0

Seega sisetouked iiksinda ei saa veel muuta ei siisteemi impulssi
ega siisteemi impulssmomenti. ‘

Vaatleme veel touke moju kehale, mis on kinnitatud z-telje
kiilge ilma libisemisvoimaluseta. Keha inertsmoment J. selle te]je
suhtes olgu MD?, kus M on keha mass
ja D on inertsraadius. Touge ¥ pro- z
jektsioonidega T., T,, T. olgu raken-
datud kohas P: (z', ¥, z’) (88. joo-
nis). Enne liikumatuna eeldatud keha
hakkab. selle touke mojul roteeruma
z-telje iimber, saades touke tagajirjel
nurkkiiruse o .

Keha impulssmoment z-telje suh-
tes on J.w = MD?*w» ; see on iihtlasi
impulssmomendi kasv touke tagajirjel,
kui alul keha piisis paigal. Touke T 88. joonis.
moment z-telje suhtes on 2'T, —y'T-. s
Toéuke ¥ moju avaldub muuseas ka tougetena teljele neis kohtades
O ja O, kus keha on telje kiilge kinnistatud; telg omakorda
reageerib seejuures vastassuunaliselt vordsete tougetega kehale
samades kohtades, — nende reaktsioontougete T, ja o projekt-
sioonid olgu vastavalt To., Toy, To: ja Toz, Toy, To- .
Kolme vilistouke T, Ty, To, koosarvestamisel keha voib kisitella
juba vabana. Et reaktsioontéuked T, ja T, momenti z-telje
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suhtes ei saa anda, sest nad on rakendatud z-telje enda kohtades,
siis jadb vaid touke T moment, ning (168) pohjal peab olema

MD*¢w =2'Ty—y'T-. (169)
See vorrand madrabki o, s. t. touke moju kehale.

Tundmatuid teljereaktsioone T, ja T, médravad impulss-
lause ja impulssmomendilause teiste telgede suhtes. Tougete
resulteeruv. moment x-telje suhtes on, nagu kerge néha,
yT.— 2T, — hTy,, ja resulteeruv moment y-telje suhtes on

2T, — 2'T.+ hTy., kui b on pikkus OO’. Teiselt poolt selgus
analoogilise kiisimuse kisitlemisel § 37, et ¢ = — wy, y=+ o,
2z = 0, mille téttu impulssmoment, seega impulssmomendi kasv
parast touget on

z-telje suhtes: X (ymz — zmy) = — Smzox = — v IMmzx
y-telje suhtes X (zmx — xmz) = — Smzoy = — 0 ZMyz .
Keha impulss z-telje suunas on Imz = — Smoy = — oXmy,

y-telje suunas aga impulss on Imy = + Zmor =+ oZmz ;
z-telje suunas on impulss null, sest kehal on voetud libisemis-
voimalus. Koigest sellest jargneb

—wXmzx =y'T. —2T,—h Ty,
—w2Zmyz = 2T —2'T: + h Tors
—w3my =T: +To.+Tow (170)
+wZmx =T, +Toy + Toy
0=T, +To. +7To--

Neli esimest vorrandit méiravad siin To., Toy, Tom» Tory.
Viimane midrab summa Ty, + T .. Reaktsioontéuked on seega
osaliselt madramatud.

Teatavail tingimusil v6ib saavutada seda, et reaktsioontouked
T, ja T kaoksid iildse. Viimane voérrand (170) néditab koige-
pealt, et siis peab olema T. = 0, s. t., et toukevektor ¥ peab olema
risti teljega.
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Ilmsesti on siis veel véimalik koordinaadistikku nénda orien-
teerida, et touge T oleks iihtlasi risti z-teljega, s. t. et ka 7. = 0.
Siis jadb tdita veel nouded

— w2Zmzx = —2'T,
Smyz =0 (171
2my =0

+wZmx =T,.

Siin noéuab kolmas vorrand, et keha massikeskme y-koordinaat
kaoks. Koos eelmisega see tihendab aga, et touge T peab olema
risti selle tasapinnaga, mis ldbib rotatsioonitelge ja keha massi-
keset.

Tostame niitid veel z-y tasapinna sdirasele korgusele, et ta
sisaldaks touke T rakenduspunkti P : (2’, ¥, 2’), mis tihendab
lihtsalt, et me votame 2z = 0. Esimene ja teine vérrand (171)
nouavad siis

Fmzr =0, 2Zmyz—290.

- § 36 kohaselt nende inertskorrutiste kadumine tihendab, et z-telg
peab olema inertsi peateljeks koordinaatide alguspunktis, s. t.
kohas, kus tduget sisaldav tasapind rotatsioonitelge ortogonaal-
selt 16ikab.

Jadb veel viimane néue (171), millele saame anda teise kuju,
sisse tuues massikeskme abstsissi £. Teatavasti on Ima ==
Uhtlasi jargneb vérrandist (169) :

MD?y = x’Ty, i = Ty.

o
MD*
Asetades seda viimasesse vorrandisse (171), saame
MLD,, T,M:=T,,

jarelikult:

w5 =D:. (172)
Vordlus valemiga (146) § 38 niitab, et 2’, s. o. toukevektori
kandesirge kaugus rotatsiooniteljest, peab vorduma taandatud
pendli pikkusega, kui keha késitada pendlina.
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Kokkuvottes on seega selgunud:
Touge ei kandu iile teljele siis ja ainult siis, kui:

1) rotatsioonitelg on peateljeks teatavas oma kohas;
2) touge on suunatud risti tasapinnaga, mis sisaldab telje

ja massikeskme;

3) toukevektor asetseb tasapinnas, mis on pandud teljega
risti ldbi selle koha, kus telg on inertsi peateljeks;

4) toukevektori. kandesirge 16ikab vonketelge, kui keha
rotatsioonitelg on voetud toetusteljeks.

Vonketelje koht, kus toukevektori kandesirge teda peab 16i-
kama, kannab ,,touke tsentri nimetust.

Rakendusena peatume nn. ballistilise pendli teooria juures,-
laskerelvade kuulide kiiruse méa#dramiseks.

mida kasutatakse

Ballistilise pendli skeem on kujutatud 89. joonisel: mullaga

el i 30
AN
v
AN Voriad B'
F
89. joonis.

tdidetud silinder pikiloikega ABB’A’ on
varrastega AO ja BO siimmeetriliselt
kinnitatud O-st libimineva horisontaalse
telje kiilge, moodustades seega pendli.
Silindriga seotud niitaja F voéimaldab
madrata selle pendli vonkeamplituudi.
Siimmeetria tottu on pendli toetustelg
inertsi peateljeks kohas O. Olgu pendli
kogumass M ja inertsraadius D; C olgu
pendli massikese ja pikkus OC = & selle
massikeskme kaugus teljest.

Silindri pohja AA’ tabagu normaali
sihis kuul massiga m ja kiirusega v;

see kuul tungib silindri sisse ja jadb muldtdidises peatuma. On m
viike, vorreldes massiga M, siis kuuli paigutamine silindrisse
ei muuda nimetamisviirselt massikeskme C asukohta. Apara-
tuuri piisivuse huvides tuleks teda kuuliga tabada just sdirases
kohas, et touge ei kanduks iile teljele. Kuuli trajektoori kaugust z;
teljest tuleb selleks mé#rata valemi (172) alusel.

Enne tabamist (touget) siisteemis kuul 4 pendel liigub
vaid kuul, mis annab telje suhtes impulssmomendi mwvz,;. Pirast
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tabamist pendel koos kuuliga omab teatavat nurkkiirust « , millele
vastab seega siisteemi impulssmoment MD?w 4+ ma2w . Et siis-
teemi seisukohalt siin on tegemist vaid sisetdukega, siis impulss-
moment peab jadma muutumatuks, tdhendab, peab olema

mvx, = (MD?*+ m2.2)w . (173)

Raske on otseselt moota o ; kiill aga saab holpsasti méirata selle
tagajirjel omandatud amplituudi « ning siis juba arvutada o,
toetudes hoolausele. Hoog alghetkel on nimelt

5 (MD? 4 ma,?) 02,
eéldusel, et kuul jaab i)eatuma umbes silindri keskkohas. See hoog
tostab pendli ja kuuli massikeset elongatsiooni a puhul vastavalt

E—¢Ecosa ja xy—2x;C08a %
vorra (90. joonis), millele vastab t66:

Mg&(1 —cos a) + mga;(1 —cos a) =
= g(M¢ + ma,) (1 — cos a) i

= 2g(M¢ 4+ ma,) sin? %
Et mainitud korgusel hoog muutub nulliks, siis 4 \
...................... C'

% (MD? + mz,?) w® = 29 (M¢& + ma,) sin? %, CL

kust jargneb: 90. joonis.
g(ME + mwx)
2‘/ MD* + mar sing
Asetades seda vorrandisse (173), kirjutades iihtlasi D? asemel

veel £, mis eeldab muidugi, et tabamine toimuks néutaval kohal,
saame

v =2 \(MaE + ma?) (ME + may)g sin &

_2]/ v Mc+mﬁsm~§

Kiirus v on seega vordeline poolamplituudi —% siinusega. Tundes

M, m, &,z ja a, saab midrata v ka absoluutselt.
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On M viaga suur vorreldes kuuli massiga m ja on iihtlasi

. prapy . @ . . a ~
kiirus » moodukas, siis a on viike ja sin & seetottu asendatav

suurusega % . See niitab, et sel korral tohib lugeda kiirust vorde-

liseks amplituudiga a.

§ 45. Elastsustungide osa porgetel; tsentraalne porge.

Tougete puhul on, nagu négime, rahuldatud impulsilause ja
impulssmomendilause. Hoolause tavalisel kujul, kus arvestatakse
vaid loplikkude tungide poolt tehtud té66d voi 16plikkudest nihe-
test tingitud potentsiaalse energia muutust, ei kehti enam iild-
juhul. Seda esimesel pilgul paradoksaalsena  tunduvat asjaolu
voib moista, kui votta arvesse, et 10pmata suured tungid annavad
1épliku t66 ka lopmata viikeste nihutuste puhul, mille tagajirjeks
niiteks saaks olla potentsiaalse energia 16plik kasv lopmata vii-
kese deformatsiooni tagajéarjel. Sellele deformatsioonile kuluv
energia ei esine tavalises hoolause valemis ning seega niiliselt
jaab kadunuks. Uurides touget tekitavat kehade porget niidelda
ajaluubi abil, voiksime porke puhul ikkagi eraldada 2 faasi: esi-
mesel faasil tekivad kehade deformatsioonid, mis neelavad ener-
giat; sellele voib aga, nagu kogemused niitavad, jargneda teine
faas, kus deformatsioonidesse pagenud energia hakkab jille tagasi
tulema ilmsesse kineetilisse kujusse. Kineetilise energia suurene-
mine teisel faasil (esimesel faasil kuhjunud deformatsioonienergia
arvel) voib osaliselt vidljenduda keha molekulide kiiruste kasvus,
mis integraalselt vaatlejale tunduks kehade temperatuuride tou-
suna (soojuse juurdevooluna); osaliselt aga voib Kkineetilise
energia kasv teisel faasil tdhendada ka seda, et kehad tervikuna
saavad kiirust juurde (massikeskmed hakkavad jille kiiremini
liitkuma). Viimane osa tagasitulnud hoost voib parimal juhul
vordne olla esimesel faasil kaduma ldinud (deformatsioonidesse
kuhjunud) hooga, — siis oeldakse, et tegemist on ,tédielikult
elastse® porkega. Uldjuhul on teisel faasil hoo niol tagasitulnud
energia ikkagi vidiksem, — porge on ,,pooleldi elastne. Kadunud
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hoog muutub siis soojuseks, aga ka heliks (pauk porkel!) voi
muuks energialiigiks. Moeldav on ka teine ddrmus, kus teist
faasi iildse pole olemas, s. t. kus tekkinud deformatsioon osutub
jaddavaks, — sel korral on tegemist ,,tdiesti mitteelastse® porkega.
Ka siin tekib iildiselt soojus;' heli, aga sageli ka kehade tiielik
voi osaline purunemine.

Elementaarse niitena olgu siin kisiteldud kahe translatoor-
selt litkuva keha tsentraalne porge, nimelt sddrane, kus molema
keha kiirusvektorid langevad kehade massikeskmeid iihendavale
sirgele. Eeldatud on seejuures veel, et ka porkest tingitud touke-
vektorid langevad samale sirgele, ehk, mis tdhendab sama, et
porke hetkel kehade iihine puutetasapind oleks risti selle sirgega,
andes puutepunkti just sirgel endal. On niiteks mélemad kehad
massiivsed homogeensed kerad, siis mainitud lisatingimus jargneb
juba kiirusvektorite tsentraalsuse noudest puhtgeomeetrilistel
kaalutlustel.

Sdédrase porke puhul probleem osutub iihedimensiooniliseks :
kui kiirusvektorid ja toukevektorid langevad koik iihele ja samale
sirgele, siis ka impulsi kasv langeb samale sirgele, mille tagajirjel
ka kiirusvektorid péarast porget jiadvad sellele kandesirgele. Neil .
kaalutlusil on voimalik kiisimuse kisitlemisel piirduda ruumiliselt
selle sirgega (a-teljega) ja kiirusi vaadelda puhtskalaarselt.

Olgu kehade massid vastavalt m, ja m. ; nende skalaarsed
(mirkidega voetud) kiirused enne pérget vastavalt »; ja v.,
parast porget aga vastavalt v, ja v,’. Molemast kehast koosneva
siisteemi puhul, kus vilistouked puuduvad, annab impulsilause

M1V + MaVs = M4V, - mavs’ . (174)

Algkiirused v, , v» olgu teada, méirata tuleb 16ppkiirused v, , v, .
Nende kahe tundmatu méadramiseks on jarelikult vajalik veel iiks
vorrand. Selle teise vorrandi piistitamiseks tuleb lihtuda mingi-
sugusest hiipoteesist kehade elastsuse kohta.

I hiipotees: kehad olgu tdiesti elastsed, s. t. porke
esimesel faasil kaotatud hoog tulgu teise faasi 16puks tédiel mairal

261



‘.

tagasi. Siisteemi hoog enne porget peab siis vorduma siisteemi
hooga piarast porget, seega:

1 1 1 o ,
5 myv® + 3 M2 = 5 myvy"* + % mavs? . (175)
See ongi siis probleemi lahendamiseks vajalik teine vorrand.
Kirjutades (174) ja (175) kujul
My (v —vy') = ma(vy’ —v,)
my(v1® — v1"?) = ma(v2"? — v52) ,

jareldame jagamise teel:

V14 v =0y 4 02,
ehk

V1— V9 = 'U;z, —_ 'vll A (176)
Kehade kiiruste diferents muudab seega porke tagajirjel vaid
margi.

Méiiarates niitid kahest lineaarsest vorrandist (174) ja (176)
tundmatud »,", v, leiame:

nmv 2Mavs — MV My — Me
A — i oS el S SR e
m + Me my 4 me
M2 + 2NV — MaV: My — Mo
Vol = E = = = v+ U (’Ul—vg).
m: 4+ Ma M+ Mme
Erijuhul m; =m, .on seega v, =v,, v’ =v;: kehad nagu

vahetavad Kkiirusi. On aga kehade massid erinevad, siis lisaks
vahetatud kiirusile tuleb moélema keha puhul veel iiks ja sama

algebraline suurus :;':-‘—:T"l“(vl — v,); see lisand ilmsesti ei muutu
1 2

indeksite vahetusel.

II hiipotees: kehad olgu tiiesti mitteelastsed, s. t.
porke esimeses faasis saavutatud kehade tihe kontakt ja defor-
matsioon jddgu edaspidi tiielikult plisima; pdorke teine faas puu-
dub iildse. Saavutatud kontakti piisimine tidhendab, et pérast
pérgét kehad omavad jaddavalt {ihist kiirust:

oy =l (177)
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See ongi niiiid teine vorrand, mis koos vorrandiga (174) maéédrab
tekkiva loppolukorra.

Asetades (177) vorrandizse (174), leiame

PR B mm”{_jﬁl ; (178)
(178) najal saaksime kergesti arvutada hoo kao suuruse kone-
alusel tédiesti mitteelastse juhu hiipoteesil. Meie teeme seda aga
iildisemal kujul jargneva kolmanda hiipoteesi puhul.

IIT hiipotees: kehad” olgu pooleldi-elastsed, s. t.
porke teises faasis restaureerub osa esimese faasi viltel kadunud
hoost. On ilmne, et sddrasel kujul probleem on veel midramatu,
seni kui pole fikseeritud, milline osa nimelt hoost jadb kadunuks.
Vottes arvesse, et esimese hiipoteesi puhul kiiruste diferents
absoluutse suuruse poolest piisib, teise hiipoteesi alusel aga porke
tagajirjel muutub nulliks, osutub loomulikuks, kidies Newton’i
jalgedes, ldhtuda sellest, et kolmanda hiipoteesi juures kiiruste
diferents peaks moodustama absoluutsuuruse poolest pirast por-
get teatava murdosa & (0 <<d<<1) sellest, mis ta oli enne
porget:

Vo' — 0y = (01 —v2) . (179)
Erijuhul & — 1 saaksime jille esimese hiipoteesi, erijuhul § =0
aga teise hiipoteesi.

Etteantud & viaidrtuse puhul moodustabki (179) .probleemi
lahendamiseks vajaliku teise vorrandi, lisaks alati kehtivale vor-
randile (174).

Lahendades lineaarsed vorrandid (174) ja (179) tundmatute
v,, s’ suhtes, leiame:

s v+ (1 + 0)mavs — dmavy My — OMa =k

i B my + me =i + My + Mo (vl ’02)

vt — Mav + (1 + 0)mawys — dmave v: + W——éml(v ) £189)
2 = g Al Mk AR

On kerge kontrollida, et valemid (180) haaravad erijuhuna ka
varemini-leitud tulemusi.
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Arvutame niitid hoo kao suuruse —AH:—;—[(mlvl'Z-{-

+ M%) — (Mm% + mov.?)], kasutades seejuures hetkeks
lihendusi ¢, « :

My + Mev: —
my+ me T i m

Nagu (180) niitab, on siis

V' = ¢ + moa, V=6 —M4a.
¢ tdhendab ilmsesti iihist 16ppkiirust I hiipoteesi puhul.

Arvutades leiame:

AN = l2 [m.(c 4 mea)® + me(c — mya)* — mlvlz_:'n2v22]

1 9 9
= 5l + ma)e® + o*mama(my + mz) — myv,2 — myw.?] .
Asendades siia ¢ ja o vidrtused, jareldame:

— 2 4 H = (v + mee)* + (v — 1) *mamie
My + M2

— M1V1* — MyV,*
I
ehk
1 P
—24AH = ——— [m?0:% 4+ 2mymov105 + mo20,2
A4 m1+m,[]1+ 1MaV1Vs 4 Mo*V5*

+ 82(vs — V1) 2MyMy — M12V1% — MyMoV1% — MyMaVo® — MoV5%]
naMmez 2 2 2
— “(Vo— V1) — (V2—71)"]) .
m1+m2[6(2 1) (Vs 7]

Seega lopuks

2 nam: 2(82

Nagu siit ndhtub, on — A4 H iildjuhul téepoolest negatiivne,
sest 82— 1 on iildiselt negatiivne; ainult hiipoteesil I on 8> —
—1 =20 ja seega 4 H—=20.

Loeme esimese keha algkiiruse »; nulliks, — see on alati
lubatav, sest tegemist on seejuures vaid inertsteljestiku muutu-
misega. Teise keha algkiirus v, olgu sel puhul tdhistatud lihtsalt
siimboliga v. (181) omab siis kuju :

T T T NN g
AH—2(m1+me)(6 1).
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Siin esineb tegur% msov?, mis kujutab teise keha hoogu enne

porget, mis ongi siisteemi koguhoog enne porget, sest esimese
keha hoog on voetud nullina. T#histame seega mainitud tegurit
stimboliga H . Tulemus omab siis kuju:
m;H (6_) P 1)

1 + Me

=——H. (182)

—AH =

Kindla & puhul hoo kadu moodustab seega kindla murdosa alg-

- - m
hoost. Osa on seda viiksem, mida suurem on murd m—z; kao

protsent ldheneb nullile, kui m. (s. t. alguses ainuiiksi fiikuva
keha mass) piiramatult kasvab, m; aga piisib konstantsena. On
teise keha alghoog seejuures konstantne, siis mistahes § puhul
kineetilise ‘energia kadu piiramatult vdheneb selle teise keha massi
piiramatul suurenemisel, eeldusel, et esimese (liikumatu) keha
mass ei muutu.

Seda asjaolu tuleb arvestada niiteks vaiade rammimisel voi
ka lihtsalt naelte seina tagumisel vasaraga. On energia, millega
vasar taob, konstantne, siis on kasulik energia kahjuliku kao
voimalikuks viahendamiseks tarvitada voimalikult rasket vasarat.
Vastasel korral on viikese 8 juures karta vaia iilemédidra suurt
purunemist voi vastavalt naela koverdumist iileméédrase kuume-
nemise tottu kaotatud hoo arvel.

On § vaga ldhedal nullile, s. t. on kehad 6ige viahesel maéiral
elastsed, ja on iihtlasi m., oige viike massiga m, vorreldes, siis,
nagu (182) niditab, — A4 H ~—H, s. t. rakendatud hoog H
laheb kaotsi peaaegu tervikuna.

Valem (182) annab ka fiiiisikalise tolgenduse parameetrile § :
on ™2 0 A T

ml b
H—AH
H ’
teiste sonadega, 82 niditab, milline murdosa rakendatud hoost
siilib parast porget, kui porkava keha mass on viga viike selle
keha massiga vorreldes, mille vastu ta pérkab.

e
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§ 46. Hamilton’i printsiip.

Siinkésiteldud kursuses on lugejat tutvustatud algeliste mee-
toditega, milledele saab rajada mehaaniliste probleemide uuri-
mist, — neid meetodeid kasutas juba Newton. Lugejale, kes
kavatseb tosisemalt siiveneda mehaanika distsipliinidesse, olgu
maadratud veel alljargnevad juhtjooned.

On selge, et tdisnurksete Cartesius’e koordinaatide kasuta-
mine mehaanika kiisimuste késitlemisel ei tohiks olla pohjapaneva
tihtsusega distsipliini enda sisu seisukohalt. Kuigi need tiis-
nurksed koordinaadid on enamikul juhtudel analiiiitiliselt muga-
vad, peab siiski arvestama tosiasja, et loodus ise neid koordinaate
kui séddraseid ei vaja oma siindmustiku reguleerimiseks: need
koordinaadid on vaid matemaatiku poolt kasutatud relvaks, mida
voib korvale panna, niipea kui tulemus on leitud.

On seega arusaadav piilie vabaneda mehaanika kisitlemisel
koordinaatide kitsakujulisest moistest. Oluline on ju vaid see,
et punkti asukoha médramiseks ruumis ldheb vaja kolme moot-
arvu leidmist; kas need 3 arvu niitavad just Cartesiuse koordi-
naate ¥, y, 2z, v0i aga mingisuguseid teisi moeldavaid koordi-
naate, peaks puht-mehaanika seisukohalt olema iisna korvalise
tiahtsusega. Olgu need 3 mingisugusel kokkulepitud meelevaldsel
viisil leitud arvu tiahistatud ¢., ¢., ¢3. Mehaanika probleemide
analiititilisel kisitlemisel tuleks siis otsida sdidraseid matemaa-
tilisi operatsioone nende kolme ¢ kallal, mis annaksid tulemusena
looduses valitsevaid mehaanilisi seadusi igal juhul, séltu-
mata sellest, milline on nende arvude ¢ erikujuline t#hendus.
See on toelise ,,analiiiitilise mehaanika‘ pohiprobleem, millele olid
pithendatud Newtoni jiarglaste uurimised. Leitud tulemused on
seotud esijoones Lagrange’i, Poisson’i, Hamilton’i ja Jacobi’
nimedega. Olgu tdhendatud, et arvude ¢ tuletised miidravad
ikkagi kiirust, kuigi mitte nii erikujulisel viisil, nagu tol erijuhul,
kus arvud g on @, vy, z.

Asjasse siivenemine niitas, et igal juhul on véimalik maié-
rata iiht teatavat funktsiooni L(q:, q=, s, @1, =, 3, t) seits-
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mest muutujast ¢, ¢, t nonda, et joonintegraal

2

[Lat

t
omab minimaalset vidrtust just siis, kui koéverjoon, mida pidi
toimub inteegrimine, osutub parajasti selleks trajektooriks, mida
punkt antud olukorras téepoolest kujutab, lihtudes kindlast alg-
kohast hetkel ¢; ja joudes kindlale 16ppkohale hetkel ¢,. Funkt-
siooni L kutsutakse ,,Lagrange’i funktsiooniks“ ja {ilalmainitud
integraali ,,Hamiltoni integraaliks. Sonastatud pohimétet, mille
kohaselt materiaalne punkt looduses on sunnitud valima enda
trajektooriks just seda koverat, kus Hamiltoni integraal annab
miinimumi, kutsutakse mehaanikas ,,Hamiltoni printsiibiks*. Tea-
tavail kitsendavail tingimusil kutsutakse mainitud integraali ka
,,aktsiooniks“ ja radgitakse siis vastavalt ,,vidikesima aktsiooni
printsiibist®“. Juhime tdhelepanu analoogiale geomeetrias: sirget
joont véib defineerida siddrasena, kus méidratud integraal [ ds
(kaare pikkus) osutub miinimumiks.

Uuema aja uurimised on selgitanud, et Lagrange’i funkt-
siooni seejuures voib valida veel mitmesugusel erineval viisil;
sellest valikust s6ltub, kas saame sellega haarata liikumist
Newtoni voi aga niiteks Einsteini seisukohalt. Molemal juhul
Hamiltoni printsiip on kehtiv, kuid Lagrange’i funktsioon on
erinev.

Olgu punkti liikkumine tingitud tungivilja potentsiaalist /7.
Newtoni mehaanika saamiseks tuleb votta

L=tmw— 11 A
2
Einsteini relativistliku mehaanika saamiseks aga tuleb votta
L:-——mc2l/_ R Ay
c2 4

kus ¢ on valgusekiirus; » on mdélemal juhul ¢ kaudu midratud
punkti kiirus, kuna aga // soltub vaid kohast ¢ .

Seega, lihtudes Hamiltoni printsiibist, osutub véimalikuks
arendada mitmesugused omavahel erinevad mehaanikad, samuti,
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nagu osutub voimalikuks arendada mitmesuguseid geomeetriaid,
soltuvuses sellest, kuidas on analiititiliselt defineeritud kaare dife-
rentsiaal ds .

On selge, et sisuliselt Hamiltoni printsiibis peavad juba pei-
tuma diinaamika pohivorrandid; vidline vahe seisab selles, et
Hamiltoni printsiibi sonastuses esineb integraal, diinaamika pohi-
vorrandites aga seevastu diferentsiaalid. Matemaatiliste votete
najal, nn. ,,variatsioonarvutuse‘ kohaselt, on téepoolest voimalik
Hamiltoni printsiipi taandada diferentsiaalvorranditeks. Need nn.
,,kanoonilised vorrandid“ (Jacobi) omavad kuju

oH v i e G

qv:a_p‘;! D, —_d—qv: (V: 1, 29 3)’
kus suurused p on defineeritud seostega
b
)7 v
0qy

ja
H =g, + p2(}2 -+ paqs-—* L.

Olgu niiteks suurused ¢ tavalised Cartesiuse koordinaadid
x, y, 2z, seega Newtoni alusel
L=gm@+¢+2)—1 (z, y, 2).
Siis
oL : : :
Pr=-— =mE, - Po=mY, Py=1mz,
ox '
kust ndahtub, et arvud p osutuvad sel korral impulsivektori pro-
jektsioonideks. Edasi on

H = maw + myy + méz — zm(@@ + 42+ 22) + [T (&, ¥, 2)
:%m(xz—f—?jz—}—'z:)—l-”(x, Y, Z)
:;71';1(]912-{—1722-#2732) +(z, y, 2).

See niitab, et H on kineetilise ja potentsiaalse energia summa,
seega punkti koguenergia (see tihendus on suurusel H meele-
valdsete koordinaatide ¢ puhul).
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Kanoonilised vorrandid omavad sel korral kuju
S S o
i NSl Pha RS Y i

al7 - oll . ol

plZ—E, P2:—‘W, Pa——g-

Kolm viimast ongi tavalised diinaamika pohivorrandid, nagu on
kerge nidha; kolm esimest kordavad vaid impulsivektori defi-
nitsiooni.

Kui oleksime lihtunud Lagrange’i funktsiooni valikust Ein-
steini mehaanika kohaselt, tarvitades jillegi ¢ osas Cartesiuse
koordinaate z, v, z, kirjutades seega

i SIS Sy, 3,
siis oleksime leidnud

me my

plztlf:——__, Po= ———, p3:——lnj_—_‘.
ox ‘/ v s l/ "
=3 ¥ i3 1— =

- Need on impulsi projektsioonid relativistlikus mehaanikas.

Koguenergia H avaldis oleks niiiid

H=px+py+pz—L

+m02]/1— gi +1(z, ¥y, 2)

=% s @y, 9.

]7__—2 =c) m?¢*+ ps* + ps* + Ps*,
1

jarelikult:

H =0 ]/ m2c® 4+ p® 4+ plt+pt+ 1 (2, ¥y, 2).
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Kanoonilised vorrandid oleksid seega:

oH cp: l/l_ _loz_l/l_?

S \mE S+ pE e+ T .
p —'1)2
e N S RO M N R N T LT P Sy :% S
55 s ST
B R LTI TAReg ) - SSANEE. L s 1y SO REES S G, SLE ——"—i —_
. oll off. . : all
plz*a‘y pz N o ma el

Kolm esimest neist vorrandeist kordavad jillegi vaid impulsi
definitsiooni, kuna kolm viimast moodustavad diinaamika pohi-
vorrandid relativistlikul kujul. Viliselt need vorrandid omavad
sama kuju, nagu Newtonilgi, kuid impulss on siin teisiti defi-
neeritud. Olgu aga kohe tdhendatud, et tavalistel juhtudel, kus

% osutub Gige viikeseks, vahe peaaegu pole mirgatav. Toepoolest

relativistlik p; néiteks on siis

7

%le]

:mc2+%mv2+§mv2 — e

~ me? + 17 mo?,
sest siin drajietud liikmeis esinevad suured nimetajad ¢, ¢* jne.
Liige % mv? on lihtsalt hoog juba Newtoni mehaanika seisu-
kohalt; lisaks viimasele esineb aga Einsteinil veel 6ige suur
liidetav mec® (massi ,,omaenergia‘“), mis Newtonil ei leia eraldi
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arvestamist. Tuleb aga silmas pidada, et seda liidetavat voiks
konstandina liita ka /7 kiilge, sest // on ju teatavasti méadratud
~vaid meelevaldse lisakonstandini. Siit selgub, et tegelikult, vii-
kese v puhul, Einsteini energia moiste iihtib Newtoni energia
moistega. 5

Piirdume nende liihikeste vihjetega, millede eesmirgiks on
vaid juhtida lugeja tédhelepanu suunale, milles on toimunud
mehaanika distsipliinide arendamine ja siivendamine. Mo6da
minnes mainiksime veel, et kdige uuemal ajal (alates 1924. aas-
tast) on hakatud arendama mehaanikat hoopis erinevas suunas,
kus liikumist seotakse teatavate lainete levimisega. See
de Broglie poolt rajatud ,,]Jainemehaanika‘ nidib omandavat jarjest
kasvavat tahtsust eriti aatomites toimuvate protsesside selgi-
tamisel.
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